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VARIETES GEOMETRIQUES ET RESOLUTIONS
I. CLASSES CARACTERISTIQUES

PAR FrAaNcols LATOUR

INTRODUCTION

Résolution et variété géométrique sont deux notions associées, chaque classe de variétés
géométriques déterminant sa classe de résolutions et réciproquement. Par résolution
d’un certain type nous entendons une application PL f: X — Y entre deux polyédres
finis telle que pour tout y dans Y, f ~!(») ressemble au point d’une certaine fagon; on a
les exemples suivants en partant du type le plus fort,

(1) £~ (y) isomorphe a un point (f est alors un isomorphisme PL),
(@) £~ (y) est effondrable,

(3) £~ (») est contractible non vide,

(4) £~ () est acyclique non vide,

(5) £~ () a I’homologie rationnelle du point,

(6) £~ () a la méme caractéristique d’Euler-Poincaré que le point et est connexe,
(7) £~ (») est connexe non vide.

Il y a deux méthodes pour définir la notion de variété géométrique associée a un type
de résolution. Pour la premiére, une variété géométrique de dimension n est un polyédre
qui vérifie les conditions locales vérifiées par toute image par résolution d’une variété PL
de dimension n. Par exemple par cette méthode un polyédre de dimension n, X est une
variété géométrique de dimension n associé au 7¢ exemple de résolution si pour tout
simplexe ¢ de dimension n—1 d’une triangulation K de X, /k (o, K) est ou vide, ou
formé de deux points.

La seconde méthode, plus restrictive, considére un polyédre de dimension n, X comme
une variété géométrique de dimension » si, pour tout simplexe ¢ de dimension k£ d’une
triangulation K de X, /k (o, K) ressemble & S""*~! de la méme fagon que, pour les réso-
lutions du type considéré, £ ~! (y) ressemble au point; pour cette méthode un polyédre X
de dimension n est une variété géométrique associée au 7¢ exemple de résolution si
Ik (6%, K) a le méme nombre de composantes connexes que S" *~!. Lorsque 1’on
considére les résolutions rationnelles (5¢ exemple), les deux méthodes donnent la méme
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2 F. LATOUR

notion de variété : celle de variété d’homologie rationnelle (ou encore variété rationnelle).
Comme nous nous intéressons surtout aux variétés rationnelles et que nous considérons
les notions plus faibles de résolutions comme des exemples ou les techniques pour la
catégorie rationnelle doivent se simplifier, il est naturel de définir la notion de variété
géométrique par la deuxiéme méthode quoique la plupart des théorémes soient encore
valables pour les variétés géométriques suivant la 1r¢ méthode.

Etant donné une variété géométrique X" on se pose le probléme de savoir s’il existe
une résolution de la catégorie f : M" — X" avec M variété PL. Soit I le sous-polyédre
singularité de X, (ensemble des points au voisinage desquels X n’est pas une variété PL);
dans [19] Sullivan développe une théorie d’obstructions pour savoir s’il existe une
résolution f:X'— X ou X' est une variété géométrique de méme type avec
dim X' < dim X, d’ou par itération une théorie d’obstruction pour savoir si X est
résoluble par une variété PL; pour les variétés d’homologie (entiére) cette théorie est
satisfaisante car c’est une théorie & une seule obstruction; pour les variétés rationnelles
les méthodes de [2] déterminent presque complétement les groupes d’obstruction mais
on n’a plus une théorie & une seule obstruction. Nous nous proposons de donner des
conditions a priori pour savoir si une variété géométrique admet une résolution par une
variété PL (les résultats ont été énoncés dans [9]). Dans cette premiére partie nous
construisons les classes caractéristiques qui servent a exprimer la condition de résolubilité.

Soit @ un plongement PL d’une variété géométrique X dans l’intérieur d’une
variété PL Y; on utilise la méthode de Thom-Sullivan pour construire & partir de certains
morphismes définis sur des groupes de bordisme de la paire (Y, dY), des classes caracté-
ristiques du plongement @ dans diverses théories cohomologiques de la paire (Y, 0Y).
Lorsque ¢ est le plongement de X dans un de ses voisinages réguliers euclidiens de grande
dimension, vu le manque de dualité de Poincaré & coefficients Z, on obtient des classes
caractéristiques absolues de X dans diverses théories homologiques de X.

Dans la catégorie eulérienne (6¢ exemple de résolution) ces classes sont construites a
partir de la caractéristique d’Euler-Poincaré mod. 2; dans la catégorie rationnelle on
se sert de I’invariant d’intersection I 4 valeurs dans W (Q), anneau de Witt des formes
bilinéaires symétriques non dégénérées sur Q; I (W*) est obtenu en classifiant la forme
d’intersection H,, (W; Q) ® H,, (W; Q) — Q de la variété rationnelle W*. Une
différence entre ces deux catégories est que dans le cas eulérien, toutes les classes carac-
téristiques s’expriment a 1’aide des classes de Stiefel-Whitney homologiques de X qui
se calculent directement sur une triangulation tandis que dans le cas rationnel
elles s’expriment a 1’aide des classes absolues de X dont on ne connait pas d’expression
combinatoire directe.

RESUME PAR CHAPITRE :

CHAPITRE 1. — Cycles géométriques.

On étudie la catégorie la plus faible : résolutions géométriques (7¢ exemple de la liste
ci-dessus) et cycles géométriques. Les sorites développés pour cette catégories sont
utilisés pour les catégories plus riches.
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I. CLASSES CARACTERISTIQUES 3

CHAPITRE 2. — Variétés eulériennes.

Il traite des résolutions eulériennes (6 exemple) ainsi que de I’analogue
modulo 2. On montre les propriétés des classes de Stiefel-Whitney homologiques
WX)=WoeX)+...+W,;(X)+... avec W,;(X)e H,_,;(X; Z/2) lorsque X est une
variété eulérienne mod. 2 de dimension n] en particulier la formule de produit.
Ce chapitre s’achéve par la détermination explicite de certains groupes de cobor-
disme eulérien, on en déduit une premiére interprétation des classes de S. W. homo-
logiques : les f, W, (X) e H,_; (A, Z/2) déterminent la classe [X, f] e#E% (A), groupe
de bordisme non orienté formé & partir des variétés eulérienne mod. 2 (une seconde
interprétation découle du chapitre 3).

CHAPITRE 3. — Classes caractéristiques eulériennes.

On construit les classes caractéristiques d’un plongement d’une variété eulérienne
(ou eulérienne mod. 2) X dans l’intérieur d’une variété PL Y : ces classes déterminent
la caractéristique modulo 2 des intersections transverses avec X des variétés PL singuliéres
de la paire (Y, 0Y). Ces classes se calculent & I’aide de W (X). Les ingrédients
géométriques essentiels sont les théorémes de transversalité de [13] et la formule
W XxX) =W X)xW (X'). Pour montrer la réduction aux classes de S. W. homo-
logiques, ont est amené A montrer une nouvelle caractérisation des classes S. W. (cohomo-
logiques) d’un fibré vectoriel; il en résulte, en particulier, une démonstration trés simple
de la formule de dualité de Whitney Dx w; (X) = W; (X) ou w; (X) = w; (1x) € H' (X; Z/2)
sont les classes de S. W. cohomologiques de la variété différentiable X.

CHAPITRE 4. — Variétés rationnelles.

On adapte les sorites des deux premiers chapitres au cas des variétés rationnelles.

CHAPITRE 5. — Invariant d’intersection.

On montre les propriétés de l’invariant d’intersection dans W (Q), invariance par
cobordisme, formule du produit; formule d’addition. Un point essentiel pour les cons-
tructions des derniers chapitres est 1’étude de I’invariant d’intersection des Z/p-variétés
rationnelles, surtout la formule du produit démontrée par un calcul homologique. Cette
formule n’était montrée que pour les Z/p-variétés PL par une méthode géométrique
détournée [12]; ’avantage d’une démonstration algébrique est qu’elle n’utilise que la
dualité de Poincaré a coefficients Q et qu’elle s’étend automatiquement au cas des
Z/p-complexes de Poincaré a coefficients Q.

CHAPITRE 6. — Classes caractéristiques rationnelles.

On exploite le théoréme de transversalité et les propriétés de I’invariant d’intersection
selon les méthodes de Sullivan ([12], [18]); pour les éléments de 2-torsion, on a besoin
d’étudier la construction de [12] sans hypothéses de finitude.

CHAPITRE 7. — Type d’homotopie de I’espace des Z,,-données de chirurgie.

On étudie les Z,,-données de chirurgie sur un complexe de Poincaré pour ’anneau Z,,
ou sur un Z/p-complexe de Poincaré pour Z,,. A la différence des Z-données de chirurgie
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4 F. LATOUR

sur une Z/p-variété PL, les obstructions en dimension 4 k se calculent holomogiquement,
il en résulte une démonstration (presque complétement homologique) de la formule du
produit en dimension 4 k. On détermine le type d’homotopie (en grandes dimensions)
du Zgy-localisé de L, (Z,)), espace des Z,-données de chirurgie et I’on compare
L, (Z,,) avec L, (Z).

CHAPITRE 8. — Type d’homotopie des variétés de Z ,y-homologie.

Comme application des constructions précédentes, on donne un calcul a priori, des
obstructions de la théorie de Levitt [10] pour savoir si une variété de Z ) -homologie,
4 connexe a le type d’homotopie d’une variété PL.

CHAPITRE I

Cycles géométriques

Dans toute la suite, polyédre voudra dire polyédre fini.

DEFINITION 1.1. — On appelle résolution géométrique toute application PL f: X —Y
entre deux polyédres telle que pour tout y de Y, f ' (y) est connexe non vide.

LemMME 1.2. — Soit f: X— Y une résolution géométrique entre deux polyédres
de dimension n. On suppose que X vérifie la condition :

(C) pour toute triangulation K et tout simplexe o de dimension n—1 de K, Ik (o, K)
est ou vide ou bien formé de deux points.

Alors Y vérifie la méme condition.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier la condition C pour une seule triangulation. Soient
K et L des triangulations de X et Y respectivement telles que f: K — L soit simpliciale.
Soit ¢ un simplexe de dimension n—1 de L, f~! (c) est la réunion de (I’intérieur de)
simplexes de K de dimension n—1 et n; s’il n’y a pas dans cette réunion de simplexes
de dimension n, comme f ! (G) est connexe non vide, f ~! () est réduit aun simplexe a
de dimension n—1 de K et Ik (o, L) ~ Ik (a, K). Si b est un simplexe de dimension n
de K avec f(b) = o, b posséde exactement deux faces, notées a et a’, telles que
f(@@) = f(@)= o; comme f ! (c) est connexe et vu la condition C, on peut ordonner
les n-simplexes de f~* () en une suite by, ..., b, avec a; = a;,1 (1 £ i < p). Soient b,
le n-simplexe de K, différent de b, tel que a; < b, et b, le n-simplexe de K différent
leb,tel que a, < b,, . Sia, = a, (etdonc by = b,, b,+, = by), Ik (5, L) = O puisque f
est surjective; sia; # a,, by « f~ ! (6) donc f (b,) est de dimension 7 de plus f(bo) #/ (b, + 1)
sinon by = b, (f est une résolution) et f (b,) ne saurait étre alors de dimension n; il
est clair que S ¢ (o, L) est engendré par f(b,) et f(b,+,) d’ou le résultat. [

Remarque 1.3. — Si X, polyédre de dimension n est 1’image par une résolution géo-
métrique d’une variété PL fermée de dimension n, X vérifie la condition C; on pourrait
définir un cycle géométrique comme un polyédre vérifiant la condition C, mais pour les
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I. CLASSES CARACTERISTIQUES 5

raisons indiquées dans l’introduction on va imposer des conditions supplémentaires
d’homogénéité.

DEFINITION 1.4. — On appelle cycle géométrique de dimension n, un polyédre X
de dimension n, tel que pour une triangulation K de X on ait :

() Ik (o, K) = S° si ¢ est de dimension n—1;

(ii) Ik (o, K) connexe non vide si ¢ est de dimension inférieure a n—1.

Remarques. — (1) Si X est un cycle géométrique de dimension n, pour toute triangu-
lation les conditions précédentes sont vérifiées.

(2) Comme Ik (o, K) est non vide pour |o| <n, X est réunion des n-simplexes
fermées de K.

LeMME 1.5. — Soit K une triangulation d’un cycle géométrique de dimension n; pour
tout simplexe o de K de dimension k,lk (c, K) est un cycle géométrique de
dimension n—k—1.

Cela résulte de I’isomorphisme /k (z, Ik (o, K)) ~ Ik (6 % 1, K) pour tout simplexe
T de /k (o, K).

PROPOSITION 1.6. — Soit X un polyédre de dimension n, connexe. Pour que X soit un
cycle géométrique de dimension n, il faut et il suffit qu’il existe une triangulation K de X
telle que :

(1) X est une réunion des n-simplexes fermés de K;
(ii) pour tout (n—1)-simplexe o de K, Ik (5, K) = S°;

(iii) pour tous n-simplexes o et ¢’ de K d’intersection 1, il existe une suite 6, = o,
Lo PYNNN 6, = &' de n-simplexes de K telle que © < o; pour tout i et 6; " ;. est de
dimension n—1 (1 £ i < p).

Démonstration. — Les conditions sont suffisantes : la premiére assure que /k (o, K)
est non vide si | o-[ < n et la derniére assure que /k (1, K) est connexe si [r| <n-—1.
Montrons que ces conditions sont nécessaires; il suffit de vérifier la condition (iii) lorsque X
est un cycle géométrique connexe. Soit ¢ un n-simplexe de K triangulation de X, on dit
que le n-simplexe ¢’ est équivalent & o s’il existe une suite vérifiant (iii) sauf la condition
o N ¢’ < oy; soit K, le sous-complexe engendré par les n-simplexes équivalents a ¢ et K,
le sous-complexe engendré par les n-simplexes non équivalents a o, K = K, U K, et
K, n K, est de dimension < n—1 par définition. Si K, n K, était non vide, soit & un
simplexe de dimension maximale de K, n K;, on aurait :

(Ik(o, K)YnKp) n(lk (o, K)nK,) = lk(a, Kog) nlk(a, K;) = lk(a, KonK;) =0

contrairement a la connexité de Ik (o, K); comme K est connexe K = K, ce qui montre
une moitié de la condition (iii). L’autre moitié s’obtient par inspection directe si
| T| =n—1 et en appliquant le raisonnement précédent au cycle géométrique connexe
k(,K)si|t|<n—1. O
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6 F. LATOUR

Remarque 1.7. — Soient X un polyédre de dimension 7 et C une structure de complexe
cellulaire sur X. Si X est réunion des cellules fermées de dimension n de C, si toute cellule
de dimension n—1 est dans le bord d’exactement deux cellules de dimension 7 et si pour
toutes cellules ¢ et ¢’ de dimension n, d’intersection d, il existe une suite de n-cellules (c;)
avec ¢; = ¢, ¢, = ¢, d < c; et ¢; N ¢;;, de dimension n—1, alors X est un cycle géo-
métrique connexe de dimension n (on voit que si K est une subdivision simpliciale de C
sans sommets supplémentaires alors K vérifie les conditions de 1.6).

1.8. Nous allons donner une derniére caractérisation des cycles géométriques. Soit X
un polyédre et x e X; on définit dy (x) par

dx (x) = Sup { ke N/3IK triangulation de X et ¢ k-simplexe de K avec xec }

Soit X un polyédre de dimension n, on pose £ = { x € X/dx (x) < n }, T est appelé
la singularité de X, c’est un sous-polyédre de X, plus précisément pour toute trian-
gulation K de X il existe un sous-complexe de K qui triangule X.

LEMME 1.9. — Soit X un cycle géométrique de dimension n, le sous-complexe singularité
X est de dimension < n-3.

Démonstration. — Si o est un (n—1)-simplexe d’une triangulation K de X,
IK (0, K) = S° donc o est formé de points réguliers (i. e. dx (x) = n). Si o est de
dimension n—2, lk (o, K) est un cycle géométrique connexe de dimension 1, ce ne peut
étre que S!, donc dans ce cas 13 aussi ¢ est formé de points réguliers. []

ProrosITION 1.10. — Soit X, un polyédre de dimension n qui est réunion des n-simplexes
Sfermés d’une de ses triangulations. Une condition nécessaire et suffisante pour que X soit
un cycle géométrique de dimension n est que :

(i) il n’existe pas de point x de X avec dyx (x) = n—1 ou n—2;
(i) VxeX tel que dy (x) £ n—-3, H; X, X—x) = 0 pour j < dx (x)+1.

Démonstration. — Si X est un cycle géométrique, sa singularité est de codimension = 3
ce qui montre (i). Soit o un k-simplexe d’une triangulation K de X et soit x € G ;comme

Ik (o, K) est connexe non vide (dx (x) < n—3) et que St (0,K) 5% lk(c,K) on a
H,(St(o, K)) = 0
or
H, (St(o, K)) ~ H,, , (St(q, K), St(c, K)) =~ Hy, ; (X, X—St(0, K)) = He, 4 (X, X—X).
La réciproque se montre de la méme maniére. [
ORIENTABILITE ET PREMIERE CLASSE DE STIEFEL-WHITNEY.
LEMME 1.11. — Soit X un cycle géométrique connexe de dimension n, on a
H,(X; Z/2) ~ Z/]2.
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Démonstration. — La somme ¢ de tous les n-simplexes est clairement un cycle modulo 2.
Si ¢, est un autre cycle modulo 2, écrivons ¢ = ¢, +c¢; et en répétant I’argument de 1.6
avec K, = Support (¢;) et K; = Support (c;) on voit que ¢, =0 ou ¢, =c¢. []

DEFINITION 1.12. — On dit qu’un cycle géométriqgue de dimension n, connexe X est

orientable si H, (X; Z) ~ Z. Orienter un tel cycle géométrique c’est choisir un générateur
de H, (X, Z) (que I’on note [X]).

Remarque. — Si X est un cycle géométrique connexe de dimension n, H, (X; Z) est
un Z module libre de dimension finie et 1.11 montre qu’on a I’alternative H, (X; Z) = 0
(et X est non orientable) ou H, (X; Z) ~ Z.

ProOPOSITION 1.13. — Soit f: X — Y une résolution géométrique entre deux géomé-
trigues de dimension n, connexes et orientés; alors fest de degré + 1 (i.e. £, [X] = £ [YD.

Démonstration. — Soient K et L des triangulations de X et Y telles que f : K — L soit
simpliciale; soit o un n-simplexe de L, comme f est une résolution, f~! (o) est
un n-simplexe Tt de K et f | : T— o est un isomorphisme. Si k est le degré de ’application
fG. e f, [X] = k[Y]), il vient que f|, : H, (z, T; Z) - H, (0, 6; Z) est la multiplication
par k (lorsqu’on a identifié ces groupes d’homologie & Z par la restriction des
orientations de X et Y) d’ou le résultat. [

Remarque. — Dans la suite, lorsque nous parlerons de résolutions entre cycles
géométriques orientés, nous ne considérons que les résolutions qui conservent
I’orientation.

1.14 Soient K une triangulation d’un cycle géométrique X de dimension »n et K’ une
triangulation dérivée. Considérons les chaines ordonnées de K’ suivantes :

Co(K) = (=) @+ 12 Y (g, Ay, ... 0y
ap<ag <...<ap <K
et

ap <ag < ...<ap-1 <K

C,(K) = > (=)leelteton-tlgo ay, . Gy ).

Comme pour tout (n—1)-simplexe o de K, /k (o, K) est de caractéristique d’Euler-
Poincaré 2, on a la formule (voir 2.11 et [7]) 9C, (K) = 2 C, (K).

La chaine C, (K) est donc un cycle modulo 2 dont la classe d’homologie
W, (X) e H, (X; Z/2) est indépendante de la triangulation K et est égale (dans chaque
composante de X) au générateur de H, (, Z/2); la chaine C, (K) est un cycle, soit
W;X)eH,_; (X, Z) sa classe d’homologie. On a

Wi X)=BWo(X) ou B:H,(X;Z/2)->H,_(X;Z)
est le bokstein de la suite de coefficients 0 — Z Bz Z/2— 0.

PROPOSITION 1.14. — Suit X un cycle géométrique de dimension n; une condition
nécessaire et suffisante pour que X soit orientable est que W (X) = 0 dans H,_; (X; Z/2).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Démonstration. — Si X est orientable, W, (X) est nul dans H,_, (X; Z) a fortiori
dans H,_, (X, Z/2). Si W, (X) = 0.dans H,_; (X; Z/2), on peut écrire C; (K) = 2 b+da
donc 0 (Cy (K)—2a) = 4b. Ecrivons Cy (K)—2a = Y u,0 ou o sont les n-simplexes
(naturellement ordonnées) de K', u, est un nombre impair. Soit C = £¢, ¢ ol g, = 1
siu,=1(@4)ete, = —1siu, = —1(4); par construction il existe une chaine a’ telle que
Co(K)—2a=C+4a et donc

0C = 4(b—0da’).

Or le coefficient d’un (n—1)-simplexe de K’ dans la chaine 0C ne peut &tre que —2, 0
ou 2, on a donc 0C = 0 et X est orientable. []

PROPOSIRION 1.15. — Soient X et Y deux cycles géométriques de dimensions res-
pectives n et m. Le produit X xY est un cycle géométrique de dimension n+m.

Démonstration. — On peut supposer X et Y connexes; soient K et L des triangulations
de X et de Y et C la structure de complexe cellulaire de X x Y déterminée par les cellules
oxt (oo < Kett < L). Ilest clair que C vérifie les deux premiéres conditions de 1.7 :
quant a la derniére, soient oxt et o' x1 deux (n+m)-cellules de C d’intersection
(c n o’)x(rn 1'); soient (o;) (avec 6, =c et 6, =0c") et (1)) (t; =T et 7, = 7) les
suites données par 1.6, la suite de (n+m)-cellules de C, (c;) avec ¢; = o;xtpour 1l £ i < p
et ¢; = o'x1;_, pour p <i < p+q, vérifie la condition demandée. [

DEFINITION 1.16. — On appelle cycle géométrique a bord de dimension n, un polyédre X
de dimension n tel que pour une triangulation K de X on ait :

(1) Ik (o, K) est connexe non vide si | O'I <n-1;

2) Ik (o, K) est formé de 1 ou 2 points si l c| =n-1;

(3) La réunion des (n—1)-simplexes fermés o tels que lk (o, K) soit réduit a 1 point,
est un cycle géométrique de dimension n—1.

Remarque. — On vérifie aisément que tout autre triangulation de X les propriétés

sont vérifiées et que le sous-polyédre introduit en (3) ne dépend pas de la triangulation
considérée; on le note dX et I’appelle le bord de X.

DEFINITION 1.17. — On dit qu’un cycle géométrique a bord de dimension n, connexe,
X est orientable si H, (X, 0X : Z) ~ Z.
Remarqgeus :

(1) on vérifie comme dans le cas sans bord que si X est connexe
H,(X, dX; Z/2) ~ Z/2;

(2) si X est orientable, dX est orientable; une orientation [X]e H, (X, dX; Z)
induit par 0 : H, (X, 0X; Z) — H,_, (0X; Z) une orientation de chaque composante
connexe du bord.

LemME 1.18. — Si X, et X, sont deux cycles géométriques de dimension n de bord
commun Y, X = X, Uy X, est un cycle géométrique sans bord de dimension n. Si de plus
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I. CLASSES CARACTERISTIQUES 9

Xo et X, sont orientés de sorte que les orientations induites sur chaque composante de Y
soient opposées, X est orientable.

Démonstration. — La premiére partie résulte du fait que la réunion de deux connexes
non vides dont l’intersection est non vide, est un connexe non vide. La deuxiéme partie
résulte de ’argument classique utilisant la suite de Mayer-Vietoris. [

Exemple. — On montre (comme en 1.15) que si X et Y sont des cycles géométriques
de dimension n et m de bord 0X et 0Y, X x Y est un cycle géométrique de dimension n+m
de bord

XxdY () aXxY.
X xaY

PROPOSITION 1.19. — Soit X un polyédre de dimension n tel que pour tout simplexe c
d’une triangulation K de X, Ik (o, K) est connexe non vide si ]c[ < n—1 et est formé
de 1 ou 2 points si ]cl = n—1; soit Y le sous polyédre réunion des (n—1)-simplexes
Sfermés o tels que Ik (o, K) soit réduit a 1 point. On suppose que Y admet un collier dans X,
alors Y est un cycle géométrique de dimension n—1 (et X est un cycle géométrique a bord
de bord Y).

Démonstration. — Raisonnons par récurrence sur n. Soit K la triangulation de X et L
la triangulation induite de Y. Soit ¢ < L de dimension < n—2, la paire (lk (o, K),
Ik (o, L) vérifie les mémes hypothéses que la paire (X,Y), (¢f 1.5 Ik (o, K) est
de dimension < n—1, donc /k (o, K) est un cycle géométrique & bord de bord /k (o, L).
Or d’aprés I’hypothése du collier, la paire (lk (o, K), Ik (o, L)) est PL-isomorphe a la
paire [cdne (Ik (o, L)), Ik (o, L)], cela entraine que /k (o, L) qui est le link du sommet
dans le cone est connexe non vide si o | < n—2et est $°si |6 | =n—1; Y est donc
un cycle géométrique de dimension n—1.

COROLLAIRE 1.20. — Soit X un cycle géométrique de dimension n et Y un sous polyédre
de dimension n— 1 qui admet un bicollier; alors Y est un cycle géométrique de dimension n—1.
1.21. Le résultat précédent permet de développer la théorie des voisinages réguliers

d’un sous-polyédre d’un cycle géométrique de dimension n comme dans [15]. Ona
le résultat :

COROLLAIRE 1.21. — Soit X un cycle géométrique de dimension n et P un sous-polyédre
de X. Tout voisinage régulier de P dans X est un cycle géométrique a bord de dimension n;
son complément également.

1.22. Relions les structures de cycle géométﬁque sur un polyédre X et sur 1’espace
total d’un tube PL en disques sur X (alias block bundles).

PROPOSITION 1.22. Soit E Pespace total d’un tube PL en disques D* sur X, polyédre
de dimension n, soit OE Iespace total du tube en sphéres S*~! associé; il y a équivalence
entre : .

(i) E est un cycle géométrique de dimension n+k de bord OE;
(ii) X est un cycle géométrique de dimension n.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Démonstration. — OE admet un collier dans E car il en est ainsi localement. Si X est
un cycle géométrique de dimension #, il est clair que E est réunion des (n+k)-simplexes
fermés d’une de ses triangulations et, en raisonnant localement, que la paire (E, dE)
vérifie les hypothéses de 1.19 (¢f. 1.10). Pour la réciproque nous utilisons le :

LeMME 1.23. — Soit (Y?, Z°~ ') une paire de polyédres, Z ayant un collier dans Y. Si
Y x D! est un cycle géométrique de dimension p+1 de bord YxS° UZxD!, Y est un
cycle géométrique de dimension p de bord Z.

Cela résulte directement de 1.20 appliqué a2 Y xS® U Zx D?! et au sous-polyédre Z.
Par récurrence on en tire

COROLLAIRE 1.24. — Soit X un polyédre de dimension n; si X xD? est un cycle géomé-
trique de dimensiun n+q, de bord X xS~ !, X est un cycle géométrique de dimension n.

Fin de la démonstration de 1.22. — Soit q un tube sur X inverse (pour la somme de
Whitney) du tube considéré, soit F I’espace total de 1’image réciproque de n sur E; si E
est un cycle géométrique de bord JE, en généralisant I’argument de la premiére partie,
on voit que F est un cycle géométrique de bord JF ou JF est la réunion de I’espace total
du tube en sphéres sur E et des blocs sur JE. Or F est I’espace total d’un tube trivial
sur X, la paire (F, 0F) est donc PL-isomorphe 4 (XxD? XxS?71) d’ou le résultat
parl1.24. O

CYLINDRE D’UNE RESOLUTION.

1.25. Nous allons utiliser les techniques de Cohen [5]. Rappelons d’abord
quelques définitions. Si K est une triangulation d’un polyédre X on appelle trian-
gulation dérivée K’ de K toute trangulation dont les p-simplexes sont { &, ... @, )
olgy<a <...<aq,<Ket a, est un point intérieur a @, (pas forcément le barycentre).
Si f: K — L est une application simpliciale on appelle cylindre (simplicial) de f le sous-
complexe simplical du joint K’ L engendré par les simplexes de L et les simplexes de la
forme {a,,...a,>)%b ot ay<a; <...<a,<Ketb<f(a)<L Sif:K—L
est simpliciale, K’ et L’ des dérivées telles que f:K'— L’ soit aussi simpliciale,
on définit, pour 6 < L, deux sous-complexes de L’ et K’ respectivement : (la notation { .. }
veut dire le sous-complexe engendré par ...) :

D(o, L) = {<bo, by, ..., bydJo <by< ... <by <L},

D(o,f) ={<ao, ay, ..., apdlag<a; < ...<a,<Keto<f(ap}.
On a

D(,f)=f"'D(, L) et D(oN)NS'(.

PROPOSITION 1.26. — Soit f : X — Y une application PL entre deux polyédres; soient K
et L des triangulations de X et de Y, K’ et L’ des triangulations dérivées telles que f : K—L
et f: K'— L’ soient simpliciales. Il y a équivalence entre :
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I. CLASSES CARACTERISTQIEUS 11

(i) f est une résolution géométrique;
(ii) D (o, f) est connexe non vide pour tout simplexe ¢ de L.

Démonstration. — 1l est clair que sif : X— Y est une résolution géométrique et
P un sous-polyédre de Y, £~ (P) et P ont le méme nombre de composantes connexes;
D(o,f) =f"'D(o, L) est donc connexe non vide puisque D (o, L) est contractile.
La réciproque découle de ce que D (o, f)\,f 1 (0) et que G est un point intérieur
quelconque de . [

1.27. Soient A et B deux complexes simpliciaux, on dit que N, sous-complexe du
joint A B est un joint réduit de A vers B si A et B sont des sous-complexes de N et si tout
simplexe principal de N rencontre B.

LeMME 1.27. — Si N est un joint réduit de A vers B et si pour tout simplexe ¢ de A,
Ik (o, N) N B est connexe, N et B ont le méme nombre de composantes connexes.

Démonstration. — 1l suffit de voir que si deux sommets x et y de B sont dans la méme
composante de N, on peut les joindre par un arc dans B. Soit un chemin formé d’arétes
de N reliant x a y; par récurrence, en utilisant la connexité de /k (o, N) n B pour des
arétes et des sommets de A, on homotope ce chemin en un chemin n’ayant plus de sommets
dans A. O

PROPOSITION 1.28. — Soit f: X — Y une application PL entre deux cycles géométriques
de dimension n,; soient K et L deux triangulations telles que f: K — L soit simpliciale.
Il y a équivalence entre :

(i) f est une résolution géométrique;

(ii) C le cylindre simplicial de f est un cycle géométrique de bord X U Y.

Démonstration. — Soient K’ et L’ des triangulations dérivées telles que f: K’ — L'
soit simpliciale. Si o < L on sait [5] que lk (5, C) n K’ = D (o, f) et que /k (o,C) est
un joint réduit de /k (o, L) vers D (o, f).

Si donc f est une résolution géométrique et o < L, D (o, f) est connexe non vide,
donc Ik (o, C) est aussi connexe non vide ce qui suffit pour vérifier que C est un cycle
géométrique de dimension n+1 de bord X U Y.

Réciproquement si C est un cycle géométrique de bord XU Y et si 0 <L est
de dimension n, Ik (o, L) = @ donc Ik (o, C) = D (0, f) qui est donc réduit & 1 point.
Supposons que pour tous les simplexes t de L de dimension > k, D (t, f) soit connexe
non vide et soit o <L de dimension k. Nous appliquons le lemme 1.27 avec
N=1Il(c,C), A=Ilk(c,L) et B=D(o,f), en effet si ¢’ < A,

lk(c’, N) = lk(o’, lk(o, C)) = lk(c % o', C)
et

Ik(c’, NNnB=Ilk(cy o', C)nK'=D(c% ', f)

est connexe par hypothése de récurrence. Les D (o, f) sont donc tous connexes non vides
et f est une résolution géométrique d’aprés 1.26. [

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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CHAPITRE II

Variétés eulériennes

DEFINITION 2.1. — On appelle résolution eulérienne toute application PL f: X —-Y
entre deux polyédres telle que pour tout y de Y

(i) f~1 (p) est connexe non vide;
@ x(f"*O) =1 (o x est la caractéristique d’Euler-Poincaré).

Remarque. — On peut paraphaser la définition en disant que les fibres f =1 (y)
ressemblent au point pour les deux foncteurs Hy ( , Z) et x ( ).

LEMME 2.2. — Soit f: X— Y une résolution eulérienne entre deux polyédres, alors
x(X) = x(Y).

Démonstration. — Nous raisonnons par récurrence sur la dimension de Y. Si Y
est de dimension O cela résulte directement de la définition. Supposons Y de dimension p,
soient K et L des triangulations telles que f : K — L soit simpliciale, soient oy, ... o,
les p-simplexes de L, G; leurs barycentres et D; un disque centré en G;, intérieur

q
ao;; Y—|) D, se rétracte par déformation sur Y’ le (p—1)-squelette, f~* (D)) est
1

q B ’
PL-isomorphe & f~* (6)x D, et X—{) f~* (D)) se rétracte par déformation sur f ! (Y’).
1
Par hypothése de récurrence on a donc
q ° q o
X<X_L1)f—l(Di)) = X(Y_Ll)Di>
or

X<X, X—Qf“('i)) =Y x(f1 (D), f71(3Dy)

q .
= ZX(f_l (6))x(D;, 0D;) = X(Ya Y_kx) Dl>9
d’ou le résultat. [
2.3. Nous définissons la notion associée de variété eulérienne, en imposant, comme

expliqué dans I’introduction, des conditions d’homogénéité qui ne sont pas indispensables.

DEFINITION 2.3. — On appelle variété eulérienne de dimension n, un polyédre X
de dimension n, tel que pour tout simplexe c de dimension k d’une triangulation K de X,
on ait :

(1) Ik (o, K) a le méme nombre de composantes connexes que S" *~1;

(2 % Uk (o, K) = x (8"7*7).

Remarque 2.4. — 11 est équivalent de définir une variété eulérienne de dimension n
comme étant un cycle géométrique de dimension n, X tel que pour tout x de X on ait :

X(X’ X—x) = (__)n.
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En effet comme 1—9% est multiplicatif sur les joints, si ¢ < K est de dimension k on a
St (0, K) = 6 % Ik (0, K) et

L(X, X—8) = x(St(o, K)) = 1~ % (5t (5, K)) = (=) (1 ~x (Ik (o, K))).

Remarque 2.5. — Si X est une variété eulérienne de dimension 7 et si ¢ est un simplexe
de dimension k d’une triangulation K de X, l/k (o, K) est une variété eulérienne
de dimension n—k—1.

DEFINITION 2.6. — On appelle variété eulérienne @ bord de dimension n une paire de

polyédres (X, 0X) telle que X est un cycle géométrique de dimension n de bord 0X
et telle que :

(1) VxeX-0X, xX X-x)=(-),

) VxedX, x(X,X-x)=0 e (X, 0X—-x)=(-)"1

Dans la définition on impose donc que dX soit une variété eulérienne de dimension n—1;
en fait si on suppose que 06X a un collier dans X cela est inutile comme le montre le :

LEMME 2.7. — Soit X un cycle géométrigue de dimension n de bord 0X; on suppose
que 0X admet un collier dans X et que pour tout x € X—0X, y (X, X—x) = (=)". Alors
X est une variété eulérienne de bord 0X.

Démonstration. — Soit x € 0X, par hypothése de collier il existe ae X—0X tel
que Jk (x, X) soit PL-isomorphe au cone a % Ik (x, 0X); Ik (x, X) est donc contractile
et x X, X—x) =1—yx Uk (x, X)) =0. Soit (K, L) une triangulation de (X, 0X)
admettant x et 4 comme sommets; on a

lk(a, Ik(x, K)) = Ik({a, x), K)
et si b est un point intérieur a ’aréte { @, x ), b est dans X—0X donc
x(k(a, x>, K) =1-x(X, X=b) = 1+(=)"""
or par hypothése de collier
lk(a, lk(x, K)) = lk(x, L)
donc

100X, X~-x)=(=)"". O

PROPOSITION 2.8. — Soit X une variété eulérienne de dimension n, soit (A, B) une paire
de sous-polyédres de X, alors :

x(A, B) =(-)"x(X-B, X-A).

Démonstration. — 11 suffit de vérifier la formule lorsque B = @, le cas général s’en
déduisant. Soit (K, L) une triangulation de (X, A), raisonnons par récurrence sur le
nombre de simplexes de L (la formule est vraie par hypothése si A est réduit & un point).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE 3
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Soit ¢ un simplexe principal de L, écrivons A = A’ Uc avec A’ N o = A”; d’aprés
Mayer-Vietoris on a

X (A) = ¢ (A)+1-x(A"),
X, X=A) =X, X-A)+x (X, X—0)—x (X, X—-A").

Or y (X, X—0) = x (X, X—6) = (—)" et comme A’ et A" ont moins de simplexes que A
il vient x (A) = (=)"x X, X-A). O

Remarque. Le méme raisonnement s’applique si X est une variété eulérienne de bord X
et si An X = 0.

COROLLAIRE 2.9. — Soit f: X — Y une résolution eulérienne entre deux cycles géo-
métriques de dimension n. Si X est une variété eulérienne Y aussi.

Démonstration. — Soit yeY, x(f~'(»)=1 donc comme X est eulérienne
x (X, X—f"1(») = (—)" et comme f est une résolution eulérienne, il vient par 2.2 :

A, Y=»)=xX X=f'O)=(-y. O

2.10. Tous les résultats démontrés au chapitre 1 pour les cycles géométriques
s’étendent aux variétés eulériennes.

CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY. — Soient X une variété eulérienne de dimension »n, K une
triangulation de X et K’ une triangulation dérivée. On introduit les chaines (simpliciales-
ordonnées de K') :

C"_p(K)= z (_)|ao|+]a1|+...+|ap|<ao.”ap>.
ap <ay < ...<ap<K
Lemme 2.11. — 0C, (K) = % (59 C,4 1 (K) pour g < n.
Pour une démonstration voir [7].

Si g est impair (et ¢ <n) C,(K) est donc un cycle, on note W, (X) sa classe
d’homologie dans H,_, (X, Z); si g est pair (et ¢ < n) C,(K) est un cycle modulo 2,
on note W, (X) sa classe dans H,_, (X, Z/2); on note enfin W, (X) € Hy (X, Z) la classe
de C, (K), il est clair que si € : Hy (X, Z) — Z est I’augmentation, &€ (W, (X)) = x (X).
Ces classes d’homologie ne dépendent pas de la triangulation utilisée pour les définir;
les classes W, et W, ont été introduites pour un cycle géométrique en 1.14.

COROLLAIRE 2.12. — Soit X une variété eulérienne de dimension n. Pour 2k+1 <n
on a

Wi+ 1 (X) = BW,(X),
oit B est le bokstein H,_,, (X, Z/2) — H,_ -, (X, Z) associé a la suite 25 Z — Z)2.
COROLLAIRE 2.13. — Soit X une variété eulérienne de dimension n impair, alors :

xr(X)=0.
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Démonstration. — Comme »n est impair on a dC,_, (K) = 2 C, (K), comme H, (X, Z)
est sans torsion, on a donc W, (X) = 0. Le résultat découle aussi de la formule
de dualité 2.8 mais la démonstration indiquée semble la plus directe. [

2.14, CAS DES VARIETES A BORD. — Soit X une variété eulérienne i bord de dimension n
de bord 0X; soit (K, L) une triangulation de la paire (X, 0X), K’ et L’ des triangulations
dérivées; on considére la chaine simpliciale de K’ :

C,-p(K) = 2 (—)lel* - Hlarla,, ... ay).

a0 < ...<ag<Ketap <L
Le calcul de [7] se généralise et donne

LemME 2.14. — 0C, (K) = 5 (89 C,44 (K) + (=) C, (L) pour g < n.

Pour g impair (et < n) C, (K) définit donc un élément de H,_, (X, 0X; Z) noté¢ W, (X),
pour g pair (et ¢ < n) C,(K) définit un élément de H,_, (X, 0X; Z/2) noté W, (X);
pour ¢ =n on regarde C,(K) dans H,(X; Z), son augmentation est % (X, 0X).
Le corollaire 2.12 est encore valable pour une variété eulérienne a bord.

COROLLAIRE 2.15. — Soit X une variété eulérienne de dimension n de bord 0X, pour
q<n—1ona

wq (aX) = (__)q awq (X)’
ot 0 est le connectant H,_, (X, 0X; G) = H,_,_; (0X; G) (avec G = Z ou Z/2 suivant
la parité de q).

COROLLAIRE 2.16. — Soit X une variété eulérienne de dimension n impair et de bord 6X.
On a

x (0X) = 2 (X).

Démonstration. — Comme n est impair, on a C,_; (L)+2 C, (K) = 0C,_; (K) donc
dans Hy(X; Z) il vient (en prenant I’augmentation) yx (0X)+2y (X, 0X) =0 or

1 X) = x (X, 0X)+7 (6X), d’ou le résultat (qu’on aurait pu aussi déduire des formules
de dualité 2.8).

PROPOSITION 2.17. — Soit f: X > Y une résolution eulérienne entre deux variétés
eulériennes de dimension n, on a

FW,()=W,(Y) [dans H,_,(Y; Z/2) ou H,_,(Y, Z)].

Démonstration. — Pour p = n c’est le lemme 2.2. Soient K et L des triangulations de X
et Y telles que f : K — L soit simpliciale et C le cylindre simplicial de f; par 1.28 et 2.10
C est une variété eulérienne de dimension n+1 de bord X U Y; soit r : C— Y la rétraction
canonique avec r | X = f; comme p < n, W, (X) et W, (Y) sont des classes d’ordre 2 et

S W,X)+W,(Y) =r,W,(0C) = r,, dW,(C) = r ,W,(C) =0,
puisque r, W,(C)eH,_,(Y,Y;G). O

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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2.18. On note QF le groupe de cobordisme orienté des variétés eulériennes orientées
de dimension n. Nous allons déterminer QF ainsi que d’autres groupes de cobordismes
qui nous serons utiles par la suite.

LeMME 2.18. — La caractéristique d’Euler-Poincaré réduite modulo 2, définit un homo-
morphisme

x: QF-2Z)2.
Preuve. — 1l suffit de voir que sur les bords y est paire; cela résulte de 2.13 et 2. 16.

2.19. ETUDE DES BASSES DIMENSIONS. — Une variété eulérienne de dimension 1 est claire-
ment une réunion de cercles, il en résulte qu’une variété eulérienne de dimension 2 est
une variété différentiable et comme la seule surface de caractéristique 2 est S?, qu’une
variété eulérienne de dimension 3 est différentiable; plus généralement on a le

LEMME 2.19. — Le sous-complexe singularité d’une variété eulérienne est de codi-
mension = 4.

11 résulte de ce qu’on vient de dire que Qf = Z, Qf =0, O = 0 et QF = 0.

LeMME 2.20. — En toute dimension paire = 4, il existe une variété (différentiable)

orientée connexe qui est un bord (orienté) et dont la caractéristique est un nombre pair
imposé.

Démonstration. — Soit

Mzl = (# (S* x S**7%) # (# (S1)*");
p q

Mf,f‘q est un bord (orienté) et est connexe dés que k = 2 de plus x (M,,, ) = 2 (p—gq+1).

LEMME 2.21. — Soit X une variété eulérienne de dimension n, connexe. Si y, (X) = % (S")
alors Y = Cobne (X) est une variété eulérienne de dimension n+1 de bord X. Si X est
orientée, Y Dest également.

La démonstration est immédiate puisque le link du sommet de Y (le seul point peut
étre singulier) est isomorphe a X.

PROPOSITION 2.22. — Pour n > 0 I’homomorphisme y, : QF — Z[2 est injectif. Si n
est pair = 4 c’est un isomorphisme; pour n impair et n = 2, QF = 0.

Démonstration. — De 2.13 et 2.21 résulte que QF = 0 si n est impair. Remarquons
qu’on a une notion de somme connexe de variétés eulériennes (bien définie a isomor-
phisme prés puisque la singularité est de codimension = 4). Si X et X’ sont de dimension
paire on a x (X # X') = x (X)+x (X")—2. Soit X un représentant d’un élément de QF
avec n =2k =4, on peut (en faisant des sommes connexes) supposer X connexe.
Si y (X) est pair, on forme la variété X' = X # M ou M est une variété différentiable
connexe qui est un bord orienté, X’ est donc connexe et cobordante & X; si on a choisi
x (M) = 4—% (X), X’ est un bord d’aprés 2.21.
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Reste a construire un exemple pour voir que QF, # 0 si k = 2. Le plus simple est de

prendre X = S'xD%*~! U Céne (S! x S?*72) qui est une variété eulérienne orientable
de dimension 2 k et de caractéristique 1. [

Remarque 2.23. — Les démonstrations précédentes s’appliquent aussi aux groupes
de cobordisme non orientés A";. Il vient 45, ., = 0 et &5, = Z/2 (k 2 0).

2.24. On considére les classes de cobordisme PL orienté (fixe sur le bord) des
variétés PL orientées de dimension n dont le bord est connexe et de méme caractéristique
que S"~!. La somme connexe sur le bord fait de cet ensemble un monoide, on appelle PE
le quotient de ce monoide par le sous-monoide des éléments connexes et de caractéris-
tique 1. Il est clair que si M et M’ sont cobordantes (rel 9), x (M) = x (M’) mod 2,
1—y (M) définit donc un homomorphisme o« : PE — Z/2.

PROPOSITION 2.24. — Si n est impair ou si n = 2, PE = 0. Si k 2 2, a est un isomor-
phisme P5, — Z/2.

Démonstration. — Si n est impair et si

X@OM) =S =2  alors %(M)= %x(aM) -1,

ce qui montre que PE = 0 si » est impair (par somme connexe on peut supposer M
connexe), P% se calcule par inspection. Si n = 2k = 4 et si M" de bord connexe a une
caractéristique impaire, on commence par connectifier M en M’, puis on fait la somme
connexe de M’ avec une variété connexe qui est un bord orienté et de caractéristique
convenable; on a ainsi cobordé (rel §) M a I’élément trivial de PE. De plus pour k = 2,
PE n’est pas nul car il comprend S'xD?*~! qui est de caractéristique 0. [

VARIETES EULERIENNES MODULO 2.

DEFINITION 2.25. — On appelle résolution eulérienne mod 2 toute applica-
tion PL f : X — Y entre deux polyédres telle que pour tout y de Y :

(D) f~1(p) est connexe non vide;

Q@ x(f~* () est impair.

On appelle variété eulérienne mod 2 de dimension n tout cycle géométrique X de
dimension n tel que pour tout x de X on ait y, (X, X—x) = 1 (mod 2).

On a de méme une notion de variété eulérienne mod 2 a bord. Ce qui a été dit sur les
variétés eulériennes se transpose en considérant partout les caractéristiques dans Z/2.
Plutdt que de répéter mot pour mot nous allons noter les points de différence.

22.6. CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY MOD 2. — Si K est une triangulation de X, variété

eulérienne mod 2 de dimension » et K’ une triangulation dérivée, on considére les chaines
mod 2 :

C,-,(K) = Y gy « vy @)

ay < ...<ap<Kk

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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C,-, (K) est donc la somme (mod 2) de tous les p-simplexes de K’. Ce sont en fait des
cycles mod 2 [7] qui définissent W, (X) € H,-, (X; Z/2) et & (W, (X)) est congru a x (X)
modulo 2.

Si X est une variété eulérienne mod 2 de dimension » de bord éX, (K, L) une triangu-
lation de (X, 0X) et (K’, L’) une triangulation dérivée, on définit de méme

Cn—p(K)= Z <a0’ '-'sap>
a < ...<ap<K,ap «L
et modulo 2 on a la formule
3C,(K) = C,(L),
d’ou des classes W, (X) dans H,_, (X, 0X; Z/2).
On a pour tout ¢ dans H,_;_,(0X; Z/2) : W, (0X) = oW, (X).

COROLLAIRE 2.26. — Soit X une variété eulérienne mod 2; s’il existe une variété
eulérienne mod 2, Y de bord de X, alors

xX)=0 ().
Démonstration. — Le diagramme
Ho (X; Z/2) ——— Ho (Y; ZJ2)
e 55 f
est commutatif; si » = dim X on a
x(X) = &e(W,(X))mod?2, or (W,(X)) =i, W,(X)=0
puisque W, (X) = dW,(Y) et i, 0 =0. O

2.27. On introduit le groupe QF:? de cobordisme orienté des variétés eulérienne,
mod 2, de dimension » orientées; la caractéristique mod 2 définit un morphisme
x:QE2 o Z/2

PROPOSITION 2.27. — Dés que n 2 3, x : QF'2 — Z/2 est un isomorphisme; de plus
QixzZ, QF2=QF%=0.

La démonstration est largement analogue a celle du cas eulérien, sauf que si
n=2k+1 = 3, il existe des variétés eulériennes mod 2 orientables de dimension n et
de caractéristique impaire comme le montre I’exemple S' x D* U Céne (S* x SZ*~1)
qui est de caractéristique 1 et qui est une variété eulérienne mod 2 (orientable) puisque
St x S%k~1 est connexe et de caractéristique nulle (donc paire).

Remarque 2.28. — Les groupes de cobordismes non orienté des variétés eulériennes
mod 2 de dimension n, #°E:2, se calcule de la méme maniére : pourn # 1; ;A4 52— Z/2
est un isomorphisme et A5 % = 0.
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2.29. Par analogie avec 2.24, on introduit le groupe PE'? en partant de variétés PL,
M" ol I’on impose que M soit connexe et de caractéristique paire. On a de méme :

PROPOSITION 2.29. — Si n = 3 le morphisme
a: PE2,7Z)2

est un isomorphisme; de plus P%? = P52 = (.

PROPRIETES DES CLASSES DE STIEFEL-WHITNEY MOD 2. — Si X est une variété eulérienne
de dimension n, les classes de S. W. [que nous avons définies en 2.11 dans H,_, (X; Z)
ou H,_,(X; Z/2)] se calculent toutes a 1’aide des réductions mod 2 des W, (X) [sauf
la classe W, (X) € Hy (X, Z) qui, reliée qu’elle est a x (X), a les mémes propriétés que la
caractéristique d’Euler-Poincaré]. Il nous suffira donc (méme dans le cas des variétés
eulériennes) d’étudier les propriétés des classes de S. W., mod 2.

Dans la suite de ce paragraphe tous les groupes d’homologie sont a coefficients Z/2.

2.30. RESTRICTION. — Soit X une variété eulérienne mod 2 de dimension n (supposée
sans bord pour simplifier) : soit Z < X, un sous-polyédre qui est une variété eulérienne

mod 2 de dimension n de bord 0Z = Z(frontiére de Z dans X). Soit a la composition
H,(X)- H,(X, X—Z) ~ H,(Z, Z).

Lemme 2.30. — Dans H,_,(Z, 0Z) on a W,(Z) = a W, (X).

Cela résulte directement des définitions de W, (X), W, (Z) et de la démonstration du
théoréme d’excision.

2.31. PropuliT. — Soient X et Y deux variétés eulériennes mod 2 de dimension n et p
(sans bord pour simplifier). On sait que X xY est une variété eulérienne mod 2 de
dimension n+p; on veut calculer W (XxY) (classe de S.W. mod 2 totale) a I’aide
de W (X) et de W (Y). Se présente une difficulté, car W (X) est définie a 1’aide d’une
triangulation de X et que les triangulations de X xY ne se décrivent pas simplement
a I’aide des triangulations de X et Y. Nous allons donc faire un détour.

On dit qu’une paire (X, A) de polyédres est une variété eulérienne mod 2 de
dimension n, relative si pour tout k-simplexe ¢ d’une triangulation (K, L) de (X, A) avec
c«L, lk(c,K) a le méme nombre de composantes connexes que S" %71 et si
% (k (o, K)) = 0 (2). On peut, par le méme procédé combinatoire que ci-dessus, définir
des classes W, (X, A)e H,_, (X, A; Z/)2).

Soit N un voisinage régulier de A dans X de frontiére N; d’aprés 1.21, 2.10 et 2.25
le complément C = X—N est une variété eulérienne mod 2 de dimension » et de bord
0C = N; soit o la composée

H,-,(X, A) > H,_,(X, N) ~ H,_,(C, 60),
o est un isomorphisme et en raisonnant comme en 2.30 il vient :
aW,(X, A) =W, (C).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE
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Soient X et Y deux variétés eulériennes mod 2 de dimension 7 et p sans bord, et Z le
joint X % Y, on considére X et Y comme plongés dans Z, (Z, X U Y) est alors une variété
eulérienne mod 2 relative de dimension n+p+1 dont les triangulations sont clairement
reliées a celles de X et de Y.

Soit C le complément d’un voisinage régulier de X U Y dans Z, (C, dC) est une variété
eulérienne mod 2 de dimension n+p+1, isomorphe & (XxY xI, XxY xdl). Soit ®
I’isomorphisme composé :

® H;(X)®H,(Y) > H,(Xx Y x(I, aI)) » Hy(Z, XU Y),
1

i+j=k-

ou le premier isomorphisme est donné par la formule de Kunneth et le second est le
composé de Iisomorphisme PL : XxYx(I, dI) » (C, dC) et de I’isomorphisme
a”!:H,(C,C)—>H,(Z, X UY).

LeMMmE 2.31. On a la formule

@ ( E W:X)®@ W;(Y)) = W (Z, XU Y).

itj=k

Démonstration. — Soient K une triangulation de X, L de Y et K.L la triangulation
associée de Z; soient Ny le voisinage simplicial de K’ dans (K.L)’ et Ny celui de L' dans
(K.L)’ et u lisomorphisme naturel H, (Z, X uY)> H, (Z, ﬁx U NY). En utilisant
les chaines simpliciales (mod 2) des triangulations K’, L’ et K'.L’ I’isomorphisme ®
se traduit au niveau des chaines par la formule

(Y %0, Y mD->IZApo%kT.

o <K’ Tt <L’

La classe W, (Z, X U Y) est représentée par la chaine Xy ou y parcourt les simplexes
de dimension n+p+1—k de (K.L)’ qui ne sont ni dans K’ ni dans L’. Soit ¢ un simplexe
de K.L qui n’est ni dans K nidans L, ¢ s’écritc = avbaveca < K,b < Letnianib
n’est vide; si nous confondons c (resp a, b) avec leurs réalisations géométriques dans
Z (resp. X, Y), nous voyons que la chaine z, = Yy [ou y parcourt les simplexes de
dimension n+p+1—k de (K.L)" inclus dans ¢ et non inclus dans K’ ni dans L'] et la
chaine

zy = Z (Zot;) Je (ZB))

i+j=k

(ou a; parcourt les simplexes de dimension n—i de K’ inclus dans a et B; les simplexes

de dimension p—j de L' inclus dans ) sont homologues dans (c, ¢ N (IiIx v I:IY)). Ilen
résulte que :

u.®( Y WX)QW,;(Y)=uW,(Z XUY),

i+j=k
d’ou le résultat puisque u est un isomorphisme. []
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COROLLAIRE 2.32. — Dans H,yp1 -, XxYx(, 0I)) on a la formule [oi 1 est le
générateur de H, (I, d1)] :

W XxYxD)=( ) W;X)xW;(Y)xt

itji=k
Cela résulte directement des résultats précédents.

THEOREME 2.33. — Soient X et Y deux variétés eulériennes mod 2 ; dans H, (XxY)
on a

WEXxY)=WX)xW(Y).
Démonstration. — Cela résulte de deux applications successives du corollaire 2.32.

Remarque. — La méme formule se démontre si X et Y sont des variétés eulériennes
mod 2 a bord. par la méme méthode, il n’y a que des complications de notations.

GROUPES DE BORDISME EULERIEN.

2.34. A l’aide des variétés culériennes mod 2 de dimension g, on forme le groupe
de bordisme eulérien mod 2 (non orienté) A~ ;3,2 (A) d’un espace A; les arguments
classiques montrent que les 45 2 () forment une théorie homologique. Soit

HEA) = @ H,_;(A; Z)2),
i#1

#%2( ) est une théorie homologique et on a une transformation naturelle
o :NE2( )>#E2( ) définie par

(DA,B([Xa f]) = s;{f* W;: (X),

si (X, 0X) LR (A, B) est une variété eulérienne mod 2, singuliére de la paire (A, B) [cela
résulte de W (0X) = oW (X), 2.26].

PROPOSITION 2.34. — La transformation naturelle o: N52( )—#%2( ) est un
isomorphisme.
Démonstration. — 11 suffit de vérifier que @y, : A 5% —H#5 2 (p) est un isomor-

phisme. Cela résulte de 2.28 puisque si X est une variété eulérienne mod 2 sans bord
de dimension ¢, eW,(X) = x(X) ou e:Hy(X, Z/2) > Z/2 est I’augmentation.
Remarquons que ’omission de H,_, ( , Z/2) dans #%'2 () s’explique par le fait que
W, X)=BWo(X) (ou bien Iexplique!). OJ

COROLLAIRE 2.35. — L’homomorphisme de Hurewicz :
h: N#72(A, B)—>H,(A, B; Z)2)

est surjectif, son noyau est engendré par les variétés décomposées [Xox Xy, fy o pryl,
ou X, est sans bord. :
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Démonstration. — La surjectivité de 4 résulte directement de la proposition et de 1.14;
la suite spectrale de la théorie homologique A#5'2( ) est dénégérée, on en déduit
le résultat sur le noyau de # comme dans [6]. O

2.36. ON A DES RESULTATS ANALOGUES POUR LES AUTRES GROUPES DE BORDISME EULERIEN.

() Soient A7 (A) le g-iéme groupe de bordisme eulérien non orienté de ’espace A et

Hi(A)=Ho(A,Z2)® @ Hu (A Z2) et o K )=>#5( )

0=<52i<g

la transformation naturelle définie par

oa, 5[ X, f] =14 Wq(X)+22 feW2:(X)

i<

lorsque (X, 0X) A (A, B) est une variété eulérienne singuliére de dimension ¢ de la
paire (A, B).
(2) Soient QF (A) le bordisme eulérien orienté de I’espace A et
SHEA) =H,A; D)OHo(A, Z)® @ H,_s,(A Z)2)

4s2i<gq

et ® la transformation naturelle définie par

05,5 [X, f1= £ [X]+ f,.‘Wq(XH4 S;< S« W2 (X).

(3) Soient QF'2 (A) le bordisme eulérien mod 2 orienté de I’espace A et

SHE(A) =H, (A, 2)® ® H, ,(A;Z]2)
kz3

et o la transformation naturelle définie par

o, 8[X, f]1=1 [X] +k§3f*wk(x)-

PROPOSITION 2.36. — Ces trois transformations naturelles sont des équivalences de
théories homologiques.

En particulier toute classe de H,, (A; Z) est représentable par une variété eulérienne
orientée.

CHAPITRE III

Classes caractéristiques eulériennes

3.1. Nous allons utiliser des théorémes de transversalité pour construire des classes
caractéristiques dans les deux situations suivantes :

1° Si ¢ est un plongement d’une variété eulérienne mod 2, X" dans l’intérieur d’une
variété PL Y"*9, on construit une classe o (¢) € H*** (Y, dY; Z/2) qui, grosso modo,
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calcule les caractéristiques (modulo 2) des intersections transverses avec X des
variétés PL de Y.

2° Si € est un tube PL d’dme le polyédre B et d’espace total E, on construit une classe
w (§) e H* (B; Z/2) qui permet de calculer la catéristique modulo 2 de £~ (B) lorsque
f:(V; 0V)— (E, 0E) est une application d’une variété eulérienne mod 2 dans E trans-
verse a B.

De la conjonction de ces deux constructions, résulte que w (£) est I’inverse de la classe
de Stiefel-Whitney habituelle de € et que la classe o (@) est essentiellement déterminée
par la classe de Stiefel-Whitney homologique W (X).

3.2. RAPPELONS QUELQUES NOTIONS ET RESULTATS DE [13]. — Soient L et K deux sous-
polyédres d’un polyédre M, on dit que K est transverse a L s’il existe un voisinage
régulier N de K dans M qui est un tube d’adme K (de fibre (D¥; 0)) et tel que, pour une
décomposition en blocs de N, L n N soit une réunion de blocs et que cela définisse une
structure de tube normal de L n K dans L.

PROPOSITION 3.2. — Soient & un tube PL d’dme le polyédre K, d’espace total E, L un
sous-polyédre de E et K, un sous-polyédre de K ; on suppose que K est transverse @ L au
voisinage de K, ; il existe une isotopie h, parmi les automorphismes de E qui sont I’identité
sur Ko 0 0E, telle que hy = 1 et hy (K) est transverse a L.

Cela résulte directement des lemmes 1 et 2 du chapitre 3 de [13].

3.3. Soient (Y, dY) une variété PL, X un sous-polyédre de IntY, (V, dV) une variété PL
etf: (V; dV) — (Y, dY) un plongement; on dit que fest transverse & X si f~! (9Y) = oV
et £ (V) est transverse & X au sens précédent; dans ce cas W = f(V) n X est un sous-
polyédre de X qui admet un tube PL normal dans X. Si f: (V, dV) — (Y, dY) est une
application, on dit que f est transverse a X s’il existe une variét¢ PL Z sans
bord de dimension m, un plongement 4 : V— Z tels que le plongement

g=fxh:(V,0V)>(Y,Y)xZ

soit transverse & X x Z; dans ce cas W = g (V) n X x Z est un sous-polyédre de X xZ
admettant un tube PL normal dans X x Z de fibre D™*° (ol ¢ = dim Y —dim V).

On a le théoréme de transversalité de [13] conséquence de 3.2.

PrOPOSITION 3.3. — Soit f: (V, dV) — (Y, 0Y) une application transverse @ X au
voisinage d’un sous-polyédre A de V, il existe f, : (V, V) — (Y, 0Y), proche de f, égale
a f sur A, et transverse a X.

3.4. Soit £ un tube PL d’4re le polyédre B, d’espace total E de bord 0E; soient V
un polyédre, 0V un sous-polyédre et f : (V, dV) — (E, 0E) un plongement. On dit que f
est transverse a & si B est transverse au sous-polyédre f(V) dans le polyédre E;
U=f"1(f(V) nB) est alors un sous-polyédre de V, admettant un tube PL normal
dans V isomorphe a (f|y)* €.
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Si f:(V, dV) — (E, OE) est une application on dit que f est transverse a & si le plon-
gement fxId de (V, dV) dans (E, 0E) x V (considéré comme I’espace total du tube & x 1
sur Bx V) est transverse a £ x 1; dans ce cas

U =(fxI) ™ (f xI)(V)nBxV))=f"'(B)

est un sous-polyédre de V admettant dans V un tube PL normal isomorphe a (f ]U)* E.
De 3.2, on tire :

PROPOSITION 3.4. — Soit f: (V, 0V) — (E, 0E) une application transverse a & au voi-
sinage d’un sous-polyédre A de V, il existe fy : (V, 0V) — (E, 0E), proche de f, égale & f
sur A et transverse a &,

3.5. Dorénavant X désigne une variété eulérienne mod 2 de dimension »n (sans bord)
et @ : X—Y un plongement (PL) de X dans l’intérieur d’une variété PL Y de
dimension n+gq.

On note A5 () les groupes de bordisme non orienté formé a partir de variétés PL.
Dans tout ce chapitre les groupes d’homologie et de cohomologie sont a coefficients Z[2.

LeMME 3.5. — Il existe un homomorphisme unique yx : A%, (Y, 3Y) — Z/2 tel que

sif:(V, aV)* = (Y, 0Y) est une application transverse @ X d’intersection transverse W
on ait

xx [V f] = x (W) mod 2.

Démonstration. — Par 3.3 tout élément de A~ };';,. (Y, 0Y) peut se représenter par
f:(V, V)t (Y, dY) transverse & X, I’intersection transverse W est alors une variété
eulérienne mod 2 de dimension i, d’aprés 3.3, 2.10 et 2.25. Si f’ : (V’, V') — (Y, dY)
est transverse & X d’intersection transverse W’ et est cobordante a (V, f), pour les mémes
raisons W et W’ sont égales dans #F:? donc x (W) = x (W) mod 2. Cela montre
I’existence et ’unicité de yx, il est clair que c’est un homomorphisme. [

LEMME 3.6. — L’homomorphisme Yx vérifie

xx [Vo xVi, fi -Pl] =% (Vo) xx [Vn fl]
si Vo est une variété PL fermée et p, la projection Vo xV; — V,.

Preuve. — On peut supposer que f; : (Vy, dV,) — (Y, 0Y) est transverse & X
d’intersection transverse W,, alors fi.py Vox(Vy, 0Vy) — (Y, 0Y) est transverse a X
d’intersection transverse Vo x W, d’ou le résultat.

3.7. Soit Z un genre sur les variétés PL, c’est-a-dire la donnée pour toute variété PL
V d’une classe Z(V) = 14+Z;, V)+Z, (V)+... e H* (V) telle que

Z(Vex V) =Z(Ve)XZ(Vy) et  Z(V)=Z(V)|oy

et telle que pour toute variété V sans bord, { Z (V), [V]) = % (V) (mod 2).

Soit (A, B) une paire de polyédres, on a le théoréme suivant reliant H* (A, B) et certains
morphismes de 473" (A, B) dans Z/2 ([12], [16]) :
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THEOREME 3.7. — La donnée d’un genre Z sur les variétés PL établit une bijection entre
les morphismes u : N3 (A, B) - Z/2 vérifiant la condition :

u [Vo XV, f1 °P1] =x(Vo)u [V1,f1]
si V est sans bord et les classes o. € H* (A, B); la correspondance est donnée par la formule
ulV,f]=<{f*auZV), [V]D.

Il est clair que si u est nul sur #}* (A, B) pour tout i < k, les composantes de o de
degré < k sont aussi nulles. Nous appliquons ce théoréme au morphisme yx de 3.4 et
aux genres w (V) (classe de Stiefel-Whitney cohomologique totale) et v? (V) (carré de la
classe de Wu totale) ce qui justifie la définition suivante :

DEFINITION 3.8. — Soit ¢ : X 6 Y un plongement d’une variété eulérienne mod 2,
X, de dimension n dans Iintérieur d’une variété PL de dimension n+q, Y de bord Y. On

note o (Q) = oy (¢)+0, (9)... [avec o;(¢) e H* (Y, 0Y)] Punique classe de coho-
mologie telle pour tout f:(V, dV) — (Y, dY) on ait :

xx [V, f1=<fFa@uwV), [V]D.

De méme on définit B(9) = Bo (@) +B; (@) +... [avec B;(¢p) e H'* (Y, 8Y)] par la
Sformule

1x [V, f1=<F*B@uo*(V), [V]).

LEMME 3.8. — Avec les notations précédentes on a la relation a (@) = Sqp (¢) ou
Sq=1+Sq'+... est le carré de Steenrod total.

Démonstration. — On a les formules de Wu :
w(V)=Sqo(V) et (o(V)ux, [V]>=<Sgx, [V]>
pour tout x € H* (V, dV); on a donc
(V) US*BO) [V]D = <(Squ(M)USaf*B(e) [V]D = <w(V)uf*Sqp(e), [V])

d’ol par unicité a (9) = SqB(p). O

3.9. PROPRIETES DE COMPOSITION. — Il suffit d’analyser la situation suivante : soient &
un tube sur Y de fibre D*, Z son espace total, Z’' I’espace total du tube en
sphéres S*~! et Z” le tube au-dessus de dY, Z est une variété PL de dimension
n+q+k de bord 0Z =7 U Z". Soient UgeH" (Z,Z) la classe de Thom et
@, : H**' (Y, 0Y) - H****?(Z, 0Z) lisomorphisme de Thom défini par

O, x =U,up*xeH**"(Z2,Z’ 0Z"

[ov p :(Z,Z")— (Y, 0Y) est la projection du fibré homotopique associé a E]. Soit
w1 (E)eH*(Y) la classe inverse de w(£), notons v™2(&) =[Sqg ' (w 1 ()] et
¢ : X— Z le plongement compos¢.
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PROPOSITION 3.9. — Avec les notations précédentes on a les relations

(@) =P ((@Uw ' (®), B =D (B(9) U2 (E)).

Démonstration. — On a le diagramme commutatif

K gi (Y, ) N y1y44(Z, 02)

N/
lx\ /xx
Z2

ol I'isomorphisme de Thom en bordisme ) peut €tre décrit de la fagon suivante : si
[ (V, aV)1*i— (Y, 0Y) représente x e N 0+ (Y, 0Y), @ (x) est représenté par
f:(V, 8V)>(Z, 6Z) ou V est Despace total du tube &' = f*& dV son bord et f
I’extension manifeste de f. Soit p : V — V une projection homotopique du tube &’, comme
fibrés homotopiques on a t, = p* (1, ® &’) et donc :

([F*® (o) vwt E)] U w(V), [V]D
= (f*Ugup*a(@) up* v~ @) uw(V), [V]D
= Uy U p*f *a(@ U p* ™ ) vw(V), [V])
= (P *a@ U P w(V)u Uy, [V])
= {fra(@ uwV), [V]).

D’ou par unicité @ (a(9) v w1 (E) =a (9¢); de méme pour B (@).

3.10. Cas A BORD. — Soient X une variété eulérienne modulo 2 de dimension »n de
bord 0X, Y une variété PL de dimension n+g de bord dY, Y’ et Y” deux sous-variétés
de 0Y avec Y=Y uY" et Y NnY" =09Y =09Y" Soit ¢ : (X, 0X)— (Y, Y) un
plongement (avec @ (0X) = Int Y’ et ¢~ (Y’) = 0X). Si f: (V, dV)?* = (Y, Y") est
une application transverse a X, l’intersection est une variété eulérienne mod 2 de
dimension i, sans bord. On peut donc définir comme précédemment un morphisme
xx ‘AN ogi (Y, Y)— Z/2 et des classes a(@)e H*™* (Y, Y") et B(p)eHI* (Y, Y").

3.11. Sorr € UN TUBE PL DE DIMENSION k SUR LE POLYEDRE B, E son espace total et JE
’espace total du tube en sphéres S*~* associé. Si g : U — B est une application d’une
variété eulérienne mod 2 de dimension p dans B, soit (V, dV) I’espace total du tube g* &,
V est une variété eulérienne mod 2 de dimension p+k de bord 0V et g a une extension
naturelle f; (V, V) — (E, 0E). Cette construction définit un homomorphisme
Ve :./V’;’ 2(B) ——»./fok (E, OE).

LemME 3.11. — L’homomorphisme s, est un isomorphisme.

C’est une conséquence immédiate du théoréme de transversalité 3.4 et de 2.10, Y, est
I’isomorphisme de Thom en bordisme eulérien mod 2.
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Remarque 3.12. — En notant ®, l'isomorphisme de Thom en homologie on a
un diagramme

#2288 422 (E, oB)

on | [z

#E2(B)SS A5 (E, OE)

ou les 4 fléches sont des isomorphismes (voir 2.34); mais ce diagramme n’est PAS commu-
tatif; nous étudierons a la fin de ce chapitre le défaut de commutativité.

PROPOSITION 3.13. — 1l existe une unique classe o (§) € H*** (E, OE) telle que pour
application f d’une variété eulérienne mod 2 (V, 0V) dans (E, OE), transverse a &, on ait

1(f 7 B) = (a(®), f+ W(V)) mod2.

Démonstration. — La méthode est analogue a celle de 3.7, le corollaire 2.35 remplace
les propriétés de &/ B (' ) et le théoréme 2.33 les propriétés d’un genre sur les variétés PL.
On définit o (&) = o E)+... +a; (E)+... (avec a; (&) e H** ! (E, 0E)) par récurrence.
Le morphisme yx.Yy;' : A% 2 (E, 0E) > Z/2 s’annule manifestement sur les variétés
décomposées et définit donc (2.35) un morphisme H, (E, 0E) — Z/2 d’ou la classe
oo (§) € H* (E, 0E) telle que pour f: (V, 8V)* — (E, 0E) transverse a & on ait

Ve [V f]1=2 (T B) =< (B), fu[V]D = <% (), LW(V)).

Supposons construit o; (§) pour j < p vérifiant 3.13 pour les variétés eulériennes
mod 2 de dimension < p+k. Considérons le morphisme A : A" 1};3'+2k (E, 0E) — Z/2 défini
par

)"[Vaf] = x\l’E,_l [V’f]-*.j; <&j(€), f*wp—j(v)>-

Si (V,f) est une variété décomposée

Sf1.p1

Vox(Vy, V) —(E, GE)

avec V, sans bord on a :

2 @, fe Wy, (V)

J<p

= Z <1xf1*°‘1(§), W,_;(Vox V).

=1, W(Vo)><{fTa(), W(V,)) par 2.33
=x(Vo) Vg [V, f1 D = x-¥¢ ' [V, £
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donc A s’annule sur les décomposables et définit donc un morphisme H,,, (E, 0E) —Z/2
d’oli la construction de la classe a, (§). O

Remarque 3.14. — L’unicité de a (§) est montrée implicitement dans la démonstration
précédente; en fait il suffit de savoir que la formule 3.13 a lieu pour une famille (V;, f})
telle que {f;, [V;]} engendre H, (E, JE).

3.15. On appelle w (§) la classe de H* (B) telle que a (§) = ®F (w (§)) ol ®f est I'iso-
morphisme de Thom : H* (B) — H*** (E, JE).
PROPOSITION 3.15. — La classe w (E) vérifie :
(1)si g:B'>B et & =g*E on aw@)=g*wQ),
(2) si & et n sont deux tubes PL de base B et £ @ n leur somme de Whitney on a
wE®n)=wEuvwm):

(3) si § est le fibré linéaire canonique sur RP, on a w () = 1+x+...+x, ou
x e H! (RP,) est le générateur.

Démonstration :

(1) Soient E’ I’espace total du tube &’ et g : (E’, 0E’) — (E, 0E) I’extension de g. Si
f:(V,dV)— (E’, OE’) est transverse 4 £’ il est clair que g o fest transverse a £, il en résulte
que les classes g* o (€) et o (') vérifient toutes deux 3.13 pour le tube £€'; d’ol1 par unicité
g*ra) =a@)etw(@)=zg*w®.

(2) Au vu de (1) il suffit de vérifier que si & est un tube d’dme B et &’ un tube d’dme B’
alors pour le tube £x& d’dme BxB’ on a w (ExE&) = w (§)xw (§). D’aprés 3.14 il
suffit de vérifier que o (§)xa (§') satisfait 4 la formule 3.13 pour des variété
Vi, O (Vj, f7) ot {f,, [Vi]} engendre H,(B) et {fj»[V,]} engendre H, (B,
or cela est une conséquence immédiate de la formule W (V;xV)) = W (V) x W (V).

(3) Nous remplagons la considération de (E ({), dE ({)) par celle de l’espace de
Thom T¢ qui s’identifie 2 RP,, ; l'inclusion # : RP, 5 RP,,, est homotope a TA’ ou A’
est linclusion RP,_; ¢ RP, et T4’ est transverse & {. Comme { 4, [RP,] } engendre
H, (RP,,,), 3.14 montre que I’égalité w ({) = 1 +x+... +x" résulte des égalités

L(RP,_) = (x+...+x"*1, by W (RP) ).

Or on montre, par récurrence en partant d’une triangulation équivariante de S!, que
(x*7?, W, (RP) > = Ci,, mod 2, la formule précédente en découle.

COROLLAIRE 3.16. — Soit & un fibré vectoriel de base B, dans H* (B) on a
w() = wE) ™",
ou w () est la classe de Stiefel-Whitney totale usuelle du fibré E.
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Démonstration. — La proposition 3.15 nous dit exactement que w (§) vérifie tous les
axiomes qui caractérisent pour un fibré vectoriel & la classe (w (£))"!. Le méme résultat
pour un tube PL sera montré en 3.22. []

COROLLAIRE 3.17. — Soit & un fibré vectoriel de dimension k de base B. Soient
f 1 (V, V)" — (E (&), OE (§)) une application transverse a & ou V est une variété eulérienne
mod 2 de bord 0V, U"™* = f =1 (B), g: U — B la restriction de f et N un voisinage régulier
de U dans V, espace total du tube 1 = g* &. On a la formule

x(U) =07 (wm)™), W),
ot ® est I'isomorphisme de Thom H* (U) — H* (N, oN).

Démonstration. — On a y (U) = {(f*a(§), W(V)), soit ¢ I’application naturelle
(V, 8V) — (N/dN, ). D’aprés 3.16 on a a (§) = ®F (w (§)~") donc

f*a@) =f*®f (wE) ™) =t* O (g*w(®) ™) = t*O} (wn)™),
la formule en résulte car, par 2.30, £, W(V) = W(N). O

3.18. Soit X" une variété eulérienne mod 2, plongée dans un espace euclidien R"*%,
X un voisinage régulier de bord X et ¢ le plongement X ¢ X.

THEOREME 3.18. — Si ¢ est le plongement d’une variété eulérienne mod 2 X" dans un
de ses voisinages réguliers euclidiens (X, 0X)"*% on a la formule

() = Dg' 9, W(X),
ot Dy est lisomorphisme de Poincaré H?** (X, 6X) — H, X).

Démonstration. — Nous allons d’abord montrer I’égalité o;(9) = Dy Lo, W: (X)
pour i < n/2; il suffit de vérifier I’égalité yx [V, f] = </* Dz' ¢, W (X)) v w (V),[V]D
pour une famille de (V, f) telle que {f, [V]} engendre

@ H,.;(X, 0X).
j<n/2

Soient erq+,-()_(, 6?() ~ H"(X) avec i <nf2 et k =n—i; comme n <2k on
peut trouver f, : X — MO, représentant x et transverse sur le fibré universel 7y,, soit

U; = fo! (BO,) (strictement parlant il faudrait remplacer BO, par une grasmanienne
triangulée) et soit 1 le tube normal de U dans X d’espace total E (n) (fig. 1).

Soit ¢, : X — E(n)/@E (n) l’application de Thom; on peut construire une rétraction

par déformation r : X —X telle que la composée tyor :X—>E (m)/0E (n) soit trans-
verse 4 m au voisinage de U; en appliquant 3.4 on obtient une variété PL (V, oV)**!

et un plongement f : (V, dV) — ()2 6)_() qui est transverse & X, dont I’intersection trans-

verse est U et tel que f, [V] = x dans q+,()_( 0X). Soient { un tube normal
au plongement f, d’espace total E (Q) OE ({) I’espace total du tube en spheres associé,

J Pinclusion (E (€), E(€) n X) 5 (X 6X), t I’application de Thom X —>E ©)/3E (©),
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ﬂ 5E(‘r,)

SE(%)

§X X X éX

Fig. 1

Y Pinclusion  (E (n), E (m)) s (E (), JE ({)). Comme X est parrallélisable on a
wV)=w@ " et

f*(Dx o WXDVw (). [V])
=D W) Huj*Dg' o, WX), [EQ]>
=< OfW®™, 9 WX)D
=<OF W)™, Yulox WX)D
= Y@ (w™*(£)), W(E(n))) par 2.30
=<5 ™' (), WE)>
=y (U) = xx[V, f] par 3.17.

On en déduit le résultat général (i quelconque) en remplagant X par le produit X" x S™
car W(Xx8™) =WX)x[S"] (2.33). O

3.19. Si r : X — X est une rétraction par déformation, 3.18 s’écrit encore :

W(X) = r,Dgoa(e).

CoROLLAIRE 3.20. — Soit X une variété PL de dimension n et w (X) € H* (X) sa classe
de Stiefel-Whitney cohomologique tangente. On a W (X) = Dy w (X).

Démonstration. — Soit ®F : H* (X) — Ht* (_)E, 6)_() I’isomorphisme de Thom, il
est clair, par unicité que o (¢) = ®F (w (X)) et donc

w(X) = r,Dga(e) = r, D @} w(X)) = Dxy(w(X)). O

Remarque 3.21. — Cela constitue une nouvelle démonstration d’un théoréme de dualité
qui remonte & Whitney [7]. Si X est une variété différentiable on peut simplifier la démons-
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tration précédente (pour la rendre indépendante de 1’étude du bordisme différentiable
ou PL) de la fagon suivante.

Si & est un fibré vectoriel différentiable de base une variété différentiable X, d’espace
total E et i la section nulle X < E, dans H* (X) la classe Dy' W (X) commence par 1,
il existe donc une unique classe w’ (§) e H* (X) telle que

*DW(EB) = w' () u D' W(X).

Les propriétés de restriction et de multiplicativité de W permettent de vérifier (d’une
maniére analogue a 3.15) que w’'(§) vérifie les axiomes des classes de S.W, donc
w' (&) = w(€) et la formule de dualité W (X) = Dx w (X) en résulte en prenant pour &
le fibré normal de X.

3.22. Nous UTILISONS LA FORMULE DE DUALITE 3.20 pour démontrer 3.16 dans le
cas d’un tube PL € de dimension k£ d’ame le polyédre B.

Si V est une variété PL a de dimension k+i et f: (V; 0V) — (E (§), JE (§)) est trans-
verse 4 &, U’ = f~1 B est une sous variété PL de V admettant un tube normal m isomorphe
a (f|w* & Nous avons :

CBF @™ E) [ W)
= {f*OF(w €)vw(V), [V]) par 3.20
={fw™ @ uw™) v, [U])
=<w(U), [U]) =x (V).
Comme AF" (E, 0E) — H, (E, 0E) est surjectif, la remarque 3.14 nous assure que
%) = Of (W™’ ).
COROLLAIRE 3.22. — Soit & un tube PL d’dme B; dans H* (B) on a
w(E) =w"" ().
3.23. REVENONS A LA SITUATION DE 3.5.

THEOREME 3.23. — Soit ¢ : X" G Y"1 un plongement d’une variété eulérienne mod 2
dans Dintérieur d’une variété PL Y; dans H'** (Y, 0Y) on a la formule

a(9) = Dy ' g, WX)vw™ ' (V).

Démonstration. — Soit [V, f]eA 5, (Y, 0Y), en multipliant la paire (Y, X) par une
sphére de grande dimension, on peut toujours supposer que f : (V, dV)?*i— (Y, dY)
est un plongement transverse & X d’intersection transverse U; soient & un tube normal
au plongement fet 1 sa restriction & U qui est un tube normal & U dans X. Le méme calcul
qu’en 3.18 donne

SOy o WX vw (V)] uw(V), [V]D
= {@F (™' (), WEMm)>
=yx(U)par3.22. O
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3.24. Tous LES RESULTATS PRECEDENTS ONT ETE DEMONTRES LORSQUE X est sans bord.
En fait, avec des complications de notations, les démonstrations s’appliquent lorsque X
a un bord non vide.

PROPOSITION 3.25. — Soient & un tube PL sur la variété eulérienne mod 2, X, E (E)
son espace total et p : E (§) — X une rétraction par déformation on a

WX) = p 4 (®F @™ €)W (E®)).

Démonstration. — Soit j I’inclusion X E (&), soit (Y, dY) une variété PL de dimension
n+q+kavec Y =Y uY" (et Y nY" =0Y = 3dY") telle que (Y, Y’) soit voisinage
régulier euclidien de (E (), JE (£)); on note Y le plongement (E (€), JE (§)) s (Y, Y').
On peut construire une rétraction par déformation p : (Y, Y') — (E (), OE (§)) trans-
verse a & au voisinage de X, par transversalité on peut supposer que p est transverse a &;
soit (Y4, Y"1 = p~ ! (X) c’est une sous-variété PL de (Y, Y”), on note A I’inclusion
(Y, 0Y,) s (Y, Y"), ¢ le plongement X 5 Y, et 1 le tube normal de /4 isomorphe a p|* E.

Sif:(V,aV)yrti—(Y,, dY,) est transverse & X, ko f : (V, dV) — (Y, Y") est transverse
a (E (€), 0E (§)) avec méme intersection transverse, par unicité il en résulte que, dans
HY* (Y, 0Y,) :

h*a(y) = a(g).
Or yoj=hoqetle plongement 40 ¢ est ce qu’on a appelé en 3.9, ¢, on a donc
a(loj)=a(hop) =a(p,) =0y (@(@)Vw (M) =V (h*a(y)vw™" ()
=a(P)UY*OFw ' ().

Or comme Y est parallélisable

a(Yoj) =Dy (Yo W (X),
soit

a(¥) =Dy 'y, W(E ().
le résultat en découle.

3.26. Soit £* un tube PL d’dme le polyédre B, considérons le diagramme (3.12) :

HE2B)B #E2(EE), )

H2B)D AL EER), BE)
THFEOREME 3.26. — On a la formule, pour tout x de /%% (B) :
0 Ve x = w(§) N @ wp x.
Cela résulte directement de la proposition 3.25.
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3.27. NOTATIONS ET DEFINITIONS. — Soient X" une variété eulérienne mod 2, ¢ : X" X
le plongement de X dans un de ses voisinages réguliers euclidiens de grande

dimension n+gq, et r : X — X une rétraction par déformation, nous venons de voir que
ry Dg o; (9) = W;(X) dans H,_; (X); on pose

K (X) = ry DgBi(@)eH,_i(X).

Posons encore W;(X) = r, D Sq' ¢, (¢) [la notation W (X) s’explique par le fait
que si X vérifie la dualité de Poincaré a coefficients Z/2, w (X) est le dual de Poincaré
de w (X) classe de S.W. normale cohomologique de X]. Si f : X — X’ est une application
entre deux variétés eulériennes mod 2 de dimension 7 telle que f, [X] = [X'] dans

H, (X') il est clair que f, W (X) = W (X).

PROPOSITION 3.27. — Soit f: X — X' une résolution eulérienne mod 2 entre deux
variétés eulériennes mod 2 de dimension n on a

HWX) =WX),  fir@®=pX) e fWX=WX)

Démonstration. — Deux des trois formules ont été déja vérifies, la troisiéme
(fx pX) = p (X)) résulte comme en 2.17, de I’existence de classes relatives ayant les
propriétés que I’on pense. []

PROPOSITION 3.28. — Soit X une variété eulérienne mod 2, on a :

(1) py X) =0 [donc W, (X) = W, (X)];

(2) si X est orientable, p, (X) =0 et W, (X) =W, X).

Démonstration. — Si f:(V, dV)I*1 — (X, 0X)"*9 est transverse a X, lintersection
transverse U est une variété de dimension 1 donc x (U) =0 et {f*B; (9), [V]> =0
d’ou B, (@) = 0 et p; (X) = 0. Soit X la singularité de X, on sait (1.9) que X est de codi-

mension 3; soit (N, 0N) un voisinage régulier de ¥ dans X de complément N, (N,, dN)
est une variété PL de dimension », et X est orientable si et seulement si N, est orientable.

Si X est orientable et si f : (V, dV)1*2 — (X, 9X)"*4 est transverse & X (et & £ par
raison de dimension) I’intersection transverse U est de dimension 2 et est une sous-
variété PL de N, (ou de Ny xS™) on a donc

(frag(@uoi(V), [V]) =<1 (U), [U])
puisque N, est orientable et v; (Ny) = 0; on en déduit :
F*B2(9), [VID = x (U)+<f* o (@) v o (V), [V])
= 2(U)+<v1(U), [U])> =0.

donc B, (¢) = 0 et p, (X) = 0.
Les formules entre W (X) et w (X) se déduisent alors de la relationa (9) = Sqg B (¢). O
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32.9. CAs DES VARIETES EULERIENNES. — Avec les notations précédentes, si X est une
variété eulérienne on sait que le morphisme

ix: NPE(X, 0X) > Z)2

est nul si i est impair, en effet I’intersection transverse de 1 : (V, aV)1*i — (X, aX)"*¢
est une variété eulérienne de dimension i et ’on applique 2.13.

PROPOSITION 3.29. — Si X est une variété eulérienne, p; (X) = 0 pour i impair.

Preuve. — Soit ﬁ((p) = Bo (@) +B, (@) +... +B,; (@) +..., comme v (V) n’a de
composantes qu’en dimensions paires,
SFHB@) UE(V), [V]> =0 si dimV % gmod2.

={f*B(e)uv?(V),[V]> si dim=gmod2.
Comme yx est nul en dimensions congrues & g+1, modulo 2 on a
xx[V, 1= <F*B@) v (V), [V]D
d’ol par unicité B (¢) = B (9).
3.30. ON APPELLE Z/2-VARIETE PL DE DIMENSION k, une variété V* PL orientée telle

que AV soit réunion de deux sous-variétés V, et V, et munie d’un isomorphisme

PL u : Vo, — V, conservant I’orientation (induite de V), le quotient V= V/u est alors une
variété PL de dimension k non orientable; on a une définition analogue de Z/2-variétés PL
a bord. Si f: 07 s 6{/) — 6(, 6?) est transverse & X variété eulérienne, I’intersection
transverse est une Z/2-variété (eulérienne). Notons Q% (X, 8X; Z/2) le groupe de bor-
disme formé & partir des Z/2-variétés PL singuliéres de dimension g +i de la paire (i OX-)'
Nous avons encore un morphisme yx: Qf,‘f; ()?, 6)?; Z/2) — Z/2. Enongons un résultat
qui sera utilisé¢ plus loin :

LemME 3.30. — Soit X une variété eulérienne orientée telle que le morphisme
xx : Qi (X, 0X; Z[2) — Z/2 soit nul dés que i=4k+2. Alors pyyo (X) =0 pour
tout k.

Démonstration. — Par analogie avec 3.7 on définit une classe
B(@)=PBo(@)+...+B;(@)+...
avec Ej (¢) e H**/ (X, 0X) telle que pour tout [{’, f1e S, (X, 0X; Z/2) on ait :
x[Vsf1=<*B@uo*(V), [VDD.

On vérifie [16] que E((p) = B (¢p) et comme v? (V) n’a pas de composantes qu’en
dimensions divisibles par 4 [16], on vérifie, comme en 3.29, que si

1x 1O (X, 0X; Z/2) > Z)2
est nul pour tout i = 4j+2, alors By, (@) = 0.
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CHAPITRE IV

Variétés rationnelles

DEFINITION 4.1. — On appelle résolution rationnelle toute application PL f: X - Y
entre deux polyédres X et Y telle que pour tout yeY

H,(/7'(»); Q 2 H,(p'; Q).

C’est-a-dire que les fibres f~* (y) ressemblent au point pour le foncteur H, ( , Q).
Il est clair qu’une résolution rationnelle est une résolution eulérienne, a fortiori une
résolution géométrique.

4.2. Le comportement en homologie rationnelle d’une résolution rationnelle est
explicité par le théoréme de Vietoris-Begle.

PROPOSITION 4.2. — Soient f : X — Y une résolution rationnelle et A un sous-polyédre
de Y, Papplication f:(X,f ' A)— (Y, A) induit des isomorphismes

fet He(X /71 A Q> Hy(Y, A5 Q).

DEFINITION 4.3. — On appelle variété rationnelle de dimension n tout polyédre X de
dimension n tel que pour tout x de X :

H,(X, X—x; Q)2 H, (D" S"!; Q).

LEMME 4.4. — Soit X une variété rationnelle de dimension n, X est une variété eulérienne.
Plus précisemment pour tout k-simplexe ¢ d’une triangulation K de X, Ik (6, K) est une
variété rationnelle de dimension n—k—1 qui a la méme homologie rationnelle que S*™*~1,

Démonstration. — On a St (0, K) = 6 % Ik (0, K); si k <n, Ik(c, K) est non vide
car.

H,_, (St(o, K); Q) = H,(St(s, K), St(o, K); Q) = H,(X, X—5; Q) ~ Q,

on a donc, pour p = 0,

H,+(St(0, K); Q) = H,(Ik(, K); Q)
soit encore

H, (Ik(0, K); Q) = 451 (X, X—35 Q)
ce qui montre que /k (o, K) a méme homologie rationnelle que S* *~1; le reste se démontre
comme dans le cas eulérien. []

4.5. Pour I’étude des variétés rationnelles la condition d’orientabilité joue un rdle
plus grand que dans le cas eulérien. Aussi dorénavant toutes les variétés rationnelles
seront orientables et orientées; on note [X] la classe de H, (X, Z) associée a la variété
rationnelle X de dimension n (orientée!).
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Les démonstrations classiques de la dualité de Poincaré s’appliquent lorsqu’on utilise
I’homologie et la cohomologie a coefficients Q :

PROPOSITION 4.5. — Soient X une variété rationnelle de dimension n, (A, B) une paire
de sous-polyédres. Le cap-produit par [X] induit des isomorphismes

Dy: HP(A,B; Q- H,_,(X-B,X-A; Q).

PROPOSITION 4.6. — Soit f: X — Y une résolution rationnelle entre deux polyédres
de dimension n, si X est une variété rationnelle de dimension n, Y aussi.
Démonstration. — Soit yeY, par 4.2 H,(Y,Y-» Q = H, (X, X—f"'(¥); Q)

qui est isomorphe 8 H*? (f~* (y); Q), on a donc H, (Y, Y—y; Q) = H, (D", $""; Q)
de plus f; : H, (X; Q)— H, (Y, Q) est un isomorphisme donc comme Y est de
dimension n, Y est orientable et on l’oriente par [Y] = £, [X]. O

Remarque. — Ce résultat et 4.3 montrent que les deux fagons de définir une variété
rationnelle (cf. introduction) sont identiques, les conditions d’homogénéité que nous
avons imposées dans le cas géométrique ou eulérien sont automatiquement vérifiées dans
le cas rationnel.

DEFINITION 4.7. — On dit qu’un polyédre X de dimension n est une variété rationnelle
de dimension n de bord un sous-polyédre 0X de dimension n—1 si

(1) VxeX—0X, H,(X,X—x;Q)=~H,(D" " !;Q),

VxedX,

@ | H, (X, X-x;Q 2 H,(D;Q) e H,(X X—x;Q) = H,[D" .52 Q).

On a imposé dans la définition que 0X soit une variété rationnelle de dimension n—1.
On démontre comme en 2.7.

LEMME 4.8. — Soit (X, 0X) une paire de polyédres ou X est de dimension n et ott 0X
admet un collier dans X. Si pour tout x de X—0X, H, (X, X—x; Q) = H, (D", S""1; Q),
X est une variété rationnelle de dimension n de bord 0X.

Remarque 4.9. — Comme en 4.5, toutes les variétés rationnelles a bord seront orien-
tables et orientées; on note [X] e H, (X, 0X; Z) la classe d’orientation, le bord 0X est
alors orienté par d [X] e H,_; (0X; Z) ou 0 est le connectant

La dualité de Poincaré s’étend, comme il est classique, aux variétés rationnelles a bord.
Les résultats montrés au chapitre 1 pour les cycles géométriques s’étendent aux variétés
rationnelles (et sont méme plus simples & montrer puisqu’on n’a pas a considérer les
conditions d’homogénéité) en particulier :
4.10. RECOLLEMENT. — Soient Y, et Y, deux variétés rationnelles de dimension n de

bord Y, et dY,. Si ¢ : dY,— 0Y, est un isomorphisme PL renversant 1’orientation,

Z=Y,|J) Y, est une variété rationnelle de dimension » sans bord.
?
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Plus généralement si X est une variété rationnelle de dimension n—1 de bord dX et si
¢; : X — 0Y; sont deux plongements dont 1’'un conserve l’orientation et 1’autre la
renverse, alors Z = Y, () Y, est une variété rationnelle de dimension n de bord 0Z et

X

et 0Z s’identifie au recollement de 0Y,— ¢, (X) et 0Y; —¢, (X) le long de leur bord
commun 0X.

4.11. ProDuUIT. — Soient Y, et Y, deux variétés rationnelles sans bord de dimension 7,
et ny, alors Z = Y, x Y, est une variété rationnelle sans bord de dimension n, +n; .

Si Y, et Y, ont des bords 0Y, et 0Y;, Z est une variété rationnelle de dimension n, +n;
de bord 0Z = 0Y,xY,; U (=) Y,x3dY, [ou (—)% Y,x0dY, signifie qu’on a changé
I’orientation de 0Y,x Y, si n, est impair].

4.12. SolENT X UN POLYEDRE DE DIMENSION n, Y I’espace total d’un tube PL orienté de
dimension k sur X, Y I’espace total du tube en sphéres S*~! associé. Si Y est une variété
rationnelle de dimension n+k de bord dY, X est une variété rationnelle de dimension n
et réciproquement.

4.13. CYLINDRE D’UNE RESOLUTION. — Soit f : X — Y une application PL entre deux
variétés rationnelles de dimension n; soient K et L des triangulations de X et Y telles
que f : K — L soit simpliciale et C le cylindre simplicial de f; il y a équivalence entre :

(1) f est une résolution rationnelle (de degré 1);

(2) C est une variété rationnelle de dimension n+1 de bord Y u (—X).

4.14. CARACTERISTIQUES D’EULER-POINCARE DES VARIETES RATIONNELLES. — En plus
des résultats valables dans la catégorie eulérienne on a :

LEMME 4.14. — Soit X une variété rationnelle de dimension 4 k+2, on a
x(X) =0 mod 2.

Démonstration. — On a y (X) =) (—)?dim H? (X; Q), par dualité de Poincaré il
vient que  (X) = dim H**! (X; Q) mod 2, de plus la forme bilinéaire b sur H*** (X; Q)
définie par b (x, y) = { x U y,[X] ) est non dégénérée et antisymétrique, diim H*** (X; Q)
est donc paire. Plus généralement on a le résultat suivant :

LEMME 4.15. — Soit {’ une Z/2-variété rationnelle de dimension 4 k+2, alors
v (V) =0 (2).
Démonstration. — Soit V = V/u ol u: Vo— V; est un isomorphisme conservant

’orientation entre les deux parties de dV. La forme b sur H**! (V, V; Q) est anti-
symétrique, son rang est donc pair, or ce rang se calcule, modulo 2, par la formule connue
x (V, dV) +x* (0V) ou y* (6V) est la semi-caractéristique de dV. Comme OV est formé

de deux parties isomorphes x* (0V) = 0 (2) d’ou le résultat car x (V, dV) = ¥ ({"). Od
On en déduit grace a 3.30.
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COROLLAIRE 4.16. — Soit X une variété rationnelle de dimension n et
mX)eH,-;(X; Z/2)

la classe définie en 3.27. Si j# 0 (4), p; (X) = 0.

CHAPITRE V

Invariant d’intersection

PRELIMINAIRE ALGEBRIQUE.

DErINITION 5.1. — On dit qu’un Q-espace vectoriel de dimension finie E, muni d’une
forme bilinéaire b : E ® E — Q est un e-b-module, si E est somme orthogonale de deux
sous-espaces E, et B, avec b |y, symétrique et b |y, antisymétrique.

Remarques :
(1) on ne demande pas que b soit non dégénérée;

(2) si E est un g-b-module le radical a gauche et le radical a droite de b coincident,
on les note rad b ou rad E.

LEMME 5.2. — Tout e-b-module E peut s’écrire sous forme de somme orthogonale
E=radE®E, ®E_,
avec E, symétrique non dégénéré et E antisymétrique non dégénéré. Une telle décompo-

sition est unique a isomorphisme prés.

Démonstration. — 1l suffit de vérifier 1’unicité a isomorphisme prés de la décomposition.

On peut factoriser par rad E et se ramener au cas ol E est non dégénéré; soit b la symé-
trisée de b

b(x y) = %(b (x, )+b(, %)

il est clair que E, est isomorphe a E/rad b et donc est bien défini a isomorphisme prés
par la donnée de E, le lemme en résulte par application du théoréme de Witt. [

5.3. Soitr W (Q) L’ANNEAU DE WITT DES FORMES BILINEAIRES symétriques non dégénérées
sur Q. Si E est un s-b-module écrit sous la forme rad E @ E, @ E_, le lemme montre
que la classe de E, dans W (Q) ne dépend que de E; on la note [E]e W (Q).
Si E = E; @ E, comme dans la définition, [E] est la classe de E,/rad E,; dans W (Q).

PROPOSITION 5.3. — Soient E et E' deux e-b-modules, leur somme orthogonale E @ E'
et leur produit tensoriel E ® E’ sont des g-b-modules et on a dans W (Q) :

[E@E]=[E]+[E], [E®F]=[E].[E].
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Preuve. — Seule la derniére formule demande démonstration. SiE = rad E®@ E, @ E_
et EE=rad E' @ E, @ E_, il suffit de voir que le module symétrique non dégénéré
E_ ® E_ est neutre. Comme E_ et E” sont somme orthogonale de plans symplectiques,
il suffit de remarquer que le produit tensoriel de deux plans symplectiques est isomorphe
a H® H ou H est le plan hyperbolique neutre.

5.4. FORME D’INTERSECTION D’UNE VARIETE. — Soit M une variété a4 bord orientée
(différentiable, topologique, rationnelle, complexe de Poincaré...) la seule chose qu’on
utilisera est que M vérifie la dualité de Poincaré a coefficients rationnels; pour fixer
les idées on prendra M variété rationnelle. Dans la suite de ce chapitre tous les
groupes d’homologie et de cohomologie seront a coefficients Q.

Si M est de dimension 4 k la forme d’intersection b : H,, M) ® H,, M) — Q est
symétrique (pas forcément non dégénérée lorsque oM # Q).

DEFINITION 5.4. — Si dim M = 4 k on pose
I(M) = [H,,(M)]e W(Q).
Si dim M # 4 k on pose
I(M)=0.

5.5. Soit H(M) la somme directe des H, (M) pour p = 0; on a aussi la forme
d’intersection

by: HM)®@HM) - Q.
LEMME 5.5. — Le Q-espace vectoriel H (M) muni de by est un g-b-module.
Démonstration. — Si x est homogéne de degré | x | et y homogeéne de degré | y| on a
bu(x, y) = (=)' "1 by (v, x)

(=0si|x|+]|y|+#n la dimension de M). Si H; est la somme des H, (M) pour
p (n—p) pair et H, la somme des H, (M) pour p (n—p) impair, H est la somme ortho-
gonale de H; et de H,, H, est symétrique et H, antisymétrique.

LEMME 5.6. — Soit M une variété rationnelle on a dans W (Q) : I(M) = [H(M)].
Démonstration. — Soit n = dim M, si p < n/2 et p (n—p) pair, soit
E = H,(M) ® H,_,(M).

Le radical de E est formé des couples (x, y) avec b (x, y') = x.y’ = 0 pour tout
y'eH,_,(M) et x".y = 0 pour tout x" de H, (M). Considérons le diagramme

H"?~1 (M) H"? (M, 0M)— H"~? (M) — H"~*(dM)
D D

H, (M) —=— H,(M)
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ol les fléches verticales sont les isomorphismes de dualité de Poincaré (a coefficients Q);
il vient rad E = Im i, ® Im i,_,. Or par dualité¢ de Poincaré Coker i, est isomorphe a
ker i"7P, et ker i""? et Coker i,_, sont en dualité pour I’accouplement de Kronecker; on
peut donc trouver des bases duales (x,, ..., x,) de Coker i, et (y,, ..., y,) de Coker i,_,
telles que x;.y; = 6;;. Il en résulte que E/rad E =~ Coker i, @ Cokeri,_, est neutre.
Cela montre que [H (M)] = 0 si n est impair; si n = 4 k+2, Hy,,; (M) est antisymé-
trique et on a encore [H(M)] = 0, si n = 4k le calcul précédent montre que

[HM)] = [H,M]=IM). O

PROPOSITION 5.7. — Formule du produit. Soient M et M’ deux variétés rationnelles
(a bord); on a dans W (Q) :

I(M x M') = I(M).I(M).

Démonstration. — On peut se limiter au cas ou dim (M x M’) = 4 k. Les formules
de Kunneth montrent que I’espace vectoriel H (M x M’) est isomorphe 8 H (M) ® H (M’)
et que pour des éléments homogénes

buxmy (x®@x', y®y') = (—)!x'l 71 by (x, ¥) by (%', ¥').
Soit by la forme transposée by (x, y) = by (», x) on a
buxw (x®@ %', y® ) = (=)D By @ by ) (x @ X', y @ ).

Les deux formes by «y et by ® by. coincident donc sur les éléments de degré 2k, la
démonstration du lemme 5.6 nous assure que
IMxM') =[H,,(MxM)]
=[HM) ® H(M), by ® by ] = [HM), by].[H(M), by] = I(M) (M),

car il est clair que I (M) = [H (M), by] dans W (Q). O
FORMULE D’ADDITION.

5.8. Nous utilisons une formule de Wall [20]; rappelons une construction de cet
article. Soit V un Q-espace vectoriel de dimension fini muni d’une forme bilinéaire anti-
symétrique non dégénérée (notée par un point). Soient A, B, C trois lagrangiens de V
(i. e. sous-espaces totalement isotropes de dimension moitié), soit A = V* d’équation
xi+x,+x3 =0. Sur G=An (AxBxC) on considére la formule symétrique donnée
par une des formules équivalentes :

a,b,c|d,b,cy=a.b=—a.c =b.c’=~b.a =ca =—c.b.

La classe de G dans le groupe de Witt W (Q), notée o (A, B, C), est invariante (change
de signe) lorsqu’on fait subir a (A, B, C) une permutation paire (impaire). Par projection
le long du premier facteur on voit que ® (A, B, C) est aussi la classe de
An(B+C)
(AnB)+(ANnC)

4° SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 1



1. CLASSES CARACTERISTIQUES 41

muni de la forme induite qui est non dégénérée (i. e. le radical de A n (B+C) est
exactement (A N B)+(A n C).

LEMME 5.9. — Soient A, B, C et D quatre lagrangiens de V, on a dans W (Q) :
QA,B,C,D)=w(B, C,D)—w(A, C,D)+n(A, B, D)—w(A, B, C) =0.
Démonstration. — 1l est clair que Q (A, B, C, D) est une fonction antisymétrique et
alternée des variables A, B, C,D ; de plus si A, B, C, D et E sont cinq lagrangiens, on a
%) Q(A,B,C,D)=Q(E,B,C,D)+Q(A, E, C, D)+Q(A, B, E, D)+Q(A, B, C, E).

(1) Supposons d’abord que A et B sont contigus (c’est-a-dire dim AN B = n—1
avec dim V = 2n). Soient C’' et D’ les images de Cn (A+B) et D n (A+B) dans
Vo =A+B/AnB qui est un module bilinéaire antisymétrique non dégégéré de
dimension 2. Comme la forme bilinéaire de V, est nulle sur C' et D', dim C' < 1 et
dim D’ £ 1; de plussi C' = 0 alors Cn (A+B) = Cn A n B de dimension m et comme
A, B et C sont des lagrangiens, on a (A n Bn C)* = A+B+C donc

dim(A+B+C) =dim(A+B)+dimC—dim(Cn(A+B))=2n+1—-m
=dimV—-dim(AnBNnC)=2n—m,
donc C’ et D’ sont de dimension 1.

Dans le cas général ou C’ et D’ sont distincts, on peut trouver ae A, be B, ceC,
deD, p,q, r seQ avec A = ps—qr # 0 tels que a induit un vecteur de base de
A/AnB,bde BAnB,cde C' et dde D' aveca.b =1 et

¢ = pa+qb, Aa =sc—qd,
d =ra+sb, Ab = —rc+pd.
En désignant par { u ) la classe dans W (Q) de la forme sur Q, x.y = uxy, on a
o(A, B, O =<pg), oA, B, D)= (rs),
An(C+D)=[AABN(C+D)]®Qa, BA(C+D)=[AnBn(C+D)]®Qb.

Pour la forme symétrique sur A n (C+D) (resp. B n (C+D)) a (resp. b) est orthogonal
a4 An Bn (C+D), comme les deux formes coincident sur An Bn (C+D) :

o(B, C, D)-0(A, C, D) =(Ags)—<Apr).

Si pgrs = 0 Pégalité Q (A, B, C, D) = 0 est alors manifeste; si pgrs # 0 elle résulte de
I’égalité M’ = PM P avec

A 1
pg O gs 0 q p
M=<0 —rs)’ M= N B =l
pr N r
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Dans le cas particulier C' = D’ on a ® (A, B, C) = @ (A, B, D) et on vérifie par inspection
que o (A, C, D) = o (B, C, D).
(2) Si A, B, C et D sont quatre lagrangiens, il existe une suite de lagrangiens

A=A, A, ...,A; =B tels que A;_; et A, soient contigus pour 1 < i < j. Grice
a % et (1) il vient

QA,B,C,D)=...=Q(A;,B,C,D)=...=Q(B,B,C,D)=0.
5.10. Soit Y une variété rationnelle a bord de dimension 4 k, réunion de deux sous-
variétés de codimension zéro Y_ et Y.; soient dY_ = X_ u Xy, dY, = X, U X,
X+
Y+
Xo 2
Y-
X-
Fig. 2

(on suppose que Y_NnY, = X,) et Z = 0X_ = 0X, = 0X,; on oriente X,, X_, X,
et Z de sorte que

o[Y-] = [Xe]-[X_1 o[¥.] = [X,]-[X] et [Z]=3[X,]=0[X,] = a[X_].

Soit V = H,;_, (Z) muni de la forme d’intersection qui est antisymétrique et non
dégénérée puisque Z est fermée; soient A, B, et C les trois lagrangiens de V déterminés
par les inclusions de Z dans X_, X, et X, respectivement

(i.e.A=Ker[H;;-1(Z) > Hy -4 (X-)] etc).
PropPOSITION 5.10. [20]. — Dans W (Q) on a la formule
1(Y) = 1(Y_)+1(Y,)—o(A, B, C).

Remarque. — Dans [20] Wall s’intéresse a des variétés différentiables et énonce
la formule pour les signatures, mais la démonstration est valable mot pour mot pour la
situation présente.

5.11. La démonstration classique dans le cadre des variétés topologiques est aussi
valable pour montrer :

PROPOSITION 5.11. — Soient M et M’ deux variétés rationnelles sans bord et cobordantes
dans W (Q) on a

I(M) = I(M).
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5.12. NoTtATIONS. — Soit W (Q, Z) le groupe de Witt des formes d’enlacement
sur les groupes abéliens finis, W (Q, Z) est isomorphe & la somme directe des W (F,)
pour p premier et on a [2] une suite exacte 0 > W (Z)—> W (Q)—» W(Q, Z) -0
scindée par la signature ¢ : W(Q) —» Z = W (Z) ce qui permet d’écrire

WQ=WZ)eW(Q, 2);

les deux composantes de I (M) sont notées respectivement o (M) et 6, (M); o (M) est
la signature de M et oo, (M) = 0 si M est sans bord et vérifie la dualité de Poincaré a
coefficients Z.

5.13. Nous avons besoin de généraliser dans la catégorie rationnelle la notion de
Z/p-variétés [12].

DEFINITION 5.13. — Une Z[p-variété rationnelle de dimension n est une variété
rationnelle M de dimension n de bord OM munie d’un isomorphisme (conservant
Porientation :

¢: Mx{1,...,p}->0dM,

oi1 M est une variété rationnelle fermée de dimension n—1 (appelé bockstein de M) ; de
plus on suppose que OM admet un collier dans M.

On note 5; M =@ (@B Nx{i}) < oM, ¢ induit des isomorphismes conservant

Iorientation : 6; M — §; M; on appelle M le quotient de M obtenu en identifiant entre
eux les §; M par ces isomorphismes.

Une Z/p-variété rationnelle a bord de dimension n est une variété rationnelle M
de dimension n de bord 0M (admettant un collier dans M) munie d’un plongement
convenant D’orientation ¢ : SMx {1, p } — 0M, ol M est une variété rationnelle de
dimension n—1 de bord d6M [on suppose que d8M a un collier dans 6M et que
¢ (08Mx {1, p }) a un bicollier dans éM]. Le complément de ¢ (M x { 1, p } dans oM
est alors une Z/p-variété rationnelle (sans bord) de dimension n—1, notée b M, appelée
bord de la Z/p-variété rationnelle M, et ’on a 66 M = 96M.

On note (1\71, b 1\71) la paire obtenue a partir de (M, b M) en identifiant les p copies
de oM.

On dit que deux Z/p-variétés rationnelles M et M’ de dimension », sans bord, sont
cobordantes s’il existe une Z/p-variété rationnelle N de dimension n+1 telle que
bN =(-M)u M.

5.14. Si M est une Z/p-variété rationnelle, on considérera I (M) dans W (Q) ou dans
Z/p ® W (Q) suivant les cas.

PROPOSITION 5.14. — Soient M et M’ deux Z/p-variétés rationnelles sans bord et
cobordantes; dans Z/p @ W (Q) on a

I(M) = I(M)).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



44 F. LATOUR

SMx8M'XI

8,Mx8, M* :}8 M x M1
EMx 8, M’

\

5Mx 8, M
EMx&, M
~

M
SMXSMX1

Fig. 3

Démonstration. — On peut supposer dim M = dim M’ = 4 k; soit N**1 un cobor-
disme entre M et M’ on a

N =(-M)|JdNx {1, ...,p} UM.
oM oM’

Or par 5.11 I (ON) = 0 dans W (Q) et grice au cas particulier Z = @ de la formule
d’addition 5.10, il vient :

[(0N) = —I(M)+ pI(SN)+I(M).

PRODUIT DE Z/p-VARIETES RATIONNELLES.

5.15. Le produit cartésien de deux Z/p-variétés rationnelles (sans bord) n’est pas une
Z/p-variété. 1l existe cependant une notion de produit pour les Z/p-variétés; il y a
plusieurs fagons de définir ce produit, elles sont toutes équivalentes a cobordisme prés [12].
Comme nous avons besoin d’une description explicite, nous utilisons celle de Milgram
avec une légére modification (adjonction d’un anse triviale pour augmenter la symétrie
de la construction).

Soient M et M’ deux Z/p-variétés rationnelles (sans bord) avec O0M = § MU ...U 5, M
et M’ = 8, M’ u...Ud, M’; par hypothése M x 0M’ admet un collier dans M x dM’
et dans (OM) x M’, on peut donc construire des bicolliers §, Mx§; M’'x D! < § (M x M)
avec 6; Mx3; M'x(—1) « Mx oM’ et M x3; M'x1 c IMxM".

On forme (voir fig. 3), la variété rationnelle

MxM' =MxM) J (M x3M’ x D' x DY),

isj
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obtenue en recollant 4 M x M’ p (p +1)/2 exemplaires de M x M’ x D! x D! de la fagon
suivante :

— pour i =j SMx3M’'xD*xD! est collé le long de SM x3M’x D! x(—1) sur le
bicollier de 6, M x3; M’;

— pour i <j 3Mx3M’'xD'x(—1) est identifié avec le bicollier de 5, Mx3; M’
et SMx8M’'xD!x1 avec le bicollier de 3; Mx3;M’ mais aprés une symétrie de D!
par rapport a l’origine. M x M’ est alors une Z/p-variété rationnelle dont le bockstein
8 (M xM’) est obtenu & partir de la réunion disjointe

SMxM'[[Mx M’
en identifiant SM x§; M’ avec §; M x3M".

5.16. POUR CALCULER L’INVARIANT D’INTERSECTION I (M XN) DU PRODUIT DE DEUX
Z/p-variétés rationnelles M et N (avec dim M+dim N = 4 k) on utilise la formule
d’addition 5.10 avec

Y=MxN, Y_.=MxN e Y,=][(EMx3NxD'xD"),;.

ij

On a alors des isomorphismes
X_=MxoN][[oMxN, X,~oéMxoNxD!,
X, 20Mx0NxD!, Z=~oMxdNxS°
d’aprés 5.7 on a
IY) =IM).IMN) et I(Y,)=0

et donc

IMXN)=IM).I(N)—w(A, B, C).

Notations. — Soit W = H,,_; (M x0N), W est décomposé en p? facteurs ortho-
gonaux tous isomorphes a H,,_, (6M xdN) grice aux décompositions

M=58Mx {1, ..., p} et ON=O8Nx{l,...,p}.

Soit a I'involution de M x 0N qui consiste & la permutation des composantes donnée
par la formule o (3; M x8; N) = §; M x3; N pour tous i et j, cela induit une involution
isométrique notée encore o de W.

Nous avons les identifications suivantes pour les notations de 5.10 :
V=H;,_{(0MxN)xS%) = (-W)® W
(ou —W est W muni de la forme opposée),
A =Ker[H;,-,(Z)»H;,.;(X_)]=L®L,

ou L est le lagrangien de W donné par I’inclusion 0M x 0N M x 0N et L’ le lagrangien
de W donné par l’inclusion dM x 0N G 6M x N.
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B = I'; = graphe de l’identité de W,
C =T, = graphe de I’involution a.

On vérifie (puisque a® =1d) que (AxBxC) n A se projette sous le sous-espace de A
not¢ G égal & {(x,x)eL @ L'/x+ax =x"+ax’} et au-dessus de a = (x, x)e G
se trouve le point (a, b, c)e (AxBxC)n A avec

x+x' x+x x'—x x—x'
b={ — , — et c= , .
(5% (75)

Il en résulte que la forme symétrique sur G est donné par

/ / , +y +y' | , ,
<x,xIy,y>=(x,x)(—¥2—y,—XTy—>=i(x-y+y-x)

puisque L et L’ sont totalement isotropes, (le . a désigné a la fois la forme d’intersection
dans V et dans W). La classe de G dans W (Q) est o (A, B, C).

PROPOSITION 5.17. — Soient M et N deux Z/p-variétés rationnelles de dimensions paires;
si dim M+dim N = 0 (4), on a dans W (Q) :

IMXN) =I(M).I(N).
Démonstration. — Par les formules de KunnethonasidimM =2metdim N =2n :

Hm+n—1(aanN) = ('B Hm—i(aM)®Hn+i~—l(aN)

ieZ

=@ (Hm—i(aM) ® Hn+i—1 (aN) ® Hm+i-—1 (aM) ® Hn-—i(aN))

i>0
dans cette décomposition on a

L= & K,-;(IM) @ H, ;-1 (ON),

ieZ
ol K; (0M) est le noyau de H; (60M) — H; (M);
LI = @ Hm—i(aM)®Kn+i—1(aN)’

ieZ
ou K; (0N) est le noyau de H; (ON) — H; (N).
Comme la décomposition de H,,,,_; (OM x dN) est stable par o on a
G = @ Gl'
ieZ
ol
G; = {(x;, x)€Kp_ (M) ® H, 4,1 (ON) ® H,,,;(OM) @ H,, ;-1 (ON)/x; + o x; = xj+ 00 x; }

et G est la somme orthogonale G = @ (G; ® G_;4,).

i>0
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Or dans W (Q) on a [G; ® G_;,,] = 0 en effet, en prenant une base de G; et une
base de G_;,, pour former une base de G; @ G_,,, dans cette base, la matrice de la
forme symétrique de G se décompose en blocs (pas tous carrés) :

PROPOSITION 5.18. — Soient M et N deux Z/p-variétés rationnelles de dimensions
impaires; si dim M +dim N = 0 (4) on a dans Zjp ® W (Q) :

I(MxN) =0.

Démonstration. — Supposons que dim = —1 (4) alors dim N =1 (4) et posons
dimM =4m—1 dim N = 4n-+1, nous avons alors :

Hym420-1(@Mx0N) = @ H, ;-1 (M) ® H, ,4;(0N)

ieZ
=H,,-1((M)@H,,(ON)® @ (H; i1 (OM)
i>0
®H; 441 (ON) ® Hy p44-1(0M) ® H; ,_;(ON)).

Il vient comme précédemment que [G; @ G.;] = 0 dans W (Q) et que le seul
terme qui compte est H,_; (M) ® H,, (0N) et donc IMXN) =0 (L@ L, I', T})
ol maintenant

V= (— (Hz m-—1 (5M) ® H2n(aN))) @ (Hz m—1 (aM) ® Hz n(aN))'

L est le lagrangien K,,_; (0M) ® H,, (0N) de H,,-; ()M) ® H,, (ON).

L’ est le lagrangien H,,_, (0M) ® K,, (0N) de H,,_; (0M) ® H,, (ON).

Or H,,_; (0M) est antisymétrique non dégénéré; choisissons un lagrangien Lo de
H,,,-1 (M) et soit Lo =p<{1)>® I:o ® H,, (ON) le lagrangien correspondant

Hypm-1(OM) ® H, -4 (ON)
(ou ¢ 1) désigne Q avec la forme x.y = xy et ou l’isomorphisme
H; -1 (M) = p{1> @ H; ,— 1 (8M)

est donné par la décomposition de M = SMx{ 1, ..., p }, de méme pour
H,, 0N) = p<{1) ® H,, 3N)).
Nous appliquons 5.9 aux quatre lagrangiens L@® L', Iy, I, et L@ L', on a

I(M_>_<N) = _(D(LQ') L,) r‘la ra)
=-oL®L, I, Li®L)+ol®L,T,, Li®L)-o,, T, L,®L).
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(1) Calcul de (LA L, T,,Le@®L). — On a

(D(L(‘D L,, rl, Lo @ L,) = _"(D(L, Lo, L,),
en effet
Loel)+LydLl)=(L+Ly)aL

donc [(L @ L)+Ly, ® L')] n I'; s’identifie par la premiére coordonnée a (L+Ly) n L’
et dans cette identification les deux formes sont opposées. Or le radical de (L+L,) n L’
est (LnL)+@Ly, L) (5.8). Comme

L =K, (6M)® H, ,(0N),
Lo=p<{1>®Lo®H,,(@N) et L =H,, (M) ®K,,(@N)
on a
LAL =K,,_;(0M)®K,,(0N), LonL =p<1>®L,®K,,(@N),
(L+Lo) AL = (Kppmo 1 (@M)+p<{1>®Ly) ® K;,(0N) = (LAL)+(LyNL),
donc dans W (Q) :
oL, Ly, L)=0=0(lL®L, I, Li®L).

2) Calcul de @ I'y, T,, Lo @ L) =0 (L, ® L, I, T,). — Cela ressemble a
o(L®L,TI,, T, dont on est parti mais maintenant L, est décomposé (c’est-a-dire

Lo=p<1)>®L, ® H,,(0N)); on a vu que o (L, ® L', T';, T,) est la classe dans
W(Q) de G= {(x,x)eLy®L'/x+ax’} muni de la forme

’ ’ 1 ’ ’
<x5x I,V,y >=5(xy +yX)

Soit il un lagrangien tel que H,,_, (M) soit comme directe de I_,o et il, on a alors

la décomposition L' = Ly @ L] avec L; = p<1) ® I_,,- ® K,, (0N), dans cette
décomposition écrivons x’ = xy+x;, nous avons

G=G,®G; ol Gy={(x,x)€Lo® Lo/x+ax =xo+0axq}
et
G, = {xjeLj/x]+ax} =0}.

Comme < x, xg +x} |y, Yo+yi > =1/2 (x.y{+y.x}) la matrice de la forme G dans
la décomposition G = G, @ G, s’écrit

0

7

[G]=[Gy®G,]=0=0(L,®L, T, I, dans W(Q).

d’ou
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(3) Calcul de o (L® L', T,, Ly ® L’). — Considérons I’isométrie involutive de V
qui est o sur le premier facteur et I’identité sur le second, elle transforme L @ L’ en
aL@L, I,enTetLy®L enal,®L =L, ® L’ puisque

Lo=p<{1>®Lo®p{1)> ® H,,(3N).

On a donc comme en (1)

oleol,I,,Ly®dLl)=0(@L®L, I, Li®dL)=—we(aL, Ly, L.
Comme L =K,,_; (M) ® p<1) ® H,, (8N) il existe un lagrangien L de

H;m-1(8M) ® p<1)> @ H;,(8N)
tel que aL=p(1>® i., de plus on a clairement
Lo=p<1>®L, e L'=p<1>®L
pour deux lagrangiens de H,,_, M) ® p<{ 1> ® H,, (8N) donc
0@L, Ly, L) =0(p<1>® L, p<1>® Lo, p<1>® L) = pa(L, Lo, L),

d’oll @ (¢ L, Lo, L') = 0 dans Z)p ® W(Q). O

THEOREME 5.19. — Soient M et N deux Z/p-variétés rationnelles, dans Z/p ® W (Q);
on a

I(M x N) = I(M).I(N).

Démonstration. — Si dim M +dim N # 0 (4) la vérification est immédiate car les deux
membres sont nuls; dans 1’autre cas cela résulte des deux propositions précédentes.

5.20. Transcrivons le théoréme précédent dans la décomposition de 5.12
W(@Q)=Z®W(Q,Z). La structure d’anneau de W (Q) est déterminée dans cette
décomposition par les formules

Vx,yeW(Q), o(x,5)=0(x).0(y)
Go(x.y) = 6(x)00(¥)+06(y) 60 (X)+00(x) %k S0 (»),
ou v est une application bilinéaire de W (Q, Z)x W (Q, Z) dans W (Q, Z).

COROLLAIRE 5.20. — Soit p un nombre impair ou une puissance de deux; soient M une
Z/p-variété rationnelle, N une Z/p-variété PL (ou rationnelle et vérifiant la dualité de
Poincaré a coefficients Z) on a

c(MXN)=0c(M).c(N) dans Zjp,
oo (M xXN) =oc(N)o, (M) dans Z[p®@W(Q, Z).

Démonstration. — La premiére formule est une conséquence immédiate de 5.19; pour
démontrer la seconde on peut supposer que p = 2* [puisque W (Q, Z) est annulé par 4].

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ECOLE NORMALE SUPERIEURE



50 F. LATOUR

Comme N vérifie la dualité de Poincaré a coefficients Z on sait ([8], chap. 6) que
oo (N) = —e (0N) = —pe (6N) ou e ( ) est P'invariant d’enlacement. On a donc

0o (MxXN) =6(N)o,(M)—p(c(M).e(6N)+0,(M)xk e(8N)). O

Remarque 5.21. — Si X est une variété de A-homologie (ou A est un anneau
de fractions de Z) I’invariant d’intersection de X (considérée comme variété rationnelle)
est dans 1’image de W (A) dans W (Q); comme W (A) — W (Q) est injective (et méme
injection sur un facteur direct) [2] toutes les propriétés précédentes sont valables pour
les variétés de A-homologie (resp. les Z/p-variétés de A-homologie) lorsqu’on considére
I'invariant d’intersection dans W (A) [resp. dans Z/p ® W (A)].

CHAPITRE VI

Classes caractéristiques rationnelles

Dans ce chapitre toutes les variétés sont orientées.

6.1. Soit X" une variété rationnelle, soient Y"*? une variété PL orientée de bord dY
et ¢ : X— Y un plongement PL de X dans ’intérieur de Y.

Si f:(V,oV)?*i— (Y, dY)""? est une application PL d’une variété différentiable
C!-triangulée de V dans Y, transverse 4 X d’intersection transverse W, 4.12 montre que W
est une variété rationnelle de dimension i.

Soient V une Z/p-variété PL (ou différentiable C!-triangulée) de dimension gq-+i,
de bord 0V 0V =bV UdVx{l,...,p}) et V le quotient de V obtenu en identifiant
les p exemplaires §; V entre eux; soit f : (V, b V) — (Y, dY) une application de
Z/p-variété (ie. les restrictions de f aux 3; V se correspondent par des identifications
des 3, V), f induit une application notée encore f : (\7, b \7) — (Y, 9Y). Si f est transverse
a X@.e fetf ] OV sont transverses) l’intersection transverse est une Z/p-variété
rationnelle W sans bord de dimension i.

Soit QF (A, B; Z/p) la théorie de bordisme fabriquée a partir des Z/p-variétés diffé-
rentiables s’envoyant dans la paire (A, B), cela représente la théorie de bordisme habituelle
a coefficients Z/p.

PROPOSITION 6.2. — Il existe un unique homorphisme Ix : QF (Y, 0Y) = W (Q) tel
que pour toute application f : (V, 0V) — (Y, 0Y) transverse a X d’intersection transverse W
on ait

[V, f1=1WeW(Q).
1l existe un unique homorphisme
Ix,,: QY (Y,0Y;Z/p)>Z/p@W(Q)

4° SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 1



I. CLASSES CARACTERISTIQUES 51

tel que pour toute application de Z[p-variété f: (V, bV)— (Y, 0Y) transverse @ X et
d’intersection transverse W on ait

Ik, [V, f1=1(W)eZ/p @ W(Q).

Cela résulte directement du théoréme de transversalité 3.3 et 4.12 et du fait
que ’invariant d’intersection est un invariant de cobordisme 5.11 et 5.14 (dans le cas

de Z/p-variétés il faut utiliser deux fois le théoréme de transversalité une fois sur 8V
puis sur V).

6.3. Soient 1, ,: QY ( , Z/p) — QY (, Z/pg) le morphisme qui a une Z/p-variété V
associe la Z/pg-variété V' =)V formée de g-exemplaires de V avec § V' = 3V,

q
et p,:QY( )—QY (, Z/p) le morphisme qui considére une variété comme une
Z/p-variété de Bockstein vide; soient r, : Z— Z/p et i, , : Z/p — Z/,, les applications
canoniques; il est clair que les diagrammes

SO Ix

Ix, p
arai(Y, 0Y) w(Q) arai(Y, 0Y, Z[p) — Z/p@ W(Q)
Pp rp®1 tps1 li,,,t@l

Ix,p so X pl .
Qai(Y, 0¥, ZIp—Zp@®W(Q)  QFa:i(Y, 0Y, Z/p) =5 Z/pl @ W(Q)

sont commutatifs, on dit que les morphismes Iy et Ix , sont compatibles.

PROPOSITION 6.4. — Les homomorphismes Iy et Iy , sont multiplicatifs par rapport
a la signature : si V, est une variété différentiable fermée et [V, f1]1€ Q¥ (Y, YY) on a

Ix[Vo ><V1,f1.pr1] =1(Vo).Ix [V1,f1]-
Si Vo est une Z[p-variété différentiable sans bord et

[Vi, f1]eQ¥ (Y, 8Y; Z/p)
on a

I, [VoX Vi, f1.pr ] = 1(Vo) Ix, , [V, f1] = (Vo) Ix, , [ Vs, f1]€Z/p ® W(Q),
ou pry est la composée Vo XV, —>\~’ox\~/1 —»\71.

Démonstration. — Dans le premier cas si f; : (V,, dV;) — (Y, 3Y) est transverse 4 X
d’intersection transverse W, alors f;.pr; est transverse & X d’intersection transverse
Vo x W, le résultat découle de 5.7.

Dans le second cas si f; : (V,, b V) — Y, dY) est transverse a X d’intersection trans-
versale la Z/p-variété rationnelle W, on peut s’arranger pour que f;.pry : (VoxVy,
Vox b V,)— (Y, 0Y) soit transverse a X d’intersection transverse Vo x W, et par 5.20
on a dans Zjp @ W (Q) : I(VoxWy) = 5 (Vo). I(Wy. O

6.5. Nous ALLONS EXPLOITER LES MORPHISMES Iy et Iy , selon les méthodes de Sullivan,
il y aura donc deux cas suivant que p est une puissance de deux ou que p est impair. Pour
construire des classes de cohomologie & partir des morphismes Ix et Iy , pour p puissance
de deux nous utilisons le théoréme suivant [12].
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THEOREME 6.5. — Soit (A, B) une paire de C.W. complexes de type fini (squelettes finis);
Papplication de H* (A, B; Z,)) dans le groupe des morphismes

u: QY (A, B;Zy,) - Z,, u,: S (A, B; Z/2) > Zj,., a1,
compatibles et multiplicatifs par rapport @ la signature, définie par les formules
ulV, 1= x0l(V), [V, w[V. f]1=<F*x0l¥), [V]D
est un isomorphisme. |

Remarques :

(1) La classe /e H* (BSO, Z;)) [/ = 1+ +... +/;+... avec I; € H¥ (BSO, Z ;)]
est caractérisée par : /7! ® Q = L classe de Hirzebruch et /~! se réduit mod 2 au carré
de la classe de W u universelle v définie par w = S gv. Si V est une variété différentiable

1(V) = 1(vy), si V est une Z/2* variété différentiable / (\~’) = ] (v) ou v est ’inverse du
fibré sur V obtenu a partir de ty par I’identification des §; V entre eux. La classe / s’étend
en une classe de H* (BSPL; Z,,) [12].
(2) On peut obtenir un théoréme analogue pour H* (A, B; Z/2*) en remplagant A/B
par (A/B)AM, ou M, est I’espace de Moore pour Z/2* : S ) D2. Mais nous aurons
2

besoin d’un tel résultat sans hypothéses de finitude aussi nous en donnons une démons-
tration directe.

LEMME 6.6. — Soient X un espace topologique et G un groupe abélien somme directe
de facteurs Z[p; I’évaluation est un isomorphisme

H"(X; G) » Hom (H,(X; Z/p), G).

Démonstration. — Par la formule des coefficients universels on a une suite exacte
scindable

0-H,(X)®Z/p- H,(X, Z/p) - Tor (H,_, (X), Z/p) > 0

on en déduit [en prenant le foncteur Hom ( , G) exact sur les suites exactes scindables
et grice A la formule des coefficients universels pour la cohomologie] le diagramme
commutatif ou les lignes sont exactes

0-——— Ext(H,_,, G) ——— H"(X; G) ———— Hom (H, (X), G)—— 0
& |+ |-
0— Hom (Tor(H,-, Z/p), G)— Hom (H, (X, Z/p), G)— Hom (H, (X) ® Z/p, G)—0

ol on a abrégé H,_, (X) en H,_,. Il est clair que ¢” est un isomorphisme, on a des iso-
morphismes canoniques Tor (H,_,, Z/p) = ;H,_; (sous-groupe des éléments annulés

par la multiplication par p) et comme 0 - G —1I 2210 est une résolution injective
de G (I est la somme directe de facteurs Q/Z indexée par le méme ensemble que pour G
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somme directe de facteurs Z/p), Ext (H,_,, G) = Hom (H,_,, ) ® Z/p; par ces isomor-
phismes ¢’ se transforme en le morphisme de restriction

Hom(Hn—l H I) ® Z/p'_’ Hom(pHn—l H G)’

comme I est injectif la suite exacte

xp
0—,H,-y—H,-;—>H,,
montre que @’ est un isomorphisme. []

PROPOSITION 6.7. — Pour tout C.W. complexe X et tout groupe G somme directe de
facteurs Z[2°, la formule

ul[V,f1=<f*x0l), [V])

définit un isomorphisme de H* (X; G) sur le groupe des morphismes u : QY (X, Z[2*) —» G
multiplicatifs par rapport a la signature.

Démonstration. — Cela résulte du lemme précédent et du résultat suivant [12] : I’appli-

cation  : Q% (X, Z/2%) — H* (X, Z/2%) définie par Y [V,f] =f, ( (V) A [V]) définit
un isomorphisme

QY X, Z2/2%) ® Z/2*->H,(X, Z/2%)
Qe (pt, Z/2%)

ou la structure de module de Z/2* est définie par la signature mod. 2* :
QY (¢, Zj2) > Z/2*

Remarque 6.8. — Soient X un C.W. complexe sans hypothése de finitude,
u:QP X, Ziyy) = Zgy u, 2 QY (X, Z/30) > Z/,. (pour tout o = 1) des morphismes
compatibles et multiplicatifs par rapport a la signature, il existe une classe x € H* (X, Z,))
telle que les formules de 6.5 soient vérifiées mais on ne peut plus assurer 1’unicité de x,
par contre la proposition précédente montre que les réductions de x mod 2* sont bien
définies pour tout o = 1.

6.9. Soit pour & = B, p : QP (X, Z/2*) — Q, (X, Z/2%) la réduction mod 2* qui
consiste & ouvrir une Z/2%variété V en la Z/2P-variété V' = V avec

3V =8Vx {1, ...,227P}.
COROLLAIRE 6.9. — Pour tout CW. complexe X et tous morphismes
u: BWX)->WQ, 2), u: QX Z2)->Z2°QW(Q, 2)

compatibles, multiplicatifs par rapport a la signature et tels que (ryp ® 1).u, = ug.p,
il existe une unique classe x e H* (X, W (Q, Z)) telle que pour tout [V, ] € QY (X) on ait

u[V,f1=<f*x0lV), [V

et des formules analogues pour des Z[2* variétés.
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Démonstration. — Ecrivons W (Q, Z) = G’ @ G” ou

G=WQ,Z,)® & W(@Q,Zy,) et G'= @ W(@QZ,),

q=+1(4) q=-1(4)

G’ est une somme directe de facteurs Z/2 et G” une somme directe de facteurs Z/4. L’appli-
cation de 6.7 pour o = 1 et o = 2 définit des classes x’' € H* (X, G') et x”" € H* (X, G")
d’ot une classe x € H* (G, W (Q, Z)); les conditions sur les morphismes u et u, assurent
alors que les formules désirées sont vérifiées.

6.10. REPRENONS LES NOTATIONS DE 6.1. — Aprés composition avec la signature
6 : W(Q)— Z les morphismes Iy ® Z,, et Ix ,. vérifient les hypothéses de 6.5, soit
Z (9) e H* (Y, 0Y, Z3)) la classe qu’ils définissent; comme Ix et Iy ,. sont nuls en
dimension différente de g+4i (i = 0), £ (¢) n’a de composantes qu’en dimension g +4 i,

L@ =Zo(@)+Z(P+...+ZLi(@)+.. .,

avec &, (9) e H*** (Y, 9Y, Z5)).

Aprés composition par & : W(Q) — W (Q, Z) les mémes morphismes vérifient les
hypothéses de 6.9, soit A (9p) e H* (Y, dY; W (Q, Z)) la classe qu’ils définissent, pour
la méme raison que ci-dessus A (9) = Ay (@)+... +A; (@) +... avec

L(@)eHIY (Y, 0Y; W(Q, Z)).
On peut transcrire les définisions de Z (9) et A (¢) par les formules suivantes ou
[ (V,0V)->(Y, dY)
est une application transverse & X d’intersection transverse W :
s(W)=<Lf*Z2@uiIV), [V]>, co(W)=<{f* Me)uI(V), [V]>eW(Q, 2),
et des formules analogues pour des Z/2*-variétés.

6.11. LA DEMONSTRATION DE 3.9 SE TRANSPOSE mot pour mot pour monter, avec les
mémes notations

Z(9) =0 (L (9 1Y),
M(eg) = 0 (M (@) VU 1(B)).

6.12. NoTATIONS. — Si @ est le plongement d’une variété rationnelle X" dans un de

ses voisinages réguliers euclidiens de grande dimension (X, 6X)"*? et si r : X — X est
une rétraction par déformation, on pose

Z;(X) =ryDx Zi(@eH,_4; (X, Z,), LX) =rDzx);(9)eH,_4;(X, W(Q, Z)).
Ces classes sont indépendantes des choix faits, on note
LX)=ZLoX)+Z,(X)+... et AX) =2 X)+A, X)+.. .,
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on a

ZoX)=[X], KX =0

et si X est de dimension 4 k, ¢ &, (X) = o (X), &€ A, (X) = 0, (X) [avec € "augmentation
H, X, G) — G].

6.13. REMARQUES :

(1) Si X est une variété PL orientée on a Dy [ (X) = £ (X) et A(X) =0, en effet
si v est un tube normal de X et ¢ : X ¢ E (v) il vient, par unicité, ®* (/ (X)) = £ (¢)
et A(p) =0.

(2) Soit X une variété rationnelle la classe eulérienne p (X) est égale a la réduction
mod 2 de Z (X) cela résulte de 4.16 et de 5.6 remarque 1 .

PROPOSITION 6.14. — Soit @ : X — Y un plongement d’une variété rationnelle dans
Pintérieur d’une variété PL on a

L@ =D¢' 0, LX)V (YY),  A(@) =Dy g AX)UI' (V).

Démonstration. — Soit Y un voisinage régulier euclidien de grande dimension de Y
de tube normal v = vy; avec les notations de 3.9 on a

Z(9,) =D7 9 Z(X)
d’aprés la définition de & (X) et
Z(9,) =0} (ZL (@)U (V)
d’aprés 6.11 donc
P4 LX) = ps 9y Z(X) = po Dy ®J (L (9) U [(v)) = Dy (L (@) W I(Y)),
ou p est une rétraction par déformation Y —> Y. De méme pour A (o).

6.15. SOIENT X" UNE VARIETE RATIONNELLE DE BORD 0X, Y"'? une variété PL avec
Y=Y uY", YnY" =90Y =03Y" et ¢ un plongement (X, 0X)— (Y, Y') avec
0 (@X) cInt Y et ¢ ' (Y') = 0X, on construit comme en 6.2 des morphismes

L QP (Y, Y)>WQ) et Iy, :Q0(Y, Y, Z/p>Z/p@W(Q)

compatibles et multiplicatifs par rapport a la signature. Le méme procédé donne des
classes

Z(X)eH,_ 4 (X, 0X; Zz), AX)eH,_44(X, 0X; W(Q, 2))
et par naturalit¢ de la construction on a
& (0X) = 0% (X), A (0X) = Ir(X),
ou 0 est le connectant H,_,, (X, 0X; G) — H,_,_,, (0X, G).
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PROPOSITION 6.16. — Soit f: X — X' une résolution rationnelle entre deux variétés
rationnelles de dimension n on a

[+ ZX)=2X), [AX) =A(X).

Preuve. — Soient K et K’ des triangulations de X et X’ telle que f : K — K’ soit sim-
pliciale, le cylindre simplicial de f, C est une variété rationnelle de bord —X u X’, soit p
la rétraction par déformation C— X', p| X = f;

LX)~ [+ LX) =ps L(0C) = p, 0L (C) = 0p, £(C)=0
puisque p, & (C) € H,yq_4s X', X5 Z3)); de méme pour A (X')—f, A (X).

6.17. DANS LE RESTE DE CE CHAPITRE p DESIGNERA UN NOMBRE IMPAIR ; comme W (Q, Z)
est annulé par 4, Z/p ® W (Q, Z) est nul, les morphismes Ix et Ix , se réduisent donc a
des morphismes Q (Y, 0Y) > Z et QY (Y, dY; Z/p) —» Z/p, compatibles et multi-
plicatifs par rapport a la signature.

Soient K, et K* les théories homologiques et cohomologiques obtenues en localisant
la K-théorie réelle par Z [1/2]; d’aprés [18] comme Iy et Iy , sont nuls en dimension
non congrue & ¢ mod 4, ils définissent une classe A (¢) e K?(Y, 9Y).

6.18. SOIT @ LE PLONGEMENT D’UNE VARIETE RATIONNELLE X" dans un de ses voisinages

réguliers euclidiens de grande dimension (X, 6X)"*?; les variétés PL orientées sont natu-
rellement orientées dans la théorie K, on note par D I"isomorphisme de Poincaré corres-
pondant. On pose A(X) = r, Dz A(¢) €K, (X) ou r est une rétraction par défor-
mation X — X.

Les propriétés des classes Z (¢) et A (@) se transposent pour A (@), notons seulement
qu’on a une construction pour les variétés rationnelles a bord; si X" admet 0X comme
bord on a A (0X) = 0A (X) e K,_, (0X).

On en conclut comme en 6.16 :

PrOPOSITION. — Soit f: X — X' une résolution rationnelle entre deux variétés
rationnelles de dimension n; dans K, (X') on a

J«AX) = AX).

CHAPITRE VII

Type d’homotopie de P’espace des Z,,.
Données de chirurgie

PRELIMINAIRE ALGEBRIQUE.

7.1. Soit W Q (Z)) le groupe de Witt des formes quadratiques sur I’anneau Z,,
(nous utilisons les notations et les résultats de I’appendice de [2]. Soit WQ (Z,,,, Z)

4° SERIE — TOME 10 — 1977 — N° 1



I. CLASSES CARACTERISTIQUES 57

le groupe de Witt des formes quadratiques d’enlacement sur les groupes abéliens finis
d’ordre impair. On a un diagramme commutatif :

0 WQ(Z) - WQ(Z2) > WQ (Zz), Z) 0
l ! !
0—W(Z)—W(Z;))—W(Z(2), Z)—0

ou les lignes sont exactes et les fléches verticales sont les morphismes d’oubli; 1’oubli

WQ (Z,), Z)—5> W (Z;), Z) est un isomorphisme, les deux autres oublis sont injectifs.
La suite exacte inférieure est scindée par la signature, la suite exacte supérieure n’est pas
scindable. Si g : C — Q/Z est une forme quadratique d’enlacement sur le groupe abélien
fini C, la somme de Gauss

F(C)=(# C)—I/Z Z e2i1!q(x)

xeC

est une racine 8¢ de I’unité et ’on a un morphisme y : WQ (Q, Z) — Z/8 défini par
re)= exp(Zinéy[C]).

Si xe WQ (Q) on a la formule [8] o (x) = v (3 (x)) modulo 8 ou o (x) est la signature
de x; or

wQ (Z(Z)s Z)~ W(Z(Z)a 7)=0W(@Q, Z(q))
q

(pour g premier impair) et le choix d’une uniformisante de 1’anneau de valuation
discréte Z ) définit un isomorphisme de W (Q, Z,)) sur W (F,)) qui est Z/4 ou Z/2 ® Z/2
suivant que ¢ = —1(4) ou g = 1(4); on vérifie que ¥y (WQ (Z,y, Z)) = Z/4 < Z/8.
La signature d’un élément de WQ (Z ;) est donc paire; si I’on note @ : WQ (Z;)) — Z,
o (x) = (1/2) o (x) et 6o : WQ Z,)) = W (Z;), Z) la composé 6.5, WQ (Z,)) est le
produit fibré

WQ(Z2) 5 W (Zay Z)

| |-

7Z—7Z/4

ol 7y, est
«%»,y_@—l L W(Zay Z) = WQ(Zgy, )HZ8EZ/4

et ou la fléche Z — Z/4 est la réduction modulo 4. Si o est un entier = 2 on a le produit
fibré

Z/2* @ WQ(Z2) = W (Zzy, Z)

| |-

) ——— 74
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tandis que pour o = 1 on a l’isomorphisme

Z2Q@ WQ(Z ) S Z2® W (Zeay, Z).

7.2. ON DIT QU’UN POLYEDRE X DE DIMENSION 7 EST UN CP ;) DE DIMENSION 7 (complexe
de Poincaré pour ’anneau Z,)) s’il est muni d’une classe [X] € H, (X, Z) telle que le
cap-produit par [X] induise des isomorphismes

Dy: H'(X, Z;) - H,_ (X, Z)).

Remarque. — D’aprés 5.4 et 5.21, un CPg,;, X posséde un invariant d’intersection
I(X) € W (Z,y); les résultats du chapitre 5 sont valables pour les CP,, et les Z/p—CP,,,
introduits plus loin.

7.3. ON APPELLE Z,) DONNEE DE CHIRURGIE SUR UN CP,, X DE DIMENSION 7, la donnée
(1) d’une variété PL orientée fermée de dimension n M;

(2) d’une application de degré 1 f: M — X;

(3) d’un SPL-fibré & sur X;

(4) d’une SPL,,, trivialisation ¢ de Ty @ f* & [8].

On note une telle donnée de chirurgie (f, ?).

On a une notion étendant la notion habituelle, de cobordisme de Z ) -donnée de
chirurgie. On dit qu’une Z,,-donnée (f, ¢), est une équivalence si

fxi HeM, Z;)) » H, (X, Z,,) est un isomorphisme.

7.4. Si (f, t) est une Z,, donnée de chirurgie de dimension 4 k, ol f: M* — X*,
on montre que sur la partie libre de K,, (f) = ker (H,, (M, Z;)) — Hy, (X, Z(3)))
la forme d’intersection de M est non dégénérée et paire [2]; on note © (f; t) la classe
de la forme quadratique associée dans WQ (Z,)); comme

H, (M, Z;)) = K3, (f) ® H; (X, Z3,) (somme orthogonale) on a dans W (Z,)) :
t(f, t) = I(M)-1(X).

Si (f; t) est une Z, -donnée de chirurgie de dimension 4 k +2, on définit [2] une géné-
ralisation de I’invariant de Kervaire t (f, t) € Z/2.

Dans les deux cas 1 (f, t) ne dépend que de la classe de bordisme de la donnée (f, ?).
Rappelons le résultat suivant ([1], [2]) :

PROPOSITION 7.4. — Soit X un CP,, de dimension n, simplement connexe et soit (f, t)
une Z ;) donnée de chirurgie sur X.

(1) Si n est impair, (f,t) est cobordant a une équivalence.

(2) Si n est pair (et n # 4), (f, t) est cobordant a une équivalence si et seulement si

t(f,t) =0.
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7.5. ON APPELLE Z,, DONNEE DE CHIRURGIE RELATIVE SUR UN CP;,,) A BORD X DE
DIMENSION n une donnée analogue a celle de 7.3 ou f : (M, dM) — (X, dX) induit un
isomorphisme H, (0M; Z ;) — H, (0X; Z,)).

La notion de cobordisme de Z,, donrées s’étend au cas des Z,, données de chirurgie
relative; on construit par le méme procédé qu’en 7.4 un invariant de cobordisme t; la
proposition 7.4 s’étend aux Z,,-données de chirurgie relative lorsque la base et son bord
sont simplement connexes.

Pour tout k et tout ue WQ (Z,)) il existe une Z,, donnée de chirurgie relative (f, t)
sur D* telle que © (f,t) = u [2].
7.6. En remplagant dans 5.13 variété rationnelle par CP,, on obtient la définition de

Z/p-CP, et de Z/p-CP,y a bord. On dit qu'un Z/p-CP,, X est simplement connexe
si X et 8X sont simplement connexes.

On appelle Z,, donnée de chirurgie sur un Z[p-CP,y X de dimensiun n, la donnée
notée (f, t) de :

(1) une Z/p variété PL sans bord M de dimension #;

(2) une application de Z/p-variétés f: M — X de degré 1;

(3) un SPL fibré & sur X tel que les @F & soient tous égaux (9; : 8X o 0X);

(4) une SPL,, trivialisation ¢ de Ty ® f* & telle que sur les ; M toutes les trivialisations
soient égales.

Remarque. — f | 0M : OM — 90X est donc la réunion de p exemplaires de la donnée
(8f, dt) sur 8X.

On a une notion de cobordisme de Z,, donnée de chirurgie sur un Z/p-CP,, et une
notion d’équivalence que le lecteur dégagera.

Dorénavant p sera toujours une puissance de deux, p = 2°.
OBSTRUCTIONS POUR UNE Z;, DONNEE DE CHIRURGIE SUR UN Z/2* CP,,.

7.7. DIMENSIONS CONGRUES A ZERO mod 4. CAS SIMPLEMENT CONNEXE. — Soit (f, ¢)
une Z,, donnée de chirurgie (out f : M* — X*¥) sur le Z/p-CP,, X; comme la donnée

(8f;, 8¢) est de dimension impaire, il existe un cobordisme de Z,, données U** 28X x1I
entre (8f, 8¢) et une équivalence (7.4).

Soient M' = M (JpUetf' : M =X () p(@XxI) = X et ¢’ la SPL,, trivialisation
M oX

associée : (f', t’) est une Z,, donnée de chirurgie relative sur le CP(,, a bord (X, 0X)
donc IM)—I(X) = t(f, 1) e WQ (Z,,), d’aprés le cas particulier (Z = J) de 5.10
onat(f,t)=IM)-IX)+pI(U). Si U’ est un autre cobordisme entre (3f, &¢)
et une équivalence, pour la méme raison I(U)—I(U)eWQ(Z,). La classe de
IM)-IX)+p I(U) dans WQ (Z,)/p WQ (Z,)) est donc indépendante du choix
de U on la note © (f, t).

PROPOSITION 7.7. — Soit (f, t) une Z,,-donnée de chirurgie sur un Z/, CP,, X sim-
plement connexe de dimension 4 k = 8. Pour que (f, t) soit cobordant a une équivalence
il faut et il suffit que 1 (f,t) = 0 dans WQ (Z,,)/p WQ (Z3)).
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Démonstration. — On démontre comme plus haut que t (f, ¢) est un invariant de
cobordisme. Si t(f, #) = 0 quitte & faire la somme connexe avec une Z,,-donnée de
chirurgie relative sur D* on peut d’aprés 7.5 choisir un cobordisme U entre (3f, 5¢)
et une équivalence de sorte que I(M)—I(X)+pI(U) = 0 dans WQ (Z,,), on peut
alors faire la chirurgie relative sur le probléme (f’, ¢ ') associé.

7.8. ON NOTE @ (f; t) € Z/2" ET 0, (f, t) € Z/2* ® W (Z(;), Z) LES DEUX PROJECTIONS
DE T (f, t) dans le produit fibré de 7.1; supposons d’abord p = 2* = 4, comme W (Z,,, Z)
est annulé par 4 on a o, (f; ) = 05 (M)—0, (X) et comme M est PL on sait [8] que
oo(M) = —e(0M) = —pe(®M) =0 [ou e( ) est l’invariant d’enlacement] donc
Go(fit) = =60 (X) et @ (f;t) =70(0o(f, 1) = —70 (6o (X)) mod. 4.

Si a = 1 le méme raisonnement montre que 6, (f, t) = —0, (X) mod 2 W(Z,,,, Z).

PROPOSITION 7.8. — Si a 2 2, 6o (f,?) = —0¢(X) dans W(Z,), Z) et t(f; t) est

déterminé mod 4 par oy, (X). Si a =1, oy (X) détermine < (f,t) par la formule
oo (f,t) = —0o(X) dans Z/2 @ W (Z,, Z).

7.9. AUTRES DIMENSIONS. — En dimension 4 k+1 (# 5), on a une obstruction pour faire
la chirurgie sur (8f, 8¢); comme p 8M et p 6X bordent, ¢ (M) = o (6X) = 0, comme M
est PL, o, (M) = 0 et Dobstruction totale pour la Z,, donnée (f,t) est
—0o (0X) e W (Z3), Z) (qui est d’ordre 2 si X est un Z/2-CP,)).

En dimension 4 k+2, on peut trouver un cobordisme U entre (8f, 6¢) et une équi-
valence et former le Z,, probléme de chirurgie relative (f7,¢) ou f' : MuUpU—X.
Son invariant de Kervaire t(f’,t')e Z/2 est indépendant du choix de U et est
I’obstruction du probléme (f, ¢).

En dimension 4k+3 on a une obstruction l’invariant de Kervaire © (3f, 8¢).
7.10. Si Y est un CP(,, de dimension 2/—1, on définit

-1
x*(Y,F)= Y dimgH;(Y, F) mod2,
0

ou F est un corps et on pose
R(Y) = 2*(Y, Q+x*(Y, Z/2).

R (Y) est linvariant de de Rham qui par la formule des coefficients universels est congru
mod 2 & dimg, [(Tors H;_, (Y, Z,)) ® Z/2].

PROPOSITION 7.10. — Soit (f, t) une Z,,-donnée de chirurgie sur X Z[2°-CP,, de
dimension 4k avec f: M —X. On a

(M) =o(X)mod2
et

o(f, t) = %(c(M)—c(X))+2“‘1(R(SM)+R(6X)) mod 2°.
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Démonstration. — Soit U §X xI un cobordisme de Z,, donnée de chirurgie entre
df : 8M — 8X et une équivalence M’ — 8X; la relation

I(M)—1(X)+2*I(U)e WQ(Z(2))
montre que ¢ (M) = o (X) mod 2. Calculons o (U) mod 2; on a la formule classique
o (U) = ¢ (U)+%*(@U; Q) mod 2
=1 (U)+x*(M; Q)+1*(6X; Q)
puisque dM’ — 86X est une équivalence de méme
pu = x(U)+2*(0U; Z)2) = 3 (U)+x* BM; Z/2)+x* (8X; Z/2),

ol py est le rang de la forme d’intersection sur H,, (U; Z/2) qui est la somme ortho-
gonale Ky; (g, Z/2) ® H,, (80X x1, Z/2). Or comme ty @ g* (3§ xI) est SPL,, trivialisé
on sait, par un argument de classes de W u [3] que la forme d’intersection de K,; (g, Z/2)
est symplectique (x.x = 0, V x) son rang est donc pair et py = psxx; = 0 d’ol en
sommant ¢ (U) = R (M) +R (6X).

Remargue 7.11. — A la différence du cas des Z-données de chirurgie [12], 7.8 et 7.10
calculent I’obstruction d’une Z,, donnée de chirurgie de dimension 4k, a I’aide de la
structure homologique de la source et du but, et servant de définition de t (f, t) dans le
cas général sans hypothése de simple connexité.

FORMULE DE PRODUIT.

LemMME 7.12. — Soit ¢ : E® F—k un accouplement (non dégénéré) entre deux
k-espaces vectoriels de dimension paire, soient Py et P, deux sous-espaces de E alors :

dim ((Po ® P3) N (P; @ P})) = dim Py +dim P, mod 2.
Preuve :
dim (P, ® P3) N (P, @ P})) = dim (P§ N P})+dim (P, " P,)
= dim (P N P;) +dim (P +P;)")
=dim (Py nP,)+dim (Py+P,) = dim Py +dimP,.
PROPOSITION 7.13. — Soient X et Y deux Z/2*-CP,, de dimension paire on a
ROEXxY))=0cX)R@Y)+0o(Y)R(GX).

Démonstration. — Soient 2m =dim Y, 2/=dimX et Z = 6§ (XxY), Z est obtenu
a partir de Xx3Y et 6XxY en recollant

V=38Xx8Yx {1, ...,2°} ~dXx38Y ~8Xx0Y.
La suite exacte de Mayer-Vietoris (tous les groupes d’homologie sont & coefficients F) :

0>A->H,y -1 (X XY)® Hpy oy (X%0Y) > Hpy -1 (Z) > Hpyy 2 (V) > ..
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ou
A=Im[H, ;-1 (V)2 Hypy o GXXY) @ Hpy oy (X % 3Y)]
montre que (puisque dim H; (V) =0 (2)) :
x*(Z, F) =x*(3X x Y, F)+¢*(Xx38Y, F)+dimA

et

m+i
r*GXxY, F) = Z dim H; (6X)dim H; (Y} = Z dimH,_;_, (6X) Z dim H;(Y),
i+jsm+i-1 i20 m—i
la suite exacte
0-B->H,(Y,0Y)>H,_,(@0Y)»H,_,(Y)> ... > K,-;-1(0Y)-0

(o B =Im[H, (Y)— H, (Y, 3Y)] et K; (YY) = ker [H; (0Y) — H,|(Y)]) montre
(dim H; (3Y) = 0) :

m+i
Y, dimH;(Y) =dimB+dimK,,_;—; (9Y) = 6(Y)+dimK,,_;_, (3Y),
m—i
donc
r*OXxY)=o(Y)*@X)+ Y, dimH,_;_; (6X)dimK,,_;_, (3Y)
iz0
=o(Y)x*X)+ ), dimH,,;(6X)dimK,,_;_; (3Y),
i20
de méme
x*(Xx8Y) =c(X)x*@Y)+ ), dimK,_;_; (6X)dimH,,,;(8Y).
jzo
Or
dimA = dimker [Hp4;—; (V) > Hpy oy XX Y) @ H,p 4y (X% 8Y) ]
=dim(LynL,)
ol

Lo =ker[Hpy ;-1 (V) 2 Hpyy- BXXY)] = @ (H;4;3X)® Kpny—1 (9Y))
ieZ
et

L; =ker[Hp4;—1 (V) = Hpp o (XX 8Y)] = ‘®z (Ky-;-1(0X) @ Hp 4 ;(8Y)).
je

Or on a la décomposition en somme orthogonale

Hpi1-1(8X % 8Y) = @ (Hy4:(8X) ® H,—i-1 3Y) @ Hy—;_ 1 (6X) @ H,p 44 (8Y),

i20

et ’on obtient une décomposition H,,,;_; (V) = @ V; en prenant 2* exemplaires de
i20

la décomposition précédente; les deux lagrangiens L, et L, se décomposent dans cette

somme orthogonale. Il est clair que ’orthogonal de K;,,(0X) ® H,,—;_, (8Y) est

Ki_i-1(0X) ® Hp+;(8Y)
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et celui de H;\; (6X) ® K,,—;—; (0Y) est H,_;,_; 6X) ® K,,+; (0Y). Un calcul basé
sur le lemme 7.12 montre alors

dim(LynL; nV))=dimH,,;(6X)dimK,,_;_; (0Y)+dimK,_;_, (0X)dim H,,,; (8Y),
d’oll en sommant
x*(Z, F) = o (X)x*BY, F)+o(Y)x* (8X, F).

7.14. Soir N UNE Z/2* VARIETE PL ET (f, t) UNE Z,, DONNEE DE CHIRURGIE SUR

un Z/2*-CP,, X ou f: M —X; formons
fx1ly: MxN->XxN

cela permet de définir une Z,, donnée de chirurgie notée (f, ¢) x 1y sur XxN.

THEOREME 7.14. — Si dim X+dim N = 0 (4) on a dans Z[2* @ WQ (Z,)) :

T((f, ) x1n) = s (MN)T(f; 1).
Démonstration :
Cas 1. dim N = 0 (4). Par 7.8 et 5.20 on a dans Z/2* W ® (Z,, Z) :

0o ((f; 1) X1y) = =6 (XXN) = —c(N) 5, (X) = s (N) 5o (f, 1)
Par 7.10, 7.13 et 5.17 on a dans Z/2* :

o((f, 1) X 1y) = %(o(MxN)—o-(X><N))+2°“1(R(S(MgN))+R(8(X><N)))

— 5(N) [% (6(M)—o (X)) +2*~ 1 (R (5M) + R(8X))]

+2*" 1R (8N) (c (M) -5 (X))
=o(N)T(f 1).
Cas 2. dim N = 2 (4) le méme argument s’applique pour montrer que
(s ) x1y) =0.

Cas 3. dim X et dim N impair. La méthode précédente ne s’applique plus d’abord
parce que dans le calcul de R (8 (Xx N)) apparait un terme médian difficile a évaluer
et surtout que dans 5.18 on n’a de renseignement sur o (X x N) que mod 2.

Nous utilisons 7.8 lorsque o < 2, par 5.18 oo (XxN) = 0 dans Z/2* @ W(Z,, Z)
donc t((f; t)x1y) = 0.
En dimension 4 k+3, on peut [12] & partir de la sphére de Kervaire, construire une

Z-donnée de chirurgie (f,, to) sur une Z/2 variété PL d’obstruction non nulle dans Z/2.
On considére la réunion de 2*~! copies de (f;, t,) comme une donnée de chirurgie sur

une Z/2* variété, on la note (fy, #),- Si N est une Z/2* variété PL, on note N la Z/2
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variété obtenue en ouvrant N(N = N et 3N = 8Nx{1,...,2°"1}). SidimN =1 (4)
on a 1 ((fo, to)e X In) = T((fo, to) x 15) qui est nul d’aprés le cas particulier o < 2.

Soit (f, t) une Z,, donnée de chirurgie sur un Z/2*-CP,, de dimension 4k+3 = 7;
la somme disjointe (', ¢") = (f, ) UA(fy, ty), (OU A est I'invariant de Kervaire de
(8f, 61)) est d’obstruction nulle; d’aprés [4] et [21] (chap. 9) il existe un Z/2*-CP,,
a bord Y de dimension 4 k+4, avec DY = X' u X”, une Z/2*-variété PL a bord P
avec bP = M’ U M”, une extension (g, 0) de (f',t') avec g: P> Y et f"; M"—X"
équivalence. On a alors :

0=1((f" t")xX1y) =1((f" t)X 1)
=1((fi )X1N)+AM1((fo, L) X In) = T((f; t) X 1y).

Si (f; t) est de dimension 3, (f, ) X1¢p, est de dimension 7, ’argument précédent et
le cas 1 montrent que o (CP,)t((f,t)x1y) =0.

En dimension 4 k +1, on peut a partir des exemples de [2], pour chaque nombre premier,
impair g, construire une Z,,-donnée de chirurgie (f, #,) sur un Z/4-CP,, dont ’obs-
truction engendre W (F,) : on répéte ’argument précédent (o maintenant N est la
Z/4-variété PL obtenue en ouvrant N).

7.15. Z;-DONNEES DE CHIRURGIE RELATIVE SUR UN Z/2*CP ,, A BORD. — La définition
est analogue a 7.6 mais maintenant f : M — X est une application de Z/p-variétés a bord
et on suppose en outre que f induit une équivalence

bf: bM-bX.

Les résultats sur les Z,)-données de chirurgie absolue se transposent, notons seulement
deux complications techniques.

7.16. Lorsque, comme en 7.7 on forme M’ = M u p U on recolle sur une partie du
bord seulement, on n’a plus forcément I (M") = I (M) +p I (U); grice a I’expression du
terme complémentaire de 5.10 et au fait que bf induit une équivalence 0b M — 0b X,
on a

I(M)—I(X U p(3X xT)) = (M) + pI1(U)—I(X).
7.17. Soit (f, t) une Z,,-donnée de chirurgie avec f : M* — X*; formons

CI=MUbMXI U X,
bf
c’est un Z/2°-CP,, sans bord de dimension 4 k et 7.10 devient
LemMMmE 7.17. — On a

o(f,t)= %(G(M)—G(X))+2°‘_1R(SCf)modZ“.

Preuve. — Comme & f l : 00M — 06M est une équivalence, on peut dans le cas
simplement connexe, trouver un cobordisme U entre M — 86X et une équivalence
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dM’— 8X tel que dU =M U ISM xI U SM’, I'application ¢ : dU — 8C, qui est
I’identité sur M U d8M x 1 et 1’équivalence SM’ — X sur dM’, est une équivalence
donc R (8C;) = R (0U) = o (U) mod 2. Cette formule et 7.8 définissent t(f, t) dans
le cas général sans hypothéses de simple connexité.

De plus une démonstration analogue a4 7.16 montre que o (C;) = o (M)—o (X)
(= 0 mod 2), la démonstration de 7.14 se généralise donc.

ESPACE DES Z,)-DONNEES DE CHIRURGIE. — Nous utilisons les méthodes fonctionnelles
de Casson et Quinn; nos références sont [14] et [21].

7.18. ON APPELLE (m, k) « VARIETE » LA DONNEE, notée M™*, de « variétés » M, pour
tout simplexe ¢ de A* (canoniquement triangulé) (M, étant de dimension m+| c ]) et
pour ¢ < 7 d’inclusion de M, comme sous-variété du bord de M, (on considére qu’une
variété de dimension négative est @ et que @ est une variété de dimension » pour tout n).
Si M™* est une (m, k) variété on obteient k+1 variétés de type (m, k—1) notées d; M
en prenant (d; M), = M, ol d;: A*"! — A* est Dinclusion comme i-iéme face. On
appelle bord d’une (m, k) variété M™* la variété b M = OMu— () M,, c’est une

le| <k
variété a bord de dimension m+k—1. Un morphisme de (m, k) variétés : M™* — X™*

est une application f : M — X« telle que f(M,) = X, pour tout ; un tel morphisme
est appelé équivalence si toutes les restrictions M, — X sont des équivalences.

Une Z,)-donnée de chirurgie sur un (m, k) CP,, est la donnée d’un morphisme
f: Mm,k N Xm,k

ol M est une (m, k) variété PL orientée, d’un SPL fibré £ sur X,, et d’'une SPL,, trivia-
lisation ¢ de Ty, @® f* &, avec f de degré 1 et f |,,M :b M — b X une équivalence; on
note une telle donnée (f; ¢). Par restriction on obtient des données notées d; (f, ¢) sur
le (m, k—1) CP, d; X™*,

On appelle L, (Z ) le complexe semi-simplicial sans dégénérescences (ou encore
« A-set ») dont les k simplexes sont les Z,)-données de chirurgie sur les (—m, k) CPy,,
et les opérateurs faces induits des d;.

On pointe L,, (Z,,) en choisissant dans les k simplexes la Z,)-donnée sur ’ensemble
vide. Si m > 0, L,, (Z ;) est (m—1) connexe (il n’a que le point base comme k simplexe
pour k < m).

7.19. L’INVARIANT 1 (f, ¢ ) DEFINIT UN MORPHISME T, (L,, (Z,,)) dans le groupe de Wall
L, (Z)) qui est WQ (Z,)), 0, Z/2, 0, suivant le reste de m mod 4. Si m <—4, on sait
[21] et [4], que c’est un isomorphisme. On a des équivalences d’homotopie

QL, (Z(z)) ~ Ly, (Z(z))
et donc
'nl(Lm(Z(z))) ad Li—m(Z(Z)) pour i_m > 4.
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7.20. DORENAVANT NOUS NOUS INTERESSONS A L, (Z,)) AVEC m > 0 (ET MEME m GRAND).
— Si V" est une variété PL une application g : V* — L,, (Z,)) est la donnée d’une trian-
gulation K de V et d’un morphisme semi-simplical

g : K—-)Lm(Z(Z))'

Les diverses Z,,-données de chirurgie sur un (—m,n) CP,,, g (o) (pour ¢ simplexe
principal de K) se recollent le long de leurs faces communes pour donner une donnée
de chirurgie relative f : M"™™ ol maintenant X est un CP,, de dimension n—m a bord.
Cela est en fait la définition sur les O-simplexes d’une application

(L (Z(z)))v — Ly, (Z(z))

(voir [14] pour la définition de I’espace fonctionnel YV).

L’élément de mo (L,—, (Z2))) associé & g : V" — L, (Z,,) ne dépend que de la classe
de bordisme de (V, g) [en confondant L, (Z,,) et sa réalisation géométrique] cela
définit un morphisme 7t :

T stnph 1 (Lim (Z(z)))_’WQ (Z2y),
soit par composition
T Qrsno+4 k(L (Z(z))) —-WQ (Z(z))-

Si maintenant V" est une Z/p variété PL, et g une application V— L, (Z,)) par un
procédé analogue on obtient une Zy-donnée de chirurgie relative sur un Z/p-CP,,
de dimension n—m a bord dont I’invariant © ne dépend que de la classe de bordisme de
(V, g). Cela définit des morphismes :

Tt Bhar@i (Z2y), Z]29)—Z[2* @ WQ (Z,y).
On prolonge t et 1, par zéro dans les autres dimensions.

PROPOSITION 7.21. — Les morphismes
Qio Lm (Z(z )) —-WQ (Z(z)),

QP (L, (Z2), Z/2) S Z/2° @ WQ(Z2),

sont compatibles et multiplicatifs pour la signature.

La compatibilité est claire; en raisonnant comme en 6.4, la multiplicativité par rapport
a la signature découle de 7.14 et 7.15.

7.22. En raisonnant comme au chapitre 6, les morphismes
Co.- Ty : Qio (L (Z2))s Z)2)—Z[2*® W(Z,), Z)
définissent des classes

A j (Z(z)) eH" (L (Z(Z)), w (Z(z)’ Z)).
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Par 6.8, il existe une classe
gj (Z(z))eHm+4j(Lm (Z(z)), Z(z))

induisant les morphismes ©.7 et ©.7,, la classe £; (Z,,) n’est peut-étre pas unique mais
on sait que ses réductions modulo 2* le sont, en particulier on a

Pa gj (Z(z)) = 'Yo*)“j (Z(z))EHm+4j(Lm(Z(2))a Z/4),
ou p, est la réduction modulo 4 et yo, le morphisme induit sur les groupes de cohomo-
logie par v, : W (Z), Z) — Z/4.

Remarque. — Si on suppose que les w; (L, (Z))) en basses dimensions sont somme
directe d’un groupe abélien libre et d’un groupe annulé par la multiplication par un
entier, on peut montrer I'unicité des classes Z; (Z,)).

Les classes A; (Z2)) et £;(Z,)) se regroupent pour définir une classe
A;(Zyy))e H"4J(L, (Z(2y), Z2) @ WQ(Z2y)-

La démonstration de [16] s’étend pour montrer la formule de produit pour I’invariant
de Kervaire k d’une Z,,-donnée de chirurgie relative sur un Z/2-CP,,; les morphismes
k : QX442 Un (Zy), Z[2) — Z/2 définissent donc [16] des classes

kjeHm+4j+2(Lm (Z2)), Z2)
telles que pour toute application g d’une Z/2-variété PL V"*4/*2 dans L, (Z,,) on ait

k[V, g] = {f*kuo*(V), [V]D).
Vu 7.19 on peut alors répéter la démonstration de Sullivan [17] pour voir que :

THEOREME 7.23. — 1l existe deux complexes f,,, (Z(3y) et Ly, (Zy)) tels que :
(1) le Z,)-localisé de L, (Z,,) ait le type d’homotopie de L, (Z ) XL}, (Z2y);
() m; (L, (Z2) = 0 pour j > m+4;

(3) les classes A;(Z ) et k; définissent une équivalence d’homotopie

L, (Z,y) ~ Hl K(Z) @ WQ(Z,)), m+4j)x 1—[1 K(Z/2, m+4j+2).
ji> j>
COMPARAISON DES ESPACES L,, (Z) T L, (Z(;)).

7.24. Soit L, (Z) l’espace analogue a L, (Z,) obtenu a partir des données
de chirurgie sur les complexes de Poincaré; soit ¢ : Q,.4; (L, (Z)) = Z le morphisme
définit par o [V, g] = (1/8) (c M)—o0 (X)) ou f: M* — X* est la donnée de chirurgie
associée a g : V- L, (Z).

Soit i I’application naturelle L,, (Z) — L,, (Z,,) il est clair que

46'_ =®.T.1 :Qm+4j(Lm(Z))_>Z
et que pour tout a,

o Ta-i : Qia j Lm(Z), ZI2) > Z[2* @ W (Zy3, Z)
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est le morphisme nul, par unicité on en déduit que i* A; (Z(;y) = 0 pour tout j et donc
Pai* L;(Zyy) = 0. 1l existe donc &je H"* % (L, (Z), Z,,) telles que
i*%;(Zy) =42
Soit [V, f]€Qniax Ly (Z) on a
4V, fl=ot[V, icof]={f*i* L (Za) v I(V), [V]y =4<f* 2 ui(vV), [V]),

donc &’ e H™*** (L, (Z), Z,,) calcule o, cela suffit & assurer que le Z,)-localisé de
L,(Z) a le type d’homotopie d’un produit L, (Z)xL, (Z) ou =;(L,(Z)) =0 si
i>m+4 et les classes Z; et les classes de Kervaire définissent une équivalence
d’homotopie
j>1 i>1
La signature divisée par 8 est un isomorphisme de WQ (Z) sur Z, grice a cet isomor-
phisme on considére les classes £ dans H™** (L, (Z), Z;, ® WQ (Z)).

Soit u Pinclusion WQ (Z) - WQ (Z,)) et u, I’application induite sur les complexes
d’Eilenberg-Mac Lane, le diagramme

i
L.(Z) > L, (Z(z))
Zj lAJ (Z2))

K (Z) ® WQ(Z), m+4))=>K (Za) ® WQ(Zgr), m+4))

est commutatif.
La suite exacte

0—WQ(Z)—> WQ(Z3) > W (Zay, Z)—0
montre que
Uy K(Zo @ WQ(Z), m+4j)—K(Zay ® WQ(Z(2), m+4j)
est la fibre de 1’application
Gox: K(Zz) @ WQ(Z ), m+4j)— K(W(Zy Z), m+4j).

Comme pour les classes de Kervaire on a i* k; (Z ) = k; (Z) les résultats précédents
montrent :

7.25. L, (Z) > L, (Zz,) est la fibre de
AMZgyy): Ly(Zg)— 1_11 K(W(Z), Z), m+4j).
ji>

THEOREME 7.26. — Soient X un complexe m+4 connexe et f: X — L, (Z,)). Pour
que f se reléve a homotopie prés en g : X — L, (Z) il faut et il suffit que
f*M(Zy)) =0 dans H™*** (X, W(Z), Z)).
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Démonstration. — Soit F la fibre de i:L,(Z)—L,(Z,) pour j>4 on a
Tm+j-1 (F) =0 si j# 0 (4) et W(Z;), Z) si j =0 (4). En dimensions > m+3 «,F
est un 2-groupe, vu I’hypothése de connectivité sur X il suffit d’étudier le probléme de
relévement aprés avoir localisé par Z,); le résultat est alors conséquence de 7.25.

CHAPITRE VIII

Type d’homotopie des variétés de Z ,-homologie

8.1. Soit X une variété de Z,,-homologie de dimension n, 4-connexe et qui vérifie
la dualit¢é de Poincaré a coefficients Z. Dans [10] Levitt développe une théorie
d’obstructions pour savoir s’il existe une variété PL M” et une équivalence d’homotopie
f: M — X; explicitement, il dit que si une série d’obstructions dans H*! (X, G) (pour
4 i < n) s’annulent, le probléme 4 une solution, o G est une somme directe infinie
dénombrable de facteurs Z/2.

Il apparait que la valeur annoncée du groupe G est fausse, I’erreur venant du calcul
des groupes de Wall L, (Z,,).

Nous utilisons les résultats des chapitres précédents pour montrer que l’on peut
exprimer a priori la valeur des obstructions de Levitt.

THEOREME 8.2. — Soit X" une variété de Z,,-homologie, 4-connexe et qui vérifie la
dualité de Poincaré a coefficients L. Pour qu’il existe une variété PL M" et une équivalence
d’homotopie M — X, il est suffisant que les classes h; (X) € H,_4; (X, W (Z,,, Z)) soient
nulles.

Remarque. — Si dim X = 4 k, comme X vérifie la dualité de Poincaré a coefficients Z
on a automatiquement € (A, (X)) = oy (X) = 0.

8.3. Soient &, un SG,,-fibré de base B, T (§,) son espace de Thom, Levitt considére
©2y (§) le sous-complexe du complexe singulier de T (§,) dont les k-simplexes sont
les applications A* — T (&,,), CP,,, transverses a &, ainsi que toutes leurs faces. Si V
est une variété PL de dimension 7 et fune application de V dans o, (§,,) par recollement
comme en 7.20, on obtient une intersection transverse W qui est un CP,, de
dimension n-m. Si V est une Z/2%-variété PL et f: \7——>m(2) (€,» lintersection trans-
verse W est un Z/2°-CP,,,. Prendre I’invariant d’intersection de I’intersection transverse
définit des morphismes

i k(@0 E) = W (Zz)

et
4 a0y ) Z/2) > Z[2 @ W (Zyy).
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Aprés composition avec & : W (Z,;)) = W (Z,,, Z), ces morphismes vérifient les hypo-
théses de 6.9, ils définissent donc des classes

M (02 (E)) E HrHek (0)(2) GEm)» W (Z(z), 7)).

8.4. Soit X une variété de Z,,-homologie de dimension 7, simplement connexe et qui
vérifie la dualit¢ de Poincaré a coefficients Z; soit &, un fibré normal de Spivak
de dimension m de X; les théorémes de transversalité 3.3 et 6.1 permettent de construire
une section homotopique sx : T (§,) — @) (§,) de IPinclusion o (€, — T &)
[on confond T (§,) et son complexe singulier].

La définition 6.12 de la classe Ay (X) € H,_4 (X, W (Z5), Z)) montre, si Dy est
I’isomorphisme de Poincaré (coeff. Z) et ®* I’isomorphisme de Thom :

LEMME 8.4. — On a
S; M ((’3(2) Ew) = o* Dy ! Ay (X).

8.5. Soit @ (§,) le sous-complexe de ®, (€,) dont les k-simplexes sont les appli-
cations A* — T (¢,), CP-transverses a &, ainsi que toutes leurs faces; soit j I’inclusion

() (&m) - (D(Z) (&m)‘

LeMME 8.5. — Soient A la suspension d’un complexe m+3 connexe et g : A — 03, (§,,).
Si g* (M (03 En)) =0 dans H""** (A, W (Z,, Z)) il existe une application
g A—> o, tele que g ~ jog'.

Démonstration. — Soient F et F,, les fibres homotopiques des inclusions © (§,,) — T (§,)
et ® 5y (€n) — T (§,); il existe [10] [11] un diagramme commutatif

F——L,(Z)
9(2)

F ) —_’\Lm (Z(z))

ol ¢ et @, induisent des isomorphismes sur les n; pour / = m+4.

Si C est un complexe (m+4)-connexe les applications ¢, : [C, F] —[C, L, (Z)]
et 924 : [C, F2,] = [C, L, (Z;))] sont des bijections donc d’aprés 7.26 une appli-
cation & : C — F,, se reléve dans F si et seulement si 4* @3, (A (Z,)) = 0. La définition
de @ et 7.8 montrent que @&, A (Zz) = —V* Ay (@) (En)) si ¥ est Dinclusion
F2) = o) En)-

Soit A =) B avec Bm+3 connexe et soit g : A — ®, (€,). Si g*A (02y (Em)) est
nulle dans H"*%* (A, W (Z,3,, Z)) le lemme des 5 montre que g se reléve dans o (&,,).

8.6. EN COMBINANT 8.4 ET 8.5 NOUS VOYONS QUE si X" est une variété de Z,,-homologie,
4-connexe, qui est un complexe de Poincaré, et dont les classes A, (X) sont nulles, I’appli-
cation sx : T (§,) = @) (§,) se reléve en section T (§,) — o (§,), dans ce cas [11]
montre que X a le type d’homotopie d’une variété PL.
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