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INTRODUCTION.

Dans ce travail, nous nous sommes efforcé d'obtenir des résultats
d'algèbre commutative portant sur des anneaux non noethériens ou des
modules qui ne sont pas de type fini. Nous nous sommes plus spécia-
lement intéressé à des questions en rapport avec la platitude.

Aussi, naturellement, le premier chapitre est consacré à des résultats
sur les modules plats. Nous y démontrons d'abord un théorème de
structure : Tout module plat est limite inductiue de modules libres de type
fini. Après avoir démontré un résultat voisin du précédent, mais concer-
nant les sous-modules purs, nous étudions les résolutions projectives
de modules plats. Cette étude montre qu'un module plat est « presque »
de dimension homologique inférieure ou égale à i. Nous avions déjà
démontré et utilisé ces derniers résultats dans un article paru dans le
Bulletin de la Société mathématique de France [33], que l'on peut consi-
dérer comme un sixième chapitre de ce travail.

Il faut noter que, contrairement à toute la suite de ce travail, les
résultats de ce chapitre ne supposent pas les anneaux commutatifs.

Le chapitre II est consacré aux assassins, ou ensembles des idéaux
premiers associés à un module. On dit qu'un idéal premier p est associé
à un module M s'il existe x dans M tel que p soit minimal parmi les
idéaux premiers contenant l'annulateur de x. Si l'anneau est noethérien,
on retrouve ainsi la notion définie par BOURBAKI ([11], chap. IV, § 1).
Dans le cas général, un grand nombre des propriétés qui sont vraies
dans le cas noethérien se conservent, en particulier les propriétés de
localisation. Cette notion est donc un outil efficace en algèbre commu-
tative non noethérienne, et nous sera très utile dans la suite de ce travail.

Dans ce chapitre II, nous nous sommes spécialement intéressé aux assas-
sins des modules plats, à la transformation des assassins par changement
de base et aux anneaux « autoassociés », c'est-à-dire aux anneaux locaux
dont l'idéal maximal appartient à l'assassin du module libre de rang i.

Au chapitre III, nous appliquons les résultats des deux chapitres
précédents aux algèbres tensorielles, symétriques et extérieures. Le prin-
cipal problème étudié est le suivant : Étant donné un homomorphisme
injectif de modules, u:M->N, à quelles conditions U(u) est-il une
injection, en désignant par U l'un quelconque des trois foncteurs envi-
sagés ? Nous montrons qu'il en est ainsi si u est pur, si M est projectif
et N plat, si M est plat et de type fini et N plat. Pour les algèbres tenso-
rielles et extérieures, U{u) est toujours une injection si M et N sont
plats. Par contre, si M et N sont plats, pour pouvoir affirmer que S(u)
est une injection, nous devons faire des hypothèses supplémentaires,
soit sur M, soit sur l'anneau de base. Ceci est d'autant plus irritant que
les diverses hypothèses sur A qui permettent d'affirmer que S(u) est
une injection n'ont aucun rapport apparent entre elles.
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On trouvera au chapitre IV divers résultats sur les épimorphismes
plats de la catégorie des anneaux. Nous montrons en particulier que si
la source A est fixée, de tels épimorphismes s'identifient aux parties
du spectre de A qui, munies du faisceau induit par celui de Spec(A),
sont des schémas affines. Nous montrons également l'existence, pour
tout anneau A, d'un plus grand épimorphisme plat et injectif A -> M (A),
que nous comparons à l'anneau total des fractions Tôt (A).

Signalons, comme application de ces épimorphismes plats, une carac-
térisation des ouverts affines d'un schéma affine, parmi les ouverts
dont l'anneau des sections globales est plat. Nous ne traitons ici que le
cas intègre et noethérien. Le cas général fera l'objet d'un travail ultérieur.

Le chapitre V est consacré à deux exemples particulièrement méchants
d'épimorphismes qui ne sont pas plats. Signalons également, disséminés
dans tout ce travail, un certain nombre de contre-exemples, plus ou
moins monstrueux. Tous ces exemples sont construits par générateurs
et relations.

Je tiens à exprimer ma profonde gratitude à M. SAMUEL qui m'a
initié au métier de chercheur et dont les conseils et les encouragements
me furent une aide précieuse.

Qu'il soit également remercié pour l'ambiance de discussions et de
franche collaboration qu'il a su développer entre ses élèves. Que ceux-ci
trouvent ici mon amicale reconnaissance.

Que mon ami Daniel FERRAND, avec lequel j'ai passé de longues
heures à discuter et à mettre au point certains résultats, soit parti-
culièrement remercié.

Je suis reconnaissant à M. CHEVALLEY de l'intérêt qu'il a porté à
mon travail en tant que délégué du Département de Mathématiques,
et du soin avec lequel il a lu cette thèse.

Je désire remercier également M. MALLIAVIN pour le très intéressant
sujet de deuxième thèse qu'il m'a proposé, et de l'aide qu'il m'a apportée
pour l'aborder.

J'ai plaisir à remercier le Secrétariat de Mathématiques de la Faculté
des Sciences de Rennes pour la réalisation matérielle de ce travail, et,
particulièrement. M11® CHÉRIAUX pour la diligence et le soin avec lesquels
elle l'a dactylographié.

Ces remerciements seraient incomplets si je ne mentionnais pas l'aide
morale que m'a apporté Christiane, ma femme. Il n'est que justice de
lui dédier ce travail.

CHAPITRE I. — Modules plats.

Dans ce chapitre, les anneaux ne sont pas nécessairement commu-
tatifs. Par « module » et « idéal », nous entendrons « module à gauche »
et « idéal à gauche ».
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Il est classique que la notion de module plat est une bonne généra-
lisation de celle de module projectif. La plupart des résultats de ce cha-
pitre contribuent à montrer que ces notions sont assez proches l'une de
l'autre. Autrement dit un module plat est presque projectif.

1. Structure des modules plats.

LEMME 1.1. — Si u : P—^M est un homomorphisme d'un A-module
de présentation finie dans un A-module plat, il existe un A-module libre
de type fini L et des homomorphismes v ' . P - ^ L et w:L->M tels que
wo u == u.

f 8Soit LI-^LO—^P-^O une suite exacte de A-modules, avec Lo et Lj
libres de type fini. Désignons par X* le dual d'un module X et par ^
le transposé d'un homomorphisme cp. Il existe une suite exacte de

h i-f
A-modules à droite U—^L^-^L^ avec U libre. Comme M est plat,
on en déduit une suite exacte

U^M^U, ̂ M^L: (g)^M.

On peut identifier L^ 0^M et L\ Ç^^M à Hom^ (Lo, M) et
Hom.^ (Li, M). Comme uogof==o, on a

C/'(g)M)(uo^)=o,

et il existe un élément x de UÇ^^M tel que (h 0 M) (x) = u o g.
Il existe donc un sous-module à droite L* de U, libre de type fini

tel que x soit dans le sous-groupe 1/0^ M de UÇ^^M. Désignons
par L le dual de L*, par ^ le composé de h avec l'injection canonique
de L* dans L' et par k'.Lo—^L son transposé. Comme ^o^==o, on
a kof=o, et ceci définit, par passage au quotient, un homomorphisme
v : P -> L. Comme I/(g),yM ~ Hom^(L, M), x définit un homomorphisme
w:L->M. Comme ^ (x) == u o g, on a wok==uog et, par passage
au quotient par Li, wov=u.

THÉORÈME 1.2. — Soit M un A-module. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) M est plat;
(ii) pour tout A-module de présentation finie P et tout homomorphisme

u:P->M, il existe un A-module libre de type fini L et des homomor-
phismes v : P ->L et w : L—^M tels que w o v == u;

(iii) il existe un ensemble ordonné filtrant I et un système inductif de
modules libres de type fini Mi (ici) tels que M==limMi.

Nous venons de montrer que (i) implique (ii), et il est bien connu
que (iii) implique (i). Montrons que (ii) implique (iii).
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Considérons l'ensemble E==MxN, produit de l'ensemble sous-
jacent à M par un ensemble dénombrable, et l'homomorphisme de A^
dans M, qui envoie tout élément de E sur sa première projection dans M;
soit R le noyau de cet homomorphisme. Ordonnons l'ensemble des
couples (J, S) formés d'un sous-ensemble fini 1 de E et d'un sous-module
de type fini S de A^n-R de la manière suivante : (J, S) sera supérieur
à (T, S ' ) si I ^ F et S^)S\ Cet ensemble est filtrant; si (J, 5)^ (F, 57),
il y a un homomorphisme canonique de A1'! S ' dans A^-S; ce système
est inductif et a pour limite M (voir l'appendice, ou BOURBAKI [11],
chap. I, § 2, exerc. 10).

Nous allons montrer que l'ensemble des couples (J, S) tels que A^S
est un module libre est un sous-ensemble cofinal de l'ensemble de tous
les couples ( I , S). Soit donc ( I , S) un couple quelconque. Il existe un
module libre de type fini L tel que l'homomorphisme canonique de A7/ S
dans M se factorise : A^S-^L^M.

Appelons (^);ej l'image dans A ̂ S de la base canonique de A7, et
posons fi == v (e;) dans L. Soient B une base de L, et B^ un sous-ensemble
de E disjoint de J, équipotent à B et ayant même image que B dans M.
Posons C = B' \j I . Comme L est de présentation finie, il peut s'écrire
L==AC|T, où l'image dans L de la base canonique de A6' est Bu(fi)içi,
et où T est un sous-module de type fini de A^n-R. On a évidemment
(C, T)^(J, iS), ce qui nous donne le résultat puisque AC|T est libre.

COROLLAIRE 1.3. — Soit M un A-module; les conditions suivantes son
équivalentes :

(i) M est plat;
(ii) pour tout homomorphisme surjectif p : N -^ M et tout module de

présentation finie P, U homomorphisme
Hom(P, p) : Hom(P, N) -> Hom(P, M)

est surjectif.
Si M est plat, soit u : P ->M un élément de Hom(P, M). D'après le

théorème 1.2, u se factorise à travers un libre. Comme tout homo-
morphisme d'un libre dans M se factorise à travers N, le résultat est
immédiat.

Pour la réciproque, il suffit de prendre N libre. En efïet, si u : P -> M
est un homomorphisme d'un module de présentation finie P dans M, u se
factorise à travers N, et l'image de P dans N est contenue dans un sous-
module libre de type fini de N, ce qui nous donne la factorisation de la
condition (ii) du théorème 1.2.

COROLLAIRE 1.4. — Tout module plat et de présentation finie est projectif.
L'identité d'un tel module se factorise à travers un libre par le théo-

rème 1.2 (ii).
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COROLLAIRE 1.5. — Si un fondeur de la catégorie des A-modules dans
celle des B-modules commute aux limites inductives filtrantes et transforme
modules libres de type fini en modules plats, il transforme modules plats
en modules plats.

REMARQUE. — L'équivalence (i)^^(ii) du théorème 1.2 n'est autre,
dans un langage plus agréable, que celle de BOURBAKI ([11], chap. I, § 2,
corollaire 1 à la proposition 13).

2. Sous-modules purs.

DEFINITION 2.1. — Soit o->Mr-U^M-^M"->o une suite exacte de
A-modules. Nous dirons que M' est un sous-module pur de M, ou que u
est un homomorphisme pur, ou que la suite est pure, si pour tout A-module
à droite N, N (g)^u est une injection.

Ainsi un facteur direct est un sous-module pur : un homomorphisme
injectif dont le conoyau est plat est pur. Pour qu'une suite exacte

o->M'->M-.M"->o,

avec M plat, soit pure, il faut et il suffit que M" soit plat.

Le but de ce paragraphe est de généraliser aux suites exactes pures
les résultats du paragraphe 1.

LEMME 2.2. — Pour qu'un homomorphisme injectif u:M'->M soit
pur, il faut et il suffit que, pour tout diagramme commutatif

M'-^M
A A

1 î7

U——^L

avec U et L libres de type fini, il existe une flèche w : L ->M' telle que
i== wov.

C'est une traduction de la caractérisation classique des sous-modules
purs (voir, par exemple, BOURBAKI [11], chap. I, § 2, exerc. 24 a, ou
COHN [13], théor. 2.4).

THÉORÈME 2.3. — Soit o->Mf-l^MU>M'l—^o une suite exacte de
A-modules à gauche. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) la suite o-^M'-^M-^M"->o est pure;
(ii) pour tout module de présentation finie P, l'application

Hom(P, u') : Hom(P, M)—Hom(P, M") est surjective;
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(iii) la suite o—^Mf->M-^M"->o est limite inductiue suivant un
ensemble filtrant de suites exactes scindées

o -. M' -> M' ® Pi-> Pi-> o,

où les Pi sont des modules de présentation finie.

REMARQUES :

(a) L'équivalence (i)^=>(ii) de ce théorème redonne l'équivalence
(i) 4=> (ii) du théorème 1.2, en prenant M libre.

(6) Les décompositions en sommes directes intervenant dans la condi-
tion (iii) ne sont en général pas compatibles avec le système inductif.

(c) La condition déduite de (iii), en retirant la condition que les Pi
sont de présentation finie, est encore équivalente aux autres, car elle
est plus faible que (iii), et une limite inductive filtrante de suites exactes
scindées est pure.

(A) On a (iii)=>(i), car les limites inductives sont des foncteurs
exacts commutant aux produits tensoriels.

(B) Supposons (i) vérifiée, et soit f : P —^M" un homomorphisme dont
la source est de présentation finie. Il existe donc un diagramme
commutatif

o -—> M'-"-^ M -u-^ M"——> o •
A /̂ , ^4 / /
U——>L——>P——>o

Par le lemme 2.2, il existe w\L->M' tel que wou==i. Soil
g ' == j — u o w. On a

g ' o u ==J ou — U o W o U = = j o U —— Uo i= o,

et g ' définit, par passage au quotient, une flèche g : P —^ M telle que
g ' = ^ g o v ' . On a bien u ' o g ^ f , car

u' o g o v' = u' o g' = u' o j — u' o u o w = fo u',

et (ii) est vérifiée.

(C) Supposons (ii) vérifiée, et écrivons M" comme limite inductive
de modules de présentation finie P, (cf. Appendice, et BOURBAKI [11],
chap. I, § 2, exerc. 10). Soit Mi le produit fibre de P; et de M au-dessus
de M" (i. e. le sous-module de MX Pi formé des éléments dont les deux
projections ont même image dans M"), et soit Qi le noyau de la surjec-
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tion canonique Mi—^Pi. On a donc un diagramme commutatif dont
les lignes sont exactes

o —> M' -"-> M -^> M"—^ o
^ ^ 4.

A f. fi |

o —^ Qi -^ M, -^ Pi——^ o

Par la condition (ii), il existe ^:P,->M tel que u ' o g ^ f ' / . On a
donc (propriété universelle du produit fibre) une section de u\, et la
suite du bas est scindée.

La flèche f[ est un isomorphisme ; en effet, le noyau de u'^ est l'ensemble
des éléments (x, o) de MX Pi, tels que xç.M\

Enfin M est la limite inductive des M;, car, en passant à la limite
inductive sur i, on obtient un diagramme commutatif dont les lignes
sont exactes

o -—> Mf———>M ———> M"—^ o
A ^ Aî] l 4

o —> Af——> limMi——> M'—> o

la flèche limM.—^M est donc bien un isomorphisme.
—->

COROLLAIRE 2.4. — Une suite exacte pure o->M'->M—^M^—^o,
telle que M" soit de présentation finie, est scindée.

On applique le théorème 2.3 (ii) à l'identité de M".

COROLLAIRE 2.5. — Si un fondeur de la catégorie des A-modules dans
celle des B-modules commute aux limites inductiues filtrantes et aux sommes
directes finies, il transforme les suites exactes pures en suites exactes pures.

3. Résolutions projectives de modules plats.

Les résultats de ce paragraphe montrent qu'un module plat est presque
de dimension homologique ^i.

THÉORÈME 3.1. — Soit u:M—>L une injection pure de A-modules
à gauche telle que L soit libre. Alors tout sous-module de M de type dénom-
brable est contenu dans un sous-module de M de type dénombrable et pur
dans M et L.

Soit (Cî)içj une base de L. Du lemme 2.2, on déduit immédiatement
que, pour qu'un sous-module X de L soit pur, il faut et il suffit que
toutes les parties finies \ ;Ci, . . . , x , z } d'un système de générateurs de X
vérifient la condition suivante : Si J est un ensemble fini contenu dans I
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et si Xj ==V a^ i d pour i ̂ j ^_ n, alors il existe des éléments y; (i ç J )
i e J

de X tels que
xj=^aJ\iei=^aJ,iyi-

1 e J i e./

Soit maintenant, Ui, . . . , Un, . . . une partie dénombrable de M engen-
drant un module E. En appliquant la propriété précédente à :Ci=Ui,
on trouve une famille finie de y , que nous noterons (yi^);ç.^. Par récur-
rence, en appliquant la même propriété avec Xi== u/c et x^==Vk-i,/-i
pour j> i , on trouve, pour les y , des éléments (Uk,/)/çj^

Par construction même, le sous-module Ef de M engendré par les Vkj
pour kç~N et je .A est un sous-module pur de L. Ceci entraîne que E'
est aussi un sous-module pur de M, car, si la composée de deux flèches
reste une injection par toute tensorisation, il en est de même de la
première.

Le théorème suivant est dû à JENSEN. Nous en donnons une démons-
tration qui nous semble plus naturelle et plus simple que la sienne [28] :

THÉORÈME 3.2. — Un module plat de présentation dénombrable est de
dimension homologique inférieure ou égale a i .

Soient M un tel module, (ci), i ç. I , un système de générateurs dénom-
brable de M, et (/)), j ç J , un système de générateurs des relations entre
les Ci. Le module M peut s'écrire comme limite inductive filtrante de
modules libres de type fini M}: (théor. 1.2). Pour tout i, il existe un k(i)
et un e/c(i),i de M/:(;), tels que l'image de e^^ dans M soit e;. Appelons,
pour tout k^k(i), e/c,i l'image de Ckw,i dans Mjç. Pour tout j, si
^ , . . . , e ^ sont les d qui apparaissent dans f^ il existe un
^(J)^^O'i)» . • . , k(in) tel que f^e/n^^, . . . , e/,^,^) == o. L'ensemble
des k(i) et des h(j) est dénombrable. Il est donc contenu dans un sous-
ensemble H filtrant et dénombrable de l'ensemble des k. De la défi-
nition de H, il résulte que M = lim Mj,. Comme H est dénombrable,

kç. U

il contient un sous-ensemble ordonné co-final isomorphe à l'ensemble
des nombres naturels N. Donc, finalement, M = lim Mn, où les Mn

—->-
N

sont libres de type fini. Appelons an l'application, non encore explicitée,
de Mn dans Mn+i. D'après la définition des limites inductives, on a une
suite exacte

0 -> ® Mn 4- ® Mn -> M-> 0,

où G restreint à Mn est i—(/„; il est évident que G est bien injectif,
car il conserve les termes de plus bas degré.

c. Q. F. D.
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THÉORÈME 3.3. — Etant donnée une suite exacte o—>M->L->P->o
avec P plat et L libre, les sous-modules projectifs, purs et de type dénom-
brable de M forment un ensemble filtrant (pour l'inclusion); leur limite
inductiue est M.

Comme M est un sous-module pur de L, pour qu'un sous-module
de M soit pur, il faut et il suffit que ce soit un sous-module pur de L.
Par le théorème 3.1, il suffit de montrer qu'un sous-module N de M,
pur et de type dénombrable est projectif. Or il existe un facteur direct
libre de type dénombrable L' de L contenant N (il suffit de prendre
pour U le sous-module engendré par les éléments d'une base de L qui
interviennent de manière non triviale dans la décomposition, sur
cette base, des éléments de N). L'injection de N dans U est pure;
donc UfN est plat, et, par le théorème 3.2, N est projectif.

4. Contre-exemples.

EXEMPLES 4.1. — Sur un anneau noethérien, tout module est limite
inductive de ses sous-modules de présentation finie. Le théorème 1.2
et sa démonstration pourraient donc faire penser que, si A est un anneau
noethérien, tout module plat est limite inductive de ses sous-modules
projectifs. Il n'en est rien :

Soient k un corps, X et Y des indéterminées et

A=k[[x, Y]]/(XY, y^.
Désignons par x et y les images de X et de Y dans A, et par M le loca-
lisé de A en l'idéal premier (y). On a yM=o, car xy == o, et rc^(y).
Donc, comme tout A-module projectif est libre, M est plat et n'a pas
de sous-module projectif.

Voici un autre exemple, avec un anneau réduit : prenons pour A un
anneau local réduit non intègre, par exemple A = k[[X, y]]/(XY).
Soient p un idéal premier minimal, et x un élément non nul du noyau
de la localisation A->Ap. On a évidemment xAy=o. Donc Ay est un
A-module plat, qui a un annulateur et ne contient donc pas de sous-
modules projectifs (car A est local).

EXEMPLE 4.2. — Désignons par Pn la propriété : « Tout A-module
de Tor-dimension inférieure ou égale à n est limite inductive de modules
de dimension homologique inférieure ou égale à n )>. Le théorème 1.2
exprime que Pô est vrai. Mais Pi est faux, même si A est commutatif,
noethérien et local.

Soient k un corps, X, Y et Z des indéterminées et

A==k[[X, Y,Z]]/(XZ, YZ.Z2).
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Désignons par x, y et z les images de X, Y et Z dans A, et par p et q
les idéaux premiers (z) et (y, z). Comme a;^ q et xz = o, A^ et A^ s'iden-
tifient à /c((X, Y)) et Â:[[X, Y]](F); donc A^A^; posons M=Ap/A^.
C'est un module de Tor-dimension i, car il n'est pas plat. En effet,
comme

Âp^A^Ap et A^(g)^Ap~Ap,
on a

M(g)^Ap=o et M(g)^A^o,

et l'application canonique M(g)^Aq-^M(g)^Ap n'est pas injective.
Il reste à montrer que M n'est pas limite inductive de A-modules

de dimension homologique inférieure ou égale à i. Pour cela, il suffit
de montrer que de tels modules sont plats. Ceci va résulter de la propo-
sition 4.5 du chapitre II, puisque A est autoassocié (chap. II, déf. 4.1).

EXEMPLE 4.3. — Pour terminer ce chapitre, donnons un exemple
d'anneau n'ayant qu'un seul idéal premier et admettant un idéal plat
non trivial. L'intérêt de ceci est que l'on pourrait croire, en raison du
lien entre la platitude et la non-torsion, qu'un idéal plat formé d'éléments
niipotents est nul.

Soient k un corps, X, et Y, (ieN) des indéterminées. Posons
A == k[Xi, Y/]/b, en désignant par b l'idéal engendré par les Xi— Y^X;+i
et les Y?. L'anneau A n'a qu'un seul idéal premier; nous allons montrer
que l'idéal a de A, engendré par les images des X, est plat.

Désignons par Xi et y, les images de X, et de Yi dans A. Soit M le
A-module engendré par des éléments ^ (i e N) vérifiant les relations
^==y^4-r II est immédiat que M est plat, comme limite inductive
des flèches fi:A->A définies par /\(i)=y,. Soit g:M->a l'homo-
morphisme surjectif défini par g(e!)=Xi. Il suffit de montrer que
a.Xi==o entraîne a.ei==o. Pour cela, il suffit de montrer l'assertion
suivante qui ne fait plus intervenir M : Si a.^=o, il existe un entier
n^i tel que ay^+i... yn= o.

Pour cela, écrivons a comme image d'un polynôme P de k[Xi, Y,].
Ainsi a.Xi== o signifie

PX,=^ (3/(Xy- Y/X^) +^R, Y!,
/ h

en désignant par Qj et R/i des polynômes en les X; et les Y/. Soit n le
plus grand indice qui apparaît dans l'égalité ci-dessus. En remplaçant
partout X/ par Y/Y/+ i . . . YnXn+i, on obtient une égalité de la forme

P1 Yi YZ-M • • • YnXn+ï ==^,R/i Y^,
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ce qui montre que P ' Y, Y^ . . . Yn est dans l'idéal (primaire) engendré
par les Y^. Comme a est l'image de P ' dans A, on obtient l'égalité
cherchée ay/y ;+i . . . z^== o.

CHAPITRE II. — Assassins.

Dans ce chapitre et les suivants, tous les anneaux sont commutatifs.

1. Généralités.

DÉFINITION 1.1. — Soient A un anneau, M un A-module et p un idéal
premier. On dit que p est associé à M, s'il existe xç M tel que p soit minimal
parmi les idéaux premiers contenant Uannulateur de x. On appelle «. assassin »
de M, et on note Ass^(M) ou Ass (M), l'ensemble des idéaux premiers
associés à M.

BOURBAKI (dans [11], chap. IV, § 1, exerc. 17) ajoute le qualificatif
« faible » à ces notions. Cela nous semble inutile, car, dans le cas noethé-
rien, elles redonnent les notions classiques, et, dans le cas général, les
notions classiques ont très peu d'intérêt.

Voici les principales propriétés de « Ass » telles qu'elles sont données
par BOURBAKI ([11], chap. IV, § 1, exerc. 17). Pour une démonstration
détaillée, voir l'article de MERKER [54].

PROPRIÉTÉ 1.2. — La relation M=o équivaut à Ass(M)=0.

PROPRIÉTÉ 1.3. — Pour qu'un élément de A n'annule aucun élément
de M, il faut et il suffit qu'il n'appartienne à aucun élément de Ass (M).

PROPRIÉTÉ 1.4. — Soit açA; pour que tout élément de M soit annulé
par une puissance de a, il faut et il suffit que a soit dans l'intersection
des éléments de Ass (M).

PROPRIÉTÉ 1.5. — Si N est un sous-module de M, on a

Ass (N) c Ass (M) c Ass (N) u Ass (M/N).

PROPRIÉTÉ 1.6. — Soient S une partie multiplicative de A, et <î>
l'ensemble des idéaux premiers de A ne rencontrant pas S; l'application
p—^"1? est une bijection de

Ass^ (M) n ̂  sur Ass^-i A (S-1 M).

PROPRIÉTÉ 1.7. — Avec les notations de la propriété 1.6, soit N le
noyau de M-^S^M. Alors Ass^(M/N) ==Ass^(M)n<I>, et Ass(N) est
le complémentaire de Ass(M/N) dans Ass (M).
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PROPRIÉTÉ 1.8. — Le support de M est le spécialisé de Ass(M)
[ensemble des idéaux premiers contenant au moins un élément de Ass(M)].

PROPRIÉTÉ 1.9. — Si A est noethérien, Ass(M) est l'ensemble des
idéaux premiers qui sont annulateurs d'éléments de M.

PROPRIÉTÉ 1.10. — Si A est absolument plat (tout A-module est
plat), alors Ass(A) = Spec(A),.

PROPRIÉTÉ 1.11. — L'homomorphisme canonique

M^ fj M,
peAss(^)

est injectif.

LEMME 1.12. — Soient A un anneau, M un A-module, p un élément
de Ass(M), minimal parmi les idéaux premiers contenant Uannulateur de
l'élément x de M. Pour tout idéal de type fini a contenu dans p, il existe
un entier n et un élément ce A -—p tels que ccinx= o.

Soit ûi, . . . , dp un système générateur de a. Pour tout i (i^i^p),
il existe un entier ni et un élément c; de A — p tels que da^x^o
[car p définit un idéal premier minimal de A/ann(rc)]. On obtient le
résultat eh prenant c == Ci . . . Cp et n == ni +.. . + Up.

LEMME 1.13. — Soient A un anneau, M un A-module et p un élément
de Ass(M). Pour tout idéal de type fini a, contenu dans p, on a (o : a)jy^ o
(i. e. a annule un élément non nul de M).

Utilisons les notations du lemme 1.12. Comme c^p, on a cx^o.
Il existe un entier mi tel que a^ ex ̂  o et a^^^cx = o. Posons Xi = a'^ ex.
Définissons de même, par récurrence. Xi par les relations

Xi^a^Xi-i^o et a^^Xi-^o.

C'est possible, avec m^o, car x^ est un multiple de ex. On a donc
Xp-^ o et û.Xp== o.

COROLLAIRE 1.14. — Soient A un anneau, M un A-module et a un
idéal de type fini. Pour que (o : û)M^ o, i7 faut et il suffit que a soit contenu
dans un élément de Ass(M).

La condition nécessaire résulte immédiatement des définitions, et la
condition suffisante est le lemme 1.13.

2. Assassins et platitude.

LEMME 2.1. — Soient M un A-module plat et a un idéal de type fini;
si (o : a)M7^ o, on a (o: û)^ o.



94 D. LAZARD.

Soit xç.M tel que arr==o. Écrivons M comme limite inductive de
modules libres de type fini Mk (chap. I, théor. 1.2). Il existe un indice k
et un élément x/c de Mk, dont l'image dans M est x, et qui vérifie
ûXk==o (puisque a est de type fini). Si x^o, on a x^o et, sur une
base de Mk, x/c a un coefficient non nul a tel que a. a = o.

PROPOSITION 2.2. — Soient M un A-module plat et p un élément
de Ass (M). Alors p est réunion d'idéaux premiers de Ass(A).

D'après la propriété 1.6, on peut supposer que A est local, d'idéal
maximal p. D'après le lemme 2.1 et le corollaire 1.14, tout élément
de p appartient à un élément de Ass(A); donc p est contenu dans la
réunion des éléments de Ass(A), et il y a égalité, car p est l'idéal maximal
d'un anneau local.

COROLLAIRE 2.3. — Si M est un A-module plat, et si Ass(A) est fini,
Ass (M) c Ass (A).

COROLLAIRE 2.4. — Si M est un A-module plat, et si A est intègre ou
noethérien, Ass (M) c Ass (A).

PROPOSITION 2.5. — Si M est un A-module plat, et si Ass (A) est quasi-
compact [pour la topologie induite par celle de Spec(A)], on a
Ass(M)cAss(A)gen, en désignant par Ass(A)gén l'ensemble des idéaux
premiers contenus dans un élément de Ass (A).

Soit, ab absurdo, p un élément de Ass (M) qui n'est pas dans Ass(A)gen.

On a donc Ass(A)c \J D(f), en désignant par D(f) l'ensemble des
/ep

idéaux premiers ne contenant pas f. Par quasi-compacité, il existe donc
un nombre fini d'éléments f^, . . . , f p de p qui engendrent un idéal a
qui n'est contenu dans aucun élément de Ass (A). Mais comme acp, on a

(o : 0)^7^0 (par le lemme 1.13)
et

(o : a)^^o (par le lemme 2.1),

ce qui entraîne (corollaire 1.14) que a est contenu dans un élément
de Ass (A).

COROLLAIRE 2.6. — Si M est un A-module plat, et si Ass (A), muni
de la topologie induite, est un espace noethérien, on a Ass (M) c Ass (A).

Si peAss(M), on peut supposer A local d'idéal maximal p, et la
proposition précédente montre immédiatement que peAss(A).

COROLLAIRE 2.7. — Soient A un anneau réduit, de spectre minimal
compact et M un A-module plat. Alors Ass (M) c Ass (A).



PLATITUDE. 95

Cela résulte immédiatement du lemme classique suivant :

LEMME 2.8. — Soient A un anneau réduit, et Min (A) le spectre minimal
de A, f. e. l'ensemble des idéaux premiers minimaux de A muni de la
topologie induite par celle de Spec(A). Alors Min (A) est un espace topo-
logique séparé et Min (A) =Ass^(A).

Soient p et q deux éléments distincts de Min (A), et /*un élément qui
appartient à p et non à q. Comme p est minimal, il existe un entier n
et un élément g ^ p , tels que 9^=0. Ceci montre que

peû(^), qeJD(f) et D(f)r^D(g) = 0,

c'est-à-dire que Min (A) est séparé.
On a toujours Min(A)cAss^(A), car (o) = ann (i). Démontrons

l'inclusion réciproque : supposons A réduit, et soit peAss^(A). Par la
propriété 1.6, on peut supposer A local d'idéal maximal p; ainsi il
existe un xç.A non nul, tel que tout élément de p a une puissance qui
annule x. Si :rep, x est donc niipotent. Comme A est réduit, x est donc
inversible, et p = (o).

COROLLAIRE 2.9. — Soient A un anneau cohérent réduit et M un
A-module plat. On a Ass(M)cAss(A).

En efîet. Min (A) est compact (cf. chap. V, 3.10 et OLIVIER [45]).

3. Changements d'anneau de base.

Dans ce paragraphe, f : A -->• B désigne un homomorphisme d'anneaux,
et "f: Spec(J3)->Spec(A), l'application continue associée. SiB^S^A,
on a déjà comparé, dans la propriété 1.6, les ensembles Ass^(.) et Ass^(.).
Voyons ce qui peut être dit dans le cas général.

PROPOSITION 3.1. — Si M est un B-module, on a Ass^(M) c ̂ (Ass/^M)).
Soit p e Ass^(M). En utilisant la propriété 1.6, et en tensorisant par Ay,

on peut supposer A local d'idéal maximal p. Il existe donc un a* de M
tel que p == rac(ann^(^)), en désignant par rac(a) la racine de l'idéal û.
Donc pBcrac(ann^(rc)); par conséquent, si q est un idéal premier
de B, minimal parmi ceux qui contiennent ann^(^), on a p = ̂ (q).

PROPOSITION 3.2. — Soit M un B-module. Si f est plat, on a
Ass^M^/^Ass^M)).

L'application canonique id(M) 0^/': M->M(^)^B est injective,
car elle admet la rétraction définie par x<^)b\-^bx. En utilisant le
corollaire 2 de la proposition 12 de BOURBAKI ([11], chap. I, § 2, n° 11),
on voit que, pour tout x de M, on a

B. ann^ (x) =-- annz; (x (g) i) == ann^ (x).
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Posons A'=A/ann^(:r) et B^B/ann^). Ce qui précède montre que
B^Bç^^A^ et donc que le morphisme fr==f^^Af:Af->Br est
plat. Soient q' un idéal premier minimal de B\ et p^f-1^'). Le mor-
phisme canonique de A^ dans B'^ est plat et local, donc injectif
Comme q ' B ' ^ ' est un nilidéal, il en est de même de son image réci-
proque p^A^. Ceci montre que p' est un idéal premier minimal de A',
et donc que ^(AsSfi(M))cAss^(M). L'inclusion inverse est la propo-
sition 3.1.

PROPOSITION 3.3. — Soit M un A-module. Supposons f plat. Pour que
l'application canonique M (g)^f: M-> M (^)^B soit injectiue, il faut et il
suffît que Ass^Tl^c^Spec^)) [on peut remplacer ce dernier ensemble
par Ass^(M (g)^) =: ̂ (Ass^M (g)^B))].

Si McMÇ^^B, on a, sans hypothèse de platitude,

Ass^ (M) c Ass^ (M (g)̂ B) c ̂ (Ass^ (M (g).̂ B)),

d'après la proposition 3.1 et la propriété 1.5.
Réciproquement, si peAss^(M), on a p^-^q), avec qeSpec(B).

Le morphisme Ay->B^ est fidèlement plat, et on a donc BOURBAKI [11],
chap. I, § 3, n° 5, prop. 8)

M (g^Ap c M (g)^Ap (g)^pB^ = M (g)^.

On obtient donc (prop. 1.11) le diagramme commutatif suivant qui
nous donne le résultat :

M———————>M^^B

In 1t t
^ M®^-^~\\M^B,

P€Ass^(M) Ass^(M)

REMARQUES 3.4.
(i) Si l'on fait M=A dans la proposition 3.3, on trouve un résultat

qui permet de généraliser aux préschémas la notion de morphisme plat
et injectif d'anneaux sans passer par les faisceaux d'algèbres (en effet,
l'assassin, qui est une notion locale, se généralise bien aux préschémas).

(ii) Quand f est plat, on aimerait avoir l'inclusion

Ass^(M)DAss^(M(g)^B),

inverse de celle envisagée dans la proposition 3.3. Elle est fausse
même si M==A (on trouve un contre-exemple dans [55]). On possède
cependant tous les résultats du paragraphe 2, ainsi que le suivant :
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PROPOSITION 3.5. — Soit f: A ~^B un homomorphisme plat d'anneaux
tel que B soit réduit. Alors on a

Ass^(B) = ̂ (ASS^CB)) c Ass^(A).

Tout élément q de Ass^ÇS) est un idéal premier minimal (lemme 2.8).
Si q est un tel idéal, posons p^/-^). Le morphisme Ay->B^ est
plat et local. Comme q est minimal, B est un corps, et donc aussi Ap,
ce qui montre que peAss^(A).

4. Anneaux autoassociés.

DÉFINITION 4.1. — Un anneau est dit autoassocié s'il est local et si
son idéal maximal est dans Ass^(A).

Nous avons vu (corollaire 1.14) qu'un anneau autoassocié possède la
propriété (P) :
(P) Tout idéal propre de type fini admet un annulateur non nul.

Nous avons vu également (lemme 2.1), qu'un anneau local, dont l'idéal
maximal est dans l'assassin d'un module plat, possède la propriété (P).

Aussi, pour plus de généralité, nous allons étudier dans ce paragraphe
les anneaux locaux possédant la propriété (P).

LEMME 4.2. — Soient A un anneau local possédant la propriété (P)
et m son idéal maximal. Si L est un module libre de type fini, mL est
exactement l'ensemble des éléments de L qui ne sont pas libres.

Soit d3 une base de L. Si rremL, l'idéal engendré par les coefficients
de x sur d3 est contenu dans m. Il admet donc un annulateur non nul
qui annule x. Ainsi x n'est pas libre. Inversement, si xçL—mL, un
des coefficients de x est inversible, et x est libre.

PROPOSITION 4.3. — Soient A un anneau local possédant la propriété (P)
et m son idéal maximal. Pour tout module plat M, l'ensemble des éléments
de M, qui ne sont pas libres, est m M.

Si xçmM, on a rc=Vm^, avec m;em. L'idéal engendré par les mi
admet un annulateur qui annule x. Réciproquement, on peut écrire M
comme limite inductive de modules libres de type fini M/. Si xçM
n'est pas libre, il existe açA non nul tel que ax==o. On peut donc
trouver un indice i et un Xi e Mi dont l'image dans M est x et qui vérifie
axi==o. Le lemme 4.2 nous dit que Xi^mMi, et donc que xçmM.

Rappelons que, pour un anneau local A, fPD (A) = o signifie que
le quotient d'un module libre de type fini par un sous-module libre
de type fini est toujours libre (cf. BASS [5]).

PROPOSITION 4.4. — Pour qu'un anneau local A possède la propriété (P),
il faut et il suffit que fPD(A) == o.

BULL. SOC. MATH. — T. 97, PASC. 1. 7
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Si a est un idéal de type fini de A engendré par a\, .. ., dn, on peut
définir une application linéaire f : A --> A" par f(i) = (ûi, . . . ,a^) .
Le noyau de f est ann (a). Si ann (a) = o, et si a est contenu dans l'idéal
maximal de A, le conoyau de y n'est pas libre. En effet, en tensorisant f
par le corps résiduel de A, on obtient une application nulle, et donc
non injective, ce qui montre que Coker (f) n'est pas plat. La condition
est donc suffisante.

Réciproquement, supposons que A possède la propriété (P). Soit m
l'idéal maximal de A. Si f': M -> N est un homomorphisme injectif de
modules libres de type fini, on a, grâce au lemme 4.2, m A f = = m N n M .
Ceci montre que Torf (NI M, A/m) == o, et donc que N I M est libre
(BOURBAKI [11], chap. II, § 3, n° 2, corollaire 2 de la proposition 5).

PROPOSITION 4.5. — Pour qu'un anneau local possède la propriété (P),
il faut et il suffit que le quotient d'un module plat par un sous-module libre
soit toujours plat.

Il suffit de montrer que la condition est nécessaire. Soit, donc, L un
sous-module libre d'un module plat M. On peut écrire L comme limite
inductive filtrante de ses sous-modules libres de type fini L/. Comme
M I L =lim(M/L;), on est ramené au cas où L est de type fini. On peut
écrire M comme limite inductive filtrante de modules libres de type
fini Mj, Pour j assez grand, l'injection de L dans M se factorise à
travers M;. Ainsi M I L --= lim(M;//L). On est donc ramené au cas où L

7Î/
et M sont libres de type fini, et on a vu (prop. 4.4) que M I L est alors libre.

REMARQUE 4.6. — Si A possède la propriété (P), il est faux que le
quotient d'un module plat par un sous-module plat est toujours plat.
On en trouve un exemple sur un anneau noethérien autoassocié dans
l'exemple 4.2 du chapitre I. On a cependant le résultat suivant :

PROPOSITION 4.7. — Soit A un anneau local d'idéal maximal m et
possédant la propriété (P). Si M est le quotient d'un module plat P par
un sous-module plat P ' , on a Torf(A/m", M) == o pour tout n^i.

Pour n = = i , cela résulte immédiatement de l'égalité mP' =mPr\Pr,
qui est une conséquence triviale de la proposition 4.3.

On en déduit que, pour tout n, on a Tor^nf/m^1, M) = o,
puisque m^/m7^1 est somme directe de modules isomorphes à A/m.
De la suite exacte

o -> m^/m^1 -> A/m^4-1 -^ A/m"-^ o

on déduit donc la suite exacte
o^TorKA/m^S M^TorKA/m^ M).

Ceci nous donne le résultat, par récurrence sur n.
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CHAPITRE III. — Algèbres universelles.

1. Rappels.

Par « algèbre universelle », nous entendons l'un des trois foncteurs
« algèbre tensorielle » (noté T), « algèbre extérieure » (noté A) et « algèbre
symétrique » (noté 5) (1). Ces trois foncteurs sont les adjoints des fonc-
teurs d'oubli à valeur dans la catégorie des modules et ayant respecti-
vement pour source la catégorie des algèbres associatives, des algèbres
alternées, des algèbres commutatives.

La plupart des propriétés classiques des trois foncteurs considérés se
déduisent aisément de cette propriété d'adjonction. Par exemple, en
désignant par U un des trois foncteurs universels, on a :

1.1. Additiuité. — Les trois foncteurs considérés commutent avec les
sommes directes. Ainsi on a

A (M © N) = A (M) (g) A (N) et S(M © N) = S(M) (g) 5'(N).

Nous utiliserons aussi le signe 0 pour la somme directe de deux algèbres
associatives, et écrirons donc quelquefois T(M© N) == T(M) (g) T(N),
bien que le module sous-jacent à T(M©N) ne soit pas le produit
tensoriel des modules sous-jacents à T(M) et à T(N).

1.2. Exactitude à droite. — Si o—^-M-^N-^P—^ o est une suite
exacte de modules, U(u) est surjectif, et son noyau est l'idéal bila-
tère de U(N) engendré par les images des éléments dont la compo-
sante de degré o est nulle. Ceci peut s'exprimer en disant que la suite
U(M)-> U(N)—^ U(P)-> U(o) est exacte dans la catégorie des algèbres
graduées, et c'est ce qui motive lejnom donné à cette propriété (2).

1.3. Compatibilité avec les limites inductives. — On a toujours
Uf]imMi\^\imU(Mi), au sens des|limites inductives dans les caté-

gories. Si les limites inductives sont filtrantes, l'égalité est vraie ensem-
blistement.

1.4. Changement de base. — Si A->B est un homomorphisme
d'anneaux, on a toujours

B ̂  U^(M) - UB{B (g^M).

1.5. Symétrisation et antisymétrisation. — Terminons ces rappels par
des notions moins directement liées aux propriétés d'adjonction, à savoir
la symétrisation et l'antisymétrisation.

(1) Bien entendu nous faisons ici un abus de langage, un foncteur n'étant pas une
algèbre. Aussi mettons-nous toujours des guillemets pour désigner ces foncteurs.

(2) Attention, cette suite n'est pas exacte dans la catégorie des modules.
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Soit, pour tout A-module M,
p : T^M)^S^M) [resp.g: T^(M)->A^(M)]

rhomomorphisme canonique, adjoint de l'oubli de la commutativité
(resp. alternance). Les homomorphismes p et q, restreints à l'ensemble
des éléments homogènes de degré n sont définis par

Pn(X, (g) . . . (g) Xn) = Xi . . . Xn et qn(X, (g) . . . (g) Xn) == Xi /\ . . . A Xn.

Les opérateurs de symétrisation et d'antisymétrisation sont presque les
inverses de p et de q. Ce sont les homomorphismes de modules
Sn : Sn(M)-^Tn(M) et tn : An(M)->Tn(M) définis respectivement par

et

Sn(Xi . . . Xn) ==Vo;cr(l)0. . .0^Œ(^)

tn(x, A • • - A ^)=^Sg(o-)^(ij(g). . .(g)^o-(Tî).

les deux sommes étant prises sur l'ensemble des permutations a- de
{ i , . . . , n} et sg(o-) désignant la signature de la permutation o-.

1.6. On a immédiatement
p^oSn=n\ et qnotn=n\

Le but de ce chapitre est d'étudier le problème suivant : soit
o — ^ M - ^ N — ^ P — ^ o une suite exacte de modules. A quelles condi-
tions de platitude, U (u) est-il une injection ? Nous verrons que la solu-
tion est satisfaisante pour T et A, mais non pour S.

2. Applications du chapitre I.
LEMME 2.1. — Si u:M->N est un homomorphisme de A-modules

faisant de M un facteur direct de N, les morphismes T(u), S(u) et A(u)
sont injectifs, et admettent des rétractions.

En efîet, u admet une rétraction v telle que v o u == id. Donc, U dési-
gnant un des trois foncteurs T, S, A, on a

U(u)o l7(u)=id,
et U(u) est injectif.

PROPOSITION 2.2. — Si u : M ->N est une injection pure de A-modules,
T(u), S(u) et A(iz) sont des injections.

Par le théorème 2.3 du chapitre I, la suite
o-.M->N->NIM-^o

est limite inductive de suites exactes scindées. Il suffit donc d'appliquer 1.3
et le lemme 2.1.



PLATITUDE. 101

PROPOSITION 2.3. — Si M est un A-module plat, T(M), S (M) et A (M)
sont des A-modules plats.

Si M est un module libre, T(M), S (M) et A (M) sont des modules
libres. Le résultat est donc une conséquence immédiate du théorème 1.2
du chapitre 1 et de 1.3.

COROLLAIRE 2.4. — Si A est un anneau intègre et M un A-module
plat, S (M) est un anneau intègre, et T(M) un anneau sans diviseurs de o.

Soit U un de ces deux fondeurs. Par la proposition 2.3, U^(M) est
sans torsion et donc contenu dans L^(M)(g)^JC, en désignant par K le
corps des fractions de A. Mais, par 1.4,

U^(M)^K^ UK(M®^K\

On obtient le résultat, car Uj^(L) est sans diviseurs de zéro quel que soit
le Jî-espace vectoriel L. En effet, si U = S, 5^(L) est une algèbre de
polynômes, et si U == T, TK (L) est une algèbre de mots.

LEMME 2.5. — Si M est un A-module plat, tn : A^ (M) — T'1 (M) est
une injection.

Grâce au caractère fonctoriel de tn, à 1.3 et au théorème 1.2 du cha-
pitre I, il suffit de démontrer ce lemme quand M est libre de type fini.
Soit, donc, 61, . . . , Cp une base de M. Les e^ A — A ^.(i^^i <...< in^p)
forment une base de A" (M), et les e^(g)...(g) e^(i^ii^p, ..., i^in^=p)
une base de T^M). Les lignes de la matrice de tn sur ces bases ont au
plus un élément non nul, qui est alors égal à i. Ceci démontre que tn
est bien une injection.

PROPOSITION 2.6. — Si M et N sont deux A-modules plats et u : M—^N
un homomorphisme injectif, alors T(u) et A(u) sont des injections.

Par la proposition 2.3, Tn(M) et T^N) sont plats pour tout n. On en
déduit que les applications

u, === P-1 (M) (g) u (g) r^-^N) : T1 (M) (g) T^-^N) -> T1-1 (M) (g) T7 '̂4-1 (N)

sont injectives. Il en est donc de même de
^(u) == Uï o . . .o Un.

L'assertion relative à A- s'en déduit grâce au diagramme commutatif

A^^^^IA^N)

tn tn

T^(M)^tr^(N)

En effet, la flèche de gauche est injective par le lemme 2.5.
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LEMME 2.7. — Si A est un anneau sans Z-torsion (Z-plat) et M un
A-module plat, Sn: Sn(M)-^Tn(M) est une injection.

En effet, M est un Z-module plat. La multiplication par n\ est donc
injective dans M. Le résultat provient alors de F égalité p^oSn=n\ (1.6).

PROPOSITION 2.8. —- Soient A un anneau sans Z-torsion, M et N des
A-modules plats et u:M->N un morphisme injectif. Alors S(u) est une
injection.

La démonstration est identique à celle faite pour A dans la propo-
sition 2.6.

3. Applications du chapitre II.

Le but de ce paragraphe est d'essayer de supprimer l'hypothèse sur A
dans l'énoncé de la proposition 2.8. Nous n'y arriverons d'ailleurs pas
complètement. La méthode que nous utiliserons sera d'appliquer la
propriété 1.11 du chapitre II pour se ramener au cas où A est auto-
associé (chap. II, définition 4.1).

DÉFINITION 3.1. — Un A-module M est dit ponctuellement libre, si
pour tout idéal premier p de A, le localisé My est libre. L'expression loca-
lement libre signifie, contrairement à Vusage habituel, que le faisceau, de
Spec (A)-modules M est localement libre.

Rappelons qu'un module projectif est ponctuellement, mais non néces-
sairement, localement libre (KAPLANSKI [30]). Il en est de même d'un
module plat et de type fini (BOURBAKI [11], chap. II, § 3, exerc. 3 e).

LEMME 3.2. — Soient A un anneau autoassocié, M un module libre,
N un module plat et u:M->N un homomorphisme injectif; alors S(u)
est une injection.

En effet, u est pur par la proposition 4.5 du chapitre II; donc S(u)
est injectif par la proposition 2.2.

PROPOSITION 3.3. —- Soient M un module ponctuellement libre, N un
module plat et u:M->N, un homomorphisme injectif; alors S(u) est
une injection.

Soit K le noyau de S(u). On a Ass(K)cAss(5(M)). On a également
Ass(5'(M))cAss(A). En effet, comme M est ponctuellement libre, il
en est de même pour S (M). Donc, si peAss5'(M), pA appartient à
l'assassin d'un Ay module libre, c'est-à-dire pAy,eAss^(Ap), ce qui
signifie que peAss(A). Ainsi Ass(K)cAss(A).

D'autre part, si peSpec(A), on a la suite exacte (1.4)

o-^K^S^M,^S^N,).
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On en déduit, par le lemme 3.2, que, si peAss(A), on a Ky= o.
Ceci entraîne K=o (chap. II, prop. 1.11).

Examinons maintenant le cas des anneaux noethériens. En fait, nous
obtiendrons des résultats pour une classe d'anneaux beaucoup plus
importante. Pour simplifier les énoncés, nous supposerons, dans tous
les lemmes suivants, que A est un anneau noethérien local, autoassocié,
d'idéal maximal m, que M et N sont des A-modules plats, et que
u:M->N est un homomorphisme injectif.

LEMME 3.4. — Si A est artinien, S(u) est injectif et admet une rétraction.
En effet, tout A-module plat est libre (BOURBAKI [11], chap. II, § 3,

n° 2, corollaire 2 de la proposition 5); or NjM est plat (chap. II,
prop. 4.5); il est donc libre, et on peut appliquer le lemme 2.1.

LEMME 3.5. — Soit a U idéal formé des xçA tels que la racine de ann(:r)
contienne m. Il existe un entier d tel que a == ann^Q = an^m'7^)
pour tout entier k.

Comme A est noethérien, la suite d'idéaux ann (m) c ann (m2) c ...
est stationnaire. Il existe donc un entier d tel que, pour tout i^rf,

aur^m^) === ann (m').

On a ann^^c a, par définition de a. D'autre part, si xç. a, tout élément
de m a une puissance qui annule x. Comme m est de type fini, on en
déduit qu'il existe un l'^d tel que în^=o. Donc

a c ann (mQ = ann (m^).

LEMME 3.6. — Posons, avec les notations du lemme 3.5, B = A/a.
L'anneau B n'est pas autoassocié.

Il suffit évidemment de montrer que m^Ass^(B). Mais si m appar-
tenait à Ass^(B), il existerait un xçA—a, tel mxca (chap. II,
prop. 1.9). On aurait donc rr^/4-ln•=o, c'est-à-dire xça, ce qui est
absurde.

LEMME 3.7. — Avec les notations des lemmes 3.5 et 3.6,

u^B : M^B-^N^B

est une injection.

Soit x un élément de M tel que u(x)çûN. Il s'agit de démontrer
que xç ûM. Mais m^u(x) = o (lemme 3.5); donc m'^x == o. Si x n'appar-
tenait pas à a M, on aurait m e Ass^ (M/a M), et donc m/am e Ass^ (M/aM).
Comme M est plat et B est noethérien, cela ne peut être, par le corol-
laire 2.4 du chapitre II et le lemme 3.6.
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LEMME 3.8. — Avec les notations du lemme 3.5,
5^(u)(gL,û : S^(M)(g)^a--^(N)(g)^a

est une injection.
Posons C=A/m< Comme m^.a=o, on obtient la suite cTiso-

morphismes canoniques de foncteurs :
^(.) 0^a - 5^(.) 0^(C (g)^a) - 5c(. (g)^C) (g^a.

Comme C est artinien.. Sc(uÇ!)^C) admet une rétraction (lemme 3.4).
Ceci entraîne que Sc(u^^C)(^)^a est une injection, ce qui démontre
le résultat.

Nous avons maintenant assez de matériel pour démontrer le résultat
essentiel de ce paragraphe.

PROPOSITION 3.9. — Soient A un anneau M et N deux modules plats
et u : M -> N un homomorphisme injectif. Si Ass^(A) est quasi compact,
et si, pour tout peAss^(A), Ap est noethérien, alors S^(u) est une injection.

Démontrons d'abord que, si P est un module plat, Ass^(P)cAss^(A).
Si qeAss^(P), il existe p€Ass^(A) tel que qcp (chap. II, prop. 2.5).
Comme Ap est noethérien, et comme qAp€Ass^p(Py), on a

qA^eAss^(Ap) (chap. II, cor. 2.4).

On en déduit immédiatement (chap. II, prop. 1.6) que qeAss^(A).
Ramenons-nous maintenant au cas où A est noethérien autoassocié;

soit K le noyau de S(u). Par la propriété 1.11 du chapitre II, il suffit
de montrer que K?==o pour tout peAss^(A). En effet,

Ass^ (K) c Ass,, (^ (M)) c Ass^ (A),

et K est contenu dans le produit des Ky pour peAss^(A). Comme Ky
est le noyau de 5^p(u(g)^Ap), on s'est bien ramené au cas noethérien
autoassocié (cf. la démonstration de la proposition 3.3).

Supposons donc A noethérien autoassocié. Nous allons terminer la
démonstration par récurrence sur la dimension de A, en utilisant les
notations et résultats des lemmes 3.4 à 3.8.

Comme S^ (M) est plat, on déduit de la suite exacte
o->a ~^A ->B->o

le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont exactes :
o ——> S^(M) (g)^ a —> SA(M) ——> SB(M ®AB) —^ o

^Â ( ") ®A a ^ ( ") SB (" ®^ B) 1
Y ^ ^

o ——> S^(N) (g)^a ——> S^(N) —> SB(N ̂ B) —> o
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Pour démontrer que S^(u) est une injection, il suffit de démontrer
que 5^(u)0^a et SeÇuÇ^^B) sont des injections. Pour la première
application, cela a été fait dans le lemme 3.8. Pour la deuxième, cela
résulte de l'hypothèse de récurrence, car les anneaux autoassociés,
localisés de B, sont de dimension strictement inférieure à celle de A
(lemme 3.6).

COROLLAIRE 3.10. — Si A est réduit, l'hypothèse de platitude sur N
est inutile dans l'énoncé de la proposition 3.9.

En effet, si A est réduit, pour tout peAss^(A), l'anneau Ay, est un
corps et AL est un A module plat. Or nous n'avons pas utilisé la plati-
tude de N pour se ramener au cas autoassocié.

COROLLAIRE 3.11. — Soient A un anneau noethérien, M et N deux
modules plats, et u:M—N un homomorphisme injectif. Alors S^(u) est
une injection.

COROLLAIRE 3.12. — Soient A un anneau, M un module plat, N un
module, u : M ->N un homomorphisme injectif. Alors S^(u) est une injec-
tion dans chacun des cas suivants :

(i) A est réduit, de spectre minimal compact;
(n) A est absolument plat;

(iii) A est intègre (3);
(iv) A est cohérent et réduit.
Pour (i), cela résulte du corollaire 3.10 et du lemme 2.8 du cha-

pitre II. Les assertions (ii) et (iii) découlent de (i). Pour (iv), voir
OLIVIER [45].

4. Une analogie : Anneaux locaux complets de dimension zéro.
Soient M et N deux A-modules plats et u : M-> N un homomorphisme

injectif. Nous avons trouvé deux types de conditions sur A qui permettent
d'affirmer que S(u) est une injection : la première est une condition de
caractéristique : A sans Z-torsion (prop. 2.8); les secondes sont des
conditions de fmitude : A noethérien, A intègre, etc. (cor. 3.11 et 3.12).
A priori ces conditions n'ont aucun rapport entre elles, et cela peut
suggérer que S(u) est une injection.

Cependant, en examinant d'autres problèmes, voisins de ceux étudiés
au chapitre V, nous avons rencontré l'assertion suivante, vraie dans
tous les cas envisagés ci-dessus, mais fausse en général. Ceci laisse à

(3) Dans un papier secret, D. FERRAND vient de montrer le résultat plus précis
suivant :

Soit A un anneau dont l'anneau total des fractions K est noethérien. Pour que
toute injection de A-modules M' -> M, avec M' plat, se prolonge en une injection
des algèbres symétriques, il faut et il suffît que K soit de Gorenstein.
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penser que la conjecture précédente est fausse. Il faut cependant souligner
que le seul rapport que nous connaissons entre ce qui va suivre et les
algèbres symétriques est l'analogie que nous venons de mentionner.
Voici l'assertion annoncée :

PROPOSITION 4.1. — Soit A un anneau local, d'idéal maximal m, séparé
pour la topologie m-adique, et dont le complété est de dimension o (à la
Krull). Alors A est discret pour la topologie m-adique, s'il est noethérien
ou de caractéristique o (s'il contient Z, il contient Q) mais cela est faux en
général).

Cette proposition demande quelques préliminaires et ne sera démontrée
qu'à la fin de ce paragraphe.

DÉFINITION 4.2. — Soit a un idéal. Nous dirons que û est quasi-niipotent
s'il existe un entier n tel que l'on ait ̂ = o pour tout x de a. Le plus petit
de ces entiers n sera appelé l'exposant de a.

PROPOSITION 4.3. —- Si A est un anneau sans Z-torsion, ou si A est
un anneau noethérien, tout idéal quasi-niipotent est niipotent.

La deuxième assertion est évidente, car un idéal quasi-niipotent est
un nilidéal.

Pour démontrer la première assertion, il suffit de montrer que si a
est un idéal quasi-niipotent d'exposant inférieur ou égal à n, et si :Ci, . . . , Xn
sont n éléments de a, on a Xi . . . Xn= o. Or on a déjà (rci+ . . . +^)"= o.
En développant (Xi +. . . + Xn)71, on voit que les termes xf sont nuls.
De même, la somme S des termes ne contenant que les lettres x^ . . . , x^
est nulle, car S == (^ -L . . . + x^. Par récurrence sur k, on en déduit
immédiatement que la somme des termes contenant toutes les
lettres x^, . . . , x^, mais aucune autre, est nulle. En faisant k = n,
il vient n ! X i . . . Xn == o et donc X i . . . x,z == o.

PROPOSITION 4.4. — La conclusion de la proposition 4.3 est fausse
sans hypothèse sur A.

Soient k un corps de caractéristique 2, (X;);ÇN des indéterminées,
et A le quotient de Â:[X;];çN P^ l'idéal engendré par les X;2. Désignons
par Xi l'image de Xi dans A. Comme ( ^^ r^ ) =^^^xf, l'idéal maxi-
mal de A est quasi-niipotent d'exposant 2. Mais il n'est pas niipotent,
car, pour tout n, on a X i . . . Xn^ o.

LEMME 4.5. — Soient a un idéal et n un entier; pour que a soit quasi-
niipotent, il faut et il suffit que a" le soit.

C'est immédiat.
LEMME 4.6. — Soient û un idéal de A non quasi-niipotent, x un élément

non nul de a, et i et j deux entiers tels que x^'=o, x^ça1 et x^^û1^.
Alors il existe un élément yça, tel que y =.x (moda^1) et que yj^o.
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D'après le lemme 4.5, il existe un élément zçû1^1 tel que ^^-^o.
Il suffit de prendre y = x + z. En effet, si y ^ ' == o, on aurait
Z2/-l=(y__^)2/-l=^

PROPOSITION 4.7. — Soient A un anneau et a un nilidéal. Si A est
séparé et complet pour la topologie û-adique, a est quasi-niipotent.

Supposons que a ne soit pas quasi-niipotent. Le lemme 4.6 et la sépa-
ration de A nous permettent de construire une suite (Xn) d'éléments
de a, et deux suites d'entiers strictement croissantes (in) et (jn) telles que

;r^=o, ^-^eaS ^-l^a^"+l, Xn=Xn+i (moda^1)-

La suite (Xn) est une suite de Cauchy; soit y sa limite. Comme a est
un nilidéal, il existe un entier k tel que y^== o. Mais il existe n tel que
jn> k; pour m^n, on a

x^-^x1^ (moda^1).

Donc, pour m^n, on a x^-^a^^^ Donc y^-^û1^^ ce qui est
absurde car y^^ o.

COROLLAIRE 4.8. — Soient A un anneau local de dimension o et de
caractéristique o, m son idéal maximal. Si A est complet pour la topologie
m-adique, il existe un entier n tel que în /^=m /^+î.

COROLLAIRE 4.9. — Soit A un anneau local de dimension o et d'idéal
maximal m tel que A soit séparé pour la topologie m-adique; pour que À
soit de dimension o, il faut et il suffît que m soit quasi-niipotent.

Si A est de caractéristique o, on a :

(A de dimension o) <=^(mA nilpotent)<==» (m niipotent).

Si A n'est pas de caractéristique o, on a A^Z/gZ, q étant une puis-
sance d'un nombre premier. On a donc la suite d'équivalences :

(A est de dimension o) <==^ ( II existe un entier s, tel que m A soitquasi-
niipotent d'exposant inférieur ou égal à q8 )<=>( II existe un entier s
tel que m A soit engendré par des éléments de puissance g'-ième
nulle) <=>(!! existe s, tel que m soit engendré par des éléments de puis-
sance y-ième nulle) <=> (II existe s tel que m soit quasi-niipotent d'expo-
sant inférieur ou égal à y)^(m est quasi-niipotent).

La proposition 4.1 se déduit immédiatement des corollaires 4.8 et 4.9,
appliqués à l'anneau construit dans la démonstration de la propo-
sition 4.4.
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CHAPITRE IV. — Épimorphismes plats.

1. Préliminaires.

Le but de ce chapitre est d'étudier les épimorphismes de la catégorie
des anneaux, et plus spécialement ceux qui sont des morphismes plats.
Il est immédiat que les homomorphismes surjectifs sont des épimor-
phismes. Il en est de même des flèches A —^iS^A, où S est une partie
multiplicative de A. Mais il y a bien d'autres épimorphismes. Nous en
donnerons des exemples dans le n° 1.6, au début du paragraphe 2, et
au chapitre V. Même si l'on impose à l'épimorphisme d'être plat, il n'est
pas nécessairement de la forme A—^S-^A comme le montre 4.6 et
AKIBA [1].

Dans tout ce qui suit, A->B est un morphisme d'anneaux;

l'i : B -> B (g)^B (resp. i. : B -> B (g)^5)

est l'homomorphisme défini par

ii(x) == XÇQ i (resp. i.,(x) === i (g) x);

p:BÇ^^B->B est l'homomorphisme défini par p (x 0 y) == xy, et S
est le noyau de p.

LEMME 1.0. — I I y a équivalence entre les propositions suivantes :
(i) f est un épimorphisme;
(ii) ii== h;

(iiii) ii est un isomorphisme;
(iiis) 1.2 est un isomorphisme;
(iv) p est un isomorphisme.

C'est une conséquence de ce que le produit tensoriel est la somme
dans la catégorie des anneaux, et a été exposé en détails dans l'exposé
de ROBY [50].

LEMME 1.0'.
(i) Le composé de deux épimorphismes est un épimorphisme;

(ii) Si g o f est un épimorphisme, il en est de même de g;
(iii) Si f:A->B est un épimorphisme et g : A - > A ' une flèche, alors

f1 : A'-^A'(gL/B est un épimorphisme;
(iv) Une limite inductive d9 épimorphismes est un épimorphisme.

Ce sont des propriétés bien connues des épimorphismes et des sommes
dans les catégories.
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La troisième assertion de 1. (Y admet une réciproque partielle dans la
catégorie des anneaux.

LEMME 1.1. — I I y a équivalence entre les propositions suivantes :
(i) f est un épimorphisme;

(ii) Pour tout peSpec(A), Ap—^jB(g)^Ap est un épimorphisme.

C'est une conséquence immédiate du lemme 1.0 (iv) et de l'isomor-
phisme canonique

B 0^B (g^Ap- (B (g)^A^) ®^ (B (g)^Ap).

En efîet, pour que p soit un isomorphisme, il faut et il suffit que? (g)^Ap
le soit pour tout peSpec(A).

LEMME 1.2. — Un épimorphisme fidèlement plat est un isomorphisme.
Soient f un tel épimorphisme, K=Kerf, L = Coker f (dans la caté-

gorie des A-modules).
Comme A(^)^B->B (^)^B est un isomorphisme [lemme 1.0 (iiis)],

on a
K^B=L^B=o,

donc K = L = o.

COROLLAIRE 1.3.
(i) Si A est un corps et f un épimorphisme, f est surjectif;

(ii) Si f est un épimorphisme plat et local d'anneaux locaux, c'est un
isomorphisme.

PROPOSITION 1.4. — Si f est un épimorphisme, l'application
f: SpecB—^ SpecA est injective.

Pour tout peSpec(A), B ( ^ ) ^ ( A p /pA ) est, soit un corps, soit l'anneau
nul [cf. corollaire 1.3(i) et lemme l .O 7 (iii)]. Comme le spectre de ce
produit tensoriel s'identifie à ("f)"1 (p), cet ensemble a, au plus, un élé-
ment, et af est une injection.

La proposition suivante est essentielle, car elle caractérise les épi-
morphismes en termes de géométrie algébrique :

PROPOSITION 1.5 (FERRAND). — Pour que f soit un épimorphisme, il
faut et il suffît que :

(i) "f soit injectif;
(ii) les extensions résiduelles soient triviales;

(iii) S soit de type fini en tant que (B (g) B)-module (rappelons que
c'est vrai si B est un localisé d'une A-algèbre de type fini);

(iv) ^(B)=<T/J2 soit nul.
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Si f est un épimorphisme, (i) est vérifié, d'après la proposition 1.4;
comme S = (o) [1.0 (iv)], les conditions (iii) et (iv) sont vérifiées. Enfin
si q est un idéal premier de B et p = y-1 (q); le morphisme A ->B /q B
est un épimorphisme par le lemme 1.0' (i). En appliquant le lemme 1.0' (ii),
on voit que A^/pAp-^B^/q^ est un épimorphisme, et donc, par le
corollaire 1.3 (i), un isomorphisme, ce qui n'est autre que la condition (ii).

Réciproquement, soient g et h deux flèches de B dans un anneau
réduit C telles que gof=hof. Il est immédiat, par la condition (i),
que ag=ah. Soient Z==SpecC, Y=^(Z) =^(Z) et X=af(y).

On peut écrire le diagramme :
f 6/

A-—J-——>B————-^r
n \b c

i Y ^ t

]7 X(p) -̂ [~[ K(q) = ÎJ K(m)
p e A' q e ^ m e ̂

en désignant par K(rc) le corps résiduel de x.
On a ^ o /l/ = h' o /v. Par les conditions (i) et (ii), f est un isomorphisme.

Donc g ' = h ' . Donc c o g = c o h . Comme C est réduit, c est injectif,
et g==h.

Soit cp : (B 0 B)-> (B (^) B\éd' Ce qui précède montre que cp o i\ == cp o 12.
Donc si a;eB, i(g)n;—rc(g)i est dans Kercp. Mais S est engendré par

les éléments de la forme iÇ^x—x(^)i en effet, si y==Vû,(g)&,
et p (y) == o, on a

^aibi==o et z/=^^.(i(g) b—bÇ^i) .

Donc ^c Kercp est un nilidéal, qui est nul. En effet, il est de type
fini (iii), et donc niipotent. Grâce à la condition (iv), on obtient

^ ==^==. .. =^=o,
et le résultat se déduit du lemme 1.0 (iv).

EXEMPLE 1.6. — Si A est l'anneau local d'un point double à tangentes
distinctes d'une courbe, et B le localisé en un de ses idéaux maximaux
de la fermeture intégrale de A, A ->B est un épimorphisme injectif et
local d'anneaux locaux intègres à spectres homéomorphes; mais h n'est
pas un isomorphisme. Comme exemple explicite, on peut prendre pour A
le localisé à l'origine de k[X, y]/(X3+X2—Y2), pour B le localisé à
l'origine de k[T], et pour f :

f(X) == T2— 2 T, f(Y) == (T2— 2 T) (T—i).
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PROPOSITION 1.7. — Un épimorphisme fini est surjectif.
D'après le lemme 1.1, il suffit de supposer A local, d'idéal maximal m.

Mais si cp : M -> N est un morphisme de modules de type fini tel que
cp(g)A/m est surjectif, alors cp est surjectif. En appliquant ceci à p,
on est ramené au cas connu (corollaire 1.3) des corps grâce à l'isomor-
phisme canonique

B ̂ B (g^A/m ~ (B (g)^A/m) ®^/^(B (g^A/m).

Une autre démonstration, due à G. SABBAG, a été donnée en annexe
à l'exposé de ROBY [50].

2. Épimorphismes plats.

L'exemple de l'épimorphisme A->AaXAjaA (voir séminaire
Samuel [5l], introduction et exposé 2) montre qu'un épimorphisme
f ' . A — ^ B n'induit pas nécessairement un homéomorphisme de Spec(B)
sur son image. Nous allons voir que si l'on suppose f plat, la situation
est bien meilleure.

PROPOSITION 2.1. — Si f'.A-^B est un épimorphisme plat, et b un
idéal de B, alors b ^B.f-^b).

Soit a^-^b). On a J3/b ̂  B/b (g)^£?, par exemple parce que
5/b ~ B/b ®BB ̂  B/b ®BB (g)^B — B/b (g)^B.

En tensoriant par B l'injection A/a-^/b, on obtient donc l'injec-
tion B/aB-^B/b. Comme c'est évidemment une surjection, on en déduit
le résultat.

COROLLAIRE 2.2. — Si f:A->B est un épimorphisme plat, ̂  est un
homéomorphisme de Spec(B) sur son image.

En effet, la proposition 2.1 montre que si V (b) est un fermé de Spec (B),
son image par af vérifie

^(V(b)) =^f(V(B.a)) = y(a)na/l(Spec(B))

et est donc fermée dans ^(Spec^)).

COROLLAIRE 2.3. — Si f:A—^B est un épimorphisme plat et si A
est noethérien, B Vest aussi.

En effet, toute suite croissante d'idéaux de B définit par restriction
à A une suite stationnaire. Par extension à B, on retrouve la suite initiale
qui est donc stationnaire.

PROPOSITION 2.4. — Si f:A->B est un homomorphisme d'anneaux,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est un épimorphisme plat;
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(ii) Pour tout idéal premier m de A, /'(g)^A^ est un épimorphisme plat;
(iii) Pour tout idéal premier n de B, /'(g)^A^_,^ est un isomorphisme;
(iv) Pour tout idéal premier m de A, ou bien on a B=mB, ou bien

fÇ^A^ est un isomorphisme.
(i) => (ii) est trivial.

(iï)=> (iv), car, si B 0^A^ est un A^-module fidèlement plat, /*(g)^A^
est un isomorphisme par le lemme 1.2. S'il n'y a pas fidèle platitude,
en désignant par K(m) le corps A^/mA^, on a B (g)JK (m) == o, et
donc B === mB, car la platitude de B et l'inclusion A/mcK(m) entraînent

BImB = B (g)^A/m c B (g)^K (m) == o.

(iv) ==> (iiï) est trivial.
(iii) => (i) : Par le lemme 1.0 (iii), il suffit de montrer que, pour tout

idéal premier n de B, l'application B^aii : B^-^B^^B est un iso-
morphisme. Il en est ainsi, car B^->B^0^B est le composé des iso-
morphismes canoniques :

B^B^^A^B^^A^B^B^B,

en posant m = f~1 (n).
PROPOSITION 2.5. — Si A est un anneau, il y a bijection entre les classes

à isomorphisme près d'épimorphismes plats, et les parties de Spec(A)
qui, munies du faisceau induit, sont des schémas affines. Ces parties sont
stables par générisation.

Par le corollaire 2.2, si A-^B est un épimorphisme plat, Spec(B)
s'identifie à une partie de Spec(A). La propriété 2.4 (iii) montre que
cette partie est stable par générisation et que le faisceau structural
de B est le faisceau induit sur Spec(A) par le faisceau structural de A.

Réciproquement, si X est une partie de Spec(A) qui, munie du faisceau
induit, est un schéma affine, le morphisme A -> T (X) est un épimor-
phisme plat par la proposition 2.4 (iii).

REMARQUE.—Les résultats qui précèdent se généralisent aisément aux
préschémas. On voit facilement que la notion d'épimorphisme d'anneaux
est identique à celle de monomorphisme de schémas affines. Les asser-
tions 2.2 et 2.5 deviennent particulièrement frappantes dans ce langage.
Il faut cependant des hyopthèses de séparation (cf. RAYNAUD [47]).

3. Épimorphismes plats injectifs.
PROPOSITION 3.1. — Soit

A————>B
\ y
^c^
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un diagramme commutatif d'anneaux, tel que f soit plat, que h soit injectif,
et que le diagramme

^B\h,/" \i,

C^ ^B^B

^B^
commute. Alors :

ï° L'application canonique B(^)^C->B(^)cC définit un isomorphisme
B^C^B;

2° h est plat;
3° Si g est plat, g est un épimorphisme;
4° Si f est fidèlement plat, g est un isomorphisme.

Le i° résulte du diagramme commutatif :

B(S)^C——>B^cC
B®^h\ \B®çh

BÇ^^B-^B^cB

En effet, la flèche du bas est bijective par hypothèse, et celle de
gauche est injective car f est plat. Donc la flèche du haut, que l'on sait
surjective, est aussi injective.

Le 2° résulte du diagramme commutatif

. B

C^
f^c\ ^

^B^C

et de la platitude de f, qui entraîne la platitude de f(g) C.
Le 3° provient de Finjectivité de C(^)^C->C [lemme 1.0 (iv)] que

l'on déduit du diagramme commutatif

C(g)^C——>C
A 0 C h4- -^
B^C-^B

car, comme g est plat et h injectif, h 0 C est injectif.

4° De l'isomorphisme A (g)^jB-> C(g)^B démontré au paragraphe 1,
on déduit aussitôt l'isomorphisme A -> C.

BULL. SOC. MATH. — T. 97, FASC. 1. 8
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COROLLAIRE 3.2. — Soit A——f-—>B un diagramme commutatif
\ /
^C^

d'anneaux tel que f soit un épimorphisme plat et h une injection. Alors :
(i) h est un épimorphisme plat;

(11) Si g est plat, c'est un épimorphisme;
(iii) Si f est fidèlement plat, g est un isomorphisme.

PROPOSITION 3.3. —- Pour tout anneau A, il existe un épimorphisme
plat injectif A -> M (A), que nous appellerons épimorphisme plat maximal,
tel que les classes à isomorphisme près d'épimorphismes plats injectifs
s'identifient aux sous-anneaux de M (A) qui sont plats sur A.

La proposition 2.5 montre que les classes d'épimorphismes plats
injectifs forment un ensemble, qui est filtrant, car le produit tensoriel
des buts de deux tels épimorphismes en est encore un. On peut donc consi-
dérer la limite inductive de ces épimorphismes, qui est un épimorphisme
plat et injectif, dont le but est M (A).

Si B est [un sous-anneau de M (A) plat sur A, l'injection A -> B
est un épimorphisme (coroll. 3.2). D'autre part, si A->B est un épi-
morphisme, plat injectif, la définition de M (A) nous donne un dia-
gramme commutatif

A ————> M (A)
\ /
^B^

et la flèche B-^M(A) est une injection d'après ce qui suit.

LEMME 3.4. — Soit

A——f——>B
\ /
.\^

un diagramme commutatif d'anneaux tel que f soit injectif et g un épi-
morphisme plat; alors h est injectif.

Comme g est un épimorphisme, on a le diagramme commutatif :

B^A——£®——^B^C

\î ï
B^B^cC-B^cC^C
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et B(^)^g est un isomorphisme. On en déduit que h est injectif grâce
au diagramme commutatif :

^ B

" ^B^C

PROPOSITION 3.5. — Si f : A -> B est un homomorphisme plat d'anneaux^
il existe un homomorphisme et un seul, M (/") : M (A) -> M (B) rendant
commutatif le diagramme

A————>B

M(A)^M(B)

De plus, M(f) est plat.
Si f est injectif, il en est de même de M (/').
Si f est un épimorphisme plat et injectif, M(/') est un isomorphisme.

Il y a unicité, car A -> M (A) est un épimorphisme.
Comme B est plat, ^-^M(A)(g)^B est un épimorphisme plat et

injectif, et l'on en déduit, par la proposition 3.3, un homomorphisme
M (A) (^)^B—^M(B) qui est un épimorphisme plat injectif [corol-
laire 3.2 (i)]. En le composant avec l'homomorphisme plat M (A) (g)/,
on trouve M(f).

Si f est injectif, il en est de même de M (A) (g)/, donc aussi de M(/').
La dernière assertion résulte de la maximalité de M (A).

PROPOSITION 3.6. — Pour que f : A -> B soit un épimorphisme platy
il faut et il suffit que f soit plat et que BcM(f(A)).

La condition nécessaire résulte du corollaire 3.2 (i), qui démontre
que f(A)—^B est un épimorphisme plat et injectif. Si f est plat et
jE? c M (/"(A)), considérons le diagramme commutatif

A—^B—^M(^A))
\ /
^/h
f(A)

Comme ioh est un épimorphisme plat, il en est de même de i
[corollaire 3.2 (i)]. Donc iof= ( i o A ) o g est un épimorphisme, et iof
est plat, car i et f le sont. Donc, comme f est plat et i injectif, fest un
épimorphisme [corollaire 3.2 (ii)].
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4. Comparaison de M (A) et de Tôt (A).

AKIBA a défini des anneaux de fractions généralisés à l'aide de la
condition de la proposition 3.6, dans laquelle il utilise Tot(f(A)) au
lieu de M (/"(A)) [par Tôt (A), nous désignerons l'anneau total des frac-
tions de A]. Ceci amène à poser la question : A-t-on M(A)==Tot(A) ?
QUENTEL [54] a montré que non. Cependant :

PROPOSITION 4.1. — Si Spec(Tot(A)) est le générisé de Ass(A), on a
M (A) ==Tot(A).

En effet, la proposition 3.3 du chapitre II montre que

Spec(M(A))3Ass(A)

et la proposition 3.3 du présent chapitre montre que

Spec (M (A)) c Spec (Tôt (A)).

On obtient donc l'égalité cherchée, grâce à la proposition 2.5, sachant
que Spec (M (A)) est stable par généralisation (prop. 2.5).

Pour montrer que M (A) == Tôt (A), il suffit donc de montrer que
Ass(A) == Spec (Tôt (A)).

COROLLAIRE 4.2. — Si Ass(A) est fini (en particulier si A est noethérien
ou intègre), on a M (A) ==Tot(A).

En effet, un idéal premier de Tôt (A) est contenu dans la réunion
des idéaux premiers de Ass(A), et est donc contenu dans l'un d'eux.

PROPOSITION 4.3. — «Si A est réduit et Ass(A) dénombrable et compact
pour la topologie induite par celle de Spec (A), on a Ass(A) = Spec (Tôt (A)),
et donc Tot(A) ===M(A). Cet anneau est absolument plat.

Seule la première assertion nécessite une démonstration, car il est
bien connu qu'un anneau réduit, tel que tout idéal premier soit maximal,
est absolument plat.

Rappelons que, quand A est réduit, Ass(A) est toujours séparé
(chap. II, lemme 2.8).

Nous pouvons supposer A==Tot(A), car Ass(Tot(A))^Ass(A)
Appelons pi, ?2, . . . les idéaux premiers minimaux de A, qui ne sont
autres que les éléments de Ass(A). Grâce au corollaire 4.2, nous pouvons
les supposer en nombre infini, car, sinon, la proposition est déjà démontrée.

Soit, ab absurdo, m un idéal premier de A, non minimal. Comme
A = Tôt (A), tout élément de m divise o et appartient donc à un idéal
premier de Ass(A). Posons 77i= i. Comme met: pi, il existe un élément Xi
de m qui n'est pas dans pi.
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Montrons, par récurrence, qu'il existe des suites (x^) et (n,) telles que
(a) ni = inf { n ; .Ti + . . . + ̂ _i e ?„ ; < oo, et n,> n<_i ;

(b) ^eann(:ri+.. .+^_^)nmn /^\P/;
,. /'<".(c) ^.+...+^p^.

On a bien n,<co, car .r, + . . . + ^_,em et est donc contenu dans
au moins un idéal premier minimal. Si n est un entier inférieur ou égal
à n/_i , il existe unj tel que n/ ̂  n < ny+i, c'est-à-dire que x, +... + Xj ^ p/,.
Comme rfy+j, . . . . ^_, appartiennent à ?/„ on en déduit Xi +...+ .r/_i^p/,,
autrement dit 77/>n/_ i .

Comme p/^ est premier et ne contient aucun des termes de l'inter-
section intervenant dans (6), il ne contient pas cette intersection; il
existe donc un rr^p^, qui vérifie (6). Comme Xy +. . . + rc/_iep/^,
l'assertion (c) est également vérifiée.

Montrons que si i <j, on a rr^=o. Supposons ceci vrai pour tout
j<k, et montrons que, si i< k, on a ^^==0. En efîet, on a
Xk(x^ + • • • + ^/,-i) = o, et donc, en développant,

0 = XiX/,(x,+ . . . + ̂ -_i) = XkXf.

On en déduit immédiatement ^.r/,===o pour f < k, car A est réduit.
On a donc construit une suite d'éléments de m telle que XiXj=o

pour i ̂ -j et qu'aucun idéal premier minimal ne contienne tous les Xi.
Soit D(Xi) l'ensemble des éléments de Ass(A) qui ne contiennent pas x^
Les D(Xi) forment un recouvrement ouvert de Ass(A) dont on peut
extraire un recouvrement fini. Ainsi Ass(A)cJD(;ri)u .. . uû(:r/,).
Mais ceci est absurde. En effet, Xk+\ ̂  p//^ ; puisque, pour i ̂  k, on a
Xi.x/^=o, on en déduit ^ep/^ et donc p//^^D(:ri)u . . . UÛ(:K/).

REMARQUES.
1° Ce résultat répond partiellement à une question de BKOUCHE

([45], p. 10); QUENTEL [56] a montré qu'on ne pouvait supprimer l'hypo-
thèse de dénombrabilité.

2° L'hypothèse de quasi-compacité est nécessaire, car Spec(Tot(A))
est quasi-compact. L'hypothèse de réduction, ou au moins celle de
séparation de Ass(A), est aussi indispensable comme le montre l'exemple
suivant qui nous a été aimablement communiqué par I. KAPLANSKI.

Soit Ao un anneau local factoriel de dimension 2, par exemple k[[X, Y]].
Soit M le Au-module somme directe des A()/?A(», p parcourant tous les
éléments irréductibles de Ao.

Prenons A==Ao©M, avec le produit

(a,m)(^n)==(ap,an+pm).
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Comme M est un nilidéal de A, on a Spec(A) = Spec(Ao), ce qui montre
que Spec(A) est noethérien. On voit très facilement que Ass(A), qui
est quasi-compact d'après ce qui précède, ne contient pas l'idéal
maximal de A, bien que l'on ait A==Tot(A).

COROLLAIRE 4.4. — Si A est réduit et cohérent, et si l'ensemble de ses
idéaux premiers minimaux est dénombrable, les conclusions de la propo-
sition 4.3 sont vraies.

En effet, Ass(A) est compact (OLIVIER [45], prop. 7, (4o)=>(io)).
Terminons ce paragraphe en donnant des conditions pour que tout

épimorphisme plat soit une localisation.
PROPOSITION 4.5. — Si A est un anneau de Krull dont le groupe des

classes de diviseurs C(A) est de torsion, tout épimorphisme plat f: A-^B
identifie B à un anneau de fractions 5'-' A.

Éliminons le cas trivial B == o. Par la proposition 3.3 du chapitre II,
f est injectif, et par le corollaire 4.2, M (A) est le corps des fractions K
de A. Donc B s'identifie à un sous-anneau de K plat sur A.

Soit S l'ensemble des éléments sçA tels que i/se5. Il s'agit de
montrer que B = S-^ A.

Soit xçB; on a div(;r)==û—D\ avec D et D' diviseurs positifs
étrangers. L'hypothèse sur C(A) montre qu'il existe un entier n tel
que nD et nD' soient principaux, et donc que xfl= pfq, avec p et q dans A
et étrangers, i. e. Apr^Aq== Apq.

On a qx'^p.i. D'après le lemme 1.1 du chapitre I ou BOURBAKI
([11], chap. I, § 2, n° 11, corollaire 1 de la proposition 1.3), il existe
des Ci dans B, des ^ et des ^ dans A tels que

xfl=^^^ie^, 1==^,^^ et q^i—p^=o pour tout i.
i i

Comme ApnAq=Apq, pour tout i, on a ^-/^eA. Donc

^(^>^' et ^5.
;

On obtient finalement n^eS-'A. Comme S~} A est intégralement
clos, on a xçS-^A, et B = S ~ ' A .

Il y a une réciproque partielle.
PROPOSITION 4.6. — Soit A un anneau de Dedekind; pour que les épi-

morphismes plats de source A s'identifient aux anneaux de fractions de A,
il faut et il suffit que le groupe des classes soit de torsion.

Soit m un idéal maximal dont l'image soit sans torsion dans le groupe
des classes. Prenons B=A[m-1]. Comme B est plat, A->B est un
épimorphisme plat [corollaire 3.2 (ii)].
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Mais si sçA est inversible dans B, il l'est aussi dans A; en effet, si
i/seB, il existe un entier n tel que i/senr"". Donc mncAs et As est
une puissance de m. Ceci n'est possible que si n = o, Le. ifsçA.

5. Ouverts affines dans les spectres des anneaux intègres
noethériens.

5.1. — Dans tout ce qui suit, A est un anneau intègre noethérien de
corps des fractions JC. Pour tout idéal a de A, on note D(û) l'ouvert
SpecA-Y(a),

a~'=(A : a) et a-"=(a^)-'.

On a immédiatement :

5.1.1. Si û(a)=û(b), û(a)=û(ab).

5.1.2. D(a)={jD(f).
./'ea

5.1.3. cr"1 est un A-module de type fini.
5.1.4. Si cob, cr-'cb-'.
5.1.5. a-'b-'c^ab)-1.

5.1.6. ^ Ja - / ^=A(a) est un anneau contenant A.
n^O

5.1.7. Si a ç. û (a ̂  o), a-1 --= { &/a, bçA, bûcAa}.
5.1.8. Si ^ea, A(a)cA/.

(C'est un corollaire de 5.1.7.) On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 5.2. — A (a) est Vanneau I^Z^a)) des sections sur D(û).

On sait que T(D(a)) == F\ Ay. Donc A(a)cr(D(û)) par 5.1.8.
/ea

Réciproquement, si :rer(D(a)), on a rceA/ pour tout / '€û, i. e. il
existe n tel que f'TçA. Comme a est de type fini, il existe donc un
entier n tel que c^rreA, i. e. xç.a-71.

PROPOSITION 5.3.
(i) Si D(û) est affine, A (a) est plat sur A;

(il) Les assertions suivantes sont équivalentes, si A (a) est plat sur A :
(a) D(û) est affine;
(b) I I existe un idéal divisoriel b tel que D(û) =û(b);
(c)D(a)==D((A:(A:û) ) ) ;
(d) La racine de a est divisorielle.
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L'assertion (i) est triviale, ainsi que les implications (c) ==> (b) et (d) => (6).
Si (a) <==> (b) <=> (c), on a (a) => (d) :
Si D(a) est affine, il en est de même de £)(rac(û)). Donc, si

6 == rac(a), û(b) = D((A : (A : b))). Comme (A : (A : b)) 3 b, on en
déduit donc

(A : (A : b))-b.

Il reste donc à montrer (a) ==> (c) et (&) => (a). Cela va résulter de la
proposition suivante :

PROPOSITION 5.4. — Si A (a) est plat, Spec (A (a)) =D ((A : (A : a))).
Posons b = (A : (A : a)), et soient n € Spec (A (a)) et m == A n n.

Comme A^==(A(a))^ [car A -> A (û) est un épimorphisme plat],
A ̂ 3 A (a), et, pour tout a: ça"1, il existe sçA—m tel que sxçA.
Comme a~1 est de type fini, il existe tç.A—m tel que /a- 'cA, i. e.
Zeb. Donc m^b et Spec(A(a))cJD(b).

Réciproquement, si rrteD(b), soit a e b — m . D'après 5.1.7 et 5.1.4,
on a A(û)cA(b)cA[i/û]. Comme a ̂  m, A^DA[i/a]3A(û) . On voit donc
que mA^nA(a) est un idéal premier de A (a) au-dessus de m, et
Spec(A(û))=û(b).

Terminons la démonstration de la proposition 5.3 :
(d)==>(c) : Si D(a) est affine, Spec (A (a)) =D(û); donc

D(a)==D((A : (A : a)));

(b)==>(a) : Si b est divisoriel, D(b) = Spec (A (b)) par la propo-
sition 5.4. Donc D (b) est affine par la proposition 2.5 puisque A(b) ===A (a)
est plat.

COROLLAIRE 5.5. — Si A (a) est plat et a divisoriel, la racine de a est
divisorielle.

COROLLAIRE 5.6. — Les D(f) sont affines (!).
COROLLAIRE 5.7. — Si a est un idéal inversible, D(û) est affine.
COROLLAIRE 5.8. — Tout ouvert d'un anneau de Dedekind est affine.
COROLLAIRE 5.9. — Si un anneau intégralement clos a un groupe de

classes de torsion, tout ouvert affine est un D(f) (cf. prop. 4.5).
Car si a est divisoriel, il existe n tel que a" soit principal.
Les hypothèses faites dans ce paragraphe sont très restrictives; nous

avons supposé A intègre et noethérien. Il est probable que l'on puisse
obtenir des résultats presqu'aussi précis en considérant un ouvert U
d'un schéma affine Spec (A) et en supposant, soit U quasi-compact,
soit A réduit. Des hypothèses plus fortes sont peut-être nécessaires.
Voici, sans démonstration, deux résultats dans cette voie, comparables
aux propositions 5.2 et 5.4.
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PROPOSITION 5.10. — Soit U un ouvert d'un schéma affine Spec(A),
tel que tout idéal a de A vérifiant JD(û) = U ait un annulateur nul. Suppo-
sons, de plus, que Uune des conditions suivantes soit vérifiée :

(a) U est quasi-compact;
(b) A est réduit.

AlorsTÇU)^ lim Hom(û, A).
—^-

D(a)=U

COROLLAIRE 5.11. — Si û est un idéal de type fini et sans annulateur
d'un anneau A, alors r((7)~lim Hon^a'2, A) en posant U==D(û).

"€N

Ce n'est qu'un énoncé plus simple de la proposition 5.10(6).
PROPOSITION 5.12 (FERRAND). — Soit U un ouvert d'un schéma affine

noethérien Spec(A). Si T(U) est un A-module plat, alors Spec(T(?7))
s'identifie à un ouvert affine de Spec(A) contenant U.

CHAPITRE V. — Deux méchants épimorphismes.

Le but de ce chapitre est de donner, comme l'indique le titre, deux
contre-exemples : FERRAND a démontré [18] que, si f:A->B est un
épimorphisme, avec A noethérien, alors f est composé d'un morphisme
entier et d'un épimorphisme plat. Nous allons voir que c'est faux si A
n'est pas noethérien, même si A et B sont locaux intègres intégralement
clos de même corps des fractions et si f est local. De même, si f: C->D
est un épimorphisme local d'anneaux locaux de dimension o (à la Krull),
et si C est noethérien, ou même si le radical de C est niipotent, f est
surjectif. Mais cela n'est pas vrai en général.

Le point commun entre ces deux exemples est, outre leur construc-
tion voisine, que ce ne sont pas des limites inductives d'épimorphismes
de type fini, contrairement à tous les épimorphismes déjà rencontrés.

1. Définitions et notations.
Soient :

k un corps;
X; et Y; (i e N) des indéterminées ;
S (resp. Sn) le localisé, en l'idéal maximal engendré par les Xi et

les Y;, de l'anneau k[Xi, Y^(^N) (resp. k[Xo, . . . , X , , ; Yo, ..., Y/,]);
^ (resp. ^n) l'idéal de S (resp. Sn) engendré par les Y^—X,+i Y^

pour f e N (resp. i = o, . . . , n - — i ) ;
B==Slg, et Bn==Snl3n;

Xi et yi (resp. x^n et yi,n) : les images de X; et Y, dans B (resp. Bn);
m (resp. mn) l'idéal maximal de B (resp. Bn);
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A (resp. An) le localisé de A:^,^]^) (res^). A[^,,, ̂ y,,]^,.^)
en l'idéal premier mr\k[x,, x,y^ç^ (resp. m.n/c[^, x^y^]a=o,...,n));

p(i), ieN, une suite d'entiers tels que p(i)> s2-1;
S (resp. ^/,) l'idéal de B (resp. B^) engendré par les xew (resp. rrf^);
D=B^,Dn=Bn^n;

C=A/(AncT), C.-A,/(A,n^);
rr; (resp. z/;., x^n, i/;- ^) les images des x, (resp. y,, .r^, y,^) dans D

(resp. û/,).

Nous allons voir que les injections A-^B et C-^D sont les exemples
annoncés au début.

2. Premiers résultats.

LEMME 2.1. — Les injections A ->B et C->D sont des épimorphismes.
En effet (cf. MAZET [38] et ROBY [50]),

i ® ̂ -i = i ® ̂ y;2 = ̂ 0 ̂  = ̂ 0 ̂ ^ = x,yf 0 i = y,_, (g) i

démontre que A->B est un épimorphisme. Le même raisonnement
vaut pour C—^û.

LEMME 2.2. — On a des isomorphismes canoniques
A ̂  limA/,, B ̂  \imBn, C ~ lim Cn, D ~ limû/,.

—> —-> —> —>

Cela est immédiat.

LEMME 2.3. — L'homomorphisme canonique dans Bn du localisé de
k[Xo, . . . , X/,, Y/,] en V idéal premier (Xo, ..., X/,, Yn') est un 150-
morphisme.

La flèche, définie par
77 1—^ V V2 -y.^i—i—i -\7-in—l
yi^i^ ^Y/+1^Y/4-2 • . . ^n ^ n 9

est un morphisme de B/, dans le localisé considéré de A:[Xo, .. ., X,,, V/,],
car

X V-> 'Vî"—'—1 "V2"—' __ V /V V'->"—'—2-l7-)n—'—1\9
i+i,/i^i+-î,n ' ' • ^/t,/t ^ ' n . i i —^i+l,n{^i^,}i ' . . ^Y/^ n ^ n , / i ) ' '

Cette flèche est évidemment réciproque du morphisme considéré dans
l'énoncé du lemme.

COROLLAIRE 2.4. — Les anneaux A, An, B, Bn sont intègres. Les flèches
An->An+i et Bn->Bn^i sont injectiues. Les anneaux Bn et B sont inté-
gralement clos. Si les anneaux An sont intégralement clos, il en est de même
de A. Les anneaux A et B ont même corps des fractions..

La première assertion résulte de la seconde. La seconde est vraie car,
Xo,..., X,,, X/, Y/^ sont algébriquement indépendants dans Â:[Xo,..., X/,, Yn].
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La suite en résulte immédiatement par passage à la limite inductive.
La dernière assertion résulte de l'égalité ^= Xny/ilXn.

LEMME 2.5. — Si A ->B n'est pas surjectif, B n'est pas un A-module
plat.

C'est le résultat du corollaire 1.3(ii) du chapitre IV.
LEMME 2.6. — Si C -> D n'est pas surjectif, il en est de même de A-^B.
Cela résulte du diagramme commutatif :

A—>B

y ^
C——>D

3. Les résultats principaux.
PROPOSITION 3.1. — Les anneaux A et B sont locaux intègres, intégra-

lement clos, de même corps des fractions. Le morphisme A->B est un
épimorphisme local, injectif, non surjectif. Il n'existe pas de diagramme
commutatif d'anneaux

A————>B
\ /
\E^

tel que A -> E soit entier et E-> B plat.
PROPOSITION 3.2. — Le morphisme C->D est un épimorphisme non

surjectif d'anneaux locaux de dimension o.
S'il existait un diagramme commutatif

A————>B
\ /
\E/

avec A -> E entier et E —^ B plat, alors B serait plat sur l'image F de E
dans B [chap. IV, coroll. 3.2 (i)], et -F serait entier sur A. Si l'on montre
que A est intégralement fermé dans B, alors on aura A == F, et donc
A ==B (par le lemme 2.5).

Il reste à montrer les deux lemmes suivants :
LEMME 3.3. — Pour tout n, on a y'n^n^Cn-
LEMME 3.4. — An est intégralement clos.
Le lemme 3.4 est une conséquence du lemme suivant :
LEMME 3.5.

A'n^ ^[^If ^-/if X'X'^1-^7+2 • • • -^^ 1 "̂ F 9 Xi ^/J(;r=l, ..., n—î)

est intégralement fermé dans B^==À:[Xi, ...,Xn, Yn}.
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En effet, le lemme 3.5 implique que A',, est intégralement clos. Il en
est donc de même de son localisé An.

Pour démontrer les lemmes 3.3 et 3.5, explicitons des bases de A',,,
B'n, Cn et Dn sur k :

Base de B'n : les monômes en les X; et en Y/,;
Base de Dn : les monômes en les x\.^ et en y',, ̂  de degré en x, ̂

strictement inférieur à p(i);
Bases de A'n et Cn : les éléments des bases ci-dessus qui sont

dans A'n et Cn.

LEMME 3.6. — Pour qu'un monôme de la base considérée de B,, (resp. Dn)
soit dans A'n (resp. Cn), il faut et il suffît que, si q, et r désignent ses degrés
en Xi et ~Yn (resp. x'^n et y^n), on ait les inégalités

'i ?t
(3.6.1) r—V^^o et r—2 g;—Vç/^o pour i^j^n

i=o /+!

resp.

(3.6.2)

r—^^^o, r—2^-—Vg^o pour i^Jf=n,

et ^<p(0 pour tout i .

Comme y'^n=x'\,n^'Ï\n ' ' - ^"/T'y/?"/^ il est immédiat que le lemme 3.6
implique le lemme 3.3.

Démontrons 3.6. Les monômes X;, X^X^.iX^ . . . X^'~'~1 Y^~1

et XnYn vérifient les inégalités (3.6.1). Il en est de même de produits
de tels monômes, ce qui montre la nécessité des inégalités (3.6. i).

Réciproquement, si P = X^° . . . X^1 Y'n vérifie (3.6. i), nous allons
montrer que PeA^. Si qn^r,

P — X'^ X^-^X V V ^ A'J. •— -^v.0 . . . -^'n \•À-^n •]L n} t: -^1^.

Si qn < r, on a
P = x^... xx"_r(x, YnV^-^Xn Y;97-^,

et donc P= (X/,Y/,)2^-7. P\ où P ' est l'image dans B'n du monôme

P ' = X^o . . . Xfc1 Y;;-, de B^ (avec ^ = r — qn).

On voit immédiatement que P ' vérifie (3.6.1), et que si P'çA^,
PeA^. On peut donc effectuer une récurrence descendante sur n, ce
qui termine la démonstration, le cas n == o étant évident.
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L'autre partie du lemme 3.6 se démontre de la même manière, en
remplaçant X, par x\^ et Yn par y^.

Il reste à démontrer le lemme 3.4. Pour cela, introduisons la « mesure
en i » d'un élément a de B',, [notée ^(a)} : si a est un monôme
Xy, 0 . . . X1;^ Y'^, on pose

/ / / - \ \
^(a)=sup( ï , r ( 2<7<+y^ ) ) pour i^i^n

et

^.o(a)==sup( i,r ( V^.

^ Si a est un polynôme, ^(a) est la borne supérieure des ^ de ses termes.
Évidemment, aç.A',, équivaut à ^(a)==i pour tout i. Le lemme 3.5
résulte du lemme ci-après :

LEMME 3.7. — Si f est un polynôme unitaire de A;JX], et a un élément
de B^, on a

^(^-^(/•(a)).

C'est une conséquence du lemme suivant :

LEMME 3.8.
(i) Si ^i(à)=^(b), on a ^(d) =^(ab)\

(ii) Si ^i(a)>^i(b), on a ^i(d)> ̂ (ab)^^(b).
C'est le résultat d'arithmétique bien connu :

c- P P ' P P + P 'Si ' == ' , ? on a l = l——t-J ;q q' q q + q1 5

<-• P P ' P P + Pr P 'Si t > - y î on a t > '—'T > ' y -^ ^ ? ^+^ ^

APPENDICE.

Écriture d'un module comme limite inductive de modules
de présentation finie.

Soient M un A-module à gauche et (x^ç^i un système de générateurs
de M. Avec un A-module libre L de base (X,)^j on peut construire la
suite exacte

o—^R^>L^>M—^o,



126 D. LAZARD.

rhomomorphisme p étant défini par p(X,)=rr/. Si J est une partie
de J, désignons par Lj le sous-module de L engendré par les X; pour
i€<7. Soit E l'ensemble des couples (J, S), où J est une partie finie
de 1 et S un sous-module de type fini de Ljf^S. Munissons E de l'ordre
déduit de l'inclusion : on aura (J, S) ̂  ( J ' , S ' ) si et seulement si J c J ' ,
et ScS\ L'ensemble ordonné E est filtrant, car si (Ji, 5'i) et (J^, 5':;)
sont deux éléments de E, ( J i U J z , Si-}- S^) majore (Ji, Si) et (J-, 5'2)
et appartient à £'. En effet, il est immédiat que Si + S-^ c R et que

*S'i + 5'2 c -L/i + Lj^ = Lj^ \j j^

Considérons, pour tout élément e == (J, S) de E, le module Me == L / I S .
Comme Sc-R, l'injection canonique de L, dans L définit par passage
au quotient un homomorphisme Qe'-Me-^M. De même, si e' = (J\ S ' )
est un deuxième élément de E, supérieur à e, l'injection canonique de L./
dansL// définit un homomorphisme ^ e ' , e '' Me—^Me'. Il est immédiat que

^e\e'°^e',e=^e\e e t q U C 0^o^^==9^ si C ̂ C'^C\

Ceci montre que les Me et les 9,̂  e forment un système inductif de
limite inductive N et que les 9^ forment un système inductif d'homo-
morphismes de limite inductive 6 : N -^ M.

Si e = ( { i } , (o)), on a rr;elm(0e). Ceci montre que 6 est surjectif.
Soit y un élément de N tel que 0 (y) = o. Il existe un e == (J, 5) e £',

tel que y soit l'image d'un élément ye de Afe. On a donc 0^(y^)=o.
Désignons par Xe,i l'image canonique de X; dans Me (pour feJ).

On peut donc écrire y e^^, ^1X0,1, Comme 6<-0/e)==o, on a
iç.J

z==VLX;eJ?. Posons e'== (J, 5' + Az). Ce qui précède montre que
i ç j

^ e ' , e ( y e ) = o, et donc que y == o, c'est-à-dire que 6 est une injection.
On a donc montré que M était limite inductive des modules de présen-

tation finie Me.
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