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Les ensembles boréliens et les extensions des groupes;

Par Geonce W. MACKEY.

1. Intnopvcrion. — Soit K un groupe commulatif et soit Q un
groupe arbitraire. Soil &, y — o, un homomorphisme de Q dans le
groupe A(K) de tous les automorphismes de K. Soil 7 une appli-
cation de Q >< Q dans K de telle sorte que 7(e, ¢) = c. (Nous nolons
par e 'élément neutre de tous les groupes que nous considérons. )
Nous définissons une « multiplication » dans K >< Q en posant

(1) (Eiy 1) 8 (G ) = (G2, (52) 0 (000 20Dy 2102

ou £, et 5, sont en K et y, el y, sonl en Q. Les faits suivants sont bien
connus el se vérifient facilement :

(a) Pour que K >< Q soil un groupe pour la multiplication «il faut
et il suffit que v satisfasse & I'identilé suivante :

(2) 0 (s Y00y 33 =&, (0 (s a0, ¥ada)-

(b) SiTidentité (2) se trouve salisfaile de maniére que K >< Q soil
un groupe pour la multiplication - (nous nolerons cc groupe par knQ),
alors P’application (&, y) -~ y estun homomorphisme de K >< Q sur
el I"application E— (& e)estun isomorphisme de K sur le noyau de
cel homomorphisme. Ainsi le groupe K0 Q est une «extension » de K
par Q.

(e) Soil G un groupe arbitraire pour lequel il existe un homomor-
phisme /r de G sur Q el un isomorphisme y de K surle noyau de /.
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Alors il existe : (i) un homomorphisme « de Q dans A(K); (ii) une
application 7 de () > Q dans K pour laquelle (e, ¢) = ¢ et qui salis-
fait & I'identité (2) par rapport i « et (iii) un isomorphisme § de K% Q)
sur G el que B((%, ¢))=7v(E) pour chaque élément £ dans K et
h(B((E, ¥))) =y pour chaque ¢lément (&, y) dans K Q. L’homo-
morphisme = est délerminé univoquement par la donnée de G, £, et ¥
et application 7 est déterminée univoquement par la donnée de (s, A,
el v & une multiplication prés par une application de la forme 7 oi
pour chaque application 0 de Q dans K telle que (e)=¢ nous
posons

{4) e Fe b =002 (0 ) (D)) 1

Souvent onappelle des applications qui satisfonta (=) des systémes de
facteurs. Nous réservons celte application pour ceux quiont aussi la
propricte (e, e) =c.

Celle analyse des exlensions possibles de K par (), ulilisant des
systémes de facteurs, rencontre une difficulté séricuse quand on tente
de Pappliquer aux groupes tlopelogiques. 1’our conslruire 7 en
démontrant (e) on choisit une application @ de () dauns G telle que
hib(y)) =y pour tout y dans () et 'on pose

i Feg yadb =W by iy ) 0

Mais, pour ¢ue la définition du groupe K} donnée en (h) puisse
conduire i un groupe wpologique, il fiul que 1 soil soumise 4 des
restrictions Lopologiques, Cela signilie qu'il ne suffit pas de faire seu-
lement intervenir Paxiome du choix en construisant Papplication @,
On doit trouver une méthode pour démontrer existence d'un choix
possédant des propriétés topologiques convenables (la continuité par
exemple). Mais, en effet, [fochsehild [ 1] a montré qu'il est possible
qu'il n’existe pas une (0 continue méme si K et () sont des groupes de
Lic connexes. Naturellement il est ¢évident qu'on peut choiste @
comme application continue chaque fois que () est discret. De plus
Hochschild [ 1] a monteé que si K et () sonl des groupes de Lie
connexes etsi de plus () est simplement connexc on peut alors choisir @
comnne application analytique. En dehors de ces cas jusqu’a mainte-
nant cette difficulié a empéché Nutilisation des ensembles facleurs
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dans I'analyse des extensions des groupes topologiques par des groupes
topologiques ().

C’est 'objet de cette Note de monirer comment on peut surmonter
celte difficulté pour les groupes séparables localement compacts. 11
arrive qu'il soil Loujours pessible de choisir & comme application horé-
lienne et (ce qui est plus surprenant) qu’un ensemble facteur borélien
est Loujours associé¢ avec un groupe K7 Q localement compact. Ce
dernier fail est une conséquence de certains théorémes sur les
ensembles horéliens qu’on trouve dans le livre [ 3] de Khuratowshi el
de la réciproque approximative du théoréme de Ilaar démontré par

Weil dans (o).

2. Lsraces nonitaess, — Soit 8 un ensemble arbitraire. Soit BB un
ensemble des sous-cnsembles de S tel que S€B el tel que U I;el

et S—E;eE chaque fois que L&, E,, ... sont des membres de I3,
Nous appellerons I3 une structure borélienne sur S. Un ensemble S
muni d’une structure horélienne sera appelé un espace borélien. Les
ensembles € B seronl appelés des sous-cnsembles horéliens de 5.
Soil funeapplication deespace borélien S, dans Pespace borélien S,.
Si /-1(I) esl un sous-ensemble horélien de S5, chaque fois que E est
un sous-ensemble borélien de 8., nous dirons que fest une applicalion
hovélienne. $'il existe unc application f de 8, sur 8, qui est hiuni-
voque ct tel que f el /! sont Loutes les denx horéliennes nous dirons
que 5, el S, sont isomorphes en Lant ¢u’espaces horéliens. 11 est
évidenl que chaque ensemble ¥ de sous-ensembles de S est continu
dans une unique structure horéliennc sur 5 qui esl plus petite que
loutes les autres. Nous 'appellerons la structure horélienne engendrée
par F. Si$S est muni d'une structure topologique, la structure horé-

('} Aprés avoir éeril ceel nous avons appris que M. L. Calabi & ssurmontdé celie
difliculié pour une classe des groupes plus grande que la classe des groupes oca-
lement compacts séparables. | Sur les extensions des groupes topologigues (A,
He. puraappl. (1), 1,32, 1951, p. 205-370.] M. Galabi fait usage du fait que
I'on peut choisir Papplication @ de telle facon qu'elle soil continue au moins i
I'élément ¢. Nous espérons qu'on trouvera (ue notre méthode, asser différente, a
encore un certain inlérél.
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lienne engendrée par les ensembles fermés sera appelée la structure
borélienne associ¢e avec la structure lopologique. Soient 5, et 3, des
espaces métriques complels et séparables. Soit E, et E, des sous-
ensembles boréliens non dénombrables avee E,CS, et E,CS,.
Soient £, et E; munis de structures boréliennes associées avec leurs
structures topologiques. Alors ¢’est une conséquence du théoréme 2
sur la page 358 de [3] que E, et E; sont des espaces boréliens iso-
morphes. [nspirés par ce fait nous dirons qu'un espace borélien est
canonique s'il est dénombrable ou s'il est isomorphe a l'intervalle fo, 1]
et, en conséquence, i l'espace borélien défini par un sous-ensemble
borélien non dénombrable quelconque de n’importe quel espace
mélrique complet séparable. Soienl S5, el 5, des espaces horéliens.
Nous munissons 3, >< S, de la structure borélienne engendrée par les
ensembles E, = E,, olt pour i =1, 2, E; est un sous-ensemble horélien
de S;. Il est évident que I'espace 3, = S, est canonique chaque fois
que 3, et S, le sont. Nous aurons besoin du lemme suivant qui est une
conséquence immédiate du théoréme ! de la page 253 de [2].

Lesne. — Sott f une application biunivoque de Iespace borélien cano-
nique S, dans Uespace borélien canonique S,. Sott E ' cnsemble devaleurs
de f. Alors L est un ensemble borélien et [~ est une application boré-
lienne.

». Groures nontuexs. — Soit G un groupe qui est aussi un espace
borglien. 5i l'applicationz, y - zy~' de G = G dans G est borélienne
nous dirons rjue G est un groupe borélien. Si G est canonique comme
espace borélien nous dirons que G est un groupe horélien canonique.
[Evidemment, chaque groupe séparable localement compact muni de
la structure borélienne associée avec sa lopologie est un groupe boré-
lien canonique.

Tutonene 1. — Soit G un groupe borélicn canonique et soit v unc
mesure définie pour tous les ensembles borélicns de G. Supposons que G
est somme dénombrable d’ensembles boréliens de mesure finie et que la
mesure . est invartante par rapport awr transformations E - Es
(ou E - sE) pour s + G. Alors 1l existe une et une seule structure topo-
logique localement compacte sur G dont la structure borélienne associée
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est donnée sur G et par rapport d lagquelle G est un groupe topologique.
Cette structure topologique est séparable.

Ce théoréme est un cas spécial d’un théoréme plus fort que nous
nous proposons de démontrer en détail dans un autre arlicle. En
conséquence, nous ne donnerons ici que des indications bréves.
D’abord, on utilise le fait que G est canonique dans certains théo-
rémes connus concernant les enscmbles boréliens pour démontrer
que la mesure p. satisfait aux hypothéses (M) et (M’) de appendice 1
de [5]. Ainsi le théoréme principal de cet appendice montre que les
ensembles L. E’, ol E et E' sont des ensembles boréliens de mesure
finie et posilive, définissent un systéme fondamental des entourages
de ¢ pour une structure topologique dans G par rapport a laquelle (3
est un sous-groupe partoul dense d’un groupelocalement compact G3'.
Puis utilisant certaines propriéiés des rapports entre la mesure .
dans G et la mesure de Haar dans ' qui sont démontrées dans
Vappendice I de [5], ainsi que le fait que G est canonique, on peut
prouver que G = G'.,

A. Les ruconkmes erincirarx, — Soit Kk et ) des groupes séparables
et localement compacts et soit K commutatif. Soit « un homomor-
phisme de Q dans le groupe A(K) des automorphismes de K. Suppo-
sons que l'application @, y + «,(x) de K > (} dans K soit continue.
Soit v un systéme de facteurs qui est borélien comme application
de Q >< Q dans K, c'est-i-dire un systéme de facteurs borélien.

Tueoneme 2. — I existe dans le groupe K0 Q une unique structure
topologique localement compacte par rapport a laquelle K-nQ est groupe
topologique telle que Uapplication identique de W > Q) dans K+,Q est une

”

application borélienne. L'application % - Z, ¢ applique X sur un sous-

_aroupe fermé de KnQ et est bicontinue. Lapplication de (KnQ)/K

sur Q définie par Uapplication £, y — y de K4} sur () est aussi bicon-
tinue. honQ est un groupe séparable.

Démonstration. — 1l est évident que K4(Q) est un espace borélien
canonique si on le munit de la structure borélienne de K~ Q. De
plus on voit facilement du fait que 7 est application borélienne que
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[K7Q est un groupe borélien. Soit @, une mesure de Haar dans K
invariante a droite ct soit %, une telle mesure dans Q. Soit z la
mesure z,°- o, restreinte aux ensembles boréliens de K. On
vérifie sans difficulté que « est invariante a4 droite par rapport aux
opérations du groupe K4(). L'existence de la structure topologique
annoncée est maintenant une conséquence immédiate du théoréme L.
Comme on le sait une représentation mesurable d’un groupe loca-
lement compact par des opérateurs unitaires est automatiquement
continne. De ce fait on conelut facilement qu'une application du
groupe localement compact G, sur le groupe localement compact G,
qui est a la fois un isomorphisme algébrique et un isomorphisme
bovélicn est aussi bicontinue. Ainsi &~ £, e est bicontinue et puisque K
est localement compact on en conclut que 'image de X dans K Q est
fermée. Lapplication &, y =y de K% Q sur Q est évidemment boré-
licnne. Donc c'est une conséquence du lemme 1.2 de [4] que appli-
cation { de (KqQ)K sur Q qu'il définit est aussi borélienne.
Puisque (K1 ()/K et QQ ont les structures boréliennes canoniques il
résulte du lemme du paragraphe £ que { soil un isomorphisme boré-

"

lien. Ainsi ¢ est biconlinue.

Tutoring 3. — Soit (i un groupe topologique localement compact et
séparable. Supposons qu'il existe un homomorphisme continu h de G
sur ) et un isomorphisme bicontinu y de N sur le noyau N de h. Alors il
existe : (1) un homomorphisme « de ) dans le groupe A(K) des anto-
morphismes bicontinus de K de telle sorte que Uapplication L,y = ay(8)
est continue; (il) une application borélienne de () =< Q dans K qui est
systéme de facteurs par rapport & « et (iii) un isomorphisme bicontinu (3
de W) sur G de telle sorte que B((3, ¢))=7v(§) pour €K et que
WB(E, )=y pourt y&Kq Q). Lhomomorphisme « est univoquement
déterminé par la donnde de G, h et y et Uapplication ) est univoquement
déterminde par la donnée de i, i et v & une muluplication prés par une
application de la forme 1, ot 0 est une application horélicnne de Q
dans W et 0 se définit par I'équation (3).

Démonstration. — Comme dans le cas discret 'automorphisme inté-
ricur défini par. € Ginduitun automorphisme de y(k) qui ne dépend
que de A(x). Pour chaque y € () nous notons par 2, I'automorphisme
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de y(K) ainsi défini par 2, ot 2 est un ¢lément quelconque de G tel
que h{x)==y. Puisque I'application ¢, # -+ xiax~* de K >< GG dans Kk
esL continue et 'application / est ouverte, on voit sans peine que Pap-
plication £, 3 -» %,(Z) est continue. Maintenant utilisant lelemme 1 .1
de (4) on choisit un ensemble borélien V dans G el que pour chaquea
dans G il existe exactement un é¢élément de 'ensemble Vazy(K).
Pour chaque y€Q nous notons par d{y) I'élément unique de V tel
que A(D(y))=y. Soit K un ensemble borélien quelconque de G.
Donc 1 (E)=d'(EnV)=/4(EnV). Puisque A restreint a V est
biunivoque et puisque KNV est borélien il résulie du lemme du para-
graphe 2 que A(EAV)=®d""(E) est aussi borélicu. Ainsi & est une
application borélienne. lividemment nous pouvens supposer que
¢ (e) = e. Posons

(e ) =P )P (rIPo:r T et B(E ) =7(E)M ).

On vérilie exactement comme dans le cas discrel que § est un isomor-
phisme algébrigque de K7, Q) sur G. De plusil est évidenl que {§ est une
application borélienne. Done, on en conclut, que d’aprésle lemme du
paragraphe £, { cst un isomorphisme borélien. Ainsi par des raison-
uements donnés plus haut on voil que  est binnivoque. Les autres
énoncés du théoréme sont vériliés exactement comme dans le cas
discret.

B. — L& GROUPE DES EXTENSIONS DES 6noupks. — Ktant donné QQ, Keta
il est évident que les systemes de facteurs boréliens par rapport & =
constituent un groupe par rapport a la multiplication et que ceux de
la forme vy définissent un sous-groupe. Par les théorémes 2 et 3 les
éléments du groupe quotient sont mis en correspondance biunivoque
avec les extensions « essentiellement distinctes » de K par Q. On est
conduil it se poscer les questions suivantes : Quelle est la structure de
ce groupe ? Esl-il possible de le munir d’une structure boréhenne
d’une facon naturelle telle qu'il devienne un groupe borélien ? Si c'est
possible est-ce que celie slructure est canonique et dans Paflirmative
est-cc que la structure esl associce avee une lopologie localement
compacle ? Nous n’avons encore pu étudier ces questions que d’une

Journ, de Math., tome XXXVI. — Fase. 2, 1957, 23



178 GEORGES W. MAUKEY.

maniére assez superlicielle. Nous espérons les étudier d'une facon-plus
approfondie. Pour le moment nous avons le résultal suivant :

Tutorkme 4. — S le systéme de facteurs borélien + est tel que
01(y1, Ya) =¢ pour presque chaque paire y,, y, dans Q) > ) (par rap-
port d la mesure de Haar) alors il existe O de telle sorte que 1=

Démonstration. — Soit () P'ensemble des éléments y€Q pour
lequel v(y, 5) a laméme valeur pour presque tout € (). Notons cette
valeur par 0(v).

Alors si y, € (Y ct y, € () nous avons

7][)'!,":- 3) ='ﬁ(_)'|, V'.') l1\.('ﬂ(v":|5))('ﬂ(~"n oy 3))= fi'.r_"'ls.":') '2,‘(0(]'1))(‘}(_)',‘;

pour presque tout 5. Done, vy, € () el
B ) =aiv, va) o (0 (V0))-

De la méme maniére on montre que si y&(Q) alors y'e()'.
Donc ()" cst un sous-groupe. Mais par hypothése Q — Q' a une
mesure nulle. Comme toutes les classes Q' ont ici la méme mesure,
il résulte que Q'=Q. Ainsi

A =000 )2 0O 0O

pour loul y, et y, en () el la preuve du théoréme est faite.
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