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PREFACE

Le traité de V. Maslov, Professeur a la Faculté de Physique de I'Université
de Moscou, tel que J. Lascoux, Directeur de Recherches au C.N.R.S., et
R. Sénéor, Chargé de Recherches, I’ont traduit, annoté et complété par la
traduction d’articles de V. 1. Arnold et de V. C. Bouslaev, est un document
d’un singulier intérét.

V. Maslov prolonge les développements asymptotiques au-dela de leurs
singularités; dans le cas le plus classique et le plus simple, c’est appliquer
I'optique géométrique au-dela des caustiques, c’est-a-dire des enveloppes des
rayons lumineux; V. Maslov y réussit par un procéd¢ trés général, employant
les variétés lagrangiennes et, sur celles-ci, un indice dont V. I. Arnold a donné
une- définition topologique trés claire. Cette méthode générale confirme un
résultat obtenu par J. B. Keller en 1958 : la mécanique quantique corpusculaire,
c’est-a~dire la premiére théorie des quanta, doit, pour bien approximer la
mécanique quantique ondulatoire, choisir des nombres quantiques qui sont
tantot des entiers, tantot des entiers augmentés de 1/2.

Le lecteur désireux d’employer des solutions asymptotiques trouvera dans
ce traité un grand nombre de formules explicites : V. Maslov a une grande
habitude de leur procédé de calcul. Sans doute lui est-il beaucoup trop fami-
lier pour qu’il en analyse les principes : le lecteur qui voudra apprendre et
comprendre ce procédé s’apercevra qu’il doit fournir un gros effort, malgré
toute 'aide que lui apportent les traducteurs. S’il est mathématicien, il lira
beaucoup plus entre les lignes que sur les lignes. I1 commencera par se deman-
der s’il ne s’agit pas de la théorie des « Fourier integral operators » de
L. Hérmander, et il constatera rapidement qu’il s’agit d’autre chose. Alors, 1l
découvrira aisément entre ces lignes ce que j’y ai trouvé et que j’expose ailleurs.
Puis, sans doute, fera-t-il mieux : expliciter et appliquer a des problémes d’une
certaine généralité les « équations opérationnelles » et ces développements
asymptotiques oi V. Maslov substitue a la variable tendant vers + o un
opérateur a spectre réel, positif, non borné.

Chacun lira ce traité a sa fagon; mais chaque lecteur sera profondément
reconnaissant a J. Lascoux et R. Sénéor d’avoir mis a son service une trés
exceptionnelle compétence de physicien, de mathématicien et de linguiste.

J. LERAY
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AVANT-PROPOS

Ce livre est basé sur un cours spécialisé enseigné par 'auteur depuis plu-
sieurs années a la Faculté de Physique de I'Université de Moscou, et se rappor-
tant 4 ses travaux dans le domaine de la théorie des perturbations, de
Iasymptotique quasi-classique et de 'asymptotique des courtes longueurs
d’onde et également des ondes de choc. Les legons de ce cours forment la
premiére partie du livre et certains chapitres de la seconde.

Le livre est écrit pour les étudiants des cours terminaux du département de
mathématique de la Faculté de Physique de I'Université de Moscou et aussi
pour les étudiants et candidats de la Faculté de Mécanique. Il est aussi acces-
sible aux étudiants spécialisés en physique théorique.

Dans 'idée de 'auteur, ce livre doit remplir dans une certaine mesure un
maillon insuffisant de la chaine qui relie les équations classiques de la physique
mathématique et les équations de la mécanique quantique. C’est pourquoi
dans ce livre les équations de la mécanique quantique et de 'optique sont trai-
tées comme des cas particuliers d’équations générales a coefficients opéra-
toriels dans des espaces fonctionnels. Une telle généralisation se révéle utile
aussi dans les applications physiques concrétes, dans la mesure ou elle établit
un lien entre des formules asymptotiques se rapportant & des domaines dif-
férents de la physique. Les formules nouvelles et assez simples obtenues dans
ce travail peuvent s’utiliser directement dans la théorie de la diffraction et
de la réfraction de loptique électronique [24] (en particulier parce que les pro-
blémes correspondants de la mécanique classique sont bien élaborés [75])
etaussi en acoustique (cf. [9] [ 14]), dans la théorie des ondes de choc ([82] [83])
et dans la théorie quantique des molécules (¥*).

Remarquons que, bien que toutes les formules présentées dans ce livre,
soient déja asymptotiques, comme le montrent les calculs numériques sur

(*) 1l n’y a pas dans le livre de discussion de ces problémes, parce que le théme fondamental
de ce travail a peu de points communs avec eux. Cf. les livres d’Herring, Friedlander, Glaser.
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machine de problémes concrets, pour les valeurs du paramétre de l'ordre
d’un tiers, les deux premiers termes de 'asymptotique donnent une trés bonne
approximation (cf. par exemple [15], p. 300).

Tous les résultats (sauf ceux du § 6, ch. 2, Partie 1-3°, § 2, ch. 3, et § 4,
§ 5, ch. 5, Partie II) présentés dans le livre dont dus & lauteur. Une grande
partie d’entr’eux est publiée ici pour la premiére fois.

Dans le §1, ch. 2, Partie I, écrit par C. V. Fomin, les théorémes connus de la
théorie des opérateurs linéaires sont exposés. Au début du ch. 4, Partie I; ch. 5,
Partie I; et § 2, ch. 8, Partie II, on rappelle aussi des théorémes qui seront
utilisés par la suite. Le § 5, ch. 5, Partie II, a été écrit par V. Doubnov.

On considére d’abord dans la premiére partie la perturbation d’opérateurs
auto-adjoints a spectre discret, et ensuite la théorie de la perturbation des
équations opératorielles : c’est le moyen utilisé pour préciser les estimations
des formules asymptotiques et établir la convergence dans tel ou tel espace
fonctionnel.

L’application des théorémes abstraits est illustrée par des exemples sur
les équations aux dérivées partielles.

Dans la seconde partie, on étudie le comportement asymptotique des solu-
tions des équations aux dérivées partielles avec des données initiales oscillantes
ou discontinues. On étudie aussi asymptotique des valeurs propres des opé-
rateurs différentiels auto-adjoints. La position du probléme et la formulation
des principaux théorémes sont donnés dans les chapitres 1-4. Les démons-
trations sont renvoyées aux chapitres suivants 5-8. Au point de vue méthodo-
logiques, les propositions topologiques sont démontrées au chapitre 7 dans
une formulation suffisante pour les applications, mais plus faible que celle
des énoncés donnés au chapitre 2.

Dans l'appendice, des exemples de formules asymptotiques de type expo-
nentiel sont donnés a titre d’illustrations. Mais ces résultats ne sont pas
démontrés ici. Nous y reviendrong plus en détail dans une publication ulté-
rieure. De méme, la question du second terme de 'asymptotique des valeurs
propres des solutions, traitée pour le cas a une dimension dans le chapitre 9,
y sera étudiée en toute généralité.

En conclusion, jexprime ma profonde gratitude a N. N. Bogolioubov
pour de précieuses remarques sur 'axiomatique de la mécanique quantique,
A.N. Tychonov pour des consultations sur les problémes incorrectement
posés, C. V. Fomin pour la rédaction du troisiéme chapitre sur la théorie des
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perturbations. Je suis reconnaissant & D. Anosov, V. Arnold et C. Novikov
pour de nombreuses discussions topologiques et leur aide amicale; a
P. A. Bérezin, A. Vinogradov et J. Sinai qui ont lu différentes parties du livre
et m’ont fait une série de précieuses remarques de caractére rédactionnel.

Les aspirants de la Faculté de Physique I. Gordeev et V. Doubnov m’ont
apporté une aide soutenue pour la préparation du manuscrit. Je leur exprime
ma reconnaissance de tout cceur.
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THEORIE DES PERTURBATIONS

V. P. MasLov. — Théorie des perturbations.



INTRODUCTION

Le probléeme qui sert de point de départ & I'étude du vaste ensemble de
questions, que ’on regroupe généralement sous le nom de « théorie des per-
turbations », est le suivant : soit 4 une matrice dont nous connaissons les
valeurs propres et les vecteurs propres. 1l faut trouver les valeurs propres et
les vecteurs propres de la matrice

A(e) = A + ¢B,

B étant une matrice donnée et ¢ un nombre suffisamment petit. La solution
de ce probléme est bien connue. Elle consiste a écrire les valeurs propres A,(g)
de la matrice A(e) en séries de puissance de ¢

M) =4, +eCp + 2Cy + ..

ou les A, sont les valeurs propres de la matrice « non perturbée » 4 = A(0)
et ou les C,,,C,,,.. sont des coefficients, indépendants de ¢, qui peuvent
étre calculés par des formules faciles & €tablir. On a une représentation analogue
des vecteurs propres y,(¢) de la matrice A(g). Dans certains problémes
concernant aussi la théorie des perturbations, il est utile de chercher une repré-
sentation en série de puissance de & pour telle ou telle fonction de A(g), comme
par exemple
(A+¢eB)!
ou

eA+£B

Tous ces problémes qui ne présentent pas de grandes difficultés lorsqu’il
s’agit de matrices deviennent beaucoup plus compliqués lorsque, au lieu de
matrices, on considére des opérateurs linéaires 4 valeurs dans un espace de
Banach de dimension infinie.

Ce qui suit est évident dans le cas ou la dimension est finie. Soit
A(e) = A + eB; lorsque ¢ tend vers zéro, Ag(e), Yile), (4 + eB)~ ‘et B,
ont pour limites Ay, g, A~ (si A7! existe), e, .. Ceci signifie que les valeurs
propres, les vecteurs propres, la matrice inverse ... de la matrice non perturbée,
sont les approximations d’ordre zéro (i.e. des approximations modulo des
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termes tendant vers zéro lorsque ¢ — 0) des quantités correspondantes de la
matrice perturbée A + ¢B.

Par contre, pour des opérateurs dans un espace de dimension infinie, la
question de l'approximation d’ordre zéro, c’est-a-dire de la convergence
(pour ¢ = 0) des fonctions de 'opérateur perturbé vers les mémes fonctions
de 'opérateur non perturbé, présente de réelles difficultés, et parfois les limites
correspondantes peuvent ne pas exister. A titre d’exemple intéressant, mon-
trant combien la situation qui se présente ici est loin d’étre simple, on peut
citer le théoréme de H. Weyl, d’apres lequel, tout opérateur 4, borné et auto-
adjoint, défini dans un espace d’Hilbert (*) H, peut étre réalisé comme limite
(en norme) d’une suite d’opérateurs {4,}, bornés et auto-adjoints, dont les
spectres soient purement ponctuels.

Considérons un opérateur de la forme

Ae) = A + ¢B, ©.1)

A et B étant non bornés; du fait méme que I'opérateur perturbant B est non
borné, la notion de petite perturbation ¢B perd son sens précis : pour deux opé-
rateurs arbitraires A4 et B on ne peut pas s’attendre a ce que I'effet de la pertur-
bation ¢B soit « petit » en un sens quelconque, méme si ¢ est aussi petit que
I’on veut. Pour obtenir des résultats qui aient un contenu, il faut, d’ordinaire,
exiger que 'opérateur perturbant B soit dans un certain sens, dominé par
I'opérateur non perturbé 4. Une série de résultats importants a été obtenue
dans cette direction par F. Rellich, B. Sz-Nagy, H. Weyl, M. G. Krein,
O.A. LadyZenskaja et D. Faddeev ([65], [70], [36], [45]). Une autre possibilité
(qui est précisément celle que nous considérons dans la suite) consiste & imposer
certaines conditions sur le comportement méme de A(g) considéré comme
fonction de ¢, lorsque ¢ — 0. Dans ce cas il n’est pas nécessaire que la dépen-
dance enede A(e) soit précisément de la forme (0.1); elle pourrait avoir
aussi un tout autre caractére.

Les méthodes de la théorie des perturbations sont largement appliquées
dans différents domaines de la physique, en particulier en mécanique quan-
tique. Dans ce dernier cas, leur utilisation est basée sur le fait, que les hamilto-
niens des systémes de la mécanique quantique peuvent souvent s’écrire comme
une somme de la forme

H=H, +¢H, 0.2)

ou ¢ H, représente une petite « correction » a 'hamiltonien non perturbé H,,
dont on connait les fonctions propres et les valeurs propres. (On se trouve
dans une situation de ce type lorsqu’on considére, par exemple, un systéme
formé de particules interagissant faiblement les unes avec les autres. Dans ce

(*) Séparable (N.d.T.).
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cas H, est 'hamiltonien des particules sans interaction et ¢ H, 'hamiltonien
d’interaction).

Si on considére un opérateur de la forme 4 + ¢B, ou B est un opérateur
borné, on sait que les problémes mentionnés plus haut de la théorie des pertur-
bations ont une solution pour ¢ suffisamment petit. Cette solution est donnée
sous la forme d’une série convergente de puissance de ¢. Voici les formules
correspondantes (dites « formules de la théorie des perturbations ») :

[A+eB]" = A1 Y (= 1)k (BA™Y) 0.3)
k=0

Soient A et B deux opérateurs auto-adjoints, A, un point isolé¢, de multipli-
cité m, du spectre de l'opérateur A4, et d la distance de 4, au reste du spectre
de A.

Le projecteur Ef _,, ; .40 sur le sous-espace des fonctions propres
de A correspondant au point 4, s’exprime par la formule

1 _
Efo—d/z,zou/z = %jg(A —z)"tdz (0.4)

ou le contour d’intégration est une courbe dans le plan complexe des z passant
par les deux points réels A, — d/2et A, + d/2 (*). Alors, évidemment,

(g, A4 — 2)"tg)dz
(g7AEI).40—d/2,).g+d/zg) _ § I )9

B A
(g7E}.0—d/2,).o+d/Zg) %(g,(A — 2" lg)dz

0

pour tout g, appartenant a H, et dont la projection sur le sous-espace précédent
est différente de zéro.

Pour ¢ suffisamment petit la dimension du projecteur

EA+£B
Ao—df2, Ag+d/2

est égale am,et'ona
1 - -
Efotazgz,zow/z :%é(l‘l -2 kZ (= 1}eB(4 - 27 'J*dz (0.5
=0

le contour d’intégration étant un cercle centré en 4, et de rayon d/2.
(*) L’intégrale doit se comprendre comme limite d’une somme de type Cauchy-Riemann, la

convergence s’effectuant au sens de la norme des opérateurs (cf. Livre 2, § I). Lorsque 4 est un
opérateur, dans un espace L, de fonctions de x, dont le spectre est simple et discret

-9 g = [0y,

L ﬂ;(A —2z)7'gdz

2ni

'|.t//..(X) V)9O dE = Ef _; 5469
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Par conséquent les fonctions propres et les valeurs propres de 'opérateur
A + eB coincident dans un d/2-voisinage du point 4, avec les fonctions
propres et les valeurs propres de 'opérateur

1 w0
A4+ sB)—.é;(A — 27 Y (= D [B(A — 27 '*dz (0.6)
2n1 =0
qui peut étre considéré comme restreint a un sous-espace de dimension m.

Ce dernier probléme se rameéne a la recherche des valeurs propres et des
fonctions propres d’une matrice symétrique d’ordre m. Les développements en
séries ainsi obtenues pour les fonctions propres et les valeurs propres de
I'opérateur 4 + & B s’appellent séries de perturbations. Dans les manuels de
mécanique quantique ([47], [87]), on ne donne d’habitude que les deux pre-
miers termes de ces séries.

Nous n’examinerons dans les deux premiers chapitres que les cas suivants :
le spectre de 'opérateur A est discret, ou : le spectre de 'opérateur 4 contient
au moins un point isolé 4.

Le probléme de la perturbation des opérateurs unitaires et des semi-
groupes a un parameétre d’opérateurs sera examiné au Chapitre 4. On y étudiera
aussi le probléme plus général du comportement pour n — oo des solutions

de I’équation du
i yri A O)u = F(t)

satisfaisant la condition initiale
u0) = u,e H

les A,(t) étant des opérateurs dans un espace de Banach H, qui dépendent
continiment du parameétre ¢, et convergent en un certain sens pour n — oC,
F(t) étant une fonction donnée de t 4 valeurs dans H .

On étudiera dans les Chapitres 3 et 5 un probléme encore plus général.
On peut le formuler de la fagon suivante.

Soit {T,} une famille d’opérateurs (ou une suite {T,}) dans un espace
de Banach B, dépendant du paramétre ¢ et convergeant, dans tel ou tel
sens, vers 'opérateur limite T'. Le probléme direct de la théorie des pertur-
bations consistera 4 construire une approximation de I'opérateur T,”' (ou
T.7') a laide des opérateurs connus T et T~ '. De méme, on étudiera le pro-

bléme inverse de la théorie des perturbations, l'existence de [lopérateur
inverse T~ ! et 'approximation de cet opérateur a l'aide de la famille 7,7 *.
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Pour résoudre certains problémes de la théorie des perturbations nous
nous servirons de méthodes de régularisation.

Pour les problémes concrets de la théorie des perturbations signalés précé-
demment des algorithmes bien définis de régularisation sont introduits avec
les estimations correspondantes. Ces algorithmes sont optimaux dans un sens
bien déterminé (asymptotiquement). Dans certains cas, ils peuvent €tre appli-
qués a la résolution de certains problémes de la théorie des équations intégrales
linéaires.

La méthode de régularisation introduite ici est basée sur les représen-
tations physiques des propriétés d’un appareil de mesure (pour un bref apergu,
voir [51] et [9]). Et bien qu’elle soit applicable aux opérateurs abstraits, il
convient d’introduire une méthode de régularisation basée sur l'interpré-
tation de la mécanique quantique : 'impossibilité de déterminer simultanément
la position et 'impulsion d’une particule, c’est-a-dire le principe d’incertitude
d’Heisenberg.

Notons que A. N. Tychonov ([77], [78]) a posé le premier le probléme de
la régularisation des problémes incorrectement posés dans un espace métrique
et a donné certaines méthodes concrétes de régularisation.



CHAPITRE 1

PROBLEME DE LA REGULARISATION
DE LA THEORIE DES PERTURBATIONS

§ 1 POSITION DU PROBLEME

1. Exemple de régularisation du potentiel perturbatif pour 1’équation
de Schrédinger

Considérons I'’équation de Schrédinger
d2
——Vo + ux)o = Aoo-
dx
Soit 4, un point isolé du spectre. L’équation perturbée est de la forme

— d—zzw + (ulx) + ev(x,e))y = M,
dx

v(x,¢) étant borné pour tout x lorsque ¢ — 0.

En physique, on utilise souvent un développement formel des solutions en
série de perturbations, méme dans le cas ou le potentiel perturbatif v(x,é)
tend rapidement vers Iinfini lorsque |x| — co. Dans ce cas le spectre de
I'équation perturbée peut €tre aussi bien discret que continu. Il apparait
souvent que quelques uns des premiers termes de la série donnent une bonne
approximation, tandis que les approximations suivantes rendent le résultat
moins bon. De plus, il arrive souvent que les intégrales qui donnent les dif-
férents termes de la série de perturbation, divergent; et le probléme se pose
alors de I’élimination des divergences, de la régularisation de ces intégrales, ce
qui se fait généralement sur la base de certaines considérations d’ordre phy-
sique. Schiff, dans son manuel de mécanique quantique, admet que les séries
de perturbation convergent « bien que la question effective de leur analyticité
m’ait été étudiée que pour quelques problémes trés simples ». En fait, dans le
cas général ou A(e) = A + B,,avec B, — 0 lorsque ¢ — 0, les séries de per-
turbation ne convergeront pas.

Donnons l'exemple de I'équation de Schrédinger ou, bien que linté-
grale (42, B,y/%) diverge, elle pourra cependant, comme nous le verrons dans
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la suite, étre régularisée de telle fagon que 'expression obtenue serve de premier
terme correctif & A®.
Considérons I’équation

- '»b:., + xzetx"w" = )'nwrﬂ
avec la condition
+
f y,[Pdx = 1.
—a

La perturbation est ici x%(e®** — 1), et x? est le potentiel non perturbé.

Pour e = 0,0on a 42 = 2n + 1 (voir [15]); comme la fonction propre Yo
décroit 4 infini plus lentement quee ~***,« > 0, 'intégrale donnant la premiére
correction & A0 diverge :

+

1) _ _ aEx%y 2 0]2 _

A —J‘ (1 —e=)x?|yY2?dx = —
-

En fait, comme nous verrons plus loin, on peut prendre comme premiére

correction l'intégrale :

(1 +\3/% 2 0|2
»n):f (1 — 92|y P dx
32

3¢

qui est d’ordre 0(g).

Ainsi A, = A% + A + 0(e?).

La régularisation de problémes semblables sera exposée dans le deuxiéme
chapitre.

1l se trouve que pour les problémes de ce type on peut remplacer 'opéra-
teur B, par un opérateur B, borné et « proche » de B, pour ¢ petit, tel que
AN = (42, B0 donne alors la premiére correction & A. De tels changements
peuvent se faire aussi pour tous les autres termes de la série de perturbation.

2. Dépendance du moyen de régularisation du choix de la représentation
La méthode de régularisation qu’il est naturel d’employer pour un pro-
bléme donné dépend de la représentation dans laquelle le probléme en question
est considéré. Comme il I'a déja été indiqué plus haut, c’est 4 partir de considé-
rations physiques qu’il faut déterminer 'opérateur non perturbé.
Considérons par exemple I"équation de Schrédinger :

d2
—Q% + vlx, ), = Ay, (1.1)

avee

x* pour x<a+ 1/2 —+a + 1/4
v(x, a) ={

1.2
) (x — ay* pour x;a+1/2—\/a+1/4( )
(Voir fig. 1)
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Soit ¢(x) une fonction & support compact. 1l est évident que v(x, a) ¢(x) est
égale a x?¢(x) pour a suffisamment grand. Par conséquent, lorsque a — oo,
I'opérateur de multiplication par v(x,a)tend vers l'opérateur de multipli-
cation par x?.

X

Supposons que nous ayons le probléme suivant. Nous considérons, d’abord,
un systéme dans le potentiel x2, et nous connaissons I'ensemble des valeurs
propres (« niveaux ») A° et des fonctions propres y? :

— W XN = Ay

Nous nous intéresserons a leffet du potentiel perturbatif v(x,a) — x* sur
le niveau A? et sur la fonction propre y¢. On montre facilement que pour a
suffisamment grand cette perturbation modifie peu A2 et /¢ (pour nfixe et
a — o) (voir le chapitre 2). A ce fait, on peut donner le sens physique suivant.
Le physicien A étudie une particule dans un potentiel x? et cherche Ieffet sur
cette particule d’une perturbation distante. Dans ce cadre toute la discussion
mathématique prend un contenu physique tout a fait concret. Supposons
maintenant que le physicien B étudie le puits de potentiel « voisin » (x — a)*.
Il s’intéresse au changement du niveau I,? et de la fonction propre v,;,? de
I'équation o
— P+ (x — @*yP = A
sous Yeffet du potentiel perturbatif du physicien A, x%. Tout le raisonnement
par lequel v(x,a) converge vers x? lorsque a — oo perd son sens pour le
physicien B. Pour résoudre le probléme nécessaire au physicien B, il faut
transporter l'origine des coordonnées au point a.

Notons alors :
4

y* pour y=s— va+ 1/4

(y + a)* pour y<%— Va +1/4

Pour a — o, l'opérateur %(y, a) tendra vers y*. Ainsi posé le probléme
satisfait le physicien B. Nous avons effectué un changement de systéme de
coordonnées, une translation par a. Autrement dit, nous avons effectué la
transformation unitaire correspondant a la translation a : on fait agir opé-

N —

y,a) = v(x,a) =
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rateur e %4, Ainsi nous sommes passés 4 une autre représentation de 'opé-

rateur de Schrodinger. L’équation

Y+ Wy.ay = A

est I'équation (1.1) dans la nouvelle représentation. Du point de vue de la
mécanique quantique les deux représentations sont équivalentes. Cependant,
pour a —» oo, les opérateurs de Schrodinger correspondants tendent vers
des opérateurs distincts.

3. DL’oscillateur anharmonique
Considérons maintenant le cas de I'oscillateur anharmonique
— Y+ (X exPt Yy = Ay (1.3)

2

, d
L’opérateur ——— + x? + ex?**!
dx?

n’est pas essentiellement auto-adjoint (*)

pour k > 1, de sorte que Iéquation (1.3) ’a apparemment pas de sens.
Si k = 2, une des solutions de I'équation (1.3) appartiendra a L, quel que
soit 4 < 0, ce qui n’a pas de sens physique.

Néanmoins les physiciens calculent les premiers termes de la série de
perturbation et obtiennent un bon accord avec certaines expériences, mais a
partir de certains termes cet accord devient de plus en plus mauvais. Il est aussi
possible que, pour d’autres expériences, l'utilisation de la théorie des per-
turbations soit généralement absurde.

La théorie mathématique des perturbations doit donner une réponse a la
question de savoir quelles grandeurs restent invariantes sous l'effet d’une
petite perturbation et indiquer avec quelle précision on peut calculer ces
grandeurs a l'aide des formules de la théorie des perturbations.

Toutefois, comme on I'a vu, on attend du physicien I'information sui-
vante : il doit indiquer si la perturbation donnée affecte peu son expérience.
Le probléme de la théorie des perturbations consiste alors a calculer ces petites
variations et & en donner les valeurs correspondantes.

4. Stabilité d’un systéme isolé

Lorsqu’on considére un potentiel u(x), tendant vers oo lorsque | x| — oo,
c’est une situation idéalisée. En fait, si le potentiel est assez grand pour les
grandes valeurs de x et que I'interaction avec les systémes voisins est petite, on
peut alors « extrapoler » le potentiel de sorte que llm u(x) = oo. On admet

par la que le systéme considéré est isolé. Ce qui rend p0551ble une telle hypo-
thése tient au fait que notre systéme est localisé dans I’espace, c’est-a-dire que

(*) L’opérateur de Schrédinger détermine un opérateur symétrique H sur 'ensemble D’ des
fonctions & support compact suffisamment différentiable. On dit que I’opérateur de Schrodinger est
essentiellement auto-adjoint si la fermeture de H est un opérateur auto-adjoint ([15]).
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Pappareil avec ’'aide duquel nous observons le systéme ne nous permet de voir
qu'une partie limitée de ’espace (champ d’observation), néanmoins suffisam-
ment grande pour que la particule ne puisse pratiquement pas en sortir. Ceci
signifie que, déja prés du bord de cette région, la probabilité de présence de la
particule est pratiquement nulle, c’est-a-dire que la précision de notre appareil
de mesure ne nous permet plus de la détecter.

Supposons, maintenant, que la perturbation que nous introduisons soit
différente de zéro hors du champ de I'appareil, c’est-a-dire agisse sur les sys-
témes dont nous négligions déja l'interaction pour pouvoir écrire I’équation
non perturbée. Il est évident que 'appareil ne détectera pas de traces de cette
perturbation.

Remarquons qu’il n’y a pas de spectre rigoureusement discret puisque
dans la nature les systémes isolés n’existent pas. Cependant, si I'interaction
avec les systémes voisins est trés petite, 'expérimentateur ne pourra pas dif-
férencierune petite bande du spectre et un seul niveau; et c’est pourquoi il est
légitime de considérer le probléme idéalisé d’un systéme isolé & spectre discret.
Ainsi, en écrivant 1’équation de Schrédinger pour un systéme isolé, il faut
vérifier la stabilité de ce systéme relativement a des perturbations éloignées et
indiquer les grandeurs qui restent stables. Ces grandeurs sont justement celles
observées par les physiciens. Afin de comprendre quelles grandeurs restent
stables pour une variation éloignée du potentiel, examinons des exemples.
Nous ne formulons que les résultats, les démonstrations étant par ailleurs
tout a fait élémentaires.

a) Considérons I'équation de Schrédinger :

— Yn(x) + vx, a) Y (x) = A,(x) (14)

ol v(x,a) est le potentiel donné par (1.2) (voir fig. 1).

Cherchons le probléme suivant : pour commencer nous avons considéré un
systéme dans un champ de force de potentiel x* et nous avons une suite de
niveaux A = 2n + 1 et de fonctions propres

e—x2/2
Y =————H,(»)
NE RIS
les H (x) étant des polynomes d’Hermite.

Nous nous intéresserons  la fagon dont le potentiel v(x,a) — x? perturbe
les niveaux A2 et les fonctions propres °. Comme il a déja été indiqué,
pour a suffisamment grand, cette perturbation a peu deffet sur A° et y?
(n étant fixe et a - o). On démontre dans ce cas que A0 ety varient de

., . 1
la quantité o, =02 [x4a)]), ou x4a) =a + 5= Va+ 1/4. Lorsque
a — oo, cette quantité tend vers zéro comme e “*, ¢ étant une certaine

constante. Supposons qu’on puisse négliger ¢,, autrement dit que la précision
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de notre appareil ne permette pas d’observer des grandeurs aussi petites. Dans
ce cas, nous pouvons sans dommage pour le résultat, « extrapoler » le potentiel
en x? au-deld du point x,(a); autrement dit, considérer au lieu de v(x,a)le
potentiel x2.

Dans cet exemple, les valeurs propres de I’équation (1.4) peuvent é&tre
séparées en deux classes.

Une premiére classe comprend les valeurs propres, proches des valeurs
propres A° = 2n + 1 de léquation de loscillateur, et la deuxiéme celles
proches des valeurs propres de ’équation

— P+ (x = @*P0 = 2000
De méme, les fonctions propres se divisent en deux classes :
1) celle des fonctions propres, proches de /?;

2) celle des fonctions propres, proches de J,?

Ceci signifie que les deux systémes, 'un avec le potentiel en x2, I'autre
avec le potentiel en (x — a)*, ont une interaction négligeable et que nous
pouvons les étudier séparément.

by Considérons maintenant I’équation (1.4) avec v(x,a) de la forme

x2 pour x < a/2,
v(x,a) = {

(x — a)?2 pour x = a/2.

v(ix,a)
o
Y
/
9 /1 N
% 1
!
0 ar a X

L’opérateur de multiplication par v(x,a) converge a nouveau, pour
a — oo, vers x*. Pourtant, & la différence du cas précédent, il y aura, pour
I’équation perturbée (1.4), deux valeurs propres proches de A° : A et 2. Elles
différent de A? de la quantité

0,= 0[ya/2)]

Les fonctions propres , et y,, correspondant a A, et _, différeront de
Wo/ V2 dans Pintervalle — o0 < x < a /2 de la m&me quantité ¢, (au signe
pres).

Dans la mesure o les valeurs propres du puits de « droite » et du puits
de « gauche » coincident, on peut dire qu'il y a « résonance ». C’est pourquoi

le niveau A2 « se divise » en 4_et A_, et les fonctions propres y, et \J, seront
proches, en module, de Yo(x — a)/ V2 pour a/2 < x < .
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Ainsi, dans lamesure ou ¢° = O(e ~**’) dans l'intervalle a/2 < x < o, la
question qu’on doit se poser est de savoir si dans l'intervalle — o0 < x < a/2
les fonctions propres de 'équation perturbée (1.4) sont proches de celle de
I’équation non perturbée. Pourtant remarquons que la probabilité totale de
présence des particules sur les niveaux A, et A, ne différe de 1, lorsque a — oo,
que de la quantité o,. Si la précision de I'appareil ne permet pas d’observer
des grandeurs (de l'ordre de) g, , nous ne pouvons pas distinguer I'un de I'autre
les niveaux A, et A,. Nous ne verrons quun seul niveau « complexe ».

La densité de probabilité de présence des particules sur ce « niveau »
vaudra, a o, prés,

0 2 0 2
WOF L WIE oy

C’est pourquoi dans le deuxiéme exemple aussi, nous pouvons extrapoler
le potentiel x? au-deld du point a/2 sans danger pour le résultat physique,
C’est-a-dire que nous pouvons nous limiter 4 la considération du potentiel x2.

¢) Considérons maintenant un potentiel v(x,a) de la forme
x> pour — a/2 < x < a/2

(x — ka)* pour ka — a/2 < x < a/2 + ka

(x — ma)* pour x = ma — a/2

(x + ma)*> pour x < — ma + a/2

v(x,a)
-a -d/2 o} a2 a X

Dans ce cas, le tableau de la situation sera le méme que pour I'exemple
précédent (cas de la « résonance »), seulement les niveaux voisins de A? (C’est-
a-dire ne différant que de o, =0[y%a/2)]) seront au nombre de 2m :
A in,in, . Si le degré de précision de l'appareil n’est pas meilleur que g,
nous ne verrons que le niveau « complexe » A2. La probabilité totale de
présence de la particule dans lintervalle — a/2 < x < a/2 et pour
A, — 0, < A < A, + g, ne différe de I'unité que de o, . Les fonctions propres
de Iéquation (1.4) ont, dans lintervalle — a/2 < x < a/2, leurs modules
trés peu différents de 2.

Par conséquent, si nous ne pouvons pas observer les quantités g,, 'image
physique ne changera pas en remplagant le potentiel v(x,a) par x2.

Supposons maintenant que le nombre m de l'exemple précédant soit

égal 4 o0 . Dans ce cas le spectre sera continu : le carré des fonctions propres
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(généralisées) ne sera déja plus intégrable. Néanmoinsdans — a/2 < x < a/2
les fonctions propres y, (du spectre continu) coincideront avec 2 a
o, =0[y%a/2)] prés, mais le spectre se composera d’'une bande autour
de A2 dont la largeur n’excédera pas g,. C’est pourquoi lorsque la précision
de lappareil est inférieure a o, , nous ne faisons pas de différence entre le cas
de la bande et celui du niveau unique, c’est aussi pourquoi nous pouvons
remplacer v(x,a) par x*.

d) Soit, enfin, un potentiel de la forme suivante :
x* pour x < a/2

u(x,a) = {
0 pour x > a/2

\\ vix,a)
(o] a/2

Dans ce cas, le spectre sera continu et comprendra tout le demi-axe 4 > 0.

Toutefois, les fonctions propres, correspondant aux points 4 situés a I'exté-
rieur d’un o¢,-voisinage du point A2, ou g, =0[y¥2(a/2)], tendront vers
zéro dans la région x < a/2 et seront de l'ordre de o, .

Les (mémes) fonctions propres, correspondant au point A = A% ou a un
certain voisinage de ce point, ne différeront, dans x < a/2, de C%(x) que
de o,.

Dongc, si notre appareil ne nous permet pas d’observer les quantités g,
nous ne pourrons pas observer la largeur des bandes correspondant aux points
du spectre qui sont dans un voisinage de A? et pour lesquels la probabilité de
présence de la particule dans le puits de potentiel sont visiblement différentes
de zéro, et nous n'observerons qu'un seul niveau « complexe » A2. Dans ces
conditions le potentiel v(x,a) peut étre remplacé par x2.

Sur ces exemples, le sens avec lequel il faut comprendre la stabilité des
systémes isolés relativement 4 des perturbations distantes est clair. Si on s’est
donné un potentiel non perturbé u(x) et une perturbation v(x,a) égale a
zéro dans un intervalle qui s’étend sur tout ’axe pour a — oo, on peut espérer
que les fonctions propres du systéme avec le potentiel u(x) ne seront stables
relativement & une telle perturbation « lointaine » que dans une région finie de
la variable x (nous I’avons appelé champ d’observation de I'appareil). Cette
région qui dépend de a coincide dans le cas o1l a — oo avec tout I'axe. Dans
ces conditions, il peut apparaitre de nouveaux points du spectre, qui ne
sont d’aucune fagon reliés a I’équation non perturbée. Mais la probabilité de
présence de particules sur de tels niveaux est, dans nos exemples, négligeable
dans le champ d’observation.

X
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§ 2 TI-[EOBIE DES PERTURBATIONS DE LEQUATION DE
SCHRODINGER A UNE DIMENSION

1. Notions fondamentales

Supposons que pour 'opérateur
2

d
L0=—W+u(x)

le potentiel u(x) vérifie les conditions u( + o) = + oo, etque le potentiel
perturbatif ev(x, ¢) tende vers zéro, pour x fixé lorsque ¢ — 0. Dans
Pexemple a), n° 4, § 1, ev(x,e) = — x* + (x — 1/e)*-pour x = x,(1/¢e) et est
égal & zéro pour x < x,(1/¢); dans 'exemple b) ev(x, &) = — x? + (x — 1/e)?
pour x > 1/2¢ et est égal a zéro pour x < 1/2e. L’opérateur perturbé

est de la forme : ~
Ly = — " + [u(x) + ev(x, )]y

Nous avons vu dans les exemples a) et d), n° 4, § 1 que le champ d’observation
(de lappareil) dépendait du parametre ¢ et tendait vers (— oo, + oo) pour
e— 0.

Introduisons maintenant une définition générale du champ d’observation.
Soit x, tel que pour |x| < x,, &|v(x,€)| < « et que de plus &|u(x,,8)| = «,
o étant une constante ne dépendant pas de £. Nous désignons par champ de
non-visibilité la région |x| > x,. Nous préciserons la constante « plus bas.
Elle ne dépend que de 'opérateur non perturbé. Nous appelons champ d’obser-
vation la région |x| < x,/2etr, = x,/2 le rayon d’observation. La région
x,/2 < | x| < x, est intermédiaire entre le champ d’observation, c’est-a-dire
de visibilité, et le champ de non visibilité. En accord avec ce qui a été dit plus
haut, nous considérerons que, pour x,/2 < |x| < x, il est impossible
d’observer une particule dans le champ du potentiel non perturbé au moyen
de notre appareil de mesure. Ceci signifie que nous consideérerons comme
négligeables des quantités de 'ordre de

r AEIR0E

012
Comme il est bien connu ([33]), si le potentiel u(x) croit comme x**, on a les
majorations :
[W000)| < CemlxFern g
0 . o

les C, étant des constantes.
Il en résulte, puisque

k+1
X 7> (1 —9) J\/|AS — u(x)|dx pour x — oo

k +
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que

Xe +
J W00 |2 dx < J WO dx < C2eFiT

E/2 5/2

x| k+1

Xe
2

x./2
<C, exp{ -201 - 5)J VA2 — u(x)|dx},
0

C, etdétant des constantes indépendantes de ¢. Si nous pouvons négliger une
quantité de l'ordre de

X, /2
a(s):Cexp{—(l—é) J \/|i,?—u(x)|dx},
0
alors les considérations intuitives exposées plus haut permettent de supposer
que la partie du potentiel perturbatif ev(x,e) située dans le champ de non
visibilité n’a pas d’influence sur notre systéme.
Décomposons le potentiel v(x,g) en somme de ©#(x,e) et #(x,é) :
v(x,g) = (x,e) + v(x,¢), ouvet¥sont de la forme :

u(x,e) pour |x| < x,
o(x,e) = {

0 pour |x| > x,
@.1)

0 pour |x| < x,
B(x,e) = {

u(x,e) pour |x| > x,

Il est bien connu que la série de perturbation converge lorsque la pertur-
bation ev(x,e) ne dépasse pas en module une certaine constante f > 0, ne
dépendant que de 'opérateur non perturbé. Nous préciserons cette constante
dans le lemme suivant.

2. Définition plus précise du rayon d’observation
Lemme 1.1. Soient A et B des opérateurs auto-adjoints dans un espace de

Hilbert H , et d la distance d’un point y au reste du spectre de l'opérateur A.
Soit |B|| < d/(2 + o), avec ¢ > 0. Alors

1. Dans lintervalle A = {y — d/(2 + o), u + d/(2 + 0) } le spectre de
lopérateur A + B est discret. La dimension du sous-espace du projec-
teur correspondant EA™ B est nulle si y appartient d I'ensemble résolvant
de lopérateur A et est égale d la multiplicité de u, si u est une valeur
propre de l'opérateur A .

2. Les séries de perturbation (voir (0.5) et (0.6)) définissant les valeurs
propres situées dans Uintervalle A et les fonctions propres correspondantes
de l'opérateur A + ¢ B, convergent pour ¢ < 1.
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Ainsi, les fonctions propres et les valeurs propres de lopérateur A + ¢B,
pour ¢ = 1, peuvent étre représentées sous forme de séries convergentes de
perturbation.

Démonstration
Prenons le point p + 1,000 < ! < d. 1l est évident que :
[A+eB—p—N"=[4—p—"'[1+eBd-p-D"']" 22
Comme I’on sait, ([65]) :
[[A—u—-1""| < Max I 1
I’d -1
1l en résulte

eBd — u— D | <Max{ : a

R+a’2+o0)d—-1)

} pour ¢ < 1.

Si Test un opérateur borné quelconque
I[t+T|=1-|T].
Par conséquent pour | T | < 1, ona (¥

1
1+ T € ———

Soit maintenant [ tel que

d d

cra-! ® araa-p~!

Alors l'opérateur T = ¢ B[A — p — I]™ ' a une norme inférieure a I'unité.
D’ou :
[A+eB—pu—I1]""=[A—pu—-10"'[1+T]"
existe et est borné, et par conséquent le point u + I avec

d <l<1+a
2+ 0 2+0

appartient a 'ensemble résolvant de l'opérateur 4 + ¢B.

De fagon analogue a ce qui se fait dans le cas analytique ([65]) il est possible
d’intégrer la formule (2.2) le long d’un contour fermé entourant le point u
et tout entier contenu dans ’ensemble résolvant de l'opérateur A + ¢B.

De la, comme en [65], on peut conclure qua I'intérieur du contour, 'opé-
rateur A + B a un spectre constitué de points discrets et que la dimension

d

(*) En fait, si | 4g| > a | g|, en supposant que g = 4! f, nous obtenons

1
NSz 14721, gestadire | 471 < é
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du sous-espace des fonctions propres correspondant & ces points coincide
avec la multiplicité du point p.

Il en résulte aussi, voir [65], la convergence des séries de perturbation des
valeurs propres de 'opérateur A contenues dans un cercle centré au point u et
de rayon d/(2 + o), et des fonctions propres correspondantes. Le lemme est
ainsi démontré.

Supposons que la constante « de la définition du champ d’observation soit
égale 4 d/(2 + o). Alors, puisque, d’aprés (2.1)

d
240
les séries de perturbation pour les fonctions propres et les valeurs propres de
Popérateur L° + ef(x,e) convergeront.

eli(x,e)| < g|v(x,,e)| <

3. Assertion fondamentale

On a les propositions suivantes :
1) L’opérateur

2n1[L0 + et(x,g) ] § [L° — z]! Z ( — )ee[a(x,e)(L° — z)” ' J*dz,

ou I est un cercle, centré au point 1°, de rayon d /2, posséde une valeur propre
simple u(e) et une fonction propre ¢(x,¢).
2) Soit une solution \, de I'équation
[i‘o + Ev(x>3)]¢;. = j"vb).

satisfaisant P'inégalite

+x 5
[ oo < cet -

avec 6 > 0,C > 0 ne dépendant pas dee. Soit aussi A° la valeur propre
simple de lopérateur L° la plus proche de i (ou wimporte laquelle des deux,
s’il y en a deux plus proches de 1).

Les relations suivantes sont alors vérifiées :

[ 1o

x [D(x, &) (L0 — z)“]"dz} v,

o) (2.4)

|4 — ”(8)‘2,[ : |y, [?dx < o%(e) (2.5)

13



Probléme de la régularisation de la théorie des perturbations 19

avec oXe) = Clexp|:—(2—5) J E\/|i°—u(x)|dxj|
0

Ainsi, pour un A donné, on détermine un point A° du spectre de I'opéra-
teur i‘o et la distance d de A° jusqu’au point le plus voisin du spectre de L°.
Ensuite, & partir de d et de v(x,¢), on définit le rayon d’observation r, = x,/2
au moyen de I'inégalité

d
PR 6 >0, pour x < x_.

Cette affirmation est un cas particulier d'un théoréme qui sera démontré
dans le deuxiéme chapitre. Aussi nous ne la démontrerons pas, mais nous
allons seulement commenter sa signification physique.

Premiérement, la condition (2.3) qui porte sur la solution y/,; détermine la
normalisation de ; de fagon & ce que pour ¢ —» 0 elle ne tende pas vers
I'infini. Deuxiémement, elle sélectionne les classes de solutions comprenant en
particulier les fonctions propres associ€es au spectre discret et continu d’un
opérateur essentiellement auto-adjoint de la forme L° + ev(x, ). Cependant,
nous ne demandons pas le remplacement de la condition (2.3) par le fait que
la somme L° + ev(x,e) soit essentiellement auto-adjointe. Au contraire
méme, le probléme de l'oscillateur anharmonique ne satisfait pas les conditions
du théoréme. Les relations (2.4) et (2.5) signifient ceci :

e|v(x,8)| <

1. Si |2 — ue)|=06>0,0 ne dépendant pas dee,la probabilit¢ de
trouver une particule & l'intérieur du rayon d’observation(i.e. dans la région
|x| < r,) est si petite qu’elle ne peut pas étre détectée par l'appareil.

2. Si la probabilité de trouver une particule sur le niveau A dans le rayon
d’observation est plus grande que d et indépendante de e |c’est-a-dire si

+re
J |Y(x)|[*dx = 6 > 0), alors au degré de précision de lappareil, 4 est
~Te

égal & u(e) et la fonction propre ¥, s’exprime, dans le rayon d’observation,
en série de perturbation (avec notre degré de précision). Ainsi, si dans notre
probléme on néglige les quantités d’ordre o(e), nous obtenons une solution
compléte par la méthode des perturbations.

1l est plus commode de reformuler ce résultat en identifiant au préalable
toutes les fonctions dont la différence n’excéde pas o(g). D’ailleurs notre
appareil ne peut pas distinguer de telles quantités. Considérons donc
I'espace L,(¢) des fonctions de xet dee,de carré intégrable en x pour
—r, < x < r, et continues enc¢et l'espace quotient § = L,(¢)/0o(e) dans
lequel on identifie les éléments dont la différence appartient au domaine de
définition de lopérateur de multiplication par 1/o(e). L'égalité dans cet
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espace-quotient sera indiquée par le symbole . Par exemple, la relation (2.5)

pourra s’écrire

+r
|4 — ue)| J [, [7dx 5 0

3

Ainsi, le probléme de loscillateur anharmonique n’a de sens que dans
I'espace-quotient S.

4. Cas de la perturbation positive

Nous montrons dans le second chapitre que si v(x,e) > 0, alors ,(x)
tend vers zéro en dehors du champ d’observation plus vite que

Cexp{— 1-9 J"‘ V|4 — u(x)|dx}.
0

Aussi les intégrales des membres de gauche des inégalités (2.4) et (2.5) peuvent
étre étendues de — o0 a + oo. Dans ce cas, il est évident qu'au point u(e) ne

correspond pas plus d’une valeur propre de I'équation [I% + eu(x,e) v, = Ay,
vérifiant la condition (2.5).
En effet, dans le cas contraire, nous aurions

+

J |C2¢11 - C1¢12|2dx = J |C2(¢;1 - C1‘P(x>3))
- N - C(y,, — C,o(x,8)|*dx

t+oo
<SIGE[ 1o - Coptepax
- ®© +
+|C, |2J |, — C,o(x,e)|*dx
< 26%e)(|C, 17 + |C, 1D (2.6)

si A, et 4, étaient deux valeurs propres satisfaisant (2.5) pour le méme u(e).
Comme le systéme de fonctions ;, est orthonormé

+ o
J |C2¢11 - C1¢12|2dx = |C1 |2 + |C2|2

D’ou, avec (2.6) :
|C P+ G <26 {|C, P + | Cof?},
ce qui est impossible.
Les inégalités (2.4) et (2.5) ne disent rien de l'existence, dans l'intervalle

A —d/2 <A< 1%+ d/2, dun point du spectre de I'opérateur perturbé
Lo+ ev(x,¢) tel que lintégrale, étendue au champ d’observation du carré
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de la fonction propre correspondante, ne tende pas vers zéro lorsque ¢ —» 0.
Mais, en vertu du théoréme de Rellich (voir chap. 3, § 2, n° 3), la famille spec-
trale E4**® converge fortement pour & —» 0 vers Ef.Ici E{**® est la famille
spectrale de lopérateur perturbé A + eBet Ef celle de lopérateur non
perturbé 4. D’ou, en notant

Ey=E 0,4 — Epo_yps 4= {A° — d/2,2° + 4/2}

nous aurons
E;H‘B — E'j .

(la fleche — indique la convergence forte [voir chap. 2, § 1]). Il est évident,
puisque par hypothése il existe dans I'intervalle A un point du spectre A° de
Popérateur A, que E4y° = y°, on 4 est la fonction propre normalisée de
Popérateur A correspondant au point A°. Cest-a-dire que :

WO EYYO) = |l =1

Par conséquent en vertu du théoréme de Rellich

(¢07EA+EB¢O) —1
£-0
Puisque
\ J ¢0E§+:Bw0dx < \/J |¢0|2dx\/v[ |Ej+£Bwo|2dx:60
|x|>re |x[>re Jx|=>re
on a donc
J YOES Py dx — 1 @2.7)
|x|<re

Il en résulte, qua la valeur propre A° correspond au moins une fonction
propre 1, telle que 4 — A° pour ¢ — 0 et que

J | Y ,(x) ‘2 dx

~re

ne tende pas vers zéro pour ¢ — 0.
Sinon, on aurait

+re
J‘ |Ej+£B¢O|2dX*>O
- e 0

ce qui contredit (2.7).
En résumé, nous avons démontré un corollaire des inégalités (2.4) et (2.5).
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Corollaire. Soit v(x,e) > 0, alors @ chaque valeur propre A° de Topéra-
teur L° correspond une et une seule valeur propre A de Topérateur L telle quon
ait les relations

|2 — ue)| < Cexp{— (1 — ) J E\/HO - u(x)|dx}
0
J ) [, — Cie)o(x,e)[*dx < Cexp{— 21 — 6) J“ V[0 — u(x)|dx}
0

—

Nous obtiendrons un corollaire semblable pour I'analogue & plusieurs
dimensions du théoréme du paragraphe 3 (voir chap. 2). Il renforce dans ce cas
les résultats de Titchmarsh ([76], voir aussi [24, 2]).

§ 3 POUVOIR DE RESOLUTION DE L’APPAREIL

Supposons maintenant que dans L,(R'), 'opérateur auto-adjoint
2
—_ 2
A= Fe + x (3.1

soit perturbé par 'opérateur
&
1e5—=5 = ¢B.
dx3

Si nous passons a la représentation en p, c’est-a-dire si nous effectuons une

transformation de Fourier, nous obtenons
2

d
A+ eB=— =+ p*+ep (3.2)
dp
De cette fagon nous sommes ramenés au cas déja considéré plus haut. Le
rayon d’observation dans ce cas sera égal a

p:Cte
A

La probabilité de présence d’une particule prés du bord du champ d’observa-
tion est de I'ordre de O(e~**/#"). Par conséquent, d’aprés ce qui a été dit
au paragraphe précédent, notamment sur le degré de précision, nous pouvons
exprimer, sous forme de série convergente pour u(e), le déplacement des
niveaux discrets de lopérateur non perturbé A sous I'effet de la perturbation eB.

L’interprétation physique du cas considéré consiste en ce que notre appareil
a un champ d’observation limité en impulsions, i.e. il ne peut pas observer des

(3.3)

particules ayant une impulsion de I'ordre de O(1/ \’/;); car la probabilité
pour que des particules possédent une impulsion de cet ordre est égale a
Ofe™<#").
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Mais, il résulte immédiatement de 1a, d’aprés le principe d’incertitude
d’Heisenberg, que I'appareil ne peut pas déterminer avec précision la position
d’une particule ! Plus précisément, si le rayon d’observation en impulsions est
de l'ordre der,, la dispersion en position (ou le pouvoir de résolution de
'appareil)estde 'ordrede 1/r,. Enréalité, sila particule se trouve au point x,,
son état est de la forme d(x — x,). Mais les fréquences élevées (pour
|p| > |p,|) de la décomposition de 5(x — x,) en intégrale de Fourier ne
peuvent pas €tre observées par notre appareil. Par conséquent, notre appareil
ne peut pas déterminer exactement la particule au point x = x,.

Dans certaines expériences concrétes, ce fait peut encore étre interprété de
la fagon suivante. Quand nous disons que nous effectuons une mesure au
point x, cela signifie que nous « pointons » 'appareil sur le point x. Pourtant,
notre appareil, généralement, ne fait pas de mesure juste au point x, mais
peut-€tre, en un point voisin. De ce fait, lappareil n’effectue de mesure au
point x qu'avec une certaine probabilité.

La densité de probabilité pour que I'appareil fasse une mesure au point (*) x
est, en principe, symétrique et atteint son maximum au point ¢ = x.

Le probléme, lié & la perturbation d’un opérateur linéaire, admet en régle
générale un grand arbitraire dans la construction de la densité de résolution
Y(x — &,0). Seul est déterminé I'ordre de grandeur du pouvoir de résolu-
tion ¢ (voir chap. 5, lemme 5.4). Dans I'exemple mentionné, il est évident que,

Y(x —¢&,1/r) J P(ra,p)e*ir”‘dpj elP5(x, — &)d¢

— o -

+
J P(r,,p)e'?>e= dp (3.4)
-

ou P(r,,p) est une fonction différentiable égale, & o(¢) prés, & un pour
|pl < r, et & zéro pour |p| > 2r,. La fonction obtenue Y(x — &,1/r,) est
le lissage d’une fonction ¢ sur une largeur de l'ordre de 1/r,.

Supposons que I'appareil mesure une certaine grandeur f(x). Ceci
signifie que, nous fixant le point x, la valeur f(x) que nous donne notre
appareil, a pu en fait étre mesurée en un autre point. Par conséquent, la valeur
moyenne ]Tx) de la grandeur f(x) est la meilleure information que I'on
puisse obtenir sur cette grandeur. Dans notre exemple

. + o sinC (i%é—) +Cfel/3
/(%) = Cte. j T_Eé—f(é)dé = j

- C/£1/3

e""”"dpj e f(§)d¢ (35)

- -

(*) Cette interprétation a un caractére quelque peu conventionnel. Le traitement physique
précis de la fonction Y(x — &,0) est analogue & celui de la fonction propre de I'opérateur de
position dans I’espace de Klein-Gordon ([86]).
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La fonction propre ,(x) de l'opérateur perturbé que nous mesurerons
est une quantité dépendant de ¢. Pour tout ¢ fixé, nous effectuons une mesure
de la probabilité de présence en x avec la « densité de résolution » Y(x — &,¢)
et nous en prenons la valeur moyenne.

Par une régularisation semblable & (3.6), la série de perturbation nous donne
4 la précision de O(e™*/#”*) une approximation de la fonction ¢(x, ¢) et une
approximation des points A du spectre de I'opérateur perturbé pour lequel
¢(x,¢e) ne tend pas vers zéro. Or il résulte de tout ce qui précéde, que ¢(x,e) est
justement la grandeur que le physicien a besoin de déterminer.

Cette discussion se transporte immédiatement au cas général. Ainsi, si le
physicien :

1) décrit le systéme qu’il perturbe, c’est-a-dire écrit I’équation non pertur-
bée (possédant un spectre discret);

2) définit la perturbation, c’est-a-dire écrit I’équation perturbée ;

3) affirme que cette perturbation affecte peu son observation;
alors, a I’aide de la méthode de régularisation décrite, il est possible de calculer
quantitativement les variations des résultats de mesures physiques et de donner
I’étendue du champ d’observation et le pouvoir de résolution (i.e. la dispersion
de la densité de probabilité de la position) de son appareil.

§ 4 FORMULATION DU PROBLEME POUR UN OPERATEUR
AUTOADJOINT ARBITRAIRE

Les notions de rayon d’observation et de pouvoir résolvant peuvent étre
généralisées 4 un opérateur auto-adjoint quelconque.

Soit A un opérateur auto-adjoint, non borné en général, d’'un espace de
Hilbert H .

Soient A% un point isolé du spectre de A de multiplicité finie m, et d la
distance de A° au reste du spectre.

Considérons I’équation perturbée de la forme :

[A+ef(e,B)]y =1y

B étant un opérateur auto-adjoint, f(e,u) une fonction bornée pour u fixé
et 0 < & < g, et A un point situé plus prés de A° que le reste des points du
spectre de A. Dans ce cas, la régularisation consistera & couper les grandes
fréquences de 'opérateur B.

Soit || < ule) le domaine maximal dans lequel f(e,u) < avec

d
(2 + o)

o> 0. (En particulier, si f(¢,B) = B, u(e) = On appellera

_d
2+ a)s) ’

r, = u(e)/2 le rayon d’observation dans le registre de B.
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Supposons que I'opérateur A + ¢ f (¢, B) soit auto-adjoint et que y/; en
soit une fonction propre généralisée telle que la fonctionnelle

(E5g.¥)

existe quels que soient g € H et 4 un intervalle fixe. Ceci définit un élé-
ment f € H tel que

(EEg.¥,) = (9./)
Par définition [ = EBy .
Supposons que/, soit normalisé de fagon & ce que
| EZY, | < €4
C(4) étant une constante indépendante de ¢.

Définition. La famille ¢(e) sera dite faiblement convergente vers zéro dans
le registre de I’ opérateur B si EB @(e) converge fortement vers zéro lorsque e — 0
quel que soit l'intervalle donné

B B
A4 =[i;,4,] (E} = E5 — E})
Nous nous intéresserons au cas ou méme l'intervalle 4 dépend de ¢,

Aa = {_ ra7ra}’

et en plus nous aurons non seulement besoin de la convergence vers zéro de
I'expression | EEg(e our certaines fonctions ¢(e), mais aussi d’une esti-
p 4 @
mation de I'ordre de grandeur de cette quantité.
Désignons par ufe),1 < j < m, les valeurs propres de 'opérateur
gn i

1
R = ﬁfﬁ(A + sEif(s,B))(A -2zt

io( — 1 H[(ER f(e.B)(A — 2" Tdz

ou I'est un cercle centré au point A°et de rayon d/2. Etant donné que
T = j_ %> 0, alors,d’aprés le
lemme 1.1, les séries considérées convergent et 'opérateur R est un opérateur
auto-adjoint complétement continu de dimension m (i.e. ayant en tout m fonc-
tions propres).

Les résultats exposés précédemment et ceux du second chapitre suggérent
une hypothése : sous les conditions énoncées précédemment, 'inégalité sui-
vante est exacte quel que soit j(1 < j < m)

|4 — ﬂj(3)| || Ei% || <C || (1- Eiu—a))EfO—d/z, wo+a2¥ ||

C étant une constante indépendante de ¢.

sE’i f(e,B) est par construction inférieur a



CHAPITRE 2

COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DES FONCTIONS PROPRES
ET THEORIE DES PERTURBATIONS
POUR LES EQUATIONS
A COEFFICIENTS OPERATEURS

§ 1 CERTAINS RESULTATS DE LA THEORIE DES OPERATEURS

Nous allons considérer des opérateurs linéaires, en général non bornés,
opérant d’'un espace de Banach B, dans un autre espace de Banach B,.
Ainsi, par opérateur linéaire A, on entend la fonction

V= A
définie sur un ensemble linéaire D(A) < B,, & valeurs dans B, et satisfaisant
Alou, + Pu,) = 0 A(u,) + BAu,).
Le domaine des valeurs de 'opérateur A, c’est-a-dire 'ensemble
{ Au;u € D(4)}

seranoté R(A). L’opérateur A sera dit continusi u, — u entraine Au, — Au.
L’opérateur A est borné si

| Au |l
wep(ay | uf|
, . . | Au |l
on appellera norme de I'opérateur 4 (noté || 4 || ) la quantité sup i
X Ju]

Il est bien connu qu’un opérateur linéaire continu est également borné. Si
I'opérateur A est continu, il est possible de le prolonger par continuité sur le
sous-espace fermé D(4), auquel nous pouvons (au lieu de tout B, ) nous
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restreindre. Ainsi un opérateur linéaire borné est considéré comme naturel-
lement défini sur tout I'espace.
Nous dirons qu’une famille d’opérateurs {4,} est bornée s’il existe une
constante M telle que
| Al < M

quelque soit A, appartenant a la famille.
Un opérateur A sera dit fermé si u, - u et Au, — v entrainent u € D(A)
et Au = v. Tout opérateur borné est fermé, mais la réciproque est fausse.
L’opérateur A est une extension de I'opérateur A4 si :

D(A4) = D(A)

et Au = Au pour tout u € D(A).

Plus tard nous ne considérerons, en régle générale, que des opérateurs soit
fermés soit tels qu’ils aient des extensions fermées. Si 'opérateur A posséde
des extensions fermées, il y a parmi elles une extension minimale (c’est-a-dire
ayant te plus petit domaine de définition) appelée la fermeture de 'opérateur A
notée A.

Si le domaine de définition D(A) de lopérateur A est partout dense
dans B, , il existe un opérateur A*, uniquement défini, opérant de B} dans B
(I’étoile indique I'espace adjoint) et vérifiant

(Au, ) = (u,A* ) avec y < B}

quel que soit u = D(A).

Il est aisé de vérifier que 'opérateur adjoint est toujours fermé. Si A4 est tel
que Au = 0 entraine u = 0, 'opérateur inverse A~ ' est défini sur R(A4) et
son domaine de valeurs R(A™') est D(A4). De la définition d’un opérateur
fermé, on voit que A est fermé si et seulement si A~ ! est fermé. Un opérateur
fermé A, tel que D(A) = B,, est borné.

Soit A un opérateur linéaire fermé dans un espace de Hilbert H, ayant un
domaine de définition, D(4), dense. Alors

B=[1+A4*A4]"}

existe et est un opérateur positif auto-adjoint et borné, et de plus | B| < 1.
L’opérateur AB est aussi borné : | AB|| < 1. Les domaines de défini-
tion D(A*) et D(A* A) des opérateurs A* et A* A sont denses dans H. L’opé-
rateur A** existe et est égal 4 4.

Plus bas nous aurons toujours a utiliser la notion de suites convergentes
d’opérateurs. Il est possible de définir différents types de convergences des
opérateurs linéaires. Pour nous, les types suivants seront essentiels :

soit {A4,} une suite d’opérateurs bornés. On dit que cette suite converge
uniformément vers 'opérateur A si || A, — A|| - 0 lorsque n — .
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Nous dirons qu’une suite {4,} d’opérateurs linéaires (en général non
bornés), ayant tous le méme domaine de définition D, converge fortement
sur D vers I'opérateur A si quel que soit u € D

| A4 — Au| >0  lorsque n — .

Enfin, on dira que la suite {4,} converge faiblement vers 4 si quel que
soit u € D, la suite {A,u} converge faiblement vers Au. Autrement dit, cela
signifie que (A4,u,y¥) - (Au, ) quels que soient u € D et ¥ € B. On peut
schématiser les relations entre ces trois types de convergence par :

uniforme = forte = faible.

Pour les transformations lin€aires d’un espace de dimension finie, ces trois
types de convergence coincident. Dans le cas infini, ces notions sont distinctes.

Nous allons formuler, pour la commodité de la suite de I'exposé, des
résultats bien connus sur la convergence des suites d’opérateurs linéaires,
résultats sur lesquels nous nous appuierons dans la suite.

1) Le théoréme de Banach-Steinhaus

Soit {A,} une suite bornée d’opérateurs linéaires agissant de B, dans B,
cest-a-dire telles que | 4,| < M = const. pour toutn. Supposons que
| A.f — Af || = O quel que soit f appartenant a un ensemble partout dense
dans B, . Alors | A,f — Af | - 0 pourtout f e B, et |4| <M, ([84]).

2) Silasuite f, € B, converge faiblement, alorselle est bornée ([35],[84]).

3) Dans un espace de Banach réflexif, toute suite bornée est faiblement
compacte ([84]).

4) Si dans un espace de Banach f, converge faiblement vers f et | f, ||
vers || f||, alors f, converge fortement vers f ([35]).

5) Théoréme de Lebesgue. Si la suite de fonctions mesurables f, (t) con-
verge presque partout vers [(t) et est majorée par une fonction intégrable, alors

J f(t)dt converge vers J f(®)dr ([56]).
0 0

Dans la suite nous aurons souvent a considérer les opérateurs définis dans
un espace de fonctions 4 valeurs dans un espace de Banach (en particulier un
espace de Hilbert). Pour nous seront essentielles les trois variantes d’une
certaine construction :

a) Soit B, un espace de Banach et C(B,) I'ensemble des fonctions u(f) a
valeurs dans B, définies sur le segment [0,s] et continues, ie. telles que
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| u(ty — ulto)|| — O lorsque t — t,. Sur C(B,), on définit une norme, en
posant
“ u(t) ”cwl) = Slllp “ u(t) ||81

ce qui fait de C(B,) un espace de Banach.

SiT(t) (0 <t < s)est un semi-groupe borné d’opérateurs dans B, , il
est possible de le considérer comme un opérateur appliquant I'espace B,
dans l'espace C(B,) ([84]).

b) Soient H un espace de Hilbert et L,[H]| une somme directe continue
d’espaces isomorphes a H. Ceci signifie que L,[H]| est I'ensemble des fonc-
tions h(z) a valeurs dans H, mesurables en ce sens que (h(t), hy) est, quel
que soit hy € H, une fonction numérique mesurable, et satisfaisant la con-
dition :

+ 0
J | Ho |2 dt < oo.
Si dans L,[H], le produit scalaire des éléments h(r) et g(r) est défini par

(h,g) = (H(1).g(0)) = J (h(0),9(0) ) i

alors L,[H] est un espace de Hilbert, séparable si H est séparable.
Nous aurons besoin de la propriété suivante : si  h(t), g(t) € L,[H]
tendent vers zéro lorsque t - + oo etsi H(t)et g'(r) € L,[H], on aI’égalité :

(1000 ) = (0. 5o )

Pour démontrer cette égalité nous réalisons H comme I'espace des suites [, .
Alors tout élément de L,[H] se représente comme une suite {a,(t)}, les a,(t)
étant des fonctions numériques mesurables et

+ 0
D J a’(t)dt < oo
Le produit scalaire de deux ¢élémentsaetbde L[H] sécrit dans ce cas
+ o
@h=3 [ awboa

Si tous les at) et b (t) tendent vers zéro lorsque |t| —» oo et si {al(f)}
et {b(t)} sont des éléments de L,[H], on a pour toutn

J i a(t)b (ydt = — J i a (tyb (1) dt

-
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et par conséquent
+ o + o0
> J a(tyb(tydt = — 3 J a ()b (t)dt.

Soient Bun espace de Banach et L,(B) I'ensemble des fonctions u(f) a
valeurs dans B, définies sur le segment [0,s] et telles que | u(z) |, soit inté-
grableenzsur [0, s] et que (u(t), f(t)) soit mesurable pour tout f(t), C* a support
compact. Dans L, (B) on définit une norme en posant :

1

0) .05, = j ()| 5 d,

0

ce qui fait de L,(B) un espace de Banach. On appelle fonctions intégrables
selon Bochner, les fonctions a valeurs dans B et appartenant & L,(B).

L’ensemble des fonctions prenant deux valeurs est fondamental dans L,(B),
i.e. la fermeture linéaire de cet ensemble est dense dans L ,(B) ([84]).

§ 2 METHODE FONDAMENTALE D’ESTIMATION D’UNE SOLU-
TION

Exemple. Nous allons d’abord montrer sur un exemple simple quelle est
I'idée fondamentale de la méthode qui nous permettra d’obtenir des estimations.
Considérons dans L,[R?] lopérateur

0 0 0

ou l'opérateur linéaire B(x,y,0/dy) commute avec x et ou A(x,y) est une
fonction numérique telle que | A(x,y)| < 1.
Supposons d’abord que L™ existe et soit borné

|t <N,
Soit u € L, une solution de I’équation
Lu= f(x,y), feL, et f(x,y)=0 pour x > X.
Si ¢(x) est une fonction différentiable par morceau et si o(x) f(x,y) =0,
alors on a
Ligu) = Kou) — of = [L,o]u = Apu

(le crochet dénote le commutateur).

Dot :

[ oGau|* < N*| @lu |-
Supposant
(x— & pour x> ¢
o(x) =

0 pour x<¢
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kétant un entier et ¢ > X nous obtenons

+ o + o0 ) + 00
J (x — &* J u?dydx < N2k? J (x — &~ 2dx J wtdy (2.1)
& - ’ & -

Pour k = 1, les intégrales du membre de droite de I'inégalité convergent,
ce qui entraine la convergence de I'intégrale de gauche. Supposons par induction

que l'intégrale +o0 +o0
J (x — &* 2dx J urdy
- { - 0

converge. L’inégalité (2.1) entrainera la convergence de l'intégrale

+ o + o
J (x — &*dx J u?dy.
4 -

Il en résulte que toutes les intégrales de (2.1) convergent pour k = n, nétant
un entier positif quelconque.
Notons

P (&) = J (x — & dx J u?dy.
4 )

De l'inégalité (2.1) on obtient

n2

(&) < sz‘p:@) .

Cette inégalité permet d’estimer I'intégrale

+ w0 + o0
j dx j u(x,y)dy
4 —

pour les grandes valeurs de &.
Etant donné que n est aussi grand que 'on veut, on a :

N2
<D"(§) < T(l + 5") <P;' >

avec 6, —» 0 pour n — .
Multiplions les deux membres de I'inégalité par ¢/ et intégrons dea oo,
nous arrivons a 'inégalité

N2
U < - (L + 5)(@)2.
D’ou, tenant compte de ce que @ (c0) = 0, nous obtenons :
2 -
¢"(é) < e_I_V(l_é"/z)(é o) ¢"(£0) (22)

Donnons comme exemple le cas d’une équation différentielle usuelle ou I’esti-
mation (2.2) est réalisée avec o, = 0.

Soit L =i+ 1, alors ||£“H < 1.
dx
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Soit Lu = 0 pour x > a, alors
(2n)!

22n+l

Ce %

+ o0
u=Ce™ et J (x — &*"u*dx =
g

pour x > a. D’ou
D,(8) = e TP (&),

ce qu’il fallait démontrer.
+

De (2.2) on peut tirer une estimation de J u*dx et en outre :
4

+ o0 + o + o + o
J dx J urdy < J (x — &*dx J urdy
E+1 -0 E+1 ~ 00

< J (x — o?"dx J utdy = ¢,(¢)

— 0 -

Remarque 1

Il est facile de voir qu’il est seulement nécessaire que 'opérateur B commute
avec @(x) et que 'opérateur A soit borné. Par conséquent, B peut €tre une
matrice, comprenant des dérivées par rapport a tous les arguments excepté x,
et a coefficients quelconques dépendant de toutes les variables. L’opérateur 4
peut étre une matrice dont les éléments sont bornés et dépendent de toutes les
variables. Autrement dit, A(x) et B(x) sont des opérateurs dans un espace
de Hilbert H dépendant de x comme paramétre. On notera | g |, la norme
de g € H. Nous considérerons I'opérateur L= A% + B(x) dans Tespace
de Hilbert L,[H] des fonctions de carré intégrable en x, & valeurs dans H .
Si A(x) et B(x) sont des matrices, I’élément he L,[H] sera un vecteur
colonne h, et la définition de la norme comportera une sommation sur I'in-
dice v. Ainsi l'estimation (2.1) reste valable pour un systéme d’équations
différentielles aux dérivées partielles du premier ordre en x.

I est possible d’utiliser une méthode analogue dans les espaces de Banach.

Remargque 2

Pour déduire la formule (2.1) nous avons besoin de I'existence de L' et
de son caractere borné. Mais, si on tient compte de ce que ¢(x) = 0 pour
x < &, il devient clair qu’il est suffisant de demander que I'opérateur f,g‘
existe et soit borné, ou f,é est la restriction de I'opérateur L :

L=L

a 'ensemble des fonctions, s’annulant pour x < ¢ (f,éc L). Alors la norme de
Popérateur inverse | L; ' || = N(&) dépendra de £ et dans l'inégalité (2.1) on
peut remplacer N par N(¢).
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Cette remarque sera particuliérement importante lorsque nous passerons

4 des opérateurs de la forme
d2
L =—-—-—+ B(x),
dxz + ( )
par exemple et n’ayant pas d’inverse.
Dans ce cas, si B(x) > Opour x > a et B(x) > N({)pour x > ¢ 2 a,
l'opérateur inverse L™ ' existera sur les fonctions nulles pour x < ¢ et

1LY | < N©).

§ 3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE A
COEFFICIENTS OPERATORIELS

Nous appliquons la méthode exposée pour obtenir une estimation des
fonctions propres des opérateurs auto-adjoints.

Considérons I'espace L,(H) des fonctions g(x) a valeurs dans un espace
de Hilbert H :

+ o0

Ilg||2=J | g(x) || 2 dx; (gl,g2)=J (9,(x),9,(x))gdx.

- 0
Considérons dans L,(H), un opérateur auto-adjoint de la forme

- dz
L=-45+Bk (3.0)

ou B(x) commute avec 'opérateur de multiplication par xet vérifie la con-
dition
+ 00

J (B(x)g(x),g(x)),,dxzaZJ lgZdx (D)
4

3

pour ¢ - + o et g(x) € D(B(x)) (D(B) est le domaine de définition de
I'opérateur B).

Théoréme 2.1 ([51, 10]). Soient A un point du spectre discret de l'opé-
rateur L;d < oo la distance du point A au spectre continu de lopérateur
Loa=o*—A. Chaque fonction propre (x) de I'opérateur L, correspondant
d la valeur propre A, vérifie Pinégalité

j "1 dx < C@e-2a - 62
4

V. P. MasLov. — Théorie des perturbations. 3
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avec & > 0 un nombre fixé, C(0) une constante dépendant de 6, et ou
w = [04a + (0,16a* + 0,24%)'/*]'/2 (3.3)
est une constante précise (*).
Corollaire. Soit (x,y,z) une fonction propre de [Iéquation de
Schrédinger — Ay + u(x,y,z)y = Ay et soit

Inf u(x,y,z) = o?.
On sait ([23]) que dans ce cas
Weya = e < C |

PQ<

[W(Q)[*dQ (3.4)

ol PQ est la distance entre les points P et Q.
De (3.2) et (3.4) il résulte

+ 0 + 0
lW(x,y,5]* < C J &’ JJ (', y ,2)|2dy dz' < Clg)e 21 —om=
x—1 — 0

ou w s’exprime par la formule (3.3). De cette estimation on déduit I'estimation
donnée par E. E. Schnol ([88]) en 1957, avec w ~ Ind.
Remarque. Supposons que H soit la droite numérique et que
B(x) = u(x) - 0 pour |x|—> .
Alors a = > — 1 = d et de (3.3) nous obtenons w = Va. En fait dans
ce cas W(x) ~ e~ °*. Ainsi dans cet exemple, la valeur de la constante w est

atteinte.
Pour démontrer le théoréme nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1. Soit g(x)eD(f,) avec g(x) = 0 et f,g(x) =0 pour x < &.
Alors, pour tout ¢ > 0,1l existe £, , indépendant de g et tel que pour & > ¢,

@d— e g < | [L — Mgx)|?. (3.5)
Démonstration. Soient A une valeur propre de multiplicité p,
yii=1,.,p

les fonctions propres correspondantes, et \, les autres fonctions propres de
I'opérateur L.
Démontrons I'inégalité

ot < ¥ 1wl

> ] 11
7 {(w""[L_”g)[a—Ak)z (d—s)Z]}

| A=Ak |<d—¢
1 -
+ L‘)u 2 3.6
(d—s)2”[ 1g]* (.6)

(*) Voir la remarque.
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Notant f = (L — A)g et R, la résolvante de I'opérateur L au point A (sur
le sous-espace orthogonal aux y,i = 1,2, .., p), nous obtenons :

lo1 = 316w = o - 3 Gyt

2

=[RS

2

Z (',hk,f)R;_lﬁ,-‘k + Ra {f - Z (%k,f)%k}

| A~ Ak | <d~¢ | A=Ak | €d—¢

Ja-al<d—e (A — AP

< 5 Wi f) + 1 {”f”z — D ('»bzksf)z}

li—act<d—s (A — A (d — &)?

2

+H R = % Wl

| A~k |<d—¢

| A=A [sd—¢
D’ou (3.6).
D’apreés les conditions du lemme, on a
+ 0
@< | Ivalas ol
g
+ 0
(L=~ Dgny < [ ales @ - ol
g
De 13, et avec (3.6), on obtient I'inégalité suivante
P + o . R
[sal* < lgl* X 15 [7dx + (L — Ag|*
=1 Jg
R I P e ey e R I
i L TG @9t d-er

| A~k | <d—e

D’ou, pour & > €&, :

[9)1* < 0. [19]* + 0: | (L = Mg ]* +
Par conséquent

@ — (1 — 0,() ] g |* < (05(0) + D| (L - Hg|?

1

(d_s)zll(L—i)gH :

ou bien R
@ — 04&)[a)]* < [T - Hg]*
En notant O,(¢) a nouveau ¢, nous obtenons I'affirmation du lemme 2.1.

Démonstration du théoréme. Soit ¢(x) une fonction deux fois différen-
tiable, s’annulant pour x < &.
Ona:

| [L = ex)yx)|? = | oy + 20|
= [ @[> + 4(0", V) + 4| @V

2

2 (37)
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Les identités suivantes sont évidentes :
2", 0) = — ([¢"0'1V.¥),
0= ([0 1%, [L — A¥) = — ([¢T2y:¥") + ([B ~ DTy’ 0'W)
= 2@V + [0V |* + ([B = A]o¥.0). (3.8)
De (3.8) il résulte en vertu de la condition (3.1) que, pour suffisamment grand,
— v |* - 200" ¥) = a| 'y |* (3.8
De (3.5), (3.8), (3.8") et (3.7) il résulte que
@d—e oy |* <[oeV¥|*+ 2([e"0 T, ¥) — da| o[> 39)

Supposons maintenant que ¢(x) = (x — &)" pour x > ¢ et zéro pour x < £.
Par induction sur 'inégalité (3.9) on a que

o) = | ov | = j (= 27" |y 3
4

existe quel que soit n. L’inégalite (3.9), pournsuffisamment grand n > n_,
prend la forme
16d*(1 — &) < 50" — 16a9".

De 13, il s’ensuit que @(£) vérifie 'inégalité
501 — 16ad” — 16d*(1 — )P = 0 (3.10

Les racines du polyndme caractéristique correspondant a I'opérateur
figurant au membre de gauche de I'inégalité s’écrivent :

g 84 V64a? + 80d%(1 — ¢,)
- 5

o 8a+ V64a? + 8041 — ¢,)

5 = 4wl — g,).

Notant
FE =0 — > =9" + |p|* .
Alors (3.10) donne
(F" —y*F)= 0. (.11

En multipliant par #’ les deux membres de l'inégalité (3.11) et en intégrant,
tenant compte de ce que F(w0) = F'(0) = 0, nous obtenons

(FQ)) = »»F©)).
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D’ou, étant donné que F'(£) < 0, ona
F() < Ce%,
Cest-a-dire
P+ |BIP® < Ce™,
et comme @"(£) > 0 et P(£) > 0, on a linégalité

H(E) < C e, (3.12)

Comme d’autre part

J Iy )3 dx < (& - 1) (3.13)
4

on en déduit l'inégalité
+ 0
J ” w”;dx < Cz(s)e‘Y§ - Cz(s)e—zw(l—a)i
4

ce qu’il fallait démontrer.

§ 4 OPERATEUR DU PREMIER ORDRE

La méthode proposée peut aussi €tre appliquée pour estimer les fonctions
propres des opérateurs auto-adjoints du premier ordre en x de la forme

- d
L=A4 +BX 4.1y

avec | 4| < 1, et en particulier les fonctions propres de équation station-
naire de Dirac (*).

Soient A une valeur propre, ¥ la fonction propre de Popérateur L qui lui
correspond et @(x) € C?, nulle pour x < &, alors

[+ 509~ 2]wot9 = 4oy

c’est-a-dire
[L — Alyelx) = Ag'y.
D’apres le lemme 2.1, pour ¢ suffisamment grand : & > £,
@ — & oy |* <[aey [* <o |
Comme précédemment, prenons @(x) = (x — &) pour x > ¢ et zéro
(*) Si dans I’équation de Dirac ([10], [86]) les coefficients ne dépendent pas de ¢, alors en y

substituant des fonctions de la forme § = ¢, nous obtenons pour ¢ ’équation stationnaire
de Dirac.
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pour x < ¢ et posons P(&) = || @y |?; nous obtenons pour n suffisamment
grand, n > n, :
P > 4d — ¢, P
Comme pour (3.12)
<p(é) < Cle-Z(d-n)é_

D’ou, a cause de (3.13) :

+ o
J ”w”;dx < Cz(gl)e—z(d—sl)g.
4

il est facile de se convaincre sur I'exemple d’un opérateur différentiel ordinaire
que cette estimation est encore valable pour ¢ = 0. Ce qui démontre le
théoréme.

Théoréme 2.2. Le théoréme 2.1 s'applique aux fonctions propres de Popé-
rateur (4.1) avec w = d.

§ 5 INEGALITE FONDAMENTALE POUR LES FONCTIONS
PROPRES

Considérons un opérateur auto-adjoint de la forme
- d
L = Aty 3 + Blnx), [|AW) | <1,

dont les coefficients dépendent d’un parametre . Nous rappellerons que
si ge L,(H) est nul pour x < ¢ et tel que Lg = 0 pour x < &, d’aprés
le lemme 2.1 pour ¢ > 0, fixé, il existe un &, indépendant de g tel que
pour £ = £ on ait I'inégalité

d—9*|g]*<|[L - Alg|* (5.1)

Fixons £, pour un opérateur L donné.
Posons x} = (£,), y étant un nombre plus grand que 1. Par une trans-
lation, on peut prendre l'origine des coordonnées au point x}, et considérer

dans le nouveau systéme de coordonnées y = x — x}, la fonction
(y* = &% pour & = y?,

o(y,8) = JL
0 pour y? > £2

Soit & < x}) — &,; x < &, entraine x < x}) — &, ie. (x — x})* > &2, donc
y? = £2. Par conséquent, @(y,) est nulle pour x < &_.
L’opérateur
- d
L=4am<=—B
(g, — B, x)
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s’écrit, dans le nouveau systeme de coordonnées :
~ d
L= A(n)@ — B,y + x}).
Supposons que u(y) € H satisfasse pour |y| < x} — ¢, I’équation :
du
A(n)d—y — B,y + x)u = Au.

11 est évident que I'inégalité (5.1) sera satisfaite pour la fonction g = @(y,£) u(y),
étant donné que pour x < ¢,,g = Oet f,g =0.
Ainsi
@ — o) [oul* < o]

+<&
¢@=wwuj @ — | u() |2 dy-

—¢

Notons

11 est aisé de se convaincre que

I2_ n //_4n—1/
ol = s { o - )

1
Posant o= O(e), nous obtenons

1., »n—14_ 1 _,
(@-0,0re <70 - " Lo <0
puisque ¢ > Oeté = 0
D’ou, en remplagant O,(¢) pare,
PP =4(d - )PP
ou
d d
-~ ¢/ 2 4d _ 2> p2
Intégrant de 0 a £, on obtient
P 22d— ¢
d
ou a In@ = 2(d — ¢).
Intégrant cette inégalité de a > 1a £, on obtient
L, 26 o
=22d— 8¢ —a
D > 24— 9E — o),
cest-a-dire

<D(f) > e2d—8(¢—-a) <P(a).
Etant donné que
a-1 +a
J [u6) |24y < J (0 — "] u) |3y
—a+1 ~a

+¢

+<&
J w—ewwmmwswj | 40) |2 dy

—¢ —¢
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on obtient, pour ¢ < xh — &, ;

4
J |u@) |3 dy > €7 B(E) > £ e ¢ P(a)
~¢

b

> C.e 0 [ty [y,
—b
puisque &4 > C(b,e)e"2**7? avec b = a — 1.
En revenant a la variable x et en remplagant 2¢ par ¢, on trouve :

b xb+&

xp+b
J. [4(x) |3 dx < Cy(b,g)e~24-0¢ J () |3 dx.

xo—b xé—é

Avec ¢ = x} — &,, cela donne

xb+b 2x$—§¢
J | u]2dx < C(b,e)e 245 —& J [| u(x) |7 dx

x§—b

P 2x}
< Cz(b,s)e'z‘d_""aj | u(x) |2 dx. (5.2)

&

La constante C,(b,e) = C,(b,e)e*** ne dépend pas dey. Ainsi I'inégalité (5.2)
est vraie quel que soit y > 1.

In (1/2)

Posant y = lénx
0

,nous arrivons a la proposition suivante

Lemme 2.2 (*). Soit n un certain paramétre tendant vers oo . Soit u(x)e H
quel que soit x, satisfaisant pour x < n, Péquation

d
AT + B x)u = Au [ Al [z < 1.

Alors pour a > 0 et ¢ > 0, on trouve C(a,¢) tel que

n

n/2+a
J 4|2 dx < Cla,ge—a1-97 J luf2dx 3)
n

/2—a 0

Remarquons que d’une fagon générale, u(x) peut ne pas appartenir 8 L,(H).

(*) Avec ce lemme, on trouve facilement une classe d’unicité pour I’équation (4.1). A savoir
que si u(x) vérifie (4.1) et
¢
J Ju(x) |Zdx < Cle)et2%,
[

alors u(x) e L(H) et satisfait I'estimation du théoréme 2.2.



Comportement asymptotique des fonctions propres 4]

§ 6 DEUX LEMMES DE LA THEORIE ABSTRAITE DES PERTUR-
BATIONS

Nous allons démontrer maintenant deux lemmes nécessaires pour la suite

(voir [18], [73]).

Lemme 2.3. Soit A un opérateur auto-adjoint dont le domaine de
définition D(A) et le domaine des valeurs sont dans le méme espace de Hilbert H .

Soit p un point sur la droite réelle et d la distance de ce point au spectre de
Popérateur A. Alors, quel que soit g € D(A), l'inégalité

dlg]| <4 - wy] 6.1)
est vérifiée.

Démonstration. Si le point y appartient au spectre de l'opérateur A4,
alors d = 0, et I'inégalité (6.1) est €vidente.

Supposons que u n’appartienne pas au spectre de 'opérateur A. L’inéga-
lité (6.1) résulte immédiatement de I'inégalité bien connue :

(4 —w™ '] < % (voir [65]).

En fait, en posant f = (4 — u)g, on obtient
- _ 1 1
gl =lAa-wrrl<lea-w sl <zlsl<51A-wel

c.q.fd

Lemme 2.4. Soit Ay un point isolé du spectre de lopérateur auto-adjoint A .

Désignons par M, tout le reste du spectre de Popérateur A (M, est len-
semble des valeurs du spectre o, moins le point A = A,). Soit d, la distance
d’un point pi a Pensemble M, .

Notons P, le projecteur sur le sous-espace des fonctions propres correspon-
dant au point A,.

Alors, pour g € D(A) on a l'inégalité

dol1 = Pr)g| < ||(4 = w)g].

Démonstration. Le complémentaire orthogonal du sous-espace des fonc-
tions propres correspondant 3 A, est invariant par l'opérateur 4. Ainsi
I'inégalité (6.1), écrite pour ce complémentaire orthogonal, aura la forme

4 =0 = P S| < %II (1= P fl

ou f est un élément arbitraire de-H.
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D’ou posant f = (4 — u)g, on obtient (du fait que P, commute avec A)
J@=Pg| =0 -PYA-w ' f=]UA-m"A=-P)f]
_ 4 - g

7 .

Ao

1
<7 |1 — P, )4 — wg]|
Ao

§ 7 THEORIE DES PERTURBATIONS POUR UN OPERATEUR DU
PREMIER ORDRE

Lemme 2.5. Soituune solution de I'équation

[i — Au= A(n)j—i + B, x)u + v(p,x)u — Au =0 (7.1)

satisfaisant la condition J | u|%&dx < Ce™, 00 C = C(¢) ne dépend pas de 1,
0

quel que soit ¢ positif et supposons que v(n,x) = 0 pour |x| < n et que d soit
la distance du point A au spectre continu de lopérateur L :

Low = AL + B ).

alors
n/2+a

I) J |u]|Z dx < C(a,e) e 4 =97 avec a > 0.
nf2-a

IT) 1l existe une valeur propre ude Popérateur io telle que

C(E) e ~d(1 —¢&)n/2

nj2 1/2
(j P ||z,dx)
0

n/2 p n/2
2) J || u — Z |: J (u,w:‘)dejlill:‘ ||gdx < if) e—d(l—s)q

0 i=1 0 d“

DERESRARS

ou d, est la distance du point y au reste du spectre de io, wf‘,i =1,..,p, une

base orthonormée du sous-espace propre de L° correspondant au point u.
Démonstration. 1l est évident que pour |x| < 7
- du
Lou = A(n)a + B(n,x)u = Au.

D’ou, d’apres I'estimation (5.3) et les conditions du lemme, on a pour # suf-
fisamment grand

n/2+a ,
J lu]zdx < C(a,s)J |2 dx-e a0,
! 0

/2 —a
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De cette inégalité et de (7.1) résulte Paffirmation 1) du lemme 2.5.
Considérons une fonction ¢(x), égale a4 un pour |x| < 1/2, égale a
i "

2<|xl<—+a:

z€ro pour [x[ > g + a, et linéaire dans l'intervalle >

ex) =1+ %(g— x).

Comme alors ¢(x)v(n,x) = 0 et Lu = Au nous avons
X)Ly = o(x)L et @x)[L — AJu=0.
D’ou R
[L — A ox)u= Al e()u.
Du lemme 2.3 de la théorie abstraite des perturbations il résulte qu’il existe
une valeur propre u de 'opérateur io telle que

nf2+a 1/2
O LTS B
| A(I’]) Qu H < n/2 < C(a, 8] e en/

< = ny2 1/2-
[0 u] [oGou] ( f ”u“;d_,_) ’
0

De plus, a partir du lemme 2.4 de la théorie abstraite des perturbations nous
obtenons

lu—i|<|

ol = $ (@b < e eman-an

i=1 dﬁ

c’est-a-dire
n/2 p . ) (a,s) o
L u — ~=Zl (ex)u )W, |5dx < —:d,fe a1~ ey

Le lemme résulte alors de ce que d’apres le théoreme 2.2
n/2

(p(x)u,¥},) — j (u, )y dx < Clg)e™ ! ~om2,

0

Considérons maintenant 'opérateur auto-adjoint
= d
Le) = A3 + B + eu(r.9),

ol u(r,e) est un opérateur dans H borné et continu en r. Soit ¢ un point isolé
du spectre de 'opérateur d
L) = A(r)a + B(r)

et d, la distance du point y au reste du spectre de 'opérateur L(0). Soit
v(r,e) pour r < 2r,,
o(r,e) = JL
0 pour r > 2r,,

c’est-a-dire

| edr,¢) | Szt-i:oc’ >0

et posons v = u(r,e) — ¥(r,e).
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On peut alors écrire Lsous la forme
= d = d _ -
= -3 —_ A_
l,_Adr+B+sv(r,s) dr+B+sv(r,8)+sv(r,s)

= L° + &i(r, ¢).

Posant, dans le lemme précédent, n = 2r, et v(r,n) = e¥(r,€), nous arrivons
en vertu des lemmes de la théorie abstraite des perturbations au théoréme
suivant.

Considérons pour cela 'espace C des fonctions continuesen £,0 < & < ¢,
et identifions dans C les fonctions dont la différence est inférieure a
o(e) = Cexp{ — d(1 — d)r,}. Notons S I'espace quotient ainsi obtenu. On
notera L,[H, S] 'espace des fonctions de L,(H) & valeurs dans S. L’¢ga-
lit¢t a = b sera indiquée dans cet espace par le symbole a = b.

Supposons que 'opérateur
- d
L) = A.(r)a + B(r)

soit auto-adjoint dans L,(H) et que B(r) commute avec r. L’opérateur euv(r, &)
commute avec r et tend vers zéro dans la norme de H pour r quelconque
fixé.

Théoréme 2.3. Supposons que la solution \y, de équation

[LO0) + eulr,8)]w, = My,
satisfasse la condition

+x
J [, zdr < C(6)e*, (7.2)

0 étant quelconque et C(0) une constante indépendante de ¢, et que le point du
spectre de lopérateur 1(0) le plus proche de A soit la valeur propre u de cet
opérateur de multiplicité finie m.

Alors

1) Popérateur
- _ 1 - 2 .
[Lo + et(r.e)] ﬁf]g [L° = 217" Y (= e {otr,e) (L0 ~ 2)7' J*dz,
r k=0
ou I est un cercle centré en y et de rayond /2, posséde | < m valeurs propres
distinctes u;, = pfe) (i = 1,2,...,1) et Pensemble des projecteurs
Pe) ,i=1,2,..,1
sur le sous-espace des fonctions propres leur correspondant est de dimension m;
2) on a la relation

J‘r[
-7,

(1- %P0 )

2
dr =0
s
H
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3) il existe 0 < i < | tel que

7'”i - .ui—1|\/J ”(1 - Pi)'#a”zivd")? 0

11— ulo)] /j [vil2dr < 0.

I3

Min (| g; = pie

Remarque 1. S’il y a deux valeurs propres g, et u, de 'opérateur L(0) les
plus proches du point 4, c’est-a-dire si le point A est entre g, et u,, alors

j I l3dr = 0.

—rs

Remarque 2. Pour A réel, seules les solutions satisfaisant la condition (7.2)
ont un sens physique. Il est bien connu que les fonctions propres du spectre
continu d’une large classe d’opérateurs différentiels aux dérivées partielles
satisfont cette condition.

Pour un opérateur différentiel du second ordre de la forme (3.0) satisfaisant

les conditions du théoreéme 2.1, le théoréme précédent sera vrai si on pose
o(e) = exp{ — (1 — d)wr,},

ou w est défini par la formule (3.3).

Cette assertion se démontre comme le théoréme précédent. En outre, il est
possible de considérer de la mé€me fagon le cas ou « dans la formule (3.1)
dépend de ¢ (voir Remarque 2, § 2). C’est ce qui aura lieu lorsque, par exemple,
dans I’équation de Schrodinger, le potentiel 4 I'infini tend vers l'infini et le
spectre est purement discret. Toutefois, dans ce dernier cas il est possible
d’utiliser les estimations données dans le travail de Tosio Kato « Propriétés
de croissance des solutions de ’équation d’onde réduite a coefficients variables »
(1959) (voir la revue Matematika, 1961, 5, n° 1, 115-135).



CHAPITRE 3

CONVERGENCE FORTE
DES EQUATIONS OPERATORIELLES

§ 1 CONVERGENCE FAIBLE DES SOLUTIONS

Considérons le probléme suivant :soit { A, } une suite d’opérateurs linéaires
opérant de B, dans B, (B, et B, sont des espaces de Banach) et possédant un
domaine de définition commun D(4,}) = D.

Considérons la suite d’¢quation

A"x" =0 (11)

n

et supposons que la suite d’opérateurs et la suite { v, } des membres de droite
convergent, dans un sens a préciser, respectivement vers : un opérateur A
et un élément v. Examinons outre ces équations ’équation suivante :

Ax = v. (1.2)

On demande quelles conditions doivent étre imposées a la suite d’équations
opératorielles (1.1) pour que la suite de ses solutions { x, } converge (dans tel
ou tel sens) vers la solution de I'’équation limite (1.2).

Etablissons d’abord les conditions pour lesquelles on a la convergence
faible des solutions et ensuite nous passerons aux conditions entrainant la
convergence forte. Pour I’étude de la convergence faible nous allons nous
restreindre au cas d’opérateurs dans un espace de Hilbert.

Théoréme 3.1 ([51, 11]). Soit { A,} une suite dopérateurs lindaires d’un
espace de Hilbert H ayant le méme domaine de définition D, partout dense
dans H . Supposons que { A,} converge fortement vers A et qu'une suite { f,}
d’éléments de H converge faiblement vers f . S’il existe une suite bornée {x,} de
solutions de la suite d’équations

A¥x = f, (1.3)
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il existe une suite {y,} de solutions de l'équation limite
A*x, = f (1.4)
telle que la suite { x, — y, } converge faiblement vers zéro.
Démonstration. Comme la suite {x,} est bornée, nous pouvons en
extraire une sous-suite faiblement convergente {x, }. Soit v la limite de cette

sous-suite. Montrons que v est une solution de I’équation limite (1.4). En
fait, pour tout ge D :

(4g,x,) = ([4 — 4, 19,x,) + ¢, ) = @, /)
et en méme temps
(49,x,,) = (4g,v)
d’ou
(4g9,v) = @, f) (1.5)
pour tout g € D. Puisque D est partout dense dans H, (1.5) signifie que
A*v = f.

Désignons par H, le sous-espace de toutes les solutions de I’équation
homogéne A*x = 0 et par H, son complémentaire orthogonal, et soient P,
et P, les projecteurs sur ces espaces. Posons

z, = P,(v — x,) (L6)
Yo = Zp t X,
Chacun des éléments y,_ sera solution de I’¢quation (1.4); en effet :

A*y,

A%z, + x,) = A¥(P,v + P,x,) = A*P,v

A¥P, + PJv=A*v = f. (1.7)
Pour achever la démonstration du théoréme il reste & montrer que la suite {z,}
converge faiblement vers zéro. Cette suite est bornée, car
lzl < 1] + Do
et la suite || x, | est bornée par hypothése.
Ensuite, comme z,e H,, on a, pour tout xe€ H,
(z,,x) = 0. (1.8)
De plussi ge D,Age H, d’ou
(Ag,z,) = (4g,y, — x,) = ([4, — 4lg,x,) + (49,,) — (4,9,%,)
=([4, - Alg,x)+ (9. f — ) -0 (1.9)
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quand n — o pour tout ge D. De (1.8) et (1.9) on déduit que la relation
(z,,uy-> 0 pour n— o (1.10)

est satisfaite pour tout u € H; @ R(A).
Mais R(A) est partout dense dans H,, car sinon il y aurait dans H, un
¢lément y,, non nul, orthogonal 2 R(A) et nous aurions pour tout x € D

0 = (y,4x) = (A% y,,x)

d’ou A*y, = 0, cest-a-dire que y, € H, ce qui est absurde. Ainsi la rela-
tion (1.10) est satisfaite sur un ensemble dont I'enveloppe fermée linéaire est
tout H. D’ou il résulte que la suite bornée {z,} converge en fait faiblement
vers zéro. Le théoréme est démontré.
Remarque. Silopérateur A* ! existe (Cest-a-dire si I'équation A*x = 0
n’a que la solution triviale) on peut reformuler ainsi la conclusion du théo-
réme (3.1) : toute suite bornée {x,} de solutions des équations (1.3) converge
vers une solution de I’¢équation limite (1.4). De plus, si A*~ ! existe, le théo-
réme 3.1 est vrai pour des opérateurs, opérant d’un espace de Banach réflexif
dans un autre, étant donné que 'unique endroit de la démonstration qui utilise
le fait que H est un espace de Hilbert est la possibilité de le représenter comme
somme directe des sous-espaces H, et H,.

Corollaire 1. Supposons que les hypothéses du théoréme 3.1 soient réali-
sées et qi’en plus (x,,y, — x,) = 0. Alors

1. = x, [ = 0.
En effet
(yn = XpsVn — xn) - (ynayn - xn) = (yn’Zn) = (U,Z") -0

puisque y, — v € H, qui est orthogonal az,.

Exemple. Considérons le probléme
Lu, = — ed (1 + sin2§>u£ + K*(x,p)u, = F(x,y) (1.11)

ulr=0 KXx,))2a>0

avec 4 'opérateur de Laplace, I', un contour différentiable et u,e L,[Q],
Q étant un domaine limité par I".
Montrons que u(x,y) converge faiblement pour ¢ — 0 vers

F(x,y)/K¥x,y)

dans Q.
11 est évident que l'opérateur adjoint L} converge pour ¢ —» 0 vers 'opé-



Convergence forte des équations opératorielles 49
rateur de multiplication par K*(x,y). Pour pouvoir appliquer le théoréme 3.1
il reste & montrer que | u,| est borné lorsque ¢ — 0.
o . 2 X .
Multiplions (1.11) par (1 + smzz u, et intégrons en x,y dans Q. En

intégrant par parties on obtient

2
€ V(1 + sin?Z u£:| dxdy + J‘ K2<1 + sin? X ) y2 dxdy
2 € 2 €
= Fuf1 + sin?>)dxdy
o €

<|#(1+sm2) | 1wl < cl =1 w)
Par conséquent

fjﬁﬁ®®<ﬂfwwﬂ
k1]

donc
c.gfd.

§ 2 CRITERE DE CONVERGENCE FORTE DES SOLUTIONS

Passons maintenant a I’établissement des conditions pour lesquelles une
suite de solutions d’équations de la forme (1.1) converge non seulement
faiblement, mais aussi fortement vers une solution de I’équation limite (1.2).
Comme la solution de I’équation

Ax = f

est équivalente a I'inversion de 'opérateur A, il nous sera facile de formuler
et de démontrer le résultat correspondant non pas en termes d’équations, mais
en termes d’opérateurs inverses. Ici, nous considérerons le cas général d’opé-
rateurs, opérant d’un espace de Banach dans un autre.

1. Théoréme sur la convergence forte des solutions

Soit { 4,} une suite d’opérateurs linéaires appliquant un espace de
Banach B, dans un espace de Banach B, et ayant le méme domaine de défi-
nition D et soit A un opérateur de B, dans B,, possédant le méme domaine
de définition D et tel que

Ag = lim A,g quel que soitge D.
n—+ow
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Nous supposerons que les opérateurs { A,} ont des extensions fermées.
On notera par A, la fermeture (i.e. 'extension fermée minimale) de I'opé-
rateur A4,.

Théoréme 3.2 [61, 12)]. Supposons que la suite { A, '} existe et soit

uniformément bornée
|47 < C

Alors

1) Il existe un opérateur inverse A~"', borné sur Pensemble R(A), ot
R(A) est la fermeture du domaine de définition de Popérateur A™'

2) ATV f =1lim AT f
avec f € R(A).

Démonstration (*). 1) Pour démontrer I'existence de A~ " il suffit de mon-
trer que I’équation Ag, = 0 a une solution unique g, = 0. Supposons donc
que Agq, = 0, avec g, € D(A4). Evaluons | g, | .

Nous avons d’aprées les hypothéses du théoréme

lim 4,9, = Aq,

n—oo
donc | A,40| < || Age| + € = & pourn > N,.
D’ou, puisque {A, '} est bornée,
ldol = 142 Augo || < | 42" ||| Auto | < &C-
Comme ¢ est quelconque, alors | g, || =0et g, = 0
2) Soient A, ! des extensions arbitraires des opérateurs bornés fermables

A ! telles que ~
|47 < ¢

Ona A;'A, = 1 sur le domaine D.
Soit g tel que Ag = f, f € R(4).

Ona . -
|47 f — A7 f|| = |4 Ag - 4|
= |4, (4.9) — A7 (A, — A)g — 4|
= |4, (4, — A)g| < C|[(4, — A)g]|
d’ou

lim AJ'f = A7 f.
D’ou d’aprés le théoréme de Banach-Steinhaus (chap. 2, 1) A7 converge
vers A" sur R(A)et [A7| < C.
On vérifie facilement que lim A 'f est indépendant des extensions

choisies pour f € R(A). D’ou la forme quelque peu abusive de I’énoncé du
théoréme.

(*) Voir chapitre 5, § 1, théoréme 5.1.



Convergence forte des équations opératorielles 51

2. Exemple

Considérons le probléme aux limites

2

Lu=52—g— du + C*(x)u = F(x,t,e) (x = x;,%x,,X3)
t
ou

t=0

=0 C}x)=a>0 2.1)

t=0

+ o
et u|r =0 ou bien J |ul?dx <

—

et étudions le comportement de la solution lorsque ¢ — 0. (C’est & ce cas que
se réduit le probléme du comportement asymptotique des solutions de 1'équa-
tion de Klein-Gordon pour ¢t — 0. Il faut pour cela, dans I’équation (2.1),
faire le changement de variable © = t/¢ et poser #(x,t,¢) = F(x,t/¢)).

a) Pour comprendre comment peut se comporter la solution de I’équa-
tion (2.1) lorsque ¢ — 0, considérons un cas particulier : 'équation différen-
tielle ordinaire

d?u
82—2 + u= y(l’)
dr
avec les conditions initiales
u|t=0 =0 u ’t=0 = 0.

Si #(t) est une fonction continuement différentiable, la solution u(f) peut
étre représentée sous la forme

1 J sint- — L #F(r)dr = j f(r)d(cost - ’>
& o & 0 &

t—1
4

u(t)

dr.

F(t) — f(o)cosg — j F'(7) cos
0

Par conséquent, si #(0) = 0et #'(r) € L,, la convergence de u,t) vers F()
pour ¢ — 0 sera la convergence forte dans L,;si #(0) # 0 la convergence
sera faible.

b) Retournons maintenant a I’équation générale (2.1). Considérons-la
dans lespace L, des fonctions de x(dans un domaine limité par I, si

u|lr =0, oublensi ||u?= j|u|2dx < o0, dans tout Pespace).
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Soit Lu = #(x,t).

Multiplions (2.1) scalairement par du/ct .

On trouve
g0 | ou 10
R AL —(‘9(" 0 )

Intégrant par rapport a t, nous obtenons, a cause des conditions

ou

u =0, e =0, ]]Vu]] =0,
t=0 t=0 t=0
que :
e | oul? 1 ' du
% 3t s rcur = [ (=00 Z)a

Intégrant encore une fois par rapport a t,de 0 a 1, on obtient

1 2 1 1 s 1 s
gJ m+§[JHme+JHCWdﬁ
0 0 0
= Jl de ‘[l (f(x,t),?)dt < ’ Jl (1—t)<.9"(x,t),g—u)dt <
0 4] ! 0 t
< \” | # 0 0)|de- ﬂ
0 0

par conséquent
1
£
2
0

ou
ot

ou

= | & 22)

oull®

ot

1
dr < J | #(x,t)||* dt
0

1
J 0
1
n’existe seulement que si J | #(x,1) || dt existe.
0

C’est-a-dire que
2
Ou

6—tdt

1
Supposons que J | #i(x,1)||*dt existe, Cest-a-dire que F appartienne a
0
'espace de Banach W° de norme

1
d
ot 1[5
4]

2
+ ||f||2>dt




Convergence forte des équations opératorielles 53

1 t
Alors, intégrant J dt J (37 (x,t),g—i:>dt par parties on déduit de (2.1)
0

gj d“”%(f | Va2t + J ||Cu||2dt>
0 0 0
f (F(x,1),u)dt — J dt<a? )dt

ou

ot

\/J I ”‘(xtb||2dtf ME dt+ﬂ oz dt\/J [ |2de.
1 /(!

jnunZdrs;jnwnZdrs; [ pepaisi,.
[4] [4] [4]

Par conséquent, 'opérateur L_ !, opérant de W dans I'espace de Hilbert L, des
fonctions de x,z,muni de la norme

1
ull,, = ul?de
Julus = /| 141

est uniformément borné pour ¢ —» 0

1
luelles < 1 llw- (23)

L’opérateur limite a la forme

Lo% = — Av + Cix)v = F(x,1).
D’aprés le théoréme 3.3, u, converge fortement vers v si le membre de droite
Z(x,t) appartient & R(L%). Le domaine R(L°®) est constitué par les fonc-
tions deux fois différentiables en ¢, s’annulant ainsi que leurs dérivées premiéres

pour t = 0. La fermeture de R(io) dans I'espace W ne conserve quune con-
dition initiale F(x,0) = 0.

Ainsi dans le cas général de I’équation (2.1), comme dans I'exemple a),
1

J‘ |u, — v||?de tend vers zéro si le membre de droite appartient a R(L®) et

s’gnnule pour ¢t = 0. On peut le démontrer aussi dans le cas ou le membre
de droite dépend de ¢ et converge fortement dans W vers une fonction %,
lorsque ¢ —» 0.

Supposons maintenant que le membre de droite #(x,t) € W mais
que Z(x,0) # 0. Nous allons montrer que dans ce cas

J | o), — v)|dz - 0
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quel que soit ¢(t) de carré intégrable sur [0,1], c’est-a-dire qu’il y a conver-
gence mixte, faible par rapport a t et forte par rapport a x.

Pour le démontrer, multiplions I’équation (2.1) par une fonction deux fois
différentiable ¢(f) nulle ainsi que sa dérivée aux extrémités du segment [0, 1]

et intégrons en ¢
1

! 0%u ~
& f o(t)— dt + L°J e(Hud:t
o ot?

0

J o(t) F (x,r)dt
0

€ f @"(Hudt + L° f eHudt. (29
0 0

<e/fwmwmhha

[4]

<t /[ worais, o
[4]

pour ¢ —» 0 et en tant quinverse de lopérateur elliptique L°, I'opérateur
{L°}71! existe et est borné (voir 'exemple précédent); on obtient & partir
de (2.4) (*) I'égalité

Comme, d’apres (2.3),

1
J @"(H)udt
0

&

1

J e(Hyu,dt — (L%} ! f e(t) F(x,t)dt = — ¢{L°} ! f @"(Hu,dt.
0

0 0

D’ou étant donné que

£y J @) F(x,0)dt = f
0

0

1 1

o) {L°} ' F(x,t)dt = J‘ ve(t)dz :

0

— 0 pour ¢ > 0.

Hf¢mm—ﬂm

Puisque I'ensemble {|u, — v|} est borné dans L), cette relation sera vérifiée
par passage a la fermeture pour tous les ¢(z) de carré intégrable, ce qu’il
fallait démontrer.

3. Le théoréme de Rellich (une nouvelle démonstration)

Nous allons maintenant donner une application du théoréme 3.2 4 la théorie
spectrale des opérateurs auto-adjoints. Plus précisément, nous allons en
déduire, par une discussion élémentaire, le théoréme suivant de Rellich ([64],

[65], [70]).

(*) Z(x,? doit étre assez régulier pour que wu(x, ) e D(— 4 + C?).
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Théoréme 3.3 (Rellich). Soit { A,} une suite dopérateurs auto-adjoints
d’un espace de Hilbert H, convergeant vers Popérateur auto-adjoint A au sens sui-
vant : Aest la fermeture de lopérateur 'IILII; A,. Si{EQ} et {E,} sont les

familles spectrales correspondant d A" et A, alors E{’ converge fortement
vers E, pour n — oo et pour tout point A W’appartenant pas d la partie ponctuelle
du spectre de A.

La démonstration est élémentaire dans le cas ou la suite d’opérateurs { A4, }
est uniformément bornée en norme. En fait, il est possible, dans ce cas, de sup-
poser, sans restreindre la généralité, que ||4,|| < 1. Pour tout polynéme P(t)
ona:

P(A,)) — P(A).
A Tlaide du théoréme de Weierstrass cette propriété s’étend aux fonctions
continues sur Iintervalle [ — 1,1].
Considérons en particulier la fonction

t pour t =0
) =
10 {0 pour ¢ < 0.

La fonction correspondante de I'opérateur A sera

EoA.
Ainsi nous obtenons
EPA, — EyA.
Dou :
EPA - EA. 2.5)

En effet, quel que soit f € H, on a
|EPAS — EAS || < |EP(A — A)f | + | EQAS — EoAS ||
<[ = a)f| + | EQAS — EoAS || - O

Si z€ro n’est pas une valeur propre de I'opérateur 4, R(A4) est partout dense
dans H et I'opérateur inverse A~ ! (généralement non borné) est défini sur R(A).
Pour tout f € R(A), d’apres(2.5),ona :

EQf = EQPAA™ [ > Eyf
et puisque R(A) est partout dense dans H,la propriété
Eyf > Eof

est réalisée pour tous les f € H,ie. EJ’ - E,. Si maintenant 1 est un point
arbitraire qui ne soit pas une valeur propre de I'opérateur A, il suffit d’appli-
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quer le méme raisonnement a lopérateur (4 — A) et on obtient
E{ — E, ([65]). Ainsi, pour une suite uniformément bornée {A4,} le théo-
réme est démontré.
Passons maintenant au cas général. De ce que, par hypothese
A, —> A surD = D(A)
suit que
A +i—> A+i surD.

n -

Les opérateurs [A, + i]™' existent et sont uniformément bornés (leur
norme est < 1). D’aprés le théoréme 3.3

[4, + ] ' >[4 +i]".
De méme
[4, — i7" >[4 i7"
Et par conséquent
1 | 24 24

n

-+ = - :
A, +1 A, —i A*+1 A*+1

n

Comme les projecteurs E,et E§Y associés aux opérateurs A, et A coincident
avec les opérateurs correspondants associés a
A A

2 et L
A* +1 A2 + 1
le cas général du théoréme de Rellich se réduit 4 I'aide du théoréme du § 2 au
cas particulier déja considéré d’une suite bornée d’opérateurs.

4. Passage du spectre discret au spectre continu*

Dans ce paragraphe, nous allons considérer une suite d’opérateurs auto-
adjoints {A4,}, a spectres discrets, définis sur un domaine commun D partout
dense dans I'espace L,, qui converge vers un opérateur auto-adjoint 4 dont
le spectre est continu : A est la fermeture de 'opérateur lim A4, défini sur D.

n— oo

Nous utiliserons les notations suivantes : g (¢ = 1,...) est une base de défi-
nition de l'opérateur 4, E; et E{” sont les fonctions spectrales des opéra-
teurs A et A, f est une fonction d’essai de Schwartz; f“ est sa projection sur
le sous-espace engendré par les vacteurs E,g®.

Supposons que lopérateur A satisfasse les hypothéses du théoréme
du Guelfand et Kostiuchenko, et par conséquent ([22,2]) ait des fonctions
propres généralisées qui sont définies comme des fonctionnelles de la forme

Ad(E;9“, f*)

d(E,g*,g®) @8)

(*) Ce paragraphe nécessite des connaissances spéciales en théorie spectrale des opérateurs
et peut étre omis. Il suffit de se limiter a ’exemple qui y est exposé.
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Théoréme 3.4 ([51,13]). Supposons que les fonctionnelles (2.6) dépendent
continuement de J.; il existe alors un nombre infini de suites {A¥} de valeurs
propres des opérateurs A, convergeant vers une valeur donnée de A telle que
les suites correspondantes de fonctions propres convenablement normalisées,
convergent en tant que fonctionnelles sur les fonctions d’essai vers une fonction
propre généralisée de Topérateur A .

La démonstration du théoréme consistera a prouver deux lemmes. Au
préalable nous introduisons les définitions :

Définition 1. Si J‘(f,l — f)? du, - 0, f, converge vers f en moyenne

Définition 2.  Si quels que soient 6 et ¢, il existe N, , tel que pour tout
n > N, ; la mesure y, de I'ensemble sur lequel | f, — f| > & est inférieure
a g, alors f, converge vers f selon la mesure variable y, .

Lemme 3.1a. Supposons que f, converge vers f en moyenne selon la
mesure variable p_ J‘( f - f,,)zdy'l — 0, alors f, converge vers f selon la
mesure variable u .

Il nous faut démontrer que quel que soit 6 > Oete > 0 il existe N,
tel que pour tout n = N la y,-mesure de 'ensemble sur lequel | L—f | =20
est inférieure a ¢.

Supposons qu’il existe 6 > Oete > 0 et une sous-suite { f, } tels que
| f,.. — f| soit supérieur & & sur une suite d’ensembles S, dont les y, -mesures
sont plus grandes que ¢.

Cela conduit aux inégalités

f(f — £ du, > f (f — f,)du, > &52.

1l y a contradiction puisque, par hypothése, le terme de gauche tend vers zéro
pour n — oo. Ce qui démontre le lemme.

Si p(4) - u(4) (p(4)est la mesure de lintervalle A) pour tout 4,
u étant la mesure de Lebesgue et si f(x) est une fonction continue, alors du
lemme suit que pour tout x, il existe un ensemble infini de suites de points de
croissance de la fonction monotone u(— «,x),{x,},x, > x,, pour les-
quels f,(x,) = f(x,). En effet, donnons-nous 4,4 et un nombre entier P.
D’apres le lemme il est possible de choisir N, ;tel que pour n > N, ; le
nombre des points de croissance de la fonction monotone p( — 0,x) se
trouvant dans Iintervalle {x, — 4,x, + 4} et vérifiant la condition

| fix) — flx)] < 6 .7)
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est plus grand que P. On choisit 4 de fagon a ce que | f(xy — 4) — f(xo + 4)]
soit inférieur a d. Alors d’aprés la condition (2.7) il est possible de rempla-
cer f(x,) par f(x,) etdpar24.

Lemme 3.1. Supposons que les fonctions propres généralisées de I'opéra-
teur A, au sens de Guelfand et Kostiuchenko [22,2]

d(E, g, 1)

1
d(E,g* ,g®) o)

dépendent continuement de 1.

Alors les fonctions propres généralisées des opérateurs A, convergent en
moyenne selon la mesure spectrale variable vers la fonction propre généralisée de
Popérateur A .

Démonstration. Considérons I'expression :

d(Elg(“),f(‘z)) B d(E(l")g(‘"),f(“))
dE;g®,9%)  dEPG,g")

a a 2
_ d(E).g( )>f( )) d(E(n)g(a) g(‘l))
d(E;g®,9") P

2
} d(Eg'")g(‘l), g(‘l) )

(@) £(a)
_ 2 J‘d(E).g ’f )d(E(,{')g(‘z), f(a))

d(E;g,g%)

AEPG®, [ @) 2 o
" HW d(EPg,g). (2.8)

Les deux premiers termes du membre de droite de I’égalité (2.8) tendent
respectivement  vers (f@, f@) et 2(f®, f®) puisque par hypothése
d(E,g?, f)
d(E,9,g)
théoréme de Rellich. 1l reste a montrer que le dernier terme converge vers
(f@,f®). Soit donc ¢ > 0 donné. Par définition, pour f©® et g@,
et N > N, ilexiste 4; > 0 tel que

dépend continuement de et que E{’g® — E,g® d’aprés le

u 3
- ¥ L) <5
i=1
D’ou, étant donné que pour n > n,
£
max | EMg®@ — E, g9 € —
i ” Aig Alg |I = 2N
il s’ensuit que
n
| o - 3, g <.
i=1
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Le terme restant de (2.8) est le carré de la projection f® sur le sous-espace
engendré par les vecteurs de la forme EY g quel que soit 4.
Par conséquent :

mg@ r@y)7)2
'(f(a)’f(a)) _ J{M} A(EPg®, g)

AEDG g
A(EDg@, f@)
— | f@ @ _ |BET o ) jpem @
‘(f / f AEDg, ™) A9

W@ £@
<ol re - Md}g(;)g(a)
AEDG® , g@)

<rONNr® - L CGEQe® | < e £
i

et le théoréme est démontré.

Du lemme il résulte que si le spectre de 4, est discret et si les hypothéses
du théoréme 3.4 sont vérifiées, alors pour chaque fonction propre généralisée
de 'opérateur 4, associée a un 1 donné, il existe une infinité de suites { 4, } de
valeurs propres des opérateurs A, qui convergent vers A et telles que la suite
des fonctions propres correspondantes considérées comme fonctionnelles
sur /@ converge vers cette fonction propre généralisée.

Exemple ([51,8])

Considérons I'équation de Schrédinger avec le potentiel u(x) pour une
particule a un degré de liberté,

h2 s
Chacune de ses fonctions propres caractérise un certain état stationnaire de la
particule correspondant a un niveau donné d’énergie.

Nous allons considérer le cas ou u(x) représente un puits de potentiel
général, c’est-a-dire que nous supposons que u(x) est continu, a un nombre fini
de maxima et de minima et que u( — o) = u(0) = + ©.

11 en résulte que pour tous les 4, a I'exclusion d’un nombre fini de valeurs
qui correspondent aux extrémas de u(x), I'expression 4 — u(x) a un nombre
pair de zéros simples. Le spectre de ’équation différentielle est, sous les res-
trictions imposées a u(x), purement ponctuel. En faisant dans I'équation
h = 0, nous obtenons a la place de I'opérateur différentiel

n? &

Sz — U

2m dx? (x)
I'opérateur de multiplication par la fonction — u(x). Ce dernier opérateur a
un spectre continu, ses fonctions propres correspondant a un 4 donné sont
des fonctions é (ou des combinaisons linéaires de fonctions §) concentrées aux
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pointsod A — u(x) s’annule. Le nombredesracinesdel’équation u(x) — 1 =0
est la multiplicité de ce spectre au point 1.

Soit A. une valeur propre, telle que la fonction u(x) — A} ait 2k zéros
X1, s Xy €t supposons que les fonctions propres de I’équation (2.9) soient
normalisées a I'unité +o

J‘ |y,Pdx =1

— 0

alors A vérifiera une des équations :

/i_’z" VI~ uxydx = n(n + %) +0(h),j = 1,...k (2.10)

X2j—1

et en outre, la fonction propre, correspondant a A, vérifiant modulo 0(h)
la i-™ équation (2.10) et aucune autre des équations (2.10), sera exponentiel-
lement décroissante lorsque h — 0 en dehors de x,; |, — o < x < x5, + a,
a étant aussi petit que l'on veut et indépendant de h. Nous notons {1} la
suite de ces valeurs propres et {y, } la suite des fonctions propres corres-
pondantes. De méme {1, } désigne une sous-suite de la suite des valeurs
propres {A.} convergeant pour h — 0 vers un nombre 1 fixé et {(Vin,} 1a
suite des fonctions propres correspondantes. Les zéros de la fonction 4 — u(x)
qui encadrent le ™ minimum de la fonction u(x) sont notés x,;_, et xj,.

Supposons que les fonctions propres de I’équation (2.9) soient normalisées

a 1//h C’est-a-dire telles que
+o
1
2 _- —
J‘ | yn| dx = W

— 0

Alors la suite des fonctions propres satisfait a la limite, pour n, pair, la relation

+o , ,
lim J‘ yinkfl’(x)dx: (x5 1) _ o(x5)

1'5',:—?1 -® Vuxyoy) N ulxy)

et pour n, impair

T Xy y) (x5)
lim J )’i,.,(q)(x)dx: P\Xy;— 1 + P\ X5;

1':!,:—?1 - Vu(xyio) vV uxy)

ou ¢(x) est une fonction arbitraire intégrable sur tout I’axe et dont la dérivée
premiére est continue. Ainsi on aura la description suivante du comportement
des fonctions propres et des valeurs propres de I’opérateur (2.9) pour 4 — 0.

Toutes les fonctions propres et valeurs propres correspondantes peuvent
étre classées par les minimas isolés (« cuvettes ») de I’énergie potentielle u(x)
(car chaque fonction propre tend vers zéro dans toutes les cuvettes sauf une),
et dans chaque cuvette les fonctions propres peuvent étre divisées en deux
classes : dans la premiére, on met les fonctions propres et les valsurs propres
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correspondant a n impair se réduisant pour & — 0 ala somme des fonctions o,
prises aux points de rebroussement; dans la deuxiéme, celles correspondant
a npair se réduisant a la différence des fonctions ¢. Cette séparation des
fonctions propres en classes différentes éclaire la fagon dont le spectre simple
de I'opérateur (2.9) devient a la limite le spectre multiple de 'opérateur de mul-
tiplication par u(x).

Les affirmations émises dans cet exemple peuvent étre facilement prouvées,
si on utilise la forme asymptotique des fonctions propres de I’équation de
Schrodinger donnée au chapitre 2. Cet exemple montre quen un sens le théo-
réme indiqué plus haut ne peut pas &tre amélioré, qu’il est impossible d’es-
pérer que dans le cas général une suite quelconque de fonctions propres
convenablement normalisées converge au sens généralisé vers une fonction
propre généralisée de I'opérateur limite. Par conséquent, on peut seulement
dire qu’il existe une sous-suite convergeant au sens généralisé vers une fonction
propre généralisée donnée a I'avance de 'opérateur limite.

5. Régularisation des problémes incorrectement posés au sens de Tychonov

1. Un grand nombre de problémes concernant la solution de I’équation
opératorielle
Tz = u,

ou T applique le groupe topologique J# dans 5%, sont incorrectement posés,
en ce sens que, si u, —» u dans ], les solutions z, des équations

Tz =u

n n
ne convergent pas dans %, vers z.

La notion de probléme correctement posé introduite par A. N. Tychonov
a permis a M. M. Lavrentiev d’étudier I'ensemble des méthodes de résolution
des problémes « correctement posés » au sens de Tychonov. 1l les a exposés
dans sa monographie ([42]). A. N. Tychonov a introduit une notion plus
générale de régularisabilité des problémes incorrects et démontré la régularisa-
bilit¢é d’une vaste classe de problémes comprenant des équations intégrales
non linéaires. Les méthodes spéciales de régularisation de A. N. Tychonov
s'avérent en outre trés efficaces pour la résolution sur machine a calculer de
problémes concrets.

La régularisation des problémes incorrects consiste a remplacer par des
suites d’opérateurs bornés I'opérateur inverse non borné R = T~ '. Nous
donnons & titre d’exemple la démonstration de la proposition suivante qui
concerne la régularisation « a I'ordre zéro » au sens de A. N. Tychonov ([77,
1 et 2]).

Théoréme 3.5. Supposons que R soit une transformation linéaire fermée
dont le domaine de définition D(R) est dense dans lespace de Hilbert H.
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Alors le probléme Ru = z,z € H est régularisable au sens de Tychonov
et Popérateur

R, = [1 + 6RR*] 'R

(la barre indique la fermeture) est régularisant : ceci signifie que pour tout ¢ > 0,
ilexiste 8(¢,z) tel quelinégalité |u — @ | < 6 pour 6 < d(e,z) entraine liné-
galité |R4ii — z| < e.

Démonstration. D’aprés les hypothéses faites, les opérateurs R* et R**
existent, de plus R** = R, le domaine de définition de R* est dense dans H
et les opérateurs B; = [1 + RR*]™! et C; = \/(S_R*[l + 6RR*]™! sont
définis partout et majorés par 1. L’opérateur RR* est auto-adjoint et défini
positif et a un domaine dense de définition (voir § 1, chap. 2). De ce que
1 + SRR* — 1 sur D(RR¥*), qui est dense dans H, il résulte du théoréme 3.2
que B; converge fortement vers 1 sur tous les éléments de H.

1l est évident que R; = 6~ '/2C¥, aussi

IR || = o~"2|Cs|| =67 "2[ Cs| < 6712
Passons maintenant a la démonstration de la proposition énoncée.

Supposons que |u — #|| < é. Il nous faut montrer que Rii — z — 0
pour 6 —» 0.

On a
Ryi — z = Rjii — Ru= Rji — Rju + (R, — R)u = Ry(ii — u) + (B; — 1)z.
D’ou
IR@ — z|| < | R | & — ul + | (B; — Dz| <6
+ |(B; = Dz|| - 0 (211)

puisque | Ry|| < 6712

Ce qui démontre le théoréme.

2. Corollaire. Supposons que ze D(R¥), ie. que ue D(R*R), alors

IR @ — z|| < /6.
En fait
} RR*
|05, - 112] = |01+ 3RRT! = 1) = 5] (e )l
1
= 6HWRR*Z = §||RR*z| < Vo R%,

Ce qui, avec (2.11), démontre le corollaire.
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Si R = T7!, nous avons

Ry=[1 + 6T ' [T*] '] 'T~ ' = [(T*T)""(T*T + ] ' T"!

= (T*T + 6 ' T* eton pose Ryl = z,.
Supposant que ii € D(T*), nous obtenons (*) d’aprés la définition dez;

I'équation 0+ T*T)z; = T*ii.

Remarque. Si I'opérateur R satisfait la condition

; <a
1 —0R| —

pour |5| — 0 sur un certain chemin du plan complexe end, en posant

1

0
Bk

R, =R

1 R

nous obtenons tous les résultats du théoréme précédent. Si z € D(R), i.e.
u € D(R?) alors |z — Ryii | <V/|9].
Si R = T7! alors
1 1

R, =T ! =
L R
atl V14|

Ainsizgs’obtient a partir de I'équation :

(1= )u=s

Cette derni¢re méthode de régularisation est un cas particulier de la méthode
« spéciale » de régularisation due a A. N. Tychonov (dite « régularisation a
lordre zéro »).

§ 3 SERIES DE PERTURBATION DE L’OPERATEUR INVERSE

Nous allons démontrer maintenant un théoréme relatif au développement
en série de perturbation de 'opérateur inverse.

Théoréme 3.6. Soient A et B des opérateurs linéaires allant de Tespace de
Banach % a Tespace de Banach #' et vérifiant les hypothéses suivantes :

1) la fermeture de A + €B existe

(*) Sinon on peut prendre 4 € D(T*) tel que | — & | = 62.
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2) le domaine D(A + ¢B) est dense dans %
3) A=1im (4 + ¢B)
£=0
4) Popérateur [A + ¢B] ™' est uniformément borné lorsque ¢ — 0

5) les éléments
A Y BAYWSf k=1,2,..,n 3.1
existent.

La relation suivante est alors vraie :

|TA + eB] "t f — 4™ Z( — D} (BATYS | = 0.

Démonstration. Notons d’abord que puisque les n éléments de la
forme (3.1) existent les (n — 1) premiers éléments appartiennent a D(A) et D(B)
et par conséquent a D(4 + ¢B) = D(A + ¢B).

Montrons l'identité

(A+eB) ' f =471 3 (—BA™)S + (A4 +eB)"(— &' (BA')S.

k=0

En effet, faisant agir 'opérateur A + ¢B sur chacun des membres de I'égalité
(C’est possible d’aprés la remarque du début), nous obtenons

f= "il ( - g)k(BA_l)kf + EBA_lnil ( — g)k(BA-l)kf

k=0 k=0

+{(—e¥BATYS = f.

Comme l'opérateur (4 + ¢B) ™! existe et est borné, I'identité est démontrée.
On a alors
[(A + eB)™tf —A™Y Y (= 1FeHBA VS|
k=0 _ - —1\n
=¢|[{(4 +eB)"t — A }BAYS|
Par hypothése
AW (BATYf
existe, c’est-a-dire
(BA™Y'f e R(A).

Par conséquent, d’aprés le théoréme 3.2 :

[ {[4+eB]"* — a7 }(BA™yf | >0
lorsque ¢ —» 0.
Ce qui achéve la démonstration du théoréme.



CHAPITRE 4

PERTURBATIONS DES SEMI-GROUPES
A UN PARAMETRE

§ 1 INTRODUCTION

1. Dans ce chapitre, nous allons considérer les semi-groupes a un para-
métre d’opérateurs

T 0<t<

t
définis dans un espace de Banach B et satisfaisant les conditions suivantes :
1) ils sont bornés :
[T, <K pour O0<t<s
(la constante K dépend généralement de s);
2) ils sont continus, i.e.
|[Tewe — T, -0 pour e—>0

pour tout t, y compris t = 0.
Dans ces conditions la limite

A = lim (T, — I
e—~0 &

(ici I est I'opérateur identité, et la limite s’entend au sens de la convergence
forte des opérateurs) existe et définit un opérateur fermé dont le domaine de
définition (*) est partout dense dans B. On appelle cet opérateur le générateur
du semi-groupe T,.

Nous nous intéresserons au lien entre la convergence des générateurs et la
convergence des semi-groupes correspondant a ces générateurs. Pour cela,
afin que la question ainsi posée ait un sens bien défini. il est d’abord nécessaire
d’établir que le semi-groupe T, se reconstruit de fagon unique a partir de son
générateur A. Si I'opérateur A est borné, il est tout de suite clair que
a0 Alltll

At

T,= YL =e (1.1)

n=0 n!

(*) Voir par exemple [65], [84].

V. P. MasLov. — Théorie des perturbatians. 4
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ou la série converge pour tout ¢. Si par contre A n’est pas borné, la série (1.1)
n’a pas de sens a4 premiére vue, néanmoins, un semi-groupe T, borné et
fortement continu se reconstruit de fagon unique a partir de A. 11 existe plu-
sieurs formules explicites exprimant T, a T'aide de A, par exemple

-k
T, = lim <1 - 5A>
. k— o - k
ou bien
T, = lim e

ou les A, bornés commutent entre eux et ou lim 4, = A. On trouve par

n - oo
exemple dans le livre de E. Hille et R. Phillips [84, 28] un résumé des formules
de ce genre. Une généralisation de ces formules est donnée dans § 4, 2°.
Les semi-groupes d’opérateurs, opérant dans un espace de Banach, sont
étroitement liés aux équations différentielles a coefficients opératoriels.
Si A est le générateur borné du semi-groupe fortement continu 7, et si
fo € D(A), 1a fonction

f® =T,
a valeurs dans B, vérifie 'équation différentielle
df _
@ =4
au sens suivant :
Hw — Af(t)| -0 pour ¢— 0.

Nous allons considérer une équation plus générale de la forme

di‘i—(tt) — A(u(t) = F() 0<t<a (1.2)
ou linconnue u(f) appartient a un espace de Banach complexe B et dépend
du parameéire réel ¢, ou #(t) est un élément donné de Bet A(f) un opé-
rateur linéaire donné de B dépendant de ¢ et généralement non borné.

Si lopérateur A(r) est indépendant detet si & =0, la solution de
I'équation (1.2) est formellement donnée par e*u(0), avec u(0) € B. La défi-
nition rigoureuse et les propriétés de 'exponentielle sont données par la théorie
des semi-groupes. On y obtient des conditions nécessaires et suffisantes sur le
générateur A, de domaine de définition partout dense, pour que le semi-
groupe T, = e*' soit fortement continu. 1l est nécessaire qu’il existe deux
nombres réels w et M tels que tout 1 > w appartienne a I'ensemble résolvant
de I'opérateur A4 et que

[(4— D" < M(A — o) n=1,2,.. (1.3)
(voir [28], le théoréme de Hille-Phillips-Yosida).
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Nous généraliserons cette condition (en tant que condition suffisante mais
non nécessaire!) au cas ou l'opérateur 4 dépend de t. Dans la suite, nous
aurons besoin de la condition nécessaire moins générale : si le semi-
groupe T, = e* est borné par un, pour tout ¢ positif 'opérateur (1 — e¢4)™*
est partout défini dans B et borné par un.

§ 2 INEGALITE FONDAMENTALE POUR LES SOLUTIONS
D’UNE EQUATION D’EVOLUTION

Introduisons la définition suivante :
Nous dirons que 'opérateur A(t) de B posséde la propriété P si les con-
ditions qui suivent sont réalisées :

1) Popérateur - A(t) est fermé et a un domaine de définition dense
D(A(1)) < B.

2) 1l existe un nombre w tel que tout 1 >  appartienne a I'ensemble
résolvant de 'opérateur A(r).

3) La fonction [A() — A] 'h, avec 1 > w et h € B est intégrable au sens
de Bochner.

4) 11 existe un nombre positif M tel que quelle que soit la partition
st >t 221,20

| [AGe)) = 217 [A(t) — 2171 . [AG) — 217" |5 < MO — o).

Lemme 4.1. Supposons que A(t) posséde la propriété P. 1l existe alors u(t)
une fonction continue du paramétre t d valeurs dans D(A(t)) < B et telle que

du du
aet f(t) = E

On a Tinégalité

les fonctions — A(t)u soient intégrables au sens de Bochner.

Max | u)|, < Mew{ 14() |5 + f | %0 ||Bdt} 1)
4]

0grss

pour @, > @.

Corollaire 1. Dans les hypothéses du lemme, la solution u(f) de I'équa-
tion (1.2) est uniquement déterminée par sa valeur initiale et le terme de
droite Z(1).

Lorsque #(t) = 0et M = 1 ce théoréme est un corollaire du théoréme
de Kato ([34, 1]). La méthode exposée plus bas est différente de celle de
T. Kato et proche de celle de Yosida ([65]) et Elliot ([89]). Pour 'unicité du
théoréme voir aussi [16], [44,1].
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Démonstration 1. Introduisons les notations suivantes : on désigne
par C(B) lespace des fonctions continues, définies sur [0 <t < s]et &
valeurs dans B. La norme pour cet espace est donnée par :

¢ e C(B) ” o(t) ”C(B) = 01\3?;72 ” o(t) ||B’

L,(B) est I'espace de Banach des fonctions absolument intégrables (au sens de
Bochner) a valeurs dans B. La norme est définie par :

fOL® | SO = j T

On note par L, @ Bl'espace de Banach des couples de fonction {g, f },ou
f(t) e L;(B)et g € Bmuni de la norme

16,70} [1oe5 = 9] + j | £ |yt

L désignera un opérateur envoyant les éléments de C(B)dans L, @ B (on
indiquera cette action de la fagon suivante

Le(C(B)— L,(B)@® B).

De plus si u(t) € D(L) = C(B) alors
Lu = {u(O),((ii—;l — A(tyu }

De cette fagon, le domaine de définition de l'opérateur L est égal a I'inter-
section des domaines de définition des opérateurs

d%e (C(By - L,(B)) et  A(t)e(C(B) - Ly(B)).

Introduisons les opérateurs suivants
Iy = (1 - 8A@®))™"  Byt) = AW 1,1).

L’opérateur I,(t) est borné. En effet,

10 = [% : A(t)} '

_ M
et comme |[[4 — A@®)] 7| < T

| —

Nous supposons dorénavant que 6 <

[ 140
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L’opérateur B(t) est aussi borné car

Bjt) = AW 11) = AW} 7= laA(t) B %(1 - 1fSA(t) B 1)

Ly 1
=75 %

Donc
2M + 1
—
11 résulte du théoréme 3.2 que It} » 1 pour § — 0 sur D(A(t)) = B et donc
que Byt) - A(t) sur D(A(t)) = B.

Notons de plus par Lyt) e(C(B) - L, @& B) lopérateur, agissant de la
facon suivante :

pour u(t) € D(dit) < C(B),

d
@ €(CB) —~ Ly(B)),

| Bso) || <

Lityu(t) = {u(O),((ii—t; - Bé(t)u}.
Montrons que L; > L pour la norme de L, @ B sur D(L) = C(B). Par
définition :
du
Ltyu(t) = {u(O),d—t - B&(t)u}

d
Le)ult) = {u(O),d—t; - A(t)u}. (2.2)
En soustrayant ces deux égalités et en prenant la norme, on obtient
” Lsu — Lul| o5 =] {0, B(t)u — A(t)u} ”Ll o8B = J | [Bt) — A(t)]u | pdt.
[¢]

Montrons que cette intégrale tend vers O pour § —» 0. La quantité sous
le signe somme tend vers zéro, ainsi qu'il I'a été démontré plus haut,
lorsque 6 — 0. 1l reste & montrer que cette expression (voir § 1, chap. 2) est
bornée par une fonction intégrable. Mais A(t) — Byt) = [1 — I ()] A(z) et
comme || I,| €2M, |1 — I(5)| < 2M + 1 et par conséquent

Il - L ]A® ) ||, < CM + )| A u(t) | 5-

Et puisque u(t) € D(L) = D(A()), ou A(t) e (C(B) - L,(B)), |
intégrable. D’apreés le théoréme d’Osgood, on peut affirmer que

JS | [A®) — By Ju(t) [pdt — 0 pour 5 — 0.

A(t)u(t) || 5 est
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Ainsi dans L, @ B,L; - L sur D(L) < C(B). Montrons que les opérateurs
L;' e(L; ® B - C(B)) ont une borne uniforme, c’est-a-dire que

Masx | 1) < c{u W0) |, + J ) ||Bdt} 23)
€I<s 0

si Ly = {u(0),Z(t)}.
Ceci signifiera que |L;'| < C
Pour démontrer (2.3) nous considérons le probléme

8l gy = #0). 24

Effectuons le changement u, = e”"?v. Le probléme (2.4) s’écrit alors :

dv 1 il
&t 357 Byt)v = F(t)e

U,z=o = u, = u(0)

Tenant compte de ce que B,t) + 1 = %I s(t) nous avons

o

dv 1 gt

m 616(t)v = Z(t)e (2.5)
U|1=0 = Uy

Montrons alors que la solution de cette équation peut s’écrire sous forme de

la série :
1 t 15} In—1
5— J Iyt,)de, J Iyty)dt, .. J It )updt,

0 0

I
”MS

+

”MS

g—J e’ dr J It,)dz, J Ity)dt, ... J It 7 (r)dt, (2.6)

On voit facilement que la substitution formelle de (2.6) dans (2.5) vérifie
identiquement I’équation (2.5). Il reste & montrer que la série (2.6) et la série des
dérivées de ses termes, par rapport a ¢, convergent.

Drapres la condition 4)

In—1 M _
\\ J I(t,)dt, J I(ty)dt, ... J I{t)F()dt,| < —T” F(1) |p-
T T B ( 5 )
(2.7
De fagon analogue a (2.7) on a
t 1y th—1 Mt
‘ J I(t,)dt, J It;)dt, ... J It)uedz, | < —,,,” o |[5-
o o o g (1 —dw)yn!
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11 résulte de ceci que la série (2.6) converge et en outre

@ 1 ! th 1
[v] < 205{ ‘ J I(t,)dt, ... J I(t,)dt, u,
n= 0

0
+ J e’dr }
0 B

© t t i
<Muly 3 — M J & | F 1) | pde
M 0

n=00"(1 — dw)" n=006"(1 — Sw)'n!

B

th—1

J It)de, ... J I(t)Z(1)dt,

T

t
=Mﬁﬁmw%M+JeM“fﬁMhMm}

0

t
<Meau+w<»{||uo Is + J Hﬂnugdr}.
[¢]

On démontre de fagon semblable la convergence de la série des dérivées. Ainsi
la série (2.6) satisfait réellement I'équation (2.5). L’unicité de cette solution
résulte de I’équation intégrale :

r

ut) = ug + J F(r)e’dr + %J I(t)v(r)dt

0 0

correspondant 4 (2.5) et se démontre par la méthode des applications contrac-
tantes.

Nous allons obtenir maintenant I’évaluation requise pour ut).

En se rappelant que uyt) = e "%u(t) on peut écrire :

1), !
lse) 5 = e | o6) [ < M ea31) "’{Iluo s + J | #@) lladr}
0

@ 13
= MeTo5m! { o |15 + J | #(x) ||Bdr} (2.8)
0
. %)
Prenons w, > w. Alors pour toutd suffisamment petit, w, > 130"
—dw
Tenant compte de ceci, on peut écrire :

MMM<Mw{MM+janﬂ&

0

<Mw{wmﬁjnmwm&-

0
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Comme l'expression du membre de droite de la derniere égalité est indépen-
dante det,on aura la méme inégalité pour

Max | u)() |-

0<gI<s
On a ainsi I'estimation
S
Max | ) |5 < M{ o | + j 170 ||Bdt}
0

O0<giI<s

c’est-a-dire que nous arrivons a
L5 < Me.

Ainsi les opérateurs L, et L vérifient toutes les hypothéses du théoréme 3.2
sur les opérateurs inverses, en vertu duquel nous pouvons affirmer que

lim L; ! = L' existe et est majoré par la méme quantité.
=0

Ainsi, la solution du probleme

% —Ayu = F(t) u0) = ug;

qui correspond & Lu = {u,, #(f)}, est unique et satisfait I'inégalité (2.1). Le
lemme est démontré.

§ 3 THEORIE DES PERTURBATIONS POUR L’EQUATION
D’EVOLUTION

1. Un théoréme « abstrait »

Théoréme 4.1. Soit A(t),0 < t < tq, une famille dopérateurs d’'un espace
de Banach B dans un espace de Banach B’ ayant un domaine commun de défi-
nition, dense dans B .

Supposons que

11 —eda)] M| <1 (A)

pour touttet ¢ < g,. Considérons une suite de telles familles A (t), satis-
faisant

t
J | [0 — 40190 || de —0 (3.1
[¢]
sur un ensemble D,, dense dans C(B), de fonctions g(t) différentiables dans
L,(B).
Alors, la solution u(t) de I'équation
du
no__ - %
dt An(t) un(t) ‘/n(t)

satisfaisant la condition u,(0) = g,,oug, - g dans Bet

J |74ty — Z(1) | pdt - 0, (3.2)
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converge fortement dans B et uniformément en t vers la solution u(t) du probléme

Lu(t)y = (1) u@Q) =g

si elle existe, L étant la fermeture de Topérateur i A(t), défini sur Pen-

d
semble D, .

Démonstration. Considérons les opérateurs L, et L de C(B)dans L, @ B
de la forme

Ly (o) = {un(O),d‘(‘;ft) — 4,040 }

Lu(t) = { u(0),Lu() }.

1l résulte de la condition (3.1) que la suite {L,} converge vers 'opérateur L.
Comme, daprés le lemme 4.1, |L '] < 1, la proposition énoncée
découle du théoreme 3.2.

2. Un exemple tiré de la théorie des équations différentielles
Considérons le probléme

i% — nt " Au(t,x) + CHx,t)u(t,x) = Ft,x),

X=X,.,x, 0<t<1’

C*(x,t) < 1 étant une fonction continue, 4,(0) = 0,6 > 0 et Z(x,t)e C(L,).
11 est évident que pour une fonction v(x,t) deux fois différentiable par
rapport a x et une fois différentiable par rapport a ¢,

1
J | n* 2" Av(r) |, dt - O
0

pour n — 0.

En outre, lopérateur n' %" A vérifie la condition (4). Toutes les con-
ditions du théoreme 4.1 étant remplies, la solution u,(¢,x) converge donc en
moyenne en x et uniformément entpour 0 < t < 1 vers la fonction

J[exp< — i J C%x,r’)dr’)?(x,r)dr

F(x,7) = lim £, (x,7).
n— o

avec
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§ 4 THEORIE DES PERTURBATIONS DES SEMI-GROUPES
D’OPERATEURS *

1. Lemme fondamental

Soit A(t) une famille 4 un paramétre (0 < ¢t < s) d’opérateurs d’un
espace de Banach B, ayant le méme domaine de définition D = B dense
dans B.

Supposons que A(t) dépende continuement du parametre ¢, c’est-a-dire
que

lim A(f)g = Alt,)g
ey
pour tout g e D.

Soit #(t) une fonction de ¢ intégrable au sens de Bochner, 4 valeurs
dans B.

Considérons I’équation

du _ Ayu = Z(1). 4.1)
dt
Nous exigeons de la solution u(t) de cette équation qu’elle soit une fonction
continue de ¢, a valeurs dans I'espace de Banach Bet vérifie la condition
initiale

u0) e B 4.2)
Autrement dit, nous considérons un opérateur L opérant de l'espace de
Banach C(B) des fonctions continues g(z) 4 valeurs dans B dans I'espace de
Banach V = L,(B) @ B et tel que :

Lu(t) = { u(O),d—ttl — A(t)u } ev.

Par solution classique u(f) nous entendrons une fonction u(t), appartenant a

Pintersection dit (N D et satisfaisant 'équation (4.1) et la condition initiale (4.2).

On dira que la fonction u(t) est une solution de I'équation (4.1) s’il existe une
suite u,(f) de solutions classiques des équations

du,
dt

qui converge dans C(B) vers u(t), c’est-a-dire que

Max || u(t) —u,(t)]|z > 0
0<I<s

— A@)u, = Z,(t)

avec le membre de droite convergeant dans L,(B) et la condition initiale con-
vergeant dans B : 4,(0) - u(0).

(*} On pourra consulter le petit livre d’E. Nelson, Topics in Dynamics, 1. Princeton University
Press (Nd.T.).
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Nous dirons que l'opérateur A(t) satisfait la condition (P)si :

1y A(t,) commute avec A(t,) pour tous les ¢,,t, € (0,s);

2) lopérateur existe, est borné par l'unité et est partout défini.

1
1 — eA(r)
Nous écrirons A(t) € (P) si A(t) vérifie la condition (P). On sait que, dans
ces conditions, siu,et Z(t)e D, la solution classique de 1’¢quation (4.1)
existe [34, 1].

Lemme 4.2. Soient A,(t), A(t) € (P),Z(t),F(tye L,(B),g,,9 € B,D un
domaine dense dans B et supposons que

J | Z,(t) — #(t) || zdt > 0 4.3)

9.9 (4.4)

J [[1—ed )] 'g — [1 — eA()] 'g|lzpdt - 0 4.5

lorsque n — o0, pour tous les g € B et pour une,arbitraire fixe, ¢, > ¢ > 0,
alors la suite des solutions u,(t) des systémes

du, (¢
WO _ A0 = 7O w0 =9,
converge vers la solution u(t) de
O _ awyury = #0),

u0) = g,
uniformément en t, c’est-a-dire que
Max | u () — u(t) | >0  pour n— co.
0<Igs

Démonstration. En vertu des hypothésesdulemme, I,(t) = (1 — ¢4, ()"
converge dans L,(B) vers I(t) = (1 — ¢A(t))”"'. Par conséquent,

ne

B = AHIHE = %(1 - IHE)

. 1 i
converge aussl vers B, = Al, = ;(1 — I) sur tous les éléments de L,(B)

(c’est-a-dire fortement dans L,(B)). Dou, vu que C(B) = L,(B), il résulte
que les opérateurs L{" de C(B) dans V de la forme

Lk(:")u(t) = { u(O)a((ii_i: - Bnau}
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convergent vers l'opérateur L, de C(B) dans V de la forme
du
Lult) = {u(O) T Bsu}

sur I'ensemble des fonctions différentiables dans L,(B), appartenant a C(B)
(c’est-a-dire des fonctions continues dont les dérivées appartiennent 2 L,(B}).
Ceci constitue aussi le domaine de définition de lopérateur L, dans I'es-
pace C(B). D’apres la formule (2.1)

1L < 1.

Par conséquent, sur le domaine des valeurs de I'opérateur L,, domaine qui
coincide avec V, on a, d’aprés le théoréme 3.2,

L I

lorsque n — 0.
Autrement dit, pour 6 > 0, on peut trouver n; ,(¢) tel que pour
n > n, ,(¢) et quel que soit ¢ € V on ait l'inégalité

Max [[LP]"'e — L7 'o, <8 (4.6)

0<1<s
De plus, comme cela a déja été démontré dans le lemme 4.1,
Max||L7'¢ — L7 '¢ |z <6 @7
pour ¢ < ¢g;.
Comme l'on sait, 'ensemble des fonctions ne prenant que deux valeurs
est fondamental dans L,(B) (c’est-d-dire son enveloppe linéaire est dense)
(voir chap. 2; § 1).

Posons ¢ = {g, f(1)}
avec f(t) une fonction prenant ses deux valeurs dans D.

fi pour ¢ < t,
f@ = {
f>» pour t > ¢, (fiet f,eD.

Considérons l'opérateur L™ e (C(B) — V) de la forme suivante :
L"Yy(t) = {u(O),% - A,,(t)u} evV.

Notons
(LT g, f@&)} = [E°17 ' {g. f(®)} = w,, — u,.

1l s’ensuit que u,, et u, appartiennent a

p() N D).
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Ona

L(")(uﬂt - u") = {O’dditne - A"(t) uﬂ& - f - B"E(t) uﬂ& + Bﬂt(t) uﬂ&}

= {0, [B,{t) — 4,()]u.}

- {0, [B,.(0) — 4,(0] J exp( f an(x)dx) f(r)dr}
- {0, J exp[ J Bu(x)dx][Bu(t) — 40110 dr}.

C’est pourquoi :

1

| L9 = ) || < J exp[ J Bng(x)dx}[Bnm ~ 4010

1 1 =
< J exp|: J B, (x)dx
0 T _

< j |[Bu(0) — A()] £() |5,

dr
B

I[B.t) — A8)] f(x) || pde

(dans (2.1) ona pos¢ M = 1,w = 0).

Par conséquent

J S | L™u,, — u) | dt < Jsdt J | [Bult) — A4,(8)] f(z) | pde

to J dt || [B.() — 4,01 fi |5 + (5 — to) J | [B.t) — A,)]

fyllpdt < 5 j L) — 1140 £, |

+5 J | [1t) — 114,0) 1 | dt. (4.8)
[¢]
Considérons séparément

5= j [T — 114,00 7 [yt
ou f eD. °
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Ona

S = J | [1(ey — 1] [A,(8) — A@®) + A@®)] f || gdt

< [ 100 = 11040 = 401 £ Lade + [ 1010 = 1405
0 0
Le premier terme de la partie de droite de I'inégalité n’excéde pas
2 [ 1040 - 4011 Lpa
0

et par conséquent, pour n > n,, peut étre rendu inférieur 46 (car A, (t) —> A(z)).
Donc pour n > n,

J <o+ J | [1.(t) — 1]1AG) f || zdt.
0

Estimons le second terme.
Soit g(t) une fonction en escalier telle que

s
J | 9®) — A@) f |pdt <&
0
et soient g, les valeurs qu’elle prend :
qity =g, pour t, <t <ty ,,, k=1,2,..k;.
Prenons maintenant r, € D tels que
|7 — af <.

Posant rjt) =r, pour ¢, <t <t,,, onaura

S k!)
jnwwmwm=zum—mwm—m<»s
0

k=1
Donc

J 178 — A@) f | dt < 3(1 + s). (49)
On a 0
I <o+ J | 1.0 — 1]4@) 1 | dt

< j | Lt — 11AS — 9] e

+ J | [ty — 11750y [ de + 6. (4.10)
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Remarquons que

[L.t) — 1]70)

{ L) — L)1 — 2 A0)) } ri0)
el A() 742).-

Par conséquent
“ [Ins(t) - 1] r&(t) || S ” An(t) ré(t) ||

D’ou, a cause de (4.10)

J <642 J | A@) f — ri0)] dt + ¢ J | A, @) ryey | de

<6+ 25(1 +5) + ¢ J | A )ty | de
[¢]
0 0

= S .
2j | Ay 0] de j | A0 d

Donc, pour n > nj et ¢ < ¢

B

J <46 + 26s;

d’ou il résulte, en vertu de (4.8),

J | Lu,, — )| dt < 2546 + 28s) = 4652 + s).
0

Etant donné que ||[L™] | < 1, pour n > nj,e < &

0<t<s 0<1<s

< J || L"u,, — u,) || dt < 4652 + s),
0

c’est-a-dire que pour n > nj et ¢ < ¢

Max |[[L™]7' — [L™]7 ' 1{f(®)} | < dconst.

O<r<s

Par conséquent de (4.6)et (4.7) résulte que pour n > nj et n > n, (2),

avec ¢, = min {¢;,¢5}, ona
Max [ [(L™)7" = L7']{f(®),g} | < Max |[L™)™" = (L)7"]
+ Max | L™ = L {g. 70} |

+ Max |[[LZ' — L™*]{g, f(5)}] < 6const.

O0<grgs
Comme ¢ est un nombre quelconque donné a I'avance, il s’ensuit que :

lim Max | (L)' = L™'1{g, f(9}] = O @11)
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pour n’importe quelles fonctions f(f) 4 deux valeurs, valeurs appartenant
4 D. Comme D est dense dans B pour n’'importe quelle fonction g(t) a deux
valeurs dans Bet pour ¢ > 0, on peut trouver une fonction f(t) a deux
valeurs dans D telle que

J lg@) — f(@)]dt <.

Donc, puisque l'ensemble des fonctions a deux valeurs est fondamental
pour L,(B), I'ensemble des fonctions a deux valeurs dans D est fondamental
pour L, (B).

La relation (4.11) aura évidemment lieu sur la variété linéaire sous-tendue
par cet ensemble, c’est-a-dire sur un ensemble dense dans L,(B). Comme
[(L™)~!|| < 1 pour tout n, d’apres le théoréme de Banach-Steinhaus (voir
chap. 2, § 1), la relation (4.11) sera réalisée pour tous les

F(t) e L,(B).
Soit enfin {g,,Z,(t)} une suite convergeant dans V vers {g,#(t)}. On a

Max | (L™)™" {g,, Z(8)} — L") ' {g, 71} |

0<i<s

< j |70 - #0)]dt + g, — ] 0.
0

D’ou résulte finalement, en vertu de (4.11) :

lim Max [ (L") {Z,(1).9,} — (L) {#(9),g}| = 0.

n+o O0<I<s

Ce qui démontre le lemme.

2. Théoréme généralisé de Hille

Théoréme 4.2. Soit T(t) un semi-groupe fortement continu vérifiant la

condition
[T <1 (4.12)

et soit A le générateur du semi-groupe. Soit ensuite { A, } une suite d’opérateurs
convergeant sur un domaine commun D, dense, tels que A = lim A, et satis-

. s AN
faisant la propriété (P). Alors (1 ——") converge fortement sur tout B
n

vers T(t) lorsque n - 0.

Démonstration. Considérons 1’é1ément

u, = (1 —ﬂ> U (ug € D)

n



Perturbations des semi-groupes d un paramétre 81

et formons I'équation différentielle que vérifie u,. Ce sera, dans 'espace de
Banach B, une équation de la forme :

du, A0
1 — (1 o ) Au, =0, u(0)=u,. (4.13)

-1
"

existe sur tout Bet est

D’aprés la condition (P) l'opérateur |1 —

borné par l'unité; il résulte donc du théoréme (3.2) que :

-1
(1 — A"t) - 1.
n

C’est pourquoi, pour g e D :
-1 -1
[(-5) -] <[ -%) -
n n
B
Ar\"!
+ 3t -=F] —1edg| <[4, — A,
B
-1
{0-%) e
n
-1

C’est-a-dire Popérateur (1 — A—"t) A, - A.
n

B

-0 pour n — 0.
B

Comimne, a cause de (2.1),

et donc
ANT!
[1_6A"<1—7">] =[1 -8B, <1

Ainsi, les hypothéses du lemme (4.2) sont vérifiés pour le probléme (4.13). Il
en résulte que la solution u () de I'équation (4.13) tend vers la solution u(r)
du probléme

| CB‘t

< 1, alors(voir§ 1) ||[1 — 6B,] 7| < 1

du
rrie Au, u(0) = u,
c.qg.fd.
Remarquons que, dans le cas ol les opérateurs 4, sont bornés, le théo-
réme (4.2) a été démontré par Hille [84].

3. Convergence des générateurs et convergence des semi-groupes

Théoréme 4.3. Supposons que A, converge vers A sur un domaine dense D et
que la suite { (1 — €¢A,)”" } soit bornée par 1, définie partout et converge forte-
ment pour £, > ¢ > 0 vers (1 — eA)™". Alors e*" converge fortement vers e*'.
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La démonstration de ce théoréme résulte immédiatement du lemme 4.2, ou
lonpose A(t) = A,, At} =A, () =0,g,=g.
Le théoréme 4.3 implique la proposition suivante :

Théoréme 4.4 [51, 12]. Soient {T™}, n=1,2,.. et {T,} des semi-
groupes fortement continus d’opérateurs linéaires dans B avec A,,(n=1,2,..))
et A pour générateurs. Si |T™| < 1, et si Aest la fermeture de Topéra-
teur lim A, (D(lim A,) = D(A,)), alors {T™} converge fortement vers T, pour
n — oo, uniformément ent dans lintervalle 0 < t < s.

Enfait (voirchap. 1,§2),de | T" || < 1, ilrésulteque |[1 —e4,]7" | < 1.
Cest pourquoi du théoréme 3.21il résulte que (1 — e4,)™' - (1 — ed)™!
pour tous les ¢ > 0. Les hypothéses du théoréme 4.3 sont satisfaites. La pro-
position est démontrée.

Exemple. Considérons le probléme

ou ou 2
E—hAu—a + Cu = #(x,y)
(4.14)
u|t=0=0 ur=u’x2+y2=1=0 0<t<1

dans la classe des fonctions continues en ¢t pour 0 < ¢t < 1 de carrés inté-
grables en x,y dans le domaine délimité par le contour I'.

Notons du )
A tyu = hAu +EC — Cu,
Au= — C%u + %
Ox
Les opérateurs 1;4&) sont majorés par I'unité (voir § 2, point 2). En outre,
— A,
il est bien connu que la solution du probléme
U+ helAu + sg—i — eCtu = F(x,y),
ul.=0,

converge, pour h — 0, vers la solution du probléme
0
v+ sa—i — eC% = F(x,y)
V- visE = 0.

Ce qui signifie, en vertu du théoreme 4.3, que la solution de I'équation (4.14) con-

verge uniformément en ¢ et fortement dans L , vers la solution de I'équation :
ou Ou
— ———+Clu=%,
at " ox T

Uem 1oy =0 uleg=0.



CHAPITRE 5

CONVERGENCE FAIBLE DES OPERATEURS

§ 1 THEOREME SUR LA CONVERGENCE DES HOMOMOR-
PHISMES DE GROUPES TOPOLOGIQUES

Nous allons d’abord rappeler certaines définitions de la théorie des groupes
topologiques [61,1].

On appelle groupe un ensemble G d’¢1éments, muni d’une opération qui
associe a tout couple d’éléments a,b de G, un élément ¢ de G, et qui vérifie
les conditions (1,2,3) formulées plus loin et dites « axiomes des groupes ».
Cette opération est en général appelée multiplication et on note le résultat
par ab, ¢ = ab (le produit ab peut dépendre de l'ordre des facteursaet b;
autrement dit ab n’est pas égal a ba).

1) associativité : pour tout triple a, b, ¢ d’¢léments de G ona (ab)c = a(bc);
2) dans G il y a une unité & gauche, commune 4 tous les éléments du groupe,

cest-a-dire un ¢élément e tel que ea = a quel que soit I'élément a de G;

3) tout élément a de G a un inverse & gauche, c’est-d-dire un élément a !

tel que a"'a = e.

Si A et B sont deux sous-ensembles du groupe G, on désigne par AB le
sous-ensemble formé de tous les éléments du type xy, ou x € 4,y € B. On
note par A~ ! le sous-ensemble composé de tous les éléments de la forme x ™!,
avec x € A. On définit inductivement le sous-ensemble A™* !, m étant positif,
en posant A' = Aet A"*!' = A™A. On définit le sous-ensemble A™™
par A™™ = (A™'y". Avec ces notations on peut former le produit d’un
nombre arbitraire d’ensembles, chacun élevé a une certaine puissance. Dans la
suite, nous ne ferons pas la différence entre un ensemble réduit a un élément, et
cet élément lui-méme. Ainsi le symbole 45,4 =« Getbe G est défini.

Remarquons que si A n’est pas vide
AG = GA = G,

G '=g,
Ae = ed = A.
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On appelle sous-groupe ou diviseur d’'un groupe G, un ensemble H d’¢léments
de G tel que H soit un groupe sous l’effet de la loi de multiplication de G.

Une application g d’un groupe G dans un groupe G* est un homomorphisme
si elle préserve la multiplication, c’est-a-dire si

g(xy) = g(x)g(y)

pour tout couple d¢léments xetyde G.On appelle noyau de T'’homo-
morphisme g lensemble g~ '(e) de tous les éléments de G envoyés par I’homo-
morphisme g sur l'unité e du groupe G*.

Un ensemble R d’éléments de nature quelconque est appelé espace topo-
logique si, a chaque ensemble M d’¢léments de l'espace R, on fait corres-
pondre un ensemble M, appelé adhérence de I'ensemble M, ayant les pro-
priétés suivantes :

1) si M est réduit 4 un élément a,M = M ou, ce qui revient au méme,
a=a.

2) siM et Nsont deux ensembles d’¢léments de Iespace R, alors
MUN = M |J N, cest-a-dire 'adhérence de la somme est égale 4 la somme
des adhérences;

3) M = M, Cest-d-dire prendre successivement deux fois I'adhérence
donne le méme résultat que la prendre une seule fois.

Un ensemble F d’éléments de l'espace topologique Rest dit fermé
si F = F. Un ensemble G d’¢éléments de R est dit ouvert (ou « domaine »)
si R\ G est fermé.

L’ensemble G de 'espace R sera dit partout dense si G = R.

Un systéme X d’ouverts de I'espace R est une base de I'espace R si chaque
ouvert non vide de R peut s’écrire comme union d’ouverts appartenant a .
Dit autrement : une base X de I'espace R est aussi un systéme complet de
voisinages de I'espace et chaque ouvert du systéme X est un voisinage de
chacun de ses points.

Un systeme X’ de voisinages du point a sera dit fondamental au point a,
ou « systeme complet de voisinages » du point a, si pour tout ouvert G
contenant le point a,il existe un voisinage U e 2’ tel que U = G. La
donnée d’un systéme complet de voisinages de I'espace R permet de définir
de fagon unique la notion d’adhérence dans cet espace.

Une application f d’'un espace topologique R sur un espace topolo-
gique R’ est un homéomorphisme ou « application topologique » si 1) elle est
biunivoque 2)elle conserve « 'adhérence » : f(M) = f(M) pourtout M < R.

11 est facile de voir que si 'application f est un homéomorphisme, I'appli-
cation inverse f ~' est aussi un homéomorphisme. Deux espaces topolo-
giques R et R’ sont homéomorphes si I'un d’entre eux peut étre appliqué sur
lautre par un homéomorphisme.
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Une application g d’un espace topologique R dans I'espace topologique R’
est dite continue si pour tout ensemble M = R on a la relation

g(M) = g(M).

Un ensemble G est un groupe topologique si
1) G est un groupe,
2) G est un espace topologique,

3} Les opérations de groupe de G sont des applications continues pour la
topologie de G. On peut le formuler plus en détail.

a) Siaet b sont deux éléments de I'ensemble G, pour tout voisinage W de
I’élément ab on peut trouver des voisinages U et V des éléments a et b tels
que UV < W.

b) Siaest un élément de ’ensemble G, pour tout voisinage V de I¢l¢-
ment a~ ! on peut trouver un voisinage U de I'élément atel que U™! < V.

Soient G un groupe topologique, Z* un systéme complet de voisinages de
l'unité e et M un ensemble partout dense dans G. Alors I’ensemble 2 formé
de tous les ensembles Ux ou U e Z* et x e M est un systéme complet de
voisinages de G et le systéme Z* satisfait la condition suivante :

pour tout ensemble U du systéme X* il existe un ensemble V de ce sys-
téme tel que VIV~ ! < U.

Une application g du groupe topologique G dans le groupe topologique G*
est un homomorphisme si :

1) g est un homomorphisme du groupe algébrique G dans le groupe
algébrique G*;
2) g est une application continue de 'espace topologique G dans l'espace

topologique G*. L’homomorphisme g est appelé monomorphisme si son
noyau est réduit a lidentité.

Définition. Une suite g, &’ homomorphismes du groupe topologique 3, dans
le groupe topologique # est dite asymptotiquement continue S’il existe, pour
tout voisinageede lidentité e* du groupe #,, un nombre n et un voisinage §
de lidentité e du groupe #, tels que pour n > n_etx €d, g,x €¢.

En particulier si x, — e, alors
1 — p¥
lim g, x, = e*.
n—+aw
k-

Théoréme 5.1. Soit g, une suite asymptotiquement continue de monomor-
phismes du groupe topologique #, dans le groupe topologique ;. Posons

R = ﬂ g,
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Supposons que D = nlirg g, '(R) existe*.
Alors lim g (D) existe et définit un homomorphisme g du sous-groupe
n= oo
D < #, dans A, tel que :
1) 11:2 g, (x*) e g~ '(x*) pour x* eR,

2) sia € #,, x;eD et lim ax, = e, alors
k- ©
i+

lim g, (a,) g(x;) = e*.
k— ©

Démonstration. Notons par T 'opérateur défini sur R et tel que

Tx* = lim g 'x*

n—w

L’opérateur T est un homomorphisme du groupe algébrique R. En effet,
T(xixg) = lim g *(cbx%) = (lim g x) (lim g, 'x%) = T} - T3,

pour x¥,x¥ e R, en vertu de la continuité dans ] de la loi de groupe.
Montrons que le noyau de T'’homomorphisme algébrique T ne contient
que lidentité. Supposons Tx* = e. Clest-a-dire que lim g, '(x*) = e. Pour
k > K(5[e]),x, = gi '(x*) € 5[] et pour n > N(e,6[e]),g.(x,) € ¢ et, donc,
pour n > (K,N),g/(x,) € ¢, cCest-a-dire x* = g (x,)€¢c et par conséquent
x* = e*, c.q.fd

Montrons que, pour xe D , lim g (x) = T~ '(x). En effet, puisque
T'xeR, "

lim g, /(T (x) = x.
Par conséquent, pour k > K(8[¢]),
Ve =g (TTH))x7" = g (T (x) [gux)]7") ede]
et pour n > N(¢,8[¢]), g,y €¢. Cest donc que, pour n >N, K),
gu¥a = T () [gx)] " €
par conséquent, "11333 g,(x) = T"'(x), caqfd.

Montrons que lopérateur T~ ! est continu. Soit ¢,¢; ! < ¢.
q 161

Pour n > N(e¢,,8,[¢,]), gxee si xed,[e]- De plus, pour
n> N(e",0[e; '], %),

T [g )] eyt

* Cest-a-dire que lim g '(x*) existe, x* étant un élément quelconque de R.
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Par conséquent pour n > (N, N,),
T-l(x) [gn(x)]—lgn(x) € 818;1 <&

Donc, pour x € 8,[¢,], ona: T '(x)e¢, ce qu’il fallait démontrer. Soit g
un homomorphisme de D dans %, qui coincide avec T ™! sur D. Montrons
que

lim g,D = gD.

Soient ye D,x e D,x" 'y €. Puisque

g,0x™ Y =g, g,(x)] " etque glyx~") = g [g(x)]"" = g [T '(x)]"*,
on a

9.0 901" = 9,0x Ng [T ') ] [gx~"H] 7"

Soient &6, ' < ¢, ¢e,65' < ¢;'; pour n > N[e, 6[¢,]], 6 = 6[¢,], on
a g yx ")ee ; pour n > N (x, &,), 0on ag,(x)[T '(x)] "' € ¢,; enfin pour
6 < d[e,],g(yx~ ") ee,. Par conséquent pour n>(N(e,,d[e,]),N,(x,¢,)
et 6 < 6[e;] N d[e,], on obtient

9.0 ] e ety < g8’ < e
Ainsi pour n > N(g) on a I'inclusion
9.0/ 9] 'ee c.q.fd.

Démontrons maintenant la deuxiéme partie de I’énoncé.
Notons d’abord que d’aprés T'hypotheése lim g, x;, = e, il résulte que
. _ k=
lim x; 'x, = e. i~ o0
i» o
k=

En effet, soit 6;'6,= 6. Pour n > N(8,),k, k' > K(,), on a ax, €5,
et ax,.€d,. Dou
(a,x) " 'a,x,. ed;'6, <4,
c’est-a-dire que pour k,k' > K(8,) x;'x, € 5 et donc
lim x7'x, = e.

i—+w©
k-

Supposons que x; € D,a, € H#, et que 31‘3, ax,=e. Ona
9d(@) 90x) = go(@x) [9,(x)]17" glx) 9(x ' x,).
Pour k > K(d[e,],¢,),i > I(8[¢,],€,),n > N(d[¢,],¢,) on a gjax)es;.
Pour n > N,(g,,i) on a g(x;)[g(x;)] ' € ¢, . D’ou1 pour
n> N = Max[N(d[e,],¢,), N,(e;,0) ],k > K(8[e,],¢€,),m > M(e,),
on obtient

gla)g(x) €ce; e, c gt e
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De cette fagon, N, K et M sont indépendants les uns des autres et ne dépendent
que de ¢. Cest donc que lim g (@) g(x,) = e, cq.fd.

m— o0
k— o0

§ 2 CONTINUITE ASYMPTOTIQUE FAIBLE

l. Borne uniforme d’une suite faiblement continue d’opérateurs

Soient B, B’ des espaces de Banach. Considérons une famille- d’opérateurs
fermés 7 = {T,} appliquant B dans B’.
On indiquera la convergence faible par le symbole = .

Définition La famille I est faiblement asymptotiquement convergente si,
quelle que soit la suite B 5 f, = 0, la suite T, _f, = 0.

Ici, n, est une suite arbitraire d’indices tendant vers oo.

Lemme 5.1. Si 7 est faiblement asymptotiquement convergente sur un
espace réflexif B, elle est uniformément bornée en norme.

Démonstration. Nous allons le démontrer par ’absurde. Puisque les opé-
rateurs T, sont définis sur tout B, ils sont bornés (voir chap. 2, § 1). Supposons
qu’il n’existe pas de constante C telle que, pour toutn, || T,| < C. On peut
donc extraire de & une sous-suite {7, } telle que

lim || T, | = .
Puisque | T, | = || T%|. on a de méme
lim | T3] = oo.

Introduisons une famille de fonctionnelles semi-additives continues sur B'*
de la fagon suivante :
F (o) = |Tke|.
Par hypothése :
sup F (@) =|Tk| - o pour m— o 2.1
lells1
Si sup F,(p) estfini quel que soit ¢, alors, d’aprés un théoréme connu [15],
I1<m<w

I s1|1|p F,(p) estborné (pour tout m)ce qui contredirait (2.1).
lell<1

On a en effet la propriété suivante des espaces de Banach réflexifs : étant
donné b* € B*, il existe b € B tel que

(b, b) = [[p*[* = [b

| 2

On note b = (b*)*.
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Donc, étant donné T, € B*, il existe g, € B tel que
(T700 ) = 19w [* = [ Tr00 |
c’est-a-dire tel que
(@0 L) = [ g |* = oo
Si 'on note f,. = g,./||9,||*, on a donc

((pO’ Tm'fm’) = 1 et fm' - 0
donc
T, fw# 0 e f . =0.

Cest la contraction énoncée.

2. Condition nécessaire et suffisante pour la continuité faiblement asymp-
totique d’une suite d’opérateurs

Lemme 5.2. Pour que J soit faiblement asymptotiquement convergente sur
un espace de Banach réflexif B il faut et il suffit que 7* = {T*} soit compacte
sur tout élément @ € B'*. Si T est faiblement asymptotiquement continue, de
la convergence faible de { T*@} résulte la convergence forte de la suite.

Démonstration

1) Nécessaire.
B étant réflexif, on a
(Tre)*| = [Tre| < C o]

L’ensemble { (T%¢p)* } est donc faiblement compact dans B.
Soit (T#¢)* une sous-suite faiblement convergente (T%¢)* = h. Rappe-
lons que T%¢@ = g et que

) [(Tre)*|I* = [Tre|* = (Tre, (Tre)*) = (¢, TAT %)%
De la convergence asymptotique faible de 7 résulte que
lim (¢, T,,[(T%e) — h]) = 0
c’est-a-dire que
lim (¢, T,.h) = lim (¢, T,.(T.¢)*)

si 'une de ces limites existe.
Or:
) (9. ) = lim (Tho, h) = lim (g, T,.h)
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donc
(9, h) = lim (¢, TAT.0)*)

D’ou, vu (1)
(9. h) > |n]

% (g, h) = g
Or

(g, 2)] < llgll [ #]
donc

lgl* = lIr]* = (9. h)

donc, vu (1) et (2),

lg]l = tim [Tl
Or T*¢p = g, donc Tk — g (cf. chap. 2, § 1).

De toute suite T,*¢, on peut donc extraire une suite fortement conver-

gente: { T¥¢ } est donc compact.

2) Suffisant. On démontre la suffisance par I'absurde. Supposons que
g * soit compacte sur chaque élément ¢ € B'*. Supposons aussi que J
ne soit pas faiblement asymptotiquement continue. Ceci signifie qu’il
existe p € B*eta > 0 telsque |(p, T, f)| = «, ol {k'} estunesous-suite
d’indices et ou { f, } est une suite faiblement convergente.

Supposons que T} . soit une sous-suite fortement convergente :
Ty @ =g pour k" - oo, {k"} = {k'}.
Alors
@, T, fu) = (Th.0. f) = (Tr.0 — g, fir) + (9, fi)

< | Tho =gl | sl + @ 4. (23)
Comme T} ¢ - g,|Ti ¢ —g| - 0.
Les normes | f,. || sont bornées (voir chap. 2, § 1) et donc

| Twew = g1l || firll =0 pour k" > 0.

Drapres la convergence faible de f,.., (g, f;) = 0. En résultat de (2.3), nous
obtenons (¢, 7:',(“ fiy = 0 pour k - oo, ce qui est contraire a

|((p: T;,k,, f;(”)| > o
La suffisance est démontrée.

§ 3 UN THEOREME SUR LA CONVERGENCE FORTE DES OPERA-
TEURS INVERSES ET UNE APPLICATION

Théoréme 5.2. Soit {T,} une suite d'opérateurs fermés ayant un domaine
commun de définition D = B et un domaine des valeurs R(T,) = B',B étant
réflexif. Supposons que la suite, T, g converge pour g € D faiblement vers un
élément Tg. Supposons ensuite que T 'et T '* existent et que les suites
{T;'Yet {T;'*} soient faiblement asymptotiquement continues.
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Alors, lopérateur T~ ! existe et est borné sur le domaine de définition
R = TD et la suite T, est fortement convergente sur R vers T~ 1.

Démonstration. D’aprés le théoréme 5.1, lopérateur T~! existe et
T ! converge faiblement sur R vers T~ '. D’aprés le lemme 5.2 puisque la
suite { T !*} est faiblement asymptotiquement continue, la convergence
faible de { 7'} entraine la convergence forte de cette suite d’opérateurs.

Exemple. Considérons I’équation :
0%u,  0*u 0*u .z
—¢ ¢4 —=) ——= 4 5in®2C3(x,y,2)ulx,y,z
(6x2 ayz) Py ; (x,y,2)ulx,y,z)
F(x,y,z)
ulp=0 C*z2a>0, CeW,; (3.1

LEuE

ol I' est une surface convexe. Considérons I'espace L,[€] des fonctions du
domaine €, limité par I".
Il est évident que I'opérateur L, converge faiblement vers I'opérateur
0t C?
Ly =5 ——( .¥572)
qui est défini sur les fonctions s’annulant sur I".

Montrons que le théoréme 5.2 entraine la convergence forte de {u,}
vers la solution du probléme Low = #(x,y,z); w|, = 0. Remarquons
d’abord que I'opérateur inverse L, ! est borné. En effet, multipliant (3.1) par u,
et intégrant en x, y,z on obtient :

€ o)’ + AN + LAY dx dy dz + |sin?ZC%u2 dx dyd
0x Jy 0z xQydz & e Gxayez
= Jg’(x,y,z)uzdxdydz < \/ '[g"zdxdydz\/ Jufdxdydz.

- || étant la norme dans L,(2), voir [72,2])

D’ou, puisque | u| < C‘%

ona:
2 ou
iz < |2 <clz)iul
et par conséquent, |u| < C|F| et % < C|| # ||. Montrons que I'opé-

rateur inverse L] ! est faiblement asymptotique continu.
Supposons que le membre de droite #(x,y,z) de 'équation

Lsusn = "(X,y,Z) u£n|r = 0

converge faiblement vers zéro. Il est nécessaire alors de prouver que u,, con-
verge faiblement vers zéro pour ¢ —» 0 et n - co. Multiplions (3.1) par une
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fonction C*,p(x,y,z), sannulant sur I', et intégrons sur le domaine Q,
limité par I".

0*u 1 5
— & 4 AZusndQ - (p—;"dQ + < C (pusndQ
or or 0Oz 2 or
_1 JJJ Czcos25(pumd9 = JJJ F(x,y,2)0dQ.
2 ar I3 or
€ JJJ(p Au, dQ =¢ JJJ(AZ(p)uMdQ -0

lorsque ¢ —» 0, uniformément en n, puisque u,, est borné en norme. Comme
ou,,/0z est borné dans L, :
£

2 E - _Z N %6(uancz(p)
JC cos28(pu£,,d9 =-5 Jsm - e dxdydz - 0

lorsque ¢ — 0, uniformément en n.

Dot
2 2
lim |G, y,2d 0t - C¥2, g qud: — 0.
n— o 0z? 2

e~ 0
Par conséquent,
. o’ C?
lim |u,|[—> ———¢ |dxdydz = 0.
J (622 2 (p) Y

P
2 2
L’adjoint de I'opérateur A =i-— Clx.y.2) défini sur les fonctions C*,

0z? 2 2

. .. 0 1
nulles sur ', est évidemment Popérateur auto-adJoth - ECZ(x,y,z)
zZ

défini dans Q.11 n’a pas de valeur propre égale 4 zéro. Ainsi, le domaine des
valeurs de 'opérateur initial 4 est partout dense. Par conséquent, u,, converge
vers zéro sur un ensemble partout dense. Puisque u,, est borné en norme, il en
résulte la convergence faible de u, vers zéro. Nous savons ainsi que I'opéra-
teur L' était faiblement asymptotiquement continu. D’aprés le théoréme,
ceci entraine la convergence forte de L ! vers Ly .

c.q.fd.

§ 4 REGULARISATION EN THEORIE DES PERTURBATIONS
DES OPERATEURS FAIBLEMENT CONVERGENTS

Il est possible d’utiliser la méthode de régularisation développée dans le
chapitre 1 (voir spécialement chap. 1, § 3, deuxiéme partie) pour les problemes
de la théorie des perturbations pour lesquels on a pu établir que la solution de
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I'équation perturbée convergeait, dans une certaine topologie faible, vers la
solution du probléme limite.

Considérons l'espace L, des fonctions de x € R" et 'espace de Banach
W2 [p*] des fonctions g(x),x € R* muni de la norme

+ o0

19 lsm = j | DY P p?(x) dx

— o
p(x) = 1 et continue.

Nous allons considérer dans L, une famille d’opérateurs linéaires L,
ayant un domaine de définition dense, telle que L] '* existe avec un domaine
de définition qui contient WX[p?] et que la restriction de L] '* comme
famille d’opérateurs allant de W3[p?] a L, soit uniformément bornée.

Considérons comme au § 3 du chap. 1, premiére partie, une densité de

probabilité %(y) = ?(XT_é) qui est une fonction positive de y, telle que

J?(y) dy = 1.
On fait sur %(y) les hypothéses supplémentaires suivantes :
+ o
1) J 40| y*dy < 0,

2) 9(y) € Wi[p?],
3) [E]* 1 pHx — &) DVY(E)|F < Colx) pour [E] > 1,

nP N,
4)A DA < C, pour 4 - oo.

| DYG()|

Si p(x) = const., les conditions 3) et 4) peuvent étre omises.
Considérons dans I'espace de Hilbert L,[R"] l'opérateur L, = A + &B,
et une famille d¢léments f, € L,[R"], convergeant fortement vers

f € L,[R"]. Notons &) = || f, — f |.,-
Théoréme 5.3. Supposons que
1) L1 existe,

2) A7 f est une fonction contintiment différentiable,

3) les opérateurs A~'* - B¥ - L7'* et L7'*  en tant quopérateurs de
Wi [p?] dans L,[R"], sont bornés, c’est-d-dire

I L9 ], < Cillglwaen

47 B2 L 1 % g o
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alors

— - SELL IS — At ) 2a
‘(5(5) ¥ o J w ?([5(8) N 8]a> L7 f(Hde — A7Hf(x) | < c(x)[86e) + €]

ou o = (2 + N + g)_l, (é +% = ].) et c(x) est une fonction continue de x,
indépendante de ¢.
Démonstration. On a pour ¢ € WX[p?]
@, L7 f,— A7 ) =(o.L7'f, — L7 (A + eB)A™f)
= (L7 ™0, ;) — (A7'%(4 + eB)*L; %o, f)
= (L7 ™o, f, — f) — €A"™*B}L; *o, f)
<Ll s -l +el a7 =Bz L o | | £
et tenant compte de ce que
ILZ | < Cillelwppn | A7BILT 0| < Cof 0 lwyyn

on obtient
(@, L7' £ — A7) < CE) + 9| @ |lwgon-

Le théoréme résultera alors du lemme suivant :

Lemme 5.4. Soit f(x) une famille de fonctions généralisées qui soit une
famille de fonctionnelles sur W[ p?] telles que

(ilx) = f(x) 01, < | @ | wrn

ou (*) f(x) est une fonction deux fois continiiment différentiable, on a alors, en
tout point x, la relation suivante :

%) =§ J ?(* - 5) () dE + 0.

—

Démonstration. Faisons dans I'intégrale

X — P ) X — é P
¢ wEo2] -® &
le changement de variable n = X - é. Nous obtenons
81

P )

H?(x — ) | -— J | DYG(n) |F p*(x — ne®)dn

a ‘ a(NP—n) )
¢ wien ¢ -

(*) Cest-a-dire || f,— f | wz~x < €, puisque c’est précisément ainsi que se définit la norme
dans WyN.
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Représentons cette derniére intégrale comme la somme de trois intégrales

- 1/sa
I, x) = J | DYG(n) [F p*(x — ne?)ydn,

— 0

1/e2
I(e*,x) = J [DY%(n)|F p(x — ne7)dn,

—1/e®

+ o
Iie*,x) = J | DY) |” p?(x — ne?)dy.
1

/e

On a alors
1/

I,(¢*,x) < Max p*(x — &) | DY%(n) [P dn

lEl<t .

2 — Py 2
< |IZ/I':E(1 p*x = & | 4O | Warrn

Iy(e*,x) = J | DYG(n) [F p*(x — nev)dn
1/e2

D% (n)
DVg(¢&)

P (1,7
‘n‘n+1

=J DS 02 = o) ([t
1

/ 8a(n+ 1)
Eﬂ

ct ("
< Colx)CF J M
ga e |n+1
avec & = ne*.
On a évidemment une inégalité semblable pour I,(¢*,x).
Ainsi
@ x=¢ < C3_(x) (@.1)
] a(N —n/P)
€ whpn ¢

Il est aussi évident que

o«

J g(x — 5) (x — §2de = g*? J Gln*dn = Cex™D. (42)
© &

—

Posons

300 = 8%" f @(" - 5) r@de, M= iG]

0¢; 0¢,

* j
I

1
2 1<i,j<n
—® Og|¢|€
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On a
/09— fo09] < i{ j g(" - C)U(x) ~ @)

& g

-

+ J g(xg—jé)if(c) — f(O)]de

-0

S%{M Jw g(x — é)(x — §2dE + aH{q(" — 5)
£ . £ £

Whle?
D’ou, avec 4.1 et 4.2
| fx) = fix)| < Ce** + Cylx)elt o@Dl 4.3)
En posant dans (43) « ' =2 + N +§ nous obtenons
1 (" -
| /&) = fix)| < Cx)e*,  fi= e ?(x—ga—c)fa(é)df-
c.q.f.d.

Ce théoréme peut €tre appliqué aux équations intégro-différentielles avec
paramétre, par exemple, celles qui apparaissent dans la théorie spéciale de la
régularisation de certains problémes incorrects de A. N. Tychonnov. De plus,
pour B, = 0, elle peut étre utilisée pour résoudre des problémes inconcrets
du type

Tu=f

si T~ '* est borné en tant qu’opérateur de Wh[p?] a L,.
A T'aide de ce lemme on peut « améliorer » la convergence faible et forte des
solutions démontrée dans ce chapitre. En particulier si

| fi = fllL, = 0x— 0 pour k > o0, et f(x)e C*
alors

1 °° X — é ~ +n
‘f(x) - g2nl(a+n J_w g(m) Aeyde \ = g,

2/
Ok



DEUXIEME PARTIE

THEORIE GLOBALE
DES CARACTERISTIQUES
ET METHODES ASYMPTOTIQUES
EN THEORIE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
A COEFFICIENTS OPERATORIELS

Avertissement pour la lecture de la seconde partie. Les démonstrations
des principaux théorémes formulés dans les chapitres 2, 3 et 4 sont rassemblées
dans le chapitre 7. Le chapitre 6 contient 'exposé de la méthode de la phase
stationnaire qui est fondamentale pour obtenir le développement asympto-
tique local selon la méthode de l'auteur.

V. P. MasLov. — Théorie des perturbations. S



CHAPITRE 1

FORMULATION DU PROBLEME

§ 1 LES CARACTERISTIQUES DES EQUATIONS DE LA MECA-
NIQUE QUANTIQUE

Les équations de la mécanique quantique n’occupent encore pas la place
qui leur revient dans la théorie des équations aux dérivées partielles.

Les équations de la mécanique quantique décrivent les propriétés ondu-
latoires des particules €lémentaires, de méme que I’équation d’onde hyperbo-
lique ordinaire décrit les propriétés ondulatoires du photon (de lumiére).

Les propriétés ondulatoires du photon avaient été observées depuis déja
longtemps, bien avant celles de I’électron. L’équation d’onde a été étudiée
dans la littérature mathématique. Ses propriétés ont servi de base 4 la définition
d’une des classes fondamentales d’équations aux dérivées partielles : celle des
systémes hyperboliques d’équations. Au contraire, I'équation de Schrodinger
n’appartient en général ni aux équations hyperboliques, ni aux elliptiques,
ni aux paraboliques, mais est simplement « correcte » au sens de Petrowsky,
et, méme de ce point de vue, apparait comme un cas particulier un peu singu-
lier. Mais, a I'inverse, du point de vue de la physique quantique, ¢’est I'équation
d’onde, en tant qu’équation décrivant un photon, qui est un cas limite singulier,
car elle décrit le comportement d’une particule de masse nulle. C’est précisé-
ment sous cet angle que nous allons considérer dans la suite 'équation d’onde
et I'équation de Maxwell.

Pour les équations de la mécanique quantique, ce qui est essentiel du point
de vue physique est 'espace fonctionnel dans lequel on les considére. Nous
introduirons plus bas une classification des équations en fonction des espaces
fonctionnels associés. Si cet espace est un espace de fonctions continues, la
classification introduite coincidera avec la classification habituelle.

A la correspondance physique entre optique ondulatoire et géométrique
répond une notion mathématique aussi profonde que celle de caractéristique
et de bicaractéristique d’une équation hyperbolique. Il se trouve cependant
que les caractéristiques et bicaractéristiques des équations quantiques, cons-
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truites de fagon formelle, ne coincident pas avec les trajectoires et les surfaces
d’action constante de la mécanique classique. En méme temps, les physiciens
considérent en fait comme bicaractéristiques pour 'équation de Schrédinger
les solutions des équations d’Hamilton qui lui correspondent.

1l se trouve que la formulation spécifique des problémes de la mécanique
quantique conduit 4 une généralisation de la notion usuelle de caractéristique.

1. Propagation des discontinuités des solutions de certains problémes
concrets

1. Comme I'on sait, il est possible d’arriver au concept de caractéristique
pour un systéme hyperbolique a l'aide du probléme suivant de propagation
des discontinuités.

Supposons qu’il existe une solution, généralisée en un sens quelconque,
discontinue, u(x,t) d’un systéme hyperbolique. On cherche a définir de
maniére constructive une fonction ¢(x,?) (qui n’est pas, en général, une solu-
tion de cette équation) telle que la différence u(x,t) — ¢(x,t) soit suffisam-
ment réguliére. La fonction ¢(x,?) caractériserait alors la structure de la
discontinuité ([38]).

On sait que, pour t suffisamment petit, le probléme de la construction de
la fonction @(x,t) peut étre réduit & un probléme plus simple : trouver les
solutions de I’équation des caractéristiques.

Considérons, comme exemple, 'équation d’onde :

2
6—2‘ = c*(x,t)Au
o (L.1)
cHx,t) #0 X = (X, %)
ou u(x,t) satisfait les conditions initiales discontinues (*)
u(x,0) = o(x) f*(x) U(x,0) =0
(1.1a)

(f ") = f(x) pour f(x)> 0; f*(x) = 0pour f(x) < 0).
Toutes ces fonctions : @(x), f(x), c(x,t) sont supposées suffisamment dif-

férentiables et de plus ¢(x) est & support compact Q.
L’équation caractéristique pour (1.1) s’écrit :

(%) = 2x, ) (VS)?

(*) Ici, on considére une discontinuité faible, c’est-a-dire une discontinuité de la dérivée.
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Posons S(x,0) = f(x). Pour choisir une des déterminations de la solution
de I’équation caractéristique, on se donne

a8,
dt

= (= 1)"clx,0)

t=0

VS (x, 1) = (= 1)c(x,0)| grad f(x)|

t=0

Aux deux déterminations de la solution de I’équation caractéristique

B (- )HEVS,), HEp,) = a9

v=1,2 p=(P1ssP0)

correspondent les solutions p*(¢),x*(t),v = 1,2 des deux systémes d’équa-
tions bicaractéristiques :

i)lv — (_ 1)v+1 aH(x :P 7t) )'clv = (_ 1)

v
Ox}

, OH(x",p", 1)
op;
(1.2)
ds,

= (- I)V(H(x",p",t) - Zp;’ley(x",p",t)) =0, v=1,2

satisfaisant les conditions initiales :
x(0) = xo,  p'0) = Vf(xo)
Xo = (Xg1»--sXon) € 8

ou Q est le domaine de définition (le support) de ¢(x).

Notons x*(t) = X*(t,x,),p"(t) = P*(t,xp)-

Pour ¢ suffisamment petit, ¢ < ¢,, les courbes X'(¢,x,) forment, pour
v fixé et x, quelconque dans Q, une famille dépendant de n paramétres, de
plus

0X(t, xo)
Y'(t, x,) = det | —E2=%1 > 0,
0 0X;
puisque
Y'(0,x0) = 1.
Cest pourquoi I’équation implicite
X(t,x0) = x Xo € Q

nm’a pas plus d’une solution xgy(x,t) pour tout ¢ < t,.
Il est facile de voir que la solution du probléme initial peut étre représentée

comme la demi-somme de deux solutions u(x,?) = %[ul(x,t) + uy(x, )] de

I’équation d’onde qui vérifient les conditions initiales suivantes :
ul(X,O) = uz(x70) = (,D(X) f+(x):

0
TG0 = = 22,0) = ox,0) [ grad /(900 B/ (9) (1

ol 6(¢) = Opour & < 0, 6(¢) = 1 pour & > 0.
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Chacune des solutions u,(x,t},v = 1,2 correspond a I'une des détermi-
nations S,(x,t) de la solution de I’équation caractéristique. Sous les hypo-
théses énoncées, on a la proposition suivante [38] :

La solution u/(x,t) (v = 1,2) du probléme (1.1), (1.3) peut étre représentée
sous la forme :

C(Xo,o) M +rov ¢ +?v( t)
c(xy ,0) wlx, 1) = \/mf [xa(x, 1) ] X,

xp = xp(x,1), v=1,2

ouF¥(x,t) est une fonction continiiment différentiable.

Corollaire. Puisque la solution du probléme (1.1)~(1.1a) est représentée par
2

u(x, 1) =% Y ufx,t), u(x,t) est continiment différentiable en dehors de
vy=1

Punion des deux régions Q; = X*(t,Q),v = 1,2.
En effet, si x ¢ Q),x{ ¢ Q, et par conséquent ¢(xp) = 0.

2. Considérons maintenant un probléme de type mixte. Supposons
que u(x,y,t) satisfasse ’équation linéaire du quatriéme ordre

2 n 4 3 n 2
0*u o*u 0°u +Zbi2(X,l)a—1;=0
i=1 axi

+ a(x,y,t
or*  =10x20y? 0y )6xl<3y2

les conditions aux limites
Ulyeo = t]ya, = 0
et les conditions initiales discontinues
Uli—o = @(x) f T (x)siny U)o =0

(o1 ¢ est une fonction & support sompact).
Si le coefficient a(x, y,t) ne dépendait pas de y :

a(x,y,t) = c(x,t)
on pourrait appliquer la méthode de séparation des variables. Dans ce cas, la

substitution u(x,y, ) = v(x, t) sin y conduirait a I’équation

Z —(1 + b(x,1)) — co(x, t)—
i= Ox

1

)
6t2
dont les caractéristiques satisfont I’équation
s\’ oS
(%) = Z ( ) (I + bA(x,1)) (1.9
i=1 X;

Si a(x,y,t) dépend de y, une telle méthode, évidemment, n’est pas appli-
cable. Néanmoins dans ce cas, comme nous le verrons, la propagation de la
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discontinuité de la solution de la solution u(x,y,t) est déterminée par la
solution de I’équation (1.4) que nous considérerons (*) comme caractéristique.

Nous donnons (chap. 4) une formule générale, gouvernant la propagation
de la discontinuité des solutions d’une large classe de problémes. En utilisant
cette formule, la solution du probléme initial peut €tre représentée comme :

u= %(u+(x,y,t) + u_(x,y,1))

1/2

oxy .
sin y

0x

2H . (x, P[x5(x,1),1],0) o[x5 (x. 9]

S
+
Il

! P, (x%,1)
X exp{ J de 4 9 "
0 2Hi(X(x0 7t)7P(x0 >t)9t)

[ Zstate,y 00y {re + #e .0
0

ou

xg = x5(x,1),

et Hi(x>p7t)=i Z (1 +b12(x7t))P129 Xi(x07t)7Pj:(x09t)

i=1

sont solutions du systéme

. _OH, _ _OH, B _
xi - apl s pi - axi s X(O) = Xg, po - Vf(xo)
i=1,.,n

x5(x,t) étant solution de X*(x,,f) = x,et F(x,y,t) une fonction conti-
niment différentiable.

3. Considérons maintenant un deuxiéme exemple, pour lequel la discon-
tinuité ne se propage pas selon les caractéristiques au sens usuel.
Soit u(x,y,z,t) une solution du probléme
ou

—+(1+tzz)%+zz@+xz4u: ,
ot ox oy 0z*dy

_22/4

ux,y,z,0) = p(x)0(y)e

@(x) étant une fonction indéfiniment différentiable 4 support compact.

(*) Rappelons que I’¢quation ordinaire des caractéristiques est formée seulement par les
termes qui contiennent les dérivées d’ordre quatre.
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Dans ce cas, ainsi que nous le verrons dans la suite, la solution u(x,y,z,?)
peut &tre représentée par

2
u(x:yyz:t) = (p|jx -t - tz:|6(y + t)

22 R -
x exp| — 7 + V3n | xt — 7% + F(xyzt),

ou F(x,y,z,t) est une fonction continue.
Ici la discontinuité se propage selon des surfaces définies par I’équation

95,8 t§+1—0
6t+6x+ 0x -

qu’il est naturel de considérer, dans le cas présent, comme caractéristique.

4. Nous nous posons un probléme analogue pour des équations plus
générales, en modifiant légérement nos conditions sur la différence des fonc-
tions u(x,?) — ¢(x,t). Demandons qu'un certain nombre de dérivées de cette
différence appartiennent a un certain espace de Banach B, mais qui n’est pas
obligatoirement C.

Considérons la solution u(x,y,t) de I’équation

u o“u 0*u
— — a®(x,)— + bAx,)— =0
or? ( )6x2 ( )6y4
1.5
a*(x,t) + b*(x,t) # 0
satisfaisant les conditions
u(X,}%O) = (P(x)é(y - yO)
(1.5a)

ulx,y,0) # 0

Supposons les coefficients de I'¢quation suffisamment réguliers et ¢(x)
a support compact Q. Il faut trouver une fonction ¢(x, y, ) telle que la diffé-
rence u(x,y,t) — ¢(x,y,t) appartienne & L,[R*] (R" est I'espace euclidien
n-dimensionnel). On verra, plus bas, que la classe des fonctions ¢(x, y,t) peut
étre construite a l'aide des solutions de ’équation

s [, oS\’ ., 1z
E—[a (x,t)(g) +b(x,t):|

que nous appellerons, dans ce cas, caractéristique. (On donnera, plus tard, une
définition générale des caractéristiques.)
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Lui correspondant, nous avons le systéme d’Hamilton

. OH _ _0H . 2.2 2
p_ax> X = ap7 H_ ap +b:
ds

E—(H—PH,,)-

Les solutions x(t), p(t), S(t) de ces équations, pour ¢ < ¢, suffisamment

petit et pour les conditions initiales
x(0) = xo, p(0) = 0, S0 =20

forment une famille 4 un paramétre.

Nous notons, comme auparavant,

x(1) = X(¢,xo), p(t) = P(t,x,), () = S(z,xo)
Pour t < ¢, suffisamment petit, la dérivée
0X(t, xq)
Y(t =——""059
(£, xq) 0xq

et la solution de I'équation X(f,x,) = x est unique : x4 = X4(x,?). Onala
proposition suivante : ‘
La solution u(x, y, t) du probléme (1.5), (1.5a) peut étre, pour t < t,, repré-
sentée sous la forme
_ @(x0)COS1Y — yo)*/28(t, x,)

,¥,1
u(x y ) vV S(t:xo) Y(t:xo)

x = Xo(x,1),

+ ?(xyy:t)y

ou F(x,y,t) € Ly(R?) pourt fixé, t < t,.

Corollaire. La restriction de la solution du probléme (1.5)-(1.5a) sur
le domaine R*\ Q,, ou Q,= X(t,Q) x(— o0 <y < o) appartient a
L,[R*\ Q].

S. Léquation fondamentale de la mécanique quantique non relativiste
— P’équation de Schrodinger — a la forme

i %‘f = ‘%Aw + o)y x = (X, x,) (L6)

oll het u sont des constantes (h est la constante de Planck, ula masse des
particules).
Supposons que (x,t) satisfasse la condition

W(x,0) = 6(x — x,) (1.7)
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Si v(x, £) est borné et indéfiniment différentiable (v(x, £) € C*), la solu-
tion ¥(x,t) a n’importe quel temps ¢ > 0 est une fonction indéfiniment dif-
férentiable en chaque point x. Toutefois, cette solution Y(x,?) elle-méme
pour ¢ fixé, ainsi que sa dérivée en x, n’appartient pas 4 L,[R"]. Par consé-
quent, le probléme de trouver une fonction Y4(x, ), telle que la différence
W(x, 1) — Wolx,t) soit différentiable dans L,[R"] n’est pas trivial.

Nous allons méme imposer une condition plus restrictive sur la différence

l//(x7 t) - l//0(367 t)

En anticipant sur la suite, notons que la maniére dont la solution de I’équa-
tion de Schrodinger dépend du paramétre i sera importante pour nous, de
sorte que nous allons considérer y comme une fonction, non seulement de x
et de ¢, mais encore de h: y = y(x,t,h). Supposons que la solution i appar-
tienne pour chaquetfixé a4 lespace L,[R"*!] des fonctions #(x,h) de

norme
1 12
( J dh Jig’(x,h)lzdx) (1.8)
0

Une fonction de la forme

#0, = owerp] | (19

(ou comme précédemment ¢(x) € C* et est a support compact, 2 = D[¢(x) ]
et f(x) e C) n’est pas différentiable dans L,[R"*!].
La solution de ’équation (1.6), satisfaisant la condition initiale

Y(x,0,h) = F(x,h) (1.10)

pour t > 0 ne sera pas, non plus, différentiable dans L,[R"*!].

C’est pourquoi, il est 1égitime de se poser le probléme de la construction
d’une fonction yy(x, t, h) telle que la différence  — y, soit différentiable dans
L,[R"*1]. L’équation avec laide de laquelle il est possible de construire
Wolx,t,h) est ’équation de Hamilton-Jacobi :

N 1 2 B
3 +2_,LL(VS) + o(x,t) =0

Les solutions du systéme de Hamilton lui servent de caractéristiques
. . 0v ds p?

ux = p, P= -3 a——z—#—v(x,t). (1.1

Prenons les conditions initiales suivantes :

x(0) = x,, p(0) = Vf(xo), S0) = f(xo)-
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Notons, comme précédemment,

X(I) = X(t>x0)> p(t) = P(t:xo): S(t) = S(t7x0)'

Pour t < 1, la solution de I'¢quation X(z,xo) = x, pour x € D[op(x)] = Q
est unique et le jacobien
0X(t,xq)

Y(t,xo) = det o

est différent de zéro.
On a la proposition suivante :
La solution du probléme (1.6), (1.9), (1.10) peut étre représentée par :

@xo(x,1) ] exp {ih ™t S[t,x(x,0) ]} + P(x,t,h)

olx,t,h) = -
| Y[z, x0(x,0)]| (1.12)

ou D(x,t,h),h ' P(x,t,h) et 0P(x,t,h)/dx, appartiennent d L,[R"*!'].
Remarquons que dans L,[R"*'] l'opérateur de multiplication par 1/h est

non borné et est équivalent en un certain sens a ’opérateur—.

0x
Corollaire. La solution du probléme (1.6), (1.10) est différentiable en dehors
du domaine X(t,Q), dans
L[R™1\X(t,Q) x 0 < h < 1)]

Considérons maintenant I'espace ¥[R"*!] des fonctions continues en
h (0 < h < 1) et de carré intégrable en x. Prenons pour g(x,h) e 4[R"*']

la norme
Max | J|g(x,h)|2dx
0<h<1

On peut démontrer que la fonction H(x,t,h) de la formule (1.12) est telle que
D(x,t,h),h"  D(x,t,h) et 0P(x,t,h)/dx;,i =1,..,n appartiecnnent a
g[Rn+ 1] .

2. Généralisation du probléme de la propagation de la discontinuité pour
une équation a coefficients opérateurs

1. Supposons que la fonction u(), & valeurs dans I'espace d’Hilbert H,

satisfasse I’équation d’évolution
du(?)
dt

ol A est un opérateur non borné dans I'espace d’Hilbert H tel que les
domaines de définitions D(A¥) et D(4*Y) soient denses dans H (N étant un
nombre entier quelconque).

Supposons que

= Au(t) (1.13)

ult) ¢ D(42) (1.14)



Formulation du probléme 107

Le probléme analogue & celui de la propagation de la discontinuité d’une
solution d’une équation hyperbolique, consiste ici & construire un élément uy(z)
tel que

u(t) — uy(t) € D(4AY) (1.15)

La solution généralisée de I’équation (1.13) sera une fonctionnelle (ou fonction
généralisée) W(t) = AMu(t) sur lensemble D(A*Y), a savoir

(W(1),9) = (u(t), A*"g)

ol g € D(A*M) et u(t) satisfait (1.13). Il est évident que AYu,(f) est aussi une
fonctionnelle sur D(A*Y). De (1.15) il résulte :

W) — A¥u(t)e H

Soit W(r) une solution généralisée de I’équation (1.13) définie en tant que
fonctionnelle sur D(4*"). Le probléme d’extraire la « partie singuliére »
de W(t) consiste en ceci : on demande de construire une distribution W 4(z)
telle que la différence W(r) — W () appartienne & H.

Il est évident, que, sans restreindre la généralité nous pouvons nous poser
le probléme (1.14)-(1.15) et ne considérer que les solutions classiques u(t) € D(A)
de I’équation (1.13).

Afin de repasser au probléme général, il faut faire agir sur les deux parties
de I’égalité une certaine puissance de l'opérateur A. SiiA est un opérateur
auto-adjoint, E, sa fonction spectrale, alors, il est évident que

u(t) = etu(0) = Jw e* dE, u(0)

0 ~ Ao
— j e dE,u(0) + j e dE,u(0) + j e* dE,u(0)
A

0 - - Ao

La derniére intégrale, pour tout A, fini appartient & D(4A"), c’est-a-dire

u(ty — Jw [e#dE, — e"#* dE _,]u(0) € D(4A")

Ainsi, ce probléme est lié au probléme du comportement asymptotique de E,
pour A - 0.

3. Classification des équations du second ordre

Les propriétés générales des solutions des équations (1.1), (1.5), (1.6)
peuvent servir a la classification d’une large classe d’équations & coefficients
opératoriels dans un espace d’Hilbert. Nous allons considérer ici le cas le plus
simple, qui englobe, toutefois, toutes les équations de la mécanique quantique.

Considérons l'espace des fonctions vectorielles y(x,t),x = (x;,..,X,),
Y = {¥,,...¢(x,1)} a valeurs dans I'espace d’Hilbert H.
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Soient By(x,t), i = 1,..,net R(x,t) des matrices d’ordre s x s bor-
nées indéfiniment différentiables, dépendant des parameétres x,t; a,(x,?),
k=1,2,3, b(x,1) = { by(x,1),...,b,(x,7) } des fonctions complexes données
de x et ¢, indéfiniment différentiables (b(x,t) est une fonction vectorielle) &
valeurs sur I'axe réel, A un opérateur auto-adjoint non borné de 'espace de
Hilbert H, ne dépendant pas de x et de t. Notons R® 'espace vectoriel de
dimension s.

Considérons I’équation

2
al(x,t)a— + iAaz(x,t)ﬁ + A%as(x,1)
ot? ot

+ (V + i4b(x,1))* + i Bk(x,t)(% + iAR(x,t):|(//(x,t) =0 (1.16)
k=1 k

Aprés la substitution i = €S9 en annulant le coefficient de 42,

nous obtenons une équation que nous appellerons caractéristique :
2
a&x,t)(%) + az(x,t)%g L, 0 + [VS + b(x,0)]* = (1.17)

On peut également I'obtenir en partant de ce que I'opérateur A4 est équivalent
a lopérateur 2
pé |

Si les racines du polynéme caractéristique

Q(Po) = a,Pj + a,Po + 3 (o + b)Y — a; (1.18)
i=1
sont réelles quels que soient p,,p,,...,p,,x, ondira alors que I'’équation (1.16)
est de type onde; si elles sont imaginaires pures,de type tunnel; et si dans un
domaine elles sont réelles et dans le reste imaginaires pures on dira que I’équa-
tion est de type mixte. Nous ne considérerons pas d’autres types d’équations.

4. Transformation de type Fourier pour des fonctions abstraites

1. Définissons ce qu’est la représentation d’impulsion (p-représentation).
Dans le cas ou I'opérateur A4 est défini non négatif, le passage a la représenta-
tion d’'impulsion s’effectue a 'aide d’un opérateur unitaire ¢ de la forme

~ An/Z @© .
= @p*n —ip-xA 1.19
Y(p) = &Y ¥(x) = iy J 3 e Y(x)dx (1.19)
Inversement :
~ n/2 oo o
W) = i) =— o _/ZJ e Jp)dp  (120)
(— 2miy" e
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Si I'opérateur — A est défini non négatif, alors

Pn o, (_A)"/Z ® ip-xA T
Y(x) = O p) =~ J er A ip)dp  (121)
(2mi)

-

Si l'opérateur 4 n’a pas un signe défini, décomposons I'espace H en somme
H = H" + H~ de sous-espaces tels que la restriction de l'opérateur 4
a H* soit un opérateur défini non négatif que nous noterons A" et la restric-
tion de lopérateur — 4 a H™ est un opérateur défini non négatif que nous
noterons — A~

Soit (p) une fonction a valeurs dans H.

Posons J(p) = J*(p) + ¥~ (0): Y (W) H . J (P)e H™.

Alors, par définition
5 P(p) = O (p) + PYT () (1.22)

On définit de fagon analogue l'opérateur &%.

2. Introduisons maintenant un opérateur analogue dans l'espace des
fonctions de x a valeurs dans un espace de Banach B.

Considérons dans I'espace de Banach B un opérateur A ayant un domaine
de définition D(A4) partout dense, et possédant un inverse.

Supposons que (1 + ¢4)™' existe et soit partout défini dans B, et de plus,
@+ e4)~"| <1 ala fois pour ¢ > 0 et ¢imaginaire pur. Considérons
lopérateur

P Loy [ ewa
0

T

défini sur D(A). Cet opérateur posséde les propriétés suivantes (voir chap. 6,
81) :
a) T? = A sur D(4),

b) T T, ou T désigne I'opérateur complexe conjugué et a la forme

Fe Ly [
0

n
De cette fagon T existe en tant qu’opérateur dans un espace de Banach réel.
En posant T = VA nous définissons une transformation de type Fourier
par les formules (*) (1.19)-(1.20) pour les fonctions a valeurs dans B.

Il est également possible de considérer un opérateur A4 tel que — A posséde
les propriétés énumeérées plus haut. Dans ce cas, nous introduisons une trans-
formation de type Fourier par la formule (1.21).

(*) La détermination de la racine est nécessaire pour donner un sens 4 I'opérateur 4"/2 a
'aide de I’égalité A™/2 = T™,



110 Méthodes asymptotiques Chapitre 1

5. Invariance du type d’une équation par passage a la p-représentation

Le type de I’équation (1.16) est invariant par passage a la p-représentation
a laide de la transformation &% .

En effet, aprés la substitution e¢“45%-9  dans I’équation (1.16), écrite dans
la p-représentation (c’est-a-dire dans I'équation pour la fonction ¥ (p,t)), nous
obtenons, en annulant le coefficient de A2, 4 nouveau I'équation de Hamilton-
Jacobi

s\’ 88
aﬂx,t)(E) —+ az(x,t)a — a4(x,t) + |p —+ b(x,t)|2 =0

a8
op

i

ou § = S(p,1), x; =

6. Equation de la mécanique ondulatoire et de I’optique

1. Nous donnons un tableau des valeurs particuliéres des coefficients

de I’équation (1.16) duquel on tire les équations de la mécanique ondulatoire
et de 'optique. Remarquons que la majorité des applications concrétes de la
théorie développée par la suite se rapporte précisément a ces équations. Il est
facile de vérifier qu’elles appartiennent toutes au type onde au sens admis
avant cette classification.
Ici E = E(x,t) est le champ électrique, H = H(x,t) le champ magnétique.
@, = Py(x,1) est le potentiel scalaire, A, = A4,(x,t), 4 = (1,2,3) sont les
composantes d’un potentiel vecteur, ¢ = g(x,t) et u = u(x,t) sont les per-
méabilités diélectriques et magnétiques du milieu, ¢ la vitesse de la lumiére dans
le vide, m la masse d’une particule, e la charge ([13]), & la constante de Planck,
g, les matrices 2 de par 2 de Pauli : g, = (0,,,0;,,053)

(0 1) (0 _ i) (1 0)
g = g = g = .
2\ 0 27\ o 27\o -1

&, les matrices de Dirac 4 x 4 [40]:

a=(a19a27a3)7 6:(01’02’03)7

(0 O'Zk) <02k 0 )
o, = g, =
, oy O ¢ 0 T2k

2. En outre, sia; =a,=0,b=0,B, =0,R =0 nous obtenons
I'équation d’Hermholtz. Pour 4 = @w on a une équation de type tunnel
avec des caractéristiques imaginaires pures : si on fait le changement S — iS’,
on obtient des solutions réelles pour S'. Nous appellerons systéme bicaracté-
ristique de I’équation tunnel donnée le systéme caractéristique de I’équation
définissant S'.
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3. L’équation (1.5) est obtenue a partir de I'équation (1.16) en posant
1 b3(x, t) _o*

, a, =0, a, = , A=
2 a?(x, t) oy*

et en annulant les autres coefficients de I’équation (1.16).

4. Les données initiales pour les équations 2 et 3 du tableau 1 (équations
de Maxwell et de Dirac) ne sont pas arbitraires mais vérifient des relations
déterminées. Ces relations ont la propriété d’invariance, c’est-a-dire que, si
elles sont réalisées a I'instant initial, la solution de I’équation les vérifiera a
n’importe quel instant.

Soient E(x,0) = Ey(x), H(x,0) = Hy(x):

oE 6H

- *0 = Eyx), - (x,0) = Hofx),

les conditions initiales de la solution de I'équation de Maxwell (ligne 2,
tableau 1). Les relations indiquées entre ces quantités sont :

diveE, = 0, divuH, = 0 (a)
%E’O = rotH,, ‘CiH'O = — rotE,. (Ib)
Soit y(x,t) une solution des équations de Dirac satisfaisant les conditions
initiales
Yx,0) = ¢olx),  —-(x,0 = Yolx).

Les relations imposées a ces conditions initiales sont

i?hl//’o + Stbo(x,O)t/JO = — ih(&,(grad Yo — %Al//(,)) + meagy, (1)

o) =)

Puisque les relations I et II sont invariantes et sont réalisées a n’importe quel
instant, on peut écrire les équations de Dirac et de Maxwell, comme d’habitude,
sous forme d’un systéme d’équations du premier ordre. Il est alors possible
d’'imposer directement la condition Ia aux solutions de I’équation Ib.

5. Remarquons qu’en général I'équation d’onde scalaire et I'équation de
Maxwell ne dépendent pas de I'opérateur 4. Néanmoins la condition initiale
peut, elle, dépendre de I'opérateur 4. En effet, dans le premier exemple, (1.1),
la condition initiale (1.2) peut étre représentée par

ux) = 9(x) S *(x) = [E + F() i
= 909 [/ 049" .,

Ainsi, on a ici u(x,0) = e"“4/™g, ou A =id/6 etg = & .
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De plus, on peut poser une condition initiale « oscillante » :
u(x,0) = @(x)e ™

(Cest-a-dire g = 1,4 = w).

Dans tous les exemples considérés, les conditions initiales dépendent de A
de fagon particuli¢re. Nous verrons dans le prochain paragraphe que cette forme
particuliére des conditions initiales n’est pas accidentelle. Elle est dictée par
l'origine physique méme du probléme.

§ 2 FORMULATION DU PROBLEME DE CAUCHY POUR LES
EQUATIONS DE LA MECANIQUE QUANTIQUE

La mécanique quantique, comme l’'on sait, est fondée sur toute une série de
principes physiques. Nous ne nous occuperons pas de ceux d’entre eux qui
postulent le rapport de I'appareil mathématique avec 'expérience. Nous ne
nous occuperons pas non plus des régles qui servent a écrire les équations.

Tout I'appareil mathématique connu de la mécanique quantique peut &tre
construit sur la base de certaines équations d’évolution (non-stationnaires) aux
dérivées partielles, figurant au tableau 1. C’est pourquoi, afin d’axiomatiser la
théorie mathématique de la mécanique quantique, il faut encore savoir quelles
conditions doivent satisfaire les valeurs initiales des solutions de ces équations.
Aussi nous ne formulerons que les postulats de la mécanique quantique qui
pourraient étre employés pour déterminer la forme des conditions initiales.
Des postulats de cette nature sont le principe d’identité des particules et le
principe de « correspondance entre les mécaniques quantique et classique ».
Ce ne sont pas toutes les solutions des équations avec des données initiales
arbitraires dans L, qui les vérifient.

1. Formulons un axiome qui peut remplacer le principe « d’identité ».
Supposons que 'équation de Schridinger dépende de deux triples de variables
Xy,¥1,2, €t X,5,¥,,2, de telle facon que I'équation ne change pas par permu-
tation des indices. Alors la condition initiale peut seulement changer de signe par
permutation des indices. On montre facilement que la solution de I’équation
possédera cette propriété, non seulement d I'instant initial mais a n’importe
quel instant ¢; ce qui signifie que le principe d’identité est vérifié sous sa for-
mulation ordinaire ([47], [87]).

2. Une autre restriction imposée aux conditions Initiales, est formulée
aussi dans le livre de L. Schiff, Mécanique quantique : « nous devons toujours
exiger que par un passage a la limite convenable, les résultats de tout calcul
coincident avec les expressions classiques. Cette exigence exprime le principe
de correspondance de Bohr »... [87].
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3. Expliquons ce que signifie le terme de « passage a la limite ».

Soient I;,t,,v5 = I,/ty,V, des constantes de longueur, temps, vitesse
et potentiel caractéristiques pour le systéme quantique donné. Le passage-
limite des grandeurs de la mécanique quantique a celles de la mécanique clas-
sique est réalisé par une variation de ces paramétres telle que la constante sans
dimension

tende vers zéro. Cela signifie que ce qu’on appelle la longueur d’onde de
de Broglie h/mv, est petite en comparaison de la longueur caractéristique
du systéme. Les autres parameétres sans dimension

c eV,

r] = — K =
Vo mo

(c étant la vitesse de la lumiére, e la charge et V, le potentiel caractéristique)
ne dépendant pas de h et de [,. Mais puisque h est constant, v ne peut tendre
vers z€ro que par sa dépendance de la quantité [ (ou si ¥V, et v, tendent simul-
tanément vers oo et que eV, ~ vim). Cependant, par commodité, on suppose
d’ordinaire que & —» 0, aulieude v - 0 ou [, > .

Ainsi, le principe de correspondance ne peut étre appliqué quaux systémes
qui contiennent le petit paramétre h. Il différe en cela du principe d’identité.

4. FElucidons maintenant de quel probléme de mécanique classique il
s’agit.

Chaque probléme concret de mécanique quantique qui contient le para-
metre h et a un sens physique, correspond en mécanique classique 4 un pro-
bléme bien déterminé. Ce probléme peut étre considéré comme un probléme,
variationnel ordinaire : on cherchera les extremas d'une fonctionnelle dont
I'extrémité de droite est fixée et dont I'extrémité de gauche est transverse a une
variété de dimension k < n (en particulier pour k = 0, elle est aussi fixée).
Considérons, par exemple, I'équation de Schrédinger. Les équations d’Euler
du probléme variationnel classique qui lui est associé seront les équations de

Newton :

Sc'——ﬂ i=1,.,n
wx; = axi - 3%

Considérons une variété, k-dimensionnelle, x, = xq(@), % = &;,...,, k < n,

plongée dans R". Une généralisation de la condition de transversalité peut
s’écrire ([53]) sous la forme

0xo(0) 0% (o) Oxo(0) O%Xo(0) _

do,  Oa, Jo. Oa,

i J J L

Po(e) = po(2) (2.1)

0 ij<k
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11 est plus commode de considérer dans I'espace de phase g = x p = ux la
variété différentiable non-singuliére de dimension n g =q(%),p = pd(e),
®=oy,.,o. La condition (2.1} peut s’écrire

0q dp dq Op ..

4 -y _ 47 F _ < X

0o, Oo;  Oot; 0a 0 IS @2)
c’est-a-dire que dans n’importe quel syst¢tme de coordonnées locales de la
variété les crochets de Lagrange sont nuls. Une telle variété est appelée
lagrangienne.

4.1. La transition quantique d’un systéme de I'état i,(x) pour t = 0 a
I'état y,(x) pour ¢t = t est décrit par la formule

¢12(7) = sz(x) K(x,&, 1)y, () dxdd (2.3)

ou K(x,&,1) est une solution fondamentale (fonction de Green) de I'équation
de Schrddinger (1.6).

La probabilité de cette transition est égale a |c,,(r)]?.

La solution du probléme de Cauchy pour (1.6) s’obtient a partir de la for-
mule (2.3) si on pose ,(x) = d(x — x’) ce qui correspond au probléme avec
Iextrémité de droite fixée.

La solution fondamentale elle-méme peut €tre obtenue a partir de cette
formule en posant y,(x) = (x — &), ,(x) = d(x — x'). Par conséquent,
la solution fondamentale décrit la transition quantique au cours du temps t
d’une particule du point x = ¢ au point x = x’, ce qui correspond a un
probléme variationnel avec extrémités fixées.

Dans ce cas la variété lagrangienne initiale est de la forme x = & et
représente une surface parall¢le au plan de coordonnée x = 0. A une con-
dition initiale de la forme

W(x,0) = exp (i%)

(Po = (Po1»--»Po,) €tant des constantes) correspond la variété lagrangienne
P = Py & une condition indépendante de h correspond la variété p = 0.

5. A laide du principe de correspondance, Bohr obtenait une quantifi-
cation de la mécanique classique, qui, comme il est apparu ensuite, ne donne
que le premier terme asymptotique lorsque & — 0 de la solution de la véri-
table équation quantique de Schrodinger. La quantification de Schrédinger
consistait a faire correspondre a I'impulsion classique 'opérateur — 1hé/0x,
a I’énergie E 'opérateur thd/ot, ce qui faisait correspondre, par cela méme, a
I’équation de Hamilton-Jacobi, une équation linéaire aux dérivées partielles
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du second ordre. La quantification ainsi est étroitement liée au principe de
correspondance. Le principe de correspondance dans la formulation déja
mentionnée de Schiff est le concept inverse de la quantification. La quantifi-
cation met en correspondance avec un objet classique, un objet quantique
dépendant de k, et le principe de correspondance exige que les résultats du
calcul aient des limites classiques lorsque # — 0. On pourrait assez natu-
rellement appeler le principe de correspondance « 'auxiliaire de la quanti-
fication ».

1l se trouve cependant que le principe de correspondance n’est pas vérifié
pour une solution arbitraire de I’équation de Schrodinger.

Par exemple, soit (x,t) une solution de ’équation de Schrodinger satis-
faisant la condition initiale y(x,0) = @(x)exp(ix/h*); la valeur moyenne de
Iimpulsion qui est égale a (voir [87])

- le(x,t)iha—iw(x,t)dx

tendra vers I'infini lorsque h — 0. Cela signifie que, pour satisfaire le principe
de correspondance, il faut, avant tout, préquantifier la condition initiale des
équations de Newton qui est une condition de transversalité, c’est-a-dire qu’a
chaque variété lagrangienne, on fait correspondre une fonction de x et de h
qui sera la condition initiale pour la solution de I'équation de Schrédinger
[autrement dit, préquantifier les crochets de Lagrange (2.2) ]. Et seulement
apres cela, prouver le principe de correspondance.

6. Ainsi, le probléme consiste a trouver une classe K de fonctions de x
et de h, satisfaisant les conditions suivantes :

1. Condition asymptotique. Deux fonctions de x et de h appartenant 3 K
sont considérées comme équivalentes si leur différence tend vers zéro en
moyenne (c’est-a-dire en norme dans L,[R"]) lorsque h — 0.

2. Réalisation du principe de correspondance. Si a I'instant initial la solu-
tion appartient a la classe K, alors d w’importe quel instant, le principe de
correspondance est vérifi¢, c’est-a-dire que toutes les grandeurs de la mécanique
quantique, qui ont un sens physique, ont pour limite, lorsque i — 0, les
grandeurs classiques.

3. Invariance. Si, a l'instant initial, une solution y(x,0) appartient a la
classe K, alors & n’importe quel instant, elle appartient a la méme classe.

4. Caractére complet. Achaquevariétédelaforme %, = Xq(a), Xo =x,(x)
satisfaisant la condition (2.2) correspond une fonction ¢,€ K. Les grandeurs
de la mécanique quantique, associées a la solution y(x,t) de I'équation (1.6)



Formulation du probleme 117

qui est telle que ¥(x,0) = ¢, convergent lorsque h — 0 vers les grandeurs
classiques correspondant au probléme

%, = —j— %(0) = xoi(0)  %(0) = Poi(®) 2.4

6.1. Ainsi, il est suffisant pour notre but, de quantifier les crochets de
Lagrange dans le cadre de 'approximation semi-classique, qui est 'approxi-
mation de la vieille mécanique quantique de Bohr. En anticipant, remarquons
que les conditions de quantification des crochets de Lagrange coincideront
avec les conditions de Bohr-Sommerfeld de la vieille théorie quantique dans
le cas ou la variété lagrangienne reste invariante relativement au systéme
dynamique (2.4). Nous allons remplacer la propriété asymptotique de la
classe K par une condition plus forte qui tient compte de « I’équivalence »
entre I'opérateur de multiplication par 1/h et 'opérateur de différentiation
en x . Considérons dans I’espace L,(R"*!) le domaine D qui est I'intersection
des domaines de définition de 'opérateur de multiplication par 1/h et 'opé-
rateur de différentiation en x. Le domaine D n’est pas fermé en norme
dans L,(R"*!). Identifions les éléments de L,(R"*!) dont la différence
appartient a D.On désigne par S = L,/D T'espace (espace-quotient (*))
obtenu de cette fagcon. La condition asymptotique sera remplie si la classe K
appartient a S. Dans la suite nous indiquerons I’égalité dans I’espace S
par f; < 2 cest-a-dire I’égalité a un élément appartenant a D prés. Ainsi,

par exemple, Y(x, 1) = Yo, 1).

7. la question de la construction d’une classe invariante de fonctions
peut &tre aussi posée pour le probléme des discontinuités de ’équation d’onde
scalaire. Si on considére une solution du probléme (1.1) pour ¢t > ¢4, le
jacobien Y(t,x,) peutsannuleren un certain point t = t'. Le comportement
de la discontinuité au point t = t' a été examiné pour n = 2 lorsque les
coefficients de I’équation (1.1) sont analytiques et dans le cas le plus simple
(caustique simple). On a montré ([6,2,3)]) que la discontinuité de la solution
se décrivait par une intégrale trés compliquée.

La question est de construire une classe invariante de discontinuités K,
c’est-a-dire une classe telle que si ¥(x,0) e K, alors (x,t) € K a n’importe
quel instant z. Ainsi, il s’agit ici, en particulier, de résoudre le probléme (1.1)
globalement pour n’importe quel temps ¢.

8. Considérons l'espace L,[R",H]| des fonctions de x,,..,x, e R" a
valeurs dans I'espace d’Hilbert H (voir 1° partie, ch. 2, § 1). Soit 4 un opé-

(*) L’espace L, ,[R"] est un groupe pour I'addition et D un sous-groupe. Soit [L,/D] les
classes dequxvalence dans L, par rapport au sous-groupe D. L’ensemble des classes d’équi-
valence est un ensemble fondamental d’éléments de I'espace linéaire S. L’espace-quotient L,/D
n’est pas fermé.
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rateur auto-adjoint de H tel que le domaine D(A™) soitdensedans H, quel que
soit N. Nous considéreronsdans L,[R", H] desfonctions généralisées ausens
du paragraphe (1.4 1), C’est-a-dire des fonctions de la forme 4" f(x) ou
f(x) e L,[R",H]. Comme on I'a indiqué en (1.4 1), on peut, sans restreindre
la généralité, considérer que

f(x) ¢ D(A).

C’est pourquoi, tout en restant dans LZ[R",H], nous choisissons une classe
de fonctions qui n’appartienne pas a 'intersection des domaines de définition
des opérateurs 4 et §/0x;,i = 1,..,n. Dans la suite nous formulerons tous
nos résultats pour des fonctions de 'espace L,[R",H]. Mais si on fait agir
lopérateur A" ou (0/0x,)¥ sur ces fonctions, nous passerons aux fonctions
généralisées.

Tous les théorémes du chapitre 2 s’étendent trivialement aux fonctions
généralisées ; c’est pourquoi, dans une partie des exemples utilisés pour illustrer
les théorémes, nous nous servirons de fonctions généralisées. Pour extraire
la « partie singuliére » d’une fonction f(x)¢ D, nous considérons l'espace-
quotient S = L,[R",H]/D, (c’est-a-dire identifions les éléments de I'espace
L,[R", H] dont la différence appartient & D = D(/0x) () D(A).

Pour I’équation générale (1.16), le probléme consiste ainsi a construire
une classe K < §, invariante par rapport a I’équation (1.16), c’est-a-dire
telle que si Y(x,0) e K,¥(x,t) e K a tout instant.

§ 3 DEFINITION GENERALE DES CARACTERISTIQUES POUR
UNE EQUATION A COEFFICIENTS OPERATORIELS

1. Soit #(B) un certain espace de Banach de fonctions de x = (x,...,x,)
a valeurs dans un espace de Banach abstrait (par exemple, C¥(B) ou W¥(B)).
Considérons I'espace Z'(B) muni de la normé

2 || dg(x
lolew = 5 [ B0+ ool
i=1 i (B)
Désignons par S ’espace-quotient
Z(B)/%'(B)

Soit L un opérateur linéaire borné appliquant I'espace de Banach %,(B,)
dans I'espace de Banach Z%,(B,). Supposons que L applique Z",(B,) dans
Z%(B,). Soient

S, = %1(31)/-%1' (B;) S, = ‘%Pz(Bz)/ -%rzl(Bz)

L’opérateur L induit, de fagon évidente, un opérateur linéaire appliquant
I'espace-quotient S, dans I'espace-quotient S,. Nous appellerons Topéra-
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teur L induit par L, appliquant I’espace-quotient S, dans I'espace quotient S,
l'opérateur caractéristique. Supposons que pour une fonction X(x,) €S,,
qui ne dépend que du seul argument x,, I'’équation L¢X(@(x)) = 0 n’a de
solutions que si et seulement si ¢(x)e C' vérifie une équation du type
Hamilton-Jacobi. On dira alors que 'opérateur L admet des caractéristiques;
I'équation du premier ordre qui détermine la fonction ¢(x), x = (x;,..,X,)
est dite caractéristique de 'opérateur L et peut en général ne pas étre unique.

Dans le cas oul'opérateur L est un opérateur hyperbolique du k-iéme ordre,
opérant de C* dans C, la définition donnée des caractéristiques coincide avec
celle généralement admise.

2. Soit i4 un opérateur, non borné dans B, qui engendre un groupe. Si
la fonction X(x,) déja mentionnée a la forme

X (xy) = einig

ou g € B, nous appellerons I’équation associée €quation A-caractéristique et
nous dirons que I'opérateur L a des A-caractéristiques. Si, en plus, 'équation
caractéristique a une seule et méme forme pour tous les opérateurs non
bornés iA, qui engendrent un groupe, nous l'appellerons fortement caracté-
ristique et nous dirons que 'opérateur L a des caractéristiques fortes. On voit
facilement que les équations caractéristiques classiques pour les systeémes
hyperboliques sont fortement caractéristiques, si 'on suppose que la solution
de I’équation est une fonction a valeurs dans un certain espace de Banach (par
exemple si la solution dépend d’un paramétre).
Pour I’équation d’onde
*u

? = Cz(x) Au
I’équation
2
(%) = C?(x)(VS)? (3.1)

est fortement caractéristique et I'équation
C*x)(VS)? =1 (3.2)

est 10/0t — caractéristique. Si la condition initiale pour I’¢quation (3.1)
vérifie équation (3.2), dans ce cas, les caractéristiques fortes coincideront
avec les 1 0/0t — caractéristiques.

Passons maintenant a une définition constructive des A-caractéristiques.

3. Soit #(x,p,t,h) un opérateur auto-adjoint (généralement non-
borné¢) d’un espace de Hilbert H, dépendant des paramétres x,p,t et h,
x=(x17""x,|)7 p:(p1’>pn)7 0<|x|<w’ 0<|p|<00, 0<t<t07
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0 < h < hy et indéfiniment différentiable par rapport a tous ces paramétres.
Soit A(x,p,t) un point du spectre de l'opérateur £(x,p,t,0) qui soit isolé
uniformément par rapport a tous les paramétres. Soit L,[R"*!,H] I'espace
des fonctions de x = (x;,..,x,) et de ha valeurs dans H. La norme de
F(x,h) e L,[R"*!,H] est donnée par

ho @
||5'-||L2[R"+1 LH] :\/J dh J || f(x,h)||}2,dx
0 —w

Considérons dans L,[R"*',H] un opérateur de la forme £(x,p,t,h) ou
p; = — 1h0/0x;, et outest un parametre. De plus, dans l'opérateur &,
p;agit d’abord et ensuite x;, autrement dit

1 ® . .
iy J dpe™ " P(x,p,t,h) Je‘pf/hf(é,h)dé.

Considérons dans l'espace des fonctions continues enta valeurs dans
n+1 ’ A
2
L,[R"*!,H] Topérateur

ZL(x,p,t,h)F(x,h) =

ih% — P(x,p,t,h). (3.3)
Pour cet opérateur, une des (i/h)-caractéristiques de I’équation a la forme

oS oS

i i(x ,5,t> =0 (3.4)

Elle correspond a la valeur propre A(x,p,t). Au lieu du 1/h dans cet exemple
on peut prendre la résolvante de 'opérateur auto-adjoint A4, agissant dans I'es-
pace L, des fonctions de 1. Dans ce cas, la norme de #(x,t)€ L,[R"*!, H]

doit avoir la forme — —
\/J dr J | #(x,7)|*dx

L’¢quation (3.4) sera alors A-caractéristique pour lopérateur (3.3) ou
h=(A— 27", zep(4)(p(A) est I'ensemble résolvant de I'opérateur A4). Cette
définition des A-caractéristiques est, ainsi que nous le montrons plus bas,
compatible avec la définition donnée plus haut.

4. Dans ce paragraphe nous allons donner une définition constructive
générale des caractéristiques des équations différentielles a coefficients opéra-
toriels; a 'aide de cette définition nous donnerons une classification de ces
équations.

Considérons 'opérateur fermé . ayant un domaine de définition partout
dense, dans I'espace de Hilbert H et un domaine de valeurs, dans le méme
espace. & dépend de 2n + 3 parametres p;,p,, ..., PpsPos» X1» s Xps b, @ €t
est un polyndéme de degré m dans le paramétre p,:

£ = Lliwp,iwpy,x,t,0) = Y Zliop,x,t,o)iop) (3.5)

Jj=0
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Supposons que la limite forte existe :

m

lim o'L(iwp,iwp,y,x,t,0) = L%p,py.x,t) = Y, LAp,x,0)py (3.6)

@ ®© i=0

ou /est un nombre réel. Supposons que le point A(p,p,,x,t) soit un point
isolé uniformément par rapport a tous les parameétres a < p < b, a < x < f3,
c<p,<d,0<t<T,du spectre (*) des opérateurs ¥°(p,p,,x,t)et
%P, po,x,1)]* et de multiplicité m. Soit A un opérateur auto-adjoint non
borné de H qui commute avec 'opérateur .&.

Considérons dans I’espace des fonctions indéfiniment différentiables de x
et ¢, et a valeurs dans H, un opérateur & de la forme

- 9 0 m 0 o\
¥ = g(E,E,X,I,A) = i:ZO gi(g,x,t,A>(§>
m_/a\
-L2(
ou l'opérateur 5?; agit comme suit

~ 0
%qo = %(g7x’taA>(p

=(2A)J dpe-fmsf,-(—ipA,x,r,A)J (¢, 0dE (3.8)
n)" —®

L’équation
Mp,po>x,t) =0, p, = 08S/dx,, p, =0dS/or, i=1,.,n,

a<p<b, c<py,<d; a<x<fp, 0<t<T,

sera appelé équation caractéristique (ce sera une des équations caractéris-
tiques, puisque le spectre de lopérateur & peut avoir beaucoup de points
isolés) pour I’équation

~

LY(x,t) = F(x,t)
(3.9)
Y(x,1), F(x,t)e C*[H].

Si I’équation a m racines réelles en p,, nous dirons que ’équation (3.9)a
une caractéristique de type onde. Si toutes les m racines sont imaginaires pures
alors elle est dite de type tunnel.

Nous verrons dans la suite que la définition constructive que nous venons
de donner pour les A-caractéristiques coincide avec la définition donnée au

(*) Nous appellerons la fonction A(p,py,x,!) le terme,
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début de ce paragraphe (voir théorémes 4.1a et 4.2). 11 est facile de voir que la
définition des caractéristiques, donnée dans les exemples du § 1 résulte de la
définition générale exposée ici.

§ 4 PROBLEME DU CHOIX DE LA REPRESENTATION POUR
LE PASSAGE DE LA MECANIQUE QUANTIQUE A LA MECA-
NIQUE CLASSIQUE

1. Dans la partie précédente, nous avons étudié¢ une famille d’opéra-
teurs 4, convergeant, lorsque ¢ —» 0, vers un opérateur A, et construit une
théorie des perturbations pour I'opérateur 4,, en un sens trés général. Nous
avions cependant remarqué dés le début méme du ch. 1, § 1, 2° Pabsence de
signification d’une telle formulation dans le cas général, si on ne sait par avance,
a partir de considérations a priori (par exemple, physiques) que I'opérateur 4,
est précisément la limite. Sinon, nous pourrions passer a une autre représen-
tation A, de 'opérateur A4, & l'aide d’une transformation unitaire dépendant

de e et alors la limite de A4, pourrait &tre un tout autre opérateur A, # A,.

2. Considérons, par exemple, I’équation de Schrédinger stationnaire :

_%% oY = (0) = 0. (4.1)

Il est connu que pour i — 0, la mécanique quantique doit se transformer en
mécanique classique. 11 serait important d’obtenir en premiére approximation
une grandeur classique et, ensuite, ses corrections quantiques. L’opérateur de
Schrodinger

converge pour h — 0 vers lopérateur de multiplication par v(x). Nous
avons déja dit auparavant quune fonction propre de cet opérateur pouvait
€tre normalisée de sorte que, lorsque h — 0,4, — 4, ¢lle converge (en tant
que fonction généralisée) vers une combinaison linéaire de fonctions propres
de Popérateur de multiplication par v(x) (d-fonction, ch. 3, § 2, 4°; I'exemple).
Passons, pour cet opérateur, a la représentation de Fourier (représentation
d’impulsion) : alors

2 ., 0
Zv) + v(lha—) V(p) = A(p) (42)
p
L’opérateur H coincidera, dans cette représentation, avec l'opérateur de

multiplication par p?/2. Les fonctions propres convergeront vers des com-
binaisons de d(p — V2A)etd(p + V24).
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Les deux problémes n’ont aucun rapport avec le probléme initial. Il nous
faut obtenir une représentation de lopérateur H, telle que les grandeurs
quantiques deviennent, pour & — 0, des grandeurs classiques. En particulier
Popérateur énergie totale H doit tendre, a la limite, vers Pénergie classique
totale et non vers I’énergie potentielle comme dans le cas (4.1), ou I'énergie
cinétique comme en (4.2).

3. Revenons avant tout a la mécanique classique. Supposons-nous donné
le niveau d’énergie E et 1’énergie potentielle v(x). Considérons le systéme
dynamique pour I’énergie E

dx dp ov P’

E:py E=Aa—x’ 7+U(x)=E

D’ou

* dx
T = -
L V2UE — v(x))

Il est évident que lintervalle 4t = 1, — 7, ne sera pas changé par un
déplacement invariant le long de la trajectoire. C’est pourquoi nous prenons
comme mesure pour le temps, invariante par déplacement le long d’une tra-

jectoire. la quantité dx
dt = ———M
2AE — v(x))

Soit I, 'espace de Hilbert des fonctions de T muni de la norme :

1) = j S dr,

ou T est la demi-période :

T = J'zdrz Jd_x
. o VUAE - o)

Les points x, et x, étant des racines de I'équation E = v(x) (points de
« rebroussement »). Par conséquent :

2 _ dx
1= [ s

L’opérateur unitaire @, du systéme dynamique sera le déplacement dans le
temps :

Qf(®) = f(r +1).

L’opérateur auto-adjoint qui lui correspond aura la forme id/dz.

Supposons que v(x) soit borné : |v(x)| < 1 et que E > 1. Dans ce cas
I’équation v(x) = E n’aura pas de racines et il faut prendre les intégrales
de L, étendues de — 0 a 4 .
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Introduisons un opérateur unitaire S(z) appliquant L, sur iz.
Par exemple, nous pouvons prendre 'opérateur de multiplication par la
fonction

(2(E — v(x)))*/*- eprL — i/h|;[x V2(E — v(x))dx + Et}}
Soient f;(x)et f,(x)e L,, alors S™1(t) f,(x) et S™1(x) f,(x) € L,, et, en outre

| sorwsoner —E— | purmeas
-~ V2(E — v(x)) -~
Il résulte de 1a qu’en effet 'opérateur S(¢) applique bien unitairement L, sur iz .
Dans la nouvelle représentation I'opérateur H est de la forme
~ ~ .d K4 d? 1
H= HS Yty = E — ith— —— — (X)) — —o
S)HS™'(t) = E — ih I 2E (x))dx2 ‘{/2(}5—70(3@)
et est un opérateur dans L.

Ainsi, nous voyons que lorsque & — 0, en premiére approximation l'opé-
rateur H dans la représentation « quasi-classique » devient I'énergie totale E .
En seconde approximation, I'opérateur H devient un opérateur auto-adjoint
du systéme dynamique classique.

Dans la représentation quasi-classique, I'opérateur unitaire e'* T st de
la forme

S(t)e“'_l ﬁ’S°1(O) — it {s@)HS ~ ')~ E}t
2
exp|:i( _id kg u(x))d—“;}
dr 2 dx*/2(E — v(x))
D’ou, d’apres le théoréme 4.4 du ch. 4 :
S(t)eih—1ﬁts—1(0) N eld/dv: _

- t

Ainsi l'opérateur unitaire de Schrddinger converge, dans la représentation
quasi-classique, vers I'opérateur unitaire du systtme dynamique. En outre,
dans la représentation quasi-classique, la solution de I’équation
. 0 h? o2
1h—l// = _moy + v(x)y
ot 2 ox?
peut &tre représentée en vertu du théoréme 3.6 comme une série asymptotique
en puissance de h.
4. La solution de I’équation de Schrodinger
el h?
th— = ——A v(x X =(X{5,X
5= AV Y (155,
obtenue au §1 [voir (1.12) ] peut s’obtenir 4 I'aide de la théorie des pertur-
bations, si on passe & la représentation quasi-classique.
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Supposons qu’il existe une famille a n paramétres de solutions x(e,f)
(@ = (o¢;,..,a,)) des équations de Newton
ov .
X, = —— 1= 1,...,n.
g ox; ( )

Aprés le changement
T JYens

ou Y est le jacobien des « par rapport aux x (Y = 0(ay,...,0,)/(0(x ... X,))
et S une fonction qui joue en mécanique le rdle de laction, I’équation de
Schrédinger devient

de de 1 ih _ _

—~ =2 4 —gradS-grad ¢ = =— Y VZA(YY?

ar ~or Tt grad ¢ = 7 (Y e)
Ici, le terme de gauche est la dérivée par rapport au temps le long de la trajec-
toire classique. Pour h = 0 la solution de I'équation sera constante le long
de la trajectoire classique. Dans cette représentation, opérateur exp (ih~ 'Hr)
devient lui aussi pour h — 0 I'opérateur de déplacement le long de la trajec-
toire classique. Cela résulte du théoréme 3.2, partie 1.

Si on passe aux variables « et t. alors
o(x,1) = o(x(a,1),1) = pla,1)
et ’équation prend la forme
9 _ ik
o 2u

ou 4, est le laplacien dans les coordonnées a. La transformation envoyant
Y(x,t)en @(x,t) est unitaire car

J |¢|2dx=J E

- — o

YTU2A(Y (e, 1)) (4.3)

Elle réalise le passage de la représentation de configuration a la représentation
quasi-classique. Nous pouvons appliquer la théorie des perturbations a
I’équation (4.3).

Une telle représentation n’est généralement possible que localement
(pour ¢ suffisamment petit) et sous la condition que
0*v(x)
0x,0x

<C

Nous étudierons en détail cette représentation quasi-classique locale dans le
chapitre 2 de cette partie.

Des résultats du chapitre 3, il découlera que, dans le cas général, le rdle
de lopérateur unitaire appliquant I'espace iz des fonctions de «, données
sur une variété lagrangienne I', dans I'espace L, des fonctions de x, est joué
par 'opérateur canonique qui est introduit dans ce chapitre. Ainsi, a I'aide de
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I'opérateur canonique, on obtient une représentation dans laquelle le passage
de la mécanique quantique a la mécanique classique se fait globalement, quel
que soit le temps ¢.

Dans le cas de I'équation générale (1.16), nous appellerons caractéristique
une représentation dans laquelle on obtient la solution sous forme d’une série
asymptotique en puissances de R, .



CHAPITRE 2

L’OPERATEUR CANONIQUE

§ 1 LE CAS A UNE DIMENSION

Nous commencerons par présenter dans le cas a une dimension I'essentiel
des idées. Notre plan sera le suivant :

Pour obtenir une classe K de formules asymptotiques, uniformes en x
sur tout I'axe des x, nous devrons d’abord construire un opérateur, dépendant
du parametre k, qui transforme I'espace des fonctions sur une courbe donnée I
de 'espace de phase (p,q) dans I'espace des fonctions sur la droite (g).

Pour construire cet opérateur, appelé opérateur canonique, on introduit
d’abord la notion d’indice d’'un arc sur la courbe, et 'on recouvre la courbe
par des intervalles qui se projettent biunivoquement (*) sur 'un des axes de
coordonnées (p ou g).

L’opérateur canonique est alors défini localement pour chacun de ces
intervalles ; puis, au moyen d’une partition de I'unité, on construit ’opérateur
pour toute la courbe I'. En général, 'opérateur canonique dépend du
recouvrement choisi de la courbe I par les intervalles et de la partition de
I'unité. Mais on peut montrer que, si la courbe n’est pas fermée, cette dépen-
dance ne se manifeste que par des termes petits, du premier ordre par rapport
au paramétre h. Il en est de méme aussi pour une courbe fermée a condition
que l'aire de la courbe satisfasse une certaine relation qui s’appelle condition
de quantification de Bohr dans la littérature physique. A l'aide de I'opérateur
canonique, nous donnerons une expression connue de 'asymptotique de la
fonction propre de ’équation stationnaire de Schrédinger ainsi que de 'asymp-
totique de la solution du probléme de Cauchy pour I'équation de Schrédinger
dépendant du temps.

Les théorémes présentés dans ce paragraphe seront des cas particuliers
de théorémes plus généraux se rapportant au cas d’'un nombre quelconque de
dimensions. Ces théorémes sont formulés dans §§ 2-4.

(*) Cest-a-dire que la projection est un difféomorphisme (application différentiable biuni-
voque de jacobien non dégénéré).
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1. Notions topologiques

Considérons une courbe lisse I bornée et ne se recoupant pas (non néces-
sairement fermée) dans le plan de phase (*), et définie par les équations g = g(«),
p = p(e). Comme parametre a, on peut prendre, par exemple, la longueur
d’arc, mesurée a partir d’un point fixe.

Un point de la courbe I', ou I'on a dg/da # 0 est dit régulier, ou, plus
précisément, non-singulier par rapport & la projection de I' sur l'axe(q)
parallélement a I'axe (p).

Les autres points sont dits singuliers. Supposons d’abord que I'ensemble M
des points singuliers soit fini et que les points singuliers soient tels que dg/dp
change de signe le long de I' 4 leurs traversées. Faisons correspondre a chacun
de ces points o € I' un vecteur tangent unité e, dans la direction de croissance
de dg/dp (i.e. du coté des valeurs positives de dg/dp). Définissons alors
lindice de larc I[«!,2*] = I' d’origine le point régulier o' et d’extrémité le
point régulier «* de la maniére suivante : chaque fois que l’arc traverse le point
singulier o dans la direction du vecteur e_, alors on ajoute 1 a l'indice; sinon,
on retranche 1 (fig. 5). L’indice de I'arc [[«',a?] est noté Ind [[«!,a?].

Nous avons ainsi défini I'indice d’un arc sous certaines restrictions imposées
a lensemble M et aux points a',a*, restrictions qui sont remplies quand la
courbe et 'arc sont « en position générale » [62], [1].

Définissons maintenant I'indice d’un arc quelconque sur une courbe quel-
conque I', en la mettant (ainsi que I’arc) en position générale par une petite
rotation des axes dans le sens positif.

On a 'importante proposition suivante dont la démonstration est presque
évidente.

« L’indice dun arc fermé (cycle), parcouru dans le sens positif est un inva-
riant par difféomorphisme. »

Considérons le systéme hamiltonien

. _ OH(g,p,?) . 0OH(q,p,?)

ou H(g,p,t) est une fonction suffisamment différentiable.
Supposons que {q%«),p%a)} soit une courbe I', lisse et ne se recoupant
pas, dans le plan de phase, et soit

Qla, 1) = q(t), Pla, 1) = p(t)

la solution du systéme (1.1) avec les conditions initiales (q°(a),p%c)) situés
sur notre courbe.

(*) Plus précisément, une variété lisse a une dimension (éventuellement ouverte).
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Les fonctions Q(a,t}, P(x,t) définissent une application %, de la courbe I

en une certaine courbe I, : %I = T,.
Tout arc [[a',a?] se transforme alors en un certain arc

Aot ,a?] = I[at,0?] <= T,.

P
a,
aq
1ndL[a,,d2]:o q
P a,
a
lndlﬁl,azjﬂ q
17 %2
a,

lndLEz,,aLZJ::s 7

1]\
Parcouru en sens
inverse des aiguilles
d'une mantre.
dy a
lndZEll,aﬂ:_z q
Fig. 5.

V. P. MasLov. — Théorie des perturbations.
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Probléme. Comment s’exprime Indl[a,,a,] au moyen de IndI[o;,a,]?
Dans le but de répondre a cette question, rappelons certaines définitions
se rapportant aux solutions du systéme (1.1).

(1) L’ensemble des points Q(x°,t) pour t variant entre O et ¢ est appelé
trajectoire et noté Q(a’;0,1).

(2) Le point Q(a°,1) de la trajectoire Q(a®;0,t) est dit focal si

00’57 _ ¢
oa®

(3) Soit 92H/dp* > 0. On appelle indice de la trajectoire Q(a°;0,¢), le
nombre de points focaux sur le demi-intervalle 0 <t <t (aussi appelé
indice de Morse [43], [53]).

On a la relation suivante qui résout la question de la variation de I'indice
d’un arc sous leffet de l'application %,

Ind [a!,a?] + Ind Q(@?;0,¢) = Ind[[a',a?] + Ind Q(a';0,8) (1.2)

Lorsque H = p*/2, cette relation a une interprétation géométrique simple.
Il est suffisant de considérer un temps ¢ petit et le voisinage d’un point singulier
(i.e. d’un point appartenant a la sous-variété M).

Considérons les deux cas de points singuliers correspondant aux deux
orientations du vecteur e, (cf. fig. 6).

Sur la figure 6a, I'arc p = p° traverse le point focal. Aussi I'indice de I'arc
Qe, 1) = p°1 + ¢°,0 < 1 < ¢, est égala 1.

Comme on le voit sur la figure, I'indice de I'arc [, sur I', est aussi égal a 1.
Posons H = p%/2 + 1(q), ol v(g) est une fonction deux fois différentiable.
Alors, pour ¢ suffisamment petit on a

Ofa, ) = p°(@)t + 4°()
P, t) = pe) — v(q°()t
Effectuons d’abord la déformation
py =p°0), 4, = P°@)T +¢%) O<t<t

Soit I'; 'image de la courbe I' par cette déformation.
Ensuite, laissant g = g, constant, effectuons la déformation

p=7p%0) —v{@°)r O0<t<t.

Ainsi I'; se transforme en T,

Mais cette derniére transformation ne change évidemment pas la rela-
tion (1.2) entre les indices.

Ce genre de raisonnement s’étend au cas général.
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2. L’opérateur canonique

Considérons l'espace L,[I',H] des fonctions de carré intégrable par
rapport a la mesure da sur la courbe I', 4 valeurs dans l'espace d’Hilbert H,
et I'espace L,[R', H] des fonctions de x de carré intégrable sur la droite
— o € x € 4 oo, a valeurs dans I'espace d’'Hilbert H.

7k
ﬂ=ﬂ”
ligne droite
_p0
A p=p
p=p’
ligne droite
7
(a) Ind q,+1ndl =1ndi,
r -1
0 _“ . p’=p//
—l\ ligne droite
0
|
% 0 +1 +1
I p=p°
4] | -1 |
lo l
) !
I |
0 | =p’
U/i /0 i ligne droite
|
! | -
q° q[=q°+p°t g

(8) Ind qt+1ndl =1Indl,; +1, 0,-1 sont les indices des arcs
Z, l,,q,[.

Fig. 6.
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Soit 4 un opérateur auto-adjoint non borné et défini positif, tel que oo soit
point limite du spectre de 'opérateur 4. Nous ne nous intéresserons qu’aux
valeurs des fonctions de L,[I", H] dans I'espace quotient

S = L,[I',H]/D(A) D<%)

et nous considérerons des opérateurs linéaires dont le domaine de définition
est dans S.

Considérons d’abord le cas ou la courbe I' se projette biunivoquement
sur l'axe g. De I'équation g = g(«) on tire o = afg). Soit KL’,“;) I'opérateur
linéaire agissant sur les fonctions indéfiniment différentiables a support com-
pact, g(o) € L,[I", H], de la maniére suivante :

Ky 2 0)(x) = Ky o(a)
i dq(a) -1/2 ] a{q)
_ {ey dg(2) eXp[lA pdq | (@) (13)
a=a(g) a® 9=x

do
ou y est une constante indépendante de o et oy, un point de I'.

Supposons maintenant que la courbe I' ne se projette pas biunivoqument
sur la droite (gq) mais qu’elle le fasse sur la droite (p). Alors de p = p(a), il
résulte « = a(p). Dans ce cas on note KZ;,“F" I'opérateur qui agit sur ¢@(x) de
la fagon suivante

-1/2 a(p)
exp [— i4 J q dp] @(o(p))dp

elr—n14 . /4 .
Ky To@ = o4 eir=A
Y, 27 a=a{p) 0

dp(e)
da

(1.4)

avec y une certaine constante et ® un point de I' ou dg(«)/de = 0. L’intégrale
est €étendue a I'intervalle sur lequel @(a(p)) est différent de 0. Si x n’appartient
pas au segment d de I'axe (g) sur lequel se projette le support de @(x) alors

Ky T o)) < 0 (141)

Considérons maintenant une courbe I quelconque du type décrit plus haut.
Recouvrons la courbe I' par un nombre fini d’intervalles ouverts Q' tels que
dans chaque intervalle Q' soit satisfaite I'une des inégalités : ou dg(«)/da # 0
pour tous les points de I'intervalle, ou dp(«)/da # O pour tous ces points,
mais dg(e)/de s’annule en un certain point. Les intervalles du premier type
sont dits réguliers, ceux du second type singuliers.

Dans un intervalle régulier, on prend comme coordonnée locale g(«); dans
un intervalle singulier, on prend p(«).

Notons par 2} un intervalle régulier Q' et sa coordonnée locale g(o)
[carte locale réguliére] et par £} un intervalle singulier £/, de coordonnée p(x)
[carte locale singuliére].
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Soit Q4 ,j = j,,jzs.rJns-» ensemble des cartes singuliéres, et
Qb =i

I'ensemble des cartes réguliéres.

Un des points o/, appartenant a lintervalle singulier €/, dans lequel
dg(e)/do = 0, sera appelé centre de la carte singuliére (*).

Pour une carte réguliére 4, on prendra un point quelconque o/  de la
carte. L’ensemble des cartes ©,Qf constitue un atlas & de la courbe.

Nous associerons un nombre réel y° au centre d’une des cartes de l'atlas Z .
Ce centre sera dit initial et noté a°.

Supposons que le support R de la fonction ¢(x) € C* soit contenu dans

lintervalle ©/. On définit action de 'opérateur canonique sur la fonction ¢(c)
par la formule (1.3) si £ est régulier, par la formule (1.4) si £’ est singulier,

T i N
en prenant dans ces formules y = y° — —21nd [a°,0/], ot y° est un nombre

indépendant de j; o est le centre de la carte, et I[a®,a/] est un certain arc
deaaol.

Dans le cas général, on peut définir 'opérateur canonique au moyen d’une
partition de I'unité adaptée aux cartes locales.

Soit () (i = 1,...,N) une partition de I'unité subordonnée au recouvre-
ment { Q'} du compact R. Ceci signifie que €'(x) satisfait les conditions

(i) €(x) e C* et est nul en dehors de @

(ii) i e) =1 VaeR.

i=1

Pour une fonction 4 support compact ¢(«) on a

N
o) = 3 o).
i=

Le support de chaque terme de la somme appartient & une seule carte
locale, de sorte que sur chacune des fonctions ef(a) ¢(x), (i = 1,...,N),
I'opérateur canonique est déja défini. Par linéarité, et en tenant compte de (1.4.1)
on obtient la forme générale de 'opérateur canonique, agissant sur la fonction
a support compact @(a).

Donnons cette forme.

Soit d’abord j(x) ’ensemble des indices de toutes les cartes de l'atlas &
contenant I’ensemble des points d’intersection de la droite g = x et de I'in-
tervalle R = I'. L’intervalle R est recouvert par un nombre fini de cartes de
latlas & :Q',...,QN.

(*) S’il y en a plusieurs, on peut prendre n’importe lequel.
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Dans ce cas général, l'opérateur canonique K? % est alors de la forme :

Kz;,,a;_] (p(a) = e Z |:exp { — 1%1[1(1 l[aO » aj’] } ejl(a(q))

i €ej(x)
-1/2
exp {iA J p dq} @l(dq) )]
g=x

Iz, a(g) ]
+ I:exp { — ig Ind I[«°, o] }\/—i Jei”‘ e/(a(p))
V2 a=a(p)

exp {— i4 J qdp} <p(a(p))dp] (1.5)
I[a®, «f(p) ] q=x

ou [[a®,0*] est un arc entre o et o*.

JEE0

-1/2

P [o(p)]

Remarque. Lorsque I' est une courbe non bornée et que A = 1/h, en
changeant dans la formule (1.5) ¢@(a) par &o, h) @(e) ou &(x. h) est une fonc-
tion régularisante, égale a 1 a I'ordre  O(h™) prés dans tout domaine borné et
tendant suffisamment vite vers 0 quand « — oo (par exemple :

Ea,h) = exp{— a* exp[ — 1/h]},

nous obtenons que les séries dans (1.5) convergent pour toute fonction bor-
née ¢(x). Il n’est pas difficile de se convaincre que pour I'opérateur canonique
ainsi défini tous les résultats des théorémes formulés plus tard resteront valables
sous certaines restrictions dans n’importe quel domaine borné.

La méme affirmation sera valable dans le cas a plusieurs dimensions.

Explication de la fig. 7

La courbe I' de la figure 7 est le cercle :
p = acosa g = asing, - S2n < a < — 72,

les valeurs extrémes de o étant identifiées. De plus () = 1.

Soient «° = — 7/2,y = 0 et I[«®,a] un arc de cercle, inférieur a 27,
orienté dans le sens des aiguilles d’'une montre, reliant le point — 7/2 au
point «. Introduisons des cartes Q; comme indiqué sur la figure 7a. Les points
centraux de ces cartes seront :

= - 72—T,a1 = —nm,ot = —3—;,a3 = — 2m.
Par définition

Indl[o°,a'] =0, Indl[«®,0®] =1, Indi[a®,e®] =1.
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Fig. 7b.

3
Loe (a)=1, e (a) EC® , e (a)=0 pour cr¢/ll-/
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La partition de I'unité e(x)(i = 1,...,4) associée a ce recouvrement est repré-
sentée sur la figure 7b. Soit x €[x,,x5]. L'opérateur canonique, appliqué
sur 1, est, dans le cas présent, égal a

M 2
0, =12 1 — (42 — x2)—1/4 e x|
Ky iz,:1=(a x*) exp{h[ 7 arccos —

i1 na*
-exp{ﬁli§|x| a* — x* -I-T}}
+ i(a® — x?)~ 4 exp{ ;l|:az arccos |x|\/ + } (1.5 bis)

Cette expression coincide avec I'asymptotique quasi classique de l'oscillateur
(cas (1.8) lorsque u(x) = x?).

3. Invariance de l’opérateur canonique

Supposons la courbe I non fermée. Alors 'opérateur canonique K?; ﬁ ne
dépend pas de la forme de I’atlas et de la partition de I'unité, c’est-a- d1re les
expressions K7 = @(a), pour les différents atlas et partitions de I'unité ne
différent que par desfonctions de la forme

K% % F(a), ou F(o) € D(A) \ D@/ dw).

11 est entendu que dans une nouvelle partition le point «° reste le point initial
de T’atlas, c’est-a-dire reste le centre d’une carte.

Si le point & = a® ne reste pas, dans une nouvelle partition, le centre
d’une carte mais appartient 4 une carte de centre «f, alors, on doit prendre
comme point initial du nouvel atlas n'importe quel autre point, par exemple af.
L’ancien opérateur canonique (pour cette nouvelle subdivision) est alors égal
(dans S)a K%, on

y—y——Indl[a , o] + 4 J pdg

1[0, a'}

Si la courbe I' est fermée, opérateur canonique K?'% ne dépend pas de la
partition de I'unité, mais dépend, en général du choix de I'arc I[«°,a*] allant
du point initial au centre de la carte.

Dans ce cas, afin que 'opérateur canonique K *’ ne dépende pas du choix
de P'atlas canonique et des arcs [[a®,a*], il est nécessaire et suffisant que les
points du spectre de I'opérateur A4 vérifient les relations

2n(n + 1/2)

<J€pdq

A= + 0(1/4) (1.6)
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Notons que, si on pose A = 1/h, cette expression coincide formellement
avec la condition de quantification de Bohr, bien connue en physique.

La remarque relative au point initial d’un atlas reste valable aussi pour le
cas d’'une courbe fermée.

La condition (1.6) et, par conséquent, aussi l'invariance de l'opérateur
canonique, se conservent pour les transformations qui conservent les aires
(transformations canoniques).

4. L’asymptotique quasi-classique

1. Considérons sur la droite le probléme aux valeurs propres pour I'équa-
tion

Y+ vy =0, (Qx)=1— ux) (1.7)
ou Q(x) e C*,Q(+ o) = — oo en imposant la condition
Jyz dx < o (1.7a)

2
Considérons dans le plan de phase (p,q) la courbe % — Q(g) = 0. On sait

que les valeurs propres v = v, du probléme (1.7a)-(1.7) satisferont la
condition (1.6) ([ 33], [76]).
Considérons I’équation de Schrodinger

—;—#W + X))y = W, j|¢|zdx < © (1.8)

Pour un »(x) quelconque, v(x) e C*, tel que v(+ o) = o, on a la pro-
position suivante :

Soit I', = { q,(«), p,(«) } une suite de courbes fermées, satisfaisant les équa-
tions

dg, _ ® dp, ~ dvlg,)
Hda = P da aq, ’
2
& =
™t uq,) = E,»

oun{E,} < [a,8], o >0, est l'ensemble dépendant de h, défini par les con-
ditions

#pdq = 2n(n + 1/2)h

Il existe un ensemble, qui dépend de h, de valeurs propres A = 1, de 'équa-
tion (1.8) considérée dans I'espace L, de la droite tel que

A, — E = O(h?)
|, = KSp2r, 1] = O(h)
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ou Y, est la fonction propre correspondant a A,. L’asymptotique décrite ici
se réduit d la forme ordinaire a laide des formules données en [79,1].

L’écriture que nous avons proposée pour le premier terme de 'asympto-
tique de la fonction propre est, dans un sens précis, invariante par passage a la
p-représentation.

2. Relativement a la solution du probléme de Cauchy pour I'équation de
Schrddinger (1.6) du chapitre I, on a la proposition suivante :

Soient v(x,t) e C*, («) € C*. La solution y(x,t) de Péquation (1.6), chapitre I
satisfaisant les conditions initiales
Vix,0) = K35 0@, T = {2°@).p°()} (1.9)
a la forme
Y(x,t) = K r, 0@ + Zy(x, 1)
I, = {Q(,1),Pla,)}

ou Q(, t), P(a, t) sont les solutions du probléme de Cauchy pour les équations
d’Hamilton

(1.10)

/lQ.((Z,t) = P(a>t)7 Q(a70) = qo(a)>

P@n=—@%ﬁ, P(,0) = p°(),

. =% j {% — [0, )] }dr - glndQ(a";O,t),

0

j|Zh(x,t)|zdx}::) 0 (1.11)

On voit ainsi, qu’a tout instant ¢, les solutions de I’équation (1.6) du chapitre I,
appartiennent, & des fonctions du type Z,(x,t) prés, & une méme classe de
fonctions de la forme Kyl'/°;,°, r@(a), ouyet [ sont variables. Cela signifie
que la condition d’invariance est satisfaite a I'intérieur d’une classe K (cf. § 2,
ch. 1).

Le principe de correspondance est également valable pour les solutions de
cette forme.

3. Conséquences

Supposons que le support R de la fonction ¢(x) soit assez petit :
R={a,—e<a<a,+ ¢}, et que toutes les conditions de la proposition
précédente soient remplies. Alors, si 'image de R sur I',, notée R,, est consti-
tuée de points réguliers,

J | (x,6)|*dx = j @*(0) da (1.12)
a(x) € R, R
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et tend vers O en dehors de ce domaine. Si R, est contenu enti¢rement dans une
carte singuliére, alors

IR O
a{p)e R -0 R

et tend vers 0 hors de ce domaine.
Cela signifie que I'intégrale de |y | soit par rapport & x, soit par rapport

a p,se comporte quand # — 0 comme la probabilité classique j(p%t) de,

devenant a la limite constante le long des trajectoires classiques. De maniére
analogue, on peut montrer que toutes les grandeurs quanto-mécaniques se
transforment a la limite, lorsque h — 0, en grandeurs classiques, c’est-a-dire
que le principe de correspondance est satisfait. Ainsi, toutes les conditions
exigées sur la classe K dans le pt. 6, § 2, ch. 1, sont satisfaites pour KVI;;‘? ro(@)

On obtient de cette fagon, en n’importe quel point (x,t) le passage a la
mécanique classique ; ce qui signifie que le passage a la limite est aussi valable
aux points focaux (points de rebroussement); seulement en ces points, il faut
considérer la fonction ¢ dans la représentation des (p). Remarquons que dans
la littérature physique (par exemple, dans le livre bien connu de Landau et
Lifschitz, Mécanique quantique), on affirme qu’aux points de rebroussement
la condition quasi-classique est violée et que, prés de ces points, quand h — 0,
il n’y a pas de passage a la mécanique classique. Une affirmation analogue est
faite en physique a propos du passage, au voisinage d’'un foyer, de I'optique
ondulatoire a 'optique géométrique.

En fait, comme nous I'avons vu (et on s’en persuadera plus encore dans le
cas multidimensionnel) le passage a la mécanique classique (et de méme a
I'optique géométrique) est réalisé en un point quelconque. Pour s’en convaincre,
il faut seulement passer a la représentation adéquate de la fonction i .

5. Les séries asymptotiques

Dans la mesure ou il s’agira toujours dans ce qui suit de séries asympto-
tiques, nous conviendrons d’utiliser le signe d’égalité en un sens « asympto-
tique » que nous allons définir maintenant.

Nous dirons quune fonction %(x,t) a valeurs dans H est équivalente
a 0 si, quels que soient les entiers N, et N, et N5, la fonction

—N2—-N3 aNz s f(x’r)

AN
OxNz g¥s

est bornée en norme dans H, uniformément pour

x € R", Tet —e,t + g, e>0
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Nous identifierons entre elles les fonctions dont la différence est équiva-
lente 3 0.

Ainsi les fonctions de x et ¢ sont factorisées par le sous-espace des fonctions
ayant un nombre infini de dérivées bornées et appartenant a D(A%).

Nous considérerons également des fonctions a valeurs dans des espaces de
Banach ou dans des espaces dénombrablement normés.

Dans ce cas aussi, il y a la factorisation, i.e. les fonctions appartenant a
D(AY), quel que soit N, et indéfiniment différentiables, sont considérées
comme équivalentes a 0.

Rappelons que toutes les égalités qui dans ce qui suit seront écrites pour des
fonctions de x d valeurs dans un espace de Banach ou dans un espace dénombra-
blement normé, ne sont valables qu’d des fonctions équivalentes d 0 preés.

D’autre part, par : la fonction f(x,t,h) est N- fois différentiable, nous
voulons dire que ses dérivées en x et ¢ jusqu’a 'ordre N sont bornées pour
h—- 0.

Si f(x,t,h) est une fonction a valeurs dans un espace de Banach (ou
dénombrablement normé), dire qu’elle est N-fois différentiable signifie que
ses N-premiéres dérivées sont bornées en norme dans cet espace (ou, respec-
tivement, toutes les normes de I'espace dénombrablement normé sont bornées)
uniformément en h, pour h — 0. Considérons une fonctionde ae I" etde A,
e'(,h), qui appartient’ 3 C®(x,h) au voisinage du point h = 0. Autrement
dit :

i e'(a, h) = i hfge".(a) + O(h™) (1.13)
da" ’ i=o o’ )

Le terme O(h™) signifie que les séries écrites sont asymptotiques pour
h — 0. Supposons en outre que é(x,0) = €¥(®),i = 1,..,N ou ei(«) appar-
tient a la partition de I'unité de I’atlas & . Substituons maintenant dans 'expres-
sion K]37°ro(a) les fonctions ei(a, h) aux fonctions e'(e). On obtient une famille
d’opérateurs dépendant de e(«, h). Nous les désignerons par

K)i/’haf)[‘,m Iz)i}haf’r R Iz)l'/’hafjl'.hr"

Ainsi lécriture K} ’/7,0’ r. n®(@) ne détermine pas la forme de e'(, h) pour
h#0.

Remarquons que deux termes de la famille indiquée ne sont égaux, en géné-
ral, qu’a des termes d’ordre O(h) prés :

K3lr o) = K1Pr o[l + O]

De la méme maniére, on définit un opérateur Kff; £ r ou A est un opérateur
défini positif et R, sa résolvante. Dans ce cas il faut changer dans les for-
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mules (1.13) hen R, . Alors, e'(a,R,) et toutes ses dérivées par rapport a a
sont des opérateurs bornés dans H dépendant du paramétre . De la
méme maniére, si @(x) est une fonction a valeurs dans un espace dénombra-
blement normé qui soit une intersection d’espaces de Banach

B,,..,By..,B,,, < B,

et si A est un opérateur vérifiant dans chacun de ces espaces les conditions de
la section 4°, § 1, ch. I, alors €(x,R,), ou R, = (4 — z)™!, estun opérateur
continu dans B®, et en outre, les ¢'(x,0) sont des fonctions numériques
appartenant a une partition de 'unité.

6. L’asymptotique quasi-classique de la solution du probléme de Cauchy
Soient v(x,t)e C*, p(a)e C* et d support compact, et supposons que
la solution Y(x,t) de léquation de Schridinger
ih‘;—f=|:—;—;;7zz+v(x,t):|¢=f}w (1.14)
satisfasse la condition initiale
Wix,0) = K{;i7r ,0() (1.14y

alors on peut représenter Y(x,t) sous la forme

Wi, ) = K32y o), T, ={0@,),P@,t)} (115

) _ < _ 5 Ov

OuFO—F, ,uQ—Pa P = aQ7
= — TInd Q@° ;0 t)+l l M—U[Q(ao 1),7] bd
Yy=7 2 sV h o 2” b > T,

6.1 Exemples

Nous allons montrer dans des cas concrets la forme que prend pour les
solutions de I’¢quation de Schrodinger 'asymptotique décrite précédemment.
Supposons que la condition initiale pour ’équation (1.14) ait la forme

Wx,0) = o(x)exp [ihf(x)} (116
ou @(x) est a support compact,
Suppp =« [—1,+ 1], fx)e C%, f(0)=0.
La condition initiale (1.16) est de la forme (1.14) pour
r={q0w)=ap%)=f0},ee[-1—¢, +1+¢],
e>0 o°=0 y°=0
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L’atlas canonique consiste en une seule carte réguliére
el@,h)=1 pour —1<a< +1
Supposons que l'intersection de la droite ¢ = x avec la courbe
I, ={0Q(x,t),Plo,t)}

pour tous les x € (x' — &,x’ + &) ne contienne pas de points singuliers;
alors cette intersection ne comprend qu'un nombre fini de points a?,..., 0",
En effet, s’il y en avait un nombre infini, ces points auraient une limite et ce
serait un point focal. Soit y/ I'indice de I'arc Q(e/; 0,t) c’est-a-dire le nombre
de zéros de la fonction 0Q(a/,7)/da/ pour 0 < t < ¢. Soit S(o/,¢) la solu-
tion de I'équation

ds uQ
= 5 —ve.
satisfaisant la condition S(a/,0) = f(o).
Puisque f(o) = pdq et que
Jig[0, a]

S(a, 1) = [ pdg + j {Pz%l,r) - v[Q(a,r),r]}dr
1[0 , «] 0

— {%ﬂ’r) - U[Q(O,r),r]}dr + j pdq

Jo 10, a}
On peut écrire la solution sous la forme
k ) aQ -1/2 ) )
W) = X e gladx, 0] S [0, 6] | €00 4 k(.1 h)
j=1 o

(1.17)
ou P(x,t,h) est bornée pour h — 0 dans un voisinage du point x = x’.
Ce résultat peut &tre encore formulé de deux fagons différentes.

1) Supposons que le point (x,¢) ne soit focal pour aucune des extrémales
de la fonctionnelle

t %)
oq) = f(g°) + | {L - vlg.0)pde (1.18)
o L2H
cest-a-dire que toutes les solutions du probléme
.. dv(g,t . , '
wi= — LD g0 = a0 d=x  119)

satisfont la condition, dgq(0)/dx # oo.
Alors le probléme (1.19) admet seulement un nombre fini de solutions
q:(7), ., q{7) (UESE 2N

dg, )|

Y(x,t) = i e” ™" (g0 ))‘ e @) 1 O(h) (1.20)

ou y, est le nombre de points focaux sur l'arc g,(t) pour 0 <t < ¢t
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2) Supposons que la solution des équations uX = —g—;,(X ,t) satis-
fasse les conditions . df
X(0) = xo,  pX(0) =-4-(xo)
Considérons l'ensemble M(x) des solutions de I'¢quation X(x,,t) = x. Si
M(x) ne contient pas de points focaux (i.e. de points ou dX(x,,t)/dx, = 0)
alors il consiste seulement en un nombre fini de points (xj,...,x5), qui sont
des fonctions de x et ¢

xy = xg(x,), ., xE = xE(x,t) (cf. fig. 8).

\? AN
/// /
///
/
7/
7
7
Ve
/
’ //’\\\ Pla,t)
/ i AN Q(a,t)
/ . ~—
/ -
/ -~ =
/ P-flay -~ 7
L
a3(x,1) ay(x,t) ar1(x,t) g=x q
Fig. 8.

Soit y’ 'indice de l'arc X(x};0,t) ie. le nombre de zéros de la dérivée

a—X_(x{),r) pour 0 < 7 < t.
ox] ds #X/Z

Soit S(x,,?) la solution de I'équation T X ,1),
avec la condition S(x,,0) = f(x,). Alors
-1/2

k . . e
l,b(x,t) — Z e-i(ﬂ:/Z) b (p(X{)(X,t)) exh S{xo(x,1),1) + O(h)
j=1

X
E(Xo(x s t)7 t)

(1.21)
Supposons maintenant que lintersection de la droite ¢ = x’ avec la
courbe I', = {Q(«,?),P(a,t)} soit le segment p'< p < p’. Dou, pour
pe{p —e,p" + ¢}, de Iéquation P(x,t) = p on tire o = a(p,t). Alors
la solution (x,t) se représente sous la forme

e-im2G-1/2) [PIFE ip
—— ﬁ(p)exp{;[x ~ Q(p.d), t)]}
2nh p—¢

-1/2

exp {ih™' S[ap,1),t]}dp + RO(x,t,B) (1.22)

Ylx, 1) =

x (@, 0,0
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ou Z(p) est une fonction réguliére, égale 3 1 pour p' < p < p”, et nulle en
dehors de p' — ¢ < p < p” + ¢, y le nombre de points focaux sur une tra-
jectoire quelconque Q(a(p,t); 0,¢) pour pe [p’,p"] et ou P(x, ¢, h) est unifor-
mément bornée pour £ —» 0 dans un voisinage de x = x'.

Notons que si p’ = p”, et le point g = x’ singulier, I'intégrale (1.22) peut
étre facilement simplifiée en développant en série I'intégrant au voisinage de
p = P’ et en se restreignant aux premiers termes (cf. [79,1]).

7. L’asymptotique des solutions d’un systéme d’équations

Dans le cas général, on peut considérer que la fonction ¢(«) surla variété I'
est une fonction sommable au sens de Bochner, a valeurs dans un espace de
Banach B. (D’ailleurs, dans tous les cas concrets du tableau I, ¢(«) est simple-
ment a valeurs vectorielles, c’est-a-dire B est de dimension finie.)

En guise d’exemple, considérons I’équation

2 A2
i o _ oy

= + AR(x, )Y + v(x,t 123
Py 21 0% (0¥ + vx, )y (1.23)
ou R(x,t) est une matrice(r x r)bornée indéfiniment différentiable et
v(x,t)eC™.
Soit
Yix,0) = K97, 0(@) le) (1.24)
ou ¢@(a) est une fonction sommable a support compact et l(or) = {/,(),...,[ ()}
une fonction vectorielle telle que |f«)| = 1.
Alors

Wix,t) = K r,,;,fp(a)exp[i -[ R[Q(«,7)1] df} ey (1.25)
0

ou l’expression exp |:i j R[Q(,7),7] dr:| () désigne une fonction f(x,t) a
0
valeurs dans B et vérifiant ’équation

d
f = iR[Q(«,1),t] f(«,?) f(,0) = {a)e B (1.26)
ou I',,Q,P sont comme dans le théoréme qui précéde, et

y=1 f {uw - v(Q(a",r),r)}dr ~ Tind 0 ; 0, 1

0
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8. Comportement des discontinuités des solutions d’une équation hyper-
bolique

1. Afin d’obtenir le développement asymptotique de la discontinuité d’une
solution d’une équation hyperbolique, il nous faut définir 'opérateur cano-
nique K4 r , dans le cas o I'opérateur A est égala i9/dr (cf. 6° § 1, ch. 1),
i.e. n’est pas défini positif. Considérons ici le cas ou I'opérateur 4 est défini
négatif. Dans ce cas posons

Ky = (K25 )

Si Popérateur A n’est pas semi-défini, décomposons I'espace H en une somme
H =H* 4+ H " telle quela restriction A* de AaH * et A~ de — AaH ~ soient
des opérateurs définis positifs. Soit

o) =o'+ 0 (@, o'WeH', ¢ ()eH.
Par définition on pose
Ky Sol) = Kyt ot @) + K321 0™ (@).
Par exemple, quand A = id/dr est un opérateur dans l’espace
H=%[- 0,4+ o]
des fonctions de t,I" est la droite p = 0, et ¢(x) = d(t) f(q), alors
o(t) = 6,(t) + o_(x)

ou 6,(1) = f e*di et 5_(7) = 5,(0)*.
0
D’ou :
K14, p=0 f()0(z) = 2f(x)Ree” 5,(7)

2. Passons maintenant a I’étude de I'allure d’une discontinuité d’une solu-
tion d’'une équation hyperbolique. Considérons la solution u(x,y,t) de

I'équation
2 Z 2
O _ ooy t)<5_+5“ —0 (1.27)
ot* 0 oy*
vérifiant les conditions
u(x7y90) = 5(y - yo) (p(x)9 u;(x7y>0) =0 (1'28)

Supposons que les coefficients de I’équation soient assez réguliers et ¢(x)
a support compact. Posons 4 = i3/dy. Alors ’équation A-caractéristique a

la forme
s\ ., as\* B
(E) _C(x,t)((a) +1)_o
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Elle se décompose en deux équations

a8 "\?
= (-~ ) <as> f1, =12

0x

Soient Q*«,t), P*(x,t),S"(x,t), v = 1,2,les solutions du systéme

H .
P L O . Y o OO0 B S

oq op
(1.29)
ds’ Clq,1)
=(—1V[H - pH | = (— 1y—=2-L
v (=L PH,]=(—-1) o

vérifiant les conditions
g0y =a, p@0=0, S0=0

La solution du probléme (1.27-1.28) peut se représenter sous la forme
2
ux,y,8 = ¥ Klya v o(@) 8y — yo) + F(x,,1)
v=1

ou F(x,y,t)eL,, 'y (v =1,2)estlavariété p = Oet Iy (v = 1,2) la variété
correspondante déplacée le long des trajectoires du systéme (1.29) et

v _'iv 0 _ PR
P(t) = 1ayS(a ,b) 2IndQ[oz ; 0,0)

En outre, si le point (x, ) n’est focal pour aucune des trajectoires
Q"(2;0,5)(v = 1,2), il existe un nombre fini de solutions «j(x,t) (j = 1,...,k)
de I'équation Q*(x,t) = x et la solution u(x,y,t) peut étre représenté sous la
forme

kY v
wx,y = 3 ¥ 28 pe(e-tern)

iy P V.,V
TS [ age)y
0o

: 5+(y — Yo+ S(a;7t))) @l =ai(x, 1) + ?(xu)))t)

ou F(x,y,t)e L,. Ainsi, on voit que si le nombre de points focaux sur la
trajectoire Q*(a}; 0, t) est impair, la discontinuité de la solution a la forme d’un
pdle du premier ordre; si ce nombre est pair, la discontinuité a la forme d’une
fonction d.
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§ 2 LE CAS MULTIDIMENSIONNEL
Nous allons suivre le plan du paragraphe précédent.

1. Notions topologiques

1. Nous considérerons une variété lisse de dimension n :

q= q(a)7 D= p(a)’ a = (alr"’an)

dans ’espace de phase a 2n dimensions (g,p) ou, plus précisément une sous-
variété lisse (peut-étre ouverte) I' = {q(o),p(e)} de I'espace euclidien de
dimension 2n, pour laquelle, dans chaque systéme local de coordonnées (),
la condition (2.2), ch. 1, est vérifiée.

Une telle variété I sera dite sous-variété lagrangienne. La condition (2.2),

ch. I signifie que localement § pdq sur I" ne dépend pas du chemin.

Nous appellerons ensemble singulier (pour la projection sur le plan p = 0)
I'ensemble M des points de la variété I pour lesquels Dg/Da = 0 (comme
alordinaire, Dg/Da désigne det | dq;/da; | ). Une sous-variété lagrangienne

= {q(o), p(e) } posséde une propriété remarquable qui permet de généraliser
le concept d’opérateur canonique au cas multidimensionnel. Cette propriété
est une conséquence du lemme suivant relatif aux coordonnées locales.

Lemme 2.1. Pour un point quelconque o® de la sous-variété lagrangienne I,
il existe une rotation des axes § = Aq,p = Ap telle qu’un certain voisinage du
point a° se projette biunivoquement sur un des n-plans de coordonnées de la
forme
§g1=4;= =G =Pxp1 = =0,=0
Notons qu’une transformation de la forme

g = Aq, p=Ap 21

ol A est une matrice unitaire, est une transformation canonique. Rappelons
qu’une transformation canonique est une transformation qui laisse invariante
la condition (2.2), ch. 1.

Nous dirons que les coordonnées p,...,5;,dy415->3,, POUr lesquelles
Dy, /Da # 0, sont les coordonnées focales du point &. Par exemple, dans le
cas a 2 dimensions, 'assertion du lemme signifie que, si le rang de | dg,/ da; |
est égal a 0, alors
op;
Jot,

J

det #0
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Si le rang de | dg,/d«;| est égal 4 1, et si la variété I' se trouve en position
générale ([1]), alors la projection de la sous-variété singuliére M sur le plan (q)
peut avoir la forme d’une courbe y, comme sur les figures 9a et 9b. Dans ce
cas, 4, est orthogonal a7y et 7, est dirigé le long de la tangente a y.

Le lemme affirme dans ce cas qu’on a une application biunivoque d’un
voisinage du point & € M sur le plan (§,,4,).

7,4
ql
Fig. 9a.
ql
94
ql
Fig. 9b.
q2
%
Fig. 9.

2. Celemme peut étre utilisé pour choisir des coordonnées locales (cartes
locales pour la sous-variété lagrangienne). En fait, au lieu de («,,...,o,) nous
pouvons toujours prendre comme systéme local de coordonnées d’un voisinage
de a e I' les coordonnées focales P, ..., P, 4,4 1,---4, de ce point. (Pour une
sous-variété quelconque, cela n’est pas vrai.) Tout compact sur la sous-variété
peut étre recouvert par un nombre fini de domaines qui se projettent biuni-
voquement sur un des plans de coordonnées de la forme Py,.... 0, Gyy15-5G,-
Comme coordonnées locales dans un tel domaine, on peut prendre
BrswesPe>us1s»d, [carte locale @,]. Dans chaque carte locale G, il existe
un point pour lequel 64, /da; = ... = 04, /00, =0, i=1,.,n(s1 k=0,
le point est arbitraire).
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Choisissant arbitrairement un de ces points, nous I'appellerons « le centre
de la carte locale ». Un systéme de cartes locales de ce type recouvrant un
compact R constitue un atlas canonique 2 du compact R.

On appellera réguliers les points o1 le jacobien

(11...(1"

De méme, on appellera réguliéres les cartes pour lesquelles & = 0.

Introduisons la notion d’indice d’un arc I[«',«*] sur une variété lagran-
gienne.

Considérons une variété lagrangienne en position générale relativement a la
projection parallélement aux coordonnées (p). On démontre que, dans ce cas,
la sous-variété singuliére M a une dimension inférieure ou égale a n — 1 et
que le rang de la matrice | dg(x)/dx;| pour « € M est plus petit (*) que
n — 1 pour une dimension inférieure 4 n — 2. Fixons un point «® € M. Effec-
tuons une rotation canonique de la forme (2.1) et comme coordonnées locales
utilisons les coordonnées focales 7,,d,,..,q4,. Autrement dit, prenons une
carte canonique de centre a°. Ainsi, localement, on a §;, = §,(p;,d3,--»d,)
sur la sous-variété. Tragons en ce point un vecteur unité &, tangent a la variété
et parallele 4 j, , orienté dans la direction de croissance de 44, /5, , c’est-a-dire
dans le sens de variation des valeurs négatives de 44, /0p, aux valeurs positives.
Notons que lorsqu'il y a position générale ([1]) la dérivée 04, /0p, change de
signe le long de G, lors de la traversée de a® (**).

Supposons les points «! et a* réguliers. Comme I'indice d’un arc [[a!,a?],
nous prendrons l'indice d’intersection de cet arc avec la sous-variété M.
Ainsi si 'arc coupe la sous-variété M dans la direction du vecteur €, la valeur
de I'indice de I'arc augmente d’une unité. Si I'arc coupe M dans la direction
opposée, il diminue d’une unité.

Introduisons maintenant une autre définition de I'indice d’un arc, qui utilise
seulement le fait quen position générale la dimension de M n’est pas supé-
rieurean — 1.

Supposons que les points «! et «? appartenant a une méme carte sont régu-
liers. Nous définissons I'indice de I'arc I[a!,«*] comme la différence de I'indice
d’inertie de la matrice.

5 _ H al } &*S(e()
o5, 63,01,
2

au point o = «' et de l'indice d’inertie de la méme matrice au point « = .

(2.1)

i, i<k i,j<k

(*) Sile rang de la matrice || dg{«)/dx;| est égal & n—r, alors de ([1]), résulte que, si M
se trouve en position générale, dim M = n— r2 Dans la démonstration du théoréme, cepen-
dant, on utilisera seulement le fait que dim M < n — 1. Toutes les autres propriétés d’une
sous-variété en position générale ne seront employées qu’a titre d’illustration.

(**) Anosov et Novikov m’ont indiqué ce fait et la possibilité qui s’y rattache d’interpréter
géomeétriquement et simplement 'indice.
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L'indice de I'arc [[«',a"], ol a” est le centre de la carte i, et ot o est
un point régulier de cette carte, est 'indice d’inertie de la matrice B, au point «'.

Théoréme 2.1. Ind [« "], ou I[o,a"'] < @, ne dépend pas de la
carte Qk , Cest-d-dire que si I[a',o"] appartient aussz a Qk , avec d' et
réguliers, alors

Ind B, () — Ind B, (¢") = Ind B, («) — Ind B, (&)  (22)

///

On peut donc recouvrir un arc arbitraire /[o'a”] par des cartes. Dans chaque
carte, I'indice du morceau de I'arc est défini (*). L’indice de {[«',a"] est alors
défini par additivité. Du théoréme 2.1 résulte que Ind![e/,o”] ne dépend
pas du recouvrement et ne change pas pour une déformation continue de
larc [[¢'a”], c’est-a-dire Ind [/, "] est un invariant homotopique.

Théoréme 2.2. [L’indice d'un cycle de dimension un est un entier invariant
par des transformations canoniques infinitésimales.

Soient ¢(¢), p(t) les solutions du systéme hamiltonien ¢ = H,,p = — H,
qui vérifient les conditions g(0) = ¢°%),p(0) = p°(e), ot g°(e), p°(cr) défi-
nissent la sous-variété lagrangienne I'y. Posons q(t) = Q(«,t), p(t) = P(x,1).
La sous-variété I', = {Q(«,t), P(x,t)}, outest fixé, est une sous-variété
lagrangienne de l'espace de phase. Tout arc {[ajx”] < I' s’applique sur
larc [[ee”] < I',. Définissons I'indice d’une trajectoire Q(;0.f).

Supposons d’abord que la forme Z H, . zz; soitstrictement positive.
i,j=1
On sait que dans ce cas le nombre de zéros du jacobien DQ(«x,7)/Da pour

0 < t £t en tenant compte de leurs multiplicités est fini. Nous appellerons
ce nombre l'indice de la trajectoire Q(«;0, ¢) (indice de Morse).
Nous allons définir 'indice d’un arc pour un hamiltonien & arbitraire
ne satisfaisant pas la condition
Z H,, zz >0.
i,j=1 Fi
Considérons dans I'espace 4 2n + 1 dimensions (p,q,t) un film de dimen-
sion n + 1,R, défini comme I'union d’une famille de variétés de dimen-
sion n,I"_, pour 7 variant de 0 a ¢. En chaque point du film R, en vertu du
lemme, on a une matrice non dégénérée du type B,. Ainsi nous pouvons
recouvrir le film R, par des cartes canoniques f)k de dimension n + 1. On
définit d’'une fagon générale en méme temps que lindice d'une trajec-
toire Q(x; 0,1}, Tindice d’un arc situé dans le film. Considérons une partle
de l'arc I[a!,2?] qui soit entiérement contenu dans une carte canonique £,
de coordonnées locales canoniques ¥,,¢, et dont les extrémités sont des
(*) Sous la condition que la sous-variété singuliére soit de dimension plus petite que » ; par
exemple, si la variété I est en position générale par rapport a la projection. Cela est suffisant,

puisque I’on peut se mettre en position générale par une rotation canonique aussi petite qu’on
le veut.
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points réguliers. Comme pour une variété lagrangienne, on définit I'indice de
larc Ind I[a!,?] comme la différence des indices d’inertie de la matrice B,,
calculés successivement aux points ¢! et «>. Comme précédemment, on définit
le centre d’une carte et I'indice d’un arc IndI[e?, «}], ou «® est régulier
et «f le centre, comme étant I'indice d’inertie de la matrice B, au point a?.

La démonstration du théoréme d’invariance sera donnée au chapitre VII.
Nous y définirons aussi I'indice d’'un arc unissant deux points arbitraires.
Pour un film, on a I'analogue du théoréme 2.1 et I'indice d’un arc quelconque
dans R, se définit par additivité.

Nous montrerons que lorsque I'arc est une trajectoire Q(«;04) et que la
condition n

. Z HPij zz; > 0

i,j=1

-

pour z; # 0 est vérifiée, I'indice ainsi défini coincide avec I'indice de Morse.
On en déduira la relation (1.2) donnée dans le cas 4 une dimension.

2. Deéfinition de Popérateur canonique

Soit sur une variété lagrangienne I une fonction ¢(«¢) € C* 4 support
compact R et & valeurs dans un espace de Hilbert. Désignons encore par ¢(x)
la classe d’équivalence de ¢(«) dans I'espace quotient S.

Soit Z 'atlas canonique correspondant au recouvrement fini {Q;},
i=1,..,N du compact R, et soit ei(a),i = 1,...,N11¢ne partition de I'unité

correspondant au recouvrement {€;} (¢f@) e C* Y e(a) = 1 poura €R,
e'(a) = Osio ¢ Q). i=1
Rappelons qu’une carte locale &2} correspond 4 « = di(y,) ou
(j;k) = (PyseesDi> qk+ 1203 4n)-

Soit ¢(x) une mesure sur la variété I' et Do(a)/ Dy, sa dérivée par rapport
a la mesure dp, ...dp,dg,,,-.dg,. Si, en particulier, on peut introduire sur I
des coordonnées globales «, alors on peut poser, par exemple, o(¢) = da, ... da,

et Do(«) D ou;
Dy, Dy, 07
Désignons par «f le centre de la carte . Un des centres sera dit initial et
noté «°. Soit j(x) 'ensemble des indices des cartes de l'atlas & qui con-
tiennent des points du plan g = x. Soit A un opérateur défini positif, auto-
adjoint, non borné dans I’espace d’Hilbert H.
Soit S I'espace-quotient L,(I'", H)/D(A) et S’ 'espace-quotient

L,(R", H)/D(8/dx) () D(4).

= det

Définissons un opérateur canonique K’ % de SdansS'. On peut aussi le
considérer comme un opérateur de L,(I', H) (espace des fonctions de carré
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intégrable sur I' a valeurs dans H) dans I'espace-quotient S’. Autrement dit,
nous allons définir K})“ﬁqo(a), ou ¢(a) e L,(I', H) est définie a des fonctions
différentiables prés appartenant a D(A4).
K}’,a;?(l’(a) — £ Z e~ im/2) Indi[®,a] ) (pgk ej(aj(jik))
Jj€j(x)

D(O’) 1/2
X =<~

Dy,

k
exp{iA|:J paz - 3. ﬁq[a"(ik)]]}qo(af@k))|q=x 23)
I[a®, a¥(5) ] =

ou &P est la transformation de Fourier par rapport aux k premiéres variables
d’une fonction a support compact R (dans ces variables), i.e.

- eink/4Ak/Z ) %
RV = W J eXp <1A Z ij,) Y15 Brs Qs 15 5 G) dpy, .., dp,
R

et ou y est une fonction linéaire de 'opérateur 4.
Si A est défini négatif, on pose

Ky = (Kef o 24)

Sil’opérateur A n’est pas de signe défini, et si 4! existe, on procéde comme
au paragraphe 1, 8°, ch. 2(*).

Théoréme 2.3. Afin que Popérateur canonique K% ne dépende pas du
choix de latlas canonique, de larc I[a°,o}] et de la partition de l'unité, il est
nécessaire et suffisant que pour les points A du spectre de lopérateur A on ait la
relation

271 3€pdq = I, (modd) + O(1/A)  k=1,..,k 2.5)

ou l'intégrale est étendue au k-iéme cycle de base 4 une dimension de la
variété I', ou /, est I'indice du cycle k et ol k, est le premier nombre de Betti
de la variété I'.

Remarquons que la condition (2.5) impose des restrictions aux valeurs

de I, = § pdq. Pour k, = 2, pour I'existence d’un tel opérateur A, il suffit
que I, et I, soient incommensurables. Puisque ﬁ; pdg et sont invariants

. . . K, . cr o’
par rapport aux transformations canoniques, il est évident que cette propriété
de Popérateur se conserve aussi par transformations canoniques.

(*) Dans le théoréeme 2.4 qui va suivre, il sera possible de considérer & la place de I’espace de
Hilbert A un espace de Banach B et un opérateur 4 possedant les propriétés 1) 2) 3) du§ 1, Ch. 6.
Si A posséde les propnetes 1), 2a), 3) on définit K7 " par la formule (2.4), s’il possede les pro-
priétés 1) 3) et si B= B ® B~ ,R,B* c B* avecA vérifiant 1), 2), 3) dans B* et 1), 2a), 3)
dans B, alors K, “’}’ se définit comme au point 1, section 8°, § 1, Ch. 2.
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L’opérateur canonique reste inchangé si on change le point initial «° de
I'atlas en un autre point @° et simultanément y par
g0
i
F=7+4 J pdg — 51ndl[a°,&°]
a

o

a@

Remarque. Pour calculer la valeur de I'expression K% ¢(x) au voisi-
nage du point x = X, il sera commode d’utiliser I’atlas spécial suivant Z(x):
supposons que l'intersection du plan g = X et de I' consiste en un nombre
fini de points «(%),i = 1,...,iy. On choisit I'atlas Z(x) de fagon que chacun
de ces points soit le centre d’une certaine carte Q;;()‘c). L’opérateur canonique,
correspondant a l'atlas Z(x) dans le voisinage du point x = X, consistera
en la somme de i, termes.

Notons en outre que si la condition (2.5) est vérifice

&0
KpToel) =KiTe@, 7F=y- glnd I[«°,2°] + 4 J pdq.
a0

Les conditions (2.5) d’indépendance de 'opérateur KL’,“,? par rapport a
la forme de l'atlas canonique dans I’espace S restent valables en vertu du
théoréme 2.1 et de l'invariance des I,, pour un déplacement le long des
trajectoires du systéme dynamique hamiltonien : I’ —» I',. Nous supposerons
toujours que Kf(’“,? ne dépend pas de la subdivision en cartes canoniques
dans I'espace S c’est-a-dire que les relations (2.5) sont satisfaites.

Supposons alors que ¢@(«),« € I' soit une fonction indéfiniment dif-
férentiable de o a valeurs dans un certain espace démontrablement normé.

Considérons dans cet espace des opérateurs linéaires continus e'(a,h),
oel',he(0,1) dépendant des parameétres o et het également du chemin
[«°,0] et qui soient indéfiniment différentiables par rapport aaeth
pour h = 0, ie. quon suppose satisfaites des relations du type (1.13).

Supposons que pour h = 0 ces opérateurs deviennent des fonctions numé-
riques bornées e'(x,0) = ei(a) qui soient les éléments d’une partition de l'unité
subordonnée a I'atlas. Comme dans la section 5 du § 1, remplagons dans I'ex-
pression de 'opérateur K7 % les fonctions e'(«) par les opérateurs ef(, R,).
On obtient une famille d’opérateurs K%y % o R7% o Ky% . dépen-
dant de ¢'(a,R.).

Théoréme 2.4. Supposons que la sous-variété lagrangienne I' soit associée
d un atlas canonique & de point initial o° et @ un certain opérateur KL’,“,?’RZ.
Soit ¥ un autre atlas canonique de la sous-variété I', de point initial &° .
Alors il existe un opérateur unique de la forme IZi'f‘;—), r, €gala KL’,“I?, r, bour
les fonctions de la forme (o), et on a
~ s ~
y:y—ilndl[ao,ao] + A J pdq

1[°, &9



CHAPITRE 3

ASYMPTOTIQUE DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

§ 1 ASYMPTOTIQUE QUASI-CLASSIQUE

1. Théorémes fondamentaux

1. Les propositions, analogues a celles du chap. 2, § 1, n°4 | restent
valables.

Théoréme 3.1. Soit I une variété lagrangienne compacte, invariante par
rapport au systéme dynamique

. . ov .
X;=p; D= ~ ax i=1,..,n,
v(x)e C*, |1i|m o) =ow, o>0
pz x /‘x|a
7+v(x)=E.

Alors, il existe des valeurs propres Ay de I'équation

{—A-}-lﬁ[v(x)—E]}wN;O Yy € L,[RT],

satisfaisant les relations (2.5) (*).

(*) De cette fagon, pour £ = E?, les 4, = 1 /h satisfaisant les conditions

<_§ pdg = 2n(m, + L)k + O(?), k=1,.,K,,
K

ou K, est le nombre de Betti de la variété I, § I'intégrale sur le k-iéme cycle d’une base indé-
K

pendante, [, son indice, m, des entiers quelconques. Ces formules portent dans la littérature
physique le nom de « formules de Bohr-Sommerfeld », ou formules de quantification de la vieille
mécanique quantique. Toutefois, dans la littérature physique on ne trouvait pas les valeurs des
constantes /, . On savait seulement que [, < 4 ([32, 2], [12]).
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2. Théoréme 3.2. Supposons que le coefficient v(x,t) de Iéquation de
Schradinger (1.6), chap. 1, soit une fonction ([g} + 4) fois différentiable et

que @(a) soit deux fois différentiable.
Supposons qu'une solution (x,t) de I'équation (1.6), chap. 1, satisfasse la
condition initiale

Y(x,0) = K957 o(@) (1.1)
I'={4¢°),p°®}, X = Xy,msX,3 P =DyssDn
alors la solution (x,t) est de la forme
W(x,8) = K1pr (0 + Zy(x, 1) (1.2)

t 2/,,0
= - Sty + 4 [P0 - 00,9, }ar,

o

ou Q(a,t), P(a,t) sont les solutions des équations de Hamilton

(@, 1) .
“eg 0 T D

0@,0) = ¢°(), P(x,0) = p°() I, = {Qa,t),Px,1)}

et J‘Zh(x,t)‘zdxe 0 pour h > 0.

uQi = P, 15i = — vyl

3. Corollaire. Supposons que soient remplies les hypothéses de la propo-
sition précédente et que le support R de la fonction @(a) soit suffisamment petit
de sorte que son image R, sur I', soit entierement contenue dans une des cartes de
Patlas & de coordonnées locales Py ,...,Py 8541558, SOit

'#(171 > >ﬁk7 5('“_ 19 in) = (D)l?'/‘h 'ﬁ(i »1)

C’est-d-dire que nous considérons la solution (X ,t) dans la représentation p
associée aux variables X,,...,X,. Alors

JW@I,...,ﬁk,fckH,...,i")izdﬁl AP A%y - 4%, —> 0 J @*(e)do

R
WPy s> P> Grr1s5dn) € R,

et tend vers zéro en dehors de ce domaine (voir chap. 2,§1,n° 4).

4. La généralisation du concept d’opérateur canonique au cas ou 'opé-
rateur A n’est pas défini positif, et au cas ol ¢(x) est une fonction vectorielle
a valeursdans un Hilbert ou dans un espace dénombrablement normé, s’effectue
de fagon complétement analogue a ce qui a été fait dans le cas a une dimension.
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5. Considérons I’équation (1.16) du chapitre 1 pour a;, = 0,a, =1,
B = 0,4 = 1/h. En particulier pour R = (3,, H) elle coincide avec 1’équa-
tion de Pauli (tab. 1, n° 5).

Théoréme 3.3. Supposons qu'une solution (x,t) (fonction d valeurs
dans B) de I'équation (1.16), chapitre 1, pour a;, = 0,a, = 1,B=0,4 = 1/h
vérifie la condition initiale

Y(x,0) = K335 wo@g@), T ={q%),p°0)}  (14)

(équation de Pauli, voir tab. 1), ou ¢(«) € C* et d support compact, et g(o) est un
vecteur unité indéfiniment différentiable. Alors

Y(x,0) = Ki3'r, »@(@) exp {i J R[Q(x,1),t]dt }g(a)

0

ou «° est le point initial sur la variété T,

y= - ZIndQ@®;0,1) + A", 1)

O(x,1), P, 1), S(, t) les solutions du systéme hamiltonien

. . . . OH
qisz.-’ pi:_Hpi’ S=—H—|—Z T
=1 op;

a0) = ¢°),  p0) = p°@) s(0) =0
H(q,p,t) = [P + d(q’t)]z - Cbo(q>t)
r,={0@,),P,0}, RQ,t)=ie@d,,HQ,1).

6. Le corollaire 3 est valable pour l'intégrale du carré du module de la
fonction vectorielle (P, ,..., Py, X1 1> X, avecdes conditions initiales loca-
lisées dans un voisinage du point x,. Pourtant cette proposition 3 ne vaut
pas pour lintégrale de chaque composante du vecteur . Pour I’équation
de Pauli, cela signifie qu’a la particule classique est associée un certain vecteur
(direction de spin) qui varie le long de la trajectoire selon la loi

o, t) = exp{i J R[Q(a,‘t),f]d‘[} r(ee, 0)

o

c’est-a-dire que la polarisation de spin a une limite classique.

2. Méthode de la phase stationnaire pour l’intégrale sur les chemins de
Feynmann

La fonction de Green %(x,¢,t) (solution fondamentale) de Iéquation

de Schrédinger satisfait, de maniére évidente, la condition initiale (1.14) du

chap. 2 pour I' = {g(«) = &,p(e) = a} et ¢(z) = 1. En méme temps, comme
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P'on sait, la fonction de Green peut étre représentée sous la forme d’une intégrale
sur les chemins de Feynman qu’on écrit formellement ([80], [55], [27])

@ = Jexp{ih_le}ﬂdq(t)
ou
0= J L(G,q,7)dt, g=4q(r); q0)=¢&, qt)=x, (a)
[4]

~2

L(é,q,'f) :% - U(q,‘[).

De la méme maniére que pour 'exemple précédent, on voit facilement que
si 'équation 66 = 0 avec la condition initiale (z) a un nombre fini de solu-
tions ¢* = g*(t, t,x, &), k = 1, .., k, et si la variation seconde 320 n’a pas
pour g = g* de valeur propre nulle, alors

. 1
b = Y(x,&,1) = Qnik)y "2y ‘D(q")|_1/zexp{— 57, + 7 X J LG, q*,7)dr
k 0
ou y, est le nombre de valeurs propres négatives (*) de la variation seconde pour
les extrémales g* et ou D(¢) = (D(p*(0))/Dx)~ !, p*0) étant Pimpulsion
initiale de Dlextrémale g*. Cette formule est 'analogue fonctionnel de la
méthode de la phase stationnaire pour l'intégrale

I= Jexp{ih‘lﬁ(x)}dx, xeR"
qui, sous certaines conditions, est représentée pour h — 0 par la formule
(voir chap. 6, § 2)
I~ (2uiky/? Y | D(x*)| =2 exp{—m—zy" + %?(xk)}
K
si le nombre de solutions x* de I’équation d# = 0 est fini et si la matrice A

de la forme d’# n’a pas pour x = x* de valeur propre nulle. Ici, y, est le
nombre de valeurs propres négatives de la matrice 4 et D(x) = det 4 ([79,2]).

§ 2 ASYMPTOTIQUE DES SOLUTIONS DES EQUATIONS RELA-
TIVISTES

1. Considérons ’équation (1.16) du chapitre 1 et supposons que ses coef-
ficients prennent les valeurs indiquées dans le tableau 1 dans les lignes 1,2, 3, 4
(équations d’onde, de Maxwell, de Dirac et de Klein-Gordon-Fock).

(*) Comme on sait, ([43], [53]), y, est égal a I'indice de Morse.

}
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Dans ce cas I’équation (1.16) du chapitre 1 peut s’écrire sous une forme
plus simple

{[% — iA@(X,t):| — C¥x,)[(V + i4(x, 1)) + A%?]

+ Z": Bk(x,t)ai + iAR(x,t)}v,b(x,t) =0 (2.1)
k=1 Xg

ol Y(x,t) est une fonction vectorielle : Y(x,t) =y ,.., 1, et les coefficients
prennent une des quatre valeurs suivantes :

TABLEAU 2
" ) 2 oy
Equation o(x,t) C(x,t) (x,t) y Bk(x,t)T R(x,t)
k
Onde 0 C*x,t) >0 0 0 0 0
Maxwell  [C%(x,t) > 0 0 0 0 | Voir tabl. 1
n°1
Dirac &(x,t) |C? = const H(x,t) = mC— 0 5%6,1-_1)
potentiel =&, (x,1),.., 9, (x,t) | const < i@, E)
Klein-Gordon- - — Potentiel vecteur - 0 0
Fock
L’¢quation caractéristique pour (2.1) a la forme
as :
[a—t — <D(x,t):| — C*x,){[VS + L(x,)]* + y*} = 0. (22)
Aux deux branches des solutions de cette équation (par rapport a 4S/dt)
oSs”
= H(x,VS",t
o (x )
H'(x,p",0) = ®(x,0) + (= 1) Cx, 0V | p* + (e, 0 + 32
correspondent deux (v = 1,2) systémes d’équations bicaractéristiques
g = —H@.PLY, ';:aH(q ’vp’t) =1,.,n
opy aq;
q=4qy,+>qn3 P =DP1>>Pp; v=12 (2.4)

n

¥ =H -Y pH),.

i
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Soit g(0) = ¢°%«), p(0) = p°«), s*(0) =0, et I'{q%x),p%«)} une variété
lagrangienne.

Notons par

Q.0 =q); P,y =p); SMe1)=750),

ry = {Q'«,t), P, 1)} (2.5)
2. Onale:

Théoréme 3.4. Soient r'(x) (v = 1,2) deux fonctions vectorielles arbi-
bitraires indéfiniment différentiables de longueur unité et @*()(v = 1,2) (*) des
fonctions arbitraires d support compact sur I, d valeurs dans H.

Il existe des solutions de I'équation (2.1) qui peuvent étre représentées sous
la forme de :

e a0 cmmnﬂy“
) = Ko [ 201
Vs ”’(QfMﬁ]

{wm+dwwm2+f}$m,
|p¥(e, t) + L[Q"(e, ), t]|* + 72

'exp{ (- 1)'“[ '[ { Z P, )BUQ"(, 1), 1)

o L k=1
+ R(Q'(a,t),t)} de ") (2.6)
2C/(p + )P + 92
v=1,2

P = ASYeC, 1) — glnd 0°;0,1)

Les coefficients de *(x, t) (des matrices s x s, ¢f(«)) qui dépendent de ¢
comme parameétre peuvent €tre obtenus par substitution de y*(x,t) dans
I’équation (2.1) et regroupement des coefficients des puissances de R, . Un tel
procédé est possible en vertu du théoréme 3.4.

3. On peut trouver de fagon élémentaire une solution de I'équation (2.1)
2
qui soit une combinaison linéaire Y, C\*(x,t) des solutions mentionnées

v=1

W¥(x,t), et qui satisfasse des conditions initiales de la forme

W(x,0) = K% o o) r()
oy _
a—t(x,O) =0

(*) On peut prendre ¢(x) a valeurs dans I'espace des fonctions généralisées dans H. Si
A = id/0t, alors ¢*(a) pourrait étre égal a une distribution en 7z : &(z),6(x), " ...
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(pour des matrices quelconques bornées, d’ordre s x s,(e;{(«)) ou
Y(x,0)=0,

0 0
W ,0) = Ky . 0le)r(@)
(pour des matrices quelconques bornées, d’ordre s x s,(e;{®)).
Dans l'espace S (c'est-a-dire a I'approximation d’ordre zéro en R,) pour
le premier cas, par exemple, il faut poser

9"(0) = (g°(®),0) + (— 1 C(g°@), 0| p°) + #(@°@),0)* + 72

et prendre la demi-somme des solutions y*(x,t),v = 1,2.

§ 3 EXEMPLES ET COROLLAIRES

1. Si H=L,[1,00] est un espace de fonctions de w et A I'opérateur
de multiplication par w, le probléme ainsi posé¢ dans le cas des équations
d’onde ou de Maxwell est celui du comportement asymptotique des solutions
de ces équations pour les petites longueurs d’onde. En particulier, si I', est,
pour t = 0, le plan p = p,, qui est paralléle au plan des coordonnées g, la
solution !(x,t) correspond au cas o1, a Iinstant initial on a une onde plane
d’'impulsion p, . Le sens physique détaillé d'une telle formulation et son lien
avec I'approximation de 'optique géométrique sont donnés dans la 5° édition
du livre de Courant et Hilbert ([38]). 11 s’agit 12 de la formulation et de la
solution locales du probléme, c’est-a-dire valable pour les ¢ < ¢, tels que les
bicaractéristiques ne se rencontrent pas et que le jacobien DX /Dx, ne
s’annule pas (voir 1°, § 1, chap. 1).

Au moyen de (2.6) on peut faire globalement le passage de 'optique ondu-
latoire a l'optique géométrique. En particulier, les affirmations analogues a 3
et 6, § 1, n° 1°, sont valables pour (x,t). On obtient aussi que la polarisation
d’une solution de I'équation de Maxwell a une limite pour les petites longueurs
d’onde et peut ainsi étre observée a 'approximation de I'optique géométrique.
A chaque rayon de l'optique géométrique on peut associer un vecteur &(t)
qui varie le long du rayon. Pour le champ électrique Ele vecteur Za la

forme €; = \/—éﬁ, pour le champ magnétique ﬁ,EH = \/%z'i, ou # est un
vecteur unité qui satisfait 'équation (voir [13], [68])
%L; = — (dgradlnn)p(e,?) (3.1

avec n = C\/;.
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Cette formule est valable quel que soit le temps ¢. Ainsi, I'existence de
points focaux n’affecte pas la polarisation classique : la polarisation ne change
pas par passage au travers des points focaux.

2. Une affirmation semblable est vraie pour la polarisation de spin de
'équation de Dirac (voir [15], [51,2]). Les deux solutions y*(x,#),v = 1,2
de I’équation de Dirac correspondent 4 I’électron et au positron ([81, 2], [86]).

Les conditions initiales de I’équation de Dirac satisfont les relations (II).
Ces relations imposent des restrictions aux vecteurs 7(a),v = 1,2, de la
formule (2.6). On peut montrer que le vecteur propre 7'(«) est un vecteur
propre (de valeur propre nulle) de la matrice caractéristique

C' = (= 1V(CVS, + CH) + mC*H — ¥ o, (cg—f

k=1

- e;z{k) + a,mC?

%
(3.2)
ou [ est la matrice identité.

Le rang de la matrice C” est égal 4 2, c’est pourquoi il existe deux vecteurs
linéairement indépendants 7},i = 1,2, qu’elle annule. Le systéme des vec-
teurs 7;,i = 1,2,v = 1,2 forme une base d’un espace vectoriel de dimen-
sion 4, ce qui fait que n’importe quelle solution de I'équation de Dirac qui
satisfait la condition initiale Y(x,0) = K{’,”,‘,O’ r,»¢(@) peut €tre représentée
sous forme d’une combinaison linéaire d’expressions (2.6)si on pose dans
cette formule ¥/} =r,,v=1,2,i=1,2.

3. Considérons la solution y!'(x,?) de Iéquation d’onde satisfaisant la
condition initiale W(x,0) = @(x)e/® g A = i3/dt; g étant une fonction
généralisée en 1.

Supposons que la variété initiale I, = { ¢° = «, p® = grad f(«) } satisfasse

la relation
| p°(@) |* C*(«,0) = const. (3.3)

Supposons que le plan ¢ = x ne coupe I', qu'en des points réguliers.
Alors, le nombre de ces points est fini. Autrement dit, le point (x,t) n’est pas
focal et Iéquation Q(«,f) = x a un nombre fini de solutions a',..,a*.
Puisqu’elles dépendent de x,t,nous écrirons «i(x,t),1 < i< k. En vertu

de (2.6), la solution !(x,t) a la forme

k
Yix,1) = Clx,1) 3, @((x,1)) C(@(x,1),0)

-1/2 o
- |det (%Ql(af(x,t),t) Reliexp{—mTy+iAf(af(x,t))}
'[1 Y %(a"(x,t),t)Rz']g], (3.4)

V P. MasLov. — Théorie des perturbations. 7
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ol 7/ est Iindice de Morse du chemin Q(«/,0,¢), c’est-a-dire le nombre de
zéros de

0Q(e , 7)

J(d, 1) = det
o

pour 0 <1< ¢t.

Aprés avoir substitué ’expression (3.4) dans I'équation d’onde et annulé les
coefficients des puissances de R, nous trouvons que les ¢, (#/(x, 1), ) vérifient
les équations :

0@m _ _ Cle/,0) /136, 9] C,1), 1)
4 ) Oe
ot CQW,1),8) C(o,0)/ | J(, )|

ou [1,; , est lopérateur de d’Alembert en coordonnées « curvilignes » ol t.
Soit g = 6(1), alors

(= 77?0 — f(e/(x,1))) pour y’ pair

Re e~ iM2)y o= Sl (x,0)d/de 6(‘5] = (— 1)_(yj_1)/z ' . .
— In|t — f(e/(x,))| pour y/ impair.
Un résultat tout a fait semblable est valable pour ¥?(x,t). On obtient
donc la solution globale du probléme (1.1)-(1.2) du chap. 1, lorsque le

point (x,t) n’est pas focal.

4. Si le point (x,t) est focal, d’aprés le théoréme 3.3 I'asymptotique de
la solution se présente sous forme d’une intégrale dont la multiplicité est égale
a 'indice de défaut (I'ordre moins le rang) de la matrice || 0Q,(«,t)/de;| au
point (x,?). Considérons maintenant le cas ou la variété I', est en position
générale et ou l'indice de défaut vaut 1.

Soit une équation d’onde a coefficients indépendants du temps. Supposons
aussi quele support R delafonction ¢(a) soit assez petit pour quesonimage R,
n’appartienne qu’a une seule carte de I'atlas %. Soient

o(x,0) = p(x)expiwf(x)] et C*(x)|grad f(x)|* = const.

Soient p,,%,,...,X, les coordonnées locales de la carte canonique. Désignons
par p, la valeur de I'impulsion § au point central de la carte.
L’asymptotique, pour w — oo, de la fonction y/'(x,t) est de la forme

2 /i pive 3P, 0%, . 0
C(x Z #
Jon ()J 7(0,) ()~

C™ (o) - exp [i f () ] exp [ioo(X, — )?1(“ )P, 1dp, + 0(1/ ~ w),

-1/2

Wi, =S Vio

ou « = «p,,X,,..,%,,t) sobtient & partir des équations :

ﬁ1=P1(a,t), ii:Qi(aat)> n2122;
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la fonction #(p,) =1 pour p;, —¢/2<p, <P, +¢/2,%({F,) =0 pour
7, > P + ¢&,5; <D, — ¢ et est suffisamment régulicre, y est le nombre de
zéros de det | 80 («,7)/de; | dans le semi-intervalle 0 < 7 < ¢.

Par exemple dans le cas a deux dimensions, d’aprés nos hypothéses, le rang
de la matrice | 0Q(«,7)/dx;| ne peut étre inférieur a 1. Cest pourquoi
n’importe quel point focal s’exprime par une intégrale & une dimension. Par
exemple, si la projection de la variété de singularités sur un plan (caustique) a
la forme d’une courbe différentiable réguliére et si x = x’ est la projection du
centre de la carte, alors les axes X, et X, ont des directions correspondant a la
tangente et 4 la normale de la courbe au point x’. Dans ce cas on peut simplifier
I'intégrale : en développant en puissances de ¢ I’'expression sous le signe inté-
grale, nous arrivons a la somme d’une fonction d’Airy et de sa dérivée
(voir [79,1] (*)). Lorsque la caustique a la forme représentée dans la figure 9
I'intégrale se simplifie aussi aprés développement en puissances de ¢, mais ne
fournit déja plus la fonction d’Airy.

§ 4 SYSTEME DES EQUATIONS DE LA THEORIE DE L’ELAS-
TICITE

Considérons le systéme des équations de la théorie de Iélasticité

z_
(A + y)graddiv + pAu + grad(Adive) + 2D grady = pg—z

ol A=Ax)> 0, = pu(x) > 0,x = (x,,x,;,x3), (coefficients de Lamé),

p = p(x) (densité du milieu) est une fonction de x,C®.

2 )]

est le tenseur de déformation. Le polynéme caractéristique a quatre racines
réelles. 11 leur correspond les équations caractéristiques suivantes [30, 48]

D = ey =

087 l+u

68 \[|gradS" c=1,2.

(*) Les formules unidimensionnelles du travail [79, 1] auraient été mentionnées pour la
premiére fois dans la thése de I. A. Hordeef.

—|gradS}| o=1,2
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Ces équations a leur tour définissent un systéme d’équations des bicaracté-
ristiques :

dx (—1)"aﬂ(x;f)|—pi, c=1,2, p=1,2, j=1,2,3;
Ps

—B —
d

d a
o= (= 1y graday(x)| 5}

4 x; = (xgl’x;z’x;;a)’

ps = (Pg, Ps,-P5,) 5

A+ 2u

pour f =1

u
- our f =2
U5 e

Soit I'; une variété lagrangienne a trois dimensions dans I'espace de phase

ag(x) =

4 six dimensions
g = {3(),p30)}.

Posons dans le systéme hamiltonien
x3(0) = %5 (@), p3(0) = p3la)
et désignons, comme d’habitude,
xy(t) = Xg(t,0),  pylt) = Pylt, ).
Soit
g = {Xgt,a), Pg(t,0)}

'image de la variét¢ lagrangienne I'; par un déplacement le long des solutions
du systéme hamiltonien correspondant a la fonction S3.

Théoréme 3.5. Il existe des solutions u, o = 1,2 de Péquation de Iélas-
ticité, ayant la forme suivante :

VALX3,0] + 20[X30e, 0]
(X5, 1))

Pie,1t)

a __ y%, a9 a
Uy = KA,r{’.,Rz‘P1(°‘)

ou les ¢(a) € C®,0 = 1,2 sont deux fonctions arbitraires, d support compact
sur I' et d valeurs dans H , et ou

*= — ndIfa®,a%] - 4 Hdt — ¥ P,dgq,
y 2 1 ) 1 1 14
1[2°, a?] =
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Soient A(c,t) et V'(a,t) des vecteurs unitaires dans lespace a 3 dimensions,
orthogonaux entre eux et orthogonaux au vecteur P5(«,t). Ilexiste des solutions
de Péquation de Pélasticité ayant la forme suivante

9 1
uj = Ky fs

A, TH, RZQ’Z(“)i'
V[ X5(,1)]

'{ﬁ”(a,t)cos J (aﬁ%(:’t)ﬁ”(a,t))dt + Ve, t)

0

(e, L,
sin L <—6t N (a,t))dt},

(Hdt -y Pidqi>

i=1

ou

P o= - glndz[ag,a?] — A J

1[0, af]

et ou p5€ C®,0 = 1,2 sont wimporte quelles fonctions d support compact,
indéfiniment différentiables sur I d valeurs dans H.

Habituellement 'opérateur 4 = 10/ 0t, et p(x) est une fonction « discon-
tinue » de 7 (par exemple t*,48(7), 6(7), etc...), multipliée par une fonction
indéfiniment différentiable de « & valeurs sur la droite.

Puisque les fonctions ¢f,i = 1,2,¢ = 1,2 sont arbitraires, une combi-
naison linéaire de solutions u; peut satisfaire des conditions initiales arbi-
traires de la forme :

#(x,0) = K47, | r,Po(@),

al_l 0 -
S (x,0) = K35 2, Vo).

§ 5 LE CAS STATIONNAIRE

Supposons réalisée la condition (3.3). Si on pose A = id/dt, on peutalors
écrire I’équation d’onde sous la forme :

CAx) Ay — A% = 0. (5.1)

Ceest aussi d’aprés notre classification une équation d’onde. Si on pose 4 = w,
on obtient alors une équation hamiltonienne. Le passagede i/t al’opérateur
de multiplication par w s’accomplit au moyen de la transformation de Fourier.

Puisque en physique, la formulation du probléme pour 1’équation
d’Helmholtz se raméne toujours a la formulation du probléme de Cauchy
pour I’équation d’onde, il est naturel de parler de la solution de I’équation
d’Helmholtz induite par la solution d’'un probléme de Cauchydonné pour
I’équation d’onde.
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Une situation analogue a lieu pour les équations stationnaires et non
stationnaires de Schrodinger.

De cette fagon, on peut formellement déterminer la solution W(x,w) de
I’équation (5.1) pour A = w induite par le probléme (1.1), (1.2), chap. 1
comme transformée de Fourier en ¢t (0 < t < + oo0) de la solution u(x,?)
du probléme (1.1), (1.2) du chapitre 1 considérée comme fonction généralisée
en t d’un espace de fonctions généralisées K . Dans ce cas, I’espace K se déter-
mine par le comportement de la fonction u(x,t) pour t — oo. Le dévelop-
pement asymptotique de wu(x,?) en puissance de R, deviendra alors le déve-
loppement asymptotique de la solution W(x,w) en tant que fonction généra-
lisée en w de I'espace K (en puissance de 1/w). Sans préciser 'espace K et son
espace de fonction d’essai, nous pouvons formuler un corollaire évidentde (2.6) :

U, 0) = KL T gy + B0
ou P(x,w) esttelle que wP(x,w) appartienne a un espace donné de fonctions
généralisées K .

Aux points qui ne sont pas focaux nous pouvons utiliser la formule (3.4).
Cependant pour ¢t — oo le nombre k peut en général tendre vers oo. A cause
de cela, pour améliorer la convergence de la série, nous ajoutons sous le signe

13
somme le terme (1— ) Le premier terme du développement

1+ 4
asymptotique en est inchangé. Alors la transformée de Fourier en ¢ du
premier terme de la fonction de Green aux points non focaux est de la forme :

C‘Z[Q(a",‘c)]d‘c] _ln_zy"}

. CXp {ia)[ J
9x,8) = €9 ¥ :

k Lk k
‘det M ‘|C[Q(ak,0)]}(1 +i>
dot w?
ou Q(x,1) est solution du systéme
< s 9CTHQ) -
Qi_Pi’ Pi——T, l—l,...,n,
P,0) =«, Q,0) =¢, laf> = C*(¢)

et of = o¥(x,&), t* = t%(x, &) sont obtenus a partir de I’équation
X(*, 8,15 = x.

Apparemment cette asymptotique est aussi valable dans le cas ou
C™*x) = E — v(x) et nous obtenons I’équation stationnaire de Schrodinger
(équation de type mixte). Sur les exemples il est possible de montrer que les
pdles de la fonction (5.2) (C’est-a-dire les points E = E? ou la série diverge) et
leurs résidus définissent (approximativement) non seulement les valeurs
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propres et les fonctions propres de I'équation de Schrodinger comme il fallait
s’y attendre, mais aussi les niveaux dits quasi-stationnaires et les résonances
(voir [51.4]).

Cette formule pourrait étre obtenue par une autre méthode donnant une
estimation plus précise. En plus, on peut aussi écrire I'asymptotique de la
fonction de Green aux points focaux. Toutefois, nous ne le ferons pas ici car il
faudrait des constructions supplémentaires.

La formule (5.2), plus précisément son analogue pour le probléme aux
limites de premiére espéce est une généralisation de la méthode bien connue
des « réflexions », appliquée 4 la construction des fonctions de Green pour un
rectangle.

Le probléme du développement asymptotique pour les petites longueurs
d’onde d’une solution de Iéquation (5.1) lorsque C™*(x) = E — v(x), est
équivalent au probléme de I'asymptotique quasi-classique de la solution du
probléme aux fonctions propres de I’équation de Schrédinger

—;—#Aw + o(x)y = A X = Xy, X, (5.3)
J W dx = 1.

L’asymptotique est ici recherchée en fonction de deux parameétres simul-
tanément :
h—0, k — (5.4)

tels de plus que kh — const. Lorsque u(x) croit polynomialement, une telle
asymptotique coincide avec 'asymptotique en fonction d’un seul parameétre :
k— .

Ce probléme est équivalent au probléme de I'asymptotique de la solution
de ’équation (5.1) pour w — w0 ,C~%2 = E — v(x). Nous nous sommes déja
posé ce dernier probléme lors du théoréme 3.1.

Nous allons formuler maintenant un théoréme plus général concernant les
solutions du probléme (5.3).

Théoréme 3.6. Soit une famille de variétés lagrangiennes compactes I'(E),

dépendant continiiment du paramétre Ec e = {E — ¢,E + ¢} et invariantes
par rapport au systéme dynamique.

. o0ug) . .
pi_ aql ’ uqi_ph 1= 1,...,n
2
H(Pa‘]) :L + U(Q) H|[‘ = Ea P = pl""?pn’ q = ql"“’qn (5‘5)

2u
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ou v(q) tend vers oo pour |q| — oo et est une fonction indéfiniment différen-
tiable. Soient u(E) une valeur propre et y(x) la fonction propre de l'opérateur
auto-adjoint du systéme dynamique (5.5), correspondant d la mesure invariante
o(a), C'est-d-dire
.0 0 Lo, 0
2 Ho) = WE 2 _
i - ) = WB() ( 5= L% ax)
Alors il existe des valeurs propres A¥(h) de Popérateur hamiltonien

- h?
H=——A+ v(x), X = Xyys X

% (5.6)

n

telles que
Ah) — E* + WEYh = O(h?),

ou E* est un certain sous-ensemble de ¢, dépendant de h et tel que sur I'(E*) les
conditions suivantes soient satisfaites

2 . .
—n—hagipquli(modA), i=1,..,i,,

ou iy est le nombre de Betti de la variété I, § est une intégrale sur le i-iéme
i

cycle de base, et |, son indice. Soit E,; la mesure spectrale de lintervalle AL,

alors

“ [Eaz - I:IK(I);:?I‘(E")X((Z) ”rz = O(h), (5.7)

ou AL ={i— O(h), i + Oh)}.

La méthode exposée plus bas permettra aussi de trouver une approximation
des valeurs propres & O(h") prés, ou N est n'importe quel entier, et de res-
treindre dans la relation (5.7) Iintervalle A a O(h). Ainsi, si le point A* est
simple, et si 'intervalle A* + O(k") ne contient pas de points du spectre, on
obtient alors 'asymptotique de la fonction propre i, de I'opérateur H.

Considérons I’équation de Pauli

Hy = {(—1hV + H(x))? — ®y(x) — ieh(G,, Hx))}¥ = Ef. (5.8)
Supposons que I'(E) satisfasse les conditions du théoréme précédent pour
H(x,p) = [p + S(0)]* — () (59)
Un opérateur de la forme

R = idit + ie(G,, H) (5.10)

est auto-adjoint dans I'espace des fonctions de carré intégrable sur I'(E) par
rapport a la mesure invariante o(x). Supposons que w(E) soit une de ses
valeurs propres et que y(x) soit la fonction propre correspondante. (Remar-
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quons que, lorsque R = id/dt (par exemple, pour I’équation de Schrédinger),
on peut supposer en particulier que u = 0, (o) = 1).

Théoréme 3.6a. Sous les hypothéses énoncées, le théoréme 3.6 reste vrai

si on pose dans (5.5)

H(p,q) = (p + (4))* ~ $,(q)

et si on remplace hamiltonien par Popérateur
H, = [~ ihV + A(x)]? — ®,(x) — ihe(@,,H(x)).

Nous voyons que pour ’équation de Pauli, il s’ajoute 4 I'opérateur ordinaire
de déplacement le long de la trajectoire du systéme dynamique, une matrice
caractérisant la variation de la polarisation du spin le long de la trajectoire.
Ainsi (*), le spin existe en mécanique classique mais n’affecte pas la trajectoire
classique. Toutefois en présence du spin, il est nécessaire d’étudier les propriétés
spectrales non de I'opérateur de déplacement le long d’une trajectoire, mais
celles de 'opérateur (5.10) puisque les fonctions propres et les valeurs propres
de I'opérateur R correspondent au probléme d’une particule classique pos-
sédant un spin.

(*) Pour lexistence d’une limite classique de la polarisation du spin, voir [19]; [68]; [58];
[66]. Dans notre travail on donne une démonstration rigoureuse de ce fait, on obtient le lien avec
I'opérateur de déplacement du systéme dynamique et on étudie le comportement du spin aussi
bien prés des foyers que loin d’eux.



CHAPITRE 4
EQUATIONS A COEFFICIENTS OPERATORIELS

§ | EQUATIONS DANS DES ESPACES DENOMBRABLEMENT
NORMES ET PROBLEMES A PLUSIEURS CORPS EN
MECANIQUE QUANTIQUE

Nous allons analyser en détail un probléme qui s’avére des plus généraux
et des plus actuels en physique et en chimie quantiques : c¢’est-a-dire le cas
d’une équation linéaire aux dérivées partielles dont seuls les coefficients des
dérivées par rapport a certaines variables contiennent un « petit » paramétre.
Cette situation apparait dans les problémes d’interaction de particules lourdes
et 1égéres, par exemple en théorie quantique des molécules ou en théorie des
collisions.

Dans ces conditions, 'opérateur différentiel dépendra de deux groupes de
variables. Soit n le nombre de variables telles que les coefficients des dérivées
partielles correspondantes contiennent le « petit » paramétre (par exemple,
les variables décrivant le systéme des particules lourdes). Grace & des hypo-
théses assez générales sur la dépendance de l'opérateur par rapport aux
variables restantes, dont le nombre peut &tre égal a zéro, et a leurs dérivées,
nous allons pouvoir simplifier ’écriture et obtenir une équation différenticlle
par rapport aux n variables avec des coefficients opératoriels paramétrés par
ces variables.

Par exemple I’équation

2 2 2 2
T BT ) = (L1)
2m, 0x7  2m, 0x3
ou m,; > m, sera écrite
2 2
Y
2m, 0x1
ou A(x,) est I'opérateur
2 2
A(x) = — =2 e, %)
2m, 0x3
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qui dépend de x, comme d’un paramétre. L’opérateur A(x,) est non borné.
Dans le cas ou u(x,,x,) € C®, on peut dire qu’il transforme 'espace W4[R]
des fonctions de x, dans W% 2[R']. Ainsi, si I'on considére 'espace dénom-
brablement normé WZ[R'], cest-a-dire I'espace des fonctions de x, appar-
tenant & W4[R'], avec k = 1,2,..., il est évident que lopérateur A(x,)
transforme cet espace en lui-méme.

La fonction Y(x,,x,) peut étre considérée comme une fonction de x, a
valeurs dans 'espace W [R'] des fonctions de x,.

Généralement, nous ne concrétiserons pas I'espace dénombrablement
normé dans lequel agissent les coefficients opératoriels, mais dans toutes les
applications cet espace est I'espace des vecteurs dont la norme appartient
a W$[R"], s étant un entier.

Considérons encore un exemple :

., O 92 9?2 :|
ih—=— + | h®*— + — — v(x,,x = F(x,,X,,t,h),
L [M - ) |8 = P

¢|1=0 = Yolxy, x5, h) (1.2)

Supposons que toutes les fonctions données soient C* par rapport a tous leurs
arguments et que les expressions

Max(iir :

5 2 1/2
—F(x,,%x,,t,h) dxldx2> (1.3)

o5\ = s g [od

r 2 © | 5 2 12
Max Z Z —Wo(x,,x,,h)| dx,dx, (1.4)
0shs1\ j=oi=1 J__ |0x!

soient bornées pour k = 1,2, ...

Cela signifie que #(x,,x,,t,h) en tant que fonction des variables x,
et x,, appartient & W¥[R?] et est continue enteth.Nous désignerons
respectivement par WSR2, C,] et WP[R?,C,] les espaces de fonctions
possédant un nombre dénombrable de normes de la forme (1.3) ou (1.4).

Nous verrons (voir chap. 5) que la solution (x,, x,,t,h) duprobléme(1.2)
satisfait la condition

hy(x,,x,,t,h) e WP[R?,C,].

Autrement dit, il existe N tel que, si F(x,,x,th)e WIN[R?,C,] et
Wolx,,x,,h) e WY[R?,C,], alors hj(x,,x,,t,h) e W™ [R* C,],

et lim m(N) = «.

N-ow©

Nous n’avons pas sélectionné ici les variables t et x, dont les dérivées
contiennent le petit paramétre k. Cependant, nous pouvons considérer I'es-
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pace W4[R?,C,] comme l'espace Wi[R',C,] des fonctions de x,,t,h &
valeurs dans I'espace W3[R'] des fonctions de x, .

Ainsi WY[R?,C,] = WY {R',C,, WS[R']}.

En effet,

" e90.(xlaxzst3h) ||W{’{R‘,C2,W§V[R1])

© N
= Max >
0<r<to j=0
Oghgl @

Soit { B"} la suite d’espaces de Banach B*! < BY,N = 1,2,... définissant
I'espace dénombrablement normé B. Généralement, nous aurons a considérer
Pespace des fonctions de (x,,..,x,,t,h), appartenant & W3[R",C,] et a
valeurs dans un certain espace abstrait dénombrablement normé B*. Nous
désignerons par W [R",C,,B®] cet espace de fonctions muni d’'un nombre
dénombrable de normes de la forme

;i 2

- e90.(x1:x2at:h)
0x/)

dx,
WYR'] (1.5)

@© k 2 1/2
Max | ) —F(x;, . t,h)|| dx
0<i<io \jgn+1 J_ k BN
O<h<l peN © t
dx = dx, A Adx,, x,.,=t (1.6)

De méme, nous désignerons par C*[R"*!,C,,B®] cet espace muni d’un
nombre dénombrable de normes de la forme

El
BN

ak
_ky.(x:tyh)
X

Max ),

0<i<Io jgp+1
O<h<gl1 lkiN

Ix| €0

Xn+1 = 4 (17)

Supposons que sur la variété I' soit donné un ensemble de vecteur de
base X (¢)(v = 1..r), appartenant & un certain espace dénombrablement
normé B® et indéfiniment différentiables par rapport au parameétre a, c’est-
a-dire tels que les dérivées de ces vecteurs par rapport a « appartiennent a
nouveau a B®. L’operateur canonique K7’ /h r.» qui transforme une fonction

de la forme Z @ () X (o) a valeurs dans B® en une certaine fonction de
v=1
X{,..,X, a valeurs dans B®, se définit comme a I'ordinaire.
Rappelons que é'(a,0) = e{(«)] ou I est la matrice unité dans ce sous-
espace et que les fonctions {e'(x)} constituent une partition de I'unité subor-
donnée a I'atlas canonique %
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§ 2 SOLUTION ASYMPTOTIQUE DU PROBLEME DE CAUCHY
D’UNE EQUATION A COEFFICIENTS OPERATORIELS

Nous allons étudier I'asymptotique de la solution de I’¢quation (3.7),
ch. I. Considérons, dans I'espace dénombrablement normé B®, intersection
d’espaces de Banach B',B*,..,BY . tels que B'*! < B, l'opérateur
LD1ssPpsPps1+X1s--,X,5t, 1) dépendant de 2n + 3 paramétres et trans-
formant B® en lui-méme. Supposons que l'opérateur . soit indéfiniment
différentiable par rapport a tous ces paramctres dans le domaine p € Q,
x€Q.,0<t<T, et que toutes ses dérivées partielles transforment B en
lui-méme.

1) Supposons que B! soit un espace d’Hilbert et qu’il existe une
valeur propre A(p,p,.,x,t) des opérateurs ¥, = L(p.p,+,.%,t,0) et
Lt = L*p,p,.1,X,t,0), dépendant des parameétres

P = (P1sP2>>Pn)sPns1:%>L-

Supposons aussi que la multiplicité de cette valeur propre soit la méme
pour £, et ¥, ne dépende pas des paramétres et soit finie & moins que

Ly = L5 =Mp,Ppy1sX,0).

Soient X (P, 0,1 1s%X:8)s Xo(0oPrs15X58) s, X (D3 Pns1s X )6t X1, X, les
fonctions propres des opérateurs ZL(p,p,.,x.t.0) et L*p,p,r.,%,t,0),
correspondant & la valeur propre A(p,p,.,,x,t). En fait, il suffit que les
matrices | (X,,ZX,) |, .<,<o OU les % sont n'importe quelles dérivées de
lopérateur Z(p,p,,1,Xx,t,h) par rapport aux paramétres, possédent un
sous-espace invariant dont la dimension m est finie et indépendante des para-
metres p,x,t pour pe Q,,xeQ,,t€ [0,7]. Dans ce cas, il suffira que
les fonctions X } et X, engendrent ce sous-espace. On suppose qu’elles appar-
tiennent & B® et que det || (X; X )| # 0. De cette inégalité résulte que I'on peut
choisir X;* (i = 1,...,r) de telle sorte que (X;",X;) = §;;.

Soit P, 'opérateur de projection sur le sous-espace propre de 'opéra-
teur %, correspondant a la valeur propre A(p,p,.,,x,t), et P; l'opérateur
de projection sur le sous-espace sous-tendu par les vecteurs X7, X5 ,..., X, .

Supposons que I'opérateur
T = {[c-?(P,p,wux:t:O) - j'(p:pn+1:x’t)](l - P).)_l(l - P;)}

existe et soit partout défini dans B, et que

f(P,P,.H,X,t,h) = Z Ak(p:x’tsh)p:+1'
k=0
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Posons

~ N 0 ., 0 ., 0

f[p = f(— lha—XI,..., - lha—x", - 1ha—t,x1,...,xn,t,h>¢

. @

—iA —'hi —ihi X, t,h —ihi ¥
—k:o " i x0T 6x"’x1""’ wsls 3 s

ol

A —ihi —ihix Xpsty b | = A, x,t, W)y

ki axls"-s ax"’ 12 vpslys - kps s by

= (2nh)~" J“’ e'P*/* dp J Ap, x,t, ) e PMY(E, 1) dE (22)

— o

2) Nous supposons que le probléme

k
Py =WF ((%)w =h*y, k=0,..m—1 (23

t=0

ouret(s), k=0,.,m—1,sont m+ 1 nombresfixésetou & = F(x,t,h),
o = Wolx,h) sont des fonctions quelconques indéfiniment différentiables par
rapport a x et continues par rapport a hett,a valeurs dans B®,ait une
solution et qu’elle soit unique dans cette classe de fonctions (*).

Finalement, supposons que le polynéme caractéristique (au sens du § 3,
ch. 1) Mp, p,, ., X, t) = O ait une racine réelle p,, , = H(p, x, t) de multiplicité
constante et telle que d4/0p,,, # 0.

Supposons que les solutions Q(a,t), P(x,t),0 <t < T, des équations
(pour l’existence de telles solutions, T étant quelconque, cf. le lemme 1 de
I’'appendice)

00, _oH 3P __OH _
- = 2P, TR T7) i=1.n (2.9
satisfaisant les conditions initiales
Q|r=0 = qO(a) P|r=0 = po(a) (2.5)

soient C* et contenues respectivement dans les domaines Q, et Q. Remar-
quons que, parmi ces conditions, il suffit en pratique pour les problémes con-
crets de la mécanique quantique de vérifier seulement celles qui requiérent la
multiplicité constante et le caractére isolé¢ du point A(p, p,,, X, t).

Les conditions restantes, non triviales pour des opérateurs différentiels,
sont :

(a) lappartenance des fonctions propres X;,X;" a I’espace B®;

(*) La classe des fonctions &£ (x,t,h) est un espace dénombrablement normé muni des
normes

Max

a k
<6_x) F(x,t,h) HB . k=1,2,..
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(b) I'existence d’une solution X € B® de I’équation
[¢P.p,.,,%x,t,0) — ] X = F, avec & € B®;

(¢) Texistence et 'unicité de la solution de ’équation (2.3). Ces conditions
sont vérifiées par les équations de la mécanique quantique grace aux
inégalités sur ’énergie.

Sous ces hypothéses on a :

Théoréme 4.1. Soit I' = {q%«),p°(«)} une variété lagrangienne, a® son
point initial.
Pour toute fonction vectorielle d support compact

¢0(xah) = {¢01(a:h)a"': ¢0r(a’h)}

indéfiniment différentiable en o et bornée pour 0 < h < 1 ainsi que toutes ses
dérivées, il existe une solution de Péquation

Py =0 (2.6)
telle que

b= Kl e T ot D00, P, ] ()
ou
X,[P@, 1), O, t), t] = X,(P, Pus15 45 1)
pour p = P(a,t), p,., = H(P(x,1),Q(x,1),t), q= Qx,1),
r, = {Q(,1), P, 1)},

af est le point initial de la variété T,

y = — n/2Ind I[«°, a0] —1—% j (— Hdt + ) pidqi> (2.8)
1[a®, a9

i=1

et o = { @(a,t,h),0,(a,t,h),....,0la,t,h)} satisfait Péquation

d( | oA . 0 o2
E(\/ apnﬂ"’) - H - (XV ’Exﬂ>ap,+1

i 0% aA\oX,\ | 1% 9%

_ + x*
2 (X (517, 6p> 0x; ) 2 L ap0m, XX
0 ar \'"”
_ +
1<XV 3R X ) . (517,.“) o (29)

X417 = t, = P(a,t), x = X(a,8) et @0 = @ola,h).

ou
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)

.0
Si $o=%L%=Mp,pps1-%,1), en  supposant que CXP{IW

g
h=0

Rappelons que ’égalité (2.7) n’est valable que modulo des fonctions indéfi-
niment différentiables en x et ¢t qui, ainsi que toutes leurs dérivées, sont
d’ordre O(h%).

Indiquons I'importante généralisation suivante du théoréme 4.1 :

Soit Aun opérateur fermé ayant un domaine de définition dense
D(A) = B,i=12,..

Supposons que (1 + ¢4)” ' existe et soit partout défini dans B,
i=1,2,.. avec

applique B® en lui-méme, @ satisfait 'équation

oA oA 1,,+1 0% 6;.5”
aPn+1dt apn+1 apjax oh

(1 + eA) ||z <1, i=1,2,..pourtout ¢ > 0 ou imaginaire pur, (I)

et que A~ ! existe.
Changeons formellement dans 'opérateur Zle paramétre 1/h par 'opé-
rateur 4.

Théoréme 4.2. Sous les hypothéses du théoréme 4.1, il existe une solu-
tion (*) de Péquation

~ id id
f(— ytra Za‘f"’t’f‘>¢ =0
pouvant s’écrire

V= K;a,gr, L1 +ed)—1 Z cpv(a,t)XV[P(a,t),Q(a,t),t] (2.10)
v=1

ouy,al, I, X,,P(a,t),Qx,t) sont définis comme pour le théoréme précédent,
o @,a,t) satisfait (29) et la condition initiale @ (x,0) = @(x), les
%) (v = 1,...,r) étant des fonctions quelconques indéfiniment différentiables
d support compact.

Remarques
(a) Rappelons que I'opérateur k% ( — i%, - i(%,x,t,A) est défini de
la fagon suivante :

Lo(x) = 5 LP,poy1.x,t, A)PT(x)

(*) Notons qu’il faut remplacer dans (2.3) hpar 1/4 et que & et y, ne dépendent évidem-
ment pas de / et appartiennent a I’espace des fonctions avec un nombre démontrable de normes

<(3_X) F(x,1) ;

. k=1,2,.

k

Max
x, 0<1<T
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L(p,P,+1,%,t,A) €tant un opérateur dans B® commutant avec 4 et dévelop-
pable en série asymptotique par rapport aux puissances de 'opérateur résol-
vant (A — i)~!.
(b) Dans lexpression dey donnée par la formule (2.8) il faut rem-
placer 1/h par A.
(¢) Dans l'expression (2.10) on a, comme précédemment,
X\.[P((X,t),Q((Z,t),t] = Xv(p,p,,H,q,t),

avec p = P(a,t), g = Qx,1), ppyy = H(P(a,1), Oa,0),0),
et ¢ est imaginaire pur.

(d) Le théoréme 4.2 est aussi valable lorsque la condition (I) :
||(]. —+ 814)_1 ||B.i < 1:

est satisfaite pour tout ¢ imaginaire pur ou négatif. Il reste encore vrai sila con-
dition (I) n’est satisfaite que pour ¢ imaginaire pur, mais que B’ = B'* @ B~
(voir page 152).

De ce théoréme résultent tous les résultats précédents relatifs a ’asympto-
tique du probléme de Cauchy.

Posons, dans le théoréme 4.1,

m=1,4, = 1 et Ap,x,t,h) = L(p,x,t,h).

Supposons %, = #(p,x,t,0) auto-adjoint dans B'.
On obtient

Théoréme 4.1a. Sous les hypothéses du théoréme 4.1, la solution de
Péquation oy
th=> =20, x,t,hy (2.11)

Vo = KD n X 00D X(p°(),4°@),0)  (211a)
ou @), h)e C®[C*], peut sécrire
'10 = K{;ha?r: ,h Z qov(a,t,h)XV[P(a,t),Q(a,t),t] (212)
v=1

ou o, I',,P(er,t)Q(x,t) sont définis comme précédemment et oul
o, t,h) = {@,(,t,h),. ., t,h)}

satisfait I'équation

0 : 0%, OH\ 0
‘ (XV’EX‘) - igl (XV’<aPi B api)‘a—)‘iX”)

1 & 0*H . 0
" E1‘221 axiapiéuv B 1<XV,WX”>;;=0

do _
dr

o (213)

p=P(a,n
q=Q(a.1)
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et la condition initiale

o, t, h) =0 = @), h), v=1,.,r

A partir de ces théorémes généraux on peut obtenir sans difficulté des for-
mules asymptotiques (globales) pour les solutions des systémes hyperboliques
dont les données initiales sont oscillantes ou discontinues.

A titre d’exemple, nous allons considérer les systémes hyperboliques
faiblement connexes.

Remarquons enfin que le théoréme 3.4 et tous les exemples du chapitre 1
résultent également du théoréme 4.2.

§ 3 SYSTEMES HYPERBOLIQUES

Considérons un systéme faiblement connexe hyperbolique au sens de
Petrowski de la forme

Su ak,+...+k,.+1
Lu = ) ay, . (x, ) ———————u =20,
O k. Thiss Oxkr ... Oxkn Grkn+a
kni1#
we (3.1)
U= (Uy,.u),
ou ay ... . (x,t) pour k, + ..+ k., <s estune matrice d’ordre r. Intro-

duisons les notations suivantes : on désigne par A(8/0x,d/dt,x,t) la partie
principale de 'opérateur L

o 8 & &
(=, 2 %) = a — ¢ _ + % (32
(ax ot ) k1+u.+zkm=s Kokt gk pxknppnr oS 52

kni1¥#s

et par B(0/0x,d/0t,x,t) opérateur matriciel :

a a s—1
—,,X,l] = a X, ) — (3.3
(63( ot ) m...ugﬂq-l bk )ax'{‘...axflatk"“ G-)

Supposons maintenant que :

(1) les racines H = H"(x,p,t) du polynéme A(p,H,x,t) = 0 en H sont
réelles et distinctes;

(2) le polynéme en p,A(p,0,x,t), est non-négatif et, en outre, si
|p| = 6 > 0, alors A(p,0,x,t) > ¢ > 0;

(3) les coefficients de ’équation sont C*®.

L’équation caractéristique pour (3.1) s’écrit

S S
A(a,a,x,g =0 (3.4)
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Aux racines

os* . 8s _
ot =H (X,E,t> (V = 1,...,8) (35)

de cette équation correspondent s bicaractéristiques satisfaisantes des équa-
tions d’Hamilton du type (1.2),ch. 1, pour v =1, ...,s.

Théoréme 4.3. Soient A un opérateur auto-adjoint de l'espace d’Hilbert H
et o(a) une fonction vectorielle a support compact indéfiniment différentiable
sur la variété I’ et a valeurs dans H . Sous les hypothéses précédentes relatives da
Péquation hyperbolique (3.1) il existe des solutions vectorielles u(x,t) a valeurs
dans H qui peuvent étre représentées sous la forme

e [ 040, H ¢, 0" [ B g0 |
ux,t) = KA,r,,Rz oH" oH"

t=0

¢ v v v -1 n 2 v v v
X exp l aA(p 7H 7q :t):| Z a A(P :H 7q :t)
2 Jo 0H" S oplag!

aZA(pv’Hv’qv’t)
JH" 0t

— ZB(p",H",q",t)>dt}qo(a), (3.6
ou

P o= — glndl[ao,a?] + 4 '[

l[a®, a?]

(— H*dt + ) p{dq;>,

i=1
p’ =P, ¢ =01, H =HQ@1,P@1),)

) est le point initial de Patlas %, l[a°,a®] un arc compris entre a® et o et
appartenant au film R, .

L’ensemble des solutions de ce type est assez vaste, et par combinaison
linéaire on peut obtenir la solution de I’équation considérée (3.1) satisfaisant
une condition initiale de la forme

i—1
0 u 0,a°

PYS! :KA,,-E,RZ(PI'(“) i=1,..,s,

ou I'(i = 1,..,s) est une sous-variété lagrangienne quelconque €t ¢ x) une
fonction vectorielle & support compact indéfiniment différentiable sur I et &
valeurs dans I'espace H. Ces conditions comprennent en particulier le cas de
données initiales discontinues et oscillantes, considérées dans le livre de
Courant ([38]). Cela résulte des remarques suivantes.

Comme auparavant, on peut faire agir 'opérateur A" sur les deux membres
de I'égalité du théoréme 4.3.

On obtient alors dans les termes de droite et gauche de cette égalité des
fonctions généralisées au sens de la section 2°, § 1, ch. 1.
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La fonction AMu(x,t) sera une solution généralisée de I’équation corres-
pondante. Aussi si A = id/dx, et si Hest lespace L,[R'] des fonctions
de 7, on peut alors poser G(x) = ¢g(z) f(«), ou g(r) est une distribution égale
a la N-iéme dérivée d’une fonction continue et f(«) une fonction a support
compact a valeurs dans R!.

Dans le cas de conditions initiales oscillantes, il faut poser H = L,[R']
l'espace des fonctions de w sur lintervalle [1,00], 4 = w, l'opérateur de
multiplication par w

o) = gf(), g = lweL,[R"].
Alors Ag = 1, Au(x,t) est une fonction dépendant du paramétre w,et

0 0
¥, — ¥,
KA.I'.».RZ—Ka).I',.I/a)'

§ 4 ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES D’UNE EQUA-
TION A COEFFICIENTS OPERATORIELS

Considérons un espace B, o B! est un espace hilbertien et soit

L= L(xl,...,x,,; - iha%,..., - ih%;h)
Vopérateur introduit au § 2. Supposons de plus qu’il ne dépende pas det et
Pn+1> QUil soit auto-adjoint dans I'espace d’Hilbert L,[B'] = WI[R", B']
des fonctions de x,,...,x, & valeurs dans B! et qu’il satisfasse la condition (I)
du §2.

De plus supposons que le spectre de I'opérateur L ne soit pas limite
pour A = E°.

Enfin nous demandons l'existence d’une famille de variétés lagrangiennes
fermées compactes I'(E) sansbordpour E€ € = (E° — ¢,E® + ¢) ol ¢ > 0
telle que :

(1) I'(E) dépend continfiment de E,

() P{(p(a),q(a)) = E pour a e I'(E) (ici H(p,q) est 'opérateur hamilto-
nien de L),

() U, [(E) = I'(E) = I['(E).

Remarques

a) L’ensemble & ne doit pas nécessairement coincider avec lintervalle
(E° — ¢,E® + ¢). Il suffit qu’il soit dense sur cet intervalle.

b) L'opérateur U, , est opérateur de déplacement le long des trajectoires
du systéme hamiltonien donné par H(p, q), I'opérateur hamiltonien associé
ay.
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Nous prendrons comme mesure () sur la variété I'(E), une mesure
invariante pour les déplacements le long des trajectoires du systéme hamil-
tonien.

L’opérateur (*) R = idit +iG

d © (0L° OH\0X*
v &~ yu v [
(X @t ) " (X ’i=21 (api api> api>

1 & 0*H (o OL .,
—51‘:21 51’1'5"1‘6“ B 1<X ’%X )h=0

.d .
R—1a+1

p=Pa,t)
2=0Q(x, 1)

sur la variété I'(E) est auto-adjoint dans ’espace des fonctions de carré inté-
grable par rapport a la mesure o(x).

Soient u(E) une des valeurs propres et &(«) la fonction propre cor-
respondante.

Théoréme 4.4. Soit {E'} = & (i = 1,2,...,i,) un ensemble de points
de & dépendant de h et tel que sur I'(E') soit vérifié le systéme d’équations

% 35 p(o)dg(o)) = I, mod 4 1<k<k, 4.1)
k

ou jg dénote lintégrale sur le k-iéme cycle de base de la variété I'(E'), 1, Iin-
k

dice de ce cycle et k, le premier nombre de Betti de la variété I'(E'). Alors il
existe une sous-suite A de valeurs propres de Topérateur L, telle que

A= E' — hu(EY + O(h?), 4.2)
et la fonction spectrale de Popérateur L associée d Tintervalle
AL = {2 — O(h),2 + O(h)}

vérifie la relation

} (1 — Exd Kiiree  n ; &) X (o) =0(h) @3)

L»[R", B
Remarques

a) Le théoréme 4.4 n’est pas trivial lorsque n = 1 et que L (x,p,h) est
un polyndme en pa coefficients matriciels, c’est-a-dire pour un systéme
d’équations linéaires d’ordre m.

b) Lorsque L(x,p0) = H(p,x),

.d . 0*H .0L
R=igG 2 ' e

(*) Les produits scalaires sont calculés dans B .
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Notons que pour r = 1, et H(p, x) réel, la matrice G est nulle et le probléme
se raméne a la recherche des fonctions propres et des valeurs propres de 'opé-
rateur de déplacement (ou I'opérateur de id/dt) le long du systéme hamil-
tonien sur la variété I'. Ce probléme est trés étudié (*). En outre, dans ce cas
nous pouvons prendre g = 0,&a) = 1.

Comme exemple considérons 'opérateur d’Hamilton de la forme

ﬁ——LZA th +—e+ﬁ|‘—‘|) 4.4)
BT ST v e o I L E U
ou B B
Fi=(x,¥1,21), Fy = (X3,¥3,22),
2 2 2
NP SN

oxt  oyr 0z

elachargeet H x(|Fy — F,|) est 'hamiltonien le plus général pour le systéme
de N électrons dans le champ de deux protons immobiles (voir par
exemple [87]).

L’opérateur d’Hamilton H est celui d’une molécule di-atomique. Soit
E(|F, — 7,|) une valeur propre de lopérateur H(|F, — 7,|) (appelé le
terme é€lectronique). Supposons que la fonction

W|Fy — F|) =——— + E(|F, — F,|)
|7y = 7y
ait un minimum (C’est-a-dire le terme E(|F, — F,|) est stable (voir par
exemple [47])). Pour simplifier, nous supposerons, comme cela se passe ordi-
nairement, que ce minimum est unique. Cette condition n’est pas essentielle.

Nous allons chercher 'asymptotique des valeurs propres de I'opérateur H,
distribuées dans un voisinage du point A°, compris entre le minimum et le
maximum absolu de la fonction u(|F, — 7,|). Dans cet intervalle, le spectre
de H est discret (voir [23]). Faisons I'hypothése que la multiplicité de la
valeur propre E(|F, — F,|) reste constante dans le domaine Q25 |F,
pour lequel u(|F, — F,|) < A°, C’est-a-dire que dans ce domaine le terme
E(|F, — F,|) ne se recoupe avec aucun autre. Supposons la multiplicité
égale 4 1.1l n’est pas difficile de montrer que sous ces conditions 'opéra-
teur H, v(|Fy — 7,|) vérifie la condition (I), si pour B® on prend Ies-
pace W‘”[R“’] et si I'opérateur H vérifie les conditions du théoréme 4.4.

Désignons par a les dimensions linéaires de la molécule.

Passons dans (44)4 des variables sans dimension.

Posons p, = %, Py = %2 et divisons (4.4) par
Vo= _Min E(|F1 - 72‘)

. ri~r2]|eQ
On obtient 'opérateur |
~ V2 V2
H= - A +— Ay - By
2 2 |P1 — P2l

(*) Pour les autres cas voir [3].

a,)
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ou
V = h o ¢ o h
_77 1 - 2 2 = —7
av MV, Vo avmV,
m étant la masse de I’électron
Ici
N 62
c=1,2
i=21 dp? ( )

sera a nouveau noté A, .

Puisqu’en pratique, pour des molécules, V ~ 1073 — 1074, et oy ,0, ~ 1,
on peut considérer ¥ comme un « petit » parameétre et chercher I'asympto-
tique de I'équation #Y, = Ay, pour V — 0. L’opérateur hamiltonien #
a alors la forme

2
LA
2

+— % —— E(a‘/71 - 152‘)
|P1 - Pz| Vo
Il lui correspond ’équation suivante d’Hamilton-Jacobi :
7 —F
{l(VIS)Z +l(V2S)2}+ . %y — + (|r1 "2|) =1° (4.5)
2 2 |P1 - /’2| Vo

Introduisons de nouvelles variables :

+

o |3

r=p, — P2 R=p, +p,.
En désignant respectivement par Vi et V. les opérateurs V par rapport aux
variables R et r, on obtient

E(ar)

— 30
A = A°

SRS + (7,87} + 24

Ainsi les variables 7 et R se séparent et, en posant S = S(¥), on obtient

2 2 2
) RN, PNy
or r’\o6 r*sin? 6\ d¢p r Vo

Il est facile de voir que la condition (4.1) s’écrit, dans ce cas :

2
9 _ ot _Ean| . S _ 2 e
aor r Vo a0 sin? 6

= Zna = 2nm,

Jy= i;/ —‘”—dG—Zn(a—a)—n(ZH-l)
sin? 6

- J \/ 20 4° _ﬂ E(ar):|_ ot Jw)zdr =a2n + 1).
4n%r?
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ou r, et r, sont les racines de I'expression sous la racine carrée. Ainsi
0 2
e =2 + O(V?),
avec 1 vérifiant I’équation

-[ \/210 20, 2E(ar) ( + 1/22)2V2dr k4 1)V

0 r

Notons que la méthode connue de Born-Oppenheimer (la méthode adia-
batique) peut étre appliquée a la solution du probléme posé avec la condition
supplémentaire : k ~ 1 (voir [87]).



CHAPITRE 5

REPRESENTATION CARACTERISTIQUE LOCALE
POUR LES EQUATIONS DU TYPE
DE L’EQUATION DES ONDES

L’asymptotique locale, ¢’est-a-dire pour ¢ suffisamment petit, des solutions
d’un systeme d’équations de type hyperbolique avec données initiales dis-
continues ou rapidement oscillantes a été étudiée dans la littérature mathéma-
tique (voir par exemple [26], [6, 1], [46, 1], [46, 2], [40], [38], [50], [2], [5])-

Le développement quasi-classique local des équations de la mécanique
quantique qui est tout & fait analogue au développement asymptotique des
problémes mentionnés ci-dessus a été formellement donné dans la littérature
physique [24], [27] (voir aussi [8], [51,1], [26]).

Aussi ce chapitre est-il consacré a la démonstration de ces formules, démons-
tration qui s’appuie d’une part sur le théoréme 3.2 de la théorie des pertur-
bations et d’autre part sur une estimation de I'inverse d’un opérateur dans tel
ou tel espace (*).

La déduction mathématique de ces formules peut étre, en gros, esquissée
de la maniére suivante :

1) On démontre que la substitution de ces formules asymptotiques a priori
dans les équations donne des expressions de I'ordre O(1/w") (i.e. des termes
appelés non-cohérents).

(*) 1I serait tentant (voir [29]), de remplacer 1/k par i3/ds (passage a I'optique pentadi-
mensionnelle, voir [67], [63]) et ainsi de réduire le probléme de I'asymptotique quasi-classique
au probléme, considéré par Ludwig [50]), de I'asymptotique des systémes hyperboliques dont
les données initiales sont oscillantes. Cependant, il est facile de voir que le probléme ainsi obtenu
ne satisfait nullement les conditions d’application des théorémes de Ludwig et de Lax. De la méme
fagon, le probléme de 'asymptotique quasi-classique se raméne par exemple pour I'équation de
Schrodinger 4 un probléme trés complexe avec des données initiales sur les caractéristiques. Un
tel probléme ne rentre méme pas dans le cadre de la théorie de I'« uniformisation » de Leray [26].
Daus le cas relativiste, le plan ¢ = 0 pourrait ne pas étre de genre espace (pour certaines relations
entre les coefficients). Cette difficulté supplémentaire est liée au fait que 4 = 0 est un point du
spectre de 'opérateur 18/ds, alors méme que 1/h # 0.
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2) On donne une majoration de 'opérateur inverse. On en tire une esti-
mation de la différence entre la solution exacte et la formule asymptotique
donnée.

Notons que les formules asymptotiques et les restes deviennent simul-
tanément infinis aux points focaux.

Cependant, pour les équations de type tunnel ce schéma n’est pas adéquat.
Nous donnerons donc ici une démonstration qui suivra un schéma quelque
peu modifié, de fagon & pouvoir I’étendre aux équations de type tunnel. En
outre, les démonstrations que nous donnerons permettent de s’appuyer sur
les théorémes (3.2) et (3.6) de la théorie abstraite des perturbations. Ceci sim-
plifie d’une part les démonstrations et d’autre part diminue les conditions de
différentiabilité a imposer aux coefficients des équations.

§ 1| ASYMPTOTIQUE LOCALE D’UNE SOLUTION DE L’EQUA-
TION DE SCHRODINGER

1. Représentation quasi-classique

Construisons d’abord la représentation caractéristique (quasi-classique)
pour I’équation de Schrodinger :
., 0 h*
ih Egb = ——zAlﬂ + VXY x = (x,.,x%y (1.1)
Le systéme correspondant des bicaractéristiques (au sens de § 2, ch. 1) a la

forme des équations hamiltoniennes

. . v
e S S
0x;

Démontrons un lemme préliminaire. Considérons un systéme général
d’Hamilton

. _OH s _ o

YT BT T

ds z 0H

- i; pia_pi_ H (1.2)

Supposons que les dérivées troisiemes de H soient continues, et que le sys-
téme (1.2) ait une famille & n-paramétres de trajectoires ne se coupant pas :

{x(ﬂ,t),p(ﬂ,t)} ﬂ:(ﬂ17"'7ﬂn)

Lemme 5.1. Le jacobien Y ™' = det | 88,/ dx;| vérifie I'équation de con-
tinuité
oY !
ot

+ divY lgradS = 0.
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0x;

0B;

Démonstration. Considérons dY /dt, ou Y = det

On a évidemment
dYy -
= D.,
TP

ou D, s’obtient & partir de Y en remplagant les éléments de la i-éme ligne par

d%x;

56, (j=1,..,n).
Mais

% =% (voir [59,3)),
ct |

8%x, & 9%S 0ox,

1

Gtop; = ox,0x,0P;

Seul le i-éme terme de cette somme ne dépend pas linéairement des autres
lignes du déterminant D,.

Aussi
2
0=y, e Y ovyas

ox? dt

et par conséquent
-1

dZt + Y IAS =0;

d’ou
oy~! -1 -1
Franis gradY ™ '-gradS + Y 'AS =0 c.q.fd.

Pour VY ™!, on obtient 'équation

/v—1
266—}; + div(~/ Y 'gradS) + gradSgradvVY ' =0 (L3)

Passons a la déduction de la représentation caractéristique pour I’équa-
tion (1.1). Substituant

w(x’t) — A ’Y‘le”‘"s"‘")qo(x,t) (1.4)

dans (1.1) et tenant compte de ce que, pour toute fonction différentiable R(x;),
ona
o 0 h=18(x,t) _ oth7'S(x,1 [_ ;3 i ﬁ
1h gR(xi)e =¢ ih o, + o, R(x))

L

et de ce que S satisfait 'équation d’Hamilton-Jacobi

oS 1 2
— — v =
o + 2(grad S +7%v(x)=0,
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on obtient
ih%(Y"”2 Q) = — %th(Y‘”2 ®) — %ih [div(Y ~? ¢ grad S) + grad S grad (Y~ 12¢)]
D’ou

) G
lh{T + '2—[le Y Y%grad S + grad S grad Y‘”Z]}q)

Ly —1/2 de h? -1/2
+ 1hY ¥ + gradSgrade » = — —2A(Y p) (1.5)
Substituons @(x,t) = e(x(8,t),t) = $(B,t). Ona

9 _dp, 3 000x _do

o "ot X ax e o T gedegrads (1.6)
De (1.5) et (1.6), on obtient enfin
@ — ll +1/2 -1/2
=2 YV EAY a6, (1.7)

ou Ay est Popérateur de Laplace en coordonnées curvilignes (B), et ceci est la
représentation caractéristique locale de I'équation de Schrodinger.

2. Estimation de I’opérateur inverse

Considérons I’hamiltonien (auto-adjoint)
. 2
= —%A + 9 (x, 1) X = (x;,.,X,) (1.8)

dans I'espace L,[R"].

Désignons par L,[L,] l'espace des fonctions de ¢ intégrables au sens de
Bochner sur lintervalle 0 < ¢ < ¢, et a valeurs dans L,[R"]. Soit V la
somme directe L,[L,] @ L,. Soit C[L,] 'espace des fonctions continues
de t,0 <t <t, avaleursdans L,.

Les normes de ces espaces sont :

to o
Mmm=JJJ|wwmmtpwgdﬂ&
0 —®

|9 ey = Max \/J |g(t,x)|*dx  pour ge C[L,],

0<t<tg

g 3 v = 119 leiza + | f s>
pour g e L|[L,], feL,, {g,.f}eV.

Considérons un opérateur L dont le domaine de définition est contenu
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dans C[L,] et le domaine des valeurs dans V et agissant de la maniére sui-
vante

Lg(t, x) = {9(0, x), ag(at’t x) 4 % Ag(t, x) } %

pour g(t,x) e D(L) = C[L,].

En vertu du lemme (4.1) du ch. 4, partie I, il en résulte en particulier que
|Z=*]|| < Cte. Dans le cas ou ¥(x, t) ne dépend pas de ¢, ceci est dil évi-
demment au fait que 'opérateur H est auto-adjoint. En fait, si

Lut,x) = { f(0), F(x,0)},

il est évident que
t

ut,x) = LU f(x), F(x, 1)} = e* Ay 4 J et =9 g(x 1)dr.
0

D’ou
t
|, %) |, < | f e + J | #(x,7) ||, de (1.9)
0
Max Jutt, ) oy < [/ oo + |7 Jeupea (1.10)

Considérons maintenant I'espace L,[R"] des fonctions de 8 (8 = (8;,--B,)),

muni de la norme
=y [ 170 Pas

11 lui correspond des espaces L,[L,],C[L,].
L’opérateur M

Mf(B,t) = Y713 (Blx,2), e =00 f(B(x 1), 1)

applique unitairement I'espace L, sur L,.
En effet, soit
glx,t) = YTH2ehTISE0 £(B ).

Alors
J|g(x,t)|2dx - Jlf(ﬁ,t)le"ldx - Jlf(ﬁ,t)lzdﬁ

L’opérateur M applique également ¥ sur V,L,[L,] sur L,[L,], et C[L,]
sur C[L,] avec conservation de la norme.

Par cette application, 'opérateur L est transformé en un opérateur L, de
domaine de définition contenu dans C[L,] et & valeurs dans V. Il est évident
que les normes || L7 = [LY| < ¢to.
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En vertu de ce qui a été dit plus haut, 'opérateur f,l agit de la maniére
suivante :

Lout,p) = {u(O,B),% + ihfllu},

Oﬁ
Y -1/2

(A est lopérateur de Laplace dans les coordonnées f).

3. Séries de la théorie des perturbations

Considérons maintenant 'opérateur L, de C[L,] dans V, de la forme

~ du
Lou(taﬁ) = {u(O’B)>E}
et un opérateur H, de C[L,] dans V de la forme

Hyul(t,B) = {0, H,ult,B)}.

Ona L, =L, +ihA, etenoutre | Lo | <ty et ||L71] < to-

En outre, si f(B), #(B,t) sont 2k-fois différentiables par rapport a p
et si le potentiel ¥ (x,t) est 2k-fois différentiable par rapport a x, alors
Texpression Lo *(H, Lo V)¢ { f(B),#(B,1)} existe et appartient & C[L,].

Par conséquent toutes les conditions du théoréme § 3, ch. 3, Partie 1, sont
remplies et nous avons, pour g € V :

~ k L~ ~ o~ .

Li'g =Y (hYLg'(H,L;'Yg + Wz (¢, B)
j=0

ou

|24t 8) e,y pour h— 0.

En particulier, si g = {0,%(8,1)}, alors

L5981 = J

0

t

F@B,0)dr et  HLylg= {o,ﬁl J ?(B,‘c)d‘c}

0
(AL:1)g = {0, a, J a, dt’J #(8, 7) df}
0
et

LY {0, #(B,t)} = 20 (ihy J A, dt, Jlﬁl dt, .. th_ly‘(ﬁ, t;) dt;

De maniére analogue

LT (11,0} = & (ih)fj Ay, J J CH ) A+ 6,0,

0
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Donc la solution du probleme

0 S

S0P + hH U P =0 u0,p) =SB
est de la forme

atf) = Y, f A d,.. J A f(B) dtyy + Wz, ),
J= 0

0
ou
Max | z,(¢, B} |z, > 0 pour h — 0,

si I’expression, qui est sous le signe somme, est une fonction continue de ¢ et
de carré intégrable en f3.

Une affirmation analogue est aussi valable lorsque f(8) = f(B8,h) est
analytique en h.

Considérons maintenant la solution du probléme

iaﬁtw = - gAw +V}E")¢ (1.11)

Voo = Wo = o(x,R)e™ 5= (1.12)

Théoréme 5.1. La solution du probléme (1.11)-(1.12) sous les hypothéses
que ¥°(x) € C*, o(x, h) € C%, Sy(x) € C* peut sécrire :

v = Y‘l/zexp{%éw,t)}@(ﬁ,h) + 2(8.10). (1.13)

Ce résultat, de méme que les résultats du paragraphe suivant, se généralise de
maniére évidente au cas ou le potentiel dépend du temps.

§ 2 THEOREME DE PLONGEMENT POUR LES FONCTIONS
ABSTRAITES ET ESTIMATION DANS DES ESPACES
DENOMBRABLEMENT NORMES

1. Théoréme de plongement

Nous avons besoin pour la suite du :

Théoréme de plongement. Soit, dans un espace d’Hilbert B, le généra-
teur A d'un groupe fortement continu, possédant un inverse et tel que
(@ +ed)™|| <1 pour ¢ >0 oueimaginaire pur. Soit ®(x)e L,[R",B]
appartenant aux domaines de définition des opérateurs (6/ox;)"HT!
(i=1,..,n) et ANZ+1

Posons a, = ((— 1)" + 3)/4. Alors

Vrai sup | A®(x) | < const.



192 Méthodes asymptotiques Chapitre §

Démonstration. Soit F(x) = (1 + A1 P (x).
Donc &(x) = (R )"+ #(x), ou
RA, = (1 +4)".
Remarquons que, puisque AR, =1 — R% |
| 4r%, ] < 2.

Notons |F(x)|p = |#] et F(p) = &>F(x) la transformée de Fourier
de %(x). Alors
| AR Y21+ Z(x) |

‘(RA 1)[n/2]+ IA[n/2]+1

Jm e*“'”f(p)dp\

Qm)y? w
< (2m)~? J i(ARfil)“/““f(p)}dp

e [T AR
. NS G

< @m)2 \[J (1 + P Y[ARE Y F () dp.

hall® o}

. ” dp
. 1+ (pZ)[n/2]+1

+
[ | (p)|*dp = 2"+2J |9°:(x)|2 dx,

On a alors :

-

J‘ i(AR/il)[n/Z]+1'?~(p:l|2 dp < 2n+2

A4 «

[ Imare g sppay - [ - g e

—

— J‘ |[( _ A)I/Z][n/2]+1 ¢(X)|2dx

Si [n/2] + 1 est pair, alors I'existence d’une borne pour la partie droite de
I’égalité résulte des conditions du théoréme de plongement. Si [n/2] + 1 est
impair, en utilisant I'identité

(=827 = J [(= A2 ([P dx = — J

«

fEAf(x)dx,

—

J |V f(x)|*dx

-
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on obtient
J |( _ A)I/Z( _ A)I/Z[n/2]¢(x)|2

- - Jm (= Q)0 9 AL (— )27 0(x) T dx

J | V(— A)Y2072T p(x) |2 dx

-

Il résulte alors du théoréme de plongement que cette intégrale est bornée.
Une démonstration analogue est valable pour un opérateur A satisfaisant
la condition ||(1 — ed)™'| < 1 pour ¢ > 0 ou ¢ imaginaire pur.
Le cas général s’obtjent a I’aide de la décomposition 4 = 4™ + A~ ou 4*
et A~ sont des opérateurs non-négatifs.

Remarque 1. Si A™! existe et est borné, alors dans le théoréme de plonge-
ment au lieu de R4, on peut prendre R§ = A~ !.

2. Opérateurs dans les espaces dénombrablement normés

Considérons I'espace S, muni de I'ensemble dénombrable de normes

k
| # oo = Max (ihi) x’"i)’?(x,t,h)‘ @1
T 0<t<to ot
O0<h<hg
| x|<w
k,iIm=1,2,.

ou

Considérons également l’espace R, muni de I'ensemble dénombrable de

normes
2

a k
<iha> x"p F(x,t,h)| dx

a
2
17 Vn g |
O<h<ghg ¥~ ®

Lemme 5.2a
Soit F(x,t,h) €R,. Alors &7, F(x,t,h)€R,.
Démonstration. Soit

Fp,t,h) = &%, F(x,t,h).

V P. MasLov. — Théorie des perturbations. 8
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Il est évident que

a B
pﬂ(ihi> F(p,t,h) = &%, (— ih;—x> x*F(x,t,h).

op
Donc :
@© d LI 2 @© 2 B 2
Blin "1 — _ i, Y & g
J-m P (1h6p> F(p,t,h)| dp JL(D ( ih 6x> x*%F(x,t, h)| dx,
d’ou laffirmation du lemme.
Il est évident que S, est plongé dans R,.
Lemme 5.2. Soit g(x,t,h) € R,. Alors (*)
h"2g(x,t,h) €S, (2.2)
Démonstration. En vertu du théoréme de plongement :
T R ) S S Y MY P OO
Jt B2 2

Donc h"?g(x,t,h)€ S, < R,.

Considérons les espaces suivants : Wi(p) de norme

1 a
lglk; = _ZO [Plg(x)j*dx et

Kx,p), de norme
lole, = 3 | ipvocoPas
itj<l J_ o

Théoréme 5.2. Si y(x,h)e S,, alors
W2 et By (x h)e S, .

Nous démontrons deux lemmes préliminaires.

Lemme 5.3. Supposons que les dérivées l-iemes de ¥ (x) existent et
soient bornées. Alors lopérateur exp (i/h Ht) est uniformément borné dans
Pespace Wh(P) pour 0 < h < hy,0 <t <'t,.

Démonstration. Comme cela est démontré dans [51,1] on a TPidentité
t

[B’eih qg,] =ih-t J eiru‘{(r-r') [B,I:I] eih -1y dr, (2.3)
0

(*) Plus précisément

. ) , on peut modifier g(x,t, ) sur un ensemble de mesure nulle de maniére
a avoir (2.2).
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Elle entraine 'inégalité
t

Max [[[B.H]g)., (249
ou
in © o s an oA n
o-oofsis (1ot [ iobee i - 8- 54
Supposons le lemme valable jusqu’a [ = k. Il est évident, puisque les dérivées
de #(x) sont bornées, que le commutateur [p**,H] = [p**!, ¥(x)] sera

un opérateur borné dans W% . De (2.4) résulte que si y € W5*!, la norme
| 6*** g, est bornée puisque d’aprés I'hypothese de récurrence g € W .

Lemme 5.4. Supposons les dérivées l-iemes de ¥ (x) uniformément bor-
nées. Alors Popérateur exp(ih™'Ht) est uniformément borné dans [lespace
K(x,p) pour 0 < h < hy, 0<t <t,.

Démonstration. Elle se fait par induction. Supposons que ge K,_; et
que la norme || x"~!'p'"™* g, soit bornée. Montrons que g € K; entraine
que la norme | x"p' ™g||,, est aussi bornée. Pour m = 1, I'hypothése de
récurrence est satisfaite en vertu du lemme (5.3). Le premier terme de la partie

de droite de I'identité
[Xmﬁl_m,l:l]g — xm[ﬁl—m, ”i/(x)] _ ihmxm—lﬁl—nw lg

est borné en norme dans L, , puisque g € K,_, . Le deuxiéme terme est borné
d’apres 'hypothése de récurrence. De (2.4), il résulte quelanorme | x"p' " "g ||,
est également bornée.

Comme pour [ = 1 I’hypotheése de récurrence est satisfaite, le lemme est
ainsi démontré.

Montrons maintenant que si y(x, h) € R, ,exp (ih"‘l:lt) y(x,h) € R, (alors
dulemme (5.2) résultera le théoréme). Pour cela, il reste a montrer quesi y e R,,
la norme | (ihd/dt)g|,, est uniformément bornée pour 0 < h < hy,
0 <t €t,. Cela résulte de I'identité

k .
‘ (ih(%) g exp<%1:1t>1:1"y

Le théoréme est donc démontré.
De la discussion précédente découle aussi, ce qui est important pour la
suite, le :

= 18 .-

L, Ly

-1
Théoréme 5.1a. L’opérateur [1% — %I:I:| applique R, en lui-méme.

Un théoréme analogue peut &étre démontré lorsque le potentiel #7{x)
dépend aussi du temps. Il faut alors s’appuyer sur l’estimation (2.1) du
lemme (4.1) de la premiére partie. Le théoréme est aussi valable dans le cas
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ou l'opérateur A est I'opérateur du premier ordre de Dirac. La démonstration
est analogue a celle du théoréeme (4.1a).
Du théoréme 5.1 résulte la proposition suivante :

Théoréme 5.2a. La solution du probléme (1.11)-(1.12) peut étre représentée

sous la forme (1.13), ou
z(x,t,h)es,.

Démonstration. Le passage a la représentation quasi-classique s’effectue
a l'aide de la transformation

Y = Y 2exp (%S)u.

11 est évident que si u € S,, alors € §, et réciproquement. Le théoréme se
démontre par I'intermédiaire du lemme suivant qui se rapporte d’une fagon
générale a la théorie abstraite des perturbations.

Lemme 5.5. Soit A,C,U,; (i = 1,...,N) des opérateurs linéaires dont les
domaines de définition et de valeurs sont contenus dans lespace dénombrablement
normé B® . L’opérateur C qui a un inverse et qui commute avec A et U, est défini
sur tout B® ; une restriction(*) A de Popérateur A a un inverse, et le domaine de

N
valeurs de Popérateur C™™ A — Y CiUi) est égal @ B® .
i=1

Supposons qu’il existe des solutions Xg,..,Xy, ,m+1 de Péquation Ax =0,
telles que : fo = x,

~ k
fe=x+A4A1>Y U fi.; (a2 pour k=1,.,N, +m+ 1
i=1
appartienne au domaine de définition de
N
B=) C'U,.
i=1
Alors il existe une solution de I'équation
N
<A— Y C"Ui>y=37, ¥ € B®,
i=1
qui peut étre mise sous la forme
Ni+m Ni+m - -
y=Y Cfi + Y CA Y BAYWF + CV*1f,
k=0 k=0

ou fe B*, silona

Ni+m - -
Y C*A~YBA™ Y& e D(B).
=0

k

(*) L’équation Ax = 0 pour x € D(A4) peut avoir des solutions non-triviales, mais pour
x € D(A) on a seulement la solution triviale.
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Démonstration. Faisons agir I'opérateur A — CB, ou
— s i—1 U
B i;1 ¢ e
sur un élément de la forme

Ni+m Ni+m

y= Y Cf + 3 CAYBA Y&
k=0 k=0
Puisque A4A"'B = B et Ax; = 0, alors
k
= Z Uifui et
Ni+m Ni+m
Ay = Z c"z Ufuei + Z CXBA Y7
Ni+m-—-1 Ni+m
— Z Ck+1 Z U]+1.f;c ; + Z Ck(BA l)k
k= j=0
ou l'on a pos¢ U; =0 pour j > N.
Il est évident que
N N-1
Z CJUj':b =C Z ClUi+1':b
=1 i=0
N+m+N -1 Ni+m+1 -
= Z ck+! Z Uisr1 fi-i + Z Ck(BAhl)kgz
k=0
Donc :
N ) N+m+N;y k ~
|:A _ Z ClU::llp - _ Z Ck+1 Z Ui+1 j;c—i _(BA—I)N1+m+1CN|+m+Iy— +5;
i=1 k=Ni1+m i=0

— CN1+1+mg + F
ol g € B® en vertu des hypothéses du lemme.

Ainsi :
e (4 - CBYY = CV*limg 1 &

Drapres les hypothéses du lemme, il existe une solution v de I’équation :
C ™A - CBv=yg.

Comme il est évident que y = y — C¥'*!yp est la solution de I’équation
(A — CByy = #, il en résulte I'affirmation du lemme.

Posons, dans le lemme 5.5, B® =S§,, 4 =1id/0t, A =18/0t sur les
fonctions s’annulant pour t = 0, B = I?l, C=h.

0 (g
Les conditions du lemme pour l'opérateur i— 3 hH sont vérifiées,

puisque le domaine de ses valeurs, comme nous 'avons montré, est égal a §,.
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Les solutions de I'¢quation idg/dt = 0 sont des fonctions dépendant
seulement de xo = (xq,,-.,Xo,)-

. . . as . .0 o .
D’ou il s’ensuit que les solutions de 1’équation i = hH, = i# peuvent
étre écrites

1

N k N\
u=y By (— i J dtH1> @p—;j
K=o  j=o 0

N t t\k
+ 1 Z h"(—iJ dt(—iI:I1 J)?)-i—h”“f,
k=0 0 0
avec f€S§,.

Par conséquent la solution y du probléme (1.11)-(1.12) peut étre repré-
sentée sous la forme (1.13), ou

Z(x,t,h)=VY e Sfes,

ce qu’il fallait démontrer.

§ 3 EQUATIONS RELATIVISTES

1. Equations de Dirac

1. Considérons I’¢quation de Dirac :

ih% — e®(x, ) — cy(ihV + Sszf(x,t)>¢ — mchy = ih%—f ~Hy =0

(3.1)

ou = {Y, ¥, ¥s¥ats x = (x1,%5,%3), H(x,0) = { A, oy, d5)et d(x,1)
sont les potentiels vecteur et scalaires du champ électromagnétique considérés
ici comme des fonctions données de x,¢.

Supposons que la solution de I’équation (3.1) satisfasse une condition
initiale de la forme

v |z=o = @q(x)eh 'S (3.2)

Considérons I'¢quation classique de Hamilton-Jacobi correspondant a

I’équation (3.1) :
2 2
<% + eq>> - c2<VS - -j-d) — m2c* =0 (3.3)
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D’aprés (3.3) on voit que 45/t a 2 valeurs. Les solutions x*(t) = X*(x,,?),
pE(t) = P¥(x4,1),5(t) = S*(x,,t) du systéme d’équations ’Hamilton :

dxt  OH* dpr  oH*
dt — dp;° dt ox;°
x* |t=0 = Xog» pi |z=0 = VSO(XO)7
T 3 +
B mr ey o2

de i=1 opi

2
HE(x,p,t) = ed F c\/(p - ;M) + m2c?

correspondent respectivement pour les signes + aux deux branches de I'équa-
tion Hamilton-Jacobi.

Supposons que /(x,t) et ¢(x,t), leurs deux premicres dérivées, et les
dérivées secondes de S(x) soient bornées. Alors (cf. ch. 8, § 2) pour ¢ inférieur
at,, la famille des solutions du systéme (3.4). correspondant au signe + (de
méme qu’au signe — ), ne se coupe pas, le jacobien

aXii(XO ’ t)
0x¢;

Y *(xq,t) = det H

est difffrent de 0 et la solution de Iéquation X*(x,,f) = x est
unique : (x& = xF(x,?)).

Soit S*(x,t) = §,(x,,t) les deux branches des solutions de Iéqua-
tion (3.3), satisfaisant la condition S*(x,0) = S,(x). L’équation de Dirac
élevée au carré s’écrit (voir [86], [81,2])

2 2
[(ih% - e¢> - cz(ihV + SJZZ) — m%* + hR(x,t)}X =0 (35

ol R(x,?) est une matrice (4 x 4) de la forme
R(x,t) = ec[(o,H) — i(x,E)].
E(x,t),H(x,t) sont les vecteurs du champ électromagnétique et
¢ =(0,,0,,03)

sont les matrices de Pauli [86].

Posant : x|,_q = @q(x)e™ " So

o\ _ {qu + cy(ihV - ;d) + mc? }‘Po 'S (3.6)
0

1h 3

t=
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on obtient que y = y, ou Y est la solution de I’équation (3.1), vérifiant la

condition (3.2) (cf. ch. 1). Désignons par B(x,,t) la fonction %%{(xo,t) et par

o1 i
f = exp{_ 1 2 J R[X(x07t)>t] |t=t(r)dt}f07
2mc

0
ou

7= 1(xg,t) = J V1 — B3xq,t)dt.
0

la solution du probléme

.df 1

1— =
dr  2mc?

R[X(x0>t)>t] |r=r(z)f7 f(O) = fo

Par le changement

it = ot YE[1, ¢z — [).{i(xo’o)]zexp[iSi(x,t)],
¢ — [X*(x0,0)]* h

PF[X*(x0,7),t5(X0,T) ] = 04(x0,7) (3.6a)

i T
H, (x,7) = exp{— 2 J R[X*(xq,1),t] |,=,(,)dt}0i(xo,-c)
2mc* J,
I’équation (3.5) se met sous la forme suivante (« représentation » quasi-
classique de I’¢quation de Dirac pour I’électron (+)et le positron(—)).

0, ih

x 2m620i(x°’1) e, | Y720 1(x0,7) H

ou

_ e o [XExo, O T I ~
0.(Xg,T) = \4/c2 [ X 0T exp{ o L R(X*(xq,1),1) |,=,(t)d‘c} (3.6b)

O,,.. est I'opérateur de d’Alembert en coordonnées curvilignes. Ce résultat
est aussi une conséquence du paragraphe supplémentaire : cf. § 5 « Solutions
des équations de transfert ».

Supposons (x,?), P(x, 1), Sy(x) indéfiniment différentiables. Soit

i . T
0, _ ih exp| — R* dr 0+|Yi|1/2Dx0:|Yi|_l/2
o1 2mc? 2me? |, - ’
x exp| — — R*dt o, H#E
2mc* [,
0i|r=0 = eg—;i-(‘x07h)’ '%:—- |t=0 - 0 n > 07 'Kl = 0
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ou F*(xy,h) est une fonction indéfiniment différentiable dex, et h.
Dénotons

i - i [TReac| 3 2
s eprlarrefals [ ol

0

+
xo= Xg(x, 1)

(3.6c)

La démonstration de lexistence de solutions ¢y et~ de I’équation de
Dirac (3.1) telles que
Y= xy = KV (x, b

v — xy = KT z(x,8,h) (3.6 d)

ou z(x,t,h)e S, etz,(x,t,h) eS,,
s’effectue de fagon semblable a celle du théoreme (5.2).
Pour cela, il faut utiliser des estimations des solutions de I'équation (3.5)
analogues a celles qui ont été obtenues pour ’équation de Schrédinger.
Toute la discussion relative a I'équation de Schrodinger comme nous
l'avons déja dit dans les remarques concernant le théoréme (4.1) s’applique au
cas de I'équation linéaire de Dirac (3.1).

2. Estimations des solutions de I’équation quadratique de Dirac et de
Péquation de Klein-Gordon-Flock

Désignons par @, I'opérateur (3.5), défini sur les fonctions vectorielles
suffisamment réguliéres u(x,t) € C(L,), vérifiant la condition

u(x,0) = u(x,0) = 0.

Ici, L, est 'espace des fonctions vectorielles de carré intégrables.
Désignons en outre par L, les opérateurs fermés de C(L,) de la forme
L 0u A
L, ux,t) = lha — H,,u

ou les A, sont comme dans (3.1), et définis sur les fonctions suffisamment
réguliéres u(x,t) € C[L,], satisfaisant la condition u(x,0) = 0.

Théoréme 5.3. Les opérateurs hL3} et hLZ} appliquent R, dans R,,.

Ce théoréeme se démontre comme le théoréme 5.1a.
On voit facilement [86] que Q,, = L,,,-L_, =L_,-L,,.
Sur D(L,,) = D(L_,), on a ldentit¢ 2mc* = L_, — L ..

-m

Dou Q' = LZAL7E =ﬁ(L;}n — LZ}). Dou:
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Théoréme 5.4. L'estimation suivante est satisfaite

ax\/ﬂQ;lf(x,t)lzdxs%J J|f(x,t)|2dxdt
0

Soit L, ,, 'opérateur de C(L,) dans la somme directe L, ® C(L,), qui
s’écrit

iimu(x,t) = {u(x 0),1 h@u((;c .1 I}imu(x,t)}

(on notera L., = L,)

et soit §, lopérateur de C[L,] dans la somme directe L, ® L, ® C[L,]
donné par

O, ulx,t) = {u(x 0) ;ih a“(;‘ 0. [(ha_ _ eq;)

2
- c2<ihV + Ed) — m* + hR(x,t):Iu(x,t)}

On a alors l’identité

0nt {¥1,72,0} = [L+m (¥, = Hoys0) + LI5{= v, + H,y,,0}].

(3.7
On peut la vérifier en faisant agir sur les deux membres de I’égalité (3.7) 'opé-
rateur J, .

En effet, puisque

-~

0
lhaLim {y,0} |r=0 H,,L:, {y 0} |r o= Himy

alors
Qm[fﬁ;l{yZ_H—mylao}"_z‘:l {_y2+ﬁ+myl70}
= {}’2 - —m}’1 — Y2+ H+m}’1>H v, — —m}’1) +H_(—y, + ﬁmyl)’o}

= 2mc? {y,,y,,0}.

On peut démontrer, de maniére analogue au théoréme (5.2), le théoréme :
Théoréme 5.5. Si yeS,, w21 {y,0}eS,.
Ce théoréme et I'égalité (3.7) ont pour conséquence :
Théoréme 5.6. Si y,,y, €8S,, alors

W20, {y.y1,0} €S,
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et en outre

Théoréme 5.5a. Si y eR,, alors L;1{y,0}eR, et

1 0n* {991, 0} | < const{ | Hopy i, + IH-ylluy + ¥ li. }»

la constante étant indépendante de h .

Théoréme 5.6a. Siy,y, € R,, alors 0,(y,y,,0) € R,.

Une proposition analogue pour 'opérateur de Klein-Gordon-Fock résulte
des arguments donnés « ci-dessous ».

Théoréme 5.7. Il existe des solutions ™ et y~ de Péquation (3.1) telles
que
Yr — xabest) = B (e, x, b
Yo — an(x,0) = Bzt x, k)

ouz,et z€§,.

Démontrons un résultat semblable pour les solutions de I'é¢quation de
Klein-Gordon-Fock.

Considérons I'opérateur de Klein-Gordon-Fock K = Q, — hR(x,t). Le
développement formel de K~ ! en séries de puissance de hRQ, ' est de la
forme

1 QI Y RROI. (38)
k=0

Cette série converge. En fait, pour l'opérateur RL_', on a l’estimation

(cf. lemme 4.1, ch. 1)
- I
IRLZL Lo, < IRI [ 1 aadt
0

m >

Puisque Q! = 1 _ L71),il résulte de I'inégalité précédente

2 mc?
R
e A

D’ou Pestimation suivante

k to ty e -1
||(RQ;1)"f||iz\J—J dtlj dtz...j I f liady
0 0 0

Zh)k
R[4
(mc?h) k!

qui entraine la convergence de la série (3.8) et I'inégalité | K| < Cte/h.

ax | flz,
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Considérons I'espace S, muni d’'un ensemble dénombrable de normes
de la forme

0<t<
O<hg1

| oCe.t.h) [ = Max/J |Pp(x.t,B)|? dx

avec p = — ih%.

Théoréme 5.8. Si les coefficients de I'équation de Klein-Gordon-Fock sont
indéfiniment différentiables, I'opérateur hK ™' est partout défini dansS,, ie.
quel que soit f e S,,hK~' f €8§,.

Démonstration. Montrons d’abord que

|PRL: o ||z, <=5~ Z IPe |z, de
0 i=1
ou la constante ne dépend que de i.

La démonstration se fait par récurrence. L’inégalité est vérifiée pouri = 0,
supposons la vraie pour i < N — 1 etestimons | p*RL,, !¢ |,,. Etant donné
I'identité

[A,B~'] = — B"'[4,B]B™!,

on obtient
| "RLy o |z, < |RL,'B"o |z, + | [P". R1L. e |z,
+ |RL, [V, L] Lot ||, -

Pour le premier terme, on a

|RL; 5% |1, < Cte- j | 5% |z, dt

et pour la somme des termes restants, d’aprés ’hypothése de récurrence et les
conditions du théoréme, on a

R _ L _ Cte I N—1
I(3".R1L: ¢ |z, + | RLL (3", Lu] La o |1, <— Z | P [z, de.

Ce qui démontre la récurrence. De cette inégalité on tire

i - C
IpR0toli, <S¢ [ % 1ol
0

j=0

et comme lors de la démonstration de (2.8) on en conclut que

. _ Cte-i* & |
“ 14 hk(RQm l)kq’ ||Zz < k ! 'ZO “ P](P ||I:2'
ji=
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En effet, pour k = 1, cette inégalité a été démontrée. Supposons la vraie
pour k < r: alors

||p1hr+1(RQ 1)(RQ"11)’(P“L1 < J Z ||p-’h’(RQ l)r
0

j=0

J po |z, dt
0 j=0a=0

Cr+1tr+1 ir+1 i

ST LMl

C étant une constante dépendant seulement de i.

En substituant cette estimation dans (3.8) et tenant compte (cf. théoréme 5.4)
de ce que si ¢ €8, alors hQ, '@ € §,, on obtient que hK~'p € §,.

Soit maintenant ¢ € R,etu = hK~'¢p. On a

Kxu = [K,x]u + hox, = hf + hox; (i=1,..,n)
D’aprés ce qui a été démontré, f € S et comme par hypothése x,¢ € S,,,
cest-a-dire xu € §,. Par induction on obtient x'u € §,, c’est-d-dire u € R, ,

donc hK ™! transforme R,enR,.
Soit K I'opérateur de C(LZ) dans L, ® L, ® C(L,) donné par

Ru(x,t) = {u( ,0), 1ha“(;‘ 0) (ha—t +e q>> u

2
— c2<ihV — S y/) u— mzc“u}

Comme pour le théoréme précédent, on obtient a partir de Iidentité (3.7) le
théoréme :

Théoréme 5.8a. Siy, € R,,y,€R,, alors K~'{y,,y,,0} eR,.

§ 4 DEVELOPPEMENT DE CONDITIONS INITIALES ARBITRAIRES
EN COMPOSANTES CORRESPONDANT AUX DIFFERENTES
RACINES DU POLYNOME CARACTERISTIQUE

Nous allons montrer que les conditions initiales de la forme
ul=o = @()exp [i/hSq(x)]
Uli=o = @1(x)exp[i/hS,(x)]

peuvent se développer en composantes correspondant aux racines du polyndéme
caractéristique.
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Considérons pour simplifier, I'’¢quation du second ordre

{(1% - Aq)(x,t)> — C?[ — V2 + y%4%] + (B(x,1),grad) +AR(x,t)}u(x,t) =0
@“.1)

Tous les raisonnements s’étendent immédiatement au cas général de I'équa-
tion (1.16) du chap. 1, mais les expressions obtenues sont plus compliquées.
L’équation caractéristique pour (4.1) est

2
(% + <D(x,t)> — C*[ (VS +y*] =0. 4.2
Aux deux branches d’une solution de cette €quation
x
% — _ H(x,VS*,0) @3)
H*(x,p,t) = + $x,) F CV p* + y* (4.4)

correspondent deux systémes d’équations bicaractéristiques

x Ayt +

dx’ OH dp _ _OHT i _y | s
dt op; dt 0x;
Soient (X(x,,?), P(xq4,t)) les solutions du systéme bicaractéristique (4.5) qui
vérifient les conditions initiales X(x,,0) = x4, P(x4,0) = grad Sy(x,) et sup-
posons que Péquation X(x,,t) = x ait, par rapport a x,,une solution
unique : x, = xo(x,t). Notons S*(x,t) = §,(x,,1).
Définissons les fonctions v*(x,t) par la relation

vE(x,t) = u(x,t)exp[ — iS*(x,1) 4]. 4.6)

En substituant dans I’équation (4.1)
u = v¥exp[iS*(x,t) 4]

on obtient I'équation suivante pour v¥(x,):

0S*ovt 0P ovt " vt St
A2 98 s —ac? 02"
{ oo Tal % 20 Lo o
— [ (B(x,t),grad S*) + OOS* — iR(x,#) Jv* } =
, —i{Ov* + (B(x,t),grad v*) } @.7
avec [J=C?V? —6—2.
ot

Considerons I’équation (4.7) dans la représentation ou 'opérateur A est I'opé-
rateur diagonal de multiplication par w :

A= J wdEA.

— @
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Développons formellement la fonction v*(x,t,w) en série de puissance
de 1/w

e 1
vi(x,t,0) = Y bki(x,t)—k. (4.8)
k=0 w
Ecrivons formellement pour la fonction

i
vi = Y by(x,no"

a=0
les relations de récurrence :
08T vt 9o ovt o8* av—
il N it + il S 2
e Tt X Z o, 0%,

— [(B,gradS*) + OS* — iR(x,?) Jv; =
—i[ Ovy~, + (B, gradv® )] 4.9

Supposons que, pour ¢t = 0,5* = Sy(x), & = Py(x).
Posant, dans les relations (4.9) : j = 0,v%, = 0,t = 0, on obtient

v 1/8S* -1
= =3 (Tt + <D0(x)> {ZCZ(VSO,V)
t=0 t=0
+ (B(x,0),VSy) + [OS*| — iR(x,0) —a—f }vg(x,O)
t=0 t=0
= Bivg(x,0) (4.10)
Les conditions initiales de la forme
Uy =0 = @5 (x, w) €% (@.11)
ouy . 08* vy ;
| (mr7ﬂ— oF + 2 >ewﬁﬂw 4.12)
t=0 t= t=0

ol @Z(x,t) sont deux fonctions analytiques quelconques de w, indéfiniment
différentiables en x, seront dites respectivement positive et négative.
Elles correspondent aux deux racines du polynéme caractéristique.

Lemme 5.6. Les conditions initiales de la forme
Ulimo = Ylx,@)e™™® ] _o =0 4.13)

ou de la forme

’

Uleo =0 U|eo = Ylx,w)e@%o™ (4.14)
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peuvent se représenter d Pordre O(w™""1) sous la forme dune somme de condi-
tions initiales positives et négatives

Ulno = Uy =g + Uy =0 + Ol@ 71| Ul=o =0 (4.15)
ou .
ou _ [Ouy | Ouy CN-1
o _<6t - az) 0™
t=0 t=
4.16)
Uljeo =0
Ouy N
ot et uy se calculant formellement d partir de (4.11) et de (4.12).
t=0 t=0

Démonstration. 11 suffit de trouver des fonctions ¢@*(x,w)et ¢ " (x,w)
telles que

“|z=o = (uy + “1;)|r=o + O(w ™71 (4.15)
_ (Ouy | Ouy
_<6t +7)

t=0

Y(x,w) = 0" + 9~ + O™ V71,

oS~ oot
+ - N
+ ot ot

’

U,

+ O™ 4.16)

t=0

c’est-a-dire

. fos™
io{—

Développant Y(x,w),p(x,w) en séries de puissance de 1/w et comparant
les coefficients, on obtient en degré 0
P + @5 = ¥o

(Do + CV (VSo) + ¥P)og + (@ — CV (VS + 7 )es =0,
d’ou
ok = F &5+ CVUVS)? + yzl//
o= -

2CV (VS + 2

ot

) — O(w—N—l)

t=0 t=0 = t=0.

En comparant les coefficients de ™! :

o7 + 01 =¥y,

(@, + Cv (VSol* + v)of + i(Po — CV(VSe)* + v*)er = By, + By,
puisque v4(x,0) = Yo(x). Dou
+ _ = Qo F CV(VSy)® + ¥*¥, + Bag
(pl = + )
2CV (VSo) + 77

avec Byyy = i(Bf + B{)Y,.
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On peut ainsi obtenir ¢ (x) pourk < N.

Des développements formels semblables des conditions initiales en com-
posantes correspondant aux différentes racines du polynéme caractéristique
peuvent étre effectués pour une équation quelconque a coefficients opératoriels
de la forme (1.16), ch. 1. Ce sont des développements de ce type qu’a utilisé
Ludwig pour les systémes de type hyperbolique [50].

§ 5 SUPPLEMENT : SOLUTIONS DES EQUATIONS DE TRANSPORT
POUR CERTAINES EQUATIONS (OU SYSTEMES) DU TYPE
ONDE

La proposition auxiliaire suivante sera un outil important pour I’étude des
solutions des équations de transport.

Proposition A. Si les équations

dx . iy
T F(x), x =(x;..X,,.,) admettent une famille de courbes intégrales
T
x(t,a, ..a,), on a légalité

iln D(xl s XX+ 1) — dlvgg
dr D(a, ...a,7)
La démonstration se fait en modifiant 1égérement le lemme de Sobolev
(cf. Smirnov, T. 4)
Venons-en maintenant 4 la considération d’équations concrétes du type
ondulatoire.
1. Considérons un systéme hyperbolique faiblement connexe & caracté-
ristiques distinctes :
aml// ak1+...+k,l+1
Ly = o * [k1+...'§n+1lsm T ot s521) oxk ... ax:"at""“l// =0 G
knt1#m
ici y = {¢, ..y} est une fonction vectorielle & N composantes et les
matrices @, ..., , sont, pour k; + .. + k,,, = m, proportionnelles a la
matrice unité.
Introduisons les notations suivantes :

0 0 am am
A L, TLX, | = — Y t—
(ax > ) r B T

1... kK,
+othnpr=m M Oxkr L OxEn gk s Gpm
am—-l

_’—7x7t = Z akl...k,. A K A L oAk .
(ax ot kit tkpsr=m—1 T oxk . Oxtn gtk +1

Soit S(x,t) la solution d’'une des branches de Iéquation caractéristique
relative 4 (5.1).
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Substituons dans le systéme (5.1) ¥ = ue'S et annulons le coefficient
de o™ ™! . On appelle !'équation ainsi obtenue : équation de transport de
Péguation (5.1).

Elle peut se mettre sous la forme

d 1 n+1 62/1 62
‘(5,2

o, 6p1 ax, 0%, ox, + B)u =0 (5.2)

i,j=1

Lorsque B est proportionnel 4 la matrice unité, cette équation est donnée
en () — la généralisation en est triviale). Ici, t est un paramétre
(t|.=o = 0,x,,, = 1). Il faut remplacer x,p,t par les fonctions correspon-
dantes de 7, calculées le long des bicaractéristiques du systéme (5.1), c’est-a-dire
le long des caractéristiques de I’équation caractéristique.

Effectuant la substitution u = vexp[— J Bdr], I’équation de trans-
port devient 0
dv 1"yt 324 %S
3,2 Fpop, ox,0%,"

i,j=1

=0

Il est évident que la direction de vecteur v ne change pas le long des bicaracté-
ristiques. Aussi peut-on chercher v sous la forme

v =1v,e’J 2 ouy, = Cte, J=If((rt—,,;:j)'
On obtient
dp _1d 1 nrloog24 0 328
O 20 Y3, % Tpapanew,

Utilisons la proposition A.
Pour cela, écrivons les équations en x(t) et #(z)

dx; 04 de  aA

—_t = _— = =1, ..
& o W, o e
On a alors
d nog oA oS J oA oS
d_’!,'an Z a apl (VS,a ) +5_5p"+1<VS’E’x’t>

Substituant cette expression dans ’6quation de transport, on obtient

dp 1 & 84 1 24
dt 2% 0p,ox; 20p,. 0t

=0

Intégrant cette équation, on arrive 4

Q= @y + 1 t i A =+ 62/1 dt
° 2 o \i=1 0p;0x; ~ 0pny, 0t
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Repassant 4 une intégrale en ¢, et tenant compte de
_ D(t,x) Dx dt Dx d4
- D(r, xo) Dxodr DXy P4y’

on obtient le résultat formulé dans le lemme suivant.

Lemme 5.7. La solution de Péquation (5.2) s’écrit

B oA \ ! D(x,) VoA N1 g
“‘“(O)[/ (apm) D(;)]e"p{ J (apm) [ z ap,ax

it alal e

2 apn+ 1 L
Exemple. Considérons I’équation des ondes
2

d
Friie C*(x,t)Au = 0.
Ici A(p,p,4q,x,t) = p2,; — C*(x,1)p?, B = 0;so0n équation de transport est

du 62 )

ou ¢ et 7 sont liés par I'équation dt/dt = 2p,., etcomme p?,, — C*p*> =0 :
dt
dr

Calculant les dérivées de A et les substituant dans (5.3) on obtient :

- et foied [ (55 Jot

En utilisant I’équation p = + VC|p| on aboutit alors & I'expression sui-

vante pour u
Cy on
|p|3/2 NV cV Dx

2. Considérons I’équation du type onde

+2C|p|.

{[i% + A@(x,t)] +C*(x,)([V — iA(x,1) > — A%y?)

+ Z B(x, t) + iAR(x, t)}(//(x n=0 (54

introduite dans la premiére partie, ch. 1, § 2 et qui comprend comme cas
particuliers différentes équations de la mécanique quantique. Demandons que

Iexpression S iste. o4 ot
X e (— iAo yyx, ),
k=0
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ou S(x,r) est solution de I’équation caractéristique pour (5.4), satisfasse
formellement I'équation (5.4).

Nous appellerons encore équation de transport de (5.4) 'équation que doit
vérifier la fonction i, . Pour résoudre cette équation de transport nous utili-
serons la méthode suivante. Remplagons dans (5.4) 'opérateur A par — 16/0y
(y étant une nouvelle variable que nous introduisons en plus de x et t). Alors
(5.4) devient un systéme hyperbolique faiblement connexe :

2 2
JL_ [g_@] +Cz[<v_%> +6_y}+sz(x,t)i+%}¢:o
o dy dy oy* x dx, Oy
- (5.4)*

En utilisant la solution de '’équation de transport, donnée plus haut, pour (5.4)*
et en faisant dans le résultat obtenu p, = 1, on obtient le résultat suivant :

Lemme 5.8. Une solution de I'équation de transport pour (5.4) s’écrit

_ [Dxy Clxg,0) [(po — #(x0,0))* —
I/ l/10(0)\/ Dx Clx.1) N 2x.0) =

xexp{ JI Sl [(p—.szi)-VCz—kak—R]dt}
0 2C/(p — AP — y?

Le facteur multiplicatif (— 1) prend les valeurs + 1 correspondant aux deux
solutions linéairement indépendantes des équations de transport.

3. Considérons maintenant le systéme d’équations de la théorie de
Iélasticité

= 0 + )L My A,
Jx

i 0x;
dA du (Ou; | Ou;
+a—d1vu + = p <6x + 6xi> (5.5)

L’équation caractéristique pour (5.5) se décompose en branches de la forme

asy + A+ 2

5 =T a|vsi|, a=\5 (5.6)
+

5i b = ulp- (5.7

On définit I’équation de transport pour (5.5) de la méme maniére que pour les
équations précédentes. La solution de Iéquation de transport pour ST est
appelé onde longitudinale, celle pour S5, onde transversale.
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On appellera respectivement équations caractéristiques et bicaractéris-
tiques les équations d’Hamilton-Jacobi et le systéme d’Hamilton.

Nous allons considérer séparément le cas des ondes longitudinales et celui
des ondes transversales.

La solution présentée ici est due a B. Kouchevenko [41].

(a) Ondes longitudinales. L’équation de transport, aprés le remplace-
ment de u par @VS, ou ¢ est une fonction scalaire, prend la forme

VSMeVS =0,

ol M est un opérateur agissant de la maniére suivante sur les fonctions vec-
torielles :
a*S 0v oS
Mv=pv—+2p—— — (4 + divo)VS
ot # [(divo)

+ V(vVS) — u(vAS + 2VvVS) — VA (v VS)
— VS(Vy) — v(VuVS)]

on utilise la notation

du; 0S

Ox,;0x

JEi

(Vuvs) =

En utilisant I’équation d’Hamilton-Jacobi, on peut obtenir I'identité suivante
(sans perte de généralité, on considérera dorénavant I'onde correspondant
a S* et on omettra le signe +):

a

2| vs|
2 2
S _ pVOSVS - vavs
or 2|vs|?

V% — — Va|Vs| - V(VS)?
t

On peut alors calculer VS M VS en utilisant I’égalité précédente et ’équation
d’Hamilton-Jacobi et on obtient :

— (4 + 2w [@ AS(VS)? + 2VVS(VS)? + @VSV(VS)*]

— 20VuVS|VS|* — (VAVS)|VS|Pe + %azp(pVS A(VS)?

+ 3pa(VaVS)|VS[* ¢ — 2ap|VS|3% + 2paVSa(VS)? ¢ = 0.

Rappelons que
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Pour simplifier I’équation, nous allons utiliser le lemme de Sobolev (cf. Propo-
sition A). d
Si x satisfait I’équation & X(t,x), alors

de
d., Dx .
d[l ]D—xo = le X .

Appliqué aux trajectoires de notre systéme, ce lemme fournit la relation

AS — |VS|[ d Dx _ Vavs + avSv(vs)?
dt on |VS| 2|vs P

a

En utilisant cette expression pour AS, 1'égalité suivante, qui résulte du systéme
d’Hamilton :

df ¢f VfVs

I " TS
ainsi que le fait que (p,4,u) ne dépendent pas explicitement du temps, on
réduit 'équation de transport a

d ( \/(i+2u)¢>—0

dr
Sy
D(x) %o
Do(x,)
On obtient une solution exactement semblable, pour 'onde correspondant
asT.
D’ou le lemme :

D’ou

Lemme 5.9. La fonction vectorielle

Po_Po 2

P Dx aO
Dx,

satisfait Péquation de transport pour les équations de élasticité dans le cas
des ondes longitudinales.

u= A

(b) Ondes transversales. Posons u = nv, + vv,, ou v, et v, sont des sca-
laires, n et v deux champs de vecteurs continiment différentiables tels que :

ny=nVS=vyVS=0 et n?=v=1.
L’¢équation de transport s’écrit alors :
nM-(v,n +vv) =0,
v-M-(v,n +vv) =0.
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En utilisant les mémes identités que pour les ondes longitudinales, ces équa-

tions se mettent sous la forme

dv, d Dx +v@ _0
dt T d '\ PDx, T @t T
do, d Dx +v(ﬂ -0
& TGP Dxy TG T
De nv = 0. résulte
dn dv
—-n=T.

a''T T d
Posant z = v, + iv,, on obtient alors
t
= [Po [% i d
z \/;zo Dxexp( 1LT t).
On a donc finalement le lemme :

Lemme 5.10. La fonction
t
/ d
u=n &%&"—cos - v—ndt-f-y +
p Dx cosy o &t
t
poDxy v, . dnd
200 “na - —dt
T p Dx cosysm< Jovdt )

ot y est une constante, est une solution de 'équation de transport pour les équa-
tions de élasticité dans le cas des ondes transversales. Si cosy = 0, il faut poser

t
_, [PoDxo dn
u=yv ) vav°cos<Lvdtdt).



CHAPITRE 6

ASYMPTOTIQUE LOCALE
DES EQUATIONS OPERATIONNELLES
AUX DERIVEES PARTIELLES

Dans ce chapitre, on étudie I'asymptotique des équations du n-iéme ordre
par rapport au temps, a coefficients opératoriels, dépendant de x = (x,,...,x,)
et des dérivées partielles par rapport & x,,...,X,. Les résultats de ce chapitre
seront surtout utilisés pour la construction de I'asymptotique locale des équa-
tions hyperboliques.

Les deux premiers paragraphes ont un caractére auxiliaire. Ils sont consa-
crés au développement asymptotique d’intégrales de la forme

+ o + o
J J e/Mg(x)dx,  x = (X, Xy)

— 0 — 0

ol g(x) est une fonction & valeurs dans un espace de Banach B, f(x) une
fonction a valeurs sur la droite et 14 le générateur infinitésimal d’un groupe
dans B. Le probléme consiste 4 calculer cette intégrale a des fonctions appar-
tenant & D(A") prés.

En s’appuyant sur les formules obtenues au § 2 et sur le lemme 5.5, Ch. 2,
de la théorie des perturbations, on construit ’'asymptotique locale des solutions
d’é¢quations opératorielles aux dérivées partielles. Dans ce but on suppose
existence, 'unicité et la différentiabilité des solutions de ces équations.

§ 1 SUR LA RACINE CARREE D’UN OPERATEUR DANS UN
ESPACE DE BANACH

Considérons un opérateur non borné 4 dans I'espace de Banach Bet
possédant les propriétés suivantes :
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1) Popérateur A engendre un groupe 4 un paramétre e’ fortement
continu et borné pour tout ¢

e | < M pour — 0 <t < 4+

2) Popérateur (1 + y24)~! existe, est partout défini dans B quel que soit
y > 0 et borné par l'unité;

3) lopérateur A~ ' existe.

Tous les lemmes que nous allons démontrer s’étendent directement au cas
ou 'opérateur A satisfait, au lieu de la condition 2, la condition 2a) 'opérateur
(1 — y*A4)™! existe, est partout défini, et borné par l'unité.

En vertu du théoréme de Hille-Phillips-Yosida (cf. premiére partie, chap. 4,
§ 1), la condition 1) entraine en particulier que

; <M pour tout — 0 < o <
1 — ixd
En outre, on a
{ - < | — < M (LY
1 — ied + 24 1+ %4 ||1_ia A
1 +y24

puisque, en vertu de (2.8), Partie I, ch. 4, §2

le®] < M, ou B, = A/l + y*4),
ceci signifie qu’en vertu de ce méme théoréme de Hille-Phillips-Yosida :
{ 1

—< .
1 — iaB, <M

Nous utiliserons la formule suivante (évidente) « d’intégration par parties »

JI eif (ﬂ) dr = — eiAf(O)g_(Q —id Jleuf(z)@df(t) (1.2)
0 1@ AW 0 1@

Ici, g(t) estunefonction différentiable 4 valeurs dans B s’annulant pour ¢t = 1.
Cette formule est valable 4 condition que 'intégrale qui figure dans la partie
gauche de 'égalité existe.

Lemme 6.1. L’expression
—in/4 @ s
T2 "4 e dx
0

/x

existe en tant qu’opérateur dans B avec pour domaine D(A).
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Démonstration. Soit g € D(4). Remarquons d’abord que, puisque A est
un opérateur fermé d’aprés la condition 1), 'égalité

N N
Jim {A J e'1¥g dx} = A!im J et 49 dx

0 0

entraine par définition de la fermeture
a0 a0
A J e¥’gdx = J e'1**4gdx.
0 0
Montrons que

f = J e’ 4gdx e B. (1.3)
0

Divisons I'intégrale (1.3) en somme de deux intégrales

L-L-1

Il est évident que f, = J e~ ’Agdxe B:
0

1
TAE j &4 ag | dx < M | Ag]. (14)
0

a0
Maintenant, estimons la norme de f, = J e 4’ Agdx.
1
Effectuons la substitution x> = t. On obtient :

@© - @© iArA
Azjemwmzéje 94;.
1 1 \/;

Intégrant par parties (*), on a

© iAt

i i
Agdr = ~e'tg — — dt 1.5
g 5 g4£ﬁﬁ (1.5)

1 © QA

c Ve

Le premier terme du membre de droite de 1’égalité (1.5) est évidemment infé-

rieur & 1M | g]l, et on a pour le second terme I'estimation :
e il <1 ﬂ ‘ dr < MHQH dt M, |g].
| ts/z 4| ts/z
Ainsi, nous obtenons finalement que
17l <Cll4g] + C,lgl (16)
c.q.fd.

(*) Cette formule s’obtient par passage a la limite co de la borne supérieure d’intégration.
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Définissons un opérateur P, de la maniére suivante

e4e e 2y dg (1.7)

P,g = \/7
ol geB et o > 0. Il est évident que cet opérateur est borné et défini sur
tout B. En effet,

e g dg ‘ < J | e =g | dg
0
<M]|q| J T de = M, g
0

Lemme 6.2. On a légalité P2g =

it g VgeB et a> 0.

En effet.

P2g = % J eiAe e q¢ J el An*—an® g dy
0 0

4 P a2 I 1
= — [Ars—ar d d = _ i(A+ai)t d[ —_ _
1 J; J; ) greree 1 JO ) I A + l(Xg

(cf. [28]).

Lemme 6.3. Vg€ D(A), on a légalité T?>g = Ag.

Démonstration. Soit T, = AP,, D(T,) = D(4).
Avant tout montrons que

2
Vi
au sens de la convergence forte dans B, pour &« —» 0,9 € D(4). On a

2 J e“4** e "™ 4g dx

Vri Jo

T.9 =

el4x? = gadx — Tg (1.8

2 N 42 N d 1Al —rzl d
= e e ™ Agdx + J Agdt
Vi f
~Na i AN
eidx? e =ax? 41 _ll
gdx + |- In
—at LAl
J ——gdt — « J Migdr (1.9)
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Il est évident que le premier terme du membre de droite de I'égalité (1.9) a une
limite lorsque « — 0 et ensuite N — o0, égale a4 Tg. Des inégalités qui
suivent, résulte que les autres termes du membre de droite de 1’égalité (1.9)
tendent vers 0 pour « — 0, puis N —» o0 :

~Na iAN

p |ee ‘ mlel,
VN YN
Te™ it Yo id MHQH
m H & eqd] < J e ar <202l
) « J - e gde ocM||g||‘J —dt
\/’

20M | g | J e ™ dx = anM|g|
0

Ce qui démontre la relation (1.8).
Considérons maintenant T? et montrons que

lm& T? = T? sur D(4?%). (1.10)
Pour g € D(4?), on a
T2g = T(T, - T)g + T,Tq. (1.10q)

11 est évident que
AT, — T)yg=(T, — T)Ag -0 pour a«—0.
Comme Tlinégalité (1.6) démontrée plus haut, on a :
| Tog, | < Cif 494 || + Collg | pour g, e D(4).

En posant (T, — T)g = g,, nous obtenons
| TAT, — T)g| < C,| AT, — T)g| + C,|(T, — T)g || — 0. (1.10b)
Etcomme Ag e D(A),ATg = TAg e B, ce quisignifieque Tg e D(4). Donc,
en vertu de (1.8) T,Tg — T?g pour a — 0.

On en déduit alors (1.10) avec I'aide de (1.104) et (1.105).
Il est évident que

T2 = & J e e " d¢ J e e~ dy A%g
0

Tl
0

® idt~at 4y 42 A? o’
= —1 MtmatdrA4g = —g = — o0 — - .
! _[0 ¢ g A+ 1ocg (A e A+ 1a>g
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Comme < M /a, il en résulte que

A+ ix
T3 — Ag pour g € D(4%).
a—0

Ainsi T?g = Ag pour g e D(A?%). Par fermeture dans la norme

lgll + || Ag |, cette identité se prolonge au domaine D(4). Le lemme est
démontré.

Soit P, Popérateur complexe-conjugué de P,

o0
2 ei1r/4 e~ idx? e-axz dx

Vi b

Lemme 6.4. Pour route fonction ge Beto > 0, on a légalité

_ 1 N Ck
P,Pg = =g + o'y }
I A+ ia{ kgo (A4 + i) Y

P, =

ot gy € D(AN) et les C, sont des constantes.

Démonstration. On a

PPg=PPg= 4 J eias? e ¢ J e~ g dy
T 0 0
rm/2 o)
— i d(p J eiArZ-rere-ZiArzcoszqagrdr
T JO 0
rPf2 @
— 3 dqo J eiAz-rzl e-ZiAzcoszqagdt
T JO 0
_2 (™ do g=2 Jm do .
T Jo a— iA(l — 2cos® o) nJo a+idcos2e

1 (" do 1 dz
== | —= 4= — 1.1
o J; o+ iAcosqog o J;é (¢ + 1A cosz) g (1.10¢)

ou le contour C, se compose des points
x pour 0 €< x < 7/2 -9,
z=< 72+ 6% 0<¢p<m,
x pour /2 +6 < x < 7.

Ainsi, sur le demi-cercle
icosz = icos(n/2 + Je'®)
=1icos (n/2 + dcosg)ch(dsing) + sin(n/2 + Jcose)sh(dsing)
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et en outre
sin(r/2 + 6cosp)sh(dsing) = 0, d <8y, 0
Doy, d’aprés (1.1),

A
AS)
A
A

[ (e + icosz4) ™ || < M/u quand z €C;.

De (1.10c) résulte
1 dz

- g
n(id — o) | cosz|:1 L ol + cosz) ]

PPg=

(i4 — a)cosz

_ 1 % " 1 +cosz | d
Con(id - o)} ,% ¢, cosz| (¢ —id)cosz gcz

A 1 +cosz J'°!
+ ol + cosz)| (¢ — id)cosz gdz .
CscoSz +—17——
iA— o
Comme l'intégrale
(=1 J 1 (l-l-COSZ ds
i c,C08z\ cosz"

existe et est égale 4 une certaine constante C,, on peut écrire

L dz oy G
T Jes cosz 4+ ol + cosz) amo o + AY
4 —a
oNt? (1 + cosz)¥*1dz

- B g
(@ — 14N ), ((Acosz + aycoszN*?

Montrons maintenant que

o (1 + cosz)¥*!
(@ — 14y Jo, (4 cosz + a)(cosz)¥*!

gdz e D(4Y).
En effet

‘ Ao (1 + cosz™*! g dz <oc-‘ (1__ ¢ Il
@ — idy" ), (Acosz + a)(cosz)" ! h o — id

(1 + coszN*+!
)N+1

-Max

Cs

J |(Acosz + o)™ tg| dz

(cos z s

< M1+ MY | g| CV,9)
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Le lemme est démontré.
Notons que si 4 vérifie (2a), il faut alors prendre — 7 < ¢ < 0.
Lemme 6.5. Pour tout g € D(A), on a I'égalité

TTg = Ag. 1.1y

Démonstration. On a

TTg = 4 e™** Adx e 4gdy.
TJo 0

En faisant une démonstration semblable a celle de la relation (1.20), nous
obtenons

J eiszAde e” " Agdy
0 0

= lim J eix?~=x* 4dx J e M 4gdy  (1.12)
a—=0 °
Comme pour les lemmes 6.3 et 6.4, nous avons :

2| eeargy [ emim-ar g2,
T 0 0

1 dz 2
T L o+ iAcoszA g
3

1 A o o
= — + - gdZ
T icosz cos’z i4
Cs cos? z(l +7COSZ)
1
2) i <M.
1 +—cosz
o
Comme
1 dz dz
TJ ==, HJ > g”<C1(5)Ilg .
1 )¢, cosz ¢, €0s%z
dz
J 1Acos z 9| < C2(6)M||g| ’
Cs coszz(l +—)
o
alors
lim 4 ei4x* ~ax® dx e M 425dy = Ag.
a—=0Tl 0 0

Ce qui, avec (1.12) entraine I'égalité (1.11) pour g € D(4?).
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Par fermeture en norme || g | + | Ag|, 'égalité reste valable pour tous
les g € D(4).
c.q.fd.

Lemme 6.6. Ona légalité T = T.

Démonstration. D’aprés le lemme précédent, pour g € D(4),

TTg = Ag.

D’autre part, en vertu du lemme 6.3 T?g = Ag.
Par conséquent, TTg = T?g pour g € D(A).
Ce qui signifie que pour g € D(4?%),T>Tg = T3g, Cest-a-dire

ATg — ATg = 0.

Donc d’aprés la condition 3) du début du paragraphe, Tg = Tg pour
g € D(4%). Par fermeture en norme | g| + || Ag| cette égalité se conserve
pour tous les g € D(4).

cq.fd.

Il en résulte que si 4 est un opérateur dans un espace de Banach réel B,
alors T est aussi défini comme opérateur dans B.

Dans la suite nous écrirons T = VA et P, = (4 + io)” 2. Ces nota-
tions sont justifiées par les lemmes précédemment démontrés. Lorsque A est

« négatif », i.e. vérifie la condition 2a), par v/ | 4| il faut comprendre /— 4.

§ 2 METHODE DE LA PHASE STATIONNAIRE POUR LES
FONCTIONS ABSTRAITES

Dans ce paragraphe, les formules asymptotiques de la méthode de la phase
stationnaire seront appliquées aux intégrales de fonctions abstraites. La
méthode de la phase stationnaire pour les fonctions a valeurs sur la droite est
justifiée, par exemple, dans les travaux [79,2] et [90].

Nous allons d’abord présenter formellement la technique (bien connue)
d’obtention de formules asymptotiques par la méthode de la place stationnaire.
Nous rencontrerons au cours de cette déduction des intégrales divergentes :
nous les régulariserons tout a fait formellement. Notons que la justification de
la méthode de la phase stationnaire donnée ici, ne s’appuie d’aucune fagon
sur le procédé qui sera décrit plus bas.
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1. Procédé formel de calcul des termes d’une série asymptotique
Considérons l'intégrale
+ o
Ih) = Jf et " I Mp(x)dx, ... dx, 2.1
ol @(x), f(x) e C® et ¢(x) est & support compact.

Pour calculer les termes de I'asymptotique de I(h) pour h — 0, appli-
quons la méthode formelle suivante : soit x = x, 'unique point stationnaire,
c’est-a-dire un point ou grad f(x) = 0.

Développons f(x) et ¢(x) en séries asymptotiques de Taylor au voisi-
nage de x = x,

J) = f(xo) +

n 62
Z | ox; ({x (o) (x; = x0) (x; — Xo5) + )

a(p(x 0) (

o(x) = olx,) + Z — Xo) + -

Faisons dans I'intégrale (2.1) le changement de variables

X; = Xo, = \/;Cj.

Alors
I(h) — eih ™ f(xo) pnj2 11_1:13 JJ —e|&|? CXp( Z fk; (xo) Cké )
X exp {1\/]; [fs (xo, &+ ff4 (xo,C) + ] } (¢(xo) + ¢1(x0a &) \/]’; + ..)dé&,
(2.2)
ou
1 n k
02 = g7 3 g
62 n ak
o) = 5O el d =y Y gk
Comme
0(x) = B&) = plxo) + Vhp,(x0,8) + o + K120 (x0,8) +
on obtient que
(%0, &) = exp (iVh(f3 (%0, 8) + vV hfa(x0.8) + )} 3(2)
= 3 w200, 2.3)
v=0

ol Q.(x4,%) estunpolyndmededegré ven &, ,(k = 1,...,n) & coefficients des
fonctions linéaires des dérivées de ¢(x) au point stationnaire jusqu’a 'ordre v.

V. P. MasLov. — Théorie des perturbations. 9
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En substituant I'expression (2.3) de y(x,, &) dans (2.2), il vient
I(h) = e 7o 2 N pI2C (x,) 2.4
v=0

ou

a0 n
. el 1
C,(xo) = lim e !¢l exp(5. Z Jix(xo) &l 0.,(x0,8)d¢.
=0 o 2 j. k=1
Pour v impair, Q (x4, {) est impair et les coefficients des puissances demi-
entiéres de h sont nuls.

Donc : o

I(hy = e "I N BCy (%),
v=0

ou C,,(x,) est une combinaison linéaire des dérivées de ¢ jusqu’a l'ordre 2v,
prises au point x = Xx,.

La justification de ce développement s’obtient en s’appuyant seulement sur
la formule d’intégration par parties (*).

Remarque :

Comme on I'a déja indiqué au paragraphe précédent, pour une fonction
abstraite g(x) & valeurs dans un espace de Banach B et pour un opérateur 4,
générateur infinitésimal d’un groupe dans cet espace, la formule d’intégration
par parties s’écrit :

JbeiAf(x) (ﬂ)ldx - — eiAf(a)M —i4 JbeiAf(l)@ df(t) (2.5)
a J&Y /' a AU

a condition que g(b) = 0,g(a)/ f'(@) € B et que l'intégrale de droite existe.
Cette formule permet d’étendre aux fonctions abstraites les résultats connus
de la méthode de la phase stationnaire.
Considérons le lemme suivant, qui est évident, comme I'illustration la plus
simple de cette méthode :

Lemme 6.7. Soient @(x) € C* d support compact, f(x)e C®,Q = supp ¢
et grad f(x) # 0si xe Q.
Alors

I(h) = JJ exp (%f(x)) p(x)dx = O(H") VN.

(*) 1 est facile d’obtenir directement une justification de la méthode de développement et de
régularisation des intégrales, exposée ci-dessus, en prenant un domaine d’intégration dans I’espace
complexe ne rencontrant pas le support de @(x) et tel que les intégrales de la formule (2.4) con-
vergent.
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Démonstration. 1l est évident que
h 1 8, 44
Ith) = ~ J (" T Np(x)dx. (2.6)
i, 0f[0x;0x;

Intégrant alors (2.6) par parties, on a : I(h) = O(h) et en itérant ce procédé,
on obtient le lemme.

Pour des fonctions abstraites, on peut reformuler ce lemme de la fagon
suivante :

Lemme 6.8. Soient x = (x,,..,x,),0(x) e C*(B) a support compact
Q,f(x)e C® et grad f(x) # 0 si x € Q, et i4A un opérateur infinitésimal d’un
groupe borné; alors

+o
JJ e /™ p(x)dx e D(4A") VN.

La démonstration se fait, comme celle du lemme 6.7, au moyen de la for-
mule (2.5) d’intégration par parties.

2. Cas a une dimension.
Développement en séries asymptotiques

Nous allons considérer ici une intégrale de la forme
b
J e/ g(r)de 2.7

ou f(t)e C®, et g(t) e C°[B], Bétant un espace de Banach et ou A4 est
un opérateur linéaire non borné, engendrant un groupe et satisfaisant les pro-
priétés 1-3 du paragraphe précédent.

On peut en particulier considérer pour ¢(f) une fonction dépendant conti-
niiment d’un paramétre h, g(t) = g(t,h), telle que toutes ses dérivées en ¢t
soient bornées pour 0 < h < 1, et pour opérateur A, l'opérateur de multi-
plication par 1/h.

Dans ce cas, la théorie que nous allons développer coincidera entiérement
avec la méthode ordinaire de la phase stationnaire telle qu’elle est exposée par
exemple dans le livie d’Erdélyi Développements asymptotiques [90].

Nous allons nous appuyer dans ce qui suit sur les résultats du paragraphe
précédent et sur la formule d’intégration par parties (2.5).

Lemme 6.9. Soient f(t)eC®,f(a) =0, f"(@ >0, f't) #0 pour
a<t<b, et g(t) une fonction C* d valeurs dans un espace de Banach B,
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S‘annulant ainsi que toutes ses dérivées pour t = b. Alors, pour m impair,
Va = 0, on a les relations
b

(A + ig)m* /2 J e Ot — ay"g(r)de

(m+1)/2
=l[ 2 ] r(’"_"'l el /4 i 4@ ()
20 f"(a) 2

+ (A 4 ia)—l/Z ei(A+ia)f(a)(pl(a) + (A + ia)-l ei(A+ia)f(a) (pz(a)

by

+ (A4 +ig7t J el =0y (&)d¢ + X(a) (2.8)

a

ou @, (a),,(a) sont des fonctions C* d valeurs dans B, () est C* d valeurs
dans B et s’annule ainsi que toutes ses dérivées au point b, y(a) € D(A%) et est C*
en a.
Pour m pair, Voo =2 0, ona :
b
(A + ia)m*h/z J e O — aymg(r)de

a

(m+1)/2
AT et s
2L f"(a) 2

+ (A4 + ia) 12 @ g (a)

by

e I O L

a

ou @4(a),x,(a) sont C* d wvaleurs dans B, y,(£) est C* d valeurs dans B,
YPMb) =0 (n =0,1,..) et x,(a) e D(A™).

Démonstration. 11 est évident que

o

b
I, = J e — amg(r)dt = J e+ — gy e O g(r)de

a

b
J‘ ei(A+ia)f(t) (I _ a)mgl(t) dt

a
b

(i)[m/Z] (A + ia)—[vn/Z] J

a

arinsofd 1 T
eil4+ia) £ |:_ _:| g,(t)de (2.10)
dr f(z)

ou g,(t) = (t — a)" e y(t), puisque pour m > 1:

’ i(A+ia)f(t)gl(t)(t —a” _ c N1 Jb i(A+ia) ft |:(t - a)mgl(t):|l
J; € —f’(t) df(t) = (4 + iw) ) e _f’(t) dt
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Soit :
d 1
LD =+
dt f'(r)
1l est facile de voir que si m est pair, f;(a) # 0, et que si m est impair, f,(f) a
un zéro du premier ordre au point ¢t = a. Supposons m impair. Alors, en
intégrant (2.10) une fois par partie, on obtient

[m/2]
| - argger.

(m+1)/2
Im = [ " ] C(m) (A + ia)"(m+l)/2 eiAf(a) g(a)
a
f"a) b o
+ i (4 4 o™ 12 e“”mt{ mﬂm 2.11)
) dr| £()

ou Cim) = (m — 1)!!, puisque

gid+ia) () fl(t) b

: i(A+ia) f(r) flt dt = (4 + i —1{
ILe O dt = (4 + i) 0

_ Jb ei(A+ia)f(r)[i fl_(t)] ds }
a dt f'(z)

On peut évidemment réécrire I'égalité (2.11) sous la forme

b (m+1)/2
J 4O — ayig(r)dt = l[i:l (7 1Y ciome 1y e
a 2| f@ 2

X (A + ia)—(m+1)/2eiAf(a)g(a)

a

b
+ i(m+ 1)/2(A + ia)-(m+1)/2 [ ei(A+ia)f(t)i |:f1(t):| dt (212)
Ja dz | f'(2)

Ainsi le probléme se réduit a I’étude d’une intégrale de la forme

b
I, = J U0 (1) de,

e eC*[B], @@ #0, o¥b)=0, k=0,1,.
On a

b
IO — JA ei(A+ia)f(t) (p(t)dt

by
= ei4tia fla) -|A ei(AHa)(f_a)z(P(t(f))j—édf

by
— ei(A+ia)f(a) -|A ei(A+ia) (5-a)2¢1(€)d€
a

ol ¢ —a =/~ f@.
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Soit la fonction e(¢) e C® :

b, —a

b, —a

i f—ac<
1516(1\4

On a

by

Io _ ei(A+ia)f(a) J ei(A+ia) (5_")26(6) (p(a)df

a

+ gid+ia) f(a) J l e(é)eiu+ia)(5—a)z(¢l(€) — @(a))dé

by
+WMMJD—%WWWWMM€

En vertu des propriétés de e(£), on obtient

[ee]

ywwwﬂwm@@:Jeww“%@%@

a

_ on sita+in (5_0)2(0((1) a + JNO [e(ﬁ) ~1] eftd+ia) (5_a)z(p(a) d¢

_ J ei(A+ia)”2(p(a)d?] + J [e(é) _ l]ei(A+ia)(5—a)z(p(a)d€
4]
ﬁ ein/4

2 /4 +ia

a

ola) + J [e(¢) — 1]e ™ E"9% p(a)deE.
D’ou

in/4
\/; € gil4+ia) f(a)

b
J‘ eitd+ia) f() o(t)dr = 5 - ola)
. A+ 1x

+ eild+ia) f(@) J [e(é) _ 1] eila+ia) (E~a)? (P(a) dﬁ
by
+ ei(,4+ia)f(a)|: J e(ﬁ) ei(A+ia)(5—a)z((pl(€) _ (p(a)) d¢

S EEECICE o 0]
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Notons que pour tout g € B, on a I'identité :

[ee]

J A1 € (| — o)) dE = J a6 (1 — o)) dé

[

— e($) i(A+ia) (& —a)2
—, de q)

B 1 ®1
T 20 T in) | ¢
S S T aria d /1 —ef)

_2(A+ia)J: elarm )qd€<§—a)d€

_ i e i(A+ia) (§—a)? d 1 Nl d
_[m e qd—éﬁ_a](—e(ﬁ))é,

Oﬁc——a_i_u

Ainsi :
[ e oo - eeaz e pian)
En outre, puisque
J [1 _ e(ﬁ)]ei(AHa)(f-a)z(pl(f)df — J [1 _ e(ﬁ)]ei(“+i“)(5_")2 (Pl(é)dé

et cette derniére intégrale, en vertu du lemme 6.8, appartient & D(A®), on a

in/4
Vn __e" uriof@

b
'[ AT T () dt = —— _ (@)
a A + 10

b1

e J e§)e 19 € (,(6) — (@) d + (@),

a

ol y(a) € D(A®) et est indéfiniment différentiable par rapport aa. Il est
évident que

[ et me-atioe) — piandz = 34+ ™ gita)

ia+ia (5_‘,)21[(3(6) [¢.(&) — <P1(a)]]d€

by

+i(A+ia)“J 3 2

a

by

_ %(A +ia) " @(@) + i(A + i) J

a

B 1/
i(A+ia) (E—a)y =7
e Y: dé,
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ou
(¢,(8) — 9,(0)

lp(é) = e(é) 2(6 — a)

D’ou finalement :
ﬁ ei1|:/4
2 VvA+ i

ii ia) f(a Ty T ’
-I-Ee“” @4 + i)~ ¢y (a)

b
J ei(A+ia) S (p(t) dt = ei(A+ia) S(a) (p(a)
a

by

+i(4 + ia)~! J e"“”"“”f_")z%dé (2.13)

a

ol Y(&) est une fonction indéfiniment différentiable de ¢ & valeurs dans B,
Yy®(b)=0 (k=0,1,.)et Y(a) # 0. Portant

b
Io — J ei(A +ia) f(t) (p(t) dt

de (2.13) dans (2.12), nous obtenons
b
(4 + jogytmt 12 J eSO gy de

a

i 2 1™ /ma1
P AR i(m+ 1) n/4 iAf(a)

+ (A 4 ia)—l/z ei(A+ia)f(a) (Pl(a) + (A + ia)—lei(AHa)f(a)(pz(a)

b

+ (A + i) J SUTREIT Y (O dE 2@ (214)

a

ou ¢,(a),@,(a) et x(a) sont des fonctions indéfiniment différentiables de a
a valeurs dans B,

x(a) € D(A%), (&) est une fonction indéfiniment différentiable de € a
valeurs dans B.

Supposons maintenant m pair, alors

b b
J eSO — ayrdt = M4 + in) "> J el UTIDIO £ (de (2.15)

ou fi(t) est une fonction indéfiniment différentiable de ¢

(@) = C,(m) g.(a) £0
10 = C0 Ty o



Asymptotique locale des équations opérationnelles aux dérivées partielles 233

En utilisant (2.13), on obtient :

b
(A + ie)m+ 12 J e (t — ayg(r)de

a

“[&

(i)(m+])/2 ei(A+ia) f(a) (03(‘1)
+ (A + ia)—l/Z ei(A+iaL)f(a) ¢4(a) + (A + ia)—l/Z

J lei(A+ia) E-a?y,(O)dE + X,(a), (2.16)

2
@s(a@) = f(a) \/f;@ )

¥,(€) est une fonction indéfiniment différentiable de £ 4 valeurs dans
B, p5(a),04(a), x(a) des fonctions indéfiniment différentiables de a 4 valeurs
dans Bet ou

ol

2:(a) € D(A4%).
Puisque
C,mg (a)

MO =T e

on a pour m pair

b
A + ia)mt bz J eSO (¢ — ayg(r) dt

a

i 2 1™ /m+1
- _ = ei(m+ 1) n/4 eiAf(a)g(a) + (A + ia)_ 1/2 eiAf(a)(p4(a)
2| (@) 2

by
+m+wﬂﬂje“mwwmma+n@ @.17)
ol ¢,(a) est une fonction indéfiniment différentiable de a& valeurs dans
B,{,(¢) une fonction indéfiniment différentiable de £ 4 valeurs dans B,
s’annulant ainsi que toutes ses dérivées au point ¢ = b, et ou x,(a) € D(4%)
et est indéfiniment différentiable. Ce qui démontre le lemme.

Faisons maintenant dans les formules (2.8), (2.9) « = 0, et appliquons ces
mémes formules a Iintégrale qui figure dans les membres de droite des
égalités (2.8), (2.9), mais pour « = a, > 0. A P'intégrale obtenue, appliquons
a nouveau les formules (2.8), (2.9) pour & = «,. En répétant ce processus,
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nous aboutissons ainsi au développement asymptotique de I'intégrale (2.7) en
puissances de lopérateur (A + o,i)~ 2.
Considérons maintenant l'intégrale

b
f eI0 (o) dt,
b

ot g¥—b) = gb) =0, j=0,1,..
f'l@ =0, f(a) >0, f'(t) # 0 si t # a. Décomposons cette intégrale
en somme de deux intégrales :

b a b
L-L-1
-b —b a
Nous pouvons appliquer le lemme 6.9 a chacune des intégrales du membre
de droite et obtenir le développement asymptotique en puissances de
(4 +iag)™ 12
Il n’est pas difficile de voir qu’il ne subsiste alors que les termes pairs de cet
opérateur et on obtient finalement
b N 1
Ja j Mg dt = Y — L _eg o) 4 7 @) @19)
b =0 (A4 + io,Y
ol %, ,(a) e D(A"*"), est a valeurs dans B, et est (N + 1)-fois différen-
tiable par rapport a a. En outre

1 2 1/2
Q) = - [(1/2)eitn4) sga 1@ o0y
go(@) 2[f,,(a)] (1/2) 9@

Lorsque l'opérateur A~ ' est borné, on peut poser o« = 0.

3. Cas a une dimension. Premier terme du développement

Le lemme suivant nous sera utile par la suite.

Lemme 6.10. Soit g(t) une fonction ([%] + 1)—f0is différentiable (*) d

valeurs dans un espace de Banach B. Supposons en outre que g(t) et toutes ses
dérivées s’annulent pour t = a,g(0) #£ 0. Soit

Y(k) = Ja e* O mg(r) de (2.19)

0

oua>0,eou f(t)e CE'(')',/GZJJH est une fonction a valeurs sur la droite telle

(*) ie. les dérivées d’ordre [%:| + 1 appartiennent & B.
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que f'(0)=10,f"0)+# 0,1 () # 0 pour t €(0,a). Alors la fonction Y(k),
pour k — oo, peut étre représentée sous la forme

(m+1)/2
v = %[lf"z(o)l] F(%H)""""*”isgn Oz

- et KO g(0)(1 + ag) (2:20)

ot | og|g >0 si k> oo.

Démonstration. 1l est évident que la fonction f'(¢) peut s’écrire
f't) = to(),0n o) e Clg/ A+

En intégrant (2.19) par parties [m/2] fois

_ [ 0 tTe® _1 9O ¢ ikso
¥ J e R T

21 a [m/2]
=_((ik)3/2] Jewmf,_l(t)[i fl—(t)] g d 0.

La fonction

~. [m/2]
e =f—1(t)[d% f%t)] (0 (221)

a valeurs dans B est, pour m pair. de la forme
wo =00 oy - e
1@
ou ¢,(f) est une fonction continiiment différentiable telle que

@,(0) = g(©)/[f"©) ]

et (1) a donc un pdle du premier ordreen t = 0. Pour m impair, la fonction
Y(¢) est de la forme Y(t) = C,(m)@,(0)t/f'(t), o @,(t) e C' telle que

9(0)

2 0) = T rrim 1m— 1)/2
(p ( ) [f//(O)](m 1)/
et donc
C,(m)g(0)
0) = Iy
lp( ) [f//(O)](m+ 1)/2

Par conséquent, pour m impair, () e C'.
Ainsi pour m pair

) = 5 e J S0 (1) de 2.23)
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Chapitre
alors que pour m impair

S\ 1)/2 erco (N2 pa .
— ik f(0) — ik,
e oo
; m+1)2
= C eSO g0)(1 +
< kf"(())) y(m) g(0)( o)

(m+1)/2
_ l( 2 ) F(’" + l)ei(m+ 1)?4 sgn £7(0) J ~ (m+ 1)/2
2\ |£(0) 2

e D g0)(1 + 7))

ol |o,|z— 0 pour k - co.
Pour m pair, on a

(k)™ 12 yik) =k J 0 g 0dt = I(k),

ol @4(r) = "2C(m)o,(1).

Y(k)

(2.24)

Comme f”(0) # 0, on choisit « > 0 assez petit pour que f”"(t) # 0
pour t € [0,«]. Divisons I(k) en la somme de 3 intégrales :

N/~Fk a
= \/ZJA et (de + Jk J et 0 g () dt
4] o

a
+Vk eI g (t)dt.
NIk
Estimons cette derniére intégrale :

‘f f IO (1) di

NV

_ e 10 o ) . 1 Jm eikf(r)i%(t)dt‘
NIVE N NVE de f(t)

1 +C 1 T ]d () de < Ca, G
ff(N/f NIV W P N Vi

puisque

J i¢—?dt<CJ llzdt<C1J |fﬂdt

NiVk dtf NIVE f(t) NVEk |f/(t)|2

-G
|7(0)
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Estimons maintenant I'avant-derniére intégrale

\/IJ‘G ikf0 o () dt = 1 J (p3(t)d thy(o) (L)
IRyl T S W

Ainsi en passant successivement aux limites k — oo et N — oo, on obtient

hm lim k(m+”/2¢() —ik f(0)
N-ow k->o

N
— lim lim J eik[f(flﬁ)‘f(o)](ps(ﬁ/\/;)dﬁ
0

N-owo koo

N )
. Ry 2 2 ir2 1,
¢5(0) lim J /OS2 dE = ¢4(0) . J g't’ e SO gg
RALET N0

= 0,(0) 2n eii sgn f(0) _ ? C(m)g(0) [ 2nm z sgn £7(0)
| (0] [f 1" N|f ”(0)|
Par suite

(m+1)/2
‘“")zéh f/z(O)I] F(m; 1) gl D/ 380 O = m s D2 GO 0)(1 + 5,)  (225)

ot |, ||z — 0 pour k— oo, ce qu'il fallait démontrer.

Remarque 1. Des estimations précédentes résulte que si toutes les condi-
tions du lemme précédent sont satisfaites, sauf: f”(0) # 0, c’est-a-dire si
f7(0) = 0, alors

lim |[y(k)| k™2 = o0
k—

4. Cas multidimensionnel

Soient maintenant f(x) = f(x,,..,x,),9(x) = g(x,,..,x,) une fonction
([n/2] + 1)-fois différentiable a valeurs dans un espace de Banach B,

sannulant sur la frontiére du domaine Q, = {|x; — x| <éd,i=(,.,n}
ainsi que toutes ses dérivées; soit x = x, l'unique point stationnaire de la
fonction f(x),cest-a-dire grad f(x)|,., = 0.

Soit en outre

(k) = J e/ g(x)dx,
Q0
et supposons la matrice
R = 62f(x0) i
0x;0x; || ._
i,j=1

non-dégénérée et non définie, enfin supposons f(x) e C"21*4(Q).
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Lemme 6.11. Sous les hypothéses décrites plus haut, on a Iégalité sui-
vante : )
e'2’Qny?

k, xg) =————
'ﬁ( Xo) k"/z\/l_J|

ot § est la signature de la forme quadratique associée d la matrice R,J = detR,
et |o,|[g > 0si k- oo.

e g(xo) (1 + ) (2.26)

Démonstration. 11 est évident que
+4 +4
Yk) = J J e/t g(x + n)dy, avec n = x — x, (2.27)
-4 -4

Pour # assez petit :

flxo + 1) = flxo) + 1 Z aj(a?) nn; + - (2.28)

Effectuons le changement de variables &, = ¢(n), i=1,..,n, qui réduit la
forme quadratique

Q) = il 6xf (a);O)

a la forme canonique
0t) = 0@) = ¥ 4t
I1 résulte de 1a que, pour & assez petit,
fln + x5) = f1(&) = fxy) + %él LEEA + .. (2.29)

Puisque D&¢/Dn = 1, alors
+ +8,
- J J SO (), ol 6,(&) = 901 + x0) (230)
-4, -1

Supposons que A,..,4,>0,4,,,,..,4, <0. Posons y, =|A;"%¢,.
Notons f,(y),g,(y) les fonctlons suivantes :

n

) = £ = S =5 Y =5 3

Jj=p+1

Al s VN | An])

g:(») = 9,¢) =

Comme

dy = [T |4["*d¢;,

i=1
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alors
el kf(x0) .
ylk, xo) = J J e't/20g,(y)dy
[T 12
ik f(xo0)
=5 Ik
V|
ou
2
J = detR = det| S X)
axiaxj i.j<n

Passons aux coordonnées bipolaires
¥ = Q) i=1,..,p),
yj=ij(B) G=p+1,.,n.

En posant

g.(y) = gs(r,p, o, B), £ = falr,p,a,B),

on obtient

2.31)

a b
1= Hdgldgz J J e300 g (r p o, frP~ p" P drdp
1] 1]

ou
2 2

Al =5 -5+ .

(2.32)

239

Il est évident que f3(r,p,a, ) a autant de dérivées continues par rapport
a ses arguments que f(f). On a, en omettant les variables angulaires :

f3(r7p) = f3(r,p) - f3(r70) + fs(T,O),
f30,0) = 2 £,(r),

5 = £e.0) = p D p2pe ),
p LD — o).
Finalement :
fs(r>p) = r2[f4(r) + pf6(r)] - piS(r’p).
En posant

& = r’[f0) + pfelr)],
€§:p2f5(r7p)’ ij:ajﬁ ].:3,-'-,P+ 19
Cprivr = Bis i=1l,.,n—p-—1,
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on obtient
ay by

10 = Hdaldazj J KDt g g (9 dE dz,  (23)
0 0

D(r, p)

940) = 9310, (0), &5 &l =g e + pfs]” @I
Soit

flr,p) = r2(for) + pfelr)),

olr,p) = p*fs(r.p).
Puisque

LT PN ST N
or or
661 _ ’ & _ ’

et que D(r,p)/D(&,,&,) est difféerent de O pour &, et £, petits, alors la
fonction

_ D(r,p)  (DEE)\
Vi) = p ey = ( Dir, p) )

est ([n/2] + 2)-fois différentiable.
Par conséquent g,(¢) e Clr21+1
Considérons

a, by
) = j j eEi D gn=t g g (£)dE, dE, .
0 0

Comme g¢,(¢) s'annule ainsi que toutes ses dérivées pour &, =a,,¢, = b,
on obtient en intégrant par parties

N 1 a b [%1]
- e o)

4] 4]
(=]

p—1 a 1 n—p—1
g (ﬁg—) rgdE, (2.34)

N -1 —-p—1
ol g = [p 3 :| + [n g ] et la fonction

[*2
0 1 p—1 ii n-p-1
(6—616—1) él (aéz €2> 62 g4(€)
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a un zéro au point ¢, = &, = 0, dont I'ordre est inférieur ou égal au premier
ordre. Estimons une intégrale de la forme

. [51] (=511
ety = [ e d) et (Ghe)  artee
° (2.35)

Deux cas sont possibles : # — p — 1 est pair ou impair.
Si n — p — 1 est pair, alors

[5'] [-5-4]
Gez)  w(mE) a0 -6 p- ek
= C,(n,p)9(¢,,¢5)
La fonction ¢(¢,,&,) € Cly 45

N
<p(cl,o,cs,...,cn>=<p(¢1,o>=( ) 87 9u6110,85,08,).

0¢, ¢,
Par conséquent :
oy

Li(k,&) = Cy(n.p) J e M g(¢,, ;) dE,

1]
En vertu des lemmes 6.7, 6.10 on a

Lk, &) = %%ﬁe*m 0(&,.0)

+ Ci(n,p) J ™M e(e,) &, E) dE, + O(1/K™).

{1 pour ¢ < b,/4
ou e = et e eC®,
(¢>) 0 pour £ > b2 ($))

EY(E1,80) = 081, 82) — ¢, 0).

Comme

I(k,¢)) = J e_ikf%e(éz)ﬁzw(ﬁnéz)déz

0

_ _2—i](¢(€1’0) _27ik J‘ —zkfzaﬁ (e€)¥(E,,¢,))dE,

Par conséquent

(5]
kg =S e /(622) 8 9460, 0)

VL0, C " us ( )
+ Coln, )RR 4 J 18 de; + 0
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D’ou

I,(k) = (71]()“( _ 1)["_-%1]%\/;65—11/4 J“'l eiket

X<_6L>[%1Jf”“ €, 0dz, + S22 [ castye o0)ae
2e. £, 1 G4l5ys 1 a1 . 1> 1

+ o) J ’ J Dy (¢, ) dE, dE,

q+1
k 4]

Evidemment | I,(k) | k—'O, ou

1K) = j j Dy (¢, £, dE, dEy,

1] 1]
car
ay by
109 = J e (¢, £8) 4, J e~ e,
1] 1]
ay 1 bivk
= J elkﬁwl(él’é;)dﬁl_ J‘ e Fdz = 0(1/\/;)
0 Vi Jo
ou lintégration en z se fait le long du rayon argz = — n/4. Estimons
I'intégrale
ar [Ll]
L= | et L) e, 00
4 0 66161 1 4151 > 1-

Si p — 1 est pair, alors
p-1
01

(a_f:l E) £ g,8,,0) = Cup) o),

ou Cylp) = (p — 2)!'!, 9(&,) eC* et 9,(0) = g,(0).
Par conséquent, d’apres le lemme 6.10,

I(k) = Cy(p) J e (¢, d¢, = %\/% €™ g,0,0( + a) (236)

11 est évident que

J 4T Y(E,,0)dZ, = o, @37

Et donc d’aprés (2.36) et (2.37)

i\? (— 1)—(n—p-1)/2
I,(k) = (ﬁ) — % (1, Cip)940,0(1 + gy).



Asymptotique locale des équations opérationnelles aux dérivées partielles 243

Comme

VrC\(n,p) = r(" = p)2<"-r’-”/2,

VaCp) = I(p/2)2e-12,

g4(0,0) — g(x0)2"/2, lq( _ 1)-(n-p—1)/2 — ein5/4
ou § est la signature de la forme quadratique associée a la matrice
_ 62f(x0)
0x;0x; ||
on a alors
ein5/4 n/2
1,(k) = e I'n — p/2)I(p/2) glxo)(1 + 0.

D’ou, comme

— n/2 n—p 14
JJ dQ, d@, = (0T <T)F<§)

ein5/4(2n)n/2

k217

|oxllz >0  sik— oo,

il en résulte que

I(k) = gxo) ™1 + gy,

ou
Les cas restant se traitent de fagon similaire. Le lemme est démontré. De méme

en s’appuyant sur le lemme 6.9, on peut obtenir un développement asympto-
tique de l'intégrale

+ © + o
J J e/ Mg(x) dx X = (Xy55X,) (2.38)

ou f(x)eC>,grad f(x,) =0, grad f(x) # 0 si x # x,,g(x) e C*(B) est
bornée et ou 'opérateur A satisfait les conditions 1)-3). Plus précisément, on a

Lemme 6.12. Sous les hypothéses précédentes, on a le développement
" + ‘ ' N !
A" J:[ elAf(x)g(x) dx = elf(xg)A Z (A n ia)j gj(xo)
e <o
+ Fyorlxg), x = (x1,.x) (2.39)

ou les gj(xo), j < N, sont des fonctions indéfiniment différentiables de x4 d
valeurs dans B, F y , 1(x,) € D(AN*") est (N + 1)-fois différentiable dans B et

(27'5)"/2 eind/4

golxo) = g(XO)ﬁ
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Notons qu’ici, comme dans le cas & une dimension (2.18), le développement
se fait suivant les puissances entiéres de la résolvante (A + ix)~/. On voit
facilement que les termes contenant 1/(4 + ix) & une puissance demi-
entiére, s’annulent par suite de I'intégration sur les variables angulaires dans
la représentation (2.33), exactement comme cela a lieu dans le cas des fonctions
ordinaires pour le développement asymptotique par la méthode de la phase
stationnaire (voir [79 1), 2)]).

On a aussi une formule analogue pour un opérateur A vérifiant les condi-
tions 1, 2a, 3 du § 1. Les fonctions g(x,) de la formule (2.39) sont alors les
fonctions complexes conjuguées des fonctions correspondantes obtenues
pour le développement asymptotique de l'intégrale (2.38) avec un opérateur
positif A vérifiant 1, 2, 3 du § 1 et au lieu de A", il faut prendre |A|"?,
Cest-a-dire (— A)72.

On peut évidemment obtenir un développement asymptotique dans le
cas ol A ne vérifie pas 2 ou 2a et 3, mais ot 'on peut décomposer g(f) en une
somme de g (t)etg_(¢),g9.,(t)e B, < B,g_(t) e B_ = B et ou en outre la
restriction de 4 & B, vérifie 2 et 3et cellede A 4 B_ vérifie 2a et 3. De plus,
on peut aussi appliquer ce développement au cas ol g(t) est une fonction
généralisée au sens du n° 2, § 1, ch. 1. Pour cela, il suffit de faire agir sur les
deux membres de 1’égalité (2.39) Popérateur A’ ou [ est un entier > 0 et de
tenir compte de ce que A' D(A™) = DA™ ).

Exemple. Soient B = L,[ — o0, + oo] I'espace de Hilbert des fonctions
de 1, —o0 <1< 4+ 0,4 =103/0t et
g(t,1) = golt)8(x) (cf.ch.2,§1,n°8) gyt)eC™.

Alors g,(t)d,(1) € B, et g,(tjé%(r) e B_. Supposons que f(t)e C®, et
que grad f(t) = 0 seulementsi t = 0. On a

e/ 0g (1) 8(1) = golt)d(x — f(1)).

Ainsi, pour # pair, on a :

o 2 2n)"g40),
go(t)é"/ (t — f(t))de =—°{e”“’/45+(r — f(0)
I.-1. VT
+ eTIm4 5% (r — £(0))}
2(2mym?

VI

ou #(t)e L,, et Jsont définis plus haut.
Notons enfin que, dans le cas a plusieurs dimensions, on a une proposition
semblable ala remarque du lemme 6.10. Celle-ci est équivalente a la proposition

+ F@) = 94(0) x Re (™5 (x — f(0)} + F()
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suivante. Supposons que pour toute fonction a support compact g(x),
lim k"2I(k) < oo
k=

lorsque det || 82 f/0x;0x; | est différent de O au point stationnaire, alors la
méthode de la phase stationnaire est applicable.

§ 3 ASYMPTOTIQUE LOCALE DES SOLUTIONS DES
EQUATIONS ABSTRAITES*

1. Probléme de Cauchy pour les équations a coefficients opératoriels

1. Soit B une suite emboitée d’espaces de Banach : B**' < B',v = 1,2,..,
déterminant un espace linéaire B® muni d’une suite dénombrable de normes
| g N = 1.2,

Considérons I'opérateur

L= Z Li(pl7"'7pn>x1>"‘>xn+17h)pni+l

i=0

(o0 x,,; = t) dépendant de 2n + 2 paramétres et appliquant B® en lui-
méme. Supposons que L soit indéfiniment différentiable par rapport a tous
ces parametres, c’est-a-dire que toutes les dérivées partielles de L appliquent
aussi B® en lui-méme.

Considérons maintenant I'espace dénombrablement normé R, des fonc-
tionsdex,, ..., x,,,, havaleurs dans B®.L’espace R, est défini par unensemble
dénombrable de normes de la forme

+ 1
Lo\,
0$1.\t/,1.-?1X$T JA- H (lh ax ) Xm f(xl ,...,X"+1,h)

© v

2
dx;..dx, < Cte
By

v, m |

0<h<l, 2, =k 1 <v, m<n+1

v

Soit ¥V, un espace dénombrablement normé contenant R,
V, > R,.
Soit R} le sous-espace de R, des fonctions indépendantes de x, ., -

Remarque. Dans ce chapitre, nous ferons la démonstration dans le cas ou
les espaces B', i = 1,..,00 sont hilbertiens. Nous nous servirons du fait,
valable pour ce seul cas, que @}, R, = R, Si les B'sont des espaces de
Banach, nous pouvons seulement affirmer que h"?®§;, R, = R,. Cette cir-
constance n’a pas d’influence sur la marche de la démonstration des théorémes
présenté€s ici, mais modifie les estimations qui nous seront nécessaires pour la
démonstration du théoréme 4.4.

(*) L’idée essentielle de la méthode est particulierement mise en relief dans I’appendice du

livre d’Heading [51,4]. Ici les calculs sont donnés avec plus de détails et les résultats sous forme
plus générale.
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Dans l'espace R, , considérons I'opérateur
h

- mos .0 .0 L0V
L= j;o Lj(— ih a—XI,..., - 1ha?,x1,...,x"+1,h)(1h 6x,,+,) '

ou les opérateurs — ihd/dx,,.., — ihd/0x, agissent les premiers, cest-
a-dire (*)

. A ., 0 ., 0
Lfp,x,t,h)o(x) Lj<—1ha...., - lha,xl,...,xnﬂ,h)(p(x)

= 7 PL(p,x, 1, h) B E(E).

Supposons que la restriction L de I'opérateur L, définie sur I’ensemble des
éléments de R, s’annulant pour x,,, = 0 avec leurs (m — 1)-iémes dérivées
par rapport & x, ., ait un inverse L1,

Supposons de plus que soient remplies les deux conditions suivantes :

1) WL™R, = V,;
2) il existe une solution unique de I’équation
Ly =0 (3.0)
satisfaisant, pour x,., = t,, les conditions
PyjodeR],j=0,...,m— 1,1 =x,,
pour t, < x,,, < T, telle que
yeV, T>1t,20.
Il est évident que si les conditions du théoréme 4.1 sont remplies, alors les
conditions 1 et 2 le sont : cela résulte du lemme 5.2.

2. Soit
it
w(pl7"'7pk7xk+17"'7xn+17h) = (p(pl,...,pk,xk+1,...,Xn_,,l,h)(?” S

oU S(p,x) = S(Pys s Pis Xt 1202 Xt 1) EC® € OU @Dy, Ps X 155 X 15 1)
est une fonction bornée indéfiniment différentiable pour

0<h<1,0<x,,<T,

a support compact par rapport aux variables p,,..,pP., X 15X, € &
valeurs dans l'espace dénombrablement normé B® . Pour simplifier les for-

(*) Ict @Pr P = @2 pour 4 = 1/h (cf. chap. 2, § 2)ie.

+=x
7 Peglp) = (- 2mik)TF 2 J e "o(p)dp ;
et @~ < = ¢4 pour A = 1/h, o

+ ®

ie. @5 k() = 2rin) k2 J e~ hep(&) dE.

—®
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mules, NOtONS Py sy Ppyy PAL Sy pyr €6 Xppe, X PAT A,y My,
avec p,=¢; i> k.
Nous pouvons alors écrire

YDy o Pis Xt 2o Xy B) = YD x ),

- - . 2 ~ .. 0
L =Ln,x,p,¢,h) = L(nl,...,nk,xkﬂ,...,x,,H, — lhﬁ""
1

0x  0xyy” 0%,

2. Développement asymptotique d’un opérateur différentiel linéaire aux
dérivées partielles et a coefficients opératoriels

Lemme 6.13. On a la relation suivante :

L1, %,5, &, h) @7 = Pop(p, x, ) = P Prg S0

. k 519 n
X{L(UO>X7P7€O’0)(P+I}Z|: a—oa_(p_ _a_l(;?_(P
j=10n apj j=k+1 661 0x;

1 k aZS aZLO n+1 aZS aZLO
B 5( i,j=1aPian on? 5'7? ii=k+1 axiaxj oY 55?
k n+1 aZS aZLO k aZLO
—2Y Y o0 2 2 0 )(p
i=1 j=k+10p; 0x; On; 0&; i=10n; 0p;
.0L N 0 0
— 1= Q|+ hlPi<p,—,x,—> }
oh|, _, ] EZ op> " ox )?
+ BNz, (n,x,h) (3.1
o n) = —08/op;, i=1,.,k, & =05/0x; j=k+1,.,n+1,

P,(x,3/0x,p,0/0p) est un polynome d’ordre 2i par rapport a 8/0x et a 8/0p,
Z,n.x,h) eR,

et LO:L(rloaxapyéo7h)|h=0'
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Démonstration. Notons ij = f,j(ﬁ ,%,p,¢ ,h) Popérateur agissant de la

maniére suivante :

- ~f.. 0 .0

Ly=L|ih—,...th=—,%x,,,,

J w J( apl apk k+1

.3
ey = o ,h)lﬂ(p,x,h)

wesXpi13D1sems P> — lhax ,
k+1

n

LY ("7 (7o a T ¢
(S [T i 00 )]

+ + k
X |: J‘ .- J‘ exp[( Z VIJP; - Z f,x;):ILJ(’h sees Mo Xpr 15
e e j=1 j=k+1

n k —l
s Xgs Bysvor Bl Ep 1o En DU, % H) T ¥, T] dp;.J
i=1

j=k+1
Ona

J — X1 ottt Xpe P1 " Pr
nt+1 — @ L¢

Considérons I'espace C*[R"*2?,B®] des fonctions de
PisesPusXpat1osXpprsh:
0<h<l, 0<x,,<a 0<|p/<ow, 0<|x|<w

a valeurs dans B®, et 'espace CP[R"*%,B>] des fonctions des mémes argu-
ments dans le domaine

0<h<l, 0<x,;,<a O0<|p|<w, O0<|[x|<w

a valeurs dans B® et s'annulant hors de lintervalle — 6 < x,,;, <a+ 9.
Soient ¢ € C*[R"*%,B*], et @, € C?[R"*?,B®] telles que @, = @ pour
0<x,,, <a.
Posons
lﬂ = (p(p’x’h)eih*’S(p,x) p= (pl"")pk)7 X = (xk+1"'xn+1)'
Ona:

Llﬂazilﬂ pour 0 < x,,, <a.
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et la fonction Ly, peut étre représentée par une intégrale de la forme

- 1 + n+ : n+1 k
Lys; = I(x,p,h) =——— d; [ dn; ex [ ( Ex, — ;
° (. p.4) (@mhy*! J_m J,‘:EI H i €5P j=irr igﬁnpi
n+1 —I
[ [ Jeli( - o9)]
j=k+1
. n+1
x L, x,p . &, ofp,x " "5 T dx; l_[dp,
j=k+1 i=1

Notons I,(n,x,&,h) lintégrale suivante :

I(n,x,l,h) = J jew[ ( Z np; — "Z é,-X})]L(n,x,p’,é,h)

Jj=k+1

[

n+ k
x e TS g (p' X, h) dx; [T dp; (3.2)
j=k+1 i=1
Soit Q le support de la fonction @4p’',x',h).
Notons les domaines des valeurs des fonctions dS(x’)/0x; pour x'e £ par

N :
Qp =—(Q) Jj=k+1,.,n+1

0x;
de méme

Qo =——( i=1,.,k.
? o7, )
Prenons une fonction a support compact ®(n,¢) de support contenant

le domaine

Qo = ] 2 x Q
t,J

et en outre telle que @(n,¢) = 1 pour (,8) e Q,.
Considérons l'intégrale

* to 41
Lix,p, h) = J 1:[ 1 d¢; H dn(1 — &(n,9%)

J —w J=k+
[ 5 n+1 3 o i k

eXp Z< Z xjéj - Z njpj):H: J J CXPZ [ Z ’7jpf,':|
| j=k+1 j=1 — j=1
B 1 n+1

exp| —— . &x)|Ler.x,p,E,h)
| hj=k+1

n+1

k
eth -18(p’, x') (Pé(P’ ’x;’ h) 1—[ dx; 1—[1 dp;
j=

j=k+1
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D’aprés la définition de &(x,&), il résulte que I,(x,p,h) est différent de 0
seulement si #,¢ ¢ Q,, c’est-d-dire pour

¢ # grad . S(p',x"), n# — grad,. S(p',x)).

Mais si 5, ¢ Q, alors I,(n,x,¢,h) n’a pas de points stationnaires. En
vertu du lemme 6.7, 0on a

I(x,p,h) = I4(x,p,h) + O(hY),

ou

1 +o i n+1 k
hy = ——— .| - X, — D,
Iy(x,p,h) oy J J (n,é)ew[h<j=§“ém l_;n,p,)}

— o

n+ 1
x Lin,x,p',¢, h)exp[ ( Z np; — _;H é,-x;)]

n+1 k
ofp, %, h)exp [ih~'S(p, x)] [[ dx;d&; [] dpidn; (3.3)
J=k+1 i=1

et N est un nombre entier quelconque.
Pour calculer I,(x,p,h), appliquons la méthode de la phase stationnaire.

Les points stationnaires f}) ;o’ Y, j=k+1,.,n+ 1,i=1,.. ,ksont
les solutions du systeme

70 10
x}ozxj, as(p—’OX)Zf? j=k—|—1,...,n+1
0x;
05, x"° ,
BOXD) e P = p;
op;
i=1,.,k

Ce systéme a évidemment une solution unique

. aS(p,x) .
0 0 —

Cj —Tj xjo—xj ]Ak—i-l,...,n—i-l,
0 0S(p,x) i0

r]} = ap pi = pi l = 1,...,k.
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Comme le déterminant

0 65
0
6] 0*8(p,x)
Y 0x,0x;
det =1
0*S
5.
H @Pi@m” %]
0
losl O

L

on peut directement appliquer la méthode de la phase stationnaire a I,(x,p,h).
Ce faisant, en tenant compte de ce que

I(x,p,h) = I4(x,p,h) + O(h"),
on a

I(x,p’h) - e”'-ls(p’x){L(?]O,x,p,fo,())(pa(p,x,h)

. k aLO n+1 aLO
+ 1h[aoL(no,x,p,éo,O) + Y a1t Y b
j=1

on; j=k+1 jagj?

+

k 6L° k aZLO n+1 aZLO
G—+ Y a

. + b;;
v op,  iiEr Y ondon? i, Skt ’66?65?
aZLO k aZLO k n+1 aZLO

k
* Z; C‘iapiapﬁ 2 +2 X

S — e ———
£, 7=1 i 7=1 U@n?@pj i=1 j=k+1 J@n?@f?

(Pé(x7p7 h)

h=0

n+1 k aZLO aL
+ ij YT O,X, 767}1
j=;+1 igl fi dp; 09 oh y P )

N ~ .
+ 2 Hpdx,&,p,Meyp.x,h) + hN“Z;,(p,x,h)} (34
i=2
Ici
LO = L(’707X>P>éo>h)|;,=o, ’7? = - as/apn é? = (3S/(3xj,

i=1,2,.,k j=k+1,.,n+1
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et les P(x E,p, #) sont des polynémes de degré 2i par rapport a E,7 et a;,b;,

i Uip by ijp dijs €55 [, des coefficients dépendant de p et x. Déterminons-

les. Si L#,x,p,&,h) = C, = Cte,

alors on a
I(x,p,h) = C,e '5:Dp (p x h).

De (3.4) résulte que a, = 0. Soit maintenant
E(ﬁ7x7p7£7h) = ﬁi + E} + pv‘

Dans ce cas, on peut évidemment écrire I(x,p,h) :

., (0 0 ih18(p, %)
I(xap’h)_[lh<ap ax) +pv] (Pé(p’x’h)'

Par conséquent

ih-1 s 0S8 (O do
_ alh™'S(p, x) _ —ré __Y¥e
I(x9p7h) € |:pv(p6 (p(?(axj apl) 1h< ap, ax):|

J

Comme

oL oL oL
_— = 6_,, -_— = 6..’ -~ = 6 i
o0&, ij on; ij op; vj
alors on obtient, de (34) :
0p; .
=1 =1,.,k .
a; %, j=1,., (3.5)
b, — — 09 =k +1,.,n+1 (3.6)
; ox, J yees .
¢, =0 j=1,.,k. (3.7

Soit maintenant
L@,x,p, & 0 = 7f; + E&,
Dans ce cas

I(x,p,h) = — h* i + i e SR D0 (p, X, h)
e 0x,,0x, = 0p;0p; qe

Par conséquent

: oS oS 08 oS
_ Alh71S8(p, x) -
ICc.p. ) = e |:6x 0x,, st apiapj“’é

0S 8p, | 8S 6g,\ . 9°S . &%
’@ax+mw,‘hmm+m%¢é

% % ..{ 08 do oS oo
— K2 o s _ Vs | UD YY¥s
" (5x15xm +'6pi6p;> lh(apiapj'+ 0p; 0p; G8)
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De (3.4) et (3.8) il résulte

T i i

ij ji = 5p,~5p,~ Ps
Ay

b+ bi = ~oxax, ¥

Portant q;;,b;; de (3.9)-(3.10) dans (3.4), on obtient
. *L 1 X 9% o°L

a—— = — =
i,,z=1 Y on? on? 24,551 0p,op,on° on°
n+1 b aZL _ l n+1 aZS 62L
i1 0&? 6{? 21, j=k+1 0X; axjaf? o&?

Soit aussi
L(ﬁ)-x’p’é’h) = pzp; + ﬁmpl

Dans ce cas

0 in-1
I(x7p>h) = <lhapl + pipj>elh S(p,x)(pé(p’xah)

253

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

th=t x ih—! f 6S
= pp;e™ S (p,x, k) + & 5P ’<1h5m1% ~ P, 9

+ ihp,%).

Comme
e
a L(n’x’p’é’h) = 5 iél.
on; op; i
on a, d’aprés (3.4) :
k
Y, ;00 = s (3.13)
i, j=1
dlm = 6ml(p6 Cij =0
Supposons enfin que L = ﬁ,fm + pvf,. Par conséquent
Ix,p,h) = hza—ze“‘"“%x) (p,x,h) — ih 0 tn 15,0 (0, x, h
»D> - aplaxm Qa\D>X, lpvaxle (p6p7 , )
i1 A . { 0S Op oS do
_ aih7iS(p x| 90 08 05 0@s | 03 0@,
) |: axm apl(pé * lh(axm apl apl axm)
+ ihaz—s + h? az(pé — ih ia_S +% 3.14
op0x, 00 T " apox, P\ ek, ¥ T Tox, (3.14)
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D’ou, avec (3.4) :
n+1 k aZS

€i0mPu == —
j=;+1121 Jrm aplaxm(Pa
o*S
€im = aplaxm(pé (315)

On a donc alors, d’aprés (3.14)et(3.4), f; = 0. Des relations (3.5)-(3.7),
(3.9)(3.13), (3.15) pour 0 < x,,, < a résulte I'égalité

Ly, = Ly = Len 'S0 99(p, x, k)

n+1
d¢, TT dn,
27'ch"Jrl J J, Skt H i
' n+1 1 k
exp[ ) é,X,] ~exp[—; )3 n,-pj]
j=k+1 j=1

[I jexr{ (Z n;p; — ";+ é,X,)]L(n,x,p’,é,h)

n+1
x "N gy p,x k) [] dx] 1‘[ dp]

j=k+1

eih“S{LO(p + 1h|: i (a_D)a_¢)_ £ 6_1‘06_(!)
=100y 0p;  j=ir1 0L Ox;

X

1< k aZS aZLO n+1 aZS aZLO

-= +
2\ i,5=1 0p, apjan? 677? i, j=k+1 axiax}.@f? 6{?

_22

n+1 aZS aZLO k aZLO
2
£y =1 Op, o, om0 020 i:lan?ap,)(p

—l—(’7 x,p,¢° h)|h o¢:|

=~ grad, S(p, x)
§°-grade(p x)

y o 0
; (ap’p’ax)

+ W1 Z(p %, h) (3.16)

Comme on a
Ln,x, 5,8,k @7 y(x,p, By = 0y

et que @717 P« applique R, en R, , on obtient le lemme.
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3. Cas des termes de multiplicité infinie

Considérons l'opérateur L(p,, ..., P, 1»X 15, X, 1,H) dans Pespace dénom-
brablement normé R, . Rappelons que

LByses Prs1s X155 Xpp 1, h) = Z Lk(ﬁl""7ﬁn7x17""xn+1’h)ﬁ:+l
k=0
L =1 5= — ik i=1,.,n
m pj_ axj ]— ERILE R A
- . 0
pn+1 = lhaxn+1 xn+1 = t>

et les opérateurs p; agissent les « premiers », c’est-a-dire
BiBrroes B Xg s Xys 12 WYX X,) =
QP LDy sy P X1 5ems Xy 15 W)@ SmY(E L, E))
Nous supposons que, dans B!,
L(pysesPpr1:X15+2%Xp4150) (3.16a)

est une constante (dépendant, il va de soi, des parametres x,...,X, ;. 1, P1s-» Py 1)
(c’est-a-dire la valeur propre de I'opérateur (3.16a) est de multiplicité infinie).
Ici,

m
_ k
L(pl 7""p"+17x17'"7x"+17h) - Z Lk(pl 7"'7pn’x1""7xn+19h)pn+1 .
k=0
En revenant aux anciennes notations, redésignons

L(pl""7pn+17x1""’xn+17h} par L(U,X,P,f,h),
ou

=01, m) = (x1,-,%), €= Cxs1s3%+1) = Prs15>Pns1)

On note L(n, x, p, £, 0), égal a (3.16a) (*), par L°.
Ainsi, L%, x,p,&) est un polynéme d’ordre m relativementa &, ,, = p,, ;-
Supposons que

(1) le polyndme L°(n,x,p,&) a une racine réelle

£"+1 = Prni1 = l(plr"’pnrxl 7"'7x,,7t) (**)

(*) Dans les notations du § 1, chap. 4,L° = &, = £* = An,x,p,&).

(**) Aladifférence des notations du§ 1, chap. 4, ot laracine p,,, estdésignéepar H(p, x,1).
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de multiplicité constante et par conséquent
oL _ oL
6'1 B apn+1

P41 S APy s Pr, X1, 00y X0y l)

est différent de 0.

(2) L'opérateur L(p;,...,P,sPn+ 15 X15--2%n>1,H) ainsi que toutes ses déri-
vées par rapport aux parameétres et I'opérateur

ex ita—L
LA BT

(3) Les conditions 1, 1°, § 3, sont remplies.

Sous ces hypothéses, et pour ¢ assez petit, il existe évidemment une
solution s(t) = s(x4,p,,t)

appliquent B® dans B®.

h=0

p(t) = p(x07p07t) x(t) = x(x07p09t) (317)
Xo = (Xg15 -5 Xop) Po = (Pok+15++>Pon)
du systéme

X, = _ﬂ A —ﬂ

R P = 8x,

. t0A

s=A- =—D; i=1,..,n

i:ZI al’ipl

qui satisfait les conditions initiales, correspondant a une carte locale du
type Q, de la sous-variété lagrangienne, c’est-a-dire

$(0) = s°(Po1 > » Poks Xos 15 Xop)

(3.18)
p0)=p, i=1,.,k, x0)=xp; Jj=k+1,.,n
as° ;
x{0) = — pa: = Xo{Po1s+»Poks Xoks 1> > Xon) i=1,.,k

(3.19)
a8° .

pf0) = . = Poj 015> Dok > Xok+ 1> > Xon) j=k+1,.,n

0j

Pour ¢ assez petit, il existe évidemment une solution unique
Poi = PodP1s->PisXps 155 %ns1)
Xgj = XofP 15> Pr>Xpa 15 %> 1)
du systéme implicite d’équations
PdPo1 s> Poks Xoks 15 > Xons £) = Pi i=1,..k

X{(Po1s->Poks Xoks 15 > Xons ) = Xj J

I
=
4
—_
=
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En conservant les notations du lemme 6.13, posons
S(p,X) = g(x07p0>t)> ou xO = xo(x7p’t)’ Po = po(x7p7t)'

D’apres le théoréme d’Hamilton-Jacobi les solutions du systéme (3.17)«(3.19)
satisfont aussi le systéme

dx,
i = I '=k+1’."’n+1
s aco(" p,&°)
ou
oS Ry
P= - o _ 9 - _
T T, & dx, i=1,. k,j=k+1,.,n+1.

Par conséquent on a I’égalité suivante :
L ogaL® |t p0L° _de

-2

Siopand S ox; 08, dr

Considérons l'opérateur qui figure entre crochets dans la partie de droite de
la formule (3.1), sur lequel agit I'opérateur $F:-> " P« Désignons cet opé-
rateur par R. La formule (3.1) se réécrit ainsi sous la forme

L@ri: " Pay = gp1e 7 Pee TSR 4 pNIZ, (3.21)
Effectuant la substitution ¢ = u/~/J, ou

D(p19'~~>perk+1 9"'>xn>t)
D(p017 o p0k>x0k+1> "'7x0n7r]

dp 1 [du 1 d
— — ——u—InJ].
dr f(dr 2 dr )
D’aprés le lemme de Sobolev ([71], cf. ch. 5, § 5)
d d [aL ntlo g [oL®
—InJ = — X, CO (’707x9p7éo)
dr lzl ap,{an, (", x. . )} R ey {650
k aZLO k aZLO aZS n+1 aZLO aZS
— + +
i=10n0p; 1. 5=10n) 0n)0p,Op; 1. j=k+1 0L OES Ox, 0x;

(3.20)

J =

on obtient

k n+1 aZLO aZS n+1 azLO
+

_2\_‘

(3.22
;/—‘1 j=kr10m 650 0p;0x;  j=k+1 axjacj? )

De la on tire
h 62L° aL

"
R‘p:R“:f( e 2 xop," " oh

N
+'-Zzhl-1Pi< a Ewey 2 ) )

= — ih(Au + hBu)

h=0

puisque L(#°,x,p,¢%,0) = 0.

V. P MasLov. — Théorie des perturbations.
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Considérons l'opérateur

Ru = — ih(Au + hBu) (3.23)

ou
_i_l"+1 aZLO +16_L
Tdr 2 /=1 0x,0p; Oh

‘h=0’

N-2 . a a
=1 JP. _— —_—
B 1j;0hPJ+2<x,ap,p,ax>.

Soit A la restriction de 'opérateur A a ’ensemble des fonctions qui s’annulent
pour T = 0. Il est évident que A~ ! existe. Comme

0 0
Pi(-xyayp’(%)

s’exprime linéairement au moyen des dérivées de L par rapport aux para-
metres p,x,h et comme ces dérivées appliquent B® en lui-méme,

0 0
Pi(ﬁ&dﬂ@)

applique B* en lui-méme. Il est évident que, si f(x) € R, et est indéfiniment
différentiable dans R,,, alors

0 0
Pl.(x,a,p,%) f(x) eRh
et est indéfimiment différentiable dans R, . En outre, comme
ex ia—L t
Py
h=0
applique B® dans B, alors la solution de ’équation
Av(t) = 0 (3.29)

satisfaisant pour ¢ = 0 la condition initiale
U|l=0 =y ER,,

est indéfiniment différentiable dans R,

La méme remarque sapplique aussi a lopérateur A !. Ainsi, VN,
(A"'B)Vu(t) e R, et est indéfiniment différentiable dans R,. Soient v'(t) des
solutions de I’équation (3.24) satisfaisant des conditions initiales indéfiniment
différentiables dans R,. De la méme maniére que cela a été fait pour le
lemme 5.5, on peut montrer que ’expression

we= Y (-0 3 AR
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satisfait ’équation
Auy + hBuy = W¥*1Z,,

ou z,eR,.
Ce qui implique
£¢p1 Ve ,pki eih“S(p, x)uN = — pNF2Iprts P L eih“S(p, X)Eh + W+ lzh(x’ t,h)
vy Vg
= h¥*1z,(x,0) (3.25)
ol Zz,(x,t) € R, — puisque l'opérateur $#'> " P+ applique R, sur R,. Comme

par hypothése il existe une solution w €V, de I’équation

Wiw = z,(x,t,h),

£<¢P1 s Pki

et Sy — hN“_’w) =0 (3.26)
J

Comme N est aussi grand qu’on le veut, il en résulte :

Théoréme 6.1. Sous les hypothéses précédentes, il existe une solution de
Péquation Ly(x,t) = O représentable sous la forme

eXp [1h 7 S(D 5 s P> Xy 155 %,5 1) ]
Ylx, 1) = @ri-- P \/ D@1y Dis X 15005 %) /(3_[‘0
D(py; > - Pois> Xoxs1s > xOn) o4
t -1
6L°> (1"“ 9%L° .aL‘ ) ]
X exp - =Y —— =i de
[ L ( o2 2 ;55 0x;0p; oh o

N
x Yy h’(pj(pl,...,pk,xkﬂ,...,xn,t)} + KVt 1z (x,t, k)
j=o

oL® 8*L° oL

Iei o s o
32 "ox;0p; ok

sont des fonctions de x = x(Xq,Po,t), P = Po(Xq:P0-0);
h=0

S(pl7~~'>pk7xk+17"'>xn>t) = ‘§(x0(p7x7t)’ po(p?x)t)>t);

les @Dy s s Dis Xps 155 %,,t) Sont des fonctions indéfiniment différentiables a
support compact en p et x d valeurs dans B®; z, € R, et en outre

Oo(P1ssPis Xpr155%58) = f(Po1s-sPoksX0 , k+15+>Xon)

ot f est une fonction arbitraire d support compact.
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4. Cas des termes de multiplicité finie

Supposons maintenant que soit satisfaite la condition 1) du théoréme 4.1 et
quen outre le point Ap,p,,,X,t) (terme) soit de multiplicité finie.

Les notations et hypothéses 1) et 2) et la condition I) du ch. 4, § 2 restent
en vigueur.

Identités fondamentales
Soit x,,..,x, un systtme normé de vecteurs propres :

Llywoti = Ly = 2 i=1,.,r (3.27)
Xi = Xi(xl""’xﬂ7t’p1""’pn+1)’
A= AMxy, s Xty Py s Dpa 1)

et A un systtme normé de vecteurs propres de lopé-
rateur (L°)*
L = 2 i=1,.,r (3.28)

pour la méme valeur 1 = Mx,,..,x,,t,P;,--,P,41)- Montrons les égalités
suivantes.

3)

oL° aa
@ (5 G0) =t

oL° 04
o = —0::
(b) (XJ ’ axv X;) axv 51;

En différentiant (3.27) par rapport a p,, nous obtenons

oL® o0y, 04 Oy,
T P PR =y

oy = O ).

(3.29)

En multipliant scalairement cette identité par x; et tenant compte de (3.28)
on obtient I'égalité (3 a). De la méme maniére, a partir de

aL° 0Ox; _ 0 s
Pl il o oy
on a 3b).
Différentions (3.29) selon x,, :
o*L° OL® 3y; ~ OL° oy, o 0%
ap,ox, M T ax, op, T op, ox, T & dp,ox,
822 04 Oy, 04 Oy; %y,
= Fpaxti 56_54’5(35’*'1@2};'
v u v " u v i v
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Multipliant cette égalité scalairement par x;° , on obtient
82L° 821 L oL 62 oy,
(4a) (x, *3p, ox X'> ap,ox, 0 T (Xf | ax, ~ ax, |ap,

oL 0 |0x: \
<X’ ’[@Pv @Pv]axu) -0
et de méme :

0%2L° 0%2 oL° oA |0y,
4b R IS S ;
(40) ("J am@pﬁ) 5py9p, U (XJ [apu apu]apv)

aL° 81 \ay,
+ i _—
i (X" [ p, 6%]%) °

Désignons comme auparavant par R 'opérateur figurant entre crochets dans
le membre de droite de I’égalité (3.1), de sorte que (3.1) se réécrive sous la
forme :

LPr- Py = @pr- Prg h S 0RG 4 pN Tz (x 1),

Dans ce cas, nous écrivons N

ou
A = L(noyxypyé())()) =

[Za_Loi_ n+1 aLO a 1( k azS aZLO

S om0 dp;  j=ki1 08 6x; 2\ 1,521 0p,0p,dn0 on?

N n+1 aZS aZLO ., k n+1 aZS aZLO 3 k aZLO ):|
i, j=k+1 0x,0x;0&) 09 i=1 j=k+1 0p; 0x,0n 6&] i=1 0n? Op,
oL
6h

Il est évident que I'équation Ay = O est satisfaite lorsque y appartient au
sous-espace des vecteurs propres de lopérateur L°,ie. si S(p,x) satisfait
I’équation d’Hamilton-Jacobi

oS N
;»(a,x,p,55> =0 (330)

sous la condition que 4 = A(l — P,) ait un inverse dans B® et que I'opé-
rateur [A(1 — P)] (1 — P}) soit défini sur tout B®; A est la restriction
de l'opérateur A au sous-espace (1 — P,)B®. Afin de pouvoir appliquer le
lemme 5.5 (ch. 2) de la théorie des perturbations et trouver un ¢ tel
que R = h"*1z,, l'existence des N premiers termes de perturbation est
nécessaire.
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Comme pour la définition dans ce lemme du premier terme de I'asympto-
tique, nous aurons besoin de I'existence d’expressions de la forme A~ 1U .
Cela signifie que U, x € D(A™Y), cest-a-dire Pj U,y = 0. Supposons
d’abord que la dimension r du sous-espace des fonctions propres de I'opé-
rateur L soit égal a 1, c’est-a-dire que le point A est simple. Alors la condi-
tion (3.30) s’écrit

(x".Uix) =0. (3.31)

Le produit scalaire est a prendre ici au sens de I'espace ambiant B*.
Comme x = ¥40,,0U | 10| = 1 et que

Po = (PO(P1 7"'7pk’xk+17"'7xn+1)

est une fonction scalaire, et comme d’autre part, l'opérateur U, est
dans Pespace R,, incluant la différentiation par rapport aux arguments
Pis-sDPrsXus1s>%ns1, €quation (3.31) qui, évidemment, peut s’écrire
(0 »Uixo)@o = 0 (3.31a)
est une équation différentielle définissant la fonction
PoP1ss Pies X 15005 X 1) -

De méme dans le cas d’une valeur propre de multiplicité r, si xq,,--.Xo,
est le systeme normé de recteurs propres, on peut réécrire 'équation (3.31a)
sous forme d’un systéme d’équations différentielles permettant de définir les
coefficients scalaires @g,..., @g, d€ X1, e’ X, -

(Rappelons que, bien que @q; = @odP1s-5Px>Xis 15> Xn41)» SOIt UNE
fonction des parameétres p,,..,p. X,i1,--.X,.1, €lle est & valeurs sur la
droite, c’est-a-dire scalaire dans I'espace B'. Les vecteurs xg; , .., %o, sont des

fonctions de py,...,Py> Xy 15>%, 41, & valeurs dans B!, et norme 1.)
Le systeme d’équations équivalent & (3.31q) s’écrit

2 (X:raU1Xj)(Poj =0 i=1,.,r.

j=1

En vertu du lemme 5.5, il faut, pour le calcul du terme suivant, que I’élément
UI(A_IUI Z PojXj + Z ¢1ij>+ U, Z PojXj
j=1 j=1 j=1
appartienne au domaine de définition de Popérateur A1, c’est-a-dire
P; {U1|:A_1U1 21 PoX; + 21 ‘91ij:| + U, Z ‘POJX;} =0.
j= j= j=1
Ainsi :

Z (Xi+’U1Xj)(p1j = - (X:’a[UlA‘-lUl + Uz] Z (pO}X})
j=1

Jj=1
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et nous obtenons un systéme d’équations pour définir
@1 = ‘P1j(l’1a~~apk>xk+1’-~-’xn+1)'
De méme, évidemment, pour le k-iéme terme :
~ k
— -1
fi=x 4+ A1) Ujfeejs
j=1

nous devons exiger que
k+1

Z Uiﬁc+1—i6D(lg_1)-
i=1
Ainsi,
Z (> U1Xj) Pr; = F (3.32)
j=1

ol & dépend seulement de @;;,i< k,et nous obtenons une équation pour
Prj = (ij(p1 seees D> Xps 153 X¥ni 1) -
Ainsi le probléme se réduit a la recherche de 'opérateur différentiel
L = (¢ ,Ux)

dans Pespace C* et & la démonstration de lexistence de solutions ¢ des
équations Lo = 0 et Lo = £, ou

peC” et FecC”. (3.33)
Notons que 'opérateur U, est une somme de la forme
k 0 n+1 0
U, =i ai i — i ai i + R,

v=1 5770 apv u=k+1 650 ax

ou l'opérateur R, est un opérateur dans B® ne contenant pas d’opérateurs de
différentiation, mais dépendant des parameétres (p;, ..., Pxs Xy 15> Xns 1) -
Donc :

r r . k aL a .
£ 0 vien = 5 i 3 (50 )2
a=1 1 v=

ony ") op,

n+1 aLO F;! r
CE (B e

n=k+1 650 “

a=

ou les a;; sont des fonctions connues des parametres py, ..., Py, Xgy g5 Xp41 -
D’aprés I'identité 3) :

r k 8l 0 ntlo 6 o
N _
a;1 (Xp S Ui) @ = ( Z Bx. apv . §+1 op, 0x ¢lﬂ)

r . d r
+ Z APy = _l(g%/} + Z AigPy (3.34)
i=1 i=1
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ol d/dr est la dérivée le long des trajectoires du systéeme hamiltonien, cor-
respondant a (3.30).

Il résulte de 1a que les équations (3.32) (3.33) ont des solutions. En outre,
en appliquant (3.25) (3.26), on en arrive a I'asymptotique des solutions de
I’équation

Ly=0
Il nous faut encore cependant obtenir sous forme explicite la solution de
I’équation (3.33), c’est-a-dire expliciter la matrice a,; dans (3.34). Pour cela,
nous utilisons les identités 3)-4). Notons avant tout que

. d ) k aLO 5X n+1 aLO 5X
U = —id,,— +1i M — F,—= + R, (335
( 12,) O {,Z <X 6’7, 5p, j=;+1 X 65}) 5x, , (3.35)

o o
= (ty ,Ryx), ou z—et——
v # op;  0x;
désignent les dérivées partielles totales par rapport aux variables indépen-
dantes py,....Px, Xt 10r X4, Cest-a-dire

L7 P SR L S i i3
op; 0p; v=10n00p;,  i=k+1 0&) dp;

k 2 n+1 2
M v MU SR S i SRR R
8p; v=10n°0p,dp; i=k+10E° dx,p;
De méme :
Oy g OO N 00,08

ox;  0x; V<100 0x;  i=k+1 0L Ox;

J v

=6_X£ ia ZS N n+1 % aZS
Ox; ¥<10mydp,0x; i=ker1 0L 0x,0x;

j=1l,.,n+1 (x,., =1).

Posons, comme dans le cas précédent,

(POj:“j/VJa

ol
J(p,x,1) = DDy, PisXpy 153 Xy5 )
D(pyy1s s Pok> Xok+ 1> > Xon> T)
(Py1s-sPrsXpss»Xp,t) étant solutions du systéme d’'Hamilton :
. _ 04 5 o4 ;o o
P= "% = op o,
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avec t(0) = O et p et x satisfaisant les conditions (3.18) (3.19)). D’aprés le
lemme de Sobolev ([71]), J satisfait ’équation (cf. ch. V, § 5, prop. A).
Lo 8% x 0L 9*S
—dan =—- ) +
dr i=10n20p;  i.5=10n 6;7J 0p; Op;

n+ 1 azl aZS k n+1 azl azS
2
i, j=k+1 0F 65}) 0x,; 0x; =1 j=k+10n° 650 ap, 0x;

+

n+1 azl
+ 2

j=k+1 0x;0&9

Portant
doy; 1 (du, 1 d
[k RS Bttt APl
( 2u’dran

dr \/} dt

dans I'expression de 'opérateur U, (cf. 3.35) et tenant compte des identités 4a,
4b :

n+1 270 2

) )
i, j=k+1 0 97 0&; 05

SR ﬂ_y]m>+<x+[w oL e}
Sk L\ 7L 0ge ae? ol Vleg? a0 Joe?

n+1 ax aLOaX

AR

i, j=k+1 0& 0&; 65}.

et d’autres analogues, on obtient, en utilisant les égalités

a*S . 09
= %, =i
i 0x, 0 ; i 0x;
dA déo o&? neloagd .
= —J- —J—xi etc.,
axj =2 i= ;&-1 0x,

Iéquation suivante pour le vecteur u = (uy,...,%,):
du
— +Gu=0
dz +

ou G est la matrice
dy nil OL®  0i\oy
+ L + —Lu —
(X”’dr)+ ,.=1<Xv ’(ap, ;) ox,

1 P (L
2. Z  3p, 0x, ax ’(X" ’%X")hzo

(3.36)
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d
correspondant a la forme — 4+ G.

1
L’opérateur \ﬁ 0> Uw)—F— dr

Vi

D’ou :

Théoréme 6.2. Sous les hypothéses précédentes, il existe une solution de
Péquation
Ly =0
représentable sous la forme

eih “1S(p, x, 1)
Y(x,8) = PP x

VJ(p,x,1)

r N
x X Y Weup.x,0)6p, 1% x,0) + Bz x,t,h) (337)
v=1 j=0
ou les @{p,x,t) sont C*,d support compact enpetxet d valeurs dans Z
B®,z, € R, et enoutre { ¢, (p,x,t)} satisfait l'équation

de
d_'ro + G, =0 ®o = (Po15-5Po,)-

(Rappelons que la fonction S(p,x,t) ('action) vérifie I'’équation (3.10) et
que la dérivée d/dr se calcule le long des trajectoires du systéme d’Hamilton
correspondant a S(p,x,1)).



CHAPITRE 7

ASYMPTOTIQUE GLOBALE
DES SOLUTIONS DES EQUATIONS ABSTRAITES

Dans ce chapitre, nous démontrons les théorémes formulés dans les cha-
pitres 2, 3 et 4. Pour cela, en régle générale, nous ne répéterons pas les énonces.

§ 1 LEMME SUR LES COORDONNEES LOCALES

Démontrons d’abord le lemme sur les coordonnées locales (lemme 2.1)
utilisé pour la construction de I'opérateur canonique.

Nous reformulerons ce lemme au moyen des deux lemmes 7.1a et 7.1b.

Lemme 7.1a. Supposons quau point o = o° la matrice B = | dq,/00;:<h
ait un rang r < n. Alors il existe une matrice orthogonale n x n, || B;(o°) ||
telle que pour la transformation canonique

i) = ¥ Bfe)afe)

plo) = é:l ﬂij(ao) Pj(“)
o, ’
Ja;

J

Pégalité —=2(a®) = 0 soit vraie pour
I<o<k l<j<n,

avec k =n —r.

Démonstration. 1l existe des matrices orthogonales C; = C,(a) et
C, = C,(a° telles que la matrice B, = C,BC, soit diagonale (cf. [20])
pour a = a°, et que de plus ses k-premiéres lignes soient nulles. I est alors
évident que les k-premiéres lignes de la matrice B,= B;C% = C,B sont égale-
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ment nulles Montrons que C, = C,(«°) est la matrice orthogonale cher-

chée | B;(o°) | . Posons g(@) = C,q(x). Ona

f . dq

i C, 173, =C,B=8B,.
D’ou

4, - -
(%)a:au =0 g = 1,...,](.

La transformation (1.1) laisse invariants les crochets de Poisson.
cq.fd

Lemme 7.1b. Si le rang de la matrice | aq,/aaj |a<go est égal d
, k=n—r et 0§,(2)/0a; = 0 pour 6 < k, 1 <j < n, alors la matrice

~ | 00
b |5

?

i,j<n

. p{2) pour i <k
O = d{x) pour i >k (1-2)

ou

est non-dégénérée.

Démonstration. La multiplication & droite de la matrice B, par C, équi-
vaut a une transformation orthogonale des coordonnées «,..,a, de la
forme & = C%¥a. Donc

Comme dans la matrice By, les seuls termes différents de 0 pour a = «, sont
(04,/0%;), =, POUr i > k, il sensuit alors de la condition (2.2) du chapitre 1 que

55
( p*) =0 (1.3)
08} ) g =gy
pour i > k et j < k.
Montrons que
det || 2£¢ £0.
a8 ||, .
i,j<k

Supposons le contraire. Alors d’apreés (1.3) le rang de la matrice rectangulaire

op;
0a;

j

A=

ign
i<k

est plus petit que k pour o = ay.
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De méme la matrice rectangulaire

o
‘ (Z" 1<o<n.
0d; emao
est égale a 0. Il en résulte que le rang d’une matrice rectangulaire de la forme
kK r
04,
ETR n| 0
J =
b
_rp
| _ " A

est plus petit que n, ce qui est impossible, puisque {g(«),p(x)} est une sous-
variété de dimension n. D’ou

deth,| = (a—‘1> detA| #0 cqfd.
- i<kt 1 \ 0% / _ -
a=ag a=ag a=ag
Les coordonnées du point «°, de la forme
()N’k)z(ﬁl>"'7ﬁkaqk+1"">qn) k=n_r’

seront appelées coordonnées focales du point a° et le plan correspondant est
dit plan focal.

§ 2 DEMONSTRATION DU THEOREME D’INVARIANCE

1. Nous montrons maintenant I'invariance des indices modulo 4, puis-
qu’ils suffisent pour la définition de l'opérateur canonique. Si un domaine
Q < I se projette biunivoquement sur le plan

gy =4, = - =4, = Djyr1 =~ =0, =0,
nous écrirons 2 < QN,q. Si, simultanément, il se projette biunivoquement
sur le plan

Gy =Gy o= =8, =Dpys1 =~ =5, =0,

nous écrirons alors Q < le N f)kz. Si le point o appartient a I'élément du
recouvrement # correspondant a la carte Q,, nous écrirons « € Q, .
Les points « € £2, sont en correspondance biunivoque avec leurs projec-
tions (7,) sur le plan
41 =4 = =4 =Py =-.=p, =0,

de sorte que I'on peut écrire
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Cette derniére fonction n'est définie seulement que sur la projection Q, du
domaine correspondant a ©,, sur le plan de référence. Notons

J, = Da()/ Dy, 3, = IndB,.
Soit S(x) une fonction satisfaisant I'équation
0S(e) _ 0q
do; paaj'

Notons
k
=100 = [ 17 Pew{id 50 - 3 pa [fow |
=1 o = al5ic)
ol @(«) est une fonction réguliére dont le support Q = Q,.

Remarque. Comme dans la formulation du théoréme d’invariance, nous
supposons que A est un opérateur auto-adjoint, non borné, défini positif dans
un espace de Hilbert H et que ¢(«) est une fonction a valeurs dans H. Lors
de la démonstration du théoréme 2.4, il est possible de considérer un opérateur
non borné A dans un espace de Banach B et possédant les propriétés énoncées
au § 1, chap. 6. La fonction ¢(«) est alors a valeurs dans B.

Les grandeurs correspondantes, pour €, , seront surmontées d’un double
tilde. Notons ®% la transformation inverse de Fourier

—ink/4
(2my?

Lorsque le support de la fonction (4, ,...,§,) est égal a R, il faut prendre
I'intégrale sur R.

Quelques lemmes précéderont la démonstration des trois théorémes que
nous avions énoncés. Nous ferons aussi la convention suivante : toutes les
égalités des lemmes 7.2 4 7.5 et de la démonstration du théoréme 2.3 seront a
comprendre dans I'espace facteur S (cf. ch. 2, § 1, 2°).

@qkl// —

k
J~exp|: —i4 ) 5,47}] v(d,,-,4,)44,,..,dq, (2.1)
=1

Lemme 7.2. Supposons que le support Q de la fonctiow d support compact
o() appartienne d la variété lagrangienne I = {q(a),p(x)} et se projette
biunivoquement sur le plan des coordonnées q et sur le plan

g1 = =G =De41 = =0, =0
et soit Q, sa projection sur ce dernier plan. Alors Pexpression &I (g) est égale
4 I, e '™ poyr §,€Q, et d 0 sinon.

Démonstration. Pour calculer Iintégrale ®%*I(3), nous appliquons la

méthode de la phase stationnaire. Les points stationnaires g, = g7, i = 1,...,k
sont définis par le systéme

a8

95@d) = j; i=1,.,k (2.2)

0g;
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Posons dans (2.2)

P = pf®) 4; = 4@ i=k+1,.,n (2.3)
j=1,.,k
Comme
D) — @)
et
Ag(@)) = «

pour & € Q,, alors le systéme (2.2) est satisfait pour §° = §{(&), i = 1,...,k.
Faisons, dans le systéme (2.3), & = a(§,) (5 = P1s-v> P> T 15 G) -

On obtient que §) = §;[«(7)], i = 1,..,k sont les solutions du sys-
téme (2.2) pour des j, € 2, quelconques, puisque

ﬁj[a(yk)] = IN7,' i=1,...k
et que
4[] = 4 i=k+1,..n

Si y, ¢ Q,, les points stationnaires §?, i = 1,.. nappartiennent pas a la
région ou la fonction sous le signe somme est différente de 0.

L’unicité de la solution du systéme (2.2) dans le domaine j, € Q, résulte
du fait que

*S((@)) ~—1 _ Dole)/Dg
H a aN H detBk = D(J’T/D)le #0 (24)

Les conditions d’application de la méthode de la phase stationnaire sont alors
remplies, d’ou le lemme (cf. [81, 3, 4]).

Lemme 7.3. Supposons que le support de la fonction @(x) soit contenu
dans Tintersection Q N ka, alors, aux points ykze Q,, tels que a(yk) soit
non singulier, on a l’egallte * :

@Ekz PP, Ih = el®2) (i, —7k2)INk2 (25)

Démonstration. D’aprés le lemme 7.2, aux points non singuliers :
P, = e 2], (2.6)
Drou
I, = e Pam2@ha] 2.7
Donc, en vertu du lemme 7.2
@Ekl(pﬁk,ih = ei(®/2)7k, @Ekllo = ei(®/2) —§k1)fk2 (28)
cq.fd.

(*) Ici @Bagpu], = @ [@Pu], |- oo
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Remarque. Puisque (y,,) n'est pas singulier un de ses voisinages
Q= @, N Q,, west pas singulier. Soit e,(x),e,(«) une partition de l'unité
subordonnée aux domaines 2, et &, N Q. \ Q, :

o) = ey(@) @(a) + e, (@) @(x).

Les intégrales du second terme n’ont pas de point stationnaire et sont donc
nulles dans §. Cest pourquoi il suffit de prouver le lemme 7.3 pour la fonc-
tion e, (x) g(«) & support dans Q, N 2, N Q,,.

Lemme 7.4. Supposons que le support de () est contenu dans
Q,, N Q,,. On a alors la relation
¢‘7k1¢ﬁklik — e—i(n/Z)mIzk
1 2
ot m est un entier indépendant de y,
Démonstration. Considérons I'intégrale
IG,,) = P ], .

Elle s’écrit

N i(rfa4) (k2 —k1) gk1+ka . ky
19,) = © 4 V[CXP{IA[S(&) - ';1 Pig @) — q,)]}

(zn)(kl +ka)/2

kz ~ ~ — ~ ~ ~ ~
exp|: —id4 ) ﬁjqj]|D<7(cz)/D(y,()|”z @) dp,,...,dp,,,dq, ., dq,,,
j=1
29)

ou
9 = _Zl Bisd;» det| B;| =1,
j=

5. 5.

j=1

& = ay,,) = &(51,...,ﬁk, Y Beinj Do
j=1

Pour calculer I'intégrale (2.9) appliquons la méthode de la phase stationnaire.
Les points stationnaires g;,p?, i = 1,..,k,, j = 1,..,k; sont définis par le
systéme

a(S(&) ) ﬁﬂ,@)
ap i

ky
6(S(&) - X ﬁ,-%(@) ‘
JN—J + ¥ 5B — p,=0 v=1,.,k, (2.11)

=—§, =1,k (2.10)

0q, j=1
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Comme on sait que
K

a(s(a) -y ﬁjqj(a)>
j=1

op;

J

a(S(a) - ﬁ,-&,@)
o

= —G@ =1,k (2.12)

= p®) v="k +1,.,n (213)

On tire de (2.13)

(s~ Y am) , ose- 5 rm)
- = ) (; — B
1=k +1 4

- Y @b, 2.14)

1=k +1

oq

v

En vertu de (2.12) et (2.14

e

le systéme (2.10-2.11) peut se réécrire
8 = §; J=1,.,k (2.10y

Y 58, = B, v=1,.,k,. .11y

On peut voir que le systéme (2.10, 2.11) a une solution

B; = p; = p;® &= = §®

ol & = &(y,,) est solution du systéme
5j(§)=f7j j=1,.,k,;, G =g, i=k,+1,.,n

Soit en outre D, , (@) le déterminant de la matrice A(%) des dérivées secondes
de la phase de l'intégrale (2.9). De la formule (2.8) il résulte alors que pour
des §,, tels que «(y,,) soit un point non singulier.

lim &% @Px I, <
h—0

Par conséquent (cf. I'affirmation § 2, ch. 6, p. 23) D, , («(3,,) # O et on peut
appliquer la méthode de la phase stationnaire.
Donc, avec (2.8), aux points non singuliers & :
o1 _ 5a®
Pu®] = |72
De 14, on déduit par contmulte que cette égalité reste aussi valable aux
points singuliers « € O, N ka, cest-a-dire D, , (&) # 0 pour & € Q, N ka
A Tlaide de la methode de la phase stationnaire, on obtient
1G),,) = e '®orl,

(2.15)
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ol m = Ind A®).

On voit daprés (2.15) que D, , (%) ne sannule pas sur Iintersection des
cartes @, et Q, . Par conséquent, Ind A(«) ne change pas pour

o € f)kl N 5,‘2.
cq.fd.

Corollaire. La différence 5, — ,, est égale d m pour tout a € @, ) Q..

Donc, puisque m ne dépend pas de o € le N ﬁkz
[71(2 - 71(1] () = [71(2 - 71(2] (@2)

pour des points non singuliers quelconques «; et «, € le N f)kz. Par consé-
quent - o

71(2(0‘1) - 7kz(az) = 7k,(°‘1) - 7k1(°‘z) = Inv.
Nous avons donc montré que Iindice d’un chemin allant de «; a , est un
invariant indépendant de la carte dans laquelle se trouvent les points o,
et a,. De la résulte le théoréme 2.1 sur I'invariance homotopique de I'indice
d’un chemin (*).

2. Démonstration du théoréeme 2.3

Désignons par K% [#,%,{e’},{l;}] l'opérateur canonique donné
par (2.3), chap. 2, dépendant du recouvrement ¢, de I'ensemble des centres &,
de la partition de I'unité {e’} et des chemins {/;}. On voit facilement qu’en
vertu de linvariance homotopique locale de |pdg et Ind[a®,a], il est

nécessaire et suffisant de vérifier la condition (2.5) du chap. 2 pour que (dans
Iespace facteur S) opérateur K% soit uniquement déterminé par la don-
née de 'atlas 5, des centres 4 et d'une partition de I'unité. Ainsi

Ky7[#, 2, (e} {} ]~ Ky 71, Z.{e'}]
On peut donc simplement noter 'opérateur (2.3) du chapitre 2 par
Ky7[#, Z,{e}]

Avant de passer a la démonstration de I'indépendance de 'opérateur canonique
de la partition de I'unité, démontrons le lemme :

Lemme 7.5. Supposons que des domaines Q' = Qf), i = 1,..,N soient
les éléments d’un recouvrement H#(f) et d'un ensemble de centres Z(f) et que
des &(x) = &(x, B) (éléments d'une partition de Tunité) dépendent d'un certain
paramétre B e[0,¢], de telle maniére que, pour tout fe[0,g], chaque

(*) Par définition Ind I[&, ,&,] = m, ol &,,,4d,, sont les centres des cartes Q, et flkz.
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domaine Q'(f) se projette biunivoquement surunmémeplan B ,...p,, 4., >4,
et que les e'(a,p) soient deux fois différentiables en f.
Alors 5

B
Démonstration. 1l suffit de montrer le lemme pour g = 0. Soit &i(x, f)

un élément d’une partition de 'unité correspondant a une certaine carte Qi(f)
et supposons que la carte ©{(B) n’a d’intersection quavec ! cartes

3B, i=1,.,L

Ky 7 {HB), Z(B), (€. B)} } ola) = 0.

Considérons

N
Ky rol) = K% Y &(,0)¢). (2.16)

ji=1
Montrons que

d 0~
[a—ﬁKl’,“r & (x,0) <P(a)} =0.
g=0
Ona:
a 0 Pr - —i57 T aEJ(a ﬂ)
v . d —_ i iyin/2 il ANE Y o)
l:aﬂKyi,rei’c(aaO)(P(a):lﬂzo {(pp e " I, ap
i = L=y, ~ v .
+ Y @i %"ﬁ}a@,m (2.17)
v=1

Ici, & et szcorrespondent aux cartes 5;v(ﬂ) et

B f(a) = &P f(a(F,)).

En vertu des lemmes 7.3 et 7.4 :

&l («,0)
g=0

LR z & azv
= exp(_ iy, g) ¢Pk1kva—eﬂ(a,ﬂ)

5 o~ ~ 08
P exp (— A g) ligg@h)

E(x,00 v=1,.,1 (218
=0

pour o e Qi(B) N R.
Puisque

E{((a,ﬂ) + Z:l z;(aaﬂ) =1,
alors,
of., L
o RSN R

€n ces points.
Le lemme est donc une conséquence de (2.17) et (2.18).
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Soient # et # des atlas ayant le méme ensemble de centres &, C’est-a-dire
a un centre o correspondent les domaines Q' € #et @ € #. Considérons
aussi I'atlas 2 de centres & et de domaines Q' = Q' |) Q. Il leur correspond
les partitions de I'unité {&(«)},{&(x)} et {e'(x)}. Considérons la partition

de T'unité {¢€f(x,p)}, ou i i
el p) = g(a) + fei(n)

1+
correspondant au recouvrement : Q{(f),on Q(f) = Q' si fe(0,1] et
Q0) = Q'. D’aprés le lemme 7.5, on sait que I'opérateur canonique ne change

pas (dans l’espace quotient §) en remplagant I'atlas # par I'atlas #; de méme
avec #. Par conséquent, le changement de I'atlas 3 en  ne modifie l'opé-
rateur canonique que par des quantités équivalentes 4 0.
On peut donc écrire
Ky [#.2.{e}] = Ky 7 [2]

Supposons maintenant donné I’atlas s#. Prenons un point x € R, ¢ .
Changeons le recouvrement %, en conservant les centres, de telle maniére
que @ n’appartienne qu'a une seule carte Q° du nouvel atlas #” (ayant les
mémes centres Z°). On a démontré que K7’ ro était invariant par cette opéra-
tion. Entourons le point & d'un domaine ne rencontrant que Q'“ et se proje-
tant entiérement sur le plan focal correspondant a @. Nous construisons ainsi
une nouvelle carte, de centre &, que nous noterons Q. Soient 5" le nouvel
atlas augmenté de cette carte, &” I'’ensemble des centres Z, augmenté de @.
Soit {eg,(@)} une partition de I'unité associée a #”; on peut alors construire
la partition de I'unité suivante {egj,(@)} associée a l'atlas #”.

ezg) (@) = 921)((")’ i # 1 egil"))(a) = eig)(a) + e‘;(a)

Considérons la différence des expressions de K%' % ¢(«) correspondant aux
atlas #’ et #" avec respectivement les partitions de I'unité ej, et e 3,

0 0 11 3 in io
KL )00 ~ KE3(@)0te) = expiy = F1nd 20,07

x @Px [e("f) (@) — e("g) (a)]INk — exp(iy — %Ind l[ao,a“’]>q§’=”<' ef;)(a)fk, 2.19)

A=, A soit un atlas pour t; < 7 < 1,,,. Ensuite, sur I’ on

Ty+1?

peut choisir un atlas #,.*!, en général différent de I'atlas

Tiy1 ?

Ti+l Ti, Ti+1

Comme ) .
ey (@) — 8, (@) = €5(x)
et que ~
supp €@, < Qe QY

d’apres les lemmes 7.3 et 7.4 la différence (2.19) est équivalente a 0.
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Par conséquent, aux centres & de I’atlas ., on peut ajouter de nouveaux
points centraux sans changer I'opérateur

Soient maintenant deux atlas canoniques #’ et #” de centres 2’ et Z”.
Considérons I'atlas s# avec les centres & = 27 |J &

Alors Ko (2] ~ Ky [2]
et
Ky 7 (2] ~ Ky 7]
d, ) al , o
ou Ky%[2] ~Kp?P[27]  cqfd.

Le théoréme 2.4 se démontre de la méme fagon, en tenant compte de ce que,
dans les lemmes 7.2-7.4, la méthode de la phase stationnaire donne une série
asymptotique en puissances de R, .

3. Démonstration du théoréme 2.2

Soient I'y et I', des variétés lagrangiennes, et supposons en outre qu’on
puisse déformer continiiment I', en I', de sorte qu’elles appartiennent a une
famille a un paramétre I,,0 < 7 < t, ou, pour chaque 7,[ est une variété
lagrangienne.

Soit s, un atlas canonique de la variété lagrangienne initiale
Iy = {4%0),p%0)}. Notons %, ., I'application de la sous-variété I', sur
L, ,r., =T,, et #, latlas canonique de I',. Supposons que €’ cor-

T2? T1T2" 1) 20 U7 o S - . )
responde ala carte ) = 3#,. Pardéfinition de €, le domaine £’ se projette
biunivoquement sur le plan p,,.., P, dy4 ¢, > 4,- POsons

Q{o =%, IOQ"
Il est évident que pour 7, < ¢, le domaine Q] se projettera aussi biunivo-
quement sur le méme plan. Comme il y a un nombre fini de domaines €/, il
existe un ¢ > 0 tel que pour 7, < ¢, on peut introduire, pour tous les
domaines Q{o, les mémes coordonnées locales j, que dans les images
inverses £’. Ainsi, en tant qu'atlas 3 sur I, on peut prendre I'ensemble
des cartes locales . ~;

(ke = %o, S

0

0, 10
correspondant aux domaines Q. etauXx coordonnées ¥, =P, ..., P Gyt 15> dns
de cette facon il est possible d’écrire

H,, = U, o

To

Draprés le lemme de Borel on peut diviser lintervalle fini [0,t] (par des
points ,,..,7, = t) en un nombre fini d’intervalles de longueur A ayant la

propriété suivante : sur I',,on peut choisir un atlas #: tel que
'yfi-f-l = 9 ,}(fi"'l

Ti+1,1T Ti+1

soit un atlas pour 7;,, <1< 7;,,.
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Considérons un cycle y,, sur la sous-variété I', . Montrons I'invariance
de Indy,, pour les déformations I', — I', , C’est-d-dire montrons que

pour cette déformation
Indy,, = Indy,, .

Quand nous aurons montré I'invariance de Indy par changement d’atlas,
nous aurons par la-méme montré I'invariance de I'indice d’un cycle quelconque
pour la déformation I' — I',. Montrons d’abord qu’il est possible de déformer
le cycle y, sur I, de maniére a ce qu’il ne traverse pas successivement deux
cartes singuliéres de I'atlas s# . Considérons le segment I, = I [a',0?] du
cycle y,, contenu dans les trois cartes Q‘,SNL(,Q2 ot , est singuliére, alors
que Q' et Q2 ne le sont pas. Les cartes %, Q°,(c = 1,2), %,, ,Q, pour
7, < 1 < 1;,, seront & nouveau notées respectivement Q° (¢ = 1,2),9,.

Considérons le segment

= l _ .
Tiy, Ti+1 Ti Ti+1 yfi+1

Montrons que Indl, = Ind/, , ce qui montrera l'invariance de Indy,,,
puisque, par construction, I'indice ne peut seulement changer que par passage
3 travers des points singuliers. En vertu de cette remarque, on peut, sans perte
de généralité, supposer que «',a’e @, cest-d-dire que a'e O, () Q' et
a?€ Q, () Q2. Sur chacune de ces intersections, le jacobien DJ,/Dy,, par
définition des cortes Q!, Q% et f)k, ne s’annule pas. Par construction, il est
aussi différent de zéro aux points

Y. o, (6 =1,2), T, €T < T,

Par conséquent, le déterminant de la matrice
0g;
ap;

i,j<k
qui lui est égal, est différent de zéro en ces points. Comme l'indice d’inertie de
la matrice B, ne change pas par passage de «° € r.au a’el ona

Tir Titl Tigy1?
Ind/,, = Ind/,__, cqfd.

Considérons maintenant le cas général. Déformons le cycley et le
cycle y,,,, de telle maniére qu’ils passent par les centres de toutes les cartes
traversées. Considérons un segment du cycle y_ joignant, sur la variéte I' , le
centre &, de la carte f)kl au centre @, de la carte ‘ka' Considérons le segment
d'arc correspondant du cycley, , allant du centre & eI, de la carte
&, = U, 2, au centre a, €I’ de la carte @, = %, . £,,. Mon-
trons que les indices de ces chemins coincident. De la résultera évidemment
que l'indice du cycle y,, est égal a I'indice du cycle y,, . Rappelons que nous
avons défini I'indice d’un arc joignant un point régulier ! de la carte @, au

centre de cette carte & comme I'indice d’inertie de la matrice B, au point «'.
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Supposons a' € le N Q et a' régulier. Soient &, et &,, les centres res-
pectifs de Q, et Q .l est ev1dent que

IndI[5,,.&,] = — Indl[a*,&,] + Ind [[«',&,].

Ainsi 'indice du chemin de &, a &, estégal a la différence des indices d’inertie
des matrices B, et B, calculés au point o'e f)h N ka- Comme on la
démontré pour le lemme 7.4, cette différence est égale a I'indice d’inertie de la
matrice A(x').

Remarquons que l'on peut toujours supposer que les variétés I, etI',
sont en position générale. Toutefois, pour certains 1 € [1;, 7,, ;| les variétés
peuvent ne plus étre en position générale.

Soient «®e @, N Q,,, surlecycley, et af =%, . o° sur y, , etsup-
posons en outre «° et o réguliers. Montrons que les indices d’inertie en «°
et af de la matrice 4(«) coincident. De ce qui a été dit plus haut, il résultera
que la démonstration de I'invariance de I'indice du cycle y,, est achevée.

L’égalité (2.15), démontrée dans le cas ou la variété des singularités M, a
une dimension inférieure & n — 1 s’étend par continuité au cas général.
Ainsi det A(x) ne s'annule pas sur Pintersection des cartes @, Q. , ni
également le long du chemin %, . pourt; < 7 < 7,,,. Par conséquent le
long de ce chemin I'indice d’inertie de la matrice A(x) ne change pas (sinon
det A(x) s’annulerait).

c.qfd.

De la résulte aussi ’analogue du théoréme 2.1 pour les films.

§ 3 ASYMPTOTIQUE GLOBALE DES SOLUTIONS

1. Nous allons démontrer ici le théoréme 4.1 dans le cas m = 1 et
A; = 1, clest-a-dire le théoréme 4.1a. Dans le cas général ol m est arbitraire,
ce théoréme et le théoréme 4.2 se démontrent de maniére tout a fait analogue.

Avant tout montrons que le théoréme 4.1a résulte immédiatement des
affirmations démontrées dans le théoréme 6.2 sous la condition que le temps ¢
soit suffisamment petit (c’est-a-dire que le théoréme 4.1a est valable
localement). Pour cela, déduisons de la formule (3.37), ch. 6, la formule (2.12)
du ch. 4. Supposons le support de la fonction vectorielle ¢%a, k) (cf. théo-
réme 4.1a) contenu dans ©'.

Draprés (2.13), ch. 4, le support de la fonction vectorielle ¢(«,h,t) appar-
tiendra 4 Q!. Ainsi dans ce cas, 'expression (2.12) peut, d’aprés la définition
de 'opérateur canonique, étre écrite sous la forme (3.37) du ch. 6 en utilisant
pour cela I’égalité

S(p,x,t) = f

1[a®, «9]

{—Hdr+pdq}+f Pdz — 3 Fa0)

Ia? , ar(¥x) ]
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Mais la formule (3.37) est obtenue sous I'hypothése que pour ¢ < ¢,

D(ﬁl(a,t),...,ﬁk(a,t),ékﬂ(a,t),...,Q"(a,t))/Da

ne s’annule pas. Comme l'opérateur canonique peut étre décomposé en une
somme finie d’expressions de la forme (3.37), nous obtenons le théoréme 4.1
pour t < ¢. Tous ces raisonnements peuvent, il va de soi, étre étendus a un
instant initial arbitraire t,. Les solutions Q(«,t), P(«, ) du probléme (2.4)-(2.5),
ch. 4, donnent une application %, , dela sous-variété I';, sur la sous-variété I',.

Appliquons a %, ,la construction décrite au début de la démonstration
du théoréme 2.2 (cf. sec. 3 § 2), et subdivisons le segment [0, T] en intervalles
t =0,t,,t,,.., T. Nous conserverons les notations qui ont été introduites :
H =, H° pour t <t;, #; =AU, H pour t;<t<t,,. Suppo-
sons que pour ¢t = 0, une solution de I’¢équation (2.11) ch. 4 satisfasse la
condition (2.11a)ch. 4. Selon ce qui a été démontré, pour t < ¢, cette
solution peut étre représentée sous la forme (2.12) du ch. 4, on «? = «°,
Ind [«°®,a)] = 0, #[I,] = #7. Ainsi

Ylx,1) = Kii:U,r,,h[%?] > o
v=1

Notons que d’apres les conditions du théoréme 4.1a, une solution de I’équa-
tion (2.11) vérifiant une condition initiale équivalente a 0, est équivalente 4 0.

Imposons a nouveau a la solution de I'équation (2.11) pour t = ¢, une
condition initiale de la forme

Ylx,t) = K{/'ha,or,,h[f?] Z o X (3.1)
v=1

Drapres l'unicité de la solution (cf. les conditions du théoréme 4.1) on obtient
pour t > t, la solution ¥(x,t) du probléme (2.11)-(2.11a).

En passant pour I'expression de la condition initiale (3.1) a I'atlas #/,, on
obtient, a des fonctions équivalentes a O pres,

Ylx,t) = KZ/,ha,OI“,,h[%tll] Z 02

v=1

ol of est le point initial de #; et o
~ 1 r 0 0
5 =— pdq+y—§Indl[a 9]
1[a®,a?]

on 'a remarqué, la solution de I’équation, pour t > t,, n'est modifiée qu'a
des fonctions équivalentes 4 0 prés. On obtient ainsi

P(x,1) = K{/’ha,ol“,,h['%tl] Y o pourt; <t <t,

v=1

En itérant ce processus, on arrive a la démonstration du théoréme 4.1a.
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2. Démonstration du théoréme 4.4

En conservant les notations introduites lors de la démonstration du
théoréme 4.1, considérons

’
K?M T%z(Ej) ['%?] Z (pv((x s t) Xv(a)
v=1
pour t < t,, ol

o) = Us 0’ T = ,[ (pdg — Hd1), ¢t = {(@)e™
I[a®, 201

p = p(E’). Daprés (3.25),ch. 6, on a pour N = 1,i = 0 (cf. également la
remarque en début de paragraphe) comme Ind[«°,«?] = 0 par construction

. 0 - 0 C v
(_ 1h§+ L) Kf/har,(Ei) [#7] Y oo, ) 1(0) = h*Z(x,t,h),
v=1

ol Z(x,t,h) € L,(B',C,), I'espace des fonctions continues en ¢ et h, de carré
intégrables en x, € R, et a valeurs dans B'. Dans ce qui suit, nous désignerons
les fonctions de L,(B',C,) par les lettres Z,,Z,,Z,,... Il est évident que

Kl/h T(EY) ['% ] = !EJt/hK(l)/haol‘(EJ) ['%?]

puisque
[ (E)) = [(EY), H=F

etquele point o surla variété I'(E’) coincide avec le point «° sur la variété I’
dans T'espace euclidien ambiant et, par conséquent,

7,=—J Hdt = — E't
I[«2, «9]

Comme les conditions du théoréme 2.3 sont remplies en vertu de (4.1), ch. 4,
on peut appliquer le lemme 7.5, ce qui donne

0

ot K(l)/haul'(EJ) [”?] = hZ,(x,t,hy.

Par conséquent :
R S v
- lhaK¥7h.}:(Ef) EAADINNCRIPAC)
v=1

. a —iEJ «0 C v, i)
= — ih E{e Et/hK(l)/h rey [#7] Zl &) x (O‘)emt}

(- E + hu) i EJ/h)tK?/haor(EJ) [%?] Z_:l &) (@)

= W2z,
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D’ou

[L E’ + hu] K§ 1k, I'(EJ) (7] Z (o) (@) = H*Z,4 (3.2)
et de plus, ou E/ — hu(E’) est un point du spectre de 'opérateur L, ou

Kl/h I(EY) %0] Z Sy 2 () = th [i‘ — E + h/‘]_lza ||L2

L2
SH|L = E + ] |- | 2|
| |z étant la norme dans L,[B']. Comme

- ; 1
IE~ B+ ] < 5
otudest la distance du point E/ — hu au spectre de l'opérateur L, nous
obtenons de 1a que d < O(h?).

cq.fd.

Remarquons que les relations (3.2) conduisent également, avec Paide du
lemme 2.4, Partie I de la théorie des perturbations, & 'asymptotique de la
fonction spectrale E,, associée a I'intervalle A(%) ~ O(h) del'opérateur L, ou,
de maniére plus précise,

[1 - E,,;| K‘i/'ha,or()si) Z &) ¥ (e) = O(h) (3.3)
v=1

L;[B!]

= {4; — O(h),%; + O(h)}.

Le théoréme est démontré.

3. Du théoréme 4.4 résulte directement les théorémes 3.1, 3.6 et 3.6a. Des
théorémes 4.1, 4.1a, 4.2, en tenant compte des théorémes 5.2a, 5.3, 5.5a, 5.6a,
résultent les théorémes 3.3 et 3.4 (ce dernier pour les équations 3 et 4 du
tableau 2).

11 est évident que pour un systéme hyperbolique, la condition 1), § 2, ch. 4,
est vérifiée si comme espace B® on prend un espace de dimension finie. On
sait que les hypothéses des théorémes 3.4 (pour les équations 1 et 2 du tableau 2),
3.5 et 4.3 entrainent la condition 2) § 2, ch. 4 (cf. [25], [49], [38], [59,1),2)]). A
partir du lemme 2 du supplément et des hypothéses des théorémes 3.4, 3.6
et 4.3, on déduit l'existence, a un instant quelconque ¢, de la solution du pro-
bléme de Cauchy pour les équations bicaractéristiques correspondantes.

Ainsi, toutes les hypothéses du théoréme 4.2 sont vérifiées si celles des
théorémes 3.4, 3.5 et 4.3 le sont.



CHAPITRE 8

FORMULES QUASI-CLASSIQUES
POUR LES SOLUTIONS DES EQUATIONS
DE LA MECANIQUE QUANTIQUE
AVEC DES COEFFICIENTS
[7/2] + 4 FOIS DIFFERENTIABLES

Le probléme de I'asymptotique quasi-classique « globale », c’est-a-dire
du cas ou les trajectoires d’un pinceau se recoupent, est trés complexe, et méme
dans la littérature physique, il n’y a aucune méthode pour la résolution de ce
probléme. Le probléme analogue en optique n’a été étudié dans la littérature
physique que dans des cas particuliers (sur le passage d’une onde a travers
une caustique — cf. par exemple dans le livre de Landau-Lifschitz « Théorie du
champ »). Par analogie avec I'optique, on peut conclure a priori que si les
trajectoires se coupent, et si en un point x a I'instant ¢, il arrive k trajectoires,
alors il correspond a cette situation k ondes différentes qui interférent au
point x. Cette interférence dépend essentiellement du facteur de la forme
exp[ — i(n/2)y;] qui figure dans I'onde (j). Pour ce genre de raisonnements
voir [27]. Il y est aussi montré que par des considérations a priori, on ne peut
deviner les quantités y;. Dans le cas de I'optique du vide avec des miroirs réflé-
chissants, la grandeur y; dépend du nombre de réflexions qu'a subies la
J-iéme trajectoire. Nous avons vu que pour I'asymptotique des solutions des
équations de la mécanique quantique le role de ces miroirs réfléchissants est
joué par I'enveloppe de la famille (pinceau) de trajectoires des particules clas-
siques. Dans ce cas, comme on I'a indiqué au chapitre 2, la grandeur y; est egale
a ce qu'on appelle I'indice de Morse de la j-iéme trajectoire.

Cet indice a été introduit par Morse pour I'étude du probléme variationnel
d’une fonctionnelle et est défini comme le nombre de valeurs propres négatives
de la variation seconde de cette fonctionnelle [53]. La théorie de Morse a
joué un role essentiel dans le développement de la topologie des variétés dif-
férentiables ([52]) et dans I'¢tude du probléme concernant le nombre de
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géodésiques joignant deux points (calcul global des variations) ([31]). Nous
voyons ici que indice de Morse a un sens physique concret. Ce fait est un
nouveau succes de la théorie de Morse.

Au chapitre précédent, nous avons déja obtenu la valeur de y; mais il n’est
pas encore démontré qu’elle coincide avec I'indice de Morse. En outre, nous
avons exigé que les coefficients de I’équation soient indéfiniment différentiables.
Une différentiabilité élevée des coefficients est le fait essentiel qui permette
d’obtenir le premier terme de I'asymptotique quasi-classique a I'aide de la
méthode donnée plus haut. Mais établir la différentiabilité minimale des
coefficients pour laquelle y; est €gal a l'indice de Morse est une question de
principe. On vérifie facilement — sur des exemples concrets a une dimension,
que pour des coefficients discontinus la grandeur y; est distincte de I'indice
de Morse.

Nous allons donner dans ce chapitre une déduction des formules de 'asymp-
totique qui est essentiellement différente de celle donnée au chapitre précédent.
Les restrictions sur la différentiabilité des coefficients de I’équation dépend
dans cette nouvelle démonstiration de la différentiabilité des fonctions qui
entrent dans une intégrale de la forme :

I(h) = {q,(x, y)elf Mhdx,

Elle doit étre suffisante pour que la proposition suivante soit valable : «si
'équation d¥ = 0 a une solution unique x = x, et si la forme d*F est
non-dégénérée pour x = x, et a un indice d’inertie y, alors on a la relation

V[go(x ’y)eif(x VR dx = (27‘5 ih)n/z l D |— 172 e—iny/Z eif(xu) ¢(x0) + Z,,(y)

ou z,(y) converge fortement vers 0 dans L, pour h > 0 et D est le discri-
minant de la forme d*# au point x, ».

Dans la méthode donnée au chapitre précédent les restrictions sur la dif-
férentiabilité des coefficients des équations dépendent du degré de diffé-
rentiabilité des fonctions ¢(x,y)et #(x,y), degré qui est suffisant pour
obtenir le second terme de 'asymptotique. Apparemment, la proposition entre
guillemets démontrée dans le chapitre 6, peut étre améliorée. On peut pro-
bablement exiger que les fonctions ¢(x,y) et #(x,y) appartiennent respec-
tivement & lespace WY/ (au lieu de CIM2*Y) et WIW+3 (qu lieu
de ClF21*4) Cette amélioration du théoréme sur la méthode de la phase
stationnaire entraine immeédiatement une amélioration des théorémes qui
seront démontrés dans ce chapitre.

La démonstration des théorémes pourrait étre généralisée au cas des
équations ondulatoires de l'optique, et méme, sous I'’hypothése d’une dif-
férentiabilité infinie des coefficients, elle pourrait étre modifiée de fagon a ce
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que toutes les estimations asymptotiques aient lieu dans C* . Nous donnerons
la démonstration pour I’équation 2.1, ch. 3, avec des coefficients prenant les
valeurs des lignes 1 et 4 du tableau 2 (c’est-a-dire les équations de Klein-
Gordon-Fock et de Dirac). Nous appellerons ces équations, pour simplifier,
équations de Dirac.

§ 1 METHODE DES PAS LE LONG DES TRAJECTOIRES POUR
L’OBTENTION DE L’ASYMPTOTIQUE GLOBALE

Nous considérerons, pour &tre précis, I'asymptotique de la solution du
probléme de Cauchy pour I’équation de Dirac. Comme nous 'avons vu, cette
solution peut s’écrire

ux,t,h) = 0pt {91,92,0}.
L’opérateur §, et les fonctions
Y1 = ya(x, h), Y2 = ya(x,h)
sont définis dans § 3 ch. 5. Supposons que
y1 = u(x,0,h) = o(x)exp i/hf(x)

oll ¢(x) est & support compact, et f(x),o(x) e C>. Considérons le systéme
des 1/h-bicaractéristiques de I'équation de Dirac. Elles s’écrivent :

. 0H* 0H*
 _ et __ —
pi = - ax.i, xi - api_ 1= 17 » 1
: oH*
Si = — Iii + Z pii a T (1.1)

i

H* = H*(x,p,t) = e®(x,t) F c\/(p - %d(x,t)) + m?c* (1.2)

Désignons par X *(x,,1), P*(x,,1),S+(xo,1) les solutions du systéme (1.1),
avec les conditions initiales

XH0) = xp,  PH0) = grad f(x), 5,00 = f(xg).  (13)

Désignons aussi par X *(x,;0,7T) lensemble des X *(x,,t) pour 0 <t < T
(trajectoires). Soient (x,,t,),..,(xy,2,) les foyers (*) sur la trajectoire
X" (x;0,T). Soit Dy = Dy(x,,¢5) un e-voisinage du point x, tel que, en
dehors de d-voisinages en ¢ des points (x4,t;),...,(Xo,1,) il N’y ait pas de
foyers pour tout x, e D, et quen chaque point situé hors de ces d-voisinages

(*) On appelle foyer (point focal) un point ou DX/ Dx, = 0. Leur nombre est fini cf. § 2,
sec. 1, chap. 8.
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il ne passe qu'une seule trajectoire. Soit, en outre, D, et 2, les domaines de

valeurs des fonctions X *(x,,t) et P*(x,,f) pour x,€ Dy, t e (0,7T].
Comme on le sait bien (cf. 2 de ce chapitre) il existe un intervalle de

temps At, déterminé par le maximum du module des dérivées secondes

de H(x,,p,t) dans le domaine U D, x Q, tel que les trajectoires issues
0<t1<T

avec la méme impulsion de U D, qui appartienne a un certain voisinage
O<1<T

du domaine U Q, ne se recoupent pas pendant lintervalle A¢. Sup-
0<:<T

posons At < (t; — t,_,)/4, i=1,..,k,t; = 0. Désignons par t; un certain
point qui soit situé dans lintervalle [r; — At/2,t; + At/4], i=1,.. k.
Divisons en intervalles le segment [0, T] par les points 0,7, ,t, + At/4,1,,
t, + At/4, ...t t, + At/4, T (si t, = T, on omet le point t = t, + At/4).

Posons maintenant Dy; = Dy(x,,&5/i), i = 1,..,k, 8; = min { J, At/4}.
Désignons par D,;,Q,; les domaines de valeurs respectives des fonctions
X*(xg,1),P*(%o,1) pour x, € Dy;. Par construction, pour ¢ <t} la trajec-
toire X *(x,;0,1) neserecoupe pas, c’est-a-dire que 'équation X *(x,,t) = x
est résoluble de maniére unique relativement a x,

X = Xg(x,1).
Notons S*(x,t) = S (xq(x,0),1).

Soit u*(x,t,k) la solution de Iéquation (3.1) du chapitre 5 satisfaisant la
condition initiale « positive » (cf. § 4, ch. 5)

ut = ¢(x)exp Bf(x)] (1.4a)
ihaau_r e agt t:0¢(X)exp[%f(x)] (1.4b)

Supposons que le support de la fonction ¢(x) est égal & D,.
Comme J(x,,7) ne s'annule pas pour 0 < z < ¢; en utilisant les for-
mules (3.6¢) et (3.6d), ch. 5, nous obtenons que, pour h — 0,u™(x,t;,h) peut
s’écrire :
ut(x,t;,h) = ud(x,t1,h) + Z(x,t},h) (1.5)
ou
exp [ih~ 'S .(xo, 1) ] 0+ (X0, 1)

@(xo)
V J+(x0, ty) xo=x3 (x,11)

0.(xo,t}) sont définis par la formule (3.6b) du ch. 5.

ug (x,t,,h) =

(1.6)
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| Z(x,t,,h) ||,_2h—_'0>0 (dans ce qui suit, une fonction &(x,t,h) telle que

&t s 30

sera notée O(1)).

Supposons que la fonction B,(x) e C® ait comme support le domaine
D, .-, et que B,(x) =1 pour xe D, ,. Comme la fonction ug(x,t],h)
n’est différente de 0 que dans le domaine D, ,, on a lidentité

ug (x,ty,h) = B,(x)ug (x,1;,h) = B,(x) PP ug(q,t},h).

1
Soit #ig(p,t,,h) la fonction

i (P, 11, h) = Pug(q.ty, h).

Lemme 8.1. Si p¢ Q, ., alors iig(p,ty,h) = 0(1).

Démonstration. Pour démontrer le lemme, on utilise la méthode de la
phase stationnaire. Un point stationnaire g = q° pour lintégrale

g (p,ty,h) =
1

— T (g, 1) M20 (x4, 15) <p(xo)exp[is+(xo,t;)ﬂ e-iralh dg
Qnihy'? J‘D,,, ,k|: h o= @, )

vérifie le systéme d’équations

6S+ (xg (q7 tll)? t’1)=
a4, b:

i=1,.,n

et appartient de plus au domaine D,, , puisque ¢(xg4(q,t;)) n’est différente

de 0 que pour g€ D, . Le domaine de valeurs de la fonction
grad, S, (xg(q,11),11) = P*(x5(q,1}), 1))

pour geD, , estégala Q, ,.

Par conséquent, d’apres I'énoncé du lemme, il n’y a pas dans le domaine
d’intégration de points stationnaires ¢ = ¢° pourlafonction S, (x,,t;) — pq.
Le lemme 8.1 résulte alors du lemme 6.7. Dot dulemme 8.1 :

ug (x,17,h) = By (x) 9™ F,(p)ig (p, 1y, B) + B,y(x)0(1)  (1.7)
ou la fonction
‘gzt&(p) eC”, D[gzza(p)] = Qr’l Jk~1

et
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De (1.5) et (1.7) résulte donc que
u'(x,17,h) =——= B(x )[ { PRF (P)

f e~y (q, tl,h)dq}dp +0(1) (1.8)
Dy sk

En répétant le méme raisonnement pour du*/dt, on obtient :

’ h) —
i ipx/h g — ipglh 5”3 ,
2k B (x) e, (p)- € F(q,tph)dq dp + O(1).
Qe s pey D¢, sk
Comme out
ik 6? =usH" + 0(1),
alors

) 6u+

h [ {W/u J e PIRH* (g, V,S* 1]
or, (Zh B (x) o «(P) ook (4,V,S™ 1)

w3 (@, ) dq} dp + 0(1) (19)

Introduisons les notations
F .(p) )
D,(p,t, b)) = ——— e Pyt (g, h)d 1.10a
1Pty Qi)™ Jy, | o (g,ty,h)dq (1.10a)
1

Byp,t h) = ————
2Ap, 1, h) i

J e PhH* (9,V,8* 1) ud(q,t,,k)dg (1.10b)
D¢,k

Soit u(x,t,h) la solution de I'équation de Dirac, vérifiant les conditions
initiales suivantes :

1h

]y = 4706, 1, ) = By(x) e? o, (p,ty,h)dp + O(1) (1.11a)
R k-1
+ ’
oul LR B, | PP (p.ty h)dp + O(1)  (1.11b)
ot | ot _—

En vertu de la définition de I'opérateur §, et de I'existence de Q; !, la solu-
tion u*(x,t,h) pour t; <t < t, + At/4 peut s’écrire :

+ ’
ut(x,t,h) = QN,;I{uJ'(x,t'l,h),th,O}

= Q~,;1|:(2nih)""/2 fB,i(x)ei”"/"{451,452,0}dp] + 0(1),
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puisque
0,'{0(1),0(1),0} = 0(1).

! sous le signe somme, on obtient :

Faisant passer Q,;
u*(x,t; + At/4,h) = (— 2zhi)~"? J~ u(x,p,t),t, + At/4, h)dp
Q¢ k-1
+ 0(1) (1.12)
ol
u(x,p,t,,t, + At/4, h)

est la solution de I'équation de Dirac, au temps ¢ = ¢, + At/4, satisfaisant
pour ¢t = t}, les conditions

=, = By(x)e®P, (p,1,,h) (L.13a)
ihg—? = e"”"/"B,,l(x) b, (p,ty,h) (1.13b)
Notons
¢ = B,,l(x)<151(p,t’1,h), ¢, = B,,l(x) <D2(p,t'1,h).
Soient
xt(t) = X*(x,,1), pE(t) = P*(x,,1), s*(2) = S 4(xo,?)

les solutions du systéme (1.1) pour ¢; < t < t; + At/4 vérifiant, pour t = ¢/,
les conditions suivantes

x*(th) = x,, pe(t}) = p, s* (1)) = pxo. (1.14)
En vertu de (1.14) et du choix de At et de ¢, chacun des déterminants

T*(xq,t) = det || 0X *(x,,1) /0%, |

est strictement positif pour te[#;,t; + At/A]. En vertu du choix de At
pour t; <t <t, + At/4 les trajectoires X *(xo,t) ne se recoupent pas,
c’est-3-dire que pour chacune des équations

X*(xq,t) = x
est univoquement résoluble relativement & x, : X, = X5(x,1).
Posons S*(x,t) = S, (Xq(x,1),t).
Représentons chacune des conditions (1.13a) et (1.13b) sous la forme d’une
somme de conditions « positive » et « négative » (cf. § 4, ch. 5), c’est-a-dire

@y =@ (x,h) + ¢ 7(x,h) (L15)
0, =H'@*(x,h) + H ¢ (x,h) H* = H*(x,p,t}).
On a donc, d’apres (1.13a), (1.13b) et (1.15),
ux,p,ty,t,h) = @ (x,p,t,h) + 7 (x,p,t,h) (L16)

V. P. MasLov. — Théorie des perturbations. Il



290 Méthodes asymptotiques Chapitre 8

pour t; <t <t; + At/4,ouii*(x,t,h) est une solution de I’équation de
Dirac, vérifiant pour ¢t = t; les conditions suivantes :

u* |t=t’1 = (Pieipx/h (1 17)
. aﬁi _ + + ip-!/h )
th =@ H=*e

t=t4

Nous voyons que les conditions (1.17) sont des cas particuliers des conditions
initiales considérées au § 4 ch. 5;ici f(x) = px. A cause du choix de At, la
fonction J*(x4,t) est strictement positive pour ¢, < t < t, + At/4, donc
en utilisant les résultats du § 3, ch. 5, on obtient que, pour h — 0, la fonc-
tion #*(x,p,t,h) peut s'écrire :
aE(x,p,t, + At/d, h) = G(x,p,t, + At/4,h) + O(1) (1.18)

ou
iZ(x,p,t; + At/4,h) =
exp |:ih‘1§i (fcg b+ %)]

L5, (X2, 1, + At/ 4)pE(RE, k) (1.19)

VIEEE 1, + At/4)
1

otlles G,(x,,t, + At/4) sontles ¢ .(x,,t) danslesquels on a respectivement
remplacé X *(x,,t) par X *(x,,t) et ol

‘f-Oi— = iOi('x7p7t1 + At/4)
sont les solutions de t(xg,1) = x.
De (1.12), (1.16) et (1.18) il résulte que la solution u*(x,t, + At/4,h) véri-
fiant les conditions initiales (1.11a) et (1.11b) peut, pour k& — 0, se représenter
sous la forme :
ut(x,t, + At/4,h) = (— 2nihy? J~ [GE(x,t, + At/4,h)

Q4 w1

+Hg(x,t, + At/4,h)]dp + O(1) (1.20)

Rappelons qu’en vertu du choix des conditions initiales (1.14)
i3 (x,t, + At/4,h)
est aussi une fonction de p et ¢} . Multiplions la formule obtenue par une

fonction non négative ¢(t}) e C* égale & 0 en dehors de Ilintervalle
(¢, — At/2,t, — At/4), telle que

11 —At/4 , ,
J‘ p(t)de) =1
t

1—A2
et intégrons en ¢} les deux membres de I'égalité (1.20) :
ty — A2t <t — At/4.
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Comme u*(x,t; + At/4,h) ne dépend pas de ¢, on obtient
ut(x,t, + At/4,h) =

(— 2rik)~"? J

11— Atf2

11— Atj4

<P(t'1){ J~ L5 (x,t; + At/4,h)
Qe k-1

+ fig(x,t, + At/4,h)]dpdr, + O(1) (121)
Draprés (1.15) :
H¥¢, — 95
o h) = 01— @) 1.22
@*(x,h) e (1.22)
ol H = H:(x,p,t)),

@y = @(x,p,ty,h) = 2nih) ™" B (x) Z(p) J e” g (q,t),k)dg  (1.23)
Dy,

®, = @, (x,p,ty,h) = 2rnih)~"* B,(x) #(p) J‘ e~ ipalh
Dt; s k

-H™"(q,grad,S*(q,t}),t)) uq (q,ty,h)dg (1.24)

Considérons I'intégrale
1y —At/4

I (x,t; + At/4,h) = 2nih)™"? J o(t)) fig(x,t, + At/4,h)dpdt,

ty— A2 [

Avec (1.19), (1.22)-(1.24) et (1.6) elle devient
11 —At/4

I” = (2nh)~" J o(t}) ZI(P)
11— A2 Qe k-1
J (J7(&.t, + At/4) 125 (%5 ,t, + At/4)
D¢ sk

. o o At
X B,,l(xo)exp[%S (xo ot +T)]
.~ H'(q,grad,S"(q,4),t}) + H'(%,,p,1))

H_(JNCS’PJ}) - H+(520_7p7t,1)

i , PNy — ,
X exp[ﬁs+(x3>t1)](-7(x6'7t1)) 20, (x5, t) @(xg) x
e~ dpdqdt, (1.25)
Pour le calcul de I™, appliquons la méthode de la phase stationnaire. Les
points stationnaires g = ¢°,p = p°,t;, = T satisfont le systéme
grad, S, (x¢(g,t1),t) = p, grad, §_(§g,t1 + Atj4) =g (1.26)
. e
0S " (x,t; + At/4) _ 0S*(q,t)) (1.27)
ot ot
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D’aprés la définition de §7(x,¢, + At/4) et S*(q,t}), ona

as_*a(gﬁ = — H*(q,grad,S7(q,t}),t})
1 (1.28)
08~ (x,t, + At/4) _ H-(y,p.t)).
ot
De (1.26)-(1.28) résulte que
H™(%o,p,t1) = H'(%y,p,t).

Mais cette égalité contredit le fait que les racines de I’équation caractéristique
(cf. § 3, ch. 5) sont essentiellement distinctes : H*(x,p,t) ne coincide avec
H™(x,p,t) en aucun point (x,p,t) et I'égalité (1.27) n’a pas lieu. Par consé-
quent, il n’y a pas dans le domaine d’intégration de point stationnaire
q=4°p=rp°1t =1 dela fonction

S1(x5(g,11), 1)+ S7(Xg >ty + At/4) — pq.

Appliquant le lemme 6.7 on obtient donc
I~(x,t, + At/4,h) = O(1).

Considérons maintenant la fonction I*(x,t, + At/4,h) donnée par

ty~At/4
I*(x,t; + At/4,h) = 2rih)~"? J‘ o(t) fig(x,t; + At/4,h)dpdt)
t1 —Atf2 Q¢ , k-1
Avec (1.19), (1.22)-(1.24), (1.6), elle devient
ty —Atj4
It = j o(t) I*(t)dr) (1.29)
{1~ A2
ou
I* = (2nh)~ f Zp)
Qe , k-1

J THES oty + At/4)12F, (%5 .1, + At/4)B(X3)
D¢,k

. —f~+ ’ _ + + ’ ’
X eXpliiSJr(fg,tl + At/4)][H (o.p.ty) = H (q,graqu (q’t1)7t1):|

H_(Ség—’p’tll)_ H+(gg7p7t,1)

i 7 ! ’ -
X explizSJr(xJ ’t1):|‘7+(x(;r DT (xg 1)) I/Z(P(x(;r) x5 =xg(a,11)

Xg =Xg(x,11+AL/4)

e Pt dpdg (1.30)
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Pour le calcul de I+, on applique la méthode de la phase stationnaire. Le sys-
téme d’équations pour la détermination des points stationnaires de I'inté-
grale (1.30) s’écrit :

grad, S, (xg(q,t),t1) = p, grad, S, (%3¢, + At/4) = g (1.31)
Soit ¢ = ¢°,p = p° un point stationnaire. Posons
q° = X*(%0,11), = P*(%o,11),
x = X"(Xo,t, +At/4)> Xo € Doy -

Alors

x3(q°,t1) = xg (X *(%o,11),11) = Xo-
Des définitions de S, (xg(g,t;),t}) et
grad, S, (xg(q,1),t )—P*(xo(q t):11),
grad, S, (%$ ,t; + At/4) = X ¥ (%7 ,t)) = %5 .

t S.(Xg .t + At/4) résulte que :

Comme p° = P*(x,,t}),alors X5 = X *(X,,t,) et le systéme (1.31) est véri-
fié identiquement. Par conséquent
X*(%o,t) = X*(%o,t) pour ty <t <t + At/d).

D’ou

x3(q°,11) = Xo(x,t; + At/4),
ol Xo(x,t, + At/4) est la solution de 'équation

X*(Xg,t, + At/d) = x-

Par conséquent,

4o = X (Xo(x,t, + At/4),t})
PO = P*(xo(x,t, + At/4),t)), X*(Xo,t) = X*(Ro(x,t; + At/4),1)

<t <t + At/4. (1.32)

A partir de (1.32) et comme le point (X,,t, + At/4) n’est pas un foyer, on
voit que pour un domaine assez petit D, le point stationnaire ¢°,p° est
unique. Sinon, deux trajectoires « voisines » arriveraient au point x a I'instant
t =t, + At/4, cest-a-dire le point (X,,t; + At/4) serait un foyer. Il est
évident que (cf. par exemple [S51,1])
S*t(x,q,t),t; + At/4) = S*(x,t, + At/4) — pq
ol
P = p(x’q’tll’tl + At/4)
est la solution de I'équation
grad, S (%o, + At/4) = q.
Il s’ensuit que
So(x3(@°,10),1) — p°q° + S.(q°,t, + At/d) = S, (%o(x,t; + At/4),t; + At/4)
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Par la méthode de la phase stationnaire, on a :
A —E

-1/2

Tt = ™| det TH@°,t;, + At/4)™'2

— E B

7.(@°t, + At/4)(Xo) 0, (X, 1) (J (%o, 11)) ™12

exp[%SJr()_co,tl + At/4):| + O(l) (1.33)

0= X* (X0, t1)
Xo=Xo(x , 1, At/4)

ol J est la signature de la forme quadratique associée a la matrice

A — E
C =
— E B
et ou
4 = ‘525+(x3(q,t'1),t'1)
6qi6qj g=X*(Xo, 1)
E=| oF | (1.34)
B {62§+()~c§,t1 + At/4) 5..={0 i#j
0p:0p; %=Xy 1 i=j

pP=P, (%o ,11)

En vertu de la définition de o, (x,,?) et &,(X,,¢) (cf. § 3, ch. 5)et I'égalité (1.32),

on a
vz )2 A
J+(R°’tll)=\/1 _MCXP{if R+(3_€o,t)dt} (1.35)
¢ 0
—— )
F.(Xo 1y + AL/4) = \/1 X Gosty 2+ At/4)]
4

11 +At/4
exp{i J R*(%,,1) dt} (1.36)

De 13, en utilisant I'identité (2.34), ch. 8, on obtient

_ [X(xo,t, + At/4)]?

C2

It = ™I *(%y,t, + At/4))"”2<p(7co)\/ 1

1y +At/4 1 At
x exp{i [ R*(X,,0)dt + ZS+(f0,t1 +7)} +0(1) (137

0
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A cause du choix de At et ¢ la signature de la forme quadratique associ¢e a la
matrice C ne dépend pas de ¢ . Il résulte donc de (1.29) et (1.21) que :

™% exp {ih 1S ,(%o,t, + At/4)}

At
+x ¢ ab
P )

%o = Xo(X,t, + At/4). (138)

u(x,t, + At/4,h) =

0, (Xg,t, + At/d)(X,) + O(1)

Nous montrerons au paragraphe suivant que d est égal a la multiplicité du
zéro du jacobien J au point focal ¢t = ¢,.

Revenons a nouveau, en utilisant la formule (1.38), aux conditions initiales
pour I'équation de Dirac au point t = ¢, + At/4. Puisque dans un intervalle
[t, + At/4,t,] il n’y a pas de points focaux, on peut appliquer les formules
asymptotiques du chapitre 5. On obtient alors la formule (1.38), o ¢, + At/4
est changé en t;,. Partant de I'asymptotique obtenue, posons les conditions
initiales pour I'équation de Dirac au point ¢, et déterminons I'asymptotique
de la solution au point ¢, + At/4 par la méthode décrite plus haut. En pro-
longeant ce processus par induction, nous parvenons pour les solutions a une
formule asymptotique au point final ¢t = T si ce point n’est pas focal.

On obtient évidemment la formule (1.38) ou ¢, + At/4 est changéen T
et d égal a I'indice de Morse.

Si le point (x4, T) est un foyer, la discussion précédente reste valable
jusqu'au dernier pas (le point ¢;). L’étape suivante, comme nous I'avons vu,
consistait & calculer I'intégrale I* (ou ¢, + At/4 est changéen T et?) ent)
par la méthode de la phase stationnaire.

Lorsque (xq,T) est un foyer, il faut modifier le raisonnement de la fagon
suivante :

Soient p,,..., 0, %, 1>, X, les coordonnées focales du foyer (x,,T).
Comme I* = u + O(1), alors

X[+ = Py + O(1).
Supposons d’abord que les coefficients de 'équation de Dirac soient indéfi-

niment différentiables. Comme on I'a démontré au chapitre 7, I'expression
@*y a une asymptotique de la forme

- i -
«Z(yk,T)eXP{ﬁ %(yk,T)}

ol % et % sont C® et # 4 support compact. Ces fonctions sont détermi-
nées dans ce chapitre.

11 s’ensuit (cf. ch. 6, § 2) que le déterminant J de la matrice des dérivées
secondes pour la phase de I'expression sous le signe somme dans $*<* est
différent de 0 et que la méthode de la phase stationnaire est applicable. Partant
de 13, on voit facilement, en répétant la discussion faite dans le lemme 7.4,
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que le jacobien J s’exprime de maniére bien définie au moyen de la fonction
Z.(¥,,T). La relation obtenue pour le jacobien s’étend par fermeture au cas
ot la fonction d’Hamilton est [n/2] + 4 fois différentiable. 11 en résulte que
le jacobien est aussi différent de 0 pour de tels hamiltoniens. Ce qui signifie que
la méthode de la phase stationnaire est aussi applicable a Iintégrale &<+
lorsque les coefficients de I"équation de Dirac sont ([n/2] + 4)-fois différen-
tiable. Ainsi

¢W*=%ﬁ“ﬂa4%%@“n}+mm

ol Z, et %, sont certaines fonctions, indépendantes de 4. Pour un hamil-
tonien C*, on a évidlemment %, = % et &, = %, . Par fermeture, ces
égalités s’étendent a ’hamiltonien ([n/2] + 4)-fois différentiable. Il en résulte
que si les coefficients de I'équation de Dirac sont ([n/2] + 4)-fois différen-
tiables en un point focal (x4, T) la solution du probléme (3.1), ch. 5, (1.4a)-
(1.4b) s’écrit :

u=¢”ﬁ%ﬂﬂ%%%@ﬁ%+mn

c’est-a-dire que dans ce cas le premier terme de 'asymptotique coincide avec
celui calculé au chapitre 7. Il en résulte, par renversement du temps pour le
probléme de Cauchy que si on se donne (pour ¢t = T') une condition initiale
de la forme

o i _
% (¥, T) exp{ﬁ Fo(Fx» T)}

I'asymptotique au temps ¢ = 0, est de la forme (1.4a)-(1.4b) et, si le point
t = — t° est un foyer de coordonnées focales F, = D, ,., P, 8k 4154,
elle est de la forme

o .
@Pk:gﬁi(ykl’ - tO)CXp {z%(ykl’ - to)}

Par conséquent, le premier terme de lasymptotique donnée dans le
théoréme (3.4) servira, 3 O(1) pres, d’asymptotique pour la solution de I'équa-
tion (2.1), § 2, ch. 3, si les coefficients de cette équation sont ([n/2] + 4)-fois
différentiable. Nous avons donc démontré un théoréme (*) du type 3.2-3.3
pour les équations de Klein-Gordon-Fock et Dirac.

Des considérations analogues sont aussi valables pour les équations de
Schrodinger et Pauli.

Remarquons que nous n’avons utilisé pour cette démonstration que le fait
que les solutions de I’équation de Dirac sont en norme L, inférieure a la
norme du terme de droite, divisé par h. Evidemment, une telle estimation,

(*) La différence consiste en ce que, pour les équations de Klein-Gordon-Fock et Dirac, il y
a deux données initiales.
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d’aprés le lemme 4.1, est aussi valable dans le cas d’une équation quelconque
de la forme

., O s
1h67 — Ay = F(@)

ou A(t) est auto-adjoint dans L, dépendant continiment du paramétre ¢.
On sait qu’a toute fonction H(p,x,t) on peut faire correspondre un opé-
rateur auto-adjoint H(p,x,t), par exemple, par la formule :

A, x,t) o(x)

1 i & i
= exp| — x, |dp’ |exp| — — x; |H(p' , x', eo(x')dx'".
(z,rh)..[ p(hi;l’n ) p [ p( hi;pl ) (', X, )p(x)

Si H(p,x,t) est une fonction suffisamment différentiable de ses arguments,
alors, comme pour le lemme 6.13 et le théoréme 6.1 on peut, pour le probléme

.0 o i
W BGx0Y =0, Yoy = oew| /) |
ol ¢(x) est & support compact, obtenir une asymptotique pour ¢ assez petit
avec une estimation en norme L,. La méthode des pas le long des trajectoires
se généralise directement a ce cas et sous la condition d’une différentiabilité
suffisante de H(p,x,t), nous obtenons une formule analogue a (1.38) pour un
temps arbitraire T, en un point non focal.
Montrons maintenant que la phase § que nous obtenons par cette méthode
coincide avec I'indice de Morse si la forme
n
i Z 1 H,, zz;>0 pour z # 0 (1.39)
s J=
est définie positive. Dans le chapitre 7, nous avons montré que § est égal a
Iindice de la trajectoire, introduit au chapitre 2, § 2 pour des chemins dans un
film R,. On voit donc d’aprés ce que nous venons de montrer que, sous la
condition (1.39), cet indice coincide (modulo 4) avec I'indice de Morse.

§ 2 LEMMES AUXILIAIRES SUR LES SOLUTIONS DES EQUA-
TIONS HAMILTONIENNES
1. Remarques préliminaires

1. Dans ce paragraphe, nous utiliserons de maniére essentielle le théoréme
suivant dd a Morse.

«Si H(p,q,t) est une fonction suffisamment différentiable et si

Z~ prpjzizj >0
1,J



298 Meéthodes asymptotiques Chapitre 8

pour z > 0, alors ¢t = t, est un zéro de la fonction J = det || X (o,2)/0a, ||
de multiplicité égale au défaut de la matrice || 90X, )/ da; | pour ¢ = to. »

11 résulte de 1a que le nombre de foyers sur un segment fini de la trajectoire
est fini.

C’est pourquoi pour un point fixe quelconque (x,,t) et ¢ assez petit la
matrice
0X (xq,t — &) -1
0xg;

C(t,e) = H 5x,

H 0X {xo,t + &)

existe.

Nous désignerons par Afe,t), i = 1,..,n ses valeurs propres. Introdui-
sons encore une définition de I'indice de la trajectoire X(x,;0,T) & l'aide de
cette matrice par

n

y = Var lirré (e, /| Ade, 0)|)-
167

0<t<T ;=

Nous allons montrer dans le lemme 8.7 que le facteur de phase qui entre dans
la formule (1.38) est égal & exp(iny/4). Ensuite, dans le lemme 8.8 nous
montrerons que — y + n/2 est égal 4 I'indice de Morse.

Le lemme 8.7 sera démontré sous une forme qui est adaptée aux bicaracté-
ristiques de I’équation d’onde, quoique pour ’hamiltonien de ’équation d’onde
la condition (1.39) ne soit pas vérifiée. Rappelons que la méthode des pas le long
des trajectoires, développée au paragraphe précédent, s’étend automatiquement
au cas de I'équation d’onde, sous la condition supplémentaire d’un nombre
fini de points focaux sur les trajectoires. Ceci justifie le fait que la notion d’indice
que nous avons introduit ici puisse étre utilisé pour le calcul de I'asymptotique
d’une solution d’onde.

Pour la démonstration des lemmes 8.7 et 8.8 il nous faudra des estimations
des solutions du probléme aux limites pour un systéme hamiltonien ainsi que
des estimations des dérivées des solutions de I'équation d’Hamilton-Jacobi.

Les lemmes 8.2 et 8.5 sont consacrés a cela.

Dans le lemme 8.3, on démontre que I'hamiltonien relativiste satisfait la
condition (1.39).

Dans le lemme 8.2, nous nous appuierons sur le théoréme topologique
suivant :

« Soient C et C' deux applications continues de la boule fermée T" < R",
dans Iespace R", ayant dans T" seulement un nombre fini de points fixes tous
situés dans T". Supposons en outre que, pour les points appartenant a la
frontiére de la boule, I'inégalité p(Cp, C'p) < p(Cp, p) soit vérifiée, (ot p(p, p’)
est la distance entre p et p'). Alors les applications C et C’ ont dans T" un
méme nombre algébrique de points fixes » (cf. [4]).
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2. Sur le nombre impair de solutions

Lemme 8.2. Supposons que x{t),y(t) i = 1,..,n veérifient les équations

%, = F(x,y,t) i

t

Il
—_
=

(2.1)

. X = X{yesX
yi = fi(x>y>t)
Y =DYis+>5)n

et les conditions initiales

x(0) = x7, yit:) = yi(x(t,)) (2.2)
ou les fonctions F(x,y,t) et f{x,y,t) satisfont les conditions
Filx,y,1) < Cy, fx,y,1) < C, (2.3)

oy;
ox ;

< C;  pour |x]| <|x) + b

t<T (2.4)
lyi| < |y?| + (n+ Da

ou b > 0,a>0,T > 0 sont certaines constantes (*).
b a

Alors, pour t; < <—7————,

¢’ ¢y + ciesn

impair soit infini (en tenant compte des multiplicités) (**) et pour ces solutions,

on a les estimations suivantes :

Max|x(t) — x?| < b,  Max|yft) — y2x(t)))| < (n + 1)a. (2.5)

i

T} le nombre des solutions est soit

(*) A la place de la condition (2.4) on peut demander que les solutions x(¢),y(¢) vérifient les
estimations a priori (2.3). Alors, pour tout ¢ fini, il existera un nombre impair (en tenant compte de
la multiplicité) ou infini de solutions du probleéme (2.1)-(2.2). Pour I’équation d’Hamilton sous des
conditions trés larges (cf. appendice) on peut obtenir des estimations a priori des impulsions et,
a partir de 1a, des membres de droite du systéme (2.1). Un tel probléme correspond au probléme
des extrémales pour lintégrale de la fonction de Lagrange correspondante avec une extrémité
fixée et ’autre extrémité satisfaisant une condition de transversalité (cf. [53]).

Par conséquent, dans les conditions du lemme 1, de I’appendice, le nombre d’extrémales du
probléme variationnel correspondant a (2.1) (2.2) est impair (en tenant compte des multiplicités).
On a un résultat analogue par la méme méthode pour le probléme a extrémités fixes (cf. [51,1]).
Dans ce dernier cas, le théoréme sur le nombre impair de solutions a été, sous certaines hypotheses,
démontré par Bernstein ([7]).

(**) Posons
C, =57, 1 >6 >0, c, = b, a = b[C(b) + 1], b=t
On a le corollaire :

Corollaire.  Supposons F(x,y,9), f(x,y,t) continues et vérifiant les conditions

i

| Z.(x,y,0| < Clx|'~?

[fi(x,y,0| < Cy) et <C,,

ou C(y) est continue. Alors le nombre des solutions du probléeme (2.1)-(2.2) est soit impair, soit
infini (pour tout t, fini).
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Démonstration (*). Le probleme (2.1)-(2.2) se transforme par le change-
ment

t=x—xo  u=y-x)=y—e+x) (26
en le probléme suivant :
dTZti = Fiz + x°u+ y°,0) 2.7
n 0
R R B R L EACRE RN,
dt = dx,

z(0) = 0, ulty) =0, ¥ =%z + x°). (2.8)

Considérons d’abord la solution du probléme de Cauchy pour I’équation (2.7)

avec les données initiales
z(0) = 0, u(0) = u®. (29)

En outre, nous supposerons (cf. [51,1]) que
|z;| < b, |lu; — 4| < a, (2.10)

2w P < na (dou |u;| < (n + 1)a).

D’aprés le théoréme d’existence, pour ¢ < min{b/C,,a/C, + C,C3n, T},
le probléme (2.7) (2.9) a une solution vérifiant la condition (2.10) et dépendant
continfiment de u° ([59,3]). Montrons de plus qu’il existe (pas obligatoirement
un seul) un point i,, appartenant a la boule

n
, / ))? < na,
i=1

tel que si u(0) = #,, alors u(t,) = u(fl,,t,) = 0. Pour cela, considérons
deux applications de la boule.

La premiére application, que nous notons C envoie la boule en 0. La
seconde C’ est donnée par la fonction u® — u(u®,t,). Désignons par p(p,,p,),
comme 3 l'ordinaire, la distance entre les points p, et p,. Soit p appartenant
a la frontiére de la boule. Evidemment, C(p) = 0 et p(C(p),p) = na. En outre,
en vertu de (2.10)

p(C'(p), C(p))

p(C'(p),0)

- \[ 5 (0 — u®,))? < na = p(CP).p).

Comme C a un point fixe, alors ou le nombre des points fixes de C’ est égal a
I'infini ou leur nombre algébrique est égal a 1, c’est-a-dire qu'’il existe un nombre

(*) Si det | X, /8x9|| 0, la multiplicité de la solution X(x,,?) est égale a 1.
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impair (en comptant la multiplicité du point 4°) de points #%, appartenant 3 la
boule, tels que
iy — ulfiy,t) = y.

Par conséquent, u(ii,,t,) = 0, ce qu’il fallait démontrer.
3. [Estimation des solutions

Lemme 8.3. Soit
H*(x,p,t) = — ®(x,t) F c(x,t)\/[p — A(x,t)]* + m*c*(x,1)

Alors la matrice + | 0*H*/0p,0p;| est définie positive pour m # 0 et non
négativement définie (*) pour m = 0.

Démonstration. Soit
y(HJ)’x’t) = [H + CD(x’t)]z - Cz(x’t) [p - A(x>t)]2 - mzc4(x,t)

Alors
dF(H,p,x,t) _EGH 0oF

= — 4+ — = 2.11
op; 0H 0p; M op; 0 1D
Cest-a-dire
oH _ _ aF[op,
op,  0F/oH (2.12)

Ensuite
$F _PFOHOH oF 9*°H  *F
op;0p; OH*0dp,0p, OH dp,dp;  0p;dp;

En y substituant (2.12), on obtient
OF 0F (65«'>2 0F 0°H

—_—_— —_— 2 se — .
T + 31 o9, 26%(x,1)8,; = 0

0H

D’ou, posant P = p — A(x,t), on obtient

+ {\/cz(x H|P|? + m*c(x,0) ) O'HT = c*(x,1) lPP- — [P? + m*c*]6,;
xI s s apiapj ’ 2 [ ij
La matrice
P2 P,P,..P,P,

PyP, P; PP,
| P Pyl =

PP, PP,. P?

n

(*) Cest-a-dire son déterminant est nul, et tous les autres mineurs diagonaux sont positifs.
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a toutes les lignes linéairement dépendantes et par conséquent son rang est
égal 4 1. Ce qui veut dire que (n — 1) des valeurs propres sont égales 4 0, et
que le polynome caractéristique est de la forme A" — aA"~' = 0. Ilest évident
que o = |P|?. Par conséquent, aprés avoir soustrait de | P, P;| la matrice
{|P|* + m*c*x,t)} E, nous obtenons pour m % 0 une matrice définie
positive et pour m = 0 une matrice non négativement définie, d’oti le lemme :

Lemme 8.4. Faisons dans Phamiltonien
H*(x,p,t,m), m=0,0 =0,4 =0.

Alors, si S(x,t) satisfait équation d’Hamilton-Jacobi,

% + H*(x,VS,t,0) = 0
et la condition S|,_o = px, ona
92S(x,p. 1)

det |————"=|| =0 213
3p.p, -

Démonstration. L’action S(x,p,t) satisfait

ds " GH* n o p2
—(x,p,t) = — H* + = = odx,t) — Y “e(x,H) =0
3 (5p0 2 pig,m = el i:zlm( )

sous la condition S|,_, = px. Par conséquent,

S(x7p7t) = Z kaOk(x7p7t)'
k=1

D’ou
oS u O0Xoy
Xo; +
apl 0 kgl pk apl
Mais, d’apres le théoréme d’Hamilton-Jacobi ([39]) :
oS
a—pj(X,P,t) = Xo; (2.14)

ce qui signifie

< 5,
Y P 2% — 0  pourtousles j=1,..n.

Comme p # 0, alors det || dxq,/0p; | = 0, ce qui, & cause de (2.14), entraine
(2.13).
Nous considérerons maintenant deux cas :

(A) Thamiltonien ##(x,p,t) vérifiant la condition (1.39)
(B) un hamiltonien de la forme + c(x,?)|p]|.

Tous les résultats qui suivent se rapportent a ces cas A, B 3 moins que cela
ne soit mentionné explicitement.
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Nous désignerons par S(x,p°,t,,t,) la solution du probléme

% + H(x,V8,1) =0, =i, = P°x,
par S(xq,2),X(xq,t), P(xq,t) les solutions du probléme
5ci=g—Z, b= —S—Z, §=H—Xi:pinl,

x(0) = xo, p(0) = grad f(x,), s(0) = f(xo),

par x, = x,(x,?) la solution de I’équation
X(xq,1) = x.
E dénote la matrice unité.
Lemme 8.5. Soient
|x;| <a, [P < b. (2.15)

Alors, pour tout |t1 — tzl < &, on a la relation

} azg(XBPO’tl 7t2)

dx,;0p
ou D(e) est une matrice tendant en norme vers 0 quand ¢ - 0.
Si, de plus, dans le cas B,on a p® # 0(*), alors, pour t, — t, <ela

matrice
0 0
+ H H (2.17)
0 B

= E + D) (2.16)

B, - — ” 028(p°, x,t;,t,)

est définie négative pour f assez petit, f < 0 (**)

Démonstration. Du théoréme d’Hamilton-Jacobi, il résulte que

a8(p°, x,t,,1,) 88
— o = 4dty), — = pt 2.18
PR 1 ox. (t3) (2.18)
D’ou
23 28 i
aOSO :a_qoi o°S _op (2.19)
) o) 2 G) o 0x;0p7 0P} |e=1,
ou ¢(), p(r) sont les solutions du systéme d’Hamilton
dp;  0H(p.q,7) dq; _ 0H(p,q,7)
dt oq; ot 0p; (220)
i= 1""7"" ‘1:(‘11,-"7‘1,.)7 p=(p17"'7pn)’
(*) Comme un des pf, i = 1,...,n, est différent de zéro, on peut supposer sans perte de

généralité p? # 0, sinon on peut réordonner les p? et les x,.
(**) Le lemme reste vrai si la matrice B, vérifie la condition (1.39).
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vérifiant les conditions

pt,) = P?, adts) = x;- (2.21)
Comme les conditions aux limites satisfont les inégalités
[p?| < b, |x;| < a (2.22)
on a, d’aprés le lemme 8.2, que pour
0H 0H
t, —t; £ [Max{apl 6q,}:| (2.23)
[p|<b+n+1, lg| <a+1 1< Ty,

les inégalités suivantes sont vérifiées :
[g(z)] <a+1 |p(t)] < b +n+ 1. (2.24)
Soit .#, une constante inférieure aux dérivées premiéres, secondes et troi-
siémes de H par rapporta petagpour 7 < T,
lp|<b+n+1, lg| <a+1.

En différentiant les équations (2.20) et les conditions (2.21) par rapport a p?,
on obtient alors pour dq,/dp? et dp,/0op? le systéme

d/o = 02H dq, 02H 0p,;
———(—5%> =y {———————gg-+——————-li (2.25)
dt\dp; / =1 {0p,0q;0p}  0Op,dp;0p}
d b n 2H 2 .
_(ﬂ>: Z{ d; aHQB.L},
dr \ ap? =1 | 09, 0q,0p]  9q,0p;0p;
avec les conditions
0
6pi =1, 6pi =13
Posant
4| _ P _ 5 | < 2.27)
op; op;
on obtient, en vertu du lemme (8.2) avec
. € €
-t < e < i :
t, — t, mm{Zﬂl(l T O(s))’Tl} <3M (2.28)

et pour ¢ assez petit, I'existence de solutions du probléme (2.25)-(2.26) sous les
conditions (2.27).
Intégrant par rapport a t les équations (2.25), nous obtenons

% _ _ ¥ [2[_@211 0q;  O°H %]dr
op? = 0
p; =1 J;

op, aq]' apio oy 6pj p;

n Iy 2 Y
a_l’gzz[[aHa_péq-aHaq}d +6, (229)
op; =1 J). Loq.0p;op!  0q,0q;0p}
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D'od, de (2.27), (2.28)

) 252

L A J TH 42+ o) (2.30)
op; =1, 1 op,. Op;

op

—k =8, + O(e) (2.31)
api T=1)

La premiére partie du lemme est une conséquence des formules (2.19) et (2.31).
Tenant compte de (2.20), on a d’aprés la formule de Lagrange,

v _%H 1) 0°H
L opedp 2T o,
+(t2_t1)2 v _OCH _oH ___oH oH <t <t
2 ;=1 0P, 0p;0q,0p;  Op;0p,0p;0q; | _. ! 2
(2.32)
Do, de (2.27), (2.28), (2.30), (2.32) :
0 0*H
A~ - ) 406 (2.33)
api =1y aplapk =0

Les constantes a,b,T apparaissent dans le terme O(e?). De tout ceci il
résulte que le signe des mineurs diagonaux de la matrice | dg,/0p; | pour
7 = 0 coincide avec le signe des mineurs diagonaux de la matrice
— ||6*H /6p;0p; ||~ si ¢ est suffisamment petit comparé a eux.

Supposons tous les mineurs diagonaux de la matrice — | 82H/dp, dp, ||
strictement positifs. Ceci entraine avec (2.33) que la matrice | 8g;/0p} |-, est
definie positive et, par conséquent, que la matrice — By, pour f assez petit,
B = O (&%), est également définie positive.

Supposons maintenant que H = ¢(x, )| p]|.

En vertu des hypothéses du lemme p? # 0, et par conséquent, d’aprés
le lemme 8.3, tous les mineurs diagonaux de la matrice — | 6*H/dp,dp;| a
Texclusion de celui du n-iéme ordre (det| 02H/0p,dp;||) sont plus grands
que zéro.

D’oli avec (2.33), on trouve que pour ¢ assez petit, tous les mineurs diago-
naux de la matrice || dq,/0p{ |, & I'exclusion du déterminant de cette
matrice, sont définis positifs. D’aprés le lemme 8.4, dans ce cas

det | 6qi/6p}) =, = 0.
C’est pourquoi
detBﬂ:ﬁdetla—q; l >0
| ap] tlli.jgn—1

pour tous les § > 0.
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Pour f assez petit, f < 0(¢?), les mineurs diagonaux restant de la
matrice — By auront le méme signe que les mineurs correspondant de la
matrice || 0g,/0p} ||.o, C’est-a-dire pour & assez petit, seront positifs, ce qu’il
fallait démontrer.

4. Identités fondamentales

Lemme 8.6. On a légalité

o
det‘ i S(.;,pa,tlytz) x det‘ aXv(‘xO’tZ)
i p;0X; Il p="Pxo, 11) | Xoj |
x=X(xo,13)
) 62§(x7p7 tl >t2)
——=2 b2 10 a7 —E
op; 0p;
! o 0X(xq,1)
= — det x det axo’
—E 028(xo(€, 1), 1) o
0¢;0¢; |
x=X(xg .12)
p=P(xo0.11)
&E=X(x0.11)
(2.34)
Démonstration. Considérons le systéme d’équations
EN s
a—pi(xapatl ’tz) = éi’ aéi(XO(é’tl)’tl) =D (235)

pour x = X(x4,t,).
Ce systéme est vérifié par
pi = Pxo,t,), & = X{xo,t1)- (2.36)
En différentiant (2.35) par rapport a x,, et en tenant compte de (2.36), nous
obtenons :

i 88 0Pfxe,t;) & 8 6Xj(x0,t) 80X (xq,1,)
a

p;0p;  OXgy j=1 0p;0x;  Oxgy 0Xox

E": 0”8 0X (xo,t;) _ OP{Xq,ty)
L B0, Oxgp X or

Ecrivons ces égalités sous forme matricielle

H G OB (xo,t)) | _ ‘ 0*S | | 8X;(xq5t5) H 0X(x0,1,) 237)
op;0p; |, | Oxox 0x;0p;|| | Oxox | Oxgy |
6X-(x0,t1) H 0P(xo,1)
= : 2.38
“ ¢, 661 o | 0X o | Oxox (2.38)
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L'indice « 0 » signifie que, dans la matrice :

x = X(xq,15), £ = X(xq,t1), P = Plxg,ty).
Substituant (2.38) dans (2.37), on obtient
‘ %8 ‘ GE } H 02§ ‘ } 30X (xg5t, H dX(xo,t,)| "
i apiapj,o i 0&; 0¢; o p; 0x; 0X gy 1 0xo
(2.39)
Par conséquent
G 0%s
oaf |25 | |25] - e)
f apiapi ol aéiaéilo
ba
= — det 0’8 ‘ det‘ 0X {Xo,15) det™ 0X{(xg:14) (2.40)
op; axj| Xok Xok
Posons
B H 028 H 0%S
|apiapj|, 0¢; aéuo
En vertu de I’égalité (2.40), det (BA — E) est différent de 0. Appliquons sur la
matrice ( - ) la transformation suivante qui laisse invariant son
—E A _
déterminant : on la multiplie a droite par la matrice ( ) On trouve
(E — A ) E B
0 BA_E) de déterminant det (BA — E), donc
B —E
det = det(BA — E) (2.41)

On déduira alors (2.34) de (2.40) et (2.41).
Considérons un intervalle [z,,t,] assez petit pour que la trajectoire
X(x,,t) n’ait qu'un point focal (x,,?) dans cet intervalle et tel que

azg(xap> tl > t2)

op; 0x; # 0

det ‘
|

Lemme 8.7. La signature de la matrice

}azg(x’p>tl7t2) —E
| apiapj i
Rty t2) = (2.42)
_E ‘ 02S(xo(€,14)54)
0£,0¢; x=X(x0 ,12)

p=P(xo,11)
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est égale a

5o Ade,1)
ll!rasrlz i_—_zl !61—1*1;1) |/1i(8,1.')|

Démonstration. Désignons par y(t,,t,) la signature de la matrice
R(t,,t,). Montrons d’abord que

Werstz) = ey, 1)
sit, <t <t <t,<t, (fetantlefoyer).

Changeons de fagon continue tdet, a t;.Si le nombre y(¢,t,) change,
Cest qu'en vertu de la dépendance continue en ¢ det|| 8X(x,,t)/0x,; | s'an-
nule en un certain point ¢, < t] <t}

Mais cela est impossible, puisque

.
detR(t,,t,) = — det{ 0°S(x, P, t1:13) det/ OX %o 1) || 4op-1 | 9X X0, 11)
i 0p; 0x; lo | Xoj | 0xo;
(2.43)

En effet, par le choix de l'intervalle [t,,¢,], le premier déterminant du
membre de droite de I’égalité (2.43) est différent de 0, et si ¢ n’est pas un point
focal det | 0X(x,,t)/ 0x,;| n’est ni nul, ni infini. On montre ainsi :

YWt1,t) = Yy, t5) sit, <ty <t <t,<t,.

Ainsi il nous suffit de démontrer le lemme pour un intervalle [¢},,] ou
t) et t;, sont aussi voisins de ¢’ qu’on le veut.
Posons dans cet intervalle

= S(x,p,t},15), S = S(xo(&, 1), )
et prenons-le assez petit pour que tous les mineurs diagonaux de la matrice

028 ‘

I
0p; 0p; ‘ }

Bt = |
0 1

solent positifs.
On peut le faire d’apres le lemme 8.5. Notons

28 2 B — E
R = P I
|apiapflo |aéiaéf|0 — E A
Considérons la matrice
E 0 |E B!
R’Bz . x Ry X
By E 0 E ’

L’indice d’inertie de la forme quadratique associée a la matrice donnée R,
coincide avec I'indice d’inertie de la forme quadratique associée a la matrice R/,,
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puisqu’il s’agit de la méme matrice, mais dans une autre base [21]. Il résulte de
la multiplication des matrices :

-1
4 — B;

Comme B est définie positive, 'indice d’inertie de R}, coincide avec I'indice
d’inertie de la matrice
D(ty,t) = A — By ',
Ainsi, y(t;.t,) est égal a l'indice d’inertie de la matrice D(t|,t,). Mais,
dapreés (2.39),
D(t,,t)) = A — B! = Bﬁ’l{(BA — E)—(B—ByA}

_ B—l ‘ ‘6Xi[x0,t’2]
cp; 6x

0x,;
Multiplions D(t},t,) & gauche et a droite par B;*>. Comme Bj* est
auto-adjointe, la signature de la matrice obtenue est égale a celle de la matrice

’

D(ty,t,). Par conséquent, le nombre y(t),t,) est égale a
Sign B> D(t} , t,)B;'?,

-1

0X(xo,11)
axoj

+ (B, — B]A}

c’est-a-dire a la différence entre le nombre de valeurs propres positives et néga-
tives de la matrice Bj/*D(t;.t5)B}"”.
Mais les valeurs propres de cette matrice coincident avec celles de la

matrice
BY/? { BY2D(t,t5) By/* } By ' (cf. [21]).

On peut donc finalement dire que y(t;,t,) — n est égal a la différence entre le
nombre des valeurs propres positives et négatives de la matrice

’ ’ -1
0X(xg,15) || | 0Xxo.t1) + 1,4
6x0j 0x;

(0 0)
I, =B, — B = .
6 6 BO 1

D’apres (2.38), la matrice A est bornée, si le point ¢; n’est pas un foyer. Aussi la
matrice I;A tend en norme vers 0 pour § — 0 et

lim ByD(t,,t;) = BA + E.

BD(t),t5) =

H 0p; 0x;

ou

Le déterminant de la matrice limite est différent de O et ainsi les signes des
valeurs propres des matrices

li BD t B,D(t,,t
BI-I}?) (ty,t5) e 3(172]
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coincident pour § suffisamment petit. On peut montrer de la méme fagon que
pour f assez petit les signatures des matrices Ry(t],t;) et R(t;,t,) coin-
cident si detR(t;,t,) # 0.

Par conséquent, la signature de la matrice R(f,,t,) (qui est égale a la

signature de la matrice R(t},t,)) est égale a la différence entre le nombre de
valeurs propres positives et négatives de la matrice

azg(x>p9 tll >t/2) a‘Xi(x0’ t/Z]
op, ox, 0%,

-1

C(ty,t,) = — H

H 0X(x0,11)
o 0x;
Posant t; =t — ¢,t, =t + ¢, nous avons d’aprés le lemme 8.5 :
0X (xq.t — &)
H 0xo;

0X(xq,t + ¢)
0x;

Oyt = [~ E + D(e)] H

ou D(g) est une matrice tendant vers 0 pour ¢ — 0. Soient A(e) (i = 1,...,n)
les valeurs propres et y(¢) (i = 1,...,n) les fonctions propres normées de la
matrice

-1

0X(xq,t + €)
0x;

|

0X (xqo,t — ©)
0x;

On a donc :
| ey, 1) ¥ile) — Ae)vide) | = [ Ade) Die)¥(e) | < [Ade)| || Dee) |
1l résulte de la (lemme 2.3, ch. 4) que

2ade) —
2ile)

pour ¢ —» 0, ou pfe) = p(t),t;) sont les valeurs propres de la matrice
C(t,,t,). Posons

-0 (2.44)

Afe) = afe) + ibyfe).
Alors
A,(€) sign a,(e) 4 sign b(g)

O e Gl
(1)

puisque les p,(¢) sont réels en vertu du caractere auto-adjoint de D(t}, t}),
C’est-a-dire

D’apres (2.44)
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Cela signifie que :

im ,lk(g) — 1m Iuk(g) = lim Iuk(g)
: B TAE]

£~0 | lk(g)i £ 0 = sien #k(g)

£=0 | (E) | -

puisque sign x,(¢) ne dépend pas de ¢ (*).
Ainsi, nous arrivons a la conclusion que y(t;,t,) est égal a

5o Ale)
lim =&
k=1 £2© |'1k(8)|

ou les /,(¢) sont les valeurs propres de la matrice C(t',¢), puisque cette
expression est la différence entre le nombre de y, positifs et négatifs, ce qu’il
fallait démontrer.
0°H .
Lemme 8.7. Supposons ZW z;z; > 0 et soit (x4,t,) un foyer. Alors
i OP;

Pindice de défaut de la matrice || 0X(x,,t,)/0x,;| est égal au nombre des
termes négatifs de Fensemble

{11_{13 €5 to)/ui(g: t0:|| }i=1 R

Démonstration. Considérons la matrice

0X{xq,1)
0x,;

At) = H

= a0

au point ¢ = t,. Il existe des matrices C(f) et C,(t),|C| =|C,| =1 telles
que A(t) = CAC, soit diagonale pour ¢ = ¢,.

Si le foyer t = t, est d’ordre k, d’aprés le théoréme de Morse, la matrice
est de la forme

0 0
At,) = "akH_..O , a; = at,) i>k.
. .
0...... a,
Considérons la matrice At) = | a,{t)]; ;<. et la matrice

By(to) = lim (¢ — o)™ Ay(1).
On a
|/fk(t)| =(t - to)k|Bk(to)| +0[( - to) 1] (|A| = det 4)

Montrons que | By(t,)| # 0. En soustrayant la j-iéme colonne (avec j > k)
de la matrice A(t), multipliée par une quantit¢ de l'ordre ot — t,), des

(*) Car 44(¢) ne peut s’annuler pour ¢ — 0 puisque det R(z},7,) # 0.
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k-premieres colonnes, nous pouvons obtenir que tous les éléments a;ft),
i > k,j < k sont dordre O[ (t — t,)*].
De méme, en soustrayant les lignes i > k, multipliées par des quantités
O(t — t,) des k-premiéres lignes, on obtient que les coefficients
at) i<k,j>k

sont du second ordre en (t — t,).
Ceci ne change ni la matrice B,(t,) ni det A(t). Ainsi

|A()| = (¢ — to)| Bilto)| TI a; + O[(t — tof*']
j=k+1
Comme, d’apres le théoreme de Morse
| A(1)] = O[(t — 1)1,

ona
| Bi(to)| # 0.

Soient D, et D, des matrices orthogonales telles que la matrice
By(to) = D,By(to) D,

soit diagonale. En prenant les matrices

- D, 0 5 D, 0
D1:< )’ D2: )7
0 E 0 E

C =D,C C, =C,D,
on construit une matrice N
A(t) = CA@r) C,

La matrice /T(t) s’écrit alors :
(t—to)ag. ... 0 ot — tg) ot — t,)

0....... (t = to)a, +] o[(t = t)*] |

Gy + Ot — 1) Ot — t)
ot — t,) ot — t,) a, + Ot — t,)

oules a,,..,a, sont différents de 0.

En soustrayant des combinaisons lin€aires (a coefficients constants) des
k-premicres lignes des n-k derniéres-lignes, on arrive a ce que les éléments
at), i > k,j < k de la matrice obtenue soient d’ordre O[(t — t,)*]. De
méme, en soustrayant des combinaisons linéaires (a coefficients constants) des
k-premieres colonnes des (n — k) suivantes, on fait que dans la matrice obte-
nue les éléments &,(t),i> k,j < k soient d’ordre O[ (t — t,)*]-

Dans ce qui suit, nous conviendrons de désigner par D) une matrice
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non-singuliére du k-iéme ordre. Nous avons montré qu’il existe des matrices
constantes non-dégénérées S, et S, telles que S, A(t)S, soit de la forme

s, = |- O " + DY — 1)
NS, = e — ¢
' P 0 W._, + (t — tg) DTH(1) ’ °
ou
a; 0 %y O
Wk = > Wn—k = .
0 a 0 a
On a (¥
t — to) W, 0 -1
[SlA(t)Sz]_l =
0 W, o+ (t = to) DTH1)
Wt 0 !
E + (¢t — to)D5(t) + (t — to)?D4(0)
0 (t - to) Wn_—lk
Dou
. (¢t —to) "W ! 0
S A@#)S, |7 = E + (t —t,) Dt
[5,4()5.] . I LR LG

Les valeurs propres de la matrice
Cle,to) = Alto — e)[Alty + )11
coincident avec les valeurs propres de la matrice
S1A(t — e)[A(ty + &)1 'ST' = S, Aty — €)S,[S, Aty + €)S,]7!
eW, 0 e w, ! 0

1 4+ eD5(r)] + €°Dj(t
0 VV,._;c + 8D1(t) 0 W"“_lk + ng—k(t) [ 7( )] 8()

| — E, 0

0 E_ (1 + eD3(1))

(*) On utilise I’identité, valable qu’elles que soient les matrices 4 et B,
A+ B '={0+BA YA} ' =471 +B4A™H!

a la condition que les deux membres de I’identité existent.
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ou E, est la matrice unité d’ordre i. Pour ¢ — 0, le nombre des termes négatifs
de I’ensemble

N .

llm'(—’o) (i=1,.,n

20 | {2, to) |

est égal a k.
c.q.fd.

Des lemmes 8.7 et 8.8 résulte, en vertu du théoréme de Morse, que le facteur
de phase €™+ dans la formule (1.38) est égal & exp(inn/4)- exp(— inj/2),
ou y est I'indice de Morse de la trajectoire X(x,;0,T).



CHAPITRE 9

REGULARISATION
DE LA THEORIE DES PERTURBATIONS
POUR LE CALCUL DES TERMES CORRECTIFS
ET FORMULE QUASI-CLASSIQUE DE BOHR

§ 1 INTRODUCTION

Ainsi que nous I'avons indiqué plusieurs fois déja, la représentation quasi-
classique ne permet que de calculer le premier terme du développement asymp-
totique de la solution en puissances de h. Pour aller plus loin, nous devrons
tomber dans la sphére d’action des méthodes de la théorie des perturbations.

Le probléme le plus complexe est celui de la régularisation des termes de la
série des perturbations, régularisation nécessaire pour le calcul des termes
suivants du développement des valeurs propres dans les problémes des § 5,
ch. 3, et § 4, ch. 4.

Comme exemple, considérons le calcul des termes correctifs a 'asympto-
tique quasi-classique pour les valeurs propres de ’équation de Schrédinger a
une dimension (*) [51, 6, 7].

Considérons I'équation

— &2 + v(x)u = Au (1.1)
ou ¢ est un petit parametre.

Nous supposerons que :

(1) le spectre de I’équation (1.1) est purement discret au voisinage du
point A;

(*) Remarquons que les méthodes de calcul des termes de la série asymptotique dans le cas
multidimensionnel qui seront présentées dans une prochaine publication sont basées sur la défi-
nition de certains invariants des transformations canoniques et sur une définition invariante des
éléments e'(x, k) de opérateur K, ;% ,.Il n’en reste pas moins que la démonstration présentée
ici est utile car elle établit de maniére évidente le lien entre la régularisation des termes de la série
des perturbations et le calcul des corrections aux valeurs propres.
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(2) il existe un domaine y(x) — 4 < 0 dont une composante connexe est
bornée par les points x,(4) et x,(4) qui sont des zéros simples de

u(x) — 2;
(3) la fonction v(x) est trois fois différentiable.

On sait qu’il existe des valeurs propres 4, telles que 1, = A" + O(?)
ou 2! est définie par 'équation transcendantale

x2(42)
J VA — v(x)dx = n(n + 1/2)¢ (1.2)
x2(A)
(formule de Bohr).

Sous certaines hypothéses sur v(x), ondémontre ([76]) que la formule (1.2)
détermine le premier terme de 'asymptotique de A, pour n — .

§ 2 SECOND TERME DE L’ASYMPTOTIQUE

Dans son livre ([76]), Titchmark donne une déduction heuristique du
second terme de I’'asymptotique en n et pose la question d’une démonstration
rigoureuse pour le cas ol y(x) = x*. Comme on I'a déja démontré, on se
ramene dans ce cas a 'asymptotique quasi-classique par un simple changement
de variable. Quant a Titchmark il ne résout ce probléme que dans les cas
v(x) = x* et v(x) = x® et par des méthodes trés compliquées. L’auteur a
obtenu et démontré des formules de récurrence qui donnent tous les termes du
développement asymptotique en k. Les expressions pour le second et troisi¢me
terme du développement sont obtenues sous une forme compacte [51, 6), 7)].

Ces formules quoiqu’en apparence différentes de celles de Titchmark, s’y
ramenent a I’aide d’une transformation peu compliquée.

Nous allons décrire ici la méthode par laquelle on peut obtenir par récur-
rence tous les termes du développement des valeurs propres en puissances de k.

La formule obtenue dans [51,6] a la forme

A, =20 + 2232 4+ 0(e?) (2.1

avec
2 x2(4) ’ 2
-l | O] (2)
24T |dA° )y V2 — (x) 2=ap
Ici:
1 x2(2) dx
T == J _— (2.3)
x (A4 vV lﬁll) — v(x)
En notant

- T 5 1 x2(2A) ¢(X)2
P° = d(x(1))dr = = — ___dx
L ) 2 L(;.) VI = v(x)
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on aboutit a la formule suivante

2 —
A 12T 4,2

ou F = — v(x).
Nous donnons dans ce paragraphe une démonstration tout a fait élémentaire
de la formule (2.1) valable avec une estimation plus faible que dans [(51,6)]-
Pour cela, nous aurons recours a l'uniformité de l'asymptotique aux
points x,(4) et x,(4) des fonctions propres y,, (cf. [15]).
Soient W (x) les fonctions propres de I'équation

n

+ o
—EW! + (x* — p)W, =0, J Wix)dx = 1. (2.4)
On sait que y, = ne(n + 1/2).
Posons

ou y satisfait ’équation
5(1)
, A — p(x
y=_[— (z ) (2.5)
Uy — Y
et les conditions aux limites

VI (0)] = Vi,
e ] = = Vi,

[cela est possible en vertu de (1.2)].
2x) = (y)~1?
et ¢(x) est une fonction a support compact, nulle hors de l'intervalle
(i3) = 26,3, + 25)

et égale 4 1 pour
x,(4) — 6 < x < x,(4) + 4.

Remarquons, tout d’abord, qu’on a la proposition suivante :

Supposons que v/(x) ne s’annule pas aux points x = x (A1) et x = x,(AM)
et que v(x) ait k dérivées continues. Alors y(x) a des dérivées d’ordre k conti-
nues aux points x = x;(AM) et x = x,(A").

Montrons d’abord que y' est borné aux points de rebroussement
x = x;(AM)etx = x,(AV) et que y(x,) #0,v =1,2.
Ona:

, AL — y(x

1, — W& + )
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Comme

lim '1511) — v(x) _ U,(xl)

TN, = YV + ) 2N,y (x))

xy = x(A)
alors

yIZ — v,(xl)
x=Xx1 2" luny,(xl)

c’est-a-dire

Par conséquent,

En développant
y 2/3
P(y) = [ J Vi, — ézdé}
Vin

n,

en séries de (y — Vy,) et en se restreignant aux k-premiers termes, nous
aurons, en désignant par P, P,, P, certains polynémes de degré k :

(y) = Py — Vi) + Ox — x,)*" P0) # 0.
Puisque, d’apreés (2.5) :

x 2/3
P(y) = |:-[=1V AN — v(x)dx:l = ﬁk(x = xy) + Ofx — x,)*!
Py — \/Zn) = ﬁk(x —x,).

Comme P,(0) # 0, la fonction inverse P '(z) est réguliere au voisinage de
z = 0, ce qui signifie

y = Vi, = PLY{Bx — x)) + O(x — x,)*!)

= Pfx — x;) + O(x — x,)**1.

on a

On démontre de méme la proposition pour x = x,.
On voit facilement que #(x) vérifie l'équation

n
”

— 827, + o) — A0 Zx) — 2 S Fx) = o {92, + 20(W) . (27)

n

Comme ¢’ et ¢” sont différentes de 0 seulement dans un sous-domaine du
domaine A > v(x) il résulte du développement asymptotique de la fonction
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de Weber que la partie droite de I'égalité est d’ordre e~ %¢. En multipliant
équation (2.7) par y,(x) et en intégrant par parties, on obtient :

x2+24 x3+26 2"
[4, - AV U Fydx = 22 f 2 Fy,dx + 0 ) 28)

z
x1—28 x1—26

(nous omettrons l'argument dans x,(4") et x,(A%). En tenant compte de
I'asymptotique pour ¢ = 0 de la fonction ), dans le sous-domaine du
domaine A" > u(x) (cf. [15]), on obtient

x2+4 a®
'[wfdx - '[ y2dx — WZdx

- x1—6
2 (% L1 (7 n
—P—T— J; B ;Sll’l <E '[“de + E)dx -1+ 0(6)

Ici, P=+ AP — y(x).
D’ot, comme '[ Yidx =1, (2.9)

x2+6 £

'[ y2dx + J y2dx = 0(9) (2.10)
- x1—6

On a une affirmation analogue pour Z,(x).
Ainsi

W J Z—llgsm {1 '[ Pdx + }dx
,1" - ,1" — x3+9 5
2 x2-
€ '[ —sm {l '[ Pdx + }
x1+4

_IJ —dx—l—O(e)-l—O()
1+¢5

+ Oy

™

1 (P2
- f £6) + 0().
1 .11
Faisant tendre successivement & — 0 puis 6 — 0, on obtient
A —AD
llng— - = '[ —dx =0 (2.12)

puisque cette expression est indépendante de §.
Exprimant z et z” au moyen de y, on obtient

1 &Ep 1dy 1 ¥ S

2P 12d,12 P 4de3 4(#;: _ y2)3/2 4(#;: _ yZ)S/Z .
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On voit facilement que

x2=8 _, 2 x2=8 ;o
J a dx:—ld—zj 4% + 00)
+s ZP 12d4° ), 15 P

X1

De la nous arrivons a l'identité :

X2 _n 2 X2 (.12
2 dx = 14 ﬂdx,
. zP 12d2? P

X1

qui acheéve la démonstration de la formule (2.1). Ainsi est démontré le

Théoréme 9.1. Sous les hypothéses 1-2-3, il existe des valeurs propres A_ de
Péquation (1.1), qui vérifient les relations

A, = AN 4+ 22D 4 0(e?)

pour ne — Cte, ou AV et A sont définies par les formules (1.2) et (2.2).

Corollaire 1. Sous les hypothéses 1-2-3, le développement asymptotique de
la valeur propre v, de I'équation (1.7), ch. 2, § 1, n° 4 , est de la forme

_@n+)n dP#/dA?
Vo = 28 127n

X2
S=J Pdx

Pour déduire la formule (2.13), il faut faire dans le probléme 1, = 4 de
fagon a ce que ¢ tende vers O en prenant les valeurs discrétes ¢,

Alors les formules (2.1)-(2.2) détermineront I'asymptotique de ces valeurs
discrétes pour n — oo. En résolvant, & O(¢?) preés, I'équation

+ 0(1/n) (2.13)

an + 1/2)¢, = sz Vi — 21® — yx)dx + O(e?)

Xy

par rapport 4 ¢, = 1/v,, on obtient la formule (2.13).

Corollaire 2. L’asymptotique des valeurs propres de I'équation
- w;: + xawn = A’nwn o> 0 (2'14)
pour A, — oo est de la forme
A, =AM + AP + 0(AP)
on AV et 2P sont définis par les formules (1.2)-(2.2).
Par le changement de variables x = y&, A, = BE, dans I'équation (2.14),

on ramene le probleme (2.14) a celui de 'asymptotique quasi-classique.
Ainsi le probleme posé par Titchmark est résolu.
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§ 3 TROISIEME TERME DE L’ASYMPTOTIQUE

Supposons maintenant qu’outre les conditions 1 et 2du § 1, la fonction v(x)
soit six fois contintiment différentiable. Alors d’aprés la proposition démontrée
plus haut, on sait que y(x) a 6 dérivées continues aux points x, et x,, et
Z"/z 3 dérivées continues.

Posant

e [t [ Ea
1 NI e n . /;°£|1) - v(x) . zP

on a, au voisinage du point x = x,,
Z//
Z - Py(x — x;) + O(x; — x>, p, — y* = Pylx — x;) + O(x — x,)*.

(3.1)

De la forme de y, , il résulte que y, est trois fois contintiment différentiable au
point x; .
Notons en outre que, d’aprés la formule (2.12) :

1 N R
. =;{A§, J + '[ —dx} (32)
Ny, - yz x2 P(x) x2 zP

D’ot on tire, comme précédemment, que y, a au point x = x, trois dérivées
continues.
L’équation

22y’ + ¥z, + ¥iz + 2y = 0
définit z, @ une constante pres.
Notons
R,(x) = o(x)[2* + &2, ] W[y + ¢°y1). (33)
On voit que R (x) vérifie 'équation
— eRy + [o(x) — AP — AP IR, — &K(x) o(x) Wy + &'y,)
= &%yiz, + 2y17) o(x) Wy + &%y,
+ e {yiyy + Yy o)} + 017 R,
+ e@"(2* + %2,) W, + 2e0'[(z + €22 ) W, ] (3.4

ou

7"

" Z / ! S '
K(x) =z} + [7 - lﬁz’}l + ) (1 — ¥?) — Yy — )91

Les deux derniers termes de la partie droite de I’égalit¢ (3.4) sont d’ordre
O(e™%%) puisque ¢’ et ¢” ne sont différents de zéro que dans les régions dans
lesquelles la fonction de Weber est exponentiellement (pour ¢ — 0) petite.

V. P. MasLov. — Théorie des perturbations. 12
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La norme L? du premier terme de la partie droite de I'égalité est d’ordre
O(¢’) puisque | W, | = O(1/e). Le terme moyen de la partie droite de I'éga-
lit¢ est d’ordre O(e®).

Appliquant les arguments utilisés de (2.8) a (2.12), nous obtenons

Ay =AY + 242 + 42D + 0(%) (3.5)
ou
" K(x)
3) — 2
A J —5-dx (3.6)

expression qui s’écrit [69]

o _ @D [dED (P a2 | da) :
- " dn dn

dn 2 dn?
(3.7)
1d2 (™ v)? 1 d* (™ @)
— d — J —dx}
x1 2=

1 d
_ )|z ) g ——
48dn[5d/12 o A —v 36d* N7
Ainsi, on a le

Théoréme 9.2. Sous les hypothéses des § 1 et § 3, il existe des valeurs
propres A, de I'équation (1.1), vérifiant

A, = AN 4+ 22D 4 A3 4 0(eY)

pour ne — Cte, out AV, AP et A>) sont définis par les formules (1.2), (2.2) et (3.7).

A partir de ce théoréme, il n’est pas difficile d’obtenir (comme dans les corol-
laires 1 et 2) le troisieme terme du développement asymptotique des valeurs
propres des problémes (1.7), ch. 2, et (2.14).
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DISCONTINUITES DANS L’ASYMPTOTIQUE
DES SOLUTIONS D’EQUATIONS
DE TYPE EFFET TUNNEL

§ 1 INTRODUCTION

La méthode utilisée pour étudier les discontinuités des solutions des équa-
tions de type ondulatoire pourrait aussi étre appliquée a I’¢tude de 'asympto-
tique des solutions des équations de type tunnel ou de type mixte.

Nous nous arréterons de fagon moins détaillée sur cette possibilité et nous
ne considérerons que deux problémes, étroitement liés ainsi que nous le verrons
au moyen de I'asymptotique quasi-classique. Nous considérerons I'asympto-
tique des solutions du systéme des équations de Navier-Stokes avec une visco-
sité tendant vers zéro au voisinage des ondes de choc, ces ondes étant les dis-
continuités des solutions d’un systéme d’équations quasi linéaires du premier
ordre.

Ensuite nous considérerons l'asymptotique globale pour w — co de la
solution du probléme

Au — @*CHx,tlu= 0 x = (X, ,X;,X3)

u|r = f(x)
I" étant une courbe réguliére fermeée.

L’asymptotique de la solution d’un tel probleme était seulement
connue ([17]) & l'ordre O(1/w®), ou N est quelconque, c’est-a-dire dans une
bande étroite (d’ordre 1/w) preés de la frontiere. A lintérieur du domaine
borné par I', on savait seulement que u = O(1/w®). Nous donnerons ici
un développement asymptotique global, c’est-a-dire nous trouverons une
fonction uy(x,w) telle que

ulx, ) = uy(x, ) (1+ 0(l/w)).

Cette asymptotique, comme nous le verrons, subit également des discontinui-
tés aux endroits ou le systéme quasi-linéaire :

(uo grad)uy + grad C*(x) = 0
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a des discontinuités. Elle est déterminée par les caractéristiques de
Péquation (1.1) au sens du point 4,8 3, ch. 1. Ce probléme est voisin du pro-
bléme concernant 'asymptotique des solutions de I'équation de Schrédinger
dans la région d’ombre. Nous ne ferons qu'effleurer cette derniére question,
liée aux solutions complexes de I'é¢quation des caractéristiques. Les deux
problémes considérés sont seulement des cas particuliers d’une large classe
d’¢quations du type tunnel, pour lesquelles des affirmations analogues sont
valables.

§ 2 ASYMPTOTIQUE AU VOISINAGE DES ONDES DE CHOC

1. Equations de Navier-Stokes pour une suspension

1. Considérons la solution du systéme d’¢quations de Navier-Stokes

% + (ugrad)u + gradv(x) = nAu (2.1)
X = (X1,Xz,%3) u = {uy(x,1),uy(x,1),us(x,1) },
vérifiant les conditions initiales
ul,o = grad /(). (22)

la. Cette formulation du probleme n’est pas habituelle. Arrétons-nous
sur le modele physique ainsi décrit.

Considérons un mélange a deux phases : un gaz avec des gouttes de liquide
ou une suspension. Pour simplifier, nous parlerons de suspension. Supposons
que le volume total des particules solides soit petit en comparaison du volume
duliquide et que la densité de la phase solide soit beaucoup plus grande que la
densité du liquide.

Cela signifie que la viscosité effective de la suspension différe peu de
la viscosité  du liquide. Supposons que le mélange occupe tout 'espace et se
trouve dans un champ de forces changeant lentement dans le temps et dans
Iespace, dont le potentiel est égal & VV(x,/l, x,/I, x,4/1, t/t,), o ¥V, est une
énergie caractéristique, par unité de volume, [ et ¢, les unités caractéristiques
de longueur et de temps, et x;,x,,x,: les coordonnées d’un point dans
I'espace 4 3 dimensions. Nous considérerons que le systéme se trouve tout le
temps dans un €tat d’équilibre de phase quasi-stationnaire. Ainsi nous avons
un temps caractéristique ¢, plus grand que le temps de rétablissement de la
pression pour I’équilibre de phase dans un tel systéme, de sorte que

grad VoV (x, /1, x, /1, x4/1,t ) > gradp,

ou p est la pression.
C’est pourquoi nous négligerons dans le systéme classique des équations
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de Navier-Stockes le termegrad p, ce qui aboutit a I'équation (2.1) pour la
vitesse de la phase liquide de la suspension. Cette hypothése conduit aux
relations

n/ Vot > 1, pve ~ Vg, ou vy, = I/t,.

Comme on le voit, ces relations coincident avec celles de la section 3,8 2, ch. 1,
et de plus la dimension de la viscosité est égale a la dimension de la constante
de Planck, rapportée a I'unité de volume.

On peut considérer, de mani¢re analogue, un gaz en état de saturation avec
des gouttes de liquide qui y sont réparties. Ce systeéme est constitué¢ de deux
composantes — le liquide et la vapeur. Nous ne considérerons seulement que les
équations de mouvement d’une des composantes, la vapeur, puisque les gouttes
de liquide jouent un réle passif : elles maintiennent constante la pression de
vapeur saturante. Les molécules de vapeur peuvent étre « créées » — par éva-
poration des gouttes et « s’annihiler » — par condensation sur les gouttes (*).

Remarquons que I’équation de Schrodinger peut étre interprétée comme
une équation décrivant le comportement d’un faisceau d’électrons non inter-
agissant (comme cela a lieu, par exemple, en optique électronique). Mais en fait
le systéme contient en lui-méme également des positrons et des photons, et des
¢lectrons peuvent étre créés ou annihilés. Toutefois positrons et photons ne
participent pas au mod¢le que décrit 'équation de Schrédinger. Mais, peut-étre
jouent-ils le réle passif des gouttes.

1b. Par un changement de fonction de la forme

u(x,t) = n grad Iny(x, 1) (2.3)
on arrive a I’équation
2
1% =LAy + o, W,0) = e 1. @4

Nous voyons que le systéme des équations de Navier-Stockes coincide, dans
une telle approche, avec I'équation de Schrodinger.

Le lien direct sous I'aspect indiqué plus haut entre ’équation de Schrédinger
et le systéme d’équations de Navier-Stockes n’a pas été, autant que je sache,
remarqué par les physiciens, quoique de nombreux travaux aient été publiés
sur les rapports entre I'équation de Schrodinger et les équations du type
Navier-Stockes (cf. [11]).

(*) Pour un autre modéle conduisant au méme probléme, cf. [74].
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2. Asymptotique des solutions des équations de Navier-Stokes et passage
a la limite pour # —» 0

2. Le systéme bicaractéristique au sens du § 3, ch. 1, pour I’équation (2.4)
s’écrit :

% = Pi» b= — gii, % E-uw @)
Posons :
x(0) = x,, p(0) = grad f(x,), 5(0) = flxo). (2.6)
Notons
X(xouf) = (0, Plxot) = p1),  S(xost) = s(0)-

Ce probléme, comme on I’a dé&ja indiqué, se réduit a la recherche des extrema
de la fonctionnelle

otat) = f1a0) + | {4 o) pas
K (2.7)
d0)=x )= grad [g0).

Théoréme 1.1. Supposons que le point (x,t) n'est focal pour aucune des
extrémales de la fonctionnelle ®(q(1)), (sect. 5,8 1, ch. 2). Alors le probléme (2.7)
a seulement un nombre fini de solutions ¢' (), i = 1,..,kq et

ko i 1/2
u(x,t) = — ngradln ) |det 6%9 exp{ - l<1>(qi(r) )}+O(nz)
i=1 i n
ko i -1z ]
= —pngradln ) |det 9X{xo,1) exp {— lS(x‘o,t)} + O(7?),
i=1 X0j ]

o xy = xp(x,t) sont définis par Péquation X(x,,t) = X.

3. Corollaire. Supposons v(x) analytique :

Alors en chaque point (x,t) il existe un minimum absolu @, (x,t) de la fonc-
tionnelle @, qui est une fonction presque partout différentiable de x et

lin(l) u(x,t) = grad @,;.(x, 1)
n—?

pour presque tout x.
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Onssait que lim u(x,t) = grad @ ;, est une solution discontinue du systéme
n—0

quasi-linéaire d’équations
Ju

5 t° + (4V)u, + grado(x) = 0,

donnée dans [57], [44,2], [37], [46,2], [85]. Ainsi les discontinuités de la
solution u, ne peuvent avoir lieu que sur les surfaces

S(xo(x,1),1) = S(xb(x. 1), 1)

que nous appellerons surfaces d’equilibre et noterons I';;. Seuls les I';; pour
lesquelles y' et 7/ (indices de Morse) sont nuls participent a la discontinuité
de uy(x,t).

3. Ondes de choc « probabilistes » pour les solutions de 1’équation
de Schridinger

4. Corollaire du théoréme 2.6. Considérons le cas n = 2.

Supposons les conditions de (3, 2°, § 1) vérifiées. Alors Pintégrale du carré du
module de la solution de I'équation de Schrodinger prise le long d'une courbe y
telle que I';; () y est pour tous les (i,j) de mesure nulle, vérifie la relation

gl & [22680)
L““m%wéﬁmwmmﬁ

Cela signifie que, pour h — 0, on obtient I’addition classique des proba-
bilités sur la courbe y. L’intégrale du carré du module de la solution y(x,¢)
del’équation de Schrédinger, prise sur un segment /;; de la courbe d’¢quilibre I';;
telque I; () I'y, estdemesurenulle,si k # i ousi m # j, vérifielarelation :

fwwmeJ
Iij h=0 Lij

exp(ivi—vjn olxox.0] , _ olxix.1)]
2/ xolxs 0,0 72 [ J(xolxs 8,0 [

2

. % f P*(5x.0)

m$7.5 Juy | IO, 0), 1)

Ainsi, selon les indices de Morse y' et y/, la probabilité de présence de I’élec-
tron sur la courbe I';; sera dans 'approximation quasi-classique, par interfé-
rence, soit le double du résultat classique (si 7' — y’ est impair) soit nulle
(si ¥ — 7' est pair), si la probabilité initiale est égale 4 1 dans le domaine
d’influence. Cet effet qualitatif n’était pas explicité dans la littérature physique.
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§ 3 PROBLEME AUX LIMITES ET COUCHE-LIMITE

1. Considérons une équation de type tunnel de la forme
Au — 0*C*(x)u =0 x = (xq,%,) (3.1)

ulr = £(s) Cix) > o> 0

ou C(x)et f(s) sont des fonctions analytiques réelles, I une courbe analytique
fermée de parametre s (longueur d’arc).

Les équations des bicaractéristiques au sens de § 3, ch. 1 s’écrivent
. aC?
%= -5 Xo = Xo(s) sel (3.2)

x(0) = Clx(s) 17,

ou nest la normale a la courbe I'. Posons
X(s,t) = x(t).
Ona:

Théoréme 2. Supposons que le point x, situé dans le domaine limité par la
courbe I ne soit pas un point focal du probléme (3.2). Alors le systéeme d’équations
X(s,t) = x a un nomvre fini, k,, de solutions

s = s(x) t* = (x) k=1,.,kg
et la solution du probléme (3.1) peut étre représentée sous la forme

& a(s*, 1)

0(xy,x,)

ko . exp[ w th CZ(X(sk,t))dt](l + 0(1/w))

0

on s = sqx) et t* = t"(x).

On voit facilement que dans ce cas 'asymptotique est discontinue sur les
courbes I“ij telles que y' — 3/ = 0.

2. Pour l'asymptotique de solutions d’équations sont importantes non
seulement les racines réelles ou imaginaires des équations caractéristiques,
mais aussi les autres. L’asymptotique, dans un domaine ou ne pénétre pas la
particule classique (région d’ombre) de I'équation stationnaire de Schrodinger
a coefficients analytiques, est déterminée par les solutions complexes des équa-
tions de Newton.

Autrement dit, s’il n’existe pas de solution réelle du probléme aux limites,
I'asymptotique est déterminée par les solutions complexes de ce probléme. Il
peut aussi exister des foyer complexes, et, de plus, 'asymptotique peut y étre
d’un ordre moins élevé quen des points voisins.

Ainsi un foyer complexe peut en certain sens se révéler plus « brillant »
que les points qui 'entourent ([51,4]).



SUPPLEMENT

SUR L’EXISTENCE GLOBALE
DES SOLUTIONS DES EQUATIONS D’HAMILTON

(B. Dousnov)

Lemme. Supposons que la fonction #(p,y,t) ((p,y)e R",te R') conti-
niiment différentiable pour toutes les valeurs de p,y,t, vérifie les conditions
suivantes

p = O(#”) pour p — oo

# =0 +|pl), # < C|p)),

ot C(x) est une certaine fonction continue définie sur [0, ) les nombresr
et s vérifiant rs < 1. Toutes les O-estimations étant uniformes en y et t.
Alors pour les fonctions p(t), y(t) vérifiant le systéme

fd

y
et les conditions

P(O) = Po> Y(O) = Yo (2)
| p(e)| < a(t),
|vo — M1)| < b(z)  pour t >0,

et a(t) et b(t) sont des fonctions définies sur [0, ).

on a les évaluations

Démonstration. On a
. d
H Eaf(p(t),y(t),t) = H,.
Ainsi
H=0( +|#]"), Cestadire |#|< A1+ |#]"),

ou A est une certaine constante.
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Soit

o do#
g(#) = TR
Hwo.vo. 0 AL + [ )

11 est évident que g n'est pas décroissante, a une fonction inverse g~ ' définie
sur tout 'axe réel et vérifie 'inégalité

|6 l1) 50 1) = ‘ ij’%ﬁ;ﬂ) <

Par conséquent,

|# (p(2), 1(2), )| < Max{g~'(t), — g~ '(— 1)}
et

|p(1)] = 0{[Max(g~'(t), — ¢~ "(— 6) ]} pour p - o,

ce qui démontre la premiére estimation du lemme. On a aussi une estimation
pour |y, — ¥(f)| (on peut supposer C(x) décroissante).

|vo — ¥(t)| = ‘ J Hp ),t)dt| < tC(a(t)) = b(t).
cqfd
Remarque. Ordinairement, si s#(p,y,t) est une fonction algébrique de p

telle que
lim #(p,y,t) = ©

lpl >

les conditions du lemme sont satisfaites.

Corollaire. Sous les hypothéses du lemme, le probléme (1.2) a une solution
pour 0 <t < 0.

1° En effet, selon le théoréme de Peano, par le point (p,,y,,0), on peut
faire passer une courbe intégrale du systéme (1), prolongeable jusqu’a la fron-
tiére d’une région fermée quelconque du demi-espace ¢ > 0. Prenons comme
région G le produit direct des trois régions suivantes

(nmgtgnch T >0,
2) {|P| < aT)} = R",
) {ly —yol < HT)} = R

Des estimations du lemme résulte que la courbe intégrale du systéme (1),
passant par (p,,y,,0) coupe la fronti¢re de G en un certain point (p,,y,,T).
c.q.fd.
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2° Considérons le systéme hyperbolique faiblement connexe a caracté-
ristiques distinctes :

o™y Grotier+otkn
a ety X) ———————u =20 1
O™ kotky Ak L ol )6t"°6x’{‘ o Oxr @
ou
= (ug,..,u), X = (Xy50msX,),

lesa, -, étantdesmatrices arligneset r colonnes, qui sont proportionnelles
a la matrice unité pour k, + k; + .. + k, = m. Introduisons la notation

A(po>P) = Alpo>p;t,x) = pg + > Uy (X PP S P (2)
kot+ki+ - +k,=m
Ici, p = (p;,.,p,). Evidemment, A(poy,p) est un polyndome homogéne de
degré men p, et dans les composantes de p.
L’équation caractéristique pour (1) est

A(%,VS) =0 3)

Comme le systéme (1) est hyperbolique et a des caractéristiques distinctes, on
peut représenter A(p,,p;t,x) sous la forme

A(po,pit,x) = (po + #(p,x,1)) .. (po + #(p,x,1)) (3a)

Les fonctions J(p,x,t) seront dites fonctions d’Hamilton pour le poly-
néme A(p,,p).
A chaque fonction d’Hamilton correspond un systéme bicaractéristique
pour (1) :
& _ow & _ o "
dz op dt 0x
(nous omettons les indices).
Faisons les trois hypothéses suivantes :

(a) les coefficients du systéme (1) sont partout continiiment différentiables
et bornés ainsi que leurs dérivées premiéres en t;

(b) les racines de I'équation A(p,,p) = 0, considérée comme une équa-
tion en p, sont, si | p| = 1, en modules plus grandes qu’une certaine cons-
tante o > 0.

ai\;ﬁ>0.

(c) pour |p| =1, o,

Sous ces hypothéses on a le

Lemme. Le systéme (4) posséde pour 0 < t < co une solution vérifiant
les conditions x(0) = x, p(0) = p, # 0.
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Démonstration. Comme A est continGment différentiable et représen-
table par rapport & p, comme en (3a), alors # est continiment différentiable
et en outre

oK 0A | 64

o = ot / B ()
oH 0A | 64

o _ 22 6
> o / 570 ©
oH 0A | 64

ox " ox / e (7)

La fonction 4 est homogéne de degré men p,et p. Cest pourquoi # est
une fonction homogéne de degré unen p:

Hp.x,t) = |p| #(p/|p|.x.t) = | p| #(p,x,1) ®)
ou pest sur la sphére unité et par conséquent

|#(F,x,1)| > a.

Donc
1
|p| <2 #(p,x.1)] ©)
0H [0t estégalement une fonction homogéne de degré unen p. Par conséquent
oH oH
— | = Pl /el x.0) (10)
Comme |H| < K pour |p| =1, ot K est une certaine constante (cela

résulte du caractére borné des coefficients du systéme (1)), en tenant compte
de (b) et 5), on obtient I'inégalité

o0
7(P/|P

, X, 1)

<M (11)

ou M est une certaine constante. C’est pourquoi
oH

ot

< M|p| (12)

Tre (6) et de 'homogénéité de A résulte I'estimation
}6]/

ou M, = Cte.
Cherchons maintenant des estimations a priori des solutions du systéme (4)
en utilisant les inégalités (9), (12), (13). Soient p(t),x(t) vérifiant le systéme (4).
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Alors
d o
a%(p(t) N X(t) 5 t) = 7

On le vérifie directement par substitution. Pour simplifier, nous écrirons H
au lieu de ds#/dt.
A partir de (9) et (12), nous obtenons

|#] <)) (14)
d’ou résulte (pour préciser, on suppose H#(x,,p,,0) = #, > 0)
Hye M < S < A M (15)
Ensuite a l'aide de (9), on obtient I'estimation
” e(M/rz)t
Ip()] < 2o (16)
mais, par (8), on obtient aussi
Hoe M - (M)
a1 1
|p()] > Max ]f(p,t,x)>MZ%e (17)

lp|=1
M, = Cte.
Finalement, avec (13) et la premiére équation du systéme (4), on obtient

|x(t) — xo| < t, M, 7 eMm=r (18)

D’aprés le théoréme de Peano, par le point (p,,x,,0) on peut faire passer une
courbe intégrale du systéme (4), que 'on peut prolonger jusqu’a la fronticre
d’'une région fermée quelconque de [lespace (p,x,t) contenue dans
{t > — ¢}. Choisissons une région G qui soit le produit des trois régions
suivantes :

1) la région 0 < t < t, (¢ parcourt la droite);
. - 1 / )
2) la région M, e~ Mo < |p| < - Hoc™M® de Tespace (p)

3) la région |x — xo| < toM#7e™M™=" de I'espace (x).

Il résulte des estimations (16)-(18) que la courbe intégrale du systéme (5),
passant par (p,,X,,0) rencontre la frontiére de Gen un certain point
(P1-X,,to) ce qui démontre lexistence de solutions du systéme (4) pour
0 <t <ty ou ¢, est quelconque.
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COMPLEMENT 1

UNE CLASSE CARACTERISTIQUE INTERVENANT
DANS LES CONDITIONS DE QUANTIFICATION

(V. 1. ARNOL'D)

Récemment V. P. Maslov donna un traitement mathématiquement rigou-
reux a plusieurs dimensions des méthodes asymptotiques globales du type
« quasi-classique »,c’est-a-dire pour un nombre arbitraire de variables conju-
guées [1, 2]. 1l apparaissait dans les formules asymptotiques certains entiers
reflétant des propriétés homologiques de courbes tracées sur des surfaces de
I'espace de phase, et ayant des liens étroits avec les indices de Morse des pro-
blémes variationnels correspondants. En particulier, Maslov définissait une
classe de cohomologie & 1 dimension a valeurs enti€res, les valeurs sur les cycles
de base intervenant dans ce qu’on appelle les « conditions de quantification ».

Dans cette note, nous donnons de nouvelles formules pour le calcul de
cette classe de cohomologie. Cette classe est caractéristique dans la catégorie
des fibrés vectoriels réels dont la complexification est triviale et trivialisée, et
aussi dans certaines catégories plus larges.

§ 1 NOTATIONS
1.1 Espace de phase

L’espace de phase sera I’espace numérique réel a 2n-dimensions
R ={x}, x=gq,p; 4=4y,>905 P =DPyresDp
Dans R*" nous considérerons les trois structures suivantes :
1. la structure euclidienne, donnée par la forme quadratique

(x,x) = p* + ¢%;
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2. la structure complexe, donnée par I'opérateur
I:R*™ > R*™, I(p,q9) =(—q.p); z=p+iq, C"={z};

3. la structure symplectique, donnée par le produit scalaire antisymétrique

[x.y] = (x,y) = = [y, x] (1)

Les groupes d’automorphismes de R?" conservant ces structures sont
appelés respectivement groupe orthogonal O(2n), groupe linéaire complexe
GL(n, C), groupe symplectique Sp(n). De (1) on déduit le lemme suivant :

Lemme 1.1. Un automorphisme préservant deux de ces structures préserve
aussi la troisiéme, de telle sorte que :

0(2n) N GL(n,C) = GL(n,C) N Sp(n) = Sp(r) N O@2n) = U(n).

Les automorphismes préservant deux (et donc trois) de ces structures
forment le groupe unitaire U(n). Le déterminant (noté det.) d’un automor-
phisme unitaire est un nombre complexe de module 1. On construit ainsi une

application de U(n) sur le cercle

SU(n) > U(n) %S st 2)
qui est évidemment une fibration (la fibre est le groupe SU(n) des opérateurs
automorphismes unitaires de déterminant 1).

1.2 La grassmannienne lagrangienne A(n)

Nous considérons un n-plan R" = R*". Il est appelé lagrangien si le
produit scalaire antisymétrique de 2 vecteurs quelconques de R" est nul. Par
exemple les plans p = O et ¢ = 0 sont lagrangiens (*).

La variété de tous les sous-espaces lagrangiens (non orientés) de R** est
appelée la grassmannienne lagrangienne A(n).

Du point de vue complexe, les plans lagrangiens peuvent étre appelés
« presque réels » puisqu’on a :

Lemme 1.2.  Le groupe unitaire U(n) agit sur A(n) transitivement et son
sous-groupe stationnaireest O(n).

Démonstration. Soit Z un planlagrangien. D’aprés la relation (1), cela signi-
fie que I4 est orthogonal & 4. Soit A’ € A(n), et & et & des référentiels ortho-
gonaux dans / et £’. Alors 'automorphisme de R>" amenant ¢ sur & et I¢ sur
I&' est unitaire.

(*) Le nom provient des crochets de Lagrange en mécanique classique.
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De ce lemme, il découle que A(n) est une variété, A(n) = U(n)/O(n).
11 existe donc une fibration
O(n) - U(n) - A(n) (3)

1.3 L’application Det? : A(n) — S*

Le déterminant d’'un automorphisme orthogonal 4 € O(n) = U(n)
vaut + 1. Par conséquent le carré du déterminant d’un automorphisme
unitaire transportant le plan p = O dans le plan lagrangien A ne dépend
que de 4. On construit de cette maniére une application

Det®:A(n) - S*.

Notons SA(n) I'ensemble des plans lagrangiens 4 € A(n) tels que Det?4 = 1.
Sur cet ensemble, le groupe SU(n) des automorphismes unimodulaires agit
transitivement et le sous-groupe stabilisateur de chaque point est isomorphe
au groupe des rotations SO(n). Ainsi S A(n) = SU(n)/SO(n) est une
variété.

Nous obtenons donc un diagramme (évidemment) commutatif de six
fibrations :

dans lequel z% est I'application du cercle (z : e'® — e?'¢ = z2).

1.4 La classe de cohomologie o € H'(A(n), Q)

Lemme 1.4.1. Le groupe fondamental de A(n) est le groupe cyclique
libre :
my(A(n) = Z

et son générateur s'envoie sur le générateur de m,(S') par application induite
par Det?.

Ceci résulte des suites exactes d’homotopie de la colonne de gauche et de
la ligne du bas du diagramme de la section 1.3.

Corollaire 1.4.2. Les groupes d’homologie et de cohomologie d une dimen-
sion de A(n) sont libres et cycliques :

H((A(n),Z) ~ H (A(n),Z) ~ n(A(n)) ~ Z.
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Comme générateur « du groupe de cohomologie H'(A(n),Z), nous prenons
le nombre de rotations de Det?, c’est-a-dire le cocycle dont la valeur sur une
courbe fermée y : S' — A(n) est égale au degré de

S A(n) 25 st

(Ici S* est le cercle e orienté dans le sens des ¢ croissants.)

Exemple 14.3. Soit Aun plan lagrangien : 1 € A(n). Considérons les
automorphismes e¢E € U(n). Les plans lagrangiens ¢4 (0 < ¢ < 7)
forment une courbe fermée y : S* —» A(n) car ¢"E = — E.

La valeur de la classe & sur y vaut .

En effet det(e’’E) = ¢, et par conséquent

Det?e’?l = ¢?"? Det? 1.

1.5 Variétés lagrangiennes

Soit M une sous-variété de dimension n de Iespace de phase R*". La
variété M est dite lagrangienne si le plan tangent en chaque point est lagran-
gien. Par exemple, dans le cas n = 1, toute courbe M de I'espace de phase R?
est lagrangienne.

Soit M une variété lagrangienne. Nous considérons I'application tangente :
7: M - A(n)

qui, a chaque point x € M, fait correspondre le sous-espace x € A(n)
paralléle au plan tangent 3 M en x.
La classe de cohomologie o € H'(A(n), Z) introduite précédemment induit
sur M une classe de cohomologie
o* = t*a € HY(M, Z).

La valeur que prend o* sur un lacet orienté y : S' - M est défini comme
le nombre de rotations du carré du déterminant du plan tangent, c’est-a-dire

comme le degré de
Det? |

S' LM S Am)—3?
Le but de cette note est la preuve de l'affirmation suivante :
Théoréme 1.5. La classe de cohomologie o* € H'(M,Z) coincide avec

«lindice des courbes fermées sur la variété lagrangienne M » introduit par
Maslov dans [1].
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§ 2 PREUVE DU THEOREME 1.5

L’indice de Maslov est défini comme l'indice d’intersection avec un
(n — 1)-cycle bilatére sur M" : le cycle singulier.

2.1 Le cycle singulier

Soit M une variété lagrangienne de dimension n. Considérons la pro-
jection f:M — R" de la variét¢é M sur le plan p = 0; f(p,q) = gq; I'en-
semble X des points de M ou le rang de la différentielle de f cst inférieur a n
est appelé lieu singulier de f. Considérant le lieu singulier £, Maslov formule
les propositions 1 & 5 suivantes (les démonstrations sont données plus loin
dans les paragraphes 3 et 4).

Théoréme 2.1. Par une rotation unitaire arbitrairement petite, la variété
peut étre mise en « position générale » relativement a la projection f, de telle
sorte que les propositions suivantes soient vraies :

Proposition 1. Le lieu singulier £ se décompose en une variété X' ouverte,
de dimension n — 1 sur laquelle df est de rang n — 1, et le bord (X — Z")
est de dimension strictement inférieure @ n — 2, de telle sorte que X définit
un (n — l)-cycle (non orienté) de M .

Proposition 2. Ce cycle est bilatére.

Le choix d’un c6té positif pour Z peut étre fait de la maniére suivante.

Proposition 3. Dans un voisinage dun point x € £, la variété lagran-
gienne est donnée par n équations de la forme

9 = 9dPy>95) »
pi = Pi(Pk,%E):
on k=12, k—1,k+1,.,n pour un certain k:1 < k < n.

Manifestement, dans un voisinage d’un tel point x, le lieu singulier X! est
donné par I'équation dg, /dp, = 0.

Proposition 4. Lorsqu'on traverse L', la quantité 8q, /0p, change de
signe. Pour le coté positif de X', on peut donc prendre la région pour laquelle
04,/ op, > 0.
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Proposition 5. Une telle définition du coté positif est correcte, c’est-d-dire
ne dépend pas du choix du systéme de coordonnées p,,q; (k = 1,...,n) que nous
utilisons.

2.2 L’indice de Maslov ind € H(M, Q)

Supposons donné sur la variété lagrangienne M en « position générale »,
au sens du théoréme 2.1, un arc y, transverse au cycle 2 et dont les points
extrémes n’appartiennent pas au lieu singulier :

0y = x; — Xg, x, ¢z, Xo¢ 2.

Maslov appelle lindice de 7 (indy) son indice d’intersection avec Z,
c’est-a-dire la différence entre le nombre v, de points ol y traverse X du c6té
négatif au c6té positif 2t le nombre v_ de points ol y traverse Z du c6té positif
au coté négatif

indy =v, —v_

Exemple. Soit n =1 et M une courbe dans le plan p,q (fig. 1).

Lorsque M est en position générale, X est constitué de points isolés a,b,c,...

Les indices de courbes y, (dy; = x; — x,) sont égaux respectivement a 0,
1,0,1,2.

=y

Fig. 1.

Théoréme 2.2. L’indice d'une courbe fermée orientée y sur une variété
lagrangienne en position générale ne dépend que de la classe d’homologie dey
et est la valeur sur le cycle y d’une classe de cohomologie de M , de dimension 1
d valeurs entiéres :ind € H'(M, Z).

2.3 Indices de courbes sur la grassmannienne A(n)

Les démonstrations des théorémes (1.5, 2.1, 2.2) sont basées sur la cons-
truction suivante :

dans la variété des plans lagrangiens A(n), nous extrayons les ensembles
AX(n) des plans ayant une intersection de dimension k avec un plan fixe ¢ € A(n)
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(précisément le plan g = 0). Il se trouve que la fermeture A'(n) détermine
un cycle (non orienté) de codimension 1 (voir 3.2.2).

Dans la section 3.5, nous démontrons :

Lemme fondamental. Plongé dans A(n), A'(n) est bilatére, Cest-d-dire
qu’il existe un champ continu de vecteurs transverses d A'(n) et tangentsd A(n).

Un tel champ de vecteurs est construit au moyen des orbites de S' = {e*?}
dans A(n). Dans le paragraphe 3, nous démontrons :

Lemme 3.5.1. Tout cercle

6 — e'i, 0<0<n, Aedn) (4)

est transverse a A'(n).

Pour cbté positif de A'(n) nous choisissons celui vers lequel sont dirigés
les vecteurs vitesses des courbes (4).
Le fait que A'(n) soit bilatére nous permet de définir

Ind € H(A(n), Z)
comme l'indice d’intersection des courbes fermées orientées de A(n) avec Al_(n)
(Définition 3.6.1). ‘

L’indice Ind estrelié a 'indice de Maslov ind et 4 la classe de cohomologie «
de la section 1.4. Plus précisément, il s’avére que le choix d’un cbté positif
pour A'(n) au moyen des courbes (4) est cohérent avec la définition du cété
positif de Z! dans la section 1.2.

Dans le paragraphe 4, nous démontrons :

Lemme 4.3.1. L’indice Ind engendre l'indice de Maslov ind par lappli-
cation tangentielle 1: M™ —» A(n) :ind = t* Ind Cest-d-dire que pour chaque
courbe y: S' = M, nous avons indy = Indty.

Preuve du théoréme 1.5. Le calcul des indices des courbes (4) (voir
exemple 3.6.2)donne Indy = n = ofy) (Exemple 1.4.3). Mais H'(A(n),Z) = Z
(corollaire 1.4.2). Donc Ind = «. Par le lemme 4.3.1, ind = t*Ind et par
la définition 1.5, a* = t*a. Ainsi ind = a*. c.q.fd.
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§ 3 DEMONSTRATION DU LEMME FONDAMENTAL

Dans cette section, nous montrons que le cycle singulier A'(n) est bilatére
et nous définissons I'indice Ind € H'(A(n), Z).

3.1 Fonctions génératrices

Soit M une variété de I’espace de phase donnée dans un voisinage simple-
ment connexe du point g = g,,p = p, paruneéquationdelaforme p = p(g).

Lemme 3.1.1. La variété M est lagrangienne si et seulement Sil existe
une « fonction génératrice » s(q) telle que

Js
P = a—q (5)

q
Démonstration. Soit 5(q) = J‘ p(g)dq ; pour que cette intégrale soit indé-

0
pendante du chemin, il faut et till suffit que d(pdq) = dp A dg soit nulle
sur M. Mais la valeur de dp A dg sur le bivecteur ¢ A 5 est exactement
égale au produit scalaire antisymétrique [£,7], de telle sorte que dp A dg
égal a zéro sur M est une condition nécessaire et suffisante pour que M soit
lagrangienne. La fonction s(g) satisfait (5). Ainsi le lemme est démontré.

Remarque 3.12. La fonction s(q) est déterminée 4 une constante addi-
tive prés. Dans le cas particulier ot M est un sous-espace linéaire, cette cons-
tante peut étre choisie de telle sorte que s(g) soit une forme quadratique. De
ceci il suit :

Corollaire 3.1.3. L’ensemble des sous-espaces lagrangiens de la forme
p = plq) (Cest-d-dire transverses au plan q = 0) forme dans la variété A(n)
un ouvert A°(n), difféomorphe a lespace linéaire D de toutes les matrices
symétriques d’ordre n. Le difféomorphisme est donné par lapplication

¢ :D - A°n) o(S) = Ag (SeD,ig e An)

ou Ag désigne le plan p = Sq.
. . . 1
La démonstration s’obtient & partir de (5) en posant s(g) = E(Sq,q).

Corollaire 3.1.4. La variété A(n) a pour dimension :

L’espace D des matrices symétriques est R"™*1%2  Ainsi nous avons
démontré :
dim A(n) = n(n + 1)/2.
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3.2 Le cycle singulier A'(n)

Notation 3.2.0. Soit ¢ le plan lagrangien ¢ = 0. Nous désignons
par A*n) Tensemble des plans lagrangiens A € A(n) dont l'intersection avec
le plan o est de dimension k.

Lemme 3.2.1. L’ensemble A*(n) est une variété ouverte de codimen-
sion k(k + 1)/2 dans la grassmanienne lagrangienne A(n).

Démonstration. Nous associons a chaque plan 4 € A*(n) son intersection
avec le plan 0. Ceci définit une application de A*(n) sur la variété grassma-
nienne G, , de tous les sous-espaces de dimension k du #-plan ¢ . 1l est facile
de vérifier que cette application définit une fibration

A%n — k) > AXn) - G, .

_ n—-—kr-k+1)

D’aprés le corollaire 3.1.4 dim A%n — k) 3

. Puisque

dimG, , = k(n — k), on trouve :

n—kjn—k+1)

dim A%n) = (

= dim A(n) - ——
c.q.fd.

Corollaire 3.2.2. A'(n) détermine un cycle (non orienté) de codimension 1
dans A(n).

Démonstration. On peut considérer algébriquement la variété A(n). La

fermeture A'(n) = U AXn) est une sous-variété algébrique de codimen-
k>1
sion 1 (k(k + 1)/2 > 1 pour k > 1). Par conséquent A'(n) détermine une

chaine (non orientée). Le lieu singulier de la variété A'(n) est la sous-

variété algébrique A%(n) = U AXn) de codimension 3 dans A(n) puisque
k=2

k(k + 1)/2 > 3 pour k > 2. Ainsi le bord de la chaine A'(n) est nul.
c.q.fd.
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3.3 Coordonnées sur A(n)

Nous considérons un plan lagrangien A € A(n). Soit 1 e A¥n), Cest-a-dire
supposons que l'intersection A () ¢ soit de dimension k. Nous introduisons
des coordonnées sur A(n) dans un voisinage de 4.

Notation 3.3.0. Soit K un sous-ensemblede 1,2,...,n. Notons o le plan
de coordonnées lagrangien

ox={p.a:p=0,4,=0VkeKVI¢K}.

Lemme 3.3.1. Le plan A € AXn) est transverse d lun des Ck plans de
coordonnées oy, ot K a k éléments.

Démonstration. L’intersection A () ¢ = A, est de dimension k. Par con-
séquent, le plan 1, dans ¢ est transverse & I'un des C¥ plans de coordonnées
a (n — k)-dimensions t = o () o, Cest-a-dire qu’il existe K pour lequel
AoNog N o =0. Nous allons montrer que le plan g, est transverse a
ArogNA=0.

Par hypothése A, + 1 = 0. Du fait que i et g sont lagrangiens, on
a [4,4,] = O (puisque i, = A)et[og,7] = O(car © < og). Ainsi

[ANog, 4 + 1] =0 soit [ANog,0] =0.

Mais le nombre maximum de vecteurs de R?" linéairement indépendants et 2
a 2 orthogonaux pour [,] est n. Par conséquent le #-plan ¢ est un plan sim-
plectique maximal ce qui implique (4 () o) = ¢. Donc

ANox) s (ANoNog =G N1)=0. cq.fd

Du lemme qui vient d’étre démontré il suit que chaque plan A e A(n) est
transverse a I'un des 2" plans de coordonnées g, . Cela nous permet de cons-
truire un atlas de 2" cartes pour A(n).

L’une des applications a été construite dans la section 3.1.1 :la région 4 %n)
est difféomorphe & I'espace D = R™*V/2 des matrices symétriques, le
difféomorphisme ¢ : D - A%n) est défini par

@(S) = As = {p,q:p = Sq} VSeD.

Notation 3.3.2. Nous désignons par I, 'opérateur multipliant par i les
variables z, = p, + iq,, k €K

Ig:R* — R*"
de sorte que si y = I ¢,
a,n) = + pdé) pl) = —qld) VkeK

a,(n) = 4,(%) p,(n) = p,(¢) Vv¢K
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L'opérateur I, est unitaire et par conséquent transforme les plans lagrangiens
en plans lagrangiens. En particulier, I, 0 = o;. Ainsi I transforme I'en-
semble A%#n) des plans transverses a ¢ dans I'ensemble I A%#) des plans
transverses & o . Par la formule

ol = Ids eAln),  SeD ©)

on obtient donc un difféomorphisme @y : D — I;A4%#n), on I A%#n) est 'en-
semble de tous les plans lagrangiens transverses a g.

Par le lemme 3.3.1, les 2" régions 1,4°%#) recouvrent entiérement A(n),
et la formule (6) donne un atlas de A(n) composé de 2" cartes.

Lemme 3.3.3. Lensemble A*(n) est recouvert par Ck ouverts @D
(K comprenant k éléments) et, dans les coordonnées S = @x' 2, est donné par
k(k + 1)/2 équations linéaires S,, = 0 (vue K,¥v € K).

Démonstration : soit k = dim1 () ¢. Par le lemme 3.3.1 il existe un
ensemble K de k éléments tel que 1() oy = 0. Par conséquent le plan
I = I ' est transverse aoet a une équation p = Sq. L’intersection
(IgA) N og = Ig(A ) o) est de dimension k. Mais surog,on a g =0
(VI ¢ K), p,, = 0 (vm e K). Par conséquent, sur un sous-espace a k dimen-
sion g, = 0(I¢K) du plan p = 0,k des fonctions p, (p = Sq, u € K) doivent
s’annuler identiquement. Ceci est équivalent aux équations S, = 0. c.q.fd.

3.4 Paramétrisation unitaire

Au moyen des coordonnées S introduites précédemment, il est possible
d’exprimer les transformations unitaires transformant le plan «imaginaire
pur» p = 0 en le plan ig € 4A%n).

I1 est évident que I'on a :

Lemme 3.4.1. Soient S, U,2 matrices carrées n x n d coefficients com-

plexes. Alors
E —iS .E-U
(U=E+is)°(s‘_‘E+U) ™

et si S et U sont liées par les formules (7) :

S est auto-adjointe si et seulement si U est unitaire;

S est symétrique si et seulement si U est symétrique.

Ainsi les formules (7) établissent un difféomorphisme entre I’espace D des
matrices § symétriques réelles et la variété des matrices U unitaires, symé-
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triques, non singuliéres. (La matrice unitaire U est non singuliere si — 1
n’est pas une valeur propre; pour une matrice réelle symétrique S,on a |
toujours det(E + iS) # 0).

I1 est toujours possible de prendre la racine carrée d’une matrice unitaire
non singuliére, en la définissant par continuité & partir de VE = E.

Lemme 3.4.2. Soit Age A%n) un plan p = Sq. Alors la matrice

\/E:E;is
VE + §*

donne une transformation unitaire envoyant le plan p = 0 dans le plan J.

Démonstration. Puisque S est symétrique et réelle, VE + S* est réelle,
et VU envoie le plan p = 0 dans la méme image que E — iS. Cette der-
ni¢re transformation envoie le point

(0,9 eR* ie. igeiR"<=C"
dans le point
ig+ SqgecCn ie. (Sq.q) e Ay = R*"
c.q.fd.

Corollaire 3.4.3. L’application Det? : A(n) - S* de la section 1.3 est
donnée par la formule
E—1iS
Det? iy = det——<
ot As = detp—g
Corollaire 3.4.4. La matrice U unitaire, symétrique et non singuliére pour
laguelle VU envoie le plan p = 0 dans le plan 1 est déterminée de maniere
unique par ce plan A e A°(n).

En effet, par 3.4.1, U est déterminée de fagon unique par S et par 3.4.2,
S est déterminé de fagon unique par 4.
3.5 Le cycle singulier est bilatére

Soit A un plan lagrangien. Alors chaque plan €4 est lagrangien.

Lemme 3.5.1. Si Ae A'(n), alors la courbe y:S* — A(n),e — e est
transverse au cycle A'(n) au point 6 = 0.

I . d
Ainsi les vecteurs vitesse v(d) = 0 (%) forment une structure trans-
=0

verse & A'(n), de laquelle suit :
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Lemme fondamental. Le cycle singulier A'(n) plongé dans A(n) est bila-
tére.
La démonstration se fera en 3 étapes.

A) Tout d’abord soit 1 € A%n),A = As,0u S € D est une matrice réelle
symétrique. Nous allons calculer les coordonnées du vecteur vitesse de la
courbe e'®1 dans ce systéme de coordonnées.

Lemme 3.5.2. Pour toute matrice Se D,

d

T o tels = — (E + §?).
9=

0
Démonstration. D’aprés la section 3.4, au plan 4 est associée de maniére
biunivoque une matrice symétrique unitaire non singuliére U telle que :
E-U
A= )LS(U) S(U) = — 1E+—U.
et VU envoie le plan p = 0 dans A.
Soit U(f) = €**U. La matrice U(f) est unitaire, symétrique et si |6
est petit, non singuliére, de telle sorte que VU(f) = ¢ VU. Par consé-
quent VU(6) envoie le plan p = 0 dans ¢4, et

Aswey) = ew'lsw) ou o ! el'6'13([/) = S(U(9)). (8)

Le vecteur % @ 'e'A est dans I'espace tangent & I’espace D qui s’iden-
=0 i

tifie naturellement & D . Par cette identification, et 4 I'aide des formules de 3.4.1,
ona

d d E — 2i8
-8 swey =2 E=ZU_ WU gl
do|,_, dfly_o E + ¢*'*U (E + U)?
d’ott le lemme avec les formules (8). c.qfd.

B) Soit maintenant 4 € A'(n). D’aprés le lemme 3.3.3, le point 1 € A'(n)
appartient au domaine de I'une des cartes @ D, K étant lensemble constitué
d’un élément k, 1 < x < #. En d’autres termes, avec les notations de 3.3.2

A= Igl, ou SeD, AiseA’n).

I est facile de calculer le vecteur vitesse de la courbe y: S* — A(n), e’ — €4,
pour 6 = 0 dans le systéme de coordonnées ¢z 'A = S.

Lemme 3.5.3. Pour toute matrice S € D, A = Igig;

d

E 9= (PI_(leiG)" = - (E + Sz)

0

V. P MasLov — Théorie des perturbations. 13



354 Complément 1

En effet, d’aprés la définition 3.3.2, ¢, = I ¢ et I, commute avec e®.
Par conséquent
(Pgl eiﬂi — (/7_111;1 e"’lxis — (P—l eiﬂls

et le lemme 3.5.3 se déduit alors du lemme 3.5.2.
C) Le cycle singulier A'(n) dans les coordonnées S = @ '4 a pour équa-

tion S, = 0 (lemme 3.3.3). Le vecteur vitesse v = oz 'el®A est, parle

do
=0

lemme 3.5.3, une matrice définie négative, — v,, > 1. Doncv et A'(n) sont

transverses, ce qui démontre le lemme 3.5.1.

Remarque 3.5.4. Nous avons démontré en méme temps que le vecteur v
est dirigé vers le coté de A'(n) pour lequel S, > 0.

3.6 L’indice Ind pour les courbes sur A(n)

Soit y une courbe orientée dans A(n), transverse & A'(n) et soit v(4) le
champ de vitesse du lemme 3.5.1.

Définition 3.6.1. Par Indy, nous désignons I'indice d’intersection de la

courbe y avec le cycle A'(#) muni du champ v(4).

En d’autres termes, Indy = v, — v_, ouv, est le nombre de points
d’intersection de y avec A'(n) pour lesquels le vecteur j et v sont du méme
coté de A'(n), et v_ le nombre de ceux pour lesquels ils sont du c6té opposé.

L’indice d’une courbe fermée y, comme tout indice d’intersection, est
déterminé par la classe d’homologie de y et peut étre considéré comme une
classe de cohomologie a4 1 dimension

Ind e HY(A(n), Z).

Exemple 3.62. L’indice de la courbe fermée y:S'— A(n) défini par

e, 0<0< nestn:
Indy = n.

Démonstration. On a codim A*(n) = codim A*(n) = 2 (Lemme 3.2.1).
Par conséquent, pour presque tout 4, la courbe €4 ne coupe pas A4%(n). Une
telle courbe est transverse & A'(n) en tous ses points d’intersection
(Lemme 3.5.1). Dans ce cas, Indy est simplement le nombre de ces points
d’intersection (Définition 3.6.1).

Soit A €A%n). Par le lemme 3.4.3 nous avons A = Agg,, ou U est une
matrice unitaire symétrique, non singuliére. On peut supposer le plan A tel
que toutes les valeurs propres de la matrice U

elak

1<k<n, |gl<n

s
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soient distinctes.
Mais
g __
C A= 1S(ezi9 U)

par la formule (8) de 3.5.2, et
(Ase2iomy € 4°(n)) <> (det(E + €**°U) = 0)

par lelemme 3.4.2. En d’autres termes, aux points d’intersection de y avec A'(n).

T — o

6= >

(mod 7)

Il y a précisément » valeurs de 8 dans l'intervalle 0 < < n. Donc Indy = n.
c.q.fd.

§ 4 DEMONSTRATION DES THEOREMES RELATIFS A LA
POSITION GENERALE

Ici, nous démontrons les théorémes 2.1 et 2.2 du § 2.

4.1 Transversalité

Soit 4 une variété différentielle et soit a € 4. Notons par T4, 'espace
nous notons par f, : TA, » TB,, l'application tangente d f au point a.
tangent & 4 au pointa.Si f: A — B est une application différentielle, alors

Soit f: A > Beth:C — B deux applications différentiables. Les appli-
cations f et h sont dites transverses au point b € B si

f.TA, + h,TC, = TB,

pour tout couple de points a € A4,c € C tels que f(a) = h(c) = b. Les appli-
cations f et hsont dites transverses si elles sont transverses en chaque
point b € B.

Dans le cas particulier ou f ou h sont des plongements, nous pouvons
parler de la transversalité d’une application 4 une sous-variété ou de la trans-
versalité de 2 sous-variétés.

La notion de transversalité s’étend aussi au cas ou A est 'union de lusieurs
variétés, A = |J A, par exemple A‘_(n) = U A¥n) dans le § 3 . Dans ce

k21
cas, la restriction de f & chaque 4, doit étre transverse a h.

Il est facile de démontrer (voir, par exemple, [3]) le lemme de M. Morse
et A. Sard :

Lemme 4.1.2. Soit f:A — B une application différentiable. Alors la
mesure de Pensemble des points b € B non transverses @ f est nulle (le point
b = B est une sous-variété de B de dimension 0).
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Du lemme 4.12, on déduit (voir par exemple [4]) :

Lemme 4.1.3. Soit B un espace homogéne sur lequel un groupe de Lie G
agit transitivement : (Vg e G,g : B —> B est un difféomorphisme). Soit C < B
une sous-variété différentiable de B et soit f: A — B une application diffé-
rentiable. Alors la mesure de lensemble des points g € G pour lesquels I'ap-

plication
fa:A—> B, Jolo) = gf(a)

est non transverse d C, est nulle.
Pour étre complet, nous donnons la démonstration du lemme 4.1.3.

Remarque 4.1.4. Puisque 'union d’'un nombre dénombrable d’ensembles
de mesure nulle est de mesure nulle, il suffit de démontrer le lemme 4.1.3. pour
un voisinage A, d’un point a, € A, un voisinage C, d’un point ¢4 e C et un
voisinage de 'identité dans le groupe G.

De la transitivité de I'action du groupe, on déduit aisément :

Proposition 4.1.5. Il existe un difféomorphisme
u:D, x D, > G,

D; = {xeR"|x| <1}, v, = dimB — dimC, v, = dimG — v,

tel que u(0,0) = e, et Papplication
p:D, x D, x Cy » B x D,
donnée par la formule
B(x.,y,c) = (u(x,y)c,y) VxeD,, yeD,, ceC,
est un difféomorphisme de D, x D, x C, sur un voisinage E du point (c,,0)
dans B x D,.
Définissons maintenant la projection de E < B x D, sur D, x D,
®:E—-> D, x D, par P(B(x,y,c)) = (x,).

Définissons aussi 'application

f:AxD;>BxD, par f(a,y)=(f(a),y).
Nous appliquons le lemme 4.1.2 & I'application composée

O=Pof:4,x D, > D, x D,.

Proposition 4.1.6. Soit x,y e D, x D, un point transverse a Ulappli-
cation @ . Alors, l'application

ﬁ]:AO—)B7 g:(u(x,y))“

est transverse au plongement C, < B.



Une classe caractéristique intervenant dans les conditions de quantification 357

Démonstration de la  proposition  4.1.6. Considérons &~ '(x, y)
(xe D,,ye D,). Evidemment & !(x,y) = (Ce.pry),00C, , =ux,y)Cos B.
Le noyau de l'application tangente @, : T(B x D,), ,— T(D, x D), , est
exactement l'espace tangent a (C,  ,y)

ker ¢* = T(Cx.y’y)b.v'

Par conséquent, la transversalité de 'application @ = @ o f au point x,y
implique
f*T(AO X DZ)a,y + T(Cx,)”y)f(a)Ay = T(B X DZ)b.y

pour tout a € 4, tel que f(a) = be C, ,. Ainsi l'application f:4, - B
est transverse au plongement C, , < B. En appliquant le difféomorphisme
g = (u(x,y)) e G, on voit que gf : A, > B est transverse a gC, , = C,

c.q.fd.

Démonstration du lemme 4.1.3. Appliquons le lemme 4.1.2. 4 @. L’en-
semble des points x,y € D, x D, non transverses 4 @ a une mesure nulle.
L’ensemble correspondant des points g = (u(x,y))" '€ G a une mesure
nulle dans G. Pour les éléments g restant, dans le voisinage de e, appli-
cation f; est transverse a C,d’aprés 4.1.6. Ceci démontre le lemme 4.1.3,
d’aprés la remarque 4.1.4.

4.2 Démonstration du théoréme 2.1

Nous appliquons le lemme 4.1.3 au cas ou A est une variété lagran-
gienne M", Bla grassmanienne lagrangienne A(n), f lapplication tan-
gente 7: M" - A(n),C la  sous-variété A(n) < A(n) et Gle groupe uni-
taire U(n).

D’apres le lemme 4.1.3, on voit que pour presque tous les u e U(n), la
variété uM" est telle que application 7 est transverse & chaque A*(n) < A(n),

= 1,2,.. Montrons qu’une telle variété est en « position générale » au sens
du théoréme 2.1.

La proposition 1 du théoréme 2.1 se déduit du théoréme des fonctions
implicites etdes lemmes 3.2.1 et 3.2.2. La proposition 2 découle du lemme
fondamental de la section 3.5. La proposition 3 est une conséquence du
lemme 3.3.1 au cas k = 1. Finalement, la proposition 5 se déduit du
lemme 3.5.1 et de la remarque 3.5.4. Ainsi le théoréme 2.1 est démontré.

4.3 Démonstration du théoréme 2.2

Soit M" une variété lagrangienne en position générale et soit y : S* —» M"
une courbe fermée orientée, transverse au cycle singulier X



358 Complément 1

Lemme 4.3.1. Soit 14y :S' - A(n). Ona
indy = Ind4y.

En effet, 2! = 17 '4'(n) (définitions des sections 2.1 et 3.2). De plus, le coté
positif (au sens de la section 2.1) de 2! s’envoie par I'application t dans le
coté positif (au sens de la définition 3.6.1) de A'(n) (ceci découle de la
remarque 3.5.4). Ainsi chaque point d’intersection de y avec X! donne pour
ind la méme contribution que le point correspondant de l'intersection de 74y
avec A'(n) donne pour Ind. cqfd.

En méme temps, nous avons démontré le théoréme 2.2, car Ind t,y ne
change pas lorsqu’on remplace y par une courbe homologue y' (ceci suit du
fait que dim A%(n) = dim A'(n) — 2.

§ 5 UNE EXPRESSION ASYMPTOTIQUE DANS LE CAS QUASI-
CLASSIQUE

Nous donnons ici, comme I'exemple le plus simple, sans démonstration, les
formules asymptotiques de Maslov dans lesquelles 'indice joue un réle.

5.1 FExpression asymptotique, lorsque 4 — 0, de la solution de I’équation
de Schradinger

Y~ Pay vy, v=v@n ger @)

avec la condition initiale
V=0 = olg)e" ™V, (10)

ol ¢(q) est a support compact.
A P’équation de Schrodinger correspond le systéme dynamique classique
donné dans I’espace de phase 4 27 dimension R?" par les équations d’Hamilton :
0H 6H 1
. _OH s _ o ed H = >p2 )
§=7," P T 5p” + Ulg)
Les solutions des équations d’Hamilton définissent un groupe a un paramétre
de difféomorphismes canoniques (*) de I'espace de phase :leflot g' : R*" - R?".

(*) Un difféomorphisme g : R2" —» R2" est dit canonique. si pour toute courbe fermée

y:S, > R*, ona §pdq = § pdq.
Y A
La différentielle g, a alors en chaque point une matrice symplectique : par une transformation
canonique la 2-forme dp A dq reste invariante. Par conséquent, une variété lagrangienne s’en-
voie dans une variété lagrangienne par un difféomorphisme canonique.
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A la condition initiale (10) correspond une fonction ¢(g) sur une sur-
face M", donnée dans l'espace de phase R?" par les équations

M= {p,q = plg) =%}

La surface M se projette biunivoquement sur le plan g. Elle est lagrangienne
d’apreés le lemme 3.1.1. Le flot ¢ envoie M sur une autre surface lagrangienne
g'M = M,. La surface M, ne se projette plus nécessairement biunivoquement

sur le plan g. D’ou une application Q(q) = q(g'(p(g). q)) (fig. 2).

rh M_/. Mt
L7)
yexg
j 0
9%x,
9, 9, q

Soit x; = (p;,q;) des points de M tels que g'x; = (P;,Q) e M,. Suppo-
DQ

sons que le jacobien Da est non nul.
a=4;
Maslov a démontré la formule asymptotique suivante pour la solution de

I'équation (9) avec la condition (10).

Théoréme 5.1. Lorsque h — 0,

-1/2 .
17

4.1 = ¥ 0lg) exp| 1510~ Ty | + 0t

qu

ou S{Q,1) est laction le long de la trajectoire g"xj :
t .2

$(0.0 = flg) + [ a0, LT v 60).40) = o',

0

et p; est lindice de Morse de la trajectoire g"xj, Cest-d-dire le nombre de
points q(g°x;), 0 < 0 < t, qui sont des points focaux.

5.2 Relation entre les indices de Morse et de Maslov
Dans le théoréme 5.1 est apparu I'indice de Morse p. L'indice de Morse
est un des cas particuliers de I'indice de Maslov. On a

Théoréme 5.2. Soit dans [lespace de phase d 2n + 2 dimensions
R**2 ={p.4d}, P = po.P: § = 4do-9; (p,q) € R*", la variété de dimen-
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sionn+ 1, M:(p,q)eM,, gy = t,po = — H(p,q). Alors la variété M est
lagrangienne et Uindice de Morse de la trajectoire g°x,0 < 0 < t, est lindice
de Maslov de la courbe (0, — H,g°x) sur la variété M .

La démonstration se fait aisément en utilisant les définitions des indices u

2
aafjé,é) > 0, un point focal simple donne une contribu-
14

et ind : puisque (

tion + 1 4 ind.

Corollaire. Pour toute courbeysur M :
indg'y — indy = p(g’y") — wg®"),
ou ¢%*, g% (0 < 0 < 1) sont des trajectoires entre y et dy =y* — y~.
En effet, le quadrilatere y,g%* ,(g'y) ™', (g%» ™)' sur M est naturelle-

ment homologue 4 0. Par conséquent, 'indice de Maslov est nul (Théoréme 2.2).
11 suffit alors d’appliquer le théoréme 5.2.

5.3 Conditions de quantification

Dans le théoréme 5.1 apparaissent les indices de courbes non fermées. Les
indices des courbes fermées interviennent dans les formules asymptotiques
pour les problémes stationnaires.

Soit M une variété lagrangienne invariante par g', incluse dans I’hyper-
surface H = E (de telles variétés invariantes existent pour d’autres systémes
que les systémes intégrables : voir [5]).

Maslov a démontré :

Théoréme 5.3. L’équation
1
Sy = 2(UG) — E)y

posséde une série de valeurs propres Ay tendant vers oo avec pour expression
asymptotique Ly = py + O(uy?') si pour tout y e H (M ,Z)

2_? 3€pdq =indy  (mod4) (11)
Y

Dans ce cas, les fonctions propres correspondantes s sont également liées
d la variété M (dans un sens précisé dans [1] et sous les hypothéses d’un spectre
simple ).

Dans le cas particulier n = 1, l'indice du cercle vaut 2 et la formule (11)
devient la « condition de quantification » usuelle :

1
By 3€pdq = 2n<N + 5)
b
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COMPLEMENT 2

INTEGRALE GENERATRICE
ET OPERATEUR CANONIQUE DE MASLOV
POUR LA METHODE W.K.B.

(V. C. BOUSLAEV)

Ce travail contient une nouvelle approche aux résultats de V. P. Maslov
concernant 'asymptotique quasi-classique (méthode W.K B.).

§ 1 ASYMPTOTIQUE QUASI-CLASSIQUE

1. Méthode W.K.B.

On réussit souvent a construire une solution asymptotique d’équations
différentielles, ot les coefficients des dérivées dépendent du paramétre h supposé

petit, sous la forme :
h\ i
kzo (T) ukexp(ﬁS) (1.1)

ol S est une fonction & valeurs réelles, les u, des fonctions & valeurs com-
plexes,i? = — 1.

On substitue formellement (1.1) dans I’équation et en comparant les coef-
ficients du développement en séries de 4, on détermine (S,u,). Autrement dit,
on suppose que (1.1) est une solution formelle de I’équation différentielle. Une
telle méthode de construction d’une solution asymptotique s’appelle ordinai-
rement la méthode W.K.B.

En mécanique quantique, pour I’équation de Schrodinger tant sous sa
forme dépendant du temps

8 ’
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que sous sa forme stationnaire
Ey = X ’ ¢) = y(h,E,¢ 1.3
- 2 166 + U( lp lp - W s ey ) ( - )

t,E eR, ¢ e R", l'asymptotique décrite plus haut est aussi dite quasi-clas-
sique. Cela est lié au fait que les fonctions S et u, vérifient des équations qui se
construisent en fonction du systéme dynamique correspondant classique dans
I'espace de phase M = R" @ R", engendré par la fonction d’Hamilton

H:H(t,x)=%p2+v(t,q), x={q,pteM (14

Pour (1.2), la fonction S vérifie I'équation d’Hamilton-Jacobi

oS oS

et, dans le cas (1.3), I'équation pour la moindre action.

En ce qui concerne les coefficients u,, ils obéissent & un systéme récurrent
d’équations différentielles ordinaires aux dérivées totales le long des trajec-
toires du systéme dynamique. Dans certaines conditions, on peut suivre le
passage de la dynamique quantique 4 la dynamique classique lorsque 4 — 0,
a laide de ces représentations asymptotiques. Ce travail va introduire et
étudier une classe plus large de représentations asymptotiques que le dévelop-
pement (1.1). La nécessité d’une telle extension de la classe des développements
est dictée par la difficulté bien connue a laquelle se heurte ’approche ordinaire.
Pour I'équation stationnaire, cette difficulté se manifeste par I'apparition des
points de rebroussement, des caustiques, etc... Leur équivalent, pour I'équation
non-stationnaire, est la non-invariance des solutions formelles de la forme (1.1)
relativement a la dynamique. Voyons ceci plus en détails. Supposons que 'on
considére une solution formelle de ’équation (1.2), de la forme (1.1), égale
pour t = 0, a I'expression

k;) (?)k u? exp(ihSO) (1.6)

Il faut ajouter a I'équation d’Hamilton-Jacobi (1.5) la condition initiale
8(t.9)]i~0 = 5°¢) (1.7)

On sait que I'’équation d’Hamilton-Jacobi est équivalente (4 des composantes
prés, dans S, ne dépendant que du temps) au fait que la variété

- oS0, e "
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dans I'espace M se transforme sous T'action d’un difféomorphisme m, de cet
espace qui est engendré par le systéme canonique

. OH _ ({0 -1
I = 1dga
de sorte que
r,=mrl, (1.10)

Notons que la fonction S:R" —» R se récupere a partir de la variété
a une constante pres.

05 (q) "
{{q, 3 geR (1.11)
Considérons la variété

re = {{q’as;;q)H q eR"} (1.12)

Il résulte de ce qui est dit que I’équation (1.5) avec la condition initiale (1.7) a
une solution unique pour les ¢ (¢, <t <t,,t, >0, <0, tels que la
variété m,I'° reste projetable biunivoquement sur le plan Q,0 = R"@ 0,
autrement dit, pour tous les ¢ pour lesquels mI'® garde la représentation

{{a.f@}]qeR"} (1.13)

avec une application f :R" — R". Dans ce cas, f = 0§/0g. On pourrait
vérifier que, pour ces mémes valeurs de ¢, on résout sans difficulté le systéme
récursif des équations pour les coefficients u,, complété par les conditions
initiales u,|,—o = up.

Supposons que le développement (1.6) est asymptotique pour une certaine
fonction y°® = y°(h,&) pour h — 0. Considérons la solution du probléme
de Cauchy déterminée par I'équation (1.2) et la condition initiale :

Y1, 8) |0 = ¥°(h,0) (1.14)

Sous certaines hypothéses, la solution formelle construite plus haut sera
asymptotique pour la solution exacte y(h,t,£). Mais quelle sera I'asympto-
tique de cette solution pour t ¢ (t,,t,)?

La classe introduite plus bas des développements formels est invariante par
la dynamique et pourrait étre utilisée pour la représentation asymptotique de la
solution du probléeme de Cauchy (1.2) (1.4) pour tous les ¢ € R. L’invariance
par la dynamique signifie que la solution formelle, appartenant a cette classe, et
vérifiant une condition initiale de la méme classe, existe pour tous les . On
suppose bien slir que le difféomorphisme m, existe pour tout ¢.
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2. Contenu du travail

Les variétés du paragraphe précédent de la forme (1.11) constituent une
sous-classe d’une classe particuliére de variétés a n-dimensions dans M qu’on
appelle variétés lagrangiennes : une variété de dimensionn, I', dans M
sera dite lagrangienne si la restriction aI'de la forme différentielle
E(p dg — gdp) est fermée. Une variété lagrangienne générale a la
forme (1.11) si et seulement si elle se projette biunivoquement sur Q.

La fonction S peut étre caractérisée par la donnée d’une variété lagran-
gienne I’ qui se projette biunivoquement sur Q, et I'image Z de la forme

m =

=ow + %d(qp) sur I".

S(g) = 2({q.p}) {q,p}er, geR"  (115)

Les coefficients u, : R" - C du développement asymptotique (1.1) peuvent
étre considérés comme des fonctions sur .

Ainsi la représentation (1.1) devient un ensemble {I',Z v}, ou v est une
série formelle de fonctions sur I'. La généralisation des développements
asymptotiques considérée ici consiste en ce que ces ensembles seront constitués
par une variété lagrangienne arbitraire qui ne se projette plus nécessairement
biunivoquement sur Q.

Nous étudions d’abord le développement asymptotique correspondant a
une variété lagrangienne, se projettant biunivoquement sur un plan lagrangien
quelconque A, c’est-a-dire sur une variété lagrangienne linéaire. La forme
générale d’'un plan lagrangien est

A=g"'Q (1.16)

ou g est une transformation du groupe G des transformations linéaires (inho-
mogenes) canoniques de M. La quantification de I'espace M engendre une
représentation unitaire V dans L,(R") du groupe de transformations G. En
qualit¢ de développements asymptotiques, correspondant a des variétés
lagrangiennes qui se projettent biunivoquement sur A, il est naturel de prendre
une expression formelle
k .
Vig)e, o= (?) U, exp (71; S) (1.17)
k>0

On peut argumenter que si 'on choisit comme plan de configuration dans M
le plan A au lieu de @, I'état quantique représenté par I'€lément v/, i e L,(R"),
sera représenté par I'élément V ~'(g)y. A Iétape suivante, pour le dévelop-
pement asymptotique d’une fonction de R" — C, on introduit des sommes
finies ou infinies d’expressions de la forme (1.17), associées & une variété lagran-
gienne arbitraire I' et & I'intégrale Q (ou 2') de la forme w (ou o) sur I'. On
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démontre que de tels développements asymptotiques ont déja la propriété
d’invariance par la dynamique.

Notons ces représentations par la lettre y. Les représentations ¥ jouent
dans notre exposé un double réle. Dun cété, indépendamment des applica-
tions asymptotiques, elles figurent comme solutions formelles d’équations
du type (1.1) et du type (1.2). En liaison avec cela, il est nécessaire de développer
un certain calcul formel et, en particulier, de définir sur ¥ des opérations
linéaires et, également, la différentiation ik d/dt et l'action dun opérateur
du type Schrédinger. D’un autre cété, les ¥ doivent engendrer une suite de
fonctions y¥:R" > C N =0,1,2,.. qui sont utilisées pour le développe-
ment asymptotique au méme sens que les fonctions

(3 wen(i)

dans la classique méthode W.K.B. Le résultat est 'application des solutions
formelles pour le développement asymptotique des solutions exactes. Le centre
de gravité de notre exposé est concentré sur la construction formelle et les
applications sont a peine effleurées.

Différentes sommes d’expressions de la forme (1.17) peuvent engendrer un
seul et unique développement asymptotique . On démontre que y (2 une
identification naturelle prés) peut se mettre en correspondance biunivoque

. ‘ h\* ‘
avec le triple {I',Q,u}, ou pu= ) (—z) H» ol les y, sont des mesures

k>0
complexes différentiables sur I'. La correspondance ¢ — {I',Q,u} se

réalise a I'aide de I'intégrale génératrice symbolique
vo) = f BEDK (&%) (L18)
r

ou K o5 estun certain noyau universel. Nous arrivons a cette intégrale en
approximant I par des plans lagrangiens tangents A, en certains points x,

de la variété I' et en représentant ¢ par une somme de la forme Y V(g,) ¢, ou

le support de ¢, est localisé en un sens défini dans un voisinage de x,. L’inté-
grale (1.18) en résulte par un passage naturel 4 la limite pour cette construction.
On peut assez simplement décrire les opérations fondamentales sur ¥ aumoyen
d’une telle intégrale.

Cet article résulte de I’étude des travaux de V. P. Maslov qui a réussi le
premier a corriger les insuffisances de la méthode ordinaire. L’exposé de
Maslov est construit sur la base de I’expression (1.17) dans laquelle g ne sert
qu’a échanger le role de certaines composantes des vecteurs coordonnés g et
impulsion p. La considération de g arbitraire conduit immédiatement a la
représentation commode de ¥ par I'intégrale génératrice. L’opérateur cano-
nique qui figure chez Maslov est certes équivalent dans I'essentiel & I'intégrale
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génératrice (s1 on ne considere que les termes d’ordre le plus élevé des dévelop-
pements asymptotiques, comme le fait Maslov).

Mais l'intégrale génératrice présente I'avantage que sa définition est évi-
demment invariante et n’inclut pas de concept tel que I'indice d’une courbe sur
une variété lagrangienne (indice de Maslov). Remarquons aussi que, grace au
passage des variétés lagrangiennes (sur lesquelles I'intégrale de la forme w
pourrait ne pas exister) a leurs recouvrements (cf. plus de détails au § 2), nous
pouvons considérer les développements asymptotiques engendrés par des
variétés lagrangiennes quelconques et pas seulement les variétés satisfaisant
les « conditions de quantification » qui tiennent une place importante dans la
construction de Maslov. Au contraire, on obtient immédiatement ces condi-
tions si on consideére les applications du développement asymptotique 4 une
équation stationnaire du type (1.3) (cf. § 4).

Donnons le plan de I'exposé. Dans le § 2 sont rassemblées les notions
nécessaires de mécanique classique et quantique, et on y donne aussi une nou-
velle formule pour 'indice de Maslov. Sur ce dernier point, notre travail se
recoupe avec les articles d’Arnold et Fuchs, consacrés a I'interprétation topo-
logique de I'indice de Maslov. Le § 3 est central : on y construit I'intégrale
génératrice et son lien avec 'opérateur canonique de Maslov y est expliqué.

Dans le § 4, on considére le probléme de Cauchy pour I’équation de forme
Schrodinger

4

i % = #y (1.19)

et on en discute le développement asymptotique. On donne une description
générale de la classe des opérateurs qui peuvent jouer dans ce cas le réle de
I'opérateur #

L’auteur exprime sa profonde gratitude & L. D. Faddeev pour de pré-
cieuses discussions.

§ 2 ESPACE DE PHASE ET QUANTIFICATION

1. Espace de phase

On appelle espace de phase M I'espace unitaire C*, considéré comme réel.
Les points de M seront dénotés par x,a,.. Les parties réelles et imaginaires
du produit scalaire dans C",(.,.) + i[.,.] déterminent sur M des structures
hermitiennes et simplectiques. La structure complexe est donnée par I'opéra-
teur J, correspondant a la multiplication paridans C".Ona [.,.] = (.,J.)

- 1 o 1

Considérons sur M la forme différentielle w = 3 [x,dx]. Une sous-
variété de dimension #,I", dans M est dite lagrangienne si la forme w|, est
fermée. Une sous-variété lagrangienne linéaire est dite plan lagrangien. Un
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sous-espace A est un plan lagrangien si, et seulement si la forme [.,.] s’y
annule identiquement. L’ensemble des plans lagrangiens est noté A, I'ensemble
des sous-espaces lagrangiens est noté A,. Fixons Q € A. Q sera considéré
comme un espace euclidien, avec le produit scalaire, gp = (q,p),q,pe Q. On
peut considérer 'espace M comme la somme de deux exemplaires de I'espace Q,
et en outre lidentification de x e M et de la paire {q,p}, q,p€ Q est
donnée par la formule x = g + Jp.

Les lettres g et p dénoteront toujours les composantes de la paire

x={q,p}.

2. Groupe G

Un difféomorphisme m de ’espace M est dit canonique s’il laisse invariant
la forme dw. Le difféomorphisme m sera canonique si et seulement si
dm e Sp(M), ou dmest la différentielle de M et Sp(M) le groupe symplec-
tique de M, C’est-a-dire le groupe des transformations linéaires non dégéné-
rées de M, qui conservent [.,.]. Un diffeomorphisme canonique transforme
une variété lagrangienne en une variété lagrangienne. Considérons le groupe
de recouvrement universel §B(M) du groupe SpM. Nous en noterons les
éléments par A, et par A leurs projections canoniques sur Sp(M). Les ¢lé-
ments de §B(M) se paramétrisent naturellement par un triple {6,6,p},
ou 0,6,p sont des transformations linéaires de Q et ou @ et § sont symé-
triques. Dans ces termes,

A =expJ@expJ{0,6 exp{p, —'p}

@ ={0,0} et {.,.} sont des matrices-blocs quasi-diagonales 2 x 2,
définissant une transformation de M et correspondant a4 la décomposition
M=0Q+¢Q.

De A on déduit exp 2J© de maniére unique. @ étant fixe, § et p sont uni-
quement détermings. Soit G le produit semi-direct du groupe linéaire de
I'espace M et de Sp(M). Les éléments de G seront désignés par la lettre g.
Ce sont des paires g = {a,4} ou a e M. Le groupe G engendre un groupe
de transformations G de ’espace M, opérant selon la formule

gx = gx = a + Ax,

G est le recouvrement universel de GO: Le groupe G nest rien dautre que le
groupe des diff€omorphismes linéaires (inhomogenes) canoniques de M.
La forme générale d’un plan lagrangien est A = gQ, ol g € G. L’en-
semble A4, des sous-espaces lagrangiens peut s’interpréter comme un espace
homogeéne de Sp(M) et on établit facilement que chaque Ae A, s’écrit
A = (expJO)Q, ou exp2JO se détermine de maniére unique & partir de 4.
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3. Paire lagrangienne

Soit I' une variété lagrangienne connexe. Dans ce qui suit, nous noterons E
I'espace de recouvrement universel de la variété I'. Introduisons également
I'espace de recouvrement E(w), dont le sous-groupe caractéristique est un
diviseur normal y(w) du groupe =,(I'), formé par les classes de chemins y

ayant la propriété que | w = 0. Sur E et E(w), la primitive Q:E - R de

la forme w, existe et prenyd des valeurs différentes aux différents points de la
fibre de E(w). Chacun des espaces E et E(w) a ses avantages particuliers.
Ceux de E(w) tiennent & I'unicité des correspondances du type

¥ < E)

(cf. §1) et pour plus de détails §3) et tout I'exposé pourrait se construire avec

Mais certaines formulations sont plus simples si I’on utilise E . Il nous sera
commode dans la premiére partie de I'exposé, jusqu’a la section 2,8 4, de consi-
dérer E comme équivalent & E(w). Ensuite cette convention sera abandonnée
et nous considérerons seulement E .

L’ensemble (I',Q) sera dit « paire lagrangienne ». Supposons que
'application © : E — G ait la propriété tx = {x,A(x)} ou A(x)Q est paral-
léle au plan tangent & E au point x.

L’ensemble (I',Q,t) sera dit « triple lagrangien ». Soit {I',Q,7)> un
triple lagrangien, et soit g = {a,A} € G. Par g{I',2,7) on entend le
triple lagrangien {gI",€,;,g7 ), ol

- 1
Q,(x) = Qg™ 'x) + E[a,x], xegl.

On définit de méme g< I',Q>. Une sous-variété de dimension nI” dans M
sera dite « & projection biunivoque sur Q » si elle a la forme

{{q.f@}]| geD} ou f:D-Q

et D est un ouvert de Q. Si D est simplement connexe, la sous-variété est
lagrangienne si et seulement s’il existe une fonction S :D — R telle que
f =08S/0q. Alors, < I',Q >, ol

1 3S(q)

Q(x)zS(q)—EqW et x={q,.}el,

est une paire lagrangienne.

4. Quantification

On entend par 13 (cf,, par exemple, [4]) une application K de I'espace M
dans I'ensemble des opérateurs auto-adjoints d’un espace de Hilbert telle que
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les opérateurs unitaires W(x) = expih™'K(x) forment une représentation
projective du groupe linéaire de I'espace M de sorte que

W) W) = exp{% [0 x2] Wix, + xz)},

ou h est une constante donnée
hed=(0,b).

Toutes les représentations irréductibles de quantification sont unitairement
équivalentes, et les opérateurs qui réalisent cette équivalence sont définis 4 une
phase prés C,|[C| = 1.

On appelle quantification de Schrédinger de I'espace de phase M une quan-
tification telle que $ = L,(Q) et les opérateurs K(x)sont des expressions
différentielles

h 0
K6 100 = (4 + 5057 ) 160, ce0
Cette quantification est irréductible.
Le groupe G opere naturellement sur la quantification K :
K - gK = AK + aE,
ou
(AK)(x) = K(‘Ax) et (aE)(x) = (a,x)E

On voit facilement que gK est une quantification irréductible, si K I’est. Il
existe donc des opérateurs unitaires V(g) tels que

KV(g) = V(g)9K.

Is sont définis 4 une phase prés C,|C| = 1. Ilest évident que ces opérateurs
forment une représentation unitaire du groupe G.

5. Formules explicites

Introduisons les opérateurs unitaires
V(a) = exp {_—th(Ja)}, V(A4) = exp {%h [In AK, K]} (2.1

Ici,
2n

[BK.K] = Y (BK)(e,)(/K)(e,),

r=1

ou { e, } est une base orthonormée dans M et JB = (/B)*, ou * est la conju-
gaison hermitique dans la complexification de M. Normalisons V(A4) par conti-

nuité a partir de V(e) = E.
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Alors les opérateurs V(g) = V(a) V(A4) vérifient la relation
1
V@) Vle) = exp{ gl 4,0 Vigiga)

Sid={0,5,p}, alors
V(d) = VOO V) Vp)
Dans la représentation de Schrédinger

1

(V0 E) = ex(5gap )| 4ote —al s =) @22

a=gq+Jp
(V3p) £)(&) = |det'? r| f(r='8), r=e" (23

V(6) V3(5) est un opérateur intégral de noyau égal &

=0

2nh Tz
lim |:det i—(cos 0,9, + sinf,) }
exp{< - ﬁ) [&(— sin6,5, + cosB,)(cosf,5, + sin0) ¢

+ &(cos 0,6, + sinB,) ' cos0,& — 2&(cos 6,5, + sin 05)‘16]} (2.4
ou O, =6+ie; o, =0 +1ie; VIP0)=E.

Quans cos 86 + sin § dégéncre, cette expression définit une fonction géné-
ralisée. La condition de continuité et la normalisation donnent une définition
unique.

On doit considérer les expressions explicites de cette section comme con-
nues en mécanique quantique; mais malheureusement I'auteur n’a pas réussi
atrouver le travail ou elles soient données sous la forme qui nous est nécessaire :
nous ferons donc ici quelques remarques sur leur démonstration.

En changeant, dans la relation de définition KV (g) = V(g9)gK, I'élément g
par le sous-groupe 4 un parametre g, et en différentiant par rapport a t, nous
pouvons passer A I’équation équivalente suivante KG = GK + g,K pour
le générateur infinitésimal du groupe V(g,) :

V(g,) = expGt.

En explicitant G sous la forme d’une fonctionnelle quadratique de I'opéra-
teur K et en utilisant la définition de K, nous arrivons a la formule (2.1) pour
I'opérateur V(g). La relation

1
V(g,) V(g,) = exp ﬂ[al ,A,a,1V(9.19,)
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s’obtient alors par simple vérification. Les formules (2.2) et (2.3) sont évidentes.
Afin de comprendre (2.4), considérons a nouveau le groupe V(g,) et I'équation

d
HI_V(gl) = GV(gt) V(go) =E
Dans la représentation de Schrodinger, G est un opérateur différentiel du
second ordre avec des coefficients quadratiques dans les variables indépen-
dantes. Le noyau de l'opérateur V(g,), c'est-a-dire la fonction de Green du
probléme peut se trouver sous la forme

exp {EA()E + EB()E + CC)E + D)}

En substituant cette expression dans ’équation, on obtient, pour les matrices A4,
B, C et D, un systéme d’équations différentielles ordinaires qu’il est facile de
résoudre explicitement.

6. Indice de Maslov

L’ensemble @ des transformations symétriques 8 de I’espace Q est le recou-
vrement universel de A, -ensemble des sous-espaces lagrangiens. La projec-
tion est donnée par la formule A = (expJ@)Q. Considérons sur 6 la fonc-
tion v () = det “*cosd, x |det'cos 6,
définie par continuité et par la normalisation v,(0) = 1.

On voit facilement que le produit

lim v, *(0) V¥ (6)
-0

est constant sur chaque fibre.
. r 2 'y
Considérons sur @la forme x, =—dInv,. Cest une forme sur A,.
1

Considérons sur A, la forme singuliére x = limk,. Soit y une courbe orientée
sur A,, d’origine A, et d’extrémité A,. Supposons que les plans lagran-
giens A, et A, se projettent biunivoquement sur Q. L’indiceindy de la

courbe y sera le nombre entier indy = | k. Les indices des courbes fermées

définissent évidemment une certaine classe de cohomologie entiére sur A, :
cest la classe caractéristique de Maslov-Arnold [2], [3]. La formule d’Arnold
résulte directement de notre définition : I'indice d’une courbe fermée y est égal
au degré de I'application ¢ : y — S*, ou ¢ est la restriction 4 y de 'application
Ay — S' donnée par la formule detexp(2i6), et en plus, 4 = (expJO)Q.

La courbe orientée y sur la variété lagrangienne I induit une courbe
orientée y' dans A,. L'indice ind y' s’appelle indice de Maslov de la courbe y.
Nous le noterons aussi ind y. De méme, une courbe y sur le groupe G induit
une courbe y" sur 4. On note également l'indice de cette derniére courbe
indy.
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7. Dynamique

Soit m,,t eR, la famille de difféomorphismes canoniques, définis par
I'équation
4

JX :Kx’

ot y:R xM->R.

Considérons sur R x M la forme différentielle w — ydt. Sa restriction a

U E,, ou E, = mE, E étant le revétement universel de la variété
—wo<i<+aw

lagrangienne I', est une forme fermée. Par Q, on désignera une primitive
de cette forme. -

Considérons la différentielle dm :R x M — Sp(M), ou dm est défini par
la normalisation dm, . = e et la continuité. Ici, dm, _ est la valeur de dm
au pomnt {i,x }. A la trajectoire ma,aeM et a g = {a,A}eG corres-
pond un chemin dans le groupe mg = { ma,dm, , ,A }. Sonindice coincide,
en général, avec I'indice de Morse de la trajectoire m,a.

Désignons par un point ou par d/dt la dérivée totale le long des trajec-
toires du syst¢éme dynamique m,. On a la relation

. d i Oy
- e 0] — _ i
lhdt[eXp(hQ V(m,g))il {x + <K x,ax>

1 %y i
+—| K - x~—4(K — x exp| —QOV(m,
z( ot x)>} p[h ( g)]

(2.5)

Les opérations sur K sont définies comme cela a été fait a la page 370. La
démonstration s’obtient par un calcul direct. Si <I',Q,7) est un triple
lagrangien, on entend par m {I',Q,t) le triple (mI',Q" mz1), ou
QV|,.o = Q et (m1)x = m(rx). Considérons la fonction sur E, donnée par
la formule

K=K g . 0x= exp(%()“’V(rx)é) (2.6)

ol § est la fonction delta sur Q et V sont les opérateurs liés & la quantification
de Schrédinger. Notons que V(g)d, pour g fixé, définit en général une fonc-
tion généralisée sur Q. On démontre qu’on a la relation

K.r.o.-0 =V VK, r o.:.(9%) .7)
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§ 3 L’INTEGRALE GENERATRICE

Dans ce paragraphe et les suivants, les séries de la forme

\k
> (r)u,
k=0
sont considérées comme des séries formelles en h/i. Les expressions de la
forme

k
h . )
D (—) U, o u = Y (h/l)’uk!l,

kK=o \ 1 (>0

doivent se comprendre comme

kz0

Une expression du type D(¢| f,I) dénotera un opérateur différentiel
linéaire agissant sur les variables ¢, et dont les coefficients dépendent de la
fonction f et de I'objet géométrique I' dans un voisinage d’ordre fini de £.

1. Expression de Vo

Introduisons I'expression formelle
V(g) uexp (%S) (3.1
Cest-a-dire un ensemble {g,u,S} tel que

(1) aeG;
h k
@u-3 (—)

ou les u, : Q — C sont telles que suppu = U suppy, est compacl;
k20
(3) Se C® (supp u), c’est-a-dire que S :suppu — Ret S se prolonge 4 un
ouvert U tel que
suppu < U.
L’expression (3.1) s’écrira en raccourci Vo, ol ¢ désignera uexpih™ 'S et
se notera par le symbole {u,S}. Soit S, le prolongementde Sa U. A S, on
peut associer la variété lagrangienne Iy qui se projette biunivoquement
sur Q. Le sous-ensemble I'y , qui est au-dessus de supp u, sera noté [§.
Si pour tout prolongement Sy, la variété lagrangienne gl se projette biuni-
voquement sur Q, on dira que gIy se projette biunivoquement sur Q. Par le
symbole

S.P. j (2mhe™ %)= yexp (% f> d¢ (32)
4]
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ou u est décrit plus haut, f: U — R, avec suppu < U ouvert, n’a qu'un seul
point critique non dégénéré & sur U, on comprend I'expression formelle

[k;) (?)k D& f )uJCXP [711 f (és)] (33)

qui s’obtient si on applique la méthode de la phase stationnaire ([5]) a l'inté-
grale (3.2). Utilisons la formule explicite pour I'opérateur V(g) dans la repré-
sentation de Schrodinger. On peut alors faire correspondre a 'expression Vg
une intégrale symbolique de la forme (3.2). La fonction f y a alors un point
critique unique non-dégénéré, si et seulement si gl'g se projette biunivoque-
ment sur Q. Sous cette condition, le symbole S.P. V¢ a un sens et définit une

expression de la forme
i
Q, = ulexp(ﬁSl)

La relation d’¢quivalence V¢, ~ V,¢, est définie par la formule

®, = S~P'(V1_1Vz)(l’z

2. Classe y

Nous conviendrons de noter les classes d’équivalence ainsi introduites par
la lettre . A chaque classe ¥, on peut associer une paire {I,,Q,>. Ici,
Q, est la primitive de la forme w sur le compact I',, . Supposons que la classe ¥
contienne I'expression V(g)uexp(ih~'S). Considérons la paire lagrangienne
{ Iy, Qs, »- La paire ([}, 2, ) est la restriction de la paire lagrangienne
g { I, , 85, > au-dessus de g[.

Cette restriction ne dépend pas du choix du représentant de la classe ¥ .

Considérons l'application P, :I", — supp u définie par la formule
P,, = mso gs ', oumngest la projection orthogonale de I'gsur Q. On a une
propriété de localité : V,p, = V,¢, alors,

k=0

h k
U, OPan = ( Z (T) Dk(.|PVz¢sz)u2)oPsz (3'4)

3. L’espace linéaire Z(I",Q)

On dira que la classe y est dominée par la paire lagrangienne { I',Q>
si la paire (I',,Q, ) est une restriction de la paire lagrangienne { I',Q )
aI',. On peut pour cela considérer I', comme sous-ensemble de E.

Un vecteur de lespace linéaire £(I", Q) est une somme formelle

v =3y, (35)

ae ]
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pour un ensemble I de classes y,, dominées par la paire {(I',Q ), et a
condition que chaque point x € E ait un voisinage qui n’intersecte qu’un
nombre fini de I, . Les opérations linéaires dans Z(I", () se définissent de
maniére évidente. Définissons le vecteur nul. Soit ¥ € #(I',Q). Fixons un
point x,x € E et considérons un de ses voisinages U(x). On peut supposer
que U(x) se projette biunivoquement sur un certain plan lagrangien A.
Soit U, un voisinage de x tel que U, < U(x). Introduisons la fonction
support correspondante #. Posons 1, = 1, Py, fh . Considérons les expres-
sions  V(g,) (un,)exp (ih™'S,), ou V(g,)u,exp(ih™'S,) appartient a la
classe y,. Soit g4 = Q,g €G. Notons I(x) = {«|Ux)N [, # & }. Pour
x€l(x), on a

Vadtunesp 35, ) = Vigrwern( 3

s).
Le vecteur ¥ sera considéré comme nul si

( 5 ua)(pvq,x):o YxeE.

a e I(x)

Formons ’expression

| =

Vo = V(g)< > u")ﬁXP(

aec I(x)

4. Intégrale génératrice

Pour préparer certaines définitions, nous commencerons par quelques
transformations symboliques. Introduisons la notation fondamentale

Tu=Ti o.M (3-6)
pour la correspondance décrite plus bas
T:{u}>20T,Q

ou {I',Q,t ) estun triplet lagrangien et

h k
p=3 (—1) Hics
kzo

avec u, des mesures différentiables & valeurs complexes sur E.
La notation fondamentale est explicitée de maniére plus précise par le
symbole

T<r,9.r>#=S-P- J#(dx)K<r.Q,r>(x) (3.7)

E
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Nous reviendrons au rdle de S.P. plus tard; quant a I’expression pour K, elle
est décrite au §2. La formule (2.7) améne & I'égalité symbolique

Tira, sk =V@ VT r 0.k (3.8)

ouge Get ufy) = ulg'y), vy = gE.

Théoréme 1. Entre les vecteurs ¥ de l'espace #(I',Q) et les mesures p,
on peut établir une correspondance biunivoque telle que les opérations linéaires
sur ¥ correspondent d des opérations linéaires sur .

On va faire la démonstration en construisant simultanément la corres-
pondance T'. C'est cette construction qui sera toujours sous-entendue par la
suite. Montrons comment on construit le vecteur ¥ & partir de la mesure p.

L’inversibilité de cette construction sera évidente.

Prenons sur E un recouvrement localement fini { E }, ., et une partition
de l'unité {#,} qui lui est subordonnée. Imposons les conditions suivantes :

1) Chaque E, se projette biunivoquement sur un certain plan lagrangien A,.
Soit g, € G tel que g0 = 4,.
2) L’opérateur §,(x,) + tgf,(x,), oud, et 6, correspondent a I’€lément du
groupe G,
o7lx = tx, = {xuAfx)},  xeE,

a
n’est pas dégénéré sur E,.

Le symbole Tpu correspond naturellement a la somme symbolique
Y T(1,4) que nous pouvons représenter a laide de (3.8) :

Z V(ga) Tg;l (I'.Q.r)(rlmu)g;l

L'intégrale (3.7), associée a (T (1, 0,y (1at),51)(E)) a la méme forme que
l'intégrale dans (3.2).

Le point x, = {&,...,} eg; 'E, est I'unique point critiqgue non dégénéré
de la fonction f correspondante. Le symbole SP. dans (3.7) signifie I'appli-
cation de la méthode de la phase stationnaire relativement a ce point,

i
Ty crao Ual)ys = 02 = uaexp(zs}

etausymbole T , ,, ., u correspond le vecteur (3.5), ou la classe ¥, contient
l'expression V(g,) ¢, .

On appellera Tu lintégrale génératrice pour le vecteur ¥ et on écrira
Y =Tu.
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5. Relation avec l’opérateur canonique

Remarquons que Ty se réduit a une classe ¥, contenant une expression
de la forme V(g) @, si et seulement si la variété lagrangienne g~ 'I” se projette
biunivoquement sur Q.

En particulier, pour gégal a l'unité, Ilexpression pour ¢ est
¢ = uexp(ih~'S), ou

S@) = Qx) + 280, xe= (Ep)el

exp (% nk)

ou l'on a respectivements = élément de surface sur I',r = e”,f et p para-
metres de 7x et enfin k = indy, ou yest la projection sur A, d'une courbe
sur 6, unissant @ = 0 et §(x), pour x quelconque.

Ainsi dans I'expression pour V(g) ¢ figure I'indice.

Montrons comment se décrit en ces termes 'opérateur canonique de
Maslov que 'on peut utiliser pour la description asymptotique des termes
d’ordre e plus élevé.

Il sera évident que la construction de Maslov utilise le concept d’indice.

Chaque classe ¥ contient une expression de la forme V“’(é) uexpi/hS,
telle que les valeurs propres de g sont nulles ou n/2. Considérons la paire
lagrangienne { I',Q > et la fonction v: E - C.

Introduisons le triplet lagrangien ( I',Q,1 > et la mesure

uy(é) = %| det™'2r~'cosd|

) = noly) = j o] det! | s(dx)

Introduisons le vecteur T o .,p et représentons-le sous la forme (3.5),
mais en choisissant dans chaque y, un représentant de la forme

VOB, exp (%sa)

L’opérateur canonique de Maslov est I'application de {{ I',Q >,v} dans
la fonction associée Q@ — C qui est de la forme

S V() exp (isa)

a

On suppose quevest & support compact et que {a|suppv () E, # &}
est fini.
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§ 4 APPLICATIONS DE L’INTEGRALE GENERATRICE

Dans les points 1, 2, on considére le probléme de Cauchy pour I’équation
formelle

ih S w(0) = #(0) ¥0) (1)

avec la condition initiale

P0) = YeZ(l,Q
En liaison avec cela, on définit au paragraphe 1 une certaine classe d’opé-
rateurs linéaires dans les espaces (", ) et au suivant on définit 'expres-
sion ihg Y(t). Le paragraphe 3 discute les applications au développement

dt
asymptotique.

1. Opérateur quasi-classique

Définissons dans l'espace #(I',Q) des opérateurs linéaires de forme
spéciale, que nous appellerons quasi-classiques.
Un opérateur quasi-classique #est donné par sa fonction d’Hamilton

k
H=Z(—}.Z)Hk; H :M-C
k>0 \1
Si H=Hyet¥ = T r o i,
alors
HY =Tir o HHI, T 4.2)
ou
" AN
HI,tju= 3 (T) D(x|H,,,t)u. 4.3)
120

D, dépend linéairement de H,.
Pour les H généraux il faut poser dans (4.3),
1

Hu=Y (ﬁ)k 1;0 (?) D(x|H,,I,7)u (4.4)

k2o \ 1

Décrivons la construction qui conduit a la forme explicite de I’expression D, .
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Il suffit de considérer H = H, et u = p,. Effectuons la suite de transfor-
mations symboliques

_ 1 a3\,
HY ~ S.P. JA,u(dX) Z F(K - x’a_y) H(yJ|y=xK<I‘,Q.r>(x)

E k>0 "
~ ¥ SP. jy(dx) KF, (4.5)
k=0 E

La définition de F, est évidente. 11 est facile de voir que F, est un polynéme
en h et ¢, dépendant linéairement de H et de ses dérivées au point x. Chaque
terme peut s’expliciter comme une expression de la forme Tyu. Il faut pour
cela utiliser la transformation du § 2, qui transforme (1a Tu, mais ici) ce terme
dans ¥ = ) ¥,, et ensuite représenter le résultat sous la forme Tyu. En

a

résumé

33 Lu(dx)KFwTu.Q.r)( Y )(ﬁ)j i fe| D)

e(3d) N

Ici E(t),t e R est la partie entiére de ¢. Dans la définition (4.3), il faut poser

Débarrassons-nous maintenant de ’hypothése que E est équivalent & E(w)
faite au § 2. En examinant ce qui précéde, nous voyons que cela se manifeste
seulement dans ’annulation par la transformation inverse de T de la mesure y
sur E dans ¥ . 1l faut se donner le triplet lagrangien sur E. Mais la transfor-
mation inverse de T n’est nécessaire ici que pour construire les opérateurs
différentiels D, . Compte tenu de leur caractére local, il est évident que les
formules obtenues peuvent aussi étre prises dans le cas général comme défi-
nitions. Une remarque analogue peut aussi étre faite pour le début du para-
graphe suivant.

Changeons de notation. Par ¥, on conviendra de désigner les symboles
T r o,. U, Cest-a-dire I'ensemble des triplets lagrangiens et des mesures.
Par #(I',Q), on entendra I'espace linéaire de ces symboles, pour (I',Q2,1 )
fixé, engendré par les opérations linéaires ordinaires sur u.

L’espace introduit au point 3 du § 3 sera maintenant distingué de .#(I', Q).
On le notera Z4(I',Q). L'élément de £ {I',Q), correspondant a ¥,
Y eZ(',Q), seranoté ¥ .
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2. Probléme de Cauchy

Considérons le probléme de Cauchy (4.1). Définissons I'opération ihd%.
Supposons que la dépendance P(t) detait la forme Y(¢) = T, . o >
ol m, est le difféomorphisme décrit au § 2. En se basant sur la formule (2.5), on

d
arrive 4 une expression du type (4.5) pour ih— & ?(t). En 'explicitant, on est
naturellement conduit 4 la définition suivante

0 = Torcro i+ 0 5 (4) £ atlerafu @

k=21

En revenant a ’équation (4.1), supposons que H, = y. L’équation (4.1) est
alors équivalente a I’égalité

ihi, + Hop, + Y ( ) [ i (*|Hyg, )

k=1

-3 ( )ID,(0|H0,...)J =0 (43)

qui, aprés simplification, aboutit au systéme récurrent d’é¢quations

(e + Hi(w)e = Nl (w);si < k), k=0,1,2,.. 4.9)

et en outre N, = 0. Dans le probléme de Cauchy, ces équations sont com-
plétées par les conditions initiales, ce qui détermine alors uniquement y, . Le
probléme de Cauchy est résolu. Le choix de tdans le triplet lagran-
gien {(I',Q,t > qui définit la correspondance yu — ¥, est largement arbi-
traire. En particulier, on peut toujours se donner K sous la forme canonique

K = KW — exp %Q(‘)V(x) V()6

Le changement de K a4 KV correspond 4 une transformation linéaire locale des
mesures correspondantes u et (", et en outre p, = u{|det'’?r|. Si un tel
changement est effectué dans la solution du probléme de Cauchy, en consi-
dérant que H, = 0, on obtient que

(D)o (m, dx) / (u8D)o (dx) = [so(dx)/ s,(m, dx)]"/? (4.10)

ou s, est I'élément de surface de I',.

L’intégrale génératrice avec un noyau de la forme K est décrite dans [6].
La formule (4.10) établit un lien entre les solutions du probléeme de Cauchy
qui y sont données et celles obtenues ici.
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3. Applications asymptotiques

Dans l'expression V¢, nous noterons Vo» I'élément de L,(Q) donné
par la formule

Vo = V(g)u”exp(%S)

ou Wb = i (ﬁ)kuk (4.11)

k=0 \1
On voit facilement que de V¢, = V,¢, il résulte que
Vipl — Va9) = 0.

Par O(h"), k = 0,1,2,..., nous entendrons un élément de L,(Q) tel que
h~*O(h") est borné pour h € 4.

Par ¥V, nous entendrons la classe des fonctions Ve, ou V¢ appartient
a la classe y.

Notons j([’ ,Q) le sous-ensemble des éléments de Z(I',Q) avec des
mesures & support compact u.

Soit

Ped,Qet ¥r= ¥,

Nous prendrons I'ensemble I fini (cela est possible). Posons

Py = Y g

On dira que ¥+, ¥ ej([’ ,Q) est un développement asymptotique de
I'éléement ¥, ¥, € L,(Q) si

¥, — PF = oY), N =0,1,2,..

On écrira ¢, ~ V.
Nous dirons que lopérateur linéaire H dans LZ(Q),Oqui dépend de 4,
engendre 'opérateur quasi-classique #’si. VN et V¥ e A(I",Q) :

1) ¥ e 2(H) (domaine de H),
2) HYY = (#9) + oV *1).

On peut donner des criteres effectifs simples pour reconnaitre si H est un
opérateur engendrant un opérateur quasi-classique. Ils sont en particulier
vérifiés sous des hypothéses simples sur v dans le cas de 'opérateur de
Schrédinger, telles que la fonction d’Hamilton correspondante soit donnée
par la formule (1.4).
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Supposons que H = H(t) dépende de t. Considérons dans L,(Q) le pro-
bléme de Cauchy

i <(11_r w0 = He)y(@) + 1) W(0) =y (4.12)

Nous supposons que :
1) 'opérateur H(t) engendre 'opérateur quasi-classique #7(t);
2) le probléme (4.12) est résoluble et

v | < collv] + swe | /@]

en outre, C(t) ne dépend pas de k.
Pour des critéres efficaces de validité de 2), cf. [7]-[9].

Théoréme 2. Si H vérifie les conditions 1), 2) et f =0, maissi ¢y ~ ¥,
avec ¥ e L(I',Q), alors Y(t) ~ P(t),ou P(t) est la solution du probléme (4.1).

La démonstration est évidente si on tient compte de ce que

ihi'I’N = (ihi 'I’)N + Ot
dr ! dr = /.

Un résultat analogue en termes de 'opérateur canonique est contenu dans les
travaux de Maslov.

En conclusion, voici quelques remarques sur Iutilisation de I'intégrale
génératrice pour I'é¢tude de I’asymptotique des éléments propres de 1’opé-
rateur engendrant 'opérateur quasi-classique.

On démontre que 'on peut associer 4 chaque variété lagrangienne fermée
compacte I', invariante relativement au systéme dynamique m, et vérifiant une
certaine condition de stabilité, un élément ¥, ¥ e #(I',Q) qui, pour une
certaine suite h,, (n = 0,1,2,..) h, > 0 si n > oo, approche asymptotique-
ment une fonction propre de 'opérateur H. Cette fonction propre, pour h, — 0,
se concentre en un certain sens sur I'. La suite h, se détermine au moyen de
la classe caractéristique de Maslov-Arnold de la variété I'.

Une modification de I'intégrale génératrice permet d’obtenir un résultat
analogue pour des variétés de dimension inférieure, par exemple pour les
orbites fermées de dimension 1. Le réle des conditions de stabilité dans cet
ensemble de problémes a été observé, pour des cas particuliers, dans les tra-
vaux [10], [11], etc.
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