
Uber abstrakte Topologie. 
Von Walther Mayer in Wien. 

Diese Arbeit heil~t abs t r ak t e  Topologie, well die Komplexe, 
yon deren Eigensehaften gesproehen wird, keineswegs irgend welehe 
geometrisehe Oebilde sein miissen, sondern abstrakte Dinge sind, 
die einem seehs Axiome umfassenden Systeme zu geniigen haben. 

Wenn also auf Anschaulichkeit aueh Verzicht geleistet wurde, 
so gewinuen dadureh die-i~berlegungen und Resultate an Exaktheit. 

Der erste Abschnitt definiert die wiehtigsten Invarianten eines 
Komplexringes~ wobei ich einen Komplex als Ring bezeichne, so- 
bald ich ihn als Inbegriff seiner Eeken, ein-und mehrdimensionalen 
Seiten auffasse. 

Im zweiten Abschnitt wird dann der Begriff eines Unterringes 
eines gegebenen Ringes erkliirt und anschliefiend der Komplement- 
ring und Randring eines solehen Unterringes definiert. Diese Begriffe 
gestatten dann geometrische Probleme zu behandeln~ was im dritten 
und vierten Absehnitte gesehieht. 

Im dritten Absehnitt wird das Problem der Unterteilung eines 
gegebenen kombinatorisehen Komplexringes behandelt~ und zwar 
das inverse Problem~ unter welehen Umst~inden man gewisse Kom- 
plexe eines gegebenen Komplexriages zu e inem Komplexe vereinigen 
darf~ ohne die Homologiegruppen des Ringes zu veriindern. 

Der vierte Absehnitt behandelt einen Zusammensetzungssatz: 
niimlieh die Frage naeh den Homologiegruppen eines Ringes E 
der als Summe zweier seiner Unterringe Z 1 und Z~ gegeben ist. 
Von Interesse diirfte die Beziehung (96) zwisehen den Bett isehen 
Zahlen dieser Ringe sein. 

Im zweiten Absehnitt wird ein Beweis einer Verallgemeinerung 
eines bekannten Poincar~sehen Resultates skizziert. 

In die Topologie wurde ieh dutch meinen Koltegen Vietor is  
eingeftihrt: dessen Vorlesung 1926/27 ich an der hiesigen Univer- 
sitiit besuehte. In den vielen Gesprlichen tiber dieses Gebiet hat mir 
Herr Vietoris  eine Fiille Anregungen gegeben: fiir die ieh ihm 
meinen besten Dank ausdrtieke. 

Mona/sh, ftir Mathematik und Physik. XXXVI. Baud. 1. 
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(1) 

der  E igenseha f t ,  
G e s a m t h e i t  

I. ABSCHNITT. 

Der K o m p l e x r i n g  Z. 
Wir definieren den Komplexring als einen Inbegriff yon Din- 

gen, die wir Komplexe nennen. 
Jedem Komplex ist eine ganze Zahl ? zwischen Null and n 

zugeordnet, die wir die Dimension des Komplexes nennen. 
Die Zahl n heil~t die Dimension des Ringes. 
K(Q) bezeiehne einen ? dimensionalen Komplex. 
I. Axiom: Es b e s t e h e  e ine  Ope ra t i on  zwi sehen  den 

K o m p l e x e n  des R inges  Z. Die ? dimens.  K o m p l e x e  in Z 
( 0 ~ ? ~ n )  se ien  in bezug  au f  j e n e  Opera t ion  E t e m e n t e  
e iner  k o m m u t a t i v e n  Gruppe ,  {K (-~ beze iehne t .  

Wir wollen als Operationszeiehen das +-Zeiehen verwenden 
und demgemlif~ die Operation Addition nennen. 

Das Nullelement der ? dimens. Komplexe sei 0(Q) bezeiehnet. 
I[. Axiom: In der  G r u p p e  {K(~)} gebe  es ke in  von 0(- ~ 

v e r s e h i e d e n e s  E l emen t  end l i ehe r  Ordnung.  
Aus t k(Q) = 0(Q)~ t ganze Zahl ~ 0, folge also stets k(~) --  0(e). 

Seien dann endlich vide, z. B. -: (-: ganze Zahl), ? dimens. Kom- 
,.(Q) _.(o) a (~ )  

plexe ~i , % , ' ' ,  �9 yon Z gegeben, so bildet die Gesamtheit 
der Komplexe 

p - ( Q )  . ~), 
i ~  i , i ~ - - -  l ~  . . ~ 

pi ganze (positive oder negative) ZahI eine Untergruppe yon {K(Q)}. 
III. Axiom: Es gebe  in Z zu j e d e m  ? ( 0 ~ ? ~ n )  ein 

Sys tem yon endl ieh  v ie len  ~ dimens.  K o m p l e x e n  

(o) ~(~) a (o )  
~1  ~ c62 ) " �9 �9 T 

dal~ j e d e r  ? dimens. K o m p l e x  in Z in der  

p~.a ('~ i - -  1, . . . i ; 

c n t h a l t e n  sei. 
Unter allen Systemen (1) dieser Eigensehaft gibt es solche mit 

einer Min imalzah l  yon Elementen .  Sei % diese Zahl (sie ist bei 
gegebenem Ringe Z eine Funktion yon ~), so wollen wir ein solehes 
System 
(I') _(o) _(Q) ~(.o> 

eine Bas is  der  ? dimens.  K o m p l e x e  yon Z nennen. 

~) O b e r  g l e i c h o  I n d i z e s  i s t  - -  w o  n i c h t  a u s d r t i c k l i c h  d a s  G e g e n t e i l  v e r ,  
! a n g t  w i r d  - -  s t e t s  z u  s u m m i e r e n .  
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Wir zeigen nun, da@ jeder p dimens. Komplex K(r in V in 
eindeutiger Weise mittels der Basis dargestellt wird. 

Aus K(r --  - -'(Q) - -  a (~) i = 1, . . . folgt 0 (-~ "-- ( p i - - q i )  

d ~ - - '  7c. 6~ (~) i - -  , ," , we w,- --  p i - -  q," bedeutet. Nun folgt aber aus 0(~)-- - "(r 

~,-= 0. Denn durch unimodulare Transformation der a (~) kSnnen wir 
i 

0(~) --~ - -(e) ~'(r --= 0 (-~ bringen: wobei ,~,. %. in die kanonische Form E~ % 

~(o i - -  1, % eine neue Basis der p dimens. Komplexe in Z und 

=(~) 0 <~ folgt E~ der gemeinsame Teiler der Zahlen ~,. ist. Aus Ex % -- ,. 

aber naeh Axiom II entweder ~ ) - -0 ( r  was unmSglieh ist, da es 
sonst eine Basis der p dimens. Komplexe in Z yon ~ . o  i Ele- 

menten g~ibe - r (ar , i =  2, . . . %), oder E1 -----0, d .h .  dann ~ . = 0 ,  
q . e . d .  

Die Eigenschaft einer Basis, die Komplexe eindeutig darzu- 
stellen, ist fiir die Basissysteme charakteristisch. 

Denn sei ~(e) -(~) ein System dieser EigenschafL so folgt 
5 b  1 , �9 . . / , b  t 

a u s  0 (~) ~--- -(Q) ~,'%. , i = 1 , . . ,  t jedenfalls ~ i = 0 ,  i = 1 , . . ,  t. 

Wiire nun dieses System keine Basis, t > %, und %-(~ ~(.o),~ 

eine Basis der p dimens. Komplexe, so gilt jedenfalls a(e~-----i z,'J ~e), 
i = 1 . . ,  t, j = l . . .  %. 

Ferner ist ~:~-a (e) -(e) -(~) i --wizi3'aj ----=~.a. und es w~re bereits 

O~e) ~ :  - _(~) ,~,.% , w e n n  ~ s - - ~ i ~ , ' s - - O ~  i - - 1  . . .  t, j = l  . . .  % ist. 
Wegen t ~ % gibt es aber immer LSsungen yon w, .~ . j - -0  mit 
::,. ~= 0, d .h .  aus 0 (-~ ----- ~:,. a (e) fo]gte dann nicht r:~ --  0. (Widersprueh.) 

i 

Somit gilt der 
Sa tz  I: D u r e h  e in  B a s i s s y s t e m  (1') i s t  j e d e r  p d i me n s .  

K o m p l e x  K(~) e i n d e u t i g  d a r s t e l l b a r ;  und  i s t  j e d e r  K o m p l e x  
K(e) d u r c h  ein S y s t e m  (1') e i n d e u t i g  d a r s t e l l b a r ,  so i s t  (1') 
e in B a s i s s y s t e m .  

Ferner gilt Sa tz  II: Z w i s c h e n  zwei  B a s i s s y s t e m e n  der  
p d imens .  K o m p l e x e  

a (e) und of ~) i - - 1 ,  2, % 
g" i ' " " " 

b e s t e h t  e ine  u n i m o d u l a r e  T r a n s f o r m a t i o n .  
Beweis: Zuniichst gilt 

(2) 
2(~ _~ ~(e) a(O.) 

i i j  j 

a (~) z ,v (Q) ~(~) i z~ ). , i , j - - l ~ . . .  % .  

1" 
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_(~) ~(o) ~<o) =(e) i, j, h = 1, . . . %: also 0(- ~ ~--- Daraus folgt a i = ij' ~'~, % , 

,, 0 { i  JFh ist. Da aber aueh 

0(Q)--0 d,~ ) gilt und jeder Komplex dutch eine Basis eindeutig 

dargestellt wird, so folgt z(Q)o %-@ --  a,.~,, q. e. d. 

De r  R a n d k o m p l e x  e i n e s  K o m p l e x e s  K(O. 
Wir ftihren ihn ein durch das 
IV. Axiom:  Es sei  e ine  O p e r a t i o n  , , R a n d b i l d u n g "  vor-  

h a n d e n ,  d ie  j e d e m  ? d imens .  K o m p l e x  K (~ in Z ( ? - -1 ,  21 
. . .  n) e i n e n  b e s t i m m t e n  a w l  d imens .  K o m p l e x  y o n  Z, 
s e i n e n  R a n d ,  R (K(~ b e z e i e h n e t ,  z u o r d n e t .  

Die Operation ,Randbildung" selbst gentige dabei den Axiomen: 
V. A x i o m :  Se i en  tl und  t2 g a n z e  Z a h l e n  u n d  .~(.o) /~_e) 

zwe i  ~ d imens .  K o m p l e x e  in  Z, so ge l t e :  

(3) R (t~ K~ "~ + t.~ K~ ~ --  t, R (/{1(r + t2 R (K~ "~ 

VI. Ax iom:  D e r  R a n d k o m p l e x  e ines  R a n d e s  sei  e in  
N u l l k o m p l e x :  

R (R = 

Infolge der Festsetzung (3) ist uns der Randkomplex R ( k  "(-~ 
eines beliebigen ~ dimens. Komplexes K (-~ bekannt, sobald wir die 
Randkomplexe der Elemente einer Basis a (~). , i - - 1 ,  . . . % der 

dimens. Komplexe kennen. 
Sei 

(5) R ( a(%-s@j , - -  ia a~?-l)~ J - - 1  . . .  %, i - -  1, . �9 �9 ~ Z O - - 1 ,  

~(?.) - -  ganze Zahl, 
z 3  

das System dieser ?--1 dimens. Randkomplexe, dargestellt dutch 
die Basis a <~-1) i - - i  %_~ yon ~v Aus 

(6) 

folgt dann naeh (3) und (5) 

_(e) (t(~o--i) (6') R ( K ( Q ) ) = p ,  olj i , j =  l . . .  ,.o, 

Wegen (4) folgt fiir K< ~ = a!Q): 
3 

K @  ~ Pi a('~ j , j = l , . . .  % 
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_ ~(Q) ~(~-~) _(.o-~) . . i - -  1 , . .  k = 1, %-% - -  i~" k, % , ] = 1 ,  %, % - ~  . .  _ 

und  da a~e-~)~ k =  1 . . .  % _ : ,  Bas i s  der p - - 2  d imens .  K o m p l e x e  

y o n  Z ist, so g i l t  d e m n a c h :  

(7) :~-l&o) _(o-x) = 0, j = 1~ % k = l, %_~ 
i j  ~ k i  " " " ' . . . .  

Ist (7) erftillt~ so ist R (R (a@)) = 0(e-~) und weiter R (_R (K(~))) ----- 
---~ 0(~-3). 

BJ, emerk'~ung: ]st ftir ein Basissystem a('~ , o = 0, 1, . . . n und 

i = 1~ % das System der in (5) auftretenden Koeffizienten ~(?.) 
�9 �9 �9 z d 

bekannt~ so erhalten wir dieses Koeffizientensystem fiir ein neues 
Basissystem (2) d e) ,. ~ ~---~0, 1 . . . n ,  i ~ 1 , . . .  % aus: 

,. i ~ ~ h i  h ~ i j  ) ' - -  i j  ~k j r 

- -  (o) - ( e )  ( o - -~ )  - ( e  -~) 
- -  ~j ~ks %~ ah in der Form: 

(8) --(e) z(e) .(e) (e-x) [ h, k - -  1 . . . .  %-x 
~1,1-- i j  %S '%~ , ~ i . j - - 1 , . . . %  

Die  ? d i m e n s i o n a l e n  Z y k l e n :  
E in  ? d imens .  K o m p l e x ,  d e s s e n  R a n d k o m p l e x  de r  ?--1 

d imens .  N u l l k o m p l e x  ist,  he ige  e in  ? d imens .  Z y k l u s .  
In dieser Definition ist ? > 0 vorausgesetzt, nulldimensionale 

Komplexe seien stets als nulldimens. Zyklen bezeiehnet. 
D ie  G e s a m t h e i t  de r  ~ d imens .  Z y k l e n  in v, b i l d e t  e i ne  

U n t e r g r u p p e  de r  G r u p p e  {K@} der  ? d imens .  K o m p l e x e  in 
Z, w i r  b e z e i c h n e n  sie {C@}. 

Denn naeh (3) ist die Summe zweier Zyklen ein Zyklus, und 
ist C@ ein Zyklus~ so aueh - -C@.  Soll K (-~ --Ps  a(e) ). , . j - - I , . . . % ,  
ein Zyklus sein, so miissen die ganzen Zahlen l)s~ J =  1 , . . .  %, 
nach (6') alas System linearer Gleiehungen 

(9) P~r176 . . .  i 1 , . . .  

erftillen. 
Mit r e bezeichnen wir den Rang der Matrix [ s (~ ~'~. I i, dann hat 

(9) %- - re  unabhiingige L5sungssysteme p,,  p~: . . . P=e- 
Wir bestimmen nun eine Basis der ~? dimens. Zyklen, die nach 

dem Vorhergehenden % - - r  e unabhiingige Elemente hat and ver- 
wenden zu diesem Behufe alas System (5). Durch unimodulare Trans- 



6 W. Mayer, 

formation der Basiselemente der ? resp. ~:--1 dimens. Komplexe 
a (Q-~) bringen wir jenes System in die kanonisehe Form: ~b~ ~') , i 

(10) R (ba(?)) -- g%) bl~ -~), j 1, i - -  1, z ' j  ~ " " " ~{~} " " " a { 9 - - 1 ;  

w, die b (Q) eine neue Basis der ? dimens. Komplexe in Z, J 

die b (~-~) ?--1 
und die ganzen Zahlen: 

(11) E (e) F (~) E ('~ 
1 1 '  J 2 2 0  " " " r e t o }  

die Gesamtheit der yon Null verschiedenen Koeffizienten des Sy- 
stemes (10), die invarianten Faktoren der Matrix llz~ ) I] sind. Nach 
(8) ist die Reihe (l l) yon der speziellen Basiswahl unabhiingig, 
die yon 1 v e r s e h i e d e n e n  GrSgen der  Reihe  (11) heil~en die 
p--1 ~~ T o r s i o n s z a h l e n  yon Z. 

Ftir sie gilt, dal~ fiir p < ~( E (~) Faktor von E (~) ist. 
P P  q q  

Aus (10) folgt, da E~r 0 ist fiir i ~ j  und i >  re: z j  

(12) R ( C ) )  = O(-~ j = <o + 1, ,-.o + 2, �9 �9 �9 ~o, 

das besagt aber, da~} das Teilsystem tier Basis b! ~) , j - - I , 2 , . .  % 

(13) ~(e) r(.o) b{~) 
U r o q - 1 ,  O r e - l - 2 ,  . . . % 

%--re unabhiingige ? dimens. Zyklen sind. 
Sei nun C@ ein ? dimens. Zyklus in Z; als ? dimens. Kom- 

plex ist er jedenfalls darsteltbar dureh die Basis b ('~ j , j = I , . . . % :  

( 1 ~ )  C(") = p~- b5 ~ j = 1,  . . . % .  

Die Operation ,,Randbildung ~' ergibt 

(14') R (C @) = 0(e -~) = pj E@i] b(~ '~ J = 1, . . .  %, i = 1, . . . %_~ 

und demnach pj E ('~ 0. d. h. Pl E(I~ ) =  0, P2 E(2~ >-- 0, 
E(o P"Q ~Q~e ~ 0 ,  also p l = p ~ : . . .  : p ~ : O .  

Demnaeh treten in der Darstellung (14) nur die Elemente blr , 
j = %  + 1 , . . .  %, auf, d.h.  aber, dag die Reihe (13) eine Basis 
der p dimens. Zyklen yon Z darstellt. 

Die Z y k l e n  ho rn , log  Null. 
Wegen R (R (Z~176 der Randkomplex eines ?+1 

dimens. Komplexes tin ? dimens. Zyklns. 
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Wir  n e n n e n  e i n e n  ? d imens .  Z y k l u s  C@ in Z h o m o l o g  
Nu l l  in Z: und  s e h r e i b e n  d ies  

(15) C (~) ~ 0 in v, 

w e n n  er  R a n d k o m p l e x  e ine s  ? + 1 d imens .  K o m p l e x e s  K(`o+ 1) 
y o n  Z ist. 

C(̀ o) c',~0 in Z bedeutet also C (r - - R  (k(`o+~)), w o k  (̀ o-k1) ein 
,o+1 dimens. Komplex in Z ist. Die ? dimens. Zyklen homolog Null 
bilden eine Untergruppe der ~ dimens. Zyklen {C@} yon Z. Zerlegt 
man die Gruppe { C(`o)} der S dimens. Zyklen mittels dieser Unter- 
gruppe, so erhi~lt man als Faktorgruppe die in der Topologie be- 
deutsame ?t~ H o m o l o g i e g r u p p e .  Wit wollen jedoeh diese Gruppe 
ohne Bezugnahme auf andere Gruppen einfiihren. Zu diesem Behufe 
definieren wir: 

W i t  s a g e n  zwei  ~ d imens .  Zlyklen (:@ u n d  ~(`o) s ind  
, - - 1  ~ 2  

h o m o l o g  in Z u n d  s c h r e i b e n  

()~`o)--C(o`o)c-~ 0 in Z ist. (16) C (̀ o) c,o n (̀ o) in E~ w e n n  _~ 

~(`o) und C @ c~ (`o) ~(`o) -: "~(̀ o) Aus C(~ ̀o) c,o ~2 o. C~ folgt dann ,~ ~,o ~3 �9 

Demnaeh lassen sieh die ~ dimens. Zyklen in Klassen zusammen- 
fassen der Eigensehaft, da~l die Zyklen einer Klasse untereinander 
homolog sind~ abet" nicht Zyklen versehiedener Klassen. 

~(`o) ~(~o) } u n d  ~(`o): {~,(`o) ~/`o) / zwei Seien ~@: { ~  ~ ~: ~ . . . .  ~ ~ ~: ~ . . .  
dieser Klassen, es gelte also 

C@c~ C @ in Z~ resp. (~!̀ o) c'~ C(`o) in Z, 
i k " k 

dann behaupten wir~ dal~ die Gesamtheit der Zyklen C(`o)+ C(Q) 
q 

wieder eine Klasse bilden. 
Denn aus C @ - - C  (̀o~ = R (k(~ ̀o+~)) und 0(`o)--C (̀ o) = ~ (k(Q+l)~ folgt 

r q s "~ 2 ] 

(C @ + `o) + -d (`o)) - = k + C + , ) , ) ,  q. e. d. J \ r \ ' - 1  

Somit lassen sieh die Zyklenklassen addieren und die Addition 
ist kommutativ. 

Bezeiehnen wir mit ~(o e) die Klasse (Gruppe in diesem Fall) 

der p dimens. Zyklen homolog Null, so ist .~@ das Nnllelement 
dieser Addition. Weiter gibt es zu jeder  Klasse ~(`o) ihre inverse 
--~(`o), Nr  die ~(Q) + (--~(`o)) - -  .~@ ist. 

2) Sei (~(e) umgekehrt irgend ein Element der Klasse Cp (e) --~ Cq(`o), so hat 67(.o) 
die Gestalt C(`o) + --(`o) C~ + R (k(`o+l)), ist also gleich (̀ o) --(`o) c~ + [cq + R (~(`o§ = 
= c(?)+ v?). 
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(EnthNt ~(-~) den Zyklus C (-~ so ist --~(Q) die Gesamtheit der 
Zyklen homolog - - C @  in Z.) Endlieh gilt aueh das assoziative Ge- 

(.~(~o) (Q) .~(~} _ .~(.o) {~(~)  .@(O~ Ct'. o) setz ,_.~ + ~ ) + + ,"~2 + denn ist ein Zyklus 

yon ~ ) ,  i =  1~ 2, 3, so ist (C(, e) + C~ e)) + C~e)= C~ ) + (C~ e) + C~ )) 
(.~(~) .~,(~) (o) (~) .~ ~(~)~ ein Zyklus der beiden Klassen ,~., + ~(~)) + _~ 1 ~," + ( ~  -- ~ ~, 

die demnaeh zusammenfallen. 
D ie  so d e f i n i e r t e n  K l a s s e n  de r  ,~ d imens .  Z y k l e n  

s i nd  d e m n a c h  E l e m e n t e  e i n e r  k o m m u t a t i v e n  G r u p p e  mi t  de r  
A d d i t i o n  a ls  V e r k n t i p f u n g  u n d  der  K l a s s e  (Gruppe)  de r  
d imens .  Z y k l e n  h o m o l o g  Nul l  - -  ~o - -  a ls  N u l l e l e m e n t .  

D ie  G r u p p e  h a t  den  N a m e n  ~ t t o m o l o g i e g r u p p e  yon  Z. 
Wir  zeigen nun, dag es eine Basis der ~ dimens. Zyklen homo- 

log Null gibt. 
Jeder p + 1 dimens. Komplex li~l~t ~ieh mittels einer Basis 

a~'(e+~)l j =  11 . . .  %+~ darstellen, somit jeder ~ dimens. Zyklus 
homolog Null mittels der Randkomplexe 

(1 7) R (a  (Q + i)) _ ~ (o~+ 1) a(ej . ~  - -%,  ~. i J = l , . - .  %+~1 i - - 1 ,  . . .  :%. 

Die Anzahl der linear unabhi~ngigen dieser Randkomplexe ist 
demnaeh gleich der Anzahl der linear unabhi~ngigen ? dimens. Zyklen 
homolog Null und gleich re+:~ 1 dem Range der Matrix H~j(~+1)I. 

Durch unimodulare Transformation der Basissysteme ~e+ l )  1 

j = l .  % + ,  resp. a ('~ i = 1 .  a ol bringen wir (17) in die 
kanonisehe Form: 

(18) R ( ~ + ~ ) - -  E (e+l) d (e ij" i 1 j = l ~ . . .  %+1,  i = 1 , . . . % ,  

wobei die d (e+l) resp. d @ j i 
mens. Komplexe in Z und 

neue Basissysteme der ? + 1 resp. 
die ganzen Zahlen 

? di- 

(18') El1(~§ 1 --22E(e+:l)l �9 - " E(Q+I)~e + 1 "Q + ~1 die Gesamtheit der yon Null 

versehiedenen Koeffizienten des Systemes (18), die invarianten Fak- 
toren der Matrix H s(e + 1) ~ ][ sind. 

Wir behaupten~ dal~ die rQ+~ ~ dimens. Zyklen 

(59) R (4 j - - l , . . ,  ro+l 

eine Basis der ? dimens. Zyklen homolog Null bilden. 
In der Tat l~tl~t sich jeder  ? + 1 dimens. Komplex K(- ~ ein- 

deutig mittelu der Basis d! e + *), j = 1 . . . .  ~.o + 1 darstellen: K(Q +1) - -  
3 

- -  ~j d(Y +*), j = ] , . . .  % + t. Daher gilt R (K(e + i)) __ ai R (d! ~ + 1)) = 
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----~s -Y('~ ' J =  1, . . .  %+1, da R -(d(es +1)) = 0 ist ffir j > r o + l .  Da 
abet t/  (K(e+l)) der allgemeinste Zyklus hornolog Null ist, so lagt 
sieh jeder Zyklus ?tor Dimension hornolog Null mittels der 3~} -~ 
j =  1 , . . .  r o+~ darstellen. Diese Darstellung ist weiter eindeutig, 
denn aus ~j Nr e) = 0(% j - -  1 , . . .  r e +1 folgt naeh (18) 7~ 1 E n 

,'m@ d @  .+. --I- ~ E ('~ d @ ~--- -4- ~'9 ~ 2 2  ~-2 " " r e @ 1 r e @ 1 %  + a "e + ~ 0% und da d (-~ 
(e) __ ,(.o) j = l  .%eineBasisis t  7: ~ ( e ) _  %Es.o _ �9 _ � 9  1 ~ q l  ~ " " '=~" e + 1 E %  + 1% + ~=  0 ,  

somit % = =~ = . . .  = 7:% + ~ --= 0. 

Es gibt dernnaeh kein System yon weniger  als r e + l  Elernenten, 
dureh das jeder ? dimens. Zyklus hornolog Null darstellbar w~re. 

Wir notieren das Resultat: Wi r  k S n n e n  s t e t s  e ine  Bas i s  
t ier ? + 1  d imens .  K o m p l e x e  in E d(f ~  %o+1, so 

f i n d e n ,  dal~ dr e+t), j = r e +  ~ + 1 , . . .  %+~ e ine  Bas i s  d s r  p § 1 

d i m e n s .  Z y k l e n  in Z is t  und  / ~ ( @ e + ~ ) ) , j = l ~ 2 , . . . r  +~ e ine  
Bas i s  tier 0 dirnsns .  Z y k l s n  h o m o l o g  N u l l  in N ist. 

Ferner verrnerken wit: Die  irn k a n o n i s e h e n  S y s t e r n e  (18) 
a u f t r e t s n d e n  ? di rnens .  K o r n p l e x e  d (e~ , i =  1, 2 , . . .  r e+  ~ s ind,  
w ie  R a n d b i l d u n g  zeigt ,  ? dirnens.  Z y k l e n .  

Ffir die den Zyklus d @~ , i =  1, . . .  re+~, enthaltende Klasse 

ist ffir E ('~ + 1) ~ =~ 1 eharakteristiseh, dalt die Zyklen der Klasse nieht 

homolog Null sind, dagegen die mit E (e + 1) multiplizierten bereits 
diese Eigensehaft besitzen. 

D a r a u s  a b e t  fo lg t ,  dag  fiir R i n g s  Z, fo r  d ie  d ie  GrSl~en 
d e r  R e i h e  (18~)nieht  s i i rnt l ieh s in s  sind, es k e i n e  Bas i s  d e r  
K l a s s e n  de r  ? d imens .  Z y k l e n  gibt3). 

Denn w~re -~(e) -~(e) ~(e) sine solehe Basis und ~(e) eine 

Klasse der Eigensehaft t~(e)=-_~(e) (.~@ ~-o , ,--o das Nullelernent), so folgt 
aus ~(.o) = k~ ~(e) i = 1~ ~ t ~(~) t k~ (o (~) , " '" : ~ : ~ o  ~w~ 

i 1.~ ~, also k~ 0, d. h. ~(.o)_ .~(~) gssehlossen wird. 
Dagegen gilt: 
Die  E l e m e n t s  de r  ,~~ I - I o m o l o g i e g r u p p s  w e r d e n  d u t c h  

e ine  Bas i s  de r  ,~ d imens .  Z y k l e n  (resp. t ier e n t s p r e s h s n d e n  
Klasse )  d a r g e s t e l l t :  

~(~) ~(~) C ('~ w o b e i  d a n n  z w i s s h e n  d i e s e n  (20) -~ ' -~ " '"  %o-~ '  

Z y k l e n  d ie  d e f i n i e r e n d s n  R e l a t i o n e n  b e s t e h e n :  

(20') ,v o, j = 1, 2, ] = " ( j ~  . . .  r e +  a 

a) Basis mi t  l inear  unabh/~ngigen Elementen .  
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Die D i f f e r e n z  % - - r e - - % + ,  der  Anzah l  der  Bas i se le -  
m e n t e  der  p d i m e n s .  Z y k l e n  und  der  der  f~dimens. Z y k l e n  
h o m o l o g  Nul l  

(21) h e = %--ro--re+l 

heil~t die  ?~" Bet t i s ' ehe  Zahl~). 
Sei nun 

(22) ~(e) C(~) 1 ' ~ 2  ' " " " 

(2a) 

C (e) eine Basis der ,: dimens. Zyklen fund 
aQ - - r  e 

~ 4  (e) --- "2jl q(.~) C " ~ 0 ,  ~ " - -  1~ . . . ~ 'e ' t -1,  J = 1, . . . % - - r ~  

eine Basis der ? dimens. Zyklen homolog Null, so bringen wir (23) 
dureh unimodulare Transformationen der beiden Basissysteme in die 
kanonisehe Form: 

(24) ~/(e) = ~.; ~o) i =  1 , . . .  rQ+l, j =  1 , . . .  %--%, wo also 

die yon Null versehiedenen Koeftizienten E~: 

(249 -s "E.2g,  �9 " " E r e _ } _ l  r e @ l  , d i e  i n v a r i a n t e n  F a k t o r e n  d e r  

Matrix II':J~ll sin& (Der Rang dieser Matrix kann nieht kleiner als 
re+~ sein~ da es sonst naeh (23) eine Beziehung % lu~'~'(~ --  0 (e) 
i - - 1 , . . ,  re+~ ~ g~be mit yon Null versehiedenen =~, im Wider- 
sprueh mit der Basiseigensehaft yon Mi (O, i =  1 , . . .  re+~. ) 

Wir  b e h a u p t e n  nun  die Ident i t i~t  de r  be iden  R e i h e n  
(18') und (24'). 

Da die N! ~) und die ~!e) (24), j =  1~ re+~ Basissysteme ] " . . 

der ? dimens. Zyklen homolog Null sind, so gilt: 

= % 

-~ = 5 ; N  , 

wo II  kll eine unimodulare Matrix ist und [I MI ihre inverse. Dies 
ergibt nach (18), (19) und (24): 

(25') |E(e+l)d(e) - ~(e) alle Indizes yon 1 his re+l. L ~" ~ = % E ; ~  ~ , 

4) Des 6fteren wird % o T r Q - - r e + ~ + l  Ms pt< Be t t i s che  Zahl elngeffihrt. 
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.Nun sind die d~ Q) fiir i =  1~ . . .  r~+l~ ~ dimens. Zyklen~ so- 

mit darstellbar mittels der Basis C(1 ~), ~(o die ~ ) ,  i --  1~. . .  �9 " " aQ--r{)~ 

re+,~ wieder als ~ dimens. Komplexe lassen sieh durch die Basis 
�9 ~(.o) d ('~ ~(~) d @ darstellen. Naeh (25') sind dann die ~i , i - -  1 , . . .  

re+~ allein dureh die d~ r i : 1 , . . ,  rr und umgekehrt die 

d(~e)~ i : 1 ~ . . .  re+l  dutch die ~r i - - 1 , . . ,  re+~ allein darstell- 

bar. Es besteht somit zwisehen den C(r den d @ i : 1 ~  i i ~ " " " 
r~ +~ eine unimodulare Transformation. 

Dies in die zweite Relation (25') eingesetzt, hat 

(27)  E(e+a)~ /@ -z~ .- d(.O) also: 

(27~) E(e+~)~j" -- ~'~r E~k s~. alle Indizes yon 1 bis r + ~  zur Folge. 

Da die [[%kH und die II=~ll unimodulare Matrizen sind, so folgt 
hieraus die Identitat der invarianten Faktoren, d. h. die Identitat 
der beiden Reihen (18') und (24'). 

Hat  e ine  Basis d e r ?  dimens.  Z y k l e n  in -Y 

(28) ~(e) C(Q) . C @ 

zum S y s t e m  der  d e f i n i e r e n d e n  Re l a t i on en  

(29) ~,~xr(Q) - -  --li~(Q + 1) C~ Q) C'%D 0 '  --2~'Y(~) ---- --22]~(~-~- 1) ~ Q )  C'~.) 0 ,  . . . 

N (~ = E (e+~ C (Q) c-~0,  
r Q T 1  rQ..}-lrQ~-I r Q ~ - I  

so heil~e s,ie kanoniiseh.  

Ist ~r Element einer kanonischen Basis der ? dimens. Zyklen, 

so folgt aus EC(~)c~O E =  o .E (~-~1) Denn E C  (Q) l~ti~t siehdann i -P ii �9 i 

dureh die Basis (29), N~ e), . . . N (-~ der o dimens. Zyklen homolog 
r e +  1 

Null darstellen~ wegen der Unabhingigkeit der Cj! e), j = l , . . .  

. E r176 C ~e) lauten: % - - r  e kann diese Darstellung nut E C~ (e) : p  ii 
/~? o  ̂r~(.o + 1) woraus ~ --/J ~a folgt. 

Man k a n n  naeh  (29) die  ?to= T o r s i o n s z a h l e n  [Poincard-  
sche Zah!en  der  ? t~  HomologiegruppeS)]  als das Koeff i -  

=) P o i a c a r 6 s c h e  Z a h l e n  n a c h  T i e t z e ~  M o n a t s h e f t e  f. M.  P h .  19. 
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z i e n t e n s y s t e m  der  d e f i n i e r e n d e n  R e l a t i o n e n  o i n e r  k a n o -  
n i s c h e n  B a s i s  beze i chnen~  w o b e i  a b e t  n u t  d ie  y o n  1 v e r -  
s c h i e d e n e n  K o e f f i z i e n t e n  b e r t i c k s i c h t i g t  w e r d e n .  

Sei C(e) ein ? dimens. Zyklus~ so wollen wir die Zyklenklasse~ 
die ihn enthi~lt, mit [C(- ~ bezeichnen. 

Sei dann (28) wieder eine kanonische Basis; zwischen dea 
]Co ~ % - - t o - - r e +  ~ Klassen 

(30) [C (Q) 1 rC c~ 1 [C (-~ ] 
rQ~_lJvlJ~ k rQ_~l~-2J~"  " "  ~- aQ--rQ 

besteht keine lineare Beziehung 

[C (~) . . . [C (~) �9 aQ--r~ a aQ--rQ 

denn diese hi~tte 

Z A~ C(e)c~z 0, i =- rQ+a + 1, . . zur Folge: das 

hiei~e aber 

ag--r  Q 

Z A~ C~ (e) 
%. + I  'rl 

r o T i  

= Z BI~ 5~I ~), woraus Ai = 0, i = Co+1 + 1, . . . %- - r~  
1 

zu schlieBen ist. 

Ist dagegen [C (-~ irgend einc weitere ? dimens. Zyklenklasse, 
so folgt aus 

�9 . . ,  / ~ ( ~ )  [ 6 ~ . o ) ]  _ _  

aQ--ro 

= ~ . o §  t ~o+itr~+~l ~ ' 0  " 

W i r  k O n n e n  d a h e r  d ie  ?to B e t t i s c h c  Z a h l  a ls  gr( i j i te  
A n z a h l  u n a b h ~ i n g i g e r  Z y k l e n k l a s s e n  ? d imens .  Z y k l e n  de-  
f i n i e r e n .  

De r  K o m p l e x r i n g  E (rood 2)~). 

SU (1') wieder eine Basis der ? dimens. Komplexe in v. 
Die Komplexe K(Q)--a~ a;.(e), ~ - ~  0 (rood 2) bilden eine U n t e r -  

g r u p p e  der Gruppe {K(Q)}. Zerlegen wir die Gruppe {K(e)} ver- 
mittels dieser Untergruppe, so erhalten wir eine Faktorgruppe, deren 

6) Komplexo rood 2 wurden zuerst  yon O. V e b l e n  betrachtet .  
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Elemente jene Komplexe K (-~ --  "~j aide) vereinigt~ deren Darstellungs- 
zahlen mod 2 kongruent sind. 

Wir gelangen zu dieser Gruppe anch in folgender Weise: 
Wir identifizieren zwei Komplexe 

(31) K(e)-- q,a~ .(-~ K-(~176 j - - l ,  . . .  :% and sehreiben 

(32) K(~ -(~-), wenn z i ~  (mod 2) ist. 

Aus K (e )~  K(e) and K(Q)--_~ K~) folgt dann K(le)~ K~o 
1 - -  2 2 - -  " " 

Diese Identifizierung ist yon der Wahl des Busissystems unab- 
hi~ngig. 

Ist a~ ~), ::(.o) . . .  u,e eine zweite Basis, so besteht zwischen dieser 
~nd (1') der Zusammenhang 

[ -(o) (o)-(e) (mod 2) ai" ~ ~ij  (*j 

- -  ij aF (mod 2), 

16(~) wobei iJll eine unimodulare Matrix ist und II  )ll ih~e i ,~erse 

Ans 

(34) zj a]'~ ~ - 0 (~) folgt zj ~ 0 (rood 2), j -  1, ...%:, wenn aJ e) eine 

Basis der ~ dimens. Zyklen ist. 

Ferner gelten die Relationen: 

Aus K(e) ~ K~ e) und L (-~ ~ .L~ e) folgt 

t K(~) + l L(~) --~ t K~ "~ + / L(~ ). 

Weiter hat K(Q)~ K~ ~ die Relation R (K(e))~_ R (K~ e)) ztu" Folge. 

Der  K o m p l e x r i n g  Z (mod 2) wi rd  g e b i l d e t  d u r c h  die  
G e s a m t h e i t  a l l e r  K o m p l e x e  K(e) in Z, wobe i  die G e s a m t h e i t  
i d e n t i s c h e r  K o m p l e x e  als ein E l e m e n t  gez i ih l t  wird.  

Ein Zyklus yon Z (unorieatierter Zyklus) ist ein Komplex, 
dessen Randkomplex dem entsprechend dimensionalen Nullkomplex 
identisch ist. 

Jeder Zyklus yon Z ist dann Zyklus yon Z~ aber nieht um- 
gekehrt. 

Betrachten wir die Basis ([0) b~e), b(~e), . . .  b(e) tier ~ dimens. 
a O  

Komp]exe in 2] und ist E(o ----0, rood 9~ dagegen nieht Er176 
so ist 
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(35) b(e) (.o), b(~) ~Q+I 7 b~e+~ " ' "  ~e 

eine Basis der ~ dimens. Zyklen yon Z. 
Ungeiindert definieren wir: Die Randkomplexe ~ + 1 dimens. 

Komplexe heitien ~ dimens. Zyklen homolog Null. 
Wir erhaiten eine Basisdarstellung der ~ dimens. Zyklen 

homolog Null yon ~2 aus (18), wobei genau jene N y  auftreten, ftir 
die E'~+~)~O,  rood 2, ist. j j  

Dies gelte bis j -  se+~ , dann ist 

(36) N~Q), N(Q) . N(e) eine solehe Basis. 
�9 2 ~ " "  s ~ §  

Die der Bett isehen Zahl in Z entspreehende % - - s e - - s Q + l  
heifer ,o t~ Zusammenhangszahl, die der ~to= Homologiegruppe ent- 
spreehende Gruppe ~to Zusammenhangsgruppe. 

II. ABSCHNITT. 

U n t e r r i n g  (Tei l r ing)  e ines  R i n g e s  E. 

Ein Teilsystem der Komplexe des Ringes ~2, das den Axiomen 
I bis VI gentigt, heii~e Unterring yon Z, und zwar eehter Unter- 
ring, wenn es in Z Komplexe gibt, die in diesem Teilsystem nieht 
enthalten sind. 

Wit betrachten in der Folge Unterringe, die in bezug auf ein 
fest gew~hltes Basissystem 

(37) a~~ ), i - - 1 ,  . . . %, ~ = 0, 1 , . . .  n 

des Ringes ~2 definiert sind. Entnimmt man einem solchen Basis- 
system Gin Teilsystem S, so bildet die Gesamtheit der durch die 
Elemente yon S dargestellten Komplexe yon ~: im allgemeinen 
keinen Ring, da ja  der Rand eines solchen Komplexes in dieser 
Gesamtheit night enthalten sein mug. 

Dureh Adjunktion aDler Basiselemente, die Riinder sind der 
Elemente yon S, abet night zu S gehSren, e r w e i t e r t  man das 
System S und gelangt naeh endlieh vielen solehen E r w e i t e r u n g e n  
zum k l e i n s t e n  R i n g e  tiber S. 

Ein n dimens. Ring Z, der der kleinste Ring ist tiber dem 
System seiner n dimensionalen Basiselemente, heist h o m o g e n  
(homogen in bezug auf die Dimension). 

Sei m e i n e  positive ganze Zahl kleiner oder gleieh n, w o n  
die Dimension eines Ringes 2 ist und sei (37) ein Basissystem yon E. 

Die (lurch die Basiselemente 

(38) a~- ~ i - - 1 ,  . . .  % ~ = 0 , 1 ,  . . .  m, 



Ober abs~rakte Tol)ologie. 15 

dargestellten Komplexe bilden einen m dimens. Unterring F (~) yon 
Z, den man das m dimens.  Geri is t  yon Z nennt. Es ist F (~) mit 
Z identiseh. 

list Z ein homogener Ring: so ist aueh F ('~) homogen. 
Das m dimens. Geriist wird durch die Gesamtheit der Kom- 

plexe yon )2 gebildet, deren Dimension kleiner ist als m-4-1~ somit 
ist I '('~) yon der Wahl des Basissystems (37) yon Z unabhangig. 

Der  K o m p l e m e n t a r r i n g  und der  R a n d r i n g  e ines  ech ten  
U n t e r r i n g e s  Z1 yon  Z. 

Es sei }2~ ein dureh ein Teilsystem yon (37) definierter Unter- 
ring der Dimension m<n yon Y~. (Die Definition des Komplementar- 
ringes resp. Randringes wird nnr ftir so lehe  U n t e r r i n g e  gegeben.) 
v ist dann aueh Unterring yon F (~). Streichen wir in (38) alle 
Basiselemente yon Z1, so wird durch das Restsystem S e i n e  Gesamt- 
heit yon Komplexen dargestellt, die F(~)--E1 bezeichnet sei und die 
im allgemeinen keinen Ring bildet. 

Als K o m p l e m e n t r i n g  Z., voln Z1 d e f i n i e r e n  wir  d a n a  
den k l e i n s t e n  Ring fiber S. 

~[st }2 ein homogener Ring und Z~ ebenfalls homogen, so ist 
aueh Z~ homogen. Beweis: Von den m dimens. Basiselementen yon 
F ('~) a (~)~ ~ i =  1, . . . . . . .  :r mSgen die Elemente a(~ '~), i - - 1 ,  ~, 
(~<:r die m dimens. Basiselemente yon Z~ sein, a(g), i = ~ + 1, . . .  
~.~ sind dann die m dimens. Basiselemente von Z~. Wi~re nun X~ 
nieht mit dem kleinsten Ringe fiber a(~), i = ~ + 1 , . . .  ~.~, identiseh, 
so miifite es in 22 ein Element a~), h<m, geben~ das in diesem 
kleinsten Ringe nieht enthalten wiire: also - -  da Z homogen - -  im 
kleinsten Ringe fiber a~")~ i-----1. . .  ~, d.h.  in 2;~ enthalten sein 
mtifite. 

Gemeinsam aber sind Z~ and Z.2 nur solehe Elemente ~o,  die 
im Rand eines Elementes yon Z~ der Dimension h + 1 enthalten 
sind. Sei a(~+1) dieses Element yon Z~, so kSnnte es ebenfalls nieht 

k 

im kleinsten Ring tiber a~ m), i =  ~ + 1, . . .  %~, enthalten sein, denn 
sonst ware aneh a!'O in diesem kleinsten Ringe enthalten. Unter den ,/ 

Elementen yon Z~, die in diesem kleinsten Ring nieht enthalten 
sind, gibt es also keine Elemente h(iehster Dimension, d. h. es gibt 
tiberhaupt keine solehen Elemente. 

Is t  also X~ t i n  m dimens,  h o m o g e n e r  U n t e r r i n g  im 
h o m o g e n e n  Ringe  )2 der  Dimens ion  n, so ist  der  Kom- 
p l e m e n t r i n g  v ,  fai ls  er n i eh t  l ee r  ist  (F('~)~=Z~), e b e n f a l l s  
homogen  yon der  D imens ion  m. Die Beziehung zwisehen Ring 
und Komplemeutring ist in diesem Falle weehselseitig. 

Ohne weiteres ist klar, dag der Darehsehnitt zweier Unterringe 
yon Z selbst ein Unterring yon X ist. 
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I n s b e s o n d e r s  n e n n t  man  den Du ' r ehschn i t t  des Un te r -  
r inges  Z~ und se ines  K o m p l e m e n t e s  Z2 den R a n d r i n g  Z,~ 
y o n  Z~. 

Ist Z~ ein homogener Unterring im homogenen Ringe Z~ so 
ist Z,~ da Z~ dann aueh das Komplement yon E~ ist, gleichfalls 
Randring yon E~. 

Wir  wol len  in der  Fo lge  f a s t  nu r  homogene  Ringe  
betraehten~)~ ftir sie gilt also: Der Durehsehnitt ( v  Z~) zweier 
Komplementringe v nnd Z~ in E heist Randring diese~ Ringe. Sind 
Z~ und Z: yon der Dimension m, so ist Z~. hScbstens yon der 
Dimension m--1. 

Wir beweisen zwei fiir die Folge zu benutzende Hilfsi~tze: 

Hi l f ssa tz  I: Is~ Z ein n dimens.  K o m p l e x r i n g  und v 
ein U n t e r r i n g  yon E, dessen  B a s i s s y s t e m  ein T e i l s y s t e m  
des B a s i s s y s t e m s  (37) yon  Z ist ,  dann  gibt  es s te ts  e ine  
B a s i s d a r s t e l l u n g  tier ~ d imens .  Z y k l e n  yon Z~, die  Teil- 
sys t em ist  e ine r  Basis  d e r  ~ dimens.  Z y k l e n  yon ~. 

Beweis: Sei C~), C~), . . .  C( ~~ eine Basis der ~ dimens. Zyklen 
yon Z und D~)~ D~)~ . .~ D~) eine Basis der ~ dimens. Zyklen yon Z~. 

Da jeder Zyklus yon ~ auch Zyklus yon Z ist~ gilt 

D(e)i ----a.,~ ~e),. i - - l ,  . . . . . .  t , j - - 1 ,  s. 

Dieses System bringen wir dnreh unimodulare Transformationen 
in die kanonische Form: 

.. ~(~) ~ ) ,  ~ Q )  Z f/J1 ~T~Q) . D~Q) = at ,~t , WO i = i, . . .  t eine neue Basis 

der ~ dimens. Zyklen yon E1 und CJ~), j = 1 , . . .  s, die entspreehende 
Basis fur E darstellt. 

Die Z y k l e n  ~c~) ~,(v l i egen  sehon im Ringe  El, denn 
_(o) ist -(~) a @ die Basis der ~ dimens. Komplexe yon ~; % , . . .  

a(~) ~ < % ,  die entspreehende Basis yon Z1, so gilt ~(o)__ T~ a~ )' 
k = l ~  . , .  %, i ~ 1 ~  . . .  t. 

Ebenso gilt 

~i  tJ i ~'' e ~ i, ~, i : i. t i ~ t g  ( ~ e  ~ " " " ' " " " 

(iiber i keine Summation). 
Aus den beiden letzten Gleiehuj~gen abet folgt y~+~ = 0~ i = l~ . . .  t~ 

k - - ~  + 1 , . . .  %o~ d.h. ~+), i =  1~ . . .  t, liegt bereits in ~ .  

7) Wir schreiben fas~ nur, denn der Durchschnitt homogener Unterringe 
des homogenen Ringes E, beispielsweise der Randring eines homogenen Ringes, 
mutt selbst kein homogener Ring seiu." 
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Da ~(e) ~co) eine Basis der p dimens. Zykten yon Y~ 
ist, gilt 

,Q) 
C (~ ----- bib I )  i : i ,  h - - -  1~ . . . t .  

Multipliziert man diese Gleichung mit c% ohne fiber h zu 
sammieren, so erh~ilt man 

ff~) D(r i~ h = l ,  . . .  t, I ,  ~ ah bib i 

woraus infolge der Basiseigenschaft yon D @ b , ,  ~ 0 fiir i # h und 
a~ b~h := 1, also a~ ~ bhT~ = _ I foIgt. 

Also gilt bei entspreehender Vorzeiehenwahl: ~(.o)_~ =--@C~, 
~(Q) = U.o) 77~) _ ~(o) 2 2 , . . . .  t - - ~ ,  , q . e . d .  

Der Hilfssatz I gilt n i e h t ,  sobald man statt Basis der ? dimens. 
Zyklen sehreibt: Basis der ? d imens .  Z y k l e n  h o m o l o g  Nul l .  
Denn sei 

,~(~) ~T(e) N(e) 5'~ , eine Basis der ? dimens. Zyklen homolog 
Null yon Z und 

M~) a/r(~) ~1(~) ~,~ , . . .  �9 eine Basis der ? dimens. Zyklen homolog 
yon Z~, so gilt, da jeder Zyklus yon )21 homolog Null in E~ 
Zyklus yon Z homolog Null in Z ist: 

Null 
aueh 

M~ e) = c~j N (~ 

in kanonische Form 

1 

i----l ,  . . .  % j = l ,  . . . ~ .  welches Sys temwir  

bringen 

~( .o )=  c~ _N@ Hier aber k~nnen wir nur 

behaupten, daft ~(Y), j =  1, . . .  % ein ? dimens. Zyklus yon Z1 ist, 
aber nieht, dag er homolog Null in Z~ ist. 

Wi r  n e n n e n  nun  e i n e n  m d imens .  R i n g  ~ Nnllr ing,  
w e n n  j e d e r  ? d imens .  Z y k l u s  y o n  v ftir ? = 1 ,  . . . .  m - - l ,  
e i n  Z y k l u s  h o m o l o g  Nu l l  in Z~ ist.  

Dann abet gilt far  die im Hilfssatze I besproehenen Ringe der 
H i l f s s a t z  II:  I s t  Z e in  n d imens .  K o m p l e x r i n g  und  Z1 

s e i n  m d imens .  U n t e r r i n g ,  ein N u l l r i n g ,  so g i b t  es fiir  
O < ~ < m  s t e t s  e ine  B a s i s  tier ~ d imens .  Z y k l e n  y o n  Z h o m o l o g  
Nul l  in Z, d ie  a l s  T e i l s y s t e m  e ine  B a s i s  der  ? d imens .  
Z y k l e n  yon  Z~ h o m o l o g  Nu l l  in )21 enthi i l t .  

Denn jetzt ist ~ j . o ) j = l ,  . . .  % da 0 < ? < m ,  als ? dimens. 
Zyklus yon Z~ aueh homolog Null in v und demnach linear dureh 
die MJr j - -  1, . . . .  -: darstellbar. Der weitere Sehlug verlauft 
dann wie beim Hiifssatze I. 

Monatsh. itir Mathematik und Physik. XXXVI. Band. 2 
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Der  r ez ip roke~  d u a l e  R i n g  e i n e s  Ringes .  

Ist X ein gegebener n dimens. Ring und (37) ein Basissyste.~u 
yon Z, so kann man Z auf maneherlei Arten Ringe zuordnen. 

Setzt man z. B. ( h < n ) :  a,i ~ .... b(s -~ i =  1 ; . . .  ~-,o~ ? = h : . . .  ~ 
~(Q) b(e--h--1) und definiert weiter R ,(a (~ = R (b~ "~ = %:j ~ , so kann man 

die bl ~ ~ = 0, . . .  n - - h  als Basissystem eines n--t~ dimens. Ringes 
auffassen. 

Unter allen einem geg'ebenen Ringe zugeordneten Ringen hat 
flit die Anwendung tier reziproke (oder dua le)Ring  eine gewisse 
Bedeutung. Wit bringen im folgenden seine Definition und leiten 
hierauf e i n e n  Satz  ab fiir geometrisehe Mannigfaltigkeiten, die mat~ 
dutch Komplexringe ,,approximieren" kann. 

Sei also E der gegebene n dimens. Ring und 

(37) a (~) i = l ,  . .  = 0 ,  1 n ' i  ~ �9 ~ o ~  ~ : �9 �9 �9 

ein Basissystem yon v. Ftir dieses Basissystem gelten die Rand- 
relationen 

(39) R (@)) _-- ~(~))., @h-,) i =  1, . . .  7.,, j---- 1, ~-1,-~. wobei 

(39') -(e) - ( e - l )=0 i s t ,  j = l ~  %o~ i = I , . . . %  ~ , k = l ~  %_:. r  r  . . . . . .  - 

Wir definieren nun den reziproken Ring E* yon v dureh die 
Basis 

(40) --A 0~-a)  - -  a~')~( i - -  1 ~ z1,, h = 0~ n ,  
i . . . . . .  

die den Randrelationen 

(41) R(AI~-")) = s (~'+:') A (~-' ~) i =  1, ~,, j =  1, ~-h+~ 
i j  y ~ . . . . . .  

genfigen. 

In der Tat ist dann: 

. ( b + l )  ~ n - - h - - l )  
(42) = o R (A ) 

= r ~(~+:)j.k A(~-h-~)~, = ~()~ i = 1  . . . . . .  , v./,, 

j~- - - l~ . . .  "~I,+1, k = l ~ . . .  ~-1~+2 

da j a  : ~ , - t - ~ ) ~ ( 7 , ~ : ) _  , . . . . .  ,. ~z~ ~ij - -  0 ist. ( k = l .  ~-h+2, j = l ~  . ~.1,+1i= 1, .z~} 
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Die  B e z i e h u n g  2 ,  zu Z is t  w e c h s e l s e i t i g .  

Nach (41) ist, wenn wir wie im Abschnitt I R (A}'~-h~)=z.*! '~-z~) 
3 s  

A('~-t~-1) (s,+l) *(,~-h) * j , also e..~j =~..~ bezeiehnen, terner mit %-1~ die Basis- 

zehl der n - - h  dimens. Komplexe und mit r* ~_,,. den Rang der Ma- 

trix IJ ~,~-1,) It, die n-- l~  te Bet t i sche  Zahl yon Z* 

(43) = ,.::_,,+l. 
>,run ist x: , = z , ,  r , :_,=r, ,+, ,  r*_,+,  =r•, s0mit gilt 

(4S') h,*1=%-- r~-- rh+ ~ = h~,. 

Die  h ~" B e t t i s c h e  Z a h l  yon  E is t  g l e i c h  de r  n - - h  t"~ B e t t i -  
s e h e n  Z a h l  v ) n  2 '  und  u m g e k e h r t .  

Ferner sind die Torsionszahlen der ?to, Homologiegrnppe yon 
die von 1 verschiedenen invarianten Faktoren der Matrix j{ .~ l[ 

8(n - - s  also der Matrix I I u [t und somit identisch mit den Torsions- 
zahlen der n - - o - - 1  t~ Homologiegruppe yon Z. 

Die  T o r s i o n s z a h l e n  de r  ?to= H o m o l o g i e g r u p p e  yon  z ,  
s ind  mit  den  T o r s i o n s z a h l e n  d e r  n - - ? - - I  t~= H o m o l o g i e g r u p p e  
yon  Z i d e n t i s c h .  

Der yon uns definierte reziproke Ring 2 ,  ist yon der Wahl 
der Basis (37) yon Z nicht unabhangig. Sei n~mlich 

(44) -(7o a~ , i - - 1 : . . .  ~.~ h = 0 ~ . . ,  n ein zweites Basissystem und 

(45) -(I,) (,,) - , 

die unimodulare Beziehung zwisehen beiden Basissystemen. 

Der in bezug auf die Basis =(~'~ definierte reziproke Ring x-. hat O~ i 

das Basissystem 

(46) ~(,~-7,) -(,,~ zt~ - - a :  , i = I ~ . . .  ~t~ h - - - 0 ~ . . . n  

und zwischen A (~-J') (40) und A~-J') bestehen zufolge (45) die uni- i 
modularen Transformationen 

t - = 0 ~ - - h )  (1,) - -  (n--z,) *(,~--1,) AO~-IO x~/.  - - % .  2 t .  - - -  5" . .  
s I~ 3 ,/ -tj :/" 

(47) 
/ A(,~_,,)_9 = ( , t _ , , ) ,  ......~.., =,,..~.~ .(,~_I,) A (,,-h), 

(h) *(n--h) (h) *(n- -h)  wo z . :=~ . ,  und v.. = v . .  gesetzt wurde 
~J z3 ~J ' 3  

2 :!: 
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Ftir den Ring v+ gelten analog (41) die Randrelationen: 

(4+ 1+ 

wo zwisehen den 2-(~+~)~. . . . .  und den ~ (~+~) - -  in (48) - -  die Relatione~ *3 ~3 
(8) bestehen: 

(~-~-1) .(h) (49) ~(h+l)__jT,+l> s '~ . 
p q  q r  s r  s T 

FaBt man dagegen nach (47) ~(~-h)~ , i~ - l . , . . .  %~ h-~O.,.., n 
auf als Basissystem des Ringes Z*~ so folgt aus (47) 

(41 
~ 6 ~  ) E.(h~'l) A~(n--h--l) ~ (~..(h) $.(h ~-1) %.(h-~l) A(n - -h - - l )  

J P  ~ ~3 J P  P q  q 

somit eine yon (48), (49) verschiedene Randrelation. 
Bezeichnen wit 

(51) -(h+~)_ (~o z!h§ z~q --z~; J~, ~ q , so lautet (50) 

,\ $ . / , ~ l  J ,)" 

Fassen wir A ~'-~')~ anf als Basissystenl yon Z* und ~+. , 'so 

gelten ftir Z* die Randrelationen (510, ftir ~* die Randrelationen (48). 
Wenn wir aber im Sinne unserer abstrakten Topologie zwei 

Ringe Z und E identiseh nennen, wenn sich ftir Z ein Basissystem 
a <r und fiir Z ein solches 5("> so finden li~$t, dag zugleich mit l i 'i 

R ( ~  '@) = g+>u aJ ~-') auch R ((,tjX(Q)'~)---- ':'ij "(Q) ~j(.o--1) 

gilt~ so s ind  d ie  R i n g e  ~2" und  Y,* i d e n t i s c h .  

Wir bezeichnen : (~+~)-  _*(,~-h) h /  - - 9 ~  , dann lauten die Randrelationen 
(510 des Ringes Z* 

(52) R (A'~'~-'~)) - -  ~:(..-h) a-<.-,~-~) wobei (51) 

( 5 2  ~ ) ~* ~q~('~-t0. ~ z . .  ~ *(,~-~,) , z ~J *(~-J~). "~ p * ( ,~ -h -1 )  q g i l t .  

Desgleichen gilt flit den Ring E* (48): 

WO a i  i/ ' 

qp  q r  ~ r s  s p  , 
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Wegen z*(~-~~ (~-~') = 8,~ folgt aus (53') z*.(~-~og*+-~) = 
sp p t  20* qp 

( 5 4 )  * ( . - - h )  * (~--~,) _ * (.~-~,) * ( a - -h - -~ )  ~,.. ~ 5 "  . s ' 7 .  �9 
3~ I )t qP 3q 

Dies wird in (52') eingesetzt und hat 

"2 * (n - -h )  ---- iT.*.'. (n - -h)  f f  *.(n--lO ~ * (,n--h) "7 * ( n - - h r l )  '~  * ( n - - - h - - I )  

~qi ~3 n, j  w+ 2v  pq " 

*(n- -h )  * (n--10 ( '.--10 ].gun ist ~.. ~ = eine unimodulare Matrix 

v*(,~.7~)" *(~-h)= g(~-~o ihre inverse. Man schreibt also (54 ') 
1) v 2)(1 -v f f  

und 

(55) ;*(,-~,) (,,-~,) ~*(~-h) ~ (~-h-~)  * 

Fiihren wir im Ringe ~2" die neue Basis 

(56) ~(~-") - -  . ~ = ~A(~ ~ ~) ein, so gilt ftir diese Basis naeh (8) 

(57) ~('~-h)) "~*(n--h'l~(n--h--1) R ~ = ~.~ ~ .  , 

woraus man wegen (52) auf die Identitat der Rmge ,, und schlic~t. 

Neben dem dualen Ring ist fiir v ide  Probleme de r  p. d i m e n -  
s i o n a l e  S t e r n r i n g  e i n e s  v d i m e n s i o n a l e n  K o m p l e x e s  a! v) 

j 

wobei v <  7 . < n  ist, yon Bedentung. Ehe wit ihn definieren, sei 
eine Erkli~rung fiir die Bedeutung der Aussage, , a (~)J liegt in a~(~) :', 

oder was dem gleichbedeutend ist -(~) enthiilt a (~) " gegeben. , (tb~ j 

Wir sagen: a ('~) enthi~lt (~) (~0 1~ a: , wenn ein dem Rande yon a~ 

angehSriger, also 7"-2--1 dimensionaler Komplex a (~) enth~lt. 
J 

Wir vervollsti~ndigen diese EikNrung: GehSrt a! ~) dem Rande 
3 

eines v + 1 dimensionalen Komptexes a! ~'+~) an, so sagen wir, dag 

a(~+~) ihn enthalte. 

Betrachten wir dann den y. dimensionalen Gertistring eines 
n dimensionalen Ringes Z und in ihm das Basiselement a~ ~), so gibt 
es ein bestimmtes Teilsystem der p. dimensionalen Basiselemente 
dieses Geriistes, dessen Elemente alle a! ~) enthalten. 

3 
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Der kleinste diese Elemente umfassende Ring S,(a (')) heist 

dann iJ. dimensionaler Sternring yon a (') 
Wit" wollen noch, ehe wir diese Oberlegungen verlassen, eine 

Anwendung des reziproken Ringes auf geometrische Mannigfaltig- 
keiten geben, die eine Erweiterung eines bekannten Resultates yon 
P o i n c a r 6  darstellt. 

Die dabei gezogenen Schltisse sind sicherlich nieht definitiv, 
sondern wollen nur die Riehtung des strengeren Beweises festlegen, 
wobei die Voraussetzungen, ftir welehe der Poincar6sehe  Satz selbst 
wie die eben angekiindigte Erweiterung richtig sind, genau heraus- 
gesehi~lt werden miissen. 

Es sei Z ein n dimensionaler geometrischer Komplexring, z.B. 
ein simplizialer Ring, dessen ? dimens. Komplexe aus nicht ausge- 
arteten ? + 1 Eeken eines euklidisehen B~v, N~n, zusammengesetzt seien. 

Die beiden folgenden Figuren stellen solche zweidimens. Ringe 
im euklidischen B2 dar, dessert Elemente Dreieck% Strecken und 
Punkte sind. 

In der Figur beaehte man vorl~iufig nut die roll gezeichneten 
Strecken. 

~ ' 

i i' 

Fig. 1. 

Die Bet ti sehen Zahlen des Ringes Fig. 1 sind h o -  1, hi =0:  h~--0 
, 2 ;, ho--1,hl=l,h~=O 

Um den dualen Ring eines solehen geometrisehen zu erhalten, 
ordnen wir jedem Dreieek einen seiner inneren Punkte zu, einer Drei- 
eckseite, die nicht dem (im iiblichen Sinne definierten) Rande des 
geometrischen Komplexringes angehSrt, die also Seite zweier benach- 
barter Dreiecke ist, ordnen wir einen Kurvenzug zu~ der die beiden 
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Pnnkte verbindet, die diesen beiden Dreieeken entspreehen (z. B. die 
diese Punkte verbindende Strecke). 

Einer Seite aber, die Rand nur eines Dreieekes des Komplex- 
ringes is% ordnen wir eine Streeke zu, die einseitig berandet ist dureh 

~  I 

i ! u . . . .  

"V 

Fig 2. 

den diesem Dreieek entspreehenden Punkt. Einem Punkte des Kom- 
plexes wieder sind jene zweidimens. Elemente zngeordnet+ die be- 
randel: sind dureh alle jene Strecken, die den Streeken zugeordnet 
sind, .die den betreffenden Punkt enthalten. 

Enthi~lt dabei ein o dimens. Element M<+) des Ringes E alas 
~--t dimens. 3T+ -1) 0, + 1 oder --1real, so soil das entspreehende 
+~--? dimens. Element M*(,~-.o> des dualen Ringes im entspreehenden 
n- -?§  1 dimens. Element M*(~--~ ~), 0, + 1 oder- - lmal  enthalten sein. 

Wir haben in Fig. I u n d  Fig. 2 die dualen Komplexringe ge- 
striehelt gezeiehnet. Die dutch Pfeile markierten Kurvenziige stellen 
eindimens. Zyklen dar, da ja die Endpunkte dieser Kurvenziige den 
daalen Ringen nieht angehSren. 

Die Be ttischen Zahlen des dnalen Ringes des Ringes tier 
Fig. i 
sind h* =0,  h~ =0,  ]71--1 und die entspreehenden der Fig. 2 
sind h~ =0 ,  h~ ~1 ,  h~ =1.  

Wir sagen, daft eine (z. B. in einem euklidisehen Rx liegende). 
n dimens. Mannigfaltigkeit 3s (n~N)  dureh einen n dimens, geome- 
t.risehen Komplexring (z. B. dureh einen simplizialen Ring) appro- 
ximiert ist, wenn folgende Bedingungen erftillt sind: 

1. Jeder Komplex des Ringes geh(~rt der Mannigfaltigkeit an. 
2. Jede unberandete ? dimens. Mannigfaltigkeit _~ dieser M~, 

: < n~ ist homolog einem ,o dimens. Zyklus des Komplexringes. 
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Wir nennen hier zwei unberandete ? dimens. Mannigfaltigkeite~ 
homolog, wenn es in der -Mn eine ?+ I dimens. Mannigfaltigkeit gibt. 
deren Rand die Differenz dieser beiden Mannigfaltigkeiten ist. 

Die ? dimens. Mannigfaltigkeiten lassen sich in Klassen so zu- 
sammenfassen~ dag die Elemente einer Klasse unter sich homolog sind. 

Sind die Bedingungen 1) and 2) erfiillt, so entspreehen dann 
diese Klassen den Klassen der ~ton Homologiegruppe des approxi- 
mierenden Ringes eineindeutig. 

Der Komplexring der Fig. 1 approximiert dann jede abge- 
sehlossene Kreisfl~ebe, die ihn enthNt, sein dualer dagegen die offene. 

Der Komplexring der Fig. 2 approximiert die Fl~iche eines ab- 
geschlossenen Kreisringes, sein dualer die des offenen. 

Verallgemeinern wir unsere t~berlegungen flit n dimens, geome- 
trisehe Komplexe, so erhalten wir das Resultat: 

Ist Mn eine dureh geometrisehe Komplexringe approximierbare 
Mannigfaltigkei L M~ die Menge ihrer inneren Punkte, M,., die Menge 
ihrer Randpunkte, die Punkte yon 2~ sind~ und ~.,  die Menge der 
tibrigen Randpunkte~ so stellt M~+M,., die duale Mannigfaltigkeff 
unserer 3I~=Mi+M~, dar. 

Ist M,~ unberandet, so ist 31,~=M~=0 und M~ fiillt mit seiner 
dualen Mannigfaltigkeit zusammen. (Letzteres Resultat stammt vo~, 
Poincard.) 

III. ABSCHNITT. 

Operat ionen an Ringen,  die die Homologiegrnppen unver-  
:~ndert  lassen. 

Es liege ein n dimensionaler Ring E vor, E1 sei ein n dimen- 
sionaler echter Teilring yon 21 E~ < Z, dessert Basissystem Tell- 
system ist eines bestimmten Basissystemes von E. Der Randring Z, 
yon Z~ sei n--1 dimensional und der Komplementring ~2 yon S~ ia 

demnaeh n dimensional: 
Von E~ nnd E~ setzen wir vorausS): 
1) ~ ist ein Nnllring, d. h. jeder ~ dimens. Zyklns yon ~,. f~r 

0 < ~ < n - - 1  sei in Z~ homolog Null. 
Ferner sei jeder nulldimens. Zyklus yon Z,~ der in Z homolog 

Null is L in Z~ homolog Null. 
2) Z~ ist ein Nullring, d. h. jeder ? dimens. Zyklus yon >2~ fiir 

0<,~<n sei in X~ homolog Null. 
3) Jedem nulldimens. Zyklus yon ~ entspreehe ein solcher in 

Z~, der mit ihm in Xx homolog Null sei. 
Die n--1 dimens. Zyklen des Ringes X~ haben eine Basis 

s) F a r  n ~ 1 fallen Voraussetzungen 1) and 2) weg. 
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deren Elemente als n- -1  dimens. Zyklen yon El nach Voraussetzung 
2) in V 1 homolog Null sindg): 

(59) C ~ = R  (A(%~,, i 1, . . . :,.. 

A d j u n g i e r e n  wi r  zum B'as issys tem yon Z~ die ~.Kom- 
p lexe  

~lll ~ - ~ 1 2  '~ " " " 

yon El, s o  e r h a l t e n  wir  ein B a s i s s y s t e m  fiir e inen neuen  
Ring  IZ~, des sen  H o m o l o g i e g r u p p e n  (also aueh  B e t t i s c h e  
und To r s ionszah l en )  fiir 0<n  mit  denen  des R inges  Z iden- 
t i sch  sind. 

Weitere Elemente als die yon (60) braueht man nicht zu ad- 
jungieren, da der Rand eines Elementes yon (60) naeh (59) bereits 
in Z~, also in V~ auftritt. (Die n - -1  dimens. Gertiste yon 2~ und Z a 
sind identiseh.) 

A(,O __ Die Elemente (60) sind linear unabhiingig~ da aus ~ - ~ i  --  

=0(')~ i = 1 , . . .  % durch Randbildung ~iC~-~)= O(~-~) i--1~.. .  :~; 
folgt, d. h. ~:~=0, i = 1 ,  . . . ~., infolge der Basiseigensehaft der Ele- 
mente yon (60). 

Jeder ,o dimensionale Zyklus yon X 8 ist wegen Zs<Z  ~ dimens. 
Zyklus yon Z, ist er in Xa homolog Null, so ist er auch in X homo- 
log Null. 

J e d e  K l a s s e  ? d imens.  Z y k l e n  yon X 3 ist d e m n a c h  Tei l  
e ine r  K l a s s e  d e r ?  dimens.  Z y k l e n  yon  X. 

Wir lassen nun umgekehrt ftir 0 < p < n  jedem ? dimens. Zyk lus  
yon V einen solehen yon Z 3 entsprechen. 

Sei C(Q) dieser ? dimens. Zyklus yon Z, so sei mit C(~) der ihm 
entspreehende yon X a bezeichnet, zu dem wir auf folgendem Wege 
gelangen : 

Indem wit C (-~ durch die Basis des Ringes X ausdrUcken, 
unterseheiden wir die drei Teilkomplexe yon C (~~ 

A~ Q) in X~--Z~ A~ O in Z~--Z~ und A (Q) in Z~. 

A(~ ) spalten wit seinerseits beliebig in zwei in Z, liegende 

Komplexe A (Q)~ nnd A (~ : A(~176 -- , ~ - - - ~ 2  und haben dann eine 
Zerlegung yon C(Q) 

9) Ftir n ~ l :  Die nulldimens. Zyklen vonEr, d i e h o m o l o g  N u l l  in Z, 
s ind ,  haben eine Basis r~ (~ i ~ l ,  ~,usw. 

Dabei berufen wir uns auf ein Resultat, das wir am Ende dieses Ab- 
schnittes in einer Bemerkung bringen: Die ? dimens. Zyklen eines Teilringes, 
die im Ringe homolog Null sind, bBsitzen eine Basis. 
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(61) 

(e) k, 

W. M a y e r ,  

C(o) , ~o) k (Q) wobei 

--  A(~ r + A (e) und  k ('~ - -  A (r + A (r ist. 
r l  " ' 2  - -  - - 2  r '~ 

Also ist 

(62') 

(62) R (C -)) = R (C)). 

(6~') (o) o (~-'~ = R (t~)) + R (k ; ) .  

Der ,:--1 dimens. Zyklus R(k~)), der in Z 1 und )22 liegt, ist 
somit ein Zyklus yon X~, und da er in Z homolog Null ist und 
, ~ - - l < n - - l ,  ist er nacli Voraussetzung 1) in Z,. homolog Null, d.h. 
es gibt in Z~ einen o dimens. Komplex k @~ , dessert Rand R(k~ )) ist: 

C(e) __ (o) k(e)  
1 ]~1 - -  r 

? dimens. Zyklus in Z 1 und wegen 0 < ? < n  ist nach Voraussetzunff 

2) C~ Q)~0  in Z~ also aueh c~0 in Z. 
Als den C(- ~ in Z 3 entsprechenden ? dimens. Zyklus definieren wit: 

(62") ~(o) _ k(.O) 4- k (Q) 
- -  2 ~ r ? 

tier im n--1  dinlens. Gertiste yon Z: liegt. 
Aus (61), (62') und (62") folgt: 

(63) C (e) --  C~ e) + C (e). 

Die Zerlegung (63) des Zyklus C(e) in eincn yon Z~ und einen 
yon Z2 ist nicht eindeutig, demnach auch nicht die Zuordnung 

Sei neben (63) : C(-~ ()~Q) + 0(~) eine solche zweite Zerlegung', 

also C~.O) tin Zyklus yon X~ und -~(.o) ein solcher yon X2. 
Dann folgt: 

~ o )  ~<.o) = C ) _  c~.o) 

wo links ein Zyklus yon Z~ und rechts ein Zyklus yon 2~ steht. 
Somit ist 

~(o)_ ~(o) = O;~(~ 

Aus (61) erhalten wir durch Randbildung: 
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ein ? dimens. Zyklus von Z~.. Ist p < n - - 1 ,  so ist t~'~('~ c,z 0 in 2~ (Vor- 

aussetzung 1) also C ( e ) c ~ ( e ) i n  22. 

Ist p = n - - l ~  so liigt sieh C(~ '~-~) dureh die Basis (58) linear 
darstellen: 

C(~. 1) = p i  C~ n-l) i = 1 . . �9 % 

wo 'aus i ,  folgt.  
Es gilt somit stets 

in E 3. 

J e d e m  pdimens. Z y k l u s  C (-~ ( 0 ~ p ~ n )  yon  Z s ind  somi t  
p d imens .  Z y k l e n  e iner  b e s t i m m t e n  Z y k l e n k l a s s e  yon  E 3 zu- 
$ e o r d n e t .  

Aus (63) wieder folj~t 

r C(o) ~(Q) ~(.o) . ~ in 2~ da C~ 

n a c h  Voraussetzung 2) in Z homolog Null ist. 
Es w i r d  a l so  j e d e m  p d i m e n s .  Z y k l a s  yon  Z ( 0 < p < n )  

die  l{:lasse lo) p d imens .  Z y k l e n  yon  v z u g e o r d n e L  d e r e n  
E l e m e n t e  ganz  in d e r  d i e s e n  Z y k l u s  e n t h a l t e n d e n  K l a s s e  
yon  2 l i egen .  

Wir ktinnen daraus aber noch nicht auf ein eindeutiges Ent- 
spreehen der ~ dimens. Zyklenklassen ( 0 < p < n )  yon Z und Z 3 sehliel~en, 
da. es ja  mSglieh witre~ da$ zwei versehiedenen p dimens. Zyklen 
C(-~ und C (~) die einer Klasse in z angeh~iren~ 

1 .2 

C:e) ~ C (-~ in Z 1 
- - 2  

dimens. Zyklen C(.o)v~ und C(2 e) yon Z3 zngeordnet sind, die in Z 3 ver- 
schiedenen Zyklenklassen angehSren. 

Fiir letztere beiden Zyklen mtifite dann gelten 

~ ( o ) .  -(~) 
~ C  2 in 2 (nach 64) aber C([) ~ P'(e~-2 in Z 3 . 

Betraehten wir dann den p dimens. Zyklus ~Z (Q) ~(.o) ~e~ 
~o gi~lte: 

(65) Z(~)c~z0 in Z, Z ~) ~ 0 in Z 3. 

Dann giibe es in v cinen Komplex k(-~ dessen Rand 27 (e) wiire. 

~o) .Die  Klasse ~: im Sinne yon ,~nur E lemen te  dieser Kl~sse% 
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( o §  Diesen Komplex denken wit uns in zwei Teilkomplexe k~ 

in Za und le~ +~) in Z+ zerlegt~ so dal~ dann 

Z(e) = R (gee,)) _+_ R (]c(~ e+~)) gelten miil~te. 

. ( e + D  R(]c~ ) k a n n  ke in  N u l l k o m p l e x  sein~ da sons t  Z(-~ 
in Y 8 wiire. 

Z + J -  R( t~  + ' )  R (.o+, = (k 1 ) wiire alto ? dimens. Zyklus yon 
~,.~ der aber in --,~ nicht homolog Null sein dtirfte, da dies wieder 
2(e)c~0 in Z a zm" Folge h~ttte. 

Es mtigte demnaeh (Voraussetzung 1) ? - -~ - - I  sein. 
= C (''-1) i--~ 1, . .  x, also R(k~~ Dann aber giilte R (k~)) io~ ~ , 

= R(T~A(~))~ 0 in Z3, woraus wieder 2(e) c~ 0 in S, folgen wtirde. 
(Widersprueh.) 

Es e n t s p r e e h e n  somi t ,  ftir 0 < ? < n ,  die O dimens .  Z y k l e n -  
k l a s s e n  yon Z und E 3 e i n a n d e r  e i n e i n d e u t i g  nnd dami t  
aueh die e n t s p r e e h e n d e n  H o m o l o g i e g r u p p e n .  

Diese Behauptung beweisen wir nun aueh ftir ?=0,  wobei zum 
ersten Male die Voraussetzung 3) in Kraft tritt. 

Sei C (~ ein nulldimens. Zyklus yon Z ( =  nulldimens. Komplex), 
to zerlegen wir ihn in seine drei Teilkomplexe (nulldimens. Zyklen) 
--(o) ~r, ,  ..... o ~ . C~ i n Z ~ - -  C~ in V2'--E~ und ~(o) in E~ 

~(o)  ~ ( o )  C(~ = (;(~ + - ;  + 

Zerlegen wit ~(o~ beliebig in zwei in g~ liegende Bestandteile: 
~,,o) = (;(o). ~(o) ~ -  ~2,  so erhalten wir 

(66) c +-_ c~'(~ + =~(~(~ wo qo = ~,~(o) + C:  nnd ~c/~ c T +  ~<o>~ ist 

Naeh Voraussetzung 3) gibt es in Z~ einen nulldimens. Zyklus 
~(o) (o) C~ , d e r  in Z~ mit C~ homologist: 

U 1 ~ L; r 

Wir ordnen dann C (~ den Zyklus 6'(2~ ) -+- 6'+ (o) yon N2 (also aueh 
yon v3) zm 

Sei ~ o ) +  ~o)ein zweiter C C~ so zugeordneter Zyklus yon ~ .  
Dann gilt 

-,(o) C(o) _ (7(o) C~O> (k~ 1)) und C (~ + ~ +(C~ ~ (~ + ~ + R  ebenso 

c +> = ~ )  + ~?>+ R (~('). 
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Daraus aber folgt 

(c(O) + O~0)) ((~,0) 

Links steht ein Zyklus yon Z~ und rechts ein Zyklus yon E~. 
Somit ist R (k~ ~) -(o) �9 --k~ ) iein nulldimens. Zyklus yon v ,  und da er 
in Z~ homolog Null ist~ so ist er (Voraussetz. 1) homolog Null in E~).  

Somit ist 

c(O)4_.~ _ ~r'~(~176 in Zr. also aueh in Z~. 

Also sind jedem nulldimens. Zyk!us C (~ von Z nulldimens. 
Zyklen einer bestimmten Klasse von Z~ zugeordnet. 

Was die Eineindeutigkeit der Zuordnung der nulldimens. 
Zyklenklassen yon Z und Z~ betrifft, so kSnnte es zwei Zyklen yon 
Z~ geben, die in Z, aber nicht in E 3 homolog Null wiiren [analog (65)]. 

Dann giibe es einen nulldimens. Zyklus Z (~ in E~, der in Z, 
aber nicht in Z~ homolog Null ware. 

Aus Z(~ (~)) folgt~ sobald man lc (~)--k~ (~)+_2k (~) setzt: 

Z(~ ~)) -4- R(k~)). R(k(~ ~)) ist dann nulldimens. Zykhs  yon 
Z,, und (Voraussetzung 1) homolog Null in Z,. Somit gilt Z(~ in 
Z3~ d.h. einen Zyklus Z (~ der beschriebenen Eigenschaft kann es 
nieht geben~2). 

Es e n t s p r e c h e n  somit  fiir ~ < n  die f dimens.  Z y k l e a -  
k l a s s e n  und  d e m n a c h  die e n t s p r e c h e n d e n H o m o l o g i e g r u p p e n  
der Ringe  Z und Y 3 e i n a n d e r  e ine indeu t ig .  

Was die n t~ Homologiegruppe betrifft, so sei 

(n) a(~0 (67) a('~), a~, 

die Basis der n dimens. Komplexe yon Z~. 
(60) n dimens. Komplexe yon Z~ sind~ so gilt 

Da die Elemente yon 

(68) Al~----io,.j a (~) i-~l~ ~, j : l ,  ~. 

Es sci nun vorausgcsetzt: 
4) J e d e r  n d i m e n s i o n a l e  Z y k I u s  yon Z en tha l t e  Basis-  

e l e m e n t e  der  Re ihc  (67) nu t  in der  Z u s a m m e n f a s s u n g  (68). 
Dann ist jeder n dimens. Zyklus yon Z ein solcher yon Z3 und 

auch  die n ~+" H o m o l o g i e g r u p p e n  d iese r  R inge  sind ident i sch .  

11) Hier ist n .~ 1 vorausgesetzt F i i r n  ~ 1 is t  RlkO)--lc(1)~ ein nulldi- 
~ 1 1 / 

mens. Zyklus yon ~ r ~  0 in ZI, also durch die C(~~ i----l, . . .  % darstellbar, so- 

mit ~ R(pi~(1)~ also ~ 0  in ~ .  
~ 1  i /~  

n) Ftir n = l :  R (1~(~ 1)) ist nulldimens. Zyklus yon Z r ~  0 in ZI also co0 in E~. 
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Sind die Voraussetzungen 1), 2), 3) und 4) fur das ~ dimens. 
Geriist Z eines N dimens. Ringes Z erfiillt und ersetzt man dieses 
n dimens. Gertist dm'ch den Ring E3, so entsteht aus ~ ein Ndimens. 
Ring Z3. 

Denn ist a ++~) ein n + l  dimens. Basiselement yon Z, so ist i 
_(n+lh R (% / ein n dimens. Zyklus yon Z (dem n dimens. G ertist yon ~). 

somit ein n dimens. Zyklus yon Zs, also in Zs enthalten. 
Damit ist die Ringeigensehaft yon Z festgestellt. 
Wir  b e h a u p t e n  w e i t e r  die Identi t~tt  a l le r  Homolog ie -  

g r u p p e n  der R inge  Z und Zs, 
Zu beweisen ist hier nur die Identitat der n ~+~ Homologie- 

gruppen. Nun ist jeder n dimens. Zyklus yon Z n dimens. Zyklus 
von Zs und umgekehrt. Ist C ('o ~ 0 in ~s, so ist er, da E~<Z sicher 
homolog Null in Z. Ist C(~)c~0 in v so gilt COO = R(k(~+~)), wo 
k('+ ~) ein n + l  dimens. Komplex yon ~i also aueh yon Zo ist, 
woraus CO,)c~0 in-Es folgt, q. e. d. 

B e m e r k u n g :  Wir erhielten den Ring ~s dutch Adjunktion 
tier Elemente (60) zum Basissystem des Ringes 2;.~. 

Bei aufmerksamer Lektiire unserer t~berlegungen aber tiber- 
zeugt man sich~ dafi man aus der Reihe der Elemente (58) jene 
hatte streiehen k6nnen, die bereits in Z~ homolog Null sind und 
demzufolge die entsprechenden Elemente der Reihe (60) ~). Um mSg- 
tiehst wenig n dimens. Komplexe aus (60) adjungieren zu miissen, 
wird man eine Basisdarstellung (58) der n--1  dimens. Zyklen yon 
E~ suchen, fiir die m~glichst viele Elemente bereits in E2 homolog 
Null sin& 

Naeh unserem Hilfssatz I sind wit in der Lage~ ein Basis- 
system der n--1 dimens. Zyklen yon v._~ aufznstellen, das das Basis- 
system (58) enthNt. Sei 

(69) C,(n--I) C~;--1) p(n--1) (,~(~,-- I) (~Ot--1) 
r~ ~ �9 - - ~ r ~  ~ .  @ I ~ . . . .  /~ 

dieses Basissystem. 
Ferner sei 

(70) ("-~) - - -  P+:-" N~ --yj ,  t+j (C! ~-~) --  Cq '-')~, fiir j = 1 , . . .  ~.~, 

i = 1 , . . .  ~ , j = l : . . .  3, 

ein Basissystem der n--1  dimens. Zyklen yon N~ homolog Null in 
E~. Jeder Zyklus yon E~ der in E~ c~0 ist, hat dann die Darstel- 
tung: 

(71) C ~'-t) ~'(~-~) ~"-~' ,. ----- 7~ ~v i =- ~i ::ji (/ ~ i = 1,, . . . . . .  z, j ----- 1 ~ ~. 

~s) Mit Ausnahme for die n~o Hoalologiegrappe. 



13ber a b s t r a k t e  Topolog ie .  31 

Da er in Z~ liegL mug 

(71 ~) w~y~.~:0 sein, ftir i = 1 , . . ~  z , j - - - - -~+ l ,  ~ . + 2 , . . .  I~. 

Ist ~ der Rang der Matrix ]lYJ~ll, i =  1 , . . .  -:, j - u . +  1, 
~. + 2 , . . .  ,~, so gibt kS "( = s--z unabhttngige ganzzahlige LSsungs- 
svsteme %, 7~, . ~ ,  die eine Basis -(~) (~> ~<~) , .  ,v I ,; 7 ~  ~ . . . Z ~ T = ] 3  " " " ~ ' )  

besitzen~ so da@ dann 

(72) Z C~-~) = 7~(") N} ~-~) , i = 1, . . . z, = = 1 , . .  7 
r ' ~  

eine Basis der Zyklen ist yon ~2~, die in ~22 homolog Null sind. 
Ftir dig Zyklen (72) gilt: 

(72') Z ~-~)~ ----- % C ~  - ~ ) , = = 1 , . . .  , , , j = l , . . .  % 

welches System wir dutch unimodulare Transformation tier Ele- 
mente (72) und (58) in die kanonisehe Gestalt bringen: 

(7~ ' ' )  Zr - -  ~ C "~- ' .  , ?~:~-- - -"  = "~ "~--'~,~, , . .  �9 2 ~'-',.Y = ~ C ~ - - ' .  

Nun lassen wir aber an Stelle des Basissystemes (58) das Basis- 
C ( n - l )  - �9 system ~j ,3  = 1 , . . .  % treten und in diesem streichen wit" alle 

Elemente C(? -~), ftir die e~ = 1 ist. denn sie sind bereits in X 2 homo- 
r d 

log Null. 

So k~nnen wir z. B., ohne die Homologiegruppen ? = 0, 1 zu 
andern, aus der Kngeloberfl~ehe eine Kalotte heraussehneiden. 

IV. ABSCHN1TT. 

Es seien v t u n d  Z~ echte n dimens. Teilringe yon Z~ deren 
Basissysteme in einem bestimmten Basissystem yon X enthalten sind, 
und welter solt jeder ? dimens. Basiskomplex dieses Systems yon 
E entweder in St oder in Z~ oder in S 1 und Z.~ enthalten sein. 

Mit }28 bezeiehnen wit den Durehsehnittring yon $1 und Z.,. 
Dann bedeute die symbolisehe Gleiehung: 

(73) , ' -  ( x , - -x~ )  + ( ~ - .  3) + ,z~, 

da$ jeder S dimens. Komplex yon Z eindeutig spaltbar ist in drei 
Teilkomplexe, die in Xx--Za, Z~--Za und in Z 8 liegen. 

Wir ordnen dann jedem p dimens. Zyklus yon Z einen : - -1  
dimens. Zyklus yon Z3 zu: Sei C@ dieser ? dimens. Zyklus yon Z, 
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so zerlegen wir ihn naeh (73) in seine drei Bestandteile: K (-~ i~ 

Z~--Za, h~ "~ in Zo--E~. und --sg(~ in Ya 

C @ -- K (e) + K(e) -t- K ('~ 
- - 1  ~ 2  3 " 

K('~) sp~lten wit willktirlich in zwei in E~ liegende Komplexe 
8 

R-(O 

H(e) K(e) K(-O) Huo) Setzen wir dann K (~) + K ('~ = __~ , + = so gilt ~ - 1  --31 --2 32 - ~ 2  

(74') C ~ ~--H~e)+ H~e), wo H~.Q. ) in ~, und H2 (e) in Z2 liegt. 

Randbildung yon (74') ergibt 

= s ( H :  -~ + R 

Somit ist C -~) = /~(H~ ~ = R(--H~ Q)) ein p--1 dimens. Zy- 
klus yon v der in E~ ,and in Z~ homolog Null ist. 

Wir  kSnnen  somit  j e d e m  ?d imens .  Z y k l u s  C(e) yon Z 
e i n e n  ?--1 dimens.  Z y k l u s  -aC(e-~) in E3 z u o r d n e n  (ftir ? ~ 0 ) ,  
der  in Z~ und in Z 2 homolog  Null ist. Diese Zuordnnng ist 
ebenso wie die Spaltung (74') yon C(r nicht eindeutig. 

Ski C (e) = H~e) + ~(.o) eine zweite solche Spaltung, so folgt dann 

H C~) -~(Q) -~(~o) H (e) - - H  (Q) H (~) ein ~ dimens. Komplex in 
- - - - 1  - -~  - ~ 2  - - - - 2  - - - - 3  , W O  - - 3  

E~ ist. 
Somit gilt R (H: ~)) - -  R (H~) )=  R (H~)), d. h. C -1)z~z C -t)  

in E~. 
A l l e a u f o b i g e W e i s e  e inem Z y k l u s  C(~) you Z zugeord-  

(~ 1) ~(o-1) gehSren  e ine r  b e s t i m m t e n  n e t e n Z y k l e n  C a -  , ~ , . �9 . 
Z y k l e n k l a s s e  yon Za an. 

Diese Zyklenklasse hat die bemerkenswerte Eigensehaft, da~ 
jeder ihrer Zyklen homolog Null ist in E 1 und in Z~. 

Die G e s a m t h e i t  a l l e r  d iese r  Klassen  s te l l t  e ine  Un- 
t e r g r u p p e  dar  der  ?--1 re" H o m o l o g i e g r u p p e  yon  Zs, wi r  be- 
ze ichnen  sie mit  l,a. 

Ihr Einheitselement ist dig Ktasse der ~--1 dimens. Zyklen 
yon Z~ homolog Null in Za. 

Def in i t ion :  Wir nennen einen ? dimens. Zyklus yon Z einen 
A-Zyklus, wenn er sich als Summe darstellen li~l~t eines ~ dimens. 
Zyklus yon Z1 und tines ~ dimens. Zyklus yon E~. 



~ber abstrakte Tol)ologie. 33 

J e d e r  ? d i m e n s .  Z y k l u s  yon  Z h o m o l o g  b~ull in Z ist  
ein A-Zyklus .  

Sei C (Q) dieser Zyklus~ dann gilt C (e) -- R (K (Q + 1)) _ R (K~ ~+1)) + 

Jl- R ( J ~ 2 Q + I ) ) ,  W 0  K ( Q + i )  - ' -  K~Q+1) + K~ e+l) die Spaltung yon K(e§ 
in einen Komplex yon Zt und einen yon Z~ darstellt. Nun ist 
R (K~ e +~)) (:(e) und K~ j --1 ~2 " 

(Wit k~innen demnach die letzte Behauptung schiirfer formu- 
lieren: J e d e r  ? d imens .  Z y k l u s  yon Z c~0 in Z i s t  als  S u m m e  
d a r s t s l l b a r  e i n e s  ? d i m s n s .  Z y k l u s  yon Z1 c,c0 in Z1 und  
e ines  ? d i m e n s .  Z y k l u s  yon  Z2 c,~0 in Z~.) ~ 

Daraus folgt: Enthiilt eins Zyklenklasse der ?t~ t]omologie- 
gruppe yon Z einen A-Zyklus, so sind alle Elemente A-Zyklen. 
Eine solehs Klasse hsifie eine A-Klasse. 

Die G e s a m t h e i t  d s r  A - K l a s s e n  der  ? t~ 'Homolog ieg ruppe  
yon ~, s t e l l t  e ine  U n t e r g r u p p e  dar  d i e s s r  Grupps ,  wir  be- 
z e i s h n s n  s ie  mi t  F. 

Z e r l e g e n  w i t  die  ?to H o m o l o g i e g r u p p e  yon Z v e r m i t t e l s  
d i e s e r  Un te rg ruppe~  so sei  mi t  F die e n t s p r e s h e n d s  F a k t o r -  
g r u p p e  beze i chns t .  

Jsdem ?--1 dimens. Zyklus C (e-l) yon Z~ dsr in Z~ und in Z~ --3 
homolog Null ist, entspricht stets ein ? dimsns. Zyklus C(e)~ dem er 
zugsordnet ist. 

Denn nach Annahme gibt es in Z~ wenigstens einen ? dimens. 
Komplex K~ "~ und in Z~ einen solehen--K~e)~ dag 

= R (K: = R ( - - K :  ist. 

Dann ist K~ e) + K~ e) = C ('~ ein ? dimens. Zyklus, dem die 

Zyklenklasse yon Zs~ die C~ -1) enthiilt, zugeordnet ist. 

Aber auch die Zuordnung C(~ Q-l) - - ~  C (e) ist nicht eindeutig. 

Seisn K~e)in Y~I und- -K~e)  in Z~ zwei weitere ~ dimens. 
- ( Q )  - ~ c Q )  _ ~(~) Zyklsn, deren Rand C(~ Q-l) ist. Setzen wir dann K 1 + __~ - -  , 

so gilt ebenfalls dis Zuordnung C ~ - 1 ) ~  C(e). 

Nun ist C(e)--C(~)= (K~)--~:~ e)) + (K~e)--K~e)). 
Da absr R(K~ ~ --  R(_~: e)) und --R(K~ e)) -- --R(K~ Q)) gleich 

~e-1) ist, so ist K~e)--/~ e) ein ~ dimens. Zyklus yon Z~ und 

K(e)--h~(e) ein solcher yon Z 2. 2 ~ 2  

Dahsr ist C(e)--0 (e) sin A-Zyklus. 
Monatsh. ftir Mathematik und Physik. XXXVI. Band. 3 
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Somit  en t sp r i ch t  j e d e m  ~d imens .  Zyk lus  yon Z~, tier 
in s und in Z.o homolog  Null  ist, e ine Gesamthe i t  yon 

dimens.  Z y k l e n  in Z der Eigenschaf% dag die D i f f e renz  
j c  zweicr  Zyk len  d iese r  G e s a m t h e i t  ein A - Z y k l u s  ist. 

(D. h. diese Gesamtheit ist in einem bestimmten Elemente der 
Faktorgruppe F enthalten.) 

Seien jetzt C~ e-~) und C~e-~) zwei Zyklen einer Klasse yon 

F~, d. h. es seien C~ -~) und ~(e-1) ,~--1 dimens. Zyklen yon Za homo- ~ a  

log Null in Z~ und in Z.~ und _~(e-~)a sei in Zs _~C (~-~) homolog. 

Dann gilt C(Q-~) = : a  R(K1 (+)) = R(- -K~ e>) 

~,o-1) = R (K~e)) : R ,(--K-(%2, nach innahme. 

Also folgt ftir die zugeordneten ? dimens. Zyklen yon Z 

(C(~) K <~ ~(~) d(~)--~(Q) --(~) = i +--:,- ----I +K:): 

_ _  --_ - -  ( K ( e ) ~ ( %  
c(o, .~(o, ( < ~ , _ g ~ o ) )  + ,_~  --:  ~. 

Da weiter C(-~ ~(e-~) in Za vorausgesetzt wurde, so gilt 8 ~ 3  

(I,. (% R ( - - K  (Q) --@ = R(K(% R ( K ?  )-~:-~ = R ,  < ,  ~r , .~ + K~ ) ~ ~.  

Somit folgt 

C(o) ~(o) (~) --(o) (~), (/((e) ~(e) (~) C(Q) -- --(K~ --K~'--K~ )+,_2 ----.0 +K~ )=C (Q)+ 
--I --2 " 

Es e n t s p r e c h e n  aiso den ?--1 dimcns .  Z y k l e n  e ine r  
K la s se  yon F3 ~dimens.  Z y k l e n  in Z~ die a l le  in e inem 
E1emente der F a k t o r g r u p p e  F e n t h a l t e n  sind. 

Seien umgekehrt C @ und ~(o zwei dimens. Zyklen yon Z, 
d i e  zu einem Elemente dieser Faktorgruppe F gehSren. 

Dann gilt nach Annahme C@--C (~)- C~'~ C_~(~)~ wo C~ ~) in 
Z 1 und C (~) in Z2 liegt. --2 

Nun sei C (e) und ~(e) in Bestandteile y o n  •1 und ~2 zerlegt: 

Dann gilt die Zuordnung 

c (~ - - ~  R ( K ~  ~)) = R ( - - I ( %  ~(~) - -  
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Co) --@ (e) C @ sehliefien wir Aus (K (~) K(e)~+(K~'- -K~ )----C~ + _~ 
1 - -  1 / 

K ( e )  ~(Q) C~(e)_ ~(Q) , ~ ( e )  m ~@--h'(e) h ~(e) ein p dimens. 

Komplex yon Za ist. Randbildung hat dann 

R (K(~~ ~)) "- R(K~ Q)) zur Folge, d.h. 

s R i .  

Den ? dimens.  Z y k l e n  e ines  E l e m e n t e s  der  F a k t o r -  
g r u p p e  F e n t s p r e c h e n  somi t  ?--1 dimens.  Z y k l e n  yon  Es, 
die  in e inem E l e m e n t e  der  Gruppe  Fs l iegen.  

Aus den beiden letzten Resultaten folgt dann: 
Die E l e m e n t e  der  F a k t o r g r u p p e  F u n d  der  Gruppe  F 3 

e n t s p r e e h e n  e i n a n d e r  e i n - e i n d e u t i g .  

Da noeh arts C (~) - - ~  C~ ~-1) und C (~) - - ~ "  ~ - 1 )  

C@ + ~(e) _ _ . ~  C~e-1)+ ~o-~) folgt, so gilt der Satz: 

Die Gruppen  F u n d  F 3 sind e in s tu f ig  i somorph  be- 
zogen.. 

Wir wollen nun eine Relation herstellen zwischen den Bett i -  
schen Zahlen der Ringe E~, Z2, Z~ und Z. 

Wit haben bereits festgestellt, dag jeder ? dimens. Zyklus in 
Z homolog Null in Z sich als Summe darstellen liigt clues ? dimens. 
Zyklus in Z~ homolog Null in E~ und eines ? dimens. Zyklus in Z~ 
homolog Null in Z~. 

Ist demnaeh 

(76) 7~7(e) N(Q) N @ eine Basis der ? dimens. 
~ ' 1  ~ ~ ' 2  ~ " ' " [~Q 

Z~ c~ 0 in E 1 
und 

Zyklen yon 

M @ eine Basis d e r ?  dimens. Zyklen yon 
%o 

Z2 c,z 0 in Zs, 

so ist jeder ? dimens. Zyklus in Z homolog Null in Z durch die 
GrS~en der Reihen (76) und (76') linear darstellbar. 

Welter kSnnen wir nach Hilfsatz I eine Basis der ? dimens. 
ZyklenL yon Z1 und eine solehe der ? dimens. Zyklen von Z~ bilden~ 
die ganz eine Basis der ? dimens. Zyklen yon Z 8 enthalten. 

Es sei 

(77) C~ (~ C (e) C @ diese Basis der ? dimens. Zyklen yon E~, 

3* 
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(77 ' )  ~Lo) C c~ ~(~) . .  C (~ die betreffende der ? dimens. 
"I i ~ �9 . . [3 e ~ ~ + i  ~ �9 a e 

Zyklen yon r.~ und 

~ ~ . . . .  ~o, ~e+~, . . .  ~e die betreffende der ? dimens. 

Zyklen yon Z~, wo C ( e ) :  C @ ftir k - - 1 ,  ~e ist. 
k k ' ' " 

Dann gilt 

(78) 
N(o)_a(~) ~(e)  . . .  / c ~ l ,  . . z% ~ - -  ~ ~ , j = l ,  % . 

= h = l ~  / = 1 ~  . ~ h ~  ~ ~ . . . V ~  �9 �9 ~ 0 "  

Die ? dimens. Zyklen N (~) und M (0 
nieht linear unabh~tngig. 

Aus 

sind nun im allgemeinen 

M ( e ) = O ( e ) ~ j = l  . . .  h = l ,  . . .  (79) pj N) ~) + ~h --,~ , u~, re, 

folgt naeh (78), da die Zyklen 

(80) ~(~) ~(Q) C (-~) C(Q) C(Q) ~(Q) 0(~) 

linear unabhgngig sind~4), das System: 

(81) 

pj  a @ b(~ ) ).~ + q h  h ~ = O ,  k = l ,  . . .  ~e 

p~. a (Q) - - 0 ,  s , ~ + 1 ,  
j s  - -  ~ "'" ~'Q~ 

qh b~, ) = O, t = ~ + 1, . . . %. 

j = l ,  . . .  %, h = l ,  . . .  %. 

54) Lineare Abhingigkeit der Elemente yon (80) h~tte ~ ah C @ ) =  
" h  1 h 

- -  ZQ bt ~re )  f l i n k s  
- -  t= f~o+t  r zur Folge. Aus dieser Relation folgt, dab der Zyklus J rechts in ~t 

und Y'2, also in Z 3 liegen maiite. Demnach g~lte Z~ bt ~ ( 0  f~o 
t = l ~ + l  t - - d = l  e] j , 

was, da (77") eine Basis ist, bt = 0: t = ~-]-1~ . . .  ee, zur Folge hat. Damit 

aber gilt ~e at~C~~ was a h = 0 ,  h = l ,  . . .  % zur Folge hat. 
h = : ! _  
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Sei % der Rang des Systemes (81), % ~ u e +  v.o, so gibt es 
genau u~+%--% unabhiingige Relationen (79), d. h. yon den 
u~ + v o Zyklen N~ e), -'~hM(e) sind (uQ + Vo)--(u~. + v~--%) - -  % linear 
unabhiingig. 

Wit  erhalten auch sofort eine Basis der p dimens. Zyklen in 
Z homolog Null in Z, wenn wir durch unimodulare Transformationen 
der Elemente (80) und der N (e) und M ('~ das System (78) in kano- j - ' - h  

nisehe Form bringen. 
Bezeiehnen wir mit ~(~) ~(Q) '~(~) das neue Basis- ~ ~ ~ ~ �9 �9 �9 ~ a o - F e ~ - - I ~  ~ 

system (80) und mit ~.~(~), ~i~(~), " ' "  ~.o+'~r(~) das unimodular trans- 

formierte System der N (e) und M (-~ j _._~, , so tritt an Stelle (78): 

(82) 2 (~) C~Q) i = 1, c~ + 0, i " - -  c i  i ~ " ~ " f i e ,  

wogegen N(~) : 0 (e) ist, fiir v : 1, 2, %-k--c " " " 

Da sich aber jeder ? dimens. Zyklus yon Z homolog Null in 

Z durch die N(~)i, i = 1, . . uQ + v~, ausdrtieken liiftt und 5"T(~ ) .~ • ~ ---- 0(~) 

ist, SO ist 

eine Basis der ? dimens. Zykten yon Z homolog Null in Z. 
S.omit is t  % die  B a s i s z a h l  de r  ? d imens .  Z y k l e n  in 

b o m o l o g  Nu l l  in Z. 
Wir schreiben die Relation (79) in der Form: 

(84) F(e) - - p j  N (~) = M (~) - - q h  - . -~,  j - - l ,  . . .  uQ~ h = l ~  . . .  vQ. 

F(~) ist der allgemeinste p diraens. Zyklus~ der in Z 1 and g4, 
also in g~ liegt und in Z1 und Z~ homolog Null ist (d. h. das all- 
gemeinste Element einer Klasse yon F3). 

Aus (8[) gewinnt man ein Basissystem aller ganzzahligen 
Li3sungssysteme yon (8[): 

(85) (t)p:~ (oP2, - . .  ( t)p~ (t)~/~, ~(~)~, . . .  (t)q~,o 

t - -  1, 2, . . . u o -F v ~ - - %  und entsprechend ist 

(86) (~)F (-~ (oPj N(~) ~t<e) ~. - -  <t)qh j i =  1, . . h - -  1 , . . .  % 

eine Basis der ? dimens. Zyklen yon )23, die in g~ und Z~ homolog 
Null sind. 
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Bezeiehnen wir mit -% die BasiszahI der ~ dimens. Zyklen yon 
Z 8 homotog Null in Zt und Z~ so gilt: 

(87) % -" ue + vo--%. 

Die D i f f e r enz :  Bas i szah l  der  ~ dimens.  Z y k l e n  yon  Z1 
c~z0 in v p lus  Bas i s zah l  de r  r d imens.  Z y k l e n  yon Z2 c~z0 
in Z~ minus  B a s i s z a h l  der  ~ dimens.  Z y k l e n  yon Z c~z0 in 
Z ist  g le ieh  der  Bas i s zah l  der  ~ dimens.  Z y k l e n  yon  Z3 
homolog  Null  in Z~ und Z 2, 

Es sei nun 

(86 ~) (t)F(~-~): t ---- 1 ,  �9 �9 �9 "~Q--1 

eine Basis der ~--1 dimens. Zyklen yon Z.3 homolog Null in Z~ und 
Z~ und 

(86") (~)p(,o-1) s : 1~ . . . wQ-1 

eine Basis der ~--1 dimens. Zyklen yon Z~ homolog Null in }23. 

Dann gilt: 

(88) (,)p(e-1) = d(s~ - 1 )  t t )F(Q-1)  3 = 1,  . . . w ~ - l ~  t "-- 1, . . . %-,~ 

denn jeder ~--1 dimens. Zyklus c, z0 in Z a ist nattirlich auch c~z0 
in Z~ und Z~. 

Das System (88) bringen wir dutch unimodulare Transformation 
der Elemente (86') und (86 ~') in die kanonisehe Form: 

( 8 8 / )  ( 1 ) P  (~~ = d l  (1)1"~(~~ �9 . . (w e 1) ~O(Q-l> - -  (~wQ_l (wQ--1)I"~'(Q--1) 

(88') sind dann die definierenden Relationen der Elemente der Gruppe Fa 
in bezug auf die Basis 

(89) (t)l~(Q-1)~ t ~ 1~ . . . "%-1. 

Sei nun 

(90) (o['(~), t ~ l ~  . . .  %-1 

der dem ~--1 dimens. Zyklus (oil'(Q-I) c, z0 in Z1 and Z~. zugeordnete 
z dimens. Zyklus yon Z. 

A d j u n g i c r t  man d iese  %_~ E l e m e n t e  zu den ~ §  
- - ~  E l e m e n t e n  der  Re ihe  (80), so erhi~It man % + ~ - - , ~ t §  
+ % - 1  ~ dimens.  Z y k l e n  in Z der  E i g e n s c h a f t ,  dal~ j e d e r  
p dimens.  Z y k l u s  in Z durch  sie l i n e a r  d a r s t e l l b a r  ist. 
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Denn sei C(e) ein beliebiger ? dimens. Zyklus in Z und C (~--~) 
- - 3  

der ibm zugeordnete ? - - 1  dimens. Zyklus in E~, der also in Z~ 
und E. homolog Null ist, so gilt 

C(Q-1) (t)[[~(~--l): t--- 1, 3 ----: at  �9 �9 �9 % - 1 .  

Dem Zyklus at (o Fie-~)sind dann in Z der Zyklus C(Q) und aueh 
der Zyklus at ~t)F(~) zugeordnet. Somit ist 

C ( o . ) - - a t  ( t )F  (Q), t - -  1 ,  . . . "7.o--i 

ein A-Zyklus und somit dnreh die Elemente der Reihe (80) linear 
darstellbar. Aber d iese  % + % - - ~  + %_~ ,o d imens .  Z y k l e n  
s ind  n i e h t  l i nea r  unabh i ing ig .  Denn aus (88') folgt, daft 

~ s - - 1 ;  . we_~ fiber s nicht summiert 

ffir jedes s =  1 , . . .  we_~ ~ ein A-Zyklus ist. Daher gilt: 

(91) d~(~)F@=b~hC (~ h = l . ? ,  % + % - - ~ e ,  s = l ,  wQ_~ 
h ' , " " " " " ' 

[in (91) baben wir die Zyklen der Reihe (80)fortlaufend numeriert]. 

Umgekehrt folgt aus E2t (oF @ -- E c~ C~ -~ die Relation Y~ p, ~' - 
t i n 1  h-~1 t = l  

in Ea~ demnaeh naeh (88') 

p t ~ q t d t  (iiber t nieht summiert), t =  1 , . . .  wr 

pt -- O~ t > w~-t. 

Somit sind (91) die einzigen Beziehungen zwisehen % + %--  ~r + "~'Q--1 
dimens. Zyklen und sie sind [man beaehte die Matrix (91)] linear 

unabhSngig. Bezeiehnen wir nun fortlaufend numerierend mit 8(o) v h 

h : 1 ~ 2 ~ . . .  ~ o + % - - ~ + ' r ~ _ ~  diese ? dimens. Zyklen, so hat 
das System (91) die Gestalt: 

(92) c~Ch(e)=O(Q), S - - 1 , . . . w e _ l  , h = l , . . .  %+s.o--~e-l-%-1. 

Dureh -unimodulare Transformation der c, (~ bringen wir (92) in die v h 

kanonische Form: 

(93) cl -1 co "~2 ~ 0('~ . e,~ . 0  (~~ = 0 @, 
~ �9 , Q_• wg__ 1 
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woraus, da die ci, i ~  1 , . . .  w o-~, yon Null verschieden sind: 

(93') (~,(o ~ 0(c), s ~ 1, . . .  w~_~ folgt. 
8 

Somit ist 

(94) 

ein System yon ? dimens. Zyklen yon Z, zwischen denen es keine 
lineare Beziehung mehr gibt, und durch das jeder  ? dimens. Zyklus 
linear darstellbar ist. (94) is t  s o m i t  e in  B a s i s s y s t e m  de r  
? d imens .  Z y k l e n  yon  X. 

Da % ---- u(~o) + v ~ -  % die Basiszahl der ? dimens. Zyklen yon 
homolog Null in Z ist, so ist h~(x), die ?t~ B e t t i s c h e  Zahl yon Z 

he(x) ~ % + % - -  ~e + v o-~ - -  w~_~ - -  u ( o - -  v~ + %.  

Mit  yQ b e z e i e h n e n  w i r  die  D i f f e r e n z  % - - w Q ,  d. i .  d ie  
B a s i s z a h l  de r  ? d imens .  Z y k l e n  y o n  Zs c~o0 in ~1 und in Z. 
m i n u s  de r  B a s i s z a h l  der  ? d i m e n s .  Z y k l e n  y o n  Z3 e,z0 
n ~ .  

(95)  7.0 = % - -  w~. 

Dann gilt 

h=o(~) = ( ~ o - -  ~ . )  + G - -  ~ )  - -  G ~ w~) + ('7_o-- w o) + ( ' 7~_~- -  w~_~), 

also 

(96) I h o(x) --h.o(x0 + h~(x~)- h~(x~) + 7o + "&-~. 

In (96) bedeutet hQ(x 0 die ?to Be t t i s che  Zahl des Ringes v. 
~ 1 7  2 ,3 .  

B e m e r k u n g :  Die Formel (98) gilt, wenn man 7-1----0 setzt 7 
aueh ftir ? - -  0. 

Denn ist % die Basiszahl tier 0 dimens. Zyklen yon E, 

~0 , , ,, , , , ;~ Y~s, so ist 
z o + ~ o - - ~ o  ,, ,, ,, :, , ,, :, Z und 

v ~ O i n 2  ~ 0  ~--- ~ o  "4- ~)0 - -  '70 ;~ n n ~ ~, ~; , - "  , 

Somit ist 

ho(~) = (% - :~-o) + (*o - -  %) - -  Oo - -  ~*o) + (*o - -  ~o )  

ho(x,) + ho(x~) --h0(x~) + yo. 
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Neben 7-1 = 0 ist aueh % = 0, da es j a  im n dimens. R i n g e  
E keine n dimens. Zyklen homolog Null gibt. 

B e i s p i e l :  Zwei gebogene RShrenfiiiehen Z~ und Z~ seien laut 
Figur tibereinandergesttilpt. Sie bilden zusammen die Ringfiiiehe Z. 

~3 besteht hier aus zwei getrennten R6hrenstiicken. 

t 
F i g .  3. 

Es ist hier: h2(~) ~ 1, h2(:~,) = h2(~) = h2(~) --  y~ = 01 ya ~ 1 

hl(:~) ~ 21 hl(:~,) = hl(~) --  1, hl(~O --  2̀  ̀7a = 1, 7o = 1 

ho(~) = 1, ho(~,) = ho(~) -- 11 ho(~) = 2, Yo = 11 7-1 --  O. 

B e m e r k u n g :  Die Relation (96) hiitten wir aueh folgender- 
mafien herleiten kSnnen. Es sei G eine kommutative Gruppe und A 
eine Untergruppe yon G. Wir zerlegen G mittels A in Nebengruppen 

G = (A + ho) + (~ + hi) + (A + t,~) + . . . ,  

die als Elemente betraehtet eine Gruppe, die Faktorgrnppe yon G 
in bezug auf A, bilden. 

Es sei nun A (d. h. die Elemente yon A) darstellbar durch 
r Elemente 

al 1 a 2 , . . ,  ae.1 

zwisehen denen ~-1 definierende Relationen 

Cpl ai ~ -  0~  p ~ 1`` . . . ~1  `  ̀ bestehen mSgen. 

Desgleichen sei die Faktorgruppe durch ,~ Elemente darstellbar 

A+hll A+h~, . . .  A+h~, 

mit ~l definierenden Relationen 
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Wir  b e h a u p t e n  dann,  daft die E l e m e n t e  yon G du t ch  
:~+~ E l e m e n t e  d a r s t e l l b a r  sind, zwischen  denen  : q + ~  
d e f i n i e r e n d e  R e l a t i o n e n  bes tehen .  

Beweis: Irgend ein Element yon G ist in einer Nebengruppe 
enthalten und hat daher die Form a + h .  Ftir A + 7~ gilt die Dar- 
stellung 

A + = e , (A  + h,) = t ,  . . .  

Nehmen wir in A + h~ das beliebige Element ai + hi (z. B. 0 + hi = h~), 

so ist ~ ei (at + hi) sieher in  A + 7~ enthalten~ also gleieh a + h. 
i-~-1 

Ferner ist (a + h ) - -  (a + h) = a, - -  ~ = E ~ at, also 
i=1 

Da aber a~ durch die a: selbst linear darstellbar ist, so folgt 
hieraus, dal~ jedes Element yon G dnreh die ~ § ~ Elemente ai und h~ 
linear darstellbar ist. Zwischen diesen :~ q-~ Elementen bestehen 
als Relationen: 

Cpi ai --" 01 iO "~ 1 . . . .  gl  

dqs(-6 s + hs) = Nullelement, d.h.  Element yon A = f~tat, oder 
dqshs - - f ca t ,  9 - - 1 , . . .  ~I., q. e. d. 
In unserem Fall ist G die ?to Homologiegruppe yon Z, A die 

Grappe F u n d  F die Faktorgruppe. 
Daher ist :,.=:% + %--~e~ •1 "--" aQ, ~"--~'~O--I,  ~ I - ' - W Q - - I  �9 

= he(~ 0 + hQ(x,) - -  hQ(~) + y~ + u 
(Eingegangen: 16. XI. 1927.) 


