Uber abstrakte Topologie.

Von Walther Mayer in Wien.

Diese Arbeit heifit abstrakte Topologie, weil die Komplexe,
von deren Eigenschaften gesprochen wird, keineswegs irgend welche
geometrische Gebilde sein miissen, sondern abstrakte Dinge sind,
die einem sechs Axiome umfassenden Systeme zu geniigen haben.

Wenn also auf Anschaulichkeit anch Verzicht geleistet wurde,
s0 gewinnen dadurch die Uberlegungen nnd Resultate an Exaktheit.

Der erste Abschnitt definiert die wichtigsten Invarianten eines
Komplexringes, wobei ich einen Komplex als Ring bezeichne, so-
bald ich ihn als Inbegriff seiner Ecken, ein- nnd mehrdimensionalen
Seiten. auffasse.

Im zweiten Abschnitt wird dann der Begriff eines Unterringes
eines gegebenen Ringes erklért und anschliefend der Komplement-
ring und Randring eines solchen Unterringes definiert. Diese Begriffe
gestatten dann geometrische Probleme zu behandeln, was im dritten
und vierten Abschnitte geschieht.

Im dritten Abschnitt wird das Problem der Unterteilung eines
gegebenen kombinatorischen Komplexringes behandelt, und zwar
das inverse Problem, unter welchen Umstiinden man gewisse Kom-
plexe eines gegebenen Komplexringes zu einem Komplexe vereinigen
darf, ohne die Homologiegruppen des Ringes zu veriindern.

Der vierte Abschnitt behandelt einen Zusammensetzungssatz,
ndamlich die Frage nach den Homologiegruppen eines Ringes X
der als Summe zweier seiner Unterringe X, und X, gegeben ist.
Von Interesse diirfte die Beziehung (96) zwischen den Bettischen
Zahlen dieser Ringe sein.

Im zweiten Abschnitt wird ein Beweis einer Verallgemeinerung
eines bekannten Poincaréschen Resultates skizziert.

In die Topologie wurde ich durch meinen Kollegen Vietoris
eingefithrt, dessen Vorlesung 1926/27 ich an der hiesigen Univer-
sitit besuchte. In den vielen Gespréichen iiber dieses Gebiet hat mir
Herr Vietoris eine Fiille Anregungen gegeben, fiir die ich ihm
meinen besten Dank ausdriicke.
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I. ABSCHNITT.

Der Komplexring X.
Wir definieren den Komplexring als einen Inbegriff von Din-
gen, die wir Komplexe nennen.
Jedem Komplex ist eine ganze Zahl o zwischen Null und »

O0=p=mn

zugeordnet, die wir die Dimension des Komplexes nennen.

Die Zahl » heifit die Dimension.des Ringes.

K© bezeichne einen p dimensionalen Komplex.

I. Axiom: Es bestehe eine Operation zwischen den
Komplexen des Ringes X. Die p dimens. Komplexe in X
(0=p=mn) seien in bezng auf jene Operation Elemente
einer kommutativen Gruppe, { K@} bezeichnet.

Wir wollen als Operationszeichen das 4 -Zeichen verwenden
und demgemifi die Operation Addition nennen.

Das Nullelement der ¢ dimens. Komplexe sei 0@ bezeichnet.

II. Axiom: In der Gruppe { K@} gebe es kein von 0@
verschiedenes Element endlicher Ordnung.

Aus t k@ = 0@, ¢ ganze Zahl = 0, folge also stets k@ = 0@,
Seien dann endlich viele, z. B. © (v ganze Zahl), o dimens. Kom-

plexe o, a2, ... /¥ von ¥ gegeben, so bildet die Gesamtheit

der Komplexe
Cpid®, i=1,. .. 1),

p: ganze (positive oder negative) Zahl eine Untergruppe von { K@ }.
IIT. Axiom: Es gebe in ¥ zu jedem p (0 <p=n) ein
System von endlich vielen ¢ dimens. Komplexen

@ (0 (@)
(1) @y Gy, .. o,

der Eigenschaft, daf jeder ¢ dimens. Komplex in X in der

Gesamtheit
f}idf.g), i=1, ...~
enthalten sei.

Unter allen Systemen (1) dieser Eigenschaft gibt es solche mit
einer Minimalzahl von Elementen. Sei «, diese Zahl (sie ist bei
gegebenem Ringe X eine Funktion von ), so wollen wir ein solches
System
1) a?, a2, . .. al

eine Basis der ¢ dimens. Komplexe von X nennen.

Yy Uber gleiche Indizes ist — wo nicht ausdriicklich das Gegenteil ver-
langt wird — stets zu summieren.
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Wir zeigen nun, daf jeder o dimens. Komplex K@ in X in
eindentiger Weise mittels der Basis dargestellt wird.

Aus K@ = a(g) =q; 0 EQ), = 1 .. %, fO]g’t 0@ = (ij—gz)

Q) ___ (Q)

o, =T af. ), wo m; = p; — q; bedeutet. Nun folgt aber aus 0@ =r=,q

(0)

7;=0. Denn durch unimodulare Transformation der a;” Konnen wir

0@ =x; ai.’ in die kanonische Form E, ‘i@ = 0@ bringen, wobei

@f.g), i=1,...q, eine neue Basis der ¢ dimens. Komplexe in X und

E, der gemeinsame Teiler der Zahlen =; ist. Aus E, 4 = 0@ folgt

aber nach Axiom II entweder d(g)_.O@ was unmdglich ist, da es

sonst eine Basis der p dimens. Komplexe in ¥ von a2— 1 Ele-
menten gibe (%@’ i=2, ... a), oder E; =0, d.h. dann = =0,
q. e. d.

Die Eigenschaft einer Basis, die Komplexe eindeutig darzu-

stellen, ist fiir die Basissysteme charakteristisch.
(Q) (@)

Denn sei oy . a2 ein System dieser Eigenschaft, so folgt
aus ()(g)———rzag, z-*l .t jedenfalls =; =0, i=1,...¢%
Wiire nun dieses System keine Basis, ¢ > o, und @2, a>

eine Basis der o dimens. Komplexe, so gilt jedenfalls a/® =o;;a?,

i=1...t j=1.
Ferner ist =; af.Q) = s 61 i aj(g) = &;Q) und es ware bereits
Ofe>::_7rz-af.g), wenn 7 =m;6;; =0, i=1...¢ j=1...a, ist

Wegen ¢ > «, gibt es aber immer Lésungen von =;6;; =0 mit
7+ 0, d. h. aus 0@ =, ag‘*’) folgte dann nicht =; = 0. (Widerspruch.)

Somit gilt der

Satz I: Durch ein Basissystem (1") ist jeder p dimens.
Komplex K@ eindeuntig darstellbar; und ist jeder Komplex
K@ durch ein System (1") eindeutig darstellbar, so ist (1)
ein Basissystem..

Ferner gilt Satz II: Zwischen zwei Basissystemen der
¢ dimens. Komplexe

@ —(Q) L 5
a;” und @ 1=1, 2, ... 9%

besteht eine unimodulare Transformation.
Beweis: Zuniichst gilt

6?(.): (Q) R

p %ij a;

(Q) T(Q) C—L(.Q)7
; J

Li=1,... %.
1%
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() @ @ @ ;g
Daraus folgt @,* =0, 7/ &%, i,j, h=1,. . .2, also 0@ =
. 0 .. i=h .
= (O — (3) J(i)) (Q), w0 3,-h = fiir zf 3 ist. Da aber auch

0@ =20 a@ gilt und jeder Komplex durch eine Basis eindeutig

dargestellt wird, so folgt GEQJ) ;i)— Oin, q. 6. d.

Der Randkomplex eines Komplexes K@,

Wir fiihren ihn ein durch das

IV. Axiom: Es sei eine Operation ,Randbildung® vor-
handen, die jedem p dimens. Komplex K@ in X (p=1, 2

. n) einen bestimmten p—1 dimens. Komplex von )Z

seinen Rand, R (K@) bezeichnet, zuordnet.

Die Operation ,Randbildung“ selbst geniige dabei den Axiomen:

V. Axiom: Seien # und f, ganze Zahlen und K9, K

zwei o dimens. Komplexe in X, so gelte:

(3) Rt KO+, Ky =t R(E)+tR(KY)

VI. Axiom: Der Randkomplex eines Randes sei ein
Nullkomplex:

(4) | " R (R (K<Q>)> — Ole—D,

Infolge der Festsetzung (3) ist uns der Randkomplex R (K<9>)
eines beliebigen p dimens. Komplexes K@ bekannt, sobald wir die

Randkomplexe der Elemente einer Basis o, i=1, . .. «, der
¢ dimens. Komplexe kennen.
Sei
" { (@) o—1 . .
() R (ajg)):sii. aﬁ." o1 my, d=1 L %,

&9 = ganze Zahl,

das System dieser ¢-—1 dimens. Ra'ndkomplexe, dargestellt durch

-1 .
die Basis ¢ i=1...2% 4 von X. Aus

33

(6) K(Q)::p] a,;(\)” j: 17 <. ao
folgt dann nach (3) und (5)
(6) REQ)=p2a™, j=1...9%, i=1... 7.

Wegen (4) folgt fiir K@ = aj.g) :
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O(Q_‘))___R(R (a(O))> '“f’ (0) io 1))_ L@ R((t(Q 1)

— i_:(9) a(e—l) ' (e—2)

i %k M 7:1,..20, i=1,.. 0g, k=1, .. %o,

und da @, k=1...a.,, Basis der p—2 dimens. Komplexe
von & ist, so gilt demnach:
(M SN0, =1y, B=1 . %

i=1
Isto((’() 2?rfiilh:, so ist R <R (a(@))> = 0~ und weiter R (B (K<@))> =
= e~

Blemerknng: Ist fiir ein Basmsystem a ) 0=0,1,...7n und
i=1,...%, das System der in (5) auftretenden Koefﬁmenten s(Q)
bekannt, so erhalten wir dieses Koeffizientensystem fiir ein neues
Basissystem (2) @2, 0=0,1...m, i=1,... % aus:

7 — @ Zle— —1) @ () o) (0) —1)
R(a ) Sui % =0; R(a )'— i I»‘} ]:
— (@ (@ _(o—b —(@ -1) - Tarm -
=0 & T O in der Form:
~@_ (@ @ v [hE=1, -
(8) S = % S Ykn o 1 ':1 vy

Die p dimensionalen Zyklen:

Ein ¢ dimens. Komplex, dessen Randkomplex der o—1
dimens. Nullkomplex ist, heiBie ein p dimens. Zyklus,

In dieser Definition ist p > 0 vorausgesetzt, nulldimensionale
Komplexe seien stets als nulldimens. Zyklen bezeichnet.

Die Gesamtheit der o dimens. Zyklen in X bildet eine
Untergruppe der Gruppe { K@} der p dimens. Komplexe in
3, wir bezeichnen sie {C@}.

Denn nach (3) ist die Summe zweier Zyklen ein Zyklus, und
ist C@ ein Zyklus, so anch — C©@. Soll K@ =y, a](;Q’, j=1,...42,
ein Zyklus sein, so miissen die ganzen Zahlen p;, j=1, ... 2y
nach (6") das System linearer Gleichungen

(9 e =0,  j=1...2,  i=1,... 2

erfiillen.

Mit r, bezeichnen wir den Rang der Matrix f| s(Q) |, dann hat
(9) 2,—r, unabhiingige Losungssysteme p;, ps, - .

Wir bestimmen nun eine Basis der o dimens. Zyklen die nach

dem Vorhergehenden «,—r, unabhingige Elemente hat und ver-
wenden zu diesem Behufe das System (5). Durch unimodulare Trans-
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formation der Basiselemente der p resp. p—1 dimens. Komplexe
aj(.g), a®™" bringen wir jenes System in die kanonische Form:

(10) RED)=ELbE™, j=1,...9%, i=1, ... 2.,

:

wo die bj@ eine neue Basis der o dimens. Komplexe in X,
i ple—1)
die bz' ” 9 » » 9_‘1 ” ” no»
und die ganzen Zahlen:
7 (@) ~ >
(11) G Q)

[}
“11 Tgey vt ToTo!

die Gesamtheit der von Null verschiedenen Koeffizienten des Sy-

stemes (10), die invarianten Faktoren der Matrix ”51(3) | sind. Nach

(8) ist die Reihe (11) von der speziellen Basiswahl unabhingig,
die von 1 verschiedenen GriéBen der Reihe (11) heifien die
g—1t= Torsionszahlen von X.

Fiir sie gilt, daf fir p <g E;Q; Faktor von E;Q; ist.
Aus (10) folgt, da EE.@J.)::O ist fiir 435 wnd ¢ > ry:
(12) RP) =000 j=r,+1, r,+2, ... a,

das besagt aber, daB das Teilsystem der Basis b;g) s Ji=1,2, ..
(18) B2, B4, . bed

%y—7, unabhingige ¢ dimens. Zyklen sind. '
Sei nan C©@ ein p dimens. Zyklus in X; als ¢ dimens. Kom-

plex ist er jedenfalls darstellbar durch die Basis b;‘*”, J=1,. .. %

(14) 0 =p; b2, J=1,... a,

Y

Die Operation ,Randbildung® ergibt
(14) B (@) =00 V=g ER b j=1,.. . 2, i=1,...%.

und demnach 2 E =0, d. h. p, EY =0, p, ER =0,
Pr, Eﬁi)yg =0 also py=py=... =p,=0.

Demnach treten in der Darstellung (14) nur die Elemente b](.Q),
J=ry+1,... 2, auf, d.h aber, dalh die Reihe (13) eine Basis
der ¢ dimens. Zyklen von X darstellt.

Die Zyklen homolog Null

Wegen R <R (k<9+1))>:0<@—1> ist der Randkomplex eines ¢+1
dimens. Komplexes ein ¢ dimens. Zyklns.
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Wir nennen einen ¢ dimens. Zyklus C@ in X homolog
Null in %, und schreiben dies

(15) C© o0 in X,

wenn er Randkomplex eines p+ 1 dimens. Komplexes Ke+b
von X ist.

C@ o0 in X bedeutet also C© =R (ketV), wo klet) ein
¢+1 dimens. Komplex in X ist. Die p dimens. Zyklen homolog Null
bilder eine Untergruppe der o dimens. Zyklen { C@} von X. Zerlegt
man die Gruppe { C@} der p dimens. Zyklen mittels dieser Unter-
gruppe, so erhiilt man als Faktorgruppe die in der Topologie be-
deutsame ¢* Homologiegruppe. Wir wollen jedoch diese Gruppe
ohne Bezugnahme auf andere Gruppen einfiihren. Zu diesem Behufe
definieren wir:

Wir sagen zwei p dimens. Zyklen C¥ und (2 sind
homolog in X und schreiben

(16) (9o € in X, wenn (9 P50 in X ist.

Aus (9 o € und O oo € folgt dann C¥ oo O

Demnach lassen sich die p dimens. Zyklen in Klassen zusammen-
fassen der Eigensehaft, daf die Zyklen einer Klasse untereinander
homolog sind, aber nicht Zyklen verschiedener Klassen.

Seien £@: (€@, 0P ... ) wnd §9: {C2, CP, ...} zwei

dieser Klassen, es gelte also
0P in X resp. (¥ oo (2 in X,

dann behaupten wir, daB die Gesamtheit der Zyklen co —I—E;g)
wieder eine Klasse bilden. B

D(Em aus 0;9)~C’L(Q) =R (**") und C’;Q)——Q(Q) = R (k™) folgt
(O;Q) + C;Q)) o (Cig) + 0593) —R (kiQ'l-l) + k;‘é-l—l)) 2)’ q. e. d.

Somit lassen sich die Zyklenklassen addieren und die Addition
ist kommutativ.

Bezeichnen wir mit & die Klasse (Gruppe in diesem Fall)
der p dimens. Zyklen homolog Null, so ist S?ff) das Nullelement

dieser Addition. Weiter gibt es zn jeder Klasse §©@ jhre inverse
—@, fiir die 8@ + (—K©@) = &9 ist.

%) Sei (o) umgekehrt irgend ein Element der Klasse CI(,Q) + 5;9), 50 hat (o
die Gestalt C(? + €9 4 R (ket+), ist also gleich CQ 4 [C9 + R (k)] =
— C;Q) + o

r
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(Enthilt §@ den Zyklus 0@, so ist — R@ die Gesamtheit der
Zyklen homolog — C©@ in X.) Endlich gilt auch das assoziative Ge-
setz (RY + 87) + 89 = Q2 + (82 + &), denn ist C;? ein Zyklus
von &2, i=1,2, 3, so ist (ogg’ OO + P =020 4+ (02 + )
ein Zyklus der beiden Klassen (89 + ) + ﬁ(g) K24 QY + 89,
die demnach zusammenfallen.

Die so definierten Klassen der p dimens. Zyklen
sind demnach Elemente einer kommutativen Gruppe mit der
Addition als Verkniipfung und der Klasse (Gruppe) der ¢
dimens. Zyklen homolog Null — &, — als Nullelement.

Die Gruppe hat den Namen g* Homologiegruppe von X.

Wir zeigen nun, daf es eine Basis der p dimens. Zyklen homo-
log Null gibt.

Jeder ¢+ 1 dimens. Komplex 146t sich mittels einer Basis
a @t j=1,... 2,1, darstellen, somit jeder o dimens. Zyklus
homolog Null ‘mittels der Randkomplexe

) R(a(9+1))—"(°+l)af°), =100 gy, =1, ... 0,

Die Anzahl der linear unabhingigen dieser Randkomplexe ist
demnach gleich der Anzahl der linear unabhéngigen p dimens. Zyklen

homolog Null und gleich 7,1, dem Range der Matrix |jc; e+ Y|,

Durch unimodulare Transformation der Basissysteme a(e+”

J=1,... % resp. ai"), i=1,... a, bringen wir (17) in die

kanonische Form:

o+1 1 {0) . .
(18) R (deM)=ECT 4P, j=1,... a9y, i=1,... 4,
wobei die d;Q'H) resp. dz(.Q) neue Basissysteme der ¢+ 1 resp. o di-
mens. Komplexe in X und die ganzen Zahlen

(18) EeTy gleth o geTh - die Gesamtheit der von Null
To+1Te+1

verschiedenen Koeffizienten des Systemes (18), die invarianten Fak-
toren der Matrix || s(f+1) || sind.

Wir behaupten, daf die 7,1 p dimens. Zyklen
(19) R @ =N2  j=1,... re
eine Basis der s dimens. Zyklen homolog Null bilden.

In der Tat 1Bt sich jeder p 4 1 dimens. Komplex K@+ ein-
deutig mittels der Basis d;.9+1’ yJ=1,... %541 darstellen: Kee+V =

=q;d® "V j=1,... 2, 1. Daher gilt R (Ke+V)=o R (d° V)=
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=6 N, j=1,... roqr, da B (d*H7)=0 ist fiir j>r,41. Da
aber K (K@+D) der allgemeinste Zyklus homolog Null ist, so laft
sich jeder Zyklus g** Dimension homolog Null mittels der NJ.(“’)7
Jj=1,... ro+1 darstellen. Diese Darstellung ist weiter eindentig,
denn aus Nj@ =09,j=1,...r,, folgt nach (18) =, El(‘;) d(f‘)+

(@) (e)
7, EQd®+ .. . +x  EY d =02, und da 4°
+“2 ~99 2 + + “rQ_q_l r9+17'g+1 1'Q+1 b S
. ; T (@) . @) . — Q) -
J=1...0,eineBasisistm B = m, K =... = Wrg+1bvg+1 ’g+1—0’
somit 7, == Wo= ... ::7:,.“_1:0,

Es gibt demnach kein System von weniger als 7,..; Elementen,
durch das jeder ¢ dimens. Zyklus homolog Null darstellbar wire.
Wir notieren das Resultat: Wir konnen stets eine Basis

der p + 1 dimens. Komplexe in Z dj.ﬁ'”, J=1,... %11, S0
finden, dab dj(.‘*’“), J=7,4,+ 1, ... 2941 eine Basisder p+1
dimens. Zyklen in ¥ ist und R(d*1Y), j=1,2,...r
Basis der ¢ dimens. Zyklen homolog Null in X ist.

Ferner vermerken wir: Die im kanonischen Systeme (18)
auftretenden p dimens. Komplexe d i=1,2,.. sind,
wie Randbildung zeigt, » dimens. Zyklen.

Fir die don Zyklus 4, i=1,... r _, enthaltende Klasse

ist fiir EL(,“;.+1) = 1 charakteristisch, daf die Zyklen der Klasse nicht

homolog Null sind, dagegen die mit E* > multiplizierten bereits
diese Eigenschaft besitzen.

Daraus aber folgt, daB fiir Ringe X, fiir die die Griofien
der Reihe (18%) nicht simtlich eins sind, es keine Basis der
Klassen der p dimens. Zyklen gibts).

Denn wire 2, 82,.. 89 eine solche Basis und £@ eine
Klasse der Eigenschaft ¢ R@ — ﬁff), (ﬁ‘ﬁg) das Nullelement), so folgt
aus RO=F Q9 i=1,... ¢ t8? =tk & =&Y, woranstt, =0,
i=1,...¢ also k=0, d. h. ﬁ\@:@g@) geschlossen wird.

Dagegen gilt:

Die Elemente der gt Homologiegruppe werden durch

eine Basis der ¢ dimens. Zyklen (resp. der entsprechenden
Klasse) dargestellt:

et eine

.7
e+1

(20) C® 0@ .. 09__ | wobei dannzwischen diesen
Q e

Zyklen die definierenden Relationen bestehen:

(20 NP=vy, CPo00, j=1,2,... 7 .,

%) Basis mit linear unabhingigen Elementen.
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Die Differenz o,—#,—7r,+1 der Anzabl der Basisele-
mente der pdimens. Zyklen und der der pdimens. Zyklen
homolog Null

21) hg = dg—1g—1g 11
heifit die p*® Bettische Zahl¥).
Sei nun
22) 09, 02, ... C9_  eine Basis der ¢ dimens. Zyklen und
e e

@3) MO =x,C0c00, i=1,... reps, j=1,. .. 0%5—1q

eine Basis der p dimens. Zyklen homolog Null, so bringen wir (23)
durch unimodulare Transformationen der beiden Basissysteme in die
kanonische Form:

@4y  MO=E,C® i=1,... ro, j=1,... 257, Woalso

die von Null verschiedenen Koeffizienten Kj:

oy o o ¥ die invarianten Faktoren der
299 rQ+1r L)

24¢) LK, E oin
Matrix ||7;|| sind. (Der Rang dieser Matrix kann nicht kleiner als
ro+1 sein, da es sonst nach (28) ecine Beziehung =, M® = 0@,
t=1,... #y41, gibe mit von Null verschiedenen =; im Wider-
spruch mit der Basiseigenschaft von Ml.(g), t==1,... 7o11.)

Wir behaupten nun die Identitéit der beiden Reihen
(18") und (24').

Da die N;Q) und die ﬂ_!j(g) (24), j=1, ... 7,1, Basissysteme
der p dimens. Zyklen homolog Null sind, so gilt:

IMFQ’ =5 N9
J kT k
(25) o @
le’ =7, MO, kj=1,. .. rgp

wo |lsz|| eine unimodulare Matrix ist wnd [[=| ihre inverse. Dies
ergibt nach (18), (19) und (24):

e lQ+1) (2)
E 0 - G_ﬂc Eek d

(25)
E(Q'H) a® = T L, . alle Indizes von 1 bis 7.1

*) Des ofteren wird ag—ro—7ro-+141 als ote] Bettische Zahl eingefithrt.
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Nun sind die df) fiir i==1, ... rgp1, p dimens. Zyklen, so-
mit darstellbar mittels der Basis 51(9), e ‘éég)_r , die E'EQ), t=1,...

ro+1, wieder als p dimens. Komplexe lassen sich durch die Basis
42, 49 ... df; darstellen. Nach (25) sind dann die C,i=1,...
7ot+1 allein durch die d®, i=1,... 7,y, und umgekehrt die
42, i=1,... rys, durch die C, i=1,... ryq, allein darstell-
bar. Es besteht somit zwischen den C® und den d°, i=1,. ..
ro-1 eine unimodulare Transformation.

(26) 09 =2 d9 i e=1,... roi1

et 1 7

Dies in die zweite Relation (25’) eingesetzt, hat

@+ o .. T . @ .
@270 BT & =7, B, e, 48, also:
27) Ei(f“) =1, E ¢, alle Indizes von 1 bis 7orps 201 Folge.

Da die ||| und die ||z..| unimodulare Matrizen sind, so folgt
hieraus die Identitéit der invarianten Faktoren, d. h. die Identitit
der beiden Reihen (18") und (24'). ' :

Hat eine Basis der pdimens. Zyklen in X

(28) oY, o9 .. 0w

ag—-—kQ
zum System der definierenden Relationen
g © _ plet+1 @ @ _ ple+1) Al
(29 NY=E;7"C700, NY=E;7" C¥00,. ..

N(Q) — et (@)

oo
fo+1 Te41metl oy 0

bl

so heiBe sie kanonisch.

Ist OEQ) Element einer kanonischen Basis der ¢ dimens. Zyklen,
so folgt aus EC® 0 E = pE’Ef“Ll). Denn E C® 1it sich dann
durch die Basis (29), N, ... N (:)—H der ¢ dimens. Zyklen homolog
Null darstellen, wegen der Unabhingigkeit der O}.@, Jj=1...
%g—r, kann diese Darstelling nur EC® =pE2TVC® lauten,
woraus E=p EtY folgt.

Man kann nach (29) die gt°» Torsionszahlen [Poincaré-
sche Zahlen der pf*® Homologiegruppe®)] als das Koeffi-

% Poincarésche Zahlen nach Tietze, Monatshefte f. M. Ph. 19.
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zientensystem der definierenden Relationen einer kano-
nischen Basis bezeichnen, wobei aber nur die von 1 ver-
schiedenen Koeffizienten beriicksichtigt werden.

Sei C@ ein p dimens. Zyklus, so wollen wir die Zyklenklasse,
die ihn enthilt, mit [C'9] bezeichnen.

Sei dann (28) wieder eine kanonische Basis: zwischen den
hy = ag—re—r,+1 Klassen

30 09 ) 160 e [0

besteht keine lineare Beziehung

BO) A, L1004, [0, =89,
denn diese hitte
¥ A4; OEQ)C\D 0, i=rep1+1,... a,—r,, zur Folge; das
hiefie aber
%o e "o f1
N z 1A€ 09 = 2;. B, N® woraus 4; = 0,i =ro 1+ 1,. .. 2g—7,
Q17T

zu schliefen ist.

Ist dagegen [C@] irgend eine weitere o dimens. Zyklenklasse,
so folgt aus

— @ " 1) ;
[COl=g;[C°), j=1, ..., ag—r, E"p+x ron [Cl@)]
oo @ - (0 @
- 2 ETQ N aj[CiQJ = '@0\ ¢
=rgyb1 et el

Wir kionnen daher die ot® Bettische Zahl als griofte
Anzahl unabhingiger Zyklenklassen j dimens. Zyklen de-
finieren.

Der Komplexring X (mod 2)°).
Sei (1’) wieder eine Basis der ¢ dimens. Komplexe in .
Die Komplexe K © = ¢; ;(@, 6;=0 (mod 2) bilden eine Unter-
gruppe der Gruppe { K@|. Zerlegen wir die Gruppe { K@} ver-

mittels dieser Untergruppe, so erhalten wir eine Faktorgruppe, deren

%) Komplexe mod 2 wurden zuerst von O. Veblen betrachtet.
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Elemente jene Komplexe K@ ==, ¢;@ vereinigt, deren Darstellungs-
zahlen mod 2 kongruent sind.
Wir gelangen zu dieser Gruppe auch in folgender Weise:
Wir identifizieren zwei Komplexe

381) K©@=104©@, K®@=g;q, j=1,...x, und schreiben
{(82) K@=K®, wenn s;=0; (mod 2) ist.

Aus K@=K® und K@= K folgt dann K@ =K.

Diese Identifizierung ist von der Wahl des Basissystems unab-
hiingig. ‘

Ist ai?, ... a2 eine zweite Basis, so besteht zwischen dieser
und (1) der Zusammenhang

[ @ =62 ¢® (mod 2)
(33) ‘ Q) == ~(0) 7_(Q)
| =074 (mod ),

wobei [[5{%]| eine unimodulare Matrix ist und H"'ﬁﬁ)n ihre inverse.

Aus

34) ¢ d}g)EO(Q) folgt ¢;=0 (mod 2), j =1, .. .%,;, wenn a\® eine

Basis der p dimens. Zyklen ist.
Ferner gelten die Relationen:

Aus K@=K{? und L& =L¥ folgt
tK@ L] LoO=¢K9 4 lL(fj).).

Weiter hat K@ = K die Relation B(K©@)=R (K'?) zur Folge.

Der Komplexring ¥ (mod 2) wird gebildet durch die
Gesamtheit aller Komplexe K@ in X, wobei die Gesamtheit
identischer Komplexe als ein Element gez#hlt wird,

Ein Zyklus von X (unorientierter Zyklus) ist ein Komplex,
dessen Randkomplex dem entsprechend dimensionalen Nullkomplex
identisch ist.

Jeder Zyklus von X ist dann Zyklus von X, aber nicht um-
gekehrt.

Betrachten wir die Basis (10) 5@, b, ... bQ der p dimens.

in & i (© = i (o
Kon.ﬂp]lexe in ¥ und ist E3;’+1 SQ+1_O, mod 2, dagegen nicht ES‘;)SQ,
80 18t
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() 63} {0}
(35) bs§+1’ &sz+2, .. e

eine Basis der o dimens. Zyklen von X.

Ungeitindert definieren wir: Die Randkomplexe ¢ + 1 dimens.
Komplexe heiflen ¢ dimens. Zyklen homolog Null.

Wir erhalten eine Basisdarstellung der ¢ dimens. Zyklen
homolog Null von X aus (18), wobei genau jene N;? auftreten, fiir
die B2t =0, mod 2, ist.

Dies gelte bis j = s,41, dann ist
(36) No, N@, ... N@  eine solehe Basis.
: se+1

Die der Bettischen Zahl in ¥ entsprechende w,—s,— 5,14
heibt o* Zusammenhangszahl, die der g*» Homologiegruppe ent-
sprechende Gruppe ¢ Zusammenhangsgrappe.

II. ABSCHNITT.
Unterring (Teilring) eines Ringes X.

Ein Teilsystem der Komplexe des Ringes X, das den Axiomen
I bis VI geniigt, heille Unterring von X, und zwar echter Unter-
ring, wenn es in ¥ Komplexe gibt, die in diesem Teilsystem nicht
enthalten sind.

Wir betrachten in der Folge Unterringe, die in bezug auf ein
fest gewiihltes Basissystem

(37) a®, i=1,...2, 9=0,1,... 2

des Ringes X definiert sind. Entnimmt man einem solchen Basis-
system ein Teilsystem S, so bildet die Gesamtheit der durch die
Elemente von S dargestellten Komplexe von X im allgemeinen
keinen Ring, da ja der Rand eines solchen Komplexes in dieser
Gesamtheit nicht enthalten sein muf.

Durch Adjunktion aller Basiselemente, die Riinder sind der
Elemente von S, aber nicht zu S gehdren, erweitert man das
System S und gelangt nach endlich vielen solchen Erweiternngen
zum kleinsten Ringe iiber S.

Ein » dimens. Ring X, der der kleinste Ring ist iiber dem
System seiner 7 dimensionalen Basiselemente, heift homogen
(homogen in bezug auf die Dimension).

Sei s eine positive ganze Zahl kleiner oder gleich #, wo #
die Dimension eines Ringes X ist und sei (37) ein Basissystem von X.

Die durch die Basiselemente

(38) al®, i=1 0o=20,1, ... m
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dargestellten Komplexe bilden einen s dimens. Unterring ['™ von
Y, den man das m dimens. Geriist von X nennt. Ls ist I'® mit
¥ identisch.

Ist X ein homogener Ring, so ist auch I'™ homogen.

Das m dimens. Geriist wird durch die Gesamtheit der Kom-
plexe von X gebildet, deren Dimension kleiner ist als = -+ 1, somit
ist I'> von der Wahl des Basissystems (37) von £ unabhiingig.

Der Komplementéirring und der Randring eines echten
Unterringes X, von X.

Es sei X; ein durch ein Teilsystem von (37) definierter Unter-
ring der Dimension m <#» von X. (Die Definition des Komplementir-
ringes resp. Randringes wird nur fiir solche Unterringe gegeben.)
I, ist dann auech Unterring von I'™. Streichen wir in (38) alle
Basiselemente von X, so wird durch das Restsystem S eine Gesamt-
heit von Komplexen dargestellt, die '™ — X, bezeichnet sei und die
im allgemeinen keinen Ring hildet.

Als Komplementring X, von X, definieren wir dann
den kleinsten Ring iiber S.

Ist ¥ ein homogener Ring und X, ebenfalls homogen, so ist
auch X, homogen. Beweis: Von den  dimens. Basiselementen von
rem gm, i=1, ... x,, mogen die Elemente a(®, i=1, ... §,
(E<w,) die m dimens. Basiselemente von X, sein, a(™, i =0+1, ...
#, sind dann die  dimens. Basiselemente von X,. Wire nun Z,
nicht mit dem kleinsten Ringe fiber af™, i =0+ 1, ... o, identisch,
so miiite es in 2, ein Element a{, A <(m, geben, das in diesem
kleinsten Ringe nicht enthalten wiire, also — da ¥ homogen — im
kleinsten Ringe iiber a{™, i=1 ... 8, d. h. in ¥, enthalten sein
miiBte.

Gemeinsam aber sind X, und X, nur solche Elemente o, die
im Rand eines Elementes von X, der Dimension %+ 1 enthalten
sind. Sei af**V dieses Element von Z,, so konnte es ebenfalls nicht
im kleinsten Ring iiber a{™, i=§ + 1, ... «,, enthalten sein, denn
sonst wire auch af” in diesem Kleinsten Ringe enthalten. Unter den
Elementen von X, die in diesem kleinsten Ring nicht enthalten
sind, gibt es also keine Elemente hochster Dimension, d. h. es gibt
fiberhaupt keine solchen Elemente.

Ist also X; ein m dimens. homogener Unterring im
homogenen Ringe X der Dimension #n, so ist der Kom-
plementring X,, falls er nicht leer ist ('™ ==%)), ebenfalls
homogen von der Dimension m. Die Bezichung zwischen Ring
und Komplementring ist in diesem Falle weehselseitig.

Ohne weiteres ist klar, dab der Durchschnitt zweier Unterringe

von X selbst ein Unterring von X ist.
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Insbesonders nennt man den Durchschnitt des Unter-
rlngezs I, und seines Komplementes %, den Randring X,
von

Ist Z, ein homogener Unterring im homogenen Ringe X, so
ist X,, da I, dann auch das Komplement von Z, ist, gleichfalls
Randring von X,.

Wir wollen in der Folge fast nur homogene Ringe
betrachten?), fiir sie gilt also: Der Durchschnitt (X, X,) zweier
Komplementringe %, und X, in ¥ heiffit Randring dieser Ringe. Sind
L, und %, von der Dimension #, so ist X. hichstens von der
Dimension #e—1.

Wir beweisen zwei fiir die Folge zu benutzende Hilfstitze:

Hilfssatz I: Ist ¥ ein » dimens. Komplexring und %,
ein Unterring von X, dessen Basissystem ein Teilsystem
des Basissystems (37) von X ist, dann gibt es stets eine

Basisdarstellung der ¢ dimens. Zyklen von X, die Teil-

system ist einer Basis der p dimens. Zyklen von X
Beweis: Sei C@, €@, ... C@ eine Basis der ¢ dimens. Zyklen

von ¥ und D@, DQ, .., D@ eine Basis der p dimens. Zyklen von X, .
Da jeder Zyklus von X, auch Zyklus von I ist, gilt

D@ =a;; C©,i=1, ...t j=1, ...

Dieses System bringen wir durch nnimodulare Transformationen
in die kanonische Form:

DP=a, C°, ... D =a, ¥, wo D, i=1, ... t eine neue Basis

der p dimens. Zyklen von X, und C{%, j=1,...s, die entsprechende
Basis fiir & darstellt.

Die Zyklen C\¢ ... C¥ liegen schon im Ringe %,, denn

ist 4, ... a dio Basis der p dimens. Komplexe von X; a®,

¥
(9) B <2y, dle entsprcchende Basis von ¥,, so gilt C(Q)—-v,‘ a2
k—-l ces g i =1, oL 8
Ebenso gilt

ﬁf C(O)__wa() e=1, ... 53

(iiber ¢ keine Summation).

Aus den beiden letzten Gleichungen aber folgt vy, =0, i=1, ...,
E=B4+1, ... o, d. h ()2@, i=1, ... ¢, liegt bereits in 3.

) Wir schreiben fast nur, denn der Durchschnitt homogener Unterringe

des homogenen Ringes X, belsplelswexse der Randring eines homogenen Ringes,
muB selbst kein homogener Ring sein.
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Da D, ... DI eine Basis der p dimens. Zyklen von ¥,
ist, gilt

' =y D2, i, h=1,

Multipliziert man diese Gleichung mit «,, ohne iber % zu
summieren, so erhiilt man

:EELQ" = d; bz‘h Ef;@)’ @" }l - 17 3
woraus infolge der Basiseigenschaft von D by, =0 fiir i &% und
ay bpn=1, also ap = b= + 1 folgt.

Also gilt bei entsprechender Vorzeichenwahl: D“’) O(C’)
D(Q) C(O) )(Q) C(D) q. e. a.

Der Hllfssatz I gilt nicht, sobald man statt Basis der ¢ dimens.
Zyklen schreibt: Basis der p dimens. Zyklen homolog Null
Denn sei

N N© .. Nég) eine Basis der p dimens. Zyklen homolog
Null von ¥ und

MO M, ... M? eine Basis der ¢ dimens. Zyklen homolog
Null von X, so gilt, da jeder Zyklus von X, homolog Null in ¥,
auch Zyklus von % homolog Null in I ist:

MP=cy NP i=1, ... 7 j=1, ...5, welches System wir
in kanonische Form bringen

MP=¢ NO ... M®=c, N9 Hier aber konnen wir nur
behaupten, dab N;Q), j=1, ... 7, ein p dimens. Zyklus von £, ist,

aber nicht, daf er homolog Null in X ist. _

Wir nennen nun einen m dimens. Ring X, Nullring,
wenn jeder p dimens. Zyklus von X, fiir p=1, .... m—1I,
ein Zyklus homolog Null in X, ist.

Dann aber gilt fiir die im Hilfssatze I besprochenen Ringe der

Hilfssatz 1I: Ist X ein » dimens. Komplexring und %,
sein m dimens. Unterring, ein Nullring, so gibt es fiir
0<p<<m stets eine Basis der p dimens. Zyklen von £ homolog
Null in ¥, die als Teilsystem eine Basis der p dimens.
Zyklen von X, homolog Null in X, enthélt.

Denn jetzt ist N;Q), J=1, ... 7 da O0<<p<<m, als p dimens.
Zyklus von X, auch homolog Null in X, und demnach linear durch
die ﬂf.@), j=1, .... 7 darstellbar. Der weitere Schluf verliuft
dann wie beim Hilfssatze 1.

Monatsh. fiir Mathematik und Physik. XXXVI. Band. 2
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Der reziproke, duale Ring eines Ringes.

Ist X ein gegebener n dimens. Ring und (37) ein Basissystem
von X, so kann man ¥ auf mancherlei Arten Ringe zuorduen.

Setzt man z. B. (h<m): a2 =b°" =1 . .0, 0=h ... 5

Ty ¥
. . p ) .
und definiert weiter R (a¥) = B (5°") = sf?) b;.g Y. so kann man
die bﬁ“), a=0, ...n—h als Basissystem eines n—/ dimens. Ringes
aunffassen.

Unter allen einem gegebenen Ringe zugeordneten Ringen hat
fiir die Anwendung der reziproke (oder dumale) Ring eine gewisse
Bedeutung. Wir bringen im folgenden seine Definition und leiten
hierauf einen Satz ab fiir geometrische Mannigfaltigkeiten, die man
durch Komplexringe ,approximieren® kann.

Sei also X der gegebene 7 dimens. Ring und
(37 a? i=1, ...y ¢=0,1, ... 0
ein Basissystem von Y. Fiir dieses Basissystem gelten die Rand-
relationen

(1)
i 4 o

39) R()=

1= 1, ... %, j= 1, x5q. wobei

(89) €@ LV =0Qist, j=1,...7 i=1,... % k=1, .. %1

ij ki

Wir definieren nun den reziproken Ring X* von X durch die
Basis

(40) Ain~h) — (L(h)

i 3

t=1, ... %, h=0, ... n,
dic den Randrelationen

: g Rl 1) .
(41) R(Ag )):S§j+'] 4 s i=1, o J=1, oL %y

geniigen.

In der Tat ist dann:

(42) RRUAV™)=¢T R (4l

D D k=2 n(a—h—2) . .
— & Ejk Ak =0 5 l-HL/ ..... Ly
j:17. .. 1]‘+11 k:l’. .. 7.]0_;_2

- :{k—}—ﬁ) Ge1y__ . _ . P B
da ja e "7 7)=0 ist. (k=1,... %o J=l oo i =1y
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Die Beziehung X* zu X ist wechselseitig.

Nach (41) ist, wenn wir wie im Abschnitt I B (Ai(""m):s;j""h)
A(”“"”), also sg'Jerl)—s*(”"h) bezeichnen ferner mit «,
zahl der n—7 dimens. Komplexe und mit % , den Rang der Ma-

trix || &y * () [}, die n—Ahte Bettische Zahl von X*

die Basis-

% ® & ®
(43) h’n—h - O"'n,——h— ! n—h Tﬂ—h—{—l'
N . * * * it ol
Yo st %, =, 7, T s Tonp = T somit gift
(43" B —g e — o =—h
‘n—nh T 13 h41 TR

Die ' Bettische Zahl von X ist gleich der n—7at Betti-
schen Zahl von X* und umgekehrt.

Ferner sind die Torsionszahlen der g*» Homologiegruppe von
3* die von 1 verschiedenen invarianten Faktoren der Matrix {{ ¢ f,("“) i,

also der Matrix || e(" ® 1 und somit identisch mit den Torsions-

zahlen der n—p—~1‘5‘3u Homologiegruppe von X.

Die Torsionszahlen der g¢* Homologiegruppe von X*
sind mit den Torsionszahlen der n—p—1%** Homologiegruppe
von X identisch.

Der von uns definierte teziproke Ring * ist von der Wahl

der Basis (37) von X nicht unabhingig. Sei namlich

— (R . . . .

(44) u;‘), i=1,... =, h=0,... n ein zweites Basissystem und
00— s W__ 0y =) o

45) a4 '=s; @, o =%, a , 4 j=1,... ¢

die unimodulare Beziehung zwischen beiden Basissystemen.

Der in bezug auf die Basis @, definierte reziproke Ring ¥* hat
das Basissystem

f(n—h — (A .
(46) AP P=a® =1, %, h=0,...n

3

und zwischen A;"_I') (40) und Z(i"_h) bestehen zufolge (42) die uni-
modularen Transformationen ’

(n—h) (h) (n-—h) *('n—h) (n—n)

i [ A : A zj Aj

( ) l A ('n,—h):___q_(h) Z(n—h)— *(n—h) A(n—h),
¢ iy i

7 -
wo o= 15." " und Ty

(h) L n—h)
ij ij

gesetzt wurde
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Fiir den Ring T* gelten analog (41) die Randrelationen:
(48) R = e a4
wo zwischen den §§7+1)
(8) bestehen:

und den s(h+” in (48) — die Relationen

O (h—{—]) fh -1y ()
(49) qu —gr se Tsp
Fabt man dagegen nach (47) A"™" i=1,... «,, h=0,.., n
auf als Basissystem des Ringes X* so folgt aus (47)
(50) R (A('n—h)) _G(h> .R (A('n—h)
(h) (OFD gty () D) () D)
=% %p A =% % Toa A ?

somit eine von (48), (49) verschiedene Randrelation.
Bezeichnen wir

% s B (D) (A

(Ol) r‘iq —G’L'j gjp qu 5 80 1autet (50)
(n—h), __~@41) FT(n—h—1)

(51" R (4] )= 4

Fassen wir AE"_}’) anf als Basissystem von X* und X*, so
gelten fiir ¥* die Randrelationen (51'), fiir ¥* die Randrelationen (48).
Wenn wir aber im Sinne unserer abstrakten Topologie zwei
Ringe ¥ und ¥ identisch nennen, wenn sich fiir ¥ ein Basissystem

a® und fiir £ ein solches @® so finden Lift, daf zugleich mit’

R(af®) =<2 a™" auch R (@) =<2 a "

u 4

gilt, so sind die Ringe X* und X* identisch.

1) - h)
— &

Wir bezeichnen & dann lauten die Randrelationen

j’L
(51) des Ringes X*
=l TEm—h) T (m—h—1) P
(52) R (4, =g 4 , wobei (51)
’ ~F(m—h) __ (k) _F(n—h) _Fm—h—1) .
52" g, = e T gilt.

Desgleichen gilt fiir den Ring X* (48):

A —h — i
(B3) RAM™) =" A" wo
fe ol TEn—k) ___ _¥in—h—1) F(n—h) *(n—h) .
(53" S, 6, :, T, st
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—h) F < * (b)) - * (e
Wegen = g V=3, folgt aus (53) o "M TV =

pi w

__Fm—h—-1) | F—R) . *(n—h—1) _* (’n—h—l)

=, 5 und weiter wegen o T =3J,,
= . ¥ m—h) _ _*¥(n—l) _F(n—k) __*(n—h—1)

(54) % = %pi 0 g ‘

Dies wird in (52’) eingesetzt und hat

(E)—L/) E*‘(n~h) — Gf(n—h) G"(n—h) : *(m—0) *(n—icfl) - *(n»—h—-l)‘
! qi L] wy v pv »q
—h #={n—1 —7 . . .
Nun ist o > )%(n "= 4" eine unimodulare Matrix und

% (p— % (e . . -
g RO @(" ihre inverse. Man schreibt also (54')

oo g

o o ‘;*(n~h) N (o DR *(n—0h) p(n—h—1) - . o F A
(65) S =&, B s hu=1,... 2%

U q - 1 n—h 1°

Fithren wir im Ringe ¥ die neue Basis

(56) A" " =a A" ein, so gilt fir diese Basis nach (8)

(57) B (jin—h)> — gﬁ (n—h)A(n~h—1)

4i ’

worauns man wegen (52) auf die Identitit der Ringe £~ und £* schliefit.

Neben dem dualen Ring ist fiir viele Probleme der p dimen-
sionale Sternring eines v dimensionalen Komplexes aj(.v),
wobei v<<u <n ist, von Bedeutung. Ehe wir ihn definieren, sei

eine Erklirung fiir die Bedeutung der Aussage, ,a () liegt in a<“) “,

W (V) @
b

Wir sagen: o enthilt a(.V), wenn ein dem Rande von a,
angehoriger, also p.— 1 dimensionaler Komplex a() enthiilt.

Wir vervollstindigen diese Erklirung: Gehort a;”) dem Rande
eines v+ 1 dimensionalen Komplexes a(”‘LU an, so sagen wir, da8
ay™ ihn enthalte.

Betrachten wir dann den p dimensionalen Geriistring eines
n dimensionalen Ringes ¥ und in ihm das Basiselement a("), so gibt
es ein bestimmtes Teilsystem der p. dimensionalen Bamselemente
dieses Gerlistes, dessen Elemente alle a(”) enthalten.

oder was dem gleichbedeutend ist ,a,” enthilt «” “ gegeben.

(W)
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Der kleinste diese Elemente umfassende Ring S,(a"”) heift

dann p dimensionaler Sternring von a'”

* Wir wollen noch, ehe wir diese Uberlegungen verlassen. eine
Anwendung des reziproken Ringes auf geometrische Mannigfaltig-
keiten geben, die eine Erweiterung eines bekannten Resultates von
Poincaré darstellt.

Die dabei gezogenen Schliisse sind sicherlich nicht definitiv,
sondern wollen nur die Richtung des strengeren Beweises festlegen,
wobei die Voraussetzungen, fiir welche der Poinearésche Satz selbst
wie die eben angelkiindigte Erweiterung richtig sind, genau heraus-
geschélt werden miissen.

Es sei X ein » dimensionaler geometrischer Komplexring, z.B.
ein simplizialer Ring, dessen p dimens. Komplexe aus nicht ausge-
arteten o+ 1 Ecken eines euklidischen By, N==n, zusammengesetzt seien.

Die beiden folgenden Figuren stellen solche zweidimens. Ringe
im euklidischen R, dar, dessen Elemente Dreiecke, Strecken und
Punkte sind.

In der Figur beachte man vorldufiz nur die voll gezeichneten
Strecken.

Fig. 1.

Die Bettischen Zahlen des Ringes Fig. 1 sind 4,—=1,/,=0, 2, =0
» 2 » h():l,;ll:I, h2 =0

Um den dualen Ring eines solchen geometrischen zu erhalten,
ordnen wir jedem Dreieck einen seiner inneren Punkte zu, einer Drei-
eckseite, die nicht dem (im iiblichen Sinne definierten) Rande des
geometrischen Komplexringes angehort, die also Seite zweier benach-
barter Dreiecke ist, ordnen wir einen Kurvenzug zu, der die beiden
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Punkte verbindet, die diesen beiden Dreiecken entsprechen (z. B. die
diese Punkte verbindende Strecke).

Einer Seite aber, die Rand nur eines Dreieckes des Komplex-
ringes ist, ordnen wir eine Strecke zu, die einseitig berandet ist durch

[
{

den diesem Dreieck entsprechenden Punkt. Einem Punkte des Kom-
plexes wieder sind jene zweidimens. Elemente zugeordnet, die be-
randet sind durch alle jene Strecken, die den Strecken zugeordnet
sind, die den betreffonden Punkt enthalten.

Enthélt dabei ein o dimens. Element M@ des Ringes ¥ das
¢—1 dimens. M= Q, +1 oder —1mal, so soll das entsprechende
z——g dimens. Element M#—9 des dualen Ringes im entsprechenden
n—p-+1dimens. Element M*®—e+D_0, 4 1 oder— 1mal enthalten sein.

Wir haben in Fig. 1 und Fig. 2 die dualen Komplexringe ge-
strichelt gezeichnet. Die dureh Pfeile markierten Kurvenziige stellen
eindimens. Zyklen dar, da ja die Endpunkte dieser Kurvenziige den
dualen Ringen nicht angehoren.

Die Bettischen Zahlen des dualen Ringes des Ringes der
Fig. 1
sind A% =0, AT =0, bz =1 und die entspreehenden der Fig. 2
sind %5 —O Rt =1, bz =1.

Wir sagen, dal eine (z. B. in einem euklidischen Ry liegende)
n dimens. Mannigfaltigkeit M, (n=N) durch einen » dimens. geome-
trischen Komplexring (z. B. durch einen simplizialen Ring) appro-
ximiert ist, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Jeder Komplex des Ringes gehort der Mannigfaltigkeit an.

2. Jede unberandete p dimens. Mannigfaltigkeit Fp dieser M,,
s <n, ist homolog einem ¢ dimens. Zyklus des Komplexringes.
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Wir nennen hier zwei unberandete p dimens. Mannigfaltigkeiten
homolog, wenn es in der M, eine p+ 1 dimens. Mannigfaltigkeit gibt,
deren Rand die Differenz dieser beiden Mannigfaltigkeiten ist.

Die ¢ dimens. Mannigfaltigkeiten lassen sich in Klassen so zu-
sammenfassen, dab die Elemente einer Klasse unter sich homolog sind.

Sind die Bedingungen 1) und 2) erfiillt, so entsprechen dann
diese Klassen den Klassen der ¢t*» Homologiegruppe des approxi-
mierenden Ringes eineindentig.

Der Komplexring der Fig.1 approximiert dann jede abge-
sehlossene Kreisfliche, die ihn enthilt, sein dualer dagegen die offene.

Der Komplexring der Fig. 2 approximiert die Flidche eines ab-
geschlossenen Kreisringes, sein dualer die des offenen.

Verallgemeinern wir unsere Uberlegungen fiir » dimens. geome-
trische Komplexe, so erhalten wir das Resultat:

Ist M, eine durch geometrische Komplexringe approximierbare
Mannigfaltigkeit, M; die Menge ihrer inneren Punkte, M, die Menge
ihirer Randpunkte, die Punkte von A, sind, und M, die Menge der
iibrigen Randpunkte, so stellt M;+ M, die dvale Mannigfaltigkeit
unsever M,=M;+ M, dar.

Ist M, unberandet, so ist M,,—M, =0 und M, fillt mit seiner
doalen Mannigfaltigkeit zmsammen. (Letzteres Resultat stammt vor
Poincaré.)

III. ABSCHNITT.

Operationen an Ringen, die die Homologiegruppen unver-
tdndert lassen.

Es liege ein » dimensionaler Ring X vor, X, sei ein » dimen-
sionaler echter Teilring von X, X, < X, dessen Basissystem Teil-
system ist eines bestimmten Basissystemes von X. Der Randring X,
von X, sei n—1 diwensional und der Komplementring ¥, von X, in
Y. demnach s dimensional:

Von X, und X, setzen wir voranss):

1) X, ist ein Nullring, d. h. jeder p dimens. Zyklus von X, fiir
0<p<m—1 sei in X, homolog Null.

Ferner sei jeder nulldimens. Zyklus von X,, der in ¥ homolog
Null ist, in %, homolog Neull. ,

2) X, ist ein Nullring, d. h. jeder p dimens. Zyklus von X, fiir
0<g<<n sei in X; homolog Null

3) Jedem nulldimens. Zyklus von X, entspreche ein soleher in
X, der mit ihm in X, homolog Null sei.

Die n—1 dimens. Zyklen des Ringes X, haben eine Basis

S (n—1) (n—1) (n—1)
(58) & 0 o,

8) Fur # =1 fallen Voraussetzungen 1) und 2) weg.
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deren Elemente als »—1 dimens. Zyklen von X, nach Voraussetzung
2) in X; homolog Null sind?):

o T

< (n—1) ™ .
(59) G =R(4)"), i=1

Adjungieren wir zum Bésissystem von X, die « Kom-
plexe

(60) AW g™

110 SCRIEE Ai;

von X, so erhalten wir ein Basissystem fiir einen neuen
Ring ¥;, dessen Homologiegruppen (also auch Bettische
und Torsionszahlen) fiir p<<» mit denen des Ringes X iden-
tisch sind.

Weitere Elemente als die von (60) brancht man nicht zu ad-
Jungieren, da der Rand eines Elementes von (60) nach (59) bereits
in ¥,, also in X, auftritt. (Die n—1 dimens, Geriiste von ¥, und X,
sind identisch.)

Die Elemente (60) sind linear unabhiingig, da aus m-Ai’? =
=0®, i=1, ... «, durch Randbildung =; 0"V =001 j=1, .. «,
folgt, d. h. m=0, ¢=1, ... «, infolge der Basiseigenschaft der Ele-
mente von (60).

Jeder ¢ dimensionale Zyklus von X; ist wegen X; <X p dimens.

Zyklus von X, ist er in X; homolog Null, so ist er anch in £ homo-
log Null.

Jede Klasse p dimens. Zyklen von %, ist demnach Teil

einer Klasse der p dimens. Zyklen von X. ‘
Wir lassen nun umgekehrt fir 0<<g<<n jedem p dimens. Zyklus-

von X einen solchen von X; entsprechen.

Sei (@ dieser p dimens. Zyklus von %, so sei mit (9 der ihm
entsprechende von X, bezeichnet, zu dem wir auf folgendem Wege
gelangen: '

Indem wir C©@ durch die Basis des Ringes X ausdriicken,
unterscheiden wir die drei Teilkomplexe von (@

42 in % —%, A® in L, 3%, und 49 in X,

A2 spalten wir seinerseits beliebig in zwei in %, liegende

Komplexe 4% und AR 2 49 = 494 49 und haben dann eine
Zerlegung von C@

%) Far m=1: Die nulldimens. Zyklen von I, die homolog Nullin X
sind, haben eine Basis CU) i=1,... o, usw.
Dabei berufen wir uns auf ein Resultat, das wir am Ende dieses Ab-

schnittes in einer Bemerkung bringen: Die ¢ dimens. Zyklen eines Teilringes,
die im Ringe homolog Null sind, besitzen eine Basis.

1
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{61) CP=F2 1 19 wobei

1 27
FO=A® + 42 und kP = 4P + 49 ist.
Aus (61) erhalten wir durch Randbildung:
(61 0™V = R(K¥)+ R(ED).

Der ¢—1 dimens. Zyklus R(k;w) der in X, und X, liegt, ist
somit ein Zyklas von X, wnd da er in X homolog Null ist und
¢—1<n—1, ist er nach Voraussetzung 1) in X, homolog Null, d. h.

es gibt in X, einen o dimens. Komplex %©, dessen Rand R (k(f)) ist:

(62) R(ED) = R (E?).
Also ist

-5 Q) __. 7.(¢ 2

(62) P =k — 1

p dimens. Zyklus in X, und wegen O<(p<<n ist nach Voraussetzung

2) C9~0 in X, also auch o0 in X.
Als den C@ in X, entsprechenden ¢ dimens. Zyklus definieren wir:

(62”) 5(9) — k,;Q)_{_ ki@)7

‘der im n—1 dimens. Geriiste von X, liegt.
Aus (61), (62") und (62") folgt:

(63) . C(Q) — OEQ) +E{(Q)'

Die Zerlegung (63) des Zyklus C@ in einen von X, und einen
von X, ist nicht eindeutig, demnach auch nicht die Zuvordnung

e 4 (9,
Sei neben (63) : C@= (@ - C? eine solche zweite Zerlegung,

: . . =) ., o
also ({2 ein Zyklus von X, und C ein solcher von X,.
Dann folgt:

wo links ein Zyklus von X; und rechts ein Zyklus von X, steht.
Somit ist
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ein o dimens. Zyklus von %,. Tst p<n—1, so ist ¢~ 0 in X, (Vor-
aussetzung 1) also ¢ oo C@ in X,

Ist p=n—1, so liBt sich """ durch die Basis (58) linear
darstellen:
oy =p; CrVi=1.. .2

[4 ri ?

woraus 0" V=R (p,4") 0 in X, folgt.
¢ P

14
Es gilt somit stets

=@ =),
C ~C in X,

Jedem pdimens. Zyklus €@ (0<<p<n) von X sind somit
¢ dimens. Zyklen einer bestimmten Zyklenklasse von X; zu-
geordnet.

Aus (63) wieder folg_t

t;64) O(Q)f\)a@ in E, da Ci@)

‘nach Voraussetzung 2) in ¥ homolog Null ist.

Es wird also jedem pdimens. Zyklus von £ (0<Cp<n)
die Klassel?) pdimens. Zyklen von X; zugeordnet, deren
Elemente ganz in der diesen Zyklus enthaltenden Klasse
von X liegen.

Wir konnen daraus aber noch nicht auf ein eindeutiges Ent-
sprechen der p dimens. Zyklenklassen (0<p<<#n) von X und X, schliefien,
da es ja moglich wire, daB zwei verschiedenen ¢ dimens. Zyklen

qg) und ¥, die einer Klasse in £ angehoren,
/| . ~
CPC2in X,

s dimens. Zyklen C*ig) und 5;9) von X, zugeordunet gind, die in X, ver-
schiedenen Zyklenklassen angehoren.
Fiir letztere beiden Zyklen miiBte dann gelten

Q) e () e *
C¥ e CF in X (nach 64) aber € & O in X,

1
Betrachten wir dann den ¢ dimens. Zyklus Z® = €19 — O
so giilte:
(65) 790 in &, Z® 20 in X,

Dann giibe es in X einen Komplex k@+D, dessen Rand Z© wiire.

1) ,Die Klasse“ im Sinne von ,nur Elemente dieser Klasse®.
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Diesen Komplex denken wir uns in zwei Teilkomplexe kiﬁn

8] (0+41)

in X, und &7 in X, zerlegt, so daB dann

Z9=R(HE*™) + R(F2™) gelten miibte.

B (#*"™) kann kein Nullkomplex sein, da sonst 29 =0
in X, wiire.

2% — R(EE™) = R(ES™) wire also p dimens. Zyklus von
X, der aber in X, nicht homolog Null sein diirfie, da dies wieder
Z9u0 in X, sur Folge hiitte.

Es miifite demnach (Voraussetzung 1) o=n-—1 sein.

Dann aber gilte B (") = p, C" i=1,. .. a, also B(k(l"’)):
:R(pzAAi’?)mO in &;, woraus wieder Z9 0 in ¥, folgen wiirde.
(Widersprueh.)

Es entsprechen somit, fir 0<{g<(n, die pdimens. Zyklen-
klassen von X und X; einander eineindeutig und damit
auch die entsprechenden Homologiegruppen.

Diese Behauptung beweisen wir nun auch fiir =0, wobei zum
ersten Male die Voraussetzung 3) in Kraft tritt.

Sei C© ein nulldimens. Zyklus von X (= nulldimens. Komplex)
s0 zerlegen wir ihn in seine drei Teilkomplexe (nulldimens. Zyklen)
51(0) in X, —Z%, C, in %%, und 5:0) in X,

0¥ =00+ 00 + 0.

Zerlegen wir ZJ_(O) beliebig in zwei in X, liegende Bestandteile:
€9 =09 4+ ¢, so erhalten wir

66) CV=CP+CP, wo ) =0+ C%und (7= O+ Y ist.

2 3

Nach Voraussetzung 3) gibt es in X, einen nulldimens. Zyklus
¢ der in &, mit C\” homolog ist:

o), ORFFRRS
C;7re € in 2.

Wir ordnen dann C® den Zyklus Céo) + Cio) von X, {also auch
von X;) zu.

Sei 6;0) + _C_'io) ein zweiter C° so zugeordneter Zyklus von X,.
Dann gilt

=00 4 ¢+ (0O~ ) =0 + ¥ + R (4) und ebenso
¢ =0 + 07 + R (B).
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Darans aber folgt

1

) 2l O ) 7.0
(07 + 07)— (0 + O) =R — I

Links steht ein Zyklus von X, und rechts ein Zyklus von I.
Somit ist R(k?)—l_c(lo)) ‘ein nulldimens. Zyklus von X,, und da er
in X; homolog Null ist, so ist er (Voraussetz. 1) homolog Null in X,1).

Somit ist

Of_,o)—l—CS’) C\DE;O) +5i°) in %,, also auch in X,.

Also sind jedem nulldimens. Zyklus C©® von X nulldimens.
Zyklen einer bestimmten Klasse von X; zngeordnet.

Was die EKineindeutigkeit der Zuordnung der nulldimens.
Zyklenklassen von X und Z; betrifft, so konnte es zwei Zyklen von
¥, geben, die in X, aber nicht in X; homolog Null wiiren [analog (65)].

Dann gibe es einen nulldimens. Zyklus Z© in 2, der in X,
aber nicht in £, homolog Null wire.

Aus Z© = R (kW) folgt, sobald man km:k(ll)-}—k(;) setut:

20 =R(#”) + R(+Y). R(") ist dann nulldimens. Zyklus von
Y, und (Voraussetzung 1) homolog Null in X,. Somit gilt Z®~0 in
Y, d.h. einen Zyklus Z©® der beschriebenen Eigenschaft kann es
nicht geben??).

Es entsprechen somit fiir p<{n die p dimens. Zyklen-
klassenund demnach dieentsprechendenHomologiegruppen
der Ringe X und X; einander eineindeutig.

Was die n** Homologiegruppe betrifft, so sei

(67) at™, a;”), a”
die Basis der » dimens. Komplexe von X,. Da die Elemente von
(60) n dimens. Komplexe von X, sind, so gilt
(68) Az =pi; aj(.")j i=1,. .. a, j=I1,... ¢

Es sel nun vorausgesetzt:

4) Jeder » dimensionale Zyklus von ¥ enthalte Basis-
elemente der Reihe (67) nur in der Zusammenfassung (68).

Dann ist jeder » dimens. Zyklus von X ein solcher von Z; und
anch die nte» Homologiegruppen dieser Ringe sind identisch.

1) Hier ist % >> 1 vorausgesetzt. Fir » =1 ist R(k(ll)—lzgl)) ein nulldi-
mens. Zyklus von Z,00 0 in 2, also durch die 050_3, i=1, ...a, darstellbar, so-
mit = R (p: A%), also v 0 in I,.

1) ¥ir n=1: R (K" ist nulldimens. Zyklus von Z» oo 0 in 5, also o< 0 in E,.
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Sind die Voraussetzungen 1), 2), 3) und 4) fiir das » dimens.
Geriist £ eines N dimens. Ringes £ erfilllt und ersetzt man dieses
n dimens. Geriist durch den Ring X, so entsteht aus X ein N dimens.
Ring Z,.

Denn ist a( D

ein n+1 dimens. Basiselement von X, so ist
B(a("+1)) ein » dimens. Zyklus von X (dem # dimens, Geriist von ¥),

somit ein » dimens. Zyklus von X, also in ¥, enthalten.

Damit ist die Ringeigenschaft von X festgestellt.

Wir behaupten weiter die Identitdt aller Homologie-
gruppen der Ringe X und I,

Zu beweisen ist hier nur die Identitdt der nf® Homologie-
gruppen. Nun ist jeder n» dimens. Zyklus von X 1 dimens. Zyklus
von ¥, und umgekehrt. Ist ™ v 0 in 3, soist er, da X, <X sicher
homolog Null in E. Ist C™co0 in X, so gilt C<">——R(k<"‘r1) wo

9
F#+D ein n+1 dimens. Komplex von X, also auch von X, ist,
woraus 0™ o0 in ¥, folgt, q. e. d.

Bemerkung: Wir erhielten den Ring X, durch Adjunktion
der Elemente (60) zum Basissystem des nges X,

Bei aufmerksamer Lektiire unserer Uberleguna‘en aber {ber-
zeugt man sich, daf man aus der Reihe der Elemente (58) jene
hitte streichen konnen, die bereits in X, homolog Null sind und
demzufolge die entsprechenden Elemente der Reihe (60)%). Um mog-
lichst wenig » dimens. Komplexe aus (60) adjungieren zn miissen,
wird man eine Basisdarstellung (58) der n—1 dimens. Zyklen von
Y, suchen, fiir die moglichst viele Elemente bereits in X, homolog
Null sind.

Nach unserem Hilfssatz I sind wir in der Lage, ein Basis-
system der n—1 dimens. Zyklen von X, aufzustellen, das das Basis-
system (58) enthalt. Sei

; y(n—1) (n—1) (n—1) y(r—1) v(n—1)
(69) (/7'1 b Orz y ot Oa (/(} e (/ﬁ
dieses Basissystem.
Ferner sei
- m—1) __ v(’ —1j (n—1) __ ~(n—1})
(10) N7 =7v,C (G =0 fur j=1,.

@:1, E’j:L... AJ7

ein Basissystem der #—1 dimens. Zyklen von X, homolog Null in
%,. Jeder Zyklus von X, der in X, o0 ist, hat dann die Darstel-
long:

(I TV =m N =y

h——n —

':].,...37‘/.—-1’.-. 7.

1) Mit Ausnahme fur die nte Homologiegruppe.
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Da er in X, liegt, muf

L.

(V) my:=0sein, fir ¢ =1,... ¢ j=24+1, a+ 2, ..

Ist o der Rang der Matrix |y, ¢=1,... & j=a+4+1,
2+ 2,... B, so gibt es y = c¢—0c unabhiingige ganzzahlige Losungs-
systeme 7, 7, . . . T, die eine Basis =", =", ... =P, v=1,...7,

besitzen, so daf dann

(72) Z::_D:m(r) NP =1, . .¢ t=1,...%
eine Basis der Zyklen ist von X,, die in X, homolog Null sind.
Fiir die Zyklen (72) gilt:

7

(12) Z070 = ¢ 05;_1),121,. o=

welches System wir durch unimodulare Transformation der Ele-
mente (72) und (58) in die kanonische Gestalt bringen:

mory oD _ A=) 1) A=) Zo—1 _ A1)
(1) 2 " =eC " Zy =607, 4 = O

Nun lassen wir aber an Stelle des Basissystemes (58) das Basis-

system E’f;_l), j=1,... « treten und in diesem streichen wir alle
Elemente EZ”_”, fiir die ¢; = 1 ist, denn sie sind bereits in X; homo-
log Null.

So konnen wir z. B., ohne die Homologiegruppen ¢ =0, 1 zu
indern, aus der Kugeloberfliche eine Kalotte herausschneiden.

IV. ABSCHNITT.
b3

Es seien X, und X, echte » dimens. Teilringe von X, deren
Basissysteme in einem bestimmten Basissystem von X enthalten sind,
und weiter soll jeder ¢ dimens. Basiskomplex dieses Systems von
% entweder in X, oder in X, oder in ¥, und X, enthalten sein.

Mit X; bezeichnen wir den Durchschnittring von X, und I,.

Dann bedeute die symbolische Gleichung:

(73) L= (8N + (B, + X,

dab jeder o dimens. Komplex von X eindeutig spaltbar ist in drei
Teilkomplexe, die in X,—Z,, %,—%; und in X, liegen. .

Wir ordnen dann jedem p dimens. Zyklus von ¥ einen o—1
dimens. Zyklus von Z; zu: Sei C@ dieser p dimens. Zyklus von X,
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so zerlegen wir ihn nach (73) in seine drei Bestandteile: Ki“’) in
- (0) . & 8 . 5
23, K2 i 5—3% und K2 in 3,

(74) C¥ =K+ K? + K2

K;“’) spalten wir willkiirlich in zwei in X; liegende Komplexe
@ __ @ @
Ka - Km + K32 ’

Setzen wir dann K + K= H®, K + K2 = H?, so gilt
(14) €9 =H? 4+ H®, wo H? in ¥ und H,° in ¥, liegt.
Randbildung von (74") ergibt
(75) 097 = R(H?) + R(HT).

Somit ist Cé“’“”:R(Hl(Q)) = R(—HY) ein g—1 dimens. Zy-
klus von X,, der in X, und in X, homolog Null ist.

Wir konnen somit jedem p dimens. Zyklus C© von X
einen p—1 dimens. Zyklus Off'” in ¥, zuordpen (fiir ¢>0),
der in ¥, und in ¥, homolog Null ist. Diese Zuordnung ist
ebenso wie die Spaltung (74') von C@ nicht eindeutig.

Sei 9= fi_l@ + ﬁ;‘*’) eine zweite solche Spaltung, so folgt dann

HO—H® =HAY—H?=H? wo Hy ein ¢ dimens. Komplex in

%, ist.

Somit gilt R(H?)— R (H?)=R(H?), d. h. ¢ oo™
in X,

Alle auf obige Weise einem Zyklus C@ von X zugeord-
neten Zyklen 477, €27V, .. . gehéren einer bestimmten
Zyklenklasse von ¥; an.

Diese Zyklenklasse hat die bemerkenswerte Eigenschaft, da
jeder ihrer Zyklen homolog Null ist in X, und in Z,.

Die Gesamtheit aller dieser Klassen stellt eine Un-
tergruppe dar der o—1%*" Homologiegruppe von X;, wir be-
zeichnen sie mit Ty,

Ihr Einheitselement ist die Klasse der p—1 dimens. Zyklen
von ¥, homolog Null in ;.

Definition: Wir nennen einen p dimens. Zyklus von X einen
A-Zyklus, wenn er sich als Summe darstellen 146t eines p dimens.
Zyklus von %, und eines p dimens. Zyklus von X,.
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Jeder o dimens. Zyklus von ¥ homolog Null in X ist

ein A-Zyklus. B

Sei C© dieser Zyklus, dann gilt 0@ = R(K®™ ") = R(K1<9+1)) +
o+ R(IT;Q+1)), WO Ke+D Kl(Q—H) -+ K;Q'H) die Spaltung von KD
in einen Komplex von X, und einen von X, darstellt. Nun ist
R (K1(9+1)) — Oi@) und R (K2(9+1)) — C;Q).

(Wir konnen demnach die letzte Behauptung schéirfer formu-
lieren: Jeder p dimens. Zyklus von X o0 in X ist als Summe
darstellbar eines p dimens. Zyklus von ¥, o0 in X, und

)

eines pdimens. Zyklus von ¥, 00 in %)

Daraus folgt: Enthilt eine Zyklenklasse der gf» Homologie-
gruppe von X einen A-Zyklus, so sind alle Elemente A-Zyklen.
Eine solche Klasse heifle eine A-Klasse.

Die Gesamtheit der A-Klassen der o Homologiegruppe
von X stellt eine Untergruppe dar dieser Gruppe, wir be-
zeichnen sie mit T

Zerlegen wir die ¢ Homologiegruppe von X vermittels
dieser Untergruppe, so sei mit F die entsprechende Faktor-
gruppe bezeichnet.

Jedem p—1 dimens. Zyklus O’;Q—‘) von Xy, der in %, und in X,

homolog Null ist, entspricht stets ein ¢ dimens. Zyklus C@, dem er
zugeordnet ist.

Denn nach Annahme gibt es in X, wenigstens einen p dimens.
Komplex K® und in ¥, einen solchen —K.?, daf

CE V= R(K®) = R (—RY) ist.

Dann ist K 4+ K® =9 ein p dimens. Zyklus, dem die
Zyklenklasse von Xy, die C®™ enthilt, zugeordnet ist.

Aber auch die Zuordnung O ——3 '@ ist nicht eindeutig.

Seien K in %, und —K.” in %, zwei weitere o dimens.
Zyklen, deren Rand €7 ist. Setzen wir dann K@ 4 K© = (/%
so gilt ebenfalls die Zuordnung C° " ——3 C©,

Nun ist C@—(0©@ = (K®—EK?) + (KL—K?).

Da aber R(K?)=R(K?) und —R(K®)=—R(K?) gleich
OV ist, so ist KP—K® ein p dimens. Zyklus von %, und
KP—K? ein solcher von I,.

Daher ist C®—0@ ein A-Zyklus.

Monatsh. fir Mathematik und Physik. XXXVI. Band. 3
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Somit entspricht jedem p dimens. Zyklus von X, der
in X und in X, homolog Null ist, eine Gesamtheit von
odlmens Zyklen in ¥ der Eigenschaft, daB die Differenz
je zweier Zyklen dieser Gesamtheit ein A-Zyklus ist.

(D. h. diese Gesamtheit ist in einem bestimmten Elemente der
Faktorgruppe F enthalten.)

Seien jetzt C\° Y und C°™" zwei Zyklen einer Klasse von
Iy, d. h. es seien C;“’_” und 6(39_” ¢—1 dimens. Zyklen von Z; homo-
log Null in %, und in 2, und O sei in I CY homolog.

Dann gilt C*™" = R(K®) = R(—K,*)
0V =R(K®) = BR(—K.?) nach Annahme.

Also folgt fiir die zugeordneten ; dimens. Zyklen von X
(C(e) K(o) + K(Q) 0(9)_.K(e)_|_K(@))

Q3@ = ¢ K—(g) K(°)) + (KO— K“’))
Da weiter c;g—“mégg—” in X; vorausgesetzt wurde, so gilt
R(K®—K?)=R(K?) resp. R(—K\® 4+ K1) = R(K").
Somit folgt
CO—C09 =(EP—K"—K) + (KP—K® + K®) =02 + ¢©.
Es entsprechen also den p—1 dimens. Zyklen einer

Klasse von Iy pdimens. Zyklen in X, die alle in einem
Elemente der Faktorgruppe F enthalten sind.

Seien umgekehrt C© und C® zwei dimens. Zyklen von ¥
“die zu einem Elemente dieser Faktorgruppe F gehiren.

Dann gilt nach Annahme 09—(C® = ¢® + ¢, wo ¢ in
Y, ‘und O;Q) in X, liegt.
Nun sei ¢ und C'? in Bestandteile von ¥, und X, zerlegt:

2

C(Q) :Kl(g) + Kﬂ(g)’ C(Q) K(O) K;Q).

Dann gilt die Zuordnung

¢? ——> R(KP)=R(—K?), € —> R(K!)=R(-K?).



Uber abstrakte Topologie. 35
Aus  (KO—K©9) + (KP—K®) =0® + ¢ schliefen wir

KJQ)_T{I(Q’_OI(@):—Kﬂ(g)-l-f{_f)-i-C;Q):K;Q), wo K. ein p dimens.

Komplex von Z, ist. Randbildung hat dann
R (K®)—R(K®) = R(K{) mur Folge, d. h.
R ( KX(Q)) ao R(’Kl(e)) in 23‘

Den p dimens. Zyklen eines Elementes der Faktor-
gruppe F entsprechen somit p—1 dimens. Zyklen von X,
die in einem Elemente der Gruppe Iy liegen.

Aus den beiden letzten Resultaten folgt dann:

Die Elemente der Faktorgruppe F und der Gruppe I
entsprechen einander ein-eindeutig.

Da noch aus 0@ > 0 und €9 —> 53(@“1)

09 4 0° > OV 4 0OV folgt, so gilt der Satz:

Die Gruppen F und I'; sind einstufig isomorph be-
zogen.

Wir wollen nun eine Relation herstellen zwischen den Betti-
schen Zahlen der Ringe X;, X,, ¥y und .

Wir haben bereits festgestellt, daB jeder p dimens. Zyklus in
¥ homolog Null in X sich als Summe darstellen lifit eines p dimens.
Zyklus in I, homolog Null in ¥, und eines p dimens. Zyklus in X,
homolog Null in X,.

Ist demnach

(16) N@ NO® ... N9 eine Basis der p dimens. Zyklen von
Q
L o0 in X
und
(16) M@, M2, ... M® eine Basis der p dimens. Zyklen von
Q

%, 00 in I,

so ist jeder o dimens. Zyklus in ¥ homolog Null in ¥ durch die
GroBen der Reihen (76) und (76") linear darstellbar.

Weiter konnen wir nach Hilfsatz I eine Basis der p dimens.
Zyklen von %, und eine solche der ¢ dimens. Zyklen von X, bilden,
die ganz eine Basis der p dimens. Zyklen von Z; enthalten.

Es sei

a7 C9, cP, ... Cég) diese Basis der p dimens. Zyklen von X,
Q
8%
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. r (@ (o) (@ © . . o
(1) ¢~ ... Oﬁg’ 013@4,1’ ces Oag die betreffende der o dimens.

Zyklen von X, und

Ty oo, ... E‘é’”, Z‘é@ ,... C¥ die betreffende der o dimens.
o g+l ‘e
Zyklen von %,, wo C? = C® fir k=1,... &, ist.
Dann gilt
NO=a® CP j=1, .. .uy k=1, ... %
(78)
MP=0b2 0% h=1,...051=1,...5,

Die » dimens. Zyklen NJ(.Q) und M;Q) sind nun im allgemeinen
nicht linear unabhingig.

Aus
(79) i N;Q) + 9 M;Q) =0Q, j=1, ... g =1, ... vy
folgt nach (78), da die Zyklen

(80) C©, 0@ . . CO Co (@ po go

Bo?  PBopr’ T %’ TBop) TT T Teg

linear unabhdngig sind 14), das System:
b “ﬁ)‘{-% biQ;::O, k=1, ... 8

81 i a’g("j) =0, s=08+1, ... %,

In bﬁfl):O, t=0e+1, ... g

j:]ﬂ"'uQ’h:l’...’Ug.

o,
%) Lineare Abhingigkeit der Elemente von (80) hitte 22 o C’;Q) =
‘ho1

{ links

k3
e, )
=2 b Ct@ zur Folge. Aus dieser Relation folgt, daf der Zyklus | Loohts 1% Z

t=Po i1
o ﬁo

€ — —_—
und Z,, also in I, liegen miite. Demnach gilte ¢ be Ct(g): T g CJ@

t=Pot1 i=1 '
was, da (77”) eine Basis ist, bt =0, ¢=fo41, ... %, zur Folge hat, Damit

1

o,
aber gilt 2°  as C;EQ) =0@, was an =0, h=1, ... ay zur Folge hat.
h=1



Uber abstrakte Topologie. 37

Sei 6, der Rang des Systemes (81), o,==wu,+ v,, so gibt es
genau u,-+ v,—6, unabhingige Relationen (79), d. h. von den
u, + v, Zyklen N](.Q), MP sind (4, + v4)— (tp + v,—0,) = g, linear
unabhingig.

Wir erhalten anch sofort eine Basis der ¢ dimens. Zyklen in
¥ homolog Null in %, wenn wir durch unimoedulare Transformationen
der Elemente (80) und der Ni® und M,® das System (78) in kano-
nische Form bringen.

; i (@ @ (@) .
Bezeichnen wir mit C %, C%, ... Oyt 2p—B, das neue Basis-
system (80) und mit N(f), N (29), - NYqi‘f+vQ das unimodular trans-

formierte System der N;Q) und M2, so tritt an Stelle (78):
(82) NEQ) =g C.;Q), i=1,...06, cF0,

wogegen fog)_H:O(Q) ist, fir =1, 2, ...
Da sich aber jeder ¢ dimens. Zyklus von ¥ homolog Null in

X durch die N, ¢ =1, . . ug + v,, ausdriicken 146t und Nfsz)+1: 0@

ist, so ist

(83) Ni@)7 N;@’ N‘(;Q)

[o]

eine Basis der ¢ dimens. Zyklen von ¥ homolog Null in X.

Somit ist ¢, die Basiszahl der p dimens. Zyklen in X
homolog Null in X.

Wir schreiben die Relation (79) in der Form:
84 TeO=p NY=—q M2, j=1, ... uy, h=1,... v,
@ ist der allgemeinste p dimens. Zyklus, der in %, und Z,,

also in X, liegt und in %; und X, homolog Null ist (d. h. das all-
gemeinste Element einer Klasse von [Y).

Aus (81) gewinnt man ein Basissystem aller ganzzahligen
Lisungssysteme von (81):
(85) WPy OP2y - - OPuy ©F15 G035 - -+ O,
t=1, 2, ... uy + vo—0, und entsprechend ist

86) Wl@=qp N¥=—an M2, j=1,. . uy h=1,... 0

eine Basis der ¢ dimens. Zyklen von %;, die in X, und X, homolog
Null sind.
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Bezeichnen wir mit t, die Basiszahl der p dimens. Zyklen von
%, homolog Null in ¥, und Z,;, so gilt:
(87) To = Uy + Dg— G,

Die Differenz: Basiszahl der p dimens. Zyklen von X,
o0 in X, plus Basiszahl der p dimens. Zyklen von %, o00
in X%, minus Basiszahl der p dimens. Zyklen von X o0 in
Y ist gleich der Basiszahl der o dimens. Zyklen von X,
homolog Null in %, und %,.

Es sei nun
(86,) (t)n@*“: t—= 1’ e Tg-——l

eine Basis der p—1 dimens. Zyklen von £; homolog Null in £, und
X, und

(86" @P@V s=1, ... we

eine Basis der p—1 dimens. Zyklen von X; homolog Null in ;.
Dann gilt:

_ (g—1 — — —
(88) P D =d2™" e s=1,. ... weq, t=1, ... 79,

denn jeder g—1 dimens. Zyklus o0 in ¥y ist natiirlich auch o0
in & und X,.

Das System (88) bringen wir durch unimodulare Transformation
der Elemente (86") und (86”) in die kanonische Form:

, oty _ o1 .
(88) (1)_P(Q 1)_d] (1)[ (e 1), P ("’g—l)P(Q D"—dﬂ’g—l (""Q——I)F(Q—l)

(88") sind dann die definierenden Relationen der Elemente der Gruppe I';
in bezug auf die Basis

(89) (t)r(@_l)’ f=—= 1, e To—1n
Sei nun

(90) (t)[‘(g)’ t = 17 [N TQ-1

der dem p—1 dimens. Zyklus o@D o0 in ¥, und ¥, zugeordnete

¢ dimens. Zyklus von X.

Adjungiert man diese t,—; Elemente zu den =, 4 ¢, —
—&, Elementen der Reihe (80), so erhidlt man 2, +¢,— 8, +
+ To—1 p dimens. Zyklen in X der Eigenschaft, dafi jeder
p dimens. Zyklus in ¥ durch sie linear darstellbar ist.
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Denn sei (@ ein beliebiger ¢ dimens. Zyklus in ¥ und O;Q"U

der ibm zugeordnete p—1 dimens. Zyklus in ¥;, der also in X,
und ¥; homolog Null ist, so gilt

C;Q_l) = 4 (t)F(Q‘l), t= 1, cee To—1e
Dem Zyklus a; ¢ I'eVsind dann in ¥ der Zyklus 0@ und auch
der Zykluos a; xI"® zugeordnet. Somit ist
C(Q)——at mF(Q), t—=— 1, cee To—1
ein A-Zyklus und somit durch die Elemente der Reihe (80) linear
darstellbar. Aber diese «,+c,—@,+ 7p—1 p dimens. Zyklen
sind nicht linear unabhiingig. Denn aus (88") folgt, daB

“dy o[@, s=1,... wy_1, tiber s nicht summiert
fir jedes s=1,... we_s, ein A-Zyklus ist. Daher gilt:
@) dyylo= bshC’(o) h=1,2, .. 2 +e—08y, s=1,... e

[in (91) haben wir die Zyklen der Reihe (80) fortlaufend numeriert].

0+£ —Be Tg—1 .
Umgekehrt folgt aus 2 P ol @ = 2 e C( 9 die Relation & Dl @ Do
=1

in ¥;, demnach nach (88")

pr=¢q;dy (liber ¢ nicht summiert), t=1,... wy_,

P :0, t>w9_1.

Somit sind (91) die einzigen Beziehungen zwischen «, + ¢, — g + To—1
¢ dimens. Zyklen und sie sind [man beachte die Matrix (91)] linear
unabhiingig. Bezeichnen wir nun fortlaufend numerierend mit C;f’),
h=1,2,... ag+eg—Ps+ 7o—1 diese o dimens. Zyklen, so hat
das System (91) die Gestalt:

(92) chsC,EQ):O@, s=1,.. . wey, h=1, ... 25+ ,—By+ To—1-

Durch unimodulare Transformation der C,f“’) bringen wir (92) in die
kanonische Form:

V@) Al@ Ae) __ q@) (<) PN ()]
(93) 6 0¥ =0% ¢ C=0%,... Curg 1(/11 =0,

2 o1
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woraus, da die ¢;, 4= 1, ... wy—;, von Null verschieden sind:
(93) COP =09 s=1,... we, folgt.

Somit ist

(94) CO b=y s +1,... 05+ g~ B + To1

ein System von p dimens. Zyklen von X, zwischen denen es keine
lineare Beziehung mehr gibt, und durch das jeder o dimens. Zyklus
linear darstellbar ist. (94) ist somit ein Basissystem der

¢ dimens. Zyklen von X.

Da 6, = uq) + v, — 7, die Basiszahl der p dimens. Zyklen von X
homolog Null in X ist, so ist Ay, die o Bettische Zahl von %

ho(zy = % + &8 —Bo + To—1 — Wo—1 — Ug)— Vg + .

Mit v, bezeichnen wir die Differenz 7, —w,, d.i. die
Basiszahl der p dimens. Zyklen von %, o0 in X, und in X,
minus der Basiszahl der p dimens. Zyklen von %; o0
nYx,.

(95) Yo == To— Wq-
Dann gilt
hogs) == (g = tho) + (8g — o) —— (B —— W) + (g — ) + (Tpmr —10g_1),
also
(96) | Pas) = ho(sy) + oz — hozy) + Yo + Ye—1:

In (96) bedeutet /s, die o Bettische Zahl des Ringes I,
i=1, 2, 3. :

Bemerkung: Die Formel (95) gilt, wenn man v, =0 setzt,
auch fir p=0.

Denn ist «, die Basiszahl der 0 dimens. Zyklen von X,

& » » »on n » b E-‘
BO » ” B ” » % Z3 y 80 ist
%y + & — ﬁo » Pl B » » » L und
Go = o + 0 —"T ” ] n on » ” » Y oo0in X

Somit ist
hozy = (o — \U«)) + (g =) — (Bo — ;) 4 (79 —10,)

= hocsy) + hosy) — Poesy) + Yo
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Neben y_; =0 ist auch vy, =0, da es ja im n dimens. Ringe"
X keine n dimens. Zyklen homolog Null gibt.

Beispiel: Zwei gebogene Rohrenflichen £, und X, seien laut
Figur tibereinandergestiilpt. Sie bilden zusammen dié Ringfliche X.

%, besteht hier aus zwei getrennten Rohrenstiicken.

Fig. 3.

Es ist hier: h2(2) e ]’ h2(21) = b2(22) — h2(23) =y, = O‘, = 1

I =2, hey=he)=1, hey=2,n=1 =1

homy =1, Moy =hozy =1, hozy =2, %0 =1, Y1 =0.

Bemerkung: Die Relation (96) hiitten wir auch folgender-

mafien herleiten konnen. Es sei G eine kommutative Gruppe und 4

eine Untergruppe von G. Wir zerlegen G mittels 4 in Nebengruppen
G=A+h)+Ad+h)+(Ad+h)+ ...,

die als Elemente betrachtet eine Gruppe, die Faktorgrnppe von &
in bezug auf A4, bilden.

Es sei nun A4 (d. h. die Elemente von A) darstellbar durch
« Elemente

Ay, Qgy oo Gy,

zwischen denen =, definierende Relationen
cpit; =0, p=1,... %, bestehen mogen.
Desgleichen sei die Faktorgruppe durch £ Elemente darstellbar
A+h, A+hyy ... A+ kg,
mit §, definierenden Relationen

(?Qi(A'}'bj):Oa g:l,... \31~
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Wir behaupten dann, daB die Elemente von & durch
4% Elemente darstellbar sind, zwischen denen =z, 4 B
definierende Relationen bestehen.

Beweis: Irgend ein Element von G ist in einer Nebengruppe
enthalten und hat daher die Form a+-/%. Fir 4 + 7 gilt die Dar-
stellung

A+h=c(Ad+h)i=1,...05

Nehmen wir in A + &, das beliebige Element a; + %; (z. B. 0 + &; _h o,
so ist L e; (@ + h;) sicher in A+ % enthalten, also gleich a+h

i=1
Ferner ist (o + 2)—( d +h)—=a—a= L ma; also
=1
“ [

o+ h= 2 a,+Lez(a¢+k)

Da aber a; durch die a; selbst linear darstellbar ist, so folgt
hieraus, daf jedes Element von G durch die « + 8 Elemente a; und %;
linear darstellbar ist. Zwischen diesen =+ 8 Elementen bestehen
als Relationen:

cm a;=0, p=1, N

dg (a; + h,) = Nullelement d. h. Element von 4= jf,a, oder

Boihy=Juoe, g=1, ... 81 5 g e d.

In unserem Fall ist G die > Homologiegruppe von X, A die
Gruppe [’ und F die Faktorgruppe.

Daber ist 2 =2, + ¢,— Ly, % =06,, P =171, b =wy_1.

%+ P —f =y + P — 0 + Yo—1, (Fe—1 — W1 = Yo—1)
=%+ gg— P g Vg + To + Yo
= (%) (g — vg) — (B — ) + (o — 1) + Yot
= ho(sy + bty — ho) + Yo F Yo

(Eingegangen: 16. XI. 1927.)



