Abstrakte Topologie II.

Von Walther Mayer in Wien.

I. ABSCHNITT.

Die vorliegende Abhandlung ist eine Weiterfilhrung der Arbeit
iiber ,Abstrakte Topologie“, Monatshefte, Band XXXVI.

Im ersten Abschnitte erklire ich den Begriff des offenen Ringes
und leite einige Sitze ab, Unterringe von Nullringen betreffend.

Der zweite Abschnitt behandelt die simplizialen Ringe, er ist
rein kombinatorisch aufgebaut.

Den in meiner Arbeit iiber ,Abstrakte Topologie“ skizzierten
Beweis des verallgemeinerten Poincaréschen Dualitiitssatzes bringe
ich fiir kombinatorische Mannigfaltigkeiten ohne Bezugnahme auf
geometrische Simplizes (§ 5, § 6 und § 8).

§ 1. Das offene Komplement eines Unterringes Ef"”) des
Ringes ZMm,

X sei ein Unterring von £ 2{™ < £ dessen Basissystem
ein Teilsystem eines bestimmten Basissystems von X™ ist.
Streicht man aus diesem Basissystem von X™

{1) a®, i=1,... 29 0=0,1,...7

das Teilbasissystem der Basiselemente von X, so bleibt ein Rest-
system S, das im allgemeinen noch nicht das Basissystem eines
Ringes ist, da ja mit ¢®<<S (d. h. o® Komplex von S) nicht
R (a) < 8 gelten mub.

Wir wollen nun aus den Elementen von S allein durch Ab-
énderung der Randoperation R( ) einen Ring bilden. Diesen Vor-
gang wollen wir das Offnen des Ringes ™ in bezug auf den
Unterring =™ nennen, den gewonnenen Ring das offene Kom-
plement von X{™ in T, '

Sei K© ein Komplex in £, K@< X® g0 denken wir uns
il;n durch die Basis (1) dargestellt. Er zerfillt dann in zwei Kom-
plexe:



220 Walther Mayer,
1) K <" wnd Ko,

wo K@ der Teilkomplex von K© ist, der durch die Elemente S
allein aufgebaut wird. Diesen Tathestand soll die Relation ans-
driicken:

@) K@= K® (mod 3,

die zwei Komplexe fiir kongruent modulo (™ erklirt, sobald ihre

Differenz K@ — K in X{" liegt. Wir ordnen auf solche Weise jedem
Komplex K@ in X einen bestimmten Komplex aus S zu, den wir

K bezeichnen. Wir nennen das einen Komplex ,punktieren.
Die Operation ,Punktierung® léscht jeden Komplex von ™
und J4Bt nur die aus S aufgebauten Komplexe ungeindert:

JK(Q) == 0@, wenn K@ <E(1m)

3 ]
) lK(Q) —_—]{(e)’ . K@< 8.

Sei K@ ein Komplex aus S, sein Rand R(K@) gehort im all-
gemeinen nicht zu S, wohl aber der punktierte: R(K®@).

Dermafien ist jedem p dimensionalen Komplex K@ aus § wohl
ein p—1 dimensionaler Komplex in bestimmter Weise zugeordnet; ob

wir in B( ) aber schon eine brauchbare Randoperation haben, d. h.
ob § in bezug auf die Operation E( ) einen Ring mit E( ) als
Randoperation bildet, hingt davon ab, ob B(E( )) =0 erfiillt ist.

Das trifft nun aber zu als eine Folge der Ringeigenschaft
von X,

Aus dieser gewinnen wir als erstes:

@ R (K9)= R (K@),

In der Tat ist ja Ko =K% o K(Q" Wwo Kf"’<2§m), also

) R (Ke) = R (K®) + R (K.
Da R(K®) < 3", erhalten wir (4) durch Punktierung von (4)
Sei nun K9 ein Komplex aus S, aus

(5) R (R (K@) = 06—

folgt .
R (R(KW@)) =002 also gilt wegen (4)
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(6) R(R(K@)) = 0le-2,

womit die Ringeigenschaft von S, dem offenen Komplement von
™ in £ nachgewiesen ist.

§ 2. Der Zusammenhang der Homologiegruppen von b
und seinem offenen Komplement in einem Nullringe X,

> gei ein Nullring, d. h. ein Ring, dessen Zyklen C@ fiir
0<<p<<n homolog Null sind. =™ sei ein echter n-dimensionaler

Unterring, = sein offenes Komplement (Ist =™ und =" homogen,

so ist =5 das Komplement von =™ in ™, cbenfalls homogen
{siehe ,abstrakte Topologie“] und 2, der gemeinsame Randrmg von

=0, 249, der Durchschnitt dieser beiden Ringe. Offnet man =

3
bezng auf seinen Randring Zr so erhilt man genau = .)
Es sei jetzt ' ein ¢ dimensionaler Zyklus in =", Wir

setzen ein fiir allemale voraus: 0<p <n—1. Da 09 < =
und =™ ein Nullring ist, so gilt:

(1) C(Q) R(I{(D‘{“‘I) + K(Q)+1)> R(K(Q+1)) +R(K(9+1))7

wo KetP < 3™ RgTP < 2
Die Zerlegung eines Komplexes von =™ in zwei Teil-

komplexe deren einer =", deren anderer = angehort, geschieht
in eindeutig bestimmter Weise, da Ja jedes Basmelement (1) §1 von

@ entweder zu =i oder zu X" gehort.

Durch Punktierung von (1) erhalten wir, da 0¥ = 0@ und
R(KE®) = 0@ ist,
(1) - B(KST) = 09,

Es ist so, wenn auch nicht eindeutig, eine Zuordnung der

o+ 1 dimensionalen Zyklen K" auns 35° zu den p-dimensionalen
Zyklen ans ={” hergestellt:

() ( 1 Q) - ( 1) o
(=) CO —y K20 0 << =, KTV << 2.

Wir gehen an die nihere Untersuchung dieser Zuordnung.
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Ist DP <= in =" dem Zyklus C¥ homolog, gilt also
DP > ¢ in = resp.

(2) C(Q) D(o) R (H(o +1)), O(g) D(Q) H(g 41 < Z(n\

dann wollen wir D{® auf gleiche Art wie Ci¥ einen o+ 1 dimen-
sionalen Zyklus von =5” zuordnen.

Zuerst gilt

(3) D%Q] :R(Lig-l-i)) + R(L(gg+1)), L(1@*§—1)<Z§n)7 L§@+1)<i§")
(8) Do—> L<2@+1)
Aus (1), (2) und (3) aber folgt

(4:) D(Q) R (H(Q + 1))
"—R(K(0+1)—~L(1Q+I)> + R(K£Q+1)—L(zg+l))ﬁ
Der in X liegende p +1 dimensionale Zyklus
(5> K§Q+1)__L§Q+1) SQJ-D
S(9+1) H(e—l-l) K§Q+1) + Li@+1)<2§n)
ist, da o+ 1 <n ist, in £™ homolog Null, also gilt
(6) KZ(Q+1)—L(ZQ+1)—S§Q+1):R(K1(Q+2)) + R(Kz(9+2))’
R <50, B < 3

Aus (6) erhalten wir durch Punktierung

(M KéQ-l-l,‘__L(zQ-l—l)___ R(Kz(g+2)), d. L K(ZQ-I—I)NL(ZQ-H) in Zgn)

Somit werden die Zyklen einer Klasse [Ci”],, der g Homo-
logiegruppe von 5 Zyklen aus 35" zugeordnet, die einer Klasse der
o+ qten Hbmologiegruppe von 35 angehiren?).

Wir wollen nun die Eineindentigkeit der Zuordnung nach-
weisen, aus der dann, da die zugeordnete Klasse einer Summe von
Klassen gleich ist der Summe der diesen Klassen zugeordneten

) Mit [ ] wird eine Klasse von 2, mit [ ], eine Klasse von 257 be-
zeichnet.
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Klassen, die Isomorphie der s« Homologiegruppe von X{” mit der
o+ 1t von = folgt.
()

Sei jetzt K27V ein p 4+ 1 dimensionaler Zyklus in £”. Er
ist dann jedem Zyklus O < 3™ zugeordnet, fiir den eine Relation
besteht:

(®) R(KET) + R(ETY) = o

Zwei solehe Zyklen ¢ und D gind nach (8) und

() R(KLFY) + R(LETY) = D

in £i” homolog. Diese Klasse der ¢*» Homologiegruppe von (",

deren Zyklen K2 entspricht, enthilt R(Kfj@“)): C@ < I,

Also: Ein Zyklus Ket? yon Eé") entspricht den
Zyklen einer Klasse der o**= Homologiegruppe von X",
und zwar der Klasse [R(K:°" )], Damit ist gezeigt, daB keine
der Klassen der o+ 1*» Homologiegruppe bei der Zuordnung («)
ausgelassen wird.

Sei jetzt LT ein Zyklus der Klasse [K5°7 "], d. h. es gelte

KZ(Q-H)__LEQ-H) — R(Kég—!-z)) resp.

(9) Kz(g—l-l)_L(zg—l-l) ;R(K29+2J) + Kx(Q_H), »
1 1 { 2 3 { 1 (
K2(9+ )’ L2(9+ )7 K29+ )<E(2n)’ K19+ )<Sln)-

Daraus folgt dann
(10) R(K2(9+1)>_R(L(ZQ—%—I))_____.R(KI(Q-H)),

d. h. die Tdentitat der Klassen [R(K52 "), [R(LsT)I.
Das besagt aber das eineindeutige Entsprechen der Elemente

der g¢» Homologiegruppe von T und der o+ 1% seines offenen

Komplements .
Die gt Homologiegruppe von I und die o+ 1t des

offenen Komplementes 25° von i sind fir 0<<p<<n—1
isomorph.

. . . o -t
Sind Ay, 1, hy.2, die ote> Bettischen Zahlen von 00T so

folgt hieraus

(11) hy 1=hg 11,2, o=1, ... n—2.
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Analoge Relationen gelten auch fiir die Torsionszahlen.
Wir kniipfen an die obige Uberlegung noch zwei Be-
merkungen:

a) Ist £® ein Ring, in dem auch jeder nulldimensionale Zyklus
homolog Null ist, so gilt der Schluf anch fiir ¢ = 0.

b) Gibt es in X™ keinen (vom Nullzyklus verschiedenen) »
dimensionalen Zyklus, damm gilt die Aussage auch fiir p =n--1.

Hier wird an Formel (4) angekniipft. Es muf dann der in ™
liegende # dimensionale Zyklus K5 — L§” — 5{¥ = 0™ sein, woraus
Punktierung K5¥ =I{” gibt.

Der weitere Schlufl verlduft wie oben, Kg(’“rn ist natiir-

lich Null.

§ 3. Weitere Sétze iiber Unterringe eines Nullrings.

Wir fassen zwei Unterringe Z{”, £5” von X ins Auge, deren
Summe der Nullring X™ ist:

) 5o = 5 4 5.

Die symbolische Relation driickt ans, daf jedes Basiselement
a®, i=1,... 2y 0=0,...n von I® Basiselement ist von I{”
oder von 5" oder beiden Ringen Xi” und Y’ gemeinsam ist. Der
Durchschpittsring 2, £5” sei nicht leer und mit X, bezeichnet.

Im wichtigsten Falle der Anwendung sind die Ringe £, =,
T homogen und X, der Randring von X{”, Z{”.

Wir setzen wie im vorhergehenden Paragraphen
0<o<n—1voraus.

Bezeichnung: [ [ ], bezeichnet eine Klasse in X i=1,2

[ ]f » » ” ” zja
[ J » » ” n o,

Wir betrachten die ¢** Homologiegruppe von ZX,. In ihr gibt
es zwei Untergruppen, die Untergruppe (4), deren Zyklen in X3"
homolog Null sind, und die Untergruppe (B), deren Zyklen in X}"
homolog Null sind.

Diese beiden Untergruppen haben nur das Null-
element der ot Homologiegruppe von 2, gemeinsam.

Beweis: ist [C©@], eine Klasse in (4) und in (B), so gilt

(1) 00 = R(Ke*Y) = R(——Ké””), Kot o
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Es ist demnach K77 + K" ein p + 1 dimensionaler Zyklus
in 2™ da 1 <<p+1<m, soist er in 2™ homolog Null.

Es gibt also einen ¢4 2 dimensionalen Komplex K@+ —
— K(19+2)+K(29+2), daB

KI(Q—H) + K2(9+1)__R(K1(9+2)) + R(K3(9+2)) Klet2 < >in
y = y 2 [
ist, oder

(2) I{I(g—i-l) R(K(o—\—")) R(K Q—|—2) K2(Q+1).

Links steht ein Komplex aus =i" rechts ein solcher aus =",
und da die beiden identisch sind, so stellt die linke und ebenso
die ihr gleiche rechte Seite einen Komplex aus 2, dar. Also gilt

K| (e+1) R(KQ+2)> K§Q+1)’ K,‘(Q+1)< =

Daraus erhalten wir durch Randbildung

(3) ‘ R(RETY) = R(KTY),
also nach (1)
(4) CPc00 in Z, q. e. d.

Nun gilt weiter, dal jede Klasse der gt Homologie-
gruppe von 2, sich linear durch die Klasse der Unter-
gruppen (4) und (B) darstellen 1&6t.

Sei [C@], eine Klasse der pt» Homologiegruppe von X, da
CO< 2 und 0 <p<nm—1 ist, so gilt

®) Clo=R(E:T) + R(E2TY),
Dann aber ist
0o — R(K{LTY) = R(K{TY)

ein ZZyklus von Z,. Also gilt B(K:2"") < X, ebenso R(EQe")<
<
Also gehort [R(K:™)], zur Untergruppe (4) und
[R(ELT), » (B) und es gilt (5):
) [C9), = [R(EE TN, + [RES ], g e d

Monatsh. fiir Mathematik und Physik. Band XXXVI. 15
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Wir zeigen Jjetzt die Isomorphie der g'** Homologiegruppe
von =%” mit der Untergruppe (4) und die Isomorphie der ot
Homologiegruppe von =5” mit der Untergruppe (B) vom X,.

Wir ordnen einer Klasse [C{?], aus =" durch den folgenden
Vorgang eine Klasse der Untergruppe (4) zu:

Da (0 < I < I, 50 gilt:
(7) 0@ = R(K°TY) + R(E{LTY), also
(7/) OI(Q)__R(KI(Q-H)) — R(Ké@—l-l)) — 059)’ C,EQ) <X

(Dies gilt auch, falls =, von niedrigerer Dimension als p sein
sollte. Dann ist 0‘9)—-0@) wd CPe00 in 27, d h. die ¢ Ho-
mologiegruppe von ={™ enthilt dann nur die Nullklasse.) Sei D{®
ein zweiter o dimensionaler Zyklus von X und D der ibm ana-
log (7)) zugeordnete Zyklus, der wie O (7°) zur Untergruppe (4)
zghlt, dann gilt:

(8) D§Q)——R (L§9+1)) —-PR (Lge-l— 1)) — Di@).

Aus (7°) und (8) erhalten wir:

) 0P —D¥ o P — D in B,
(10) 0 oGP —DF | X

Ordnen wir der Klasse [C?], (resp. [D?],) von Z die
Klasse der Untergruppe (4) [C?), (resp. [D?],) zu, so folgt
aus (9) und (10) die eineindeutige Zuordnung der Klassen
der p* Homologiegruppe von X und der Untergruppe (4).

In der Tat: Ist [, =[D¥],, d h. ¥ —DPx0 in
LM so ist nach (9), (10) ¥ =D®c00 in I” und X, also
o0 in X,

Aus [C{9], =[D¥}, folgt somit [CV], =[D¥],.

Ist umgekehrt [C}Q)],:[D:.Q)],, so ist CPcoD® in Y., also
in Z” und nach (9) (€0 DI? in =

Aus [C?], = [D?], folgt somit [C{?]), = [D{],.

Dabei ist zu bemerken, daB der Zuordnung [C{],+[C{?]. keine
der Klassen der Untergruppe (4) entgeht.

Ist ndmlich [C?], eine solehe Klasse, so gilt ja C'¥ = R (K{+Y).
Setzen wir in (7) fir C{® einen Zyklus der Klasse [C\®],, z. B.
C® selbst, so sieht man, daB die Zuordnung [C{?],+[C?], gilt.
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Da aus (7) und (8)
(11) OO + D —R(KL TV + L) = P + D

folgt, so gilt [C{¥]; + [D?],2[C?], + [D¥], als Folge von [C{?],~
[0, und [D¥],»[D¥].. Die ¢ Homologiegruppe von
™ und die Untergruppe (4) sind isomorph.

Jede lineare Abhiingigkeit zwischen Xlassen der Unter-
gruppen (4) und (B) reduziert sich auf eine zwischen den Klassen
der Untergruppe (4) und eine zwisechen den Klassen der Unter-
gruppe (B).

Denn eine solche bt sich in die Form [C®@], + [D®@], =0
bringen, wo [C©@], in (4) und [D®@], in (B) liegt. Da aber (4) und
(B) nur das Nullelement gemeinsam haben, folgt [C@],=0 und

[D@], =0.

Die Untergrappe (4) hat wie die ihr isomorphe ot Homologie-
gruppe von X{” genau h,,, linear unabhingige Klassen, wo hq,;
die pt* Bettische Zahl von X{” ist, i==1, .

Desgleichen hat (B) genau k,,, linear unabhingige Klassen.

Die hg,, + hg,, solchermafien bestehenden Klassen linear un-
abhiingiger Zyklen seien

| [}, i=1,... ho,y in der Gruppe (4) und
(D), i=1,.. . hose » » 5 (B

Ist nun [H©], eine Klasse der p*» Homologiegruppe in Z,,
so gilt die Spaltung

[HO), = [0©], + [D©},, [}, < (4), [D@), < (B).

Demnach gilt weiter wegen der beiden Darstellungen

he,1 ho,2
p[C®, =% [0, ¢[D@], =X b [D?],
1 1
die Darstellung
ho,1 ho,2
(18)  p.q.[HOL=2qa[C% + T pb[D),.
1 1

Bezeichnet 7, , die o* Bettische Zahl von k., so folgt daraus

(14) h/g’y:}bg,l—l—hg,g, 921,... n— 2.
15%
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Bemerkungen: a) Zerlegt man die p* Homologiegruppe von
Y, mittels ibrer Untergruppe (4) [resp. (B)], so ist die Faktor-
gruppe der Gruppe (B) [resp. (4)] isomorph. Aus dieser Bemerkung
folgt sofort (14).

b) Man gewinnt die Relation (14) aus der allgemeinen Formel
(96) meiner Arbeit iiber ,Abstrakte Topologie“, da wegen der Null-
ringeigenschaft von X™ die GrioBen v, siimtlich verschwinden. Das
entspringt der im vorhergehenden bewiesenen Tatsache, daB aus
CPc00 in =, 27 090 in Z, folgt.

Wir besprechen noch einen im folgenden wichtigen Sonderfall.

T, Y und X§” seien homogen, ¥ und {” Komplement-
ringe und X, ihr »—1 dimensionaler Randring.

Ist 25" das offene Komplement von ™ (£§” ist zugleich der
in bezug auf X, gebffnete Ring %), so gilt, wenn i, » die Betti-
zahlen von X" sind

(15) hor=hoi1, 2, s=1,... n—2, also (14)

(16) ho,r =1hg o+ hoy1 0, p=1,... n—2, und ebenso
(17) hgyr =hg1 +hort 1, =1,... n—2,

wo 2™ der in bezug auf seinen Randring X, geoffnete Ring ym

und Ay, 1 die p 4 1t Bettizahl dieses Ringes ist.
Die Formel (17) werden wir in der Folge zu verwenden haben.

_I1. ABSCHNITT.
§ 1. Der simpliziale Ring.

Ein simplizialer Ring der Dimension m ist ein # dimensionaler
Ring, in dem es eine Basis der » dimensionalen Komplexe giht,
n=0, 1,... m, deren Elemente » dimensionale Simplizes sind. Ein
n dimensionales Simplex ist dabei ein System von #» + 1 Elementen
,Punkten“ die untereinander verschieden sind, in bestimmter Reihen-
folge :

(1) (b ds « + o Gngr):

Zwei Simplizes sollen verschieden (ungleich) genannt werden,
sobald sie nicht in sidmtlichen Elementen iibereinstimmen. Daher
kann tberhanpt nur von Gleichheit gleichdimensionaler Simplizes
gesprochen werden. Simplizes, die dieselben Elemente enthalten,
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sollen sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden konnen. Zur
genaueren Formulierung definieren wir das Symbol

?’1 Bz R ﬁn-&-l
@)

oy %y ... Opy
in dem die B3;,... 5,41 resp. &,... o,p1 zwei Permutationen der-
selben » + 1 Elemente sind. Und zwar soll das Symbol (2) den

Wert + 1 oder — 1 haben, je nachdem die beiden Permutationen
derselben Klasse angehren oder nicht.

Fiir Simplizes mit gleichen Elementen sei dann festgesetat:

a7 .. . jl .j2---j‘n,+1 o .
(3) (?1 g . v . ln_}.1): (.]1 e jn_l_l).

By Ay s

Als Randkomplex des dimensionalen Simplex (1) definieren wir

S gt i da o
(B) Bl d...dnpr)= X (Ju Jo v+ Jn)s

=il 4y gy dg . bugn

wo die (j; ... ju) eine Permutation der ¢, ... —1 dhy1.. . 4nyq sind.
Jedes Simplex (4;...%_1 thq1... 4np1) tritt in der Summe rechts
genau einmal aof.

Wir sehen, daff der Rand eines » dimensionalen Simplex, wie
es sein mufi, ein » — 1 dimensionaler Komplex ist. Da er im Ringe
enthalten sein mufl, miissen alle #—1 dimensionalen Simplizes, die
man aus einem #» dimensionalen Simplex (1) durch Streichen je
eines Elementes erhilt, der Basis der »— 1 diménsionalen Komplexe
angehidren.

Um den Ringnachweis zu vervollstindigen, ist nur mehr
R(B())=0 zu zeigen, vorher sei eine bequemere Schreibart der
Randoperation (3) gegeben, die man erhilt, sobald man statt
(Ji--- Ju) in (3) direkt (4, ... % —1 %1 1...%,11) einfiihrt.

Wir konnen statt (3)

n--1
(3/) R(Zl iz e ’t.n_;_l) :}E (— l)h_l (21 7:2 e 2.1;__12.],4_1 Ce @.HJ\_l)

=1

schreiben. In der Randdefinition (3) tritt aber die notwendige Unab-
hiingigkeit der Randoperation von der Art, ein gegebenes Simplex
zu schreiben, am klarsten zu Tage.

Aus (3) folgt:
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nt1 ?/hjl P jn n jk ll . l%._l
AT | R b
r=1L% 22 Zn+1 .k:I j1J2 v Jn

(A zn_1)>

Das rechts angeschriebene » — 2 dimensionale Simplex (; /, ... Z,—1)
das die Elemente ¢, ... 4,4, bis auf i, und j, enthdlt, tritt in der
Doppelsumme zweimal auf, und zwar mit den Koeffizienten

I JveeJimtJu Jigreeegn Wby oo le—s By Lo Ly
®) KRS M PRI RIS ST | IO SN ISR A IS M

resp.
y PO T TR e | 7O TN P PR A M
©) K2 P A PEIPRE PRI ST | I N P ST 0 PP I M

Die zweiten Faktoren in (5), (5’) sind gleich, die ersten entgegen-
gesetzt, also hat jedes rechts in (4) auftretende Simplex den Koeffi-
zienten Null, d. h.

(6) R(B(iy by ... dnyn)) =002, q. d.e.

N
Bemerkong: Die nulldimensionalen Komplexe X ap (in), ay

ganze Zahl, sind im Sinne unserer abstrakten Topologie Zyklen.
Der nulldimensionale Zyklus homolog Null hat die Gestalt
R(E Ay (ipiy)) =X Ay (ig) — 5 Apy (i,). Die Summe der Koeffizienten
der einen nulldimensionalen Zyklus homolog Null darstellenden
Simplizes ist demnach Null. Ist der Ring zusammenhiingend, so gilt
davon die Umkehrung: Ein simplizialer Ring heiflt zusammen-
héingend, wenn je zwei seiner Punkte homolog sind. Die Zyklen
(i) —(%,) bilden dann eine Basis der nulldimensionalen Zyklen

homolog Null?). Ist dann C’<°>—-27r, (zk) ein nulldimensionaler

N
Zyklus, fiir den Zxp =0 ist, so ist C’t")_ = (i) — (3,)] 0, q. 4. e.
=1

Ein nulldunenswnalel Zyklus eines zusammenhin-
genden Ringes ist dann und nur dann homolog Null, wenn
seine ,Darstellungszahlen® die Summe Null ergeben.

%) Diese Zyklen sind linear unabhingig und weiter gilt B (ipig) =

=[(¢g) — (£,)1— [(¢p) — (¢,)]. Die nullte Bettische Zahl stellt fiir simpliziale Ringe

die Zahl der Komponenten des Ringes dar, d. b. die Zahl der zusammen-
hingenden Unterringe.
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§ 2. Besondere simpliziale Ringe.

Wir betrachten einen homogenen # dimensionalen Ring, dessen
n dimensionale Basiselemente Simplizes mit dem gemeinsamen
Element «, seien.

In diesem Ring ist jeder ¢ dimensionale Zyklus ho-
molog Null, sobald 0 <t<n gilt, und wir kGnnen ebenso
0<f#<n schreiben, da in unserem Ringe ein # dimen-
sionaler Zyklus nicht anftritt.

Dies folgt aus dem Hilfssatz:

Ist KYein nichtverschwindender ¢ dimensionaler Kom-
plex,in dessen Darstellung nur Simplizes auftreten, die das
Element «, enthalten, so ist K bestimmt kein Zyklus, wenn
10 ist.

Denn ist

(1) I((t) — Zsjz v J‘[-‘_l (11 1j2 e (y'jz+1>

die Darstellung, in der séimtliche aunftretenden Simplizes verschieden
seien, so gilt

(2) BKD) =25, ..y, (o) + 2700 (o %, o ),

Die in der ersten Summe rechts anftretenden £—1 dimensionalen
Simplizes kommen genau einmal vor, R (K®)=0¢-1 hitte also
g, -y, 2ur Folge, gegen die Annahme.

Es kann demnach in unserem Ringe kein » dimen-
sionaler Zyklus auftreten.

Sei jetzt C¥ ein ¢ dimensionaler Zyklus im Ringe, so miissen
in seine Darstellung auch Simplizes eingehen, die «, nicht enthalten.

Es gilt daher die Zerlegung
(5) O — 2'\‘/{2 . it+1(11 Kfy es diH_l) -+ 2276'1-1 frr iy (Otil &gy . iit—{-l)?

wo in der nichtverschwindenden zweiten Summe kein Simplex mit
der Ecke «, auftritt. Wir bilden nun den ¢ + 1 dimensionalen Kom-

plex (¢ <n):

4) K@+ — 2261-1 G iy o7 TR xiH_l)

und zeigen, dall sein Rand C® ist. In der Tat ist

(5) R(KTY)=Zs; ;. .. iy (%, ‘.7~z‘,_|_1) + 2%, g (%, )
2 3

Nun ist B (K1) —CO ein Zyklus, in dessen Darstellung nach
(3) und (B) nur Simplizes mit der Ecke «, eintreten, also giit
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(6) R (K = 0 q. e. d.

Was die nullte Homologiegruppe betrifft, so ist jedes Simplex
() dem Simplex () homolog, dagegen ist p.(x,) o 0 nar fiir p = 0.

Die nullte Homologiegruppe enthilt daher nur die Klassen [(«,)]
und ihre Vielfachen.

Der Ring hat alle Torsionszahlen gleieh Eins und die
Bettizahlen alle Null bis auf die nullte, %,, die Eins ist.

Ein Ring dieser Eigenschaft soll eine Zelle heifen. Ein Zelle
ist natiirlich stets ein Nullring.

Ein besonders einfacher Ring ist der Ring eines Simplex
(% @y ... %ypy), d. 1. der kleinste Ring tiber dem Simplex (2; g ... %uq1).
Es ist das einfachste Beispiel einer Zelle.

Das n—1 dimensionale Geriist des Simplexringes (o; ... oy}
enthiilt auBer [(z,)] noch die »—1 dimens. Klasse [R(x ... 2,p1)].
Die n— 1* Homologiegruppe enthilt [R{x,... x,e:)] und die Viel-
fachen dieser Klasse.

Sonst enthilt sie keine Klasse, da ja jeder »— 1 dimensionale
Zyklus im Ringe des Simplex homolog Null sein muf und dieser
Ring vou % dimensionalen Komplexen nur p. (% ... %,y;) enthilt.

Der Ring dieses Geriistes hat alle Torsionszahlen gleich Eins
und die Bettizahlen alle Null bis auf die nullte und die der hochsten
Dimension, die beide gleich Eins sind.

Ein Ring dieser Eigenschaft soll eine Sphire heifien.

Eine Sphire ist ein Nullring; der Randring des Simplexringes
ist eine Sphére.

§ 8. Die regulidre Unterteilung simplizialer Ringe.

Sei X der gegebene n dimensional homogene simpliziale Ring;
mit (Pq, P, ... Pr,,,) bezeichnen wir seine ¢ dimensionalen Sim-
plizes. Wir ordnen dann jedem ¢ dimensionalen Simplex i = 0,1 ...
n: (Ps, P, ... Po ) einen nenen Punkt zu, der P q,.. oy, be

p 1

zeichnet sei. Dem ¢ dimensionalen Simplex wird derselbe Ponkt zu-
geordnet wie seinem inversen (negativen), d. h.: P, 0.y, ist in
‘bezug auf die unten stehenden Indizes symmetrisch.

Mittels dieser Punkte wird dann ein neuer Ring Z{” gebildet,
der die ,reguldre Unterteilung des Ringes X heifle. Seine
i dimensionalen Simplizes sind durch die Gesamtheit

hy Jig hg
(P‘ll"'“hl-{nl Pal._.a;,1+1.‘.a1,2+1 PU.I..AOL]II_*_I...a},2+1...a}/3+1u.
(1) Pl
g ajll+1... uhi“l_l”' a]1[+1+1
definiert, wobei «; .. wuy1... %p1... ... Ipt... En g +1... €ine in einem

fiyq dimensionalen Simplex von X™
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r 3 9 Q0
(1 ) (Pai M Pﬂ,h1+:. s e Pa’bi__{_l—*_l)

auftretende Folge ist.

Da der Randkomplex eines Simplex (1) in der Gesamtheit (1)
selbst enthalten ist, d. h. durch die Simplizes dieser Gesamtheit dar-
gestellt wird, so bildet die Gesamtheit der Simplizes (1) in der Tat
das Basissystem eines Ringes X

Mit (Pe Pi,... Pa,) bezeichnen wir in X" den i dimensio-
nalen Komplex

. e pod 0 A 0 pt 9 i
(2) (PDH Pu«z-upa{.{_J :E[é:éf éiiﬂ ("Djx P.ﬁ.fa I)J'x.fzja--- g:xi'zw- fi+1) 8)

Wir behaupten, daf diese Komplexe das Basissystem
eines mit X® isomorphen Ringes bilden, der ™ henannt sei.

Die Zuordnung der Simplizes von X und ™ ist durch die
Bezeichnung festgelegt; wir zeigen, daf =™ ein Ring ist, und daB
die Randrelationen der Ringe £® und = die gleichen sind (De-
finition der Isomorphie von Ringen).

Es ist dazu nur

P, P )

i1
(3 R(Ps, P5,... P )=Z2(—1)"""(P" ... P} e -
h=1 1 +

fi41 h—1
zn beweisen, denn in (3) steckt die Ringeigenschaft von I so-

wohl wie die Isomorphie der Ringe ™ und £™. Zu diesem Zwecke
ist also der Rand des Komplexes (2) zu bilden.

R(P;, P,... Po)=Z[0aid (-1

4)

o h—2. h
(Ph Pj1---jh_. ‘F:fx-

i
i ) NS R Pit~--h’+1)“

Fiirh i+ 1hat dasSimplex (—1)*—1(P},. .. Pi2, _, Ph.. jp.,. .
Pl 4, in der Summe (4) rechts, in der es, den beiden Permu-
tationen jl .. -jh—ljh jh+1jh+2. . .j,—+1 mldj1 s j/z_l jh+1jhj/l+2 s ji_}_l
entsprechend, zweimal auftritt, die Koeffizienten

[j1 cor Jh—1 Jn Jat1... ji+1] X [jl : --jh—ljh+1jh---ji+1]
un .
oo dp 1 %y L. Xita Uy oo lp—1%pdpig... %1

%) Jede Permutation j, j,... ji+1 vom e« ... ail1 tritt in der Summe
gerade einmal auf.
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Diese Simplizes fallen also in (4) rechts weg und verbleibt

() R(PL, P, Po)=S[A20851) (1) (P} Phs. Pilty).
Um (5) mit (3) in Einklang zn bringen, bilden wir
0 5 0 0 fiee Jp—1 Jn i
(6) (P(‘/.l.-. Pah_l Pg,l+1... Pai_}_l)zz[({ll.ojt;l__% ;Zl—,—l"‘ él;—{-—l:l

Wir bilden fiir 2, == jr41 [ji+1 ist ja in (B) einem «; gleich]

Jiodeees Fgd 1 e [ Gaeee Jp—1 pdgeee Jp ikl ] —
(7) [al [P “ii_l] [cxl Op 1 0.1-1'_{_1 o‘hll"' uz a;l+ ]—

=] Jp—1 dp dndae- J'i] :(_1>2‘—7v—1[f1-~- dh—1dn o ]
LR RN “i—’.—l ah,{_lv.. ui Ofree Q1 ah+1,,. ui+1

Daher konnen wir (5) schreiben

R(Pgl...P3i+1):2[éll-...ih——ljh B ](—l)h_1<P})1f3‘11j2---Pi_l )

1w O Op1-es %ty Jre i
PU
R

8 .
(8) =X(—1y—1 (P ... Pgh_l P3h+] . .y

Es ist somit (3) bewiesen.

Wir zeigen nun, daff die Ringe X™ und seine ,regulire
Unterteilung® X" dieselben Homologiegruppen haben. Dies
gilté falls die Homologiegruppen der Ringe i und ™ die gleichen
sind*).

)Ist 20 irgend ein j dimensionaler simplizialer Ring, X{ seine
regnlire Unterteilung und 0 der in dieser X% isomorphe Unter-
ring, s0 moge die Behauptung fir j=0, 1, 2, ... n—1 bewiesen
sein. Es seien ausfiihrlicher die beiden Tatsachen festgestellt:

(a) Jeder ¢ dimensionale Zyklus von ¥ liegt in einer
Klasse, die auch einen Zyklus von 3% enthilt. (Jede Klasse
in £ enthiilt eine Klasse von %)

(b) Jeder i dimensionale Zyklus von I der in X’
homolog Null ist, ist auch in ¥ homolog Null

Aus diesen beiden Tatsachen folgt unmittelbar die Identitit
der Homologiegruppen der Ringe X¥und 2. Denn (a) besagt, dab
bei reguliirer Unterteilung keine newen Klassen auftreten und (b),
daff dabei auch keine wegfallen, denn jede Klasse von X enthilt
nach () eine und nach () nur eine Klasse von X0

Die beiden Tatsachen gelten fiir j =0 (hier fillt ja der
Ring mit seiner reguldren Unterteilung zusammen) und da wir sie

4} Wir sagen im folgenden auch, Zg’l) sei die regulire Unterteilung von E,
wenn wir den zwischen 2(1") und Z bestehenden Zusammenhang charakterisieren
wollen. :
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jetzt, ihre Richtigkeit bis zu j = — 1 vorausgesetzt, fiir j = » nach-
weisen, so gelten sie fiir die simpliziale Unterteilung eines jeden
simplizialen Ringes.

Beweis: 5® sei der # dimensionale simpliziale Ring, X seine
reguliire Unterteilung und £ der ™ iscmorphe Unterring von .

Mit S(") S(") . 8% bezeichnen wir die » dimensionale Basis
des Ringes X, dle den n dimensionalen Simplizes von ™ entspricht.
Durch das » dimensionale Element S{” ist ein homogener # dimen-
sionaler Ring in £V definiert (der kleinste Ring tiber S$”), den wir
mit &% bezeichnen. Den #— 1 dimensionalen Geriistring von &%’
schreiben wir R, RS ist eine n—1 dimensionale Sphire
(§2). &% und RETY seien die durch die regulire Unterteilung von
I induzierten reguléiren Unterteilungen ‘von &° resp. So .

_ Jeder Ring C?'ff)l,u:l, ... y ist ein Unterring in =™ und es
besteht die symbolische Relation
©) = SR+ S + . + B,

die Desagt, daB sich ein jeder Komplex ans X{” als Summe (wenn
auch nicht eindeutig) von N Komplexen darstellen 1i6t, wobei der
ot in @.x ; liegt.

Der n—1 dimensionale Ring R%'77 enthilt dabei jene Simplizes
von ©(, die auch in den anderen Ringen & vorkommen kinnten?),

wir wollen ihn in diesem Beweise deshalb den Randrmg von @(")
nennen (diese Definition entspricht nicht vollig der in meiner des
ofteren zitierten Arbeit gegebenen). Wir setzen vorerst o <<i<{n
voraus®),

Ist jetzt C® ein dimensionaler Zyklus in =™ dann gilt die
Zerlegung

(10) W — K(’ + Af”) e+ E(i) (L)< @\n)
Aus ihr folgt
(10 R(EY)+ RKP) + ... +R(K(“) 06—,

08P = R(KY) ist nach (10') ein Zyklus von R5'77, der auch
der Nullzyklus sein kann. Fir R und seine regulare Unter-
teilung R gelten nach Voraussetzung die Tatsachen (a) und (b).
In R&Y hegt daher ein Zyklus €%, der in R47" dem Zyklus

C$™ homolog ist. Da R eine Sphare ist, so ist in ithm fiir

5) Die einen Punkt P} nicht enthalten.
1... 1
%) Fiir 2 == o ist jeder Punkt Pgl Cevog gy YOD 2 dem Punkt P;l homolog.

Die Tatsache (a) gilt fir ¢ =o.
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0<i—1<n—1der Zyklus €Y homolog Null. Wegen ¢ < n
ist nur i =1 gesondert zu behandeln. Nun ist €%’ oo € und € ~0
in @, Also ist ebenso CP o0 in &%%. Die Darstellungszahlen
des Zyklus CY durch die nulldimensionalen Simplizes von R
miissen also summiert Null ergeben. Da R$ ™ zusammenhingend
ist, mup CY w0 in RE™ gelten. ‘

Also ist fiir o <i<n stets Z‘S"UNO in MOV, Da aber
OO o 05 in RETY ist, folgt

(11) CiV=R(EY), RO<RE,

Demnach ist weiter K\ — K ein i dimensionaler Zyklus in
&, Dieser Ring aber ist eine n-Zelle, da die ihn aufbauenden n
dimensionalen Simplizes simtlich den S = (P; P ) ent-

sprechenden Punkt P ;, ..., enthalten. In @(" Ilegt demnach
(wegen i < ) ein 4+ 1 dimensionaler Komplex K$™, dat

(12) KP —KP =RE) ist. (KT <&0).

Mit T” " bezeichnen wir das #n—1 dimensionale Geriist von
, mit I'{"™ die reguliire Unterteilung von T® ™, die durch die
von £™ in TV induziert wird.

Dann gilt symbolisch:

(n)
a

[To =RED L RE™V 4+ R8T resp.

13

(13) 11“;"‘” =REDF RO+ FREY
Der Zyklus

(13" CO=KY+ES+ ... + K9

liegt in U™, der reguliren Unterteilung von I'™". Also gibt es
[Tatsache (a)] in I’ (”””‘ einen C? in T{" homologen Zyklus C®.
Nach (12) ist weiter €93 C® in L, somit ist (T < ZM):

(14) (P~ 0% in ¥ md ¥ <E,
womit die Tatsache (@) fiir + <<n gilt.

Was die Tatsache (b) betrifft, sei C® ein ¢ dimensionaler
Zyklus in £, der in X homolog Null ist:

(15) €= R(K@), ¢V < E®, Kt <P,
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Wir zerlegen
(16) KPRV 4 1 R RO g™,
Dann gilt
(17) CP=R(E"V) 4+ ... + R(KY™).
Spalten wir ebenso C©, so erhalten wir
(17 CP=KP+... +KY,

wobei nach Voraussetzung K& <R < R, ist. (Wegen ¢ < ist
a C(i)<F("—1))

Aus (17) und (17) folgt R(KST)) < M&T™.

Nach Tatsache (o) gibt es in RY Y einen BR(KT™) in R

homologen Zyklus. Da R eine Sphire ist, so ist in %R("_l)
dieser ¢ dimensionale Zyklus fir ¢ <<#—1 homolog Null. Alsdann ist

REKE) o0 in RYTY. Fiir i =n—1 gibt es bis auf Vielfachheit
in R nur den n— 1 dimensionalen Zyklus R (S%”), der (da nun
Homologie Identitiit ist) bis auf einen Zahlfaktor B (KS") gleich ist:

R(KD) = R(s, 8%). Nach (17) folgt dann C" P00 in ™,
Fiir i<<#n—1 fanden wir

(18) R(KST _ B = 00, I‘z(i+l)<%gf;1).

Fiir den i + 1 dimensionalen Komplex aus T

(19) KA =g L 4+ g

gilt ebenfalls O“’:R(lf(i“q)). Nun besteht die Tatsache (b) fiir
Ringe bis zur Dimension n—1. Da €@ <T“ ™ in I homolog
Null ist, muf -bereits

(20) C? 0 in T”, also ™0 in ™

gelten, womit die Tatsache (b) bewiesen ist.
Was die »* Homologiegruppe betrifft, so ist jeder »
dimensionale Zyklus von £ ein solcher von X{”. Ist

1) C"=K"+... +EY

ein' # dimensionaler Zyklus von Zi"), so gilt

(22) 0" PV =REK?) +... + R(EY.
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Der n—1 dlmenawnale Zyklus R(X &) legt in RYTY. Nach
(@) liegt dann in RT ein ithm in RET” homologer, der, da
Homologie hior Identitit ist, R(K() selbst lst. Also liegt R(Kf}“)
in R Aber RE™V ist eine Sphiire und enthdlt (bis auf Viel-
fachheit) nur den »—1 dimensionalen Zyklus R(S$Y). Also ist

(28) R(KY)=R(S0)7).

K& —e, S ist in der Zelle & ein # dimensionaler Zyklus,
der demnach der Nullzyklus sein muB. Folglich ist K’ =¢, S5
und ™ < %,

Der Fall i =# ist demnach auch erledigt.

Bemerkung: Die Homogenitit des simplizialen Ringes, die
nur der Vereinfachung der Schreibweise wegen vorangesetzt wurde,
ist keineswegs notwendig. An Stelle von (9) tritt eine Zerlegung des

Ringes %, in der die rechts auftretenden Unterringe nicht simtlich
die Dimension #» haben miissen. Im weiteren verlduft der Beweis
genan wie oben.

§ 5. Mannigfaltigkeiten.

Ein homogener » dimensionaler simplizialer Ring =Z® heifit
eine n dimensionale Mannigfaltigkeit, wenn jedes n—1 dimensio-
nale Simplex im Rande von hochstens zwei » dimensionalen Sim-
plizes enthalten ist. Da Z™ homogen ist, ist ein »—1 dimensionales
Simplex im Rande eines » dimensionalen Simplex vorbanden. Die

—1 dimensionalen Simplizes der » dimensionalen Mannigfaltigkeit
sind demnach in zwei Klassen geteilt: in die der ,inneren“ Sim-
plizes (die zwei n dimensionale Simplizes beranden) und in die der
(nur einen » dimensionalen Simplex berandenden) ,Randsimplizes®.

Wir definieren nun den n—1 dimensionalen Randring Y-
der Mannigfaltigkeit Z® als den kleinsten Ring iiber den n—1 di-
mensionalen Randsimplizes, d. i. jener homogene »—1 dimensionale
Ring, dessen n—1 dimensionale Basissimplizes die »—1 dimensio-
nalen Randsimplizes von E® sgind.

Wir kiénnen nunmehr zwisechen inneren und Randsimplizes von
einer jeden Dimension (bis #) unterscheiden, und zwar heiffen die
. Simplizes von Y Randsimplizes von =™,

Ist der Randring Y9 ohne Element, so nennen wir 20 eine
unberandete (geschlossene) Manmgfaltlgkelt

Sei = eine regulire Unterteilung von E™, dann ist X eben-
falls eine Mannigfaltigkeit, deren Randring ' eine regulire Unter-
teilung des Randringes YV von E™ ist.

Beweis: Ist das »—1 dimensionale Simplex von 3™

N Fir n=1: Im R gibt es (bis auf Vielfachheit) nur einen null-

dimensionalen Zyklus R(Sg”), dessen Darstellungszahlen Null als Summe haben,
also gilt auch (23) fir n =1,
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] 1 -1
(1) (Poy Poyoy - - - Polay - a)
im Rande des » dimensionalen Simplex von =™
, 0 pl "
(2) (P, Pooy -« Poyoy- o aya)

enthalten, so ist das »—1 dimensiopale Simplex
(1) (Po Poyo. P

von Z™ im » dimensionalen Simplex

(2) Pe PS,... Pi P

von Z™ enthalten. Es gibt aber hichstens zwei » dimensionale Sim-
plizes (27), die (1") im Rande enthalten.
Es ist also (1) ein n—1 dimensionales inneres oder Randsimplex
von =™, je nachdem (i’) ein inneres oder Randsimplex von E™ ist.
Aufler den »—1 dimensionalen Simplizes der Art (1) von 3™
gibt es noch »—1 dimensionale Simplizes

B) (PL Phoy- Pilo, Pttty i

h a1...ah+2 Otg-.‘an+1

), h=0,1... n—1.

Ein solches Simplex (3) aber begrenzt genau zwei n dimensionale
Simplizes von X®.

h—1 h h4-1 7
Pl P P . P

10Oy Opdy H GO Oy Oty “1"~°‘n+1)

G
\ 0 51 h A1 7
(Pal--- Pal,..ah P'll"'ahah—l—z P("l"'“h“h—l—l L Pa1:~-ﬂn+1)

und ist somit ein inneres Simplex.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Fin Puonkt PZ1..-u;L 4q I8t in T™D dapn und nur dann ent-
halten, wenn das Simplex (P, ... Pa, 4y in Y™ auftritt. Insbe-
sonders enthalt I keinen Punkt Py, .o, ;.

Fithren wir die symbolische, nur fiir Mannigfaltigkeiten sinn-
volle Bezeichnung ein:

(5) R (E (")> pam Y("—l), N (Z ('n)) — I‘(n_l),

so konnen wir sie auch folgendermafen interpretieren. Verstehen wir
unters) Z® (resp. ™) die Summe modulo zwei" der » dimensionalen

§) Summe modulo zwei bedeutet, daB jedes » dimensionale Simplex von
Em im ,Komplex Em* plus einmal gezihlt wird; dabei wird zwischen dem
positiven und dem negativen Simplex nicht mehr unterschieden.
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Simplizes des Ringes E (resp. L™), und unter Y=D (resp. '»—1)
die Summe modulo zwei der »—1 dimensionalen Simplizes des Ringes
Yo (resp. I'e=D), so bedeutet (5), dal der Komplex (mod. 2)
Y& (resp. ') der Rand (mod.2) des Komplexes (mod. 2)
Z® (resp. X™) ist.

Wir werden diese Bezeichnung gleich verwerten, vorerst haben
wir nur noch die Mannigfaltigkeiten, die uns weiterhin beschiftigen
sollen, einznschriinken.

Wir definieren eine a-Mannigfaltigkeit (X™) als eine Mannig-
faltigkeit, deren Randring (I'®—V) selbst eine Mannigfaltigkeit ist.
Eine unberandete Mannigfaltickeit wird immer als x-Mannigfaltig-
keit gezihlt.

Nun gilt der Satz: Der Randring I'®—" einer 2-Mannigfaltig-
keit ist unberandet, also eine a-Mannigfaltigkeit.

Beweis: Da ['®-V gelbst eine Mannigfaltigkeit ist, so hat
=1 einen Randring I’ der als Basis der »—2 dimensionalen
Simplizes jene aus '™V besitzt, die in I'®=Y nur einen n—1 di-
mensionalen Simplex beranden.

Nun ist die Summe modulo zwei dieser n—2 dimensionalen
Basissimplizes der Randkomplex (mod. 2) des Komplexes (mod. 2)
Ie— der selbst Randkomplex (mod. 2) ist. Die Summe modulo zwei
der 7—2 dimensionalen Basissimplizes des Ringes T'®=2 ist also der
Nullkomplex, d. h. T'®-% enthalt kein Element.

Wir schreiben symbolisch:

(6) RR()) =0

Diese Relation ist sinnvoll nur flir «-Mannigfaltigkeiten.
Wir ordnen nun jedem Punkte Pi, von X®™ den homo-
genen n—h dimensionalen Sternring zu

0 Goh (P,

op 41

1,..0.h+1))

dessen n—#h dimensionale Basissimplizes die simtlichen in X ent-
haltenen Simplizes der Form

h h1 n
(8) (P‘j'l"‘“h—!—l Prl‘_l.—..(xh_;r_l 0‘/1-{—2 v, Pal..‘uh+]..,an+1)
sind. Mit
n—h— fu
©) RO~ (Ph o)

bezeichnen wir den n—7%—1 dimensionalen Unterring von S®—"
(Ph . a41), der alle Simplizes dieses Ringes euthilt, in denen die
Ecke Pl,.. .o,

Ist P;t,,, g1 ein Randpunkt von X™, d. h. ein Punkt von

I'e=b g0 konnen wir die (7) und (9) entsprechenden Ringe auch
in ' bhilden.

nicht vorkommt. Er ist homogen.
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Analog &"" (P,
dimensionalen Ring

(10) Y (L

.y, bilden wir in T den n—h—1

. ath—l)’

den n—h—1 dimensionalen Sternring von P;‘l_._
analog Re—i—H (Ph
Unterring

(11) U= (Ph o 11)

von Fe=F—0 (Ph g der die simtlichen Pj . ay1, Dicht ent-
haltenden Simplizes dieses Ringes wmfaft. Es gilt nun die symbolische
Gleichung:

(12) Rn—h—1) (PZ:, By

gy 0 TO7D, und

a4y bilden wir den n—~—2 dimensionalen

1 5i)

.\ i h1
) = 2B (BT
i

s . 3
wo rechts iiber alle verschiedenen Punkten Palfl, aptq o entsprechen-

den Sterne zu summieren ist. Die Relation bedeutet dabei vorerst
nichts anderes als die Tatsache, daB ein jedes Simplex der linken
Seite anch rechts vorkommt und umgekehrt. Betrachtet man aber

wie vorher fe—t—v (Pk als Summe (modulo zwei) der
Rt ( p;‘w_ _—
und Se—r-D P Cap 1
(Pr... o +,) aufbauenden n—h—1 dimensionalen Simplizes, so erhalt
(12) den konkreten Inhalt, dab der Komplex (mod. 2) RV
(Pr... o +y) die Summe (mod. 2) der Komplexe (mod. 2) &®~'—o
(Ph . - s;) ist. Denn jedes n—h—1 dimensionale Simplex links
tritt nur in einem der Summanden rechts auf. Analog zu (12) gilt

(12)) Noe—i—2) (PZ:, o

ah+1)
) aufbauenden n—%—1 dimensionalen Simplizes

) als Summe (modulo zwei) der &b

) — Ez(n—h~2) (P;z 41
3

In -1 1eer apd -cL-)-

Wir zeigen jetzt, daB &b (P a, 41 €ine Mannigfaltigkeit
ist, und daff Re—r—D (P,’,‘“_, . +1) ein Unterring des Randringes von
n—Fh z 1
So=m (P, ... ah+1) ist.
Zu diesem Behufe haben wir die n—7%i—1 dimensionalen Sim-
plizes des Ringes S@—0 (Py . . ., le) zu untersuchen. Wir erhalten

diese Simplizes durch Streichung je einer Keke in (B). Em n—h—1
dimensionales Simpex der Art

(13) (Phyoag g Pt P g o Pr o o) =01,

kommt in genau zwei n—% dimensionalen Simplizes vor:
Monatsh. fiixr Mathematik und Physik. XXXVI. Band, 16
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3 t—1 t t+1
(14)[(13171 Gyt Pai... at Pa1...atat+1Pc41...ata¢'+lat+2---P:;... “’n-]—l)
7 i—1 { t+1
l(Pai"'ah—{—l"'Pf'ﬁ"'“tPal"'“t“t—(-zP“l"‘atal+10‘£+2"'P:1"'“n—]—l)
Die Seite:
= 41 7
(15) (FPoyocappranpa - Paooiagyy)

. . . . N [ h
istnur in dem einen Simplex (8) enthalten, woraus R~ (P, . Jrl) <

< Q& P )) folgt. Die n—%—1 dimensionale Seite

Oy oo Och_i_l
» h n-~1
(16) (Phr oo PR
. . f)h n—1 11 in =R(ny
ist in ( Moy Py a, Pa...apo) enthalten, wenn es in =

S Pgn P) gibt [das natiirlich
(P, ... P, ) enthilt]. Solcher Simplizes gibt es uwei, wenn (Py,... Po)
ein inneres Simplex, und eines, wenn (P, ... P;) ein Randsimplex

von E™ jst.
Eine n—1 dimensionalen Seite (16) berandet also hochstens

. . . . . R
zwei n dimensionale Simplizes von &©= (P, ... 4, ,), wod zwar
. . . . . —1 P
ein oder zwei Simplizes, je nachdem Pi .. ., zu [®=D gehort oder

nicht.
Damit ist die Behauptung bewiesen! Dariiber hinaus folgern
wir weiter:

ein » dimensionales Simplex (P ..

Liegt (Pa, ... P%, ;) nicht in Y®~b, so kann infolge der Ring-
eigenschaft Y~ auch (P, ... Py, ., ... P;) nicht enthalten, dann

aber hat & (Py ayq) DUr die Randsimplizes (15) und es gilt
die symbolische Randrelation:

A7) RSP (P ) = ROV PO ), Py

nicht in [&—V!

a1

Diese symbolische Relation erhilt modulo zwei wieder den
konkreten Inhalt, da der »—» dimensionale Komplex (mod. 2)

G (Pr . anyy) den n—h—1 dimensionalen Komplex (mod. 2)
RO~ (P, .., ) 7um Rande (mod. 2) hat. (Dabei ist der Kom-

plex (mod. 2) immer die Summe (mod. 2) der Basiselemente héchster

Dimension des entprechenden Ringes.)
Fiir den & entsprechend gebildeten Ring T»—*—1 (Pl Gp1)y
PZ,‘I g < I“(””l), gilt ebenso die Mannigfaltigkeitseigenschaft und

weiter
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(n—h— n—h— 3
RETOTV(PL. ) =TT ),

(17,) 13 (n—1)
}01...uh+1<r M
Liegt (Pe, ... Pg,,) in Y7, so enthiilt der Randring % (&"~"
(Pt...wy4y)) auber den Simplizes von R“ "7 (P .. ., moch

n—h-—1 dimensionale Simplizes der Art (16), wo (P, ... Pgh PRy

Pgn) < YY" Diese n—h-—1 dimensionalen Simplizes bilden aber
die n— h—1 dimensionale Basis des Ringes T" " " (Ph ... 4, +1).
Statt (17) gilt also dann:

R <@(n—~h) (PO{: o “h+1)> —_ Sﬁ(n—h—l) (Puhl o 0‘}1-{—1) +
(18) 4 gD (pl pt < T,

- llh+1)) . (13{2_*_1

Die beiden homogenen Ringe R~V und T*»—4-D sind im Rand-
ring von & komplementiir, denn jedes n—~h—1 dimensionale
Simplex von R®—1—H (Po{’1 - on ) enthdlt einen Punkt Pg . . +
und kann nicht in T hegen Dagegen ist T =D ein Unterring
von ['»—D,

Wir kinnen demnach, da jedes »—A—1 dimensionale Sim-
plex links in (18) auf der rechten Seite genau einmal auftritt, diese
symbolische Gleichung als richtige Relation modulo zwei ansehen.

Wir zeigen noch die Relation:

e fiem nh—2) ; 3kt

(19) m(m( h—1) (P;lx'-»“h-lﬂ)):u( h—2) (Pux--:“h-i—l)’
/] (n—1)

P(Xl PP U.h_l_l < F ! .
Ein #—»A-—2 dimensionales Simplex von R L. .. “hp)
Rl t—1 t—}-l n

(20) (Pul"'ah+1ah+2"' P . P at+g---Pa1...u"+1),

t=h+1,...n

berandet ein oder zwei n — h — 1 dimensionale Simplizes, je nachdemn

@) (P carrg - P )

i—1 141
N AR Pal...at Pal..

ein oder zwei n—»% dimensionale Simplizes von &®—® berandet.
Nun beranden alle Simplizes (21) mit Ausnahme der Simplizes (16)
zweimal. Also begrenzen auch alle Simplizes (20) zweimal mit Aus-
nahme von :

h n— — .
22)  (Pa.. . apepy - Patia), wemn Poll, <TO7V
' 16
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Diese Tatsache bildet aber den symbolischen Inhalt der Re-
lation (19). Als Nebenresultat notieren wir, dap R” " (]3'111;,_&,1_,r )
und U™ (P2 - apyy) @-Mannigfaltigheiten sind.

Also sind auch &™ P (p} . ) und V(PR
a-Mannigfaltigkeiten,

(Der Randring 9{%<Mu~h) s . - a,zx1)> ist eine Mannigfaliigkeit,
denn ein #-—A—2 dimensionales Simplex gehort entweder zu

RE—A=D - oder zu T oder zu R (RO—A-D) = R(TO-4D) =
= Ue~1=% ypd herandet somit stets zwei n——h—l dimensionale

“hf1 ah+1)

Simplizes.)
Fir spitere Zwecke beweisen wir:
Ist (Pg, . .. Pay,,) ein inneres Simplex, so ist kein Simplex

von & (Pfj._.ah +1) in ['®—1 enthalten. Denn ein Simplex von
"M (P, ap,,) hat die Gestalt

t it " .
23)  (Por.. . opproppa--wpr Loy iaqpps ... » lge es in

0 s . ¢
@D, so miiften simtliche Ecken, also amch Fo .. .op ;.. 0,

somit Pfl,,,uh 41 i e liegen; Widerspruch!
§ 6. Die offene Mannigfaltigkeit, reguldre Mannig-
faltigkeiten,
Die Komplexe (mod. 2) " (P, 4. ), 2=0, 1, ... n

bilden im modulo zwei betrachteten Ring X™ ein Teilsystem der
Komplexe, das aber noch keinen Ring bildet. Wenn wir wie im
§ 5 mit M (.) die Randoperation modulo zwei bezeichnen, so gilt ja:

(1) RN (@(nﬁm (Pl .. v=k+1)> = Z@(n -h=1) ( Ph+1 g o

wenn P.f,,,. pieht in [0 hegt und

Opi1

R <@(n~—h) (Pgi . "‘H—l)> — E@(T‘_h—n (P;ll_{—l - Oy Gi) +
(@ i

e B 7 _
+ OO Py gy wenn Py g, < D9,
Offnen wir aber Z™ in hezug auf seinen Randring =0, d. h.

bilden wir das offene Komplement von I'»=? jn X™,  das wir mit
¥ bezeichnen, so gilt, da kein n—# dimensionaler Komplex (mod. 2)

%) Aus (1) und (2) folgt, dab die Gesamtheit der Sln—h), Tln—h—1) einen
Ring Z( bildet, denn nach (2) Hegt 9t (Tex—r—1 () in dieser Gesamtheit. Die

Elemente T(»—~—1) bilden den Randring des so definierten Ringes. 2t st der
in bezug auf den Randring getffnete Ring.
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von @5("—’1)(13;’1,,,% +,) nach Definition in T~ liegt, dagegen
e R n— 1
T (Ph gy ) < T st

(3) ERK (n—h)(P epis ))—-}G:@(n—h 1)(Ph—*?1..ah+16i)7
ob Pgl_,,ah 4 in [0 liegt oder nicht. R( ) bedeutet die Rand-

operation in X,
Bemerkung: &®—h (P;”i___ah 4o als Komplex (mod. 2) ist die
Summe (mod. 2) der #—h dimensionalen Komplexe (8), § b, die alle

Punkte P7 11 enthalten, also sicher nicht in I~ liegen.

Nach (3) aber bilden die Komplexe (mod. 2) S (Py . Wpr)
im modulo zwei betrachteten Ringe X, das ist der in bezug auf
seinen Randring ['»-V geiffnete ™, einen Unterring, dessen Rand-

relationen eben die Relationen (3) sind. Dieser Unterring heiBe Z®.
Ordpen wir nun dem im (modulo zwei betrachteten) Ringe

Em liegenden % dimensionalen Simplex (P . . . ::h +1) den im Ring
Z® liegenden n—% dimensionalen Komplex &®— (P
so ist die Zuordnung eineindeutig:

4) (Pa, Po, « - Puy ) =@ (Phy ).

1 x~<1h+1) Zﬂ,

Enthalt & (P, . ., im Rande S—i=v(Pitl . o),
so enth#lt das diesem zugeordnete Simplex (POll . Pah +1Pg) im
Rande das jenem zugeordnete Simplex (Pg, ... Pq, ).

Die beiden modulo zwei betrachteten Ringe EZ™ und
Z@ sind also dual. Wir setzen nun 2™ als reguldire Mannig-
faltigkeit voraus und verstehen dies im Sinne der Definition:

Eine a-Mannigfaltigkeit heilt regulir, wenn der Ring R——1
(P, . a ) eine Sphiire oder Zelle ist, je nachdem P a1y JODETET

Punkt ist oder nicht, und wenn der Ring U®—7-2 (P;Ll"'“h+1
Sphire ist10),

Bemerkung: a) Die Ringe & (Py. . copah T =0(Ph apgy)
sind Zellen, da ihre hochst dimensionalen Simplizes die Ecke P, . ot

enthalten. 5) Der Rand einer reguliren Mannigfaltigkeit 1st eine
reguldre Mannigfaltigkeit.

Man kann nun, wie fiir die reguldre Unterteilung (oder in der
Art des Abschnittes IT1 der Arbeit fiber »Abstrakte Topologie®) die

Identitiit der Homologiegruppen von Z® und X® nachweisen.

) eine

19) Eine 0-Sphére soll aus zwei Punkten, eine O-Zelle aus einem Punkté
bestehen. Eine eindimens. Mannigfaltigkeit ist stets regulir.
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X st die reguldre Unterteilung von =", wobei die regulire
Unterteilung des gebffneten Ringes per def. der gedffnete Ring der
reguldren Unterteilung ist11).

Wir zeigen die Identitéit der Homologiegruppen von X und
&= in einer beifolgenden Bemerkung. Also haben Z™ und =™ die-
selben Homologiegruppen oder, was das gleiche besagt:

Der in bezug auf den Randring gedffnete Ring =»
hat dieselben Homologiegruppen wie der = duale Ring.

Daran #ndert auch eine regulire Unterteilung, da sie die
Homologiegruppen erhiilt, nichts. In der letzten Behauptung ist der
in meiner oben zitierten Arbeit genannte Poincarésehe Satz bzw.
seine Verallgemeinerung enthalten.

Eine Anwendung:

Es sei X™ eine regulire Mannigfaltigkeit, und zwar ein Null-
ring, X{” ein echter Unterring von I, der selbst eine regulire
Mannigfaltigkeit ist und mit dem Randring ' von It keinen
Komplex gemein habe,

Sein im vorhergehenden definierter Randring I', fallt dann mit
dem schon frither im abstrakten Sinne definierten Randring X, zu-
sammen. (Es wurde zuerst der Komplementring 5 von I definiert

und dann %, als Durchschnitt der beiden Ringe X, £5”). Beweis:
Ist ndmlich a®™ Y ein #n—1 dimensionales Element des Durch-
schnittes von =™ und X5V, so berandet es ein Element ai” von

b
2™ und ein Element a5 von ¥ und kanm nicht mebr als ein

Element von = beranden, da es sonst drei Elemente der Mannig-
faltigkeit L™ herandete.
Ist umgekehrt o™ < I',, so berandet ™ nur ein Element

ai? < X, da aber nach Voraussetzung ¢~ kein Randelement von

I jst, so muB es noch ein Element as” < X5 beranden.

Wir haben nun im § 3 des ersten Abschmtts die Relation (17)
festgestellt:

() hor =ho1 + hoir1, p=1,...0—2.
Dabei war %, ., die o  Bettische Zahl des Rardringes X,,
hot  » §° . » » Ringes 5,
he-l—l 1y 0 1t » » 3 P &

wo X der in bezug auf L, geiffnete Ring ¥ ‘() ist. Nun hat Z(")
die Homologiegruppen des Zi” dualen Ringes, daher gilt:

(6) - };g—l—l, 1= hn—g——l, 1

und wir erhalten

1) Em ist der in bezug anf ¥Y(»—1) geiffnete Ring Z(),
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(7> thr = hQ,l + hn'_l—Qxl’ lO = 17 et n_2'

Aus (7) folgt Ay, »r = An_1—g, -, eine Relation, die aus der Tat-
sache, dall X, eine n—1 dimensjonale (geschlossene) reguliire Mannig-
faltigkeit ist, von selbst hervorgeht, weiter aber fiir ungerades
n=2p+1, oder p=n—p—1:

(8) kn—l . = 2?7?7111

2’ 2’

Es gilt also fiir jene (geschlossenen) regulidren Mannigfaltig-
keiten, die in Raumen ungerader Dimension eine regulire Mannig-
faltigkeit beranden, neben der von Poincaré entdeckten Symmetrie
der Bettischen Zahlen noch die Tatsache, daB die in der Mitte
stehende Bettische Zahl gerade sein muB. Fiir Riume gerader
Dimension tritt diese Bettische Zahl nicht auf.

(Im R;: Das Geschlecht p ist die halbierte erste Bettische
Zahl, die nach obigem gerade ist.)

Bemerkung tiber die reguliire Unterteilung gedffneter
simplizialer Ringe.

Wir bezeichnen wie im vorhergehenden mit 2™ den n dimen-
sionalen simplizialen Ring, der eine Mannigfaltigkeit sei, und mit
Y= seinen Randring.

2 gei die regulire Unterteilung von E®),  deren Randring
I’==D eine regulidre Unterteilung von Y@ ist.

E%) ist der in bezug auf Y@ geioffnete Ring =™ und X
der in bezug auf I'—b getfinete Ring X™,

Wir nennen dann X dic regulire Unterteilung von £ und
beweisen unter Bezugnahme auf die Ergebnisse des § 3 die Identitiit
der Homologiegruppen dieser zwei Ringe.

Ist 0@ ein Zyklus in 2™, dann gilt in X®: R (C©@) = Ce—,
Cle=D L T, T'n=D gt die reguldre Unterteilung von Y9, also
gibt es in Y@= einen Zyklus OV < YD, dab Vo 0077 in
I'e—1 gt

R(E®)=0ev—0 ", KP<Ie,

C®—K{? ist dann in X ein Komplex, dessen Rand "
ist. Da OV < Yo < 5 jn £ homolog Null ist, so ist O
auch in =" homolog Null, also gilt: :

R(C(g)_Iﬂm) — R(K;Q)) — 0;9—1)’ Kgg) < Fm,

Nun ist C@©—EK® —K® ein Zyklus in ™. Somit existiert
y
in 5™ ein Zyklus €, der ihm in ™ homolog ist:

CQ— K@ — KPP — O = R(KwetV), O < E», K@t L Xm,
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Durch Punktierung erhalten wir:
(%) 00— (KR + )= R (Ket).

In obiger Relation ist K + O < =™ ein Zyklus von =,
Bei der reguliren Unterteilung entstehen daher keine neuen Klassen.
(In (o) ist die Tatsache (@) des § 3 fiir den getffneten Ring festgestellt.)
Wir ‘gehen an die Feststellung der Tatsache (b).

Sei jetzt C©@ ein Zyklus in 5, der in £ homolog Null ist:
R(K(Q‘l—l))——*C(Q) K@t) <X glso R(K(OTD) 0@ 4+ K@ K@ 1o,
Daraus folgt R(C®) = R(—K.?). Da R (C@)< Y= 50 ist R(K(O)
ein Zyklus von Y®-V, der in ' homolog Null ist. Er ist somit
schon in Y= homologNull und es gilt B(KY) = R(K\?), K < Yo,
Is ist weiter K{® — K{® ein Zyklus in T—2, daher gibt es in Y=
einen ihm in T™—9 homologen C: Ki® —K{® — (O = R(EE™),
K™ < M=, Bilden wir jetzt K29 + Ke+b, so gllt R(Ke+) 4
+ K = 0@ 4 (K — OF) < E®. Also ist 0@ —(Ki¥— ()
bereits in ™ homolog Null: R(K§Q+1)) = (@ .— (KQ(Q)"— 2y, Ko
< 5™,

Durch Punktierung erhalten wir daraus: R(K§Q+1)) = (C©,
K@< 2w, Also ist C@ bereits in =™ homolog Null, womit auch
die Tatsache () des § 3 festgestellt erscheint.

§ 7. Der ¢ dimensionale Unterring der » dimensionalen
randlosen reguldren Mannigfaltigkeit.

Die Uberlegung dieses Paragraphen betreffen wie die der vor-
hergehenden Ringe modulo zwei. = sei eine » dimensionale rand-
lose reguldre Mannigfaltigkeit, 2 ihre regulire Unterteilung, Z®
der im- vorhergehenden Paragraphen definierte Ring, dessen Basis-
elemente die Komplexe (mod. 2) & (P} . apyq) Sind und M ein
¢ dimensionaler Unterring in E™.

Der Ring IM® sei von der Eigenschaft, dafi er jedes Simplex
Ll +1) von 5" enthalte, dessen Punkte zu M® gehoren.

Dlese Einschrinkung des Ringes MY ist nicht wesentlicher
Natur. Hat I® diese Eigenschaft nicht, so betrachten wir statt 5™
den Ring der reguliren Unterteilung von 5, dadurch wird eine
fiir MO reguliire Unterteilung induziert, die (in bezng auf die regulire
Unterteilung von =™) bereits die Eigenschaft besitzt.

Die Basiselemente von Z02 haben in bezug auf IM® dreierlei
Charakter und zerfallen demgem#f in drei Klassen. Dies gilt vor-
erst von den Simplizes von E". Ein Simplex

(Fs..

(1) (ng ngz“' Pgh-H)
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gehort zur Klasse (@), (b) oder (c), je nachdem simtliche Eck-
punkte, kein Eckpunkt oder nur einige Eckpunkte Pgi, Gty it
zu MO gehoren.

Da zwischen den Simplizes (1) von =™ und den Basiselementen
von Z™

(1) " (Pl g

eine eineindeutige Zuordnung besteht, tibertriigt sich diese Klassen-
einteilung (@), (b) und (¢) auf die Basiselemente von Z™. Infolge
der Randrelation

(@) R <@(n_n) ( pgl o, +1)> — g Gt (P )

Gy «v U.]L+1GL

bilden nur die Elemente der (c)-Klasse einen Ring, der mit B be-
zeichnet sei. Die Dimension von 2 ist kleiner als », da dieser
Ring definitionsgem#f ein # dimensionales Element, das zur Klasse
(@) oder (D) zihlt, nicht enthiilt.

Gibt es in E™ ein Simplex (P, Pg) so, dal P, <IM®,

Py K MD, 50 enthalt W das n—1 d1mens1onale Element - &
[5 )

(Py). (Dies trifft zu, wenn z. B. E™ zusammenhiingend und JR®
ein ee]bter Unterring ist.)

Bilden wir den kleinsten Ring U™ iiber den Elementen der
Klasse (@) in Z™ und den kleinsten Ring B iiber den Elementen
der Klasse (b)) in Z™, so sind sie in Z™ komplementir und B ist
ihr gemeinsamer Randrmg

Denn der zum kleinsten Ring fithrende Prozeff der Adjunktion
von Randkomplexen, angewendet auf die Elemente (o) oder (b), er-
giinzt diese nach (2) nur um.Elemente (c).

Offnen wir nun U™ in bezng auf seinen Randring W, so er-
halten wir einen Ring U™, der, wie man leicht zeigt, ein zu IR®
dualer Ring ist.

Demn jetzt sind die Simplizes (a), das sind die von TR®, und
die Komplexe (1”) der Klasse () nicht bloB eineindeutig zugeordnet,
sondern sie bilden in bezug auf die modifizierte Randzuordnung der

letzteren Komplexe [mit %t () bezeichnet]

O R @)=t S,
zwei duale Ringe. [Rechts in der Summe sind alle Sm—2-1 (Pt u;+16')

Null, sobald &" " (P ., ) < B]

Hat demnach 9® die Bettischen Zahlen hy, i=0,1,... n;
hpi=hyps=..=h, =0, so gilt, wenn £/ die Bettizahlen von
U gind:

(4) hi=thuy, i=0, 1,..
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Ist nun 2™ als Nullring vorausgesetzt, dann sind X
und Z™ Nullringe.

Die Bettischen Zahlen von 8™, dem Komplement von 11V,
seien mit %4;, ¢ =0, 1,... n bezeichnet.

Nach § 2, Abschnitt 1, gilt, da U™ das offene Komplement
von B™ im Nullringe Z™ ist:

() ki=higy, i=1,... n—2,
Aus (4) und (5) folgt dann die wichtige Relation:
(6) kl = hn__/[—]_ 5 = 1’ ce. B—2.

Beispiel: Die Kurven im By; =1, n==3, also &, = A,.

Dieses Beispiel fiir den einfachsten Fall veranschaulicht die
Bedeutung der Relation (6).

§ 8. Orientierbare Mannigfalltigkeiten.

Eine a-Mannigfaltigkeit 2™ heifit orientierbar, sobald es moglich
ist, jedem » dimensionalen Simplex von Z™ den Faktor 4 1 so
zuzuordnen, daf der dann durch Summenbildung entstehende #
dimensionale Komplex K™ einen Rand(zyklus) E(K®™) hat, der
aus den #—1 dimensionalen Simplizes des Randringes Y® von
Em_ jedes Randsimplex plus oder minus einmal gezihlt, allein auf-
gebaut ist.

Der Randring Y@ der orientierbaren Mannigfaltigkeit ist
eine orientierbare Mannigfaltigkeit, da ja R (YY) =0 und ebenso

B(R(K™))= 00— ist.

Die # dimensionalen Simplizes (Pi...Fs Fo), (P, ... P., PY)
haben beide das Simplex (P, ...P; ) im Rande, da das n— 1 dimen-
sionale Simplex (Pg,... Pg,n) demnach nicht zu Y2 gehort, so
mull K die beiden » dimensionalen Simplizes mit entgegengesetztem
Vorzeichen enthalten.

Ist £ die regulire Unterteilung von Z™ und I'— der Rand-
ring von X™, so ordnen wir dem # dimensionalen Simplex von X®

0 1 2 1
(Pu,PaierPmugag---Puluz...an_FI)

das Vorzeichen zu, das der Faktor des Simplex (P, P, ... Pa, 4+ in
KW igt.

Bilden wir dann in 3 den K™ analog gebildeten Komplex
L™, so wird R(L") nach (2) und (8), §3 aus den Simplizes von
T@—=1 allein aufgebaut sein, oder:

Dieregulire Unterteilung einer orientierbaren Mannig-
faltigkeit ist eine orientierbare Mannigfaltigkeit.
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In der Tat ist L® ans den Komplexen (Py, Py, ... P, ,,) in

vollig gleicher Weise aufgebaut wie K™ aus den Simplizes (Pa,
P, ... P, ). Da die Randrelationen nach § 3, (8) identisch sind,

folgt die Behauptung.

Wir wollen, um die die Orientierung kennzeichnenden Gedanken
recht klar hervortreten zu lassen, vorerst annehmen, daf =™ (also auch
™) randlose Mannigfaltigkeiten seien. Wir betrachten dann den

Sternring &¢—" (P(’L. oy ).
Wir wollen jedem seiner n—#% dimensionalen Simplizes, z. B.

3 h41
(1) (Pal...uh+1Pu1...ah+1uh+2--~ PZI"'“h—{—l...“n—{—l)

ein bestimmtes Vorzeichen 4 1 oder — 1 zuordnen. Wir fixieren zu
diesem Behufe eine bestimmte Folge der % + 1 Punkte Py , Py, , ...
P, . ,, z. B. die soeben geschriebene.

Dem Simplex (1) wird dann das Vorzeichen -4 1 oder —1
sugeordnet, je machdem (Py ... Pu,_. Po ... P, ) in K den
Faktor + 1 oder — 1 besitat.

Die Vorzeichenzuordnung hingt somit weniger von der Folge
P.,...P, , ab, als vom Simplex (P ...P, ). Je nachdem
man es selbst oder das negative zugrunde legt, gibt es zwei ver-
schiedene Vorzeichenzuordnungen. ‘ ,

Mit Se—m (Pl . o, 1) bezeichnen wir dann den durch Sum-

mation iiber alle (mit den zugehorigen Vorzeichen versehenen)
Simplizes (1) gebildeten n—h dimensionalen Komplex, wobei wir
jetzt aber auf die Permutationen «, ,...a, , achten. Wir schreiben
% %, . ..041, wenn das fixierte Simplex (P, Py,. .. P3h+l) ist,
oder durch eine gerade Zahl von Transpositionen (die beim Simplex
erlaubt sind) diese Darstellung erhalt.

Damit ist eine eineindeutige Zuordnung

) SO (Pl .y ) <2 (Po Bl Pl )
hergestellt, die wir jetzt weiter verfolgen.

Se=m(Ph o, ., fGndert das Vorzeichen bei jeder Transposi-
tion der Folge o;,...2, , .

Nach §5 unterscheiden wir in & (Py, . .o, ,) drei Arten

n—h—1 dimensionaler Simplizes. Da wir Z™ als randlose Mannig-
faltigkeit voraussetzen, so bilden die n—A—1 dimensionalen Simplizes

ht+1 ht2 k)
(3) (‘Pax--~‘>‘h+1 0‘h+2P°‘1- S OR41 %42 %048 P“l- -'U/z+2...°‘n+1>

nach § b, (13), (1) und (16) den Randring von &—™ (PZI.,,%JH).
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Bilden wir nun R (8¢~ (P, 4, ), so fallen alle n—h—1-
dimensionalen Simplizes § 5, (13) wegen § , (14) weg und ebenso
die Simplizes § 5 (16).

Es verbleiben allein die Simplizes (3), die X 5= (Pa a0
als Summe ergeben. (Dabei ist die Indlzesfolge bis auf e¢ine gerade
Anzahl von Permutationen fixiert.) Denn (3) hat in S&——D
Pt w41 54.9) das Vorzeichen von (P, .. .Pgt POH_‘2 Pgﬁ_l)
in K™, dasselbe Vorzeichen aber hat das S1mplex (1) in S="m

Ju
<P(7~l"'°‘h+1)'
Also gilt in der Tat

@ R(SOP (P ) =SSP o).
Wenn wir jetzt an Stelle von (2) die neue Zuordnung

) SO (Br Ly )t Py P )

festlegen, so folgt aus (4) die Dualitét des Ringes 2, dessen Ele-
mente die SC—P (Pgl,__qm_l) sind, und des Ringes Z™.

Denn es liegt Se——n (Pit! +1G) plus einmal in R(S("*’U

P +1)> genau so wie R(P; P .P}) plus einmal
(P% 41 -+ Pa,) enthls.

Ist nun Z™ nicht randlos, so gilt die Relation (4) nur fiir
innere Punkte Pf;l'___a,,/_H. Offuen wir dann E( in bezug anf seinen
Randring Y9, so gilt die Relation (4) in bezug anf den neuen
Randoperator R( ) ohne Ausnahme.

Die Dualitit des Ringes Z®, dessen Elemente die S¢—.
) sind, und des Ringes Z® besteht dann wie zuvor, jetzt

Op-1

G
aber ist B( ) die Randoperation des Ringes Z™. Fiir orientierbare
reguldre Mannigfaltigkeiten gilt dann der im § 6 (mod. 2) bewiesene
Poincarésche Satz, ebenso wie die am Ende des § 6 nur fir
Komplexe modulo zwei abgeleitete Anwendung.

Ebenso gilt die Entwicklung des § 7 fiir orientierbare reguliire
Mannigfaltigkeiten.

§ 9. Produktringe.

Als Simplexprodukte der Simplizes (« ... %, ), & - &,.,)
definieren wir

(1> (y‘ix e O(iv+1> N (18]1 s ‘{jjlu+1)>: (ll} e ‘7""\,_1[_1 (‘)).1} et :3‘1'”4_1)'
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Die Multiplikation (1) ist assoziativ, aber nicht kommutativ.
Es gilt:
@) ... ﬁjlt+1) RCT Lo J= W (o, . 1¢v+1) B fiju+1).
Haben wir zwei simpliziale Komplexe

(3) K(QT‘:Zkf‘.__¢g+1(1;l “ig+1)> L(G):lel-"jcil—l(@ji "“'Bjs—)—l)“r

80 definieren wir als Produkt K© L den p+ o+ 1 dimensionalen
Komplex

@) EO LO=Tky i by oy o e G B,
Fiir die Randoperation gilt dann1?)

Bl oo, ) B B )] = Bl oo, ).
B B ) F T e ) B G By,
und daher allgemein:
6) R[K@.LO| = R(K®).L® 4 (—1)e+! K@, R(LO),

(®)

Man kann natiirlich, (6) als Definition betrachtend, zur Produkt-
bildung abstrakter Ringe schreiten. Wir wollen aber im folgenden
nur einen recht speziellen Produktring betrachten.

Vorerst machen wir noch eine Bemerkung.

Z@ und X™ seien zwei simpliziale Ringe. Die Simplizes von
Z© seien mit (#; ..., ), die von E® mit (8 ... Py 1) bezeich-
net. Der Produktring wird durch die Produkte der einzelnen Simplizes
gebildet nnd hat die Dimension ¢ + v 4 1, er sei mit Ze+7+D be-
zeichnet.

Wir nehmen nun an, X@ und X% seien Mannigfaltigkeiten,
dann gibt es einen Randring I'e~» von X@ und einen Randring
I'c=1 yon X®.

Da jedes p + v dimensionale Simplex von X@+7+D als Produkt
eines ¢ resp. p—1 dimensionalen Simplex von 2@ mit einem 7—1
resp. = dimensionalen Simplex von I entsteht, so ist der Produkt-
ring ebenfalls eine Mannigfaltigkeit, fiir deren Randring die sym-
bolische Gleichung e+ = @  Tw=D 4 Z® T@D regp.

(M R (I, EO) = L@, R (E0) 4+ L0 R (T@) gilt.

Wir gehen nun an die Betrachtung eines sehr ein-
fachen Falles der Produktbildung von Ringen.

%) Dabei ist B(2). (8- B, )= By By pp)- B (@) = 0D ist das Ein-
heitselement dieser Multiplikation: R[Zp,(2:)]=Zp,. 0D, In (8) darf nicht

Zpi. 01 =01 gesetzt werden. Die Elemente k.01, k=0, 41, 42,...
sind samtlich als verschieden zu denken.
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Es sei L@ eine zusammenhingende o dimensionale homogene
Mannigfaltigkeit ohne Randring. Ihre Simplizes seien im folgenden
mit (B, ... 3:,) bezeichnet. X sei der kleinste Ring iiber dem Simplex
(% &, ...%11). Die Punkte «; und 8; werden als fremd vorausgesetzt.

Betrachtet wird der Produktring X@ X = Xe+v+D,

Er ist nach der vorhergehenden Bemerkung eine Mannigfaltig-
keit, deren Rand der Produktring des Randringes von I®™ mit X@
ist:

(8) [e+v = R (Se+v+b) = 3@, § (T),

Der Ring Ze+v+D ist eine o + v + 1 Zelle, da seine o +v + 1
dimensionalen Simplizes alle die Ecke «, haben. Was T@+v betrifft,
gilt der Satz:

Die p* Homologiegruppe von I'e+v ist fiir p >v iso-
morph mit der p—v*» Homologiegruppe von Z©.

Beweis: C® sei ein p dimensionaler Zyklus von I'e+v, Da
die ihn aufbauenden Simplizes nicht alle die Ecke o, .haben kénnen,
gilt die Darstellung

(9) C(p):ZO"z~‘-"th+1...5p+2 (05:‘2---‘xit)-pct+1---@6p+2) +
P (.. ). (8.,

wo die erste Summe rechts, die nicht verschwindet, alle Simplizes
umfalt, die «, nicht enthalten. Wir bilden nun den p 4 1 dimen-
sionalen Komplex

(10) K(p-[-—l) = 2 Oiz. iy St41...%f2 (9(1 O(,-z. . Zit) . (Bct—{—l - ng+2).

(Er entsteht durch linksseitige Multiplikation der ersten Summe
(9) rechts mit (x). Wenn wir das Produkt (y;...7.).(5;...9,)
gleich Null setzen, sobald ein v; einem d; gleich ist, ist (10) einfach
(z) CP)).

Fiir ibn gilt B(K®+D) = C»,

Enthélt C® nur Simplizes, wo jedes hochstens v—1 der o,

.. %1 umfafit, so enthdlt K»+¥ nur Simplizes, wo jedes hichstens

v der « umfafit, d. h. K@+ liegt dann in ['e+¥,

Im allgemeinen liegt aber KtV picht in ['et¥ und es gilt
die Zerlegung
(11)  K@ed = K@D + K@D, wo K@D 4 T'etv) und
K(2P+1) < F(Q—H’)’ und

(12) K(1p+1):202 CoovHL Gy g (ay 2y .. .xv+1).(Bav+2 . ..@cp+2) =

:(“1 ---xv—{-l) .’202 see vl Gylg *** Opig (BG’V—{—Q e Bcp-i-ﬂ) iSt.
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Aus (12) erhilt man durch Randbildung:
(13) R (K(lp-{—l)) — K(lp) + ngzv)’ wo Kgp) <‘: T+ ynd K(zp) < [t
ist:
(14) K®=(—1)"F" (o ... 011) . B[EC, ...
Boysn .. Boy o]

(18) KP=R(x, ... %41) - ZCh .. vt10,0,- - oprgBoypg- - Boyps)-

viloyig -« - Opie

Wegen R(K@+tY)=C®, (11) und (12) gilt nun:
(16) _ C® = R(K@+tv) + K + K@,

Auflfer K® (14) liegen alle in (16) vorkommenden Komplexe
in I'etv, somit ist K@ == 0® und weiter nach (16): K@ ein C®
in et homologer Zyklus.

Nach (14) ist aber K» dann und nur dann Null, wenn

(17) C(IP_V) = 02 e v oygg c tt Sppg (B“v+2 . B6p+2)

ein p—v dimensionaler Zyklus von X(© ist.
Wir schliefien noch eine Bemerkung an, p =v betreffend :
Fir p=v muB XG, ... 110, ,=0 sein, da R(KD)=
TR ... tv41) - BC ..yt 6,y sonst kein Zyklus wire. Da X@
zusammenhingend ist, folgt C®cw0 in X@. Wir zeigen: Ist
CPoo0 in 2@, go ist CP o0 in [edv,

Es sei also C¢~Voo0 in X@. Dann gibt es in X© einen
p—v+ 1 dimensionalen Komplex.

(18) K;’P—V‘i‘l) = ZA"V-I—2 Ty (Btv+2 o ﬁrp_i_g)) dafl

(19) R(K@—+Y)=CP= ist. Wir bilden nun den p + 1 dimens.
Komplex von [(e+v):
(20) LY =R(s ... 2yq1). KD, Dann gilt:
(21) RLE)=(—1) B(% ... %y11) . R(KP—+D)
=(—1Y B ... %) . C@V=(—1)V K{P.

Also ist K{P o0 in [etv, Wegen K{P oo C® jn Tety st
dann auch C®oo0 in I'etn, g. e. d.



256 Walther Mayer,

Ist umgekehrt C®oo0 in etV so ist CPFoo0 in X@,
Es muf dann auch K{Poo0 in e+ sein. Nun ist der all-
gemeinste p + 1 dimensionale Komplex von I'etv

(22) B, et Tyt (o oo Bpq Ty oo Ayga).
'<BT\/+2"‘»8117+3)+E"'7

wo in der angedeuteten Summe die Simplizes hochstens v—1 der «

enthalten.
Der allgemeinste p dimensionale Randzyklus mufli demnach

eine (22) analoge Darstellung:

(23) (—1)EBy, oip - vpps (o v ey pgr v Tga)
R By By F L

haben. Nun ist K{P =R (z, ... %4q) . CP= (21), also muB, soll
(28) K darstellen

(24) R(ay ... %pq) . Cp~V=(—1)XB, Tyta Tyl
(O(l v Ty Ly . 7V+1) . B(BTH_Q e (31},4‘_3)

sein. (Die anderen Summanden enthalten ja Simplizes, in denen schon
zwei der o fehlen.) Aus (24) folgt durch Vergleich des Faktors des
Simplex (o; ... %1 eqq ... %yyy) anf beiden Seiten:

(26) (—1)-1C¢— =(—1)ZB, Tps t Tpys R (BTV_{_2 . ‘Btﬂ_g)
=(—1VREB, Typa -t Tpis (Brﬂ_z o 'Brp+3)’

d. h. aber CP—Vow0 in X@,

Es entsprechen einander somit bei der Zuordnung
2y 0™ die Nullklassen.

Da C®—v von L@ dem Zyklus B(x ... o41). C~ von
etV entspricht, wird keine Zyklenklasse der p--vt*» Homologie-
gruppe von X bei dieser Zuordnung vergessen.

Wegen dieser Eigenschaften und der weiteren, dafl aus
02y 0™ und DEy DI auneh C@ 4 DEy 07V + DY
folgt, konnen wir auf die Isomorphie der pt*», resp. p—v**» Homo-
logiegruppen von '@t resp. X@ schliefien.

Denn sind C@WooD® in T, so ist C2D® ein Zyklus
homolog Null in I'etv also C¥ V" —D¥Veo0 in E@, also
CP Voo D™ in Z© und umgekehrt.

Wir haben jetzt nur noch die Homologiegruppen des
Ringes et fiir p=v zu erledigen.
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Was p=v anlangt, ist C{” im zusammenhsingenden Ringe
Y@ homolog Null, also C®o00 in [etv. Die v* Homologie-
gruppe von @™ enth#lt also nur die Nullklasse. (Dagegen
hat die nullte Homologiegruppe von %@ ein von Null verschiedenes
Element.)

Ist O <p <y, so erledigen wir p-=v—1 gesondert.

0 <p<v—1: Jeder Zyklus C® von I'et") ist durch Simplizes
aufgebaut, in denen zumindest zwei der « fehlen. Daher ist C® 00
in F(Q”“!‘V)_

Die p* Homologiegruppe enthélt nur das Nullelement fiir
O<p<<v—1.

p=v—1: Die Zyklen C®—9, die moglicherweise in ['etv
nicht beranden, sind von der Art

(26) COD=Cyoovgr (o) + 200 (g L)

Dann ist KO=K® =0, ... 4y (& 0 ... 3yp1), K& =0,
Weiter ist K¢ V=0, ... vp1 B (o ... 2pq), K&D =00,
Nach (16) ist Co—D =K1, also gilt

COV=Fk R (2 ...%4), k ganze Zahl.

Der v dimensonale Komplex in Ie+v

(27 B Ry ... ogy). (B)

wo [ ein beliebiger Punkt von X@ ist, hat + k. R(% ... 2y =
= + O als Randkomplex.

Also ist COD o0 in I'etv, Die v—1t Homologiegruppe
von T+ enthilt ebenfalls nur das Nonllelement.

Da je zwei Punkte o, ap; o, Zp; Bp, B, in T@™ homolog
sind [Te+") enthiilt ja (a;0x), (:8;) und K (1> daB B (K®) = 8,)— (8,
ist], so ist I'et" zusammenhiingend, die nullte Hom ologiegruppe
enthilt eine von der Nullklasse unabhingige Klasse.

Die wichtige Folgerung, die wir nun ziehen, ist, daf X© und
et gugleich Sphérenringe sind oder nicht.

Wir wollen dieses Resultat sogleich verwenden.

Wir definieren im Ringe der reguliren Unterteilung
™ eines Ringes E™:

Der » dimensionale Sternring eines Punktes P
kleinste Ring tiber den Simplizes

. \] 1 h h41
(28) (-Pq‘ PD(;u-z'-'Pl;l-"“h—l—l Paj_ -'-uh—l—l“h—l—.i!--'le‘--“n—{—l)

die simtlich Py, ....y: enthalten. Er sei &® (Py ... app) be-
zeichnet.

Wir setzen nun, um nicht weitldufig zu werden, Z™ als rand-
lose Mannigfaltigkeit voraus.

Monatsh, fitr Mathematik und Physik. XXXVI. Band. 17

- oy I8t der
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Der Sternring & (ng L, Jr]) ist nach (28) der Produktring

von R0 (P} ... «1;) und dem Kkleinsten Ringe X' iiber den
h dimensionalen Simplizes

o 1 kb '
(29) (“}>a?.1 -Pa"_x fxig .. Pa,i‘ “1'._; [ gill-i-l)

WO %,, %, ... %441 alle Permutationen von 1, 2,...%+ 1 durch-
laufen.

Der Ring %* ist die regulire Unterteilung des kleinsten Ringes
iiber dem Simplex:

0 0 0
(Pa, Pq, . .- P"h-l—l)'

Nun ist der Ring (Pa, Pa, ... Pq, 4 - RO (PR +1)
eine Zelle, sein Randring ist eine Sphiire oder nicht, je nachdem dies
fir den (randlosen) Ring R®—=v (P} .. «,y,) zutrifft oder nicht.

Der Produktring = . fe—2—D (P, ... o, ) ist eine — wenn
auch nicht regulire — Unterteilung von (P2, ... P, o) - RO
(P:'Li PP “h+1)'

Bei einer solchen Unterteilung eines simplizialen Ringes werden,
wie man — wie fiir die reguliire Unterteilung -— zeigt, die Homo-
logiegruppen nicht gedindert. Also ist der Sternring & P ... @ +1)
eine Zelle, sein Randring R (8™ (P5, ..., 41 aber eine Sphire
oder nicht, je nachdem letateres fiir |2 (Ph ..., ) zutrifft.

Fine randlose Mannigfaltigkeit ist also reguldr, wenn
der Randring eines jeden » dimensionalen Sternrings der
regnldren Unterteilung eine Sphire ist.

Nachtrag (wihrend der Korrektur):

Der Seite 246 gefiihrte Nachweis, die Identitdt der Ringe I,
und X, betreffend, ist erst vollstindig, sobald X, als homogener
Ring festgestellt ist.

Sei 8™ = (F, ... P, ;) ein % dimens. Symplex in X, das

in keinem hoher dimensionalen Simplex von X, enthalten ist. Jedes
S enthaltende Simplex S@+) gehort dann zu 5 oder Z{” und
da diese Ringe homogen sind, muff es S@+9 dieser Art in £ und
in IV geben. Jeder Punkt PL" ., 6. o; VOD R V(PL o 1)
gehort also entweder zur reguléiren Unterteilung von 2 oder zu der
von X¢” und in R®—"—1 gind beide Arten von Punkten vertreten.

R"V (P, ..y, ist daher eine Summe zweier Ringe ohne

gemeinsames FElement, also nicht zusammenhingend. Als n—/~i—1
dimens. Sphire trifft dies nur fir z—=»—1 zu, d. h. X, ist homogen.

(Kingegangen : 5. II. 1929))



