
hbstrakte Topologie II. 
Von Wal ther  Mayer in Wien. 

I. ABSCHNITT. 

Die vorliegende Abhandlung ist eine Weiterfiihrung der Arbeit 
fiber ,,Abstrakte Topologie", Monatshefte, Band XXXVI. 

]m crsten Abschnitte erkli~re ich den Begriff des offenen Ringes 
nnd leite einige Siitze ab, Unterringe yon l~u!lringen betreffend. 

Der zweite Abschnitt behandelt die simplizialen Ringe, er ist 
rein kombinatorisch aufgebaut. 

Den in meiner Arbeit tiber ,Abstrakte Topologie" skizzierten 
Beweis des verallgemeinerten P o in car  ~ schen Dualiti~tssatzes bringe 
ich ftir kombinatorisehe Mannigfaltigkeiten ohne Bezugnahme auf 
geometrisehe Simplizes (w 5, w 6 und w 8). 

w 1. Das o f fene  K o m p l e m e n t  e ines  U n t e r r i n g e s  Z~ "~) des 
R i n g e s  Z (~). 

Z~ "~) sei ein Unterring yon Z (n), Z(-o< Z(~) dessen Basissystem 
ein Teilsystem eines bestimmten Basissystems yon Z (~) ist. 

Streicht man aus diesem Basissystem von Z (n) 

<i) a~ ~), i = 1 , . . . % ,  ~--0~ 1 , . . . n  

das Teilbasissystem der Basisclemente yon Z(~ "), so bleibt ein Rest- 
system S, das im allgemeinen noch nieht das Basissystem eines 
Ringes ist, da ja  mit a ~ ) < S  (d. h. a~ ~) Komplex yon S) nieht 
.R (a (.~h ~ j < S gelten mul~. 

Wir wollen nun aus den Elementen yon S allein durch Ab- 
:iinderung der Randoperation R( ) einen Ring bilden. Diesen Vor- 
gang wollen wir das Offnen des R i n g e s  Z (~) in bezug  au f  den  
U n t e r r i n g  Z~ ") nennen, den gewonnenen Ring das  o f fene  Kom- 
p l e m e n t  yon Z[ ~) in Z (~). 

Sei K(r ein Komplex in Z('), K(e)<Z(~), so denken wir uns 
ihn durch die Basis (1) dargestellt. Er zerfiillt dann in zwei Kom- 
plexe: 
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(1) t~  e~ < ~ )  und/~(o), 

wo i;(O der Teilkomplex yon K@ ist, der durch die Elemente S 
allein anfgebaut wird. Diesen Tatbestand soll die Relation aus- 
driieken: 

(~) K(e)~/~(Q) (rood Z~'0), 

die zwei Komplexe ftir kongruent modulo v(-,) ,~ erkl~tr L sobald ihro 
v(") liegt. Wir ordnen auf solehe Weise jedem Differenz K @ - - / ~  (Q) in ,-~ 

Komplex K@ in Z (') einen bestimmten Komplex aus S zu, den wit 
K@ bezeiehnen. Wit nennen das einen Komplex ,punktieren". 

Die Operation ,,Pnnktierung" 15seht jeden Komplex yon Z ('~, 
und lii~t nur die aus S aufgebaute~n Komplexe ungeiindert: 

(3) 
/~(~)----0@~ w e n n  ]~(o) "-~t ".~lvim) 

Sei K(e)Bin Komplex aus S~ sein Rand R(K (~ gehSrt im all- 
gemeinen nieht zu S~ wohl aber der punktierte: /~(K(e~). 

DermaSen ist jedem o dimensionalen Komplex K@ aus S wohl 
tin ? - -1  dimensionaler Komplex in bestimmter Weise zugeordnet; ob 
wir in /~( ) abet sehon eine brauehbare Randoperation hubert: d .h .  
ob S in bezug auf die Operation R( ) einen Ring mit /~( ) als 
Randoperation bildet, hiingt davon ab, ob R(/~ ( ) )  = 0 erftillt ist. 

Das trifft nun aber zu" als 'eine Folge der Ringeigensehaft 
yon ~I "~). 

Aus dieser gewinnen wir als erstes: 

(4) ~ (Kr = ~ (~:(o'). 

In der Tat ist ja K@ = K~e)+ K(e~ wo K~el<,~v('~), also 

(4') 

(5) 

folgt 

R (K~o~)) = R (K~ ~)) + R (k'~'). 

Da R(K~ e)) < Z~ "~ erhalten wit (4) durch Punkticrung yon (4')" 

Sei nun K (~~ ein Komplex aus S, aus 

R (R (K(~))) = 0<~ -2) 

/~(R(K(Q))) : 0 ~~ also gilt wegen (4) 
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(6) R (k (K,~))) = o(o-=), 

womit die Eingeigenschaft yon S~ dcm offenen Komplement yon 
Z(~ ~) in Z(") nachgewiesen ist. 

w 2. Der  Z u s a m m e n h a n g  der  H o m o l o g i e g r u p p e n  yon X~ ~) 
u n d  s e i n e m  o f f e n e n  K o m p l e m e n t  in  e inem Null r inge27(% 

2; ('~) sei ein Nullring~ d. h. ein Ring~ dessert Zyklen C(e) ftir 
0 < ? < n homolog Null sind. X~ ") sei ein echter n-dimensionaler 

Unterring, X~,o sein offenes Komplement. (Ist X (") und 27~ ") homogen, 
so ist X~ ~) das Komplement yon ~")  in X~')~ ebenfalls homogen 
[siehe ,abstraktc Topologie"] und 2:~, der gemeinsame Randring yon 
X~")~ X(2"I: der Durchschnitt dieser beiden Ringe. 0ffnet man X~ '~) in 

bezug auf seinen Randring 2;, 1 so erhiilt man genau 2~").) 
Es sei jetzt C[ Q/ ein ? dimensionaler Zyklus in X~ n). Wi t  

se tzen  ein ftir a l l ema le  voraus :  0 < ?  < n - - 1 .  Da C~Q)<X (") 
und :~'(,o ein Eullring is% so gilt: 

(1) C(~)-- R(K~ e+~) + K(2~)+~)): R(K~+~)) + R(K~+~)), 

wo g~ (~+~) < 2:{ ~), ~ ( ~ + ~ ) ~  ~(~o 

Die Zerlegung eines Komplexes yon X (~) in zwei Teil- 

komplex% deren einer .,.~('~ deren andcrer X(2 ~) angehSr% geschieht 
in eindeutig bestimmter Weisc~ da ja  jedes Basiselement (1) w 1 yon 

X (~) entweder zu ~ )  oder zu Z:~) gehSrt. 

Dtlrch Punktierung yon (1) erhalten wir~ da C(Q):0 (e) und 

/}(K[ Q+~)) = 0(~) is% 

(t') /~ (K~ ~~ = o'o). 

Es ist so, wenn auch nieht eindeutig, eine Zuordmmg der 

+ I dimensionalen Zyklen Kz (Q+~) aus :~(2 ~) zu den ~-dimensionalen 
Zyklen aus ~7~") hergestellt: 

(~.) c~- o) _~ K~ 0 +, c~,~ ~ < "~,~), K~ + ,,< ~). 

Wir gehen an die nithere Untersuchung dieser Zuordnung. 
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Ist D~'~ '~ in ~ ' )  dem Zyklus C~ e) homolog, gi l t  a lso 
D~e)_~zC~ ~ in X~) resp. 

(2) CJQ>--DI ~ R(H~~ el ~), Di e), Hi(e+1) < X~ "), 

dann wollen wir D~ -~ auf gleiche Art wie C~ "~ cinch ? + 1 dimen= 
sionalen Zyklus yon ~2 (~) zuordnen. 

Znerst gilt 

(3) Di e)-- R(Zl ~+1>) + RIr(~ J, L(lO+I)< Z~~ L(2+ ' )<  ~(2 ~) 

Aus (I), (2) und (3) abet folgt 

(~) cl  -~ - Di e) = R (H, (~ + 1)) = 
~) [ ~ - (Q +~)  r ( Q +  l h  ~ K ( e + l )  r ( Q  +1)% - -  .t~ (,.L~q - - -  .u  1 ] 2 y ,R \ 2 ~ / a 2  ) ,  

Der in Z(*) liegende ? + 1 dimensionale Zyklus 

ri(e + 1) r(Q + 1) #e  + 1) 
( 5 )  , ~ 2  - - * , 2  - - ~ , ,  , 

S~e + 1) r_iv(e-t-1) TT(Q-]- 1) L~+I) = ~,~ - - ~  + < ~ )  

ist, da ? + 1 ~ n ist, in Z(~) homolog Null, also gilt 

(6) /~.(~ +~)2 - -  L (e+~2 - -  S I~+~)=  ~(K~ (~+2)) + " ~2"~'~(~ + 2)~ ~, 

K ~  + ~, < W ) , ~o~ + ~) .~-- ~ ) .  

Aus (6) erhaltcn wir dutch Punktierung 

(7) ~ - -~2  - - ~ 2  ;, d. h. K( f  ~ . in 

Somit werden die Zyklen einer Klasse [C[e)],, der ?~o~ tIomo- 

logiegruppe yon s Zyklen aus Z~) zugeordnet, die einer Klasse der 

? + P~" I-I0mologiegruppe yon .~'~) angehSren~). 
Wir wollen nun die Eineindeutigkeit der Zuordnung nach- 

weisen~ aus der dann, da die zugeordnete Klasse eincr Summe voa 
Klassen gleich ist tier Summe der diesen Klassen zugeordnetea 

~) Mi~ [ ], wird eine Klasse yon Z~ n), mi~ [ ]~ eine Klasse yon ~](~) be- 
zeichneL 
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Klassen: die Isomorphie der ~t~,~ Homologiegruppe yon s ~) mit der 

§ 1 t~ yon Z2 (') folgt. 

Sei jetzt K .(e+l) 2 ein ~ + 1 dimensionaler Z y k l u s  in <.2(2 ~). Er 
ist dann jedem Zyklus C~ e) <Z~ ~) zugeordnet, fiir den eine Relation 
besteht: 

(8) R (K~ (e + 1)) + R (K1 (~ + ~)) = e l  e). 

Zwei solehe Zyklen C~ e) und D~Q( sind naeh (8) und 

(S') R (K~  -}- 1)) _~ ./~ (L(e t 1 ) )=  D~e) 

v(n) in ,-1 homolog. Diese Klasse der ~ "  Homologiegruppe yon Z~ *), 
deren Zyklen K~ e+l) entsprieht, enthiilt R(K(~ e+l)) - -C(e)<Z~ *). 

Also: Ein Z y k l u s  K~ e+n yon Z~) e n t s p r i e h t  den 
Z y k l e n  e iner  Klasse  der  ~*'n H o m o l o g i e g r u p p e  yon Z~ ~), 
und zwar  der  Klasse  [R(K2(~+I))]~. Damit ist gezeigt, da~ keine 
der Klassen der ,o + I to- Homologiegruppe bei der Zuordnung (~) 
ausgelassen wird. 

r~(e -t- 1)l Sei jetzt L(2 +~) ein Zyklus der Klasse [-~z 4, d. h. es gelte 

K (e+1)2 ~ L ce+1)2 ----/~(K2 (e+2)) resp. 

(9) K~ ~ + ~) - -  L~ e +') = R (K~ + ~') + ~:~e § 

K~Q+,), L~.Q+,) K le+m < s  ,7 ,e+n/vI*)  -~1 % ~1 �9 2 

Daraus folgt dann 

( lo)  ~ (K~ e + 1)) _ R (Li  e + 1)) = R (K~ e + ')), 

d. h. die Identit~it der Klassen [R(K~e+n)],, [R(L2~++I))]~. 
Das besagt abet das eineindeutige Entspreehen der Elemente 

der ?t+. Homologiegruppe yon Z~ ~) und der ? + 1 *on seines offenen 

Komplements Z(2 ~). 
~(+~ 

Die ~to H o m o l o g i e g r u p p e  yon ..~ und die o + 1  *~ des  

of fenen  K o m p l e m e n t e s  Z(2 ~) yon s ~) sind ftir 0 < ? < n - - i  
i somorph.  

Sind he,i , h~.2, die pt,, Bettischen Zahlen yon Z~ '~ ,-2 ~ so 
folgt hieraus 

(11) he,1 = h e + l , 2 ~  ~-- 1~ . . . n ~ 2 .  
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Analoge Relationen gelten aueh ftir die Torsionszahlen. 

Wit kntipfen an die obige ~Tberlegung noah zwei Be- 
merkungen: 

a) Ist Z(~) ein Ring, in dam auch jeder nulldimensionale Zyklus 
homolog Null ist: so gilt tier Sehluft aueh ftir p = 0. 

b) Gibt es in Z (+ keinen (yore Nullzyklus versehiedenen) n 
dimensionalen Zyklus, dann gilt die Aussage auch ftir p-----n--1. 

Hier wird an Formel (4) angekniipft. Es muft dann der in Z(+ 
liegende n dimensionale Zyklus K2 ( + -  L(2 ~ ) -  S~ + = 0 (~) sein, woraus 
Punktiermlg Kz (~) = L(Z ) gibt. 

Der weitere SchluI] verliiuft wie oben, K2 (~*+~) ist natiir- 
lieh Null. 

w 3. W e i t e r e  Si~tze tiber U n t e r r i n g e  e ines  Nu l l r ings .  

Wit fassen zwei Unterringe Z~ ~), Z~2 + yon. Z (+~) ins Auge: deren 
Summe der Nullring Z(") ist: 

(1) ~+) = ~ )  + .v~>. 

Die symbolisehe Relation drtiekt aus, daft jedes Basiselement 
(Q) i = 1 , . . ,  p = 0 , . . ,  n von Z("> Basiselement ist yon Z~ ~) 

oder yon Z(2 ~) oder beiden Ringen Z~ + und Z(2 ") gemeinsam ist. Der 
Durchsehnittsring ~1 , sei nicht leer und mit Z, bezeichnet. 

Im wiehtigsten Falle der Anwendung sind die Ringe Z (+ v(,) 
v(n) '-2 homogen und Z~ der Randring yon Z~ ~), Z(2 ~). 

Wir  se tzen wie  im v o r h e r g e h e n d e n  P a r a g r a p h e n  
0 < p < n - - l v o r a u s .  

Bezeiehnung: [ ]~ bezeichnet eine Klasse in Z~ ~), i = 1~ 2 

Wir betrachten die ~t~ Homologiegruppe yon X~. In ihr gibt 
es zwei Untergruppen, die Untergruppe (A)~ deren Zyklen in X ~')2 
homolog Null sind, und die Untergruppe (B), deren Zyklen in .~"~(') 
homolog Null sind. 

Diese be iden  U n t e r g r u p p e n  h a b e n  nur  das Null-  
e l e m e n t  der  ?~+" H o m o l o g i e g r u p p e  von :X~ g e m e i a s a m .  

Beweis: ist [C~Q)]~ eine Klasse in (A) und in (B), so gilt 

- - R ;  zg.o § lh K~e § ~In) (V) C + > = / ~ ( K ~ + ~ ) ) -  ~ - - ~  j, . < ~ .  
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Es ist demnaeh K~ ~§ -~- K2 "~ + 1) ein ~ + 1 dimensionaler Zyklus 
in X~); da 1 < ? + 1 < n, so ist er in X (~) homolog Null. 

Es gibt also einen ? + 2  dimensionalen Komplex K(Q+~)= 
K (e+ ~) daf3 : K~'~ 2 , 

ist, oder 

(2) 

Links steht ein Komplex aus X~ ~) rechts ein solcher aus X,~'~., 
und da die beiden identiseh sind~ so stellt die linke und ebenso 
die ihr gleiche reehte Seite einen Komplex aus 27~ dar. Also gilt 

K~e+I) - -R(h~ ~+2)) = K(~ Q+ K(e+l) 

Daraus erhaltcn wir durch Randbildung 

(3) 

also naeh (1) 

(4) 

R (K~ ~ + 1)) = R (K2 + !)), 

C'Q)c~0 in X~, q. e. d. 

Nun gi l t  wc i t e r ,  dal~ j e d e  Klasse  der  ~ten Homologie-  
g r u p p e  yon  X~ sieh l i nea r  du t ch  die Klasse  der  Untcr-  
g r u p p e n  (A) ttnd (B) d a r s t e l l e n  li~fit. 

Sei [C(e)Jr eine Klasse der ?ten Homologiegruppe yon X~ da 
C(e)< 2 (~) und 0 < ? < n - -  1 is L so gilt 

(5) C@ : R(K[ Q+I)) + R/17(~-~1)'~ 

Dann aber ist 

c (o) - R ( g ;  ~ + 1)) = R (K~ (~ + 1~) 

ein Zyklus yon Xr. Also gilt R(K~e+*))< 27r~ ebenso R(K~'~ 
< 2 ; . .  

Also gch(irt [R(K:(e+*))]~ zur Untergruppe (A) und 

[R(K~e+~))]r , , (B) und es gilt (5): 

<6) [C(-~ [R(K[Q+I))]r + [/~(g~'~ q. e. d. 
Monatsh .  ftir Mathemat ik  und Physik.  Band XXXVI. 15 
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Wir zeigen jetzt die Isomorphie der ?t'~ Homologiegruppe 
yon X~) mit der  Untergruppe (A) und die Isomorphie der pt~= 
ttomologiegruppe yon /Z~ ~) mit der Untergruppe (B) vom Xr. 

Wir ordnen einer Klasse [C~r ans X ~  ) dureh den folgenden 
Vorgang eine Klasse der Untergruppe (A) zu: 

Da C~ (~) < X} ~) < X (n), so gilt : 

C~ (e) = R(K~ "~ -4- R(K~~ also 

(7') cfo)_  = C7) 

(Dies gilt aueh, falls ~ yon niedrigerer Dimension als ? sein 
sollte. Dann ist CJ~~ (-~ und C~(r in X~ ~), d. h. die ~to He- 

,co) mologiegruppe yon ~}~) enth~lt dann nur die Nullklasse.) Sei ~ 
ein zweiter ? dimensionaler Zykhs  yon Z~) nnd D(~ ~~ der ibm ana- 
log (7') zugeordnete Zyklus~ der wie C~ (~) (7') zur Untergruppe (A) 
zahlt, dann gilt: 

(S) D~ e)- R (L~ "~ + ~)) = R (L~ e + ~)) -- D~ ~~ 

Aus (7') und (8) erhalten wir: 

(10) 0 ~ C~ ~) D~Y ) ~(") 

0 r d n e n  wi r  de r  K l a s s e  [C~)]1 (resp. [D[Q)]~) y o n  X~ '~) d ie  
K l a s s e  de r  U n t e r g r u p p e  (A) [C~@]r (resp. [D~'~ zn, so fo lg t  
aus  (9) und  (10) d ie  e i n e i n d e u t i g e  Z u o r d n u n g  de r  K l a s s e n  
der  ~t~ H o m o l o g i e g r u p p e  yon  Z~ ~ ) u n d d e r U n t e r g r u p p e ( A ) .  

In der Tat:  Ist [C~(~)]~=[D~)]~ d. h. , ~ - - ~ ,  ~-~0 in 
Z~), so ist naeh (9)~ (10) rJ~('~176 in X~ n) und E~ ~), also 
c~0  in Z,.. 

r,~(-o)~ rn(~h folgt somit rt~(~~ --rr)(~h t i L l S  k , J 1  J l  " - "  L- t  J J- .Jl L ~  J r  - -  k ~ r  J r  �9 

u,~ _,, = [D~,?)],, so ist . . . . . . .  in Z,,  als~ 
in Z7 ) und naeh (9) ,~'~(~)~.~ ~.~n(~) in Z~ ~3. 

Aus [C~(e)]~--[D(~~ folgt somit [C~(e)]~ : [D~e)]~. 
Dabei ist zu bemerken, dal~ der Zuordnung rr~(@ _~r,-(Q)~ L'J1 Jl L~r j,. keine, 

der Klassen der Untergruppe (A) entgeht. 
Ist namlich [C,(.e)], eine solche Klasse, so gilt j a  C~ (e) --  R (K ge+ ~)). 

Setzen wir in (7) ftir C~ (Q) einen Zyklus der Klasse [C~(e)]~, z. B~ 
C~ (~ selbst, so sieht man, daJ3 die Zuordnung (e) (Q) [C; J~-*[C~ ]~ gilt. 
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Da aus (7) nnd (8) 

(I1) C ( Q ) +  Dell~ R ( ~ ` o + 1 )  + L~ ̀ O+1)) - -  Cr(`o) + .D(~ ) 

folgt, so gil t  [C~~ als Folge yon [C~)], -> 
-~[C~(̀ o)], und [D{~~ Die ?t~ H o m o l o g i e g r u p p e  yon 
X~ ") und die U n t e r g r u p p e  (A) s ind isomorph.  

Jede lineare Abhiingigkeit zwisehen Klassen der Unter- 
gruppen (A) und (B) reduziert sieh auf eine zwisehen den Klassen 
der Untergruppe (A) und eine zwisahen den Klassen der Unter- 
gruppe (B). 

Denn eine solehe li~l~t sieh in die Form [C(~)], + [D (̀ o)], -- 0 
bringen, wo [COo)I, in (A) und [D(e)], in (B)liegt. Da aber (A) und 
(B) nur das Nullelement gemeinsam haben, folgt [C(e)] , - -0  und 
[D (`o)], = O. 

Die Untergruppe (.4) hat wie die ihr isomorphe ?~~ Homologie- 
gruppe yon Z~) genau h o~ linear unabhi~ngige Klassen~ wo h`ot~ 
die Rt~ Bettische Zahl yon Z~o ist~ i = l ,  2. 

Desgleichen hat (B) genau h`ot~ linear unabhiingige Klassen. 
Die h`o,~ + h`ot2 solchermaBen bestehenden Klassen linear un- 

abhi~ngiger Zyklen seien 

r~C~)l i --1~ h`o,1 in der Gruppe (A) und L~i jr ~ �9 �9 �9 

r~(`o)l . (B). LUi j,~ i ' ~  l~.  he, 2 ,, , , 

Ist nun [He.o)], eine Klasse der ?ton Homologiegruppe in ~ 
so gilt die Spaltung 

[He`o)], = [c(~o)], + [D(o)],, ICe`o)], < (A), [Dee)], < (B). 

Demnaeh gilt welter wegen der beiden Darstellungen 

h`o, i h`o, 2 

rc(`o)l [D(`o)],  - -  X b~ [D }~ ) ] ,  p[O(~~ X ai L i jr~ 7 
i I 

die Darstellung 

h`o~l h@,2 

(13)  p .  ~ .  [H(`o)Jr = Z q a~; [C;~)]r -t- ~] p b, iO;e')]r. 
1 1 

Bezeiehnet hQ,, die ?to get t isehe Zahl yon E,, so folgt daraus 

(14) h,`o,r--ho,l + l~Q,2~ ? - - 1 , . . .  n - -  2. 

15" 
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Bemerknngen: a) Zerlegt man die ?t. Homologiegruppe yon 
Z~ mittels ihrcr Untergruppe (A) [resp. (B)], so ist die Faktor- 
gruppe der Gruppe (B) [resp: (A)] isomorph. Aus dieser Bemerkung 
folgt sofort (14). 

b) Man gewinnt die Relation (14) aus der allgemeinen Formel 
(96) meiner Arbeit tiber ~,Abstrakte Topologie", da wegen der Null- 
ringeigenschaft yon Z ('~) die GrSl~en "{~ si~mtlieh verschwinden. Das 
entspringt der im vorhergehenden bewiesenen Tatsache, daii aus 

(~)~  t~ C~(e)c,~0 in Y~ ~), Z~'~): C; ~-~,, in Z~ folgt. 
Wir besprechen noeh einen im folgenden wiehtigen Sonderfall. 

.~1 und seien homogen, und 2(2 '~) Komplement- 
tinge und Z,. ihr n - - 1  dimensionaler Randring. 

Ist Z~") das offene Komplement yon Z~ '~) (~2~ ") ist zugleieh der 
in bezug anf Z~ gegffnete Ring Z~')), so gilt~ wenn ]70,: die Betti-  
zahlen yon Z~ ~) sind 

(15) h o,1=)~o+1,2~ ? - - 1 , . . .  n--2~ also (14) 

(16) he , r - -h  e o+he+ l ,  2, ? ~ 1 , . . .  n - - 2 ,  und ebenso 

(17) h~,rzhQ,1 -k- ]Z~§ 1 ~ ~ 1 ~ . . .  n--2~ 

wo Z~,o der in bezug ~uf seinen Randring Zr geSfihete Ring Z~ '~) 
und t~o+,, 1 die ? + 1 to Bettizahl dieses Ringes ist. 

Die Formel (17) werden wir in der Folge zu verwenden haben. 

II. ABSCtlNITT. 

w 1. Der s impl iz ia le  Ring. 

Ein simplizialer Ring der Dimension mist  ein m dimensionaler 
Ring, in dem es eine Basis der n dimensionalen Komplexe gibt~ 
n--0~ 1 , . . .  m, deren Elemente n dimensionale Simplizes sind. Ein 
n dimensionales Simplex ist dabei ein System yon n + 1 Elementen 
,,Punkten '~, die untereinander verschieden sind~ in bestimmter Reihen- 
folgc : 

(1) (il i 2 . . .  in+l). 

Zwei Simplizes sollen verschieden (ungleich) genannt werden, 
sobald sie nicht in stimtlichen Elementen iibereinstimmen. Daher 
kann tiberhaupt nur yon Gleiebheit gleichdimensionaler Simplizes 
gesprochen werden. Simplizes~ die dieselben Elemente enthalten, 
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sollen sich nur durch das Vorzeichen unterseheiden kiinnen. Zur 
genauereu Formulierung definieren wit das Symbol 

(2) [ ,~ ~ . . .  ~+~ ] 
~'1 ~ 2 " "  - ~n-}-I 

in dem dig ~ 1 ' 1 ' ' "  ~n~-I resp. : q , . . .  ~ + 1  zwei Permutationen d e r -  
selben n +. 1 Elemente sind. Und zwar soil das Symbol (2) den 
Wert + 1 oder - - 1  haben, je naehdem die beiden Permntationen 
derselben Klasse angehSren oder nicht. 

Fiir Simplizes mit gleiehen Elementen set dann festgesetzt: 

jl j~ . . .  j,.-bl ] 
(j~ j , . . .  j,,+l). (~") (il i2 . . -  in"t-1)---- i 1 i~. in@ 1 

Als Randkomplex des dimensionalen Simplex (1) definieren wir 

(~) -P~(~I i2"'" inq_1)__ @zl]§ jl  , i~ ' ' ' j~  -ll(j~ J~ ' ' "  J~), 
h=~Li~ i2 ia. - G+~ _l 

wo die (jl . . .  j,,) eine Permutation der i I . . .  ih--1 i1,+~ ...i~+~ sind. 
Jedes Simplex ( i l . - . iz , -1  i a + l . . ,  i~+~) tritt in der Summe rechts 
genau einmal auf. 

Wit sehen~ dag der Rand tines n dimensionalen Simplex, wie 
es sein mug~ ein n - - l  dimensionaler Komplex ist. Da er im Ringe 
enthalten sein muir, mtissen alle n - - 1  dimensionalen Simplizes, dig 
man aus einem n dimensionalen Simplex (1) dutch Streichen je 
eines l~lementes erhNt, der Basis dot n - - 1  dim~nsionalen Komplexe 
angehSren. 

Um den Ringnachweis zu vervollstiindigen, ist nut mehr 
R(R(  ) ) - - 0  zu zeigen~ vorher set eine bequemere Sehreibart der 
Randoperation (3) gegeben, die man erhiilt, sobald man sta(t 
( j~ . . . . j~)  in (3) direkt (i~. . .  i~_~ i~,+~.., i,~+~) einftihrt. 

Wir kSnnen start (3) 

(39 
n + a  

R(il i2 . . .  i,~+1) = Z  ( - - 1 ) " - '  (il i2 . . .  il~--lihq-l.., iq~A-, 1) 
h : l  

sehreiben. In der Randdefinition (3) tritt aber die notwendige Unab- 
hiingigkeit der Randoperation yon der Art, ein gegebenes Simplex 
zu sehreiben, am klarsten zu Tage. 

Aus (3) folgt: 
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(4) 
~=~l_h i~.. i~+~ \~=~l_jl j:  j,, _1 

(l~ l~ . . .  1~_1)) 

Das reehts angesehriebene n - - 2  dimensionale Simplex (l  I 12 . . .  ln--1) 
das die Elements i a . . .  i~+~ bis auf ih und jk entbiilt, tritt in der 
Doppelsumme zweimal auf, und zwar mit den Koeffizienten 

[ih j, . . .  j~,--~ f i  j~+~. .. f l  l [J~  li.  . . lT~-~ l~.-] l~ . .. l , _ l  

resp. 

(5') i~ i~ ik i~+~ i~+2 i,~+~.][.j~ j2.  j~-~ ihj~+l j,~ J 

Dis zweiten Faktoren in (5), (5') sind gleieh, die ersten entgegen- 
gesetzt, also hat jedes rechts in (4) auftretende Simplex den Koeffi- 
zienten Null, d. h. 

(6) R( (il q. d.c. 
27 

Bemerkung: Die nulldimensionalen Komplexe Z ah (ih), ah 
h = l  

gauze Zahl, sind im Sinne unserer abstrakten Topologie Zyklen. 
Der nulldimensionale Zyklus homolog Null hat die Gestalt 
R (X 4 q  (ip iq )) ----- s A~ (iq) - -  Z 4 q  (ip). Die Summe der Koeffizienten 
der einen nulldimensionalen ZykIus homolog Null darstellenden 
Simplizes ist demnach Null. Is~ der Ring zusammenh~ngend, so gilt 
davon die Umkehrung: Ein s i m p l i z i a l e r  R ing  heil~t z u s a m m e n -  
hi~ngend~ wenn je zwei seiner Punkte homolog sind. Die Zyklen 
( i k ) - - ( i l )  bilden dann eine Basis der nulldimensionalen Zyklen 

N 
homolog NullS). Ist dann C(~ ein nulldimensionaler 

N N 
Zyklus, ftir den Z~k = 0 ist, so ist C t~ = Z::k [ ( i k ) -  (i~)] c.~ 0, q. d. e. 

k = l  Tc=l 

Ein n u l l d i m e n s i o n a l e r  Z y k l u s  e iues  z u s a m m e n h i i n -  
g e n d e n  R i n g e s  ist  d a n n  und n u t  d a n n  h o m o l o g  Null~ w e n n  
se ine  , ,Da r s t e l l ungszah l en"  die S u m m e  Null  e rgeben .  

2) Diese Zyklen sind ~ unabhangig  und  weiter  gilt R(i2iq)= 
= [(iq) - -  (il)] - -  [(iP) - -  (il)]" Die nnll te B e t i i s c h e  Zahl stellt ft~r simpliziale Ilinge 
die Zahl der Komponenten  des Ringes dar, d . b .  die Zahl der  zt lsammen- 
h~ngenden Unterringe. 
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w 2. B e s o n d e r e  s impl iz ia le  Ringe.  

Wir betraehten einen homogenen n dimensionalen Ring~ dessen 
n dimensionale Basiselemente Simplizes mit dem gemeinsamen 
Element ~ seien. 

In d iesem Ring ist j e d e r  t d i m e n s i o n a l e  Z y k l u s  ho- 
molog Nul l ,  sobald 0 < t < n  gi l t ,  und wi r  kSnnen  cbenso 
0<t,~.n__ sehreiben~ da in unse rem Ringe  ein n dimen- 
s i o n a l e r  Z y k l u s  n icht  auf t r i t t .  

Dies folgt aus dem Hilfssatz: 
Is t  K(0 ein n i e h t v e r s c h w i n d e n d e r  t d i m e n s i o n a l e r  Kom- 

p lex : in  dessen  D a r s t e l l u n g  nur Simpl izes  auftreten~ die das  
E l emen t  ~ en tha l t en ,  so ist K (~) be s t immt  ke in  Zyk lus ,  wenn 
t ~ 0  ist. 

Denn ist 

die Darstellung, in der si~mtliehe auftretenden Simplizes versehieden 
seien, so gilt 

( 2 )  R ( K  (t)) ---- ~$J~ " " * J'l~-I (~J2 " ' "  O~Jt+]) -4- ~ ' r  , , ,  (~(1 gk2 " ' "  ~kt)" 

Die in der ersten Summe rechts auftretenden t--1 dimensionalen 
Simplizes kommen genau einmal vor, R (K (o) ~ 0 (t-l) hi~tte also 
z~'" "~t+l znr Fo]ge~ gegen die Annahme. 

Es k a n n  d e m n a e h  in l lnserem Ringe  ke in  n d imen-  
s iona le r  Z y k l u s  auf t re ten .  

Sei jetzt C (t) ein t dimensionaler Zyklus im Ringe~ so mtissen 
in seine Darstellung auch Simplizes eingehen, die ,1 nicht enthalten. 

Es gilt daher die Zerlegung 

(3) c~o = X % . . .  ~+1(~ % ... %+~) + ~ ,  ~-... ~+~ (% %. . .  ~-~+1), 
2 

wo in der nichtverschwindenden zweiten Summe kein Simplex mit 
der Ecke :q auftritt. Wir bilden nun den  t § 1 dimensionalen Kom- 
plex (t ~ n): 

(4) K (t§ ~ LS~il i.~ . . .  i t§  1 (~1 ~*il Z[2 " '"  ~it~- 1) 
2 

und zeigen, dal~ sein Rand C (t) ist. In der Tat ist 

(5) ~ (K'+I) = ~-'~,~ ~ .... ~+1 (~, %-.-%+1) + :~':~ -.- ~+~ (~  ~-~~ ' . .  ~;~+~)- 
2 3 

Nun ist/~ (K (~+1)) - -  C (~) ein Zyklus, in dessen Darstellung naeh 
(3) und (5) nur Simplizes mit der Eeke ~1 eintreten~ also gilt 
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(6) R (K (t+l)) : C(') q. e. d. 

Was die nullte Homologiegruppe betriff L so ist jedes Simplex 
(~h) dem Simplex (~.~) homolog, dagegen ist p. (:r ~ 0 nur ftir p = 0. 

Die nullte Homologiegruppe enth~tlt daher nur die Klassen [(~)] 
und ihre Vielfaehen. 

Der Ring hat  a l le  To r s ionszah l en  g le ieh  Eins und die 
Be t t i zah len  a l le  Null  bis au f  die nullte~ h0, die Eins  ist. 

Ein Ring dieser Eigenschaft soll e ine Zel le  hei~en. Ein Zelle 
ist nattirlieh stets ein Nullring. 

Ein besonders einfacher Ring ist der  Ring eines  S implex  
(~ ~ ... :r d. i. der kleinste Ring iiber dem Simplex @1 ~ . . .  ~-,+~). 
Es ist das einfachste Beispiel einer Zelle. 

Das n - - 1  dimensionale Gertist des Simplexringes (~1... ~,+z) 
enthalt aul~er [(~j)] noeh die n ~ I  dimens. Klasse [ R ( ~ . . .  ~+~)]. 
Die n - - 1  t* Homologiegruppe enthiilt [R(~t... ~+~)] und die Viel- 
faehen dieser Klasse. 

Sonst enthitlt sie keine Klasse, da ja jeder n - -  1 dimensionale 
Zyklus im Ringe des Simplex homolog Null sein mug und dieser 
Ring yon n dimensionalen Komplexen nur p .  (:~1... ~-t-~) enthi~lt. 

Der Ring dieses Geriistes hat alle Torsionszahlen gleieh Eins 
und die Bettizahlen alle Null bis auf die nullte und die der htiehsten 
Dimension, die beide gleich Eins sind. 

Ein Ring d iese r  E i g e n s e h a f t  soll e ine  Sphi~re heii3en. 
Eine Sphiire ist ein Nullring; der Randring des Simplexringes 

ist eine Sphiire. 

w 3. Die regul i i re  U n t e r t e i l u n g  s impl iz ia le r  Ringe. 

Sei X (") der gegebene n dimensional homogene simpliziale Ring; 
o mit (P~ 1 P ~  2 . . .  P~i+l)  b e z e i c h n e n  wir seine i dimensionalen Sim- 

plizes. Wir ordnen dann jedem i dimensionalen Simplex i = 0, l ... 
o i n : (P~ 1 P~ "P~i+I) einen neuen Punkt zu, der P . . . .  . . .  c t i+  ! be- 

zeiehnet sei. Dem i dimensionalen Simplex wird derselbe Punkt zu- 
i geordnet wie seinem inversen (negativen)~ d. h.: P . . . .  ...~i+1 ist in 

bezug auf die unten stehenden Indizes symmetriseh. 
Mittels dieser Punkte wird dann ein neuer Ring Z~ '~ gcbildet, 

der  die ~regul~ire U n t e r t e i l u n g  des Ringes  Z (~)" hei$e. Seine 
i dimensionalen Simplizes sind durch die Gesamtheit 

p h 3  

(1) pT,~+~ ) 
a t . . .  c~j,~_~l... C t h i + l . . .  a l ~ i + l + l ~  

definiert, wobei ~1 . . -  " t h i n - 1  . . .  ~ h ~ - { - 1  . . . . . .  ~'hi-~l''" :%i+1 + ~ . .  eine in einenl 
t~+1 dimensionalen Simplex yon Z(') 
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/ 9 0  . t 9 0  . . . .  0 (!L') ( ,~,.. %+_. .P~h,+l+l ) 

auftretende Folge ist. 

Da der Randkomplex eines Simplex (1) in der Gesamtheit (1) 
selbst enthalten ist, d. h. dureh die Simptizes dieser Gesamtheit dar- 
gestellt wird~ so bildet die Gesamtheit der Simplizes (1) in der Tat 
das Basissystem eines Ringes v(~) 

0 Mit (p~O p O . . .  p~+~) bezeichnen wir in Z~ ~) den idimensio- 
nalen Komplex 

P~ .... P-~+~) "L~l-.... o-i+~ 

Wir  beh~upten~ da~ d iese  K o m p l e x e  das B a s i s s y s t e m  
e ines  mit  Zoo i s o m o r p h e n  R i n g e s  bi lden,  der  ~(') b e n a n n t  sei. 

Die Zuordnung der Simplizes yon yx*) und ~(n) ist durch die 
Bezeiehnung festgelegt; wir zeigen, daI~ ~s ein Ring ist~ und dab 
die Randrelationen der Ringe E (~) und Zoo die gleiehen sind (De- 
finition der Isomorphic yon Ringen). 

Es ist dazu nur 

(s)  _ncpo,~ voo...~ -':,+1)~ . . .  . . .  Po,+1)~ 

zu bcweisen, denn in (5) steckt die Ringeigenschaff "con Zr so- 
wohl wie die Isomorphic der Ringe ~:(*) und E(% Zu diesem Zweeke 
ist also der Rand des Komplexes (2) zu bilden. 

... pO ~-- y~r~, J .... ;i+13 (_  1)h-1  (po p;o - o , + 1 , -  L . . . . . . . . .  ,+lJ 

(4) 
(P~,"" P~,-'.)k-, P~...&+I... P~,...~,+,)' 

F~trh#i+ 1hat dasSimplex(--1) h-1 (pO ... p~.2.&_~ p~... &+*"" 
Pj: ...&+:) in der Summe (4) reehts, in tier es, den beiden Permu- 
tationen j l . . .  j7,-1 j~ jt~+1 jh +2... ji+l und j l . . .  jh--1 jh+* j h jh +2... ji+l 
entspreehend, zweimal auftritt, die Koeffizienten 

[J~'''j~Iljhjh+l'''J~+l 1 ['Jll''j~llj~+lJ~lllj'+ l ] 
und 

~r �9 ~ h - - 1  ~h 9r  g ( i + l  II ~1 ~r ~ h ~ C h + l .  �9 ~ - i - - k l J  

s) Jede Permutation Jl J~.. .  j i + l  yon %.. .  ai+l tritt in der Summe 
gerade einmal auf. 
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Diese Simplizes fallen also in (4) reehts weg and verbleibt 

(~) R ( p o  poo~ ... P~ - -"'~, o ~  . . . .  ~,+~'+' ~ ( - 1 ) ,  (P}~ p,.', ~.~.. PiT. ~. ~). 

Um (5) mit (3) in Einklang zu bringen, bilden wir 

pO o pO o J', h~ Ji ( .... ] Pc~i+I) - -  ~ [ a , "  Jl,-1 19ah,--1 a h +  1 �9 Cth_. 1 ai@l , . .  a t ~ j : q . , .  

(6) (RiO �9 1 ~)i--1 , PJi J2  " " " Oa ,  � 9  d i / "  

Wir bilden ftir :oh == ji+l [ji+l ist j a  in (5) einem r gleieh] 

[~: J~... ~ + 1 ] = _  [~ .... ~h-, i,~ ;,~+1.., ~ ~;+, ] =  
a,,. ai@ 1 a t CCh_ 1 cti@ 1 a h @ l . ,  u i 

(7) __ J~ Jh-~ &, & ~-u---i Jl.-. &-i  & ,-. & 
_ _ - -  [~, &+l . - -  ~i ] = ( _ _  . - -  1_) [.1 . . . .  ,~-1 o,,+1 . . . .  ,+ i ]  ah--1 ai@l ah-~l" 

Daher k6nnen wir (5) sehreiben 

/~}po pO ~__~[h,.. Yl~-~ & '" & l( 1 ~h-1 o 1 i-1 ,~ ~ . . . . .  ~+1 , -  ~1 . . . .  ~-~ oh+~. ~ + ~ , -  , (PaP,~J~ .-" P;~.-.j~) 

(s) = s ( - 1 ) , , - ~  (P:, . . .  po s '~+~.. .  P:;+~) 

Es ist somit (3) bewiesen. 
Wir  z e i g e n  nun~ dal] die  R i n g e  Z(~) and  s e ine  , , regul i i re  

U n t e r t e i l u n g "  Z~,o d i e s e l b e n  g o m o l o g i e g r u p p e n  haben .  Dies 
gilt, falls die Homologiegruppen der Ringe Z(~ '~ und ~(,o die gleichen 
sind ~). 

Ist Z(i) irgend ein j dimensionaler simplizialer Ring, Z~ j) seine 
regul/ire Unterteilung und Z(~) der in dieser No) isomorphe Unter- 
ring~ so miige die Behauptung ftir j = 0 ~  1~ 2, . . .  n - - 1  bewiesen 
sein. Es seien ansftihrlieher die beiden Tatsaehen festgestellt: 

(a) J e d e r  i d i m e n s i o n a l e  Z y k l n s  yon g~ ~) l i eg t  in e i n e r  
Klas se ,  d ie  a u e h  e i n e n  Z y k l u s  yon ~(2) enthi i l t .  (Jede Klasse 
in Z~ ~') enthiilt eine Klasse yon 2(~).) 

(b) J e d e r  i d i m e n s i o n a l e  Z y k l u s  yon  Z(J), der  in Z[ J) 
h o m o l o g  Nul l  ist, is t  a u c h  in -Z(J) h o m o l o g  Null .  

Aus diesen beiden Tatsachen folgt unmittelbar die Identitgt 
der Homologiegruppen der Ringe Z~)und rE~ Denn (a) besagt, da~ 
bei regu]i~rer Unterteilung keine neuen Klassen auftreten und (b), 
dag dabei aueh keine wegfallen, denn jede Klasse yon Z~ ;') entbiilt 
nach (a) e i n e  und nach (b) n u t  e ine  Klasse yon Zo';. 

Die  b e i d e n  T a t s a c h e n  g e l t e n  ftir j =  0 (hier fi~llt ja  tier 
Ring mit seiner  regulgren Unterteilung zusammen) und da wit sie 

4) Wir sagen im folgenden auch~ E~O sei die regul~re Untertei lung yon E(n), 

wean wir den zwischen E~ ~) und }2(-) bestehenden Zusammenh~mg char~kterisieren 
wollen. 
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jetzt, ihre giehtigkeit bis zu j = n - -  1 vorausgesetzt 1 ftir j = n naeh- 
weisen, so gelten sie fiir die simpliziale Unterteilung eines jeden 
simpliz, ialen Ringes. 

Beweis :  E (n) sei der n dimensionale simpliziale Ring 1 Z~ ") seine 
reguliire Unterteilung und ~(n) der Z (n) isomorphe Unterring yon Z[ ~). 

Nit S~ ~), ~"(~) S~ ) bezeiehnen wir die n dimensionale Basis k)2 1" ' "  

des Ringes E(n) 1 die den n dimensionalen Simplizes yon Zoo entsprieht. 
Dureh d a s n  dimensionale Element S~ ~) ist ein homogener n dimen- 
sionaler Ring in ~ )  definiert (der kleinste Ring tiber S (n)~ den wit a ]I 

mit | bezeichnen. Den n - - 1  dimensionalen Geriistring yon | 
sehreiben wit ~( ' - ] ) .  ~(~-1) ist  e ine  n - - 1  d i m e n s i o n a l e  Sphi i re  
(w 2). ,~(~)~,~ und N(~,T ~) seien die dutch die regulitre Unterteilung. yon 
~b~) induzierten reguliiren Unterteilungen Won | resp. N(n-~). 

Jeder Ring | ~,1,~=~, . . .  ~v ist ein Unterring in E~? > und es 
besteht die symbolisehe Relation 

(~) (~ (n) (~) 
(9) E~ '')= ~1,1 @- "~"P-,1 71-... "4"- ~ N ,  1, 

die besagt, dal~ sieh ein jeder Komplex ans E[n) als Summe (wenn 
aueh nieht eindeutig) yon N Komplexen darstellen ligt, wobei der 
~.t~ in ~,~,~(")~ liegt. 

~(n--1) Der n - - 1  dimensionale Ring ~,~, ~ enthiilt dabei jene Simplizes 
~(n) vorkommen kSnnten ~), yon ~,~1~) die aueh in den anderen Ringen ,~ ~.1 

~(~) wir wollen ihn in diesem Beweise deshalb den Randring yon ~ , 1  
nennen (diese Definition entsprieht nieht vSllig der in meiner des 
(ifteren zitierten Arbeit gegebenen). Wir  se tzen  v o r e r s t  o < i  < n 
u  

Ist jetzt C (~) ein dimensionaler Zyklus in 2~), dann gilt die 
Zerlegung 

(10) C (i~ K(~ ') § K~ i) -4- ,.. + K~ ), k'(~ < | 

(1if) 

Aus ihr folgt 

R(K~ ~)) + R(K~ ~)) + . . .  + R(K~)  -- 0 (i-~). 

C(~-~) R(K~ ")) ist nach (10') ein Zyklus yon ~(=~,1~) 1 der aueh 
der Nullzyklus sein kann. F i r  ~(n-~)und seine reguliire Unter- 
teilung . . . .  1 gelten naeh Voraussetzung die Tatsachen (a) und (b). 
In ~(~-1) liegt daher ein Zyklus 0(~ -1), der in }R~,T 1) dem Zyklus 
C~ "-~) homolog ist. Da ~('~-~) eine Sphiire ist 1 so ist in ihm ftir 

5) Die einen Punkt P "  nicht enthalten. il. . ,  inJcl 
~) Fiir i :  a ist jeder PunktP~l . . . .  l~-bl yon V~ ~) demPuakt  P~ homolog. 

Die Tatsache (a) gilt far i : o. 
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0 < i - - 1  < n - -  1 der  Z y k l u s  C(d'-" h o m o l o g  Null.  Wegen i <  n 
ist nut i -- 1 gesondert zu behandeln. Nun ist C(~~ C (~ und C(,~ 
in ~ ,  ~. Also ist ebenso ~r?(~ in ,.~<~(~)~ Die Darstellungsz~hlen 
des Zykhs  CI~ ) dutch die nulldimensionalen Simplizes yon i)/(~ =-~) 
mtissen also summiert Null ergeben. Da ~R~ ~-~) zusammenhiingend 
ist~ mul~ C~)c~z0 in ~(~-~) gelten. 

Also ist  fiir o ~ i < n  s te ts  C~-~)c~z0 in ~(~'-~). Da aber 
ct " g19 ( n - - l )  C("--~ ~ C~-~) in . . . .  ~ ist, folgt 

(11) n(i-~) -- Pfr((~ K~') < ~(~-~) 

Demnaeh ist weiter K~)--K(2) ein i dimensionaler Zyklus in 
| Dieser Ring aber ist eine n-Zell% da die ihn aufbauenden n 
dimensionalen 8implizes si~mtlieh den S =  (P6 P% . . . .  Pie+l) ent- 

spreehenden Punkt P}] q .. �9 i~+~ enthalten. In | liegt demnaeh 

(wegen i < n) ein i + 1 dimensionaler Komplex K~ "+1), da{~ 

- - I ~  R(K~ +~)) ist. (I~ -~l)/~(n)'~ 

Mit F(~-~) bezeichnen wir das n - - 1  dimensionale Geriist yon 
Z(~), mit F~ "-~) die reguli~re Unterteilung yon F(*~-<), die dureh die 
yon s in F(~-~) induziert wird. 

Dann gilt symboliseh: 

(ia) p(,,-n = ~ - -~ )  + ~ - - ,  + . . .  + {R~-~) resp. 
p~ ~-~) - ~ (~ -~ )  + .~/(~-~) 4- + {)~(~,?) 

Der Zyklus 

7 (o = K t  + + . . .  + R52 

liegt in L 1 , der reguli@en Unterteilung yon I ~(~-1) Also gibt es 
[Tatsache (a)] in ~(~-1) einen ~(i) in F{ ~-~) homologen Zyklus ~(1) 
Nach (12) ist welter C(~176 in Z~), somit ist (F{ ~-~) <Z~'~)): 

(14) O(~ (~) in Z~ ~) und 0 (~ <s  

womit die Tatsache (a) fib i < n gilt. 

Was die Tatsache (b) betrifft, sei C(O ein i d i m e n s i o n a l c r  
Z y k l u s  in E(~), der  in E{ ") h o m o l o g  Null  ist: 

(15) C (~ = R (K(~+~)), C (~ < Z(~), K(~+ ') < Z~ ~). 
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Wit zerlegen 

(16) K(i~-l) =• + .. . -~- K ~  @1), g(a/-~-1) < ~cr 1.(n) 

Dann gilt 

(17) cCi)= R(K(~ '+1)) + + R(K~+')). 

Spalten wir ebenso C (i}, to erhalten wir 

~7 (1) (17 ' )  C (i) : K~ z) + . . .  + ~,~-N~ 

wobei naeh Voraussetzung ~(") < ~(~) < ~R (~)~, ~ ist. (Wegen i < n itt 
j a  C (~ < F-(~-I).) 

(K~ ) ~  .,1 . Aus (17) and (17') folgt R (i+:) / ~ ( ~ - 1 )  

Nach Tatsache (a) gibt es in ~t(~-~) einen R(K~+I)) "m ~"(~-~)~, 
homologen Zyklus. Da ~lt(~ ~-~) eine Sphiire ist~ so ist in ~t(~ ~-~) 
dieser i dimensionale Zyklus ftir i < n -  1 homolog Null. A lsd a n n  is t 
R(K~+~))c~zO in ~,~ . Ft i r  i = n - - 1  gibt es bis auf Vielfachheit 
in !)t(~ "-~) nur den n - - 1  dimensionalen Zyklus R ~rS (~)~ j~ der (da nun 
Homologie Identiti~t ist) bit auf einen Zahlfaktor R(K(~ ~)) gleich ist: 

R(K(~'~ Nach (17) folgt dann C(~-~)c,z0 in Z("). 
Ftir i < n---  1 fanden wir 

(18) R (K~ +" - -  g~+~)) = 0% ~:('+~) < ~(:.7 '). 

Ftir den i + 1 dimensionalen Kompiex aus F~ ~-1) 

(19) ~'('+~)= _~i '+1) + . . .  + f~+ '~  

gilt ebenfalls C ( ~  R(K(~+~)). Nun besteht die Tatsaehe (b) ftir 
Ringe bit zur Dimension n - - 1 .  Da C( o < F(~-]) in F~ ~-J) homolog 
Null ist~ mul~ .bereits 

(20) C(i) c~ 0 in F(~-])~ also r in X2('~ 

gelten~ womit die Tatsache (b) bewiesen ist. 
W a s  d ie  n t~ H o m o l o g i e g r u p p e  betrifft~ so ist jeder n 

dimensionale Zyklus yon Z (~) ein solcher yon E~ ~). Ist 

(21) C (~) = K ~  ~) + . . .  + K ~  ) 

e i n n  dimensionaler Zyklus yon Z~)~ so gilt 

(22) 0 (~-~) = R(K(~ ~)) + . . .  + R(K(~)). 
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Der n - - 1  dimensionale Zyktus /~(K(~ ~)) liegt in o,~,z . Nach 
(a) liegt dana in ~ - ~ )  ein ibm in ~,1 homologer, der, da 
Homologie hier Identiti~t ist, R(K(o. n)) selbst ist. Also liegt R(K(~ '~ 
in ~(~,-1) Abet ~ - ~ )  ist eine Sph~tre und enthiilt (bis auf Viel- 
fachheit) nut den n - - 1  dimensionalen Zyklus R (S(~'~ Also ist 

(2a) R (K(: = R ) 

- - ~  ist in der Zdle | . . . .  ~ ein n dimensionaler Zyklus~ 
der dcmnaeh der Nullzyklus sein mu~. Folglieh ist K(a '~) = ~ S(~ ) 
und C (~) < E('). 

Der Fall i = n ist demnaeh auch erledigt. 
B e m e r k u n g :  Die Homogeniti~t des simplizialen Ringes~ die 

nu rde r  Vereinfachung der Schreibweise wegen voran~esetzt wurde~ 
ist keineswegs notweadig. An Stelle yon (9) tritt eine Zerlegung des 
Ringes E~)~ in tier die reehts auftretenden Unterringe nicht siimtlich 
die Dimension n haben mtissen. Im weiteren verlguft der Beweis 
genau wie oben. 

w 5. M ~ n n i g f a l t i g k e i t e n .  
Ein homogener n dimensionaler simplizialer Ring ~(~o heit~t 

eine n dimensionale Mannigfaltigkeit, wean jedes n - -1  dimensio- 
nale Simplex im Rande yon hSchstens zwei n dimensionalen Sim- 
plizes enthalten ist. Da ::(") homogen ist~ ist ein n--1 dimensionales 
Simplex im Rande eines n dimensionalen Simplex vorhanden. Die 
n ~ 1  dimensionalen Simplizes der n dimensionalen Mannigfaltigkeit 
sind demnach in zwei Klassen geteilt: in die der ,inneren" Sim- 
plizes (die zwei n dimensionale Simplizes beranden) and in die der 
(nut einea n dimensionalen Simplex berandenden) ,Randsimplizes". 

Wit definieren nun den n--1 dimensionalen Randring Y(~-~) 
der Mannigfaltigkeit ~(n) als den kleinsten Ring tiber den n- -1  di- 
mensionalen Randsimplizes~ d. i. jener homogene n- -1  dimensionale 
Ring, dessen n--1  dimensionale Basissimplizes die n--1  dimeasio- 
nalen Randsimplizes yon E (~) sind. 

Wit kSanen aunmehr zwischen inneren nnd Randsimplizes yon 
einer jeden Dimension (big n) nnterseheiden~ and zwar hei~en die 
Simplizes yon Y('~-~) Randsimplizes yon ~(~). 

Ist der Randring ]((~-1) ohne Element~ so nennen wir ~('~) eine 
uaberandete (geschlossene) Mannigfaltigkeit. 

Sei ~,(~) eine reguliire Unterteilung yon ~(n) dana ist Zoo eben- 
falls eine Maanigfaltigkeit~ deren Randring F (~-~) eine reguli~re Unter- 
teilung des Randringes :Y(~-~) yon ~ ' )  ist. 

Beweis: Ist das n- -1  dimcnsionale Simplex yon Z (~) 

~) Far n =  1: Im R~ ) gibt es (bis auf Vielfachheit) nur einen null- 
dimensionalen Zyklus R(S(al)), dessen Darstelhngszahlen :Null als 8umme haben, 
also gilt auch (23) ffir n = 1. 
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( l )  
. . . pn--1 

im Rande des n dimensionalen Simplex yon ~ ' )  

p 0  l q~ 
(2) (o.~ . . .  p ~  . .~,,~) 

enthalten, so ist das n - -1  dimensiorlale Simplex 

yon .-z(~) im n dimensionalen Simplex 

yon ~('~) enthalten. Es gibt aber hSehstens zwei n dimensionale Sim- 
plizes (2'), die 0 ' )  im Rande enthalten. 

Es ist also (1) ein n- -1  dimensionales inheres oder Randsimplex 
yon ~(~), je naehdem (i ') ein inneres oder Randsimplex yon ~('~)ist. 

Auger den n - -1  dimensionalen Simplizes der Art (1) yon ~,oo 
gibt es noeh n - -1  dimensionale Simplizes 

� 9  p ; , - 1  pT~ + 1 . .  p ~  .. (3) (pO p~  ~- . . . . . .  ~ . . . . . . .  t,+2- ~ -~ , ,+1) ,  h=O,  1. n--1 .  

Ein solehes Simplex (3) aber begrenzt genau zwei n dimensionale 
S implizes yon Z(% 

(p! ~-1 pT, p~, + 1 p,, 
(4) " "  " P . . . . . .  1, ~ . . . . .  I, "h+l ", '""h"/,+1 "t,+2 . . . . . . . . .  ~+lJ 

,.. p~ pt ,+l  
( ( P ~ .  t ' [7 .  ~ ~,~ ~, . . . .  ,~ ~ + ~  ~ . . . .  1~ ~,~+~ ~,,+~ P ~ , . . ~ , + I )  

und ist somit ein inneres Simplex. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Ein Punkt P~ ",-..~h+l ist in F (~-1~ dann und nur dann ent- 

. ~0  �9 0 halten, wenn das Simplex ( ~ ..  P~h+~) in Y(~-~) auftritt. Insbe- 

senders enth~It .F (~-~) keinen Punkt P~  . . . .  ~+ 1- 
Fiihren wir die symbolisehe, nur ftir Mannigfaltigkeiten sinn- 

volle Bezeiehnung ein: 

(5)  ~ (Z(-))  = y ( - - ~ ) ,  ~ (~(,,)) = F ( ~ - ' ,  

so kSnnen wir sie auch folgendermagen interpretieren. Verstehen wir 
unter s) Z(~) (resp. Z(~)) die Summe modulo zwei tier n dimensionalen 

s) Summe modulo zwei bedeutet, da~ jedes n dimensionale Simplex yon 
E(~) im ~Komplex E(n). plus eimnal gez~hlt wird; dabei wird zwischen dem 
positiven und dem negativen Simplex nicht mehr unterschieden. 
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Simplizes des Ringes E(") (resp. Z(+), und unter Y(~-~) (resp. F <~-~)) 
die Summa modulo zwei der n--1  dimensionalen Simplizes des Ringes 
Y(~-~) (resp. FO*-~)), so bedeutet (5)~ da~ der Komplex (rood. 2) 
y(~-l) (resp. F (~-~)) der Rand (mod. 2) des Komplexes (mod. 2) 
~(~) (resp. Z (~)) ist. 

Wir werden diese Bezeichnung gleich verwerten, vorerst haben 
wir nut noeh die Mannigfaltigkeiten, die uns weiterhin besehiiftigen 
sollen, einzusehriinken. 

Wir definieren eine ~-Mannigfaltigkeit (Z(+) als eine Mannig- 
faltigkeit, deren Randring (F('~-~)) selbst eine Mannigfaltigkeit ist. 
Eine unberandete Mannigfaltigkeit wird immer als ~-Mannigfaltig- 
keit gezahlt. 

~un gilt der Satz: Der Randring F (~-~) einer ~.-Mannigfaltig- 
keit ist unberandet~ also eine :c-Mannigfaltigkeit. 

Beweis: Da F ('-~) selbst eine Mannigfaltigkeit ist, so hat 
F (u-~) einen Randring F (~-2), der als Basis der n - -2  dimensionalen 
Simplizes jene aus F +-~) besitzt, die in F (~-~) nur einen n---1 di- 
mensionalen Simplex beranden. 

Nun ist die Summe modulo zwei dieser n- -2  dimensionalen 
Basissimplizes der Randkomplex (rood. 2) des Komplexes (mod. 2) 
F (~-~), der selbst Randkomplex (mod. 2) ist. Die Summa modulo zwei 
der n- -2  dimensionalen Basissimplizes des Ringes F (~-:) ist also der 
Nullkomplex, d. h. F (~-2) enthiilt kein Element. 

Wir schreiben symboliseh: 

(6) ( ) )  = o. 

Diese Relation ist sinnvoll nur ffir :r 
Wir ordnen nun jedem Punkte P~ . . . .  ~+1 yon Z (~) den homo- 

genen n- -h  dimensionalen Sternring zu 

(7) |  " ( r ;  . . . . .  ~+~), 

dessen n- -h  dimensionale Basissimplizes die siimtliehen in Z(+ ent- 
haltenen Simplizes der Form 

�9  t97, § ~ 
( S )  ( P h l  �9 l ~ C t l  . . . .  h - ~ X  (Xh-r2 " " * r ~ l  . . ,  ~-h4l  . . . .  n - ~ l )  

sind. Mit 

(9) ~(,~-7,-~) (p~ . . . . .  h+~) 

bezeiehnen wir den n - - h - - 1  dimensionalen Unterring von ~(+~-h) 
ph ( ~. . .  ~,+~)~ der alle Simplizes dieses Ringes euthlilt, in denen die 

Ecke ~ nicht vorkommt. Er ist homogen. cq,  . . a h ~_ 1 

Ist P~ ... .  %+~ ein Randpunkt yon Z(+: d. b. ein Punkt yon 
F('-~)~ so kSnnen wit die (7) und (9) entsprechenden Ringe aueh 
in F(~-1) bilden. 
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Analog ~(~-h) ~ (P~, . . . .  ~+~) bilden wir in F (~-1) den n - - h ~ l  
dimensionalen Ring 

(10) W(,~--h-~) ph 

den n--h--1 dimensionalen Sternring yon P) .~ ..... h+t in F(~-1), and 

analog ~l v'~-~-~ (P~ . . . .  h+l) bilden wir den n - - h - - 2  dimensionalen 
Unterring 

(i 1) U(n-"-~) ( ~  . . . . .  h § ) 

yon ,q-(~--h-1)~ (p . . . . . .  1,+1), der die s~mtliehen 191,~ . . . .  a+l  nieht ent- 
haltenden Simplizes dieses Ringes umfagt. Es gilt nun die symbolische 
GleicMn g: 

(12) {R(~-t'-I) (P:, . . .  ~z,+ 1) = E | ,(P~'§ %+~ o,), 

we rechts tiber alle versehiedenen Punkten ph+l  ~,... %+~ o~ entspreehen. 
den Sterne zu summieren ist. Die Relation bedeutet dabei vorerst 
niehts anderes als die Tatsaehe, dat~ ein jedes Simple x der linken 
Seite auch reehts vorkommt und umgekehrt. Betraehtet man aber 
wie vorher ~(*-~'-~) ~pT, " , . - , ,h+l)  als Summe (modulo zwei) der 

~(~-7,--1) (ps~ . . . .  t~+ ~) aufbauenden n - - h - - 1  dimensionalen Simplizes 

und ~5 (~-1'-1) P(~ . . . .  ,,1,+~) als Summe (modulo zwei) der | 
/,7, o~...-7,+1) aufbauenden n--h--1  dimensionalen Simplizes, so erh~tlt 

(12) den konkreten Inhalt~ dab der Komplex (rood. 2) ~R ('~-h-~) 
(P~ . . . . .  7,+1) die Samme (rood. ~) der Komplexe (rood. 2) ~(~-h-1) 

{p~, 7,... %+ ~ oi) ist. Denn jedes n - - h - - 1  dimensionale Simplex links 
tritt nut in einem der Summanden reehts auf. Analog zu (12) gilt 

zf % ' ' "  a k §  "vl)" 

Wit zeigen jetzt~ dal~ | . . . . . .  7~ + 1) eine Mannigfaltigkeit 

ist~ und daf~ ~o~-l,-~)(ph . . . . .  I,+1) ein Unterring des Randringes yon 

(P~ ..... h+l)  ist. 
Zu diesem Behufe ha,ben wit die ~ - - h - - 1  dimensionalen Sim- 

plizes des Ringes | h (P~ . . . . .  ~+~) zu untersuehen. Wir erhalten 
diese Simplizes dutch Streichung je  einer Ecke in (8). Ein n - - h - - 1  
dimensionales Simpex der Art 

t--1 p t  § 1 ~z (13) (P~ �9 .. ~,, +~ �9 �9 - P,, . -. ,, ,,.. �9 ,,+~ �9 �9 �9 P', . . . . . .  ,~+1), t = h + l - , . . ,  n--1 

kommt in genau zwei n--h dimensionalen Simplizes v6r: 
Monatsh .  Ii~r Mathemat ik  und  Physik .  XXXVI. Band.  16  
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~ ' "  % + ~ ' "  P ~ . - "  ~t 

l i D "  l:) t - - 1  

I V - a s  " "  a h +  1 "  . . . . . . .  t 

Die Seite : 

p t  t ~- i n 

�9 . .  a t a t §  2 a ~ . . .  a t a t +  1 a t §  " " " P a ~ "  "" %§ 

ist nur in dem einen Simplex (8) enthalten~ woraus {R(~-~-I) (P~ .... h+l) < 

< {R(~0~-h)p~... ~h+~)) folgt. Die n--h--1 dimensionale Seite 

\ o l . . . a h §  1 �9 , . % , . .  

. . .  p?-~ p~ ist in ( ~  . . . .  h+l . . . . . .  ,~ " . . . . .  nc :  ) enthalten~ wean es in "z(,~> 

ein n dimensionales Simplex (P;, po po) gibt [das natiidieh �9 �9 , ct~ 

(pO.../)~,~) enthiflt]. Solcher Simplizes gibt es zwei~ wenn (pO... po%} 
ein inneres Simplex~ und eines, wenn (pO . . .  ~o)  ein Randsimplex 
yon ~(~> ist. 

Eine n--1  dimensionalen Seite (16) berandet also hSchstens 
p~ zwei n dimensionale Simplizes yon | ( . . . . . .  ~+1)~ uud zwar 

ein oder zwei Simplizes, je nachdem p~- i  F(,,_~) ,~ . . . .  ~ zu geh(Jrt oder 
nicht. 

Damit ist die Behauptung bewiesen! Dartiber hinaus folgern 
wir weiter : 

0 Liegt ( p O . . .  P~h+l) nieht in Y("-~>~ so kann infolge der Ring- 

eigensehaft y(,,-1) aneh (pO . .  pO o �9 %+1 �9 "" P~,~) nieht enthalten, dann 
ph abet hat ~(,~-7o ( . . . . . .  ~+~) nur die Randsimplizes (15) and es gilt 

die symbolisehe Randrelation: 

(:7) . . . . . . . . .  o,,+1?) = P(o , %+,), . , , + ,  

n i ch t  in Fo~-I)! 

Diese symbolische Relation erh~tlt modulo zwei wieder der~ 
konkreten Inhalt, dal~ der n--h dimensionale Komplex (rood. 2} 
~r (P~.. 'o~+I) den n--h--1 dimensionalen Komplex (mod. 2} 

~r (p~, . . . .  ~+1) zum Rande (mod. 2) hat. (Dabei ist der Kom- 
plex (mod. 2) immer die Summe (mod. 2) der Basiselemente hiiehster 
Dimension des entprechenden Ringes.) 

Fib den ~(~-h) entsprechend gebildeten Ring E ('~-1~-I) (P~ . . . . .  h+0, 
/~", . . . .  h+l < F('~-I), gilt ebenso die Mannigfaltigkeitseigenschaft and 
weiter 
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( i v )  t: h ~1... ~i,+l  < F (~ -n "  

Liegt (pO . . .  p~oh+l) in Y("-'), so enthiilt der Randring ~(| 

(P~ . . . . . .  ~,+1)) auger den Simplizes yon ~R(n-h-1)(P21... %+1) noeh 

n - - h - - 1  dimensionale Simplizes der Art (16), we (P~I pO 
�9 �9 . a h +  1 �9 . �9 

pO) <: y(n-a). Diese n - - h - - 1  dimensionalen Simplizes bilden aber 

die n--- h - -  1 dimensionale Basis des Ringes E (n-h-l) (P~ . . . .  ~h+~). 
Statt (17) gilt also dann: 

( is)  

Die beiden homogenen Ringe ~(.--h--a) und E~,-h-~) sind im Rand- 
ring yon | komplementiir, denn jedes n - - h - - 1  dimensionale 
Simplex yon ~( , -~-a)(p~ . . . .  h+~) enth~ilt einen Punkt P ~ . . .  an+~ 
und kann nieht in F (n-l) liegen. Dagegen ist E (n-h-l) Bin Unterring 
von ['(n--i). 

Wit kSnnen demnach, da jedes n - - h - - 1  dimensionale Sim- 
plex links in (18) auf der rechten Seite genau einmal auftritt, diese 
symbolisehe Gleichung als richtige Relation modulo zwei ansehen. 

Wir zeigen noeh die Relation: 

~{ (~)~<n--h--1) p h ~'~ __ ll(,~-h-2) ph 
( . . . . . .  ,~+~, ,  - ( ~ 1 . . :  - ~ + a ) ,  

(19) 
p~h . . . .  h+~ < r("- ' ) .  

Ein n - - h ~ 2  dimensionales Simplex yon }R ("-h-~) ph ( . . . . . .  ~ + , )  

(ph+a . . .  pt-1 pt+i n 
ctt . .  �9 a h + i  a h + ~  ' -t. �9 �9 at -1 ... at+s �9 �9 �9 P~I �9 s,+l), (2o) 

t = h . +  1, . . .  n 

berandet ein oder zwei n - -  h - -  1 dimensionale Simplizes~ je naehdem 

. . . . . .  pn ~,) 
(21) (p;h . . . .  ~ + 1 "  /:,~,_1. '~, p,+, "a'+2 . . . . . .  

ein oder zwei n - - h  dimensionale Simplizes yon ~(,~.h) berandet. 
Nun beranden alle Simplizes (21) mit Ausnahme der Simplizes (16) 
zweimal. Also begrenzen aueh alle Simplizes (20) zweimal mit Aus- 
nahme yon 

~D*r 
. . . . . .  p~-X ~n), wenn % < F ~-1). (22) (e2, o~~ o, . . . . .  . . .  

16" 
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Diese Tatsaehe bildet aber den symbolisehen Inhalt der Re- 
lation (19). Als Nebenresultat notieren wit, da~t No~-h-~) ph  ( ~ %+~) 
und 1~I (~-h-2) P~ ( . . . . . .  lz+1) ~-Mannigfaltigkeiten sind. 

Also sind aueh | . . . .  h+t) und ~(,-h-a)(pith. ~+~) 
~-Mannigfaltigkeiten. 

(Der ~ n d r i n g  ~v~-~) ~ . ~ ( ~  (P~ . . . .  h+~)) ist eine Mannigfaltigkeit, 
denn ein n - - h - - 2  dimensionales Simplex gehSrt entweder zu 
~( ' -~-~) oder zu ~('~-~-~) oder zu ~ ( ~ ( ~ - ~ - ~ ) ) - - ~ ( ~ ( ~ - ~ - ~ ) ) -  
~--11 ('~-~-~) und berandet somit stets zwei n - - h - - 1  dimensionale 
Simplizes.) 

Ftir spiitere Zweeke beweisen wir: 
Ist (pO . . .  o P2~+~) ein inneres Simplex~ so ist kein Simplex 

yon | . . . .  ~+~) in F (~-~) enthalten. Denn ein Simplex yon 

~(n--~)(p~ . . . .  h+~) hat die Gestalt 

p~+,. 
(23) (P~ . . . . .  h+~'~h+.~ . . . .  ~+~ ~ . . .  ~+~+~ . . . ) ,  l~tge es in 

F(~-~)~ so mtil~ten sfimtliehe Eeken, also aueh P~ a 1 . . . a h _ ~ l . . .  ate_ 1 

somit P~.. .~h+~ in F ("-1) liegen; Widersprueh! 

w 6. Die  o f f e n e  M a n n i g f a l t i g k e i t ,  r e g u l ~ r e  M a n n i g -  
f a l t i g k e i t e n .  

Die Komplexe (rood. 2) o~ h) 1~ | ( P ~ . - . ~ h + l ) ,  h - O ,  1, . . .  n 
bilden im modulo zwei betraehteten Ring s ein Teilsystem der 
Kompiexe, das aber noch keinen Ring bildet. Wenn wit wie ira 
w 5 mit ~ ( . )  die Randoperation modulo zwei bezeiehnen, so gilt ja :  

( 1 )  = . .  

wenn p t, . . .%+~ nieht in F (~-~) liegt and 

~)~ ( @ ( n - - h ) ( p h  1 . . . .  h iA-1))---- ~.~(n--h--1)(pah?l,. tZh_~_16i) -J~ 

(2) ~' 
+ ~(,-~-l)(p~] . . . .  h+l), wenn P~, . . . .  h+l • F("-I)~) �9 

Offnen wit abet Z(n) in bezug auf seinen Randring F (~-1), d. h. 
bilden wir das offene Komplement yon r ('-1) in ZOO das u i r  mit 

Z('~) bezeichnen, so gilt, da kein n--h dimensionaler Komplex (mod. 2) 

9) Aas (1) und (2) folgt, daI~ die Gesamtheit der @(n--h), ~(a--7~--i) einen 
Ring Z(n) bildet, denn nach (2) liegt ~ (~(n--h--1) ( ))  in dieser Gesamthsit. Die 
Elements ~(n--7~--1) bilden den Randring des so definierten Ringes. Z(n) ist der 
in bezug auf den Randring geSffnete Ring. 
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yon ~5('~-~o(P2,...~a+~) naeh Definition in F (~-~) liegt, dagegen 
ph l.tn_l) ~(n--h--1) ( . . . . . .  h-}-l) < ist, 

%+:)) t'+* 
, �9 . \ a l  . . . a h - ~ l ' 5 i ) ~  

ob Pg~ . . . .  h+~ in F ('~-~) liegt oder nieht. ~ ( ) bedeutet die Rand- 

operation in 1~ (~). 
p~ Bemerkung: | ( . . . . .  %+~) als Komplex (rood. 2) ist die 

Summe (rood. 2) der n - -h  dimensionalen Komplexe (8)~ w 5, die alle 
Punkte P~ . . . . .  :%+t enthalten, also sieher nicht in I "('~-~) liegen. 

Naeh (3) aber bilden die Komplexe (rood. 2) | . . . . .  h+~) 

im modulo zwei betraehteten Ringe Z(~), das ist der in bezug auf 
seinen Randring F (~-~) geSffnete g(,~) einen Unterring, dessen Rand- 
relationen eben die Relationen (3) sind. Di eser  U n t e r r i n g  heil~e Z(% 

Ordnen wir nun dem im (modulo zwei betrachteten) Ringe 
~,o liegenden h dimensionalen Simplex (P~, o o . . . p%+~) den im Ring 

Z(~) liegenden n - -h  dimensionalen Komplex | . . . .  h+l) zu, 
so ist die Zuordnung eineindentig: 

P~h+~) ---" (P  . . . .  %+~)- 

EnthNt ~(,~-z~) (p~, . . . .  h+t) im Rande | (p~,~.. %+~ s), 

so enthiilt alas diesem zugeordnete Simplex (pO... pOh+~pO) im 
0 Rande das jenem zugeordnete Simplex (pO . . .  p%+~). 

Die be iden  m o d u l o  zwei  b e t r a e h t e t e n  R i n g e  ~,o  und  
Z(,O s ind  also dual.  Wir  se tzen  nun  _~,o als r e g u l a r e  Mann ig -  
f a l t i g k e i t  v o r a u s  und verstehen dies im Sinne der Definition: 

Eine a-Mannigfaltigkeit heil~t regular, wenn der Ring {R (~-7~-I) 
(P~*, . . . .  h+~) eine Sphiire oder Zelle ist, je nachdem P~ . . . .  h+~ innerer 
Punkt ist oder nieht, und wenn der Ring 11 ('~-~-2) (P~ " ~,...%+t) eine 
Sphare ist ~o). 

Bemerkung: a) Die Ringe | (p~ ~ 5g(,~-h-~)(p~ � 9  c c h . { _ l / ~  k c q  . . . a h . . } _ l )  

sind Zellen~ da ihre hSchst dimensionalen Simplizes die Ecke P~, . . . .  h+t 
enthalten, b)Der Rand einer regularen gannigfaltigkeit ist eine 
reguliire Mannigfaltigkeit. 

Man kann nun, wie fiir die reguli~re Unterteilung (oder in der 
Art des Abschnittes III der Arbeit tiber ,,Abstrakte Topologie") die 
Identitiit der Homologiegruppen yon Zc-) nnd Z(") naehweisen. 

~o) Eine 0-Sph~tre soll aus zwei Punkten, eine O-Zelle aus eiriem Punkti~ 
bestehen. Eine eindimens. Mannigfaltigkeit ist stets regular. 
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Z(~) ist die regulare Unterteilung yon _~% wobei die regul/ire 
Unterteilung des geSffneten Ringes par def. der geSffnete Ring der 
regul~ren Unterteilung i~tn). 

Wir zeigen die Identitat der Homologiegruppen yon ~2(,,) und 
~ )  in einer beifolgenden Bemerkung, Also haben Z ('~) and .E(') die= 
selben Homologiegruppen oder, was das gleiche besagt: 

Der  in bezug  auf  den R a n d r i n g  ge~ f fne t e  R ing  ~n) 
ha t  d i e s e l b e n  H o m o l o g i e g r u p p e n  wie der  ~ ) d u a l e  Ring.  

Daran ~ndert auch eine regul~re Unterteilung, da sie die 
ttomologiegruppen erh~lt, nichts. In der letzten Behauptung ist der 
in meiner oben zitierten Arbeit genannte Po incar~sehe  Satz bzw. 
seine Verallgemeinerung enthalten. 

E ine  A n w e n d u n g :  
Es sei Z(') eine regul~ire Mannigfaltigkeit~ und zwar ein Null- 

ring, Z~ ~) ein eehter Unterring yon Z (~, der selbst eine regul~re 
Mannigfaltigkeit ist und mit dem Randring F('~-~) yon E ('~ keinen 
Komplex gemein habe~ 

Sein im vorhergehenden definierter Randring P~ fiillt dann mit 
dem schon frtiher im abstrakten Sinne definierten Randring Z,. zu- 
sammen. (Es wurde zuerst tier Komplementring Z ~) Z~ ~) 2 yon definiert 
und dann l]~ als Durchsehnitt der beiden Ringe Z~ ~), Z~)). Beweis: 

Ist niimlieh a('~-j) ein n - -1  dimensionales Element des Durch- 
schnittes yon Z~ ~) and Z~ ~), so berandet es ein Element ~ yon 
Z~ ") und ein Element a~ ") yon E(~ ~) und kann nicht mehr als ein 
Element yon Z~ ") beranden~ da es sonst drei Elemente der Mannig- 
faltigkeit Zoo berandete. 

Ist nmgekehrt a (~-~) ~ F~, so berandet a (n-i) nur ein Element 
a~ ~) < Z~ "), da aber nach Voraussetzung a (~-x) kein Randelement yon 
Z(,o ist, so mal~ es noeh ein Element a~ '~  Z~ ~) beranden. 

Wir haben nun i m w  3 des ersten Abschnitts die Relation (17) 
festgestellt: 

(5) hQ,~--he, l + ) b + l ,  1, ? = l , . . . n - - 2 .  

Dabei war hQ,~ die ?t~ Bett isehe Zahl des Randdnges Z~, 

h~+~, 1 ~: ? + 1 ~' i~.('O 
,b(n) wo -1 der in bezug auf ~, geSffnete Ring" Z~ ~) ist. l~un hat ~:~,o 

die Homologiegruppen des Z~ ") dualen Ringes, daher gilt: 

(6)  ]~-~1, 1 = hn--Q-i,  1 

nnd wir erhalten 

~) ~(n) ist der in bezug auf y(a--1) ge6ffnete Ring Z(n). 
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(7) h~, r : he,~ + h~_~_~,~, ? -- 1, . . . n- -2 .  

Aus (7) folgt he,~ = h~_~_e,~ sine Relation, die aus der Tat- 
sache~ dal~ Z,. eine n- -1  dimensionale (geschlossene) regulate Mannig- 
faltigkeit ist, yon selbst hervorgeh L welter aber ftir ungerades 
n - - 2 ~ + 1 ~  oder p - - - -n - -p - - l :  

Es gilt also fttr jene (gesehlossenen) reguliiren Mannigfaltig- 
keiten~ die in Riiumen ungerader Dimension eins regulfire Mannig- 
faltigkeit beranden~ neben der yon Po inea r4  entdeekten Symmetric 
der Bettischen Zahlcn noch die Tatsachs, dal~ die in der Mitre 
stehende Bett ische Zahl gerade sein mu~. Fiir Ri~ume gerader 
Dimension tritt diese Bettische Zahl nicht auf. 

(Ira Rs: Das Gsschlecht p ist die halbierte erste Bettisehe 
Zahl, die nach obigem gerade ist.) 

B e m e r k u n g  tiber die r s g u l ~ r e  U n t e r t e i l u n g  g s 6 f f n e t e r  
s impl i z i a l e r  Ringc.  

Wir bezeichnen wie ira vorhergehenden mit ~ )  den n dimen- 
sionalen simplizialen Ring, der eine Mannigfaltigkeit sei~ und mit 
y(,,-l) seinen Randring. 

X (~) ssi die rcgnliire Unterleilung yon _~(")~ deren Randring 
F (~-~) eine reguliire Unterteilung yon y(~-l) ist. 

~t~) ist der in bezug auf y(~-l) ge(iffnete Ring ~(*~) und Z(~) 
der in bezug auf Fob-l) ge(iffnete Ring Z (~). 

Wir nennen dann Z(~) dic, regul~ire Unterteilung von ~") und 
beweisen unter Bezugnahme auf die Ergebnisse des w 3 die Idsntitiit 
der Homologiegrnppsn dieser zwei Ringe. 

Ist C(~) ein Zyklus in Z('), dann gilt in Z(~): R(C(~)=  C(e-i) 
C (e-~) ~ F (~-~). F (~-~) ist die reguliire Unterteilung yon Y(~-~)~ also 
gibt es in Y(~-~) einen Zyklus C~Q-~) ~ Y(~-I)~ da~ C(e-~)c~ ~~176 in 
F (~-~) ist: 

R (Ic  = , -  < 

C(O--K~ e) ist dann in Z(") ein Komplex, dessert Rand C~ ~ 
ist. Da Cie-~) < y t - -~ )<  ~(n) in v(,O homolog Null is L so ist C~ e-~) 
aueh in _~(") homolog l~Ull, also gilt: 

)) = )) = c ? - ' ) ,  

p(Q) K(e) IE(~) ~un ist ,~ - -  ~ - - ~  sin Zyklus in Z (~). Somit sxistiert 
"~(Q) der ihm in Zoo homolog ist: in ~ )  ein Zyklus ~3 , 

C(~)-- K~ ~) - -  K (~)~ - -  ,,~"(~) = R (K(~+~)), C~ ~ < _~), K(-~ 1) < X("). 
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Dureh Punktierung erhalten wir: 

c( ' - , )-  + + dl -~ = 

In obiger Relation ist [~2 (~) + C~ e) <~+)  ein Zyklus yon ~(n~. 
Bei der reg-ul~tren Unterteilung entstehen daher keine neuen Klassen. 
(In (~.) ist die Tatsaehe (a) des w 3 f[ir den ge~ffneten Ring fesfgestellt.) 
Wirgehen  an die Feststellung der Tatsaehe (b). 

Sei jetZt C (-~ ein Zyklus in .~+), der in ~;0,> homolog Null ist: 
/~ (K(e+~)) = C(~), K(Q+~)< Z(~), also R ( K  (~ - -  C(~ ) + K~ ~), K~)< 1 '(~-'). 
Daraus folgt R (C<o)) = R (~K[~)). Da R ( C  (~ < Y(~-~), so i s /R  (K[ "~ 
ein Zyklus yon Y(~-~)~ der in F (~-1) homolog Null ist. Er ist somit 

R(K2 ~ ) --  R(~(e)~ K~e ) sehon in Y+-~) homolog Null undes gilt (~ -- , ~  ;, < Yr 
Es ist weiter K~ e ) -  K~ "~ ein Zyklus in F ('-~), daher gibt es in Y(~-~) 
einen ihm in F(~-~) homologen C~o): ,~r"~)-- ~(~) __ ~/'~) = R(K~O~+~)), 
K[ e+~) < F <~-~). Bilden wir jetzt K[ ~+~) + K (~ so gilt R (K (e+~) + 
+ K~ "~247 = C(e) + (K~ e) - -  C~ ~)) < -=(% Also ist C (-~ - -  (K~ ~ ) -  C~ e)) 
bereits in E (~) homolog Null: R (K~ e+~)) = C(e).-- ('K~ "~ C~)), K~ e+~) < 
< -=(% 

Dureh Punktierung erhalten wir daraus: /~(/~e+~))-----C(e), 
/~(e+~)<~). Also ist C(e) bereits in ~(~) homolog Null~ womit aueh 
die Tatsaehe (b) des w 3 festgestellt erseheint. 

w 7. Der t d i m e n s i o n a l e  U n t e r r i n g  der  n d i m e n s i o n a l e n  
r a n d l o s e n  regu l i i r en  M a n n i g f a l t i g k e i t .  

Die ~berlegung dieses Paragraphen be treffen wie die der vor- 
hergehendeu Ringe modulo zwei, ~(~*> sei eine n dimensionale rand- 
lose regul~re Mannigfaltigkeit, Zoo ihre regulate Unterteilung, Z (~) 
der im vorhergehenden Paragraphen defiuierte Ring, desseu Basis- 
elemente die Komplexe (rood. 2) | (P~I.,. ~h+l) sind und ~Y)2") ein 
t dimensionaler Unterring in _=(% 

Der Ring 9)Yo sei yon der Eigenschaft, dal~ er jedes Simplex 
(po . . .  poh+l)yon ~,~) enthalte, dessen Punkte zu ~(~) gehSren. 

Diese Einschrgnkung des Ringes !)~ r ist nicht wesentlieher 
Natur. Hat ~(o diese Eigensehaft nieht, so betraehten wir start ~ ' )  
den Ring der reguli~reu Unterteilung yon ~+)~ dadurch wird eine 
ftir ~(o  reguli~re Unterteilung induziert~ die (in bezug auf die regulitre 
Unterteilung yon ~ ) )  bereits die Eigensehaft besitzt. 

Die Basiselemente yon ZOO haben in bezug auf g2(o dreierlei 
Charakter und zerfallen demgemtil~ in drei Klassen. Dies gilt vor- 
erst yon den Simplizes yon ~=~). Ein Simplex 

o (1) (pO p O . . .  p~,,+,) 
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gehSrt zur Klasse (a), (b) oder (c), je nachdem stimtliche Eek- 
2)0 punkte, kein Eckpunkt oder nur einige Eekpunkte i-~+,,i=~ . . . .  J,+1 

zu ~A(t) gehSren. 
Da zwisehen den Simplizes (1) yon _=(') und den Basiselementen 

v o n  Z (~) 

(1') 

eine eineindeutige Zuordnung besteht, tibertragt sich diese Klassen- 
einteilung (a), (b) und (e) auf die Basiselemente yon Z (~). Infolge 
der Randrelation 

(9) . . .  = 

bilden nur die lglemente der (c)-Klasse einen Ring, tier mit !l~ be- 
zeichnet sei. Die Dimension yon ~ ist kleiner als n, da dieser 
Ring definitionsgem~ ein n d~mensionales Element, das zur Klasse 
(a) oder (b) z~ihlt, nieht enthalt. 

Gibt es in _=(') ein Simplex (P~ Pd) so, dag P ,  <D~(t) 
Pp<l~.~.Yt(t)~ so enthNt ~ das n - -1  dimensionale Element .| 
(P~o). (Dies trifft zu, wenn z. B. ";oo zusammenhgngend und ~)l( t~ 
ein ec]hter Unterring ist.) 

Bilden wit den kleinsten Ring 11( ~ tiber den Elementen der 
Klasse (a) in Z (~) nnd den kleinsten Ring ~oo tiber den Elementen 
tier Klasse (b) in Z (~), so sind sie in Z r komplementar nnd ~ ist 
ihr gemeinsamer Randring. 

Denn der zum kleinsten Ring fiihrende Prozeg der Adjunktion 
yon Randkomplexen, angewendet auf die Elemente (a) oder (b), er- 
ggnzt diese naeh (2) nur um Elemente (c). 

0ffnen wir nun 1I(') in bezug auf seinen Randring ~ ,  so er- 
halten wir einen Ring ~("), der, wie man leieht zeigt, ein zu ~(t) 
dualer Ring ist. 

Denn jetzt sind die Simplizes (a), das sind die yon .sYA(o, und 
die Komplexe (1') tier Klasse (a) nieht blol~ eineindeutig zugeordnet, 
sondern sie bilden in bezng auf die modifizierte Randzuordnung tier 
letzteren Komplexe [mit ~ ( ) bezeiehnet] 

zwei duale Ringe. [Reehts in tier Summe sind alle ~(~-t,-~) (p~+~.. ~,+~) 

Null, sobald ~(~-~'-~)~#'+* . . . . . . . .  t~+~oiJ < ~ ' ]  
Hat demnach 9)~o die Bet t isehen Zahlen hi, i : O ,  1 , . . .  n; 

h,+l = h,+~ = . .  = h, ,--  O, so gilt, wenn h die Bet t izahlen yon 
11 ('~ sind: 

(4) h~-----h,~_~, i = 0 ,  1 , . . .  n. 
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I s t  n u n  ~(~) als N u l l r i n g  v o r a u s g e s e t z t ,  dann sind E(") 
und Z (~) Nullringe. 

Die Be t t i sehen  Zahlen yon ~e~), dem Komplement yon 1I ('~), 
seien mit k~, i = 0, 1 , . . .  n bezeiehnet. 

Naeh w 2, Absehnitt 1, gilt, da  ~t(~) das offene Komplement 
yon ~('~) im Nullringe Z(~) ist: 

(5) k, =/~i+1 , i = 1, . . .  n - - 2 .  

Aus (4) und (5) folgt dann die wiehtige Relation: 

( 6 )  k i = h ~ - i - l ~  i =  l~. . .  n - - 2 .  

Beispiel: Die Kurven im Ra ; i = 1, n : 3, also kl = hi. 

Dieses Beispiel ftir den einfaehsten Fall veransehaulieht die 
Bedeutung der Relation (6). 

w 8. O r i e n t i e r b a r e  M a n n i g f a l t i g k e i t e n .  

Eine a-Mannigfaltigkeit E(,o heit~t orientierbar, sobald es m~glieh 
ist, jedem n dimensionalen Simplex yon .'z(.o den Faktor ___ 1 so 
zuzuordnen, dag der dann dureh Summenbildung entstehende n 
dimensionale Komplex K (~) einen Rand(zyklus) R ( K  ('~)) hat, der 
aus den n - -1  dimensionalen Simplizes des Randringes y ( , - 1 ) y o n  
-~(~), jedes Randsimplex plus oder minus einmal gez~hlt, allein auf- 
gebaut ist. 

Der Randring Y('*:-l) der orientierbaren Mannigfaltigkeit ist 
eine orienfierbare Mannigfaltigkeit~ da ja  ~R(Y ('~--I)) = 0 und ebenso 
.R (/? (K(~)))= 0 ('-2) ist. 

Die n dimensionalen Simplizes (pO. . . . .  1,o,~ ~P%~j, (p~O.../~o~,~ To) 

haben beide das Simplex (pO . . .  pO~) im Rande, da das n ~  1 dimen- 

sionale Simplex ( P ~ . . .  pO)  demnaeh nieht zu Y('~-I) geh~Srt, so 
mug KOO die beiden n dimensionalen Simplizes mit entgegengesetztem 
Vorzeiehen enthalten. 

Ist X(< die regulttre Unterteilung yon -=(') und I "('~-1) der Rand- 
ring yon X (~), so ordnen wir dem n dimensionalen Simplex yon X (*) 

p2 . p,, 
( l  . . . . .  . .  . . . . .  

das Vorzeiehen zu, alas tier Faktor des Simplex (pO po . . .  o ~, ".~ P~,,+I) in 
K r ist. 

Bilden wir dann in ~(') den K ('~) analog gebildeten Komplex 
L (~), so wird _R(L '~) naeh (2) und (8), w 3 aus den 8implizes yon 
F('~-~) allein aufgebaut sein~ oder: 

Die  r e g u D t r e  U n t e r t e i l u n g  e i n e r  o r i e n t i e r b a r e n  Mann ig -  
f a l t i g k e i t  is t  e ine  o r i e n t i e r b a r e  M a n n i g f a l t i g k e i t .  
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In der Tat ist L (~) aus den Komplexen o o (P~.,P~o... . P"%+~) in 

vSllig gleieher Weise aufgebaut wie K (') aus den Silnplizes (pO 
P~  P~ +1). Da die Randrelationen n a c h w  3, (8) identiseh sind, 
folgt die Behauptung. 

Wir wollen, um die die Orientierung kennzeiehnenden Gedanken 
recht klar hervortreten zu lassen, vorerst annehmen, dag -~(*) (also aueh 
Z0o) randlose Mannigfaltigkeiten seien. Wir betrachten dann den 
Sternring ~("-~") (P~.  . . ~,h + ~)" 

Wir wollen jedem seiner n - - h  dimensionalen Simplizes, z.B. 

. .  . .  

ein bestimmtes Vorzeichen + 1 oder ~ 1 zuordnen. Wir fixieren zu 
pO diesem Behufe eine bestimmte Folge der h + 1 Punkte po  ~ ~.~. . .  

p~ ~h+~'~ z. B. die soeben gesehriebene. 
Dem Simplex (1) wird dann das Vorzeiehen + 1 oder ~ 1  

po . . o p O  . , o zugeordneL je naehdem ( ~ .  P~7~+~ ~7~+2 .P~+~)  in K (~) den 
Faktor + 1 o d e r -  1 besitzt. 

!Die Vorzeichenzuordnung hiingt somit weniger von der Folge 
p o  o o , "  "P~I~+~ ab., als vom Simplex ( p o . . .  P~1,+~), Je naehdem 
man es selbst oder das negative zugrunde legt, gibt es zwei ver- 
sehiedene Vorzeiehenzuordnungen. 

Mit S (n-l~ (P~, . . . .  ~,+~) bezeiehnen wit dann den dutch Sum- 
mation tiber alle (mit den zugehiirigen Vorzeiehen versehenen) 
Simplizes (l) gebildeten n - - h  dimensionalen Komplex, wobei wir 
jetzt aber auf die Permutationen % ~ . . .  %+t  achten. Wir schreiben 

, o %, %,  �9 . .  :r wenn das fixierte Simplex o o . P~+~) ist, 
oder durch eine gerade Zahl yon Transpositionen (die beim Simplex 
erlaubt sind) diese Darstellung erhiilt. 

Damit ist eine eineindeutige Zuordnung 

hergestell L die wir jetzt weiter verfolgen. 
S('~-~)( P~, . . . .  1,+~) iindert das Vorzeiehen bei jeder Transposi- 

tion der Folge ~ ~ . . .  :"h + v 
Nach w 5 unterscheiden wir in | . . . . .  t~+~) drei Arten 

n - - h - - 1  dimensionaler Simplizes. Da wit E(~) als randlose Mannig- 
faltigkeit voraussetzen, so bilden die n - - h - - 1  dimensionalen Simplizes 

(3) . . . .  

n a c h w  5, (13), (15) und (16) den Randring yon ~(~-h)(P~ . . . . .  h+~)" 
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/ h Bilden wir nun R ( S  (~-') (P~ . . . . .  ,,-t-~)), so fallen alle n- -h--1-  
dimensionalen Simplizes w 5, (13) wegen w 5, (14) weg und ebenso 
die Simplizes w 5 (16). 

Es verbleiben allein die Simplizes (3), die )2 S~-7'~ ;#'-+ \ ~ < q  " " " C~h @ 1 ~ i )  
i 

als Summe ergeben. (Dabei ist die Indizesfolge bis auf" eine gerade 
Anzahl yon Permutationen fixiert.) Denn (3) hat in S (=-~'-~) 

h -[- 1 ~0  0 0 (P~ . . . . .  ~+~ %+~) das Vorzeiehen yon (pO... fi%+~ p~,,+2.., p~+,) 
in K (~), dasselbe Vorzeichen aber hat das Simplex (1) in S ~-~) 

Also gilt in der Tat 

(4) Ii(S(~-")( P~, .%+1))---- ZS(~-t'-I)(P"+I �9 . \ *  a i . .  . O . h 4 _  ~oi_.] 
i i - -  

Wenn wir jetzt an Stelle yon (2) die neue Zuordnung 

( t~h-I- 1 P c t h  ' ' " J~ a l )  

fcstlegen, so folgt aus (4) die Dualiti~t des Ringes Z(,O, dessert Ele- 
mente die S('~-~') (P~ . . . . .  j~+,) sind, und des Ringes s 

Denn es liegt S (~-~-~) a+* (Pg, . . . .  7,+1oi) plus einmal in R(S ('~-h) 
(P~ . . . . .  h+l)), genan so wie B(P~176176 plus einmal 

(P~ P~,) enthglt. 
Is t  nun ~(~) n icht  randlos ,  so gilt die Relation (4) nur flit 

innere Pnnkie P~,.. .  %+~. 0ffnen wir dann ~_(') in bezug auf seinen 
Randring Y~"-~)~ so gilt die Relation (4) in bezug auf den neuen 
Randoperator /~( ) ohne Ausnahme. 

Dic Dualitiit des Ringes Z (*), dessen Elemente die So,-~,) 
(P~, . . . .  h+~) sind, und des Ringes "z(~) besteht dann wie zuvor, jetzt 

abet ist /~( ) die Randoperation des Ringes ,~(~). Ftir orientierbare 
reguliire Mannigfaltigkeiten gilt dann der imw 6 (rood. 2) bewiesene 
Poincar6sehe Satz, ebenso wie die am Ende des w 6 nur ftir 
Komplexe modulo zwei abgeleitete Anwendung. 

Ebenso gilt die gntwieklung des w 7 ftir orientierbare regul~trc 
Mannigfaltigkeiten. 

w 9. P r o d u k t r i n g e .  

Als Simplexprodukte der Simplizes (~,.~... :%+,), (}~-,... }~g+,) 
definieren wit 

(1) ( % . . .  ~-i~+1). (,~, - �9 �9 .~4~+~) = (~i=.,. "i~+1 f~,. . .  }J'~+,). 
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Die Multiplikation (1) ist assoziativ~ aber nicht kommutativ. 
Es gilt: 

(2) (~1 ~,-1) .  (~,1 %+1) = (--1)~" (~,, ~,,+1)-(~.. ~ " ' "  , . . . . . . .  * :JLt @1/ "  

Haben wir zwei simpliziale Komplexe 

(g) K~e'~ = Z k~.. ~ Q+~ (%.  ~o+1), L(~ = >2 lj~ .j o+1 (~y~ ", ~o+~) 

so definieren wit als Produkt K~e). L( ~ den ? + ~+  1 dimensionalen 
Komplex 

(4) K(o.) L(o) = Xt:~ .... ,~o+1 tg~ ~o+~ (% %+~). (~ ,~+1). 

Ftir die Randoperation gilt dann 1~) 

. . . .  ' . . . ~ R (% R [ ( ~ i ,  ~ ' i , ,@1)  ( ~ 3 " 1  ' j l x - 7 1 ) ]  = " "  ' ~ i v + i ) '  (5) 

und daher allgemein: 

(6) g [K(e). L(~)] = / t  (K(e)). L(o) + (--1)e +1 K(e). R (L(*)). 

Man kann nattirlich, (6) als Definition betraehtend, zur Produkt- 
bildun~: abstrakter Ringe sehreiten. Wir wollen aber im folgenden 
nut einen recht speziellen Produktring betrachten. 

Vorerst maehen wit noeh eine Beraerkung. 
Z;(~) und X (~) seien zwei simpliziale Ringe. Die Simplizes yon 

Z(Q) seien mit ( % . . .  "J%+1)~ die yon Z(~) mit (~-, . . .  ~J~+l) bezeieh- 
net. Der Produktring wird dutch die Produkte der einzelnen Simplizes 
gebildet und hat die Dimension ? + v § 1: er set mit Z(e+~+ 1) be- 
zeiehnet. 

Wir nehmen nun an, Z(~) und X r seien Mannigfaltigkeiten, 
dann gibt es einen Randring F(- ~ yon Z~e) und einen Randring 
F (~-~) y o n  ~(~). 

Da jedes p + T dimensionale Simplex yon Z(e+~+~) als Produkt 
eines S resp. p - -1  dimensionalen Simplex yon Z <-~ mit einem v - - 1  
resp. ,~ dimensionalen Simplex yon v(~) entsteht, so ist der Produkt- 
ring ebenfalls eine Mannigfaltigkeit, ftir deren Randring die sym- 
bolisehe Gleiehung F(-~ ~) = Z(e). ['~-~) + Z(~) F(e=l) resp. 

(7) ~ (Z(~). Z(~)) = Z(~). ~ (E(~)) + Z(~) ~ (Z(~)) gilt. 

W i r  g e h e n  nun  an d ie  B e t r a e h t u n g  e i n e s  seh r  ein- 
f a e h e n  F a l l e s  de r  P r o d u k t b i l d u n g  yon  R ingen .  

~) D~bei ist/~ (~). (~A... ~J~ + 1 ) ~  (~h...  ~'u + ~). R (~)~--0(--1) ist d~s Ein- 
heitselement dieser Multil)lik~tion: / t  [E_,aoi(al)] ~ Z p i  , 0(--1). Ill (6) darf nicht 
~2pl. 0(--1) = 0(- t )  gesetzt werden. Die Eleraente k .  0(-1), k = O, ~ 1, + 2 , . . .  
sind s~mtiich a,ls verschieden zu denken. 
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Es sei Z (-~ eine zusammenhiingende ~ dimensionale homogene 
Mannigfaltigkeit ohne  Randr ing .  Ihre Simplizes seien im folgenden 
mit (~,~... ~ti) bezeiehnet. Z(~') sei der kleinste Ring fiber dam Simplex 
(:~, % . . .  "~.~+~). Die Punkte :q und ,~ werden als fremd vorausgesetzt. 

B e t r a e h t e t  wi rd  der  P r o d u k t r i n g  Z(~ ~ Z (~) - - Z ~ + ~ +  ~). 
Er ist nach der vorhergehenden Bemerkung eine Mannigfaltig- 

keit, deren R~nd der Produktring des Randringes yon Z(~) mit Z(~) 
ist: 

Der Ring E(~+ ~+~) ist eine ,~ + v + 1 Zelle, da seine ? + v + 1 
dimensionalen Simplizes alle die Ecke :~1 haben. Was F(e+~) betrifft, 
gilt der Satz: 

Die p~ H o m o l o g i e g r u p p e  yon F(e+~) ist ftir p ~ iso- 
morph mit  der  p--~*~" H o m o l o g i e g r u p p e  yon  E(e). 

Beweis: C(~) sei ein p dimensionaler Zyklus yon F(e+ ~). Da 
die ihn aufbauenden Simplizes nicht alle die Eeke =~ .haben kSnnen, 
gilt die Darstellung 

(9) c(,) = ~ c~.~...,~ o,+~... ~+:  (%. . .  ~ ) .  ~,,+~... ~%+:) + 

+ ~ . . .  ( ~ . . . ) .  (~...), 

wo die erste Samme rechts, die nieht verschwindet~ alle Simplizes 
umfa~lt, die ~ nieht enthalten. Wir bilden nun den p + 1 dimen- 
sionalen Komplex 

(lO) K(~+~) = z c~.,...,, o,+,... ~p+~ (~1 ~;,... ~.,,). ( ~ + ~ . . .  ~,p+~). 

(Er entsteht durch linksseitige Multiplikation der ersten Summe 
(9) reehts mit (~). Wenn wir das Produkt (ya. . .y~) .  (3~... ~) 
gleich Null setzen~ sobald ein ,{~ einem &. gleieh ist~ ist (10) einfach 
(~,) c',~).). 

Ftir ihn grit R ( K  (p+a)) - -  C~'). 
Enthalt C(p) nut Simplizes, wo jedes hiichstens v--1 der ~ ,  

�9 . . :~,+~ umfui~t, so enthiilt K(~+I) nur Simplizes, wo jedes h(ichstens 
v der ~. umfal~t, d. h. K(p+~) liegt dann in F(~+ ~). 

Im allgemeinen liegt aber K ~*+a) nieht in F (-~ und es gilt 
die Zerlegung 

(I1) K(p+x) -- K?+I) + K~p+~), wo K ? +  1) <i. ~ F(~ +v) nnd 

K(~ ~+~) < F(Q+~)~ und 

( 1 2 )  K ~  p+I) - -  E C 2 . . .  ~+1 ~  �9 �9 ~ + ~  (:~1 ~'"""" : ~ + I ) .  ( ~ o ~ + 2 . . .  ~ . p + : )  : 

= (~1 - . - : ~ + ~ )  �9 ~ C~ . . .  ~ -1  o~+~ �9 �9 �9 ~ + ~  ( ~ + ~  . . .  ~ + ~ )  i s t .  



(13) 

ist : 

(14) 

06) 
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Aus (12) erhiilt man durch Randbildung: 

KT = (-- i),+~. (~., ... ~,+~). R [Z C~ ... ,+~ ~ ~,+: 

(~,+~ ... ,%+,)] 

K. 7) = R ( ~ . . .  ~+~). z c ~ . . .  ~+, o~+~... ~+: (~o~+~... ,%+:). 

Wcgen R(K (~+~)) ----C:(~), (11) und (12) gilt nun: 

Auger K~) (14) liegen alle in (16) vorkommenden Komplexe 
in F(Q+*), somit ist K ? ) = 0 ( P ) . u n d  welter nach (16): K(~p) e in  C(p) 
in F(Q+ *) h o m o l o g e r  Z y k l u s .  

Nach (i4) ist aber K~p) dann und nur dann Null, wenn 

(17) c ? - , )  = z c~ . . . .  +~ ~ ,+~ . . .  ~+~ (~,+~ . . .  ~,+~) 

ein p - -v  dimensionaler Zyklus yon Z(Q) ist. 
Wir schlie~cn noch eine Bemerkung an~ p : v betreffend: 
Ftir p----v muB Z C : . . . ~ + ~ + 2 - - O  sein, da R(K(~"))-- 

:]: R(~I . . .  ~+~) . 2] C~ . . .  ~+~ ~+2 sonst kein Zyklus wiire. Da Z(o 
zusammenhiingend ist, folgt C?c ,zO in Z(e). Wir zeigen: Ist 
C(~p-~)~O in Z(e)~ so ist C(p)c~0 in F(e+~). 

Es sei also C(~p-~)c,~O in Z(e). Dann gibt es in Z(e) einen 
p - - v  + 1 dimensionalen Komplex. 

(18) K)~p -~+~) : Z A~+:  . . . . . .  ~+8 ( ~ + 2  ~p+s-~ dab 

(19) R ( K ?  -~+1)) : C(~v-~) ist. Wit bilden nun den p + 1 dimens. 

Komplex yon F(Q+~): 

(20) L (p+i) - -  R(~.~ . . .  ~.~+1). K(3P-v+I). Dann gilt: 

(21) R(L(,+I))  = (--  1)~ R (~1 . . .  ~+1). R(KT-~+I)) 

= ( - -  1) ~, R (:r . . .  ~+1) �9 C?  -~) = ( - -  1) ~ K?) .  

.Also ist K ? ) ~ 0  in ['(e+~). Wegen K~)c~z C(p) in F (e+~) ist 
dann auch C(p)c,~0 in F(e+v)~ q. e. d. 
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Ist  u m g e k e h r t  C(~)~0 in 1 "<-~+~), so ist C~-~)c~0 in Z (-~ 

Es mug dann aueh K ~ , ) ~ 0  in F (e+~) sein. Nun ist der all- 
gemeinste p § l dimensionale Komplex yon F (-~ 

( ~ )  s ~+~ .... ~,+~ (% . . .  ~_~ ~+~ . . .  x~+~). 

�9 (~ , ,+~ . . .  ,~+~) + ~ . . . ,  

wo in der angedeuteten Summe die Simplizes hSchstens v--1 der ~. 
enthalten. 

Der allgemeinste p dimensionale Randzyklus mug demnaeh 
eine (22) analoge Darstellung: 

(:)3) (--1), '  ~: B,., ~,,+2. �9 �9 ~+~ (~-, . . .  ~ - ,  ~ + ,  . - .  ~-,,+,)- 

�9 F ( ~ , + ~ . . .  ~ + ~ )  + ~ , . . .  

haben. Nun ist K~p)--R@.I . . .  :~4:,). C~P -~) (21)~ also mu[}, soil 
(23) K~) darstellen 

( ~ 4 )  / ~ ( ~ 1  * ' "  Z, '-L1) �9 C~ p-~') ~- ( - -  1 )  v ~ ' ~ r ,  T-v@2 " ' " "v/jJr-B 

( ~ 1 . . .  ~.~_, ~ + ,  . . .  ~ + , ) .  R ( ~ , . + o . . .  ~ + ~ )  

sein. (Die anderen Summanden enthalten ja Simplizes, in denen schon 
zwei tier a_ fehlen.) Aus (24) folgt dureh Vergleich des Faktors des 
Simplex (~.~ . . .  ~,._~ ~+~ . . .  ~+~) auf beiden Seiten: 

(~ )  ( -  :~),-, c?-,') = ( - -  1 ) ' ~  ~,,+~... -~,+~ R (~T,,+~... ~.~,+p 

= ( -  1y R('2 ~,., ,~+~. . .  ,~+~ ( ~ + ~  . . .  ,~+~), 

d. h. abet C~p-~)c~0 in Z(e). 
Es e n t s p r e c h e n  e i n a n d e r  somit  bei der  Z u o r d n u n g  

C(v~) ~C(~ p-') die Nul lk lassen .  
Da C~p -~) yon Z(e) dem Zyklus R ( ~ . . .  ~.~+,). C~ p-') yon 

F(e+~) entspricht~ wird keine Zyklenklasse tier p--~*~= Homologie- 
gruppe yon Z(e) bei dieser Zuordnung vergessen. 

Wegen dieser Eigenschaften und tier weiteren~ dalii aus 
C(P)~C~ ~-~) und D ( P ~ D ~  ~'-~) aueh C(p) • D(P)~ C~ p-~) • D~ p-') 
folgt, kSnnen wir auf die Isomorphic der pt% resp. p__~t,, Homo- 
logiegruppen yon F(e+,') resp. Z(e) sehliei~en. 

Denn sind C ( ~ ) ~ D  (:~ in F(e+~)~ so ist C(~)D (~) ein Zyklus 
homolog Nu]l in F< ~ also C~z-~)--DI~)-~)~O in Z(e), also 
C(~-~')c~D~ ~-~) in Z(~) und umgekehrt. 

Wir  haben  j e t z t  nur  noch die H o m o l o g i e g r u p p e n  des 
Ringes  F (-~ ftir p ~ v  zu e r led igen .  
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Was p = ,, a n l a n g t ,  ist C(~ ~ im zusammenhiingenden Ringe 
Z (-~ homolog Null~ also C(~)c~0 in F(e+*). D ie  ~t. H o m o l o g i e -  
g r u p p e  y o n  F(e+,') en th i i l t  a l so  nur  d ie  b~ul lk lasse .  (Dagegen 
h~t die nullte Homologiegruppe yon Z@ ein yon ~qull versehiedenes 
Element.) 

Ist 0 < p < v~ so erledigen wir p ~ v - -  1 gesondert. 
0 < p < v - -  1 : Jeder Zyklus C(s) yon F(~+~) ist dutch Simplizes 

aufgebaut, in denen zumindest zwei der ~ fehlen. Daher ist C(~)c~z0 
in F(~+% 

Die pro Homologiegruppe enth~It nur dt~s ~qullelement ftir 
0 < p  ( , - - 1 .  

p - - v - - l :  Die Zyklen C (~-~), die mSglicherweise in F(- ~ 
nicht beranden~ sind yon der Art 

(26) C (~-1)= C~ . . . .  +1 (~2 . . .  ~+1) + Z . . .  (al - - - ) .  

Dann ist K(~) = K~') = Q . . .  ~,+1 (~1 ~ . . -  :~+1), K~ ~) --  0(% 
Welter ist K(2 ~-1) = C~ . . .  ~+~ R (% . . .  ~+~), K~- ! )  ----- 0 (~'-a). 
]~aeh (16) ist C ( " - I ) - - K ~  ~-~), also gilt 

C (~'-1) = k R ( g l  " * "  ~V-~-l), k ganze Zahl. 

D e r v  dimensonale Komplex in F(~+~) 

(27) k R(~.I . . .  ~.~+1). (~) 

wo ~t ein beliebiger Punkt yon Z(r ist, hat • k .R(u.~  . . . .  ~.,,+~) = 
+ C ~-~ ale Randkomplex. 

Also ist C(~-I)c~z0 in F(Q+ ~). D ie  v - - 1  t~ H o m o l o g i e g r u p p e  
y o n  I?r en th l i l t  e b e n f a l l s  nu r  das  N u l l e l e m e n t .  

sind [F (-~ enthi~ltja (~ ~)~ (~ ~p)und ~)~ ( 
ist]~ so ist F (e+~) zusammenhiingend, d ie  n u l l t e  H o m o l o g i e g r u p p e  
e n t h ~ l t  e ine  y o n  de r  57u l lk l a s se  u n a b h i i a g i g e  K l a s s e .  

Die wichtige Folgerung, die wir nun ziehen, ist~ daft Z(Q) und 
F(~+~) zugleieh Sphi~renringe sind oder nieht. 

Wit  wollen dieses Resultat sogleich verwenden. 
W i r  d e f i n i e r e n  im R i n g e  d e r  regul i~ren  U n t e r t e i l u n g  

Z (~) e ine s  R i n g e s  ~(~): 
Der n dimensionale Sternring eines Punktes ph ist der 

at " " .  a h . ~ l  

kleinste Ring tiber den Simplizes 

a I a 2 . * .  a i . , .  a h + l  a 1 . . .  cth.~l a h - ~ 2 . . ,  a 1 �9 . .  a,n,_~l ) 

h die si~mtlich P ~ . . .  ,z~+~ enthalten. Er sei | (P,~, . . . .  h+l) be- 
zeiehnet. 

Wit  setzen nun~ um nieht weitliinfig zu werden: ~('~)als rand- 
lose Mannigfaltigkeit voraus. 

M.onalsh.  ftir M a t h e m a t i k  und  Phys ik .  XXXVI, Band.  17  
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Der Sternring | (P~I . . .  %+:) ist nach (28) der Produktring 
yon 8~(~-h-~)(P~I---%+1) und dem kleinsten Ringe--2 ~ tiber den 
h dimensionalen Simplizes 

pO pX . . .  p~ (29) ( % % % . . . .  

we i~, i ~ . . . i ~ + ,  alle Permutationen yon 1~ 2 , . . .  fi + 1 dnreh- 
laufen. 

Der Ring s ist die regnliire Unterteilung des kleinsten Ringes 
fiber dem Simplex: 

(poo  o o P~ "'" P%+1)" 

�9 . o . ~ ( , ~ - h - 1 )  1~ . .  ~ a + l  ) Nun ist der Ring (pO pO . P,h+1) (P,, �9 
eine Zelle, sein Randring ist eine 8phiire oder nicht~ je nachdem dies 
fiir den (randlosen) Ring ~(,~-h-~) (p~:, . . . .  ~,+l) zutrifft oder nicht. 

Der Produktring Zh. ~(.-~-~) (p~, . . .  %+~) ist eine ~ wenn 
pO o . {R(~_ 7~_1) aueh nicht reguliire - -  Unterteilnng yon ( ~ . . .  P~,+~) 

(P}, . . . .  ,,§ 
Bei einer solchen Unterteilung eines simplizialen Ringes werden, 

wie man - - w i e  fiir die regul~tre Unterteilnng - -  zeigt, die Homo- 
logiegruppen nieht ge~tndert. Also ist der Sternring | (p~, . . .  ~h+~ ) 

eine Zelle, sein Randring {R(| %+~) aber eine 8ph~ire 

oder nichg je nachdem letzteres f~ir {R ('~-~-~) ( H  ~ . . .  . ~, %+~) zutrifft. 
E ine  r a n d l o s e  M a n n i g f a l t i g k e i t  is t  a lso  reguliir~ wenn  

der  R a n d r i n g  e ines  j e d e n  n d i m e n s i o n a l e n  S t e r n r i n g s  der  
r ega l i i r en  U n t e r t e i l u n g  e ine  8ph~tre ist.  

N a c h t r a g  (wi~hrend der Korrektnr): 
Der Seite 246 geftihrte Nachweis~ die Identiti~t der Ringe F. 

and Z~ betreffend~ ist erst vollsti~ndig~ sobald Z~ als h o m o g e n e r  
Ring festgestellt ist. 

Sei S (7') -----(P,,... P%+:)e in  h dimens. Symplex in Zr~ das 
in keinem hSher dimensionalen Simplex yon Z, enthalten ist. Jedes 
See enthaltende Simplex S (h+0 gehiirt dann zu Z(, ~) oder  ~2v(~) und 
da diese Ridge homogen sind, muB es S (7'+o dieser Art in s und 
in Z(2 '~) geben. Jeder Punkt /j~+i �9 . \ a l .  , . a l ~ §  ) 

gehSrt also entweder zur reguliiren Unterteilnng yon Z~ '~) oder  zu der 
yon Z~) und in .R ('~-h-~) sind beide Arten yon Punkten vertreten. 

R <~-h-~) (P~,... %+~) ist daher eine Summe zweier Ringe ohne 
gemeinsames Element, also nicht zusammenh~ingend. Als n - - h - - 1  

dimens. Sph~ire trifft dies nur fiir h = n - - 1  zu~ d. h. Z~ ist homogen. 

(Eil~geg~ngen : 5. II. I929.) 


