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Einleitun

In der Ardeit [6] von S.S. CHERY, F. HIRZEBRUCH und J.P.
SERRE wurde gezeigt, daB die Signatur 7(E(3Z)) des Totalrau-
mes E{f) eines Faserbiindels £, dessen Faser F und Basis X kox
pakte orientierte Mannigfaltigkeiten sind, gleich T(F)-T(X)
iat, falls die Fundamentalgruppe vom X trivial aui der Foho-
mologie von F operiert. K. KODAIRA [10™] und M.F. av.Y¥AH [1]
Kgigten_sodann, daf die letztere Voraussetzung nicht entbelr-
iich ist. Sie gaben dort ein Beisplel eines Fléichenbiindels

§ = {E,X,p,F,8) an, Tir welches X bzw. F eine kompak¥te orien-
tierte Filiche vom Geschlecht 129 bzw. 6 und T(E) = 28 *
21X} 7(F) = 0 ist. Dieses Beispiel und andere aus [10%] wurde
rusut von K. HIRZEBRUCH in {9] betrachtet, der die Ergebniss
won KOUAIKRA und ATIYAH verallgemeinerte. Es erhebt sich die
frage, wie sich die Operation der Fundamentalgruppe der Basis
ﬁéf der Kohowmologie der Faser auf die Signatur des Totalraume
auswirkt.

_Im ersten Teil dieser Arbeit wird gezeigt, daB unter recht
flgemeinen Voraussetizungen die B-Signatur des Toitalraumes
E(f) eines Faserbiindels $ gleich der H-Signatur Tﬂﬂg‘*(ﬁ),bé)
den 22—Terms der Spektralseguenz E:A (g) ist. Hierbei ist B
sioe endliche Gruppe, die auf 3 operiert. Dieses Ergebnis ver
4Bt uns, die H-Signatur T{X;I") von lokalen ¥geffizienten-
K$¥$tﬁﬁaa‘r'ﬁber X wit symmeirischer oder schiefsymmetrischer
%Q&iérer Paarung "% [T~ L zu untersuchen. Es zeigt sich,
{X:T") die gleichen Bordismus~ und Additivitdtseigenschai
wie die gewbBhnliche Signatur hat. Ebenso 140t sich auch
der Satz von C.T.C. WALL [20] tbertragen. Die Signatur liefez
wamorphismen T: 522k(BG)-«—z, wobei 6 € Sp(2h,R) fir x=1
zvy;‘t:‘v; o(p+,p_;m) fir k= 0(2) ist. _

‘Im zweiten Teil leiten wir unter der Voraﬁssetzung, daft X
e kompakte orientierte CQ—Mannigfaltigkeit ohne Rand ist,
e Sienaturformel fiir 7{(X;7") her, in die auBer dem L-Poly-
1.(X) noch eine charakteristische Klasse ch(g)(fi —i? )
%55. ch 2)(?%*-f= ) eingeht, die nur von T~ abhdngt und homo-
fopieinvariant ist. Dies fihrt zur Definition eines Funktors
‘ ad einer matiiriichen Transformation § D AY( L) —
e?(ﬂ;,Q), Weiter ziehen wir einige Folgerungen aus der



-

Signaturformsl. Unter anderem bewelsen wir, dal die Signatur
multiplikativ ist, wenn dim F = 2» und Reng{B™(F,8)€ 2 oder
wenn dis Strukiurgruppe & von;g-sine krompakte Liegruppe ist.

Der letzte Teil schiieBlick befaft sich mi¢ Flichenbiindeln
und lokalen Xoeffisientemrsystemen Uber Fllchen. Wir bewelsen,
dafl zu jedem Homomerphismus 1T(X %}——4~T" ein Pl#ehenbiindsl
% = (E,X,p,F, G) mit Faser F vom Geschleekt b und & = pifz¥(F)
existiert. Hierbai ist 7;& DizZse (F)/’Diff(,?}a dies Teichmiilliar-
Gruppe zum Geschlecht h. Welter definieren wir eimen Kezykel
'r& : Sp{2h,%) > Sp{2h,Z)—~T tnd sine Fuation P: Sp{2, BY—o
35 mit 59 =T, und geben sine sinfachs PFormel fHr T{Z;7T") mit
Hilfs von Té an. Ferner zeigen wir, da8 sloh ¥y wittels Bede%iné-:
Summsn heschreiben 1#8%t. Schlieslieh hedbsiszen wir, 4£aB dis Ab--
bildung “r‘522(33g§2h,g)}"4°§ ?ﬁr hp 2 nichtiriviel ist und
leiten elne exskie Segusns

L (BTl )—w“{?"’(gSp{Zh g)) (Eer(g)f\{'& ,T’ }/Lge*(gff- k}_bo
her, wobei & T"—q»Sp(zh %) éie kanonische Projektion sl
Hieraus erhalten wir das folgends hinreiahende ¥riterina fir

die Existenz von Flichenbindeln 3= (E,X,p,F,G)A mit *{E) % 0:

s E}}/[Ker(e), 7;:} ist

s

g(F) = 1> 2 und (Ker(6)a [T)
Torslonsgruppe.

Nach einer miindiichen Mitteilung von D. MUMFORD ist dle zweite
Bedingung fUr h3 3 erfiullt.

7

|

Zur Terminoclogie in dieser Arbeit ist folgendes zu sagen?
1) Homologie- und Kehomologiegruppen sind, wenn nichis anderes
gesagt wird, singulir mit kompakten Frigern. . -
2) Faserbindel sind im Sinne ven STEENROD {13] aufgefaBt. §
3) {EyponesXyl Riﬁxi) -.oo= Bo{x ) = 1> isi die Gruppe mit
den Erszeugenden Kgonron und den definierenden Relationen
{xi) =1, §=1,...,7, {[23]).
') Fiir diskrete Gruppen & und G-Modulm A ist H (BG, E, A)
kanonisch isomorph zur Kohomologle Hp{G A} der Gruppe [+
mit Koeffizienten in A. Fir endliche Gruppen & sind
”(G,A) die reduzierten Kohomologiegruppen; insbesondere ist
fP(6,A) = gP(g,A) rir p> o0,
ﬁ"(G sA) = AG/N 4 und
(G A) = Ker(N )/I .

wobel N A —= A der Normhomoworphismus,

G
AG der Untermodul der G-ianvarianten Elemente von A und
IGA der von den gFa-a, rea,

modul ist.

a €A erzeugte Unter-

Herrn Professor Dr. F. iirzebruch danke ich fir die Anre~

gung zu dieser Arbeit und fiir manche fruchtbare Diskussionen.



Teil 1

Signatur von Faserbiindeln und ickalen

Koeffizientensystemen mii Bilinearform

In diesem Teil wird gezeigt, daB die Signatur eines Faser-
péndels (E,X,p,F,G) unter relativ allgemeinen Voraussetzungen
auf die Signatur eines lokalen Xoeffizientensystems / iber X
mit bilipearer Paarung x 7-'-—«-3 = Xx®R zuriickgefithri werden
kann. Hierzu ist es zweckmiBig, einige Eigenschaften von
POINCARE-Hingen herzuleiten, wobeil wir den Begriff des letzte-
vYén etwas allgemeiner fassen. Wir nehmen auBerdem an, daB eine
endliche Gruppe H auf dem POINCARE-Ring operiert.

§ 1. H-Signatur, orientierte POINCARE-Ringe und Derivationen

. Es sei H eine endliche Gruppe und R(H,C) der Darstellungsring
g\ aller endlich-dimensionalen komplexen Darstellungen von H. 1)
. Weiter sei V ein endlich-dimensionaler reeller oder komplexer
H-Modul und f3 eine regulidre H-invariante Sesguilinearform auf

V¥, so daB einer der folgenden Fdlle vorliegt:

a) V ist komplex und f& hermitesch,
b) V ist reell und 8 symmetrisch,
¢) V ist reell und ﬁ antisymmetrisch.

Dann konnen wir dem Paar (V,ﬁ) ein Element sign{V,B)e€ R(H,t)
wie folgt zuordnen: Man widhle einen H-Modulautomorphismus
A ¢ V.-V mit folgenden Eigenschaften:

1) <x,y>: = ﬁ(x,Ay) ist eine hermitesche bzw. euklidische
Metrik,
2) A% = idy in den Fdllen a) und b),

A% =-idy im Fall c).

£in solches A 1dBt sich wie folgt konstruieren: Man wdhle eine
beliebige H-invariante hermitesche bzw. euklidische Metrik «,)
auf V, definiere B : V—=V durch {x,y) = B(x,By) und setze

A= B'(B*B)—%, wobei B die Adjungierte von B bzgl. { , ) und
(B*B)_% die positive Wurzel aTs dem bzgl. (,) selbstadjungier-

ten positiven Operator (B*B) ist.

1) Alle Lberlegungen dieses Paragraphen lassen sich auch. fur
eine kompakte Liegruppe H durchfiihren. Man vergleiche auch die
arbeit . [7].




tn den FAllen s} wnd bl erfBIIt ¥ i 400 diveuie Susme
?+éavw der EigenvrBuome V. i den Biokneerton 21 yon &, 1 Fall
o dtefert Jdi= A zuel Lomplexe Serukturon % J oaur ¥, und wir
beggichnen die hierdurch définisrien kowuplonss HeMaduln mit
(V, 2d) Wir setzen nun im Fail

Beweis: Wir unterscheiden wieder die FHlle a), B) und o).
“m) undg b)": Es sei ¥V = V. @V _ eine Zerlegung, wie sie in der
Definition von sign(V,B) sufiriti. Dann ist WAV = WnY = 0.

4
dim V folgt deher, daB dis

S EE

Aus Dimensicnsgrinden und dim W =

Yompositionen

a) sign{v,B8) :=[v 1 - [v
b} siga(V,3) := (v ®g] -

o) sign(v,p) := [(¥,0)] -

vev ev Py

p. = Projektion aui V)

.

HeModulisomorphismen sind. Somit

ist V o WV ung 4dahser
(v 1-[v_] = o vew. [v_eel-[v_®¢]

= .

hEngt nur von V

®ej": Bs sei J sine komplexe Sirukiur, wie sie in der Defini-

Beweis: Sei A : Vew¥ sin anderer U tion won sign{V.3) auftritt. Da <x,y> =;3(X,Jy)1pasitiv defi-
mit 1) und 2}. Wir unterscheidsn die Fills ap, b} aieri ist, folgt WA J(W) = O und wegen dim ¥ = g dim V weiter

. . e ~ Y = W J{W). Wir xbnnen daher durch ®K{x+Jdy) = x-Jy fir x,ye W
faj ound b7 Sel ¥V = ¥V @V die zu A4 gohirende 7 !

/ ; + e reRorends £ eipe Abbildung

steilt leicht fest, dad B auf v und ¥ positiv

e {V,d} {(v,~d}

und auf ¥ und ¥V negativ definit ist.

und daher aus Dimensionsgriinden ¥V = V definieren. Man rechnet leicht nach, daB of egin H-Modulisomor-

+
o

1 t sogar V, ¥ “‘7:,: als H-Modul und falls 3 . phizmus von komplexen H-Moduln ist, woraus offenmsichilich
v.8ex ¥V, @c. . _ sien(V,B) = 0 folgt.

"o} Wir definieren auf Y® ¢ cine hermiteschs Bilinearform //S"g Ist% V ein H-Modul und [3: ¥V —> R eine nicht notwendig re-
sulare symmetrische cder schiefsymmeirische H-invariantie Bi-

; : RN : R Cins 3 defini wir: ; iz gi Yy A2
t@@’\xi‘*‘lxgvz"'i‘”}’g}::igéi’igffr’;) - fBlrgyy) - 1(Bx,,y,) +‘!i3(x2,y2)) linearform, so definieren wir sign(V,pR) sign(V/Rad(V},B),
- ! ) ' wphei /3 die durch /3 induzierte Bilinearform ist. Offenbar ist,

..V, & V. o~ . ~ .
ey &V wenn ¥ = Rad{V)@ YV mit einem komplementiren H-Modul V ist:

Belen W, Dbaw. W, die Eigenrdusme von J baw. Jin V@T zu den si n(v,f:}) = sign(v,ﬁ{:\fx’?}, Wir Qewelsen nun fiir spidtere Anwen-
. \

Eigemwerten ¥ 1. Man rechnet leicht nach, daB ﬁ€ a2 oungen eine Verallgemeinerung von Lemma I. 1.2:

poesitiv definit und auf W und :_ﬂ negativ definit ist. Weiter femma I. 1.%: Seien U,V endlich-dimensionale H-Moduln iiber
] . 1.3 ,

sieilt el fe bé ie Abbilg .. . .
etellit man leichi fest, daf die Abbildungen £* . ¥* die duslen H-Moduln. Weiter sei ein kommutatives

5{;};: (Y,z * 55}”'“—&“ "f.":}: ) -‘Jiﬁtfx} = xxidx ot -

o~ =, o BT ~ LR

Hpr ¥, ¥ d)mme H el (=} = xyidx ?1 éy*
fi~Moduliscemerphisnes von komplexsn H-Modulo sind. Aus dem zuver \' B v¥

unter "a) und b)" Bewisseansn folgt it: #*
er ) / & 1Eh somi H-Modulhomomorphismen gegeben mit oL = &o¢, €€{i -1} wo-

W, &4 ‘{%’ = (Y, % 7). 43 * die transponierte Abbildung bezmeichne. Ssien H bgw. B

Lemms I, 1.2: Es zel (‘J,g@) gin H-Modul mit Bilinsarform wie

sben. Fernsr sei ¥ 6 ¥ oin E-Uniermodnl mii dim @ = %_ dim V und

BlW % w = 0. penn ist sign{v,B) = o.

~

iz {otx}{y) bew. B{(Bx,By) = (gfa’x)(y} fiir %,y €U bzw.V.
TNy
-;1«*;

= o{y{g{ey@)’ S = ol{Ker®™). Dann iat Rad{S) = S



of
—d(ii’ers’«x) = Yervhime = §.

Da &'regulér ist, Sl'und damit

ist such Imoy=

rad(S) = Rad(gi) = §AE" = KerjﬁRImQ/alma§== Kersﬂ%lmaqf

o Ker phyp)

Sei M ein H~invariantes Fomplement von S in g

i

+ und N ein sol=-
ches von S in 5. Dann sind &IMx¥ und &{NxN reguldr und wegen
§45" ist auch ML N und daher M~N = 0. Wir behaupten, daB
y"lM : M——»Imﬁ e1n Isomorphismus von {M,&|MxM) auf (Im/S [3)
ist. Wegen M & 5% = Imay ist y{M)gy(Imoga) = Im/3 Da

#(5Y) = Imf3 ist, geniigt es zu zeigen, daB Ker{g™|S* } = S ist.
In der Tat ist

Ker($"|57) = rer#n Inay = cte(Ker i)

~d
Ferner ist fiir aPx A9y € S

BlRgx, #hy) = B(px,By) = (Bx)(y) = (Fiugs) (v)
= yx)(Py) = X(xex,xpy).
Sei P (M®N)". Wegen SLM,SLN ist SSP sowie

stA P = s*tA uMtA NT =

(seM)*~ (seNyt = §n8* = s,

also S sein eigenes orthogonales Komplement in P.
offenbar

Weiter ist

Imol = M@N®P eine orthogonale Summe, also
sign(M,&|MxM) + sign(N,EINXN) + sign(P,&!|pxp)
sign(ImP,/’i‘) + sign(¥,8}Sx8),

sign(Imet, &) =

da nach Lemma I. 1.2 sign(P,&|PxP) = 0 ist.

Bemerkung: Mit Kerol= O,

man wieder Lemma I. 1.2.

Imoly= Kerg™= W, Im = V erhilt

Zur Formulierung des Satzes von WALL in & 3 bendtigen wir
Sei (V,ﬁ) ein reeller H-Modul

mit H-invarianter reguldrer Bilinearform.
H-Untermoduln mit

= [z’lBXB =

eine weitere Invariante ([{20])
Ferner 'seien A,B,Cc gV

Blaxa Blexc = 0. sei (AM{B+C))/({ANB) + (AnC))

Dann wird durch

P
Y i 3
flw ,w,) 1= &80, ,c,)

- _ y c.eC
mit W, o= &, + (AnB} + {(AnCle W, =B eey, €4 .,p 8B, 0,60,
{’ H falls # symmeirisch
L+l , falls 2 sntisvmmeirisch
eine B-~invariasnte Biligesriora
P
!3: (W e B
definiert. Man besidtigi leiecht, dad diess TNefinition zuldssig
sowie ;% asymmzivrisch {&z isymssiriseh! fsi, wann /3 anti

trisech {svemetrisch) isi. Wi

Dlese
fest,

wihrend sie bail

- definiersn

signiV¥;4,B,C} =

Sigpatur bleibt bsi einer geradsn Pergutation von AR,
@

gigey ungsraden Persutation ihr Vorzeil-

¢hen dndert.

Bekanntlioch

derart,
Charakter von ¥V und fur

zin Ringhomomorphismus 1s8%.

gher

gefiniert. Jan
Wiz kommen nun gur

Ringes. Es

hat man 2insg
Spur BR{H,C} %

dafi fiy einen kb

“f = s i .
= p dmmd Spurl¥,
ist fur {v,3) auch die Abbildung
TV LB B & mit 1Y ::%mﬁmy’Vﬁim
LY,
{
nennt TIV.4Y dis H-Signatur ven {(V 3).

arten ’={\aA?L-

pefinition

sei L ein im folgendsn fesigehaliener Unteryiirper

vop M.

Definition

1. 1.1: Ein Faar (. W} heift ein orientierier

H

POINCARE-Ring der Dimen

sion n ubey L <Somed

{1) A% igt eine endlich-dimsnsionale graduierte antikommu-
ative assoziaiive L-Algebra mit AP = o fur p>n,
(2} ;¢ W g Keml(AnxL‘)e sc daf fiur jedes p€ ¥ die Bilinearform

APKA"”PW«QL, (s¢, ) p—e {00 B) regular ist.



e ven 8

Lo e L w3t Red o=
v f“i‘%&“w Heify wie

@lso wiederum nach (2) : &« = (—1)pda~ und damit a = O.

Fiir den Beweis der letzten Behauptung darf man n = 2m anneh-
men. Wir setzen B := B™(A¥), Z := 2™(A¥) und <o ,B> 1= wlx:3)

fur 04,/3€Am. Ferner sei H ein H-invariantes Komplement von B in
7. Dann ist offenbar H®(AY)= ¥ una T(BY(A¥),w" = (¥, >|HxH).
Nach dem ersten Teil des Beweises ist ¢ , >lﬁ><ﬁ regulidr, so daf
B _ HoH* una < ,)Iﬁ‘x'ﬁ"' ebenfalls reguldr ist. Hier bedeute +

sine Derivaiiae van ol u

B ENEE - s T
L e
«é\w%&x&@ Co

g 5 @ e - SRR

Coarierdloas

e
AT alzehranutoniy

A
das orthogonale Komplement in A" bzgl. < ,> Wegen der Additivi-

tdt der H-Signatur geniigt es, ’t‘(?f‘",( DIEEY) = 0 zu zeigen.
Auns c(da® 1) = 0 folgt nun fiir jedes P€A™:

<det,@> = 0 fiir alle ceaA" = <, 08> = 0 fiir alle ocea™le=s ap = 0.

diwmansion v Y

inen orisniierden B8

Golsey

tande B4 aeny

= somit ist BY = z und Z% = B = B. Wegen Hez ist B=zt< §*. Fer-
L A ~ L 3
ner ist ~AB = (H®B = Z° = B 1 i i -
aie o3 e . st H ( ~‘L) , also B sein eigenes orthogo
nales Komplement in H™ und daher wegen der Regularitidt von

L Smm ¢ {2
{ }w:‘ Wiy wawwen T{a By,
i aih

entilasywsoivia ~d
dim H . Aus Lemma I. 1.2 folgt somit

i@

1
8
o,
o0
e e
(S

< S EEY: dim B =
TLHL < O IESEY) = o,

Satz I. 1.4 148t noch eine Verallgemeinerung zu, die wir eben-

dis H-Sigsnsaigr v ¥ 5 :
die H-Signsiuy von (A @ )} und begsichnen oie Bure mit {4

Fails o 0 (2) ist, setzen wir AT o

falls spiter bendtigen. Zu ihrer Formulierung definieren wir:
£in Pentupel P® = (A*,B¥,i,U,%) heiBt ein orientiertes H-POIN-

ARE

i van A

g - T ET o3 b ﬁ‘ g
Satz I. 1.%: Sei (A ,@WY ein srientiertay Hulp

C‘ARE-—Paar der Dimension n iiber L, wenn folgendes gilt:

Dimensicn n und 4 eine HS-~ipvariante Doviw
-1
: (1*) A*,B* sind endlich erzeugte graduierte L-Moduln, auf denen

.
POINCARE-Ring der Dimension n, und ez ist T(H{a™)

n-3 H graderhaltenh operiert,

e o der durch 6«5 indugierte Homonmor- (2*) AP = 8P = o fir p>n,
v : APx B9—~aP*% (p,q€2) sind H-invariante bilineare

Hierbei izt W A"/ /dA
phispus.

: ¥

(3%)

Paarungen,

fe GUliigkeit won {1}
i . B* ist ein A-Modulhomomorphismus vom Grad 0 mit

a4 zin HeModu somernhi ‘ st wmmerisve U . “‘*)

N = (-1)P'4 i P q
a,via, = (-1) aju ia, fir a, €A% a, €47,

ATY als Gruppe von Algebra.ints . ‘
igrweise &3 S Uat thy we o PR v % 1 n : "
s : = A . (5% @: A" —=1L ist eine nichttriviale H-invariante Linearform,

so daB APx BO-P_Y . AR_9_ | fiir alle p € Z reguldr ist.

Ein paar (d,d') von H-invarianten linearen Abbildungen a A=A,
4t ; B*—=DB* vom Grad 1 mit ded = 0, d'ed' = O und i0d = d'oi

sowie dlaub) = daub + (-1)Paud'd fir 2 €AP, b€ B* heibt wieder

eine Derivation von P*.

per Begriff des orientierten H—POINCARﬁ—Ringes ordnet sich

Yinears
WALy = * » .
mit AT = BY, i''= idA* dem obigen Begriff unter. Ist n = 2m, so

L&

" hat man wieder eine H-invariante Bilinearform

<,>: A%xA® — 1L {ap,> i= w(a,uv ia,),




D RRRRE
i

deren Signatur mit‘T(P*) bezeichnet weyrde. Im Fall nm i {2}

. - )
sei T(PT) = 0. pie angekiindigte Verallgemeinerung ist num Beispiele: Jeder lokal-endliche Simplizialkomplex und jede

topologische Mannigfaltigkeit ist HLC.

Satz I. 1.5%5: Sei P¥ = (3F @t )

A = (A" ,BY 1. v ; :
H-POINCARE-Panr dor Dimones Bty } ein erisntiertes Ein lokalkompakter topologischer Haum X heiBt eine n-dimensi-
ti L nw}nsz.cm » Uber L und (d 5’} eine Deriva- . onale Homologiemannigfaltigkeit iiber L{n-Bm ) :
ion von P” mit wiga ) = 0. Dann ist 5¥{ g* T 8 L
- st BY(P¥) = (g%a%). ¢ {5¥}, (1) dim, X <eoo
i YW } ebenfalls sin orientiertes H-POINCARE-Pasr dar T L be d 1 1 H. Yogi = .
Mmsacn n Uber L, und es ist T(EY(PY)) = (). u o : (2) Die Garbe der lokalen Homologiegruppen p(X,L) ist 0
i, 0% w¥die in kanonischer W 4 ). mierber sing : fiir p + n und lokalkonstant mii{ Halmen = L fir p = n.

= eige durceh i, ¢ induzierie

Abblldtzngen ierien ‘ Cg := 2 (X;L) heift die Orientierungsgarbe von X. Falls O

Sewes konstant ist, heift X orientierbar und jeder nirgends verschwin-

¥eis: D er Rewasis PN < .

i‘z‘}\mmz' a der Bewels, abgesshen von em._gwa trivialen Modi~ dende Schmitt W€ T'(O‘x) eine Oriemtierung von X.

sationen, analo: s S . . . . S .
artion s analo; von 3atz 1. 1.4 verl#ufs, wntar- Jede n-dimensionale I0kalikpkpakieitopologische Mannigfaltigkeit
iriicken wir ihn hier. .

T oiRm Rier ohne Rand ist eine n-dimensionale Homologiemannigfaltigkeit
iiber L.
Signatur und Spekiralsequenz sinss Fa eritindels \: Nach [5] gelten die folgenden Sitze:
5 sel & {E.X,p,F.8) sin PFaserbiindsi im Simne von STEENROD | V.9.2. Theorem: Sei X eine n th. Dann gilt die POINCARE-Dualitédt

(197 wit heliebiger Struiiors: o
i JG tesiger Sitrukturgruppe 6 Aut{F) und ¥ sine (x 0’ 0#)—-—H“P (X A)
‘e Lruppe von Avitomorphismen wvon I i
15 € 5. Hierbel ist Aut{rp) s .
Gruppe der Homdomorphismen von F und ¢ 2 die Gruppe fiir jede Garbe & und jede parakompaktifizmrende Familie ¥.

V.11.12. Corollary: Sei X HLC. Dann gibt es fiir jede Garbe Bl
einen natiirlichen Isomorphismus
¢ ~ €
Sﬂp(x;a‘as’-) = Hp(x;-‘s—).

und E'(§; L‘ das -

BoAF;L) iokale ¥oeffizientensyste (
g{F_:1} : ) %3 tew mit BT(F; L’{XA = Insbesondere ist fir lokalkonstante Garben & (d.h. lokale Ko-
: 1. Bekanntliich sind die B fitr ¥> 2 bzgl. des Total- v

nivy c Wi i % '

diileomorphismen odsr der binoloworphen aAbbildungen van
‘ £ L LR EN
F oeine differenzierbars cdsr komplexe Struktur besitzi

V%
& = o
£ .= {
r E

$) die Spekiralseguens von E mig R’DEff}.z‘zani
- effizientensysteme) die singuldre Homologie mit Foeffizienten

grades graduisrte antikommut L 2 = & in
L8 anvi ttative assczia ive 1 gehren omologie mi P
azive Le-Alge . auf $\ zur Garbenh g

SO

denen H nperis

o sind He-invarianie Devivaiionen .
auf L7000 3 o w5 g 2 3 s .- ) . Weiter hat man fiir lokalkonstante Garben 8- iiber L exakte
i s ¥ Fb AR L) berig sesigneten |
Fllirierung von 8%(E;L}, wobei das Produki durch das § Sequenzen (L = XxL) :
UeProdukt § ST i e ‘ B ireh da i
vt HESL) feduziert wird (vgl. [4 0—=EBxt, (H_, (X;%),L) —HP (X 5m ($,L)) — Hom, ( gHp(X:%),L)—0,

falls der Kokettenkomplex ExtL(A*(X;éG—),L) azyklisch ist. Dies
folgt aus den Definitionen der entsprechenden Homologie~ und

Kohomologiegruppen und Theorem 3 in [18], Chap. 5, Sec. 5.

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun die folgende Ver-

iakal zuss B~ i
. samsenihan allgemeinerung eines Satzes aus [6] beweisen:

zenuog U won x ung ) )
%, se daf satz I. 2.1: sei 2= (E,X,p,F,G) ein Faserbiindel mit folgen-
den Eigenschaften:
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a) X und F sind kompakte orientierbare Homologiemannigfal- §
tigkeiten iiber L der Dimensionen n bzw. m, .

b) X ist zusammenhingend und HLC,
¢) Es gibt ein weT’(Hm(F;L)), so daB €  fir jedes xe€X

eine Orientierung von H*(Fx;L) ist.
Dann gilt:
Die E*”* () sind fiir r» 2 orientierbare POINCARE- -Ringe der Di-
mension m+n iiber L. Die Orientierungen w von E* *(;) entspre~
chen bijektiv den Or1eutlerungen W von H *(E; L) und nach Wahl

einer QOrientierung @y von H (X,L) auch bijektiv den Elementen
@ mit der Eigenschaft c).

Beweis: Wegen a) folgt aus V.9.2. Theorem:

(1) Hom (8P(x;BI(FiL)), L) = Homy (n,_(x;R*(F;1)),1). \

Aus c) folgt leicht die Isomorphie der Koeffizientensysteme:
HURL) & o (BYF;L)
wobei der Isomorphismus nur von @ abhdngt. Da L ein Kérper
ist, ist ExtL(SHn p- I(X'HQQF;L}) , L) = 0 und somit
(2) Hom (B _ _p{X;H F;L)), L) = HPP(X; Seem (H“{F;Lg, L)
= 1"7P(x; B"YF;L)).

Wegen b) ist nmach V.11.12. Corollary schlieflich

(3) SHn—p(X;Ei(EJLD £ Hn_p(X;H‘JQF‘L})‘ ;

Aus (1), (2) und {3) folgt somit:

Hom (8P (x;8%(F;L)),1) = BVP xR, L)),
Es ist leicht einzusehen, das dieser Isomorphismus nur von der
Wahl vor & und & abhingi und durch das U -Produkt in [‘,*’*(E)
induziert wird Somit werden E**(ﬁ) und pach Satz I. 1.4 auch
E*’*(}) (2% rgee) ung H¥(E;L) zu orientierten POINCARE- -Ringen
der Dimension m+n iiber L. Man beachte hierbei, daf fir r3 2
die Bedingung w(dAn 1) = 0 von Satz I.1.4 erfillt ist, da
EP'% = 0 fir p>n oder q>m gilt una d;** den Grad (r,1-r) hat.

.
N

Aus dem eben bewiesenen Satz erhalten wir nun das Haupter-
gebnis:

- 11 -

Satz 1. 2.2: Seif wie in Satz I. 2.1 gegeben. Ferner ope-

yriere H orientierungserhaltend auf £.
By e,
e (B*(E;L), @) = T(Ey™" = T(HY(XGEE(F;L)), @),

=0 (2), bzw.

Dann ist

falls n=

: 2).

?_'(H*(E;L),CUE) = 0, falls n oder m# 0 (2)
Beweis: Nach Satz I. 2.1 ist, da H orientierungserhaltend
auf % operiert, (E* *(;) w ) fiir 2<r<e ein orientierter

H—POINCARé—Ring der Dlmenslon m+n. Nach der Bemerkung im Beweis

von Satz I. 2.1 ist somit
*
T(E3*(2), @) = T(EL

1.2 beweist man analog wie im Beweis von

*(E), @) -

Mittels Lemma 7.
satz I. 1.4, daB gilt:

2X(8), @) {’f(ﬂ (X;HYF;L)) , @y

fiir men=0 (2)

T(E sonst.

Da ferner das Produkt in E £) =6 *g*(E;L) vom U -Produkt
* ( ) i i Weise:
in pX¥(E;L) induziert wird, erhdlt man auf die gleiche We :

b

T (B¥(E;L), W) = T(EZ™($), Ww)-

§ 3. Additivitat und Bordismusinvarianz der
H-Signatur lokaler Koeffizientensysteme

i ten ar raphen legen es nahe, lokale
Die Ergebnlsse des letzte P ag P i

Koeffizientensysteme mit reguldrer Paarung zu untersuchen.

Kategorie J(H,L) aller Paare (x,T"), wobei X

Raum und I’ ein lokales Koeffizientensystem
oder schief-

betrachten die
ein topologischer H- 1 ;
iiber L mit einer bilinearen reguldren symmetrischen
symmetrischen Paarung
Y <, : " ——— 1L

ist, welche mit H vertrdglich ist d.h. die Diagramme
’

T (x) % T"(x) ixyx L

: teH
4')(72 J J%XML xe X, Ae
T se)x TR}~ 285 { o} x L

Ferner sei I'(x) fiir xe¢ X ein endlich-erzeugter

sind kommutativ. e (50_,95 N

L-Modul. Ein Morphismus (Xi,T'l)——-(XZ,T’z) ist e

i
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regulidr ist. Das Vorzeichen (-1)P°% wurde gewdhlt, um Uberein-
stimmung mit dem Fall eines Faserbiindels zu haben. Vermige

i*: B™(X, 9X; T")—=H"(X; ") erh#lt man auf H™(X, 2X; I") eine
B-invariante Bilinearform <,)> mit RadK, ) = Ker j*. Wir defi-

wobei & : X,——X, eine H-Abbildung und P : Iy—T7 eine mit
den Produkten vertrigliche Familie @x : 7"1(x)——-7"2(5?(x)) von.
L-Homomorphismen ist, so daB die Diagramme

¢ Cafr)

T"(X) r’(X) T;(w(4)) 7_' (peo(r) _nieren
Toa l 1’2,. wna L@ | ptey (X, 9X; ) i= TEHYX, 3X;T7), <, 3).
r'(ﬁx)———'-r'(ﬁx) 7:(&0(0) r'(S’Co(O) Diese H-Signatur hat nun, wie wir zeigen wollen, die gleichen

P

/o)
kommutativ sind. Zwei Morphismen (390,¢°), (#,,8,) : (Xl,r’l)_.
heiBen homotop, wenn es einen Morphismue
(4 F) 2 (X I, TixT )—e(XxT ,TyxT) ‘ Beweis: Sei (Y,77) € £ (H,L) mit 3Y = X, F|Xx=T"®@T", wobei
gibt mit T''= xxLY mit der dureh ﬁ: L% LT—L induzierten Paarung ist.
& bann i ff ichtlich
WX x{i} = (¢, m{il, i =0,2. st offens

. 7 = ;T x; T
Bekanntlich erfiillen die Kohomologiegruppen BY(X,A;7) alle T TIX) =TT+ (X T7)
Axiome einer Kohomologietheorie.

Eigenschaften wie die gewthnliche Signatur. Zundchst gilt

B¥(x; T @ BEY(X;L).
Sei nun (X,7")€ «L(H,L) und X eine kompakte orientierte to- i=1
pologische Manuigl’altigkeblt ohne Rand mit der Orientierungsklas
se @Wy. Wir sagen (X, T')“in Zeichen: (X,T")~ 0, wenn ein

(¥y,7) e «"(H,L) existiert, so daB Y eine kompakte orientierte
Mannigfaltigkeit mit Rand 23Y = X, Orientierung ¢, mit 9o, =

. r
Ist P symmetrisch, so gibt es eine Basis e ,...,e v'on LY, bzgl.
der 5 Diagonalgestalt hat. In diesem Fall ist z(X;T)
T{X;L)-sign(Lr,p). Ist dagegen [3 antisymmetrisch, so gibt es
einen Unterraum WS LT mit dim W = 7 dim L” und BWxW = 0.

¥ Y r = i folgt auch jetzt nach Lemma I. 1.2:
und X = @ ist, wobei T tiber idy trivial ist, d.h. D siga{L",) = 0 ist, folg J
Tz X xLF mit einer durch eine feste reguldre Bilinearform . TUx; T = m(X5L) sign(Lr,ﬁ)

Lix e induzierten Paarung. Somit hat man in beiden Fdllen

. . s e . r
Sei (X,7")e £ (H,L), wobei X eine kompakte orientierte 2m- (x; FIX) = T(X;T) + T(X;L) sign(L (&).
dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand 9X und Orientierung
Cox ist, so daB H orientierungserhaltend operiert. Durch die
Festsetzung

(fug)(e) = (_1)P"<f(ps—),r(w)g(6~q» mit @ = &/l >

Wir diirfen daher annehmen, das [ = IX ist, da die Voraus-
setzungen des Satzes fir I = XxL, T,"- YxL statt T, 7 eben-

falls erfiillt sind.

Cﬁ'&m erfiillt das kommutative Diagramm

E®*( 9Y; 7 )—=8"( 3Y;T7)
*

* | l:s

6 : AP*9__ X una '5{(1)}“0& 2, falls <,» symt.netrisch' } .

antisymmetrisch
fezP(x, 9x;7) , ge 29x;T) {

[ m+1 T
erhdlt man ein uv-Produkt B(Y; ) ——=u (Y, 9v;77)

v Hp(x’ AX; T x Hq(X;r') Hp+q(x’ 9x;L) bei géeigneter Wahl des Vorzeichens die Voraussetzungen von
wmma I. 1.3. Da Ker(x 8*) = Im(i¥) ist, ist mit den dortigen

und damit auch eine bilineare Paarun s
: Begzeichnungen S = S und somit T(X; T") = T(0,0) + z(0,0) = oO.

B™(X, 9X; ") x B™(X; ") X B20(x, ax;L) 2203

s

VYon der man ebenso wie im gewdhnlichen Fall zeigt, daB sie

satz 1. 3.1: Sei (X,7")e £ (H,L), (X,7T)~ 0. Dann ist z(X;T")=0.
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- . . ‘ . .
Weiter 1&d8t sich auch der Satz von WALL [20] iibertragen;: Zum Beweis von ‘ST/S o W betrachte man das kommutative

~VIETORIS- Sequenzen
- - vamm: 1 {vgl. S. 16) von MAYER
Satz 1. 3.2: Es seien (Y,T"), (Y,,73)€ £(H,L) derart, dab & L e e o monen i

Y,Y_,Y, kompakte orientierte 2m-dimensionale Mannigfaltigkei-~ Wegen I -1 ) > : .
fen it fand sind mit: ’§/s (Ker P*n Ker t s*)/(Ker PrKer s*) & s (Ker PN i«’er
s*ker p*n Ker t* = ImAanKer t* = Ker t NKer t_ nKer t*
e

= A xer 8 o xer A, /KerA°

*
= Ker A*k;' /(Imr_* + Imr’). |
Nun ist Xer ¥* = Im 1% ¢ Im r¥ 4 In rf, da id-id surjektiv ist.

o o = - B

Ferner folgt aus den MAYER-VIETORIS~Sequenzen fir X.:,Xo, daB

* .
- Im k* * =. Im k':n Im kg ist. Daher ist weiter

(2) ¥ = v Y"" _no Y+ = 3Y_r\aY+ = Xo, T'IY: = T;,

wobei Xo eine berandete Untermannigfaltigkeit von
JY_ und 3Y+ ist,

(b) wY:.— sind die durch @y induzierten Orientierungen
von Y.,
Sei ?QJXO die durch wQY:t: WA
w, =
BXQ - _é"‘o)(o.

(e) Alle Orientierungen sind H-invariant.

Y induzierte Orientierung und
*

¥, X * * *Im k*
Ker A ko /{1Im rf + Im r:)'_.‘: k:' Ker A ko/(ImkonIm k +Imk A +)

I ¥* * * *
=(Im k:n KerA)/(Imk AIm k_ +Im kynIm )

(Bn (A+C))/(BNA+BN C)

Sei ferner Xy = BY*\ Xo’ also 2Y = X+u X_, 2% :=3X_ =2093X, = 9% W

o +
SchlieBlich sei 'V = (z T'}z) k +(BAA +BNC)

A = Ker(H (Z 7:'lz)—-u (x Z; r")x )) Der Isemorphismus v /S — W wird durch "P(lx;;so)‘ Ko ,\( e ber
B Ker(H'” 1(Z Tiz) g2 (X ,Z; T’IX ))’ und pit Zxx = 1x gegeben. Es bleibt zu zeigen, da . (1 FX )C-(Y 27)

= ———r

. Seien hierzu 1i_

_ m-1 diesen Isomorphismus entsprechen

C = Ker(H (z2; 71 2)—0a" (x A T"Ix+))

und j : (X Z) (Y_,X_) die Inklusionen und s* der Verbindungs-
Dann ist

humomarphlsmus des Paares (Y X ). Seien ferner 1x l’gr égf D;:m
1 - A T = 1y
gibt es xE,y‘_eHm (x,), (€= 0 ,+), mit x, = Ix, Ay,

Xy = 0. Eg ist
und xix +ktx +Kix = Kiy +kfy_sly, = 0 i i
%, *y> = (l*xuy,wY’> = <2§°x°u Y, “)Y)_
g%
= <Exiuily,wy> = <xou tily, Wy > .

TN TT) =2UY_, Y 5 T0) + w(Y,, 3Y ;7)) - T(V;A,B,0

Beweis: Wir setzen X := X UX_UX_. Statt H*(U V; T'|U) schrei.
ben wir kurz H (U V). Aus der MAYER—VIETORIS -Sequenz fiir
(Y_,9¥-), (Y, 8Y,) folgt BX(¥,X)= B™(Y_, oY ) & Yy, o).

Damit erhdlt man ein kommutatives Diagramm:
L4

2%(Y) 1 By, 2y)
P=r*e P, l o

Weiter betrachten wir das kxommutative Diagramm 2 (vegl. S. 17).

1 = = 0.
Sei ¥ = 151 Ker ti und x, € i (%), i=1,2,3 mit Z‘ k b

| pann gibt es ei

flement ¥ € W,
Bild von X,
gﬁmi(xi)——-—-—ﬂ (%) im Diagramm, so daB L ¥ das

anter diesen Abbildungen ist. Das zugehorlge.‘iorze?chen s::j:f
im Diagremm jeweils am der Gruppe, von der die Abbzldun% e
geht. Umgekehrt gibt es zu jedem % & W ein Tripel g =

= 0, so daf +W das Bild von xy ist. Ersetzt man
o T K i ; h -,0,+ und Y durch Y , so erhdlt
8 ergibt sich
m_l(Z)—w-Hm(Xo,Z)).

n bis auf das Vorzeichen eindentig bestimmtes
und zu jedem 1 gibt es zwel Abbildungen

HYY_) @ B™Y,)=————H™Y_, 2Y_) & B™Y , 3¥ )~—H"(¥,X)
- 1*e 1% = - * o
welches wegen (b) die Voraussetzungen von Lemma I. 1.3 erfiillt.

Somit ist o~
Y, AT = (Y, BT w(Y,, 3Y,;T) +2(Y/s; &)

wobei S = Ker p*n Im I*q*, S = Ker p*n im 1* und & von der

Bilinearform<,> auf Im 1* mit <%, 1%) = <fk vy, w.> induziert

ist. Wir haben somit zu zeigen, daB(S/S,&) o (W,A ) ist, wobei
= (Bn(4+C))/((BAA)+(BnC)) una B die durch p=<u-, @

gemdB der Definition von (V¥ B;A C) induzierte Bilinearform
auf ¥ ist.

bier die indizes 1,2,3 durc
man die oben benutzten Bezeichnungen. Hlerz:.u
it i*y—_Sk.,_yimodé(lmknlmk),(é :
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‘ Teil IX
.*\‘, - * P x e N - L
= &S{:"y +k 2z Y mit k'z €Imk” . Dann ist welter
AR + 4+ + o+ -
‘ i : oef ient
Cx U itity, LY =<x uSRX(y 4z ), W2 . Dis Sign naturformel fir lokale Kosffizienten-
oM Sl Ty o G+ + +77 Xo »
Yo b e { i iifferenzierbarer Rasis
= {-1)% b+ Qk; X w {(y + 2. ), Z> systeme iuber differe
= (-0 vy, @, - lel i diegem Teil esine Sigraturformel her fir den
) SRV R #ir leiten in die g
(-2 . .. .
- B w{ix + S) (1% + s)) : daf die Basis O _differenzierbar und H = 1 ist. Fermer
Cr T : o .
€ , T ®m-1e G tiﬁi&xan wir einen Funktor A% und eine rnatiiriiche Transfoer-
ild i 3 ie 5wit ¥ _ -~ L+ . . ' ) ]
liervei ist {-1) .die Paritit 1;3 , also {-1) die Pari- i ? I ©_ 1n § 6 zienen wir einige Folgerungen aus
tit von 3. Man beachte, daB {k x uk] % ,%; > = 0 ist wegen i ‘
' oo e : es Signaturformel.

* # . 3
¥'x = -~k % -k x. und
[ ~Ta TR

§ 4. Die Signaturfoxmed

<kZuukj’ v, 4,.> = 0 fir alle u,v &H ‘ A
£ sei X eine kompa xte zusammenhingende orientierte Sm-adi-
gfa

sung s Mi =& ersibi sino 2B Tt LTy zich bei . % i ; alkonstant arhe
Bemerkung: Mit Z =¢ ergibt sish, dal T{X,2; 77} sich bei hiunate ¢ oan ltigkeit und T" eine lokalkonstantie Ga
Verkleben lings gangzer Randkomponenien additiv verhdlt (Satz » ¢ Strukturgrupps

B8

von NOVIKOV). e
und typischem falw R+ %~ BER. R .

Vektorbiindel

gender Raum und 77 ein iokales t flache reelis

Halm Lr, so ist ! assoziieri zu sinme ac 3 I e 0 (2) in mwei rzelle Bundel
P—~X%X, wobel G & 0(P+,7,;L) bzw. ¢ = Sg{Eb;L} jet, falis 1 m=1 {2) eins komplexe Styuk-
Tx7” o L symmetriseclh mi p_ und Index p _~ p_ bzw. anti- Fall sei [ das ‘Kgn(}ug;et'te“f’;nfela
symzetrisch mit 2h = Das Prinzipalbﬁnd-L wi vieze Stiruktur J = _‘%270!17—r wird

.
=
jocd
[¢]

jad]

=
=]
ety

D
bed
=]
]
o
[}
=
<
]

'E_

>
(f)
=
[

"

e T

Howomorphismus X 17 {X,=)}— 6 gegeben und cbenso &
5 t

klassifizierende Abbildumng T : X«-ﬂan. Es i= o%a hewirks,
Vernmdge X ist auch T TR JLF), wobei ¥ : X—B g9 gilt nun

. (X *) (X,%)
die klassifizierands imh?xdusg dexr universeﬁ

a
X =X ist und 7= ﬁ;{x,%) vermige X aut L gperisri. L

sisn ein Tr-Modul mit T~invarianter symmseirischer sder anti-
r . T N .

aymmeirigcher Bilinsariorm ,6: 1 % L° - L. Analog wie in § 1

yaan man die Isomorvphisklsssen sslicher -Modelin bei b

deren GROTHEWDIECE~-Ringe

vilden. Dieg wird in I3 § % susg-~

phiamen

ok

W
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*
effenbar auf (T") iibertragen 1&B8¢,. erhdlt man somit eine ’ . ¥ X
. ) : ' wroc= (~1)™Po tir xenPrgel

Pt o T
2) (et A B> = <c<,($> fiir a,ﬁe/\%@r s N
#lct®a) = (-1)"F #ot @ Aa fur «xeApT”, ael”

feine Auflidsung von T7:

S g P

und daher BP(X;T) & 8P (a7 ))). wir setzen _Q(T") =T’ (r- ;! e
r che
Das dufiere Produkt A in A"‘r“ und das Produxt <, in [ lie- %) ist # auf der rechten Seiga der gewdhn X 0w )
fern dureh dis Festeotuung - *T; . Wir definieren auf S2°(7") das Skalarprodu .
(x@a)a(B®b) 1= (~1P9%8F A p)e<a,n> i istesration:

fir homogene Elemente G(,F €j\f’1‘; und a,b el
auch Hulere Produkte ' L
: () Qq(}w)w——*—fép?q(x) or?P*ey,
und es gelten die Formelan
_ (Brc = (ul)(mp)(mq)d/\{g
cdxap)
Bs seien v : BP(X;T)x 8% 7)) —— 8P Uxm) die aur BY(x;T7)

induzierien Produkte. Die Orientierungsklasse CJX liefert dann

(«,f) := f(aenrz)s - {m/\f;;é

) adjungierten Operator. Aus dem

% 514 dén =zu d bzgl. { : :
~-xd#. SchiieBlich setzen wir

;8"?3%&&%}@3 Integralsatz folgt a®

S p = i% s (-1)"a
tir x € 2P(T7) , BeRUT).

doafl +(-1)"Badp a gefinieren e reF e pirtaT
urel,. Toe (»1}(%)*(?&& fir meg’g%i@?’é.

¥ . -xdx rechnet man leichi pach, dab
?:2 = fd.und DoT +TeD = 0 ist, wobei 7* auch die induzierte Ab-

* i & Seien S2.(T7T) die
ST e S TT ) bvezeichnst. -
i i san hat dann offenbar

eine symmetrische Biilinearform ittels 1), 2), 3) und d
3 <

<,2 BN T) % B (X;T) — R, ([ocj,[{?,]) = <[,1}UU-,]’Q,X>
feren Slenatur wir mit T T) beseiomneten. pigenrduge von T zu den kigenwerten =1.
\ tuduzierte Differentialoperatoren

L —_
By STy 52 A7)

Seien nun <, > bzw., < %,.hermites‘he bzw. euklidische

Metriken auf Tg bzw. . Sei A T"—’T"' dexr dureh <{Aa,b)

induzierte Biindelisomorphismus und < , » @is auf A*qutzif in v 32 y dﬁg - o folgt 92 L is*. 4% wna damit wie iblich, das
ey . ipti der HODGE~Thsorie
iﬁg starkelliptiisch,

wrgibt sich daber

-

duzierte Metrik. Wir setzen voraus, daf < , )X die Komplexifi- also D slliptisch isi. Aus
zierung einer Riemannschen Metrik ist. Ferner wihlen wir, was

stets mdglich ist, < , > so, dap A%< (-1)"id= ist. A liefert

~ o ~— N ver{D) & Koxer(D)& p%? o LAl
den Zerfall T'= "'+$ 7 {(m= 0{2)) bzw. die komplexe Struktur i -
S = A {m=z1{2)). Die der Orientierung und der Riemanaschen Me- | wrer i)’:—‘: weker{li ) & 52077 ) o pEe

trik zugeoxrdnete Volumenform bezeichnen wir wmit & und die Fon-

“rgel 3 la ,ﬁzg‘)(r’\i dureh T in Qamm?f\?”} abgeni
Jugation auf A'T,®T  mit< . Es gibt dann eindeutig bestimmt /
) g g

e W3 & Bry.my
Gee LIS ST =T RAT
£-lineare Abbildungen ger{ry L)n @ a?(x;7) = Tos ;341!3?' T oepsm
wp x & ‘ S
®: APrg el APl | somit st
. P — 2 ; imi¥e ~dim{Xoker D}
it xaxf= cAXE = <x,B>6 fir alle %, APrlal . ind(p ) = dim{¥er D )-dim{¥o +

dim{Ker D Y- mmi?wr T
ot

#

Eine einfache Recbaung zeigt, daB  die folgemden Bigenschaf- = dim ﬂchg:x.&ﬁ (27,
ten besitet: xi
Xun ist aber Tir e BT T

: « e
soipt somit <o > = éai./\

sensu fdr of = O sieht. Analeg
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_om — L. .
Tz - €H"X;T") una =57 Somit ist otnugsetzungen von Proposition 2.17 in [2] gegeben. Daher ist

. = ; ch M - eh M_
ind(D ) = w(x; 7). 1nd(D.) = (-1) (fxg)*< ba(x)[x]
Die Symbole &, {D) und 5'2(132) = 5;{1)}2 lassern sich leicht .

berechnen. Es ergibt sich: bieibt alse ch ﬁ+- ch M_ zu berschnen. Seien hierzu
£ sol2nmm) und T, € K maxzimale Tori. Die Gewichte von Ve
nd W D E, W ® € bzw. W werden wie folgt bezeichnet:
‘ L _ : . . .
W, ®C 7RO A - B A
Wir milssen die Gewichte von M+ und M_
die sowohl bei M+ als

(D) (v, x®a) = [1-+1 O (—i)m“:?(vx\m)]®a}

52‘(1'3 ){V@t@a} = (v, <v,v>x @ a)

fir ve ¢ ;{ &A%

triken ur a - . ; v
( ; ’ >X N o e Srruicturerup- paarweise weglassen. Nun lisfert aber

auf 30{2m®} und ¥ reduzgiert, wobei
SR fHr mo= 0(2)) by @ww‘% ~ @f\p’*’ ©W. Sowlt brauchen wir mar
Gep <mA

Sei = Hem . By s ¥ g 5, ' )
e SotEmR R, Liw hﬁmchse von My, AA. .3@) W zu berechnen.

fidlr m= 1(2))

dis Projektion. Fernsr sei ¥V

it

2 gine positiv orienitierte Orthonoermal-

Se! hievzu €,...

i, Vo saf ¢ : * o _
;j ;3 geine &o;giex(‘ig}:?;:;a rf F ound 8 = € e asns &'3 :«.‘4\-%“60{“ - ze,?} s .
ww w . eeen i . . N ’ . . “isﬂi} s 3= 1, LB, Wir gilrfen annshmen, uasf
F oW der duren A = z“g%'fa{-z ;5“; hew., 4 },&%_ definierts 1 . i}ﬁg;g&ﬂ*g |-dimensionale komplexe Unterrdums
fulavtomorphissus. Wir definieren ferner auf M := _;ﬁg?%@?g . ‘ ; Cont . und-§, aufspannen. Wir berschnen
sinen yé'-wfom};au“{,umorpdfgms # durch: ’ von V%? ML den Gowichten -3 ) ;‘; »"}w. S imen R= 4%, ,...,i} von
P . (T — Zueirat den K~ Operator. Fir eine Tailmenge = By s i -
?/{"Ji @ a} = {=13 2 ‘Rl & Aa - "\‘““”‘vir und ‘-}{,N_vii, _sklf‘g}_‘r,

{:s;s“,,,zz& 1@ige. o<iy sel vy oiw vy

wobet Gié,,/‘i?y?, ;&€ ¥ und % der durch dis Orientierung und Metrik Pas Komplement von B im {4,...,} bezeichnen wir mit CR, die
ven ¥ 1 E ara i s igt B2 ;s . N ¥ir b P

vonr ¥ «uéuzie«‘te ¥-Operator auft AV ist. Es igt T° = idy, . sesahl der Elements ven B mit % R. Wir behaupt

50 dad M in xk+$hxm zerfEils. Welter dafiniersn wir 2ins AbDil- mit E(R,S) _ 1?‘7(3*5) . wobei

gﬁ»(vﬂﬂvs) = &{R,S} vCSA%‘CR
{ { =R, s=%#3

7{n,8)= w24 2mer) (rei)es{ssi)e 2§é€ + 26%'55 mod 4%, T

ish.

Bewels: Es genitigt zu zeigen,
TUEdt,...,m} it FHT+ #U= HE+ #S5 gilt:

A *(VRA?S) = £(R,S) VTA?UAVCSAVCR.

dung
- po: Vm«»aomg (4, %)

durch p{x){et® a) = [18+1, K AR 4 (_£3m+1 #zAanc)]® a fiir
&V, c&é/ﬁ’ gia €W, :%an rechnet leichy nach, das # mit der durch
@ §nduz}_ex‘t°ﬁ g- ~Struktur auf V sins G-Abbildung ist. Ist M ir-
gu:f%em g- ~Moedul, 85 = BSO(Z;}:,}E)X EK ein klassifizierender Raum
fir a: 50 sei M = E{;’"QM das assoziierts Vekiorbindel iiber BE"
Seien

daf fir je zwei Mengen

Vp ATy
 Die linke Seite ist per definitionem gleich
(~1)F 8 Ly ATy, vgATRY , (r=#R, s=45)

(-1)77%8y oy g®

Pie rechte Seite ist %leich
£(r,s)(-1)"me
Palls- T +# S odexr U £ R ist,

gleich O.

FD QR b4 B

Bg :

so{2m,my + & ,-JK <v A{;U’ ‘—TR/\VS>(’7 -

klassifizierends Abbildungen fir T™X und T ., dann ist offenbar T
Ap el = (exg)*W

VTAVCSA;UA;CR , {u =3F U).

ist dies wegen #T + # U = R+ 4S5

ungd é;_;{}a) und v sind die durch M und z induzierten Abbildungen.
Daher ist auch A = (txg)” Mi’ wobei /A, die Unterbiindel von
E@}).ﬁ zu den Eigenwerten +1 von T sind. Hiermit sind alie
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Damit wird aus der rechten Seite weiter

£(R,s)(-1)"(m2) 3p,56y.» Vs~ Ves AR AVeR

= E(R,S) (-I)WST,S5U,R V’_l, m}A 7{1 . o}
mit ¥ = r(m-s) + §%¢+ sgsa_ r;i) 551)

2.

Da ferner v %6 j
{1, m} V{l o} = 1 € ist, folgt hieraus

durch Verglelch der be:den Ausdrucke die Behauptung

Uns interessiert der Fall r+s = m.

2r-m+22€ +25 s — o~
FeS o (VCSA"CR)®A3.

aisa’zz((vﬁ.«\?s)@ a) =

Ist nun

80 sind T{{v Avs)f@a } una

. \ o A
(%5 \S,f‘»‘a linear unabhéngig. Daher treten die Gewichte
Qg‘;& 3 sg Fer + %, Blt R £ CS sowohl in M als auech in M
au¥. Es bleiben also nur noch die Gewichtie von \s‘ und M die
z2¥ B = £8 gehdren, zu berechnen. Es ist hierfur - )
By . 2r2r,
{{VEAVCR)(&&) iVﬁAVCR)®Aa
#ir unterscheiden nun die FElle mmo 12) und m=1 {2}
. 2
1) m=6 (2): tzt ist 3P +2r:(_1)r und Az = @ fir

a&%’f “}

Lea fiir aEW_ i

?ZR gcg% filr (-}}%R
e‘i:tatpw W fir (- 1‘#3

Daher treten die Gewichte
und die Gewichte Z.’ SP?
Hieraus folgt nun

_ ~ / ~9’k :
cb W,- ch W ,:4:", e® Z e’ ):F;( ¢ €%} und damit
. - .)’,( - <
ind(p ) = (¥ fe ) ]’]; e ){4 < 7\1 =, )[xj,
wobei p(X) = (1+X ), p(r') ﬂ_ 1+(yk ) ist.

Das 148t sich umformen zu
ind(D,) = en 2N (( ] - [F1). L dorx].
2) m= 1 (2) : Jetzt ist i® "2r=i(—1)r
ein Ligenvektor zum Gewicht ¥ ,
L €T, fef1,-1}

und 4 = 1—1W
80 ist fiir t2€T2 und

Ist a,

t t s . s — ~
( 1" 2)((VRAVCR)® ak + él(vR/\vcﬂ)Q Aa

- ezn':;;(

)

k

((VR/\ ‘_’CR) ® a, -+ &i(vR/\ VCR.) @ Aa
it X = -

mi S%’? Felty) é?cx:%(tf) ey (t,).

i)

Bler ist T @ a) = (-1 )%as]

=%1 in M
=% 1 in My auf.
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{(vaz\vcﬂ) ®a + Ei(vpaT,)® Aak)

"\:f.‘((vRAvCR)® a, + Ei(vpav¥.p

- géca?&_- €Y, ein Gew1ch»t von M,
VRS P s _
1) ({vpa¥op) @ Ray -1 (vin ¥, p)a, )

y® Aak) ist,

Nun ist aber

E} G+ € i(vR/\VCH) ®Kak) =

E(-1)T((vyn Top) ® 8y +EL(vpn¥ pleda, ),

- A . . .
sind éa% - ;@CR‘;&«‘* (-1) HY[Jk die restlichen Gewichte
. Daraus folgt
m
(

~ - . ~ ,
en(i, - M) = (e %) IT (e¥e™)
=1

-

1=
ind snaloe wie in 1)
(7D Lx)[x]

4.1 vollstidndig bewiesen.

2 o =
en 2NIF ) - [711) baw.
‘)eflnltlan Homotopie-

([7”1 D

« ) —=1"{-, @)

tna(p,) = en(2)([ T
ﬁfii{ ist Satz II.

‘ Bie':Signatur T(X;7T") und die Flassen
};{g)({f"’*‘] [77]) sind auf Grund ihrer
nyarianten. Fir 7(X;77) ist dies klar,
hew. ch{g)([’f'*] [71) folgt dies daraus,
ine natiirliche Transformation zwischen Homotopiefunktoren ist,
owie der Tatsache, daB [Iﬁi] U:":] bzw. [T [T} die Bilder

on universellen Llementen aus K(BG) unter einer klassifizie-
renden Abbildung g : X —~B, von T mit G = O(p+,p_;JR) bzw. Sp(2h;R)
ind. Die Signaturformel liefert somit das Krgebnis, daf der
Dimension 2m in ch 2)([72';] {7 1) L(X) bzw..
homotopieinvariant ist, obwohl nur der

fir ch
dafl ch

gmogene Term der
A I T PERAE
rste PFaktor eine Homotopieinvariante ist.

MILNOR hat in {14] mittels einer abgewandelten Vonstruktion
on ‘I‘HOM Pontrjaginklassen fiir kombinatorische Mannigfaltigkei-
@te‘ﬂ‘. Es erhebt sich die Frage, ob die Signaturformel in

itz I1. 4.1 auch fiir kombinatorische Mannigfaltigkeiten mit

| 1{X) statt L{(X) richtig bleibt.

$.5. Der Funktor A* und die natiirliche Transformation g.

Sei 77 eine diskrete Gruppe und L&R ein Unterring mit 1€ L.
Ferner sei OZO(Tr,L) bzw. X(r,L) die Menge aller Isomorphie-

ilasser von Paaren (V,[&) mit:
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4% And 4k+2 .
(a) V ist ein endlich erzeugter projektiver L-Modul und ein g&O{W,L) SKTTH (57,—;@} und QAT(T,L) € Krfg (B,;-: @)
) o >

e folpt:

7, . ~ . ~
‘ Sei (V,f&) € OU{m,L). Dann ist V := E,n,><n_(v®L €) ein kom
| Blexes Vektorbindel uber By. Ist [3 symmetrisch, so ist

cr eV wobel auf V. bzw. V_ positiv bzw. negativ de-
Aut 0w, L) = %, L)u O, L) hat man aie Operationen &, @ mit =y ev ., & +

linit ist. Es ist leicht zu sehen, daB das Element
VB @(vy,By) = V8V, 884,

j eh 2)({%‘4{3 - [¥_Je HQV(BW;Q) nur von der Isomorphieklass:
(Vi’,ﬁi)@(vgyﬁg) =vyev,, s, BB, fur (Vi) ead 7)), on (V,3) abhingt. Ist dagegen 4 antisymmetrisch, so hat schon

" ~Modul,

(b) /3 P VxVe—w[, ist eine nichtentartete T-invariante sym-

metrische bzw. schiefsymmetrische Bilinearform.

Vo = Enx (VO R) sine komplexe Struktur J, so daB
i @V+'§ (V_,d) @(V,,-d) ist. Man sieht auch jetzt, das
By T =t ev y .
352){{v+] - [V_1)en (BW;Q, nur von der Isomorphleké)aise .
von (V,B) abhéngt. Fernmer ist die Zuordnung (V,,;@)P—-—ch ([\{P]—[V_])

Tags B @D,) = §F (a b )R, (a,.b,)

5[31 und ﬁz schiefsyﬁsmetriseh}

ist. Hierdurch wirg Czﬁ"(ﬁ‘,},} 2y einem kommutativen Z,-graduier- 2it @ ® und den Relationen im GROTHENDIECK-Ring Vg‘z;tr'agllch,
278 y . . S Y

ten £ mit ficselement (L.1). Dabei bezeichne {L,c) fir B0 dal man einen Ringhomomorphismus ¢ : A" (7W,L) —=H (B @)

0 # ial F-yModul mit e : LaL —=L, e{x,y) = ¢.x. erhalt. Es ist klar, daB € eine natiiriiche Transformation ist.

e 2) - - 0 PR
HENDIECY¥-Ring von OU(m L) mit der Zusdtz- Perner ist offenbar ¢[L,1] = ch'®/(1) = 1 ¢ & {B;:@). Daher
st £ auch mit den Augmentationen vertridglich. Da fiir eine
endliche Gruppe 'ﬁ%(ﬁr;@) = 0 ist, ergibt sich leicht, daB das

ldeal I unter ¢ auf O abgebildet wird. Somit induziert ¢ auch

8 lelation [L,e] = signf{e)-[L,1]. Ist @ ; W —=T, ein
i L2C_TL1, 80 induziert die Zuordnung
ﬁﬁﬁL Li} offenbar einen mit den Relationen
2 eine natiirliche Transformation

k3 L8V,
§ Ay — (5 50).

) % \ # i
morphilsmus Qﬁ(?rE,LO)-——wC’Z(ﬂ',E,Li} und damit

¢inen Homomorphismus

A”(?,i,} : A‘*(%,Lg‘}—"q*(m,Ll). Es ist klar, dap N s
g°%m,1) € JTu* (8,;0) wna gi'(r,1) ¢ T Y

ist, da ch(z)([i’;] - {"f__}} im Fall (v,B) e 0((T,L) eine Potenz-
reihe in PONTRJAGIN-Klassen und im Fall (V,F)e C(r,L) eine
ungerade Potenzreihe in CHERN-VFlassen ist.

Es ist klar, das A" ein i-kontra-, 2-kovarianter Funktor ist.

3

Man hat fermer eine Augmentatioy °
‘. A#{”T,L)——»Z’, E{V,ﬁ} ={51gn(/5) fiir (V,P)e 0{1(7,11),

0 fir (v,p) € OU(m, L), -
deren Xern wir mit X*(’IT,L) bezeichnen. Da £ mit den Morphis-
men 4™ (1) vertrdglich ist, ist auch X" ein Funktor, Schlief-
lich definieren wir

A*(mL) = A%,y 1,

Sel nun X eine kompakte orientierte zusammenhiangende Ccf-Man-
nigfaltigkeit ohme Rand und 7 ein lokales Foeffizientensystem
auf X mit reguldrer Paarumg < , > : rxr—»é wie in § 3. Dann
hat man einen Homomorphismus X : m(x,#)—@—Aut(V,(S), wobei
Vo= TT(%), B=< , D1 V<V, M= T (X,%) istt d.h. es.i?t.

(V,[&) € OL*(’n",L). Sei ferner”f : X—=B ilne klassifizierende
Abbildung der uaniversellen Uberlagerung X—=X. Nach Satz II1.4.1

wobei I das von allen Bildern
A*(y,idL)(X*(ﬁ,L)) mit @ : W=7 surjextiv, #77< oo

A% .
erzeugte Jdeal ist. Offenbar ist A (7T,L)3 Z fiir jede endliche

gilt somit:
Gruppe 7,

T(;T) = £°6(v,B] L(X)[X],.
wobei der Zusammenhang zwischen (7,<, > und (V,F) durch
(<, » = ixw,(v,[!)) gegeben ist.

SchlieBlich -definieren wir eine natiirliche Transformation

A

§ : A(m,L)—rV(B_;0)
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§ 6. Folgerungen aus der Signaturformel

Aus der Signaturformel lassen sich wichtige Folgerungen
iber die Beziehungen zwischen den Signaturen der Faser,
Basis und des Totalraumes eines Faserhﬁndels;ﬁ =
ziehen.

der
(E,X,p,F,G)
Dabei ist Gé;Aut+(F) eine Untergruppe der Gruppe aller
eine vorgegebene Orientierung & invariant lassenden
phismen von F;

HomGomor-
X,F sind kompakte orientierte Mannigfaltighkei-
und X sei zusammenhidngend und differenzierbar.

die Zusammenhangskomponente des Einselementes
Es gilt nun

6.1. Sei(ﬁ ein Faserbiingel wie oben. Ferner sei

das lokale Koeffizientensystem | = mfF;E! (dim?:?n)
hestimmenden Homomorphismus X : ﬁ;(X,%}~«»G/GQ—*wAut(Hm(F,E),

ten ohne Rand
Ferner sei GO

von G.

Satz 1.
das Bild des

<+ .¢ >} eine endliche Gruppe. Dann ist T(E) = (X)) =(F).
Bewegis: Da ﬁp{sa;Q = 0 ist fiir jede endliche Gruppe & .

verschwinden wegen unserer Voraussetzung die positiv-dimensiona-
len Xomponenten von §[B™(F;2),< v w>],
mensliconale Term gleich T(F) ist. Daraus folgt T(E) = T
7P LX) X] = {F) T(X). ‘

widhrend der nulldi-
(x;7)

Die Voraussetzungen des letzten Satzes sind zum Beispiel in
den folgenden FEllien erfiillt:

a) 7E(X,x) ist endlich,

b) G ist kompakt, Go offen (etwa G kompakte Liegruppe cder
wegzusammenhéngend)
e} € v,y ist auf HU(F,Z) definit.

Wir wollen zeigen,
g =

dafB auch im Fall rangﬂm

Aut(H™(F,2) < v, w>) gilt: He”(B ,0) =

brauchen wir nur die beiden Fidlle zu betrachten.
1) (v -
2) <-u-

F‘Z)=2fiir
Wegen c)

;W) ist symmetrisch und indefinit,

.0J> ist antisymmetrisch.

Ferner darf man annehmen, daB Hm(F,Z) torsionsfrei, also = Z@® %
ist. Sei e,,e, eine Basis von Hm(F,Z).

Fall 1): Sei (<e Ve, , W) = Ag) =3, A,B,Ce 7, Ac-BZ< 0.

Dann besteht G aus allen T = (23) mit a,b,c,d€ Z, ad-be =11
und T¥ST = S. Da mit g = (© 5) gilt : TIT® = det(T)-J fur alle

zweireihigen Matrizen T, kann man die Gleichung TtST

S
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>

C\fa b) -
- ¢ a
pie T€ G mit det T
“e Gruppe. Somit hat man eine exakte Sequenz

B

A (ad—bc)(

AR5

{ pilden bekannilich eine zu z2xz iso-

mory

0_._»@—@?}‘—’(}‘_‘“’1 3

% der G eine endliche Gruppe ist. Aus der BOCMSCHI‘DPSERRE»
SR Rl (XY (@‘;a)):::-ﬁu*(s §) und Af(Z;9)

%pektralseguenz Ez
folgt mtihelos HYG;0) = 0, H MG Q, also wegen I (Bgi®) =

’Qﬁﬁ;Q) die Behauptung.

0 tir pet

\Fall 2): Jetzt ist G = sp(2;8) = SL{2;%). Wir beweisen nun

' 4 fiir p = 0

(=) aP(sL(2;2);28)=< 0 fir p = 1(2),p>0 |-
29 fiir p = 0(2),p>0

kannt-
Hierzu betrachten wir die Vommentatorgruppe €' von G. Be

G=<abla—h3a-1>m1ta-—(10), =2 ).

ch ist
i (1 2) auf eine

/G = Z,,, wobei ba~
t wird. Mittels der Methode von
dag G’ eine freie Gruppe

Hieraus folgt leicht

Erzeugende € von Z,, abgebilde e
SCHREIER (vgi. [11]) zeigt man leicht,
vom Rang 2 mit den Erzeugenden

2 -1
= { -1
';2) = 0 fur p>
Z @ F. Seien c”

= fa 1= (17D

2 sowie Ho(agz) = Z,
d" Erzeugende ven

= [a,b] = aba™'p”’ p) wnd d
jst: Daher ist PG
whed = pom(§',2) =
n}@';2) mit

c*le) = a¥(a) a*(e) = o

) o=

1,0,
pie Gruppe & operiert auf H {(G';2) durch

e G.
(ex™)(x) = x*(g7lx g) fur x fen'(G?), xe6 , B€6
Man erhdlt: ]
ac® = -cf, be¥ = @,
#
ad* - wd* bd§ = —C%md 4

Lems Cort-
T’ ivi g H operiert:
ufid somit, da ¢ trivial auf H (G :2) op

go¥ = ~af, @a® = oc¥sd”
aus der HUCHSCHILB—SERRE—Spektralsequenz
; .
*E’ iz
ER* = u(z,,; BME 7)) =200 (5 )
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erhidlt man wegen HYE' i ———
(G'3Z) = 0 fiir q» 2 exakts Seguenzen:
Teil IIT

o

L p-2,1 e
Koker(dz 1y w P

=3>'~*Mker(§§'z’3> ———g.

Xun hat aber die 1o
recuz e ¥ . N . i .
Guzierte Kcohomologie einer endlichen zykli- F}aehenbundel und lokale Koeffizientensysteme

schen G ie i
ruppe die Periode 2. Daher ist mit N = 5& &t

iiber Flidchen

TRy

fe diesem letvzten Tell untersuchen wir eingehender Fldchen-

#ndel und lokale waeffizientensysieme Uber kompakien orien-

tipvien Flachen.

§ 7. Flhchenbiindel Uber fidchen

£

Sei X.eine kompakie orientierte Fliche mit Rand a¥ und

- <2 pann ist bekanntlich die yniverselle Uberlagerung

§~van X zusammenzishbar und daher X ein xlassifizierender

p2 0 Raun fiir 75’(}(,*). Ferper sei
2 v
~ r -
%) ﬁjx,*)==<a1,...,ag,bl,u..,bgyci,...,crl ILLai’bi] i&cj = 1> |
wobei g, v 20, [a,b] = aba_ib_1 der Kommutator von a und b ist

den r Randkomponenten von aY¥ entsprechen. Sei wel-

und die ¢
1~Sphédren 51 51
=P [

ter Si(n) die Einpunktvereinigung voen n

wid die Abbildung 1 : ¢! _ss?(2g+r) représentiere den Weg

Satz Ii. &.2: o4 X -
Satz 11. 6.2: Sei B ein Faserbindel wie oben. Fe

. Fe ¢ r .
;g;[ai,bi]gzlcj in (S (2g+7v), %) = <a1,...,ag,bi,...,bg,ci,.

SaeLy

diz F = 2m ¢ m s
2m und g H (F,®)< 2. Dann ist T{(E} = 7(¥X). =

= SEsX B, F 3} ein Flic TSN s
»Po ¥, i) ein Fldchenbtindel pann ist X = C,, wobei C, der Abbildungskegel von i ist. Sei

X vad ist & die Gruppe der bi;n‘ hei einer . . . i
dungen von ¥, so ist bekanntlich ¢¥G€:;;" fnj¢iﬁm?i§%en weiter G eine topologische Gruppe vnd GO die VWegzusammenhangs-
131). Hieraus wnd aus den letzten bai ,’ ngg giF =2 komponente des Einselementes vonm G. Zu jedenm G-Prinzipalbiindel
ieten belden SHtzen folgt %= (p,X,p,G6,6) tber X genort dann eine bis auf Homotopie ein-

: X-MDEG und damit auch

semit T(E) = T(X)HF) = 0.
deutig bestimmte stetige Abbildung ¥

¢in llomomorphismus

e W,(X,*)—»'n;(BG,f{%)) = Fle) =

&/
£ G-

offensichtlich ist £ durch;§ his auf einen inneren Automor-
G/Go eindeutig bestimmt. Sei umgekebrt

phismus von
wir behaupten, daf es

g : 7Q(X,#)—4»G/GO ein Homomorphismus.
eine stetige Abbildung T : X -@mBG gibt mit . =¢ -

Beweis: Sei J @ Si(2g+r)——w»ci o X die kenonische Abbildung.

i B G /q
(s (2grr), *)— /Gy
Es gibt offensichtlic

Pann ist €2Jx sin Homemorphismus mit
ge gt Gd) = 1
g : Si(2ger) ——=Bg, 50 488 Ly =40k
g oi zu einer sietigen Abbildung 5£~—meG exr-

tetige Abbildung

h eine stetige Abbildung
isi. Da guoi ) = &

ist, 188t sich

weitern. Diese Erweliterung 1iefert auch eine s




f : €, —=Bg;, fir die £, = ¢ ist.

¥ir wenden dies auf den Fall ¢ = Diff+(F) an, wobei F eine
kompakte orientierte FlHohe vom Geschlecht h ohne Rand und
Difr (F) die Gruppe der erientierungserhaltenden Diffeomor-
phismen mit der ¢~ -Topologie ist. Hierfir hat NIELSEN in L17]
gezeligt, dap

8 /g oF Aut’(mr (F %)) /Inn(m (F,=)) = ar(mlr,)) = T

ist, wobei Aut”’ { {F,%)} die Gruppe derjenigen Automorphismen
von 75(?,&) ist, dze ein kanonisches positiv orisntiertes
Schnittsystenm ”1,,.,v§h,§1,...,§h wieder in ein solches iiber-

fihran. ?? heifft gie TEICHMULLER-Gruppe zum Geschiecht k. Zu

jeden Hamomerphlsmus g:Tg(X,#)——4~7; existiert somit ein Prin-
zipalbindel ﬁ = (P,X,p,G,G
Flachenbindel £ =

bildung f

) und damit auch ein assoziiertes

(?XGF,X,E,FVG),dessen klassifizierende Ab-
X-—ﬂmBG =& erfijiilt. Weiter induziert jeder
Automorphismus ¢ €Aut (W'(F %)) auch einen Automorphismus &
von B, (F;2) = 7, (F, *)/[7;— (Fo%), 7 (F,%)],
¢ : H (F E)XH (F;i
xorphxs-en von ?:{F,#) offensichtlich trivial auf HE{F;Z) ope~
rieren,

der die Schnittform
Z)~—=F invariant 14B8t. Da die inneren Auto-

erhdlt man somit einen Homomorphismus

& T = O (m (F %) ——Aut (8, (F;2) o) S

der nach [11], See. 3.7 surjektiv ist. Es ist Sp,, & Sp(2h;2),
wobei Sp(2h;Z) die {eigentliche) unimodulare symplektische
Gruppe ist. Der Kern Nh dieses Homomorphismus besteht offenbar

aus allen duBeren "Automorphismen", die trivial auf der Homo-

icgie von F eoperieren.

Ist ﬁ =

turgruppe G

(E,X, p F,G) ein Fléchenbiindel mit beliebiger Struk-
QAut (F\ ES

Hembomorpghismen von F,

Gruppe der orientierungserhaltenden
s0 hat man nach [18] einen kontravari-
anten Funktor 1P(X}—~§nﬂtp von dem Ffundamentalgruppoid von X

in die Homotopiekategorie, wobei Xq-q>p_1(x) [ — ist.

[

Daher hat man auch einen Antihomomorphismus Y : ’T(X *)—mwAut F)

wobei nugﬂz(F; die Gruppe der orientierungserhaltenden Homoto—

pleaqulvalenzen ven F ist. Wir zeigen nun, daB Auﬁit(F)_.r

ist. Hierzu beweisen wir allgemeiner:

7.4 diskrete Gruppen und P(Y,Gz}

Seien 61,62

- 5
}-Qm(' (12’_«ZLBG1ng 1

w2

(B, ,G,) = GoJ/ .
wobed G, von rechts auf Hom\Gi,Gg) dureh ¥g, = g5 ¢l-)g, Tir

;gg @ ﬁzoperiert.

Beweis: Nach Definition von B geniigt es, die erste Gie;ehung
I 5 i ine Aguivalenz-
21 beweisen. Ist P& Eam(fl,uz) 50 sel Ly) se 3

13(,3{ (}2]9

9;/62. Wwir definieren 7w} = [EG
- Man

durch g« gy = y(gi}gg aperiert.
G2 ein GQ—Prinzipalbundel iiber

klasse in Lom\ul,
wobei 61 von links auf G,
rechnet leicht nach, daB Eg Gl sipsibinael dhe
BG ist, dessen Isomorphleklasse gurch [¥] eindeutig

is%- Dies liefert eine Abbildung

T Hom{(} ,Gg )/G —WP(BG ,Gz)-

B B
Sei umgekehrt P -——w—BG1 ein G2—Pr1n21palbunde1 und f: Gi—:> Go
o]
eine klassifizierende Abbildung fir P sowie f : ’?(B y 3 )
VQ(BG f(%)) der induzierte Homomorphismus. Wegen E(BG *jg;?i
i s
erhdlt man einen Homomorphismus & : der durch [P 1t
i i . timmt ist.
auf einen inneren Auwtomorphismus von 62 eindeutig bestim
[3ﬂ und erhalten eine Abbildung

Gi—""Ggq

Wir setzenT|[P]:=
. P(BG1’G2) »}lom(ﬁl,ﬁg)/(}g'

Es ist leicht 2zu sehen, daf Tj%:zueinander invers sind.

2
so ist [82,52};-’;‘1"&(5 Y z,zso daf
Dagegen ist F im Fall F gk STein klassifi-
T, so dah aus Lemma 7.1 folgt:

2
Ist nun F g S™,

%Utﬂtés ) = 1 ist.

zierender Raum fiir TT(F *) =:
AutﬂtéF)G {B.,r,Bw_j = Hom (7,7} /o1,

wobei die Homotopiedquivalenzen offenbar der Untergrupfe ‘

Aut () 1 = Aut{W)/Inn(T) entsprechen. Lbenso folgt Autﬂtp(E)g

Aut¥ (@) /Inn(mr)

Es ist leicht zu sehen,

) T
Y ’T(X * —*-AuﬁitéF) und der Homomorphismus §: ’T(X et h,h
= {P x F X,p,F,G) gehdren, dure

daB der Antihomomorphismus

die zu einem Flichenbiindel X
3 =1V(-)-1 miteinander verknipft s
dafi die

Wir hattenm in § 3% gesehen,
¥ induziert.

Homomorphismus T: S%(BSp(ghsz)) -

1nﬁ

signatur T{(X,77) einen
Der Epimorphis-



gy T S;"b ¥ Spi{2h, Z} induzisr: nach Ler
ze Abbildung He B?—. R ere

- g - 5( n Homoto

. i o1 deren Hemoto

gt sti i i
eutig bestimmt ist. o wi ederum induziert

estimmte Homomoyrphismen

;1 (B,.) : Q (B»—g)—% <.
Lot PR { 2 B
n ) n iy ( :ﬁ?“,) nZz 0.

ir interessieren uns fiur dig Fdlle n = 1.2
, 2.

Lesma I11. 7.2: Fir Jede diskrete Gruppe G

S%iBg) = B, (8,,8) = 8/
T
X

Bewnels: Sei is] ini
=3 disjunkte Yereinigung von r 1-8phiren

‘i
2 1b ., o1
ipaibindel iber X, iei i= P;:. . Da Si ein

und ¥ oY gin -0
Blassifizierender Raum fir ’?‘ (S‘ il= g ist, e’*den die P
dureh Kangugxeraer‘kzassep ‘LA j A € G kilassifiziert. wir defi—
nigren @\h P) = ;‘, al- {c G7 und erhalten eine Abbildung

i=q
$: Bie)—=%[6,6],
wobei -@(u) die Menge der Isomorphieklassen von G-Prinzipal-
biindein Uber i-dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeiten ist
Sei nun (X,P)z 3{(Y,qQ) := (3Y,Qi9P) bordant. 0.B.4.4. diirfen .
f.’lr annehmen, dafl Y eine zusammenhdngende orientierte Fldche
igt. Es ist dann
‘v
TAY ) <al,...,ag,bl,... bg,c ., HT[_al,b 1 1-Tc >,
wobei die ¢y den Randkomponenten S ={,...,r von aY"'X ent~
sprechen. Sei X "rr (Y,#) -6 ein zu Q gehdrender Homomorphis-
mus. Dann ist ofien51ehtllch [ X (e, ,]

]

LAJ-]; =1l,...,r sowie
i r

7(T.Ttalgb 1T e) = [Ke,) = T 4. moa {6,061

is six d jea d PR ”

also L}S(X,P) = 0. Daher induziert izg einen Homomorphismus

@: _521(3(})—«.- G/[G,G}.

Umgekehrt definieren wir

¥ 661 ——2,(s,)

dureh PA-[6,6]) := [s! p ] i 1
WA ]) {s™,r, ], wovei P,—=S" das dem Homomor-

phisamus Z o = 77 (S 1) o G mit 1w A Zugeordnete G—Fr11121pa1—
bunde ist, Ks is teicht zu sehen, dap W ein Homomor hismus
1 t i : p i
-~ +

sud invers zu <}f7 ist. Man beact i
g van beachte hierzu, dag QI(BG) eine

avelsche uruppe ist.

Aus denm Hewelis folgi nooh:

‘i&t Gi-ms»f‘z ein Homomorphlismus von dlskreten Gruppen, so

,’Qi Byl -

o y e 2 (B}
i(ﬁi}z/ Gy
o P
¢ | ]

- ¥ Fi )
i/’/i{ji?{}i—lwg(sigi'xz}

mit y(giiei,ui}} =¥ 2,)(6,,6,) xommutativ, d.h. die Funktoren
2 {8_) und /r j von der Kategorie der diskreten Gruppen
in die Kategorie der abelschen Gruppen sind dquivalent. Wegen

- 5 i g H = }
T {By,*)= G ist schlieBiich auch H,(B;38) = S2,(B;).

Weiter haben wir
Sei § : Gi-—&—(}z ein surjektiver Homomorphis-

Dann gibt eseinen kanonischen Iso-

mus von diskreten Gruppen.
morphismus

Koker(_{&z(Bg ) :522(]3(}1)-——522(362))%‘ (Kergn[(}l ,Gl])/[Ker ¢ ,Gl].

Beweis: Der Beweis verlduft in drei Schritten:
4. Schritt: Konstruktion eines Homomorphismus
P : (Bg, ) —=(Kergn(a,,6,])/[¥erg,6,].
2. Schritt: Nachweis der Surjektivitdi von é
5, Schritt: Nachweis von Ker ¢ = Im SZQ{Bg,).

1. Schritt: Sei [X,P]é QZ(BGz)" % kompakte orientierte Fld-
che ohne Rand, P —=X ein G2-I’rinzipalbﬁndel iiber P. Seien
i=1,...,r die Komponenten von X und Pi = P!Xi die Einschrin-
Weiter seien xi: ’ﬂ’l(xi,ﬁ-)—v-(}g klassifi-
wobei die Xi durch P,
eindeutig bestimmi sind.

X5,
kungen von P auf Xi'
zierende Homomorphismen der Biindel Pi’
bis auf innere Automorphismen von G2

Ferner sei g; das Geschlecht von Xi

mixy ) =<alt) w{ [ get, gy ma( D,p{07 -
(1) (i)éG mit g(A(i)) X (a( )) g(B(i)) X (b(l))

(1)] € Kergﬁ[ﬁip 1] so daf wir

Seien A

pDann ist offenbar W[A(

definieren konnen:

- i . . _
@[x Pl : TT1 T|’1 ‘LAgl), Bgl)] - [Kerg, G, 1.
J:



- 36 -

¥éhit man statt A(i),
X (w1 ¢

hierhe1 nicht adndert.

Bgl) andere 'rbilder der X.\a(l))
7)., s0 zeigt eine leichtie Rechnung, dal sich %5[X Pl
Da G
operiert, andert sich éLX Pl auen nieht, wenn man X, durech
T4 X {-) T @it T, Ist schiieBlich 921}1 ﬁ{§>
J

ein an
deres posltzv orientiertes kanonisches Erzeugendensystem

2 ersetzt.

ﬁﬁn (X, , >}, so gibt es nach [ 11}, Sec. 3.7. Theorem N 10
KIELSEN-Transformationen ‘
X, W, {x W.{x
j PR SR Yyr—=Wilag v ), d=1.0 e,
so d4al
(i} {1 (i) {1} i
PR = W {a\ plthy atil L w oy (iy {1 )
; 83 = W (et pr
end J 3Tk k 3 B 'bk )
HEL T E N W )]
i sy Wy 1= TT =y,
3 J J
in der freien G = i
Tuppe <x.,yj gj_l,...,gﬁ-lst. Setzt man dann
el 2w (alt) 5Dy ) L (1) 0
3 PRI MO MM A N ’yﬁél))v
s¢ igi offenbar
w61 i i
Xttty 2oxgw el (1) , i) i
(ed 3Gt i)y = w0 (el (01

wigat), g st

#

=§(W3(A£i>,i}}(‘_i)))

g{c(i})

i} {
und ebenso K. (é( } o= §(B;j }. Fermer ist

~ 1
Treld) i)y o e (1) plidy
ity pyt Y e JT0al\Y7, slE/
FEE JL 3 i

§$‘ .
Hieraus folgt oifenbar die Unabhdngigkeit von von der

e ¢ix,r]
abhl der xanonischen Erzeugendensysteme der 7 (X, )
g e Ty Ry WS

{ 3

= 0 izt fir (¥ ¥} =
{X,P) = {K'?P?}m::}
B} o= D(Y,Q),

ging kompakte orien-

Sehkliefiliceh ist zu Zeigen,

dai (i\: i
by

iles ist offenbar Hguivalen

sei also (¥,

s R KT, P = iR, PYom 9lxs

ke

Lol
tierie U ~Mannigfaliighied .00
i giiﬁi.&aﬁzf 1gd. Dan 28 zine MORSE~Funk-
D o 1 i £
0% e {0,0] mie 27900 = %, 7Ry = on
{003] mit £7940) = X, £77(13 = %° und andlich

slen kritischen nichtentarteten Punkten B

= 0<l{p, i<

Sei £{
£(p,

PEREEES &Y mit

ES
und Index A

PR

\?aprkj =t
Y ot < fip.

1 "1
(ti) fir 90< i< r.

-1 +ii§ SRR

trivial auf \Rarfn;GI,G })/‘Kerf G ]

gffenbar ist a{¥ng?} = {X.

Qi‘?i, Pi = P Xi'
angshwen, 488 §

aEy 3. ...r. ¥an derf dahevr

%x‘iﬂsehan Punkt ¢ mit index A hei. Da p
Punbkt von i-f mit Index 3-2 lgi, dard man
Sinsnmen. Bekapnilieh entsteht danm ¥ sus X x{0,1]
® Eix ;%"% sy sine Tubenvmgesbung T =

! 4

webel ©: 8 Teee X 2i

aunch

aneh nochk 0= A £ 4

dureh Anbef-

Len eines HepkelkiUrper
S

von Im @ ng durch ¥ bisz
Abbildang ist, die wir zudesn

suf Homotopie sindeuiig besiimmls
L= injoktiv vorausssizen dirfen. X' enis tehi
. 5 Z-A

sus X durch Surgery:

Ko T oy P xS )

- 22 A L2 . st s
wobei T mit g?k g% A2 pPx < 2 jgentifisziert wurde. Wir un-
tersocheiden nun die Fille " A = 0" und *"Hv= 1". Da G, auvi

§er§(afal,8 j/lxerg,6 } trivial coperiert, ist die Wahl der Ba-
sigpunkie der im rclﬁﬁaueﬂ auftreienden Fundamentalgruppen un-
so aaB wir statt ﬂ}gkgﬁ) u.s.W. dj\X) schreiben.

wesentliich,
g% und daher X' XuS° mit XnS® =@ .

fx= 01 foenbaz ist 7
Wegen @Tl(: Y& 1 ist Q18° trivial und damit F{x,p] glxe,z 1.
"oxe 1% Sei T = D2uD Tupenumgebung von Imy in X und i ey,

Fiir die EULER-Charakteristiken von

1': X'g Y die Inklaslonen.

% und X°
Xx) =X
Wir unterscheiden

a) w{8), (1)

gilt:

X) + (1) (1+(~1)") = X(x) -2, (n=dim X = 2).

nun die Fdlle

liegen in einer 7usammenhangskomponente von X,

b} wi(g), ¥(1) liegen in verschiedenen Zusammenhangskompo-
nenten von X.
fg ) In diesem Fall ist offenbar #?HB(X) 4#WB(X‘). Sei X
0.B.d.A. zusammenhéngend. Dann ist g(X') = g(X)+1 =: ge+l. Mit-

tels des Satzes von VAN KAMPEN rechnet man leicht nach, dafl es
positiv orientierte kanonische Basen

von W}(X),

BlaceaBh, g bi,...,bé+1 von ?Q(X‘)

a b

S gr Bgreeea®

g1 e

sowie ein Erzeugendensystem

"
a;,...,aé+1, bl""’b§+1 von TG(Y)
gibt mit
iglay) = af, i*(bi) = by, i=1,...,8.
i;(_(ai) = al, i#(bi) = by . i=1,...,g+1,




- BE e

2% die definierenden Reiationen

£ g+1 z
=1, Hlal,p', %z, 7v¢ o
AR i 3 s iy und at =
= = g+

i 8y {,p,,.iegg}’ bl“”"kggﬁ d?:,
soWie »in Erzougendensysten
a5,....8% . ¢t . ..,e" | pr BY L an
it ge i ﬁg@ g7 "sﬂgﬁs gi's“*‘g
i & . - 18 3 Yy
o%( i) 2y Jioa:e-(ﬁi? = by (i=i, 8o) s
i c = of i
‘11¥'< 1) Ci 3 11%(‘:11) = dg 1 {igia wgilix
i'{a} = a7 i
w(af) =8y L 41 (1) = by, (1=t 8y)
i’fﬂ* - 8t 3 : 3
MO o o ii(d]) =4y, (i=1, g,)

und den definierenden Relationen

g g1
ia.,b.] = [ 1= 5o £
ﬁ L&y i< i, -ﬂ' é.ci:dij = 1, ﬂ[a;vbi} —{Tl[c{vd'i]
=1

iz .
! i=1 i=1 = i
undg g
o, . g
Misl,nn] = em. gl =
o o17id = M lefhap] = 1

Hieraus folgt ebenso wie unier "a}¥, daf
Blx.p] = Pux,,pix ] +Plx,,pix,] =Plxr,pr]

ist. i .
st. Hiermit ist bewiesen, da8 $ wohldefiniert ist. Es ist
klar, daB f ein Homomorphismus ist.

Dann-gibt zs yi,weGl {i=1,...

' ?i =§(yi)’ Ei =

- 3G -

2. Schritt: Sei ¥ = X-L-’Kerg,(}l}&(?(er?w

,g) mit ® =

i
g{zi). 0ffenbayr ist dann

Sei X eine Fldche vom Geschlecht g und P —=X sin Gg»?rinziu
fizierenden Homowmorphismus

palibiindel mit dem klassiy

Fd
= -
®o: ’;‘TﬂX,‘:z(az,...,ag; biw.,,;&gg i}ziiai,bij = 1> Gy,
wobei X{a,) = ¥, ;{‘(bi) = %"i, {i=1,...,2) ist. GTffenber ist

gann Plx,r] = .

%, Schritt: “m{_gzg(gg)) < Yv’ergg": sei [X,7] ESBZ(BGl) and
}(:'n'l(x)»—a-»(}1 ein klassifizierender Homomorphismus von 7.
Dann ist .QQ(B(;)([X,F]) = [x,r], wobvei geX ein klassifizie-
render Homomorphismus von P ist. Als Urbilder der ?(JX(ai),
go,’((bi) konnen wir A, =X(ai), B, =X(bi) wahlen. Dann ist
aber wegenTif[X(ai),X(bi)] = 1 offensichtlich $[X,P] = 0.

"Kerg‘i < Im(SZz(Bg,))": sei [X,Pl€ 522(BG2) mit QSLX,P] =0

zusammenhingend mit g := g(X). Seien

und sei X o0.B.d.A.
,&). Wegen

A;,B €6 mit g(Ai) =X(a,), S(Bi) = X(b,), (i=1,...
g ) ‘
iTIIEA;,Bi]G[KerE,GJ gibt es Cjé Kerg, DJe Gy, (j=1,...,h)
mit ig;[Ai’Bi].JE]_[CJ'DJ] = 1.

Seien X' bzw. X" Flichen vom Geschlecht g+h bzw. . h und sei

M (x') =<af,bf,e},d) [1=1,...,g,5=1,. .. b; .
[
T lag,py] TTLey,a5] =12,
i=1 J=1

h
") = noan =%,...,hb; n,an 1.
q.ri(x ) <ejodj IJ ® 9 'JT_Ij,[cJ’ J] = >

Ferner seien die Gg-Prinzipalbﬁndel P'==X' bzw. P"—=X" durch
die klassifizierenden Homomorphismen % bzw. X" wit

X' (a}) =e(a;), X(bv}) = ¢(By), Xey) = g(cy), xay) = ¢(p,)bzw.
X"(e) = ¢glcy), X"(ay) = g(py)

definiert. Sei (Xv X", Pv P") die disjunkte Summe. Nach dem

unter "a)" Bewiesenen ist dann



- B0 -

[vxr,pver] = [X,P] « [X7,p7] = [x1,p7]
suwie offensichtlien [X',p'lg 153{5225%)} d8 sich ¥ liber §

(B,}), dr i x' Uber G,
faktorisieren 14Bt., Es brauchti somiti nur noek [X*,p7 '

: 1= 0 ge~
zeigt zu werden. Da §{Cj) = 1 ist, folgl auvs dem untesr "b)°
Gezeigten leicht, das§ Y'.{",;m} = [ X" P™] 18t websi g{y™)
g{E¥"}=1 = h~1 ist vnd P¥ Guyrs : :
<ep,ay ) d=t, .. bm1y e

b den Homomorphiasmus ;{fr?:-ﬁ}(xm} -

o= }\:}—@»gfg

Turoeh In-

Bameykungen
ndere den
rfﬁ or bels ‘z w g %”f Npr
ab. Zei &2 eine endlich présentierie Gruppe, €.h. G, = F/B,
wobel F eine frels Gruppe von endlichem Rang und B :ﬂa @m‘_ﬁich

erzeugler Normalieiler vom F ist {d.h. R ist als Normalteiler
endlich erzeugt). Dann i 2 : 1 3
gtj. Dann ist auch (!ser’%n[(xi,ﬁ{j}/{%erg,

endlich erzeugt, genauer gilt sogar:

1 "
st G, m(a .,a,n§ R {"li"""gra\ai} . so wird jene Gruppe

von hachstens T Elementen erzeugi.
Beweis: Bekanntlieh {wvgl. [10]) ist H, (B By (rnlr,r])/n

Hat man eine zwe1te Darstellung 1——%}2-—-%1? ——--ve e ]V OD G
so 1458t sich das Diagramm ’

[T : QI - SIS S —
) [ 2
r i ¥ i ﬂ
1—=R —F -——hGg——»i
durch Homomorphismen r,f kommutativ erginzen. Jedes solche Paar

(r,f) induziert einen Isomorphismus
x ((RA[F,F/IR,F]—=(EA~[F,FI)/[R,F],

und man erhdlt aus dem kommutativen Diagramm mit den exakten
Zeilen

f

1 T\Kerg ‘\G \
IS Ve u/ i

2

such ein kommutatives Diagramum

(RalF,F))/IR.FI S
/z{er% ,\LGi,bI_) [Kerg Gl"'

Nun 1aBt sich ¥ sicher so widhlen, 4aB ﬁw«wﬁi surjektiv ist.

pann ist aber auch Pyund damii (f),;. surjektiv. Andererseits ist
-1

xiij(ai}x = 2

paher wird B/[R,F und somif erst recht pAlP,F}/[R,F] und da-

mit auch (Ker@n ‘ai,{zij/[)'(erg ?J von r Elementen erzeugt.

mod {R,F| fir alle x€F,jsi,...,7¥

i

Es ist bekannt, daS
5/2612 fiir h = 1'}
5p,/LSpy,Sp ] = { By furh = 2j
L O fir h = 3%
ist. Weiter hat MUMFORD in [16} gezeigt, dah
T/ [Fh,r;l]-:_; By mit d}10 fir h22 .
igt. Aus diesen beiden Ergebnissen folgt:
(N A [rh,r' ])/[Nh,r’ 1 ist Torsionsgruppe ég-}Nh/[Nh,r' 1 ist

Torsionsgruppe.

Beweis: Dies ergibt sich aus den exakten Sequenzen

1 =N /(N [T TR D) — T/ (70T —Sp,/[Spy,Spp ] —1

und
L= (N A [T T )/ DN T3 1= Ny /[ T =Ny (8 0 [T TR =1

§ 8. Der Kozykel T, und die Punktion & .

3
Es sei X = S N U D2 die dreifach gelochte 2-Sphidre und r

ein lokales Koefflﬁlentensystem iiber X mit Strukturgruppe
sp(2h;L) und Halm Ith, wobei L € R ein Unterring mit Cinsele-
ment ist. Wir wollen T(X;T7) explizii berechnen. Sei hierzu
'T(X #)@ <a,b,c abc = 17 , wobei a ,b,c den drei Randkurven
‘aD entsprechen und sei X : T {X,#) —=Sp{2h;L) mit X(a) =
(b) =f (X(e) =7 =[3_1 ) ein klassifizierender tlomomor-

]

phismus von T". wir setzen T, p) o= ~-T(x,7.




Zerschneidet man X ldngs einer Jordankurve, die zwei Punkte
N.S von ’aD§ verbindet, in zwei Stiicke X_,X+ derart, daB

2 T
CHHESS G ang € X_ ist, so 1@0t sich auf das Tripel (X,/), B

S
W
&

{x_, 7lx_), (x+,1“ix+) der Satz I. 3.2 anwenden. Wir wollen je-
doch T(X;T") direkt berechnen und betrachten hierzu folgende
Simplizialzerlegung von X:

¥ - Simplizes: A, sAg, B, By, 81’02* von ’ N &
‘ ) wir haben also sign{V, 4.% wobei ¢ Yo, 3
- i 3 . + T ik ix = J N s ‘
i Simplizes: 8585, }31;@2, C4sCy5s dis ,ﬁfﬁ; €4 s€,. T, die durch ({ai%b, . b oo fi. = \’az -2‘;2, dafinierte
2 - Simplizes: D17D2‘ E19E9yE3’ F}vngF';;) Bilinzarform isi, dis sich teicht als symmeirisch erweist. Aus
. 2 2 2 i Sad + i LET r Signa bung lidngs gan-
wit 3D = ~a,~a D5 = -b,-b 3D, = -0, = \ der Additivitdi der Sign
i - ) o ’ L \S i Yopykeleigenschatit
2 . zer Randkomponenten leite eig
(8] = D . +D + E. + F ( -
X 1*P2 3;§1 (£; ) § (0) T (@,B) + Tlefr) = T+ T
. v [ AN 1Y s I )
e fen Berendungareiationen: % der Fuskilon 4 sp{ghiL} » Sp{2h;L) —= & ab. HMan betrachte
ierf ohten 2-Sphire X ein lokales Fo-
ey ~9y=Apmhy, BB =-Bby=By-B, . Dcy=-Boy=C,y-C B3f=A,-B hierzu idher der vierfach geloehien 2-Sphire X ein 1o
da, 2TReThy 1 g=Ho=B,, gc, 25va"C s 178os i s <1 rim <aboo.dlabed = 1> ist
ad c,-B ad C,-B ad C C,~A | effizientensystem / . Da 77;{}; y#)m < a,b,c, N ,
= - = - N = C ~-A,, = - s : ef : A N ‘
l o : L ’ e % v . ist T durch drei Elemente X{a) =ot, X(») = /3 und (e} =7
; ‘ : : , N : £
aelz 81_02‘ BE2= B2—C2, ae3 ) Al—Cg, ael‘ B A2—02; die beliebig widhlbar sind, bestlmmt. Zerschneidet man X au

:

A ie fe i i ils i wei ifa geloc e
zwel erschiedene Weisen jeweli:s 1D 2wWe re ) g
i i i eir aD2 = - d el ew Iel ch e ht

2 y T s o-Sphéren, so erhdlt man durch Vergleich der Signaturen die
T i . . inition
JE,= b, o+ d, - a, aE2 = d3 - d2 + f, 6E3 =d, - d3 + a, Kozykeleigenschaft {0). Weiter leitet man aus der Definitio
. : » Q3 2 leicht folgende
= - = - - = - nd den Eigemschaften der Signatur
aFy= e, €; + by, JF, e ey f, 8}“3 = e, e; + 8y. von T, un g

Eigenschaften von ’l"h her:
Fiir die dem lokalen Foeffizientensystem T zugeordneten Isomor-

phismen T(§), &€ X(l) konnen wir annehmen:

T'(al) =1, r'(a2) =&, T'(bi) =1, r'(bz) =(3, T"(ci) =1, T (¢

P(di) =1, i=1,...,4, r(f) =1, r(el) =1, T-.(e2) =p—11
r‘(ez) =/3_11 F(e[*) =7.

Ein Element zeHl(X,BX;T') ist dann durch zwei Elemente a,bemzh
mit ("!-1)a + (B-1)b = 0 una

z(ai)

(1) efr= t==7p(p) = T(f7) = 7=,
{2) @E}{G{ai} = 0?

(3) T(Be) = T (o00),

(n} Th{a-19@-1> = =Ty lee,b) und

9)

(5) T, (gF L YRR = Tyl B

Sei welter

z(b,) = z(ci) =0, i=1,2, z(d,) = z(d,) = b, z(ds) =

z(d“) = -a,
z(e,) = z(e,) = -b, 2(33) = z(e,*) =7ra, z(f) = a+b

eindeutig bestimmt. Identifiziert man HI(X,2X;7) mit

vﬁl,p 1= {(a,b)e'ﬂzhx B2h' (oc-l-l)a + (fa‘—1) b = 0} ,




definierte Monomorphismus {a LC. di

1’ i*7i’
daB

gind himreihige Matri-

zen}. Dann ist leicht zu sehen,

(6) JT, (e, o) (Byn--- ) = Ty, o ) 3By
< It
= ?_:,_ifhi‘&"ﬁi)
gilt. Insbesondere ist ?% @ain stabiler ¥ozvkel, d.h. {2%! lieg

im Bild von
32(1im Sp{gh‘;L); 2

Es gilt nun

Sei X eine Wompakte orientierte Fliche mit

und 7' ein lokales Koeffizientensystem iber X
}_:
mit Strukturgruppe Sp{2h;L)},
. 3
e F e e : = i
Xk gSay by et i=t, g 55, e T

aip klassifigzierender Homomorphismus von ?ﬂ Xﬁa

X(e) = B, e, =
i i 3

w, der k-te Fakter in TILa Bl] ‘T 1

:’(
}3. Sei weiter u& das Produkt der ersten

% Fakioren und

¥ = i,...,4g+r, u% = 1. §
Dann ist é
! bger o~ %
TR = - S T (B @) I
Ist X =g, also r = 0 und setzt man m”ﬁ14 = %, so ist
g g-1 i-1
T(X3T) = 200 (3, By) - 2 T U TT 2ey, 3
i=1 i=2 j=1
Beweis: Wir zerlegen X durch 3g+r-1 Jordankurven, wie in

der Skizze fiir g = 3, r = 3 dargestellt,

gelochie 2-Sphédren und eine Scheibe:

in 2g+r-1 dreifach

s e

[ 3 ' — 1
Sei T'i = T"Xi’

Eine leichte Rechnung zeigt,

Homomorphismen

[EN [N

w1

w
N b

? ¢

2 2 1 i 1 2

T'; :T’ix;} 7'5 = T"!xj, i=1,...,g, j=1,...,0=1.
daf zu I} ﬂ{,f} kiassifizierende

7

X : (K], #)e <el,aid—=spi2n;l), Xilef) =77, Xildf) =
Xy oKy, ) <ey,dr>—=splen;i), Xiler) = y.Xjld)) =

Xyt Wl(XJ,f)g <oy,

gehbren mit

-
T ! o= 1T
T T LUHL% Bele 8 =T B
i= 1;" rg
- -1 L -1
i= (JI; ka‘ﬁkl) ' Si y 1%
~ g ]J—l g ) )
s = oL S .= B Jo= i,...,T.
7 ‘j;ri [ i 1?1?1 i =75 : ’
Falls r = O ist, hat man in diesen Porseln einfach r = 1, Ch
Y. = 1 zu setzen. Aus der additivitdt von F{X;77) folgt nun:
g r;j
. - Tt Ty fyr 7y T oaely T
T(5T) = S AT(RGTY) 2 w(XTY)) e 20 wlX T
= L&)

[}

~. e { 'J\ih ’: ~., (’iv =
Ty —splensi), X () = Fy.E)

&

2 0)

G

1
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: . LS L towed s Ma oot daf i oYs] ¢ Sei « {72
Mittels der Eigenschaften (0) - (5) von T} sowie TTLdk,(d’k]' T r Deweis: wan Zeip rt, daf die rechte ».ell‘g von (¥} nur
B . . k=1 j=1Y von |z abhidng?t sinen Homomorphismus HT (X2} —= &

148t sich dies umformen Zzu: y
. . e tiefert. WNun isi = Hom{7,%), und man rechnet leicht
Xy = - é (Th(di,ﬁi&i 23 )+ Th([“i,/ﬂi}; Tk k’,ﬁk”} nach, dafi das « ~ Produkt durech
k=i+1

2
1r g j=1
) j§1 Th(kg;{wk’ﬁk] 1711 LESELS

Nun beweist man aber durch vollstdndige Induktion iber s mittels (

s i1 S s

T [ T s _ (¢ f und a¥ v s 18t einerseiis
2 I €480 =, Tole . TT 63-), mit &, = 1, § €5p(2h,1) und @ By # FREFSERS
i=1 =i i=1 j=1
-1 -1 o~ (et P / .
Yegen T‘h{o.{;;@{}-; R y o= \L,n(‘;@ ,f&,,/%] 1): —’Eh([ﬂ\’-”fﬁ] 3) folgt hieraus a
i H i un
mit r = O die zweite Benauptung des Satzes. Zum Bewels der ersten
Behaupiung des Satzes fassen wir auf ihrer rechten Seite je vier ty z{b..,b —1}‘/ = 1
10

Slieder zusammen.Es bleidbi dann zu zeigen:

oy w31t . !i'lrd diersus folgi die Bebauptung. Der Vergieich der obigen Formel
ey 34T 2 H . .
h\k;f Wk 1) [h\kglh k’/sk}al‘/zl) mii der Formel ven Satz II1. 8.1 liefert nun
i-1 i~-1 # -
e -1 -1 -1 TRT) = - <X 1T ], o>
+ ¢ { § RS EQB'C{ ) + T, (T{[O( L] -_}D( O [N ) ? : STh? X s
hi iy k /Gk it 1 hhy o1 k Pk 1ﬁ1 i /31 wobed
i-1. ® o2 IS 2 N
=T 1,7 (o -1 g -y X7 o (splen;L) By —=E(7T (X, %))
h(}zl.l[“kv/ekjal.a‘isﬂi]) "‘T;L\ i)@io‘i ’/31 ;e N /s 1 * i

induzierte Homomorphismus

der durch X: ‘?T‘i(}«11fﬁf}-~—>‘»5;3(2h;§.f
9 N
- in diesem Fall T{X;T} = O

J
ist. Dies gilt auch fir X & 57, d

Dies folgt aber chne Miihe aus (0) - (5). 3
und ‘Trl(x,-xn)g 4 ist. Der Vergleich mii der Signaturformel sr-—

gibt daher:

Nun ist fir g{X) = gm1 : B HA(X;2) = 82(B_;2) mit m= 7 (X %)
da X klassifizierender Raum fiir 771@‘.“*) ist..Jede Kohomologie-
kxlasse hEHg(X;Z) 148t sich durch einen Kozykel z : TrxT

mit

Hr : 5
%’{_Th] = 4 C}iTﬁ}s

z

2{x,1) = z{1,x) = 0 fir alle xern-l(x,*) wobel das T~ zugeordunete komplexe Vekiorbiindel ist, dessen

und komplexe Struktur J durch nge ,Jé» ist positiv definit" gege-

-1 -1 .
z(a;,2; ) = Z<bi'bi } =0, ist,....8 bhen ist. Es ist alsoc stets T(X;T) = 0O =mog 4.

représentieren, wobel ai,bi,zzt, ..,g ein positiv orientiertes Wir hatten in II § 6 gesehen, daB H {sp{2:8);%) = TEY:E)

vanonisches Schnitisysiem ist. Ist 2z ein solcher ¥ozykel und o~ 512 ist. Daher gibt es eine Funktion ¥: BL{2;F) > § mil
é¢ = T,, d.n.

elot) _39{@%/3) ;.fp(/@) ="}’."1(o£,/3} fir alle %?I/GESL(%%):

4. die Orientierungsklasse von ¥ und ist W, baw. W5 das Pro-
o
£
T Lay,by
b=1

i Fakxtorsn baw. der }

¢ ist offenbar durceh diese (leichung bis auf sinen Homomorphis-

mus SL{2;%)— § sindeutig bestimmi. D2 abesr Fom{SL{2;¥)},9im

Ham(§§iag§§) = O ist. isi @ sogar sindeutig bestimmt. Aus den

Eigenschaften {t} - {5} ergeben sish ohne Mihe die folgendsn

i 1

e

(#) Lzl = 3 oz(F,_ ) - (ani,ai—% + z2{b, 0.7
] i Eigenschaften von ¥
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(2%) @™ty = (3%) (e t) =wle).

wir wollen nun eine expliziie
DEDEYVIND=-Summen herleiten. Von C.
{17%*] wurde die Funktion ¥ :

(1) ®l1) = o, —p(x)

Formel fur @ mii Hilfe von
MEYER [ 12] und H.BADEMACHER

5L(2,2)— § untersucht mit

- 5%-‘1 ~ 12signic)s(a,c)- 3sign{cl{as+d)) fur e # O,
wia by
\e é} h J

\‘, % fir ¢ = 0.

Zierin ist sia,c) die DEDEVIND-Summe:

T
s{a,c) = P
¥ mod ¢

{xl- % Plir x €RNE, ({x)} = ¢ fiir x€§& ist.

(BEN(En,

'y

wopei {ix}) = X -

7 hat die folgenden Bigensghaften:

O Wlrerly = wiyez fur o, € SL(2:7),
z} ":i,f(-a:s = YW,
3y YWty = Y ) und
; N b R X ; H : *® ar
&} o¢ ist nicht ellipiisch, d.h. la+dl 2 2==2Ylat") = xYPlx).

ferner erfillt Y die "Kozykelbedimgung” {vgl. {12, {13%):

]

5} e ) ’(0(2)+?1Lf(0<.§) = -3 signle e, 3;4—2

sign(ci{ai+di))},
i=1

wobel oLty = 1, Oii =

Es sei weiter

Six} = a+é die Spur von XK= (2 g)

und
fiy f~Ze a-dy_ _. N SN . _’O-1>.
Siot) = sxgn\a a 2}:)‘ sign Jix- 5 Slex)) mit = &1 o
jegen wdJol ' = J fir L€SL{2;R) gilt:

1 . -3
:szgz;s’“t’!m §“< }yE
= §(ol)
a.n. & ist esine Kiassenfunkiion. Es ist T = ﬁf{f”&i—l‘;

=L g 3 ;
Zum Uewels Zm‘gen wir die Gleichung ® "~1)x + {w1=1}y = 0 nach ¥
ooy o= i! »,‘sA}x‘ sas ergibi fir die guadratische Form< , >€<><

= i

- 49 -
<(x,)').(x',}")>(o{'_i) = -<:§?3”"".i*ifl»,(g-ii)x'>
= - e tx x) - <xe )
= é(x (&) x 'y
WegenoLe1 = e, a+e,c, fx'e: = eiba‘egd, <e1,e2> = 1 erhdlt man bzgl.
der Basis e ,e, fir< '>(o<,—1) die Matrix %(;?g a;g und da-

mit die Behauptung.
Wir beweisen nun
; 1
Pl = - zPk) + ()

Satz III. 8.2: T(1+sign S(e)),

Ti(fxl"xz) = §(°<1) +§(°i2) + g("—"(}) + Sign(cic 03),
s , a., b,
wobel & XXy = 1, =(c; d;)éSL(2;Z’)
. i . :
und g’(o(i) = s1gn(cis(fxi)) + 5'(°<i)‘-2-(1+51gn S(&i)) ist.
Beweis: Die Formel fir "5’1 folgt durch Einsetzen der Formel
fir  in T, = & unter Beriicksichtigung von 5) und der Eigen-
schaften von & und Y.
Zum Beweis der ersten Formel setzen wir
A =) + 3gle) - 36(e) F(1+sign S(x))
und zeigen:
a) Q) ist eine ¥iassenfunktion,
b) oL elliptisch oder parabolisch == A ()
¢) Al = - A, %
a) ot hyperbolisch==>/ (x#) Ale), wobei & = ((1) 1) ist,
Aus a), b), c) und d) folgt A =
Wir beweisen zuerst die letzte Behauptung. Bekanntlich wird
sL{2;Z) von & = (é i) und T = J&J -1 =(_11 ?) erzeugt. Wir de-
finieren die L'ange 1(ec) fiéir oL € SL{2;¥) durch:
B &
1(e) := mn{ ili*“?i!”’i= T rhe nxo, 71-533}
1—1 ; i=1
und fuhren den DBeweis dureh Induktion iiber 1 = 1(x). Wire &3¢ 0,

so gidbe cs ein ce winimaler LiHnge mit g’.\;\oc) £ 0. Wegen b)) ist
wegen a) ist auch AO{Tay” ) $ 0,

. . R ~1
notfalls nach Ubergang zu einer ¥onjugierten 7JWYy 7,

n . n
gl pig 1) = Z({ai( + ?V:i;) und éﬁffi + 0

hyperbolisch. und wir dirfen,

annehmen,
daf o= }'T {

4
i=1 i=1 a/\ j .
ist. Bei geeigneter dWahl von £=-t1 ist dann M ou& )< (=),




F - &

also A(ax.e") - 0. Fst nun £= 1, so folgt .aus d) der Hider- ’r{x f?’} = signladle=1)(pn) “1{35"’.,{3;) fiir =4 € S102:2) @it

sprich deviB-1}
9z Alee&) = Alox) ¢ 00 : . \ : : - , 4
Ist dagegen & = -1, so erhalten wir mittels a). c) und d) den ’C'jgé*,sl) = signlk-1{1e1)) = sipn bxsienl -5 enfvady,
%iderspruch 4 die man chenso wie die Forme] fur T'lf%,-i) ableiter. Damit er-

0 = A(ogs'l) . -A(E‘oc,'l} . -A(Oé'lﬁ‘) 3 « S PR gibt sich weiter:

~ - . . SRS
uan beachte hierzu, daf auch & ' hyperbolisch THAIT L 8) = Td8,-d) = sign(0(S-1)(-do1) (5T 2033

*a)® : PaP, P, und S ¥iassenfunktionen sind, I : . 2 ) ’
senfunktion: und hieraus schlieflich “f{f} = < Aus der obisen Forael fur

#p)= : Bekanntlich ist jedes elliptische mier parabolische Ele- ° ’t:‘l(sk,s}) sowie ?i{sk‘-g = gn ¥ - y{ﬁk).ﬁs( er“:) pm_,f“g;{:h .
Wt

o

- s .
ment zu einem der Elemente :I:( i(ﬂ 1) o b), beZ kon- durch wgllstandige Induktion ubey {1 ff{é‘ s - T —§ und

jugiert. Man hat nun folgende Tabelle, aus der man leicht die : f(¢$) z - % , Damit sind die Werte 5&{&) in der nhioen Tabolle
Behauptung b) abliest: bestatigt. o

- yn . -1 - .
- 1(1 _(g .,1 (a -1} :':(O " \ “e)" : Wegen Pl ) = ~§/faf~) und Pl & “pla) ist die Behaup-
0 1 1 a1 tung #dguivalent mit: ,

Vi) 0 2 b ‘ = o
& lot) g “dT %:1 _Si_E.’ZlE.(iti) _%

Letiesta ) = 2T (1) (1450)).

s < =1 -
Dies ist aher wegen ‘E’i(rx 1) = - ’Z"i{az,~l} und stxly - st
& () 0 32 ...%f £2 tsiznd Skt
S %2 41 +1 *+ o

Alle Werte in der Tabelle auBer @(x) ergeben sich uamittelbar
aus der Definition und sf{a,c) = 0 fur fef= 1. Nun ist TI(-},J)
= ’8(3,*1) Lo=2. also 29(J) —y(-1) = -2; :.1{-1,-1) 6, also Heweis: Pir a=1, e=0 ist dies sehtm gben gezeigt worden. tn
2}(-—1} 0, da p(1) = ‘t’ (1,1) = 0 ist. Hieraus foigtl plxt) = anderen Fall ‘hat V“g die Dimepsion 2 umi Rad< , )ﬂa« dm 91-

Plza) _S‘(J:H) - #(-1) __,;1. Weiter ist mit Si= (? 1) s3. i und mension 1. Als allgemeine Lasune von (& '-1)x {€'~1)y
B T 1
T (5.57) = Ty(s,-1) = Ts2,-1) = -2, o oo
T, (5.5 = 7,(s%,57%) = 0,
Seizt man dies in < | 2 g €in, so erhalt dan auf

2 '
T,(s,8) = T/(s,5" %y 2 17(s,57) = -2
! 4 ‘ anqrf Rad< , D ,e=h ﬂie Bilineartforn

"d)" : Zmn Beweis von d) benbtigen wir noch sine weitere Formel:

7 (,6) ={sign{h(b-i1}’} falls a=1 und c=0 . fan
szgn({a+d-2}(a+§m2}} sonst : e d

x = (a~1,e) L,y = (abi,_{aul-%)t} , b tER.

Hieraus ergibt sich mit $(¥1) =0 :

#s™h) = 53, 9(5*2) =5 2.

SehlieBlich ist &= J° s, also
P = (37 » 9(5) ~tals) = - L -gaTls).
Nun gelten aber die Formeln:

(t,t') r—=t-t'(asd-2)(asdsc-2) , t'ER,

aus der die Behauptung folgt.

“Sei mun o= {; g)kxiterboliaeh, also lasdi 3. ﬂegeﬁ Qo) =

ist
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(iii) a+d+c = -1. () geht iiber in:

Alas) - Hle) = L\(ae‘)—A(oﬁ)—A(ﬁ') sign{a+d-2) = sign{a+d),
- _?((“5)'1)_?(94)_?(6‘)4» 350(046‘)- 35’(05)- 330(5) was wegen ja+dl » 3 richtig ist.
oe(acs) k(14 5igns(8)) +36(c0 S(1+signs (=) 435(8) (iv) avdse = 2. Hier ist zu zeigen:
2 sign(a+d) = sign{a+b-c),

»%(1+signs(6’)‘}

& oder wegen ¢ = 2-a-~d ¢ 0 und ja+d|z 3:

o

. N o =3
- 7.5 cla+d +3sign{~c{a+d+c))-3% (e, 87 . )
3.sign(ecf ) 1 -1 = sign({2-a-d)(a+d)) = sxgn(ac+bc—c2)=sign(—(a—1)2—02).
3;,/0-.»6 ‘a'b>-i(i+sign(a+d+0}} 3. Dies ist genau fiir a = 1, ¢ = 0 falsch. In diesem Fall
+ I8 e a 2 L
wire aber ja+d| = 2.
e ¥ L3 i ai +3 oty = 0 und egle) = 1
Hierbei haben wix periicksichtigt, dad &1t u :i B (v) asdsc = -2. (%) nat jetzt die Form:
; T . i 4 i is i zeigen, da . .
is1, da o hyperbelisch ist. Es ist somit zu zeig sign({a+d~2) = sign(a+d),
esign{{a+d-2){a+dsc-2)} + signiel{a+d)) - sign{c{a+sdsc)) + 1 was wegen |a+d} > 3 erfillt ist.
;9 g i ; S vi a+d+c}] > 3. Hier ist zu beweisen:
& sign[\\ﬁ+dfa _S;»t);).§ (1 + sign{a+d+c)) = O {vi) ] . i3 ‘
c - sign((a+d-2)(a+d+c-2)) = sign{{a+d)(a+d+c)).

ist. Wegen c# - und Wegen {a+dl » 3 und Ja+d+cji» 3 ist aber

signixy)+sign(yz)+sign{zx)+1=0 fur (x,y,2)€ RIN{0}, xeyez = 0 sign(a+d-2) = sign(a+d) und sign(a+dre-2) = sign(ardsc).

156t sich dies noch vereinfachen zu Daraus folgt offensichtlich die Behauptung.
Hiermit ist a), b), c¢) und d4) und damit Satz III. 8.2 bewiesen.
—sign((a+d—2)(a+d+c-—2)) + sign((a+d)(a+d+€)) ()

Aus der Signaturformel von Satz III. 8.1 erhdalt man mit

Tl = & das

Korollar III. 8.3 : Sei X eine kompakte orientierte Flédche

. 2¢c c+d-a \ 1, N = 0.
+sign { o 4-a —2a—2b) 5-(1+sign(a+dec))

Ferner hat man:

. si —a- d+ecl € 1 r
2-sign(c-a-b), falls lasdscl mit 9X = V si (disjunkte Vereinigung) und sei E —=X ein

sign( 22 ‘23"‘1;;) = sign(e-a-b), falls lasdsct =2 i=1
-a -2a- i e . . . i _ s
c+ o , falls jasdect> 3 Torusbiindel iiber X. Ferner seien clcie sL(2;2z), 1_—11"';1' klassi
fizierende Elemente fiir E; := Elsi, d.h. & = Xi(i), wobei
ist.
Xi : 7!’1(51)3 Z — SL(2;%) klassifizierende 'omomorphismen fir

(i) a+d+c = 0. (#) lautet hier:
Ei sind. Dann ist

sign{a+d-2) = sign{a+b-c), r
T(E,2E) = - 3] ¢let).
oder wegen ¢ = -a-d # O &

0 .
sign((a+d)(a+d-2)) = sign(cg-ac—bc) = sign(a2+c +1) = Sei nun n € N und SL(2;%),_ = {(a b)éSL(Z;Z)i 2’ 3)5(1 0) mod n}

c d ot
2
wegen [a+d|p» 3 ist dies aber richtig. die ¥ongruenzuntergruppe zur Stufe n. Sei ferner = (E,X,p,T7,

SL(2;z)n) ein Torjsbiindel iiber X mit dem klassifizierenden Homo-

(ii) a+d+c = 1. 7u zeigen ist jetzt: " % (X, %) SL(2,2) o i ¢ die G
. . morphismus : — 2, . Dann operier ie Gruppe
sign{a+d-2) + signla+d) = 2 sign{a+b-c), u _pz 7 frei i f'E e foi ; HS ) T2~p1R2 o . v P
d o = 1-a-d 20: = Z x Z, frei au wie folgt: ei T = /%° eine Faser,
oder wegen [ardl> 3 un 2 . 2 2 1 h = (k,1) mod n, (x,y)€& T_. Dann sei hix,y) = (x-»E y+-]-). Da
sign(cla+d)) = sign{ac+bec-c”) = sign(a-a“-1-¢“) = -1. s , % , o =

die Operationen von Trl(X,x-) und H auf p_i(%—) miteinander kom-—

Wegen (a+d)(1-a-d)< 0 ist dies richtig. mutieren, ist hierdurch eine wohlbestimmte Operation von H auf E
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definiert, wobei H offensichtlich frei operiert. Ferner ist verallgemeinert. Hier sollen nun fir symplektische Bindel

h : Ti —-.-T2 homotop zur Identitat, so daB H trivial auf der
Garbe H#sz;Z! operiert. Hieraus folgt fir die BE-Signatur
nach Satz 1. 1.5 ebenso wie im Beweis von Satz I. 2.2:

P X mit Paser 2 Sp{2h;L) und 7 = Poxgo(or L?RZh einfachere
) ) ) L 5 2h; h B
Beispiele mit T(X;7") # O angegeben werden. Weiter geben wir
ein hinreichendes ¥riterium fiir die Lxistenz von Fldchenbin-

del - (E X 0.F.0) mit T(E) # O und g(F
(E,35) (h) = T(E7(E,35;R) %) (n) = T(E,B) (1) = ©(£,3E) eln & = (B,X,p,F,6) mit T(E) # 0 und g(f) = h>2 an.
fir alle he€H.

Unser erstes Beispiel ist =in svaplektisches G-Prinzipal-

sndererseits hat man fiir freie Aktionen einer endlichen Gruppe biindel P —= X mit G Lié]; (X)) = 2 wnd T{X,T)= 4.
B auf einer ungeraddimensionalen Mannigfaltigkeit M die ot-In- 3€§7T1{X,%} :<'algg a§§ba] = Dund
X oo (X ) G gegel =

variante

oc(M, ) @ BNit} —=€C. ;o

Sie hat die folgenden pigenschaften: & hn/‘
2 2 5
2
1Yy Ist M o= MEL}MZ’ Mir\,M9 = §, wobei Mi,i=1,2 H-Mannigfaltig- ~
= Man 4 i =
yeiten sind, so ist an erndlt fur 73 @= }xi’Pll
/ 7 i i
oM,y =o(M, ) + X (Mg, ) _f-2 © 0
f 10 ) ( o ) T, ( -1 \, o = [ 3 ), so das X tatsdchlich ein Homo-
\0 ?2-/ \ o -2

2} Ist M = 3N, wobei N eine H-Mannigfaltigkeit mit freier
worphismus ist. Nun gilt in Verallgemeinerung von Eigenschaft

(5) fur ¢;:

H-Aktion und M ein H-Unterraum ist, so ist

o¢(M,h) = sign(N,aN)(n).
(5) Ty L YRYY) = - B)
fiir o, BESL(2K), 7€ 6L(2,R), detly)< O-

Dies folgt leichi aus ?373 = deLQr).J, {5 = (? ’é

Hieraus und aus dem obigen Ergebnis folgt nun:

r r
o (E4,h) =5, @lx;) fiur heH, h + 1.
1 i=1

i=
» fur alle

Dies legt die folgende Definition nahe:
w(Bg,1) 1=-9(p),
falls Eg 5! ein T2-Biindel mit klassifizierendem Element
ﬂ € SL(Q;Z)n jst. Dann besagt die jetzte Gleichung: Die Ab-

2, . i 0
€ End .M e .
T€End(R7). Man hat mit T (0 —i) :

_ ~1 - -1
Xy =YY Lo =TT
und damit
{ - ~1 -
Ti\[-&zvflgglollaz) - "’t;([eiivlgll seél} -;t;([a{l’ﬁl_]‘&ii)
Mittels (0) - {5) rechnet maa leichi nach, da@?ﬁbﬁﬁ}safl}
'2;([04,!6] ,[3) ist. Damit wird

bildung

sL(2;8),—= € mit Fa—bOL(Fp,hl) -—eL(EF,hz)

ist fiir jedes Paar hl,h2€{1= an zn ein Homomorphismus. Es

. . : : s s _ P . . . )
ergibt sich das Problem, diese Homomorphismen explizit zu be T T = ?J{in’ﬁzg’ﬁz} - Q}{gx29ﬁ91 8y = 2q§<¥¥§fﬁ,j,ﬁg} -
§ o= R

1 3
rechnen. 3 14 e .
213?1,71; = 4., Wesentlich an diesem Beispiel igt, daB }z =
in,wlg mit eiser Matrixz ¥ mit det{})< O verisuschbar und

§ 9. Beispiele von symplektischen Bindeln iiber
geschlossenen Flachen mit Signatur # 0.

Q;(kﬁipﬁﬁj,ﬁi) 2 0 ist.

Als mweites Beispiel geben wir ein symplektiisches Bindsl

von ATIYAH wurde in [1] ein Flichenbiindel E —= X angegeben . N
:ﬁ = {P,X,p,6.6) mit € = Sp{,; &), (%Y = & und T{E,;T) = 8 an.

mit Faser F vom Geschlechi 6 und Basis X vom Geschlecht 129
und T(E) = 28. pieses Beispiel wurde von HIRZEBRUCH in [9]




- 56 -

. 4
sei Wl(x,*) =<a1,...,a4, b1v"'vbt,‘ I—[l{ai,bi} = 1)

und X: ’/Ti(X,*)-——Sp(M;E)

gegeben durch X(ai) = ey, X(bi) = @i mit:

A O A E A+E O \\ 2
DL = oL = ol = i
ol = y g T E it A l\ o 84E /
1 0 A+E 0 A+E o A/ :

[ E 0\ E-3A 3A) ”(E SA\} 5 :£1E+5.sx 3A >
'ﬁ%_ -%A  Ea434 '[63 ! g/ F% N\ -3a E-3A

B, = |
P17\ a4 B/

-

o 1 {1 0
fierbei istA:(i__i)bde~<0 1}-

fehauptung: W i1iefert ein lokales Koeffizientensystem T mit
T{%,77) = 8.

2 R . e
feweis: Es ist A®+ A = E und daher die veon den mi'ﬂi erzeugt
2RREPLS L

S 3 P o o=
Gruappe igomorph zu einer Untergruppe von sL{2;ei, wobelil ©
i S ¥4 4 i ahlen von
T &+ FE£ mit £= _____'Z:' der Ring der ganzen Z "

3 N\ = 1
¥ = §{Y/5) ist. Man rechnet ferner leicht aus, daB ﬂ' {o¢y 435 ]

i
i=1 6“"1
und daher X ¢in Homomorphismus ist. Ferner ist o&izs'icxj i P
-1 . s
= =1,...,4 mit
~€i§35} AN ' E -E E E
0 -E = -z =1 und &, = ( ) .
€1=<E 0)’52“<E 0)’53 4 -E 0
wir setzen Yj = (_oai,pi}, i=1,..-,b.

sind S,T symmetrische h-reihige Matrizen mit dety

w(E 3). (5 2) -

yer Bewels ergibt sich durch Auflisen von
0 =S X (0 T (yl) = 0
(0 0 )( x},) *\o o,) Yo

’ ; i i 13 . Man
nach ¥y = (\5;'1) und kbinsetzen 1in die Blline&rform{ . >oc,.
2

so gilt: B -1
sign(s Lo h).

ernily fur die zugeordnete regulare Bilinearform auf Vc‘ /i/RadK

5
die Matrix § + ST 'S = s(s~ts 17hyst. mieraus folgt die Behaup-

tung. Wir erhalten nun wegen GiGSp(l:,E)
i -1

f 2 V=T _f (1 3By (B 54 -_-sign(-l-E+-;A )

'z:z{i“i'@i}’(’i)“,:(["‘yﬁs])@;)‘fa«o E)’(O 5) 3 3

= sign(? 11) =2 .
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Weitlzer 1st T(97,73) = 0, da aus (}‘ii-ﬁ)x-l"(?‘é -1)y = 0 schon
(}"1 -1)x = (1“2—1)y = 0 folgt. Ferner haben wir wegen Y1795, < 1
auch’té(z"irz,m) =2'2(T3,y;*) = 0, da auch

@3-z (p-)y = o=2(3 -1)x= (13- y =0

gilt. Einsetzen dieser Werte in die Formel ven satz III. 8.1
liefert T{X;T) = 8.

Aus Satz III. 7.3 148t sich mit G, =T}, 65 = Spy = sp{2n;2)
und Ker¢ = N, noch ein hinreichendes Friterium siir die Existenz

eines Fldchenbiindels % = (E,X,p,F,6) mit g{F)» 2, & = pift*(F)
und T(E) # O herieiten:

Satz ITI. 9.1. Sei h» 2 und (Nhﬂﬁ"h,r‘h})/{nh,r'h] eine Tor-
sionsgruppe. Dann gibt es ein Fidchenbiindel £ = (E,X,p.F,G)

mit g(F) = h und TIE) # ©.

Beweis: Aus dem zweiten Beispiel, welches sich leicht fUr
h33% verallgemeinern 148t {(man beachte hierzu die Eigenschaft
(6) von Q‘h in § 8}, folgt, dap

. 522(Bsph) e F (X, 7] (X, T

fiir h2 2 nicht die Nullabbildung ist. Sel

P : ﬂz(ssph>—w—(Nhn[r_,rhb/wh,rh’;

der im Beweis von Satz III. 7.3 definierte Homomorphismus und
&y = 52-2(86,). sei [X,fe SZZ(BSph) mit ©(X,7%) % 0. Ferner sei
k¥ # 0 die Ordnung von #{X,F]. pann gist es ein [X?T’EESZZ(BT{])
mit &,[X,7] = k[%,7]. wir sahen abver in § 7, daB zu (X,T)
auch ein Fléchenbiindel ® = (E,X,p,F,G) mit g(F) = h, &
und T = EL F:;Z) existiert. Fir dieses
offensichtlich Z(E) = kv T(X,P # o.

= pifeT(F)
Flachenbiindel ist dann

Bemerkung: Bekanntlich ist (vgl. rel)

R® g m > H(x0 @ 2,
p+g=n 1

insbesondere also fir n = 2, X = BSph wegen 520 = &, 'Qi =52,j = 0:

{ 2= B,(B ;9

S (Bgp ) ®QE By(Bgy 0

andererseits ist nach unvertffentlichen Ergebnissen von BOREL
und anderen:

n2(B. ;@) @ fir b> ¢
E N = 8 fur 2.
\ Sph /
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Ferner ist, wie oben gezeigt
TRi . ~ .
®idy 522(B5Pn)® Q= HZ(BSph,Q)———Q

fir h »2 nicht die Nullabbildung. Daher ist T® idQ eine Erzeu-
gende von HZ(BSp ;). Dies zeigt, daf die Bedingung von Satz
111. 9.1 auch notwendig ist und ferner, daf gie mit der Nicht-
trivialitdt von

*, 42 , 2 .0)
& : H (Bsph,Q)—-PH (Bry 3 %)

gquivalent ist. Nach eiper miindlichen vitteilung von MUMFORD

ist letzleres filr h® 35 richtisg.

—
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