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Die Signatur von Flachenbiindeln
Werner Meyer

Einleitung

In der Arbeit [3] von Chern, Hirzebruch und Serre wurde gezeigt, dal3
die Signatur t(E(&)) des Totalraumes E(&) eines Faserbiindels &, dessen
Faser F und Basis X kompakte orientierte Mannigfaltigkeiten ohne
Rand sind, gleich (F) ©(X) ist, falls 7, X trivial auf H*(F, Q) operiert.
Kodaira [10] und Atiyah [1] zeigten sodann, daB die letztere Voraus-
setzung nicht entbehrlich ist. Sie gaben dort ein Beispiel eines Flachen-
biindels ¢=(E, X, p, F, G) an, fiir welches X bzw. F eine kompakte
orientierte Fliche vom Geschlecht 129 bzw. 6 und t(E) = 28 + 1(X) 1(F)=0
ist. Dieses und andere Beispiele wurden erneut von Hirzebruch in [7]
betrachtet, der die Ergebnisse von [10] und [1] verallgemeinerte.

In dieser Arbeit wird allgemeiner die Signatur von Flachenbiindeln
tiber Flichen mit Strukturgruppe

G = Diff*(F) mit der C*-Topologie bzw.
G = Aut*(F) mit der CO-Topologie

untersucht. Eine wichtige Rolle spielt hierbei die Struktur der Teich-
miiller-Gruppe [}, := Autg,,(F) = Aut™ (z, F)/Inn(n, F), wobei h=g(F)
das Geschlecht der Faser ist. In den genannten Fillen ist I}, =~ G/G,.
Wir zeigen, daB fiir g(X) = 1 zu jedem Homomorphismus

X:ﬂ1XﬂFh§nlBG=7EOG

ein Flichenbiindel ¢ =(E, X, p, F, G) existiert, fiir welches y ein klassi-
fizierender Homomorphismus, d.h. f, =y ist, wobei f:X—BG eine
klassifizierende Abbildung fiir das zu E assoziierte G-Prinzipalbiindel ist.
Weiter konstruieren wir einen Kozykel

7,:Sp(2h,Z) x Sp(2h, Z)—1L
und zeigen, daB
1(E)= — {y*o*[n), 0x)
ist. Dabei ist o:I,—Sp(2h,Z) die kanonische Projektion, ferner ist
(wegen g(X) = 1) H?(X,Z) = H?(n, X, Z) und 6*, x* sind die durch 5 und x
induzierten Homomorphismen in der Kohomologie von Gruppen.
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Daraus schlieBen wir, dall die Menge der auftretenden Signaturen t(E)
bei festem Geschlecht h der Faser gleich Im(k) ist, wobei k das Bild von
k=o0*[1,] in der exakten Sequenz

0—Ext(H, ([}, Z), Z)—H*(I,,, Z)>>Hom(H,(I}, Z), Z)—0
ist. Mittels der bekannten Relationen fiir I, 148t sich dann zeigen, daf
Im(k)=0, ord(k)=3 fir h=1,
Im(k)=0, ord(ky=5 fir h=2 und
Im(k)=4Z fir h>3

ist (vgl. Satz 2). Zusammen mit Formel (14*) von Satz 1 folgt daraus ins-
besondere, daB t(E) =0 fiir g(X) <1 oder g(F) <2 ist. Dies ist in Uber-
einstimmung mit einem Satz von Kas [9], der dasselbe Ergebnis fiir
Flachenbiindel £ mit holomorpher Projektion p erhielt.
Im letzten Paragraphen zeigen wir, daB sich die eindeutig bestimmte
1-Kokette
o:T,=SLQ2,Z)-1Z

mit d¢ = 7, mittels Dedekind-Summen darstellen 14B8t. Dieses Ergebnis
laBt sich auch mit Hilfe der Auflosung gewisser Singularititen von
2-dimensionalen komplexen Rdumen ableiten, welche als Umgebungs-
rander Torusbiindel iiber S haben.

§ 1. Fliichenbiindel iiber Flichen

Sei F, eine kompakte orientierte Fldche ohne Rand vom Geschlecht
h. Wir betrachten orientierte Fldchenbiindel ¢ =(E, X, p, F,, G), wobei
X eine zusammenhzngende kompakte orientierte Fliche mit Rand 0 X
und G ¢ Aut*(F,) eine Untergruppe der Gruppe der orientierungs-
erhaltenden Homéomorphismen von F, ist. Es ist bekannt (vgl. [5], [6]),
daB} fiir h=2 und

G=Aut*(F) mit der CO-Topologie bzw.
G = Diff* (F,) = Diff(F,)n Aut* (F,) mit der C*-Topologie

die Zusammenhangskomponente G, des Einselementes schwach-zusam-
menziehbar (d. h. 7;(G,) =0 fiir i = 0) bzw. zusammenziehbar ist. Ferner
gilt in beiden Fillen fiir beliebiges h (vgl. [2, 4, 16, 18]):

G/Gy = Aut™ (n, F)/Inn(z, F,) = Autj (F,) .

Hierbei ist I},:= Autg(F,) die Gruppe der Homotopieklassen der
orientierungserhaltenden Homotopiedquivalenzen von F, mit sich selbst
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und heiBt die Teichmiiller-Gruppe zum Geschlecht k. Im folgenden
nehmen wir an, daB h>1 und X + §? ist. Fiir die Untersuchung der
Signatur 7(E) des Totalraumes sind die letzten Einschrinkungen un-
wesentlich, da in den ausgeschlossenen Fillen t(E) =0 ist. Die Signatur
hingt ndmlich nur von der Signatur einer Bilinearform auf
HY(X,0X;# 1(F!!, IR)) ab, und diese Gruppe ist in den ausgeschlossenen
Fillen Null (vgl. [14]).

Aus X = §? folgt, daB die universelle Uberlagerung X von X zusam-
menziehbar und daher X ein klassifizierender Raum fiir 7, X ist. Zu ¢
gehort eine bis auf Homotopie eindeutig bestimmte klassifizierende
Abbildung

f:X—BG (1)

und damit auch ein bis auf einen inneren Automorphismus von T},
eindeutig bestimmter Homomorphismus

Se i X—>n,BG=n,G=T,. (1%)

Wir zeigen nun, da3 umgekehrt zu jedem Homomorphismus y : n, X —T),
eine stetige Abbildung (1) mit f, = y existiert. Sei hierzu i: X' C X die
Inklusion des Einsskeletts von X, i, : 7, X*—x, X der induzierte Homo-
morphismus. Offensichtlich gibt es eine stetige Abbildung g: X'—BG
mit g, =x°i,. Da die anheftende Abbildung S'— X! der einzigen
2-Zelle von X = X? gerade der einzigen definierenden Relation von 7, X
entspricht, ldBt sich g offensichtlich durch ein f: X2 —BG iiber X
faktorisieren, und es ist klar, daB f, =y ist. Es gibt somit zu jedem
solchen Homomorphismus y ein Flichenbiindel ¢ = (E, X, p, F,, G) mit
E=f*EG xgF,, wobei f: X—BG eine stetige Abbildung mit f, = y ist.

Jeder Automorphismus ¢ e Aut*(n, F,) induziert offenbar einen
Automorphismus ¢, von H, (F,, Z) =, F,/[n, F,, n, F,], der die Schnitt-
form auf H,(F,, Z) invariant 14Bt. Da die inneren Automorphismen von
n, F, auf H,(F,,Z) trivial operieren, erhdlt man auch einen Homo-
morphismus

o:I,= Aut”(n,, F,)/Inn(n, F,)— Aut(H,(F,,Z),<) = :Sp,,

der nach [11], Section 3.7 surjektiv ist. Es ist Sp, = Sp,(2h, Z), wobei
Sp(2h,Z) die (eigentliche) unimodulare symplektische Gruppe ist. Der
Kern N, := Ker(o) dieses Homomorphismus besteht aus allen duBeren
»Automorphismen*, die auf der Homologie von F, trivial operieren. Wir
werden zeigen, daB t(E) nur von o - y abhingt.

Zu jedem Homomorphismus
¢:n, X—Sp(2h,Z)
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gehort ein lokales Koeffizientensystem
=X x, xR
mit schiefsymmetrischer reguldrer Paarung
rer-R=X xR,

wobei 7, X vermdge ¢ auf R?" operiert. Ein solches Koeffizientensystem

induziert eine symmetrische Bilinearform auf H!(X,8X;I), deren

Signatur mit ©(X; I') bezeichnet wird (vgl. [14]). Weiter wurde gezeigt,

daB ©(X;I') die gleichen Bordismus- und Additivitdtseigenschaften wie

die gewohnliche Signatur hat. Somit geniigt es, (X ; I') fiir den Fall zu
3

berechnen, daB X = S2\ [ J D? eine dreifach gelochte 2-Sphiire ist.
i=1
Es sei noch ohne Beweis erwiahnt, dal im Fall 0X =@ die additive
Struktur von H,(E,Z) durch den Homomorphismus y :n; X—1I}, voll-

stindig bestimmt ist.

, § 2. Der Kozykel t,
Essei X = $2\ () D? die dreifach gelochte orientierte 2-Sphire und I

i=1
ein lokales K oeffizientensystem auf X mit Strukturgruppe Sp(2h; L) und
Halm RR?*, wobei LCR ein Unterring mit Einselement ist. Da 7, X
~{a,b,clabc=1) ist, wobei a, b, ¢ den drei Randkurven —3D? von X
entsprechen, ist I’ durch zwei beliebig wiahlbare Elemente o= yx(a),
B=yx(b) von Sp(2h;L) bestimmt. Hierbei ist x:m, X—Sp(2h; L) ein
klassifizierender Homomorphismus fiir I". Sei

(,):HY(X,0X;INxHY(X,0X; N>R (2)

die symmetrische Bilinearform, die durch die reguldre schiefsymmetrische
Paarung '@ I'—R=X xR induziert wird. Letztere wird durch die
schiefsymmetrische Bilinearform

B
CH R X R SR mit 6 y) = Y (X Vicn— YiXien) 3)

i=1

auf I'= X x, ¢R?" induziert.
Mittels einer Simplizialzerlegung von (X, 0 X) findet man leicht, daf3

H'(X,0X;DN =V, 5:= {(x,)eR*@®R**|(«" ' = ) x+(F—1)y=0} (4
ist und daB unter diesem Isomorphismus die Bilinearform —( , )in

<9 >a,ﬂ:Va,ﬁ X Va,ﬂ-'_)lR mlt <(xl’yl)a (x27y2)>a,ﬁ= <X1 +y19(1_ﬁ)y2> (5)
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iibergeht (vgl. [14]). Hieraus folgt offenbar
_T(X;r)=th(a’ ﬁ)": Sign(Va,ﬂ’< ’ >a,ﬂ)' (6)

Aus der Additivitdt der Signatur t(X;I) bei Verklebung ldngs
ganzer Randkomponenten leitet man leicht die Kozykeleigenschaft

(e, B) + Tu(@ B, y) = 1y(ot, BY) + 7u(B, 7) Q]

der Funktion 7, ab. Man betrachte hierzu iiber der vierfach gelochten
4

2-Sphire X'=S2\(J D? ein lokales Koeffizientensystem I". Wegen

i=1
n, X' ={a,b,c,d|abcd=1) ist I" durch drei beliebig wihlbare Elemente
o= y(a), f= x(b) und y = x(c) von Sp(2h; L) bestimmt. Zerschneidet man
X' auf zwei verschiedene Weisen jeweils in zwei dreifach gelochte
2-Sphiren, soerhélt man durch Vergleich der Signaturen die Gleichung (7).
Weiter leitet man aus der Definition von 7, und den Eigenschaften der
Signatur leicht folgende Eigenschaften von 1, her:

afy =1=14(a f) = t(f, 7) =1y, ), ®)
T, 1) =10, 2" 1) =0, o)

(B, @) =7y(a, B), (10)
T BT = — (e B, (11)
nay™ By =1 B). (12)

Sei weiter
j:Sp(2hy; L) x --- x Sp(2h,; L)—Sp(2h; L) (h= y h,-)
i=1

der durch
a, 0 b, 0
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definierte Monomorphismus (a;, b;,c; und d; sind gewisse h;-reihige
Matrizen). Dann ist leicht zu sehen, daB gilt:

.j*Th((al9 AR ar), (ﬁl’ LR ﬁr)) =th(j(a1a Teey ar):j(ﬁla (AR Br))
= Z T (o, B) -
i=1
Insbesondere ist 7, ein stabiler Kozykel, d. h. 7, liegt im Bild von
H’(Eg Sp(2n; L), Z)=H?*(Sp(L), Z)—H?(Sp(2h; L), Z).
Es gilt nun

(13)

Satz 1. Sei X eine zusammenhdngende kompakte orientierte Fldche mit

Rand 0X = \/ S} und I ein lokales Koeffizientensystem auf X mit Struk-
i=1

turgruppe Sp(2h; L). Ferner sei
g r
n,X= <a,~,b,.,cj|i= L..,gj=1,..r]] la,b] [] ¢;= 1>
i=1 j=1

eine Darstellung von n, X und x:7y X—Sp(2h; L) ein klassifizierender
Homomorphismusvon I', o; = x(a;), B; = x(b;) und y; = x(c,). Sei weiter &, das
Produkt der ersten k F aktoren und w, der k-te Faktor in dem Produkt

]:]1 A ljlyj:l (k=1,...,4g+7

sowie @y = 1. Dann ist
4g+r

(X;N=— Z (D -1, @) . (14)
i=1

Ist 0 X =@, also r =0 und setzt man x,= [a;, B;], so ist

[

WX:D= 3wl By z rh('n ) (14%)

i=1
insbesondere also.t(X; N =0 fir g=g(X)=1.

Beweis. Seien d;, b;, ¢;Jordankurven in X, die die Klassen a;, b;, c;em; X
reprasentleren und X in ein Polygon mit 4g +r Randkurven a; b a7,
b1 ,¢; und r Kreisringe Yy,..., Y, zerlegen. Man zerschnelde dleses
Polygon durch Strecken, die von dem Anfangspunkt von &, zu den
iibrigen Eckpunkten gehen, in 4g +r—2 Dreiecke. Die Bilder dieser
Dreiecke in X sind dann dreifach gelochte 2-Sphiren X;, ..., Xy, ,-».
Sei I;=T'| X;. Da fiir einen Kreisring 7(Y;; I'| Y;) = 0 ist, folgt

4g9+r-2 .
wX;D= Y (X;T). (15)

i=1
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Offenbar gehoren zu den T klassifizierende Homomorphismen ; : n; X;
= <C,, d >_’Sp(2h L) mit Xl(c) (1),, X;(d) Wiyg- Wegen th(wo’ wl)
=7y(L,wy)=0 und (@44, 1, V4gs,) = "-'h(w4y+n W4g+,) =0 liefert die
Einsetzung von — 1,(®;, ;  ,) fiir ©(X;; I;) in (15) die Behauptung (14).

Die zweite Gl. (14*) ergibt sich durch Umformen der ersten mittels der
Eigenschaften (7)—(12). Man hat hierzu lediglich zu zeigen, daB fiir
o, B,y € Sp(2h; L) gilt:

(y, @) + Ty, B+ Thlyaf, 0™ ) + tu(yafat, 1)
= T;,('}’, [(1, ﬁ]) - Ih([a’ B]a B) .

Die linke Seite von (16) 1468t sich mittels (7) umformen zu

(16)

T(y, Lo, B1) + T4l B) + (2B, 0™ V) + Th(x B, 1Y)
Aus (7),(9), (10) und (12) folgt:
(e, B) + th(af, ) = 1,(B, 0) + T(Bar, ™ V)
=1,(8, 1)+ (0, ") =0.
SchlieBlich folgt aus (8), (10) und (11):
tefat, B =1, [ f17 ) = — 1l £, ).

Dies beweist (16) und damit auch (14*).
Sei nun X =0 und das Geschlecht g=g(X)=1. Dann ist mit

g9
ni= n1X=<a,,. wag by, g, ] [ai,bi]=1>:
i=1

Z=H*X,Z)=H*(Bn,Z)=H(n,Z).

Da 7 keine Elemente der Ordnung 2 besitzt, 148t sich jede Kohomologie-
klasse k von H?(r, Z) durch einen Kozykel z: # x n—Z mit

z(x,1)=2(1,x)=0 (17)
z2(x,x 1)=0 fiiralle xen (18)

und

reprasentieren. Ist z ein Kozykel mit (17) und wy die Orientierungsklasse
von X, ist ferner W; bzw. w; das Produkt der ersten j Faktoren bzw. der

9
J-te Faktor in dem Produkt [] [a;, b.], (=1, ..., 4g), so ist
i=1

49

<[Z] w}()" Z J 1 1)_ Z (z(a,,a_1)+z(b,,b l)) (19)

i=1 i=1

Beweis. Man zeigt leicht, daB die rechte Seite von (19) nur von [z]
abhingt und somit einen Homomorphismus H?(X,Z)=Z—7Z liefert.
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Ebenso liefert die linke Seite einen solchen Homomorphismus. Nun ist
H!(X,Z)= Hom(n,Z) und man zeigt leicht, daB das u-Produkt

v:HY(X,Z) x H(X,Z)—H*(X,Z)
durch
euy=[z] mit z(x,y)=e(x)p(y) fir ¢,yeHom(r,Z) x,yen
gegeben wird. Ist af,...,a}, b}, ..., b} eine zu ay, ..., a, by, ..., b, duale
Basis von H'(X,Z) und a¥ ub¥ = [z], so ist einerseits {a¥ Ub¥,wy> =1
und andererseits
49 g
Y 2B, w)— Y (2(a;, a7 )+ z(b, b ) =1.
j=1 i=1
Hieraus folgt die Behauptung.
Der Vergleich der obigen Formel mit der Formel (14) von Satz 1
liefert nun:
T(X, F) = - <X* [Th]a (Ox> s (20)

wobei y*: H*(Sp(2h; L), Z)—H?(n, Z) der durch y:n—Sp(2h; L) indu-
zierte Homomorphismus ist. Der Vergleich mit der Signaturformel aus
[14] ergibt daher:

1 [t] = 4cy(F) .

Dabei ist I' das I' zugeordnete komplexe Vektorraumbiindel mit der
komplexen Struktur J, die durch die Bedingung:

(-, J-> ist eine Metrik auf I

gegeben ist. Somit ist stets 7(X; I')= 0 mod 4.
Da t(X;I') und 7(E) bordismusinvariant sind, induzieren die Zu-

ordnungen
(X,N+—1(X;I) bzw. E+~1(E)

bei festem Geschlecht 4= 1 der Faser F, Homomorphismen
Q,(BSp(2h; L))*Z bzw. Q,(BI,)SZ.

Im Fall L =7 induziert ferner der Homomorphismus ¢ : I,—Sp(2h;Z)
auch einen Homomorphismus

Q,(Bo): Q,(BI,)—Q2,(BSp(2h;Z)),
und man erhilt ein kommutatives Diagramm:
Q,(BI) 22 Q,(BSp(2h: Z)

T T
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Im nichsten Abschnitt entwickeln wir eine Methode zur Berechnung von
Im(t) und Im(z’).

§ 3. Ein Berechnungsverfahren fiir Im(k)

Sei G eine diskrete Gruppe und k € H*(G,Z), welches durch einen

Kozykel z mit
z(x,1)=0 (17%)

z(x,x ) =0 fiiralle xeG (18%)

und

repriasentiert werden kann.

Die Bedingung (17*) 148t sich stets erfiillen, wihrend (18*) nur der
Einfachheit halber aufgenommen wurde und durch geeignete Abdnde-
rung der folgenden Uberlegungen eliminiert werden kann. Ist X eine
zusammenhingende unberandete kompakte orientierte Fliche vom
Geschlecht g =1 und

[] [a,,b]—1>—>G

ein Homomorphismus, so ist dem Paar (X, ) die ganze Zahl {x* k, wx)
zugeordnet. Wir wollen zeigen, daB die Menge dieser ganzen Zahlen
(bei variablem X und y) das Bild eines Homomorphismus

k:H,(G,Z)-Z (1)
ist. k ist hierbei das Bild von k in der exakten Sequenz

0—Ext(H, (G, Z), Z) > H(G,Z) » Hom(H,(G, Z),Z) »0.  (22)

x:n1X=<a1,. S agby, ... b,

Sei 1 »R->F5G—1 eine exakte Sequenz von Gruppen, wobei F
eine freie Gruppe mit dem freien Erzeugendensystem E = {¢;|ie ] } ist.
Sei weiter auch 1—>R —Fhn X -1 eme exakte Sequenz mit

F=<a,,..., a,, by, ..., g>, #(@a)=a, #()=b; (i=1,...,g). Dann ist
R der von
g ~
Fi=[1 @b
i=1

erzeugte Normalteiler von F. Ferner ist (vgl. [8, 11])
H,(G,Z)~Rn[F,F]/[R,F].

Ist nun y ein Homomorphismus von n, X in G, so gibt es, da 7 surjektiv
und F frei ist, einen Homomorphismus %: F —F mit oy = y°#. Dann muB
aber offenbar %(F) € RN[F, F] sein. Das Element %(7) [R, F] € Rn[F, F]/
[R, F]=H,(G,Z) hingt nur von x und nicht von der Wahl von ¥ mit
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mo ¥ = x o tab. Umgekehrt [aBt sichzu 7 : F - F genau dannein 1 X->G
mit mey=yo# finden, wenn ¥(7) € RN[F, F] ist. Weiter sicht man
leicht, daB3 zu jedem r € RN[F, F] ein g > 1 und ein %:F—F mit WH=r
existiert. Man stelle hierzu r als Produkt von g Kommutatoren dar:

= H [x;,y] mit x,yeF
i=1
und definiere ¥ durch ¥(a@;) = x;, ¥(b,) = yio(i=1,...,9).
Wir zeigen nun, daf3 (x k, wy) nur von r[R, F_| 7P [R, F] abhingt.
Hierzu konstruieren wir einen Homomorphismus (21) und zeigen:

Ok, wxy = k(37 [R, F)). (23)

Sei Z=zo(nx n): F x F >Z der induzierte Kozykel. Wir definieren eine
Abbildung
c:F->Z (24)

mit éc= — Z wie folgt: Sei x= n x; mit x;€ EOE™". Sei ferner %; das
i=1
Produkt der ersten j Faktoren in dieser Darstellung von x. Dann sei

e(x)= Z E(ij—n,xj)-
i=1
Aus (18%) folgt leicht, daB c(x) nur von x und nicht von der Darstellung
von x als Potenzprodukt in den Erzeugenden abhingt. Weiter folgt
leicht, daB dc= —Z, d. h.

c(xy)=c(x)+c(y) + 2(x,y) fiiralle x,yeF (25)

gilt. Hieraus folgt wegen Z(x, y) =0 fiir x € R oder ye R, daB ¢|R:R-Z
ein Homomorphismus ist, der auf jeder Konjugiertenklasse K C R von F
konstant ist. Somit ist [R, F] € Ker(c|R). SchlieBlich sei (21) der von c|R
auf Hy(G,Z)=Rn[F,F]/[R,F] induzierte Homomorphismus. Man
rechnet nach, daB k nur von k =[z] abhingt. Aus (19), (18*) und der
Definition von k folgt sofort (23).

Die Gruppe R/[R,F] wird von den Elementen r ,[R,F] erzeugt, wenn
R als Normalteiler von den r(j € J) erzeugt wird. Zur Berechnung des von
¢|R induzierten Homomorphnsmus y:R/[R,F]-Z geniigt somit die
Kenntnis der Werte c(r)), (j € J). Seien e} : F - Z die zu den Erzeugenden e,
gehorenden Exponentenhomomorphlsmen d. h,, es sei e¥(x) = Exponen-
tensumme von ¢; in einer Darstellung von

=[] xx mit x,eEVE™'.

k=1
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Offenbar ist
xe[F,Fle \ ef(x)=0.

iel
Hieraus folgt nun sofort:

Im(fc):{z njc(ryin;eZ, fastalle n;=0, A ane;"(rj)=0}. (26)

jelJ iel jelJ
Sei nun I eine endliche Menge. Dann gilt:
Im(IAc) = 0<>c|R ist linear abhingig von den e¥*|R,(icI)<>ord(k) < o0. (27)
Genauer gilt fiir ne Z\{0}:
ord(k)|n <> Esgibt n,eZ,(iel) mit nc|lR=) mef|R. (28)

iel

. 1 . s .
Beweis. Sei ¢:G— —Z eine 1-Kokette mit 6¢= —z. Dann ist Con
n
. en . . s 1 .

eine 1-Kokette mit 6(Con)= —Z=Jdc. Somit ist Cor—c:F— 71 ein
Homomorphismus, also fiir geeignete n;eZ, (i I):

. 1

fom—c=—— Y ne}.

n ier

Wegen &(1)= 0 folgt hieraus nc|R = ) n;e¥|R.
iel
Umgekehrt folgt aus den Voraussetzungen auf der rechten Seite von
(28), daB die Abbildung

1
cpi=c—— Y ne}
iel
sich iiber n faktorisieren 14Bt. Wegen Z(x, r)=0 fiir x € F, r € R hat man
namlich

€,0e1) = 0+ €lr) + 251 = - T m(eF () +eF ()

iel
1
=c(9)—— ¥ met(x)
iel

=c,(x).

1 . .
Sei ¢, =& n. Dann ist ¢:G— —Z eine 1-Kokette mit 6¢= —z, also
n

nz~0 und damit ord(k)|n.
Falls die e¥|R linear unabhéngig sind, was z. B. fiir # G/[G, G] <0
der Fall ist, sind n und die n; durch die obige Bedingung sowie n>0 und
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ggT(n,n;,(iel))=1 eindeutig bestimmt und man erhdlt ord(k)=n.
Diese Voraussetzung ist fiir G = I, erfiillt (vgl. [15] oder auch den Beweis
des folgenden Satzes in § 4).

Wir wenden unsere Ergebnisse auf G=1T, und z=1,° (6 X ¢) an. Es
ist bekannt, daB3 I}, von 3h— 1 Elementen erzeugt wird. Ferner sind fiir
T, Relationen bekannt, die fiir # <2 ein System von definierenden Rela-
tionen bilden; dagegen sind fiir h = 3 keine definierenden Relationen fiir
I, bekannt. Die bekannten Relationen fiihren zu dem folgenden

Satz 2. Sei k =0*[1,] € HX(T},,Z) und k der oben konstruierte Homo-
morphismus. Dann gilt :
Im(k)=0 und ord(ky=3 fir h=1,
Imk)=0 und ord(k)=5 fir h=2,
Im(k)=4Z fir h=3.
Hieraus folgt nun unser Hauptergebnis:

Satz 3. 1) Jedes orientierte Flichenbiindel E — X mit Faser F hat fiir
g(F) <2 und 0 X =@ die Signatur 0.

2) Fiir jedes h = 3 und jedes n € 4Z gibt es ein Flichenbiindel E > X mit
Faser F,g(F)=h, 0 X =@ und t1(E)=n.

§ 4. Beweis von Satz 2
Wir unterscheiden die Fdlle Ai=1und h= 2.
h=1. Da =, F,=H,(F,Z)=ZQZ ist, ist [ =Sp(2,Z)=SL(2,Z).
Bekanntlich besitzt SL(2,Z) die Darstellung

SL(2,Z)={a,bla*b 3=1,a*=1>

mita-—oI b——01
“\=1 0)° T\t 1)

Sei F = (@, b), 7 =a*b~3,5=a* Ferner seien a*, b* die zu &, b gehSrenden
Exponentenhomomorphismen. Der Kozykel z= 1, hat die Eigenschaften

1
0), daB z(a?,b73) =0 ist.

(7)—(12). Hieraus folgt wegen a?> =b3= — (0 )

Somit ist .
c(®=c(@)+cb3)

=z(a,a)+z(b ', b ) +z(b 2, b7
=z(a, — 1) —z(b,b)— z(b, — 1)
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und
c(®) = c(@® + c(@?

=2z(a, — 1).

Nun ist rl((z Z),—l)=sign(_22 az—bd)' Ferner ist 1,(b,b)

21
= sign(a (b~ ! — b)) = sign ( | 2) = 2. Hieraus folgt ¢(F) = — 2 und ¢(3) =4

3c|R=3a*|R +4b*|R. (29)

Somit ist Im({7,])= 0 und ord([z,]) = 3.

hz2. Sei F,={d,, -~-,5ml~71,---,~5h> und p, :F, - mn; F, die kano-
nische Projektion mit p, (&)= a;, p,(b)=b;,(i=1, ..., h). Nach [11] und
[18] wird jeder Automorphismus ¢ von 7, F, von einem Automorphis-
mus ¢ von F, mit

und damit

¢(ﬁ[a,.,5,.])={-(ﬁ[ai,Ei])s‘f-l und teF,, e=+1 (%)
i=1 i=1

induziert. Dabei entsprechen die ¢ € Aut*(n, F) gerade den p mite=1.
Sei H die Untergruppe der Automorphismen ¢ von F,, die die Bedingung
(*)mite= lerfiillenund seienqg : H — Aut* (n, F,) und T ! Aut (m, F,,) -TI,

die kanomschen PrOJektlonen Seien weiter ¥, #;,Z; (i=1,...,h;
j=1,. — 1) die wie folgt definierten Automorphlsmen von F,:
jzi(&i)=&il~),~‘ !, alleanderen a;,b; fest,
ii(b;)=b;d;, alle anderen a;b; fest,
z@)=a,d, zb)=d;'bd; @;.,)=d;'a;, mit

d.l=b; j+1bj+1aj+1, alle anderel‘l &k’ bk fCSt .

Sei G die von diesen Automorphismen erzeugte Untergruppe von Aut (F,).
Man rechnet leicht aus, daB fiir die Erzeugenden und damit fiir alle Ele-
mente von G(*) mit t=1 und ¢=1 gilt. Somit ist GC H und sogar
n,°q(G)=1T,, da I, von den Bildern y,,&; und Z; der j;, %; und Z; unter
n,°q erzéugt wird. Um die Relationen iibersichtlicher schreiben zu
konnen, fithren wir noch die folgenden Elemente von G ein:

:1

i1 Vi1, =1,k j=1,...,h=1),

ﬁi=l~’i-1§i mit P, =0, 5=y Zi- 1% } (i=2...h
ay . 5 L i=2,...h),
=5§pr, mit pf=0,, SF=yiZ_ ¥,

£
_‘_<:1
R
<
B
S~
I
=
S
1N
Nl

=0t ] @73 Y, =1, (=1,..h.
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Sei Fo=<y;, u;, zjli=1,....h; j=1,..., h— 1> und n,: Fy— I, die durch
To(¥) = Ji, mo(u) =ii; und 7o(z)) = Z; induzierte kanonische Projektion.
Die den ;, ..., t entsprechenden Elemente in Fy bzw. T, bezeichnen wir

mit v;, ...t bzw. &, ..., .
Es gelten nun die folgenden Relationen fiir die ¥, #; und z; (vgl. [2];
dort sind allerdings die Relationen unter d) und die Definition von falsch
angegeben):
a) D;i’.)_’j]:l, (l§l<i§h)’
Vold=1, (1<i<h, 1<j<h, i+j),
(w,u]=1, (1=gi<j<h),
[z.z]=1, (1<Zi<j<h-1);

b) yi-—iyiﬁ’—l}—’i_lﬁi_l= s (1§i§h),
izl =1, (I1gigh-1),

= s =11 : .
Zillip 1 ZiUiy Z; Uy =1, (1Zigh-1);

mrr)’ =1,

[ﬁhﬁ’ yl] =1,

=1,

P2 o) %=1, (2<k<min(3,h)), (diese Relationen sind
in [2] noch nicht an-

gegeben);
d) ?i"‘l;yl'—l;—l: 1,
Uty 't =1, ((1Si<h-—1, 1<j<h-2).
Zi bzt =1,

Dabei hat man fiir p,, p}* und 7 die oben angegebenen Produkte in den
Erzeugenden einzusetzen. Aus den Relationen d) folgt, daB I, schon von
den 4 Elementen y,,1,, 7, und t erzeugt wird. Wir wihlen daher statt F,
die freie Gruppe F=<y,,u,,z,,t> und bezeichnen den durch Y1y,
u iy, 2%, und t—t induzierten Homomorphismus F—T}, mit =.
Definiert man y;, 4; und z; durch

Y=ty ' =61y -1 und ="tz 1 7 (i=2,...,h),
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so fallen die Relationen d) weg und einige Relationen werden Folge-
relationen von gewissen anderen. Es bleiben die folgenden Relationen
zu betrachten:

a*) [51’}_’,']:1,
(ELul=1; Q<js[h2]+1),
[El’ij:I:l’
.@l=1, Qs<j<h,
Dnzl=1, (1<j<h),
[ﬁl,fj]=1, 2=jsh-1);

b*) yn—“-1Y151_1)71_15f1=1,
Uz, u u

oy Il @3 wior H=1.

Hierin sind y;,%;, Z;, (i 2 2), B, ¥, 0;, w; natiirlich in den Erzeugenden
V1, 4y, Z; und t auszudriicken.

Da z=1,°(onxon):F x F>Z ebenfalls die Gl (7)—(12) erfiillt,
ergeben sich bei der Berechnung von c:F—7Z erhebliche Verein-
fachungen: Zunidchst hat man wegen (9):

O=c(D)=clxx™ ") =c(x)+ c(x™ 1)+ z(x, x 1) = c(x) + c(x 1),

also
c(x )= —c(x) fiiralle xeF.

Sodann hat man wegen (7), (9), (10) und (12):
cleyx™ ) =c(x) +c(y) + e(x ™) + z(x, y) + z(xy, x 1)

=c(y) +2(y, )+ 2(yx, x 1)

=c(y)+2(y, )+ z(x,x7)

=c(y).
Weiter hat man fiir x, y,ze F:

cxzy lz=c(x)+clzy 'z Y +z(x,zy"1z7Y)
=c(x)—c(y)—z(x"*, xzy~ 1z,
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Falls m(xzy 'z !)=1 ist, erhdlt man
c(xzy 'z Y =c(x)—c(y).

Da fiir die Erzeugenden e von F c(e) =0 ist, erhdlt man c(r) =0 fiir die
Relationen in a*) und b*) sowie r={[p,p¥, y,]. Fiir [p,p¥,y;] und die
Relationen in a*) sind auch die Exponentensummen alle Null, so da3 man
sie bei der Berechnung von Im(m) weglassen darf.

Sei 6(7)=Y, o(@)=U, o(£)=Z,,...,6(t)=T. Ferner sei C;; die
h x h-Matrix, die an der Stelle (i, j) eine 1 und sonst iiberall 0 stehen hat.
h
Dann ist E= ) C;; die Einheitsmatrix. Weiter ist
i=1
E 0 E C; E—-C; Ci
=g, o) U=l &) =8 25

Z‘—~( E 0)
T \=Cjj=Cjur,je1+Cijer +Ciuy,j E)
sz( E—Cj;—Cjr1,jn Cij+cj+1,j+l+cj,j+1)’
= Cjj=Cjr1,j+1+Cjry,j E—Cjj—Cjy1j41
k
E- ¥ ¢, ey
Pk= ) J—lk 1=I=J:k ,
- ZCJJ+ chl—l E—ZCH
j=1 =2 i=1
k
E— Z CJ.I . Cﬂ
P,:"—( ) J=1k léléjfk ,
_Zcij+ ZCJ—lj E— ZCU
i=1 j=2 i=1
Sk=( E—Ciii i1 Crt1k+1 )’
Cer1h—Crrthirr E=Crvrirr1 +Crisr

S* — (E_Ck+1,k+1 +Chtrk Crv1x+1 )
, Ciks1—Crrr k41 E—Ciiihe1)’
0...0 1
1 0 0
T, 0 L . .
T= ~ T = .
(0 Tl—x) mit 1 . . EGL(h,Z)

0 1 0
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Aus der Definition von 7, folgt ferner: Sind A4, B € Sp(2h, Z) mit

A_<0 Al“)’ B—(O BI‘)’ A,,B,eGL(h,Z),
so ist 7,(4, B) = 0. Weiter rechnet man aus, daf3

clp)=clpP) =1,

cls)=c(t* Ts t' T =c(s;)=c(sH) = c(s¥) =1

sowie
2(Px— 1, S = 2(s¢, pE-1) = - 1

ist. Somit ist auch

cpy=clpt)=1 fir 1<k=<h.

P 0 P 0
P,f:(é)’k P(ﬁ) mit PM:(E)J‘ Eh—k).

wobei f’l,k e GL(k, Z) nicht den Eigenwert 1 hat (E, = I-reihige Einheits-
matrix). Daher ist

c(pP*t?)=(k+ 1) c(pd)=(k+ 1) 2+ z(ps, 1) -
Aus (9) und (13) folgt

Nun ist

0 D\/ 0 D ' ’
2(py, Pi) = T ((—D"' 0)’(——D“ 0)) mit D= . eGL(k,Z).

0 1

Fiir die zugehorige quadratische Form erhdlt man die Matrix

D '+D7! 0
0 D+D')’

Da D+ D'=D(D~'+ D ") D' ist, folgt hieraus

2 —1 0
-1 .
2(py, p) = 2sign(D~1 + D~') =2 sign - '1=2k,
0 -1 2

und damit
cp**)=2(k+1)*. (30)
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. 0\ . —E 0 .
Ferner ist P, P} = (Q ) mit Q= ( k E ) Hieraus erhidlt man
h—k

0 Q 0
z(py, pi¥) = 2k und zusammen mit c(p,) = c(p}¥) = 1:
c((pept)?) =4k +1). (31)
7, 0 .
DaT= ( 01 - ,) mit T, € GL(h,Z) ist, hat man weiter:
1
(") =0. (32)
Aus (30) und (31) folgt wegen z(p?**2, (p.p¥)~2)=0:
(e (b)) =2k - 1). (33)
h—-1
SchlieBlich haben wir noch ¢ (t“ Yot TT (v73w?v7 )] zu berechnen.
i=1
Da T, ¥*und V;W3V,” ! die Gestalt (i)( XO_ ,) haben, ist

h-1

h_
¢ (z"‘ ot T (o *owdor 1)) =c(t™) + D)+ Y (o7 ) +clowd oy 1)
i=1

i=1
=c(v}) 2—h)—cw3)(1—h).
Ferner rechnet man aus, daB
z(vy,0)=2z(v,,0v}) =2, z(vy,v3})=0,
z(w, w)) =4, z(w,w))=2
ist. Zusammen mit c(v;) = c(w;) =1 (wegen p, =v,, p, =w,) ergibt sich
c(v}) =8, c¢(w3) =9 und damit schlieBlich
h-1
c(t“‘v‘l‘- [—[(u[3w?v,-‘1))=h+7. (34)
Wir setzen nun =l PR
Iy=YiUyy Uy "y, Uy,
rp=uyzyuyztug
ry=zyuyz uztzituz b,
2h+2

Y4 =Dh ’
rs=(pwp¥)*, (35)
r6=:ﬁ,

h—1
ro=t"tvt- l_[ 3wl Y,
i=1

rs=p3(p,p%) "2,
ro=p3(psp%) % (fir h23)
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und bezeichnen die zu y,,u,,z; und ¢ gehérenden Exponentenhomo-
morphismen mit y¥, uf, z} und t*. Aus (30)-(35) und der Definition der
Yis ---» P erhdlt man die folgende Tabelle fiir die Werte y*(r,), ..., t*(r)
und ¢(r):

n uf zt t* c
r 1 -1 0 0 0
7, 0 1 -1 0 0
rs 0 -1 1 0 0
Ty 4h+1) 2h(h+1) 2(h*—1) 0 2h+1)?
rs 8 4h 4h—1) 0 4h+1)
re 0 0 0 h 0
rq 2(5—h) 2(h+1) 3(h—1) —1 h+7
rg 4 4 2 0 6
ry 8 12 8 0 16 (flir h=3).

Die Gleichungen Y n;e*(r)=0, (e=y,,u,,z,,1) ergeben nach Eli-
mination von n,, n,, n; und n, eine Bedingung:
22h+ 1) ((h+ 1) ny+2ns)+ 3h(h+ 3) ng+ 10ng + 28n,=0, (36)

wobei fiir h =2 der letzte Summand wegfillt. Die entsprechende Linear-
kombination fiir ¢ ist:

si=2(h+ 1) (h+ 1) ny + 2n5) + h(h + ) ng + 6ng + 161,

. 37
(mit ng=0 fiir h=2).

Mit ny=ns=ng=0, ng=14, ng= —5 wird s=4. Bezeichnet man die
linke Seite von (36) mit §, so ist
§—s=2h((h+ 1) ny+2n5)+2h(h+ 1) ng + 4ng + 12ny =0 mod 4 .
Somit ist s € 4Z und daher fiir h=3
Im(k)=4Z. (38)

Fiir h=2 bilden die angegebenen Relationen ein vollstindiges Rela-
tionensystem. Ferner entnimmt man aus der Tabelle jetzt:

Sc|R=3(yf+uf+2z1)IR, (39)

also Im(k) = 0 und ord (k) = 5. Damit ist Satz 2 bewiesen.
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Bemerkung. Aus der obigen Tabelle folgt noch

Lo fir h=2
LG, I = {ld fiir A>3 mit d|2.

§ 5. Die Funktion ¢
Da [t,] die Ordnung 3 hat, gibt es eine 1-Kokette
¢:SLR,Z)~3Z
mit 6 ¢ = t,. Aus dem Beweis von (28) und (29) folgt fiir

mit

daB .
Qom=—c+a*+%b* (40)

ist. Wegen SL(2,Z)/[SL(2,Z),SL(2,Z)]~Z,, ist ndmlich ¢ eindeutig
bestimmt, da ¢ durch §¢ =1, bis auf einen Homomorphismus Z,, - @

festgelegt ist. Aus den Eigenschaften (7)-(12) ergeben sich die folgenden
Eigenschaften fiir ¢:

o(1)=0, (41)
™ )= - (42)

und
p(yay™ ") =o(a). (43)

Wir wollen nun eine explizite Formel fiir ¢ mit Hilfe von Dedekind-
Summen herleiten. Von C. Meyer [12] und K. Rademacher [17] wurde
die Funktion ¥ : SL(2,Z)— @ untersucht mit

- atd—12sign(c)s(a,c)—3sign(c(a+d)) fir c+0,

['4 =
(C d) —b— fir ¢=0
d — .

Hierin ist s(a, ¢) die Dedekind-Summe:

o=, 2 ()
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wobei :
x—[x]-1 fir xeR\Z

()= {0 fir xeZ
ist. ¥ hat die folgenden Eigenschaften:
Y(yay )=V ()eZ fiir o,yeSLQ2,Z),
Y(—a)=¥(),

-1y _ _
- P )= — P(a)

o nicht elliptisch, d. h. |a+d|=2=P(*) =k ¥ ().

Ferner erfiillt ¥ die ,,Kozykelbedingung” (vgl. [12, 13]):

Yo+ V(o) + Ploz)= —3

i=1

a; b

d.

12

wobei o; = ( ) mit o o503 =1 ist.
i
Es sei weiter

b
S(@)=a+d die Spur von o= (: d)

und

o) = sign (a B

Wegen aJo' =J fiir « e SL(2,R) gilt:

a(yay™Y)=sign(J(yay ' —3S(yay™h))
=sign(y~*J(@—3S@)y~?)
=0o(x),

3
sign(cy c,¢3)+ Y, sign(ci(a; + dy))

o

) _ 0
;? azbd);-mgn(.f(a-%S(a))) mit J=(1

259

(44)
(45)
(46)
(47)

(48)

d. h., o ist eine Klassenfunktion. Es ist a(a) = 7,(, — 1), wie schon frither

bemerkt wurde. Wir beweisen nun

Satz 4. ()= — P (a) + o () - 3(1 + sign(S(@))),

Ty (o, ) = 0(ty) + 0(aty) + @(a3) + sign(c; ¢, ¢3)
wobei
a; b
o= ( ! )ESL(z,Z), alaza:;_—"l
¢ d;
und .
. o(e;) = sign(c; S(a)) + a(at;) - %(1 + sign (S (Oﬂi)))
ist.
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Da fiir [S(«)} = 3 o(«) =0 und fiir S(x) <0 1 + sign(S(x)) =0 ist, haben
wir noch das

Korollar. o(0) = — 1 ¥(x), falls S(0) %0, 1,2 ist.

Beweis. Die Formel fiir 7, folgt unmittelbar durch Einsetzen der
Formel fiir ¢ in d¢ = 7, unter Beriicksichtigung von (42) und (48).
Zum Beweis der ersten Formel setzen wir

Ao):= ¥(0) + 3¢(0) — 30(@) - 1(1 + sign(S()))

und zeigen:

a) A ist eine Klassenfunktion,

b) « elliptisch oder parabolisch = 4(x) =0,

c) Al Y= — A(a), {1

d) o hyperbolisch => A(x0) = 4(a), wobei o = ( 0 1) ist.

€) Aus a), b), ¢) und d) folgt 4=0.

Wir beweisen zuerst e). Bekanntlich wird SL(2,Z) von ¢ und

t=JoJ = (~_ : (1)) erzeugt.
Wir definieren die Lange I(«) von « € SL(2, Z) durch:

n
= l—[ T”'O‘ei, ngo,si, nlEZ}
i=1

I(@) := Min{z (leil + Im;
i=1

und fiihren den Beweis durch Induktion iiber die Linge. Wire 40,
so gibe es ein o minimaler Linge mit A4(x)+0. Wegen b) ist a hyper-
bolisch. Wegen a) ist auch A(yay~ ')+ 0 und wir diirfen (notfalls nach

Ubergang zu einer Konjugierten yay~') annehmen, daB a= [] t"¢*

i=1

mit [(x) = Z (In:l + le;l) und 1;, & 0 (i= 1, ..., n) ist. Bei geeigneter Wahl

vone= + 1 lSt daher l(x0®) <l(a) und damit A(xo®)=0. Ist nun ¢=1, so
folgt aus d) der Widerspruch:

0=A(xo)=A4()+0.
Ist dagegen ¢ = — 1, so erhalten wir mittels a), c) und d) den Widerspruch:
0=A(@o Y= —A(ca" )= -4 'o)= —A(@ )= A4(®)+0,

da auch a~ ! hyperbolisch ist.
,a)“: Da ¥, ¢,0 und S Klassenfunktionen sind, ist auch 4 eine

Klassenfunktion,
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,»b)“: Bekanntlich ist jedes elliptische oder parabolische Element zu
_ 1\ £
einem der Elemente + (O 1) , + (O 1) + (1 b) (beZ) kon-

o 1 0 1 1) -\ 1
jugiert.
Man hat nun folgende Tabelle, aus der man leicht die Behauptung b)
abliest:
_+0—1 +0—1 _}_0—1'1 +1b
“=Euoo T T 10 1

Y(a)= 0 -2 2 b

1 _ 1 1. b
plo)= Fl1 —?+1 ?il Esxgn(b)(lil)—?
o(0)= F2 ¥F2 +2 + sign(b)
S()= 0 +1 +1 +2

Alle Werte in der Tabelle auBer ¢(«) ergeben sich unmittelbar aus der
Definition und s(a, ¢) =0 fiir c= + 1. Die Werte fiir ¢(a) errechnet man
leicht aus der Konstruktion von c¢:F—Z, der Formel (40) und den
Gleichungen:

0 —1) 4+ (0 —1\¥ . . (0 _1)i1
i(1 0)“" ’(1 1) =ab™amh -1

=ab¥la, + <(1) i) =p gttt

Ferner wurden noch die Formeln

. [=2c a-
r,(a,—1)=<p(a)—<p(—0t)+</’(—1)=S‘g“(a_d 2bd)’
o(~1)=0

d
- 1,(c*, ') = sign(ki(k + 1)) = sign (k) + sign(l) — sign(k + )

benutzt.
) Wegen P(a™ )= — ¥(0), p(a™ ') = — ¢(2) und S~ ') = S(a) ist
die Behauptung dquivalent mit
Tl(a_la - 1)= "Tl(a, - 1)
Dies ist aber wegen

: J ' —5S(@™ )=~ Jle—3S(x))
richtig.
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»d)“: Die Gleichung 4(a¢) = 4() 148t sich wegen A(c) =0 umformen zu
0=A4(xo) — A(ax) — A(0)
=—¥(@0)" )= P(2) — ¥(0) + 3p(aa) — 39(2) — 3¢p(0)
—30(x0)-3(1 + sign(S(x0))) + 30(x)-3(1 + sign (S(«)))
+30(0)-4(1 + sign(S(0)))
= 3sign(c(a + d)) + 3sign(— c(a + d + ¢)) — 31, (a, 0)

+3¢T(c-}—d

—a-b
i ‘; )-%(1+sign(a+d+c))+3.

Dabei haben wir o(x)=0 und a(c)=1 beriicksichtigt. Wegen ¢ %0,

17,(x, 6) = sign((@+ d — 2) (a+ d+ ¢ — 2)) und

sign(xy)+ sign(yz) + sign(zx)= —1 fiir (x,y,z)eR*\{0} mit x+ y+z=0

148t sich dies weiter umformen zu:
—sign((a+d—2)(a+d+c—2)+sign((a+d)(a+d+c))

ctd—a) ,
c+d—a —2a-2b) ?

(49)

+sign( (1+sign(a+d+c)=0.

Ferner hat man

2c c+d—a)

ctd—a —2a—2p ") senlc—a=b) fir latd+cf=2y.

2sign(c—a—»b) fir |a+d+c<1
sign(
0 fir la+d+c|23

Zum Nachweis von (49) unterscheiden wir demnach die Fille
a+d+c=-2,-1,0,1,2 und |a+d+ c|= 3. Wir betrachten nur den
Fall a+d+ c=1, da sich die anderen Fille dhnlich erledigen lassen. Zu
zeigen ist jetzt:

sign(a+ d — 2) + sign(a + d)=2sign(a+b—c).
Wegen Ja+d| =3 und c=1—a—d+0 ist dies dquivalent mit:
sign(c(a + d)) = sign(c(a + b —¢))
=sign(a—a?’—1-c?
=-1.

Da ca+d)=(1—-a—d)(a+d)<0 ist wegen |a+d|=3, ist dies aber
richtig. Hiermit ist a), b), ¢) und d) und damit Satz 4 bewiesen.
Bemerkung. Es gibt noch einen weiteren Beweis von Satz 4, der auf

der Auflosung gewisser Singularitéiten von 2-dimensionalen komplexen
Réumen mit einem Torusbiindel iiber S* als Umgebungsrand beruht.
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Aus Satz 4 und Satz 1 ergibt sich nun als Korollar

Satz 5. Sei X eine kompakte orientierte Fliche mit 60X = \/ S} (dis-

i=1

junkte Vereinigung), und sei E—X ein orientiertes Torusbiindel iiber X.
Ferner seien o,€SL(2,Z) (i=1,...,r) klassifizierende Elemente (fiir

E;

:= E|S!, d. h. o; = x;(1), wobei y; : m,(S}) = Z —SL(2, Z) klassifizierende

Homomorphismen fiir E; sind. Dann ist

«E,0D)=— ¥ o).
i=1

AbschlieBend sei noch bemerkt, daB [7,]e H?(Sp(4,Z),Z) im Gegen-
satz zu o*[1,] keine endliche Ordnung hat. In [14] wurde néimlich ein
lokales Koeffizientensystem I' mit Strukturgruppe Sp(4,Z) und typi-
schem Halm R* iiber der Fliche X vom Geschlecht 4 mit t(X;I')=8
angegeben.
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