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Einleitung

Sei E(A) das T?-Biindel iiber §*, welches durch die Verklebungsmatrix 4eSL(2, Z)
= Aut*(7?%0) gegeben wird. Ein Element se T?, s+0, operiert genau dann durch
faserweise Translation auf E(A4), wenn A zu der Gruppel'(s)={BeSL{2,Z)|Bs =35}
gehort [dies ist fiir s von endlicher Ordnung eine Kongruenzuntergruppe von
SL(2,7Z)]. Diese Operation ist frei, differenzierbar und orientierungserhaltend, so
daB die a~Invariante afs, E(4)) von Atiyah-Singer [1] definiert ist. In [15] wurde
bewiesen, dal} die Differenz «(s, E(4))— ¢(A) als Funktion von A4 einen Homomor-
phismus ¥ : I'(s)»R lefert. Dabei ist ¢(A) ebenfalls eine Signaturinvariante des
Torusbiindels E(4), die auch in [8] und [12] untersucht wurde. In dieser Arbeit
berechnen wir 5 und geben im Falle Spur(A4)> 2 Bezichungen der a-Invariante
a(s, E(A)) zur Theorie reell-quadratischer Korper Q(}/(Spur A)* —4). Dieser uner-
wartete Zusammenhang kommt dadurch zustande, dal die Mannigfaltigkeit E(A4)
fir Spur(4)>2 Umgebungsrand eciner Spitzensingularitit auf einer zu
Q(])/(Spur 4)* — 4) assoziierten Hilbertschen Modulfléche ist. Die von Hirzebruch
konstruierte Auflésung solcher Singularititen dient uns auch als berandende
Mannigfaltigkeit zur Berechnung der a-Invariante. Unser Hauptergebnis im Falle
Spur{4)>2 ist, daB die Zahlen afs, E(4)) mit Summanden bereinstimmen, die in
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der von Hecke 1921 entdeckten Klassenzahlformel fir gewisse biquadratische
Zahlkorper auftreten [3,4].

Die Arbeit ist folgendermalen gegliedert. In § 1--5 stellen wir die bendtigten
Tatsachen iiber a-Invarianten und Spitzenauflosungen zusammen und folgern
hieraus eine Rekursionsformel fiir 5 (Satz 5 in § 5). In §6 wird dann 7 zu einem 1-
Kozykel y:SL(2, Z)— F mit Werten in dem SL(2, Z)-Modul F={f|f:C?/Z*->C}
fortgesetzt und fiir y(4) eine Darstellung in den Koeffizienten der Matrix 4 durch
Kotangenssummen gegeben. Die Kozykeleigenschaft von y impliziert insbesonde-
re eine Reziprozititsformel fiir diese Summen. In §8 wird fiir AeI'(s) gezeigt, daB}

n*y(AT)(s) gleich dem Integral | g, dt iiber einen Teilwert der WeierstraBschen
Az

@-Funktion ist. Der Integrand ist hier ¢ine holomorphe Modulform vom Gewicht
2 fiir die Gruppe I'(s) und der Integrationsweg ist in C\R zu wihlen. Der Beweis
dieses Satzes geschieht durch explizite Berechnung des Integrals nach einer neuen,
elementaren Methode. Andererseits hat Hecke [4] gezeigt, daB3 diese Integrale die
Differenz gewisser L-Reihen an der Stelle 1 sind. Da diese Reithenwerte gerade die
erwihnten Summanden in der Heckeschen Klassenzahlformel darstellen, erhalten
wir so in §9 die Bezichung zwischen a-Invariante und Klassenzahlen.

Im letzten Teil der Arbeit wenden wir unsere Ergebnisse auf Hilbertsche
Modulformen an und verallgemeinern damit ein klassisches Ergebnis von Hecke

[5]. Sei f ein Primideal der Norm ¢ in in K = Q) ]/E), D>0, I' die Hilbertsche
Modulgruppe zu K und I'(f) die Hauptkongruenzuntergruppe zur Stufe f. Dann
operiert SL(2,IF))=T7/I'(f) auf dem Raum S,(I'(f)) der Spitzenformen vom
Gewicht 2k. Man erhiilt so eine Darstellung 7 von SL(2, IF). Laut Schur [18] gibt
es genau zwei irreduzible Darstellungen ®,, 6, von SL(2,IF)) vom Grad (g +¢)/2,
e=(—1)2"Y2 y und y, seien die Multiplizititen von &, und &, in der
Darstellung 7. Saito und Yoshida bewiesen im Falle k=2 und (f,6D)=1 den Satz:
v, —y,1=23 H(L)/H(K), wobei dic Summe iiber alle Relativklassenzahlen
H(L)/H(K) total imagindrer quadratischer Erweiterungen L von K mit der
Relativdiskriminante | zu erstrecken ist. Ihr Beweis beruht auf der Selbergschen
Spurformel, die aus Konvergenzgriinden nur im Falle k=2 anwendbar ist. In § 10
beweisen wir die Richtigkeit des Satzes im Falle k=1 und bestiitigen damit eine
Vermutung von Saito [16]. Wir benutzen den ,,holomorphen™ Lefschetz-Satz von
Atiyah-Singer, mittels dessen y, — y, auf die Berechnung gewisser Fixpunktbeitri-
ge zuriickgefithrt wird. Es zeigt sich, daB diese Beitrdge unabhingig vom Gewicht
2k sind. Zusammen mit dem Verschwinden gewisser Kohomologiegruppen folgt
hieraus schon die Richtigkeit des Satzes fiir alle k=1. Andererseits konnen aber
die Fixpunktbeitrige durch a-Invarianten ausgedriickt werden, und wir erhalten
so einen von der Selbergschen Spurformel unabhéngigen Beweis dieses Satzes,
wobei wir die Voraussetzung (f, 6D)=1 noch zusitzlich abschwichen konnen zu
(f,6)=1 und H:(l/g). Ohne Beweis sei hier mitgeteilt, daB im Falle f=(]/§)
y,—y, =2 oder 0, je nachdem 2k = 1(5) oder 2k £ 1(5) wird.

§ 1. Definitionen, Bezeichnungen

Sei T=R?%*Z? der zweidimensionale Torus. Der Homomorphismus
x:n,(SY)~Z—SL(2,Z)~ Aut ™ (n (1)) mit y(1) = Ae SL(2, Z) definiert eine Z-Rechts-
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operation auf Rx T durch (x,£)z=(x+z, (z) " 't), wenn xeRR, teT, zeZ ist. Das
Torusbiindel &(4)=(E(A), p, S!) iiber der Kreislinie S* =IR/Z: T— E(4)>S* ist dann
definiert als das zum Z-Prinzipalblindel R—IR/Z assoziierte Faserbiindel mit
Faser T, d.h. E(A)=R x T/Z. Es ist iiblich, diese Definition kiirzer zu notieren durch
E(A)=Rx T/~ mit (x,0)~(x+1,47 ). Der Homomorphismus y heit auch
charakteristischer Homomorphismus fiir das Biindel E(A4). DaZ vermége yaufR x T
orientierungserhaltend operiert, induzieren die Standardorientierungen von R und
R? eine Orientierung fiir E(A4) und diese Orientierung ist im folgenden stets gemeint,
wenn von der Orientierung fiir E(A4) die Rede ist. Wir geben noch eine zweite
Beschreibung fiir E(A). Sei G: =72 ,—1Z das vermdge des Homomorphismus
¥ L Z—-SLQ2,Z), x '(1)=A""' gegebene semidirekte Produkt von Z? mit Z.
G operiert frei auf R xIR? von links durch (m, v) (x, {)=(x+v, x " *(v)t +m), falls
(x, )eRxR? und (m,v)eZ?xZ. Dann ist E(4)~G\RxR? orientierungstreu
diffeomorph. Hieraus folgt ©,(E(4))~ G, sogar, daB3 E(A) ein Eilenberg-MacLane
Raum K(G, 1) ist. Genauer gilt folgendes kommutative Diagramm fiir die exakte
Homotopiesequenz

0— 7 (T)— n,(E(A)) —7,(§1)—0
U 1 ¢
0— Z° —-)szx_ll—> Z —0.

Die hier eingefiihrte Terminologie ist nicht immer gebriuchlich, z. B. wird in [15]
das Biindel E(4) mit E ., bezeichnet.

Fiir se T mit AeTl'(s) werde nun s[x,t]=[x,t+s] gesetzt, wenn [x,t] die zu
{x,t)e R x T gehorige Klasse in E(A) bezeichnet. Dies definiert eine orientierungs-
treue und differenzierbare Aktion der von s erzeugten Gruppe auf dem Biindel
E(A). se T operiert also genau dann durch faserweise Translation auf E(4), wenn
Ael'(s) ist.

Wir werden in der Folge fiinf periodische Funktionen benutzen, die charakteri-
stische Funktion von Z auf €

1 fir xeZ
= 1.1
¢olx) {0 fir xeC\Z, (.
die trigonometrischen Funktionen
cotnx fir xeC\Z
= 1.
¢1(x) { 0 fir xeZ (12)
sin"?nx fir xeC\Z
- 1.3
calx) { /3 fir xeZ (.3
und die Bernoullischen ,,Polynome*
x—[x]-1/2 fir xeR\Z
= 1.4
Pix) { 0 fir xeZ (14)

Py(x)=(x—[x])?—(x—[xD+1/6, xeR. (1.5)
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¢, und P, bzw. ¢, und P, sind auf Q/Z zueinander fouriertransformiert, d. h.

a ; k
of) =2t ¥ emmop, (), 16
l(b> k(trzxi:db) ! b ( )
& (9> =2b Y eriakhp, (5) (17)
b k(b) b

Die Definition von c,(x) und c,(x) fiir ganzzahlige x wird durch diese beiden
Formeln sowie durch die Additionsformel

Cl(x)cx(y) + Cx(}’)cx(z)+ CX(Z)Cl(X)
=1—co(x)c,(¥)— coy)es(z) —colz)ealx), (1.8)
falls x,y,zeC und x+y+zeZ

und die Multiplikationsformeln

e (x:k) =nlc(x), j=0,1,2 (1.9)

k(ny
falls neZ,n+0 und xeC,

die alle spiiter gebraucht werden, gerechtfertigt. SchlieBlich definieren wir noch die
Dedekindsche Summe

sla,c)= Y P, (9_&) P, [8—>

ufc) ¢ ¢
= 3 o, [—]Cc (=], (1.10
4c| "(Zc) e/ e )

sowie ihre Verallgemeinerung (die nach einem Vorschlag von Carlitz Dedekind-
Rademacher Summe heif3t)

au+ax-+c¢ “+X
s(a,c; x,y)= Zpl(‘ - Y)Pl("c ) (111
ule)

Hier sind q, ceZ, ¢+0 und x, ye R

Ist n> 1 eine natiirliche Zahl, so bezeichne , T die Gruppe der n-Teilungspunkte
von T, also ,T'={te T|nt=0}. Weiter sei T*=T\{0} und ,T* = T\{0}.

Die Transponierte einer Matrix 4 bezeichnen wir mit A7

§ 2. Die a-Invariante im 4-dim. Fall

Sei Y* eine G-Mannigfaltigkeit mit freier, orientierungserhaltender Aktion von G
auf Y. Dann ist fiir ge G, g+ 1, die «-Invariante fiir die Aktion von g auf ¢Ydurch
die reelle Zahl «{g, 0Y): =signig, Y)— L{g, Y) definiert, wobei sign(g, Y) und L{g, Y)
diejenigen Terme sind, deren Gleichheit der dquivariante Signatursatz [1, 107 im
Falle 6Y=¢ behauptet. Die a-Invariante ist also ein ,,MaB*“ fiir die Abweichung
vom Signatursatz. Sie hdngt nur von dem Paar (g,0Y) ab, also nicht von der
berandenden G-Mannigfaltigkeit Y. Die Zahl L(g, Y) hdngt nur von der Fixpunkt-
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menge Y? und der Operation von g auf dem Normalenbiindel v{Y?) ab. Y? besteht
aus 0- und 2-dimensionalen Komponenten. Fiir einen isolierten Fixpunkt x;e Y¢
sei die Aktion von g auf dem Tangentialraum von Y in x; gegeben durch die
Matrix (bzgl. einer orientierten Basis von T, Y)

(cos 2ro;  —sin2na; cos2nfl; —sin2nf;
sin2ma; cos2ma, sin2nf; cos2nf;)’

Fiir jede 2-dim. Fixpunktmannigfaltigkeit Y, von g induziere der Diffeomor-
phismus g eine Drehung im Normalenbiindel von Y, um den Winkel +2n6,. ¥, ¥,
sei die Selbstschnittzahl von Y,. Mit diesen Bezeichnungen gilt dann [1,9, 10] der

Satz 1. G operiere orientierungserhaltend und effektiv auf der zusammenhingenden
Mannigfaltigkeit Y*. Dann ist

Lig, Y)z{ - ;Ci(%)‘?x(ﬁj)** ;Koncz(ek), g1
Sign(y}a falls g = 1 .

§ 3. Die Funktion ¢

Wir geben jetzt die Definition einer Funktion ¢ :SL(2,Z)— 1/37Z, die in Wahrheit
schon eine Funktion auf den Konjugationsklassen ist, d.h., es gilt ¢(4B4A™ %)
=(B) fiir 4, BeSL{2,Z). ¢ wurde in der Zahlentheorie bereits mehrfach studiert,
ihr Auftreten in der Topologie ist dagegen erst jiingeren Datums. Es ist

- %Eé + 4sign(c)s(a, ¢) — L {1 —sign((a + d)* — 4)} signc

q)(a b)m +3{1+sign((a+d)* —4)}signcla+d), c=*0

_ 3% +1(1 +signd)signb, falls c¢=0.

Den Hauptbeitrag zu ¢(4) im Falle ¢ <0 bildet hier die Dedekind-Summe s(a, ¢),
die in (1.10) erkldrt ist.

Es seien nun by, b,,b,, ..., b, ganze Zahlen, alle b, =2 und mindestens ein b;z3.
Folgendes Matrizenprodukt werden wir oft gebrauchen

b . 1 (b 1 b, 1)
= noi =f " . 1
4 ,Q;(—l 0) —1 0) <—1 0 G
Fiir solche Matrizen gilt die hiibsche Formel
plA)=% ) (b;—3). (3.2)
i=0

In [19] wurde allgemeiner bewiesen:

Satz 2. Seien by, ..., b, beliebige ganze Zahlen und die Matrix A wie in (3.1). Dann ist

@(A)=3% Y b;+signB,,
i=0
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wobei
( (2-b,), falls n=0
(’_bo 2 )’ n=1
b, 1 1
1 —b, 1
B,= 1 —b, 0 , nz2
0
.o 1
1 1 —b,

Der Beweis dieses Satzes beruht auf der Reziprozitdtsformel fiir Dedekind-
Summen (vgl. §7) und einem Diagonalisierungsverfahren fiir die Matrix B,. Sind
nun alle b, 2 2, mindestens ein b ;2 3, dann ist die Matrix B, negativ definit, also die
Signatur von B, gleich —(n+ 1), und man hat als Korollar zu Satz 2 die Formel
(3.2).

In [14] hat der erste Autor gezeigt, dal @(4B)— @(4)— p(B) gleich der
Signatur einer 4-dim. Mannigfaltigkeit ist. Es handelt sich um ein Torusbiindel
iiber einer dreifach gelochten 2-Sphire, dessen Rand aus den Torusbiindeln
E(AB), E(A™1), E(B™ ) besteht. Ferner wurde der folgende Satz bewiesen, der den
Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit bildet,

Satz 3. Sei te T*. Die Abbildung 7:I'(t)—R, die jeder Matrix AcI(t) die Zahl
olt, E(A))— @(A) zuordnet, ist ein Homomorphismus.

Ein Ziel dieser Arbeit ist nun, diesen Homomorphismus explizit zu berechnen.
Dabei werden wir benutzen, daBl die a-Invariante aft, E(4)) vom Basiswechsel in
der Homologie H,(T,Z) unabhingig ist, d. h., es gilt «(t, E(4))=wa(Bt, E(BBAB™'))
fir BeSL(2,Z). Aulerdem setzen wir zunichst voraus, daB Spurd >2 ist. Wir
werden spiter in § 6 sehen, daB dies tatsdchlich keinerlei Einschrdnkung bedeutet.

§ 4. Der Umgebungsrand einer Spitze

Sei K =@ 1/5) ein reell-quadratischer K&rper und M C K ein Z-Modul vom Rang
2. Ein solcher Modul heiBit auch volistindig. V sei eine Einheitengruppe von
endlichem Index in Uj;, der Gruppe der totalpositiven Einheiten 5 im Ring der
ganzen Zahlen von K mit M =M (U}, ist isomorph zu Z). Das Paar (M, V)

definiert die Gruppe G = G(M, V) aller Matrizen (g /f) mit #e Vund pe M. Dann

ist G =M x Vsemidirektes Produkt, wobei V'durch Multiplikation auf M operiert.
G operiert nun frei und diskontinuierlich auf $ x (9 die obere Halbebene von )
mit einer Spitzensingularitit o in  $%/G:=9*G|J{cw} vermoge
(z,, 2,)—(nzy + u,n'z, + 1), wobei Strichbildung die Anwendung des nichttrivialen
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Automorphismus von K bedeutet. Wir nennen die Spitze oo auch vom Typ (M, V).
Ein vollstindiges Umgebungssystem dieser Spitze wird durch die Mengen
W/G| J{oo} gegeben, wo

W=W(d): ={(z,,z,)e $*|Imz, Imz, 2d >0}.

W geht ndmlich unter der Operation von G in sich iiber, insbesondere ist W/G eine
komplexe Mannigfaltigkeit. Der Rand éW/G von W/G ist ein Torusbiindel {iber
einer Kreislinie. Dies folgt aus dem

Lemma 1. Sei n,eV erzeugendes Element von V mit 0<no<1 und z;=x;+iy,

j=1,2. Dann ist f :dW—-R> mit f(z,,z,)=(ogy,/logn,, x,,x,) ein orzennerungser-
haitender Diffeomorphismus, wenn R* mit der kanonischen und OW mit der von W
induzierten QOrientierung versehen ist.

Eine Orientierung des Randes dW heillt dabei von W induziert, wenn ein
HuBerer Tangentialvektor in einem Randpunkt p gefolgt von einer orientierten
Basis von T,0W eine orientierte Basis von T,W liefert. Die Aktion von G auf W
148t sich mlttels S nun auf R liften, (x,, x,, >c3,)elR3 geht dabei in (x,; +logn/logn,,
Hx, + u,n'x, -+ ') iiber. Da M Normalteiler in G ist, erhélt man so

IW/G~(R}/M)/V =R x ,(RYM)~R x T,

wobei M = {(u, )| ue M} CIR? ist. Im Hinblick auf die Anwendungen wollen wir
jetzt eine Matrix aus SL(2,Z) bestimmen, mittels derer n, auf T operiert.
Einfachheitshalber nebmen wir dabei an, daf§ M sich in der Form M =Zw+Z mit
0<w < 1<w schreiben 1dBt und V= U}, ist (jeder vollstindige Modul M 148t sich
als AM, schreiben, wobei M, diese Gestalt hat, A totalpositiv und U, =Uy; ist;
die Torusbiindel fir M und M, sind dann orientierungstreu diffeomorph). Die
quadratische Irrationalitit w besitzt dann eine unendliche, rein periodische
Kettenbruchentwicklung der Form

1
w=by— ——

[

wo alle b; 22 und mindestens ein b; 2 3. Wie in [8] schreiben wir fiir einen solchen
Kettenbruch [by, by, ...,b,_ ], wo der Zahlenzyklus ((by, b, ..., b,_,)) die kiirzeste
Periode darstellt. Die Zahlen p,, g, werden jetzt induktiv definiert durch p_, =0,
Po=1, py=bp—Pi_ und g_; =—1, 4=9, ¢, , =b,q, — g, _, fiir alle k=0.
Dann ist A,:=p,—q,w erzeugendes Element von Uy mit 4,<1 {8, Lemma
2.5]. Beziiglich der Standard-Basis des R? agiert daher 5, =4, auf T mittels der

Matrix
o (W 1)-1 (Ar 0\ (w 1) =<-~q,_1 ~qr)‘
w1 0 4/\Ww 1 P,_1 D,
Fiir (x,)eR x T kénnen wir somit auch schreiben ny(x,t)=(x+1, 47 'r). Nach

Definition des Biindels E(A4) bedeutet dies aber 0W/G~IR x , T= E(A). Wir fassen
diese Uberlegungen zusammen in
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Satz 4. Sei M =Zw+7Z mit w=[b,,....b,_,], wobei alle b;22 und wenigstens ein
b;23 ist. V habe in U » den Index 121. Dann sind orientierungserhaltend
diffeomorph 0W /G ~ E(A"), wo

_ P, 4y — " br~i 1) :
A (—pm -q,_l) il;ll (-—1 of

Durch Induktion findet man leicht, daB stets Spur 4’ >2 ist. Umgekehrt gilt aber
auch, daBl jedes Biindel E(B) mit SpurB>2 orientierungstreu diffeomorph zum
Umgebungsrand einer Spitze ist, weil in der SL(2, Z)-Konjugationsklasse von B
dann immer eine Matrix der Gestalt A’ liegt, 4 wie in Satz 4. Zur Berechnung von
y geniigt es daher, weiterhin nur die Situation von Satz 4 zu betrachten. Dies ist
insofern giinstig, als die dort auftretenden 7-Biindel auf natiirliche Weise eine
Mannigfaltigkeit beranden, nimlich die Spitzenauflosung von $?/G, deren Kon-
struktion von Hirzebruch in [8] angegeben wurde.

§ 5. Fortsetzung der Aktion auf die Auflosung einer Spitze

Es gelten weiterhin die Voraussetzungen von Satz 4. Fiir unsere Zwecke gentigt es
zu wissen, daB die Spitzenauflosung Y(o0)= Y((b,,....b,,_,)) von $*/G durch Ir
Karten mit den komplexen Koordinaten u,, v, gegeben wird, kmodlr. Der
Kartenwechsel geschieht fiir u,, v,, , %0 vermoge

— 1Pk
Up 41 =W Uy

_ (5.1)
Vper =W -

Durch v, =0 in der k-ten und u, , , =0 in der (k+ 1)-ten Karte wird eine kompakte,

rationale und nicht-singuldre Kurve S, definiert. Das Schnittverhaiten dieser

zyklischen Kurvenkonfiguration bestehend aus Ir Kurven wird durch die Schnitt-

matrix B,._, in Satz 2 gegeben. Insbesondere ist die Selbstschnittzahl S-S, = —b,.

Der Kurvenzyklus | | S, bildet die Blase von oo in $%/G und 16st die Singularitit
k
auf. Y(oo)\U S, wird biholomorph auf $?/G abgebildet und diese Abb. wird im k-
k
ten Koordinatensystem explizit gegen durch

2riz, = A, _, logu,+ A4, logv, (52)

2miz, = Ay _, logu, + A logy,.
Hier ist (4, _;, A)=(Pu_ 1 — Gi— W, P — ;W) flir k=0 eine Folge von Z-Basen fiir
M.

Wir erkliren jetzt eine Aktion von te,T* auf Y(oo) und untersuchen an-
schlieBend deren Fixpunktmenge. Fir t=(x,, ,)"€,T* sei

t(uy, v) = (exp(mio)uy, exp(2rifi)v,)
mit o, =p, o +q, B, und B, = —a, _, fir k= 1. Diese Aktion ist wohldefiniert, wenn
nach einem Umlauf im Kartenzyklus (x,, B,)" =(xq. ;)" modZ? wird. Dies ist
gleichbedeutend mit A't=t(Z?), die Matrix A wie in Satz 4. Mittels (5.2) liBt sich
diese Aktion auf $?/G liften zu #(z,,z,)=(z, +0, z,+¢)modG. Hier ist
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0=A4,_ 0, +Ap,=a,w+p, und A't=:Z*) bedeutet jetzt ng=o(M) fiir jede
Einheit ne V. Auf dem Rand 0W/G operiert ¢ vermoge t[y,,x,x,1=[y,;,x, +o,
x,+¢’], siche Lemma 1. Und auf dem Biindel E(A") agiert ¢ schlieBlich durch
faserweise Translation um (o, 8,)" =1. Betrachten wir wieder die Aktion von t auf

Y(0). Es ist klar, daB es Fixpunkte unter ¢ nur auf dem Kurvenzyklus | ) S, geben
k

kann. Sind «,, §, beide #£0(1), dann ist in der k-ten Karte der Schnittpunkt von
S.—, und S, (=Koordinatenursprung der Karte) einziger Fixpunkt von t. Ist
dagegen a, =0(1) und f, #0(1), so ist t(u,, v,)= (4, v;) dquivalent mit v, =0, d. h., S,
bleibt punktweise fest. Wenn o, £0(1) und f,=0(1), dann ist o,_, =0 und
Bi 1 #£0(1), daher bleibt jetzt S, _, fest.

Um die a-Invariante der Aktion von ¢ mittels Satz 1 zu berechnen, miissen wir
jetzt nur noch die dquivariante Signatur sign(t, Y(co)) kennen. Eine Basis von
H,(Y(o0), Q) wird durch die Kurven S, k=0, 1, ..., Ir—1, reprisentiert. Unter der
Aktion von t geht aber jede Kurve orientierungserhaltend in sich iiber, daher
operiert t trivial auf H,(Y(w0), Q). Also ist sign(t, Y(o0)) =sign(¥(w0))
=signB,,_, = —Ir, vgl. Satz 2.

Satz 5. Sei E(A") Rand der Auflosung Y((by,....b,._,)). te T* operiere auf E(A).
Dann gilt
r—1

alt, E(Al)) =—lIr+ kgo {c (e (B + bkco(“k)cz(ﬁk)}

ir—

aft, E(AY) - o(4") = \ {cilog)e (B +b(colo)e,(B) — %)} s

=0
falls (o, Bo)T =t und
ety =be+ B By = — o (kmodir). (53)

§ 6. Der Kozykel y

1. Ziel dieses Abschnitts ist es, den Homomorphismus y zu einem Kozykel vy
fortzusetzen. Die Uberlegungen, die wir dabei anstellen, sind einfacher algebra-
ischer Natur. Sei F:={f:C*/Z*->C}. F ist ein SL(2, Z)-Linksmodul, wenn fir
AeSL(2,Z) und feF, (Af)(t):=f(ATt) gesetzt wird. Ein Links-1-Kozykel y fiir
SL(2,7Z) mit Werten in dem SL(2,Z)-Modul F ist nichts anderes, als eine
Abbildung 7:S1{2,Z)—F mit der Eigenschaft y(AB)=Ay(B)+y(4) fur alle
-1 1 -1

A,BeSL(2,Z). Bedeuten J= ((1) 0) und S= ( . 0) die iiblichen Erzeugenden
von SL(2,Z), so folgt aus der Kozykeleigenschaft

(A+J+J2+T3)y(J)=0
A+ +JHL+S+5H)y(S)=0,

da J*=J283=1 und p(1)=0 ist. Umgekehrt sei jetzt feF und geF beliebig
vorgegeben. Wir fragen, wann existiert ein Kozykel y derart, dal y(J)=/ und
Y(S8)=g wird?

(6.1)
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Satz 6. Ein solches y existiert genau dann, wenn (6.1) mit y(J)=f und y(S)=g erfiillt
ist.

Der einfache Beweis beruht darauf, daB ein Kozykel auf der von J und §
erzeugten freien Gruppe bereits durch Angabe der Werte auf J und S wohlbe-
stimmt ist und J*=J%§% =1 definierende Relationen von S1{2,7Z) sind. Wir setzen
nun

b —1\ (u 1
o1 o) (2]t (5 ~cowcy) ©2)
fiir b=0, 1 und u,veC. Eine kleine Rechnung zeigt, dafB (6.1) erfiillt ist. Die zweite
Gleichung ist gleichbedeutend mit dem Additionstheorem (1.8) fiir die Kotangen-
te.

Wir beweisen jetzt den Zusammenhang zwischen y und y

Satz 7. Seiy:SL(2,Z)—F der durch (6.2) wohldefinierte Links-1-Kozykel. Dann gilt
Jiir teT* und AcI'(t)

oft, E(A)) — @(4) = (A7) (1) (6.3)
Durch Induktion tiber b folgt zuniichst, daB (6.2) fur alle beZ richtig ist. Der

. b+1 —1 I Iy /b -1
i =
nduktionsschiufl beruht auf den Zerlegungen ( 1 0) (O 1) (1 0),

i Y O“ISNahd Uberl in §4 ko ir im Fall
0 1 = 1 0 { O . C en eriegungen in § onnen wir 1m raiie
Spur A >2 annehmen, daB

r b, 1
A= Ir—i
1{ By

mit den b, wie in Satz 4. Dann ist, wenn t=(x,, 8,),
r-1 b, —1 b, —1\ /a
amo=5 (Y ot 7o) 5
y ))i;,,nql o/"\t o\,
Ir—1 bi “‘"1) (a‘)
=%t o) )

Vergleich dieser Gleichung mit Satz 5 zeigt jetzt die Richtigkeit des obigen Satzes
im Falle SpurA>2. Ist ¢ von endlicher Ordnung, so folgern wir hieraus die
Behauptung fiir alle 4eI'(¢), da in diesem Falle jede Matrix e I'(t)\{— 1} sich als
Produkt zweier Matrizen e I'(f) mit Spur >2 darstellen 148t und beide Seiten von
(6.3) Homomorphismen von I'(t) nach R sind. Ist dagegen ¢ von unendlicher
Ordnung, so ist notwendigerweise Spurd=2 und auf E(A4) operiert jetzt

S'xZ,CT, falls A~ ((1) t ?) Zur Berechnung der a-Invariante x(t, E(A)) konnen

wir eine Spitzenauflosung nicht mehr gebrauchen, da dort nur Elemente endlicher
Ordnung operieren. In diesem Falle 1dBt sich aber E(4) auch als ein S'-Biindel
iiber T auffassen. Eine dquivariant berandende Mannigfaltigkeit fiir E(4) ist dann
das zu E(A) assoziierte Scheibenbiindel. Man kann diese Mannigfaltigkeit zur



Hirzebruchs Spitzenaufldsung 79

Berechnung der a-Invariante flir Elemente unendlicher Ordnung heranziehen
[19]. Wir wollen aber darauf nicht eingehen, bemerken stattdessen, dafl beide
Seiten von {6.3) mit Ausnahme von endlich vielen rationalen Punkten stetige
Funktionen von f sind, vgl. [1, Proposition 7.6]. Damit ist Satz 7 vollstindig
bewiesen.

2. Wir werden jetzt eine explizite Formel fiir y(A4) in den Koeffizienten der

Matrix A= (i z) aufstellen. Unter Benutzung der Kozykeleigenschaft von y folgt

aus der Zerlegung
(ad 1 ~(O N /=t =1\ (~ad —1
be 1) U O t 0 10

¥ (Zj 1) (Z) =c (u+v)c (v)+ad (% ——»co(u+v)cz(v)) + (% *Co(v)cz(“))- (6.4)

Satz 8. Fiir bd+0 und u,veC gilt
fa b\ (w1 ad 1\ ((+D/d\ (ad 1\ (i
/ ( d) (v)“bdk%)%{y(bc 1) ((v+k>/b) y(bc 1) (k/b)}‘

Beweis. Wir schreiben fiir die rechte Seite von Satz 8 @(a g) (u), setzen
¢ v

D(A):=y(A), falls bd =0 und zeigen nun, dafl & : S1(2, Z)—F ein Links-1-Kozykel
ist, d. h,, es gilt

BJA) =JD(A) + D), J = C’ a (1)) ) (6.5)
1 0
H(TA)=THA)+HT), T= ( . 1) ) (6.6)

Da @ nach Definition auf den Erzeugenden J, T von SL(2, Z) mit y ibereinstimmt,
folgt dann ®(A)=7(A) fiir alle 4 und der Satz ist bewiesen.

®(J A) (:‘) —J(4) (3) —&(J) (z)
SR NI T R
“gad e (5 - e () e (5 - e ()

1 1 1 k
AT R R S

v+l v+l+ v+_lc(u+k>+c <u+k) 3+_l
T )\ ) Tl )2\ T o\Tp )2\ g
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~afy-gfla)-a =gl (-5~ -3) ()

l

- -5 )

und diese Doppelsumme verschwindet gliedweise auf Grund des Additions-
theorems (1.8) fir die Kotangente. Zum Beweis von (6.6) unterscheiden wir
b+d=0 von b+d+0. Im Falle b+d=0 ist nach Definition $(TA)=yTA)
=9(+ TA). Im Falle b+d+0 wenden wir die Multiplikationsformeln (1.9) auf die
innere Summe in Satz 8 an und erhalten in beiden Fillen

ol =e(, 5 i) o

1 bu+v)+div+k) v+k
e ey

_ac, <b(u+v)+d(v+k)) c, (u+k

b b

~a(fJerfg) +a (5 esfg) + 04000 5) 5]
rocs)=o(0 o) ("))

1 b(u+vy+dv+k) v+k
D e e ey

—ac, (b(u +v)—;—d(v+ k)) : (v;};k

B Bl

SchlieBlich fol h POy _(0 -1y (1 -1
01elcogtnocausll~10 {0

on(2) - G ;’) (4] =5 ~calireso.

Ein Vergleich dieser drei Gleichungen bestiitigt unmittelbar die Richtigkeit von
(6.6). Nach Ausfiihrung der inneren Summe iiber /(d) in Satz 8 mittels (1.9) erhalten
wir

J—b+drey (75 et

—dc, (v Zk) c(u+v)
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Satz9. Fiir (‘; ! b)eSLQ, Z) und u,veC gilt

d
1 df1
Z<§ —colbu +dv)c2(au+cv)\ + 5(3 —co(v)cz(u)>
y(a b (“) b et b v — Sdefid b;0,0, b0
¢ dj \v b b
cfl
E(g —co(v)cz(u)>, falls b=0,

wo

def(d,b;v,u)= 3 ¢,

k(b)

(d(v+k)+bu v+k>
b )C‘< b

bedeutet. def soll an Signaturdefekt erinnern, eine Bezeichnungsweise fiir Kotangens-
summen, die auf Hirzebruch zuriickgeht [9].

Beweis. Der einzige nicht-triviale Punkt an dieser Summation ist die Beobachtung,

daB ¢, (Z;-;—Z + 2%1{) =1 fiir ein bestimmtes {d) und k(b) genau dann eintritt, wenn

¢olbu+dv)=1. In diesem Fall gilt dann a(bu+dv)= —k(b}, so dall au+cv

_albu+dv)—v _ v+k 1) ist

- b - b '
Wir formulieren noch eine leichte Verallgemeinerung von Satz 8, die sich

mittels Satz 9 unschwer einsehen 148t :

Satz 10. Fiir jeden Teiler B|b, d|d gilt, falls bd+0,

(DO =m 55 el (et as) sl

Aus Satz 9 kdnnen wir jetzt eine explizite Formel fiir «(t, E(A4)) folgern.

Korollar. Fiir t= (u) eT* und A= (a b)eI"(l) gilt
v c d
olt, E(4))
=9(AT) () + @(4)

% {1 +sign({a+d)* —4)} signela+d)— % {1 —sign((a+d)* —4)} signc

d 1
=< —-%CO(U)C@(“)*‘ 'C_def(a,C;Us ‘u)’ c+0

1 b
i(l—i—signd)signb—Eco(v)cz(u), falls  ¢=0.
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1. Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des Korollars gilt def(a,c;v, —u)
=def(d, c;v,u). Dies folgt z. B. aus der Summationstransformation k—dk+dv
+cu—v oder einfacher aus a{t, E(4))= —aft, {4~ ')). Man beachte auch a(t, E(4))

0 —1
= —a(Jt, (A7), J = (1 0)‘

2. Bemerkung. Ein Vergleich der obigen Formel fiir « mit der entsprechenden
Formel fiir ¢ (§3) legt die Auffassung ¢{4)=0(0, E(4)) nahe.

§ 7. Signaturdefekte und Dedekindsummen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Eigenschaften der Signaturdefekte def(a, c;
u,v) diskutieren, insbesondere einen Zusammenhang dieser Kotangenssummen
mit den sogenannten Dedekind-Rademacher-Summen angeben. Die wohl wichtig-
sten Eigenschaften sind

adef(a,c; u,v)+cdef(c,a; v,u)
= a?cy(u)c,(v) + colau+ cv)c,(bu + dv)

+c2cyw)e,(u)+ace, (uye, (v)—lac], (7.1
falis (: Z)ESL(Z,Z{), ac£0 und wu,veC,
def(a, c; u,vy=defla—me,c;u,v+mu), mel, (1.2)
def(0, ¢; u, v)=cc,(u)c,(v). (7.3)

Die Formeln (7.2) und (7.3) folgen unmittelbar aus der Summendefinition,
wihrend die Reziprozititsformel (7.1) die Kozykeleigenschaft von y reflektiert,
genauer, eine Umformulierung der Gl (6.5) darstellt. Der Beweis von Satz 8
impliziert daher auch die Reziprozititsformel fiir Signaturdefekte. Alle drei
Formeln gestatten es, die Signaturdefekte zu evaluieren ohne Riickgriff auf deren
Summendefinition. Man verfihrt dabei ebenso, wie bei der Bestimmung des
quadratischen Restsymbols mittels des quadr. Reziprozitidtsgesetzes.

Satz 11. Die Abbildung ¥ :SL(2,Z)—>{f]f:T*—>R},

d .
2P2(x)—;E +2P,{ax+cy) P 4sign{cis{a,c; x,y), c¢=*0

) ()-
¢ 4\ 2P2(x)g, falls ¢=0

mit der in (1.11) erklirten Dedekind-Rademacher Summe s(a,c; x, y), ist ein Links-1-
Kozykel, es gilt also W(AB)=AY¥(B)+ ¥(A) firr alle A, BeSL(2,Z).

Der Beweis verlduft vollig analog zu dem Beweis von Satz 8,

Wie in [17], Kapitel VIII ndher ausgefiihrt, beschreibt der Kozykel ¥ (dort bis
auf einen konstanten Faktor mit n bezeichnet) das Transformationsverhalten vom
Logarithmus der verallgemeinerten Dedekindschen Modulfunktion unter der
Aktion der Modulgruppe S1{2, Z). Andererseits werden durch ¥ auch die Werte
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gewisser L-Reihen an der Stelle 0 dargestellt. Es handelt sich um L-Reihen in reell-
guadratischen Korpern gebildet mit Charakteren, die zu total imagindr-quadrati-
schen Erweiterungen dieser Korper gehren, siehe §9. Um so interessanter ist es,
dafB} der Kozykel ¥ auch Signaturdefekte von Torusbiindeln iiber der Kreislinie
beschreibt. Fiir rationale te T sind ndmlich y(4) und ¥(A~7) linear abhingig:

Satz 12. Fiir AcSL(2,Z) und t= (Z)enT gilt
'})(A)(E)Z z e2nin(“s’+vs2)W(A~T)(S).

seT*

Der Beweis dieser Gleichung ist eine elementare, aber etwas langwierige Rech-
nung, die sich auf die Formeln (1.6) und (1.7) stiitzt.

Es ist nun klar, daB y lediglich eine “trigonometrische” Version von ¥ ist.
Formeln, die wir fiir y abgeleitet haben, gelten daher mutatis mutandis auch fiir ¥.
Satz 10 z. B. fiir ¥ formuliert lautet:

Satz 10* Falls s= (;)ET*, ac#0, dann ist

a b\ /x L afo )’b> (x4 Dy
q’(c d) (y) sign(@) 2 %,W(c/v ad ((y+k)/a)

fiir jeden Teiler o von a und jeden Teiler y von c.

Es sei hier nochmals betont, dal} der Beweis solcher und dhnlicher Formeln
sich lediglich auf Additions- und Moultiplikationsformeln fiir die beteiligten
periodischen Funktionen stiitzt.

§ 8. Perioden der Integrale von p-Teilwerten

Es sei e C\R. Wir erinnern an die Definition der zum Gitter L=Zt+ Z gehsrigen
Weierstralischen g@-Funktion

pz; L=pz;t,)=z2"2+ Y {z+w) ?—w"?}.

wel

Fiir te T* hat man dann die p-Teilwerte
e :=plut+v;1,1), t=(@u0v)".
Sie sind in €\R holomorphe Funktion von «, fiir die
plA)=(ct+d) p n(r), AeSL2,Z)
gilt, wic man durch eine kleine Rechnung bestiitigt. Wie iiblich sei J = ((1) —(1)>
Wegen ATJt=JA 't=Jt fiir AeI(t), te T*, gilt daher
@ (AT dAD) =, (1)dr, (8.1)

d.h, g, ist eine in C\R holomorphe Modulform vom Gewicht 2 fiir die
Untergruppe I'(t) der Modulgruppe SL(2, Z).



84 W. Meyer u. R.Sczech
Satz 13. Fiir te T* und Ael'(¢) gilt

r2(A7) (r):;f @, (0)de 8.2)

wo zeC\R, J = ((1) —(1)) ist und der Integrationsweg in C\R verliuft.

Betrachtet man die rechte Seite von (8.2) als Funktion von z, so ist dies eine in
C\R holomorphe Funktion, deren Ableitung nach z wegen (8.1) identisch ver-
schwindet. Also hiangt das Integral nicht von der Wahl von z ab, was weiterhin von
Bedeutung sein wird. Insbesondere folgt, daBl die rechte Seite von (8.2) ein
Homomorphismus I'(t)->C ist:

In der Literatur sind mehrere Methoden bekannt, Perioden von Integralen 3. Art
(um solche handelt es sich bei den Integralen der g-Teilwerte) zu bestimmen, siche
z. B. Kapitel VIII in Schoeneberg’s Buch [17]. Wir fiihren hier eine neue Methode
vor. Sie beruht wesentlich auf Umordnung bedingt konvergenter Reihen. Fiir solche
Reihen vereinbaren wir jetzt eine feste Summationsvorschrift ), (Eisenstein-
Summation):

+N
a,:;=lim Y a, Y W= G-
Now 2T N

n k=1(m) n

Die bekannte Partialbruchzerlegung der Cotangente schreibt sich damit

y % (8.3)

ncotnz=y, = ).
nez+n n=z(1)

Sei nun Jt=(u,v)Te T* und zunichst u30(1). Dann wird

1 1 n?
@t Z Z

2.2

—e (m+u)t+(n+v)? 555 (mi+n)? 3 8.4)

Man beachte, da3 dic Doppelreihen rechts nur bedingt konvergieren und daher
die Summationsreihenfolge iiber m und n in beiden Doppelreihen die gleiche sein
muB. Da diese Reihen in jedem Kompaktum ¢ C\R gleichmiBig konvergieren, ist
gliedweise Integration zuléssig:

J‘ th(T)dT - [AZ Z] z Ze |:m(m‘[ + n)]

1 Az
+ z Z {(m+u) [(m+u)r+(n+v)]}

7'[2
= :[Az—z]?——Sl-é-Sz.
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Offensichtlich geniigt es, weiterhin nur S, zu behandeln, da S, bis auf die

Summationseinschriankung ein Spezialfall von §, ist. Sei jetzt A= (: d) und

zuniichst c+0. Wir setzen z=(i —d)/c, dann wird Az={i+a)/c und

1
S —CZ Z {(m+u ym+wi+am+au+co+ac]

1
T (m+u) [(m+u)i—dm—du+cv+nc]}'

Auf Grund der Formel (8.3) kbnnen wir in dieser Doppelreihe die innere Summe

iber n ausfithren. Unter Beachtung der Tatsache, daBl cotamz exponentiell gegen

Fisign Imz strebt, falls m— + 00 und ze C\R ist, sicht man so, dal dic duBere

Summe iiber m sogar absolut konvergiert, wir diirfen sie daher geeignet umordnen.

Hierzu lassen wir den Summationsbuchstaben m erst {iber eine feste Restklasse

modc laufen und summieren dann iiber die ¢} verschiedenen Restklassen.
Schreiben wir noch zur Abkiirzung

S,=cy. Y. 2. Uf(mun)ygmn),

plom=plc) n

so behaupten wir nun, daf3

S,=cY. Y. L Aflmn)—gm—put+v,n} st

we) m=ulc) n

wo v=au+au+co—u bedeutet. Da nach Voraussetzung ATJr=J1(1), also au
+cvo=u(l), ist insbesondere v eine ganze Zahl. Zur Rechtfertigung der damit
vorgenommenen Umordnung von S, geniigt es festzustellen, daB

Y. Y, {glm,n)—g(m—p+v,n)}

m=ulc} n

konvergiert, da mit x auch v alle Reste mod ¢ durchlduft. Dies ist aber ebenso leicht
einzusehen, wie die soeben diskutierte Konvergenz von S,. Nun ist aber —d(m—p
+V)—du+cv=—d{m—pu+ap+au+cv—u)—du-+cv= —u—u(c), da bcu+dcv=cv(c).
Daher diirfen wir schreiben

1 1
S;=c) D 2e {m(mi—%—n)—(m—,u+v)[(m—,u+v)i—~n+v—u]}'

u(c)y m=pu+ulc)nsv+ulc)

Betrachten wir nun das allgemeine Summenglied dieser Dreifachreihe. Konnten
wir im Subtrahenden die Reihenfolge der Summe iiber m und n vertauschen,
erhielten wir eine Reihe mit dem allgemeinen Glied

1 L1
mmi+n) nni—m) m

1
n
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Unter dieser Annahme zerfillt also die Doppelsumme iiber m und n in ein Produkt
von zwei einfachen Summen. Wir erhalten so nach zweifacher Anwendung von
(8.3):

Sy=c) . Y.

uleym=p+u(c) n=v+u(c)

2
biA +u ap+au+cv
=— Zcotn(” )cotn( a )

s c c

I
S | =

2
= n?def(a,c; u,v).

Setzen wir zur Abkiirzung h(m, n)={(m+ x) [(m+x)i+n+y]} !, so ist die von uns
gemachte Annahme offensichtlich gleichbedeutend mit D:= Y, )", {h(m,n)

—h(n, m)} =0. Hier bedeuten allgemeiner x und y zwei komplexe Zahlen derart,
daB x und xi+ y nicht im GauBschen Zahlgitter Zi+ Z liegen. Man beachte nun,
daB auf Grund der vereinbarten Summationsart

2D = Ze Ze {h(m’ n) - h(n’ m) + h(m’ - n) - h(n, - m)} ist.

Diese Reihe ist aber absolut konvergent, denn ihr allgemeines Glied ist fiir m, n
#+0 dem Betrage nach kleiner als C-(jm|™ ! +n|™Y)-(m* +n?) ", C=C(x,y) eine
Konstante. Wir konnen daher die Summen iiber m und n vertauschen und erhalten
2D = —2D bzw. D=0. Die von uns getroffene Annahme was also gerechtfertigt.
Bei der Bestimmung von S, ist zusétzlich zu beachten, daB3 die Doppelsumme fiir
u=0(c) verschwindet - in Ubereinstimmung mit unserer Setzung c,(k)=0 fiir
ganze k. Wir erhalten so schlieBlich

z 2 d
[ o (0)dr= f‘C— {% —def(a, ¢; 0,0)+def(a, c; u, v)}
Az

und dies ist gerade die Behauptung des Satzes im Falle ¢+0 und us0(1). Falls
u=0(1), so konnen wir sogar u =0 annehmen. Dann liefert die erste Summe in (8.4)
fiir m=0 den zusitzlichen von t unabhingigen Beitrag n? sin~ 2 v, wihrend in S,
jetzt {iber m+0 zu summieren ist und die Summe der Glieder mit m=0(c)
verschwindet. Der Fall ¢=0 ist schlieBlich mehr oder weniger trivial.

§ 9. L-Reihen zu total-imaginiren biquadratischen Korpern

1. Wie in der Einleitung erwihnt, hat Hecke im Falle |Spur A|>2 bewiesen, dal3
die Perioden der Integrale von Pe-Teilwerten Werte von gewissen L-Reihen an der
Stelle 1 darstellen. Wir wollen dies im folgenden niher ausfiihren. K sei wieder ein
reell-quadratischer Korper mit der Diskriminante D und der Einheitengruppe U.
Mit S bzw. N bezeichnen wir Spur- bzw. Normbildung in K. M sei ein
vollstdndiger Modul in K, O,, sein Multiplikatorenring der Diskriminante D,,
=f2Dy, Uyy=0% die Einheitengruppe von O,, und UM)CU,, die Untergruppe
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der Einheiten, die =1 modM sind. Die total positiven Elemente einer beliebigen
Einheitengruppe V bezeichnen wir weiterhin mit ¥*. M habe die Z-Basis §,, 8,

mit der Basisdeterminante d(M):=p,f, —f,f,=N(M)|/D,, >0. Fiir den zu M
dualen Modul

M* ={m*e K|S{m*m)eZ fir alle me M}
gilt dann bekanntlich d(M)M* =M’ und die zu §,, f§, duale Basis von M*=Zf}

+Zp% ist fF=F5/d(M), §3 = — B /d(M). Insbesondere gilt AM)d(M*)=1. Weiter
set VCU,; eine Einheitengruppe, die von 5> 1 erzeugt werde und in U den Index

[U : V] habe. Die Aktion von # auf M bestimmt eine Matrix 4= ((cZ Z) eSL(2,Z)
durch

nB,=ap, +cp,

np,=bp,+dp,.
Der Umgebungsrand der Spitze (M,V) ist dann gerade das Biindel
E(A)~W(d)/G(M, V), siche §4. teT operiere auf dem Biindel E(4) durch
faserweise Translation. At=tmodZ? ist gleichbedeutend mit no=gmodM,

e:=t,f,+t,6,e Q(}/(a+d)*—4). Wir ordnen nun dem Tripel (M, ¥, ) folgende
L-Reihe zu

. signN(4)
LM, V,0;5):= TN
AEME-FQ/V IN(D?
wobeil nur iiber solche Verireter der Restklasse (M) summiert wird, die bzgl. der
Operation von V nicht assoziiert sind. L(M, V,¢;s) besitzt eine analytische
Fortsetzung in die gesamte komplexe Ebene und geniigt einer Funktionalglei-
chung vom bekannten Typ. Mit der Abkiirzung

st 2}/d(M) ]
C(M,Q,S).—TC F(T) W’L(M7 V;st)

Re(s) > 1

gilt ndmlich
Satz 14.

(M, 0; L—s)=— |M*/N¥~52 5 e2SPO((N* B;5).
BeM*N*

Hier bezeichnet N den von ¢ und M aufgespannten Obermodul von M und
IM*/N*|=d(M)/d(N) die Anzah! der Restklassen von M* nach N* Das eingangs
erwidhnte Resultat von Hecke 148t sich nun so formulieren:

Satz 15.
§ p0)dr=dM){LM,V,0; 1)~ L(M, V,0; 1)}
Az

Sein Beweis dieser Identitit, wiec auch von Satz 14, beruht auf einem genialen
Trick, einer geschickten Vertauschung zwischen Summation und Integration, s.
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[4,6]. Dort wird zwar vorausgesetzt, dall M ein Ideal ist, jedoch benutzt Hecke
nur, daB M ein volistindiger Modul ist. Der Beweis gilt daher auch fiir den hier
behaupteten allgemeineren Fall.

Durch Kombination der Sétze 7 und 12 bis 15 mit der bekannten Formel fiir
LM, V,0;1),s. [13, 21, 22], kénnen wir jetzt eine explizite Formel fiir die Zahlen
L(M,V,9;s), s=0 oder 1, angeben:

Satz 16.
d(M)
2

diM
0P L. ¥,0: 1)=a(M, V,0):= a1, E(4)

LM, V,0; 1)=L(M, V,0; 0)=p(A)

eF0(M).
L(M. V,0;0)=¥(4N)().

Die mittlere Gleichung vermittelt hier den fiir die Anwendungen wichtigen
Zusammenhang zwischen der topologisch definierten a-Invariante und den L-
Reihen L(M,V,p,1). Um diese Anwendungen machen zu kénnen, bendtigen wir
eine formale Identitdt fiir gewisse L-Reihen. Diese soll der Inhalt des niichsten
Abschnitts sein.

Die Berechnung der L-Reihen L(M, V, ¢; s) fiir ganze s wurde seit den Arbeiten
Heckes von mehreren Autoren durchgefiihrt [11, 22, 247, Wir erwihnen hier nur
die Arbeit von Zagier [23], in der ein neues Verfahren ausgefiithrt wird, das durch
Hirzebruchs Spitzenaufldsung inspiriert wurde und vom Heckeschen Verfahren
grundverschieden ist. Zagiers Methode wurde inzwischen von Shintani [20] fiir
den Fall eines total reellen Korpers verallgemeinert,

2. Es sei x, ein reeller Charakter auf der multiplikativen Gruppe H(f) der zu {
teilerfremden Hauptideale (u), | ein fest vorgegebenes ganzes Ideal in K. Ein
gebrochenes Ideal c=a/b, wo a und b ganz, heiBt dabei teilerfremd zu f, wenn a
und b teilerfremd zu { sind. y sei eine Fortsetzung von y, auf dic Gruppe G(j) aller
zu | teilerfremden Ideale in K und X die Menge aller dieser Fortsetzungen.
Offensichtlich gibt es & solche Fortsetzungen, h=Klassenzahl von K, denn der
Quotient zweier solcher Fortsetzungen ist ein Charakter der Idealklassengruppe
(im absoluten Sinne) eingeschrinkt auf G(f)/H(f). Es werde noch ein festes
Vertretersystem a, i=1, ..., h, der h Idealklassen gewiihlt, alle a; teilerfremd zu j.
X, bezeichne schlieBlich die Menge der reellen Charaktere von X. Dann gelten die
Orthogonalititsrelationen

{hxa(a), falls a Hauptideal 0.0)

0 sonst,

> xay=

h h, falls yeX
L 2
i:zl X(ai ) - {0 sonst. (92)

Die zu y gehdrige Heckesche L-Reihe ist nun

Lis,x)= Y x(@)N(a)~*.
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Die Summe lauft hier tiber alle ganzen Ideale in G(f). Ist A eine Idealklasse in K, so
bezeichne L(s, , A) die Einschrinkung der obigen Summe auf alle ganzen Ideale in
der Klasse 4. Nach Wahl irgendeines Hilfsideals ce A7, der inversen Klasse von
A, mit ceG(f), vermittelt die Gleichung ac¢=(u) eine Bijektion zwischen allen
ganzen Idealen ae ANG(f) und allen Hauptidealen (u)e H(f) mit c¢f(y). Also

L{s, 3, A)=HIN(f ) xlac)N(ac)™

acAd

=X N(ey Z Kol N(() ™"

cf{w

Hier haben wir noch die libliche Konvention y{a)=0 fiir a¢G(f) getroffen, sie
erlaubt es, die Summationsbedingung ,,e G(f)* fortzulassen. Wir betrachten jetzt
den Ausdruck

;; 2 Z HeF) Lis, 1)
xeX i=
und wenden auf ihn die Orthogonalitdtsrelationen (9.1) und (9.2) an. Zunichst
bemerken wir aber, daB er von der speziellen Wahl der o, unabhingig ist, da y,

reell ist. Wegen (9.2) ist dies einerseits gleich ) L(s, x), andererseits aber
xeXs

1 h
=E Z Z Z(aiz)L(Ss)GAj)

xeX i,j=1

1
%, 2
wo die ¢;;e A ' ~G(f) irgendwie gewihlt sind. Anwendung von (9.1) auf die duBere
Summe uber x ergibt, daf diese Null ist, solange a?c; ; kein Hauptideal. Ist aber
a?c;; ein Hauptideal, so konnen wir ¢, =q 7% wiihlen und erhalten fiir jeden

ivij

Charakter yeX

h
Z: l lj)N U)S Z XO ,Lt))N(( ))

X i,j i, ()

h
Zl (@})L(s, x, A7)
h
= g. (a; 2y ?ZZH )Xo((u))N((u))'s
=) Lisy. 9.3)

xeXy

Dieses Ergebnis spezialisieren wir jetzt fiir den Fall, daB y zu einer total
imagindren quadratischen Erweiterung L von K mit der Relativdiskriminante |
gehort, { ein Primideal ungerader Norm in K. Bekanntlich gilt dann fiir ein
Primideal q=#{ y(q)= +1 oder — 1, je nachdem q in L zerfillt oder triage bleibt. Fiir
ein ganzes Hauptideal (u) gilt dariiber hinaus

2 = xol(1) = (%) sign N (). ©.4)
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falls (ﬁ> das quadratische Restsymbol in K bezeichnet. Dies ist eine Folgerung aus

dem quadratischen Reziprozititsgesetz in K, s. [7]. Aus {9.4) folgt insbesondere
-1 :
Nf)=14), da 1=y((-1))= (—f—> =(—1)®D-1/2 Allgemeiner besteht eine Bijek-

tion zwischen allen reellen Charakteren auf G(f) mit (9.4) und allen total
imagindren quadratischen Erweiterungen von K, deren Relativdiskriminante das
Primideal f ist. Deren Anzahl ist iibrigens 27! oder 2'"2, t=Anzahl der
verschiedenen Primfaktoren von Dy. Der zweite Fall tritt genau dann ein, wenn
jede Einheit in K positive Norm hat und Dy sich als Produkt von zwei
Diskriminanten imagindr-quadratischer Korper darstellen 146t

Trigt man (9.4) in (9.3) ein, so wird

>t N(w)~*

a; 2|(w)
1 , (y) sign N(u)

T U U seofSve \T) INGWP

_ 1 v (g) , sign N(1)
U U] uti) | Aeaf 2+ p/UGH? IN(OIF

f
peaj

1 ,u) 2 v
= e = Llay 21, U2, s 9)
TGRS (f j :
peaj
und hieraus gewinnen wir durch Kombination mit Satz 16 das abschlieBende
Ergebnis

Satz 17. Sei | ein Primideal ungerader Norm in K. X, bezeichne die Menge aller
reellen Charaktere auf G(f) mit der Eigenschaft (9.4). a;e G(f) sei ein Vertretersystem
der h Idealklassen. Dann gilt

TCZDEUZN(ﬂ'l h ([1) —s
ry (X(a- f,U( )25#)2 Ll, )
U0 2 & \f)He RV 3 L
peaj 2
Ist | keine Relativdiskriminante einer total imagindren quadratischen Erweiterung
von K, so ist X , leer und beide Seiten der Gleichung sind Null.

Aus der Zerlegung {,(s)={(s)L(s, x), {; bzw. {; die Zetafunktion von L bzw.
K, folgt die Formel

H, R, Wbzw. h, r, w bedeuten hier Klassenzahl, Regulator, Einheitswurzelanzahi
von L bzw. K. Unter der speziellen Voraussetzung (f, 6)=1 gilt sowohl R/r=2 als
auch W=w==2 mit Ausnahme von f=( ]/3) in Q( ]/5), hier ist W=10. Wir erhalten
damit als Korollar zu Satz 17 den
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Satz 18. Ist f Primideal in K mit (], 6)=1 und {+(]/5), dann gilt

N(f)‘l/2 : (H) -2 2

ueay ?

und die letzte Summe ist iiber alle total imaginiren quadratischen Erweiterungen L
von K mit der Relativdiskriminante § zu erstrecken.

§ 10. Beweis einer Vermutung von Saito

Sei I' =SL{2, D), I'(f)C " Hauptkongruenzuntergruppe zur Stufe { bestehend aus
Matrizen, die kongruent der Einheitsmatrix modf sind. I'(f) ist ein Normalteiler
vom endlichen Index in I" und die Restklassengruppe I'/I'(f) ist in natiirlicher
Weise isomorph zu SL(2,IF ), IF, endlicher Korper mit g = N(f) Elementen. Weiter
sei X :=9/I'(f) der Quot}ent von $? unter der Operation von I'(f). Wir setzen
voraus, daB I'(f} keine elliptischen Fixpunkte in $? hat. Diese Bedingung ist z. B.
erfiillt, wenn {f, 6)=1 ist. Insbesondere ist X also eine {nicht kompakte) komplexe
Mannigfaltigkeit. X wird durch Hinzufiigung von endlich vielen Spitzen kompak-
tifiziert zu einem normalen komplexen Raum X =$%/T(f), der in der Sprache der
algebraischen Geometrie eine singulire projektive Varietit X mit Singularititen in
den Spitzen ist. Die Spitzen entsprechen dabei eineindeutig den Orbiten von I'(f) in
P,(K)=Ku{o}. In einem solchen Orbit 148t sich ein A=oa/f, af ganz, als
Reprisentant einer Spitze so wihlen, daB das Ideal a=/(a, §) teilerfremd zu f ist.

Wir bilden jetzt die Matrix A = (Z f) eSL(2,K), &, vea™ . Statt der Spitze A von

I'(f) kénnen wir auch die Spitze oo =A"11 von A~ 1I'(f) 4 betrachten, denn beide
Spitzen sind als singuliire Punkte dquivalent. Die Standgruppe von oo in A™'I'(f) 4

besteht aber aus Matrizen (g 5,), wo n=1(), d.h. ne U() und pea™ % ist. Die

Spitze A von I'(}) ist also vom Typ (a™?}, U())?).

Y({f) bezeichne nun die kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, die wir durch
Auflosung der Spitzensingularititen von X mittels der von Hirzebruch angegebe-
nen Konstruktion erhalten. Weiter sei S,(I'(f)) der Vektorraum der Spitzenformen
zu I'() vom Gewicht2, das sind holomorphe Differentialformen
w=f(z,,z,)dz, ndz, auf X mit der Eigenschaft, daB f in den Spitzen von I'(f)
verschwindet. Ist u,, v, ein Koordinatensystem in der Aufldsung einer Spitze, so
gilt dort dz; Adz,=c{u,0,)" ' du, A dv,, ¢, eine Konstante. Da die Fourierentwick-
lung von f in der Umgebung dieser Spitze nach Potenzen u'v] mit m,n>0
fortschreitet, 1aBt sich e zu einer holomorphen 2-Form auf Y{f) fortsetzen. Auf
diese Weise konnen wir S,(I'(f)) mit H(Y(f), 2%), dem Raum der 2-Formen auf Y(f)
identifizieren.

Da I'(f) Normalteiler in I' ist, operiert SL(Z,IF ) auf X und damit auch auf
S,T(§). Ist yeI ein Reprisentant einer Klasse eI'/T'(f), so wird die Operation
explizit gegeben durch (z,z,)—(yz,,7'z;), wnd w=f(z,,2,)dz, Adz, geht
Inf(yz,,y'z,)d(yz,) Ad(y'z,) iiber. Man erhilt so eine Darstellung 7 von SL(2,F) in
S,(I'()). Wir interessieren uns fiir diejenigen irreduziblen Bestandteile von z, die den
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Grad (g +¢)/2 haben, £ =(— 1)~ Y2, Laut Schur [18] gibt es genau zwei irreduzible
Darstellungen von SL(2, IF)) vom Grade (g + ¢)/2, deren Charaktere sind konjugierte

Zahlen in dem quadratischen Krper Q( 1/5:1”) Sie wurden von Hecke mit ! und 62

bezeichnet, wobei &' durch die zusitzliche Forderung Spur (fﬁl ((I) 1))

=(e+]/eq)/2 festgelegt wird. y, bzw. y, bezeichne schlieBlich die Vielfachheit von

G! bzw. B2 in der Darstellung 7. Fiir die Berechnung von y, — y, geniigt es, die
. 11 1 .

Operation von P== ( 0 1) und @= ( 0 1;) eI auf S,(I'(f)) zu kennen, v irgendein

quadratischer Nichtrest modf. Aus der Charaktertafel [18, S. 2417 folgt ndmlich

(y1 —¥2) Veq =Spura(P)—Spurn(Q).
Unser Ziel ist es im folgenden, die rechte Seite mittels des “holomorphen”
Lefschetzsatzes von Atiyah-Singer [1, S.566] zu berechnen. Die Moglichkeit,
diesen Satz anzuwenden, beruht darauf, daf die Operation von I" auf X sich auf
Y¢§) fortsetzen LBt [167]. Wir wollen dies hier nur fiir die Elemente P und Q zeigen.

Mit Ausnahme von f=( 1/5) konnen unter P und @ hochstens Spitzen in X
festbleiben. Tatsichlich bleiben auch genau die Spitzen fest, die I'(f)-dquivalent zu
A=oay/p sind mit a¢f und Bef [16]. Es sei 4 eine solche Spitze, wir transformieren A
nach . Die ,transformierte” Operation wird durch ein zu P bzw. Q konjugiertes
Element [in SL(2,K)] der Gestalt (g :) = (é ’1‘)(7) mit neU(f) und pea™2
gegeben, wenn die Spitze /. vom Typ (a™ f, U(f)?) ist. Die Rechnung zeigt, dal u
noch der Kongruenz oy = 1(f) bzw. «?p=o(f) geniigen mub, falls A unter P bzw. Q
festbleibt. Fiir puea™? und 7€ U(f) besteht aber die Kongruenz nu=pfa™*f) und
dies bedeutet gerade, da die Translation um p einen Automorphismus in der
Auflosung der Spitze oo vom Typ (a™2f, U(f)?) induziert, vgl. § 5. Die Operation
von P bzw. @ aul X 4Bt sich daher zu einem Automorphismus g, bzw. g, von Y(j)
fortsetzen, der Fixpunkte nur in dem System der aufldsenden Kurven hat. Ein
Automorphismus g von Y(f) induziert nun einen Automorphismus g* in der
Kohomologie H'(Y(f), 2%) von Y(f) mit Koeffizienten in £, der Garbe der Keime
holomorpher 2-Formen auf Y(f). Die &4dquivariante Eulercharakteristik
$(Y(), 2%; g) des holomorphen Biindels Q2 iiber Y(f) beziiglich des Automorphis-
mus g ist dann
2

= Y, (—1) Spur(g*| H'(Y(}). 2%).

i=Q

Der ,holomorphe“ Lefschetz-Satz von Atiyah-Singer driickt nun y(Y(f), 2%; g) aus
in Termen der Fixpunkte von g in Y(j) und der Operation von g in der Umgebung
dieser Fixpunkte. Fiir die prizise Formulierung dieses Satzes und der damit
zusammenhiingenden Terminologie empfehlen wir dem Leser die Lektiire der
vorziiglichen Darstellung in [10]. Im Falle von g =g, oder g=g,, treten isolierte
Fixpunkte und eventuell auch rationale Fixkurven nur im Spitzendivisor von Y{(f)
auf, vgl. § 5. Ist x ein isolierter Fixpunkt von g mit den Drehwinkeln 2na,, 276, im
Tangentialraum an x, so ist der Beitrag dieses Fixpunktes zu x(Y(f), 2*; g)

{1—c{a)cy(B) +ic loy)+ ic,(B)}/4-
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Der Beitrag einer rationalen Fixkurve S, mit Selbstschnittzahl —b, und dem
Drehwinkel —2nf, von g im Normalenbiindel von S, ist dagegen

{2—b,c,(B)+2ic (B,)} /4.

Wegen (5.3) folgt nun, daB3 nach Summation dieser Beitréige iiber alle Fixpunkt-
komponenten die Imaginirteile herausfallen, y(Y(f), 2?; g) also reell ist:

Z {ci(o)+c(B)+2 ; ¢, (B

k
o1 =0(1
FRELiteY 300
= Z cl(ak)+ Z C1(ﬁk)=09
k k
wc 0(1) Bre 0(1)

da B,.,=-—o, und o, =p, falls ¢, =0. Durch Vergleich der verbleibenden
Realteile mit den entsprechenden Beitrdgen zur a-Invariante (s. Satz 5) findet man
weiter, daB der Beitrag eciner festbleibenden Spitze A zu x(Y(f),2%;g) durch
—o(a ™2}, U(H)?, w)/4 gegeben wird. Hier ist (a2, U(f)?) der Typ der Spitze 1 =a/B,
a=(a, ), pea”? und p eine Lésung der Kongruenz o?p = 1(f) bzw. a2u=o(f), falls
g=gp bzw. g=g,. Um x(Y(f), Q2;g) vollstindig zu bestimmen, miissen wir nur
noch iiberlegen, welche I'(f)-indquivalenten Spitzen unter P bzw. Q festbleiben.
Diese zerfallen zunidchst in h Klassen, die schon unter I' indquivalent sind und
daher erst recht unter I'(f). Zwei Spitzen o/f und y/é, die das gleiche Ideal a =(«, f)
=(y,8) definieren und daher in einer I'-Klasse liegen, sind laut Gundlach [2]
genau dann I'(f)-dquivalent, wenn eine Kongruenz a=wy, f=#0() mit einer
Einheit y stattfindet. Von den ¢(f) = N(f)— 1 teilerfremden Resten a modf in einem
Ideal acG(f) reprisentieren daher jeweils [U:U(f)]=[U:U(f)*]/2 Reste eine
festbleibende Spitze o/f. Insgesamt bleiben also unter P und @ jeweils
h(N(H— 1)/[U:U({)] I'(f)-indquivalente Spitzen fest. Damit wird

Y, 2%59p)— (Y5, Q%5 9,)
1 h

- L L (e v,
: i=1

aty AT

a,eG() peai?

Mit diesem Ergebnis kdnnen wir nun y, —y, bestimmen, da auf Grund der Serre-
Dualitit

Spur(g*|H'(Y(f), ©%) = Spur (g*|H*~*(Y(]), ©)

ist, @ bezeichnet hier die Strukturgarbe von Y(f) und der Querstrich die komplexe
Konjugation. Da jede Hilbertsche Modulfldche einfach-zusammenhingend ist, gilt
stets HY(Y(f), 0)=0. Andererseits ist Y(f) cine kompakte Mannigfaltigkeit, daher
wird Spur(g*|H°(Y(f),®))=1, da g auf konstanten Funktionen natiirlich trivial
operiert. Damit wird

Wy —y2) Veq =x(Y(§), 2%3gp) — 1Y (). Q%3 g,)

und wir erhalten schlieBlich aus Satz 18
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Satz 19. Ist | Primideal in K mit (},6)=1 und ’H:(]/S), dann gilt
Y2—y1 =23 H(L)/h.
L

Die Summe lduft hier iiber alle Relativklassenzahlen H(L)/h total imagindrer
quadratischer Erweiterungen L von K mit der Relativdiskriminante §. Gibt es keine
solche Erweiterung, soist y, =y,. Insbesondere ist y, =y, wenn es eine Einheit n in K

gibt mit (?) = — N(n) und dies ist immer der Fall, wenn N(f)=3(4) wird.

Im Falle §=( Vg} haben g, und g, in Y{f) zusitzlich elliptische Fixpunkte der
Ordnung 5. Deren Beitrdge zu y,— y, annulieren die von den Spitzen herriithren-
den Fixpunktbeitrdge. Daher ist jetzt y,=y,, obwohl der Korper der fiinften
Einheitswurzeln die Relativdiskriminante (1/3) iiber @) 1/5) hat.

Wie in der Einleitung erwihnt, gilt Satz 19 sogar fiir jedes Gewicht 2k=2. Wir
wollen dies kurz erliutern. Eine Spitzenform w=f(z,,z,)(dz, ndz,)*e S, (T'(})
vom Gewicht 2k, k=1, ist ein holomorpher Schnitt des k-fachen Tensorprodukts
des kanonischen Biindels von $?%/I'(f). Dieser Schnitt kann zu einem meromor-
phem Schnitt @ des k-fachen kanonischen Biindels K von Y(f) fortgesetzt werden.
Dessen Divisor (@) enthilt den Spitzendivisor § von Y{(f) (d.h. die Summe der
Kurven in den Spitzenauflosungen) mit der Vielfachheit = —(k—1) und ist
aullerhalb der Spitzenauflosung effektiv. Also

S I()=H(Y(J), OKK +(k— 1)S)).

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dal die Spitzenbeitrige zu der dquiva-
rianten Eulercharakteristik y(Y(f), O(kK + (k—1)S);g) nicht von k abhédngen, falls
d=dp, 9, (dies gilt nicht fiir elliptische Fixpunkte). Da nach einer Mitteilung von
van der Geer H'(Y(f), O(kK +(k— 1)8)=0 fiir k=2, iz 1 wird, so folgt hieraus die
Aussage von Satz 19 fiir alle k= 1.

1 5 .
Beispiel. K= ]/5), f=), 8= 321/, N{f)==41. Jede teilerfremde Restklasse
modf kann durch eine Einheit reprisentiert werden. Daher ist [U :U()*]=80 und
es bleibt nur eine Spitze, etwa oo unter P und Q= ((1) :13) fest. Es dndert nichts,

wenn wir von der Translation um 1 bzw. 3 in der Spitze co vom Typ (f, U()?) zur
dquivalenten Translation um 1/6 bzw. 3/8 in der Spitze oo vom Typ (D4, U(H)?)

5
{ibergeben, Oy =Zw+Z, w= 3—+Z~li =[3]. Da [U:U*]=4 ist, besteht die Aufls-

sung dieser Spitze aus [U " :U(f)*] =20 rationalen Kurven der Selbstschnittzahl
—3. Also wird

{o D, UMP, 1/0) — Dy, U(F), 3/6)}

1

4I/_ Z HACH N ARTNEATNE N
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mit o, = —1/41,8,=8/41, o, , =30, + B, Bi. 1= — Den Wert dieser Summe
findet am schnellsten mit dem Taschenrechner, das Ergebnis ist y,—y, =2. Also

hat L=@Q(]/ - 0) die Klassenzahl 1 und die Diskriminante D, =D2 N(f)
=5241=1025. Um dieses Ergebnis zu kontrollieren, geniigt es nach Minkowski in

L die Primideale der Norm <0,152 /D, <5 auf Aquivalenz hin zu untersuchen. 2
3 . .
und 3 sind in Q(]/g) Primzahlen, davon bleibt auch 3 wegen (5) =—11in L prim

wiahrend 2 in L zerfallt,

5 (1- 1/51-21/:“9)<1_1/§;21/i’é)_

Also sind alle Ideale in O, Hauptideale.

Auch dieses Beispiel zeigt deutlich, daf die analytische Klassenzahiformel fiir
konkrete Rechnungen wenig brauchbar ist, eine Tatsache, die schon GauB
bekannt war. Andererseits diirfte es aber kaum moglich sein, Satz 19 ohne diese
Formel zu beweisen.

Wir danken F. Hirzebruch fiir den Hinweis auf Saitos Arbeit [16] und deren Zusammenhang mit [19].
Unser Dank gilt auch H. Saito fiir einige niitzliche Diskussionen und D. Zagier fiir das sorgfiltige
Lesen des Manuskripts.
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