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§. 1. Zwei geometrische Figuren sollen einander elementar
verwandt heissen, wenn jedem nach allen Dimensionen unendlich
kleinen Elemente der einen Figur ein dergleichen Element in der
anderen dergestalt entspricht, duss von je awei an einander grenzenden
Elementen der einen Figur die swei ihnen entsprechenden Elemente
der anderen ebenfalls zusammenstossen : oder, was dasselbe ausdriickt:
wenn je cinem Puncte der cinen Figur ein Punct der anderen also
entspricht, dass von je zwei cinander unendlich nshen Puncten der
einen auch die ihnen entsprechenden der anderen einander unendlich
nahe sind, .

Einer Linie kann hiernach nur eine Linie, einer Fliiche nur

cine Fliche, und einem korperlichen Rawne nur ein kisrperlicher
Raum elementar verwandt sein.

§. 2. Jeder Linie 1, welehe von endlicher Liinge ist, st jede
andere Idinie 1' von endlicher Linge elementar vevwand!, TDenn le-
aeichnen 4 und B die Endpuncte von 7, 4' und B’ die Endpuncte
von 7', und denkt man sich die Linie 7 von 4 bis B in Elemente
zetlegt, so kann man sich die Linie ¥ von 4’ bis B' in gleichviel
Elemente zertheilt vorstellen und kann den Elementen von / in ihrer
Fulge von A bis B die Elemente von /' in ihrer Folge von A’ bis ',
oder auch von B’ bis A’ entsprechend setzen. — Hierbei werden
also immer den zwei Endpuncten voun 7 die awei Endpuncte von 7'
entsprechen, und es steht in unserer Willkiir, welchen der beiden
Endpuncte von ' wir dem cinen und welchen wir dem anderen
Endpuncte von ? entsprechend setzen wollen.

Wenn cine Linie von endlicher Linge eine geschlossene st
und daher an jedes ihrer Flemente ohne Ausnahme gwei andere
Elemente derselben grenzen, so wird jede andere in sich auriick-

laufende Linie von endlicher Linge, und nur eine solche, der ersteren
elementar verwandt sein.
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436 Theorie der elementaren Verwandtschaft. §. 3

§. 3. Gehen wir jetst zu der clementaren Verwandtschaft zwi-
schen Flicken fort. Wir werden diesclben stets von endlicher Aus-
dehnung und damit, wenn sie begrenat sind und nicht, wie etwa die
Kugelfliiche, nach allen Seiten hin in sich selbst zuriicklaufen, ihre
Grenzlinien als geschlossene Linien von endlicher Liinge voraussetzen.

Zuniichst wollen wir ebene Flichen, als die einfachsten, mit
einander vergleichen. Eine endliche und iiberall zusemmenhiingende
¢bene Fliiche ist aber immer von eciner, ader mehreren goschlosseueu
Linien begrenzt, deren jede wir weder sich selbst, noch eine der
iibrigen, wenn es deren mehrere sind, schucidend annehmen werden,
Bei mehreren Grenzlinien wird stets eine alle die iibrigen um-
schliessen, und jede der iibrigen wird cinen Theil der Ebene um-
grenzen, welcher nicht mit zu der Fliche gehirt. Brstere Greng-
linie wollen wir die Gwssere und die iibrigen die mneren Grenalinien
nennen,

§. 4. Sollen nun zwei chene Fliichen « rnd « einander ele-
mentar verwandt sein, gso kann cinem Elemente von «, welches an
eine der Grenzlinien von « stisst, nicht cin Element von «’ ent-
sprechen, welches im Inneren von « liegt, weil aulle an letzteres
Flement ringsum grenzenden Elemente der Ebene von a' Elemente
von «' selbst sind, withrend von den Elementen der Ebene von «,
welehe um ersteres Element herum liegen, nur ein Theil 2u « selbst
gehirt. Jedem Elemente an einer der Grenzen der Fliche « ont-
spricht daher ein Grenzelement der Fliiche «'.

Es wird daher auch von jedem Puncte 77, welcher in einer
Grenzlinie 7 von « liegt, der entsprechende Punct 7' in einer der
Grenzlinien von «' angunchmen sein: und wenn 7' diese letztere
heisst, und cin dem P unendlich naher Punet Q gleichfulls in /7 be-
griffien ist, so wird der entsprechende Punct Q' dem P’ unendlich
nahe sein und deshalb in keiner anderen Grenzlinie als in 7° sich
finden.

Jedem Elemente I°Q einer Grenzlinie / von « entspricht daher
ein Element Q' ciner Grenzlinie 7' von «'; und es werden duher,
wenn P, Q, It, &, ... cine Reihe unendlich nahe auf einander
folgender Puncte in ¢ ist, die ihnen entsprechenden Puncte 7', Q'
R, 8, ... in unendlicher Nithe in 2’ auf cinander folgen. Mithin
werden / und ' selbst cinander entsprechende Linien sein; d. h. jeder
Girenzlinie von « entspricht eine Grenzlinie von «': woraus wir zuletat
noch schliessen, duass ton zwer elementar verwandlen cbenen Flichen
die etne von derselben Anzall geschlossener Linten, wie die andere,
begrenzt sein muss,
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§. 5. Diese Bedingung ist aber zur elementaren Verwandtschaft
gweier ebenen Flichen nicht bloss nothwendig, sondern auch hin-
reichend. Denn wird die Fliche «

1) nur von eirer Greazlinde f, und daher auch die «' nur von
einer f* umschlossen, so nehme man in ¢ innerhalb /' beliebigwo einen
Punct 4 an und denke sich, wuas immer
moglich ist, in « uwm diesen Punct ein
System von m (= o0} geschlossenen Linien
For oy ooor Sy construirt (vergl, Fig. 1), von
denen die erste f, den Punct 4 in unend-
licher Nithe umschliesst, und jede von der
niichstfolgenden, die letate f,, von f selbst,
in unendlicher Nihe umschlossen wird, und
serlege somit die Fliiche « in dus von f] be-
grenzte Fliichenelement und in m unend-
lich schmale Ringe f, f,, foffs: - os FuS- <

Man theile ferner die Linie f, von einem beliebigen Puncte F,
derselben auusgehend, in # (= o0) Elemente F\F,, F,Iy, ..., I, F,
und siche von den Theilungspuncten F,, F,, ..., F, in der Fliche «
nach dem Puncte 4 derselben » Linien I\ A4, F, A4, ..., 11,4 also,
duss je awei cyklisch niichstfolgende derselben, ebenso wie bei f, auch
von f bis A hin einunder unendlich nahe bleiben, und dass somit
die Fliche « in » unendlich schmale Sectoren F AF,, ..., F, 4F,
gertheilt wird.

Gunz auf dieselbe Weise zerlege man die von f' begrenste
Fliche «' nach willkiirlicher Aunahme eines Punctes 4’ innerhalb f*
und ecines Punetes 7' in f' selbst, dus einemul durch s geschlossene
Linien f', £}', ..., fu' in ecin von f' umgrenztes und den Punct A’
einschliessendes Fliichenclement und in m unendlich schinule Ringe
SR Loty s ooy Juf 'y das andere Mal, nachdem mun die geschlossene
Linie f' von F\ aus in u Klemente F,'F/, F/F/, ..., F,'F, getheilt
hat, durch » Linien 4'Z)', A'F/, ..., A'E, in » unendlich schmale
Sectoren F'A'F,, ..., F,/’AF.

Indem man nun schliesslich in jeder der beiden Flichen « und o'
die Ringe und dic Sectoren nach der bemerkten Ordnung zihlt und
hicrnach dem Elemente, welches der pte Ring und der gte Sector
von « gemein haben, das gemeinsame Element des pten Ringes und
des yten Sectors von «', sowie auch dem von f, umschlossenen
Elemente von « das von f|' umschlossene von «', entsprechend setat,
so werden, wie es die Definition der elementaren Verwandtschaft ver-
lungt, von je swei aneinunder grenzenden Elementen von « such die
zwel thnen in « entsprechenden cine gemeinsaxue Grenze habeu.
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438 Theoric der elementaren Verwandtschaft. § 5.

2) Ein idhnliches Verfabren lisst sich anwenden, um die elemen-
ture Verwandtschaft der Flichen « und «' darzuthun. wenn o zieei
Grenzlinien f, g, und daher auch «’ gwei dergleichen den ersteren
entsprechende f’, ¢’ hat. Denn man kann orstens die von S g
begrenste Fliche « durch m-—1 geschlossene und einander um-
schliessende Linien in # unendlich schmule Ringe gerlegen, von
denen, wenn f die #ussere und g die innere Grenze von « ist, der
erste Ring die Linie f zur ilusseren Grenze, und der letste die /]
zur inneren hat. Ist ferner F, cin beliebiger Punct in f, G, ein
beliebiger in ¢, und theilt man die J vou F aus in » Elemente
FEy, .., F,F,, und die ¢ von @, nus nach demselben Siune
herum, wie die f, in » Elemente G, G,, ..., G, G, so kann man
durch Ziehung von # einander nicht schmeidenden Linien FG, .,
FG,, ..., 1,G, die Fliche « in » unendlich schmale Streifen, und
folglich in Verhindung mit jenen m Ringen in m» Elemente zerlegen.

Man wiederhole jetst dieselbe Construction bei «' und zerlege
somit auch diese Fliche in 2 Ringe und « Streifen, und dadurch
in m»n Elemente: und wenn man nun, wie in 1), je zwei dieser Ele-
in « und «', welche in gleichvielten Ringen und in gleichvielten
Streifen von ¢ und «' liegen, einunder entsprechend setzt, so werden
die zwei Flichen in die verlangte elementar verwandtschaftliche Be-
zichung gebracht sein,

Zugleich erhellt hicraus, dass, wenn, gemiiss der vorigen An-
nuhme, f* die dlussere und y die innere Grenglinie von « ist, deshalb
nicht auch f* die fiussere und g' die innere Grenzlinie von ' sein
muss, sondern nuch ¢’ zur iusseren u. s. w. genommen werden kann,
und dass es daher in unserer Willkiir stelit, welche von beiden Greng-
linien der einen Ebene der einen und welche damit der anderen
Grenglinie der anderen Fliche entsprechen soll.

4) Betrachten wir jetst zwei ebene Flichen « und «’, deren jede
von drei Grenzlinien umschlossen ist: ¢ von
fi9, % und &' von f', ¢', X', Man verbinde
(vergl. Fig. 2) zwei belichige Puncte 22 wnd
d der Grenzlinie £, welche die #ussere von «
sei, durch eine in « enthaltene und zwischen
g und % hindurchgehende Linie «. Von
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,-_/,/ den zwei Theilen der Linie J i welche
Q" sic durch ? und @ getheilt wird, nenne
Fig. 2, man ¢ (w) denjenigen, welcher mit g (A

anf einerlei Seite von w liegt. Solcher-
gestalt wird « in zwei Flichen zerlegt, von welchen die eine o, g
die aus % und ¢ zusammengesetzte Linie we¢ zur iusseren und die
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¢ wur inneren Grenze, die andere «w, % dic Linie %w zur dusseren
und die % zur inneren Grenze hat,

Ist nun auch bei der Fliche a’ die der f entsprechende Greng-
linie /' dic iiussere, so kann mau dic so eben bei a gemachte Con-
struction vollkommen auch bei «’ austellen, kann also nach Annahme
aveier Puncte 7 und @' und durch Ziehung einer Linie %' von /'
wich Q' die «' in zwei Theile w'v’, ¢’ und w'w’, &' sondern, deren
jeder zwei Grenzlinien hat, und welche beide dieselbe gegenseitige
Lage wie uo, g und ww, / haben.

Nach 2) kann mun aber sowohl die ¥Flichen ue, ¢ und #'s’, ¢',
als die wwe, 4 wund «'w’, X' als elementar verwandt betrachten, und
wenn man hierbei den Puncten von # das eine wie das andere Mal
die niimlichen Puncte vou ' entsprechend setat, so werden auch die
Summen wo, g-+ww, b und #'v’, g'4-uw'e’, X, d. i. @ und a’ selbst
in elementar verwandtschaftliche Beziehung gebracht sein.

In dem Falle, wenn, wie vorhin, F die iussere Grenze der
Fliche a ist, die Fliche «' aber nicht die der f entsprechende
Linie f"', gondern etwa ¢' zur iusseren Grenze hat (vergl. Fig. 3,
wird @’ durch die nach der vorigen Regel gezogene Linie u’' ebenso
wie vorhin in die zwei Fliichen #'v’, ¢’ und «'uw’, 4’ getheilt, nur dass
dann von der ersteren derselben #‘v’ die innere, und g’ die iussere
Grenze ist. Nichtsdestoweniger aber wird man, zufolge des am Ende
von 2) Bemerkten, ebenso wie u'w', &' mit ww, &, auch «'s’, ¢’ mit
uv, g, und deshalb a’ mit « selbst elementar verwandt setzen kdnnen.

Znoet chene Flichen, deren jede drei Gremzlimien hat, sind dem-
nach immer ewnander elementar verwandt,
wie man auch je eine Grenzlinie der einen
Fliche ge einer Grenzlinde der anderen
Fliiche entsprechend selzen mag.

4) Derselbe Satz gilt aber auch von
zwet cbenen Flichen, deren jsede von
vier, oder von finf, u. s, w. Linien be-
grenzt ist. Denn gind f, ¢, &, ¢ die
Grenglinien von «, und f', g, I, ¢’
die Grenglinien von «', so ziehe man, Fig. 3.
wie dies immer geschehen kann, in
der Fliiche « eine geschlosse Linie z, welche zwei der vier Linien
S g, k, 1, etwa f und g, auf der einen und die beiden iibrigen 4
und ¢ auf der anderen Seite von sich liegen hat und somit die Flidche
in die zwei Theile fgz und 247 zerlegt. Theilt man nun auf gleiche
Art die Fliche «' durch die geschlossene Linie 2’ in die zwei Theile
S'g'z’ und 2'A'7', so kann man nach 3) den Theil f'g’z’ dem fygz
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und den Theil #'4%" dem ki elementar verwandt setzen; und wenn
man hierbei den Puncten von 2 jedesmal die niimlichen Puncte von 2
entsprechend annimmt, so werden auch fghi und f'g'2%’, d.i. «
und o' selbst, in clementar verwandtschaftliche Bezichung gebracht
sein,

Achnlicherweise lisst sich die clementare Verwandtschaft je
gsweier von funf, oder noch mehreren Linien begrenzter ebener
Fliichen darthun, da z. B. eine von fiiuf Linjen begrenzte Fliiche
Sohik sich durch cine geschlossene Linie £ in zwei von drei uad
von vier Linien begrenste Flichen fg2 und 24¢/% theilen liisst. und
fiir diese eingeln die verwundtschaftliche Bezichung bereits erwiesen ist.

§. 6. Wir wollen jetat die Bedingungen in Untersuchung neh-
mern, unter denen zwei nach allen Seiten hin in sich zuriicklsufende
Flichen, oder kura zwei gescllossene Ildckon. einander elementur
verwandt sind. Denn da bei Flichen dieser Art dje Munnigfaltigkeit
der Formen unendlich grisser, als bei geschlossenen Linien ist, so
ist es schon im Voraus sehr wahrscheinlich, duss nicht ehenso, wie
je wwei geschlossene Linien, auch je zwei geschlossenc Flichen ein-
ander clementar verwandt sein werden. Dic Folge wird dieses be-
stitigen, nuchdem vorher eine Methode entwickelt worden, mittelst
welcher die Form einer geschlossenen Fliche, soweit als es zum
Folgenden erforderlich ist, durch ein einfaches Schema dargestellt
werden kann.

Zu einer geschlossenen Fliiche ¢, die man sich der leichteren
Auffussung willen als stetig gekriimmt und sich selbst nicht schnei-
dend vorstelle, denke man sich cine etwa horizontale Ebene & hinuu,
welche in ihrer anfiinglichen Lage ¢, der Fliche ¢ in keinem Puncte
begegne und sic daher ganz auf einer Seite, es sei auf der unteren,
von sich liegen habe. Werde diesc Ebene ¢ parallel mit sich nach
uaten fortgefiihrt, bis suletat die Fliche ¢ ganz auf der oberen Seite
von ¢ liegt, 80 wird das erste Zusammentreffon von & mit p, des-
gleichen auch das lefste, eine blosse Beriihrung sein. Zwischen diese
gwei Berithrungen kinnen auch noch mehrere andere fallen. Immer
aber wird ¢ von ¢ swischen je zwei niichstfolgenden Berithrungen
in einer oder mehreren geschlossenen und weder sich selbst, noch
einander schneidenden Linien geschnitten werden. Ohne Beeintriichti-
gung der Allgemeinheit kénnen und wollen wir hierbei annehmen,
dass in keine Lage von ¢ swei oder mehrere Berithrungen zugleich
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fullen. Auch wollen wir nueh setzen, duss jede Herithrung inuner
nur in einem Puncte, nicht in einer Linie geschicht, und ecine ge-
wihnliche, also entweder eine elliptische, oder eine hyperbolische ist.

Hiernach werden die erste und die letate aller Berithrungen stets
elliptisch sein, und ¢ wird von & sowohl gwischen der ersten und
gweiten, als zwischen der vorletzten und letzten Beriihrung nur in
ciner geschlossenen Linie geschnitten werden. Wenn ferner irgend
eine Lage der sich purallel nach unten bewegenden Ebene zwischen
der ersten und der zweiten Berithrung mit ¢, irgend eine gwischen
der zweiten und dritten mit &, u. 8. w. bezeichnet wird, so dass gwi-
schen ¢, und ¢ die erste Berithrung, swischen ¢, und &, die zweite,
w 8. w, filllt, so werden in je gwei niichstfulgenden dieser Lagen von ¢,
wie in ¢, und s, ,,, die Zahlen der in sie fallenden Durchschnitts-
linjen mit ¢ stets um die Einheit von einander verschieden sein,
Indem sich niimlich & von ¢, bis ¢,,, purallel nach unten hin fort-
bewegt, bewegen sich auch die in ¢, enthaltenen Durchschnittslinien
parallel fort, obwohl im Allgemeinen mit Verinderung ihrer Geostalt,
und sind daher auch in ¢, ., wieder anzutreffen, nur dass entweder

1} eine in ¢, noch nicht vorhandene Linie in ¢, , hinzugetreten
ist, oder

2) eine der in ¢, sich vorfindenden Linien in ¢, ., verschwunden
ist, oder

3) eine der Linien in g, sich in ¢,,, in zwei getheilt hat,
oder endlich

1) zwei der in g, begrifienen Linien sich in g, ., zu einer ver-
einigt haben.

Der erste oder der gweite dieser vier Fitlle hat statt, wenn die
zwischen ¢, und ¢, ., stattfindende Berithrung eine elliptische ist;
der dritte oder der vierte Fall tritt ein, wenn die gedachte Beriithrung
eine hyperbolische ist.

Nachfolgende Beispiele werden dies in noch helleres Licht setzen.

§ 7. 1) Beispiel. Sei ¢’ eine Kugelfliche, und ¢, eine sie
nicht treffende Ebene, so wird eine mit ¢, anfungs zusammenfallende
und hierauf parallel mit ¢, nach der Fliche ¢ hin sich bewegende
Ebene ¢ sie zweimal elliptisch (oder vielmehr kreisformig) beriihren,
in jeder Zwischenlage, dergleichen ¢, eine sei, sie in einem Kreise
schneiden und in jeder Lage e,, welche iiber die zweite Berithrung
hinausfillt, ihr nicht mehr begegnen. — Die Zahlen der Durch-
schnittslinien in &,, &, ¢ sind daher resp. 0, 1, 0.
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2) Bedeute ¢" die Fliiche cines hufeisenfirmig gekriimmten
Kirpers, dessen azwei Schenkel nnch oben gerichtet und von un-
gleicher Liinge sind. 8ei A der oberste Punet des liingeren
Schenkels, B der oberste des kiimeren, ¢' der unterste Punet inner-
halb der beiden Schenkel, und D der unterste Punct ausserhalb und
dumit der unterste der gunzen Fliche, Eine horizontal von oben nach
unten sich bewegende Ebene (vergl Fig. 4) wird hiernach die Fliche
successive in A4, B, C, D berithren, und ewarin 4, B, elliptisch,
in (' hyperbolisch, und awischen diesen Berithrungen sie in einer,
in zwei, und dann wicder in einer geschlossenen Linie schneiden.
Der Punct 4 der ersten elliptischen Berithrung erweitert sich nim-
lich guniichst in eine geschlossene
Ligie, zu welcher nach der zweiten
clliptischen Berithrung in B noch
eine dergleichen hingutritt. Diese
zwei zichen sich nach der hyperboli-
schen Berithrung in €' in eine wieder
zusammen, und diese eine reducirt
sich zuletet auf den dritten ellipti-
schen Berithrungspunct I}. 8ind da-
her &, &, &, irgend welche Lagen
von ¢ zwischen 4 und B, zwischen
Bund €, zwischen ¢ und D und ist
& cine Lage vou ¢ vor A, und liegt ¢, iiber /) hinaus, so wird ¢"
VU &, &, &, &, & 00, 1, 2, 1, 0 geschlossenen Linien geschnitten.

3) Wird einc Ebene win eine in ihr enthultene Gorade z, als
um eine Axe, gedreht, so erzeugt ein in der Ebene beschricbener
und der Axe nicht begegnender
Kreis & eine Ringfliche ", welche
in nebenstehender Fig. 5 durch
gwei concentrische Kreise angeden-
tet ist. Es sind dies die Durch-
schnitte von ¢" mit der Ebene 4
des vom Mittelpuncte des % be-
schriebenen Kreises (in Fig. 5 mit
der Ebene des Papieres), und die
Axe z fillt mit der gemeinsamen
Axe der zwel concentrischen Kreise
susammen. Denken wir uns nun
die Ebene 4 vertical, also die Axe 2
horizontal, und wird eine horizontale Ebene &, horizontal bleibend,
aus ihrer anfinglichen oberhalb ¢ befindlichen Luge ¢, nach unten
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hin fortgefilirt, so beriihrt sie die ¢™ viermal hinter einander in
4, B, C, D, und dieses in 4 und D elliptisch, in B und € hyper-
bolisch; und wenn ¢, ..., ¢ in Bezug auf 4, .., I} dieselbe Be-
deutung wie vorhin haben, so sind, gleichfalls wie vorhin, und wie
man aus der Figur ersicht, die Zahlen der in diesen vier Lugen von &
enthaltenen Durchschnittslinien mit ¢", gleich 0, 1, 2, 1, 0.

§. 8. Man schreibe nun in Bezug auf jede der Ebenen ¢, ¢,
&, «-. dic in ihr enthaltenen Durchschnittslinien mit der Fliiche o,
— jede Linie durch einen einfuchen Buchstaben susgedriickt, — in
eine horizontule Reiho und setze diese Reihen in derselben Ordnung
unter cinander, in welcher die Ebenen auf cinander folgen.

Auf diese Weise gibt jede der beiden Flichen ¢" und ¢,
wenn wir die ciue in &, enthaltene Linie (vergl. Figg. 4, ) mit «,
die zwei in ¢ enthaltenen mit b, ¢ und die eine in ¢ mit ¢ be-
geichnen, aas Schema:

&
g be
& | d

Nun wird die Fliche ¢ von den Ebenen ¢, ¢,, ... in mehrere
Theile zerlegt, von denen jeder entweder vou einer, oder vou zwed,
oder von drei der Durchschnittslinien von ¢ mit den ¢, &, ... be-
grenst wird,

Ist niimlich die swischen &, und ¢,,, fallende Beriihrung cine
elliptische, und 4 der Berithrungspunct, so ist eben deshulb ent-
weder in g, eine Durchschnittslinie f vorhunden, dic sich bei der
Herabbewegung der & von ¢, bis 4 in den Punet 4 zusammen-
sieht; oder es findet sich in ¢, , eine Linic g, zu welcher sich der
Punct 4 bei der Bewegung der ¢ von A bis &,,, ausdehnt, In
beiden Fillen gibt es duher zwischen &, und ¢,,,, einen von nur
ciner Linie, von f, oder von g, begrenzten und resp. von f bis A,
oder von 4 bis g sich erstreckenden Flichentheil.

Ist aber die Berithrung swischen g, und ¢,,, cine hyper-
bolische, so filllt zwischen diese swei Ebenen ein von drei Linien
hegrenzter Flichentheil, indem dann entweder eine in ¢, befindliche
Linie f sich in e, ,, in swei, in g und 4, zertheilt, oder zwei Linien
J und g in ¢, au einer Z in ¢, ., zusammengehen.

Wenn endlich eine Durchschnittslinic f von ¢, mit ¢ bei der
Bewegung der Ebene e von ¢, bis &, , eine einfache geschlossene
Linie bleibt und in &,,, g genannt wird, so ist eben dadurch cin
von zwei Linien f und g begrenzter Fliichentheil entstanden,

&l
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Diese Fliichentheile sollen, je nuchdem sie von ciner Linie J,

¥

oder von gweien f* und g, oder von dreien f, ¢ und % begrenzt sind,

durch
(f), (fa) (fgh)

ausgedriickt und im Folgenden der Kiirze willen Unionen, Binio-
nen, Ternionen genannt werden.

Wir wollen nun in unserem Schema zwischen je zwei niichst-
folgende Reihen von Grenglinien dic Ausdriicke der Fliichentheile,
welehe durch diese Grenzlinien Lestimmt werden, zur Rechten hin-
gufiigen, iiber und unter diese nenen von den Fliichentheilen ge~
bildeten Reihen aber dic zwei allein noch fehlenden Fliichentheile
setzen, welche iiber der ersten ¢, und unter der letsten der Ebenen
& &, ... legen und resp. die erste und die letste aller Durch-
schnittslinion zu Grenzen haben.

Dus vorige fiir ¢" und fiir ¢” zugleich geltende Schema ist
hiernuch also zu vervollstindigen:

&L | @ (“) £ a i(“)
. o ab) {~ e e Y a b
fiir 9" & lbe Ebcil)() ; fiir 9" &, 6(:;&”!; :
IREY 14w

und es ist danher die Fliche
¢ == (a) + (@b} + () 4 {(bed) + (d).
die Fliche

4" == (@) 4 (e bc) 4 (bed) 4 (d).
Die Kugelfliche ¢’ des §. 7 hat das Schema

mithin komnit

@' = (a) + («);

d. h. wir denken uns diese Fliiche aus zwei Theilen hestehend,
welche den Kreis « wur gemeinsamen Grenzlinie haben, und welche
duher, obgleich von cinander verschieden, dennoch cinerlei Bezeich-
nung («) erhalten.

§. 9. Noch zwei Beispiele fiir Schemata geschlossener Fliichen
sind :
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(@ (« '

be (@b) (¢) be {ade)

doy |49 ) | 2op |0 (cop
Y (eh) (dfg) o g/&ik! (g k) (ed) (fR)
PG ey TS G i) o)

O | k) () (imo) (np)

mu op

o (mn o) ¢ (opg)

[ (o) (9

womit man die nachstehenden beiden Figuren vergleichen mag:

F lg- 6. ?l'. 7.

Ich habe diese Beispiele hingugesetst, um desto deutlichor die
bei einem solchen Schema stets obwaltenden Gesetze erkennen zu
lussen. Diese Gesetze sind folgende:

I) Alle Linien aller Linienreihen sind von einander verschieden.

2) Die erste und die letzte aller Linienreihen besteht aus nur
einer Linie.

3) Bei drei oder mehreren Linienreihen sind die Zahlen der
Linien je aweicr niichstfolgender Reihen um die Einheit verschieden
(§. 6 gegen Ende). Die Zahlen der Linien in den auf einander
folgenden Reihen sind duher abwechselnd ungerade und gerade;
und da die Linicnzahl in der ersten sowohl, als in der letsten un-
gerade, niimlich gleich 1 ist, 8o ist dic Zall der Linienreihen selbst
ungerade. Zwischen je aweien dicser Reihen liegt aber eine Be-
rithrung von ¢ mit ¢ und noch eine vor der ersten und eine nach
der letzten Reihe. Mithin ist die Zah)l aller Beriilhrungen cine
gerade, d. h. eine stetig gekrimmte geschlossene Fliche 1wird von einer

parallel sich forthewsgenden Ebene in einer geraden Anzahl von Puncten
bertlrt.

[
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4) Was die in jedem Schema auf die FLinienrethen zur Rechten
folgenden Reihen von Fliehentheilen anlangt, so sefen i und 0
irgend zwei niichstfolgende Linienreihen, und ¢ die awischen sie
fallende Reihe von Flichentheilen. Alsdann ist ¢ aus allen Linien
von 7 und ¢ zusammengesetst. Jede Limie des Schemas ist daher
in den Reihen der Flichentheile aweimal, immer niimlich in zwei
niichstfolgenden Reihen, anzutreffen. — Da ferner awischen 7 und ¢
eine und nur eine Berithrung fi1lt, und diese entweder ejne ellip-
tische, oder cine hyperbolische ist, so wird in ¢ resp. entweder eine
und nur eine Union, oder eine und nur eine Ternion (§ S) sich
finden. Alle tibrigen Fliichentheile des Schemas sind Binionen, mit
Ausnehme der zwei Unionen, welche allein schon die erste und die
letaste Reihe von Fliichentheilen bilden und von der ersten und der
letzten Linie unter den vorhergehenden Linienreihen begrenzt werden,

5) Jede in g vorkommende Binion ist aus einer Linie von .r
und aus einer von ¢ zusammengesetzt; cine Ternion aber, wenn
diese in ¢ sich vorfindet, aus einer Linie von .r und aus zweien
von ¢, oder umgekehrt (§. 5 zu Ende).

6) Weil die geschlossene Fliche ¢ iiberall mit sich zusammen-
hiingen soll, so muss man von jedem ihrer Puncte, in ihr selbst
fortgehend, zu jedem anderen Puncte derselben gelangen kinnen,
Zwischen je zwei nicht an einander grenzenden Flichentheilen des
Schemas muss es daher immer miglich sein, einen oder mehrere
andere Fliichentheile in solcher Aufeinanderfolge zu interpoliren,
duss je awei niichstfolgende cine gemeinsame Grenzlinie haben.

So gelangt man 2. B. im Schema fir ¢™ vom Theile («) zum
Theile (bde) durch die zwei Folgen («), (b}, (bde): — von (a) zu {r)
durch die finf Folgen (), (ed), (hde), (dfg), (ef)s ()s — von (g7) zu
() durch die vier (gi), (ikem), (muo), (1), (7}: — von (of) zu (ikm)
durch die drei (0f), (dfg), (g9), ((hm); w. s w.

Ist bei einem Schema ein solcher Fortgang von einem Flichen-
theile zu cinem anderen nicht immer miglich, obgleich das Schema
die iibrigen unter 1} bis 5) bemerkten Gesetze erfilllt, so hat man
au schliessen, dass dasselbe zwei oder mehrere geschlossene Fliichen
zugleich rusdriiekt.

So kann man 2z B. bei dem ersten der gwei nachstehenden
Schemata

. ?M) (6) ? i?‘)un
{ac we) (h

be und e

2 | (o) (bd) 7 !(cd) (4)

(d) Hd)
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von keinem der drei Flichentheile (4}, (zr), () 2t cinem der dvei
itbrigen (4), (bd), {d), und eben so wenig beim zweiten Schema von
(6) #u einem der Theile (¢}, (ec}), (ed), (@) nuf die besagte Weise
fortgehen, — aus dem Grunde, weil durch das erstere Schema die
awei geschlossenen Flichen (4) + (ec) 4 () und (4) 4+ (bd) + ()
gugleich, durch das letstere aber die zwei geschlossenen Flichen
(@) 4 (@e) 4= (e} 4 () und () + (&) sugleich ausgedriickt werden.

§ 10. Nachdem im Vorhergchenden die Zerlegung einer ge-
schlossenen Fliiche durch parllele Ebenen in Unionen, Binionen
und Ternionen gezeigt worden, lasse ich jetst die in §.6 lereits
gedachte Untersuchung der Bedingungen folgen, unter denen zwei
geschlossene Flichen elementar verwandt sind, und beweise deshulh
suniichst, dass jede Union, jede Binion und jede Termion resp. mil
etner con einer, von zwel und von drei geschlossenen Iinien legrenzien
ebenen Fliche in elementurer Verwandischaft steld.

1) Der Beweis fiir die Union und fiir die Binion kann gang
ithnlicher Weise, wie in § 5,1 und 2, gefihrt worden. Sind niim-
lich T und &, die zwei Lagen der Fbene s, deren erstere die
Union (f) in A elliptisch beriihrt, und deren letstere die Grenz-
linie f in sich fagst, so denke man sich ein System unendlich vieler,
und in unendlich kleinen Iutervallen von { bis & auf einander
folgender mit { und &, paralleler Ebenen, deren unendliche Angahl
mit m bezeichnet sei, und welche die Fliche (f) in den Linien
Ju far oo schneiden. Hierdurch wird die Fliche, wie in § 5,1 die
ebene Fliche &, in m unendlich schmale Ringe und in das den
Punct A enthaltende und von der upendlich kleinen Ellipse £, um-
grenzte Element zerlegt. Theilt man hierauf, cbenso wie dort, die
Grenglinie f in » Elemente und zerlegt durch Linien, die in (f)
von den Theilpuncten nach A gezogen werden, die (f) in » un-
endlich schmale Sectoren, also in Verbindung mit jenen m Ringen in
mw -1 Flichenelemente, so kann man diese den eben so vielen
Elementen der Fliiche « in §. 5, | auf die dort bemerkte Weise nach
dem Gosetz der elementaren Verwandtschaft entsprechend setzen.

2} Um zu beweisen, dass jede Binion (fg) ciner von zwei ge-
schlossenen Linien f', g’ begrensten chenen Fliche elementar ver-
wandt ist, verfalire man eben so, wie in §. 5, 2 die clementare Ver-
wandtschaft sweier ebener Flichen « und o« dargethan wurde, von
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denen « die Linien f, ¢, und «' die f', ¢ mn Grengen hatte, nur
dass man, wenn jetzt £ und g in den Ebenen ¢, und s, liegen, die
Fliche (fg) durch parallele Ebenen, welche in unendlich kleinen

Intervallen nuf einander folgen, in s unendlich schmale Ringe
zerlegt.

3) Von der Ternion (fg/#) seien die Linie £ in der Ebene
und die Linien g, % in der Ebwme &, enthalten. Von einer gewissen
mit diesen Fbenen parallelen und zwischen ihunen liegenden Ebene g
wird alsdann die Ternion hyperholisch, es sei im Puncte J, beriihrt
und dsher von 5 in einer geschlossenen und sich selbst in J
schuneidenden Linie JELJ 3 NJ durchgangen (vergl. Fig. 8 und 9).

Dieselbe Linie kénnen wir aber noch auf swei andere Arten
auffassen (vergl. die punctirten Linien in Fig. 8 und 9): azucrst als
eine geschlossene und sich nicht schneidende Linie JELJNMJ,
gleich 4, in welcher ewei vorher verschiedene Puncte derselben jetat
bis sur Coincidenz in J einander nahe gekommen sind; und gweitens
als zwei verschiedene geschlossene und in J an einander stossende
Linien JKLJ, gleich 4, und JNMJ, gleich =

Fig. 8.

Indem nun die Ebene ¢ aus der Lage ¢, bis sur Lage n horab-
steigt, verwandelt sich thre anfingliche Durchschnittslinie £ mit der
Fliche allmiihlich in ¢ und ereugt somit die Binion (fi). Beim
weiteren Herubsteigen der Ebene ¢ von i bis &, trennen sich die
zwei geschlossenen Linien 4 und 2, aus denen ¢ zusammengesetat
ist, vereinigen sich bei der Coincidenz von & mit &, vesp. mit den
Linien gy und 7 und crzeugen dadurch die zwei Binionen (kg)
und (#4).

Die Ternion (fg?) ist hicrnach aus den drei Binionen (f4), (ky)
und (22) zusammengesetzt, und wir werden daher und gufolge des
in 2) iiber Biniomen Gesagten cine der "lernion eclementare ver-
wandte ebene Fliche erhalten, wenn wir in der Ebene 7 drei ge-
schlossene Linien ¢, ¥, f', als die den g, 2, f cntsprechenden
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Linien, also construiren, dass sie resp. mit den in 7 bereits vorhan-
deuen Linien %, » und ¢ (=4 - ), drei Flichenriume (kg'), (v/'),
(f¥} begrenzen, von denen keine zwei einen Theil gemein haben.
Dieses ist aber immer miglich; nur erwige man hierbei noch, dass
die awet Linien % und #, sus denen 7 besteht, zwei verschiedene
Lagen gegen cinander haben kinnen, indem sie entweder neben
einander liegen, oder indem die eine, etwa », von der anderen % um-
schlossen wird.

Im ersteren dieser zwei Fille wird die Linic #' die # und die
# gugleich und damit die ¢ umschliessen, die Linie g' aber von %
und die ' von n umschlossen sein. — Im letzsteren Fulle muss f*
gwischen 4 und # liegen, ¢' muss die £ umschliessen, und 2 von =
umschlossen sein,

Zugleich folgt hieraus, dass, je nachdem die Linien £ und » in
der Ebene 7 entweder neben einander liegen, oder die eine inner-
halb der anderen begriffen ist, uuch die in der Ebene ¢, enthaltenen
Linien g und / entweder neben, oder in cinander liegen, und dass
es daher zweierlei Arten von Ternionen giebt, je nachdem niimlich
die zwei in einerlei Ebene begriffenen Grenzlinien einer Ternion
entweder neben, oder in einander liegen. Wir wollen diese zwei
Arten resp. auls erste und zweite Art von einander uaterscheiden.

Zusatz. In der Figur 1 (§. 7,2) wurden von den drei Linien
der Ternion (bed) die zwei in der Ebene ¢, liegenden & und - als
neben einander liegend gezeichnet und damit die Ternion als eine
der ersten Art construirt. Ienn alse verlungte es die dort schon im
Voruus angenommene hufeisenfirmige Gestalt der Fliche. Wiire
aber nicht, wie dort, aus der Form der Fliche " das Schema der-
sclben, sondern umgekehrt aus dem Schema die Form abzuleiten
gewesen, so hiitte man (bed) auch als eine Ternion der zweiten Art
darstellen und deshalb in der Ebene &, die ~ von 4 umschlossen
zeichnen konnen.

Von der auf diese letatere Weise entstehenden Fliche " wird
man sich am leichtesten eine Vorstellung machen, wenn man in
einer verticalen Bbene cine geschlossene Linie construirt, welche in
Beaug auf cine in der Ebene schief gegen den Horizont gezogene
Gerade 2 als Axe symumetrisch liegt und die Gestalt eines nach
unten zu offenen Hufeisens hat, und wenn man diese Linie um die
besagte Axe herumdreht (vergl Fig. 10). Denn die hierdurch erzeugte
glockenformige Fliche wird ebenfalls dem Schema fiir ¢’, und dieses
unter der zuletzt gemachten Bedingung, Geniige thun.

In der That wird diese Fliche, ebenso wie ¢“in §.7, von der

sich abwiirts bewegenden horizontalen Ebene ¢ viermal hintereinander,
Mobius Werke 11, 1Y

it

L
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in 4 und B elliptisch, in €' hyperbolisch, in 17 wiederum elliptisch,
berithrt und von den dazwischen fallenden Lagen &,, &, und ¢ der
Ebene ¢ in einer Linie «, in sweien ) und ¢, und in einer d ge-
schaitten, — nur mit dem Unteschiede, dass jetst ¢ innerhalb &, und
daher /1 innerhalb des von der
Union (4) und der Ebene ¢,
begrenzten Raumes liegt, und
dags die in € angelegte Be-
riilhrungsebene die " in awei
durch €' gehenden und inner-
halb einander liegenden Linien
schueidet. Diese zwei Linien
kann man aber asuch als cine
cinzige betrachten, welche cine
sichelformige Fliiche begrenzt,
deren zwei Spitzen in ¢ anein-
. ander stossen. Bei weiterer
Fig. 10. | Herabbewegung von ¢ trennen
sich die zwei Spitzen dieser
Sichel, runden sich immer mehr ab, und die aunmehr einzige Grenz-
linie d der vorigen Sichelfliiche zieht sich zuletzt in den Punet 2
zusamnien.
Dugs und wic man die in den Schematen fiir ¢, ¢'V, ¢ in
§§. 8 und 9 vorkommenden Temionen, welche in den heigefiigten
Figuren leichterer Zeichnung willen als Ternionen der ersten Art
dargestellt worden sind, wum Theil wenigstens auch als ‘T'ernionen
der zweiten Art hiitte construiren ktunen, crhellt aus dem iiber ¢”
Gesagten von selbst.

§. 11. Weitere Folgerungen. Zwei Flichen, deren jede
derselben dritten clementar verwandt ist, sind es offenbar auch unter
sich. Da nun jede Union einer von einer Linie umschlossenen
ebenen Fliiche elementar verwandt ist (§. 10, 1), so sind auch je gwei
Unionen in elementarer Verwandtschaft. Und aus analogem Grunde
sind es auch je swei Binionen, desgleichen je zwei Ternionen.

Ueberhaupt soll cine Fliche, welche von einer oder mehreren
geschlossenen und weder sich selbst, noch sich gegenseitig schneiden-
den Linien begrenzt ist, wenn sie einer cbenen und daher von gleich
viel Linien derselben Beschaffenheit begrensten Fliiche elementar
verwnndt ist, eine Grundform heissen und nach der Zah) ihrer
Grenzlinien eine Grundform der ersten, der zweiten, w. s w,
Klasse genannt werden. Nach derselben Schlussweise, wie vorhin,
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und mit Riicksicht auf § 5.4 sind mithin je awei zu derselben
Klesse gehirige Grundformen in clementarer Verwandtschaft.

Die Grundformen der drei ersten Klassen sind einerlei mit den
vorhin so genannten Unionen, Binionen und ‘Ternionen. Analog
mit den fir letstere gebrauchten Bezeichnungen wollen wir durch
(fghi) cine von den vier Linien f, ¢, 4, ¢ begrenzte Grundform,
u. 8. w. nusdriicken.

Zusatz. Ein von einer geschlossenen Linie begrenstes Stiick
einer Kugelfliche — oder, wie man auch sagen kann: eine Kugel-
fliiche mit einer Oeffnung — ist eine Grundform der ersten Klasse,
Ebenso ist eine Kugelfliiche mit zwei, drei, w. s. w., » Oeffaungen
oine Grundform der zweiten, dritten, w. s. w., nten Klasse.

Denn ist ¢ die Grenzlinie ciner der # QOeffnungen, und A ein
Punct der Kugelfliche, welcher innerhalb des von « umschlossenen
und daher wegzudenkenden Theiles der Fliche legt, und projieirt
man von .4 aus die Linie ¢ und die Grenslinien der # — 1 iibrigen
Ocffnungen auf cine Ebene, welche auf dem durch .4 zu legenden
Kugeldurchmesser normal ist, so erhillt man in der Ebene ein
System von 2 geschlossenen Linien, von denen diejenige, welche dic
Projection von « ist, die #— 1 iibrigen umschliesst, und damit eine
chene Grundform der »ten Klagse. Ersichtlich tritt aber diese ebene
Fliche it der mit » Oeffnungen versehenen Kugelfliche in ele-
mentar verwandtschaftliche Bezichung, sobald man jedem Puncte
der letzteren seine, zufolge der Annahme von A, stets in endlicher
Entfernung bleibende Projection auf die Ebene entsprechend setzt.

Eine Grundform der aten Klusse lilsst sich hiernach auch als
cine Fliiche definiren, welche mit dem von # geschlossenen Linien
hegrenzten Theile einer Kugelfliche elementar verwaudt ist. Es hat
diese Definition vor der fritheren durch cine von # geschlossenen
Livien begrenszte Ebene den Vorgug, dass, withrend in der Ebene
eine gewisse Grenzlinic von den iibrigen sich durch Umschliessung
dieser fibrigen unterscheidet, auf der Kugelfliche cine jede der
Grenzlinien die jedesmal dibrigen umschliessend angeschen werden
kann, und duss daher dus Willkiirliche in der Art, nach welcher
man von gwei elementar verwandten Grundformen die Grenzlinien
der cinen den Grenalinien der anderen entsprechend setzen kann

(vergl. §. 5), bei der Kugelfliche klarer noch, als bei der Ebene, in
die Augen filllt.

§ 12, Jede geschlossene Fliche kisst sich durch parallele
Ebenen in Grundformen der drei ersten Klassen zerlegen (§. 10 zu
Anfang). Wenn es indessen bloss damuf ankonnnt, die Fliche als

29*
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eine Summe von Grundformen darsustellen, und wenn dabei auch
hihere Klassen derselben in Anwendung gebracht werden, so sind,
wie die folgenden Betrachtungen zeigen werden, immer schon zwei
Grundformen zu diesem Zwecke hinreichend.

Durch unmittelbure Anschauung erhellt, dass zwei cbene und
in dersclben Ebene liegende Grundformen mit beliebig vielen Grenz-
linien, wenn sie eine und nur eine gemeinsame Grenslinie, aber
keinen gemeinsamen Flichentheil haben, beide eine eingige Grund-
form susmachen, deren Grenzlinien die der zwei ersteren, mit Weg-
lassung der gemeinsamen, sind. Unter den eben bemerkten Be-
dingungen wird daher sein:

@+t =), Wh+@G="(ac), () + (abe)=(bc),
(@d) + (bed) == (eed) , (€be)+ (cde) == (abde) ,

u 8 W, Zufolge der vorhin gegebenen allgemeineren Definition
von Grundformen werden aber diese Formeln fiir die Combination
zweier Grundformen auch dann gelten, wenn dieselben nicht eben
sind, dufern sie nur keiven gemeinsamen Flichentheil haben.

Die erste der Formeln kann daher auch bedeuten, dass eine an
beiden Enden offene Rohre (¢&) durch den Verschluss des einen
“ndes mit der Grundform {¢) in eine von der Grenzlinie 4 am an-
deren Eunde umschlossene Grundform () iibergeht. — Die zweite
Formel kann ausdriicken, duss zwei Rohren (¢6) und (be), welche
mit ihren von & begrensten Enden an ecinander stossen, eine eingige
Réhre (¢¢) bilden. — Die drittc Formel, dass einer Kugelfliiche,
welche drei von «, &4, ¢ begrenste Oeffaungen hat, nach Ver-
schliessung der einen Oeffaung durch die Grundform (¢) nur gzwei
Oeffnungen noch iibrig bleiben; u. s. w.

§ 13. In den in §.8 und §. 9 aufgestellten schematischen Aus-
driicken fiir geschlossene Flichen durch Grundformen der drei ersten
Klussen findet sich jede Grenzlinie zweimal {§. 9, 1), und keine gwei
Grundformen eines solchen Ausdruckes haben einen Theil ihrer
Flichen mit einander gemein, da jede derselben in einem der auf
einander folgenden von den Ebenen g, und ¢,, und ¢, u. s. w. he-
grenzten Riume liegt, und keine zwei Grundformen, welehe in einen
und denselben dieser Riiume fallen, nuch den dariiber gemachten
Annahmen einen gemeinschaftlichen Theil haben.

Diese Bemerkung gewithrt aber in Verbindung mit den Formeln
des §. 12 ein einfaches Mittel, um die Grundformen der in §§. S
und 9 enthaltenen und éhnlicher Ausdriicke auf eine geringere Zahl
zu bringen. Man kann nimlich mit Anwendung jencr Formeln
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irgend awei Grundformen cines solchen Ausdruckes, welehe nur
cine Grenzlinie gemein haben, zu ciner Grundform combiniren;
und da diese eine offenbar eben so wenig, als die noech vorhandenen
iibrigen unter sich, mit einer dieser iibrigen einen Theil gemein hat,
so wird man das Geschiift des Combinirens so lange fortsetzen kinnen,
bis mun gzu einem Systeme von Grundformen gelangt ist, von denen
keine zwei nur cine Grengzlinic gemein haben, — den TFall aus-
genommen, in welchem dieses letate System nur aus gwei von einer
und derselben Grenzlinie umschlossenen Grundformen der ersten
Klasse hesteht.
In der That gibt eine erste Reduction von

‘ " = (a) + (ab) + (¢) + (bed) + (@)

in § 8, weil

() + (@b} = (8} und (¢) + (bcd) = (bd)
1st,

¢ = () + (bd) + (d) -

und eine zweite Reduction, weil

(6) -+ (bd) = (d) .  sowie (bd) 4 (d) = (b)
ist,

=)+ {d), sowie ==(8)-(;

und iihnlicherweise hiltte man ¢" auch auf () +(4) oder (c) + (c)
suritckfiihren kénnen. Jeder dieser vier Werthe von ¢ aber zeigt

an, dass diese Fliiche aus awei Grundformen der ersten Klasse zu-

sammengesetst ist.
Die Fliiche
¢" = (a) + (abc) + (bed) + (@)
in § 8 reducirt sich wegen
(a) -+ (ade) = (be) und (bed) 4 (d) = (be)
auf
p" = (be) - (b¢) ;
d. h. die in § 7, 3 als cine geschlossene Ringfliche construirte
Fliiche " ist aus gwei Grundformen der zweiten Klasse zusammen-
gesetat, deren jede die Grenslinien & und ¢ hat. -

Um den etwas zusammengesctateren Ausdruck fir ¢ in §. 9 zu
vereinfachen, setze man die Summen der dortigen Reihen von Grund-
formen:

(¢) =« , (@) (¢) == # , (bde)‘*'(cf)g?:

(mno)=yn, ()=,
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und es wird

Ctd=0+E),  wdity=(de)+(f)
@y 48 = (@) + (dg) = (g1) |
@t ..ot & = (gh) 4 (g6) + () = (1A) 4+ () ,
..o T = {h) 4 (fhm) 4~ (n) ,
@+ ...y = (&) - ((hm) 4 (mo) = (34) + {tko) ,
a-t ..o Y= W = (§F) 4 ({A) .
Die Fliche " ist daher, wie die vorige ¢, uls cine Ringfliiche
zu betrachten.
Verfihrt man cbenso mic der Fliche ¢ in §. 9 und setst:

@W=a. (=g, @Gd)+(ef)=y,
(dgh) 4 (ef) 4 (fA) = ¢ , (90) + (him) 4 (kn) = ¢ ,
tmo)+(up) =L, (opg=1, (=9,
so kommt

g == (be) , a4y = (def) ...+ d==(ghik)
o= (hiln) 4 (him) | @+ L= (himop) + (him) |
&t ..+ = (kimop) 4 (kim) + (opyg) ,

@t ...+ &= @' = (himop) 4 (him) 4 (op) :
und es ist daher die Fliche ¢ aus einer Grundform der fiinften,

einer der dritten und einer der zweiten Klasse 7usummengoesetat,

§ 14. Das System von Grundformen, es heisse S, auf welehes
nach §. 13 ein unfingliches System von Grundformen der drej ersten
Klussen reducirt worden ist, enthiilt ebenso, wie dus anfiingliche,
jede in ihm sich noch vorfindende Grenelinie aweimal, weil hei jeder
vinzelnen Reduction zwei identische Linien zugleich  weggefallen
sind. Es unterscheidet sich aber = von dem anfinglichen Systeme
dadurch, duss zwei seiner Grundformen niemals nur eine Linio gemein
haben (den schon oben geduchten und bei ¢’ und ¢" eintretenden
Fall ausgenommen), sondern entweder gar keine, wie (i) und (op)
in ¢, oder mehrere, wie (Aimop) und ( im) ebendn, oder alle, wie
(he) und (be) in ¢™. Tm letzteren Falle, also im Falle, duss die
Ausdriicke zweier Grundformen identisch sind, kann X nur aus
diesen zwei Grundformen hestehen, indem durch sie allein schon
cine geschlossene Fliche nusgedriickt wird. Findet aber diese Iden-
titit nicht statt, wic bei y*. 30 kann sic doch immer durch lliilfe
neuer Grenszlinien herbeigefithrt, und damit das System I auf ein
aweigliederiges reducirt werden.

1

e

— F . TF



§. 14, Theorie der elementaren Verwandtschatt, 455

Zuerst nimlich erhellt leicht, dass, wean I nicht bereits ays
nur zwei Grundformen bestehit, ¢s immer derartige Paare von Linien
in & geben muss, duss die zwei Linien eines solchen in einer Grund-
form oder Gliede von I vereinigt und in zwei underen einzeln sich
finden. Denn bedeute 4 den Complex der 2zwei oder mehreren
Linien, welche zwei Glieder von I gemein haben, B den Complex
aller noch iibrigen Linien des einen, und € den Complex aller noch
iibrigen des anderen dicser beiden Glieder: seien also (AB) und (40)
die beiden Glieder selbst. Ist nun o eine der Linien von A, und &
eine der Linien von B, go finden sich in (.5) « und & zugleich,
in (AC) aber bloss «, weil B und €' keine Linie gemein huben;
und es muss, wie gezeigt wenden sollte, noch ein drittes Glied geben,
welches die 4, nicht auch die «, enthiilt, weil jede Linie nur zwei-
mal in I sich vorfindet,

Dieses vornusgeschickt, schreibe man noch « A4’ statt A4, wonuach
A" den Complex von Linien bezeichnet, welche in Verbindung mit «
den Complex 4 geben: und #hnlicher Art schreibe man &' stutt B,
Das dritte Glied aber, welches nur 4, nicht «, enthiilt, setze man
gleich (0.0). Die drei mit ¢ und 4 behafteten Glieder sind hiernach

(«bA'B') + (¢ad'C) + (D) ,

und diese lassen sich immer auf zwei reduciren. Denn weil A, B, ¢
keine Linie gemein haben, so gilt dasselbe auch von 4', B', ¢,
und eben so wenig kann der Complex /) cine Linie mit A4’ gemein
haben, indem sonst eine und dieselbe Linie allen drei Gliedern ge-
mein wiire. Wenn man daher, was immer méglich ist, in der Grund-
form («hA'B') eine geschlossene Linie » also gieht, dass auf der
einen Seite von # die « und die in B’ begriffenen Linien, auf der
anderen die & und dic in A’ begriffenen Linien liegen, und man
somit jene Grundform in die gwei Theile (2aB’) und (x5A4') zerlegt,
so werden obige drei Glieder

= (2aB') 4 (ad'C) + (zbA") + (bD)
— (zB'4'C) + (zA'D)

(nach §. 12}, also auf die Summe von zweien gebracht, das System I
aber ist, wenn es aus » Grundformen bestand, auf #— 1 dergleichen
reducirt, in denen an die Stelle der zwei anfiinglichen Linien ¢ und 4
einc neue z getreten ist und alle iibrigen in A', B', ', 1) begriffenen
Linien geblicben sind. Auf gleiche Art lassen sich aber diese
#— 1 Grundformen auf #— 2, u. s w. reduciren, bis man zuletzt
auf ein nur zweigliederiges und deher nicht weiter reducirbares System
kommt. Q. e d.
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So wurde z B, der in §. 9 fiir die geschlosssene Fliche ¢ auf-
gestellte Ausdruck in § 13 uuf die drei Glieder

(himop) 4 (kim) + (op)

reducirt, von denen das exste die Linien 4 und o zugleich, dus gweite
bloss £ und dus dritte bluss 0, — niimlich 4 mit ém, und o mit Vi
verbunden — enthiilt. Um daher letateren Ausdruck in einen ZwWei-
gliederigen zu verwandeln, setze man

(kimop) = (xhp) 4- (voim) |
und es wird die Fliche ¢°
= (#hp) + (him) +- {zoim) - (0p) = (zimp) + (ximp) |
welche wir somit als aus zwei Grundformen der vierten Klasse zu-
sammengesetzt erkennen,
Zu demselben Resultate kann man ibrigens wuch ohne Fin-
fihrung ciner neuen Linie #, und dieses noch einfacher, auf folgende

Weise gelangen. — Mittelst der in §. 13 bei ¢" ungewendeten Zeichen
«, £, ... fanden wir

...+ &= (hiln) 4 (him) .

Ferner ist

E+ n -+ = (Imo) + (8p) + (op) = (fm) :
folglich ¢
¢ P =a+ ... 4 &= (hiln) 4 (k ¢in)
gleich der Summe zweier Grundformen der vierten Klasse,

§. 15. Das System 3 (§. 14 2u Anf) ist demnach immer auf
eine der sweigliederigen Formen (@) + (@), (ad) 4 (ab), (abc) -+ (abe),
w. 8. w. reducirbar, d. h. eine geschlossene Fliiche lisst sich immer
durch etne gewisse Anzahl auf ihy gezogener geschlossener Linien in
awet Grundformen zerlegen, deven jede von allen diesen Linten begrenzt
tst und daker einc der Zahl der Linien gleiche Klassenzahl hat, Nach
derselben Zahl wollen wir nun auch die geschlossenen Flichen selbst
klugsificiren und cine geschlossene Fliche der nten Ilusse diejenige
niennen, welche in zwei Grundformen der saten Klasse zerlegbar ist.

Den in §§. 13 und 14 gemachten Reductionen gemiiss gehiren
daher die hufeisenférmige Fliiche ", ebenso wie dic Kugelftiiche P’
in §. 8, zur ersten Klasse; die Ringflichen ¢" und ¢ zur zweiten,
und die Fliche ¢" gur vierten.

Um sich von einer Fliche der nten Klasse eine anschauliche
Vorstellung zu machen, denke man sich zwei einander nicht schnei-
dende Kugelflichen, deren jede 2 Ocfinungen hat, und es wird, wenn
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man je cine Oeffnung der einen Fliche mit je ciner der anderen
durch cine Rohre verbindet, von denen keine swei einen gemein-
samen Theil haben, eine Fliche der aten Klasse entstehen. Denn
gicht mun um jede der » Rihren, etwa in der Mitte einer jeden,
eine geschlossene Linie, so wird durch die » Linien die ganze Fliche
in awei Theile zerlegt, deren jeder ebenso, wie jede der zwei mit
n Ocflnungen versehenen Kugelflichen selbst (§ 11 Zusatz), eine
Grundform der nten Klusse ist.

Oder man bringe cine cbene Fliche, welche »— { Qeffaungen
hat, also eine Grundform der aten Klasse ist, mit einer ihr gleichen
und #hnlichen Fliiche zur Coincidenz und denke sich, dass, wihrend
die # Grenzlinien der einen mit den z Grenslinien der anderen in
Deckung bleiben, die eine Fliche nach oben und die andere nach
unten hin sich ausdehne. Hierdurch wird gleichfalls eine Fliche
der nten Klasse crzeugt werden.

Dieselbe kunn man sich daher auch als die Oberfliiche cines von
#n— 1 Kaniilen durchbohrten Korpers vorstellen, vorausgesctst, dass
dic Oberfliiche vor der Durchbohrung zur ersten Klasse gehirte, und
dass keine gwei der Kanile cinen Theil mit einander gemein haben.

In der That, wird cin von einer Fliiche der ersten Klasse be-
grenzter Korper mit einemm Kanal durchbohrt, begeichnet man dic
Grenzfliiche dieses Kanales mit » und die iibrige Grenzfliche des
Kirpers mit 4, so dass jetzt # 41 die Oberfliche des Korpers ist,
und fiigt man noch zwei Kaniile hingu, welche, von zwei verschiedenen
Stellen von 2 ausgchend, in zwei verschiedenen Stellen von # sich
endigen, im Uebrigen aber weder mit einander, noch mit dem ersten
Kanele einen Theil gemein haben, so wird die nunmehrige Oberfliiche
des Kiorpers sur vierten Klasse gehtren. Nimmt man aber die zwei
Stellen in x einander direct gegeniiberliegend an, so kann man den
zweiten und den dritten Kanal als ecinen einzigen den ersten schnei-
denden Kanal betrachten. Eine geschlossene Fliche der ersten Klasse
wird demnach dadurch, dass man den von ihr umgrenzten Korper
mit zwei Kaniilen durchbohrt, in ecine Fliche nicht der dritten,
sondern der vierten Klasse verwandelt, sobald die Kanile einen
Raumtheil gemein haben. — Und auf #hnliche Art wird man auch
in allen noch zusammengesectateren Fiillen, in denen die den Kérper
durchbohrenden Kanille einander kreuzen, die Klasse der den Korper
begrenzenden Fliche zu bestimmen haben.

§ 16, Eine geschlossene Fliche der «ten Klasse sollte nach
§. 15 diejenige genannt werden, welche durch » auf ihr gezogene
geschlossene Linien «, 4, ..., # in zwei Grundformen getheilt werden
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kaun, Es ist nun von selbst klar, duss, wenn gwei Puncte P und @
der Fliche in ciner und derselben der beiden Grundformen eute
hulten sind, man von P bis @, in der Fliiche selbst fortgehend, ge-
langen kann, ohne ecine der Linien a, &, vooy 2w durchgehen;
duss aber. wenn 2 in der einen und Q in der anderen Grundform
licgt, man wuf dem Wege von P bis Q wenigstens eine der Linien
«, b, ..., n durchgehen muss: duss daher, wenn cine dieser Linien,
etwa @, weggelussen wird, man von einem belicbigen Puncte 2’ der
Fliche bis zu irgend ecinem snderen @ derselben ohme Durch-
schneidung einer der noch vorhundenen Linien 3, ooy 2 gelangen
kann, und dass folglich durch diese letzteren allein die Fliche nicht
in swei gesonderte Theile zerlegt wird.

Auf einer geschlossenen Fliche der nten Klasse lassen sich dem-
naeh n—1 geschlossene Linien dergestalt zichen, duss die Fliche un-
getheilt bledbt.

Auf einer Fliche der ersten Klagse gibt es folglich keine ge-
schlossene Linie, welche sie ungetheilt liesse, d. h. sie wird durch
jede solche Linie in zwei Theile zerlegt.

Auf einer Fliiche der aweiten Klasse, («d) 4 («d), liisst sich eine
sie nicht theilende Linie, die Linie ¢, oder die §, ziehen, withrend
sie durch zwei Linien in zwei, oder auch drei Theile getheilt wird.
— Bei der in §. 7,3 construirten Ringfliiche kinnen fiir ¢ und &
irgend 2wei Lagen des sie erzeugenden Kreises vder auch die zwei
Kreise genommen werden, welche irgend zwei Puncte des erzeugenden
Kreises bei der Drehung seiner Ebene um die Axe 2 beschreiben.
Jedes dieser Paare von Kreisen theilt die Ringfliche in zwei Theile,
Auf derselben Fliche auber kénnen szwei geschlussene Linien auch
also gezogen werden, dass jede von ihnen eine Grundform der ersten
Klusse umschliesst, und somit die ganze Fliiche in diese zwei Ritume
und den zwischen ihnen liegenden dritten zerlegt wird,

Eine Fliche der dritten Klusse kann durch awei geschlossene
Linien ungetheilt bleiben, wird aber durch drei Linien in zwei, drei,
oder uuch vier Theile zerlegt; u. 5. w., wobei jedoch immer voraus-
gesetzt wird, dess keine zwei dieser Linien sich in einem Puncte
begegnen.

§ 17. Je zuwei geschlossene Ilichen ¢ und o', welche ze der-
selben Klusse gekiiren, sind elementar verwandt, Denn nach der in
§. 15 gegebenen Definition zweier Flichen von gleicher Klassenzal,
gleich », lisst sich ¢ sowohl als ¢’ durch 2 geschlossene Linien in
zwei Grundformen, ¢ in x und ¢, ¢' in %’ und ¢', theilen, deren
jede von der «ten Klusse ist. Diese vier Grundformen x, y, 2, Y
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sind nach §. 11 einunder clementar verwandt, wobei je einer der
gemeinstmen Grenglinien von y und ¢ je eine der 2 gemeinsamen
Grengen von 3’ und ' entspricht. s miissen daher auch die aus
den Grundformen z und ¢ zusammengesetste Fliche ¢ und die aus
y' und @’ zusammengesetzte ' in clementar verwandtschaftliche Be-
gichung gebracht werden kinnen.

Dagegen sind nwei zu verscliedenen Klussen gehérige geschlossere
Fliicken wicht in clementurer Verwandtsehaft. Denn seien, um dicses
zuniichst filr den miglichst einfachen Fall zu beweisen, ¢: cine Fliche
der ersten, und ¢’ eine der zweiten Klusse. Man ziehe, wie dieses
nach § 16 immer miglich ist, auf der Fliche ¢’ eine sic nicht in
gwei Theile theilende geschlossene Linie «’. Wiiren nun ¢ und ¢’
clementar verwandt, so miisste sich auf ¢ eine der «’ entsprechende
Linie « angeben lassen. Durch ¢ wird aber ¢ in zwei Theile ge-
schieden (§. 16). 8ei £ (vergl. Fig. 1) ein Punct in dem einen, und @

/!'\\ ’ P' \G;H“ N

( .' l_o/f‘*‘ . i \\\
'\\- p | -,_‘Hlﬁ. ___7_,__,,-. ~
Fig. 11,

ein Punct in dem anderen dieser Theile, und /7, Q' die den 2, @
entsprechenden Puncte in ¢, Nun liisst sich anf ¢’ von £ bis @'
eine die «' nicht schneidende Linie 7' ziehen, welcher auf ¢ dic
vou /’ bis @ gehende Linie # entspreche. In Folge der iiber die
lage von I’ und Q gemachten Vornussetzung wird diese » die «
wenigstens in einem Puncte X (oder auch in 3, 5, 7, ... Puncten)
schueiden. Der dem 22 in ¢’ entsprechende Punct 7¢' miisste daher
in «’ und »’ sugleich enthalten sein, Einen solchen gibt es aber
nicht, weil «' von ' nicht getroffen werden soll,  Mithin kénnen ¢
und ¢’ nicht in elementarer Verwandtsehaft zu einander stehen.

Bo ist es 2. B. nicht miiglich, dic Erdoberfliche auf der in §. 7, 3
heschrichenen Ringfliiche also abzubilden, dass je zwei einander un-
endlich nahen Puncten der einen Fliche swei einander unendlich
nihe der anderen entspriichen,

Auf gang iihnliche Art, wie jetst fiir eine Fliiche der ersten und
eine der zweiten Klusse, lisst sich nun auch fir zwei Flichen ¢
und ', welche verschiedenen Klassen itberhaupt, es sei der mten
und der (m 4 #)ten, angehiren, der Beweis fithven, duss sic cinander
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nicht clementur verwundt sein kimnen. Denn auf ¢ lassen sich
(nach §. 16} m + n— | geschlossene Linien, also um so mehr m der-
gleichen Linien &', §'. ..., m' sichen, welche die ¢’ nicht in Theile
zerlegen. Unter Voraussetzung der elementuren Verwandtschaft zwi-
schen ¢ und ¢’ scien «, b, ..., m die jenen Linien entsprechenden
Linien auf ¢. Durch letztere wird aber die ¢, als eine Fliche
der mten Klasse, in wenigstens zwei Theile getheilt, und man trifft
nun nach Annshme zweier Puncte PP, @, welche in zwei ver-
schiedencn Theilen von ¢ liegen, und mittelst der entsprechenden
Puncte P', Q'in der ungetheilt gebliebenen Fliche ¢’ auf denselben
Widerspruch wie vorhin, duss sich niimlich auf ¢’ von P’ bis Q'
eine den Linien @', §', ..., m' nicht begegnende Linie zichen lisst,
withrend die entsprechende Linie von P bis Q@ uuf ¢ wenigstens eine
der Linien «, b, ..., m durchgehen wirde.

Aus dem jetzt Bewijesenen ziehen wir noch den Schluss, dass je
zwes elementar verwandte Flichen zu einer und derselben Klasse ge-
hiiren.

Zusatz. Bei den unendlich vielen Arten, auf welche eine ge-
schlossene Fliche in zwei Grundformen zerlegt werden kann, ist es
ohne weitere Untersuchung recht wohl denkbar, dass eine und die-
selbe Fliche des eine Mal durch gewisse 2 Linien und das andere
Mal durch gewisse #' Linien in zwei Grundformen getheilt worden
und folglich zwei verschiedenen Klassen, der nten und der n'ten,
zugleich angchiren kénne. Einer solchen Annshme widerstreitet
aber das eben Erwiesene, als wonach eine und dieselbe und daher
sich selbst elementar verwandte Fliche nicht zu zwei verschiedenen
Klassen zugleich gerechnet werden kann.

§ 18, In §. 13 und § 14 ist gezeigt worden, wie ein aus
heliebig vielen Grundformen der drei ersten Klassen zusammen-
gesetzter Ausdruck einer geschlossenen Iliiche auf einen nur zwei
Grundformen enthaltenden Ausdruck reducirt, und damit die Klassen-
zahl der Fliche (§. 15) bestimmt werden kann. Ohne aber jene Re-
ductionen einzeln angustellen, liisst sich diese Zahl auch unmittelbar
aus den Zahlen der Grundformen der ersten und der dritten Klasse
im anfinglichen Flichenausdrucke bestimmen.

Denn bestehe dieser Ausdruck aus # Grundformen der ersten
Klasse, aus s der zweiten und aus ¢ der dritten, also aus u -8 4-¢
Gliedern, so ist die Anzah!l aller in ihm enthaltenen Linien iiberhaupt
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gleich %+ 2s4+-3¢; und da jede derselben zweimal sich vorfindet
§ 9 4), o ist die Anzahl aller verschiedenen Linien des Ausdruckes
gleich § {4 2¢ 4- 31}, — woraus gugleich noch folgt, duss die Zahlen
« und ¢ entweder heide gerade, oder beide ungerude sind.

Nun bestand dus Verfaliren, durch welches der Ausdruck nach
und nach bis auf zwei Glieder reducirt wurde, anfinglich darin,
dass zwei Glieder, welche nur eine Linie gomein hatten, mit Weg-
lassung der gemeinsamen Linie zu einem verbunden wurden (§. 13),
¢z B.

(@) 4 (bed) = (acd)

und dass man, wenn dieses Verfahren noch nicht ausreichte, drei
Glieder von den Formen (¢dA'B) + (A'C) + (b D) in zwei von den
Formen (zB'A'C)+ (¢ A4'D) zusammenzog (§. 14), wodurch an die
Stelle der gwei Linien ¢ und & die eine = trat. Bei jeder dieser
beiden Reductionsarten wird folglich sowohl die Gliederzahl, als die
Anzahl der verschiedenen Linien um die Einheit vermindert. Rs
wird daher nach irgend » Reductionen

die Gliederzahl == ¢ 4~ s - £ —17 ,
die Linienzuhl = (@4 25438 — ¢

L

und es ist mithin nuch, wie vor allen Reductionen
die Linienzahl weniger der Gliedersahl = {{¢—u) .

Nachdem folglich die anfingliche Gliederzahl bis auf 2 reducirt
worden, so wird die um 2 verminderte Linienzahl gleich (¢ — u),

und daher, weil dann die Linienzahl gleich der Klussenzahl » der
Fliiche ist (§. 15),

() n=4{t—u) -2,

d. h. fir eine durch Grundformen der drei ersten Klassen ausgedriickte
geschlossene Fliche findet sich die Klassenzall, wenn man die Halfte
des Restes, welcher nach Abzug der Zahl der Grundformen erster

Klasse von der Zahl derer der dritten Klusse ibrig bleibl, um zwei
Einheiten vermehrt.

So sind zu Folge der in §. 8 und §. 9 aufgestellten Schemata

fiir die Flichen ®, 9 ¢, ¢, o
die Zahlen « 2, 3, 2, 4, 2,
die Zahlen ¢ o, 1, 2, 4, 6,
folglich die Klassenzahlen 1, 1, 2, 2, 4

— vollkommen iiboreinstiminend mit den schon in §. 15 angegebenen
Klussenzahlen dieser Flichen.

oo
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§. 19, In der Gleichung (A), durch welche so eben die Klassen-
zahl 2 einer Fliche mittelst der Zahlen « und ¢ von Grundformen
der ersten und der dritten Klasse bestimmt wurde, kann man die
letzteren Zahlen noch auf andere Weise definiren und damit der
Gleichung seclbst eine noch leichter 2u fassende Bedeutung abge-
winnen.

Bei der in §§. 6 bis 9 angestellten Zerlegung einer geschlossenen
Fliche ¢ durch parallele Ebenen ¢, e, ... in Grundformen der
drei ersten Klassen fiel niimlich zwischen je zwei dieser Ebenen,
welche zuniichst auf cinander folgten, entweder eine und nur eine
Grundform der ersten, oder eine und nur eine Grundform der
dritten Klasse. Erstere Grundform wurde von einer mit e, ¢, ...
parallelen Ebene in cinem Puncte elliptisch, und letzstere von ciner
solchen Fbene in cinem Puncte hyperbolisch berithrt, withrend bei
ciner Grundform der zweiten Klasse keine dergleichen Berithrung
stattfund. Tlie Zahl « der Grundformen erster Klasse ist daher auch
gleich der Zahl der Puncte, in denen die Fliche ¢ von einer mit
&, parallel sich fortbewegenden Ebene ¢ elliptisch beriihrt wird, und
ebenso ist ¢ dic Zuhl der hyperbolischen Beriihrungspuncte von ¢
mit &

Sei nun E ein elliptischer und 7/ cin hyperbolischer Be-
rithrungspunct, so hat nach der Natur der elliptischen Beriihrung
der Punct ' unter allen ihm niichsten Puncten der Fliche ¢ ent-
weder den grdssten, oder den kleinsten Abstand von &, oder von
sonst einer festen mit &, parallelen Ebene [, je nachdem der dem
E niichstliegende Theil von ¢ der Ebene { scine hohle, oder seine
erhabene Seite zuwendet; und ihnlicher Weise ist der Abstand des
H von [ ein Maximum und ein Minimum zugleich. Man kann da-
hor « auch als die Zahl der Puncte der Fliche ¢ definiren, deren
Abstiinde von einer belicbigen festen Ebene [ theils Maxima, theils
Minima sind, und ¢ uls dic Zahl der Puncte von ¢, deren Abstinde
von derselben Ebene J Maxima und Minima zugleich sind,  Zwischen
diesen beiden Zuhlen aber und der Klassenzahl # von ¢ wird immer
die Gleichung () bestchen.

. 20, Die zur Theilung der Fliiche ¢ in Grundformen der
drei ersten Klassen gebrauchten parullelen Ebenen ¢, ¢, ... kann
man als Stiicke von Kugelfliichen betrachten, welche cinen gemein-
samen im Unendlichen liegenden Mittelpunct haben. Zu demselben
Zwecke kann man aber auch eine Reihe endlicher Kugelfliichen mit
einem gemeinsamen belichig zu withlenden Mittelpuncte anwenden
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und dadurch zu ciuer noch etwas allgemeineren Auffassung der
Zahlen « und ¢ gelangen,

Setzen wir niimlich, dass von dieser Reilie concentrischer Kugel-
fliichen a,, o¢,, ... die erste v, und die letzte die Fliche  ganz
swischen sich liegend haben, und dass sie dergestalt auf einunder
folgen, dass zwischen je zwei nichsten der Reihe ecine und nur eine
mit jhnen concentrische die Fliche ¢ berihrende Kugelftiche be-
schiviecben werden kaun, so wird die ¥liche ¢ durch ihre Schnitte
mit ¢,, 6, ..., wie vorhin, in Grundformen getheilt, von denen
zwischen je zwei niichsten der Kugelfliichen Uyy Uyy Uy, ooy RUSSET
den Grundformen der zweiten Klasse, immer noch eine und nur eine
entweder der ersten, oder der dritten Klusse enthalten ist, je nach-
dem niimlich die azwischen die beiden Kugelfliichen fallende Re-
rithrung eine clliptische, oder eine hyperbolische ist.

Dus mittelst der Grenzlinien dieser Grundformen zu bildende
Schema von ¢ ist nun ersichtlich von derselben RBeschaffenheit,
welche des frithere nach §. 9 hatte, und die Schliisse, durch welche
wir, von jenem Schema ausgehend, zu der Gleichung («1) zwischen
den Zahlen ¢ und ¢ der Grundformen der ersten und der dritten
Klusse und der Klassenzuhl # von ¢ selbst gelangten, miissen auch
gegenwiirtig unwendbar sein. Wic in § 19 zeigt sich ferner auch
hier, dass « gleich der Zahl der elliptischen, und /¢ gleich der Zahl
der hyperbolischen Beriihrungen von ¢ mit den zwischen G,, 0,,
fallenden concentrischen Kugelflichen ist; und es erhellt, dass, wenn
() das gemeinsame Centrum der letateren, L einen elliptischen
und # einen hyperbolischen Beriihrungspunct bezeichnet, unter allen
vou O an Puncte von ¢, welche dem X unendlich nahe liegen, zu
zicheaden Radien der Radius (£ ein Muximum oder cin Minimum
ist, je nachdem die Fliche ¢ in der Nihe von % ihre hohle oder
ihre erhabene Seite dem O gukehrt, der Radius O/7 aber unter
allen ihm niichsten Radien ein Maximum und cin Minimum zu-
gleich ist.

Die Anzahl (= u - 1) aller Normalen ciner geschlossenen Fliche,
welehe sich von einem belichigwo angenommenen Puncte O bis zur
Fliche zichon lussen, ist demnach stets eine gerade Zahl (§. 18); 2nd
wenn w unler dicsen Normalen theils Murima, theils Minima, die
t dbrigen aber Maxime und Mintma zugleich sind, so ist {—w eine
von dem Orte des O unabhingige Zahl, deren IHilfte, um ziwei Fin-
heiten vergrissert, die Klassenzahl n der Wiche gibt.

So lassen sich z. B. bei dem Ellipsoid von seinem Mittelpuncte
aus, wenn dieser fir den Punct () genommen wird, sechs auf der
Fliche normale Radien, die ILilften der drei Hauptaxen, zichen.
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Ziwel dieser Radien sind Maximna, zwei andere Minima, und die gwei
iibrigen Maxima und Minima zugleich. Hier ist ulso o == 4, ¢ == 2,
niithin

e i{l—w) +2=1,
und daher das Ellipsoid, ebenso wic cine Kugelfliche, cine Fliche
der ersten Klasse.

Werde ferner bei der in §. 7,3 construirten Ringfliiche ¢ der
Punet O irgendwo in der Ebene J angenommen, welche die Fliche
in zwei concentrischen Kreisen symmetrisch hulbirte, und treffe ojne
durch O und den Mittelpunet dieser Kreise gelegte Gerade den
dusseren Kreis in 4, D, den inneren in B, €, so duss A, B, C D
die Aufeinanderfolge dieser vier Puncte sei. Alsdann sind unter
allen von Oan die Fliche zu ziehenden Radien die nuch A, B, C I
gehenden allein auf der Fliche normal. Unter diesen vier Radien
ist aber, wenn O dem A nither, als den drei tibrigen Puncten
B, C, D liegt, 0 A ein Mininum, OD ein Maximuia, und OB, O«
sind Maxima und Minima sugleich; liegt aber O dem B nither, als den
4, €, D, %0 ist OB ein Minimum und 02 cin Maximum, wihrend
04, OC Maxima und Minima zugleich sind; u.s. w, Fier ist also
immer #=2, {==2, und folglich nach der Formel (A4) in §. 18
die Klassenzahl » der Fliche ¢ gleich 2 — iibereinstimmend mit
§. 15 und § 18 zu Ende.

Zusats. Setzt man die Zahl aller von einem belichigen Puncte 0
an eine geschlossene Fliche normal zu ziehenden Radien (== u + {)
gleich .V, so ergibt sich mit Hiilfe von (4) in §. 18

U=fN—n+4+2 und {(=3iN4n—2.
Fiir eine geschlossene Fliche der ersten Klasse ist dahor
(B} w=4{N+41 und ¢=4{N-—1,
fir eine der zweiten Klasse
u=%N und ¢=}N,
fiir eine der dritten
#=jN—~]1 und {(=4LN41,
fiir eine der vierten
#=34N—-~2 und {¢(=}{N$+2,
u. 8. w.,, wozu ich nur noch bemerke, dass unter diesen Gleichungen
die zwei mit (B) bezeichneten, und diese allein, sich bereits in ciner
im Journal de Pécole polytechnique, calier 37, enthaltenen Abhand-
lung: Démonstration dune propriété générale des surfuces Jermees,
pur M. Leech, bewiesen finden, und dass daher in dieser Abhandlung
unter surfuces fermdes bloss die von wmir sogenannten Fliichen der

T L]
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rrsten Klasse zu verstehen sind, — ihalicher Weise, wie man die
Gleichung

Ed4F= K42
uls ullgemeine Relation zwischen den Zahlen der Fcken, Flichen
und Kunten eines Polyéders hinzustellen pflegt, obschon sie nur fiir

diejenigen Polyéder gilt, deren Oberflichen geschlussene Flichen der
ersten Klasse sind.

§ 21. Die Zahlen « und /, durch welche die Klassenzahl #
einer geschlossenen Fliche o bestimmt wurde, lassen sich nach
§- 20 auch definiren als die Zahlen der resp. elliptischen und hyper-
bolischen Beriihrungen der Fliiche ¢ mit ciner veriinderlichen Kugel-
fliche o, welche anfinglich die Fliche ¢ ganz umhiillt und sich
hierauf, ohne den Ort ihres Mittelpunctes ) zu verindern, allmiihlich
bis zu diesem Puncte zusammengzicht,

Man kann aber die Zahlen # und ¢ in noch allgemeinerem Sinne
auffassen, indem man anstatt einer verinderlichen Kugelfliiche cine
veriinderliche Fliche der ersten Klasse iiberhuupt anwendet, und

kaun dadurch den Hauptsatz des §. 20 auf folgende Weise noch ver-
allgemeinern:

Wird irgend eine gesehlossene Flilche ¥ von einer zur ersten Klasse
gehirigen Fliche v anfinglich umschlossen, und vorkicinert sick lierauf
die Flache %, eine Fliche der ersten Klasse bleibend, nack und nach der-
gestalt, dass von je zwei nichstfolyenden Formen derselben die Jolgende
von der vorhergehenden ganz umschlossen wird, wund sich somit die
Fliche v zuletzt in einen Punct zusammenzieht, und dass die hierbei statt-
Jindenden successiven Bertihrungen von v mit x in Puncten, nichi in
Linien geschehen, so tst, wenn von diesen Beritlrungen w elliptisch und t
hyperbolisch sind, die Klassenzahl der Wiche x gleich L(t —u) 42,

Um diesen Satz darzuthun, will ich vorher zeigen, dass und wie
awei kbrperliche Riume, deren jeder von ciner geschlossenen Fliche
der ersten Klasse begrenut ist, in clementar verwandtschuftliche Be-
zichung gebracht werden kinnen.

Man bezeichne die zwei Riume mit (§) und ('), und die sie
begrenzenden Flichen mit o, und z,. Man fige zu o, eine Reihe
underer Flichen der ersten Klasse ¢, o, 0", ..., von denen ¢ von a,,
¢’ von ¢, ¢"von o', u. s w. in unendlicher Nithe umschlossen ist,
hinzu, bis man zulotst auf cine von einem einfachen Puncte M nicht

melr zu unterscheidende Fliche kommt. Der Raum (N} wird dadurch
Mdbius Werke 11, 30
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in unendlich viele unendlich diinne Schalen 0,0, o', a'c", ... zor-
legt, von denen die eine in der anderen enthalten ist, — Ganz auf
dieselbe Weise denke man sich auch den Roum (7)) dureh eben so
vtele in einander begriffene Fliichen erster Klasse r, ', ", ..., von
denen die letste ein einfacher Punct 2\ ist, in unendlich diinne
Schalen #,7. ¢z', ¢'v", ... zerlegt.

Weil ferner ¢, und », Flichen der ersten Klasse sein sollen, so
sind sie einunder elementar verwandt, und man kann duher je einem
Puucte 'in 7y je einen Punct & in v, dergestalt entsprechend setgen,
duss je zwei einander unendlich nahen Puncten in r, zwei einander
unendlich nahe Puncte in ¢, entsprechen. Hat man auf solche
Weise zu allen Puncten 7, 7", ... in 7, die entsprechenden &, 8, ...
in ¢, bestimmt. so ziche wman von .\ bis zu jedem Puncte T in 7,
cine Linie. Jede dieser Linien wird jede der Flichen ..., ¢, ¢/, ¢
durchgehen. Man ziehe aber die Linien N7 also, duss erstens keine
der Fliichen ..., #', r, 7, von N7' in mehr als einem Puncte ge-
troffen wird, und dass zweitens, wenn 7' und 7" swei ecinander un-
endlich nahe Puncte in 7, sind, die Linien N¥7' und N7 nicht bloss
in 7' und 7% sondern auch iiberall zwischen diesen Endpuncten nur
unendlich wenig von einander entfernt liegen. — Nach denselben
awei Regelu verbinde man auch im anderen Raume () den Punet 1/
mit allen Puneten § der Fliche o, durch Linien 7S,

Nach diesen Vorbereitungen liisst sich nun zu jedem Puncte ()
des Raumes (7)) ein ihm im Raume (8) nach dem Gesetze der ele-
mentaren Verwandtschaft entsprechender Punct P sogleich angeben.
Immer nimlich kann man Q als den Durchschmitt einer gewissen ¢
unter den den Raum (7') fillenden Fliichen v, 7', ... mit ciner ge-
wissen N7 unter den denselben Raum fillenden Linien NT,
N7, ... betrachten: und es wird, wenn im Raume (8) dic Fliche of#)
die ebensovielte unter den auf cinander folgenden o, ¢, ... ist, als
es ¥ in der Reike z, 7', ... war, und wenn ') der dem 7 ent-
sprechende Punct der Fliche o, ist, der Durchschnitt von ol mit
der Linie MS?) der dem Q entsprechende Punct 2 sein. Denn
man ersicht ohne Weiteres, dass hiernach, wenn @ und Q' zwei ein-
ander unendlich nahe Puncte in (7') sind, auch die ihnen in (§)
entsprechenden P und 2, wie es die elementare Verwandtschaft er-
fordert, einander unendlich nehe sein werden. — Man kann hieraus
noch folgern, dass, wenn gzu allen Puncten einer im Raume (7) ent-
haltenen geschlossenen Fliiche 7 auf die eben gedachte Art die ent-
sprechenden Puncte im anderen Raume (§) bestimmt werden, die
letzteren Puncte eine der y elementar verwandte Fliche in (§) bilden,
duss folglich (§. 17 zu Ende) beide Flichen zu einer und derselben

1
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Klasse gehiren, und dass jedem Puncte der Fliiche y. in welchem
sic von einer der Flichen r, ', ..., sei os elliptisch ader hyper-
boliseh, borithrt wird, ein resp. elliptischer oder hyperbolischer Be-
rilkrungspunct der Fliche ¢ mit der gleichvielten unter den Flichen
v, o', ... entspricht,

Der jetat noch iibrige Beweis des am Anfung dieses Puaragraphen
gegebenen Sutzes lisst sich nun ohne Schwierigkeit fithren, — Weil
die Fliche ¢, und die darauf folgenden o, ¢’, ..., his wu der in M
verschwindenden, Flichen der ersten Klasse sein sollen, so kénnen
und wollen wir sie insgesammt concentrische Kugelflichen sein
lussen, deren gemeinsamer Mittelpunct M ist, und wollen alle die
von M nach den Puncten §, §', ... der Flicle o, zu zichenden Linien
als gerade annehmen. Werde hierauf nach der vorhin gencigten Weise
zu jedem Puncte des Raumes (7) der entsprechende des Raumes (S),
und damit zu der gegebenen Fliche y in (1) die entsprechende ¢
in (S) bestimmt. Von letaterer ergibt sich nach §. 20 die Klassen-
zehl nus den Zahlen v und ¢ der elliptischen und der hyperbolischen
Berithrungen von ¢ mit eciner sich allmillich in o, o', ... und
zuletzt in A zusammenziehenden Kugelfliche, Es haben uber, wie
chen bemerkt worden, die Flichen 4 und y ecine und dieselbe
Klassenzahl, und es entspricht jeder elliptischen oder hyperbolischen
Berithrung von ¢ mit einer der 0, o, ... ¢ine resp. elliptische oder

hyperbolische Herithrung von 3 mit einer dey =, +', ... folglich
u. 8, W,

§. 22. Ich kann hierbei nicht umhin, auf den Zusammenhang
noch aufmerksam zu machen, der zwischen der Formel (4) in §. 1%
und derjenigen stattfindet, welche zwischen den Feken-. Flichen-
umd Kuntenzahlen eines Polyéders und der Klassenzahl des letateren
besteht. Vorausgesetzt nilmlich, dass dic Oberfliiche eines Polyéders
nicht aus getrennten Theilen zusammengesetat ist, sondern dass man,
auf ihr fortgehend, von jedem Punecte derselben zu jedem auderen
ihrer Punete gelungen kann, und dass jede einzelne Polyéderfliche
nur von cinem Perimoter, nicht von zwei oder mehreren dergloichen
begrenat ist, — dicses vornusgesetat, rechne man eine solche Ober-
fliiche, ebenso wie eine geschlossene Fliche iiberhaupt, zur nten
Klasse, wenn bei der immer moglichen Zerlegung der Oberfliiche in
zwei Grundformen, d.i. in swei Flichen, deren jede ciner chenen
Fliche elementar verwandt ist, cine jede derselben von » geschlogsenen
Linien begrenat ist,

Um jetst auf cin solches Polyéder den Satz des §. 21 anwenden
7 kbomen, wollen wir uns die Ecken und Kanten des Polyéders

s0
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um ein unendlich Weniges abgestumpft vorstellen und somit seine
Oberfliiche, welche « heisse, in eine sich nach dem Gresetze der
Stetigkeit fortziehende Fliiche iibergehen lassen. Wir wollen fernor
cine die . winschlicssende Fliche » der ersten Klasse beschreiben,
diese hierauf, wie im Obigen, allmihlich sich verkleinern lnssen,
und zwar jetst dergestalt, dass sie wihrend dessen die Fliche . nach
wnd nach in jeder Ecke, Fliche und Kante der letzteren cinmal
beriihre.

Von diesen Berithrungen sind die der Ecken und Flichen er-
sichtlich elliptischer Natur; dagegen werden die der Kunten hyper-
bolische sein. Denn da man sich den Kriimmungshalbmesser des
Durchschnittes einer abgestumpften Kante mit einer auf jhrer Lingen-
richtung perpendicularen Ebene unendlich klein zu denken hat, so
licgen in unmittelbarer Nithe bei einer solchen Berithrung die eben
geduchte Durchschnitislinie und die Liingenrichtung der Kante auf
entgegengesetsten Seiten der beriihrenden Bliche r,

Setzt mun demnach die Zahlen der Ecken, Flichen und Kanten
des Polyéders resp. gleich ., 7' und &', s werden die fn Satze wmit
« und ¢ begeichneten Zahlen gleich £+ F und K, und demit die
Klassenzahl des Polyéders, :

W=t {{—t)F2=4(K—FE—F)+4+2 .
Die hieraus fliessende Gleichung
E4F=K-—2(#n—3)

hat zuerst Liwilier gegeben. Sie findet sich in einem Mémoire sur
le polyédrométric, condemunt une démonstration divecte du théeréme
d Euler sur les polyédres, et un examen dvs diverses exeeplions auz-
quelles ce thivréme est asswetti; par M. Lhuilier, ... Krtrait par
M. Gergonne im 3. Bande der Gergonne'schen Annalen. Dass daselbst
(S. 151) n—1{ statt des hiesigen 2 — 2 zu lesen ist, hat darin scinen
Grund, dass Llwilier das im Vorliegenden so genannte Polyéder der
ersten Klasse, also dagjenige, fiir welches die von Zuler zuerst auf-
gestellte Gleichung
L4 1= 42

gilt, als Regel, die Polydder htherer Klassen aber als Ausnahmen
betrachtet und nach der zu Ende von §. 15 ungegebenen Vorstellungs-
weise unter # die Anzahl der Kaniile versteht, von denen ein regel-
rechtes Polyider, d. i. ein Polyéder der crsten Klasse, durchbohrt jst.

e it it i s

L




§. 23. Theoric der clementaren Verwandtsehaft. 469

§. 23. Zum 8chlusse fiige ich noch Einiges iiber die elementare
Verwandtschaft zwischen Korpern hinzu,

In § 21 ist bercits bewiesen worden, dass gwei kirperliche
Ritume, deren jeder von einer Fliiche der ersten Klusse umschlossen
ist, einander elementar verwandt sind; und eben so werden auch
gwei Kirper, von denen jeder eine Fliche der zweiten Klasse, oder
jeder eine Flilche der dritten, u. s. w. zur Grenze hat, in elewmentarer
Verwandtschaft stehen.

Ein szusammenhiingender Korper, d. i. ein solcher, hei welchem
man, in jhm selbst fortgechend, von jedem seiner Puncte zu jedem
anderen Punete desselben gelangen kann, kann aber wuch zwei oder
mehrere geschlossene Fléchen zu Grengen haben, Die eine derselben
ist dic dussere Grenze; die iibrigen, welche nicht zum Kirper ge-
horige Theile des Rawmes umbhiillen, und von denen daher je zwei
stets neben einander, nicht die eine innerhalb der anderen, liegen,
sind dic inneren Grenzen des Kirpers.

Um von diesen gusummengesetzteren Kérpern nur die einfachsten
hier noch in Betracht gu ziehen, so erhellt leicht, dass zwei Kérper
K und K', von denen K die Flichen « und ¢, &' die Flichen «'
und ¢’ resp. zur iusseren und zur inmmeren Begrenzung hat, in dem
Falle cinander elementar verwandt sind, wenn siimmtliche vier Flichen
gur crsten Klasse gehdren, Denn offenbar kann man alsdann alle
die von « und ¢’ umschlossenen Puncte dergestalt in clementar ver-
wandtschaftliche Bezichung bringen, dass die durunter begriffenen
von ¢ und ¢’ umschlossenen Puncte fiir sich in solcher Beziehung
stchen, Hicermit aber sind zugleich den Puncten zwischen ¢ und ¢
die Puncte swischen &’ und ¢’ entsprechend gesetzt, und dadurch die
Korper K und X' in elementar verwandtschaftliche Bezichung ge-
bracht.

Auf ihuliche Art erhellt die elementare Verwandtschaft zwischen
K und K', wenn «, ¢ und o', ¢' insgesammt Flichen der zweiten
Klasse sind, sowie wenn « und a' zur ersten und ¢ und ¢’ zur zweiten
Klasse, oder umgekehrt « und e’ zur zweiten und ¢ und ¢’ zur ersten
gchiren,

Es herrscht aber zwischen X und X' auch dann elementare
Verwandtschaft, wenn « und ¢ von der ersten und zweiten, und «'
und ¢’ von der zweiten und ersten Klasse sind.

Um dieses darguthun wollen wir die Kdrper K und A™ zuerst
miglichst regelmiissig gebildet annehmen. Sei zu dem Ende CA4D
(vergl. Fig. 12} ein in A halbirter Halbkreis. Man beschreibe in seiner
Ebene und innerhalb desselben einen ihn in A berithrenden Kreis 4,
dessen Durchmesser daher kleiner als § C'J) ist, und theile diesen Kreis
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in #(==ov) Elemente Ad,, 4 .4,, ..., Ay 4, und desgleichen
die Linic ¢'D) in » Elemente €C,, Cilq, ooy Cy,D. Man ziehe
hierauf in der vom Halbkreise CAD, vom Kreise 2 und von der
Gernden €D begrenzten Ebene von A4, bis €, von A, bis €, u.s. w.,
von 4, bis C,_, Linien dergestalt, dass die erste 4,0, dem
Quadranten A€, die letzte 4, _, Cy~, dem Quadranten 42, und
uberhaupt je zwei niichstfolgende derselben, ohne einander zu be-
gegnen, iiberall einander unendlich nahe bleiben. Auch migen diese
Linien, eben so wie die Quadranten 4¢ und A1, die Gerade C)
rechtwinklig treffen.

Wird nunmehr diese Figur um €2 als Axe gedreht, so beschreibt
der Halbkreis €4/, eine Kugelfliche o, der Kreis # cine Ring-
fliiche g, welche die ¢ in dem von A bei der Drebung beschricbenen
Kreise berithrt, und die Linien 4,C, A4,Cy, ..., 4,_ Cp, er-
seugen gekriimmte von Kreisen begrenate

P N Flichen ¢,, @,, ..., ¢,-,. Durch lotz-
s "j"““--\‘\‘-\';\ tere Flichen aber wird der von o, uls
F L TRy -

umschlossene Kémper oo in unendlich
diinne kreisférmige Schalen zerlegt, z. B,
% . // in die Schale, welche ¢, und ¢, zu ihren

l:--‘*-'"-'_'._'Fﬁ/ beiden Hauptflichen hat, und deren Rand-
fliiche durch dus Element 4, 4, bei dessen
Drehung um CD entstebht.

Bezeichne jetat ¢’ cine zweite Ringfliiche, die, gleich der vorigen g,
durch Drehung eines Kreises um ecine in seiner Ebene enthaltene
und ilm nicht treffende Axo erzeugt worden, wobei wir uns diese
Axe auf der Ebene der Zeichnung per-
pendicular denken wollen; und geien
LA A RN M cyklisch und
unendlich nahe auf einander folgende
und daher simmtlich in ¢’ enthaltene
Lagen dieses Kreises. Zu &' werde noch
die Kugelfliiche o' zugefiigt, von welcher
k" ein grisster Kreis ist, und welche
die ¢’ in %’ berithren wird. Innerhalb
¢’ und ausserhalb o’ setze wan ferner
(vergl. Fig. 13) von X/, &/, ..., %, _,
begrenste Fliichen ¢, ¢, ..., ¢y, hinzu, von denen ¢, und
Pu—, den zwei Halbkugelflichen, in welche o , Gurch %' getheilt

wird, und eben so je azwei niichstiolgende, wie ¢,’ und @, einander
iiberall unendlich nahe sind.

¥ Ay e ,?"' \  ilusserer, und von g, als innerer Grenze,
df ’l 'i —-i

Fig, 12,
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Die 2 8chalen, in welche durch diese Flichen der zwischen g
und ¢’ begriffene Korper g'o’ getheilt wird, kdnnen nun ersichtlich
der Rethe nach den » Schalen, in welche vorhin der Kirper og
zerlegt wurde, clementar verwandt gesetzt werden; und du die
n emteren Schalen in derselben gegenseitigen Verbindung, wie die
» letutoren stehen, so werden die Korper g und ¢'v’ selbst elementar
verwandt sein.

Hierbei werden sich zugleich die Kugelflichen ¢ und ¢ ent~
sprechen, weil sic von den halbkugelférmigen Grenzen der ersten
und der letaten Schule bei dem einen. wie bei dem anderen Systeme
von Schalen gebildet sind. Eben deshald aber, und wenn man noch
wn ¢ cine mit o concentrische Kugelfliche o, und innerhalb ¢' eine
mit ¢’ concentrische Kugelfliche o, construirt, werden nicht nur die
Kugelschaalen (von endlicher Dicke) 0,0 und o', fiir sich, sondern
auch die Korper g,04-0g und ¢'o'4-0d'vy, d. i die Kérper o,0
und ¢'c, elementar verwandt sein, von welchen zwel letateren weder
die awel Grenzflichen des einen, noch die zwei des anderen einander
mnehr berithren.

Sind endlich, wie oben, «, «' die ilusseren und ¢, ¢’ die inneren
Grenzflichen zweier Korper at und a’c’, und sind «a, ¢’ irgend zwei
Fliichen der ersten, und o', ¢ irgend zwei der zweiten Xlasse, so ist,
weil auch @, g,' zur ersten und ¢, ¢’ zur zweiten Klasse gehéren,
nach dem am Anfange des §. 23 Bemerkten, der XKérper a¢ dem g,¢
und der Kirper «’¢’ dem g'c, elementar verwandt. Erwiesener-
maassen stehen aber o,¢ und ‘s, selbst in elementarer Verwandt-
schaft; folglich auch «e¢ und a's’. Q. e. d.

Zwei Korper, deren geder von einer Fliche der ersten und einer
Fliche der zweiten Klasse begrenzt ist, sind demnach stets tn clementarer
Verwandtschaft, migen die dusseren Grengflicken fir sich, und damit
auch die inneren flr sich, entweder zu einerlei Klasse oder zu ver-
schiedenen gehioren.

Es lisst sich hiernach erwarten, dass iiberhaupt zwei Kérper
elementar verwandt sein werden, wenn der eine von ihnen von eben
so viel geschlossenen Flichen, wie der andere, begrenst ist, und wenn
die Klassenzahlen der Grenzflichen des einen Korpers dieselben, wie
bei dem anderen sind, — gleich viel iibrigens, ob die zwei Husseren
Grenzflichen der beiden Xorper zu einerlei Klasse gehiren oder
nicht, — Die nihere Priifung dieses Satzes bleibe jedoch einer
anderen Gelegenheit vorbehalten.




