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§. t. Zwei geometrischp Figuren sollen einander elementar
verwandt heissen, wenn jedem nach allen Dimonsioncn unendtieh
kleinen Etementc der einen Figur cin der~tcichcn Elément in der
anderen délestait cntspricht, dass von je zweian einander grenzcndt'n
Elementen der einen Figur die ZM-oiihnen cntsprechpnden Elemcuh'
dfrandcrcn ebpn~!)sxusantntcnstosscn; oder, wasdasseibeausdruckt:
wt-nn je ehx'm Puncte der cinen Figur cin Punct der andcrt-n also
entspricht, dass von jo zwei einander unemuich nuhen Puncten der
cinen auch die ihncn entsprechGndcnder auderen einander un<'nd]ich
nalxesind.

Einer Linle kanu hieruach nur ciné Linie einer FIitt-he nur
fine FIaciie, und einfm korpcrHt'hen Rauthe nur ein korperitcher
Raum elementar venvandt sein.

§.2. JMcr 7,<M!e 1, <p<-Mc<-OMe~fWc~M-7<<'<~cM<, f'A/~/<.
«w/M-c~M'e l' MM<M<< ~<7~c e/cmc~(~ ffncfMf/A Denn be-
iifichnnu und die Endpunctc von l, und B' die Endpuncte
von und denkt man sich die Linie von A bis .B in Lelerneiite
xertf~t, so kann man sich die Linie l' von bis B' h) gleichvid
Elemente xcrthcilt vorstellen und kann den EiMnentenvon in ibrer
Folge von bis die E!cmcntc von l' in ihrer Fol~. von A' his A',
"dcr auch von 7~' bis A' pntsprechcnd setzen. – Hicrbei werden
aiso immcr dcn zwei Endpuncteu von die zwci Endpuncte von l'
entsprechen, undesstcht in unsGrerWmkur, wctchen der bt'idfn
Endpunctc von l' wir dcm cinen und welchen wir dem anderen
Endpuncte von J entsprechpnd setzen woUcn.

Wenn cinf! Linio von endiicher T,ange eine ~Mch!ossenp ist,
und dahcr an jedes ihrer EImnnntc ohne Ausnahnx' zwei andere
Elemcnte derselben gronzen, so wird jcdc anderc in sich zuruck-
taufendc Linie von endiicher Lange, und nur einc so!che. der ersteren
elementar verwandt sein.
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§. 3. Gehen wir jetzt zn dor cicmcntarcn ~'erwandtschaft xwi-

schen~?K'r/t'/< fort. Wir werdfn diosotbpn stets von cndticher Aus-

dehnung und damit, wenn sie hcgrenzt sind und nicht, wie etwa die

Ku~cMache. nach aHn) Seiten hin in sich selbst zuriickhmfcn, ilire
Grenzlinien als gescMo.sst'neLinien von endlirher t~angpvoraussctzfn.

ZMMehst woUca wir cAeM Fliiehen, aïs die einiachsten, init
einander vergleichen. Eiue ondiicho und uberaH zufmmmpnhftngende
chêne FIi:ch<jist aber immer von einer, oder meltrerett gMcMoesenen
Linien tx'grcnzt, dcren jede wir weder sich sethst, noch eine der

ubrigpn. wenu M deren mehrere sind, schneidond anuchmcn werden.
H<'i mehreren Grfnxiinien wird stets eine alle die ubrigen um-

schlietscn, und j(!de der ubhgen wird cinen ThcH der Ebene um-

greuzcn, welcher nicht mit xu der Flache ~M''t. Erstere Grem-
Hnie woUenwir die «'MMe?'eund die ubrigeti die M<Met'cMGrouidinien
nenneN.

§. 4. Sollen nun zwei cbene FIachen « "nd «' cmander c!e-
mentur verwandt sein, so kaiiti citu'm Elemente von «. welches an
eine der Grendinien vnn « stosst, nicht cin Element von a' ent-

sprechen, welches Im Inncre!! von «' liegt, wcil a)lo an Jetzteres
Element ringsum f~renzpndonElemente der Ebcne von a' Elemente
von «' selbst sind, wahrend von den Elementen der Ebene von f<,
wcipitc um ersteres Eloment herum lichen, nur ein Theil zu a selbst

gehort. Jedem Elemente an einer der Grenzen der FIitche a ent-

spricht dahcr cin Grenzt'tfnu'nt der FlUphe «'.
Es wird daher auch von jodem Punctc welcher in einer

Gronztinie von t< liegt. der entsprechende Punct in ciner der
GrenzUnien von a' anzunchmcn seim und wenn l' dicsc !ctztarp

heisst, und ein dem P nncnd!ich naher Pnnct gleichfaUs in 1 bc-

grinen ist, so wird der entspr<'chcnd<' Punct Q' dem P' unendHch
nuhe sein und deshalb in kciner andprcn Grf'nidmie als in l' sich
finden.

J<'dem Elemente 7'~ einer GrcMHnie vou « cntspric.ht daher
ein Elément ciner Grenzlinie l' von «'; und es wcrdcn daht'r,
wenn P, 7i', S, cinc Reihe unendlich nahe auf einandfr

Mgcnder Punete in ist. die ibnen entsprechenden Puncto 7~ Q',
7~ in unendiichcr Nahc in auf cinandcr Mgcn. Mithin
werden und l' sclhst einander cntsprcchmide LinMn sein; d. h./<'(/~
(~'t'e/M/MMcoM« eM/.syrM<e!K<'G'e~M«'c tw< ?' woraus wir zutotzt
noch MMiessen, </fM4-eoK eMe<c/eMCM/w<'er<MMf/<<'Me&MeKZ'7(/<eM
clie e</<ecoM<A<'M ~<M:aA/ycA-c~~oMOMr7,<Mt'eM, trie die a~o'e,

&e~)'eMZ<sein MMM.
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Man theUe ferner die Linie f, vou cinem beliebigen Puncte J'
derselben ausgeheud, in M (==oo) Ek'meate J',7' -2' JF~7',
uud ziehe vou den ThcitungNpuncten 7' J' 7~, in der FIitche c

nach dcm Puncte derselben MLinien 7' 7' Jf'~4 also,
dass je zwci eykiisch ntif'hstfoIgGHdederselhen, ebenso wie bei f, auch

voity bis ~1 hiu eiuttuder uueudiich nahe bleiben, und dass somit
die Fmche « in unendiich schmale Secturen F,~lj~, .F,F,
zcrtheilt wird.

Gtm:! auf dicsetbc Weise zerlege man die von f' begrenzte
Flache a' nach wiHkurlicht'r Annahme cines Punetes innerhalb

uud cines Punctcs 2' in f' selbst, dus einema! durch M geschlossene

LiMien~ .y, in cin von~' umgrenztes und den Punct ~1'

einschliessendes FIneheuetemott und in na uncndHch schtna!e Hin~e

/<< /<7t 11 1f.f,, ~"s andere Mal, nachdom man die geschlossene

Linie/'vou F/auamMElcrncnte F,'F, J'I'Y, J~F/ getheilt
hat, durchMLinien ~4'7' ~i' iH unendiichschmale

Sectoren 2'
Indem man nun schliesslich in jeder der beiden Flachen a und </

die Riuge und die Sectoren nach der bemerktcn Ordnung zaMt und

hiernach dem Elemente, welches der ~te Riu~ und der qte Sector

vun « gemein habcn, das getneinsame Elément des ~ten Ringes und

des ~ten Sectors von a', sowie aueh dem von f, umsehiossetten

Etemente von et dasvon/ umschlussenevon «', cntsprechcndaetzt,
sowerdeu, wie es die Definition der elementuren Verwandtsehau.ver-

langt, von je zwei aueinauder grenzenden Elementen von K auch die

zwei ihnen in «' entspreeheuden ciné gemeutsame Grenze habeu.

§. 5. Diese HedhtK' ist nber zur ckmeutMrcHVerwandtachuft

zweier ebotK'n F!ucheM Hicht bloss nothwendig, Bondern auch hin-

rcichend. DeHUwird die Fmche a

t) nur von e<Me!'G't'eH~Ke f, and dutior auch die a' nur von

cincr~' muschtoMen,so nehme man iu o inncrhidb~beliebtgwo einen

l'unct A «n und denko sich. was HHmerl'unct A «n und denko sich, was HHmer

nntgtich ist, iu u unt (Hescu Punct cm

Systemvon M ("=oo) ~eschlosscuett Linien

.<. /<- construirt (ve~I.F~. 1), von

dctieu (liecrste den Punct .4 in uuend-

ticher Niihe mtMchhcsst, und jede von der

tMchfitMKeuden,die letzte y' vou/*selbst,
in unendiicherKuhc mnscklosseu wird, uud

iserlegesomit die FIitche a in das von~, be-

gïmMtcFlucheneictnent und iu M tutend-

Hch schmalc Ring;G/J~ .“
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Hin ahnUc!x.sVcr&hren lusst sich anwcndHn,um die elemen-
tMu Ve!-wandtBc!mftder FUieht'n H und «' dai-zuthun. wenn « ;<
~'M/w< und daher auch M' zwei dergleichen den erstcren
futspt-echende y' hat. Denn man kana erstens die von
bpKreMzteFIitche « durch M–t gpscMosMtte und euMUMierum-
st-htipsscudc Lunen iu M uneudUt-h schmale Ringe zet-tegen, vun
d<!ucn. wenn die uusseïc und die inuere Grenze von « ist, dcr
erste Ring die Linie zur ttuMeren Greniie, und der letztc die <y
xur inncreu hat. Ist ferner F, cin bpticbi~'r Pnnct in e, <?in
be'Uebigct-in und thdtt man die vou F, ans iu M Eloneutc
.F,Fj, 7-F,, und die y von C, aus tmeh demselben Siunc
herum, wio die f, in /<Elemente G' C,,6\, so kann man
durch Ztehuns von M einander nicht schucidenden Linien 2'

F,G' dieFMche cf in /< unendHch schmaIeStreifen, und
foigJit-hin Verbindunf!mit jenen MtRingen in MMEtementc zerlegen.

Man wiedt'rhote jetzt dieselbe Construction bei c' und zerIeRf.
somit Mn.-hdiese FIaehe in M Rin~e und .<Streifen, und dadnrch
in m~ EIcmcnte: undwenn man nun, wic in 1 je zwpi diuserEIt'-
in « und u', wdehf in gteichvielten Ringcn und in gleichvieltot
Streifcn von « und «' liegen, einande!- entspM-hcnd setzt, so worden
die zwci FIachen in dic verlangte etcmentar vcrwaudtschafthche Hf-
ziehung gchmeht sein.

Zug!cic!t erhellt hieraus, dass, wenn. gemuss der vorigcn An-
nahntc, die aussere und y die inncre Grpnziinie von « ist, desha!h
nicht auch dic nussere und y' die InuMp Grenziinie von «' seiu
muss, sondcrn auch y' zur itusseren u. s. w. gcHomtnen werden kann.
nnd dass esdaherinunspi'crWIHkursteht, wc!chovonbfiden(.rfuz-
linipn der einon Ebcne der einen und wciche damit dor andeten
Grenziinif der andercn Ftiichc cntsprechen soll.

:)) Hftmchtcn wir jctzt z\vei cbcne Flaehen f( und «', deren jedc
Vonf~'et G'M/M/~M~umsrMnaMn {nt ~n..

ttm ~tt~ttui ucm. vmt M 'i'-j~t. ootuncr-

gestalt wird « in zwei Ftachen zerlegt, von welchen die cinc «c,
die itus « uud v zusammen~psetzteLinie Mt:zur aussercu und die

von drei G'~e/M~t'e~umschlossen ist: f< vou

y, le unda' von f', A'. Man vcrbindc

(vpr~I.Fig. 2) zwei beliebige Puncte und
(,<der Grenzlinie f, welche die ttussere von K

sei, durch plue in « enthaltcnc und zwischcn
und hindurchgehettdc I.Inic M. Von

den zwei Theilen der Linie y, in wc!che
sic durch JP und <~gctheilt wird, nenue
nMu p («') denjenigen, welcher mit y (~)
auf einerlei Seitc von te liegt. Solchcr-

< 11 <*
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y zur iunoron Grenze, die andere «!c, la dio Liuio M~ zur ausscren

und die h zur inneron Grenze lut.

Ist nun auch bei der Ftache a' die der f entspreehendf Groni!-

tinic die aMMerc,so hatm man die so eben bei a gemachte Con-

ttmction voUkommenauch bei c' ansteUett, kann also nach Anuahme

iM'eiurPuncte und Q' und durch Zichung einer Linie «' von P'

mch Q' die a' m zwei Theile M'o', uud M'<c',A' sondern, deten

jeder zwei GreuistHiienhat, und welche beide dieselbe gegenseitige

j~a~ewie uv, y uud «w, haben.

Nach 2) kann mau abersowoM dioFlachen Kt), y und u'v', y',
als lie ««', A und «'?', als elementar verwandt betraehton, und

wenn man hierbei den Puncten von te das eine wie das andere Mat

die ttamuehen Puncto von M'entsprechend sctzt, so werden auch die

Sunnnen «p, ~+««', und M'c'. ~'+!<'«- d. i. a und a' selbst

iu eicmentar venvandtscMMiche Beziehung gcbracht sein.

In dcm Falle, wenn, wie vorhin, die aussere Grenze der

Flaehe a ist, die Fliiche a' aber nicht die der f entsprechende
Unie sondern etwa zur ausseren Grenze hat (vergl. Fig. 3),
wird a' durch die nach dcr vorigen Reget gezogene Linie u' ebenso

wie vorhin in die zwei FIachen «'c', y' und t<'«' getheilt. nur dass

dann von der ersteren derselben «'c' die innere, und y* die Huasere

Grenze ist. Nichtsdestoweniger aber wird man, zufolge des am Ende

von 2) Bemerkten, ebenso wie «'?', A' mit «M, A, auch M'e', y' mit

«c, und deshalb a' mit a selbst elementar venvandt setzen kSnneu.

ZMW'e&etMJF?~eM, <eK jede drei G')'eM.<M«;~A«<,~</)~~em-
JI

r~
M«e~immer etMoK~efe~MM~tarcencoM~<,
toie man <:<«*Ayee<MeGr~M~MMeder <tKeK

2'7&<'Ae~e einer GfCH~Kt'eder <M<

J'*7<ïc~cCH<<!precAeH<~M<K mag.

4) De~M/te~<:<~t7<aber aMcAcoM

«cet e~MK N&cAeM,</er~ ~e von

vier, oder COK u. s. W.Z!'K«M&C-

~M< ist. Denn sind f, i die

Grenzlinien von a, und /< i'

die Grenzlinien von a', so zieho man,
wie dies immer geschehen kann, in
J– T?~u- ––1–– T:– – –1.der Floche N eine gcscUosse Linie x, welche zwei der vier Linien

f, g, h, i, etway und auf der einen ut)d die beiden ubrigen A

und < <tufder andorcn Seite von sich Hegen hat uud somit die FIache

in die zwei Theile fg und xhi zerlegt. Theilt man nun auf gleiche
Art die FInche a' durch die geschlossene Lime ;< in die zwei Theile

/'y'a:' und x'A't', so kann man nach 3) den Theil dem fgx
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und den'i'heil .W<" dem .e~< elementar verwandt setzeu; und wenn
man hierbei deu Funotc~ von x jedesmul dieu~mUchen Punete von
entspreehend tunummt, so werden auch /yA< und /A'< d. i. «
und a' 8elbst, in elemeHnn-verwundtschaftliehe Hcziehuag gebracht
sein. t

AehnUcherweise I:isst sich die ctementare Vorwandtschaft jc
iiweie)-voti funf. oder noeh mehreren Linien begrenzter ebenM'
Ftiichen darthun, da z. B. eine von funf Linien begrenzte F!m-ho
/<t/- sich durch cine geseMosseue Liuie in zwei vou drci mtd
von vier Liuien begrcnztc FUichcn~.f tmd A-~< thdtpn msst. und
fur diese einxeln die vcrwundtsetmMicheHciitehnngbereits orwicscu ist.

§. 6. Wir wonen jetzt die Bedingungen iu Untersuchmtg neh-
mcu, uuter dcnen zwei uach alleu Seiten hin in sich zuruckhufende
Ftachen, oder kurz zwei ~OM~o Jf-?<~e/<. einauder e!ementMr
verwandt sind. Denn da bei FMchen dieser Art die Mannij~tit~kelt
der Fonncn unendiich grosser, als bci geMMosseucu Lim.m ist, su
ist es schon im Vomus sehr wahrscheiulich, dass nicht ebenso, wie
je zwci ~eschlossene Linien, auch je zwei geschlossene Flachon ein-
ander elementar venvandt sein werden. Die Folge wird dièses be-
stati~cn, nachdem vorher eine Méthode eutwickelt wordcn, mittelst
welcher die Form eiHer geschlosseuen FiMhe, soweit ak es zuni
Foigenden erforderlieli ist, durch fin einfaches Schéma dargestellt
werden kann.

Zu ciner geschlossenen Ftache y, die man sich dor leichteren
Auffassung wnien aïs stetig gekrummt und sich selbst nicht schnci-
deud vorstelle, dpnkc man sich eine et~'n horizontale Ebene e hinxu.
welche in ihrer an6htg!ichen Lagc der FlKchey in keiucm Puncte
begegnc und sic daher ganz auf einer Seite, es sei auf der unteren,
von sich Hegen habc. Werde diese Ebene t parallel mit sich nach
untcn fortgefuhrt, bis zuletzt die FIachc y ganz auf dcr oberen Seite
von liegt, so wird das erste ZMannuentreifen von e mit m, dcs-
g!cic'hcn auchdas letzte, eino blosse Hpruhrungsein. Zwischen diese
zwei Beruhrungen konncn auch noch mchrerc andere faUcn. ïmnter
aber wird y von e zwischen je zwei nachitMgenden Beruhrungeu
in einer oder mehreren geschtossencu und weder sich selbst, noch
einander schneidonden Linien geschnitten wetden. Ohne Hccintrachti-
gung der Allgemeinheit kSnncn und wollen wir hierbei annphmcn,
dass in keine Lage von t zwei oder mehrere Heruhrungen zugleich
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fuUen. Auch wuUcn wir nuch sotiien, dass jede Utirithrung inuner

nur in eiucm Puuctc, nicht in cinur Linic gcschieht, und einc ge-

wohniichc, aho cntweder eino elliptische, uder eine hyperbolische ist.

mentueh werden die erste und die letzte aUef Hemhtungen stets

eMiptMchseiu, uud cp wird von e sowohi zwischeu der ersten uud

zweitcn, ats zwisehen der vorletzten und letzten Beruhrung nur m

c)'/< geschtoMeneti Linie geschnitten werden. Wenu ferner irgcttd

eine Lage der sich puraMel nneh uttten bewegenden Ebene zwischen

der eMtctt und der zwcitcu BeruhruHg mit t,, irgend einc zwis<:huu

der zwciteMuud dritteu mit f,. u. s. w.bezeichuet wird. so dass zwi-

scheu uud t, die erste Beruhrung, zwischen e, uud die zweite,

u. s. w. fttUt, so werden IMje zwei n~ctMtMgendendieser Lageu vout.

wie in f, und <“, die ZaMou der in sic falleiideii Durchschnitts-

Imieu mit <]pstets um die Einheit von einander vcmchieden sein.

IndctnsichnamHt'h von f,~ bis e, paraHel nachunten hin fort-

hewpgt, bewcgen sich auch die iu f, cnthaltenen Durchschnittsiiniem

paraUel fort, obwoht Im AUgenipinenmit Verandcrung ihrcr Gestalt,

und sind daher auch in f, wiedcr anzutreSen, nur dass ontwedpr

1) ciné in t, nochnicht vorhandeue Linie in f,,t~.t hinzugctreten

ist, oder

2) eine der in e, sieh vornndctidcn Linien iu tm~ vcrschwundeu

ist, oder

3) einc der Linicn in sich iu t, in zwoi getheilt hat,

oder endiich

'<) zwci der in t, begrineneuLnuen sich iu E, zu umerver-

einigt haben.

Der erste oder der zweite dieser vier Falle hitt statt, wenn die

zwischen <“, und e, stattnudeudo Herilhrung einc elliptische ist;

der dritte oder der vierte Fall tritt ein, wenu die gedachte Heruhruug
eine hyperbutische ist.

Nachfolgendo Bcispielc werden diesin noch hcllcres Licht setzen.

§. 7. )) BcispieL Sei <jt/eine Ku~eMitchc. uud eine Me

nicht treffeiide Hbene, so wird eine mit t;, anfangs xusammeufallende

und hicnmf parallel mit t,, nach der Fittchc y' hin sich bowegende
Ebcne t. sic iewcimtd elliptisch (oder vielmehr kteisfurmi~) hcïuhïcn,
in jeder Kwiseheulage, dergleichen e, eine sei, sic iu einem Kreise

schneiden und in jeder Lage t,, welche über die zweite Beruhrunf!

hinausfallt, ihr nicht mehr begegnen. – Die ZaMen der Durch-

schnittsiimen m t,, e~, e, sind daher resp. 0, 0.
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2) Hcdente <jr'"die FlUchp cilles hufcisGuiurmig gckrunnutea
Kurpers, dessen zwei Schonkel mtch obeu gerichtet und vou un-

8-leicher mnge sind. Sei A der oberste Puuct des ti:nge)'en
Schenkek, der oberste des kunsercM,C' der nuterste Punct iaRGr-
hatb der beiden Schenkol. und D der nuterste Punct ansserhatb und
d)uuit der uutemte der gunzen FMchc. Eine horizontalvon obeu nach
unten sich bewegende Ebene (vergl.Fig. 4) wird hienMtchdie Ftache
successivein A, B, C, D bemhrcn, und zwar in A. B. D eUiptMeh,
iu U hyperbotiseh, und zwischcMdiesen Beruhruug'eu sie in einer,
in zwei, und daun wieder in eincr geschlossenen Linie schneidett.
Der Punct A der ersteu eUiptischen ~enihrung erweitert sich ntim-

lich zuHttchst ut eine a'eschtomenelich Ztutttchst ut eme geschiomene

Linie, zn welcher nach der zweiten

elliptischen Beruhruug in B noch

eiue dergleichen hitMUtritt. Dièse

zweizichen sich nach der hyperboli-
schenBeruhrung iu C' m eine wieder

ZMatMneu, uud dièse eine reducirt

sich zuletzt auf den dritten ellipti-
schenBeruhnm~punct D. Sind da-

her t,, e;, irgond welche Lagcn
von < zwischen und zwiiiehen

und C, zwischen C' und 7) uud ist
ttrt Îiauhr t;hn~ 1) h~"t1n1lQen U.1 ~mt. cmp La~e von < vor A, und liegt t, uber 7) hinaus. so wird

vun~, f,. <“ t,, f, itH). ), 2, ), 0 gpscMossetn'nLmien ~eschnitten.

3) Wild einc Ebene um eine m ihr enthaltene Gerade x, aïs

um eine Axe, gcdrcht, so erxcugt ein in der Ebene beschrichener
A- -L~ ~-––und der Axe nicht begegnender

KreisAeine RingNSche<j:)" welche

in nebenstehender Fi~. 5 duïch

Mci conccntrische Kieise aagedeu-
tet ist. Es sind dies clie Durch-

schnitte von y'" mit der Ebene

des vom Mitteipunctc des k be-

schriebenen Kreises (in Fig. 5 mit

der Ebene des PapieTM), und die

Axe x f~Ht mit der genteinsamen
Axe der zwci concentrischen Kreisc

zusammen. Denken wir uns nun

die Ebene Avertical, also die Axe x
__L_"'r.u.- '1.'1 u
WK ~Ut,iiU V~AH~M~~ tttOU mt? /~AU a.

horizontal, und wird eine horizontale Ebene t, horizontal bleibcnd,

aus ihrer aniSuglicheu oberhalb < befindiichen Lage<“ nach unten
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hin fort~efuhrt, so beruhrt sic die y'" vicrmal hinter einander in

~,B,C, JD, und dièses ia~und~cHiptisch, in J9 undChyper-
bolisch und wenn in Bezug auf A, Il diesetbe Bc-

deutung wic vorhin haben, so sind, gkieMutls wie vorhin, und wie
man aus der Figur ersieht, die Zah!en der in diesen vier Lagenvon e
enthaltenen Durchschnittsiinien mit y" gleich 0. l, 2, ), 0.

§. 8. Man schrpibe nuu in Bezug auf jede der EbencHe,, f,,
f,, die in ihr enthaltenen DurchschniMsImie~mit der FUtehe (/),
jede Linie dtu'('h euieu cinfachen Buchfttttbeuausgedruckt. in
cinc horizontaleReihe und nctiK:diese Heihen in (leroelbetiOrdmmg
unter cinande! in welcher die Ebenen auf einander folgen.

Auf diese Weise gibt jede der beiden Ftachen y" und y'
wt-uu wir die eiue in t, enthaltene Unie (vergl. Figj;. 4, !)) mit a,t
die zwci in enthalteuen mit &, c und die eiuc in (, mit be-

zpichnen, uus Schéma:

î, «
lt

<,
&c

Nun wird die FIachf y von den Kbpucn t,, < in mehrere
'l'heile zerk~t, von dcuoi jeder entweder von einer, oder vou zwei,
oder von drei der DurehschnittsUnien von y mit den t,, t,, be-

grenzt wird.

Ist niimlich die zwischen t, und t, fallendo Beriihrung eine

pUiptischc, und der ~Gruhruugspunct, so ist eben deshalb cnt-
weder in t, eine DurchschnittsUnie f vorhandeu, die sich bt-i der

Hembbewegung der e von t, bis in den Punct zusummcn-

zieht odor es findet sich in t, cine Linic zu welcher sich dcr
Punct ~1 bei der ~ewegung der < von ~i bis t, ausdehnt. In
beiden FaUen gibt es daher zwst'hen e, und t, eincn von uur
oiner Linie, vonf, oder von g, begrenzten und rcsp. vonf bis A,
oder von A bis g sich erstreekenden Fl&chentheit.

Ist aber die Bcnihrung zwischen e, und e",+ eine hyper-
boMsche, so fdllt zwischen diese zwei Ebenen cin vou drci Linien

bcgrcnztcr FIachentheit, indem dann entweder ciné in <“,befliidliche

Linie f sich in t, in zwei, in und zertheilt, oder zwei ïjinion

f und y in t, zu ciner in t, zusannnengehen.
Wenn endiich eine DurchschnittsUnicf von e,, mit y hei der

Mewegungder Ebenc e von e, bis t~ einc einfachc geschlossene
Linie bleibt und in e, gcnannt wird, so ist eben dadurch ein
von zwci Linien f und g begrcnzter Flachcntheil cntstaudcn.
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Dièse Flachentheue soUt'u, je uacluk'in sit' von ciner IJuic y',
oder von zweien f und oder von dreien uud begrcnzt sind,
dureh

(/). (/ (/

ausgedruckt und im Folgenden der Kurze willen Uniouen, Binio-

neH, Ternionen gcnfmnt werden.

Wir wollen nun in uuserem Schéma ~wischen je zwci nachst-

M};endc Reihen vou Greuzihtien die Ausdt-uck'' der Fittehcnthcitf,
welche durch diese Grpniiliuien bestimmt werdon. zur Reehton hin-

zufH~eu, uber und unter diese ucuen voir den FIitcheathoileu ge-
bildeten Reihen aber die zwei allein noch feMcndcu Flacheathet!f

setzen, welche ubcr der ersten s, und noter der letzten der Ebenen

f,, <“ liegen und resp. die erste und die letzte aller Durch-
sehnittslinien zu Grenzen haben.

Das vorige fur y" uncl nu- y'" zuglcich geltendc Schéma ist
hiernach also zu vcrvoUstttndigeu:

E(tt) I (tt)
~S~

ur (,p" Et /)C
(bed)

ur (f Et
16(!(led)

"~) ~j~
)

und es ist dnhcr die FInchc

y" = ~) +(<!&)+ ~) + (&<.f/)+ (./).
die FMchc

V'"=M+~&<-)+(~~+~). ).

Die KugeMache y' des §. 7 hat das Schéma

(M)
i

1 (t!)

mithin kotnmt

y'== (<')+(«);

d. h. wir denken uns dièse Fluche aus zwei Thci!en bestehend,
welche don Krcis f<zur ~emeinsamen Crenziinie haben, und wetche

daher, oh~teieh von cinander vcrschicdcu, dcnnoch cinerlei Hczeich-

nung (a) crhahen.

§. 9. Noch zwei Bcispie]e fur Schemata geschlossencr FIachcn

sind:
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M

c (a6)(f)

(~~
(<<)(r~)

(/(/)

MM (t/!M)(/H)

int4a (MM.)
(Ili)

1 !M

ci
Il 'M

L (<~

~i(~)(~
~')~~

(y7) (~ (~
1

OP

(/MO)(~)

(kn)

(~?)

M

womit man die nachstchenden hcidcu Figurea vei~leichen mag:

Ich hube diese Beispiele hinzugesetzt, um desto deutlichcr die
bei fincm solchen Schema stets obwaltcnden Gesetze erkennen zu
tusson. ï)i<'se Gesetze sind folgende:

)) AUc Linien ttUerï~menïeihen sind voneinander YeKchiedeu.

2) Die erste und die letzte aUcr Linienreihon besteht ans nur
einer Linie.

3) Bci drci oder mehreren MnietireihGn sind die Zahlen der
Linicn je zweicr nachstfbtgendfr Rcihcn um die Rinhcit versctm'deM
(§-<' gegen Ende). Die Zahicu der Linicu in dcn auf eiuander

folgenden Reihen sind daher ubwccjtscind ungcmdc und gemde;
und da die Linicnzahl in der crston sawohl, als in der letzten un-

gerade, ntUnlich gicit-h 1 ist, su ist die Zdtl der LhucMGthen sethst

ungerade. Xwischen je zweion dicser Rolhen liegt aber eine he-

ruhrung von y) mit t, und uoc.h finH vor der ersten und eine nach
der letzten Rcihc. Mithin ist die Zuhl aller lierührungen eiue

gerade, d. li. e</<cA~/<y~cAr~MM/e~e-w~/nMe~e/'7MfAf«'<)'</MMM'Me)'

~(!M~ .w~ ~'<<ce~ew/eM JMeMoMw~o</M< ~M~~ MM.PMMe/eM
&c~
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<,)M

MM M (A)
~) i (d)

4) Was die in jedem Schema auf die Linienreihen zur Rechtcn
folgenden Rei!ten von FIaehentheHen aniangt, su seien ff und p
irgend zwei nachstMgonde Linienreihen, und die zwischen sic
Mfnde Reihc von Fliichentheitpn. AMann ist y aus allen Linien
von 1r und p zusammengesetzt. Jede Unie des Schémas ist daher
in den Reihen der FIachentheUe zweimal, immer nihnlicil in zwei
naehstfbtgendenReihen, anzutrcSen. Da ferner zwischen .T und p <
eine und uur eine Beruhrung falh, und diese entweder eine ellip-
tische, oder eine hyperbolischc ist, so wird in y resp. entweder eine
und nur eine Union, oder eine und nur eine Ternion (§. S) sich
finden. Allé ubn~en FliichentheUe des Schemas sind Binionen. mit
Ausnahme der zwei Unionen, welche allein schon clie erste und die
Iptzte Reihe von FIUchentheilen bilden und von der ersten und der
letzten Linie unter den vo-hergehcnden Linienreihen begrenzt werden.

5) Jede in vorkommende Binion ist aus einer Linie von /f
und au.<<einer von ç zusammengesetxt; eine Ternion aber, wcnn
diese in y sich vorfindet, aus ciner Linie von .-r und aus zweien
von oder umgekehrt (§. 5 zu Ende).

6) WeH die geschlossene FtSche y überall mit sich zusammcn-
hangcn soU, so muss mnn von jedem ihrer Puncte, in ihr selbst
iortgchend, zu jedem anderen Puncte dfrselbpn gelangen Mnnen.
Kwisehen je zwei nieht an einander grenzenden Flachcnthoilen des
Schémas muss es daher immer mog!ich sein, einen oder mehrere
andere Flachentheite in solcher Aufeinanderfolge zu interpohren.
dass je zwei nachstMgende eine gemeinsame GrenzMniehaben.

So gelangt man z. B. im Schema fur (/" vom Thcile (M)zum
Theile (&~<-)durch die zwei Po!gen (<~(f~), (&</<~ von («) zu (f)
durch die funfFuIgen M, (~&),(A</<j,(~), (~-j. (,.); von (y,) zu
M durch die vier (~), (<M), (~), (/“), (/): von (<) zu (<~M)
durch die drei (~'). (<), (y<),(~ u. s. w.

Ist bei einem Schcma ein solcher Fortgang von einem FIachen-
tht'i!e zu pinem andercn nicht immer mSglich, obgteich das Schéma
die iibngen unter 1) bis 5) bomerkten Gesetze crfUnt, so hat man
zu scbliessen, dass dasselbe zwei oder mehrpre geschlossene F!achen
zugleich ausdruckt.

So kann tnan z. B. bei dom ersteu der zwei nachstehcnden
Schemata

n v 1..
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von keinem der drei Ftitchentheite (f<),(f~). ~) m einem der drei

ubri~en (&),(t~), (~), und cben so wenig behn KwcitonSchéma von

(~ zu einem der Theile (a), (<!<-).(<-</),(d) nuf die besaf~e Weise

foTtgehen, aus dem Grunde, woil duïch das cratère Schéma die
zwei geschlossenen Ftnehcn (~+(ar)-)-(~ und (A)+(A</)+(</)
zugleich, durch das letztere aber die zwei geschlossenen Ftachen

M + (<~)+ (<-f/)+ (</) und (A)+ (A)iiugleich ausgedruckt wcrdot.

§. 10. Nachdem im Vorhergohendcn die Zerlegung einer ge-
schlossenen Ftiiche durch parallele Ebcnon in Unioncn, Rinionen
und Ternionen gezeigt worden, lasse ich jetzt die in §. 6 bercits

ge.dueliteUntersuchung der Bedingungen Mgcn, unter denen zwei

geschlosseneFliichen elementar verwttndt sind, und bcwcisc dcshutb

zuniichst, </aM~e</e~K'oK, ~c ~(M'OMWK~Me TerMMKre~. ~t</
M'Me~eeMWW, POM<!«'e<M?!<~POKdrei ye~/OMCM~7,MK'<-M~M~<<
eAeK~2'7~e in c/<'Mea<<M'eyP<MW<i!M~c~(~'<<~<.

1) Der Beweis fur die Union und fur die Hinion kann gani!
ithniiehor Weise, wie in §. 5,1 und 2, gefuhrt werden. Sind nutn-
Hch :J und die xwei Lagen der Ebene e, deren erstero die
Union (y) in A oUiptisch beruhrt, und deren Jetxtere die Grenz-
linie f m sich faest, so denke man sich ein System uiiendlieli vic!cr,
und in unendlich klcinen ïntcrvaUen von (J bis t, auf einander

Mgender mit und t, pnraHc!er Ebenen, doi'cn unendiicite AuimM
mit m bezeichnet sei, und welche die F!itche (f) in den Linien

schneiden. lïierdurch wird die Ftachc, win in §. 5, 1 die
ebene FIitcho a, in na unendlich schmale Ringe und in das den
Punot enthattonde und von der unendlich kleinen EHipse um-

grenzte Element zerlegt, Theitt man hierauf, ebenso wie dort, die
GrenzHnief in M Ëtenicute und zerlegt durch Linien, die in (.)
vou den TheilpuMCtcnn~Rh gezogen werden, die (/) in M un-
endlich schmale Seetoren, aiso in Verbindung mit jenen MtRingen in

MM+1 Ftachenelemente, so kann man dièse den eben so vielen
Elementen der Flache «' in §. 5, auf die dort bemerkte Weise nach
dem Gesetz der elementaren VcnvandtschaA entsprechend setzen,

2) Um zu bewpMen, dass jede Binion (~) einer von zwei ge-
schlossenen Linion f', y' begrenzten cbenen Ftache etcmentar ver-
wandt ist, verfalare man eben so, wif in §. 5, 2 die elementure Ver-
wandtschaft xweier ebener Flachen « und «' durgethan wurde, von
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denen a die Liuion f, und «' die mi Grenzen hatte, nur
dass man, wenn jetzt f und in den Ebenen e, und s, liegen, die
Flitche (/y) dureh parallele Ebenen, welche m u&ettdtich kleinen
IntervaHen auf einander folgen, in tn unendlich schmale Ringe
zedegt.

3) Von der Ternion (/y~ seien die Linie f in der Ebone
und die Linien g, in der Ebene e, enthalten. Von einer gewissen
mit diesen Ebenen parallelen und zwischen ihnen tiegenden Ebene ri
wird «Mann die Ternion hyperbolisch, es sei im Puncte J, bemhtt
und daher von <; in einer gesehlossenen und sich selbst in J
schneidenden Linie y~ZJJ!f~J durchgangen (vorgl. Fig. 8 und 9).

Dieselbe Linie konnen wir aber noch auf zwei andere Arten
auffassen (vergl.die punctirten Linien in Fig. 8 und 9): zueMt als
eine gescMossene und sich nicht schneidende Linie JjM.i~'W,
gleich ), in welcher zwei vorher verschiedene Puncte derselben jetzt
bis zurCoïncideaz in J einander nahe gekommen sind; und zweitens
als zwei verschiedene gescMoœene und in J an einander stossende
Linien ~7, gleich k, und JNMJ, gleich K.

Indem nun die Ebene e aus der Lago e, bis zur Lage herab-
steigt, verwaudelt sich ihre an~Hche UuTnhschnittsIinie f mit der

F~che a!lmSMichin < uad cnieugt somit die Binion (y<). Beim

wMteren Hembsteigen der Ebene t von Ms trenneti sich die

zwei geschlossenen Linien k und n, aus dencn i zusammengesetzt
ist, vereinigen sirh bei der Coïncidenz von e mit t, resp. mit den

Linien und Z' und erzeugen dadurch die zwei Hinionen (Ay)
und (/~).

I)ie Temion(/yA) ist hiernach aus den drei t!inionen (y<), (A~)
und (~~) znsammengesetzt, und wir werdon daher und zufolge des

in 2) uber Hinionen Gesagten eine der Ternion ctementaîe ver-

waudte ebene Flitche ethalten, wenn wir in der Ebene drei ge-
acMossene Linien A', ab die deu y, f ont~precheNdeu
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Linien, also construiren, dass sie resp. mit den in )}bereits vorhan-

deuen Linien A, Mund < (==~+M), drci Ftachenraume (A~'), (~),

(~'<')begrenzen, von denen keine zwei einen Theil gemein haben.

Dièses ist aber immer mogUch; nur erwage man hierbei noch dass

die zwei Linien und M, aus denen i besteht, zwei verschiedeMe

Lagen gegen einander haben konnen, indem sic entweder neben

einander liegen, oder indem dieeine, etwa M,von der anderen k um-

schlossenwird.

Im ersteren dieser zwei Fime wird die Lime die & und die

zugleich und damit die i umschliessen, die Linie aber von

und die von /<umschlossensein. Im letzteren Fuite muss f'
Kwiechenk und Uegen, g' muse die uinschliessen, und A' von M

urnschtossensein.

Zugleich folgt hieraus, dass,je nachdem die Liaien k und iu

der Ebene Y,,entweder neben t'inander Hegen, oder die eine inner-

halb der anderen begriffen ist, aueh die in der Ebene tt enthaltenen

Linien y und entweder neben, oder in einander liegen, und dass

es daher zweierlei Arten von Ternionen giebt, je nachdem nilmUch

die zwei in oinerlei Ebene begriffenen Grenztinien einer Temion

entweder neben, oder in einander liegen. Wir wollen diese zwei

Arten resp. als erste und ifweite Art von einander unterachciden.

Zusatz. In der Figur (§. 7, 2) wurden von den drei Linien

der Temion (&c~) die zwei in der Ebene liegenden b und aïs

neben einander liegend gezeiclmet und damit die Temion als eine

der ersten Art construirt. t)enn also verlangte es die dort schon im

Voraus angenommene hufeisenfSrmige Gestalt der Flache. Ware

aber nicht, ~e dort, aus der Form der FIache < das Schema der-

solben, sondern umgekehrt aus dem Schema die Form abzuleiten

gewesen, so batte man (bcd) auch als einc Ternion der zweiten Art

darstcHen und deshalb in der Ebene e; die von b umschlossen

zeichnen konncn.

Von der auf (liese letztere Weise entstehenden Ftache wird

man sich am leichtesten eine Vorstellung machen, wenn man in

einer verticalen Ebene eine geschlosseneLinie construirt, welche in

Bezug auf eine in der Ebene schief gegen den Horizont gezogene
Gerade x als Axe symmetrisch liegt und die Gestalt eines nach

unten zu offenen Hufcisens hat, und wenn man diese Linie um die

besagteAxe herumdreht (vergt.Fig. 10). Denn die hierdarch erzeugte

gloekeniormigeFlacho wird ebenfalls dem Schema Hir tp",und dièses

unter der zuletzt gemachten Bcdingung, Geniige thun.

In der That ~vird diese F!aehe, ebcnso wie <y"in §. 7, von der

sich abwarts bewcgenden horizontalenEhene t viermal hintereinander,
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Stt.H mUZtYUt OJJtmUU UtCNUf

Sichd, rundfn sit'h immcr nu'hrab, und ttic nunmehr ein!!i~ GrciM-

tinie der vori~cu SichpIniK'hL'Heht sieh zutctzt în den Punet J)

xus<nmu(in.

Duso und wic man die in den Schemntcn fur </)' <jp~ y'' in

§§.88 und ') vorkommenden Ternionen. welche in dt'n hei~efiigteu

Fi~uf~u leichterer Xeichnun~ willen als Ternionen der ersten Art

da)'gesteUtworden sind. xutn Theil wenigstens uuch ids TcmiotK'u

der zweitcu Art tmtte coustruiren Mmicn, cl'heUt aus dcm uber <

Gesagten von selbst.

{j. 11. Wettere Folgeruiigeii. Zwei FInchen, dcrou jcdt'
derselhen dritten clemcntar verwmtdtist, sind es offctthar auch untt'r

sich. ])a nun jecle Union einer von emer Lune umschtosscuctt

ebcncn FtiH'he elonontarverwandt ist (§. )0, 1), so sind auch je zwci

Unionen in elementarer Verwandhchaft. Und aus analo~ftH Grunttf

sind es auch je zwei Binionen, deagicichen je zwei Tcrnionen.

Ueberhaupt sot! eine Floche, welche von einer oder mehrcrnn

geschlossencn und weder sich selbst,noch sich ~egenseiti~ schneideu-

den Linien begrenzt ist, wcnn siceiner cbcneu und dahcr von gleicit
viel Linien derselbcn Heschaffcnheit begi'cnzten Ftac'hc cletncntar

verwtmdt ist, einc Grundform ht'issen ufid naeh der ZaM ihrcr

Grenziinien eine Grundform der ersten, der zweiten, u. s. w.

Klasse genannt werdfn. Nach derselben Schtusswcise. wic vortun.

in ~4 und 7~etUptisch, in (7 hyperbolisch, in 7~ wicderum cHiptiscit.
beruhrt und von den dazwMchenfaHenden Lagon t,. und f, der

Ebene t m einer Unie «, in xweien & und < uud in ehier J ge-

schnitten. – nur mit dem Untersfhicde, dass jetxt r innorhalb &,und

daht'r innerha!h des vonder

Union (G) und der Ebene

be~rcnzten Raumes liegt, und

dass dio in C an~etegtc lie-

ruhrtm~ebene die y" in zwci

durch C'~ehondcu und inner-

haib einander liegenden Linien

schncidet. Dièse zwei Linieu

kana num aber Rueh aïs oinc

einzige betrachten, welcheciné

Biehelfonnige Ftitche hegren!!t.
deren zwci Spitzon in 6' anein-

ander stosseu. Hei weiterer

!tpmbbGwe~un~ von t trcnnen

siclt die zwei Spitxcn dieser



§. t2. Théorie der elementMenVerwundtsehaft. 451

M*

und mit Rucksicht auf §. 5.4sind mithin je zwei :!u derselben

Klasse gchorigc Grundfonnen itt ctpmentarcr Verwandtschaft.

Die Grundfonnen der drei erstcn Klassen sind einerlei mit den

vorhin so genanntcn Unionen, Hinionen und Ternionen. Anutog
mit den fur tetztero gebrauchten Mezeichnungcn wollen wir durch

(/<) eine von den vier Linifu f, g, i begl'enzte Grundform,
u. s. w. ausdntcken.

Zusat! Ein von einer ~schlossenen Linip bcgrenztes Stuck

ciner KugeMiiche
– oder, wie man auch sagen knnn: eine Ku~el-

ftache mit einer Oea'nung ist eine Grundform der ersten Klasse.

Ebenso ist eine RugelHachc mit zwci, drei, u. s. w., MOeffnungen
ciné Grundfonn der zweiten, dritten, u. s. w., Mtea Ktassc.

Denn ist « die GrenzHnie ciner der MOeifnuugen, und A ein

Punct der Kug<*Mnehc,welcher inncrhath des von urnschlosseneu

und daher wegiiudenkendpnThcitt's der Ftitchc liegt, und projicirt
man von .4 aus die Linie a und die GrGnzHnicnder M– 1 ubriRGn

Oeffnungen auf <'ineEbt'ne, wpichc auf dem durcit zu legcndcu

Kugctdurchmesscr normal ist, so erhatt man in der Ebene eiu

System von geschlossenon Linien. von denen dlejenige, welche die

Projection von f<ist, die ~– j ubrigcn umschtiesst, und damit pinf
cbcne Grundform der /< tenKlitsse. Ersichtiich tritt aber diese ebem'

Ftitcht' mit der mit Oenhungen versehenen Kugcinttchc iu dc-

mentar vcr~'andtschitMicho Bozichung, sobatd man jedcnt I~uncte

der letzteren seine, xufolgc der Annahme von ~4, stets in endiipher

Entfcrnung Meibende Projection auf die Ebene entsprechend setzt.

Eino Gmndfonn der Mton Ktassc liisst sich hiernach auch aïs

t'inf Flache dennircn, welche mit dom von MgescMoMenen Linicn

ht'grcnzton Theile einer KugcInKchoctRmpntarverwandt ist. Es hat
dièse Definition vor der frHheren durch pine von M geschlossenen
Linien bcgrcnzte Ebene den Vorzug, dass, wahrond in der Ebcnc
ciné gewisse Grenziinie von den ubrigen sich durch Umschtiessung
dipser ubrigen untersehoidct, auf der Kugcinachc eine jede der

Grenztinlen die jedesmal uhrigen tnnschIlMScndangeschen werdon

kann, und dass daher dus Wi)!kurlichc in der Art, nach welcher

man von zwei clemcnt~n'vcrwandtcn Grundformen die Grcnziinien
dt'r einen don Grenztinion der andcren entsprechend setzen kann

(vergl. §. 5), bei der KugeMaehc klarer noch, ats bei der Ebene, in
die Augen Mit.

§. t2. Jede geschtossene FMchn liisst sich durch paraUele
Ebt'nen in Grundfbrmen der drei ersten Ktasscn zcrtegon (§. 10 zu

AuMn~)- Wenn es indt'sscn htoss darauf ankonnnt, die Flache als

M*̀
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eine Summe von Grundformen darzusteHen, und wenn dabei auch
hohere Klaxon derselben in Anwendung gebracht werden, so sind,
wie die Mgenden HetmehtungeM zeigen werden, immer schon zwei
Grundformen zu diesen) Zweckc hinreichend.

Durch unmittelbart- Anschauung erhellt, dass zwei ebenc und
in derselben Ebene liegendeGrundformen mit beliebig vielen Grenz-
linien, wenn sie eine und nur eiue gemeinsame Grendinie, aber
keinen gemeiusfHnenFtitchentheit haben, beide eine einzige Gruud-
form ausmachen, dereu Gretizlinien die der zwei ersteren, mit Weg-
lassung der gemeinsamen, sind. Unter den eben bemerkteu Bc-

dingungen wird daht'r sein:

(«)+ (a&)= (6) ~) + (&c)= (ac) («) + (abc) ==(&(.)

(0&)+ (Ac ==(<!<-</) (« ~e) +(c~e)== (aMe)

u. s. w. Zufolge der vorhin gegebeneu aUgemeinfren Definitiou
von Grundfonnen werdeu aber diese Formeln fUr die Combinatiou
zweier GruttdfonMen auch daun gelten, wenn dieselben nicht t'bt'n
siud, dufern sie nur keinen gemeinsampn Fliieheatheil haben.

Die erste der Formeki kann daher auch bcdcuten, dass eine )ui
beiden Enden offene Rohrp («&) durch don Verseliluss des einen
Endes mit der Grundform (a) in eine von der Gronziinie &am an-
deren Eudc umschlossonc Grundform (b) ubergeht. Die zweite
Fonnel kann ausdnicken, duss zwei Rohren (f<&)und (&e), welche
mit ihren von &begrenzten Enden an einander stossen, eine einzigc
RShre («c) bilden. Die dritte Formel, dass einer Kugeinache,
welche drei von «, b, c begrenzte Oen'nuugeu hat, nadi Ver-

schliessuag der einen OeShung durch die Grundform («J nur zwei

OeNhungen noch übrig Meiben; u. s. w.

§. 13. In den in §.8 und §. 9 aufgestellten schematisehen Ans-
drücken fiir geschlossene FIachen durch Grundformen der drei ersten
Klassen findet sich jede Grenzlinie zweimat (§.9, !), und keine zwei
Grundformen eines solchen Ausdruckes habcn einen ThcH ihrer
Flachen mit einander gemein, da jede derselben in einem der auf
einander folgenden von den Ebenen e,, und t,, und f, u. s. w. bf-

grenzten Raume liegt, und keine zwei Grundformen, wetehe in einen
und denselben dieser Baume faUen, naeh don daruber gemachten
Annahmen einen gemeinsehaMichen Thoil habea.

Diese Bemerkung gewahrt aber in Verbindung mit den Formein
des §. 12 ein einfaches Mitte), um die Grundformen der in §§. S
und 9 enthaltenen und ahnucher Ausdniekc auf eine geringcre Zaht
zu bringen. Man kann namUch mit Arnvendung jenpr Formeln
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irgend zwci Grundformen cinés sotehen Ausdrucke! wcl<'h<' nur

einc GroMunic gemein haben, ztt einer Grundform combiniren;

u&dda dièse eine onenbar eben so wenig, als du' nochvorhandenen

iibrigpn unter sich. mit ciner dieser ubrigen einen 'l'heil gemein hat.

)!owird man das Geschiift des Combinironsso lange fortMtzenkonnen,

bis man zu einctu Système von Grundfbrmen gclangt ist, von denco

keine zwei nur eincr Grenvlinie gemein habcn, – den Full ans-

Rt'notnnten,in welchem dièses letzte System nur aus zwpi von einer

und dcrscibcn Grcnzuuic umsehiosscnen Grundformen der crsten

Klassp besteht.

In der That gibt eine erste Reduction von
c

y" = (a) + (ab) + (c) + (bcd) + (d)

in §. S, weil

M + (ab) = (A) und (<-)+ (~<-</)= (M)

ist,

y"+(~)+(~

und eine xwcttc Réduction, weil

(b)+ (&~ == (<~ sowie (A<~)+ (~) ==(b)

ist.

< = (d) + ~) sowie = (b)+ (6)

und ahnticherweise hattc man y" auch auf (a) + (a) oder (c)+ (<-)

:!uritckf!thr<'nkonnen. Jeder dieser vier Werthc von aber zc~t

an, dass diese Floche aus zwci Grundformen der erstcn Klasse zu-

sammengcsetittist.

Die FMchc

y'" ==(.)+(<!&<-)+(&c~)+(~

in §. 8 reducirt sich wegen

(a)+ (abc)= (bc) und (&o~)+ (~) = (te)

auf

<p'"==(~)+(&e)

d. h. die in §.7,3 3 als eine geschlossene RingniK-hc construirte

FIitchc y"' ist aus xwei Grundformen der zweiten Klasse zusammcn-

)!csetzt,deren jede die GrenzHnien b und c hat.

Um den etwas zusamn)engesetzt<'rcnAusdruck fur <jf"in §. 9 zu

Ycrciniachen, setze man die Summen der dortigen Reihen von Grund-

formen

(<,)==<ï, (<,A)+(<-)==~, (~<-)+(c/-)==y,

(eA)+ (<~) = <! (~) + (y<)+ (~ = e (~~) + (/M)==C

(MMO)== (0)=
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und es wird

«+ ==(&)+(,.) f<+ ==(~
«+ +y+6-=(<~)+(<~)= (y/~

H+.+s==~)+~-)+~=. (<)+(/)

«+.<== (~-)+ (<7-M)+ (M)1

«+.+,,== (~.)+ (~~) + ~c) == (~) + (~.) r
a +. + ==

y'~= (~ (,) ,j

Dit' Ftacht' y" ist daher, wic die vorige < )t!s cinc RingHin-hc
zu bett-m'hten.

YerNhrt man cbeHsomit der Ftik-he in §. ;) und seM:

(")==« («~) == (&</)-(- (r.p/') == r

(~~) + (<-<)+ (/~ = <!t (y/)+(~ ,M) + (~ ==t H

(~f) + (~) = C (~y) == (?) ==
so kommt

c

«+~==M..+~+~==(~), «+.+~=.=(yM.),
K+ + f = (~M) + (~t-M) f(+ ==(~MO~)+ ~~)

<!(+.+,:== (~MO~) + ~<M)+ (~~)
t! -)-+ == <jp''= (~<MO~)+ ~<w) (f,~)

und es ist dahcr die Kim-hc <y' aus t'incr Grundfonn dcr ftinftpn. E
einer dei- drittcn und ciner der zweitcn Khtsse xustnntncngcsctzt. “

§. H. Das System von Grundfonncn, ..s hcissc auf wck'hcs
nach §. ):! ein unfangnches System vonGruadfut-tncndcrdrci prstcu
Kht~t'n reducirt wordcn ist, cnthalt ebenso, wie dus an~Ht-ht',
jodc in Unn sich noch vorfiudende Grcnzlinie zwcimid, wcil hei j<.dt-r
onzcincn Réduction zwei identtsche Linien zu~Icich wc~pfHttpM
sind. Es tmtprschctdet sich abcr von dem an~in~iehf'n Svotcmt-
dndurch, dass zwei seiner Grundformcn nirmals nur t'inf Linie ~mt-in
haben (den schon obcn ~cdttehtcn und bci uad y" cintrctcndeu
Fall tutsgenommen),sondern entweder gar kcinc, wie ~<~) und (o~)
in oder mehrere, wie (~Mo~) und ~<M) ebenda, odcr a)te, wie
(Ar) und (Ar) in y. Im letzteren Falle, also im FaHc, dKssdit.
Ausduk-ke M-picr Gmndfoi-men identisch sind, kann nur aus
dx'scn zwei Grundfbrmen hpstchpn, indem durch sic allein St-hon
pinc ~('scMosseneFIachc aus~edruckt wird. Findct aber dieseIden-
titat nicht statt, wie hpi y\ so kann sic doch immer durch Hulfe
neucr Grenztinien herbeiKcfiihrt, und damit das System 2 nuf cin

xweigliederi~csreducirt werdcu.
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Zuerst HiimUehurhettt leicht, dass, wenn nk'ht bereits aus

mtr zwci Gruudfunnett besteht, es immer derartige Pattre von Linien

In geben muss, duss die zwci Linien cinés soiehcn m einer Grund-

form oder Gticde vun vorciaigt und iu zwci underen einzeln sich

(inden. Denn bcdeutc .4 den Complex der zwei oder )uchrcrfn

Linien, wctehp zwci Glieder von gt'mt'iu habcn, 7~ den Complex
atter noch ttbn~et!LinieN des cttK'n. und C dcn Complex !t]!cr noch

ubri~cn dt's ttndffpn dieser bcidt'n Glicdcr: seion also (~t~) und (-~C)
die bcidpn GHcdcr seibst. Ist nun :<eiue der Linien von ~1, und A

eine der Linicn vun 7~, so <indcn sich in (.17~) « und & zugleich,
in (~iC') abcr bloss wcit und C kfinf Linic ~eïMciuhuben;
und es muss, wie gezeigt werdpn sollte, noch cin drittes Glied geben,
wdches die A, nicht auch die < enthiHt, weil jcde Linie nur zwci-

nud in .S' sich vorfindet.

Dièses vomusgeschickt, sehreibe uttui noch «~' statt A, wonach

~1'den Complex von Linien bezeichnet, wctt-hc in Verbindung mit «

den Complex A geben: und ahnMchcrArt sehrcibcman &statt~.

t)as dritte GHod Hbfr, welches nur A, nit'ht «, t'uthSIt. setze man

j~lcich (~). Die drei mit f<und AbulmftetcnGUfdd'sind hiernMch

(«~'B')+(~'C)+(&7~

und diese lassen sich immer aufzweireduciren. Denn weil A, 7~, 0

kt'inp L!ni<*;!cntpin haben, so gilt dassolbe auch von A', J?', C";
nnd eben so w<*ni~kann der Complex cinc Linie mit A' gemein
haben. indem sonst eine und dicselhc Linie allen drei Gliedern ge-
n)pin warc. Wenn man daher, wusimntpf mo~lich ist, in der Grund-

form («&~4'K')cino geschlossene Linie :r aiso zieht, dass auf dpr

t'incn Seite von x die </und die in B' bGp'ifFencnLinien, auf der

underen die A und die in A' bep'i<!ent*nLinien liegen, Hnd man

somit jene Grundform in die zwci Theile (.f«2!') und (~&) zeric~t,
so wcrdcn obige drei Glieder

==(~aJ?') + (<C) + ~&) + (AD)

==(a-l'C) + (~'D)

(nach §. 12), also auf die Summe von z~veienp;et)racht,das System
aber ist, wenn es aus JeGrundformen bestand, auf /<– 1 dergleichen

rcducirt, in denen an die Stelle der zwei anftingHchenLinien o und &

einc neue.i'~ctreten ist und al!c ubri~en in ~4', < 7~ begnifenen
Linien geblieben sind. Auf gleiche Art lassen sich aber diese

–) Grundformen auf M – 2, u. s. w. reduciren, bis man zuletzt

auf ein nur zweigliedcri~esund d).her nicht weiter rcducirbares System
kommt. e. <
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Su wunk' z. der il, §. U fur die goschiussseue F!nctK' auf-
gestellte Ausdruck in §. t:} auf die drei Glieder

(A<Mc~)+ (~m) + (op)

reducirt, vou denen duserste die Linieu und o zugteich, dtts zweite
b!oss und dus dritte bluss o, HumUchtnit <M, uud o mit /t
verbunden enthtUt. Um daher letzteren Ausdruck in emen xwei-
gliederigen zu verwaudehi, setze man

(A<mop)== (~~) + (.o<M)

und es wird die Ftnche

= (~) + (/'<M)+ (.KOtM)+ (op) = (.<M~) + (A-<M~)
welche wir somit als sus zwei GruNdibnucn der vierteu Klasse xu-
samtnen~esetzt o-kenncn.

Zu demselben Résulte kann man ubrigens auch ohMe Em-
fUhrungciuer neuen Linie x, und dieses noeh einfacher, ouf folgende
Weise ~elan~en. Mittcht der in §.1:<bei y' HngeweudetcuZeicheu
«, fanden wir

C(+.+€==(~7M)+(~
Ferner ist

+ + = (~ o) + (~) (op) == ~~)

folglich
1.~

~'==c+.+~==~

gleich der Summe zweier Grundfonneu dcr vierten Klasse.

§. t5. Das System (§. N zu Anf.) ist demnach immpr auf
eine der zweigliederigenFormen (a)+(a), (o&)+(sA), (o~.)+(<!&<-),
u. s. w. reducirbar, d. h. eine ye~~Me/;e 2'7<?~e /tfM<M'c/;MMttef
~wcA e<Mcye~~e ~Mf~/ ~oyeK~ ~~JoM~~ ZtKt'eMw
etPMG~Ma<~onKeMxef/<<, ~<M jede eoM< ~<M-eMZf~M &e~M<
ist ~<f MKc Z~/ der Z~M'~ y/eMc .K7<MM~M~ Nach
derselben Zabi wollen wir nun auch clie gcschlosscncn FISehpn selbst
Massiiieiren und «7Mye~/o~~M JF7«~e der M~eMA7<MK-diojenige
uennen, welclie in zwei Grundformen der nten Klasse xorte~bar ist.

Den iu §§. 13 und H gemachten Reductionen ~emass gchSren
daller die hufeiscnformige FIache ebenso wic die Kugeinttchc rp'in §. 8, zur erstcn Klasse; die Ringnachen y'" und zur zweitcn,
uttd die Ftache zur vierten.

Um sich von einer FIitche der tttcn Klasse eine anschauliche
Vorstellung zu machen, dcnkc man sich zwei einander nicht schnei-
dendc Kugcinachen, deren jede MOeffnungen hat, uud es wird, wenn



t6. Theorioder etemcMtarcnVerwandtsehutt. 457

man je fine Ot'n'nung der émoi FIache tuit je einer der anderen

durch eine Rohrc verbiudet, von denen keine xwei einen gemein-
MtmenTheil huben, eine Fliiche der Mteu Klasse entstehen. Denn

xicht man um jede der MRuhrcn, etwa in der Mittc eincr jedcn.
eine geschlossene Unie, so wird durch die vaLinien die ganze Flaehe

in zwei Ttteile zerlegt, deren jeder ubenNO,wie jede der zwei mit

MOeffnungen versehenen KugeUmcheu selbst (§. H Zusatz). eiue

Grundfonn der Mten Klasse ist,

Oder man briu~e eine ebene FlHche, welche M – < Oeffnungen

bat, also eine Grundfonn der MtenKlasse ist, mit einer ihr ghiehen
und tUmUchcnFlUche zur Coïncidenz und denke sich, dass, wahrend

die ?<GreuzUtiien der cinen mit deu MGrenzlinien der anderen in

Decktmg bleiben, die eiue Fl&che nach oben uud die andere uach

unten hin sich ausdehne. Hicrdurch wird gleichfalls eine FUtehe

der Mton Klasse erzeugt werden.

Dieselbe kann man sich daher auch als die OberSKche einesvon

H–1 Kanalen durchbohrten K<irj)orsvorstcHcn. vorausgesetzt, dass

die Obcrn&che vor der Durchbohrung zur crsten Klasse {~ehortc,und

dass keine zwei der Kanitle einen Thcil mit einander gemein haben.

Yn der That, wird ein von einer Fliiche der ersten Klasse bo-

grcnztcr KSrper mit einem Kanat durchbohrt, bezeichnet man die

Grenznitchc dieses Kanales mit x und die ubrige Grenznache des

Korpers mit so dass jetzt x + die Ohern&che des KSrpers ist,
und fugt man noch zwei Kanitlehinzu, welche, vonzweiverschiedonen

Stellen von ausgchend, in zwei verschiedenen Stellen von x sieh

endigen, im Uebrigen aber weder mit einander, noch mit dem ersten

Kauale einen Theil gemein haben, so wird die nunmehrige Oberfliiche

des KSrpcrs zur vierten Klasse geMren. Nimmt man aber die zwei

Stellen in x einander direct gegenübcrliegend an, so kann man den

zweitcn und den dritten Kanalals einen einzigeu den ersten schnei-

denden Kanal betrachten. Eine geschlossene FIachcder ersten Klasse

wird dcmnach dadurch, dass man den von ihr umgrenzten Korper
mit zwei KaniHen durchbohït. in eine Flachc meht der dritten,
sondent der vierten Klasse ver~vandelt. sobatd die Kanalc einon

R~tumtheHgemein haben. Und auf ahuliche Art wird man auch

in allen noch zusammengesetzteren Ft~nen, in denen die don Korpcr
durehbohrenden Kan!Heeinander kreuzen, die Klasse der den Korper

begrenzenden RSche zu bcstimtncn haben.

§. 16. Eine geschlossene FISche der ~ten Klassc sollte nach

§. t5 diejenige genannt werdon, welche durch Mauf ihr gezogene

geschlosseneLinien «, b, ? inzwciGrundformcngctheittwerden
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kann. Es ist nun von selbst khr, dass, wcunzwei Puucte .f und Q
der Fliiche in ciner und derselben der beiden Grundfbrmen eut-
haltcn sind, man von 7-' Ms Q, in der FUtche selbst fbrtgehend, ge-
tangen kann, ohne eine der Linien «,&? zu durehgehen;
dass aber. wenn 7~ in der einen und in der andereu Grundfonn
liect, man Mufdent We~e von P bis weuigstuns cute der Linien
«. &, dnrchgehen muss: dass daher, wenn einc dieser Linien,
etwa a, we~gelussoMwird, man von einem beHebi~enPuncte 7~der
FtSt-hG bis zu irgcud cineni anderen derselbeu ohue Durch-

schneiduK~ einer der uocit vorlmndeuen Linieu b, /< gehu~ou
kann, uud dass folglich durch diese tetztcron atlein die Flitche nicht
in zwei gesonderte Theile zerlegt wird.

~<t/<M' ~M~/oM<w(M~7~t- </(?'M/eMA'~Mc lassen w~ <&m-
MftcAM–t ~f~~MeKC ~M'eK ~yc~t~ ~'e~e?t, duss die JF7<t<ew<-

ye/Ae<%&/<t'A<.

Auf einer Ftiiehe der erstcn Klasse ~ibt es folglich keine gc-
schtosscne Unie, welche sie ungetheilt liesse, d.h. sic wird durch

jedp solche Unie in zwci Theile zerk'~t.
Auf cincr FtHehe dt'r zweiten Klassc, (<~)+ («~, Hisst sich eine

sie nicht theilende Linie die Linie a, oder die b, ziehen, wtthrcud
sic durch zwei I<inicti in zwei, oder auch drci Theile getheilt wird.

Bei der in §. 7, :< eonstruirten Rin~Uttche kunncu Htr « und &

uf;eud xwci Lagfu des sie erzeug;eudeu Kreises udcr auch die zwei
Kreise ~cuomnicn werden, welchc irgend zwei Punctc des erietigeilden
Kreises hei der Drehung seiner Ebcne um die Axe x beschreiben.
Jedes dicser Paarc von Kreisen tht'ilt die Riu~Hitt-hein zwei Theile.
Auf derselben FlUche aber kunnen zwei ~cschlossene Linion auch
a!so gezogenwerden, dass jede von ihnon cine Grundfbrm der ersten
Klassc umscMipsst, und somit die ganze Fluclu' in diese zwei Raume
und don zwischen ihncn lie~enden dritten zertc~t wird.

Hinc Fitichc der drittcn Klasse kann durch zwei ~eschlossene
Linien ungetheilt bleibcn, wird aber durch drei Linien in zwei, drci,
oder uuch vier Theile zerle~t; u. s. w.. wobei jpdnch immer voraus-

gesetzt wird, dass keine zwei dicser Litiien sieh in einem Punctc

begegncn.

§. ) 7. Je .?«'t'<~-Af~/o~cMc/'7<Yc~<'x<y <Mf/y', «-t'Me SM<
sp/AMA7f/~(-y<e/<, <!Mf/f/CMc~o' ce)'M'«/«/<.Denn nach der in

§. )!) gegcbcnfn Definition zweier Fliichen von ~eieher Klassenzahl,
gleich /<, iMSt sich < sowuM als </)'durch geschlossene Linien in
zwei Grundfonnen, y in und y' in y' und < theijcn, deren

jcdc von der «tcn Klasse ist. Diese vier Gruudformen
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sind nach §. H cintmdcr c'Iemcutar vcrwandt. wobei je eiaer der Il

~cmciusamen Gt'enzthiieHvon y und t~ je piue der M f;cmeinstnnen
Grenzen von uHd t~' Gntspncht. la tniisscu dtdtcr <m<'h<ticiUM

dcu GrundfonneH x und zusanunpn~cst'tzte FIiK'he f/ und die ttus

ttnd ZMaammenResctztey' m clenteutar verwtmdtschttMiche Be-

ziehung gebracht wcrden konneu.

Daye~M MHf~.ace<~Mecf<r/«'M/eMK~<M«'«ycAoW~e~c~~M'Mo
7*7<'f'f~c/<M<f~/M c7eMc/<~e)'PtV)pf</<~v'A~. J)enn seien, um dit'sf's

zuniiehstfin' deu mo~lichstcinfachcn Fal! zu heweiseu, <yfiuo F!m'he

der ersten, und <jr'eine der zweiten Klassc. Man ziehc. M'h' dicscs

aach §. )C hnmer moglich ist, auf der Ftachc cmc sic nicht in

zwei Theile theHuudegeschlossene Lnue f< WUrcn nuu und y'
eicmcutar verwandt, so miisstc sich auf y eine der cntsprechendo
Linie « angcbpn lassen. Durch « wird aber y tH zwei Theitc ge-
Mhiedeu(§. t(!). Sei l' (vergl. Fig. tt) cin Puuct ui dem cinen, und

fi)!

ein Punct in dpm audf'rpn diMt'r Thcitc. und < die den Q

entsprcchendcn Punctc in f/ Kun lusst sich auf </ vou bis (~'
t'mc die a' nicht sehneidcnde Linic ziehen, welcher auf die
vun 7' bis {rphcudf Liuic <'cntsprcchc. In Fol};f der ubcr die

!.Hj{cvon 7' und Q gctnuchtcn Vontussptzun}!wird dicse )' die ce

wpnijtstens in eiuem Puncte 11 (odcr anch in 5, T, Punctcn)
schtn'ideu. Der detu 2~iu f~' eutsprechcudc Punct 7<"miisstc daher
in «' und < itugicich cuthahen sein. Eluen sotchcu ~ibt es ahcr

uicht, weil «' von r* nicht ~etroH'cuwcrdeu soll. Mithin kouneu
und y' nicht in olemcMtaïeiVMwandtschaft zu einander stehen.

Sn ist es z. J<.nicht tn<i~Iich.die Erdohcrftache auf der in §. 7,
tx'schnobcncn Rin~iiche idso abzuhildeu. dass jf xwei einander un-
t'nd)i<-huithcn Punt'ten der eincn Flachc zwei cinandcr uuendiich
uahc dt'r andoro) cutspritchpn.

Auf ~nz KhniicheArt, wie jctzt fur einc Ftitchc der t'rsteu und
ciné der zweiten Klasse, lâsst sich nun auch fur zwei F~n'hcu
und welche vcrschicdcncn Klassen ubcrhaupt, es sci der Mten
und dei- (M)+ ~)tcn, MïgeMrcn, der ~cwpis fuhrca, duss sk- cimmdcr
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nicht cicmentar vcrwuudt spin kunncn. Dcnu auf y' htssen sich

(nach §. )(i) M+M– t geschlosseuc Linien, also um so mehr 111der-

gleichen Linien a', & m' zicheu, welche die y' nicht in Theile

zcriegeu. Untt'r Voraussetzung der etementttren Vcrwandtsehaft z~vi-
schen y und y' scien f<,b, m die jenen Linien entsprechenden
Linien auf <jp. Durch letztere wird aber dip y, als eine FtUchc

der Mten Klasse, in wenigstens zwei Theile getheilt und man tji<R

nun nach Annahme zweier Puncto P, Q, welche in zwei ver-

schiedencn Theilcn vou <jpliegen, und mitteht der entsprechenden
Punete jP', in der ungetheilt gebliebcuen FIache <p'auf denselben

WideMpmeh wie vorhin, dass sich namiich auf y' von P' bis Q'
eine den Linien a', & M' nicht begegnende Linie ziehen lasst,
wahrend die entsprechendc Linie von JF*bis <~auf wenigstens eine

der Linien a, b, )Mdurchgchen würde.

Aus dcm jetzt Bewiesenen ziehen wir noch den Schluss, dass ~e
Ztcei e/em<M<a!'<!MW<m<~<eJ'7ttc~eM%« einer MK~derselbenKlasse ye-
~o~eM.

Zusatz. Bei den unendlich vielen Arten, auf welche eine ge-
schtosseue Ftache in zwei Grundformen zerlegt werden kann, ist es

ohne weitere Untersuchung recht wohi denkhar, dass eine und die-

selbe Ftachc das eine Mal durch gewisse M Linien und das andere

Mal durch gewisse M'Linien in zwei Grundformen getheilt wcrden

und folglich zwei verschiedenen Klassen, der Kten und der M'ten,

zugleich angehüren konne. Eincr solchen Annahmc widerstreitet

aber das eben Erwiesene, als wonach élue und dieselbc und daher

sich selbst elementar verwandte FIaehe nicht zu zwei verschiedenen

KlasMn zugleich gerechnet werden kann.

§. 18. In §. 13 und §. 14 ist gezeigt worden wie ein aus

beliebig vielen Grundfbrmcn der drei ersten Klasscu zusammen-

gesetzter Ausdruck einer geschlossenen FInchc auf einen nur zwci

Grundformen cnthaltendcn Ausdruck reducirt, und damit die Klassen-

xahl der Flachc (§. 15)bcstimmt werden kann. Ohnc aber jene Re-

ductionen einzeln atMusteHen,liisst sich diese Zahl ituch unmittelbar

aus den Zahlcn der Grundformen der ersten und der dritten Klasse

im anfanglichen Flachenausdrucke bestimmen.

Denn bestehe diescr Ausdruck aus te Grundformen der ersten

Klasse, aus &der zweiten und aus t der dritten, also aus M+s+< t

Gliedern, so ist die Anzahlaller in ihm enthaltenen Linien uberhaupt
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~cieh «+2~+3~; und da jndf' derselhen zwpima! sit-h vorfindetgleich «+2~+3~; und da jndf derselhen zwpima! sich vorfindet

(§.;t,4), so ist die Anzaht aller verschiedeneu Union des Ausdruckes

gleich (M + 2s+ 3/), woraus zugleich noch folgt, dass die Xahlon
« und entweder beide gerade, oder beide ungeradt' sind.

Nun bestand da~ Verfahren, dureh welches der Ausdruck nach
und nach bis auf zwei Glieder reducirt wurde, auianglich darin,
dass zwm Glieder, weicho nur eine Linio gomein hatteH, mit Weg-
iaMuug der gemeinsameuLinie zu eiuem verbundcu wurdeu (§.13),
z. B.

(~)+(&e~)=.(«c~

und dass man, wenn dieses Verfahren noch nicht ausreichte, drei
Glieder von denFormen («&B')+(M~1'C')+(&) in zwei von den
Formen (.6')+(.t'D) zusammenzog (§. 14), wodurch an die
Stelle der zwei Linien « und A die eine x trat. Bei jeder dieser
beiden Reduetionsarton wird folglich sowoM die GUederzah!. als die
AtMaMder verschiedenen Linien um die Einheit vcnttindf-rt. Es
wird daher nach Irgend Rednctionen

die GUederzahl == K+ s + <–)'
die Linienzahl ==~(M+2A-+3<)–t',

und es ist mithin nach, wie vor allen Reductionen

die Linienxahl weniger der GMedenHth!==.~(~–,<)

Nachdem folglich die anfangliche GHedensahl bis auf 2 reducirt

worden, so wird die um 2 verminderte LinienzanI gleich ~(~–M),
und daher, weil dann die Linienzahl gleich der Klassenzahl Mder
FIache ist (§.15),

(~) ~=~-(<–«)+2,

d. h. wM </«t'cAG'f<<~«~b~<e/<(~' drei < ~0~~ <:M~e<7)'Nc~e
yMc~<Mwe/MF~cAe~~e< ~'cAdie ~7<MMKM~,<cew< MaMdie RS/~t'
(/M Restes, <ceMer MNcA~4~My der Zcdll der û~Mf~Wi~ eM<
.MaMe co/<der Zahl ~ef der </W«e/<~&MM~t~ &<, MWt.o<t'
BtM~et~ ceMae~.

So sind zu Folge der in §. 8 und §. 9 aufgestellten Schemata

fiir die FUichen <p', <p", y' y",
die Zahlen M 2, 3, 2, 4, 2,
die Zahlen t 0, 1, 2, 4, C,
foIglichdieKIassonzaMen 1, 1, 2, 2, 4;

voHkonnncnubereinstinuncnd mit den schon in §. 15 angegebenen
KtassenzaMendiescr Flachen.
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§. 19. In der Gleichung (<4),durch welche so eben die Klassen-
zahl einer FIiteho mittetst der Xahlen et und von Grundformen
der ersten und der dritten Klasse bestimmt wurde, kann man dit!
!etztcren !!ah!en noch auf andere Weise denniren und damit der

Gleichung selbst eine noch leichter zu (asseade Hedeutun~ ahge-
winnen.

Bci der in §§.6 bis 9 angestellten Zerlegung einer geschlossenen
F!itcho y durch parallele Ebenen ?.. c,, in Grumlformen der

drei ersten Klassen fiel namiteh iiwischcn je zwei dieser Ebenen.
welche zun~chst auf einander fol~ten, cntwoder eine und nur eine
Grundform der ersten, oder eine und nur eine Grundform der
dritten Klasse. Erstere Grundform wurde von einer mit c., c,,
parallelen Ebene in einetn Puncte elliptisch, und letztere von einer

solchen Ebene in einem Puncte hyperboliseh beruhrt, wahrend bei
einer Grundfonn der zweiten Klasse keine dergleichen Beruhrung
stattfund. Die Zabi « der Grundformen erster Klasse ist daher auch

~teich der ~ahl der Puncte, in denen die Fliichp y von einer mit

t. paraHoI sich forthewe~enden Ebene t cUiptisch berulirt wird, und
ebenso ist dio Xahl der hyperbousohen Meruhrungspuncte von f/)
mit a.

Sei non JE em cHiptischer und 7/ ein hyperbotischor Be-

ruhrungspunct, so hat nach der Natur der elliptischen Heruhrun~
der Punct unter aHcn !hm nachsten Puncten der FUtche y ent-

weder don grossten, odcr don kleinsten Abstand von t,, oder von
sonst einer festen mit t~ parallelen Ebone je naehdem der dom

nachstliegende Theil von y der Ebene seine hohto, oder seine

erhahcnc Scito mwendet; und ahnilchcr Weiso ist der Abstand des

FI von ein Maximum und ein Minimum zugteich. Man kann da-

hcr « auch aïs die Xahl der Puncte der FUtche y dcHnircu, deren

Ab.stande von eiuer botiebigen festen Ebene thei!s Maxima, theits
Minima sind, und t uls die ZaM der Puncte von y, deren Abstandc
von derselben Ebene Maxima und Minitna zu~teich sind. Xwischen

diesen beiden Xahten aber und der KlasscnzaM von < wird imnmr

die Gtoichung (J) hestehen.

§. 2«. Die zur Titcilung dcr Fl:n'hc y in Grundfbrmen der

drei ersten Klassen gcbnmchten pamnfh'n Ebenen t., t,, kann

man als Stucke von Ku~cIftHchen bctmchtcu, welche cincn gt'meiu-
fiumcn im UnendU~ien ~ugenden Mitteipuuct haben. Xu dontseiben

Zweckc kann man aber nuch eine Rcihe fndHcher Kugc!f!!tchett mit

eiuem gem(;i)tsnmen beliebig zu Wilhiendctt Mittt'tpunctc auwt'udft)
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und dudurch zu ciner noeh etwas aH~emcinfrcn Auffassun~ der

~ahlenKund~getau~n.
Setzen wir numtich. duss von dieser Reihe cont-t'ntriitchcr Ku~et-

nachen < <f,, die crste und dit' tutztc die Ftachc y ganz
zwischcn sich liegend haben, und dass Me der~pstalt auf pinandor

fotgen, dass zwMchenje zwei nachstcn der Reihe eine und nur eine
nut ihnen concentrische die Ftitche beriihrende Kugeiaitehe be-
schnebcn werden kaua, so wird die Ftitche y durch ihrc Schnitte
mit <r,, a' wie vorhin, in Grundformen getheilt, von deneu
zwischen je zwei nnehsten derKugcHiSchett </“, anssfr
den Grundformen der zweiten Klasse, immernoch eine nad nur dne
entweder der eraton. oder der dritten Klasse euthalten ist, je nach-
dcm nUmlich die zwischen die beideu KugeMttchen fullende lie-

ruhruH~ cino cUiptische, oder eim; hyperbotische ist.
Dus mittelst der Grenztinien dicser Grundformen zu bUdendc

Schéma von y ist nun CKichtIieh von derselben MeschaHenheit.
welehe das fruhere nacli §. <)batte, und die Schiusse, durch wulcht'

wir, von jenem Schéma aus~ehend. zu der Gleicimn!; (J) zwischcu
den Xahleu « und < der Grundformen der ersten und der drittcu
Ktassc und der Ktasscnzahl von fy sctbst g'elangtcn. miisscu auch

gegeuwartig Knwendbar sein. Wie in §. )9 zeigt sich fcrm'r auch
hier. dass « gleich der Zabi der elliptiachen, und gtcich der Zaht
der hyperbolisehen Beruhrungen von y mit den zwisf'hcn <j,,
MIt'ndeu concentrischen Ku);eMin'hcn ist; und es erhellt, dass, wenn

das gemeinsame Centrum der letzteren, jb' cinen eHiptischMi
und R einen hyperbolischen Heruhrungspunct bezeichnet, unter aMcn
vou U an Punctc von y, welche dem A'uucud!ich nahc licgt'n, zu
ifit'henden Radien der Radius ~A' ein Mttxinuun oder ein Minimum
ist, je naehdom die Flache y in der Niihe von Jb' ihre hohie oder
ihre erhabene Seite dem 0 zukchrt, der Radius t)/ aber unter
aHen ihm nachstcn Radien ein Maximum und fin Minimum xu-
gteich ist.

Ilia .4/M; (= « -t- /) «//M-A'o)'m«~ CMC)'y<w~/oMc~e/<7'7<7~f,
MeMe ~A eo~ et'~MM&e/<e&~ico<<yMomMCMC~/'«w/e &M XM'
7'?a~e iH'eAeK/fMM/),M/ f/e~MMfA~<e<NCMe~'a~e ~A/ (§. 18); Mw/
<eM!KM M~C)'f/MMMA~'MMt/CH</<e! ~~Ht'MM, tlteils j!jf<MtM~,</f'<'
t ~~CM aber ~<.nMf<KW/J!fM<M!M~K~/<!«-AM'M(/,AOist <– w M'Mf'
«M t/MM0)'<ef/e~ !M«M«~<ye~A/, f/eMM~<Y//7o, WMzwei ~'M-
A<'<~<C~M-e~, f/«- 7t7<M-M'/M<f/e)' NMfAcgibt.

80 !aMen sich z. B. bei dem EUipsoidvon seinem Mittclpuncte
aus, wenn dieser fUr dt'n Punct <~);cnommen wird, sechs auf der
Ftachc normale Radicn. dit: IKtfh'n d<'r drfi Hauptaxen. zichen.
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Il l
Zwei dn'ser Rttdien. sind MaxhtMt,zwei andere Minima, und die zwei
ilbrigen Maximaund Minima zugleich. Hier ist n)t)oM== 4, <-= 2
inittnn

"=K<'–K)+2=1
und daher das EUipsoid, ebenso wie eine KugeMHcho, ciné Flache
der erstcn Klasso.

Worde ferner bei der in §. 7, 3 construirten RingnHehe y"' der
Punct 0 irgendwo in der Ebene angenommen, welche die Ftache
in zwei concentrischen KreMeu synnmetrisch hulbirte, und tre~' oine
durch 0 und den Mitteipunct dieser Kreise gclegte Gerade den
ausseren KreMin ~4, den inneren in B, C, so dass -4, B, C,
die AufeinanderMge dieser vier Punete sei. Alsdann sind unter
allen von 0 an die FMeho zu ziehendon Radien die nach A, C, 1)
gehenden aHem auf der Fluehe normal. Unter diesen vier Radien
ist aber, wenn 0 dem nither, als den drei ubrigen Puncten
B, C, D liegt, 0~1 ein Mininum, OZ) ein Maximum, und 0~,
sind Maximaund Minima zugleich; liegt aber dem .8 Maher, al. deu
~t, C, D, so ist 02~ ein Minimum und 07J ein Maximum, wahrend
< OC Maxima und Minima zugleich sind; u. s. w. Hier ist ulso
immer M= 2, i'==2, und folglich nach der Formel (~) in §. 1S
die Klassenzahl M der FIitche < gleich 2 – uberoinstimmend mit

§. )5 und §.18 zu Ende.

Zusatz. Setzt man die Zahl aller von einembeliebigen Puncte U
an eine geschlossene Ftache normal zu ziehonden Radien (= « + t)
gleich A\ so ergibt sich mit Hulfe von (A) in §. 18

M==.~–M-)-2 2 und <==.}-M–2.
Fur eine geschlossene Flache der ersten Klasse ist daher

(~) M==.+l 1 und <=~jV–!
fur eine der zweiten Klasse

M=~2V und <=~JV,
fur cine der dritten

M==~~v–) 1 und ~==~{-1,
fur eine der vierten

M==~Jv–2 2 und <==~+2,
u. s. w., woimich nur noch bemerke, dass unter diesenGleichungen
die zwei mit (/<)bezeichneten, und diese allein, sich bereits in ciner
im ./o«fK<Jde fM-0/c ~o/y~c~M'y«<f,capter 37, enthaltenen ANtand-

lung DeMo~'«<<oM<f«Mepropriété ~A'af/e ~M ~«e~ /<fMe<M,
~«)' J/. 7&'ef~,bewiesen nnden, und dass daher in dieser Abhandlung
unter SM~CM~enKCM-bloss die von mir sogenannten Flitehen der
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N.i))iM<W<.r)M)i).

f~w Khtssc zu verstehcn sind. –MhnHphcrWnist', wn; !))ttu die

Gtftchuuj;

I-;+F==7t'+2 2

uk uti~emeint' Relation zwischen den XithleMder Rt-kcn, V~chen
und KaMtcu dncs Potyëders hinzusteHeupHt'~t, obscjmn siMuur fur

dicjeuigN) Potyëdcr gilt, deren OberHiichen~'st-hh~sent' FlUf-hen der
ersteu K!asse sind.

§.21. Di<' Zahim « und durch we!che die Klassenzahl M
einer geschtosscnca FIache y bestimmt wurdc, lassen sich nach

§. 20 auch denniren aïs die Zahlen der resp. elUptMcheuund hyper-
bonschen Meruhrungender Flache < mit ciner veranderuchon Kuget-
ni!c!te a, welche anfangliek die Flaehe y pmz umMUt und sich

hierauf, ohue den Ort ihres Mittetpunctes zu vo-audeni, aUmahticit
bis zn diesem Punctc ttusammenzieht.

Man kunn aber die ZaMen u und t m noch atlgcmeinerem Sinne
auf&tssctt, indam man anstutt emc!- vo~ndcriK'.hcnKu~MUt-hG eine
veriindcrtichc F!ache dcr ersten Klasse uberhaupt anwendct, und
kann dadurch dcn Hauptsatz des §. 20 auf fotgeudeWeise noch ver-

aUgemeluem:

M~M irgendeine ~eMA/OM~ei'?~e X vone<Mer.«)'er~~< 7f/<fMe

yeA~t~M.F/M'~e y wt/&~<c~ «M~~MM, w!~ c<~<tKe~ M'~ ~<e;'<«<
(lieFM~e T, eine F/Sc/ieder e~~ .K7<M<eM<-< tM<-A«M<7Moc~f~-

y~a~, dass von ~eet M~o~ea~ J~b~ <~MeM<-Kcliefolgende
<!OM</M'CO~e~eM~CM~Kf «MMC~MKM«-M, und M'cAsomit die
7'7<ïfAeT s«/e<i:<in einenF~c< ~MMMetMt'e~,«s~ dass ~<e~<~e< ~<<

~M~M M<ccMM'p~<.Ne?'~n<K~McoMt mit M P«M<'<eH,M!'cA<
~«'~ ~McMeM,soist, <CCMMvonf/«?MK~er~M MC/<M~ MM(/t
~M'&oZMc~MW?,~<eF7MM/M~ </ef~«f~c ~/c/~ ~(~–M)+2.

Um diesen Satz darzuthun, will ich vorher zeigen, dass und wie
zwei A~M'/t'~c .N<'<MMe,dcrcn jedcr von einer geschiosseuen Ftachc
der crsten Klasse be~renzt ist. in elementar vcnvandtschaMiche Be-

zichun~ gcbracht werden konnen.
Man bczeielme die zwei Raume mit (~) und (ï'), und clie sie

bfRrMMendenFtachen mit c, und r,. Man (u~c zu <f,eme Reihe
andercr FIaehcn dorcrstcn Klasse û-, a', <j", vnn denen a von <
<r'von a, o" von <r', u. s. w. in unend!icher Naht' umschlosscn ist,
hinzu, bis man zuictzt auf eine von einetneinfachen runcte nicht
'nehr zu uutt'rscheidpndf F!i:c!)ckommt. Dpr Haum (.S) wird dadurt'it

N.ibiM<W<-rt.)i).
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in unendiich vicie unendiich dimno Schtden tf,o, ce', o'(r" z<'r-
legt, von deuen die eine in dm-andereu entiutlten ist. Ganx auf
dieselbe Weise denke man sich uuch don Raum (7') durch (-&M<M
Mc/e m einander begriSene FIaehen erster Klasse y, r', T" von
denen die letzte ein einfacher Punct ist, in unendiich dunne
Schalen t,T. fr', r'r", zerlegt.

Weil ferner u, und r, Flilchen der erstcn Klasse sein sollen, so
sind sie einander elementar verwandt, und mnn kann dahcr je einotn
Puuctc T in y, je einen Punct S iu c, dcrgcstalt eutsprGchcndMtzcu.
dass je zwei ctuaiider uuendUch nahea Puncten m <, zwei emander
uncndHch nahe Puncte in a, entsprecheu. liât man auf solcht;
Weise zu allen Puneten T, ?", in r, die entsprechenden -t',
in o, bestimmt, so ziehe man von bis xu jedem Puncte T in r, t
citte Linie. Jede dieser Linien wird jede der FKtchen T", ?', r 6

durehgehen. Man ziehe aber die Linien ~'?' also, dass ei-stens keine °

der FMt'hen r', r, y, von ~2' in mehr als einem Puncte ~c-
tronen wird, und dass zwcitens, wcnn y und ?" zwei einander un-
f'ndUch naho Puncte In r. sind, die Lhuen A'ï' und A'ï" uicht bloss
in ?' und ï", sondern auch ubemi! zwischen diesen Endpuncten nur
unendneh wenig von einander entfernt liegen. Nach densclhcn
zwei Regein vcrMndc mun auch im anderen Raume (~) den Punct .1/
mit aUcn Puncten .S' der FIachc a. durch Linien 3~

Nach diesen Vorbereitungcn lasst sich nun zu jedem Puncte (J
des Raumes (7') ein ihm im Raume (S) nach dem Gesetze der ele-
mentaren Vcrwandtschaft cntsprechcnder Punct P sogleich angeben.
hnmer namiich kann man als den Durchschnitt einer gewissenr'
unter don den Raum (ï') fultenden FIttchen f, r', mit ciner gc-
wissen ~V7'~) unter den denselben Raum funcnden Linien J\"Z',
A~Y", betrachten: und es wird, wenn im R<uune(A')die Flitche <)
die ebensoviehe unter den auf einander folgenden a, a', ist, als
es 7.~ in derReihe y. r', war, undwenn ~"t der dem?<~ ent-

sprechende Punct der FIachc ist, der Durchschnitt von o< mit
der Linie .~W der dem Q entsprecliende Punct JF*sein. Denn
man ersieht ohne Weiteres, dass hiemach, wenn und Q' zwei ein-
ander unendlich nahe Puncto in (?') sind, auch die ihnen in (.S')
entsprechenden P und 7- wie es die elementaro Verwandtscha~ er-

fordert, einander unendlich nahe sem werden. – Man kann hieraus
nocli folgern, dass, wena zu allen Puncten einer im Raume (7') ent-
haltenen geschlossenen FInche y auf die eben gedacitte Art clie ent-

sprechenden Puncte im andercn Raume (A') bestimmt werden, die
letzteren Puncte eine der X elementar vcrwandte Fliiche in (~) bilden,
dass folglich (§. 17 zu Ende) beide FIachen zu oincr und derselben
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Klasse p'hiircn, und dass jcdcm Puncto dor Ftiichf iu welchem
sic von einer der FMicn r. r', sei M HUiptisch oder hyper-
botiM'h.bcruhrt wird, ein resp.clliptiMihcr odcr hypcrbotMcher Be-

riihrungspunct dcr FIaehf (/. mit der ~leichvX'hcn uutcr dcu F~chcn

< <y', cntspricht.
Der jetzt noch ubriROBeweis des am Anfang dièses P)n'ngmpheu

gpgebenen Snt~nsmsst sich nnn ohne Sch~-iprij~kot fuhrcn. Weil
dio F!itchc o, und d)p darnuf Mgcndun c, <r', Iris zu d<*rin
vcrsf'hwmdenden, FMeheu der ersten Klasse sein sf)t!cn, so !t<inncn
und wollon wir aie insgCBammtcont-entïischG KugeMachcn sein

tassen, deren gemeinsamer Mittclpunct M ist, und wollen aHc die
von Hacit dou Puncten der Ftitcheo, zu zichendcn Muien
als gerade annehmea. Werde hiemuf nach der vorhin ge!!fi~tenWeise
M jpdem Puncte dt'9Raumps (T) der entspîechcndc dt's Ramnfs (.S'),
und dtumt zu der g;Pj;ebeHcnFHH-hcin (ï') die entspreeltende y
in (.<f)hMtimmt. Von letzterer crpht sich nach §. 2U die KtassGM-
x'thl uns den ~ahlen « und dpr c!Iiptist'hen und der hypcrholischcn
Hcruhrungen von y mit t'incr sich alltnithHch in c, und
zuh'tzt in jtf zusammcniiiehendenKu~einachc. Es haben aber, wie
chen bentfrkt worden. die FUichun Y und cinf und diMethe

K!am<'nzahl,und es cntsprieht jfder elliptischen oder hyperbonschna
Hfruhrung von y mit einer der or, o', eine resp. eHiptischc oder

hypcrholMchc Hcruhrun~ von x mit einer der T, T' fulglich
u. s. w.

§. 22. Ich kann hierbei nicht umhin. auf den Xusammonhaug
noch aufmorksam zu machen, der i~vischender Formel (A) in §. 1s
und derjeni~cn stattnndet, welche zwischsn den Eckcn-. F!iK-hcn-
und Kantenzatuon eines Polyëders und der Klassenzahl des l<'tztt'rcu
besteht. Vorausgesetzt namiich, dass die Oberfliiche eincs Potyëders
nicht aus getrenntcn Thcucn Kusammen~sctzt ist, sondern dass man,
auf ihr fortgehend, von jedem Punctc dcMelben vu jedem anderen
ihrcr Puncte ~elangen kann, und dass jede einzcinc Polyëdcrnache
nur von cinem Perimeter, nicht von zwei oder mehreren dergloichen
begrenzt ist, dipscsvorausgcsctzt, rechne man ciné solche Ober-

<tik-he, ebeuso wie eine geschlossene F!i:chc ubcrhaupt, zur MtHn

Klasse, wenn bei der hnmer mogHchen Zor!eg;ungder Obcrniiche in
zwci Grundformen, d. In zwei Fliichen, dereu jedc cincr ebenen
Ftache eicmcntar vcrwandt ist, eine jede dersdben von MgeschlosMnpn
Linien be~cnzt ist.

Um jetzt auf cin solches Polyëder de)i Satz des §. 21 anwendfn
xu konnen, wolicu ~r uns die Ecken und Kantcu dos Polycders

Un.
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um cin unendlich Weniges ab~stump~ vorstellen und sonit soinc
Obcrnat-ho, welche .< heiime, iu oine sich naeh dem Gesetiie der
Stetigkeit fortziehendc FInehc ubergehen lassen. Wir wollen fcruo-
eine die .< utnacMiesscnde F!achc r der orsten Ktasse bcschreibcn,
diesp hiemuf, wie im Obigen, nllmHM:ch sich verkieiaern lussen,
und zwar jetzt dergestait, dass sie Wtthrenddessen die FMie r tiac).
uud nach in jeder Ecke, Ftacho und Kante der letzteren cinnMt

cboruhre. e

Vou diesen Heruhrungen sind dio der Ecken und FIachen or-
tiichtik-h eUiptisehet- Natur; dage~en werden die der Kunten hyper-
bolische sein. J)enn da man sieh den KrummungshaUnncsser des
Durchschnittes einer abgestumpûen Kante mit einer auf ihrer Mngeu-
ïn'htutis petpentucularcn Ebene unendlich klein zu denken hat, so t
liegen in utunittclbarcr Nuhe bei emer solcitpn Heruhruug die eben r
f;cdachtt' Dm-chschuittstinie und die Langenrichtun~ der Kantp auf
fnt~~cugeset!!ten Seiten der beruhrendeu BIache r. t

Setzt ma)! demuach die ZaMen dcr KckeH, FIachcn und Kant.-n
des l'olyëdcrs resp. gleich .& 7-'und A', su werdcn die im 8atxo mit
« und t buzuichnctt'n Zahlen gleich J?+J' und li7, uud dantit di<-
KlassenzaM des Polyëders.

~==~)+~=~(~ 2

Die hieraus fliessende Gicichun~

~+7''==A'–2(~–2)

Itat zuerst /<«-)' ~c~eben. Sie finclet sich in cincm 3yeM<x'rc.sw
/« /M~e</)'«Me~A',f<M<<«M<M~c(~MO/M<r«~j/<</<yer<o(~< <Aeor<~t'
f/'IH~- AM-/M ~c~t~M, et ura e.?f/MCMf/M</«!M'M~e~e/~MM fw.)--
~Me/~ te <~cM'~e c~ MM<ye~<;~)- /~M(7< j~M7
~f. Get'yowMim Bande der G'Myo/MM'schenAnnalcn. Dass daseibst
(S. 1S!J M–) statt des hicsigen M–22 zu tesen ist, hat darinscincu
Grund, dass ~M/ das int Vorlicgenden so gt'nanatf Polyëder der
ersten Klasse, a1so dasjeuige, fUr welches die von 2~- zuerst auf-
gestellte Glcic]tuug

B+J.'== A'+2 2

gilt, als Regel, die Polyëder bohorer KIussen ahor a! Ausnahmfu
betracluetund nacli der zu Mnde von §. )5 angcg<'b<.ncnVurstct!ungs-
weise unter Mdie Anzahl der KaniHe vt'rstcht. v«n dcncn ein regt't-
rechtes Potyëder, <Li. ein Potycder der orsten Ktassc. durchbohrt ist.
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§. 2~. Zum Schittsse fuge ich noch Einiges über die ctementarc

Vo'wandtschaft zwischen ~tyct?< hinzu.

In §. 2t ist bereits bewiesen worden, dass zwei Mrperliche
Raumo, dt'rcn jeder von einer Ftache der ersten Klasse umschlossen

ist, einander dementar verwandt sind; und eben so werden auch

zwei Kürper, von deneu jeder eine FUtche der zweiton Klasse, uder

jeder eine FMche der dritten, u. s. w. zur Greuze hat, ht eletnentarer

Verwattdtschaft stehen,

Ein zusannnpnMngcnder Korpcr, d. i. eiu solcher, bei welchuin

man, ht ihm selbst fortgehend, vou jedem seiner PnHPte zu jedem
atidercMPunete dcssplben gotangeu kann, kantt aber auch zwei oder

mehrere geseMosBoueFlacheu zu Grcnzen Imben. Die eine dersc!beH

ist die iiusscre Grenze; die ubrigen, wulchc uicht zum Kdrpcr ge-

horige Thei!e des Rautues umbuneu, uud von denen dahcr je zwci

stets neben einander, nicht die eine inncrhalb der anderen, liegett,
sind die itmercn Grenzen des Korpers.

Um von dieseu zusammengcsetztereu Korpern uur die einfachsten

hier Hoch iu Betracht zu ziehen, so crhcHt leicht, dass zwei Kurpor
/f und von dcneu die FIachcn f< und <, A'" die Ftachen «'

nud f'rcsp. zur ausst'rcn und zur imiGrcn Kcgrcnzung' hat, in dem

FaMcpinander clernentar vcrwaudt sind, wenn sammtlichc vicr Flachm

zur ersten Klasse gehoren. Denn oftcubar kauu matt atsdtuut atlp

die voH« und «' umschloxscncnPuncte dergestalt in elementar ver-

wandtschaMichc ]!ezichung bringen, duss die daruntcr begnncneu
von und <' umschlossenen Puncte fur sich In solcher Hczichuug
stehen. Hicrmit aber sind zugleich don Puncten zwischen « und <

die Puncte zwischen a' und <' entsprechend gesetzt, und dadurch die

Korper jS' und in elementar verwandtschaftticho Bezichung ge-
bracht.

Auf ahniiche Art erhellt die elementare Vcrwandtschaft zwischen

7<'und ~f', wenn a, c und a', t* insgesammt Fliichen der zweiten

Klasse sind, sowiewenn a und a' zur cMtett und und t' zur zweitpn

Klasse, oderumgekehrt «undct'zurzweiten und < und <*zur crsten

gchoren.
Es herrscht aber zwischen j~ und ZT' auch dann etementarc

Vcnvandtachaft, wenn a und < von der ersten und zweiten, und a'

und <*von der zweitcn und erstcn Klasse sind.

Um dieses darzuthun wollen wir die Korper TTund A" zuerst

mogUchst rpgelmassig gebildet annehmen. Sci zu dem Ende C'~7~

(vorgLFig. 12)ein in A halbirter Hatbkreis. Man beschroibe in seiner

Ebene und innerhalb desselben eincn ihn in beruhrcnden Kreis k,
dessen Durchmesser daher kleiner als CD ist, und thoile diesen Kreis
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m M(==o~ Eternité A,A,, ~t, und deagleichen
die Linie C~ m M Eléments CC,, C',C., C'D. Mal, ziehe
hierauf in der vom Haibkreise CAD, vom Kreise k und von der
CcrHden CD begrenzten Ebene vonA, bis 6' von At bis C,, u. s. w.,
von bis C' Linien dergestalt, dass die erste ~,C', dem
Quadmnten AC, die letzte dem Quadranten ~D, und
uberhaupt je zwei uttchstfolgeude derselbeu, ohne einander zu be-
gegnen, uberall einander unendiich nahe bleiben. Auch mogendiese
Linien, eben so wie die Quadranten ~46' und ~Z~, die Gerade C~ il

rechtwinkii~ tre&'en.

Wird nunmehr diese Figur um CIJ als Axe gcdreht, su beschreibt
der Halbkreis C' ciné Kugctaaehe a, der Kreis k cino Ring-
nachc welche die a in dem von A bei dcr Drebung beschneboneu t
Kreise beriihrt, und die Linien ~,C,, ~C,, ~C' er-

vnnonn 'l'ot.YnYn.o TL.1. 'L_ ·
zeugen gekrummte von Kreisen begrenzte
Fliichen y,, I)urch letz- L
tere Fliichen aber wird der von a, als

Musserer, und von als innerer Grenze,

1
umschlosseno Korper (fp in unendlich
dunne kreisfunnige Schalen zerlegt, z. H.

III

in dio Schale, welche < und <pjzu ihren
beiden HauptUachen hat, und deren Raud-
nuche durch das Element AIAt bci desscn

Drehung um CD ontsteht.~t~u~ uut t:uts),eu~. t

Hezeichnejetzt p' cinczweite Ringiiitche,die, gleich der vorigenp,
durch Dre]mng eittes Kreises um eine in seiner Ebene enthalteue
und ihu nicht treffende Axe eMeugt worden, wobei wir uns diese

Axe auf der Ebene der Zeichnung per-
pendicular denken woUen; und scie!i

~') ~M-t cyHisch und
unendiich nahe auf einander fojgendo
und daher summtlich in p' enthaltene

Lagcn dièsesKreises. Zu werdenoch
die KugeMachc c' zugefugt, vun welcher
A' ein gr~aster Krcis ist, und welche
tUe p' in benthren wird. Innerhalb

C' und ausserhalb o' setze man ferner

(vergl. Fig. 13) von
L_begrenzte Fliichen <jp, y, y, hinzu, von denen y.' und

7' den zwei HalbkuRcMachen, in welche o, durch A'getheitt
wird, und eben so je zwei nachstfotgende, wie y,' und œ einander
uberaU unendlich nahe sind.
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Die /< Schalen, in welche durch dièse Flachen der zwischen e
und f' begriHene Korpor ~'c' getheilt wird, kounen nun ersichttich

der Rcihe naeh den /< Sehideu, in wolche vorhin der Korj~er cp

zerlegt wurde, clementar venvandt gesetzt werden; und da die

Mersteren Schalen in derselben geget~eitigen Verbindung, wie die

letittcrenstehen, so werden die Korper <?pund p'o' seibst elementar

vcrwandt sein.

Hierbei werden sich zugleich die KugeMttchen or und a' cnt-

sprechen, weil sic von den hslbkugelfdrmigcu Grenzen der ersten

und der letzten Schnte bei dem einen, wie bei dem underen Système

von Schalen gebildet sind. Ebcn dcshalb aber, und wenn man noch

um a ciné mit a concentrische KugeMUche und inuerhalb a' eine

mit <?'concentrische Kugelniicho c~' eonstruirt, werden nicht nur dK'

Kuf~bchaalen (von endlicher Dicke) <T(,trund o''o;/ fur sich, sondern

uuch die Korper <r~c-)-<rp und p'o'-t-o' d. i. die Korper (Top
und p'?,/ elementar verwandt sein, von welchen xwei letzteren weder

die zweiGrenznachen des cinen, noch die zwei des andcren einander

mehr beruhreu.

Sind endlich, wie oben, «, «' die itussercn und <, <' die inneren

GreiMMehenzweier Kürper at und M' und sind a, <' irgend zwpi

Fliichen der ersten, und a', < irgend zwei der zweiten Ktasse, so ist.
weil auch o, c, zur ersten und c, p' zur zweiten Klasse gchoren,
nach dem am Anfunge des §. 2:) Bemerkten, der Korper (t< dem cr.p
und der Korper «'<' déni p' elementar verwandt. Enviesener-

maaMenstehen aber ~p und p'o~' seibst in elementarer Verwandt-

schaft folglich auch ai und N't'. Q. e. (?.

~<ee<'7~yer, (~'eM jedcr ooK einer JR~cAeder e~<eKund et'Mc~

JF'McAeder zweitenKlasse &ey!'etM<ist, M'~ <&MM<M~t~e~ <Ke~ea~fM'

~nc<m</<ïC~<!f~,M~M <~M&MMM'CMG'fc~ ~'C~, MMf?~<M~t<

a«cA~M <'?MercM~f Mc~i, eM<<ceoferzu einerlei .K7<!MCodcr M<CM'-

~<e<~MK~A~eM.
Es lasst sich hiernach erwarten, dass uberhaupt zwei Kërper

elementarverwandt sein werden, wcnn der cinc von ihncn von eben
so vielgeschlossenen Fiachen, wie der andere, begrenzt ist, und wenn
die KtassenzaMender Grenz&achen des einen Korpcrs dieselben, wie

bei dem anderen sind, gleich viel iibrigens, ob die zwei aussercn

Grenznaohen der beiden Korper zu einerlei Klasse gchoren oder

nicht. – Die nahere Prufung dièses Satzes bleibe jedoch einer

anderen Gelegenheit vorbehalten.


