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Ce texte doit &tre considéré comme une nouvelle présentation
géométrique de la théorie de la chirurgie de C.T.C. Wall. I1 a &té
résumé (dans le numéro 397 du séminaire Bourbaki) par F, Latour.

Le but initial était de donner une définition géométrique simple des
groupes Ln introduits par Wall, comme classes de cobordisme de
"données de chirurgies”. Cela nécessite une étude préalable des plonge-
ments de complexes de Poincaré et de leur décomposition en anses H
on trouvera cette &tude dans les chapitres 3, 4 et 6. Les chapitres
1 et 2 contiennent des généralités sur les complexes de Poincar€.
Les chapitres 5 et 7 sont consacrés 2 la chirurgie. Le chapitre 7

a été rédigé trop rapidement et est trég incomplet. Je remercie

Ph. Masson et B. Perron pour l'aide qu'ils m'ont apportée dans la
rédaction de certainschapitres. En ce qui concerne la bibliographie
il m'a semblé impossible de rivaliser avec le livre de Wall ; par

conséquent je donnerai une seule référence

C.T.C. Wall. Surgery on compact manifolds (Académic Press).

C. MORLET.







CHAPITRE 1 : COMPLEXES DE POINCARE ., I -

I- Notations algébriques

Soient m un groupe, A = Z[n], W un homorphisme de 1 dans

{f 1} . On définit sur A un antiautomorphisme involutif de 1la fagon sui-
/s
vante :
_ - _ -1
a= % nlglg—e> a = 3§ (g wigg
gEm gem

Soit M un A-module & droite, on peut munir M d'une structure de A-module

a gauche

acaA mEM 5 On pose am = ma

Cet A-module a gauche est noté M

II- Notations géométriques

Soient X wun CW complexe fini, connese, et X, un point de X .
Soit w un homomorphisme de 1 = ™ (X,xo) dans [tl} (on peut donc con-
sidérer w comme un élément de Hl(X, ZZ) ; en effet Hl(X ; ZZ) =
= Hom [HI(X s 22 ), 22] puisque ZZ est commutatif.

~

Soit X le revetement universel de X 5 T opére & droite sur X . De ce
fait Cy (i} » complexe des chaines cellulaires de X » est muni d'une
structure de A-module & droite. Cet A-module est libre de type fini ; les

cellules de X définissent une A-base déterminée, aux permutations, et mul-

tiplications par les éléments de (tn) » prés,




III- Définition de 1'homologie et de la cohomologie de (X,w) & coefficients

dans un A-module 2 droite

et

Si B est un A-module & droite, on définit :

Hy(x , B) = H, [B® C, K]
H*(X, B) = H_,[Hm, (¢, X), B)]

Remarque : Seule 1'homologie ressent les effets du w .

EXEMPLES :

1) On prend pour B , Z muni de sa structure triviale de A-module
32 droite (On le note Z°) Z° ®A E:(T)- est le quotient, noté
C:I(X), de C, (g), par le sous-Z -module engendré par les éléments
de la forme cg - w(g)c . H:(X,Z") cofncide avec H*(X,Zw) s
homologie de X dans le systéme local de coefficients entiers dé-
terminé par w. HomA[C*()&('), Z° ] est canoniquement isomorphe a

Homz [C*(X), Z ] : H#(X,Z° ) est la cohomologie ordinaire H#(X,Z )

2) On prend pour B , A muni de sa structure naturelle de A-module
R . — T (% W o (T
a droite A ®, C, (X) =¢C, Xx) , H, (X,A) = H*(X,Z) .
On considdre maintenant Honh[C*(i), A]. u € Hom, [C*('}\('), Al
c EC*('}\('), . On peut écrire : u (¢) = ¥ u (c) g.
gem
Soit h € 7 . De u(c h) = u(c)h on déduit : ug(c h) = ugh'l (c)

-1
et en particulier ug(c) =u, (cg’) (III.1)
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L'application u, C*(g) —> Z est Z linéaire et posséde
la propriété suivante : ¢ étant fixé, 1'ensemble

{g8; ge n ue(cg) # 0 ] est fini. On dit que u, est une
cochaine t~finie.

Soit U une cochaine cellulaire de X » on appelle support de u
l'ensemble {c ; c cellule de X u(c) # 0} . On note Cx (X) 1e
sous module de C* (X) fermé des cochaines a support fini. Comme
X est un CW-complexe fini |, C"c‘ (X) cofncide avec l'ensemble

des cochaines m-finies.

L'application : HOmA [C*()?),A] —_ C"c" (X)

u ———— u
e

est bijective d'aprés (III.1). D'aprés (III.1) également cette
application est un isomorphisme de A-modules 2 gauche (Les deux
modules ont une structure naturelle de A-module a gauche).

H*(X,A) est donc la cohomologie 2 support compact de X s Hg’ (;(‘,Z ).

3) B=Z" (B esta A ce que les séries formelles sont aux
polynBmes).

Soit I 1'ensemble des cellules de X . Cy (X) est défini
comme Z [1] » de la mBme facon on définit CI;F(g) comme ZI
(LF pour "localement fini"), ZTT@A C_* (X) est isomorphe 2a
CI;F (X) . La démonstration se résume ainsi : Soit J un sous ensem-
ble (fini)de I qui forme une base de Cy (X) comme A-module 2
droite. 27®, C, X =2"g aA'= (@M = z™ o zT

H:Z (X,Z2 ™) est donc 1'homologie localement finie de X R Hi;F(}?,Z ).
HOMAEC*(!?), Z "] est isomorphe 2 Hom,, [c*(i),z ]1=c*®X) . La dé-

monstration analogue 2 celle de 2) est évidente, H*(X,Z") est 1a

cohomologie ordinaire de X s H*()?,Z ).
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4) Soit w' un homomorphisme de 1 dans {+1} w' définit un

homomorphisme d'anneau

N n(g) g —e—> I n(g) w' (g)
geEm gem

Il en résulte sur Z une structure de A module & droite . On

wl

note ce module Z .

, w' w w' " . 5
Si B =12Z » Hy (X,Z " ) est l'homologie de X dans le systéme
local de coefficients entiers déterminé par w + w' . (Notation

w+ w'
)

!
additive pour {+1}), H, (X, Z . H'”’(X,Zw ) est la cohomo-

logie ordinaire de X A coefficients entiers locaux associés a w',

5) B = ZZ muni de son unique structure de A-module a droite.

On retrouve 1'homologie et la cohomologie ordinaires & coefficients
dans ZZ .

6) On vérifie :

H® (X,B) = Hom, (Z°, B) = BT

B" désigne l'ensemble des éléments de B invariant par . .




IV - Le "slant" produit

1) Rappel d'algdbre

Soit M un A-module 2 droite. On définit une application
B: Mx M —> Hom, [HomA M,a) , M)

(x,y) ——> f ; f : HomA (M,A) ———> M donnée par : u ——=> u(x) y

(Iv.1)
B est Z -bilinéaire et de plus si a € A :
B (xa,y) = B (x,ay)

B induit donc une application S :

M® M —> Hom, [HomA(M,A), M]

On suppose 2 présent que M est libre de type fini.

Soit [ei ; 1 < 1 < N} une base de M ; {e?} la base duale. Les

e, eh ej forment une base de M ek M

S *y o % -
On pose fij S (ei ®, ej). fij (ek) e} (ei) ey Si,k e .

Les fij forment une base de HoqA[HomA(M,A), M], S est un isormorphisme.
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2) Définition du slant produit

On prend maintenant pour module M , le module C, (X) » et on modi-
fie légeérement la définition de S de la fagon suivante : dans la formule
(Iv.1) on remplace u par qglu) odt q est 1'isormorphisme Cg(i) homo-
géne de degré zéro qui est la multiplication par (_l)p(p+l)/2 sur CE(?}

(La raison de cet artifice va apparaftre bientdt).

3) Propriété du slant produit

Soit B (resp.y) 1'isormorphisme de C*(ib (resp. Ci(i)) homogene

de degré zéro qui est la multiplication par (-1)? sur Cp(i} (resp. Cg(ib)

On pose D, = HomA[C:(ij, E; (i}] . D, est muni d'une structure de

complexe de chaines dont voici la description (cf : Cartan-Eilenberg).

= ;f qS( C ;)
On pose 1)p {f [c.®)] c p_q()V qQ € Z}

~

Comme X est de dimension finie D* = & Dp

On prend pour bord § 1'application :

f—o> (df-f3) vy = dfy+ fyd

6 est homogene de degré moins un. Les cycles de D, sont les morphismes de

modules différentiels, de Cg (X) dans E;(i) . Les bords de D sont

#*

parmi ces morphismes ceux qui sont homotopes i zéro. Les classes d'homologies

de D, sont donc les classes d'homotopie d'applications de Cg(ij dans

T, ®



Proposition (IV.2)

S : C*(ﬁ) ®, E; ) > D, est un isomorphisme de
complexe de chaines,
Démonstration : On sait déja que c'est un isomorphisme de modules différen-
tiels , Soient : x,y ¢ C*(i) u € Cg(ib f = S(x N y)

g=S[d(x®Ay)], d(x®Ay)=dX®Ay+BX®Ady

g ™) =< dx, qu > y+ <BX, qu>dy .Or <dx, qu >= < X, dau>=
=<X03dvyu>. Eneffet 3q = g oy

re < g x, qu > = < x, yau>=<x,ay u>

On a donc :

glw) = £y w +d [f (y) ]

Comme les x Gk y engendrent C*(E) ® E: (i), 8 commute bien avec les

bords,

V - Le "cap" produit

1) Définition du cap produit

C*()?) ®Z C*()T) 8 une structure naturelle de A-module 2 droite

(Produit tensoriel de représentations de 1 ), On a 1'isomorphisme canonique :




z° 8 [c, ®) @&, ¢, N~ c, ® g c, ®

Soit A une approximation cellulaire de la diagonale de X :

18 & : 228 C O ——>2° g [C, D, , X

A
peut &tre considérée comme une application

w —

Cy X) ——> ¢, & @, c, &

En composant par S on obtient une application

L'application induite sur les homologies, encore notée P ,
H:: (X, Z) —> H, (D,) ne dépend plus du choix de 1'approximation

de la diagonale .

Si x € H, (X,Z) et y €H*(X,A) P(x) (y) est le cap

produit de x et de vy .

2) Autre description de P

Soient : ¢ €C (§3 u € Hom C (2),A]. On a un accouplement,
* A * P

<c,u >, a4 valeur dans A . Si on consideére u comme un élément de
Cg ()7) on a un accouplement, < c,u Sp 3 valeur dans Z . On a vu la
relation (Formule (III.1)) :

<cu> = % <cg s U >y 8

g€



Soit : x ¢ C: (X) ; on relgve en y € C* & . Ay Y= I z,® t,

(I fini).

Si u et v sont deux cochaines de Cg (®) on a par définition :

<Px) (au), v > = %‘: S <zgudy t,v > o= ;_: <tV >y <z,u > =
- ~1 -1
=¥ (T <t, g ,vw g)( ¥ <z h ,u > w (h) h™7)
i Z i Z
1 gem hem

D'ou
<P(x) (m),v > =¥ v w(g) <z g~lu> <t g_l v > =

? /A i ? Z i ’ Z

I geéem

-1 -1 ~
2 I owig) <z; 87 8, t g Uy V>, =
I gen

T 3z <g(zi® ti), u @, V>, = Z<3A*y’“®z">z=
I gem gem

z <A*(gy),u®z v >,
gem

Y, gy est un élément de CiF(ib, Il ne dépend pas du choix de y on

gem
le note tr(x) (tr est le transfert : C: X) ———> CiF (X); c'est un iso-

morphisme de Cz(X) sur les chaines de &fkﬁ) m-invariantes A gauche),

< P(x) (am),v >, =< by [tr(x)], u ®, Vv >z

On en déduit

P (x) () = tr (x) Nu (V.1)
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ot 1 est le cap produit ordinaire défini entre Ci?(ij et Cg ¢9)

VI - Définition d'un complexe de Poincaré

Remarque : Soient f et g deux cycles homologues de Dn' Si f est

une équivalence d'homotopie il en est de méme de g

On peut considérer f (resp. g) comme une équivalence d'homotopie

) n-#% o
entre les deux complexes de chaines C. X) et

el

),
* (X) , muni chacun

d'une classe d'équivalence privilégiée (voir I1), et définir sa torsion

7(£) (resp. 1(g) ) . On sait
que T(f) = 1(g).

Si 7(f) est nulle on dira par abus de langage que la classe d'ho-
motopie de f est une équivalence d'homotopie simple (Au lieu de classe

d'homotopie d'équivalences d'homotopie simple).
On peut enfin énoncer :

Définition : Un complexe de Poincaré de dimension formelle n est la donnée
d'un CW complexe fini et connexe, d'un homomorphisme w : ni(X) —_—

{+ 1} , d'une classe [X] dans H: (X ; Z), tels P ([X]) soit une

équivalence d'homotopie simple.
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VII - Conséquences de la définition

1) Dualités

Soit x uncycle representant [X], par hypothese

P(x) : Hom, [C*(ﬁj,A]'—*——~“b'E; (X)  est une équivalence d'homotopie.

Soit B un A-module 2 droite, en tensorisant par B on obtient

1'équivalence d'homotopie :

B® P (x): B Hom [C,(X),A]—> B 8 C, X

Comme C,(X) est un A-module a droite libre de type fini

B ®, Hom, [C*(R),A] est isomorphe (Canoniquement) 2 HomA[C*(R),B] .

On en déduit une équivalence d'homotopie :

Hom, [C, (X),B] ——> B® C,

Et un isomorphisme :

Y% (X3 B) — 1% (x; B) (v11.1)
Exemple :

8i dans (VII.1) on prend pour B,Zn s on obtient 1'isomorphisme

(Voir III, exemple 3) )

RIn:a"* ®,z2) —> HI;F X,z) (vi1.2) .
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D'apres (v.2)) [X] = tr ([X] (tr : C: X) —>» CﬁF (X)  commute avec les

bords on note encore tr 1l'application induite sur les homologies) et

i est le cap produit ordinaire entre Hi? et H* a valeur dans Hﬁ? .
2) Unicité de la classe d'orientation
D'abord un peu d'algébre.
n

Soit B un A-module & droite ; B le sous A-module des éléments

m~invariants ; i l'injectiomn :

B —= B .

i@ Cp X :8" @ C, () ——>88 C, &

peut &tre considérée comme une application :

™ (Y T (X

B’ ®, 2 ®C, X)]—>B @ C, (X) .
ol le Z median du terme de gauche est 1'A-module & droite Z trivial,

On en déduit une application :

H, B" ®

. z cy (X)]——> H, (X ; B)

Et en composant avec :

™ W n w
B'®, H, X,z2) —>1H, [B ®, Cy (X)]

_——
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Une application 8
8:8"@, H, X,2) —> 1Y (X,B)
ou aussi (D'aprés III exemple 6)),
8:H (X;B) @ H,(X;2zZ)—>H X;B8)
Soit maintenant :

b ¢ H°(X ; B) c B ®A CZ R ; x un cycle de C: (X) , x sa classe

dans ll:: X ; z)

On vérifie que la classe de [B ® P(x)] (b) est o ®, x). (On

a envie d'écrire x N b =.9(b ?, x) ).
On considére la dualité [(VII.1) avec B = Z trivial ]
Y X5 2) — 1Y &; z)
Et en particulier 1'isormorphisme :

H® (X;Z)—-——>H:(X;Z)

z > H (X ; Z)
n

D'aprés ce qui précadde 1'image du générateur canonique de H°(X,Z )
est [X]. [X] est donc un générateur de H:(X;Z ). [X] est unique au signe

prés.
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3) Unicité de la premidre classe de Stiefel-Whitney

Soit w' un homomorphisme ™ (X) — {+ 1} . L'unicité de "w"

va résulter de la formule suivante :

Q si w' #w

H:' (X,Z) (VII.3)

Z si w' =w

] 1]
En effet H: (X,2) v

[
I

s
~~
3
N

g
et
"

s
~~
>
N

1 1 : -
Par dualité HZ (X,ZVH-W ) ~ H° (X;wa) . Or si v est un homo

morphi sme ni(X) —> {+ 1}

v 0 si v#1
H° (X,z2') =
Z si v=1

(Voir III - exemple 6)).

~

Autre démonstration : 11 opere a droite sur X : soit hg 1 '"homéomorphis-
me de X associé 2 un élément g de 7. hg est propre, on peut définir
Hﬁ? (hg) . D'apres (v.2) ).

B (h) (XD = wie) (XD (VIL.4) .

D'aprés (VII.2) H:;F (X, Z) est isomorphe 2 Z et [X] en est

un générateur . La formule (VII.4) prend la forme :

(VI1.5)
H:;F(X , Z)

HEF(hg) = w(g) 1d

(VII.5) détermine w .

) (Voir III-exemple4)).
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4) Type simple d'homotopie d'un complexe de Poincaré

Soit X un complexe de Poincaré 3 Wy sa premiére classe de

Stiefel-Whitney ; x un cycle représentant sa classe d'orientation .

Soit maintenant Y un CW complexe fini et h wune équivalence

d'homotopie X ——>7Y ., h se "reldve" en une équivalence d'homotopie
H' m-équivariante : i'————é 1’4 & et ?' sont les rev@tements univer-
sels de X et Y ; h est unique si 1'on se munit de points-bases).

On pose Wy = wy e -rrl(h)"l et on appelle y 1l'image de x dans
W,
C*y(Y) . On & un carré commutatif d'A-module 2 gauche :
P(x) .
c* (%) > c, ()
1
Hom, [C,(h),A] c, (h)
V
P(y) —_— .
cr (%) ->C, (Y)
(Vir.e)
(P(y) est une équivalence d'homotopie, et de plus.
TP (73 )= TCu(B)) + T(Hom, [cy(B),a1) (VII.7)

Y est un complexe de Poincaré si le second membre est nul, en particulier

si h est une équivalence d'homotopie simple,
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5) Réduction de la dimension

Un complexe de Poincaré de dimension =23 a le type d'homotopie
simple d'un complexe de Poincaré dont la dimension cofncide avec la dimen-

sion formelle (Voir Appendice I).

VIII - Généralisations de la définition d'un complexe de Poincaré

1) Un complexe de poincaré est une union finie disjointe de complexesde
Poincaré connexes de méme dimension formelle. "La" classe d'orientation est

la somme des classesd'orientation des composantes connexes,

2) Soient : (Y,X) une paire de CW -complexe finis, Y est supposé
connexe ; p : Y ——= Y le revétement universel de Y ; X = p-l(X)
(X n'est pas rev@tement universel de X!) ; m = ™ YY) ; A=2Z[m .

Y est un complexe de Poincaré connexe de bord X si les conditions sui-

vantes sont vérifiées

- X est un complexe de Poincaré de dimension formelle n (Non néces--

sairement connexe).

- I1 existe w : r——> {+ 1} [Induisant les w, = nl(xi) —> {+ 1}
W
(les Xi sont les composantes connexes de X)] et ([Y] € Hn+1(Y,X,Z:)
[Avec 3[Y] = [X] ] telles que [Y] induise une équivalence d'homo-

topie simple :

ci"*“(?) > ¢ (¥,X)

e e

L=
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Par dualité

2 * e, — ¢,

est aussi une équivalence d'homotopie simple,

Remarque : On ne sait si les conditions entre crochets ne sont pas super-

flues,

Conséguences : Comme dans le cas non relatif on obtient des dualités

r+l ~ -~ w
a1 (v,3) — BY__(v,X,8)

1 (v, x,8) ~——— 1’ (v,)
n-r
pour tout A-module a droite B .

IX ~ Exemgles

Le théor2me suivant donne quantité d'exemples de complexes de

Poincarsé.

Théor2me :Les variétés compactes triangulées sont des complexes de Poincaré.

Les variétés a bord compactes triangulées et leur bord donnent de

méme des exemples de complexes de Poincaré 2 bord.

Une démonstration du théor2me sera donnée dans le chapitre IV,
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On donnera plus tard des exemples de complexes de Poincaré qui

n'ont pas le type d'homotopie simple d'une variété

P s S
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APPENDICE -

Les notations non précisées sont celles déja introduites ci-

dessus .

I - Réattachement de cellules

Soient : X un CW complexe fini de dimension P 23 ; un entier
n , 3<sn<p; u = {cl, Cos wens cr} une A-base privilégiée de
Cn(E) et u' = {ci, cé,...,cé} une A-base quelconque ; P 1la matrice

de passage de u a y' .

On peut considérer cﬂ comme un élément de nh(x“, Xn—l) . Soit

F o ", Sn_l) — (X", Xn-l) une application représentant cé .
On pose fk = Fklsn—1 - Soient (D,S) 1la réunion disjointe de r copies
de (Dn, Sn_l) et f 1la réunion disjointe des applications fk
, n n-1
On considére le CW complexe X' =X U fD .

On a une application canonique :

n

' = x" — 5

Proposition : L'application h" est une équivalence d'homotopie. Sa tor-

(_1)n+1

sion est T (P) .
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Démonstration :

h" induit un isomorphisme ™ ' —s ni(Xn) . La matrice
de Cn[(hn)] (Avec des A-bases privilégiées) est P , Cm[(iwn)] et

Cm[(in)] pour m <n sont identifiés,

n £ s . ,
h™ est une équivalence d'homotopie dont la torsion est
n

m+1 1
£ D™ g e [EMII= L™ T @) .
m=0
Soient : s 1le nombre de cellules de X de dimension n+l ; T Ila
réunion disjointe de s copies de s” >, g8 ¢ T —> Xx® la réunion dis-

jointe des applications d'attache de ces cellules. On peut écrire :

xn+1 = X0 U T
g
. , n n I , , n
Soit maintenant k : X —-—> X un inverse homotopique de h . On
définit :
x,n+1 x'?y T
knog
1
On a une application canonique kn+1 : Xn'+1 —_— X'n+ qui prolonge
1
k. kn+1 est une équivalence d'homotopie et 'r(kn+ ) = 71 ™) .

On obtient ainsi par récurrence un CW-complexe X' de meme dimen-
sion que X et une équivalence d'homotopie k : X —= X' de torsion

DT @) .

On dira que X' est obtenu & partir de X en réattachant les

n~cellules suivant la base u' .

B e
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IT - Réduction d'un CW-complexe fini a un _CW-complexe fini de dimension

inférieure.

Lemme : Si X est un CW-complexe fini de dimension ntl (n 2 3) tel que :
H“+1(x ; A) =0, il existe un CW-complexe fini de dimension n ayant le

m@me type d'homotopie simple que X .,

Démonstration :

Pour alléger 1l'écriture on notera C. le complexe de chaines cellu-

*

laires de & .

Soit F un A-module libre de rang fini. L'hypothese Hn+l(X, A) = 0 en-

traine EYN(X,F) = o |

On prend pour F , C . Le cobord :

n+l

Hom, [Cn, Chrp ] —> Hom, [Cn+l’ C,i1] est surjectif. En particulier il

existe s € Hom, [C , Cpi1] telle que s 0 d g = 1an.+1 . Il en résulte

que B s image de d

» est facteur direct dans C :
n n+l n

= 1
Cn Bn & Cn

d est un isomorphisme de ¢ sur Bn . On appelle respectivement

n+l n+l

r et r

n ntl les rangs de Cn et C

n+l

Soit Z 1le CW-complexe obtenu en ajoutant trivialement r cellules

de dimension na X , avec r = r (Z est une expansion formelle de X) .

n+l
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r
¢, @) ~c o A

n

On obtient une A-base privilégiée de Cn(Z) s Uﬁ’ en jux taposant

une A-base privilégiée de Cn s 15, et la base canonique de A",

On considére la décomposition :

r Tr
c © a™l - B ®(c e a ™

Soient : Yy 1 une A-base privilégiée de C hal une base de

n+
r
B &' o am™!
n n

n+l
) qui compléte la base dn+l(un+1) de B (Une telle

r
base existe parce que Cé ® A n+l s qui est isomorphe a Cn =
C! ®B_ , est libre) .

n n

On considére maintenant la décomposition :

r

~ r
c@=c o a™e 4™y
n n
r

Soient : e; la base canonique de A o+l H 8? la base canonique de

r_ T
AT n+l 3 P la matrice de passage de {Lh s 6;} a h;l ; h;z la base

r r
de A o+ ol telle que la matrice de passage de e? a U;Z soit P-1 H
'1 2

I = 1

Uh [Un s hﬁ }.

La matrice de passage de Uﬁ a h; est

-1
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Soit Z' 1le CW~complexe obtenu en réattachant les cellules de dimension n
de Z suivant la base Ug . Z' a le type d'homotopie simple de 2 puis-

que 7(Q) =0 .

Soit enfin Y 1le sous-complexe de 2' , de dimension n , obtenu en enlevant
a z2'" ies cellules correspondant 3 Bn . Y a le type d'homotopie simple

de Z' ("Contraction formelle" selon les uns, "Effondrement" selon les

autres) et donc de X .
Le corollaire suivant est immédiat,
Corollaire : Si X est un CW-complexe fini tel que :
k

H (X ;A = 0 pour k > n » 3

1l existe un CW-complexe fini de dimension n ayant le meme type d'homoto-

pie simple que X .




Complexes intervenant dans la démonstration du lemme de réduction
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d
n+l
C, Cyg —> ¢, —>C , —>C ,—>.....
N Cn+1 > Cn > n-1 >Cn_2—9 . .
C, (2) ® &
Af id > AT
Matrice Identité
Cm+1 > Bn
2]
1
- Cn Cn-l
Cy (2 e |—| ® C —> ...
‘ n=-2
AT AT
1
/Cn Cn-l
c, (¥) & | —> | & C.og > .oevs
\Ar AT




CHAPITRE 2 : COMPLEXES DE POINCARE II

Pour faire des chirurgies sur les complexes de Poincaré, on
aura besoin, d'une part de théorémes géométriques (recollement et
découpage), d'autre part de la théorie des fibrés de Spivak., Les théoremes
de recollement et de découpage ne semblent pas exister dans la littérature ,
c'est pourquoi on va en donner une démonstration assez compléte, En ce
qui concerne la théorie de Spivak, on se contentera le plus souvent
d'énoncer les résultats, en renvoyant 4 la littérature existante pour

les démonstrations.

§ 1 : Recollement et découpage des complexes de Poincaré,

Soient (Y,X) et (Y¥', X) deux complexes de Poincaré de

dimension n de méme bord X . On veut munir 2 = Y UY' d'une structure
X

naturelle de complexe de Poincaré. On suppose Y et Y!'! connexes, et

soient X ,Xp les composantes connexes de X ; les structures de Y

0,.-.

et Y' induisent sur chaque Xi des structures de complexe de Poincaré
de dimension (n-1) qui ne différent que par le choix de la classe

d'orientation : 3[Y] = €; (Y'] sur la composante X,

Soient Xy € Xi » on considére x_ comme point de base de

0

X, Y, Y' et Z . Soient v; et yi des chemins joignant X, a X,

dans Y et Y' respectivement. Les conditions w(xi) = €€, définissent
lad

un homomorphisme @ de HO(X) dans {+ 1} . On va d'abord définir la

classe de Stiefel-Whitney de Z comme un homomorphisme de HI(Z) dans

{+ 1} . La suite

H () @1 ") —> H (2) —> Eo(x) —s0

est exacte et scindée par le choix des chemins Y; et Yi . Les

homomorphismes ¢ et Wy X xY' définissent alors w, : HI(Z) —> {+ 1}

Z




car (wY X wY,)(i*x, -igx) = wx(x) wx(—x) =1 (ot i : X—>7 et
i' : X—>7Y'). Deplus si j:Y—>2Z et j':Y —>Z, ona

s = P -
g-iy =Wy et w,.jg LY

Pour tout C.W. complexe fini connexe muni d'un homomorphisme

K
A, = Z[Trl(K,ko)] ; c'est un complexe fini de Z-modules libres. Si K

w, : ﬂl(K,ko) —> + 1, on pose CX(K) = 7Z ®AK C_,(_(E), ot

n'est pas connexe, on pose C:(K) =@ Cz(Ki) .81 f : (K,ko)'——ﬁ>CL,zo)
i
est une application continue, si K est connexe et si Vg = wL.f* , f se
~ ~ P~ ~~ a4 lad s
reléve en f : (K,ko)'—%>ﬁ” 0) et f, : Cu(K) —> C,(L) passe au
quotient en £, : Cx(K) —_—> CX(L) ; mais si K n'est pas connexe

il faut préciser les relévements utilisés sur chaque composante, Soient
Xi, Y, Y' et Z 1les revétements universels de nos divers espaces ,

et 3': (Y,yo) —_— (E,;b) et j' : (Y', yé) e (Z,;;) les injections

~s ~ AN X " o~
naturelles. On définit i : X —> Y par i(xo) =Y, et i(xi) =

extrémité du relevé du chemin Y; @& partir de ;6 ; de méme pour

~ A Ladie S g

ig : X—>Y . Les applications j,i et j'.i' cofncident sur X0
mais peut &tre pas sur les autres composantes ; il est clair que les
deux morphismes induits C:(Xi) —_— CX(Z) différent par w(Xi). On

obtient cependant une suite exacte

1y -1y Iutda
0 —> Cu(X) ————> G(¥) ® J(¥") ——— ¥(z) ——> 0
en prenant i; =(D(Xi) iy sur la composante Xi . Comme Y et Y' sont

des complexes de Poincaré de dimension n , de bord non vide

Hz(Y,Z) = H‘;(Y', Z) =0, et la suite précédente donne une suite exacte

\J

W W W W
0—>H (2,z) —>H ,(X,z) —> E,z)eH  (',z)

. W W P W
Or iy :H _,XZ)—>H ,(Y,z)et il : B.,&z)—>n8 q.,2)



II.

ont méme noyau engendré par 3[Y] ; donc H::(Z, Z)=727Z . Soit [Z]
un générateur de Hz(Z,Zl) ; on vérifie que, au signe prés, (2] donne

[Y] dans H (z,v', Zz) = H (Y,X,Z), et [¥'] dans H (2,Y,Z) = H (Y',X,Z)

I1 en résulte que le diagramme

0 —> Hom (C*(Y,X),Az) —> Hom, (p*(z), A,) —> Hom

Ay z Ay

nlY] n(z] nLy']

(c,(¥),8) —> 0

0. —>4, ®AY € (Y) —————> ¢ (2) > A, ®AY’ C(Y',X) —> 0

'

(od X et ; sont les reldvements de X dans Y et Y' respectivement)
est homotopiquement commutatif au signe prés. En prenant 1'homologie, on
voit que N[Z] est une équivalence d'homotopie (lemme des cing), puis
comme la torsion des deux bouts est nulle la torsion de Nfz] est

nulle aussi,

Ceci termine la construction d'une structure de complexe de
Poincaré sur 2 . La probléme inverse est de savoir si le complémentaire
d'un "sous-complexe de Poincaré de codimension zéro" est un complexe
de Poincaré ; cela nécessite des conditions sur les nl . La condition
suffisante du lemme suivant n'est Pas des plus raffinées, mais elle

suffit 3 nos besoins,

Lemme de découpage, Soient Y et Y' deux cC.W. complexes finis,

connexes, et soit X un sous-complexe de Y et Y' ; on pose YU Y' = 2
X

Si Z est un complexe de Poincaré de dimension n s S1 Y est un complexe

de Poincaré de bord X , si 1'image de [Z] dans Hz(Y,X,ZZ) est [Y],

et si 1'inclusion Y' —> Z induit un isomorphisme de nl(Y') sur




II.

m,(2), alors Y' est un complexe de Poincaré de dimension n , de bord
1 p

X et Z est équivalent au recollement de Y et Y' 1le long de X .

Démonstration : Comme jy : nl(Y') ———B'nl(Z) est un isomorphisme, X est

connexe. Posons Wy, = wz.j; . On calcule Hz(Y',X,ZI) gréce a la suite
exacte
0 = B (Y) —> H'(Z) —> H'(Z,Y) = H'(Y',X) > H . (Y)
n n n n n-1
i

et en remarquant que i* est nul car X est connexe, donc que

d ¢ Hz(Y,X) _— Hz (X) est un isomorphisme. De m@me on montre que

-1

d : Hz Y',X) —> Hﬁ_l(X) est un isomorphisme en montrant que

ig ¢ HZ—I(X) —_— Hz_l(Y') est nul, ce qui résulte du diagramme :

w ~ w w
_ﬁ S '
H (Z) H (Y,X) >H (")
~ \ O
~ .y
L
w
H _,(X)

Les différentes classes d'orientation s'envoyant bien 12 ol il faut, on
termine la démonstration en examinant le méme diagramme que dans 1'étude
du recollement, tout en remarquant que Az = AY' d'aprés 1'hypothése

sur les ﬂl



§ 2 : Recollement et découpages relatifs -

On considére un complexe simplicial € et deux sous-complexes
A et B tels que A UB =C ; on pose A NB =2, Soit dC un
sous-complexe de C , on pose dZ = Z (] dC » ANdC=A"'" et BNdc = B'
On suppose que (Z,dz), (A',dz) et (B',dZ) sont des complexes de
Poincaré de dimension n-1 (donc dA = A' U Z et dB = B' UZ sont
des complexes de Poincaré sans bord de dimension n-1). Alors les

résultats du § 1 se généralisent de la fagon suivante :

Théoréme de recollement : §i (A,dA), et (B,dB) sont des complexes

de Poincaré de dimension n » 11 existe une structure naturelle de
complexe de Poincaré sur (C,dC) telle que 1'image de [C] dans
H::(C,B Ude, z) = H::(A,dA,Z) soit [A], et que l'image de [C]

dans H'(C,A U dC, Z) = H (B,dB,Z) soit [B].

Théoréme de découpage : Si (A,dA) et (C,dC) sont des complexes de

Poincaré de dimension n , si l'image de [C] dans H::(A,dA, Z)
est [A], et si 1'inclusion de B dans C induit un isomorphisme de
nl(B) sur nl(C), alors (B,dB) est un complexe de Poincaré de
dimension n , et C est équivalent au recollement de A et B
le long de 1z .

Les démonstrations de ces théoremes sont analogues & celles
du § 1 ; on remarquera cependant qu'elles utilisent non pas la dualité
entre la cohomologie de (A,dA) et 1'homologie de A , mais la dualité

entre la cohomologie de (A,Z) et 1'homologie de (A,A') donnée par le

Théoréme de dualité partielle : Soit X un complexe de Poincaré de

dimension n , dont le bord est obtenu en recollant les complexes de

Poincaré Y1 et Y2 (de dimension n-1) le long de leur bord dy ; alors




. SN ~ o~
nLy] - C. (X,Yl) S C*(X,Yz)

~

(ot Y1 et Y2 désignent les reldvements de Y1 et Y2 dans le

~
reve@tement universel Y de Y) est une équivalence d'homotopie simple.

Démonstration du théoreme de dualité partielle : Soit Z le couple obtenu

en recollant X 2 Y, xI, par identification de Y, 2 le{o}. Posons

1
Y, UY; x{1} U d¥xI = dZ . Soit E une n-chatne de C'(X) dont 1'image
dans cﬁ(x,dx) est la classe fondamentale de X . Posons
A
E=E + ((d§)|Y1) ® [1] (ot [I] est la classe fondamentale de la

N
variété 1I) ; c'est une chalne de Cz(Z). d E=4dE + d((dg)lYl) ® [1] +
((d§)|Y1) ® {1} - ((dg)lYl) ® {0} . (ou {0} et {1} sont les deux

O-chatnes de I représentées par les points 0 et 1), donc

A ~
dg € Cz_l(dz). On a le diagramme commutatif (Z désignant le rev@tement

universel de Z , et ?1,X, etc ... les relévements de Yl’ X, etc...
dans Z)
n-g%, Vv
Cp ¥(Z,X)
~ ~ - 3,
——> ¢y (¥, x1, ¥, x{o}) > Cl ¥ (2) ———> Ca* ) ———> o
A A A
N gly,xt ne NE|x(= N g)

\ V \

~ ~ o~ A~ —_—
———> (¥, x0T} x(1} U d ¥ x1) —— ,(Z,d2) ——— ¢, X, d%) ————> 0

7~ A A
€y (2,42 U Y, xI)



oli n§|x est une équivalence simple (c'est la dualité de Poincaré de X)
et nE|Y1xI est une équivalence simple (c'est une forme de la dualité
produit de Y, et I) ; donc 1 g est une équivalence simple

(autrement dit (Z,dZ) est un complexe de Poincaré, ce qu'on savait

déja puisque (Z,dZ) » (X,dX) ; mais on a précisé sa classe fondamentale
A

E )

Dans le diagramme commutatif

ne No
" *(Z, Y xD) -

c II 1 .
0 ———> 02'*(;,371) _— C:-*(’ZV) _— crc"*(s?;xl) > 0
A ) A A
Ng|x(=ng) ! ne N gly;x1

\ v y
~ N e s ~ e
0 —>CXY) — s ¢, (Z,d2) — Cy (¥, XT, d(Y;x1)) —> 0

b di e ¥
Ce(Z,X U d 2)

N §|Y1xI est une équivalence simple (c'est 1'une des formes de 1la dualité
A

produit de Y, par I), et NE est une équivalence simple (on vient

de le démontrer) ; donc N € est aussi une équivalence simple, ce

qui démontre le théordme,

§ 3 : Le fibré de Spivak :

1. On renvoie a M. Spivak "Spaces satisfying Poincaré duality" Topology 6
(1967) pour les propriétés des fibrés homologiques. Rappelons que

f:X—>Y a'"le type d'homotopie d'une fibration sphérique" s'il y a




un diagramme commutatif & homotopie prés :

X —>vY oi a est une équivalence d'homotopie et P

une fibration de Hurewicz & fibre sphérique

Si Eo'i;-€> X est un fibré homotopique en k-1 sphéres, on peut
o
le plonger dans un fibré homotopique en k-boules

c(p,)) —™>X ob C(po) est le mapping-cylindre de p_

On note M(po) le cBne de P, - C'est 1l'espace de Thom du fibré,

Son homologie est celle de (C(po), Eo).

2. Le théoréme de Spivak permet d'exhiber des fibrés homotopiques

en sphéres :

Théoréme : Soit (X,dX) un p-complexe de Poincaré, X' U X" un

découpage de dX . On se donne une équivalence d'homotopie

(xX,X") -———Ji———€> (Y,dY) ot Y est un n-complexe.

~

8i p-n=23 et si X, X" sont connexes, avec nl(X") ~ nl(X),

X" ©X a le type d'homotopie d'une filtration en p-n-1 sphéres,

La démonstration se fait en trois temps :

ler temps : Lemme homologique : Soit ((D,S8) —>)(F,dF) — X une

paire de fibrés de Serre avec :
1) ﬂi(D) = 0 pour tout i .
2) S est l-connexe.
3) X est l-connexe.
4) 1l existe k23 et g ¢ Hk(F,dF) tels que pour tout
i+k

. i
i:Ug: H(F) —>H " (F,dF) soit un isomorphisme.

Alors S est une k-l-sphere de cohomologie.



I1 suffit de montrer que Hj(D,S) =0 8i 2<j#k et Hk(D,S)-—N— Z .

Comme X est simplement connexe, la suite spectrale du fibré commence

par Ep’Y = wP(x,8%0,8)). on a ml(p,s) = £,

a) Soit 2 < j <k ., Supposons que Hi(D,S) =0 sii<j
Alors EP’Y =0 8i p<o0 ou q<j

L'examen des différentielles de Ez’q montre alors que :
0, . &0, _ 0,j
E2 E3 = ... = E°°

Mais EP’9P=0 si p #0 . Donc Eg’j = wl(r,am.
Donc HI(D,Ss) = 0 si j<k et Z si j=xk . (Hk(F,dF) zHO(F)).

b) Soit j >k tel que H'(D,S) =0 pour k <i < j

On montre comme ci-dessus que :

] - EO’J .

E_]—k+1,k

E j-k+1

0,5 o500 0.1 . 0]
2 Eilitl » B jlegn = Ker[ES2G >

Ep,O - % a Ez-k+1, k-1

Pour tout p , = 0 on a donc un morphisme
. p-k,k P oo s . . . Vs
B : E, —> H"(F,dF) et B est injectif. On voit aussi qu'il y a

un morphisme surjectif :

a Eg’k —_— Ei’k pour chaque entier q .

D'ott un diagramme :




_ - - ¥ -
BTN o wPRx,ED,80) & BPTR) ——5— w7
o ~
Vg
Y B
0 —— Eﬂ'k’k > HP(F,dF)
0

I1 résulte des propriétés multiplicatives de la suite spectrale que ce

diagramme est commutatif. Donc B et @ sont des isomorphismes. Pour

p =13, la surjectivité de B entraftne que

Donc Eo’J = 0.
(-]

Pour p = j+l, l'injectivité de @ entraine que

0, k41, k
j41-k T2 B
0,5 _ 0,1 _ 0,1 _ 0,_

By " T Eilit T Byl BT =0

donc que la fléche E

2&me temps : Prenons une résolution fibrée de f :

(E,dE) % (X,X")

£ a fibre (D,S).

Y

Comme p est une équivalence d'homotopie, ni(D) = 0 pour tout i ,

o
Comme 'rrl(X") — 'rTl(X) , ona :

EJ

gd=%4% 2 si g > k.
-]

+1-k,k _ _j+l-k,k
j+l-k  ~ Ejpak

est nulle. D'ol

X,x") —> vy .

. 10
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1T2(X,X") = nz(x,x") = HZ(X,X";A) ol A=2Z (nl(x))

= HP-Z(X,X';A) (dualité "partielle")

p-z . - =
H “(u,dy;A) Hn_p+2(Y,A) 0.

Donc (E,dE) est 2-connexe. Les suites d'homotopie des fibrés

§ —>dE ——=>7Y et D —>E —=> 1Y, avec le lemme des 5, montrent que

S est l-connexe. Comme Y,E, dE et X" ont méme ni s on a :

~ Au A

a
(E,dE) «——now— ¢ s X™M)
f

~
p
'd

On va lui appliquer le lemme homologique. Les conditions 1) 2 3) sont

L d
et p est encore une fibration de

fibre (D,S).

vérifiées. Posons k = p-n. §i [X] et [¥] sont les classes fondamentales

de X et Y s On a :

(] R I~ -
oY) ————> H (Y,dY;A) <—n B (X,X';4) «<—— wP™™(x x";a)
~Y] i | ~{x]

Soit g € B’ (X,X";A) tel que : f.(g N [X]) =1 n [y]

Pour chaque i 1e diagramme :

. o .y
H'(X,A) t— & > 1P (x, x5 4)
[~ [X]
& | £
H (Y,A) ——» B (Y,d7;4) «—C H _, (X,X';4)
~[¥] £y

est commutatif. Donc g est un isomorphisme et 4) est vérifié,
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3&me temps. Par suite, S est l-connexe et a la cohomologie de lasphére

Sk_l. Comme C¥*(S) est sans torsion (dual d'un groupe libre), le théorime

des coefficients universel s'applique est :

H'(S;6) =0 si 1 = im]
=Gsi 1i=kLk-1.
i
Comme H™(S;H,(8)) % Hom(H,(s); H,(5)) ® Ext(H, ,(8) ; H,(S)), on a,
pour i # k-1 : Hom(Hi(S), Hi(S)) = 0 et donc Hi(s) = 0 . Et,
pout tout groupe abélien G :
Ext(H _,(8) ; 6) =0 .

Donc Hk—l(S) est projectif donc libre et comme

Hom(Hk_l(S) ;) Z) =Z ona H'k-l(S) =2 , Il résulte alors du
théoréme de Whitehead que S a le type d'homotopie (faible) de
gk-1 (81 qa: Sk-l-———€> S représente le générateur de

nk_l(s)czﬂk_l(s), 0 est une équivalence d'homologie).

3. Le théoréme de Spivak admet une réciproque (on pourrait présenter

les choses dans l'autre sens)

Soit ((D,8) ——>) (Y,dY) —=> X un fibré homotopique en k-Boules au-dessus
d'un n-complexe de Poincaré, noté E . Soit I le systéme local

d'entiers Hk(D,S) sur X et U € Hk(Y,dY;p*T) une classe d'orientation

de E ., On a un isomorphisme :

Uun: H o (Y,dY;p*G) -——>'Hn(X;G ® I') pour tout systéme local G .

Soit G un systéme local tel que G® ' soit le systime défini par

la classe de Stiefel-Whitney Wx et WY la classe de S.W. définie

sur Y par p*G . On appelle classe fondamentale de E 1'élément




I1.

W W
[l eH ¥ (Y,dY) tel que : unf [(E]l=[x] en X(x). Il est clair
n+k n

que (Y,dY) muni de Wy et de [E] vérifie toutes les propriétés
homologiques de dualité d'un complexe de Poincaré. Y est dit orientable

si WY est la classe de §S.W. triviale.

Un fibré de Spivak sur un n-complexe X est un fibré homotopique

en k-1 sphdres, £ , dont 1l'espace total est orientable et dont la

classe fondamentale est dans 1'image de 1'homomorphisme de Hurenicz :

ho:om L (M(E) — H . (M(E))

Existance. X a le type d'homotopie simple d'un complexe simplicial de
dimension surp. (n,3). Donc il se plonge dans R ™K pour k grand,
Soit (Y,dY) un voisinage régulier du plongement, c'est une variété
semi-linéaire, donc un n+k-complexe de Poincaré, orientable car de
codim. O dans R%TX . ﬂi(dY) —> m (¥) est un isomorphisme pour k

assez grand par position générale. Donc dy Y a le type d'homotopie

d'une fibration sphérique., Enfin, si € désigne cette fibration,
n+k
M(E) ~ Y/dY w ]R/o — sry,
]Rn+k Y Sn+k Y

et il est facile de voir que h(qa) = + [E] ot o est 1a classe de

gtk —> M(E) (surjection canonique).

Unicité. Soient (Y',dY') et (Y", dY") deux fibrés de Spivak de
méme dimension, @' et " deux "reldvements" de [E'] et ("] aux

m correspondants.

n+k

Il existe alors une &quivalence d'homotopie f rendant le

diagramme suivant commutatif 3 homotopie pras

13




X
,f:///’/;y P
£
(¥',dy") —> (Y",dy")
Yl /le Yll /dY"
a'l a"
n+k

)

Des démonstrations basées sur la dualité de Whitehead se trouvent dans

Spivak ou Wall (On Poincaré complex Ann of Math 86),

Une démonstration naturelle par chirurgie sera (peut-&tre) donnée
plus loin, De toutes fagons, l'unicité n'est utilisée que rarement
dans la suite,

On renvoie enfin a "la littérature" pour tout ce qui concerne la
stabilisation du fibré de Spivak. Enfin ajoutons qu'un formalisme

analogue peut-&tre développé pour les variétés 2 bord.
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III.1

CHAPITRE III. : QUELQUES THEOREMES DE PLONGEMENT.

§ 0. Notations.

Dans ce qui suit on considérera des variétés a coins différentiables

ou semi-linéaires. on écrira (V,Vl,..., Vk) Vl""’ Vk seront des
strates de dimension maximum de dv. on écrira

£ (v, Vis v vk)—_a(w, Wi, ... wk)
f sera une application de V dans W , qui envoie V-U Vi dans W-{ Wi,

Vi dans Wi pour tout i , et, pout tout (11,...,1p) s Vilﬂ ..N Vip

dans Wi n...n Wi - Quand on dira que f est une immersion (resp. un
1 P

plongement), on sous-entendra que, pour tout i, fIVi est une immersion
(resp. un plongement) de Vi dans Wi » et que, quel que soit (il,...,ip),

flV. n...n Vi est une immersion (resp. un plongement) de v, n...n Vi
P 1 P
dans W, N...N W,
i i
1 P
Dans les demonstrations on fera jouer un rdle important & la notion
d'immersion simple. Une immersion f : V—W sera dite simple si on peut
partager V en deux sous-variétés VO et V1 (V est donc obtenue en
recollant V. et V1 le long d'une partie de leur bord), telles que

0

f V0 et f V1 soient injectives et transverses. Il revient au méme de
dire que f est transverse 2 elle-méme, qu'elle n'a que des points doubles,

et que l'on peut séparer un voisinage de chaque variété connexe de points

doubles en deux nappes.

Quand on écrira m, (X, X') =0 pour i <k , cela signifiera :
i




1

2)
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Si k = 0 , que toute composante connexe de X

rencontre X' ,

Si k =21, que chaque composante connexe de X

rencontre X' , et que pour toute composante connexe

'y = P <
X de X , m (Xa, Xa n x" 0 pour i < k.

a

uand on écrira qu'une application ¢ : (X, X')—>(Y, Y') induit un
q P ®

isomorphisme sur les T, pour i < k , et une application surjective de

]
e (X, X') sur us

1)

2)

3)

(Y, Y') , cela signifiera

Si k = 0, que l'ensemble des composantes connexes de
X qui ne rencontrent pas X' est appliqué surjective-
ment sur l'ensemble des composantes connexés de Y qui

ne rencontrent pas Y'.

Si k=1, que l'ensemble des composantes connexes de

X qui ne rencontrent pas X' est envoyé bijectivement
sur l'ensemble des composantes connexes de Y qui ne
rencontrent pas Y' , et que pour toute composante con-
nexe Xa de X , l'application induite

™ (Xa, Xa N X'l__,rﬁ (Ya, YB NY') est surjective (ol
Ya est la composante connexe de Y qui contient f(Xa)).
Si k >1 , que l'ensemble des composantes connexes de

X qui ne rencontrent pas X' est envoyé bijectivement
sur l'ensemble des composantes connexes de Y qui ne ren-

contrent pas Y' , que pour toute composante connexe

YB de Y, ™ (Xa,Xaﬂ X')—_)T&(YB’YBD Y') est bijective,
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et que pour toute composante connexe Xa de X, et
toute composante connexe X; de Xa N X' (dont les
images sont contenues dans les composantes YB et Y'

! ! ] ¢ o .
de Y et Y') uA (Xa, XYL_9TE(YB, YG) est bijective

pour 2 £ i < k-1 , et est surjective pour i = k ,

§ 1, Les énoncés des théoreémes 1, 2 et 3,

Théoreéme 1. Soient V une variété de dimension n , et (V', V" ) un

partage de dV en deux sous-variétés de dimension n-1l . Soient W une
variété de dimension p , et (W', W') une partition de dW en deux

sous-variétés de dimension p-1 . Soit
£ WV, V', V)—> W, W', W)

une immersion dont la restriction & V" est un plongement de V" dans

W' . On suppose
1) p-n =3
2) m, (v, V') =0 pour j S 2n-p

3) s (v, V')__%>TB (W,W') est isomorphisme pour j < 2n-p

et est surjectif pour j = 2n-p + 1

Alors f est réguliérement homotope 2 un plongement parmi les immer-

sions de (v, V', V") dans (W, W', W") qui cofncident avec f sur V"
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Théordme 2. Soient V une variété de dimention n , (V', V") un partage

de dV en deux sous~variétés de dimension n-1 , et M un fibré en boules

de dimension k sur V (sous~jacent a un fibré vectoriel ou & un micro-

fibré sur V) ; on notera M' et M" les restrictions de M & V' et V",
d !d nd : 5 2 :

on notera M , M' , M les fibrés en sphéres correspondants. Soit N une

variété de dimension p + k dont le bord est partagé en trois sous-variétés

N', N" et Nd ; on pose N' N Nd = N'd et N" N Nd = N"d . Soit

£ M, 0, s, v, NN

une immersion dont la restriction 2 M" est un plongement de M" dans N".

On suppose
1) p-n2 3 et k=23
2) u (v, V') = 0 pour i < 2n -p

3) u (v, V')___>ni (N, N') est un isomorphisme pour

i € 2n - p et est surjectif pour i = 2n - p + 1.

d d d
PSRN R WG A O N AR B AT 89
et T M, Md)__9r& (N, Nd) sont des isomorphismes pour

tout 1i.

Alors f est réguliérement homotope a un plongement parmi les immer-

d
sions de M, Md, M', M") dans (N, N, N', N") qui cofncident avec f

sur M"
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Théordme 3, Soient V et W deux variétés de dimensions respectives

n et p . Solent dVe V' {y V' et dW= W' U W' des partages de leurs
bords en sous-variétés de dimensions respectives n -1 et p ~1 , Soient
M et N des fibrés en boules (sous-jacents 2a des fibrés vectoriels ou a
des microfibrés) de dimension k sur V et W ; on pose M' = MIV' 3

M" = M[V" , N' = N[W' et N" =N|W" . onnote M, N%, M'9, etc... les
fibrés en sphéres correspondants. On se donne des trivialisations des fibrés
M' et N' (c'est<a-dire des isomorphismes M' »~ V' x Dk et N'gW'x Dk).

Soit
d ] " d ] ”
£: (M, M, M', M")—(N, N, X', N")

une immersion dont la restriction & M" est un plongement de M" dans N".

On suppose
1) p-n 23 et k=23
2) uA (V, V') =0 pour i €2n -p

3) m (v, V'leepm (W, W') est un isomorphisme pour

1 £2n - p et est surjectif pour L ® 2n -p + 1,

4) £[M' : M'—3N' respecte les projections de M' et N'
sur Dk ‘données par les trivialisations de M' et N
(I1 en résulte que f est homotope & une application fi-

brée de ( M, M'd) dans ( N N'd) ;
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Alors f est réguliérement homotope 2 un plongement ( qﬁi vérifie
la condition 4), parmi les immersions de (M, Md, M', M") dans (N, Nd,

N', N") qui cofncidént avec £ sur M" et vérifient la condition 4,

La démonstration du théordme 1 se fait par récurrence sur 2n - p ;
elle est au §3 . Cette démonstration pourra paraftre inutilement compliquée ;
cette complexité est due au fait qu'en mBme temps que la démonstration du
théorgme 1 j'ai voulu obtenir celle du lemme de réduction des immersions
et du lemme homotopique, qui sont utilisés dans la démonstration des théo-
rémes 2 et 3 . Les démonstrations des théorzmes 2 et 3 sont presque
identiques ; la méthode est essentiellement la m@me que pour le théoré;e 1
elles se trouvent respectivement aux § 5 et 6. Chaque fois qu'une démonstra-
tion de ces paragraphes est trés proche d'une démonstration que l'on a déja

faite, elle est simplement esquissée, Le lecteur éventuel aura donc intérét

2 se reporter aux références qui sont données.

§ 2, Construction d'un moddle de déformation.

Soient € et r deux réels strictement positifs, Dans ce qui suit
@ désigne une application C® strictement croissante (2 dérivée stricte-
ment positive) de [-1, +1] dans [-1, 0] telle que @(x) = x pour
x < -¢ et que @(x) € x pour tout x ; 7 désigne une fonction C* de R
dans [0, 1] qui vaut 1 en O et O hors de Jer, +r[ , dont la déri-

vée est strictement positive sur J]-r, O[ et strictement négative sur

Jo, [ .
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On considére l'espace E = R" x ]R2 x RX x RY x g ¢ (un point de

cet espace sera noté (a, x, y, B, v, 8) a € R, B € RX, ye RY, 5 ¢ RY)

]Ru-‘-2 sera identifié a R X IR2 5 ]R_:+2 est l'ensemble des points ot
X 20 et y=20; Su+1 est la sphére unité. On pose N = S_:_1+1 x RX xmrY
et P = ]R:+1 x RX x RY (on ]Rf'l est défini par x 20 et y =0 ),

On définit § : N x 1->E par
(€D ¥ (@ x, 5, B v, 0) = (a, x, Q-enC|BIPnCllyy+enC |8l n(y) oG8, v,0).

Il est clair que WO = IdN » que, Vt, §_ est un plongement c® de N dans

t

E , et que wt (a, x, y, B v 0) = (a, %, y, B> ¥s 0) si y<-¢ ou

”5” 2r ou |y|| 2 r. Posons N, = \[;t(N) et étudions X, =N_ N P . Pour

t=0,ona X = S_: X RX (ol S_I: désigne 1'ensemble des points de

4]
]Ru+2 tels que y

0, x20 et ”a,x” =1), X; est l'ensemble des
points de N1 dont la troisi2me et la cinquidme coordonnée sont nulles H
nous allons donc étudier dans l'espace R x RX des (y;B) 1l'ensemble des
points ot (1-n(||g|))y+n(||B]De(y) = 0 ; voir 1a figure page III.37 o
p= ffl(l/(l—w(l)). On en déduit que X = X0 moins l'ensemble des points
(@, x, 0, B, 0, 0) o ||g|| < p . Autrement dit X, est obtenu 2 partir de
X, en enlevant un voisinage tubulaire de S: x {0} .

Etant donné que q;t (a, x, y, B, v, 0) = (a, x, vy, B> y> 0) pour
y < -¢ , dans toute la figure décrite ci-dessus, on peut oublier les points

o y < -2¢ . On pourra de meme oublier les points ol ”BH 2 2r ou bien

llvll 2 2r. Ce qui définit la partie "utile" de cette figure.
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§ 3. La démonstration du théoreme 1,

En méme temps que le théoréme 1 je démontrerai les cinq lemmes qui

suivent

Lemme de disjonction : Soient (T, T', T")t une sous~variété de (W, W', W")w

et g : (v, V',V")z_eiw, W', W)Y un plongement. On suppose

a) w-t =3 et w-v =3

b) gv™ n 1 = ¢

c) u (T, T') = O pour i < t+v-w

d) m (V, V') = 0 pour i < 2t+v-2wt3

e) m (v, V')..)T& (W,W') est un isomorphisme pour

i < t+v-w et est surjectif pour i = ttv-wtl.
Alors on peut trouver une isotopie, parmi les plongements de
(v, v', v") dans (W, W', W") qui cofncident avec g sur V" , qui

joint g & un plongement dont l'image ne rencontre pas T,

Lemme homotopique. Soit (I, I', I")' une sous-variété de g, J', amd .

On suppose :
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1) j-1 > 3

2) m (I, I')-—%>”k (J, J') est bijectif pour k <« A

et est surjectif pour k = M1, (14 ¢,

Alors Uy J-1, J'-I')__>Tk (J, J') est un isomorphisme pour

k £ X+ j-i-1 » et est surjectif pour k = A 4 j-i,

Lemme de plongement. Soit (z, z', zm* une sous-variété de (c, ¢', cm°© s

u u-l)

et soit |y un Plongement de (s > S dans (Z, 2') . on suppose :

e~z > 3

g) m (z, Z')___>ni (C,C') est un isomorphisme pour

1 < utl4z-c et est surjectif pour i = ut2+z-~c,
Y) m (€, ¢') =0 Pour i < 2y-cy2
6) u représente o dans m, (€, c)

€) m (Z-y (S:) s Z'-p (Su-l) ) —>m (2, 2') est un iso-

morphisme pour i < ut2+z-~c,

Alors | se prolonge en un Plongement H de (D:+1 s Du) dans

€, ¢') tel que
utl u -
a) H (D+ - S+) nNz=g

b) (si u < z) H(D:+1) est normal 3 Zz 1, long de p(S:).
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lota : On peut choisir a priori la restriction de H a un voisinage de

1 s s ‘s
5: dans D:+ (2 condition qu'elle vérifie les conditions a et b).
Lemme de réduction élémentaire : Soient (C, C', C")c une sous-variété de

(A, A', AM? et h un plongement de (8, B', B")b dans (A, A', A"). On
suppose que h est transverse a C et on pose (Z, Z', zM?% =(¢c n h(B) ,

u-l)

¢' n h(@") ,c"Nn h@"). Soit un plongement de (D", S dans
)

(z,2') . On suppose :
1) a-b =23 et a-c 2 3

2) ﬂk(Z,Z')——éﬂk(C,C') est un isomorphisme pour

k < utbtl-a et est surjectif pour k = utb+2 -a (g u-1).

3) ﬂk(Z,Z')__>nk(B,B') est un isomorphisme pour k S u-2

et est surjectif pour k = u-l.

4) T (B,B')__9nk(A,A') est un isomorphisme pour
k < utb+2-a (< u-1) et est surjectif pour k=u+b+3-a (< u).
ou : Hyp . &' : m (A-(c U h(B)), A'-(C' U h(B")) —> “i(A’A')

est un isomorphisme pour 1 < utl.

5) ﬂk(C,C') —> T (A, A') est un isomorphisme pour k <u

et est surjectif pour k = utl,

6) u définit 1'éiément O de ﬂh(B, B')
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7) M (Z,2') =0 pour k s sup (2u-c+2, 2u~b+2)

(2 u-l)

8) M 20, 2'us" ™) —s 5 @7z est un

isomorphisme pour k < sup (ut+2+b-a, ut2+c-a) (< u-1),

Alors on peut trouver une isotopie, parmi les plongements de
(B, B', B") dans (A, A", AM) qui cofncident avec h sur B" s qui
joint h 3 un plongement h' transverse 3 ¢ tel que
(h'(B) Nc, h'®B') nc', n' (") n C") soit isomorphe a

(z-v,d(z - V) -Z", 2"), ot VU est un voisinage tubulaire de p(Du) dans Z.

Nota : En fait on construit une isotopie ht parmi les plongements de
(B, B', B") dans (A, A", A™) qui cofncident avec h sur B", telle que
ho =h , que hI !B XI —> A XI soit transverse a3 C x I , & que
(hI(BxI) Ncxe, h (B'x1) nc'x, h, (B"X1) N c"xt, h (B) nc x {o} ,

hy(B) Nc x {1}) soit isomorphe 2 (ZxI, Z'xI U U x {1} , z x {o},

zZ x {1} - vx{1}).

Lemme de réduction des immersions. Soit f une immersion simple de

(v, v', V")r+h dans (W, W', w")s+h ; on notera (X, X', X") sa self

-1
5,80 — (X, X') un plongement. On suppose :

intersection. Soit M (D
A) s-r =2 3

B) ﬂj (V, V') = 0 pour j <nh

c) , v, V') — s (W,W') est un isomorphisme pour

J S u et est surjectif pour j = u+l
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D) 2u £ 2htr-2

E) o X, x') — 4 (W, W') est un isomorphisme pour

j S u-2 et est surjectif pour j = u-1

F) U (X, X') =0 pour i S 2u-(r+h)+2 (ce qui est une

conséquence des hypotheses B, D et E si u £ r+h-4)

G) p représente 1'élement O de T (v, v")

H) nj (X-p(Du), X'—p(Su_l)) —> m (X,X') est un isomor-

phisme pour j < ut2tr-s. é

Alors il existe une homotopie réguliére parmi les immersions de (V,V',Vv")
dans (W, W', W") qui cofncident avec f sur V"' , qui joint f a ume
immersion simple T dont la self intersection est isomorphe au complémen-

taire d'un voisinage tubulaire U de p(Du) dans (X, X', X").

I N . W W,

Nota : En fait on construit une homotopie réguliére ft parmi les immer-
sions de (V, V', V") dans (W, W', W') qui cotncident avec f sur V" |
telle que fo =f ,que f:VXI—>WxI soit une immersion simple,
et que, si on note (XI, Xi, X{) la self intersection de fI et

(Xl, Xi, X{) celle de f1 R (XI, Xi, X;, X, Xl) soit isomorphe 2

(X xI, X' xI UVux{l}, x" xI, X x {0}, x x {1} - v x {1D.

La démonstration du théorédme 1 se fait en méme temps que celle de
ces 5 lemmes. C'est une récurrence sur les 6 énoncés. On note "assertion y"

l'assertion suivante :
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1) le lemme de disjonction est vrai pour t+v-w <y

2) le lemme homotopique est vrai pour A <y

3) le lemme de plongement est vrai pour u < vy

4) le lemme de réduction élémentaire est vrai pour u s vy

5) le lemme de réduction des immersions est vrai pour u < vy

6) le théor2me 1 est vrai pour 2n-p £ vy .

L'assertion vy est triviale (ou vide) pour y <O . On démontre que si

1l'assertion Y est vraie pour vy <N , elle est vraie pour y =N , Ce

pas de la récurrence se fait en six étapes

Premiére étape : On montre que si le lemme de réduction élémentaire est

vrai pour u <N, le lemme de disjonction est vrai pour t+v-w <N .

Deuxiéme étape : On montre que si le lemme de disjonction est vrai pour

t+v-w <N , le lemme homotopique est vrai pour A <N .

Troisiéme étape : On montre que si le théoreme 1 est vrai pour 2n-p <N ,

si le lemme homotopique est vrai pour A <N , et si le lemme de disjonction
est vrai pour t+v-w <N, alors le lemme de plongement est vrai pour

u <N,

Quatriéme étape : On montre que si le théoreme 1 est vrai pour 2n-p <N,

si le lemme homotopique est vrai pour A <N , et si le lemme de plonge-

ment est vrai pour u < N , alors le lemme de réduction élémentaire est

vrai pour u < N .
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Cinquiéme étape : On montre que si le lemme de plongement et le lemme de

réduction élémentaire sont vrais pour u <N , si le lemme homotopique est
vrai pour A <N , et si le lemme de disjonction est vrai pour t+v-w <N,

alors le lemme de réduction des immersions est vrai pour u < N,

Sixidme étape : On nomtre que si le théoréme 1 est vrai pour 2n-p <N et

si le lemme de réduction des immersions est vrai pour u < N , alors le

théoréme 1 est vrai pour 2n-p = N.

Premidre étape : Montrons que si le lemme de réduction élémentaire est vrai

pour u <N , le lemme de disjonction est vrai pour t+v-w <N,

On suppose que g est transverse 3 T et on pose (Z, Z') =
V) NT, g (W) NT') ; Z est une variété de dimension t+v-w de bord
Z'. On prend une présentation par anses ordonnée de (Z, Z') et on va en-
lever ces anses les unes aprés les autres. Il suffit de montrer que si Z
est une réunion d'anses de dimension au plus dim Z~u = t+v~-w-u, on peut

u

enlever un voisinage tubulaire d'un plongement 4 de (-, Su—l)

dans
(Z, 2'). Comme u <dim Z <N on va appliquer le lemme de réduction
élémentaire avec A=W , B =T et C=V ; il faut vérifier les 8 hypo-

theéses

Hyp 1 : C'est 1l'hypothese a.

Hyp 2 : Pour i < utt+2-w , d'une part U (v, v') =0

4 cause de 1'hypothése d ( car 2t+v-2w3 = (t+v-w) +

+ t +3-w = ut+t+3-w) , d'autre part uA (z,2') =0 (car
Z est la réunion de Z' et de cellules de dimensions au

moins u , donc U (Z, 2') =0 pour i <u),.
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Hyp 3 : Pour i < u-l , d'une part on vient de démon-
trer que ni(Z,Z') =0 , d'autre part ni(T,T') =0

d'apreés 1'hypotheése ¢ (car t+v-w > u-1).

Hyp 4 : Pour i < utt+3-w, "i(T’Tl) = 0 & cause de
1'hypotheése c¢ (car utt+3~-w < t+v-w) et ni(W,W') =0
a cause des hypothéses d et e (car utt+3-w < ttv-w

et utt+3-w < 2t+v~2wt3),
Hyp 5 : C'est 1'hypotheése e (car u < t+v-w).

Hyp 6 : C'est trivial puisque, d'aprés 1'hypothése c,

nu(T,T') =0,

Hyp 7 : En montrant 1'hypothése 2, on a vu que

ni(Z,Z') est nul pour i < u .

Hyp 8 : Puisque ﬂi(Z,Z') =0pour i < u , il

suffit de montrer que ni(Z-u(Du), Z'-u(Su—l) ) est

u~l

nul pour i < u ; or (Z—p(Du), Z'-u(s™ 7)) ) est iso-

-w~url
morphe 2 (Y,dY-St+v wewr , ou Y est une variété de
dimension t+v-w qui est une réunion d'anses de dimen-
sion au plus t+v-w-u ; donc ni(Y,dY) =0 pour i< u,

t+v-w-u~

et ni(Y,dY-S 1)‘*——5 ni(Y,dY) est isomorphisme

pour i <u .,

Ce qui termine la démonstration de la premiére étape.
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Deuxieme étape : Montrons que si le théoreéme de disjonction est vrai pour

ttv-w <N , le lemme homotopique est vrai pour ) < N ,

k k-1 k-1
+’S+ »D

d ' .. k-1 . .
ans (J,J',J-I) (k £ Mj-i) est homotope, modulo D s & une application

On doit montrer que toute application ¢ de (D )

dont 1'image est dans J-I . En multipliant J par RP (p grand) on
peut supposer que ¢ est un plongement ; on applique alors le lemme de
disjonction avec v+t-w = (i+p)+k ~-(j+p) = i+k-j < A <N . Il faut vé-
rifier les hypothéses du lemme de disjonction ; elles sont toutes trivia-
lement vérifi€es si p est grand, sauf 1'hypothése a ((j+p)-(i+p) = 3

provient de j-i 2 3) et l'hypothése e (qui provient de 1'hypothese 2).

Troisiéme étape : Montrons que si le théoréme 1 est vrai pour 2n-p <N,

si le lemme homotopique est vrai pour )\ < N , et si le lemme de disjonc-

tion est vrai pour t+v-w <N , alors le lemme de plongement est vrai pour

us<s N.

On démontrera d'abord deux lemmes

Lemme a . p : (S: s Su-l) —> (C,C') se prolonge en un plongement de
(D:+1,Du) dans (C,C') (qui ne vérifie peut 8tre pas les conditions a
et b).

Lemme a-bis. Si u = z (donc u(Si) est une composante connexe de Z),

et si on pose Y = Z-u(Si), (L se prolonge en un plongement de (D:+1,Du)

dans (C-Y,C'~Y').
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Démonstration du lemme a : 1'hypothése § assure que | est homotope a

un plongement 1 de (Si,Su_l) dans (C,C') , qui se prolonge en un

plongement de (D:+1,Du) dans (C,C'). On Peut supposer que 1'homotopie

-1
h : (sl:,su ) x (1,0,1) — (c,c') (I,0,1) entre | et 7] est une
immersion ; on va la transformer en un plongement en appliquant le théoreme

1 (avec 2n-p = 2(utl)-(c+l) = 2y-ctl < N) et pour cela on verifie ses

hypotheéses :

Hyp 1 @ (ct+1)~(utl) = coy » 3 (d'aprés 1'hypothese ).
u u-1 .
Hyp 2 : n'i(S+ xI,S XI) =0 pour i < u-1 (et
u-1 > 2u-c+l),
u u-1 ) . . .
Hyp 3 : n'i(S+ x1I,S XI) —> ni(C,C ) est bijectif
pour i < 2u-ct+l et est surjectif pour i = 2y-ct2 , car
tous deux sont nuls 3 cause de ce que 1'on vient de voir

(hyp 2) et de 1'hypothese Y .

Ceci termine la démonstration du lemme a,

Démonstration du lemme a-bis : un (Y , v") > e (C, C') est un
isomorphisme pour k < utz+l-c et est surjectif pour k = utz+2-c

(c'est 1'hypothese B), donc on peut appliquer le lemme homotopique avec
A= utztl-c < N s J=c et i=4 » €€ qui montre que

nk(C-Y,C'-Y') > (c,c') est bijectif pour k < (utz+l-c)+c-z-1 = u,
et est surjectif pour k = u+l . I1 en résulte que |, représente 0 dans
nﬁ(C-Y,C'-Y') (d'aprés 1'hypothase 6), et aussi que nk(C-Y,C'-Y') =0
pour i < 2u-c+2 (d'apras 1'hypothese Y). Le reste de la démonstration

est alors analogue 2 1la démonstration du lemme a,
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Il est clair que dans le cas ot u =2z , le lemme a-bis termine
la démonstration de cette troisiéme étape. Dans le cas ol u < z , on
peut, par des considérations de champ normal, se ramener au cas ou la

condition b est vérifiée ; il reste donc & démontrer le

Lemme b. Si c¢-u =2 4 , on peut isotoper le plongement Ho construit au

lemme a, parmi les plongements qui cofncident avec HO au voisinage de

u u+l

_ u
S, , enun plongement tel que H(D+ yn z = “(S+).

Démonstration du lemme b: Soit U un voisinage tubulaire ouvert de

H(S:) dans C , et soit dU son bord relatif ; on va appliquer le

lemme de disjonction (avec t =ut+l, v =2 et w = ¢, donc

t+v-w = utz-c+l < N) a W=¢C-U, W' =C' N W,W" dw-w' , v=z-(zZNWv),

vt =2'NV, V' =dv-v' , T = D:+1 - H;l(h), T'

T NDY et T"= dT-T'.

I1 reste donc a vérifier les 5 hypothéses du lemme de disjonction :

Hyp a : c-z =2 3 (d'aprés 1'hypothése a) et c-(utl) = 3

(d'apr2s 1'hypothese du lemme b).

Hyp b : Elle est vérifiée si VU est assez petit puisque
Ho verifie la condition b.

Hyp ¢ : Si VU est bien choisi, (T,T') est isomorphe a

u+l

(DJr

,Du) , donc ni(T,T') = 0 pour tout i,
Hyp d : Elle est vérifiée si 1, (Z- s, z'- (Su-l))= 0
: 1 heTHSL M
1
pour i < 2 (dim D:+ ) +dim Z - 2 (dim C) + 3 = 2utz-2c+5 ,
ce qui est une conséquence des hypothéses B , y et ¢
puisque 2ut+z-2c+5 < 2u-c+2 et 2utz-2c+ 5 < utltz-c (car

c-u =2 4),

=L
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Hyp e : On doit démontrer que
nk(Z-u(S:),Z'-u(Su_l))-———> ﬂk(C—p(Si),C'-u(Su-l))

est un isomorphisme pour k < dim Dr+1 + dim Z -

dim C = utltz-c , et est surjectif pour k = ut2+z-c;
compte tenu des hypothases B et €, il suffit de montrer
que nk(C-“(S:),C'-p(Su-l)) —_— e (C,c') est un iso-
morphisme pour k < u 5 pour démontrer cela, on remar-

que que nk(S:,Su-l) —_— ﬂk(C,C') est un isomorphisme
pPour k < 2u-c+2 ( a cause de 1'hypothése y) , et on

on applique le lemme homotopique avec )\=2u-c+1 (< N),

j=c eti=y,

Ceci termine 1la démonstration du lemme b et de la troisiame étape,
Par des considérations de champ normal on peut choisir arbitrairement H

. u
Sur un voisinage de S+ .

Quatriéme étape : Montrons que si le théordme 1 est vraj pour 2n-p < N,

si le lemme homotopique est vrai pour A < N, et si le lemme de plonge-~

ment est vrai pour u < N » @lors le lemme de réduction élémentaire est

vrai pour u <N ,

On va plonger le modale de déformation que l'on a construit au

2. on définit XsY et ®w par a = ut2tytyt w , ¢ = utltyty et

u—l) u~1

b = utl+yty . On identifie (Du,S a (S:,S ) , de fagon a ce que

u—l) dans (Z,2'). On définit alors

M devienne un plongement de (S:,S
le plongement cherché sur un voisinage de S: gréce 2 des considérations

de fibrés normaux (qui sont tous triviaux).
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1) Identification du P de la figure décrite au § 2 avec une

artie de C . La partie utile de P est un voisinage de D:+1 dans
{:+1+X+w , on doit donc construire un plongement H de (D:+L, ")

ans (C,C') qui coincide au voisinage de S: avec le prolongement déja
éfini et dont 1'image ne rencontre Z que le long de p(Si) . Pour cela

n applique le lemme de plongement, compte tenu de la remarque qui le suit

avec u < N) ; verifions les hypothéses de ce lemme :
Hyp o : c'est 1l'hypothése 1.

Hyp B : (z,2') ——> m (C,C') est un isomorphisme pour
i < utl+z-c et est surjectif pour i = ut+2+z-c, c'est

1'hypothése 2 puisque z-c = b-a .

Hyp vy : T (C,C') = 0 pour i < 2u-ct+2 ; c'est une con-

séquence des hypothéses 2 et 7 puisque wutb+2-a = 2u-c+2 .

Hyp 6 : u represente 1l'élément O de nh(C,C'), a cause des

hypothéses 5 et 6.

Hyp € : C'est 1'hypothése 8 puisque b-a = z-c. On obtient

ainsi le plongement H cherché,

2) Identification du N de la figure décrite au § 2 avec une
artie de B : c'est analogue & ce que l'on vient de faire (on remarquera
ue les hypothéses que 1l'on a faites sur B sont plus fortes que celles

ue l'on a faites sur C).
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3) Identification de la figure décrite au § 2 avec une partie
de A : On peut maintenant considérer que l'on a plongé un voisinage de

S:Il U D:+1 dans (A,A') . Soit K ce plongement, il faut le prolonger

u+2
a D++

dans nﬁ+l(A’A') s elle est en général non nulle, mais elle est nulle

- La premiére obstruction que 1'on rencontre est la classe de K

si on a bien choisi H , En effet nh+1(C,C')-———> nh+1(A,A') est sur-
jective (hypoth&se 5), et quand on a construit H (cf : 3@ étape) on a
choisi librement sa classe d'homotopie dans (C,C') si u < b+c-a ,» et

sa classe d'homotopie dans (C-Y,C'-Y') si u = b+c-a , mais on a alors
démontré que nh+1(C—Y,C'-Y') —_—> nh+1(C,C') est surjectif. On supposera

maintenant que la classe d'homotopie de H a été choisie correctement .

Lemma a. us (A-(h(B) U C), A'-(h(B') U C') )—-—-—bnk(A,A') est bijectif

pour k < utl et surjectif pour k = u+l,

Si 1'hypothése 4' est vérifiée, il n'y a rien 2 démontrer ; démon-

trons le lemme a si c'est 1'hypothése 4 qui est vérifiée,

Démonstration : @) 1'hypothése 4 assure que ﬂk(B,B') —_ nk(A,A')

est un isomorphisme pour k < utb+2-a et est surjectif pour k = utb+3-a,
donc par application du lemme homotopique avec )\ = ut+b+2-a <N ’

j=a et i=b, on démontre que nk(A-h(B),A'-h(B')) — nk(A,A') est

un isomorphisme pour k < utl et est surjectif pour k = u+2,
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B8) ni(Z,Z') — ni(C,C') est un isomorphisme pour i < utb+l-a

et est surjectif pour i = ut+b+2-a (hypothése 2), donc par application du

lemme homotopique avec A = u+b+2-a <N on obtient que
nk(C-Z,C'-Z')-——4> ﬂk(C,C') est un isomorphisme pour k S u . On en déduit
(cf : hypothése 5, et a ci-dessus) que
ﬂi(C-Z,C'-Z') —_— ni(A—h(B),A'—h(B')) est un isomorphisme pour i < u.
Par application du lemme homotopique avec X = u-l , on obtient alors que
m ( (A-h(B)) - (C-2),(A'-h(B")) - (C'-2'))
= m (4-(a(B) U C),A'-(h(B") UC')) —> m (A-h(B),A'-h(B")

est un isomorphisme pour k < (u-2)+a-c < utl, et est surjectif pour

k = ut+2 ; ce qui compte tenu de @ termine la démonstration du lemma a .

Soit alors VU un voisinage régulier ouvert de h(B) U C dans A ,

posons W=A-VU , W =WN A' et W' =dw-Ww' , Soit (D,D') le
complémentaire d'un voisinage tubulaire ouvert h de Siil §] D:+1 dans
D::z , et soit D" 1le bord relatif de nh ,c'est-a-dire dD-D' . On peut

supposer que le plongement du modéle de déformation déjia défini au voisinage
de S:II U D:+1 applique Nh dans U , et D" dans W" . On a alors un
plongement f dans (D",D" N D') dans (W',W" N W') qui se prolonge en
une application F de (D, D', D" ) dans (W, W', W') si on a bien choisi
la classe d'homotopie de H , cf : ci-dessus). On va montrer que F est
romotope a un plongement. Pour cela on applique le théorgéme 1 (avec

2n-p = 2(ut+2)-a < N) & une immersion homotope & F . On doit donc vérifier

les hypothéses du théoréme 1 :
Hyp 1 : a-(u+2) = 3

Hyp 2 : nk(D,D') = 0 pour tout k
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Hyp 3 : On doit montrer que nk(w,w') = 0 pour
k < 2ut+5-a ; or nk(W,W') = nk(A,A’) pour k < u (= 2u+5-a)
d'aprés le lemme a, et nk(A,A') =0 pour k < 2u+5-a

d'aprés les hypotheses 7:2 et—5,

Le plongement du modéle de déformation est ainsi défini sur D:IZ et

. 1 1
au voisinage de S:I U D:+ ; on prolonge ce plongement au modale tout
entier par des considérations de champs normaux. Il est clair que la défor-
mation ainsi défini a pour effet d'enlever & l'intersection un voisinage

tubulaire de 1'image de | .

Cinquiéme étape : Montrons que si le lemme de plongement et le lemme de

réduction élémentaire sont vrais pour u < N, si le lemme homotopique est
vrai pour A\ < N, et si le lemme de disjonction est vrai pout t+v-w < N,

alors le lemme de réduction des immersions est vrai pour u < N .

u+l

N , DY) dans (V,v') , tel que

Lemme a : Il existe un plongement H de (D

u -1 u _
a) H(S)) < £77(X) et £HIS. =y :s

ut+l

b) H(D+

u -1 _
-s+) NE (X)) =¢

c) (si u < dim X) H est norma] & f-l(x) le long de H(S:)

Démonstration : On choisit un plongement Q: S: —_— f-l(X) tem que
f. 0=, et on applique le lemme de plongement (u < N). Vérifions ses

hypotheéses :
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Hyp @ : On a r+h-u =2 3

Hyp B : C'est 1l'hypothese E et 1'hypothése C

Hyp y : C'est 1'hypothése B car h 2 2u~(r+h)+2(hyp. D)

Hyp & : C'est l'hypothese G

Hyp € : C'est 1'hypoth2se H, car r-s = dim Xl-dim \'

Démontrons maintenant la cinquiéme étape : On choisit d'abord une partition

de £ 1(X) en X; U X, telle que f|X, : X, —> X soit un isomorphisme

0 i i

(i=0o0ul), et que (s:) cX,.

On note alors V; un voisinage régulier de X, U H (D:+1) qui ne

rencontre pas Xo . On note T 1le bord relatif de V1 dans V, et on

pose V, = V-V, . Soit Nh un voisinage régulier de f(T) dans W ; on
pose A = w—h 3 A' = A n W' 3 A" = dA"A', C = f(vo) - (f(vo) n n) 3

C'=CNEWY , C"=dC B =V £ (W, B =B NV, B" = BB et

h = le : B——> A , On va appliquer a ces données le lemme de réduction

Elémentaire, on va donc en vérifier les hypothéses :
Hyp 1 : C'est 1'hypothese A
. 1y = ' 1y =
Hyp 3 : m(2,2') = m (%;,X)) —%=> m (v,,v)) = 7 (B,B")

est trivialement (par construction de Vl) un isomorphisme

pour k < u ,
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Hyp 6 : C'est une conséquence de la définition de V1
Hyp 7 : C'est 1'hypothaése F
Hyp 8 : C'est 1'hypothase H

Pour vérifier les hypothéses 2 et 5 » on regarde le diagramme

commutatif

™ (X,x") —%» m, (Vg V3) —B . m (V,V1)

I I

ni(z,z') ni(c,c')

Pk e

'rTi(B,B') —X ni(A,A')—5> ni(W,W')

I T
X |8 ¥
™ (Vl,Vl)

m (A-B, A'-B') = W-£V),W-£(v]) —Bs 1 (X, W' -x1)
On a vu Ci-dessus Hyp 3) que ® est un isomorphisme pour i <u et
on sait (Hyp C) que ¢ est un isomorphisme pour i < u et est surjectif
pour i = u+l, On va montrer
Lemme b : B est un isomorphisme pour i <u et est surjectif pour i = u+l,
Lemme ¢ : y est un isomorphisme pour i < u+l.
I1 en résultera que 6§ est un isomorphisme pour i <u et est

surjectif pour i = u+l (c'est l'hypothase 5), que q est un isomorphisme

pour i <u-2 (c'est 1'hypothase 2) puisque Bo est un isomorphisme pour
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i < u-2 (2 cause de 1'hypothiése E)et que ¢ est surjectif pour i = u-1

puisque Ba est un surjectif pour i = u-1 , enfin que Y est un isomor-

phisme pour i € u-2 et est surjectif pour i = u-l1 , (ce qui ne suffit pas

amontrer 1'hypothdse 4).

Démonstration du lemme b : ( VO,V6) a le type d'homotopie de
(V-Xl—H(D:H'), V'-Xi-H(Du)) ; et comme (V-H(D_‘+1_+1)’ V'-H(D") ) a le type

ut+l

d'homotopie de (V,V'-1l point) , il suffit d'étudier n'i(V—Xl-H(D+

)

V! 'Xi -H(DY)) —> U (v-H (Du+1

v ), V'-H(D")). En appliquant le lemme homotopique

] u ut+l _ .
a2 la sous-variété X,;-u(s ) de V-H(D ") avec A = utl+r-s < N (ce qui
est possible grace aux hypothéses E et H ) , on obtient que y et B
sont des isomorphismes pour 1 <u et sont surjectifs pour i = utl ; ce

qui termine la démonstration du lemme b ,

Démonstration du lemme ¢ : Pour étudier y on va étudier ¥ , o et § .

ni(x,x')'————> ni(w,w') est un isomorphisme pour i < u-2 et est sur-
jectif pour i = u-1 (hypothése E ), donc par application du lemme
homotopique avec A = u-2 <N , on montre que Y est un isomorphisme pour

i < ut+l . De m@me par application de ce lemme homotopique a f H(D:+1) C W-X,
avec A = inf(h-l,u-1) < N, on montre que ¢ est un isomorphisme pour

i < inf(s+h-3,2h+s-u-3) donc pour i € ut+l ., Il reste a étudier O ; on

va montrer que, pour tout j €u , si 0 est un isomorphisme pour i < j-1,
alors © est un isomorphisme pour i < j et est surjectif pour i = j+l

(ce qui suffit & prouver, par récurrence sur j , que 6 est un isomor-
phisme pour i £ u et est surjectif pour i = utl). Si O est un isomorphis-
me pour i £ j-1 , X est un isomorphisme pour i < j-2, et surjectif pour

i = j-1, car il en est des méme de Y.X , et on peut appliquer a 1'inclusion
V1C?A, le lemme homotopique avec A = j-2 <N, ce qui prouve que 6 est un iso-

morphisme pour i £ (j~2) + (s+h)-1 = j+(s-r-3) 2 j, et est surjectif pour
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Hyp 4' : Puisque 1'on n'a pas su démontrer 1l'hyp. 4 , on

va démontrer 1'hyp. 4' . Les hypothéses C et E entrai-
nent que ni(f—l(x),f-l(x))————%> m (V,V') est un isomor-
phsime pour i £ u~2 et est surjectif pour i = u-1 ;

en appliquant le lemme homotopique avec A = u-2 (on est
dans le cadre de 1'hypothese de récurrence), on démontre que

l(x)’ V'-f-l(X')) —_> ﬂi(V,V') est un isomorphisme

ni(V-f-
pour i < u+ts-r-3 > U, et est surjectif pour i = utl . En
démontrant le lemme c, on a vu que V: ni(W—X,W'—X')——> ni(W,W’
est un isomorphisme pour i < ut+l ., Pour démontrer que 1'hyp.4'
est vérifiée, il suffit donc de montrer que ni(W-f(V) s
W'-f(V'))-——-%b-ni(W-X,W'—X') est un isomorphisme pour

1 < utl ., Ceci résulte de l'application du lemme homotopique

1(X), V'-f'l(X')) —> (W-X,W'-X'"),

a8 l'inclusion £ : (V-f~
avec A = u-1 (on est dans le cadre de 1'hypotheése de récur-

rence) ce qui est possible 3 cause de 1'hypothése C et de

ce que L'on vient de démontrer,

Ceci termine la vérification des hypothéses du lemme de réduction
élémentaire, et la démonstration du lemme de réduction des immersions. On
va maintenant démontrer un supplément au lemme de réduction des immersions ;

ce supplément est inutile dans la suite de ce §3 , il servira au § 4 .,

Supplément au lemme de réduction des immersions : On Suppose que ut+4 < r+h,

et que f-l(X) est déja décomposé en X, U X, (tels que f|xi:xi-—~> X

Y X

N 1 tel que f,

soit un isomorphisme , i =0 ou 1) . Soit  : S

= : Su —> X . Soit F un fermé de V et soit H un plon ement de
M + P g

ut+l

M D") dans (V,V') tel que

(»
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a) Hlsi =N
utl _u _
b) H(D+ -s+) n x5 =a

c) H est normal a X; 1le long de H(S:)

u+l

d) H (D+

)N F=9

Alors on peut faire la déformation du lemme de réduction des immer-

sions de fagon que i; n F= X1 n rF.

Démontrons d'abord deux lemmes

Lemme d : Soit 1 : (Xo U X)) xI—> V xI une pseudo-isotopie
parmi les plongements de (Xo Ux Xé U X!, XS U X{ ) dans (V,V',V") qui
coincident avec le plongement naturel sur XS U x{ s qui joint le plon-

gement naturel o a8 un plongement ™o Alors il existe une homotopie
régulidre parmi les immersions qui cofncident avec f sur V" , qui joint

f a une immersion simple ¥ qui a méme image que £ (donc qui a méme
self intersection que £) et telle que ?‘1<x) =1 (Xo U xl) . 81

ni¥; xI (resp : n|(dxo U dX;) xI ou 'r||(xi U dxj) X1, etc,..) est
) )

égal 2 (rb|xi) X Id (resp : a (rb|(dx0 U dxl)) x Id. ou (rblxi U dax

I
X IdI) , alors ¥ cofncide avec f au voisinage de rb(xi) (resp :

]

sur dV ou sur dV et au voisinage de Xi).

Jémonstration : Il existe une automorphisme R: VXL =—> V XxI qui

8t 1'identité sur V x {0} UV" xI , tel que n = § , (g x 1)
joit £ : VXI—= W xI défini par £ = (f X IdI). ?rl . On pose

EIV x {1} = ¥ . C'est une immersion simple de méme image que £, et f’l(X) =
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u'} (X0 U Xl). Comme il existe une immersion £ de Vv X1 dans W xI qui
joint £ a ¥ , et que dim W - dim V > 2, £ et ¥ sont réguliérement

homotopes . Si nlxi xI = (rblxi) x Id on peut choisir un 7 qui

I 3

est 1'identité au voisinage de——fb (Xi) XI757donc f et f cofncident au

voisinage de Xi . De méme dans les autres cas,

Lemme e : En faisant une homotopie réguliare parmi les immersions qui
cofncident avec f sur V" et au voisinage de X1 > On peut se ramener
au cas od 1l'image du plongement H qu'on s'est donné ne rencontre pas

X (sans changer ce plongement H ) ,

0

Démonstration : D'aprés le lemme b i} suffit de montrer que 1l'on peut

trouver une isotopie parmi les plongements de (X Xé, X") dans

o’ 0

(V-Xl, V'-Xi, V"-Xf) (qui cofncident avec le plongement naturel sur XS)

qui joint le plongement naturel a un plongement dont l'image ne rencontre

u+t+l
Ml

( (u+l) + (2r-s+h) - (r+h) = utl+r-s < N) , la variété ambiante étant le

pas H(D - Pour cela on applique le lemme de disjonction

complémentaire d'un voisinage tubulaire de X1 dans V ; on va donc véri-

fier ses hypotheses.
Hyp a : On a (r+h)-u+l > 3 et (r+h)-(2r-s+h) = s-r > 3

Hyp b : Elle est vérifiée car l'intersection de H(D:+l)

3N
et de X0 est contenue dans XO XO

Hyp ¢ : U (Du+1, %) = o pour tout i

+
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Hyp d : m ( Xo,Xé) =0 pour i £ 2 (ut+l)+(2r-s+h)-2(r+h)+3=

= 2u~-(s+h)+5 , c'est 1'hypothése F .

Hyp e : ni(XO,X6) —_ ni(V—Xl;V'-Xi) est un isomorphisme
pour i < (ut1)+(2r-s+h)-(r+h) = utl+r-s et est surjectif
pour 1 = ut2+r-s d'aprés les hypothéses E et C , puis-
que ni(V—Xl, V'—Xi) -2 ni(V,V') est un isomorphisme
pour i < u et est surjectif pour i = u+l (en effet :
ﬂi(xl,Xi) —_ ni(V,V') est un isomorphisme pour i < u-2
et est surjectif pour i = u-l1 , d'apres les hypothdses E
et C , donc par application du lemme homotopique avec

A = u-2 < Na, est un isomorphisme pour i < (u-2) +

+ (r+h) - (2r-s+h)-1 = u+(s-r-3) > u et est surjectif pour

i = utl)

Ceci termine la démonstration du lemme e ; on va maintenant démontrer
le supplément au lemme de réduction des immersions.On fait d'abord la défor-
mation du lemme e ; elle ne change ni H ni X1 5 on reprend ensuite la
démonstration de la cinquiéme étape en remplagant par le plongement donné , le

plongement qui était donné par le lemme a , Au moment de faire la déforma-

tion, on a un plongement I de (D:IZ,S:II,D:+1) dans (A,B,C) C:(W,f(Vl),f(Vo))

u+1) N F =0 (du moins si dans le 2) de la quatridme étape on a

At
choisi H comme plongement de N dans B , au lieu de construire un autre

et L (S

plongement par application du lemme de plongement) . On peut alors, par une

u+2

oy ) dans le voisinage de L (S::I) et

isotopie ambiante, qui rétracte L (D
qui ne bouge pas X1 , ni V1 s ni V" , se ramener au cas ol L(D:IZ) n rF=9p .
La déformation du §2 ne change la figure que sur un voisinage, aussi petit

qu'on veut, de L(Du+2

't ) ; donc elle ne change pas XN F.
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Sixidme étape : Montrons que si le théor2me 1 est vrai pour 2n-p < N

et si le lemme de réduction des immersions est vrai pour u < N, alors

le théoréme 1 est vrai pour 2n-p <N ,

On démontrera trois lemmes (le résultat que 1l'on veut démontrer

étant une conséquence immédiate des lemmes 3 et 1 ),

Lemme 1 : On suppose d'une part que le lemme de réduction des immersions est
vrai pour u < N , d'autre part que l'on s'est donné une immersion comme
dans le théorzdme 1 qui est simple et telle que 2n-p = N , alors cette

immersion est réguliérement homotope a un plongement parmi les immersions de

(V,v',v") dans (W,W',W") qui cofncident avec f sur V" ,

Lemme 2 : Soit (V,V',¥v") comme dans 1'énoncé du théorzdme 1 » telle que
nj(V,V') =0 pour j < k (< n-3) ; alors il existe une sous-variété T
de codimension 1 de V qui coupe V en deux parties V0 et V1 telles
que, si on pose T' =T n Vi, T" =T n ¥y, Vj =VvV'n Vj et

Vg =V'NV, (j=0o0ul) » on ait

J

1) m (T,T') = 0 pour j < k-1

2) Vg U Vj est la réunion de Vg et d'anses de dimension

au plus n/2 (j = 0 ou 1)

3) Vj est la réunion de Vg U Vj et d'anses de dimension

au plus (n+1)/2 (j = 0 ou 1) .
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Lemme 3 : Si le théoréme 1 est vrai pour 2n-p <N , l'immersion f
donnée dans 1'énoncé du théoreme 1 avec 2n-p = N est régulidrement
homotope & une immersion simple, parmi les immersions qui cofncident avec

f sur V",

Démonstration du lemme 1 : Soit (X,X') 1la self intersection de 1'immer-

sion simple £ (X" =X NW' =@ puisque fIV" est un plongement ) . On
considére une présentation par anses ordonnée de X , et on enlave successi-
vement toutes ces anses. Supposons que l'on ait enlevé toutes les anses de
dimension au moins égale & 2n-p~ut+l (X est alors une réunion d'anses de
dimension au plus 2 n-p~u ) , on va montrer que l'on peut enlever une

anse de dimension 2n-p-u . Enlever une telle anse c'est enlever un voi-

U g%y dans (X,X') ; i1

sinage tubulaire d'un plongement |3 de (D
suffit de montrer que 1l'on peut appliquer le lemme de réduction des immer-

sions & ce plongement (ona u =< N ) ; on va donc vérifier les hypo-

theses de ce lemme ( on pose 2n-p = h )
Hyp A: p-n 2 3, c'est 1'hypoth2se 1

Hyp B : m, (V,v') = 0 pour j € h , c'est l'hypo-

J
these 2

Hyp C : W v,v') —> m

pour j < u et est surjectif pour j = utl ; c'est 1l'hy-

(W,W') est un isomorphisme

pothése 3

Hyp D : 2u < 2h+r-2 = 3n-p-2 ; car u € 2n-p entraine

2u £ 4n-2p = 3n-p-2 + (n-p+2) < 3n-p-2
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Hyp E : m (X,X') =0 pour i< u ( vu que X est une
réunion d'anses de dimension au Plus 2n-p-u), donc 1'hy-
pothése 2 entraine que ni(X,X') —> (V,Vv') est

un isomorphisme pour i < u

Hyp F : On vient de voir que T, (X,X') =0 pour i< u s

et on a u-1 > 2u-n+2
Hyp G : C'est trivial puisque m, (V,v') = 0 (hypothese 2)

Hyp H : m, (X,X') = ni(X—p(Du), X'-p(Su_l) ) =0 pour

i< u ,etona u-l> ut2+n-p
Cgci termine la démonstration du lemme 1
f

Démonstration du lemme 2 : On considérera trois cas

Premier cas : Si k < (n-1)/2 . On considére une présentation par anses de

V' a partir de dV' , et on prend pour V! 1la réunion de dV' x I et

0
des anses de dimension inférieure ou égale 3 (n-1)/2 . Vi est le reste
de la variété V', On considire une présentation par anses de V considé-
rée comme un cobordisme de V" U V6 a Vi » et on prend pour V0 la
réunion de V" Vé et des anses de dimension au plus n/2 Vi est
le reste de la variété V . Il est clair que les conditions 2 et 3 sont

vérifiées. Comme V' est la réunion de T' x1I et d'anses de dimension au
moins (n-1)/2 , ud (V',T') = 0 pour i < (n-1)/2 . Comme V est la
réunion de T x I et d'anses de dimension au moins n/2 , m (v,T) =0

pour i <n/2 ., En portant ces résultats dans le diagramme exact :
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U (v', )

l

v, T) —— M, (T,T') —> m (v, T")

L

ﬂi(V,V') =0si i< k

M+l

on obtient que U (T,T') = 0 pour i s inf (k,(n-3)/2) ; ce qui prouve

le lemme si k-1 < (n-3)/2

Deuxiéme cas : Si k=n/2 (donc n=26 et k = 3 ) , on fait une

construction analogue & celle que 1l'on a faite dans le premier cas, mais
Vé est la réunion de dV' x I et des anses de dimension inférieure ou
égale 3 (n-2)/2 = k-1 . Alors u (V',Vé) est nul pour i € k-1 , et

de la suite exacte

uf (v', V(')) —_—> m (v, V(')) _— ™ v, v")

on déduit que m (V,Vé) est nul pour i < k-1 ., Comme k-1 < n-4 |,

d'aprés la théorie de Smale , V est la réunion de V! x I et d'anses

0
de dimension au moins n/2 =k ; on prend donc pour V0 un voisinage
régulier de Vé . Les conditions 2 et 3 sont évidemment vérifiées ;

comme (T,T') est isomorphe a (V! , dVé -dv') , T est la réunion de
T' x 1 et d'anses de dimension au moins (n-1) - (n-2)/2 = n/2 = k ,

donc U (T,T') =0 pour i < k-1 .,
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Troisidme cas : Si k >n/2 . On a n/2 <k < n-3 s donc n > 7 et

k > 4 . On peut donc appliquer la théorie de Smale, et affirmer que V est
la réunion de V' x I et d'anses de dimension au moins k ; par dualité
V. est la réunion de V" x I et d'anses de dimension au plus n-k < n/2
(ce qui n'exclut pas que V" soit vide!) . On va faire une récurrence sur
le nombre de ces anses, en les attachant pas ordre croissant de dimensions,

On démontre donc les trois choses suivantes :

la) Le lemme est vrai si y" = @ , et s'il n'y a pas d'anses. En
effet (V, V', V") est alors de la forme (V"xI,V"x{l} Udv'"xt ,
V'x{0} ) . On décompose V" en anses a partir de dvV" , et on
prend pour VS la réunion de dV" et des anses de dimension au
plus (n-1)/2 ; Vf est le reste de la variété V" . On pose
(vo, v('), vg) = (V(')'xI,V(’)'x[l} U dV"xI,V(')'x[O}) et (Vl, Vi, v'l') =

= (V{xI,fo{l}, fo{o} ). Il est clair que cette décomposition

vérifie les conditions 1, 2 et 3,

1b) Le lemme est vrai si V" =  , et s'iln'ya qu'une seule anse,
-1 .
En effet, on a alors (v, V', y") = (Dn, s" » #) . On décompose

en @, 7, 8 U @7, s™1, g

2) Si V est la réunion de V'x I et d'anses de dimension au plus
P (<n-k <n/2) , si WV, V', V) a un partage qui vérifie les
conditions 1, 2 et 3 et tel que de plus , T soit la réunion sd
T" et d'anses de dimension au Plus p (les partages construits en

la et 1b vérifient cette condition supplémentaire), si V est

la réunion de V et d'une anse de dimension p attachée dans

~ |

l'intérieur de V! , si U" =y et V' = av-y" s, alors {
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(V, V', V") posséde un partage qui vérifie les conditions 1, 2 et 3 et
tel que, de plus, T soit la réunion de T" X I et d'anses de dimension
au plus p . En effet : puisque V6 et Vi sont essentiellement des voi-
' sinages réguliers de complexes de dimension au plus n/2 plongés dans V',
on peut supposer que l'attachement de l'anse se fait dans un voisinage ré-
gulier de T' ; puisque dim T' = n-2 > 2(p-1) , on peut méme supposer
qu'il se fait le long d'un voisinage tubulaire d'un plongement

@ : Sp-1 —> T' ; puisque nb_l(SO ) —m> 1 1(SOn_p) est sur-

n—p—l P-
jectif, on peut supposer que l'on a un voisinage tubulaire de T' dans V'
de la forme T' x1I , et que l'application d'attachement est de la forme

-1 - -
¥ X IdI , o ¥ est un plongement de sP™hx p"P 1 dans T' , On pose

alors (voir figure)

& P n-p-1
7y, =v, U D¥ xD x [0,%]
~ -p-1
V) = vy u pP x"PTT ¢ [3,1]

I1 est clair que V; est la réunion de Vi est d'une anse de dimen-
sion p (< n/2) et que G; est un voisinage régulier de Vi U G} ; donc
les conditions 2 et 3 sont vérifiées, T est la réunion de T et d'une
anse de dimension p , donc 1la condition supplémentaire est vérifiée, Si
p <n-k , il en résulte que T est la réunion de T' x I et d'anses de
dimension au moins n-p-1 2 k , donc ni(T,T') =0 pour i < k-1, Si
p = n-k , la démonstration précédente prouve seulement que ni(T,T') =0
pour i <k-2, Mais ona 3 <p <£n-4 ; il en résulte que les w (de T,
%%, v,v', V, 7') sont tous égaux. Pour étudier nk-l(T’T') , on
étudie donc le (k-l)-iéme groupe d'homologie du revétement universel (%,%')
de (f;?') ; i1 est égal au k~iéme groupe d'homologie du revétement univer-

A A

sel (V,v') de (V,V') ; il est donc nul.
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JPY

—— e —

Figure du Paragraphe 2, page III.7
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Démonstration du lemme 3 : Considérons la partition de V construite au

lemme 2 ; on épaissit T » on a donc :
] 1" = ] " ) 1" U 1 "
w,v',v") (vo,vo,vo)(T’TU,T,.)(TxI,T XL, T xI)(T’T,,T,,)(Vl,Vl,Vl)

Lemme a : On peut supposer que fl(V0 U T x [0,e]) et f|V1 sont

injectives,

On va faire la démonstration pour fIV1 » on ferait une démons-
tration identique pour fI(V0 UT x [0,e]) . D'aprés la condition 2 du
lemme 2 , V{ U Vi est un voisinage régulier de VI U K, ot K est
un complexe de dimension au plus n/2 . Comme 2 (dim K) + 1 <2(n/2)+]1 =
=nt 1 < p-1=dim dW |, par transversalité on peut se ramener au cas ot
la restriction de f a vy N K est injective . Ensuite, " en rétractant

1

" 1 " n" n 1 > s 3
Vi U V] sur VY UK ", on rend f|V1 u vy injective. Par une
opération analogue, compte tenu du fait que V1 est un voisinage tubulaire
de V{ U Vi U L (ot L est un complexe de dimension au plus (nt1)/2),

On se raméne au cas ol f|V1 est injective.

Dans la suite on supposera toujours que fIV0 UTx[0,e]) et
fIV1 sont injectives. Soit alors F 1'immersion de (T,T',T") xI x(1,0,1)
dans (W,W',W") x (1,0,1) définie par

F(t,a,8) = (£(t,((1-8) + Be)a) , 6 )

Elle possdde les trois propriétés suivantes

a) F|Txix{0} = f|Tx
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B) F|T x {0} xI = ( £]T x {0}) x Id

c)

I

c) F(TxIx{1}) = £(Tx[0,e]) et F|TxIx{1} est injective.

Lemme b : F est régulidrement homotope 2 une immersion @ telle que
G|Tx{1}XI soit un plongement de (r,T',T") x (1,0,1) dans (W,W',W") x

x (I,0,1) , parmi les immersions de (T,T', T") x I x (1,0,1) dans
(W,W',W") x (I,0,1) qui cotfncident avec F sur T x (I x{oyu {0} x1 U

I x {1} ) , et qui possédent donc les propriétés a , b , et c.

Démonstration : Il suffit de montrer que 1'immersion FIT x{1}x1 de
(Txt, T'xI, T"XI U Tx{0,1}) dans (WxI, W'XL, W'xI UWx{0,1} ) (dont la
restriction & T"xI U Tx{0,1} est un plongement ) est réguliérement homo-
tope 4 un plongement. Ceci est une conséquence du théoréme 1 qui est

supposé vrai pour T xI € W x I puisque 2n-(p+l) < N ; vérifions donc °

ses hypotheses :

Hyp 1 : (p+l)-n = 3

Hyp 2 : nk(TxI,T'xI) = 0 pour i € 2n-p-1 = 2n-(p+l)(a

cause de la définition de T au lemme 2)

Hyp 3 : ni(TxI,T'xI) —_ ni(WxI,W'xI) est un isomor-
phisme pour i < 2n-p-1 et est surjectif pour i = 2n-p

b

puisque ni(W,W') =0 pour i < 2n-p (hypothéses 2 et 3)
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Construisons maintenant 1'immersion simple cherchée. La pseudo-
isotopie G|T x{1}XI de plongements de (T,T',T") dans (W,W',W") se
prolonge en une pseudo~isotopie H : V1 XI —>WxI de plongements
de V, dams W (telle que H|[V; x {0} = £[v,) . On définit alors une

immersion § de (V,v',v") x (1,0,1) dans (W,W',W") x (1,0,1) par
8|vy x I = (£]v,) x Id,
(T x1) x1=g¢
¢jv; xI =H

(Pour que & soit une immersion il faut qu'elle le soit 12 ol on recolle,
ce qui nécessite que 1l'on ait bien choisi certains champs normaux dans la
construction de G et de H)., ¢p= QIV x {1} est une immersion simple car
elle est injective sur v (QIV1 x {1} = HIV1 x {1} ) et sur Vo U Tx[0,¢]
(q>|(v0 U Tx1) x {1} = f|(v0 U Tx[0,e]) ) ; par ailleurs §|vx{0} = £ .
Comme ¢ et f sont jointes par une immersion de VXI dans WxI , et que
dim W - dimV 22 , f et ¢ sont régulidrement homotopes. Ce qui termine

la démonstration du lemme 3 , ainsi que la sixiéme étape,

§ 4 : Le lemme de régularisation

Lemme de régularisation : Soient (L, dL) une variété de dimension a et M

un fibré en boules de dimension k de base 1L (c'est a dire 1le fibré en bou-

-

les sous~jacent 3 un fibré vectoriel ou & un microfibré). On note M le

fibré en sphéres, et dM la restriction & dL du fibré en boules ; on pose

Md n dM = de . On identifie (L,dL) 2a la section zéro de fibré. Soit
d

(N, N ,dN) une variété munie d'un partage de son bord ; on pose
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Nd n  N-= Nd . On définite par dim N = 2a~¢ + k , et on pose ¢ = 2048

ot B=0 oul ., On supposera que ¢ 20 , si non la conclusion ci-dessous

est une conséquence triviale et sans intéré&t du théoreéme 1.

d

d
) 'y

Pour toute immersion simple g de (M,M ’dM

dans (N,N ,,N) , on

note (gX,ng,gx) sa self intersection ; on choisit une partition de
g~ (®X) en deux parties fermées gxo et gxl , de fagon que
gIgXi : gxi-———+> BX  soit un isomorphisme (i =0 ou 1 ) . On suppose

que gxl est transverse a L , et on pose gY =L N gxl et de =

= dL N gxl . (gY, de) est une variété de dimension ¢ (si ¢ = 0 ,

a8y est vide).

On suppose donnée une telle immersion simple, et on suppose
a) a-e 2 3 et k 23

b) (le, gxf, d®Y) est un fibré en boules (de fibre
k

(-, Sk_l,O) ) de base d8y

c)ﬂi(M,Md)-————> ni(N,Nd) est un isomorphisme pour

i < etk-a-1 et est surjectif pour i = ectk-q.

Alors il existe une homotopie réguliére parmi les immersions de

(M,Md,dM) dans (N,Nd,dN) qui coincident avec g sur dM, qui joint g

34 une immersion simple h telle que (hxl,hxf,hY, :xl, gxf, th) soit
un fibré en boules (de fibre (Dk, sk'l,o) ) de base (hY,th)

@y = a8y).
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Démonstration : On utilisera les trois lemmes suivants :

Lemme 1 : Soit n: gxl XI —>M x1 une pseudo-isotopie parmi les

d
plongement de Xl dans M qui cofncident avec le plongement naturel
d
o sur ng1 (=gXl U gxl) > On peut trouver une homotopie régulidre

d

,dM) dans (N,Nd,dN) qui cofncident

8, parmi les immersions de (M,M
avec g sur dM , qui joint g a une immersion f telle que
I~ g

C'est le lemme b de la cinquiame étape du §3 (avec des

notations différentes).

Lemme 2 : On suppose que ni(gxl, gY) =0 pour i sqa , et que gxl
est la réunion d'un voisinage régulier de gY U gxl et d'anses de
dimension au plus e + k-u (u < ¢ + k-g). Soit L un plongement de
(0", Su—l) dans (gxl—gY, gxf). Alors on peut trouver une homotopie
réguliére parmi les immersions de (M,Md,dM) dans (N,Nd,dN) qui coin-
cident avec g sur dM’ qui joint g & une immersion simple £ telle
que (fxl, fxf R ﬁxl, fY) soit isomorphe 2a (gXI-U, gxg—dk, gxl, gY) s
ot (Y, dl) est un voisinage régulier ouvert de 1'image de i dans
(gxl, gxf) dont la fermeture ne rencontre pas oy

Lemme 3 : Soit U wune variété de dimension ¢ + k 5 Ppour tout plonge-
ment ¢ de (U, dU) dans (M,dM), on pose T = qfl(L) et dT =¢f1(dL).
On suppose donné un tel plongement ¢ transverse & L ((T,dT) est donc
une variété de dimension € ) tel que m (U,T) =0 pour i < j

(0 < j <a). soit 7 un élément de uf (U,T) ; alors on peut trouver |

une isotopie parmi les plongements de (U,dU) dans (M,dM) qui cofncident

avec ¢ sur dU, qui joint @ & un plongement @ tel que ‘
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a) U (U,i) = 0 pour i < j

b) Il existe une application surjective £ de nj(U,T)
sur nj(U,T) telle que & (1)) soit le point de base
de m, ,T) .

Ces trois lemmes entrainent le lemme de régularisation : 1la démonstration

se fait en deux temps

Premier temps : On montre que 1l'on peut se ramener au cas ol ni(gxl,gY) =0

pour i £ a . Pour cela on montre que , pour tout j < q , si

ﬂi(gxl, gY) = 0 pour i < j , on peut, par une homotopie régulidre trans-
former g en £ telle que ni(fxl,fY) =0 pour i <j : On applique le
lemme 3 & chacun des éléments d'un systeéme de générateurs (fini) de

"H(gxl’ gY), ce qui donne une isotopie de plongements de gxl dans M ,
puis on déduit de cette isotopie une homotopie régulidre de g a 1'immersion

f cherchée, en appliquant le lemme 1 .

Deuxiéme temps : Si ni(gxl, gY) =0 pour is<a, gXl est la réunion

d'un voisinage régulier de By U BX, et d'anses de dimension strictement

d’l
supérieure & @ . On ordonne ces anses et on les enldve une A une par ordre
de dimension décroissante, en appliquant le lemme 2 . Ce qui termine la

démons tration,

Démonstration du lemme 2 : On va montrer que l'on peut appliquer le lemme de

réduction des immersions ; pour cela on va vérifier ses hypothéses
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v
w

Hyp A : a - ¢

Hyp B : C'est une conséquence de 1'hypoth2se c¢ si on pose

h = k-1
Hyp C : C'est 1'hypoth2se ¢ puisque u < ¢ + k-g-1

Hyp D : On doit montrer que 2u < 2 (k-1) + (at+l)-2 =
= 2kt+a-3 ; c'est une conséquence du fait que

u < €+ k-g-1 puisque 2¢+ 2k -2q-2 = e+2k+p-2 < 2k+a-3

Hyp E : On doit démontrer que ni(X,Xd) s ni(N,Nd)
est un isomorphisme pour i < u-2 et est surjectif pour

i = u-l . Pour cela on regarde le diagramme commutatif

k k-1, _ d < d
m (D7, s7) = m (N,N°) <= m (M, M)
A A
() ~
d d d
m (X,X0) = m (X),X;) m (dxl,dxl)
B ~
y y
my (Xp X - (X, X, -dY)

Comme X,-Y a le type d'homotopie de la réunion de
1 P P
d ' v N . .
X1 et d'anses D ou v 2u, B est un isomorphisme
pour i < u ., Pour démontrer que ¢ est un isomorphisme
pour i < u-2 et est surjectif pour i = u-1, et on

démontre que vy est un isomorphisme pour i £ u-2 ,

et pour cela on démontre que
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6 : Tri(Xl-Y, dxl-dY) —_— us (xl, dxl)

est un isomorphisme pour i < u-2 et est surjectif pour
i = u-l, Puisque dim X ~dimY 23 , et que ni(Y,dY)
—_— ni(xl, dxl) est un isomorphisme pour i < ¢

et est surjectif pour i = q (car ni(Xl,Y) = 0 pour

i <a) , on applique le lemme homotopique du §3 , avec
A =oa-1 , ce qui prouve que & est un isomorphisme pour
i <(a-1) + k-1 = g + k-2 > u-2 » et est surjectif pour

i = u-1l

Hyp F : Elle est trivialement vérifiée puisque

u £ ¢ + k-g-1 entraine u < at+ k-4

Hyp G : C'est trivial puisque j se factorise en
%, — (gxl-gY,gx‘li) — o-L,4%) ——> u,u%)

et que ni(M-L,Md) = 0 pour tout i

Hyp H : On doit montrer que

8y _ uy g.d u-1 g g.d
m CXpmu @0, 5Xp -u 8V —2 o By, X] )
est un isomorphisme pour i < ut+2+g¢-a s u~-l1 , Soit Z
le complémentaire d'un voisinage régulier de u(Du)

g , d _ _ g u
dans X1 , et soit 2 dz dxl . ( Xl-u(D ),

gxf - u(Su_l) ) est isomorphe a (Z,zd-se+k'u'1)

Regardons alors le diagramme commutatif
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d -u-1 -
M Gz €t—n @,zd 50l | M (xR - w8 sl

g 8 By _
mz, z-8%) 2 m (5x,, Bx) &y )

On a vu (ci-dessus Hyp E) que B

Y est un isomorphisme pour i <

, d
mension u dans Z N est un

est un isomorphisme pour i < u 5

S€+k-u-1

u  puisque est de codi-

isomorphisme pour i < u (car du fait

P d . . .
que Z-Y est la réunion de 2° et d'anses de dimension au moins u s

ni(Z—Y, Zd) est nul pour i < u

) s et B est un isomorphisme pour

1 < u (On démontre que ni(gxl— gY, z-8y ) =

m (gxl x1-8Y x 1, z x {0}) —8> uA (gx1 X 1,2 x{0}) = m, (gxl, Z) est

un isomorphisme pour i < u-l et est surjectif pour i = u ; ceci résulte

de 1l'application du lemme homotopi

Yy x1, 8 x {o}) c x; x1, z

que du § 3 3 1'inclusion

x {0}) avec )\ = etk-u-1 » ce qui

prouve que w est un isomorphisme pour i < etk-u-1 + k-1 =

= et2k-u-2 2 u-1 , et est surjectif pour i = u),

Ceci termine la vérification des hyptoheses du lemme de réduction des

immersions ; on peut donc affirmer qu'il existe une homotopie réguligre

d

parmi les immersions de (M,M ,dM)
g sur dM s qui joint g & une
f f.d f

dans (N,Nd,dN) qui cofncident avec

immersion simple f telle que

L . d N .
xl, Xl, dxl) soit égal a (gXI-U, gXl-dl,r, gxl); ot (U, dl) est un voisi-

nage régulier ouvert de l'image de
pas dans cette modification 5 pour

de réduction des immersions (cf :

M . On veut de plus que Y ne change
cela d'aprés le supplément au lemme

§3, cinquidme étape) i1 faut montrer le
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Lemme 4 : 11 existe un plongement H : (D:+1, ") — (M-L,Md) tel
que
u . ; . u u
a) H|S+ = | (modulo une identification de s, avec D)
u+l _u g _
b) H (D+ -S+) n ( Xl—Y) =0
g u
c¢) H est normal 2 X; le long de (D)
Démonstration : On applique le lemme de plongement du §3 ; vérifions ses
hypothéses

Hyp a : (atk) - (etk) = a-¢ =2 3

d
Hyp B : m; (gxl—gY, gXl ) =0pour i< u, puisque gxl- 8y

est la réunion de gxi et d'anses de dimension au moins égale

a4 u ; ceci prouve l'hypothése P puisque ni(M-L,Md) =0

pour tout i ,
. d .
Hyp vy : On sait que U (M-L,M ) = 0 pour tout i ,
Hyp 6 : C'est trivial puisque m (M—L,Mg) = 0 pour tout i.

Hyp € : I1 suffit de montrer que uA (gxl-gY-u(Du), gxg -p(Su-l))
est nul pour i < u ; soit N un voisinage tubulaire fermé de

u(@") dans 8x -8y ; soit T¢ 1a réunion de gx‘l1 N T et du

1
bord relatif de N . On a un isomorphisme de

d .etk-u-l1 g, & u d u-1 d, _
(T,T%-5 ) sur (CXp-SY-u®), EX{-psT)), m (1,19 =

d -u-
= ni(T,T _getk-u 1) pour i < u et ni(T,Td) =0pour i <u



III.49

puisque T est la réunion de Td et d'anses de dimension au
moins u ; ce qui termine la démonstration du lemme 4 et du

lemme 2 .

Démonstration du lemme 3 : On va utiliser le bord (i.e. : x = 0) du

modéle de déformation construit au §2 . Pour simplifier les notations

on identifiera U et o(U) , ainsi que T et o(T) .

Premier temps : On construit un plongement H de (Di+l, DJ, Si) dans

(M,U,L) , tel que
a) H est normal 3 U le long de H(DI) et H_l(U) = p]
b) H est normal a L le long de H(Si) et H—l(L) = Si
Pour cela on utilisera les deux lemmes suivants :
Lemme a : ﬂi(M-U,L-T) =0 pour i < j+l

Lemme b : ni(M—L,U—T)-——-f> ﬂi(M’U) est un isomorphisme pour i < j+l,

Construction de H : Soit h : (DJ, SJ-l) —> (U,T) un représentant

de n , et soit (U,W) un voisinage régulier de (DJ, SJ-l) dans
i+l

(D+

s Si) ; par des considérations de champ normal on prolonge h en

~ ~-1 j .
une application h : (l,W) —> (M,L) tel que h™~(U) = DJ et qui
est normal & U le long de h(DJ) . Puisque nj(M-U, L-T) = o0,

~

h se prolonge en une application H de (Di+l,DJ,Si) dans (M,U,L)

vérifiant la condition a , Puisque 2j+l < dim L et 2(j-1)41 < dim T,
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on peut (grace aux théorémes de plongement de Whitney) se ramener au cas
ot la fonction H verifie a et ot H Si est un plongement de

(Si, Sj_l) dans (L,T) . Par des considérations de champ normal, on se
raméne au cas ot H est normal 23 L le long de H(Si) . D'apras le

lemme b , on peut alors, par une homotopie fixe au voisinage de Si s

se ramener au cas ou H vérifie la condition b (et aussi la condition a).
Puisque 2j+l < dim U et que 2(j+1)+l1 < dim M , et grace aux
théor2mes de plongement de Whitney, on transofrme alors H en un plonge-

ment, Il reste 3 démontrer les lemmes a et b

Démonstration du lemme a : Soit (Q,P) un voisinage régulier de (L,T)

dans (M,U) ; 1 (M-U,L-T) = ni(M-U,Q-P) = ni(MxI—UxI, Qx{o}-px{o}) .
Or ni(UxI,Px{O}) = ni(U,T) -_ ﬂi(M,L) = ni(M)C[,Px{O]) est un iso-
morphisme pour i < j-1 et est surjectif pour i = j ; donc par appli-
cation du lemme homotopique du §3 avec )\ = j-1 , on obtient que

m, (MXI-UXL, qQx{0o}-px{0}) —— m, (MxI,Lx{0}) = 0 est un isomorphisme

pour i € j-1 + dim M - dim U - 1 > j+1.

Démonstration du lemme b : Si (A,B) est un voisinage régulier de (U,T)

dans (M,L) , Tri(M-L,U-T) = Tri(MxI-LxI, Ax{o}-Bx{0}) et Tri(M,U) =

m, MXL,Ax{0}) . or m (LxI,Bx{0}) = m (L, T) —> m, (M,U) =

ni(MxI,Ax{O}) est un isomorphisme pour i < j-1 et est surjectif
pour i = j ; donc on peut appliquer le lemme homotopique 2 1'inclusion
(Lx1,Bx{0}) € (MxI,Ax{0}) avec A = j-1 , ce qui prouve que
ni(M-L,U-T) —>m (M,U) est un isomorphisme pour

i< (j-1) + dim M-dim L~1 = j+l1 .
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Deuxiéme temps : Pour toute sous-variété B de A , notons (B) 1le

VA
fibré normal 2 B dans A ; pour tout fibré 1 de base X et tout

Y © X , notons nlY la restriction de ma Y ; on notera 1 les fibrés
triviaux de rang 1 ., En identifiant Si s Dj ) Sj-1 et Di+1 a leurs images
par H , on a les formules suivantes (ol chaque signe = désigne un iso-
morphisme de fibrés naturellement défini par la figure)

Lo s v 1= ysdh ¢ | s3]

Vr

Lo @[3 v 1= st gy | s3]

Vr

2, + @) = @) + @) | pd = ) ol 1
. iy o J A i+l 3
2, wy(81) = w (s3) + (g (L)) s, = (W@ ™) | 57+ 1
w (D) = (@) | T
3 .
W = (y, @) | T

Identifier un voisinage de H(Di+1) au bord du modéle de déformation
du §2 , c'est trouver des trivialisations des fibrés VT(SJ—l) s

j-1 j-1 j j J ]
Cup (TN ]8777, (wy(m) 8777, W07 s (g @ pt v (s, (v (L)) |53

j+1 . A , .
et VM(D+ ) , qui sont compatibles avec les isomorphismes la,lb,Za et Zb.

Choisissons arbitrairement des trivialisations de (\M(U))|DJ
(WH(L))lsi et VU(DJ) 5 11 existe une trivialisation et une seule de
HM(Di+1) qui soit compatible avec 2a . Puisque le fibré \&(SJ-I) est
de dimension au moins j+l , il posséde une trivialisation et une seule qui

. : 1 .

soit compatible avec 1b (compte tenu de ((\;M(U))lDJ)ISJ =(\)L(T))|SJ 1)

Il existe alors une trivialisation et une seule de (VL(Si))ISJ_l qui
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soit compatible avec la . Cette trivialisation est compatible avec 2b
i1 . .

au dessus de sd (puisqu'elle n'est pas définie sur Si tout entier),

Ceci montre qu'elle est stablement prolongeable a vL(Si) tout entier en

une trivialisation compatible avec 2b . Comme dim (vL(Si)) Zi+2 , cette

trivialisation stable définit une trivialisation de “L(Si) , qui est
gd-1

compatible avec 2, et coincide sur avec celle que l'on a déja

b

choisie,

Troisidéme temps : Il reste & vérifier que la déformation ainsi définie a

bien 1l'effet voulu ; c'est assez facile, je ne le ferai pas en détail puisque
c'est tout a fait analogue a la démonstration du théoréme 3 du chapitre de

généralités sur la chirurgie.

§5 : La démonstration du théoréme 2.

Convention de notations : Dans la suite on considérera des espaces X,Y,...

munis de sous-espaces notés Xd, Yd,... Chaque fois que l'on aura une ap-

plication (X,Xd) E— (Y,Yd), elle induira des isomorphismes

ni(X,Xd)-————> ni (Y,Yd) s, quel que soit i, En fait il existera toujours

-1
une application (Dk,Sk ) —— (X,Xd) » qui induit, pour tout i , un iso~

morphisme ﬂi(Dk,Sk-l) —_— ni(X,Xd). si (X, Xd, X (dx = Xd UX) est une

sous-variété de codimension au moins 3 de (Y, Yd, ¥) , d'aprés le lemme

d

homotopique du §3, ﬂi(Y-X,Y —Xd) —_ ﬂi(Y,Yd) est aussi un isomorphisme

pour tout i . Avant de commencer la démonstration du théoréme 2, démon-

trons un lemme homotopique

Lemme 1 : Soit Y une variété dont le bord est subdivisé en Yd, Y' et ¢

(on pose Y' N Yd = Y'd et Y N Yd = ?d)
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1) Soit @ une application de (S: X Dk,S: X Sk_l, x-1 k
d

(=(X,x",X")) dans &,¥ N Yd, YNy . Alors si ¢ représente

1'élément O de nk(Y,Y'), elle se prolonge en une application

1 .
& de (D_}:+ x DY, Dj:+1 x s5° 1 p% L p%)  dans «w, v, vy .

2) Soit (Z,Zd) c (Y,Yd), et soit ¥ une application de

k, D* x Sk—l) (= (Q,Qd)) dans (Y,Yd) qui envoie Sx—lx pk

®* x D
dans Z . Alors, si ¥ définit 1'élément O de nk(Y,Z), elle est
homotope (parmi les applications qui cofncident avec elle sur

Sx-lka) a4 une application de (Q,Qd) dans (Z,Zd) .

Démonstration : Les hypoth2ses que 1'on a faites sur les ni(Y,Yd) signi-

fient que si 1 est une fibration de base Y qui a le type d'homotopie de

Yd » sa fibre a le type d'homotopie de Sk—1 . Le probléme 1 peut donc
s'énoncer : étant donnés un fibré € de fibre Sk-1 que Di+1 s une ap-~

plication fibrée (F,f) de (gls:,s:) dans (nm,Y) , et un prolongement

g de f (S: —>Y) a Di+1 » prolonger F en une application fibrée

1 <
(G,g) de (g, D:+ ) dans  (n,Y) ; c'est possible puisque deux fibrés de
base Df+l qui cofncident sur S: » sont isomorphes. Le probléme 2 se

résoud de facon analogue,.

Démonstration du théoréme 2 : Elle est analogue a celle du théoréme 1 . On

fait une récurrence sur 2n-p . Pour 2n-p < 0 , le théor2me 2 est une
conséquence du théoréme 1 ., On va montrer que s'il est vrai pour 2n-p <N,
il 1'est aussi pour 2n~p = N , Cette démonstration se fait en deux temps,
Dans un premier temps (analogue au lemme 3 de la sixieme étape du §3) on
montre, en utilisant une premiére fois 1'hypothase de récurrence, que l'on
peut se ramener au cas ol 1'immersion f est simple . Dans un second temps

(analogue au lemme 1 de la sixieme étape du §3), on enlave la self intersec-

1t + - - -

tion de cette immercinn on wtildimnmée cmn mmccan11 - £«
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Premier temps : Montrons que l'immersion £ donnée est réguliérement homo-

tope 2 une immersion simple, parmi les immersions de (M,Md,M',M") dans

(N,Nd,N',N") qui coincident avec f sur M" ,

La démonstration est calquée sur celle du lemme 3 de la sixiéme
étape du §3. On épaissit T dans la décomposition de V donnée par le

lemme 2 de la sixiéme étape du §3 ; on note P , MO et M1 les restric-

tions de M a T, V., et V., ; on note Pd s Md et Md les fibrés en sphéres
0 1 0 1 P
correspondants, (M,Md,M',M") s'écrit donc
d
(M MO,M('),M") U (PxI,P xI,P'xI,P"xI) U (Ml,Ml, l,M'l')
(P,Pd,P',P") (P,Pd,P',P")

Lemme a : On peut se ramener au cas od £[M; et £|MMy, U P x [0,e]) sont

injectives .

On va faire la démonstration pour f|M1 ; on en ferait une analogue

pour fI(M0 U P x [0,e]) . M; est la réunion de (M{ n Mi)x 1 (sur lequel

f est injective, puisque f|M" est injective) et d'anses de dimension

inférieure ou égale & n/2 . On démontrera donc le
Lemme a' : Soient A et B deux sous-variétés de V' . On suppose que

B est la réunion de A et d'une anse de dimension q (S n/2) atta-

chée le long du bord relatif dA de A dans V', et que A est un voi-

sinage régulier de la réunion de A N V'"etd'un sous-complexe de dimension

-

au plus n/2 , On note K et L les restrictions de M a A et B ;

Kd et Ld sont les fibrés en sphéres, dK est la restriction de M a

dA . Soit @ : (L,Ld,L') —_— (N',N'd,N' N N") une immersion dont la
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la restriction 3 K Uy L" est injective. On peut trouver une homotopie

d d

régulidre parmi les immersions de (L,L°,L') dans (N',N' » N' A N") qui

coincident avec £ sur K UL" , qui joint ¢ 2 une immersion injective.

I1 est clair qu'en appliquant ce lemme & chacune des anses de la
décomposition de Vi a partir de Vi n V{ » ON se raméne au cas ol
f|Mi est injective . Ensuite, puisque V1 est la réunion de
(Vi UV)) xI et d'anses de dimension au plus (n+2)/2, par un raisonnement
analogue (avec une dimension supérieure d'une unité) on se raméne au cas

ol f!M1 est injective,

Démonstration du lemme a' : ® (dK) est une sous-variété de N' de codi-

mension au moins 4, et ni(dK’de) —— ni(N',N'd) est un isomorphisme
. d d d
pour tout i , donc ﬂi(N'~¢(dK), N' —w(dK ) ——> ni(N',N' ) est un
isomorphisme pour tout i ., De m@me @(K) est une sous-variété de codimen-
. . d d d
sion au moins 3 de N'-gp(K), et m (K,K7) —> m (N'-p( K ,N' -p(4K 7))
est un isomorphisme pour tout i , donc ﬂi(N'—¢(K), N'd—w(Kd))-——-—> ni(N,N')

est un isomorphisme pour tout i

On sait qu'il existe un complexe A.0 de dimension au plus n/2 ,

tel que A soit un voisinage régulier de AO U (ANV") ; posons

K|Ao =K, ; dim K, < k+n/2 ., Identifions B 2a la section zéro de L

0 0
I1 est clair que l'on peut se ramener au cas oi ¢|B UK UL" est injec-
tif (puisque c'est vrai génériquement : dim B-(K N B) + dim Ky =

= q+(k+n/2) < ntk < pt+k = dim N') , et donc aussi au cas oi

oB-B N K)) € N'-p (K) .
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Par application de la deuxiéme assertion du lemme 1 ci-dessus

d) est

(c'est possible puisque m (N'-ep(K), N'd-m(Kd)) —_ ni(N',N'
un isomorphisme pour tout i) on peut donc se ramener au cas ou

p(L-K) € N'-p(K) .

Soit alors U wun voisinage régulier de o(K) dans N', On peut
supposer que @lmrl(h) est injective, et que qfl(U) est un voisinage

-1
régulier de K dans L . Posons X = L-p (V) et Y =N'-L ; X est
1-q X Dk , et ¢|X définit une immersion

d

isomorphe 2a p? x p"”

n—l_quk-l,Sk-lan_l-quk) —_— (1,Y

k-1
X

n: @%0" 1905 plp ")

n-l-q

(ot Y" = dY—Yd) dont la restriction a § D X pk est injective.

Il s'agit de transformer cette immersion en une immersion injective par homo-
topie régulidre ; il est clair qu'il suffit de le faire pour DIx{0}0" ,et
ceci est une conséquence du théoréme 1 (dim Y-(g+k) = p~l-q = 3 ;

k_1) =0 pour i < k-1 et 2(q+k)-(p-l+k) < k-1 ;

U (4 ka,quS
ni(quDk,quSk—l)-———4> ™ (Y,Yd) est un isomorphisme pour tout i ) ., Ce

qui termine la démonstration du lemme a'.

Dans la suite on supposera donc toujours flM1 et fl(M0 Up x[O,e])

d

injectives ., Soit F 1'immersion de (P,P ,P',P") xI x (I,0,1) dans

o,8,N',N") x (1,0,1) définie par

F(t,a,8) = (£(t,((1-8) + 6 &) a) , O
On a

DFlp xI x{0}= £]p x I
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2) Flp x {0} x1 (ﬂPx{ﬂ)xI%

3) F(Px I x {1}) = £(p ¥ (0.e]) et F|P xI x {1} est injective.

Lemme b : F est régulidrement homotope 2 une immersion G telle que

GIP x {1} xI soit un plongement de (P,Pd,P',P") x (I,0,1) dans

(N,Nd,N’,N") x (I,0,1) , parmi les immersions de (P,Pd

d

,P',P") x I x
(1,0,1) dans (N,N°,N',N") ¥ (1,0,1) qui cofncident avec F sur

P x (I x {0,1} U {0} x I).

Démonstration : On applique 1'hypothése de récurrence a F|Px{1}xl

(BxI, UYL KT, (PXID™) —> (N N, N T, (ND)™).

G|Px{1}xI est alors une pseudo-isotopie parmi les plongements de

d d

(p,P ,P',P") dans (N,N",N',N") , qui se relgve en une pseudo~isotopie H :

M, XI —=> N x1I . On définit alors ¢ : M XI——> N xI1I par

1
My x I = (£]M)) x Id; , &[(P xI) xI =6 et §[M; xI =H . C'est une

immersion, et QIM x {1} est 1'immersion simple cherchée .

Deuxiéme temps : On suppose maintenant que 1'immersion f est simple ; on
PP q p s

va démontrer que 1l'on peut enlever sa self intersection.

L'immersion f étant simple, on peut appliquer le lemme de régula~
risation successivement 2 f|M' (pour régulariser sur le bord) puis a f
elle méme. On se raméne ainsi au cas ot la self intersection (X,Xd,X')
est un fibré en boules Dk sur une variété (Y,dY) de dimension 2n-p .

On va faire disparaitre X en otant des anses i (Y,dY) par ordre de dimen-

sion décroissante. Supposons donc que Y soit une réunion d'anses de di-

mension au plus 2n-p~u . Pour montrer que l'on peut enlever une anse de
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dimension 2n-p-u , on va montrer que l'on peur enlever un voisinage régu-
-1

lier d'un plongement | : (0",8%"") ——= (Y,dY) . Pour cela on utilise

le produit par Dk du modéle de déformation du §2 ., On va donc plonger

dans la figure (N,f(M)) 1le produit par p* de 1a figure décrite au §2 .

On démontrera d'abord deux lemmes.

Lemme 2 : Soit (E,Ed,E') de dimension q+k , et soit (D,Dd,D') le

complémentaire d'un voisinage régulier de Sz X Dk dans (Di+1 X Dk s
p¥*1 x g% p* xD¥) . On pose 5= ap-D%-D' et F = aE-ES-E' . on

suppose donner un plongement ¢ de ®,5 n Dd,ﬁ'n D') dans (£, n Ed,

ENnE') . on suppose

1) @ représente O dans T, (E,E')

2) qt+k-x = 4 et 2x-q-k+2 < N
3) uf (E,E') = 0 pour i < 2x-q-k+3

Alors se prolonge en un plongement & de (D,Dd,D',ﬁ) dans
@ P

€,e45",0)

Démonstration : Le lemme 1 permet d'affirmer que ¢ se prolonge en une

application & de (D,Dd,D',D) dans (E,Ed

,E';E) . On peut supposer que
¢ est une immersion. On la transforme alors en un plongement grace 2 1'hy-
pothése de récurrence sur le théoréme 2 ; c'est possible & cause des hypo-

théses 2 et 3 , et du fait que ni(D,D') = 0 pour tout i ,
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Lemme 3 : Soit (Z,Zd,Z',ﬂ) une sous-variété de (C,Cd,C',C") (dim z =

= 2n-p+k et dim C = n+k avec p-n 2 3 et 2n-p = N) . Soit

-1 - .
o (s: x DX, s: x skl gu-l x D) (= (s,s9,8")) — ,2%,2') un plon-

gement. On suppose

a) 1A (Z,2') =0 pour i <u

b) m (c,c')

i O pour i < uy

Alors (I se prolonge en un plongement

H : (D:+1 x DX, D_:+1 X sk'l, ¥ x p¥) —> ,c,c")
tel que
ut+l _u [3 _
a) H ((p -5) x D)nz=¢
b) (si u < 2n-p) H (D_I:+1 X Dk) est normal 2 Z le long de

B s¥ x5 .

Démonstration : Ce lemme est 1'analogue du lemme de plongement du §3 , sa

démonstration est analogue & la troisiéme étape de §3 .

~

A) Si u=2n-p : Im (L est une composante connexe de Z . Posons Y=2-Im {j .
En appliquant le lemme homotopique du §3 & 1'inclusion (Y,Y') € (c,c') avec
A = 2n-p-1 = u-1 (cf : Hyp a et b) on voit que (C-y,c'-Y') —> ni(C,C')

est un isomorphisme pour i < (2n-p-1) + (nt+k)-(2n-p+k)-1 = n-2 > 2n-p

donc ni(C-Y,C'—Y') =0 pour i < 2n-p = u ., On note alors (D,Dd,D') le

d

complémentaire d'un voisinage régulier de Y dans (c,c,c*) .
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utl k _utl k-1 u

x D%, D" x s%H ) b D% (=(q,¢%,q")) —— (»,D¢

Soit Hy - (> sD')

+

~

un plongement quelconque, et soit By = Hols . D'apres le lemme 1, {i et
ib sont homotopes ; donc il existe une homotopie régulidre ¢ de {i a QO

parmi les immersions de (S,Sd,S') dans (D,Dd,D') . Il est clair qu'il

suffit de montrer que {J et QO sont pseudo-idotopes parmi les plonge-

d,S') dans (D,Dd,D') ; pour cela on va montrer que 1l'im-

ments de (S,S
mersion ¢ : (SxI,deI,S'xI,Sx{O,l}) _— (DxI,Dde,D'xI,Dx{O,l}) est
réguliérement homotpe & un plongement parmi les immersions qui coincident
avec ¢ sur S x {0,1} . C'est une conséquence de 1'hypothese de ré-
currence sur le théoréme 2 , puisque 2(u+l)-@+l)<N , (n+tl)-(utl) =3 ,

™ (5,8') =0 pour i <u-1 (= 2(utl)-(ntl)) et ni(D,D') = 0 pour

i < 2n-p (2 2(utl)-(n+l) +1).

B) Si u < 2n-p : par application du lemme homotopique du §3 avec ) = u-l
(cf: Hyp a et b) , on voit que ni(C—Z,C'-Z') _— ni(C,C') est un iso-

morphisme pour i < (u-1)+p-n-1 = ut+l ; donc ﬁi(C-Z,C'-Z') = 0 pour
d

i < u. Soit (E,E ,E') 1le complémentaire d'un voisinage régulier ouvert
nh de Z dans (C,Cd,C') jooma m (E,E') = 0 pour i < u. Soit (D,D',D")
le complémentaire d'un voisinage régulier ouvert VU de S: X Dk dans

o« p¥, p**1 x s*1) p% x D¥) (on pose B = ap-p9-D') . On prolonge
+ + P P

{i en un plongement de U dans N qui vérifie la condition b , et qui

définit un plongement £ de D dans E = dE—Ed-E' . I1 s'agit de prolon-

d

ger f en un plongement de (D,Dd,D',53 dans (E,E ,E',E) ; pour cela il

suffit d'appliquer le lemme 2,
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Plongement du modéle de déformation : Le plongement u de

-1 - -—
oY,s%" ") = (s:,s“ 1) —> (¥,dY) , se prolonge en un plongement i de

(s: x DX, s:xsk'l,s“‘lx pX)  dans x,x9

d d,M') s Z = f-l(X), et {I étant 1l'un des deux

»X') . On applique d'abord le lemme

,C') = (M,M

plongements de S: X Dk dans Z tels que f . p = 'ﬁ . Il est clair que

3 avec (c,C

1'hypothése b résulte du fait que Y est la réunion de dY et d'anses de

dimension au moins u ., On obtient ainsi un plongement H de D:+l X Dk

dans M ., On notera Z0 la composante connexe de f-l(x) qui contient
k

n " x0%) .

On applique alors une seconde fois le lemme 3 , en prenant pour

d

1) (c,c",C') 1le complémentaire d'un voisinage régulier de
Z, U H (D:+1 x DX) dans (M3, M)

-1
2) 2 =f (X)) - z0

3)  le seul plongement de S: X ¥ dans Z tel que f. {3 =.ﬁ .

L'hypothese a du lemme 3 est vérifiée car Y est la réunion de dY et

d'anses de dimension au moins u ; on va vérifier 1'hypothése b

@) Si u < 2n-p : ni(ZO,Zé) —_— ni(M’M') est un isomorphisme

pour i < u-l et est surjectif pour i = u (puisque ni(zo,26) =
ni(Y,dY) =0 pour i< u-1, et que ni(M,M') = 0 pour

i < 2n~-p (>u)) ; en appliquant le lemme homotopique avec )=u-1,

on voit que ni(M_Zo’M'_Zé) —_— ni(M,M') est un isomorphisme pour

i £ (u-1)+(nt+k)-(2n-p+k)-1 = ut(n-p-2) 2 u ; donc ni(M-ZO,M'-Zé) =0
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pour i £ u ., On applique alors le lemme homotopique &
1
h : (D:+ - S:) X Dk-————> M-Zo avec )\ = u-l, pour montrer que

utl

5 XD, Wzl B @ x D)) —s

"y = =
m (C,C') = m. (4 (z, UR (@
ni(M-ZO’M’-Zé) est un isomorphisme pour i < (u-1)+(n+k)-(udl)-1 =

= nt+k-3 2 u ; donc ni(C,C') =0 pour i <u.,

B) Si u = 2n-p : (C,C') a le type d'homotopie de (V,V'-un point) ,
donc ni(C,C') —_— ni(V,V') est un isomorphisme pour i < n+k-3
(2 2n-p), ce qui prouve 1'hypoth2ése b puisque m (v,v') =0

pour i < 2n-p.

On a ainsi plongé dans la figure (N,f(M)) le produit par Dk de

S:+1 U D:+1 . On prolonge en un plongement ¥ du produit par Dk d'un
voisinage de S:+1 U D:+1 dans D::Z » grace a des considérations de

champs normaux. On veut prolonger ce plongement en un plongement de

D::Z X ¥ . Soit (E,Ed,E') le complémentaire d'un voisinage régulier de
f(M) dans (N,Nd,N') , et soit (D,Dd,D') le complémentaire d'un voisi~

. , ut+l ut+l k ut2 k _ut2 k-1
nage régulier de (S ] D+ ) x D dans (D++ XD, D++ X S s
ut+2 ut+l u+l ky . . .
d(D++ Yy - (s U D+ ) xD7) ; on retrouve la figure du lemme 2 ; il

suffit d'appliquer ce lemme, démontrons donc que ses hypothases sont véri-

fiées :

Hyp 1 : Par une double application du lemme homotopique on montre que
les homomorphismes ni(E,E')-———%> ni(N—f(M),N'-f(M')) —_
ni(N—X,N'-X') —_ ni(N,N') = ni(W,W') sont des isomorphismes pour
i < utl . Donc pour vérifier 1'hypothase 1 il suffit de vérifier

que 1l'image de V dans nh+1(W,W') est nulle, Si u < 2n-p ,
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nh+1(W,W') =0 , donc c'est vrai ., Si u = 2n-p , c'est vrai pour-

vu que l'on ait bien choisi la classe d'homotopie du plongement de

+1 .
S:+ (construit dans la seconde application du lemme 3). En effet

on a choisi librement la classe d'homotopie de ce plongement dans

:+1 X Dk), M'-(f-l(X') UH @Y x Dk))) et les homo-

uH Ry, M- ) U EOY05)))

M- U HE
morphismes nfn—p+1(M-(f-1(X) U H(D+

ﬂzn_p+1(V3V') _— nzn_p+l(w,w') sont Surjectifs.
Hyp 2 : (p+k)-(utl) 2 4 et 2(utl)-(p+k)+2 < u < N

Hyp 3 : On vient de voir (Hyp 1) que ﬂi(E’E') = 0 pour

i < 2n-p (= 2(u+l)-(p+k)+3)

Par une considération de champ normal on prolonge alors le plonge-

ment de D:IZ X Dk que 1l'on a obtenu, en un plongement du produit par Dk

du modéle de déformation du §2 . Il est clair que la déformation corres-

pondante a l'effet cherchsé,

§ 6 : La démonstration du théoréme 3.

Remarquons d'abord que f est réguliérement homotope, parmi les
immersions qui vérifient la condition 4, & une immersion (que 1'on notera

encore f ) qui vérifie la condition

4") . fIM' : M' ——> N' est de la forme fo x Id 1K ou f. est
D
une immersion de V' dans W' .
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Comme cette condition 4' entraine la condition 4, on va déformer £ en un

plongement parmi les immersions qui vérifient 4' ,

Pour cela on fait une récurrence sur 2n-p . Pour 2n-p <0 il n'y
a2 rien & démontrer : f|M' : M' ——> N' est génériquement un plongement
(théoréme de Whitney) et f est régulidrement homotope 2 un plongement
nodulo fiM' par application du théoréme 1 . On va donc démontrer le pas
lJe la récurrence : supposons que le théoréme soit démontré pour 2n-p <N ,
2t considérons le cas ot 2n-p = N . Dans un premier temps on démontre que
E peut &tre déformée en une immersion simple ; ceci est analogue au premier
cemps du §5 : il suffit de vérifier que dans chaque construction on peut
s'arranger pour que la condition 4' soit vérifiée ; on utilise une premiare
fois 1'hypothése de récurrence. Dans un deuxidme temps on enléve la self-
intersection de cette immersion simple. Pour cela on applique le lemme de
régularisation (une seule fois sur l'intérieur, puisque la partie de la self-
.ntersection qui est dans N' est déja de la forme dY ¥ Dk a cause de la con-
lition 4'), puis on considére une présentation par anses ordonnée de (Y,dY),
it on enléve les anses par ordre croissant des dimensions. Pour enlever une
;elle anse on plonge dans la figure le produit par Dk du modéle de défor-
iation du §2 ., Pour que la déformation respecte la condition 4' , il faut

lue ce plongement ¢ vérifie la condition

") wl(Bord du modéle) x Dk = q X Id K (ot le bord du modéle est
D

la partie définie par x = 0),

‘our construire un tel plongement on prend le plongement que l'on a défini au
5, et on l'isotope en un plongement qui vérifie 4", en utilisant une seconde

ois 1'hypothése de récurrence,
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CHAPITRE 4 : PLONGEMENTS DE COMPLEXES DE POINCARE ET DECOMPOSITION EN

ANSES,

Nous allons voir comment les théorémes de Plongement de variétés
obtenus précédemment, s'interprétent dans Je cadre des complexes de Poincaré,
Pour cela il faut d'abord définir une notion naturelle de plongement de com-
Plexes de Poincaré, Elle sera obtenue en transposant dans 1la catégorie des
complexes de Poincaré 1a remarque suivante : si f X — yP est un
plongement de variétés différentiables s> On a un partage Y = N1 U N2 en
deux sous variétés de codimension zéro tel que N1 est un fibré vectoriel

en boules de dimension p-n de base f(X) .

§1 - Plongements de complexes de Poincaré,

Définition 1 : Soit f . xB ——> YP yne application entre deux complexes

de Poincaré sans bord de dimensions respectives n et p ,

Un plongement de complexes de Poincaré homotope 3 f est 1a donnée

(notée §) de

1) (Nl’ dN)P , (Nz,dN)p deux complexes de Poincaré de

dimension p de méme bord dN .

2) v N, U N, ——> Y équivalence d'homotopie simple
dN

3o N1 ——> X équivalence d'homotopie simple
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Vérifiant
i) YN, ~ fo 9
ii) mldN . JN —> X a le type d'homotopie d'une fibra-
tion sphérique de dimension p-n appelée fibration nor-
male du plongement § et notée vd .
Remarques

1) Si p-n 23 et si la paire (Nl,dN) est 2-connexe,
le théoreme de Spivakassure que la condition ii) est

automatiquement vérifiée.

T = _
2) Dans kG(X) on a vg = Vy f Vy
3) i p-n 23 , ¥, : nl(Nz)-———€> “i(Y) est un isomor-
phisme car ni(dN)-———> nl(Nl) est un isomorphisme

puisque la fibre de est simplement connexe.

Vo

Définition 2 :

Soient (X,dX)n et (Y,dY)p deux complexes de Poincaré a bord de
dimension n et p , soit f : (X,dXx) —> (Y,dY) . Un plongement de

complexes de Poincaté homotope &2 f est la donnée, notée ®, de :

1) (Nl, le)p , (Nz,sz)p deux complexes de Poincaré 2a

bord de dimension p avec découpage des bords :

dNy =N{ Uy T, dN,=N) U T
dT dT
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CHAPITRE 4 : PLONGEMENTS DE COMPLEXES DE POINCARE ET DECOMPOSITION EN

ANSES .

Nous allons voir comment les théorémes de plongement de variétés
obtenus précédemment, s'interprétent dans le cadre des complexes de Poincaré,
Pour cela il faut d'abord définir une notion naturelle de plongement de com-
plexes de Poincaré. Elle sera obtenue en transposant dans la catégorie des
complexes de Poincaré la remarque suivante : si f X" ——> YP est un
plongement de variétés différentiables , on a un partage Y = N1 U N2 en
deux sous variétés de codimension zéro tel que N1 est un fibré vectoriel

en boules de dimension p-n de base f£f(X) .

§1 - Plongements de complexes de Poincaré.

Définition 1 : Soit f : X" —> YP une application entre deux complexes

de Poincaré sans bord de dimensions respectives n et p .

Un plongement de complexes de Poincaré homotope & f est la donnée

(notée §) de :

1) (Nl, dn)P , (Nz,dN)p deux complexes de Poincaré de

dimension p de méme bord dN .

2) v Ny U N, —> Y équivalence d'homotopie simple
dN

3o N, —>X équivalence d'homotopie simple
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Vérifiant
1) YN, ~ £, @
ii) ¢|dN : df —> X a le type d'homotopie d'une fibra-
tion sphérique de dimension p-n appelée fibration nor-
male du plongement ¢ et notée b .
Remarques

1) Si p-n 23 et si la paire (Nl,dN) est 2-connexe,
le théoréme de Spivakassure que la condition ii) est

automatiquement vérifiée.

T = . %
2) Dans kG(X) on a Vg = Y f Vy

3) i p~-n=23 , W 8 ni(NZ) —_— “i(Y) est un isomor-
phisme car ni(dN) e ﬂi(Nl) est un isomorphisme

puisque la fibre de Ve est simplement connexe.

Définition 2 :

Soient (X,dx)n et (Y,dY)P? deux complexes de Poincaré a bord de
dimension n et p , soit f : (X,dX) —> (Y,dY) . Un plongement de

complexes de Poincaté homotope & f est la donnée, notée §, de :

1) (Nl’ le)p , (NZ’dNZ)p deux complexes de Poincaré 2a

bord de dimension p avec découpage des bords :

My =N U T, AN, =N y T
dT dT
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2) y: N, U N, ,N U N!)—>(Y,dY) équivalence
1 T 2 1 et 2

d'homotopie simple .
3) p: (Nl’ Ni) —> (X,dX) équivalence d'homotopie simple.
Vérifiant :
1) ¥{NLN) ~£o o

ii) @|T et ¢|dT ont le type d'homotopie de fibrations sphéri-

quesde dimension p-n .
Remarque : Par restriction ¢ induit un plongement dX —> dY ,
Equivalence : § et §' deux plongements de complexes de Poincaré homotopes
a £: X0 —>Y sgont équivalents s'il existe o (Nl,dN) —->(Ni,dN')

et @, : (Nz,dN) ——> (N}),dN') deux équivalences d'homotopie simples, égales

sur dN , tellee que les diagrammes :

N1 ]
Jm dN y
e e ] :
N'/ N U
dN

soient homotopiquement commutatifs.

On a une extension manifeste de la notion d'équivalence au cas 2

bord .
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Plongements concordants :

$ et @' deux plongements de complexes de Poincaré homotopes i

———f 7 X——> Y sont dits concordants s'il existe un plongement de complexes

de Poincaré Y homotope 2 f x Id : (X x I, X x dI) —> (Y x I, Y x dI)

induisant ¢ sur X x {0} et §' sur X x {1}.

Proposition 1

Deux plongements de complexes de Poincaré homotopes a f : Xn-——> yP

équivalents sont concordants. Réciproquement si p-n >3 deux plongements de

complexes de Poincaré homotopes & f : X —s Yp, concordants sont équi-

valents .

Démonstration :

La premiére assertion est évidente en considérant les mapping~-cylin~
dres des équivalences d'homotopies ui(Ni’dN) —_— (N{ , dN') avec les

notations précédentes,

Soient § = (Nl’ dn, NZ’ P ¥, & = (N, dN', Né, @', ¥') deux
plongements et ¥ = ( (M,, dMl)p+1, (MZ,dMZ)p+1,‘5 , ¥) avec
dM1 = ( N1 U Ni) Uu T et dM2 = (N2 U Né) U T, une concordance

dT dT
entre & et §' .

Montrons 1'existence d'une équivalence d'homotopie simple :

h : (N1 x I, dN xI, Nl x 0, N1 x1l) —> (Ml’T’Nl’Ni )
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qui est 1'identité sur Nl x 0 et telle que 5 o h ~ & x Id .

Comme c_p | T: T——>Xx1 a le type d'homotopie d'une fibration
sphérique, il en résulte que 1l'inclusion dN &—> T (inclusion de la fi-
bration sur X x O dans la fibration sur X x I) est une équivalence d'ho-

motopie simple. De m&me pour dN' s

Comme c_p g Ml —> X x I est une équivalence d'homotopie simple
induisant ¢ : Ny—>Xx0 et o' Ni —> X x 1 il en résulte que
les inclusions (Nl’ dN) &—> (M'l’ T) et (N!, dN')C——> (Ml’ T) 1le

sont aussi, d'ol l'existence de h .

Comme p-n =23 , d'aprés la remarque qui suit la définition 1, on
a des isomorphismes nl(NZ) _— 'nl(Y) , "I(Né) —_— 'rrl(Y), nl(Mz) SR

1
nl(M x I) et donc les inclusions NZC——> M2 et NZ(——> M indui-

2

sent des isomorphismes sur les ™o

De plus, il n'est pas bien difficile de voir, par excision et en
utilisant le fait que dN———> T et NIL-—)’M , sont des équivalences

simples, que C, (ﬁ'z, ﬁz) est un AM ~complexe acyclique sans torsion ; donc
2

que Nzc-—é M, ( et de méme N!

2¢——> MZ) est une équivalence d'homotopie

simple.
On en déduit comme précédemment une équivalence simple
k : (Nle,deI,Nsz,Nle) —_— (MZ,T,NZ,NZ’)

qui cofncide avec Id sur N2x0 et avec h sur dN x I




1V.6

Les restrictions h : N1 X1l —> Ni et k: N, x1—>N!

Construisent 1'équivalence entre § et &' .

Remarque : Si on développe les mémes notions d'équivalence et de concordance

pour le cas a bord, on a la m@me proposition .

§2 - Procédé pour obtenir des plongements de complexes de Poincaré .

La plupart des plongements de complexes de Poincaré seront obtenus par

la construction suivante 2 partir de plongements de variétés,

Par variétés nous entendons variétés différentiables ou variétés

P.L.

Dans la catégorie différentiable les plongements sont les plongements

différentiables et la théorie des fibrés est celle des fibrés vectoriels.

Dans la catégorie P.L., les plongements sont supposés 8tre localement
plats (le plus souvent cela ne sera pas une restriction car nous travaille-
rons en codimension = 3) et par fibré nous entendons suivant les cas

pseudofibrés P,L. (P.L. block bundles) ou bien microfibrés P.L.

Soit £ : X0 —> YP une application entre deux complexes de

Poincaré de dimension n et p .

Soit ( X,dX,m,p) un fibré homotopique en boules de dimension k
sur X , m:X —>X la projection (c'est une équivalence d'homotopie
simple) , s : X —> X la section nulle, X étant une variété de dimension

ntk de bord di L
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Soit de meme (Y,dY,n',s') un fibré homotopique en boules de di-

mension k sur Y Y étant une variété de dimension p + k de bord

dY .

Et soit enfin f : (X,dX) —> (Y,dY) un plongement de variétés

étendant f & homotopie prés,

Soit N1 un voisinage tubulaire ou régulier de t (X) . Posons

le = Ni U N{ avec Ni = adhérence de dN M Int Y et Nf =dN n dy .

alors (Nl,N') est un fibré en boules de dimension p-n sur X , comme
X est un complexe de Poincaré de dimension n,(Nl,N') est un complexe
de Poincaré a bord de dimension p . Si r est la projection N — X N

ToX ¢ N——>X est une équivalence d'homotopie simple .

Soit N, = adhérence (Int Y - Int N;) et dN, = N'U Ny

Si p-n =23, ™ ¥ - X)——> ni(?) est un isomorphisme donc
aussi ni(NZ) _ ni(?) . Par découpage il vient que (N2,N') est un
complexe de Poincaré a bord de dimension p , et 7' : Y = Ny g' Ny—> Y
est une équivalence d'homotopie simple. Cela définit un plongement de

complexe de Poincaré homotope 2 f que l'on dit associé au plongement
f @, d&—q,d) .

Remarque 1 : Si k=0 i.,e. si x® et YP sont munis de structure de

variétés et si f est un plongement de variétés homotope & f , la cons-
truction précédente associe a £ le plongement de complexe de Poincaré

formé du fibré normal a f et de son complémentaire .
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A Cf,d?)p+k sont pseudo isotopes

Remarque 2 : Si T et -f-'(i,d.)-(-)
les plongements de complexes de Poincaré associés sont concordants et d'aprés

la proposition 1, équivalents (p-n = 3).
Remarque 3 : Par le procédé précédent on obtient toujours des plongements
de complexes de Poincaré dont la fibration normdle admet une réduction vecto-

rielle ou P.L. .

Remarque 4 : Dans le cas a bord on a un procédé analogue (pour p-n 2 3)

n+k (§;§,’§")p+k

en partant d'un plongement de variétés f X,X',X")
ot X',X" est un partage de dX , T : X,X") —> (X,dX) est une équiva-
lence d'homotopie simple telle que nli':(i',i" nx") —s (X,dX) ait

le type d'homotopie d'une fibration sphérique de dimension k ; de méme

pour (Y,Y',¥Y") et (Y,dy) .

§3-Théoremes de plongement

Théoreéme 1 (Théorgme de plongement de Whitney)

Soit f : Xn ————esYp une application entre deux complexes de Poincaré

de dimension n et p telle que p-n >3 et vy —fk(\g) = 0 dans k_(X) .
P: Y p & A4

i) Si p = 2n+l, i1 existe un plongement de complexes de Poincaré

homotope a f .

ii) Si p = 2n+2, deux plongements de complexes de Poincaré homo-

topes a4 f sont équivalents .
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Démonstration :

Comme vy et fk VW, sont stablement équivalentes, on peut plonger

k et ]Rp+k respectivement de sorte que, si (V,dV) et

XI et Y dané ]Rn-i-
(W,dW) sont les voisinages réguliers respectifs et £ et 1 les fibrations
sphériques de dimension k associées, on ait € = f#*n . I1 existe donc une
application ¢ : (V,dV) — (W,dW) étendant £ et fibrée en ce sens que
Py T (V,dv) (~ 1'rj_1(Sk“l ) m, (W,dw) (~ 'rrj_l(Sk-l) ) est un isomor-
phisme .,

Montrons qu'il existe une immersion g : (V,dV) —— (W,dW) homo-

tope & @ . Comme V est de dimension cohomologique n et que
S0 (p+k)/SO(p-n) est (n-1) connexe (car p-n 2n) , il existe une immer-~

sion g1 ¢ V—>W et une homotopie h : VI —> W entre Kp et g -

On a un isomorphisme (q;ldV)*('l'dW) e el —— gl*(frW) |dV déterminé
par 1l'homotopie h . En utilisant cet isomorphisme et le fait que
S0(p+k)/S0(p+k-1) est (p+k-2) connexe, on a une homotopie réguliare

g ¢ dV ——> W entre 8y ldV et une immersion EZ : dV ——> dW et une homo-

topie h : dV x I —> dW entre dv et E qui, lue dans W, est
P @ 2

homotope 2 1'homotopie h|dV suivie de Et ’

Grace & la propriété de relévement des homotopies régulidres, il
existe une immersion 8y (V,dvV) ——> (W,dW), une homotopie H : Vx I —> W
entre p et 8y » une homotopie H:avx1I ——> dW entre cpIdV et
gzldV = EZ telle que i,H est homotope a H'dV xI ({1 : dWS—>¥), L'im~
mersion g = -3} (V,dv) ——> (W,dW) est donc homotope 2 ¢ comme application

de paires et g, 'rrj (V,av) —> 'rrj (W,dW) est un isomorphisme.
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Appliquons maintenant le théoreme 1 du Chap, III, a V,V' = qdv, V" = §,

W,W' = dW, W' = § et g . La seule hypothese qui reste 2 vérifier est

k-1
-1(5

TTj(V,dV) =0 pour j € 2(ntk) - (p + k) = k + 2n-p, or ﬂj(V,dV) =

=0 pour j <k et 2n-p s-1 .

Dons g est réguliérement homotope & un plongement de variétés
g' : (V,dv) —> (W,dW) et le plongement de complexes de Poincaré associé
est clairement homotope 2 £ .

Pour montrer la 2&@me partie du théoréme nous utilisons le lemme :

Lemme 1 - Avec les mfmes notations et hypothéses que précédemment, si

p = 2nt+l, tout plongement de complexes de Poincaré homotope 2

f est équivalent au plongement associé 3 un plongement de varié-

tés des fibrés homotopiques en boules normaux .

Preuve : Soit & = (Nl,dN,NZ,cp,‘ll) un plongement de complexes de Poincaré.

R ptk-1 ptk

On commence par plonger dN dans 5 Nl dans ]R+ » N, dans ]REFk

2

de N; , N, de N

avec k grand, soient T un voisinage régulier de dN, N 2 2

il

et posons dN1=TUﬁi,dN2= T N

Alors (Y ,dY) = (N, U N, , N! U ) ) est un voisinage régu-
1 T 2 1 2

lier pour un plongement de Y dans R .

Soit g = q; 1 X —> N1 s si k est assez grand il existe une
extension
ntk

g : (X,dX) — (ﬁl,ﬁl') ptk qui est fibrée.

) =
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En raisonnant comme précédemment, on peut supposer que g est un
plongement de variétés et on voit sans difficulté que 1'on peut considérer

(ﬁl’ 135 _i) comme voisinage tubulaire de ce plongement.

Le plongement (i,di) — (ﬁl’ﬁl) ——a (Y,dY) induit donc un

plongement de complexes de Poincaré équivalent a § .

Pour finir la démonstration du th.l , supposons que p = 2n+2 et que § et

3' sont deux plongements de complexes de Poincaré homotopes & f ., On peut

considérer qu'ils sont obtenus 2 partir de deux plongements £ et

X, O —s @, a0l

Comme ¢ et §' sont tous deux homotopes a £ , il existe

g : Xx1I, dixI,ixO,ixl)—-—é(?xI, d?xI,?xO,Yxl)

telle que g[Xx 0 =1 et gxx1="7¢

Comme précédemment on peut supposer que g est une immersion et

on applique le th.l du Chap.III avec V=Xx1I,V'=dkx1I, V'=Xx {0,1}

et W=YxI ,W =dYxI, W=Yx {0,1} ; 1les hypotheses sont toujours

vérifiées car 2n + 2k + 2-p-k-1 =k + {2n + 1-p) <k .

Les plongements f et T sont donc pseudo isotopes et les plon-
gements de complexes de Poincaré associés équivalents d'aprés la remarque

2 du §3 .
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On a un énnoncé similaire dans le cas 3 bord , indiquons la démonstration

de 1'éxistence, On construit une extension de f entre les fibrés homoto-

otk o o, W, wOPTE fipree

piques en boules normaux ¢ : (V, V', V")
‘en sens manifeste et comme précédemment on peut supposer que (p est une im-
mersion. On applique le th.l du Chap,III 2

le" : (v, vt nv', ) —> (W", W' N W', & pour transformer @[V" en un
plongement puis on réapplique le m@me théorzme a2 ¢: (V, V', V") —> (W,W',W")

pour obtenir un plongement qui induit le plongement de complexes de Poincaré

cherché,

Nous allons établir un autre théor2me de plongement en utilisant le

théoréme 2 du Chap.III.

Théoréme 2 :

Soient X une variété de dimension n, de bord dX, Y un complexe de

Poincaré de dimension p, (Y',Y") un découpage du bord dY en deux complexes

de Poincaré de dimension p-1, et f : (X, dX )—= (Y,Y'). On suppose que

f*vY admet une réduction vectorielle, Si

1) p-n = 3

2) ni(x,dX) =0 pour i £ 2n-p

3) £, TE(X,dX) —_— nj(Y,Y') est un_isomorphisme pour

J £ 2n-p et surjectif pour j = 2n-p + 1 ,

il existe un plongement de complexes de Poincaré de (X,dX) dans (Y,Y')

homotope a f .
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Démonstration :

On considere un plongement de Y dans Bip+k qui plonge Y' dans

k=1 _ :
R_l:_ et Y" dans ]RE-HE-]' ; un voisinage régulier a la structure sui-

vante : (N, dN) avec dN = Nd U N' U N'" ot N', N" sont des voisinages

ptk-1 d d
R

réguliers de Y' et Y" dans s posons N'" =N n N',

d

N" = Nd N N" . Alors (N,Nd) est un fibré homotopique en boules de dimension

k sur Y , (N', N'd) sur Y' et (N", N"d) sur Y" .,

Soit E un fibré vectoriel sur X qui est équivalent comme fibration

k

sphérique a f*(Nd-————> Y) ; soit Vel le fibré en boules associé de

bord dM = Md U M' ol M' est la restriction & dX .

L'application f s'étend en une application fibrée notée encore f :

M, Md, M') ———> (N, Nd

s N')

Montrons qu'on peut homotoper f en une immersion . En effet comme
(X, dX) est (2n-p) connexe, Hj(X,B) =0 pour j = p-n et pour tout
AX module B et de méme Hj(M,B) ;onn'adonc aucune obstruction pour immer-
ger M dans N . En raisonnant comme dans le théor2me 1 on peut donc sup-

poser que f est une immersion.
On applique alors le théoréme 2 du Chap.III.

Ses 3 premiéres hypoth2ses sont exactement les hypothéses de notre
théordme et 1'hypoth2se 4) résulte de ce que (N', N'd) , (N", N"d)
sontdes sous fibrés homotopiques en boules de dimension k de (N, Nd) et

de ce que f : (M, Md) est fibrée.
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§4 - Décomposition en anses,

Définition 3 :

Un cobordisme de Poincaré entre deux complexes de Poincaré de dimen-
sion n-1, X' et X", est un complexe de Poincaré Y de dimension n tel

que dY = X' U X" (union disjointe).

Soit (Y,X',X") un cobordisme de Poincaré de dimemsion n ; soit

® un plongement de Poincaré de Sk-1 dans X' dont la fibration normale

est trivialisée (c'est-a-dire § = (N;, dN, Ny, o, ¥) et N, dN) ~

(Sk-l x Dn-k’ Sk-l ks Sn—k-l) ]

k
k

soit (¥, X', X") = (Y, X', X") y DX x p*°K

Sk‘-1 X Dn-

Définition 4 :

Dans la dituation précédente on dit 1'on obtient (Y, i, X") a partir

de (Y,X',X") en ajoutant une anse de dimension k le long de X' .

On dit aussi que 1'on obtient (Y, X', X") a partir de (Y, X', X")

en enlevant une anse de dimension n-k 1le long de X'.

Remarque : Soit V¥ un plongement de Poincaré de (DI, Sj-l) dans (Y, X') .
Comme Dd est contractile, la fibration normale est trivialisée ; on peut

donc considérer ¥ comme une décomposition (Y, X', ") = pJ x Dn-j U
pd x g7-3-t

( Yl’ Xi, ") .
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On obtient (Yl,Xi,X") en enlevant une anse de dimension j 2 Y le long

deF.

Nous voulons étudier si cette addition d'anses permet de reconstruire un

cobordisme de Poincaré (Y,X',X") a partir d'un cobordisme plus simple.

Proposition 2 ~ Soit (Y,X',X") un cobordiesme de Poincaré de dimensiomn n .

On suppose que n > 5 ., Il existe alors un cobordisme

(?,i',i") de dimension n tel que les inclusions induisent

des isomorphismes m x'") —> ™ Y) == m @™ et

.tel que (Y,X',X") s'obtienne a partir de (ij',i") en

ajoutant des anses de dimension n-2, n-1 et n le long

de X' et X" .

Preuve : Comme on peut toujours plonger un point dans un complexe de Poincaré
de dimension = 3 , quitte & enlever des anses de dimension 0, on peut sup-
poser que pour toute composante connexe Yi de Y, ona X'N Yi 0 et
"N Yi # ® . En étudiant séparément les différentes composantes, cela

revient a2 avoir Y connexe et X' et X" non vides,

Nous allons enlever des anses de dimension 1 pour rendre X' connexe .

Soient X; et Xz' deux composantes connexes de X' et f : (Dl,SO) _—
(Y,X') un chemin les joignant dans Y connexe par arcs, Comme n > 4 5
d'aprés le théoréme 1 il existe un plongement homotope 2 f et soit
(Y,X',X") 1le cobordisme obtenu en enlevant 1'anse de dimension 1 corres-

pondante, Comme n 2 4 il est clair que Y est connexe et que X' a une

composante connexe de moins que X', En répétant ce procédé on peut donc
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supposer que dans le cobordisme (Y,X',X") , Y, X' et X" sont connexes.

Le groupe Trl(Y) a un systeéme fini de générateurs Yyseeo i

——puisque Y est-un complexe—£fini, Llimage—de Yi—‘dans_"ﬂi“('Y ,X') se re-
présente par une application f : (Dl,SO) —> (Y,X') . Comme Dl est con-
tractile et n > 4 d'aprés le th.l1 on peut trouver un plongement de com-
plexes de Poincaré homotope a3 f ; soit (?,}_(",X") le cobordisme de Poincaré
obtenu en enlevant 1'anse de dimension 1 correspondante, conme n > 3 ,

Y et X' sont connexes.

Etudions ¥) —> nl(Y) : Y---D1 x 0 se retracte par déformation
sur Yl 5 par position générale appliquée a Dl x0 Dl X Dn-'l nous
voyons que si n 24 1l'inclusion Y c Y induit un isomorphisme sur les
™ . L'image —Yl de Y, dans ™ (Y) se représente par Dlx* CDlen-2

fermé par un chemin dans X'-(S0 x Dnnl) qui est connexe : ?1 est dans

1'image de nl(i') et donc 1'image de ;1 dans nl(?,i') est nulle.

Par récurrence sur Yy l< i1 < p on peut supposer que

(Y,X') = 0 . Il est & remarquer que dans ce procédé m (Y,X") reste in-
changé puisque X" ne change pas et que ™ ¥) = 111(Y) s donc lorsqu'on

applique le méme raisonnement & (Y,X") , ™ (Y,X') reste toujours nul.

Quitte & enlever des anses de dimension 1, on peut donc supposer en outre

que “1(Y’x') =m (,x" =0.

Les groupes (Y) et nl(x') sont de présentation finie puisque
Y et X' sont des complexes finis et i : X' —> Y induit un homomor-
phisme surjectif i, : Trl(X') — ™ (Y) . Nous savons donc qu'il existe un
nombre fini d'éléments Y oee- Y

P
groupe distingué qu'ils engendrent.

de nl(x') tels que keri, soit le sous
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< 1
Représentons Yy, par f; : S —> X' et choisissons une nulle-

homotopie g : D2 —> Y étendant fl . Comme n > 5 et D2 est con-
tractile on peut supposer que g est un plongement (D2,Sl)-————> (Y,x")
et soit (?,i',i“) le cobordisme de Poincaré obtenu en enlevant 1'anse

correspondante,

Puisque n 25 , il vient comme plus haut que m (Y) —> m, (Y)
q 1 1

Soit B = X'- st xD ™2 =% p2 x g3

; comme n = 5 |, ﬂi(B) —> ﬂi(x')
est un isomorphisme et le théor2me de Van Kampen nous montre que si N est

le sous groupe distingué engendré par y; alors nl(i') = ni(x')/N donc

I* : ﬂ1<§') _— ni(?) est surjectif et son noyau est le sous groupe dis-

tingué engendrée par les images ;5,...,§$ c

Par récurrence on arrive au résultat puisque dans cette transformation

la fléche m X") —> ™ (Y) ne change pas .

Soit (Y,X',X") un cobordisme de Poincaré de dimension n ,Y,X' et X"

connexes et ni(x')-—4=+> ni(Y) - ni(x") . Soient Y 1le revEtement
universel de Y,X' et X" les revetements induits sur X' et X" qui
sont universels d'aprés les hypothéses sur les ™o Alors
ni(Y,X') = rE(?:i“) et si (Y,X') est (i-1) connexe nous avons

~ ~ It g A\
m (LX) = o @) = B (X)) = B (Y,X',Ap) = H (Y,X',A)

et la i-connexité de (Y,X') peut s'étudier homologiquement .

Supposons donc que (Y,X') est (k-1) connexe (k > 2) , tout élé-

ment de Hk(Y,X',AY) se représente par une application f : (Dk,Sk-l) —>
(¥,8') ou encore par une application f : (Dk,Sk-l) —> (Y,X') munie

d'un chemin au point base.
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Si de plus n-k = 3 , comme tout fibré de base Dk est trivialisé
on peut appliquer le théordme 2 et représenter toute classe de

(Dk,Sk-l

Hk(Y,X',A) par un plongement ) —> (Y¥,X') muni d'un chemin

au point base.

Soit (?,i',x") le cobordisme obtenu en enlevant 1'anse de dimension

k correspondante,

Lemme 2 : Pour 2 <k £ n-3 , les inclusions X' ——> Y et

X" ——> Y induisent des isomorphismes sur les Wi

Preuve : Si k 2 3 , en raisonnant comme plus haut il vient que
m&) T mE) et m () m Q) . 81 k=2 nous savons que

™ ¥) —— m (¥) .

Nous avons vu que ™ (Xx') = ™ (X')/N ot N est le sous groupe
distingué engendré par flSl 3 Sl —> X' . Or ™ x!') —— Trl(Y)

est injective donc cette classe est nulle et nl(i') = ™ x") .

Lemme 3 : Soit (¥,X',X") un cobordisme de Poincaré de dimension n > 5

tel que Y, X' et X" soient connexes et ‘rrl(X') %nl(ﬁ

-~ nl(x"). Supposons (Y,X') (k-1) connexe, (Y,X") k' connexe

(k =22, k' =21) .

Si k+ k' sn-2, il existe un cobordisme de Poincaré (Y¥,X'.X") tel que

1) ¥,X' et X" sont connexes et nl(i') — 111(?) <—~—ni(x")
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ii) Y s'obtient en ajoutant des anses de dimension n-k &

Y le long de X'

iii) (¥,X') est k-connexe et (Y,X") est k' connexe.

Preuve : Soit Rysenss xp un syst2me de générateurs du AY-module de

type fini Hk(Y,X',AY) . Comme k < n-3 on peut supposer X; repré-

senté par un plongement (Dk, Sk_l) —> (Y,X'), soient (Y,X',X") le

cobordisme obtenu en enlevant 1l'anse correspondante et

N=x' U DfxD™E

Sk-l = Dn-k

I1 est clair, par excision que Hj(Y,N) ~ Hj<§,§') et que
k gk-l ook O0sijf h

2 2 AY) r AY pour j = k °

k n-
Hj(N,X',AY) ~ HJ(D xD

La suite exacte du triple (Y,N, X') nous donne alors
Hy (7,X') ~ Hj(f,i') i Fk, ktl
' v ¥ a 1 v ¥!
0 —>H X)) —> H (X)) —> A ——> B (Y,X')—=H (Y,X")—> 0

et 1l est clair que q(l) = Xy donc Hk(§,§') ~ Hk(Y,X')/Ay,x1 . De

plus en prenant la cohomologie et par dualité il vient

H, (Y,X") ~ H,(Y,X") pour j $n-k, n-k-1

k|

" " " "
0—>H (X" —>H (3 == —>H @) —>H  ,X")>C
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En enlevant donc p anses de dimension k s> on tue tous les
x; soit H (Y,X') =0 .D'aprés le lemme m &) —> m 7)) <= m (X",
donc (Y,X') est k connexe et si k + k' £ n-2 , Hj(Y,X") = 0 pour

J <k’ donc (Y,X") est k' connexe.

On _est donc ramené 2 étudier un cobordisme (Y,X',X") de dimension

n > 5, dont les ™ sont isomorphes, et (Y,X') (n-3)- connexe, on a
alors par dualité Hj(Y,X",B) = Hj(Y,X",B) =0 pour j 2 3 et pour

tout AY module B .

On peut de plus supposer que Y et X" ont méme l-squelette.

La structure de HZ(Y,X") est déterminée par le lemme suivant.

Lemme 4 : Soit C* un complexe fini de A modules libres de type fini

avec classe stable de bases et Cj =0 pour j < k .

Supposons que Hj(C) =0 pour j ¥ k et Hk+1(C,B) = 0

pour tout A-module B . Alors Hk(C) est un _A-module pro-

Jectif stablement libre de type fini avec une classe stable

de bases.

d

Preuve : Nous avons une suite 0 —> CP —_—> C === .. _§_> Ck -— >0

p-1

exacte sauf en Ck . Soient Zj les cycles de dimension j et Bj les

bords de dimension j , nous avons Zj = Bj pour j > k et Zk = Ck

d'od les suites exactes

i,

)
0 —> Bk+1 — Ck+1 —> Bk —=> 0
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Si nous montrons que la premiére suite est scindée, il en résulte
que Hk et Bk sont projectifs donc par récurrence que toutes les suites
sont scindées et donc en les additionmant toutes on a un isomorphisme
a: H.k @ ? Ck+21+1 —l ? C21+k donc I-Ik est stablement libre de

type fini et muni d'une classe stable de bases de sorte que ¢ soit de

torsion nulle.

Cherchons donc 7 : Ck — Bk tel que g, i = 1Bk . Or

9 : Ck+1 —*——9'Bk définit un cocycle de dimension k+l 2 valeurs dans
le A-module B, car i 3 (dx) = d2x =0 et i est injective. Comme

k+l u _ )
H (C’Bk) =0 il existe 7T : Ck — Bk tel que 3= 7.d ord=1i,)

donc (r.i).3 = 7.d = 9 = lBk'a et comme 9 est surjectif r.i = 1Bk

Dans la situation précédente HZ(Y,X") est un AY-module projec-

tif de type fini stablement libre avec classe stable de bases.

Nous allons enlever des anses de dimension n-3 a8 Y 1le long
de X' pour rendre H2(Y,X") libre. Eneffet si on part de

n—3’Sn-2

f: (D ) —= (Y,X') représentant zero dans Hn—B(Y’X') la

fleche ¢ : AY —_— Hn_3(Y,X') est nulle donc aussi Dg* on a alors
0 —=> A, —> HZ(Y,x") — H,(1,X") —> 0

et comme HZ(Y,X") est projectif HZ(Y,X") est projectif

HZ(Y,X") = HZ(Y,X") @ AY .

En répétant suffisamment ce procédé on peut supposer que
HZ(Y,X") est libre de type fini avec la classe de bases déterminée pré-

cédement,
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En utilisant un isomorphisme Ag — HZ(Y,X") déterminé par cette
classe de bases pour enlever des anses de dimension 2 le long de X" il

vient
0 —> H, (¥,X") —> AR —==s H,(Y,X") — H,(¥,X") —> 0
et C*1§,i") est un complexe acyclique de torsion nulle.

Par dualité cela est aussi vrai pour (?,X') est donc le cobor-
disme de Poincaré (Y,X',X") est un cobordisme produit (X'xI,X'x0,X'xl) .

D'ou

#
Théoreme 3 : Soit (Y,X',X") un cobordisme de Poincaré de dimension

n>5; (Y,X'.X") s'obtient 2 partir d'un cobordisme pro-

duit en ajoutant des anses.

Corollaire : Tout complexe de Poincaré de dimension = 5 , admet une

décomposition en anses.

§5 - Lissage des plongements.

Nous avons vu qu'un plongement de variétés f : X° —> YP
déterminait un plongement de complexes de Poincaré sous jacent. Nous
voulons étudier le problzme inverse, Etant donnés f : X° —> YP une
application entre deux variétés et un plongement de complexes de Poincaré
® , homotope & f , existe-t-il un plongement de variétés de X dans Y

qui induise le plongement & .

¥ 1Le lecteur pourra étendre ce théor2me au cas des cobordismes entre com-
plexes a bord.
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La fibration normale de & , stablement équivalente a Vg -f*vY,
admet stablement une réduction vectorielle ou PL . Il est clair qu'une
condition nécessaire pour notre probl2me est que cette fibration normale

admette une véritable réduction.

Théoréme 4 : Soit f : X° —=> YP une application entre deux variétés de

dimension n et p , et soit & un plongement de complexe

de Poincaré homotope & f . On suppose que p-n 2 3 , que la

fibration normale de & admet une réduction vectorielle (ou

PL) §P—n et que les fibrés Tx BE et f#r, _sont isomorphes

comme fibrés vectoriels (ou PL) (tdésigne le fibré tangent).

Il existe alors un plongement de variétés : X ——> Y de

fibré normal £ dont le plongement de complexe de Poincaré

associé est équivalent a § .

La démonstration va résulter de deux lemmes .

Lemme 5 : Avec les notations et hypothéses précédentes, il existe un en-

tier k et un plongement de variétés X x (Dkisk-l) —_— Yx(Dk,Sk-II

dont le plongement de complexes de Poincaré est équivalent a & .

Preuve : Soit & = (Nl’ dN, N,, @ » ¥) . On plonge dN dans ]1p+£-1’ N,
dans ]RT-!‘ et N2 dans ]RB'”' pour 4 trés grand ; soit
(v,av) = (vl’dvl) 3 (V2’dv2) un voisinage régulier de N, U N, ol

(W,dW) est un voisinage de dN et dVi = V{ U W . L'équivalence
dw

d'homotopie simple Y-l : Y —>V permet de consideérer (4 est tres

grand) (V,dV) comme le fibré en boules normal de Y . En ajoutant un

k

fibré en boules inverse on arrive a (Z,dz) = (YxD ,YxSk-l) avec un

partage (Z,dz) = (Z,,dz,) (z,,dz,) et dz, = Z! T .
1.429) Uy 82,,dz, A=
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(Zi,Z].'_) est un fibré homotopique en boules sur Ni et (T,Z].'_ N T)
sur dN, de plus (Zl,'l‘) est un fibré homotopique en boules sur Ny (ou
sur X) équivalent 2a Vg - Soit (X,dX)P le fibré en boules associé au

fibré gpan . Comme E et vy, sont équivalents comme fibrations sphéri-

]
ques, 1'équivalence d'homotopie simple p:X—> N1 s'étend en une
équivalence simple (X, dX)? —> (Zl,T)p+k ; comme k est trés grand
on peut supposer que cette équivalence est un plongement g : (X,dX)—>

(ZI’T) et on peut considérer (Zl,T,Zl',Zl' N T) comme voisinage tubulaire

de ce plongement.

Le fibré normal de ce plongement se calcule par

— T v o~ E*(Tz) soit 'rx+§+\)_ ~ f*TY+ek.Comme ¢x+§

X g 1 g
est égal a f*'rY dans ko(x) et que k est tr2ds grand il vient
k
~ e .

. =
g
Il existe donc un isomorphisme

a: (X x Dk, dX x Dk, X x sk'l) —_ (Zl,T,Zi)

et choisissant convenablement la trivialisation de V_ on peut assurer

g
que 1l'isomorphisme des fibrés tangents induit par a , restreint a4 X
est de la forme ) & 1Id : %t &+ ek—>f*'rY+ ek ol est un

isomorphisme donné de Tx + § sur f*'rY .

Soit s 1la section nulle X —> X , alors la composée

k

k u — - B i
XxD, Xxxsl) 55 X« DX, X x skly @ (z,,2]) —> (vx0¥,yxsk1)
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k k-1

est un plongement g : X x (Dk,S -1) —_— Y x (Dk,S ) et (Zl,zi,T)
est un voisinage tubulaire, le plongement de complexes de Poincaré asso-

cié a g est donc équivalent a2 § .

Nous allons utiliser le théoreéme 3 du Chapitre IITI sous

forme d'un lemme.

k-1

k,Xn pS Sk_l) — (YP x Dk,Yp x S ) un

Lemme 6 : Soit g x® x D

plongement de variétés, On suppose que g est réguliérement

homotope a une immersion de la forme f x Id k et p-n >3 .

Le plongement g est alors pseudo isotope a un plongement de

la forme f" x Ide et f" est régulidrement homotope a3 f' .

Preuve : Soit h une homotopie régulidre entre g et f x Id, considérée

k-1

comme immersion de (X x DAl I, Xx S xI, Xx Dk x 0,X x Dk x1)

dans (Y x p* x I, Yx gk-1 xI, Y¥Yx DX x 0, Y x DRl ) . On applique

le théordme 3 a V=XxI,V'=Xx1l,V"=Xx0;W=Yx1I, W =7¥xl
W=Yx0 et M=Vx Dk, N=Wx Dk s, les hypoth2ses sont manifestement
vérifiées, On sait donc que h est réguliérement homotope a un plongement

h' tel que h'|M" =g et h'lM' = f" x Id oiu le plongement f" est régu-

lierement homotope a2 f'.

Pour montrer le théoréme 4 il suffit de montrer que le plongement g

donné par le lemme est régulidrement homotope 3 une immersion de la for-

me f' xId .

+ E et f#%q, déter-

Or 1'isomorphisme entre les fibrés . Y

X

mine une immersion f' : X—>Y . D'apr2s la construction de ¢

dans le lemme il est clair que g et f' x Id sont régulidrement homotopes.
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Le lemme nous donne alors un plongement de variétés
£" : X" ——>Y?  dont 1le fibré normal est £ puisque f " est régu-
liérement homotope a2 f', et dont le plongement de complexes de Poincaré

associé est équivalent 3 ¢ puisque f" x Id et g sont pseudoisotopes.

Remargue S

Dans la catégorie PL 1la réduction stable de Vg = Yx—f*YA
assure 1'existence d'une réduction &P°" telle que x + & o f*1, car

p-n =2 3 .,
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CHAPITRE 5 : CHIRURGIES

Notations :

On désignera par % l'une des trois catégories suivantes :
variétés différentiables, variétés semi~linéaires, complexes de Poincaré ;
on les notera respectivement : Diff, PL et CP , Un objet de la catégorie
# sera appelé une variété % (méme si c'est un complexe de Poincaré) .
Un fibré # sera, selon les cas, un fibré vectoriel réel, un microfibré
semi-linéaire, ou un fibré homotopique en sphéres. A toute variété % ,
on sait associer un fibré # appelé fibré normal de la variété. Omn note
By (BO, BPL ou BG) le classifiant des fipbres # stables. Tout ce qui sera
dit au sujet des catégories Diff et PL peut s'étendre & la catégorie des

variétés topologiques ; j'ali choisi de ne pas en parler,

Pour tout complexe de Poincaré X de dimension n sans bord ,
on appellera "structure #" sur X , la donnée d'une variété x V de
dimension n sans bord, et d'une équivalence d'homotopie simple ¢ de
V sur X . On considérera deux structures x (V,¢) et (V',¢p') sur X
comme équivalentes, s'il existe une variété % W de dimension nt+l dont
le bord est la réunion (disjointe) de V et V', et une application V¥
de W dans X , telles que Y|V=g¢ et Y|V'=g¢g' , et que les injec-
tions de V et V' dans W soient des équivalences d'homotopie simples,
D'aprés le théordme de s-cobordisme, si n =25, (V,p) et (V',p') sont
équivalentes si et seulement si il existe un isomorphisme 73 de V sur
V' (dans la catégorie # ) tel que @'met ¢ soient homotopes. L'en-
semble des classes d'équivalence sera noté s#(X) ., Il est clair que

Diff(x)

sCP(X) a un élément et un seul ; nous nous intéresserons a s et
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sPL(X) » pour chercher s'ils sont vides, et pour calculer le nombre de

leurs éléments.

Dans le cas relatif, si X eét ﬁn complexe de Poincaré 2 bord
de dimension n , dont le bord est la réunion d'un complexe de Poincaré
Y et d'une variété 4 X' , on appellera structure s sur (X,Y) , la
donnée d'une variété % V de dimension n dont le bord est la réunion
de deux variétés # V' et W , et d'une application @ de V dans X
qui est une équivalence d'homotopie simple, qui induit un isomorphisme
(dans la catégorie #) de V' sur X', et une équivalence d'homotopie
simple de W sur Y ., On dira que les deux structures s ( (VO,WO),¢b )
et ((Vl’wl)’qﬁ) sur (X,Y) sont équivalentes, s'il existe une variété
# T de dimension n+l , dont le bord est la réunion de VO’ de V1 , et
de deux autres variétés # T' et U , et une application ¥ de T dans

X xI , telles

= ' = ! =
a)wi VinU etVi VinT (i=00ul)

b) Y|V, = (1 =0o0ul)

c) Les injection de V0 et V1 dans T , et les injections
de Wy et W dans U sont des équivalences d'homotopie

simples.

d) ¥|T' est un isomorphisme (dans la catégorie #) de T'

sur X' xI.
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D'aprés le théorzme de s-cobordisme, si n2 6 (ou sin=35
et Y =0) , ((Vo, Wo), qb) et ( (Vl’wl)’ ¢i) sont équivalentes si et
seulement si il existe un isomorphisme 7 dans la catégorie 4 de
' 1 3
(Vo, WO, Vo) sur (Vl, Wl, Vl) tel que @ N et @ cofncident sur

V6 et soient homotopes parmi les applications de (VO’WO’Vé) dans

(Vl,Wl,Vi) qui cofncident avec elles sur Vg .
L'ensemble des classes d'équivalence sera noté s*(X,Y) ; on se

demande si s#*(X,Y) est vide (s = Diff ou PL) , et s'il ne l'est pas on

cherche 3 le calculer .
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§1 : Données de chirurgie.

Soit X un complexe de Poincaré connexe sans bord de dimension
n ; wune donnée de chirurgie # sur X est, par définition, un quadru-

ple (v,,0,A) ; ob

1) V est une variété # de dimension n sans bord

2) ® est une application de degré 1 de V sur X

3) a est un fibré # stable sur X

4) A est un isomorphisme de fibrés # de et(a) sur V(V),

Soit X un complexe de Poincaré connexe de dimension n ,» dont le
bord est la réunion de la variété # de dimension n-1 X' et des complexes
de Poincaré de dimension n-1 : (Yl""’Yk) (Nota : il se peut que X' soit
vide, il se peut aussi que X' soit égal a3 dX, et qu'il n'y ait pas de
Yi) . Une donnée de chirurgie # sur (X’Yl""’Yk) est, par définition,

un quadruple ( (V,Wl,...,wk), ®: A, x) 5 ol

1) V est une variété % de dimension n dont le bord est
subdivisé en k+l sous-variétés de dimension n-1
V',Wl,...,Wk R

2) ¢ est une application de degré 1 de (V,dv) sur

(X,dX) dont la restriction 2 V' est un isomorphisme
P
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# de V' sur X', et dont la restriction 2

Wi N... N Wi est, quel que soit le systéme
1 P

d'indices {l)...,ip_ » une application de degré 1

de (wil n ...nwi ,d(wi n...nwi )) sur
P 1 P

N...NY, ,d{, Nn...nY, )) .
i
1 1 1 p

3) a est un fibré % sur X
4) X est un isomorphisme de (o) sur (V) .

11 est clair que si Z = ( (V,Wl,...,Wk),m,a,x) est une donnée de
chirurgie # sur (X,Yl,...,Yk) ,» pour tout i , ((Wi,wlﬂ wi,...,wkn Wi),
mlwi,a|Yi,A|Wi) est une donnée de chirurgie # sur (Yi’YlnYi""’YknYi) =
on 1'appelle la restriction de 2Z 2 Yi et on-la note ZIYi . On dé-
finit de fagon immédiate une notion d'isomorphisme des données de chirur-

gie * . Par oubli de structure, 2 toute donnée de chirurgie Diff ou PL,

on associe une donnée CP.

Cobordisme : On dira que deux données de chirurgie # Z et 2Z' sur

X sont % cobordantes, s'il existe une donnée de chirurgie # sur

(X xI, X x {0}, X x{l}) dont les restrictions 2 X x {0} et X x {11
sont isomorphes & Z et 2' . Ceci définit une relation d'équivalence
sur les données de chirurgie % sur X ; l'ensemble des classes d'équi-
valence sera noté (P(X) . De meme deux données de chirurgie % Z et
Z' sur (X,Y) seront dites # cobordantes, s'il existe une donnée de
chirurgie # sur (X xI, Y xI, X x {0}, X x {1}) dont les restrictions

2 X x {0} et 2 X x {1} sont isomorphes a Z et a 2' .
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Ceci définit sur les données de chirurgie sur (X,Y) une relation

d'équivalence. L'ensemble des classes d'équivalence sera noté ot(X,Y).

Remarque : Soit X une variété s , alors (X, Id, vw(X), Id) est une
donnée de chirurgie # sur X . De méme si X est une variété = dont le
bord est la réunion des variétés # X' et Y , ( ( X,Y), 1d, v(X),Id) est
une donnée de chirurgie # sur (X,Y) . Ceci définit alors dans (*(X)

et (*(X) et (M™(X,Y) des points de base naturels. En particulier

QCP(X) et GFP(X,Y) sont toujours munis d'un point de base naturel.

L'application E : 8Soit X wun complexe de Poincaré sans bord s a toute

structure # (V,q) sur X , on associe une donnée de chirurgie

(Voeps 0, 1) o8 @ = (m-l)*(v(v)) » et ot n est 1'isomorphisme naturel
de ¢#(qfl) * (W(V)) sur W(V) ., Il est clair que si les deux structures
# (V,p) et (V',p') sont équivalentes les deux données de chirurgie qu'on

leur associe sont cobordantes ; donc on & défini une application
g : s#(X) —> O*(X)

De méme 2 toute structure # ( (V,W), ¢) sur (X,Y) , on asso-

cie une donnée de chirurgie ; ce qui définit une application
€ : s¥*(X,Y) ——> p#(X,Y)
Nota : Il est clair que si (% est vide, g* est également vide.

Structures de groupes : Soient Z0 et Zl deux données de chirurgie #

sur XxI (ol X est nécessairement une variété i ), on peut considérer
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Z comme une donnée sur X x [0,1/2] et Z, comme une donnée sur

X x [1/2,1]; et comme on a alors Z,|X x {1/2} = 2z;[X x {1/2} , on
peut les recoller pour avoir une donnée de chirurgie # Z sur X X1

Un argument classique montre alors que cette construction définit sur
(M"(X x I) une structure de groupe dont 1'élément neutre est le point de
base que l'on a définit ci-dessus. On définit de la méme fagon une struc-
ture de groupe sur (¥(X x I, Y x I), chaque fois que X est une variété
* dont le bord est la réunion des variétés # X' et Y . Un argument
classique montre que si X = X' xI et (X,Y) = (X'xI, ¥Y' xI) , ces

groupes sont abéliens,

La suite exacte associée & un couple (X,Y) : Soit X une variété

# dont le bord est la réunion des variétés % X' et Y . Alors on défi-

nit pour tout entier k =20 :

1) Une application (*(X x Ik, Y x Ik) —> (Y x Ik)

k
, Y xIN)

définie par le fait que toute donnée % sur X x Ik

k

2) Une application *(X x Ik) —_— (X x I

est aussi une donnée # sur (X xI , Y x Ik) .

3) Une action du groupe (k =1) O*(Y x Ik) sur

k~1) : si Z est une donnée sur Y X Ik et

Z' une donmnée sur X X Ik-1 » les restrictions de 2

(X x I

et 2' a Y x Ik-1 sont isomorphes, donc par recolle-

ment on définit une donnée sur (XY=Y5{0}YXI)XIk_1 =

=xx1k"1.
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Pour k 21, les applications définies en 1 et 2 sont des

homomorphismes de groupes, et la suite

PHE X T — P % 15, ¥ x 18 —> gr(y x 15) — o*x x 157N L.

cos X x I, Y x 1) —E ok x 1) B o) s grx,v) —Bs gy)

est une suite exacte. Plus précisément c'est une suite exacte de groupes
jusqu'en (X xI, Y xI) ; en Y x1I), Im q = l'image inverse du
point de base de (Q¥(X) par B ; en ((X), les classes modulo y sont

les orbites de l'action de (P*(Y x I) ; en *(X,Y), Im y= Ker & .

§2 - calcul de (* pour # = PL ou Diff.

Soit (V,p, o, A) une donnée de chirurgie sur un complexe de
Poincaré X de dimension n . La classe fondamentale de 1l'espace de
Thom M(y(V),V) est sphérique , c'est a dire que si on choisit le repré-
sentant (V)Y de v(V) en dimension N (N grand), on a une application

naturelle

sV s MY, v

qui envoie la classe fondamentale sur la classe fondamentale. Si aN est

le représentant de @ en dimension N s l'application ® > qui est de

degré 1, induit une application
N N
M(p*(a),V) —> M(q ,X)

qui envoie la classe fondamentale sur la classe fondamentaile.



V.9

L'isomorphisme A nous donne alors une application

Mt s M, ©

qui envoie la classe fondamentale sur la classe fondamentale ; on sait

(cf : chap.II ) que cela entraine que o est homotopiquement équivalent

au fibré de Spivak de X .

soit ( (V,W), o @ 2) une donnée de chirurgie sur (X,¥) .

Si \)(V)N est le représentant de v(V) en dimension N (N grand) on a

une application naturelle

oW | vl s Y, V), Mu@Y, av)

‘ . . N
qui envoie la classe fondamentale sur la classe fondamentale. Si a est

le représentant de @ en une dimension N , le fait que o est une ap-

plication de degré 1, nous donne une application

M@ V), MgH(d |av, @) —> a0, ¥ (a |ax, dx) )

i envoie la classe fondamentale sur la classe fondamentale,

qu

L'isomorphisme A mnous domne alors une application

(DN+n, SN+“"1) —_— (M(a.N,X), M (aN lax, dx) )

qui envoie la classe fondamentale sur la classe fondamentale. Ce qui

omotopiquement équivalent au fibré de Spivak de X .

prouve que G est h

On obtient donc le
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Théoréme 1 : Si 2z est une donnée de chirurgie sur X oy sur (X,Y) 1le
fibré q qui intervient dans 1la définition de z est homotopiquement

€quivalent au fibré de Spivak de X

Soit maintenant un complexe de Poincaré X s on dira que 1'on a
muni le fibré de Spivak y(X) de X d'une structure si on s'est
donné un couple (q, E), ob @ est un fibré & sur X, et E un iso-~
morphisme du fibré homotopique sous-jacent 3 ¢ sur v(X) . Par exemple
si X est une variété (# = PL ou Diff) 1le fibré # normal a ¥
définit une structure 4 sur y(X) . On dira que deux telles structures
( g gl) et (qz, §2) sont équivalentes si i] existe un isomorphisme
de fibrés # Mo —> a, , tel que 52 . Met gl soiént des
isomorphisme homotopes du fibré homotopique Sous~-jacent 2 o sur
v(X) . L'ensemble des classes d'équivalence sera noté @ (u(X)) . Si une
partie X' du bord de X est une variété & , on ne considérera que les
Structures # (q,8) sur v(X) qui cofncident au dessus de X! avec la
Structure naturelle, Les équivalences seront aussi assujetties 3 respecter
cette structure naturelle, et 1'ensemble des classes d'équivalence sera

noté # (y(X) mod X"),

Soit X wun complexe de Poincaré sans bord de dimension n 5
On suppose que # = Diff ou PL . Si on choisit un entier N asez grand,
une structure & sur v(X) peut atre représentée Par une application

§N : ( EN, dEN) — qu, Say) (ot EN est un voisinage régulier de

X dans I{N+n et dEN son bord relatif, et on BGN et qu désignent
les fibrés en boules et en sphéres du représentant qy de o en dimen-

sion N) ., ( a? . g?) et (qg, §§) définissent le meme élément de

#(v(X)) si et seulement si i1 existe un isomorphisme py :q? —_ qg

e ———
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tel que gg py et §§ soient des applications homotopes de (EN,dEN)
dans (B d? s S q?) . Si gN est transversale sur la section zéro de
GF (que .'on identifie 3 X) (ceci a un sens puisque # = PL ou Diff ,

que est une variété # et que on peut supposer que est une sous-
variété # de la variété QF £ quitte & remplacer X par son voi~
sinage régulier dans un espace numérique). On pose alors (gN)_l(X) =V,

V est une variété # , §N|V : V——>X est une application de degré 1,
et il est clair que 1l'on a un isomorphisme ) de ay sur le fibré normal 3
E{N+n>

V dans EN (c'est a dire dans . On a donc défini une donnée de

chirurgie # (V, gva, ay, A) sur X . Il est clair que la classe de cette
donnée dans (*(X) ne dépend que de la classe de (QN, §N) dans

# (v(X) ) , et que 1'on a défini une application :
x : # (VX)) ——> (XD

Inversement si (V, s Qs )\) est une donnée de chirurgie # sur
X , on choisit N tel que l'on puisse trouver dans la classe d'homotopie

de ¢ , un plongement § de V dans le voisinage régulier EN de X

dans ]1N+n . L'isomorphisme ) nous donne alors un voisinage régulier

U de 3(V) dans EN ‘et une application fibrée Vv : (I, dl) ———>(ch,sg§),
La composée de Y avec la projection 11 : ch —> X est homotope a

¢ , donc se prolonge en une application y de EN dans qu , telle que

e M EN ~—> X soit l'inverse homotopique de 1l'inclusion de X dans

EN . Si N est assez grand, |5 est homotope, modulo “|U » & une ap-

S y) —> (qu, Say) ; en effet les obstructions

plication {j : (EN, E
i k, N N N

a construire {i sont dans les groupes H (E ,U,ﬂk(Ba » Sa ) ), et ces

groupes sont nuls pour k < N-1 car nk(BcF, Suy) est alors nul, et

pour k >n, car Hk (EN,U,G) est alors nul quelque soit G (donc ils
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sont tous nuls pour n < N-1) . On a donc associé 2 toute donnée de
chirurgie # sur X un élément de # (y(X)) . Il est clair que 1l'on a

ainsi démontré 1le

Théoréme 2 : Si # = Diff ou PL;, et si X est un complexe de Poincaré

sans bord, il existe une bijection
X i V(X)) —— *(x)
On démontre de la méme fagon le

Théoréme 3 : Si % = Diff ou PL, pour tout couple (X,Y), il existe

une bijection
¥ : ¥ (VX) mod dx-Y) —— O¥(X,Y)

§3 -~ Définition des chirurgies.

Soit V wune variété % de dimension n sans bord, et soit £

un plongement de Sk X Dn-k

Sk “ Dn-k

dans V , Soit f0 le plongement mturel de

dans S" (i.e. : on identifie p™!  pktl x DMK , ce qui

identifie S™ 2 la réunion de S§% X p2-k et de Dk+1 X Sn-k~1) . Recol-

lons V x1I et Dn+1 en identifiant, pour tout point x de Skx Dn"k s

le point (£f(x),1) et le point fb(x). On obtient une variété # T, dont
le bord est formé de V (identifié & Vx{0}) et d'une variété # V'. On

peut encore décrire V' en disant qu'on enlave 1'intérieur de 1'image de

f & V pour obtenir une variété 4 V dont le bord est identifié a

0
sk X Sn-k-1 » et qu'on recolle ensuite V. et Dk-i-lxsn"k"1 le lone de



vxI

(n=1,k=o) _J

=7

.13

(n=2,k=0)
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Soit maintenant (v, ® O A) une donnée de chirurgie # sur

X , et soit f un Plongement de Sk X Dn.k dans Vv , on Peut faire 1a
construction Précédente. Si op s'est donné de Plus une homotopie p de
_j¢b£48k 3 SE————-€> X) a zéro, cette homotopie définit un Prolongement de
: V———s X en une application Y de T dang X x1I qui envoie

V. (=V x {0}) dans X x {0} et vy dans X x {1} . on note B le
fibré # sur x X 1 obtenu Par extension de & . Soit A l'image de

f , c'est une variété 4 dont 1e fibré normal v(A) est trivialisé de
deux facons :

1) par 1'isomorphisme f : Sk X Dn-k‘————> A

2) par le fait que \(A) = vi) ja = pHa) |A = (p|a)*(q)
. k
et 1'homotopie de - £]8° a zéro .

I1 est clair que ) sge Prolonge en un isomorphisme de v(T) sur
¥#(B) si et seulement si ceg deux trivialisations cofncident, Ceci définit
alors une donnée de chirurgie ((T,V,V'), ¥s B, W sur (XxI,Xx{O],Xx{l}),
qui est unp cobordisme entre (v, ® 0 A) et (v, ®'s a', A") (o
' = ?'V', a' = BlXx{l} Sa et p'= pr') - On dira que 1a donnée de
chirurgie (v', ®'s a's A') est obtenue 3 Partir de (y, P as A) par la
chirurgie définie Par - f et h 11 est clair que 1les théor2mes de
décomposition en anses montrent que si % = Diff oy PL, ou si
#=CPetn >4, tout cobordisme entre deux données de chirurgie & sur
X est obtenu en mettant bout 3 bout un certain nombre de cobordismes de

cette forme,
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pans le cas d'une donnée de chirurgie ((V,W), ¢, a, A) sur

(X,Y) on a deux notions de chirurgie

1) Pour tout plongement £ de Sk'iDnzk dans THintérieur de—V on
fait une construction analogue a la précédente, qui ne change rien
an bord (dV' = dV et dT est la réunion de V, de V' et de dVxI) ;
cette construction définit un cobordisme de données de chirurgie si
on s'est donné une homotopie h de w.f‘Sk a zéro, telle que les

deux trivialisations de v(f(Skdwn—k)) cofncident.

2) Si on se donne un plongement f de sk p™ k-l gans 1'intérieur

de W , et une homotopie h de m.f\Sk 3 Sk ——> Y a zéro telle

n—k—l)) définies par

que les deux trivialisations de v (f(Sk x D
£ et h cofncident, on peut faire une construction analogue pour
définir un cobordisme # (U, 1, y, m entre (W, oW, alt, AlW=2
et une donnée de chirurgie # (W', o', a's A') = 2Z' sur Y . Comme
les restrictions de ((V,W), o, a, A) et de (U,W,W,my.mwp 2 Y

et Y x {0} coiIncident, on peut recoller ces deux données de chirur-
gie en une donnée de chirurgie # z sur la réunion de X et Y x1I
(ot on identifie Y avec Y x {0}) . Le produit de cette donnée de
chirurgie par 1 peut étre considéré comme une donnée de chirurgie
sur (X xI, X x {0}, X x {1}, Y xI) dont les restrictions a

X x {0}, X x {1} et Y xI sont respectivement ((V,W),@ a\) , 2z
et ((U,W,W'), ms y» W . On dira qu'on fait la chirurgie définie
par £ et h . Cette opération change a la fois V et W . Les
théoremes de décomposition en anses entrainent que si # = Diff ou
PL, ousi #= CPetn=2=5 ( ou encore n =4 et Y=0) , tout

cobordisme entre deux données de chirurgie sur (X,Y) est une suite

d'opérations de type 2 suivi d'une suite d'opérations de type 1.
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§4 - Chirurgie en dimension inférieure a la moitié,

Notations :

Pour toute application @ : A——>B , on notera M(¢p) le mapping

~

cylindre de ®s M(&D sont revétement universel et A le relévement de A

~

dans M(&D . On pose ni+1(M(qQ,A) = ﬂi(¢9 et Hi+l(M(&D,A ) = Hi(&D . Dans
ce qui suit (V,W D00 5 Wk), @ Qs A) désigne une donnée de chirurgie sur
(X,Yl,...,Yk) - On pose dim X = n et on rappelle que X est Supposé con-

nexe,

Chirurgies en petite dimension : Soit N un élément de ni(qﬂ » On suppose

que n 2 i+3 et que n > 2i+l 3 TN Ppeut 8tre représenté Par une applica-
tion f0 8 Si — >V et une homotopie h de tho 4 zéro . Puisque
2i+1 < n et i+3 <n » d'aprés les théoremes de plongement de Whitney
(connus dans 1le cadre différentiable ou semi-linéaire, et démontrés au cha-
pitre IV dans le cadre CP), fO est homotope 2 un plongement . Le fibré
normal a ce plongement est stablement trivial et, puisque n-i > i+l et
que "i(B*i+1) > m, (B#) est bijectif, il est trivial. On peut donc
faire la construction précédente. Il est possible de s'arranger pour que
les deux trivialisations coIncident puisque n-i > i+l et que "i(*i+1)
_— ni(*) est surjectif (% = PL, SO ou G) . Donc 2 m on peut

associer une chirurgie (d'ailleurs pas définie de fagon unique) ; on va

étudier comment une telle chirurgie change les ni(qD ;5 on démontrera le
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Théoreéme 3 : Si n = 4, par des chirurgies dont les dimensions sont

inférieures ou égales & (n-2)/2 , on peut transformer toute donnée de
chirurgie sur (X,Yl,...,Yk) s en une donnée telle que ﬂi(ﬁ% soit nul pour
2i+2 < n (en particulier telle que V soit connexe, et que ni(V)=ni(X)).

Cette transformation ne change pas la partie de la donnée de chirurgie qui

se trouve au dessus du bord de X .

Démonstration : Premier temps : Supposons que V ne soit pas connexe, et

considérons deux composantes connexes V1 et V2 de V , il existe un

plongement fo de S0 dans V et une application h de D1 dans X
tels que fo(l) € Vl 5 fo(-l) € V2 et h|S0 = @'fo . Faisons

la chirurgie correspondante, il est clair que Vl et V2 sont dans la
m8me composante connexe de T , et que les composantes connexes de V'
correspondent bijectivement a celles de T ; donc le nombre des compo-
santes connexes de V' est inférieur d'une unité au nombre des composan-
tes connexes de V ., Il est clair qu'un nombre fini de telles chirurgies

nous raméne au cas od V est connexe, on sait alors beaucoup plus a

cause du

Lemme 1 : Soient V et X deux complexes de Poincaté connexes de dimen-

sion n , et soir ¢ : (V, dV) —> (X, dX) une application de degré 1,
alors (¢, * ni(V)-*—~%> ni(X) est surjectif et son noyau est engendré

par un nombre fini de relations.

Démonstration : Posons ¢&(n1(v)) =G cC ni(X), et soit X le revétement

de X correspondant 2 G (on notera 1 1la projection de X sur X) ; il

~

existe une application & : V—=>X telle que mgp = ¢p . Puisque

le diagramme
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>

- m S =
z, Hn(V,ZZ) e —>H (X,Z,)
Py

Z,=H X, Z,)

est commutatif et que ¢, est un isomorphisme, Hn(ijzz) est non nul ;
donc i est compact. On a alors d°m = card (ﬂi(X)/G) s et

a°p=1=4d°q doa ; donc card (ﬂi(X)/G) =1 , ce qui prouve que Py
est surjectif. Examinons maintenant le noyau de ¥y - On peut supposer
que ¢ est cellulaire et que V et X n'ont qu'un seul sommet ; en
ajoutant des l-cellules et des 2-cellules a V on peut s'arranger pour
que toute l-cellule de X soit 1'image d'une l-cellule de V au moins,
Les l-cellules de ni(V) donnent des générateurs (ai) de “1(V)’ et les
l-cellules de X donnent des générateurs (ak) de ni(X) . Pour tout
i, ¢%(ai) est 1'un des o > et chaque oy est 1'image d'un a; . I1

est clair que les relations suivantes engendrent le noyau de Py

1) Pour tout couple (i,j) tel que ¢p, (ai) = ¢%(aj)
-1

2) Pour toute relation R(al,...,qp) = 1 entre les (qk)

dans ni(X)’ R(aii"”ai ) =1, o, pour tout k s
P
i, @ été choisi tel que qm(aik) =0 .
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Deuxiéme temps : On suppose maintenant que V est connexe et on
va se ramener au cas ol, de plus, g, : ni(V) —_— ni(x) est un isomor-
phisme. Soit 7 un élément de ni(qD > puisque n 2143 et n =22x1 + 1,
on peut faire la chirurgie correspondant &8 mn . T est alors équivalente
a2 la réunion de V et d'une cellule de dimension 2 attachée a2 V par
1'application S1 —> V définie par 7 ; donc ni(V)'———€> ni(T) est
surjectif et son noyau est le sous-groupe diétingué engendré par 1'image
de n dans "1(V) . Par ailleurs ni(V') —> m (T) est un isomorphisme
puisque T est équivalent & la réunion de V' et d'une cellule de dimen-
sion (n+l)-2 > 3 , D'aprés le lemme 1 , pour se ramener au cas ol Py
est un isomorphisme, il suffit de faire un nombre fini de telles chirurgies.
On a alors ni(m) = 0 , puisque ni(qﬂ = Coker (ﬂé(V) —_— nz(x)) =

Coker (H2($3 —_— HZ(M(&D) ) et que 1l'on a le

Lemme 2 : Soient V et X deux complexes de Poincaré connexes de dimension
n, et ¢: (V, dV) —> (X, dX) une application de degré 1 telle que

@y ﬂi(V) —_—— ni(x) soit un isomorphisme, alors, pour tout i, g, :
Hi(ﬁj a2 Hi(ij est surjectif (cf : dualité de Poincaré relative, §5

ci-dessous).

Troisiéme temps : On suppose maintenant que V est connexe et
que (@, : ni(V) —_— ni(Xi est un isomorphisme, on va tuer les ni(qo
suivants par récurrence sur i . On suppose donc que nj(¢D est nul pour
j<i (i =22 et 2i+2 £ n), et on va montrer que l'on peut se ramener
au cas o, de plus, m (p) =0 . Soit 1 un élement de ni(m) , faisons
la chirurgie correspondant 1 ; T est la réunion de V et d'une cellule
de dimension (n+l)-(i+l) = n-i > i+l . Donc, si on note V¥ 1'application

de T dans X et si on pose ¢' = Y]V' : V! ——> X, on a
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ﬂj (cp') = nj(&") = rrj ((p) =0 pour j <i (en particulier ™ W) —

™ (X) et ™ (T) ——> rrl(x) sont des isomorphismes). I1 en résulte que
' = ™~ =~ i s = =

U (") Hi(cp) s et que Hi(cp) est le quotient de Hi(‘i') Hi(©

™ (¢) par le sous-Z (Trl (X))-module engendré par 7} . Comme ni(cp) =

Hi('c‘p') est un Z (m (X))-module de type fini, une suite finie de telles

chirurgies nous raméne au cas ou ni(cp) =0 .

§5 - Réduction des données de chirurgie.

Notations :

Considérons une application ¢ : (Y,Y') — (X,X') , od Y et
X sont des complexes finis connexes, rrl(Y) = 'nl(X) = 17 et nO(Y') = no(x') A
considérons également un homomorphisme w : 71— Z gs on adopte les
notations du chapitre II. Soient donc C,(Y¥) et C*(ﬁ(m)) les t~modules
différentiels qui définissent 1'homologie des revatements universels de
NN N\
Y et M(p) . Soit Cu(M(p|¥')) 1le sous module de Cy(M(p)) engendré par

N/ mN\./
M(p|Y') ; 1l'intersection de C,M(p[Y')) et de C,(¥) est le sous-module

N\
' 1 =
C4(Y') engendré par Y' . On pose alors Ci(@ Cin1 (M(cp))/Ci_'_1 @) et
7\ 'Y, s
C;(o[¥') = ¢, , M(p[¥'))/Cc, ;(¥) . On obtient ainsi des rrmodules dif-

férentiels C*(cp) et C*(cpIY ) . Pour tout m-module B , on pose
(Hom_(C,(,8)) = B () , H_, (Hom (¢ (p|¥7),B)) = BE(g[v',B)

H_i L1l 3* cp 2 s, cp’ 2 -1 om'rr 3* cpl 2 o cpl ’B et

H_. (Hom_(C, (¢p) ,B) d Hom_(C (f}f) B)) = H( Y',B) 0 d 1

_ (Hom_ (0 s mo om _ (o[¥"), o ol . On a donc les

suites exactes :

Hi_l(cp|Y',B) —> Hi(cp, p|t.B) — Hi(cp,B) — Hi(cplY',B)

1 g, plr'B) —> B X1 ,B) —> wh(r,v0,3) —> iy, o[Y':B) ...
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. - W il
On pose aussi Hi(B ® C*(&D ) = Hi(qh B), Hi(B ® C*(éi}Ts) =
B (p|Y',B) ; et H,( @ mod @) = 1o, oy
1 (@|Y',B) ; et iB@Cc (@ md BeC, cplY))—Hicp,cp'Y,B). On
k) i

a les suites exactes :

w ) w
- Hy (@[t".B) —> 1/(p,B) —> 1] (p, o¥',B) —> H, ,(p|Y',B) ...

. Hi (p, [¥',B) —> HY(7,Y',B) —> Hy (X,X',B) —> H} | (9, p|¥',B) ...

- n - e
On notera que Hi(¢, A) = Hi(&D et Hi(¢|Y',A) Hi(¢|Y') ; on

notera aussi que si "i(¢0 =0 pour i<k |, H¥(¢,B) Hl(¢, B) =0

pour i < k , quel que soit B

Dualité de Poincaré relative : Soient V et X deux complexes de

Poincaré, et ¢ : (V,V',V") —> (X,X',X") une application de degré 1,
telle que o|V' : V! —= X' et @[V" ¢ V" ——= X" soient de degré 1;
on suppose que V et X sont connexes, que ni(V) = ni(X) = 1m, et que
nb(V') = rb(x') et nb(V") = nb(X") . Pour tout m~module B , on a un

diagramme

nfv]

1Y (v,v',B) <

R (V,v",B)
i
Py ¥

\'4
H;] (X,X',B) <—

Nix1 Hn-i (X,X",B)

qui est commutatif (i.e. : pour tout o € Hn_l(X,X",B) san [X] =
¢ (@*(a) N [V] ) . Donc ¥y ©st surjectif et ¢* est injectif ; on

a8 alors des suites exactes, naturellement scindées
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n-i 0 n-1i 1 n-i o
0 ——>H] (p, @|V',B) ——> &} (v, v',B) —> H; (X, X',B) —> 0
La dualité de Poincaré de V envoie la partie de gt (V,v",B) qui est
identifiée 2 H" (g, @|[V",B) sur la partie de HY (V,V',B) qui est iden-
tifiée a HY (eps ¢|V',B) ce qui définit un isomorphisme
n-i w
H (CP, CPIV"’B) ——>Hi(cp, cpr"B)

C'est la dualité de Poincaré relative.

Applications simples :

Lemme : Soit ¢ : (Y,Y') —— (X,X') comme ci-dessus, on suppose que
Hi(¢, @|¥',A) =0 pour i # k et que, pour tout trmodule B,
Hk+1(¢, @|Y',B) = 0 . Alors Hk(@, @|[Y', A) est m-module projectif sta-

blement libre.

Démonstration : H*(¢, m'Y', A) est l'homologie d'un r-module différen-

tiel libre de rang fini

ver Ly<——0)

et H* (g, wlY', B) est 1l'homologie de HomTT (L*, B) . Soient Bi le

module des bords de dimension i , et Zi le module des cycles de di-

mension i , Soit ¢ 1la surjection naturelle de L sur Bk 5 1'ap-

k+1
a

K2 > Bk est nulle donc q

est un cocycle , Puisque Hk+l(m, wly' , Bk) =0 , ce cocycle est un

plication composée L

cobord ; ce qui signifie qu'il existe une application B : Lk ) Bk
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qui rend commutatif le diagramme

Ag L
Lyl = By
d1«:+1 B
\ 4
Ly
Puisque @ est surjectif, B‘Bk = 1dg ; donc B, est facteur direct
dans Lk’ donc il est projectif, De plus Bk cC Zk -—-ﬂ—ﬁ> Bk montre

que Bk est aussi facteur direct dans Zk c

Comme pour i # k , Hi(¢, WlY" A) =0, on a les suites exactes :

0 > B, > L, > L, > 0
(1) 0 > B, > L, > B, >0
0 >z, > L, S e O
0 Byl > el > By 0
(2)
0 > Ly > Ly ———> By ,———>0

Puisque Bk et tous les Li sont projectifs, tous les Bi et Zk sont

projectifs, et comme Bk est facteur direct dans Zk " Hk(m, ¢|Yl’ A)

est projectif,

De plus les suites exactes (1) montrent que 2, est stablement

libre, et les suites exactes (2) montrent que B est stablement libre;

k
donc Hk(w, ¢|Y"A) est stablement libre, Ce qui termine la démonstrationr du

s SR
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Considérons maintenant le mT-module différentiel gradué H, défini

par I-Ii = 0 pour i # ketHk=Hk(cp, cpIY',A) . Soit 0 : Hk—-->zk une

"section de la projection Zk —— Hk (i1 en existe puisque Bk est

facteur ditect dans Z”k') ; considéré comme une application de Hk dans

Lk’ © définit un homomorphisme 8, de H, dans L, . 6, estune

équivalence d'homotopie, et sa classe d'homotopie ne dépend pas du choix

de 6

Définition : On dit que ¢ : (¥,Y') ———> (X,X') est une application
ke-simple si Hi(cp, cplY', A) est nul pour i # k, et est libre pour i = k,
et si de plus Hk(cp,cp|Y',A) possdde une base telle que @, soit une

équivalence d'homotopie simple.

Données de chirurgie réduites : cas absolu.

Définition 1 : Soit n= (v, ® O, A) une donnée de chirurgie sur X 3

sl dim X = 2k+1, et si 'rri(cp) =0 pour 1 <k , on dit que 7 est ré-
duite. Si dim X = 2k , et si o : (V,) —> (X,0) est une application

k-simple, on dit que n est réduite.

Théoréme 4 : Si dim X 2 4 , toute donnée de chirurgie # sur X est

# cobordante A une donnée réduite.

Démonstration : Il est clair que pour dim X = 2k+1 » c'est une consé-

quence du théoréme 3 . Si dim X = 2k , le théor2me 3 nous raméne seule-~

~ L 3 w — —
ment au cas ol ni(cp) =0 pour i <k ., On a donc H, (ep,A) = Hy @® =o0
pour i <k . On a aussi Hn_i(cp,A) = 0 pour n-i < k ; d'ott , par dualité
de Poincaré relative, H:._V(cp,A) = H, ($) = O pour i > k , Par ailleurs, quel

que soit le fm-module B, H:_l(cp,B) = 0 ; donc par dualité de Poincaré
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1
relative, ol (q,B) = 0 . On peut donc appliquer 2 ¢ le lemme ci-dessus,

ce qui nous montre que Hk(m, A) = Hk(&D est projectif stablement libre.

Faire une chirurgie de dimension k Ie long d'un plongement
Sk ——> V qui borde un disque, revient 2 faire la somme connexe de V
et d'un tore Sk X Sk ; par conséquent une telle chirurgie ajoute A x A
au module Hk(w,A) » et ne change pas Hi(m,A) pour i # k . Par de telles

chirurgies on se raméne au cas ol Hk(th) est libre, puis au cas ot

est k-simple,

Définition2: Soit 1 = (V,Vo, Vl)’ ¥, B, W un # cobordisme de

n|x x {0} 2 njx x {1} . 51 dim X = 2k, et si m (¥, ¥|V) = m (¥, ¥]v)) =
O pour i <k , on dit que 7 est réduit . Si dim X = 2k-1, et si

¥y (V,Vy) —> (X xI , X x {0}) est k-simple, on dit que 7 est

réduit,

Théordme 5 : Si dim X = 4 , tout # cobordisme entre deux données de
chirurgie réduites sur X , est # cobordant (modulo sa restriction a

X x {0,1}) a un cobordisme réduit.

Démonstration : Pour dim X = 2k, c'est une conséquence du théoréme 3 .

Pour dim X = 2k-1 , le théoréme 3 nous raméne au cas ou ni(Y) = 0 pour
i <k . Puisque n[X x {0} et n|Xx x {1} sont réduites, ﬂi(YlVO) =m
(¢[v;) =0 pour i <k-l . On en déduit que m (¥, ¥[Vy) = m (¥,¥|V;) =0
pour i < k . La dualité de Poincaré relative montre alors que les hypo-
theéses du lemme ci-dessus sont vérifiées ; donc Hk(Y, YIVO,A) est pro-
jectif stablement libre. Comme dans la démonstration du théoréme 4, on

fait alors des chirurgies de dimension k pour se ramener au cas ol
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Remarque : Si dim X = 2k-1 , la définition des cobordisme réduits ne fait
pas jouer un role symétrique a2 n|X x {0} et n|X x {1} . En fait on
pourrait montrer qu'un cobordisme réduit, reste réduit si on échange

X x {0} et X x {1} ; ceci ne servira a rien dans la suite.

Données de chirurgie réduites : cas relatif .

Définition 1' : Soit mn = ((V,W), ¢, a, A) une donnée de chirurgie #

sur (X,Y) . Si dim X = 2ktl , si n|Y est réduite, et si m (®) =0
pour i <k, on dit que 1 est réduite. 8i dim X = 2k, si T”Y est
réduite, et si ¢ : (V,) —> (X,0) est k-simple on dit que 17 esi

réduite,

Théoréme 4' : Si dim X = 5, toute donnée de chirurgie # sur (X,Y)

est # cobordante & une donnée réduite.
La démonstration de ce théoréme est analogue & celle du théordme 5.

Définition 2' : Soit q = ((V,VO,Vl,W), ¥, B W un # cobordisme entre les

données n‘X x {0} et an x {1} sur (X,Y) . Si dim X = 2k, si

nIY x I est un cobordisme réduit entre n|Y x {0} et nlY'x {11 , et
si ﬂi(Y’ YIVO) = ni(Y, ?lVl) =0pour i<k , ondit que 7 est un
cobordisme réduit de n‘X x {0} a nlx ¥ {1} . Si dim X = 2k-1 , si

nIY x I est un cobordisme réduit nlY x {0} 2 nlY x 1} , et si v :
(V,Vo) —> (X xI, X x {0}) est une application k-simple, on dit que

7 est un cobordisme réduit de n|(X,Y) x {0} a n|&X,¥) x {1} .
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Théoréme 5' : Si dim X > 5 , tout # cobordisme N entre deux données

de chirurgie réduites sur (X,Y) , est = cobordant (modulo sa restrictic

a X {0,11) a un cobordisme réduit .
La démonstration est analogue & celle du théor2me 5 . On remarque
qu'ici la notion de cobordisme réduit fait jouer des roles tout a fait

différents 2 X x {0} et X x{1}

§6 - La suite exacte de Kervaire Milnor Wall.

Soit T un complexe de Poincaré, dont le bord est la réunion des
complexes de Poincaré Tl""’Tk . On appellera donnée de chirurgie mixte
(#/CP od # = Diff ou PL) sur (T’Tl""’Tk) > la donnée d'un quadruple

((U,Ul,...,Uk), & B, A) ot

1) U est un complexe de Poincaré dont le bord est la réunion du

complexe de Poincaré U1 et des variétés & U2, a00g Uk

2) $ est une application de degré 1 de (U,du) dans (T,dT) ,
qui, quel que soit le systéme d'indices il,...,ip, induit une

application de degré 1 de (u, N ... nNu, , dU, n...nu, ) )
il ip i, ip

sur (Ti N...n Ti ! d(Ti N... N Ti ) ).
1 P 1 P

3) B est un fibré sur X ,
4) X est un isomorphisme de fibrés homotopiques de Q*(B) sur y(U),

dont la restriction 2a U, i1=2, ..., k) est un isomorphisme de

fibré # de §#(g) sur v(Ui) .
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Lemme de lissage des données de chirurgie : Soit ((U’Ul""’uk)’ Q,B,X)

une donnée de chirurgie mixte sur (T,Tl,...,Tk) . On suppose
1) dim T =25
2) Tri(U,Ul) = Q0 pour i < 2

3) Il existe un complexe de Poincaré S , tel que (T’Tl) soit

isomorphe 2 (8 xI , S X in .

Alors il existe une donnée de chirurgie #

7= ((ﬁ;ﬁ&,...,ﬁ'), Q,ﬁ;i} sur (T,Tl,...,Tk), et une application

k
yo (ﬁ;ﬁ&,...,ﬁ;) —> (U, U "’Uk) qui est un isomorphisme de com-

1°°
plexe de Poincaré de (f, ai) sur (U,dU), et tel que

1) g‘Ul goit un isomorphisme de complexe de Poincaré de (ﬁi,dﬁi)

sur (Ul’ dUl) .

2) p|Ui(i = 2,...,k) soit un isomorphisme de variété # de ﬁ;

4) Le diagramme

N)) Sl = y(U)

Fal() fu > *(p)




V.29

est un diagramme commutatif de fibrés homotopiques dont les restrictions

2 chacun des U (i = 2) est un diagramme commutatif de fibrés & .

Démonstration : Les hypotheses m (U’Ul) =0 pour i< 2, et

n=dimT 2 5 , assurent que U est la réunion de U1 x I et d'anses

de dimension au moins 3 ; donc que U est la réunion de U' xI (o on

pose U, U.....U U, = U') et d'anses de dimension au plus n-3 . On a

donc des sous-complexes de Poincaré Uo =U' xI < Ul C... cuP =v
i+l

de U tel que, quel que soit i, U soit la réunion de Ui et d'une

anse de dimension au plus n-3 . On transforme successivement chacun des

Ui en une variété # . Si Ui est déja transformé en une variété @ ﬁi,

1'application d'attachement de 1'anse qui fait passer de Ui a U1+1 est
k n-k-1 i

un plongement de complexe de Poincaré de S5 X D (k £ dim dU~ -3)

dans la variété # dUi—U' . Soit mn ce plongement, il définit un isomor-

phisme de fibré homotopique de fibré 'r(Sk X Dn-k_l) sur le fibré =

n*(T(dUi—U')) . L'isomorphisme ) assure que cet isomorphisme de fibrés
homotopiques est équivalent 2 un isomorphisme & . Puisque dim(Ui—U')_ k
23,k théordme 4 du Chap, V ,  mous assure alors que 1 est isotope
32 un plongement ﬁ de variété 4 (muni d'un fibré normal trivialisé). La
variété # ﬂi+1 obtenue en recollant 1'anse par ﬁ , est, d'aprés le
théor2me de rela2vement des isotopies (prop. 1 du chap.5), un complexe de

Poincaré isomorphe a Ui+1 . Ce qui termine la démonstration du lemme .

Dans ce qui suit on note y : (*(.) —> QCP(.) 1'application

qui 2 toute donnée de chirurgie # associe la donnée CP sous-jacente .
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Théoréme 6 : La suite
s#(X) —S——> #(x) —X— o, %Py
est exacte si dim X > 5
La suite
S#(X,Y) ——2—s é(x,v) — X5 P x, 1)
est exacte si dim X > 6 (ét aussi si dim X = 5 et Y = ¢)

Démonstration : Il est clair qu'une donnée de chirurgie CP ,

(Vs @ as M) ou ((V, W) , ® O A , od @ est une équivalence d'homo-
topie simple définit le point de base de GFP ¢ donc  x.g(s*) est le point

de base de GFP o

D'autre part si gz = (v, ® @ A) est une donnée # sur X qui
est cobordante & (X,1d,v(X),Id) parmi les connées CP , ce cobordisme
définit une donnée mixte ((U,X,V), ¥, B, W  sur (XXI,Xx{1},Xx{0})

(= (T’Tl’TZ))‘ D'apras le théor2me 3, on peut supposer que ni(Y) =0
pour 2i+l < dim X , donc pour i <2 ; donc Y, ¢ ni(U) —_— ni(XxI)

est un isomorphisme pour i < 2 ; soit ¢ m (X) — m (U) 1'ap-
P P i i

Plication induite par 1'inclusion X c U , ¥pea s m (X) —> m (X x I)

est un isomorphisme pour tout i » donc @ est un isomorphisme pour

i< 2; donc ni(U,X) =0 pour i < 2 |, On peut alors appliquer au
cobordisme le lemme de lissage ci-dessus ; il nous donne un cobordisme

# Z entre z et la donnée Zlx x {11 = X,,6,0 sur X , telle que
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$ soit une équivalence d'homotopie simple de & sur X ; donc la classe

de z dans Q*(X) est dans E(s#(X))

Dans le cas a bord on fait une démonstration en deux temps : dans
un premier temps on fait une démonstration analogue au dessus de Y (il
faut donc supposer que dim Y > 5) ; dans un deuxi2me temps on fait une
démonstration analogue au dessus de X . Si Y =@ il est clair que le

premier temps est inutile, on suppose donc uniquement dim X = 5 ,

On suppose maintenant que s#(X) est non vide, et on choisit un
représentant (X;&D d'un de ses éléments. Soit z = (U,Y¥,B,) une donnée
de chirurgie CP sur X xI , on peut supposer que z|X x {0} est la
donnée #* associée 2a (X;&b 3 2z définit alors une donnée mixte sur
X xI, X x{l}, X xfo}) ( XT, T;, T,))) . 51 dim X 25 , d'aprds le théo-
réme 3, on peut supposer que ni(Y) = 0 pour 1 <2 ; om peut alors appliquer
le lemme de lissage, ce qui définit une donnée de chirurgie # Z sur
X xI, X x {1}, X x {0]). Soit (Xz,¢k,a2,xz) sa restriction 2 X x {0};

@, est une équivalence d'homotopie simple, donc (xz’qﬁ) définit un
élément de s¥*(X) . Cet élément ne dépend que de (iﬁ&b et de la classe

de 2z dans fFP(X X I). En effet, si 2z' est une donnée sur X x I qui
est CP cobordante 2 z par un cobordisme Z , et si z et 2z' sont
les lissages de z et 2z' ,Z apparait comme une donnée mixte sur

(XX XL, Xx{3x I,Xx{O}xI,XxIx{0},XxTx{1]) (ﬁKT,Tl,TZ,T3,T4)); on applique le
lemme de lissage, on obtient une donnée 4+ Z , dont la restriction a

X x {0}xI est une équivalence entre (xz’¢k) et Xz"qE') dans s#(X) .
On démontre de la méme fagon que la classe de (xz’¢E) ne dépend que de

celle de (X,p) dans s#(X) . On obtient donc une application
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o s*X) x @ (X x I) —> s*(X)
On définit de fagon tout & fait analogue une application
" CP
w: s*TX,Y) x QT (X xI, Y xI)—>s#(X,Y)

Si on munit (FP(X xI) et GFP(X xI, Y xI) des lois de groupe défi~
nies au §1 , ces applications définissent des opérations de CFP(X x I)
sur s#(X) et de QCP(X xI, Y xI) sur s#*(X,Y) . Il est clair que

l'on a le

Théor2me 7 : Deux éléments de s#(X) (resp. s*(X,Y)) ont méme image par
€ si et seulement si ils sont dans la meme orbite de 1l'opération de

Bx)  (resp. o (x,Y)) .

On choisit maintenant un élément dans s#(X) (resp. s¥#(X,Y)) .
Ceci permet de parler de (X xI) et (X xI, Y xI) , et on a

évidemment le

Théoréme 8 : L'image inverse du point de base de s¥* par  , est égale 2a

1'image de (X x I) dans GFP(X xI) .

. . n n
En continuant ces constructions pour X x I et (X,Y) x1I , on

obtient des suites

1

o X X T ——> P (x x I?) —> s#X x IV71) — (X x I™Y) ...

DX XTI ) — (PR X I ) —> s*(X) —= MX) — °T(X)
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et

Lo xIhY x I — oF(x x 17,Y x IT) —> s*(X x ™y w1

PP X I,Y x 1) —> s#(X,Y) —> (H(X,Y) —> P (x,¥)

qui sont des suites exactes de groupes sauf en (FP(X xI) , s¥(X) ,
), FBX x I, ¥ xI) , s*(X,Y) et QO®(X,Y) , o l'exactitude est

précisée par les théordmes 6, 7 et 8 .,

Dans le cas od X est un disque, la premi2re de ces suites est

essentiellement la suite de Kervaire et Milnor.

R
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Pour le caleul des n au cha'pitre 8, on a besoin d'écrire la
théorie d;s oi:s.t.t-tuctﬂ;ns au plongement'd'un disque D" ou d'une sphére
s® dens un cmpiexe de ?oincaré Y de dimension 2n . Pour cela, d'aprds
les méthodes du chapi,tre 5, bn vé chercher les cbstructions 2 plonger le

fibré noml a p® ou S dans le fibré de Spivak de Y .

.,ll)au-é ce-qui suit X .‘ét Y sont deux complexes de Poincaré de
_dimeﬂ,s:lons respectivea n et ﬂn 4 le bord de Y est subdivisé en deux
sous-complexea ¥ et o On note (M.H') un voisinage régulier de
(x, &) dans (n“'”‘. 5 m‘*“‘l) , on note (N, X', N"). un voisinage ré-
gulier de (Y. Y‘ ¥") dane (RMk 5 mz‘““*‘"‘, m2n+k-1> ; les bords
' 'relaufa seront notés _(M M'd) dt (N N'd N"d) . M, Md) .et
(N, N ) définiuent les £ibrés de Spivak de X et de Y . Les variétés
M et N som: oriem;ées {ce sont des sous-variétés de R otk g

2“""") . on: n,oee m( resp. 5“) le faiscesu de base M (resp. N) défini
par 1'homologle locale de dimensioh k de la paire (M.M ) resp. (N.N ))
conaidérée_.cmt_ un £ibré de base M (resp.N) ; ]h et }, sont des
 £ibrés locslement trivisux de fibre Z . On cﬁptsit un point de base Yy

dans N eulm cholsit wn isomorphisme de ¥, , sur 2 .

On suppose X et N connexes, et on snppoéé que w(X) = ™ @) = 0.
On ‘choisit une ptientation de X ; cette orienﬁat-ion et celle de N défi-
nigsent un 1aahotphisﬁe nat.urel de 8 0, ﬂd) =T (un.n) sur Z . On
syppose que ‘¥ éat comnexe, et on pose nl(Y) m (N,y) = m . On pose
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Z(m) = A . Onnote w P ——— 22 la premi2re classe de Stiefel
Whitney de Y ; elle définit une anti-involution de A définie par

by DO Tha B W () n_ ofl - On mote Q 1le groupe abé&lien quotient de

a‘ a’ . - — - -
A par le soﬁé-groupe des éléments de 1la forme a-(-1)" a .

Si on se donne une application £ : (X,dX) —> (Y,Y') , telle
que £*(y(Y)) = WX), on sait (cf : chap 5) que f se prolonge en une
application F de (M,Md,M') dans (N,Nd,N') s et que FIM' est homo-
tope 2 un plongement. Dans la suite F désignera toujours une telle appli-
cation de (M,Md,M') dans (N,Nd,N') dont la restriction 2 M' est un
plongement de (M',M' ] Md) dans (N',N' n Nd). On fixera un point de
base x dans M , et un chemin Y de F(x) a3 y dans N . On supposera

que l'on a choisi F et Y de fagon qu'ils vérifient la condition

(a) L'isomorphisme de HN sur Z défini par 1'isomorphisme de
sF(x)
xh,x sur lh,F(x) (défini par F) cofncide avec celui que

1l'on définit en suivant le long de y 1l'isomorphisme choisi

#N,y B Z.

§ 1 : Classe d'intersection de deux applications.

- d ' d ! . 1 d 1)
On se donne Fy: (MD’ O’MO) —> (N,N ,N') et F, : (Ml’Ml’Ml)
—_— (N,Nd,N') comme ci-dessus, telles que Fo(Mé) n Fl(Mi) =0 |,

On se donne des chemins Yo et y de ya Fo(xo) et Fl(xl) comme

ci-dessus. On suppose que

Fo X F1 g Mo X M1 —>N x N
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-1
est transverse a &y, - Posons alors (Fo X Fl) (AN) =Z . Z est une
réunion de composantes connexes Zj qui sont des variétés de dimension

d d d
k , dont le bord Zj est égal a Zj n (Mo X Ml). Soient Tb,j’ﬂi,j et TB

1ea-pfejee%ieaseée—zjfsuf—na?MI—et—N—respee&ivementT—Les—o;iantations_de_

MO,Ml et N définissent une orientation de Zj . On définit pour chaque Zj

1) Un élément uj de m : en mettant bout 2 bout vy, , puis

1'image par F, d'un chemin qui joint dans M, 1le point x

() 0

a 1'image par ™, ] d'un point z de Zj s, puis 1l'image par
H

p d'un chemin qui joint dans M, le point j(z) au point
3

o

F
X; 5 puis ¥ (parcouru dans le sens Fl(xl),y) . Il est clair
que la classe de ce chemin dans ni(N,y) = 11 ne dépend pas des

choix qui ont é&té faits dans sa comnstruction.

2) Un élément n, de Z : en prenant l'image de la classe fon-

3

damentale de (Z Zd) dans Hk(MO’Mg) qui est naturellement

=g
isomorphe 3 Z .

On pose alors i((FO’Yb)’(Fl’Yl)) =7 n, o c'est un élément

g 5
de A que l'on appelle la classe d'intersection de (FO’Vb) et de

(Fl’ 'Yl) .

Théoréme 1 : 1 ((F,,yy),(Fy,y)) = (-l)uz((Fl,Yi),(Fo:Yb))

Démonstration : L'intersection géométrique Z ne change pas, on re-

garde comment varient les qj et les n . Il est clair que les lacets

3

qui définissent les uj sont les mémes mais qu'on les parcourt en sens

inverse. D'autre part si n est impair l'orientation de Z, est changée,

J
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la classe fondamentale de (Zj, Z?) est multipliée par (-1)% ; et il est
clair que 1'image dans Z d'un élément de Hk (Zj,Z;{) est multipliée par

w (aj) .

Théor2dme 2 : Si on remplace Yy Par vy B (ot B est un lacet d'origine
et extrémité y dans N , et od Y;B désigne le chemin de Fl(xl) a

y obtenu en mettant bout & bout Y, et le chemin B ), on a

i((FO’YO)’(Fl’Y].B)) = i ((FO’YO)’(F].’Y].)) ﬂ .

Démonstration : L'intersection géométrique Z n'ayant pas changé, on
regarde comment varient les aj et les nj . Il est clair que les

n, ne changent pas, et que °‘j est changé en aja c

3
Théorgme 3 : Soit M une variété de dimension ntk+l connexe et simplement
connexe, dont le bord est la réunion de md s des Mu (u = 1,...,ptq) ,
et d'une variété W' ; oi les M“1 sont des variétés comme ci-dessus. On
suppose donné un isomorphisme H.k(m,md) R Z , tel que les homomorphismes

naturels Hk(Mu,MS) X Z colncident avec les homomorphismes

d dy ~
Hk(Mu,Mu) —_— Hk(m,m ) R Z. Soit
d d :
G Mt UM s Y M) —— N, N[0}, N X {1 ],N )

une application dont la restriction 2 ' est un plongement. On pose

GIMu =F, tM —>N; et on choisit des chemins y, de Fu(xu) a

Y qui sont homotopes parmi les couples (x,y(x)) odt x est un point

de M, et y (x) un chemin dans NxI qui joint G(x) a y ., Alors,
1 1

quel que soit le couple (Fo,yo) tel que G(n') et FO(MO) X I soient

des sous ensembles disjoints de N' X I , ona
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> =z
up L (Foavgds Bray))) =0 ((Fpuyg)s Fsy))

x Id XG : M. XI xh—>

I 0

Démonstration : On peut supposer que F
. ’ : -

- Z
N xI xN xI est transverse 2a %XI 3 posons (F0 X G) (q\lxl) = 4

)

et (F0 X Fu)-l(AN) = z% . On note Za les composantes connexes de
Z . Le bord de chaque ZG. est la réunion de Zi , et de la réunion
des ZG. n Ae 3 le procédé qui a permis de définir les a,j appliqué

a ZO. définit un élément B de T , qui cofncide avec chacun des

q}l correspondant aux Z; contenus dans Za . I1 suffit donc de démon-
trer que
Z Z
u<p j = Zc, u>p z j c a

Compte tenu de la condition imposée aux isomorphismes de Z sur

Hk(Mu’Mﬁ) et uk(m,md) s 11 s'agit de démontrer que les cycles définis

d u u,d
par U Y 4§, z9°% et u U (2%, 299
Z g 5 4.7 33
usp Zj c o u>p Zj c -

dans ck(m,md) sont homologues ; c'est immédiat puisqu'ils forment le

bord de la chaine (% 9 Zd) .
a a

Corollaire : i((FO,YO), (Fl’Yl)) ne dépend que les classes d'homotopie
de F0 et Fl (parmi les applications qui cofncident avec F0 et F1

sur Mo et Ml respectivement), et des classes d'homotopie de Yo et

Y]. .

Compte tenu du théordme 1, il suffit d'appliquer le théorzme 3
3 une homotopie G : M1 XI ——>N xI entre deux applications Fl et
F] de M; dans N . Ce corollaire permet de parler de (Fo,yl) quand

Fo X Fl n'est pas transverse 2 % ;3 11 est clair que les théorémes 1

et 2 restent walahlae
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§2 - Classe de self intersection d'une immersion,

Soit F . (M,Md,M')-————> (N,Nd,N’) une immersion, et soit y

uit chemin de y a F(x) . On suppose que la restriction de Fx F 3

M yx M-qM est transverse 2 AN ; alors (F x F)—l(AN) est la féunion

de q{ et d'une sous-variété v de M XM-% » V est munie d'upne

involution ¢ définie par g(x,x') = (x',x) ., Soit 1 le quotient de

V par 1'action de O, et soit y 1a projection de V sur I |, I est
d

une variété de dimension k s dont le bord 1% est 1'image de

v Md X Md . Soient Ii les composantes connexes de I

A toute composante connexe Ii on va associer un é&lément w; de
Q . Pour cela a tout Ii on associe d'abord un élément 0, de 17, en
mettant bout 3 bout Y > puis 1l'image par F d'un chemin qui joint dans
M le point x 2a un point 2z de xfl(Ii) > Puis 1'image par F d'un
chemin qui joint dans M 1e point ¢o(z) au point x s Puis y (parcouru
dans le sens F(x),y) . Il est clair que si 1l'on inverse les r6les de 2z
et og(z) dans cette construction on trouve ugl au lieu de o mais
que les autres choix que 1'on a faits ne changent pas 1a classe d'homotopie

du lacet trouvé, On distingue donc deux cas

= -1 :
1) si @ = a; , on définit un élément p; de Zz en prenant
1l'image de la classe fondamentale de Ii dans Hk(N,Nd,Z 2) . On

pose alors w; =Py G € 0.

2) si 0y # o . Alors xfl(Ii) a deux composantes connexes (si
X (Ii) est connexe le passage de (z,0(z) ) a (0(z),2) peut
se faire continument Je long d'un chemin qui joint z a 4(z)

dans x'l(Ii) » Par conséquent g, = a{l)
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Comme V est orientée (par les orientations de M xM de N xN
et de‘ % s, Ii est orientable, et sera méme orientée si on choisit
1'une des composantes connexes de x-l(Ii) . C'est ce que 1'on fait main-
tenant, En décidant de prendre le point 2z dans cette composante connexe
on fixe 1'élément oy de 1 associé a Ii . On définit alors un entier
P; en prenant l'image de la classe fondamentale de L, dans Hk(M,Md,Z)
(que 1'on a identifié 8 Z ) . Ceci définit un élément P; Oy de A ,
Cet élément dépend du choix que l'on a fait d'une composante connexe de.
xfl(Ii) ; si on inverse ce choix, au lieu d'obtenir P; a; , onm obtient

(-1)" W(oi) P; u;l ; ces deux éléments de A définissent le méme é1é-

ment de ()} que l'on note w; -

On pose alors G6(F,y) = & w; c'est la classe de self intersec-

L

tion de 1'immersion (F,vy).

Théoréme 4 : On suppose donnés [,G , les Mu et les Y, comme dans

le théorgme 3 ; on suppose que G est une immersion, alors

z z
u<p ®(Fu’Yu) +u$p l:i((Fu’Yu)’ (Fu"'Yu'))}‘=
u'sp
u#u'
S T ey + E Li(E ,y),(F )
u>p u’Yu u>p Yl My Yy 1.
u'>p
ufu'

Démonstration : Elle est analogue 2 celle du théoréme 3 . [a] désigne la

classe dans ()} de 1'élément a de A .




VI.8

Corollaire : &(F,y) ne dépend que de la classe d'homotopie régulidre de
F (parmi les immersions qui cofncident avec F sur M') et de la classe
d'homotopie de Y - Ceci permet de parler de la classe de self-intersection

—de (F,y) quand F-xF--nlest pas-transver'sé_é—”%

Démonstration : On applique le théoréme 4 2 1'homotopie régulidre

G:MXI——>N xI , entre les deux immersions données.
-1

Théordme 5 : 6(F,yg) = g 6(F,y) p.

Démonstration : Elle est analogue a celle du théorazme 2.

§3 - Signification géométrique de i et de @ .

Il est clair que si F est un plongement, @®(F,y) = 0 . Il est
clair que si les deux applications considérées au §1 ont des images

disjointes, i((Fo’Vb)’(Fl’Yi)) =0 . On va démontrer réciproquement

Théoréme 6 : Soit F une immersion (comme ay §2) telle que 6(F,y) =0 ;

sin 23, F est régulidrement homotope 2 un plongement, parmi les immer-

d

sions de (M,M ,M') dans (N,Nd,N') qui cofncident avec F sur M' .

Théoréme 7 : Soient Fo et F1 deux applications comme au §1 s on

suppose que ce sont des immersions, que i((FO’\b)’(Fl’Yi)) =0 et que

n 23 , alors il existe une homotopie réguliére de F, a Fé (parmi
d

les immersions de (Mo, Mb, Mé) dans (N,Nd,N') qui cofncident avec

Fo sur Mé) et une homotopie régulidre de F1 a Fi (parmi les immer-

sions de (Ml, Mf, Mi) dans (N,Nd, N') qui cofncident avec F1 sur Mi)
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de telle fagon que Fé(MO) n Fi(Ml) =¢ . si F, et F, sont des

plongements on peut s'arranger pour que F6 et Fi soient des plongements,

et pour que les homotopies réguliéres soient des isotopies.

Avant de commencer les démonstrations de ces théorgmes, on va faire
une étude détaillée de la self intersection d'une immersion simple. Il est

d'abord clair que si F est une immersion simple de (M,Md,M') dans

(N,Nd,N') , la variété I (les notations sont celles du §2) est iso-
morphe & 1l'ensemble des points de N qui sont images de deux points de

M . Il est clair que, pour toute composante connexe Ii’ Xfl(Ii) est
formé de deux sous-variétés isomorphes 2 Ii . On va associer a Ii un
entier positif : Si 04 # q{l » cet entier est q; = lpil . Si

oy = qll » chacune des composantes connexes de Xfl(Ii) est une sous-
variété orientable de M , les images de leurs classes fondamentales dans
H.k(M,Md,Z) ~ Z , sont égales ou opposées ; q; est la valeur abso-
lue commune de ces images . Un cas important est celui ol Ii est iso-
morphe au disque Dk ;s on peut alors associer 2 (Ii,Ig) un élément de

(M,Md) SZ , il est clair que cet élément est dans tous les cas égal
™ q

a q; ou a -9

On démontrera aussi le lemme suivant qui joue le r8le du lemme de

Whitney classique dans le cas des variétés,

Lemme de connexion : Soient A et B deux variétés de dimension

n+k (n=>3) et C une variété de dimension 2n + k . Soient ¢ et
Y des plongements de A et B dans C (qui induisent des plongements

de dA et dB dans dC) . Supposons que @ et Y soient transverses,
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On suppose

1) (4) N ¥(B) est formé de deux composantes connexes U et V .

2) A, B et C sont orientées (donc U et V 1le sont aussi),

3) I1 existe un point u = (p(a'), ¥(b')) dans U et un point
v = (¢p(a"), ¥(b")) dans V , et des chemins T qui joint a'
a a" dans A , et A qui joint b' a b" dans B , tels que

le lacet de C formé par oI et ¥(p soit homotope a 0

Alors on peut trouver une isotopie de o2 ¢ (parmi les plon-
gements de A dans C qui cofncident avec @ sur dA) telle que 1'in-
tersection de ¢' (A) et V¥(B) soit la somme conexe orientée (sur 1'in-

térieur) des variétés orientées U et \'

Démonstration : On peut toujours supposer que les chemins ' et A sont

plongés dans A et B s> qu'ils sont normaux a U et V en leurs extré-
mités, et qu'ils ne rencontrent U et V qu'en leurs extrémités. Le fait
que la codimension est au moins égale 2 3 , permet d'affirmer que 1'on
peut alors plonger un disque dans C dont le bord est formé de oD et
de ¥() , qui ne rencontre @A) que le long de o) , et o(B) que
le long de ¥(A) , et qui est normal & o(A) et ¥(B) . Ceci permet de
plonger le bord du modele de déformation défini au §2 du chapitre 4

(le fait que tout est orientable assure que les fibrés que 1'on doit tri-
vialiser sont triviaux) » la déformation ainsi définie a alors évidemment
l'effet désiré. Ce raisonnement est analogue au pas de la démonstration du

lemme 3 du §4 du chapitre 4 .
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Démonstration du théoreme 6 : On peut se ramener au cas ou F est une

immersion simple. On prend une décomposition en anses du complexe de

Poincaré X , on note X_  la réunion des anses de dimension au plus

(0]
n/2 et X la réunion de dX et des anses de dimension plus grande

que n/2 . En prenant des voisinages réguliers de XO et Xl dans
]1n+k , on trouve une partition de M en (Mb,Md, M6) et (Ml,Mg,Mi)
recollés le long de (T,Td,T') ,.analogue a celle qui est construite

dans le lemme 2 de la sixi2me étape du §3 du chapitre 4 , mais les
conditions sur les ni(T,Td) sont plus fortes que celles que l'on a ob-
tenues a cet endroit puisque ni(T,Ed) =0 pour i <k-l1 , et l'applica-
tion nk(T,Td) e nk(M,Mg) est surjective. Ceci permet de répéter la
démonstration du lemme 3 de la sixidme &tape du §3 du chapitre 4 (les
conditions plus fortes sur les ﬂi(TsT') assurent que le lemme b est
encore vrai). On supposera donc dans la suite que F est simple. On peut

alors faire subir a sa self intersection I = Ii les quatre opérations

suivantes.,

1) Transformer chacun des Ii en une boule Dk : Pour cela on montre
que si chacun des Ii est une réunion d'anses de dimension au
plus r (r 21) , et si y: Dk-r, Sk-r-l) —_— (I,Id) est un
plongement, on peut transformer F de fagon a enlever un voisi-
nage tubulaire de ce plongement. Pour cela on applique le lemme de
réduction des immersions du chapitre 4 . Cette transformation ne
change qu'un des Ii s les Wy et les 9y correspondant a ces
Ii ne varient évidemment pas. Si Iu est celui qui change, il
est clair que w, ne change pas, puisque la somme des w; me
doit pas changer.,. q, ne change pas puisque Iu et Ia définis-

sent la m&me cycle dans Hk(M,Md) .
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2) Enlever les Ii isomorphes 2a Dk pour lesquels 9 =0 : Une

fois que tous 1les Ii sont isomorphes a Dk » 81 pour un |y,

na q =0 , on sait que 1'élément de nk(M,Md) défini par

3)

Iu est nul. On peut donc appliquer le lemme de réduction des im-

mersions du chapitre 4 » Pour enlever cet Iu .

Faire la somme connexe de Iu et Iv si o, est égal 3 a,

ou 3 q;l : 84 Q, est égal a o, oua qv » On peut joindre
un point u de X (I ) aun point v de xfl(Iv) par
un chemin T et 4(U) & o(v) par un chemin A tels que
F(D) et F(p définissent un lacet homotope a 0 dans N . On
choisit alors une paftition de M en @Gy 8 telle que u s V et
I' soient dans @, et que  ou) , gv) et g soient dans g .
On enléve 3 1a figure un voisinage régulier ouvert h de F(G N @
il reste C=N-n, A= (p |a)‘1(c) et B= Fl@@) . L'in
tersection de F(A) et de F(B) est réduite 3 I U I . On
applique alors le 1emme de connexion. On obtient une immersion
simple (parcequ'elle est injective sur G et sur B GdeM

dans N dont 1la self intersection est formée des Ii pour
i#uetwvw > et de la somme connexe de Iu et I . Il est clair

v

que cette opération ne change pas les w; et les g

our
i P

ifu et v . 81 on note IW la somme connexe de Iu et Iv g
on a w, = W, + w (car la somme de tous les w doit rester
fixe). Il est clair que 1'image dans Hk(M M ) de la classe fon-
damentale de Iw est la somme des images des classes fondamen-
tales de I, et I, 5 on a donc q, = Iqu + qv| . Si

o, # Q;l » on n'a pas le choix du signe + oy - > puisque 1'on

= = -1 . ; ,
a P, = P, + P, - Si o, = o, o la construction que 1l'on vient
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de faire n'est pas bien déterminée : si on a joint u a v et
olu) a g(v) , on aurait aussi pu joindre u a g(v) et v
a og(u) . La différence entre les deux éonstructions obtenues,
est que 1l'on a inversé l'orientation de 1'une des variétés Iu

et IV ; par conséquent si 1'une des constructions donne

= ! ' = =
9, = 9, + q, > l'autre donne q, |qu qv| .

4) Décomposer un Ii isomorphe 2 Dk » en deux morceaux : Si tous

les I sont isomorphes 2 Dk s, on peut appliquer le lemme de

i
. k-1 k-2
réduction des immersions 2 un plongement | : (D s 8§ 7) m—>

(Iu’ I:) . Ceci a bien entendu pour effet de remplacer I, opar
deux disques Ii et Iﬁ . On a w, = wi + wi . On va comparer
q, a qi et qi . La construction effectuée dans le lemme de
réduction des immersions, n'est pas bien définie, elle dépend du
plongement H (choisi au lemme a de la cinqui2me étape du §3

du chapitre ), il est clair que des variétés Ii et Ii sont
obtenues en recollant 1l'image de H & chacune des moitiés de Iu

définies par 1l'image de |4 . Par conséquent si ¢ est 1'image

de Ii dans nk(M,Md) » on peut choisir comme on veut les images

1 2 1 2 d

o et o de I, et I dans nk(M,M ) pourvu que

o= a} + a? . Il en résulte que si qi et qi sont deux entiers
positifs tels que qi + qi =gq, ,on peut faire cette construction

de fagon a ce que ce soient les entiers positifs associés 2a

I1 et 12 .
u u
Grace a ces quatre opérations on va faire disparaitre I . On

commence par appliquer 3) un nombre suffisant de fois pour que I, %I,
P 17734

, on a alors nécessairement

entraine oy différent de aj et de 051
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w; =0 pour tout i (puisque @(F,T) =0 ) ., En appliquant 1) on se

raméne alors au cas ou de plus chaque Ii est un disque. Pour tout i

tel que 0y # 0;1 on a alors 9; = 0 (puisque w; = 0) ; pour les

i tels que qi-:raqi » on peut seulement affirmer que q; est pair., On
applique alors 4) pour décomposer ces Ii en deux morceaux dont les q
sont égaux 2 qi/Z 5 puis en appliquant 3) on regroupe ces deux mor-
ceaux de fagon a obtenir un nouvel Ii dont le q; est nul. On réapplique
alors 1) pour se ramener au cas ot tous les I, sont des boules (dont

les q; sont nuls), et on conclut en appliquant 2) a chacune de ces

boules,

Démonstration du théoréme 7 : Elle est tout 2 fait analogue ; je ne 1'écris

pas, mais je vais donner quelques indications sur la démonstration du rabiot.

I1 est clair que si F0 et F1 sont des plongements la variété 2 (cf :

notations du §l) est isomorphe 2 FO(MO) N Fl(Ml) . On applique alors

le lemme de connexion pour se ramener au cas ot Z # Zj entraine

i
0y # a ; on a alors nj aj =0 pour tout j , donc n =0 pour tout
j , On applique alors le lemme de réduction élémentaire (§3 du chapitre 4)
pour se ramener au cas ol tous les Z, sont des disques Dk . Comme

3

nj = 0 pour tput j , chacun de ces disques représente O dans
nk(MD’Mg) » et par conséquent on peut encore appliquer le lemme de réduc-

tion élémentaire pour enlever checun de ces disques,

§4 -~ Sommes connexes,

Soient Xl et x2 deux complexes de Poincaré de dimension n,
et soit X leur somme connexe (sur 1'intérieur ou sur le bord). En méme

temps que cette somme connexe on construit un complexe de Poincaré V de
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dimension nt+l , dont le bord est la réunion de Xl de Xz et d'un com-

plexe V' de dimension n qui est la réunion disjointe de dxl x1 et
dX2 Xx I si on fait la somme connexe sur l'intérieur , et qui est la
somme connexe de Xm x I et dX2 X I si on fait la somme connexe sur

le bord . V a le type d'homotopie de la réunion de X; U X, et d'un che-

2
min qui joint un point de X; 2 un point de X,. V' a le type d'homoto-

pie de la réunion de dxl et dX2 s ou celui de dxl U dx2 union un

chemin qui joint un point de dx1 a dX2 .

On note Ml’MZ et M les voisinages réguliers de Xl, X2 et

X . On note L un volsinage régulier de V dans ]R:+k+1 . Le bord

de M2 , de M et
n+k

de L est la réunion du bord relatif Ld s, de M1 .

d'une variété L' qui est un voisinage régulier de V' dans R

Soient £, et f, des applications de (Xl, Xm) et (Xz,dxz)

d d

dans (Y,Y') ; soient Fy ¢ (Ml, M), Mi) —> (N,N

d d
2

Soient vy et vy, des chemins de Fl(xl) et F2(x2) a y , tels que

,N') et F2 :

(MZ,M ,Mé)-———4> (N,N",N') 1les applications fibrées correspondantes.
la condition a soit vérifiée par (Fl,y1) et (FZ’YQ) . On suppose
FLMp) n F,(M) =0 .

Le chemin (y1)—1 Y, Joint le point Fl(xl) au point FZ(XZ) ;
il définit donc une application E de L dans N x I qui prolonge
FfUF, : M; UM, —> N x {0} . Si on prend la somme connexe sur
1'intérieur on peut toujours considérer que E est une application de
(L, M, U M,, M, L') dans (N xI, N x {0}, N x {1}, N' xI) . Si on
prend la somme connexe sur le bord c'est encore possible a condition que

le chemin (Yi)-l Y, se rétracte dans N' x I , ce qui est assuré par
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1'hypothase que m) = ﬂi(Y) est surjectif, Le fait que (Fl,yi)
et (FZ’YE) vérifient la condition a assure que l'on peut se ramener
au cas ol E est une application fibrée (dont la restriction a2 L' est

un plongement)

d

E: (L,L ’Ml UMZaMsL') —> (N x I, Nd’N X {O}s N x {l}sN'X I)

. ! 1 !
Théoréme 8 : Quel que soit (FO,Yb) tel que FO(MO) . Fl(Ml) et F2(M2)

soient disjoints, on a (o Y=y ou Vé)
i((Fo,yo),(Fl,Yl))+1((Fo,yo), (Fysy,)) = 1((Fy,vy)s (Fyy))

Démonstration : On applique le théor2me 3 a LetE.,

Si F et F2 sont des immersions, le théorame de classification

1

des immersions assure qu'il existe dans la classe d'homotopie de E s une

immersion et une seule qui prolonge F1 U F2 s on a alors

Théordme 9 : ©& (F,y) = O(F; .y + 6(F,,v,) + [1((F1,Y1),(F2,YZ)) ] (ot

[a] désigne 1a classe dans N de 1'€lément a de A ) .

Démonstration : On applique le théorzme 4 2 L et E
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CHAPITRE 7 : LE CALCUL DES Q°F .

Notations : Dans ce qui suit un certain nombre de complexes de Poincaré
seront notés X (ou X', Xl, etc...), on posera alors ni(X) =1,
et w désignera la premiére classe de Stiefel-Whitney,k IL'anneau Z(g)
sera noté A, il sera muni de 1'anti-involution
a=Znlglg—>0 =2 n(g)w(g)g_1 . On considérera aussi un sous-complexe
Y (ou Y', Y, etc...) du bord de X, on posera ﬂi(Y) = ' , 1'inclusion
Y CX induit 1'homomorphisme @ de 7' dans 11 . On note w' 1la classe
de Stietel-Whitney de Y ( w' = w.0). On posera Z (7') = A' ; w' induit
une anti-involution § -—>.§ sur A'. Pour tout entier k, on notera
0 (resp. Qﬁ) le groupe abélien quotient de A (resp. A') par le sous-
groupe formé des &léments de la forme a-(-l)k; ; on notera [a] 1la classe
dans Qk de 1'élément a de A, Si M est un A-module (resp. A'-module)
libre, on dira que deux bases de M sont équivalentes, si la matrice de
passage définit 1'élément O de Wh(m) (resp. Wh(w')) ; les classes
de cette relation d'équivalence seront appelées les classes de bases de M .
S8i M et M' sont munis chacun d'une classe de bases, M ®M' est muni
d'une classe de bases ; le module AP est naturellement muni d'une classe
de bases. Un isomorphisme ¢ : M —> M' qui fait correspondre les classes
de bases, est appelé un isomorphisme simple. Nous ne considarerons en
général que des modules & droite ; si nous rencontrons un module & gauche
(par exemple HomA(M,A), ot M est un module & droite) N , nous le
remplacerons par le module & droite gv (ou ﬁ' est identique & N comme
groupe abélien, mais ol on a posé n.a = a.n). Notons encore que pour

T N——
tout module libre M muni d'une classe de bases, HomA(M,A) est libre muni

d'une classe de bases.
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§ 1 : Objets quadratiques et groupes de Wall,

Définition 1 : On appelle forme quadratique de degré 2k sur (fr,w)

(ou encore objet quadratique de dimension 2k sur (m,w)) 1la donnée d'un

triple Q = (M,A,, o

1) M est un A module libre muni d'une classe de bases
2) )\ est une application de MxM dans A

3) u est une application de M dans Qk

tels que

1) Pour tout x €M , y —> A(x,y) est A-linéaire

2) Pour tout couple (x,y) : Ax,y) = (-1) i?;?ii

3) Pour tout couple (x,y) : MGy) = uG)H(y)+HA(x,y) ]

4) Pour tout x € M, et pour tout élément a de A tel que
[a] = u(x), AGx,x) = a + (-1)'3

5) Pour tout x €M, et tout a €A : ux,a) = ;.p(x).a
Remarques : 1) Pour tout A-module M, on définit une forme quadratique
Qk(M) de la fagon suivante : on prend le module M eaﬁSE;?ﬁjk) et on
définit X par A (x+y,x'+y') = y(x') + (-l)km, et u par
pixty) = [y(x)].

2) si Q1 = (Ml’ kl’ “1) et Q2 = (Mz, kz, ”2) sont deux
formes quadratiques, on définit une forme quadratique Q = (M1 GBP&,X,H),
en posant X(x1+x2,y1+y2) = Al(xl,yl) + kz(xz,yz) , et p(x1+x2) = pl(xl)+ pb(xz).
Cette forme Q est appelée la somme directe de Q1 et Q2 , on la notera
Q1 65Q2 .

3) Un isomorphisme de la forme Q = (M,A,) sur la forme
Q' = (M',A",u') est un isomorphisme simple de M sur M' qui commute
avec A et |, On dira qu'une application ¢ de M dans M' est un
morphisme de Q dans Q' , s'il existe une forme quadratique Q" est un

isomorphisme de Q ® Q" sur Q qui prolonge P .




la donnée d'un triple (Q’MO’MI) ot Q = (M,A\,) est une forme quadra-
tique de degré 2k sur (m,w), et od M, et M sont deux sous-modules
libres munis chacun d'une classe de bases tels que 1'injection de M.0
dans M se prolonge en un isomorphisme de Qk(Mo) sur Q, et que
1l'injection de M1 dans M se prolonge en un morphisme de Qk(Ml)
dans Q .

k ,_\/
Remarques : 1) Pour tout module M, (Q (M), M, HomA(M,A)) est un

objet quadratique de dimension 2k+1 ; on 1l'appelle 1'objet trivial
engendré par M.

2) Pour tout couple (Q’MO’MI) : (Q',Mé,Mi), on définit la

' ] 1

somme directe (Q & Q', M, ®& M, M @Ml).

3) Pour toute forme quadratique Q = (M,\,), en associant
a tout x € M, 1l'application A-linéaire de M dans A définie par
y —> A(x,y), on définit une application A-linéaire ¢b de M dans
/\/
HomA(M,A). Soit (Q’MO’MI) un objet quadratique de dimension 2k+1,

notons 6 1'homomorphisme composé

M > M >»HomA(M,A) —_— HomA(MO,A)

, 8 est un isomor-

Si (Q’MO’MI) est 1l'objet trivial engendré par M,

phisme simple ; il en est de m@me pour tout objet isomorphe 2 un objet

trivial., Réciproquement, si 6 est un isomorphisme, 1'application de
—_ N N—— -1

Moel-lomA(Mo,A) dans M qui & x+y associe x+6 (y), définit un

isomorphisme de 1l'objet trivial engendré par M0 sur (Q’MO’MI)' Si

@ n'est pas un isomorphisme son noyau et conoyau seront appelés

1'homologie de (Q’MO’MI)'

VII.3

Définition 2 : On appelle objet quadratique de dimension 2k+1 sur (m,w),

=]
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Définition 3 : Pour toute forme quadratique Q = (M,X,p) de degré 2k
sur (m,w), on appelle bord de Q 1l'objet quadratique de dimension

2k-1 sur (mw) , dQ = (¢ 1(w), In(Id, &(-p))),m).

Remarques : 1) On vérifie que l'on a bien défini un objet quadratique
o ——
de dimension 2k-1, en vérifiant que 1l'application de M G)HomA(M A) dans
lui-méme qui 3 x4y associe x - ¢b(x)+y, est un isomorphisme de Qk-l(M)
sur elle méme,
2) si ¢b est un isomorphisme simple 1'application A-linéaire
D _1
de M G)HomA(M,A) qui & x+y associe -0, (y)+y , est un isomorphisme
de Qk-l(M) sur elle méme, cet isomorphisme envoie M sur M et
T N——
HomA(M,A) sur Im(Idﬁ%(me)), c'est donc un isomorphisme de 1'objet
trivial de dimension 2k-1 engendré par M sur dQ. Réciproquement si
dQ est un objet trivial, ¢b est un isomorphisme simple car 1'application
== P g
o ~e [ X} s
edQ P M —> HomA(Im(IdM ® (-ch)),A) & Hom, (M,A) s'identifie 2 % -

Un forme Q telle que soit un isomorphisme simple est aussi appelée
g

une forme non dégénérée,

Définition 4 : Soit (Q’MO’MI) un objet quadratique de dimension 2k+1 ,
i1 existe (cf. déf. 2) une forme Q" = (M",A", ") de degré 2k et un
isomorphisme 6 de Qk(Ml) @ Q" sur Q, qui est 1'identité sur M1 .
Il en résulte que M, est contenu dans 1'orthogonal Mf de M1 dans Q,
et 6 induit un isomorphisme de M" sur M;/M1 . Les restrictions de
A et poa Mf passent au quotient pour donner des applications }' et
' qui définissent une forme quadratique (Mi/Ml, A',u'). Cette forme

quadratique sera appelée le bord de (Q’MO’MI)' I1 est clair que O induit

un isomorphisme de Q" sur le bord d(Q’MO’MI) de (Q’MO’MI)‘




Définition 5 : On notera L2k(n;w) le monotde quotient du monotde (pour
la somme directe) des classes d'isomorphisme des formes quadratiques non
dégénérées de degré 2k sur (mw) , par le sous-monotde des formes du
type Qk(M). Ce monofde quotient est un groupe, cela résultera de 1'étude
géomé£rique ciu §3.

Définition 6 : On notera L (1,w) le monotde quotient du monofde

2k+1
(pour la somme directe) des classes d'isomorphisme des objets quadratiques
de dimension 2k+l sur (m,w) dont le bord est nul (c'est-a-dire que

dim Mo = dim Ml)’ par le sous-monofde engendré par les objets triviaux

et par les bords des formes de degré 2k+2. C'est un groupe, cela résultera

de 1'étude géométrique du § 3.
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§ 2 : Extensions.

Soit X un complexe de Poincaré de dimension n , supposons
qu'il soit partagé en deux sous-complexes de Poincaré XO et X1 ;
recollés le long d'une partie Z de leur bord ; et soit §0 une donnée
de chirurgie CP sur Xo . La restriction de go 4 Z est la donnée
triviale sur Z , donc §0 et la donnée triviale sur x1 se recollent
pour former une donnée de chirurgie CP E sur X . La donnée g
est appelée l'extension de §O a X . si §0 est réduite, £ 1l'est aussi,

I1 est clair que ce procédé d'extension s'applique aussi aux cobordismes,

et qu'il induit une application € de QCP(XO) dans QCP(X).

Soit maintenant un découpage de dxo-z en deux sous-complexes
de Poincaré Y et T , et soit go une donnée sur (XO,Y) ; le procédé
précédent associe 2 §O une donnée & sur (X,Y). Ceci définit une

application ¢ de QCP(XO,Y) dans QCP(X,Y).

Considérons maintenant deux sous-complexes de Poincaré Y et Y

0
du bord de X , tels que Y soit la réunion de Y0 et d'un sous-complexe
Y1 ; toute donnée de chirurgie CP go sur (X,Yo) peut-8tre considérée
comme une donnée & sur (X,Y) (on oublie qu'elle est triviale sur Yl)'
On dira encore que & est obtenue par extension de Eo a (x,Y).
On en déduit une application ¢ de QCP(X,YO) dans QCP(X,Y).
Théoréme 1 : Soit Xo un complexe de Poincaré de dimension n dont le bord
est partagé en deux sous-complexes Y et T. . Soit X un complexe de

0

Poincaré obtenu en attachant sur T une certaine anse de dimension n-k.
Le bord de X est naturellement subdivisé en deux sous-complexe, 1'un

est Y, l'autre sera noté T . On suppose




1) n=25 et k < inf (n-3,n/2)

2) ni(X,T) = 0 pour 1<k

Si E est une donnée CP réduite sur (X,Y), il existe une donnée

réduite 50 sur (XG’Y) dont 1'extension 3 (X,Y) est (isomorphe 2)

VII.7

A A
E . Si E est un cobordisme CP réduit entre les étendues 2 (X,Y)

de deux données §1 et §2 sur (XO,Y) , et si n est impair, il existe

A\
un cobordisme réduit go entre §1 et §2 dont 1'extension 2 (X,¥Y) X I

A
est (isomorphe 3) € .

Corollaire : Soit X un complexe de Poincaré de dimension n 2 5, il

existe un sous-complexe de X de la forme X1 x I, tel que

(1) ﬂl(xl) -—> ﬂl(X) soit un isomorphisme

(2) X soit la réunion de X; x I et d'anses de dimension au
moins inf (3,n/2).
Pour un tel X, ,1'application ¢ : QCP(XIXI) — QCP(X) est bijective

si n est impair, et surjective si n est pair.

Démonstration du théoréme 1 : On va d'abord traiter le cas particulier ol

T est une variété (diff ou PL) et ol les données et cobordismes considérés
sont dans la catégorie PL ou diff. Le cas général se traite de la méme

facon mais avec des techniques plus compliquées,

Cas particulier : Supposons que T est une variété, et soit

E = ((V,W), o, &, 1) une donnée réduite diff ou PL sur (X,Y).

A
On peut remplacer X par un voisinage tubulaire X de X dans RP+N g

le triple (X,Y,T) devient alors un triple (X,¥,7) od X et ¥ sont

des variétés, et oi i est un fibré de base T et de fibre DN . Si N

est assez grand, on peut supposer que ¢ est un plongement de (V,W,T)




VII.8

k

dans (i,?,i). On peut trouver un plongement 6 de (D, Sk—l) xDN dans

(i,i), tel que le complémentaire d'un voisinage tubulaire de Im 0
soit un complexe de Poincaré iO équivalent 3 XO .8 ¢ et 0O sont
transverses, et si w—l(Im @) est une boule Dk , il est clair que,
en notant VO le complémentaire d'un voisinage tubulaire de ¢F (Im ),
la donnée E(Vy,W), ®|Vy, a|X), n|V,) est la donnée réduite cherchée,
dont 1'étendue a (X,Y) est isomorphe 2 8 . On peut supposer que ¢
et 0O sont transverses, posons Z = qfl(Im 8) ; c'est une variété de
dimension k dont le bord dZ est contenu dans T . Le lemme de connexion
du chapitre VI permet de se ramener au cas ol Z est connexe ; pour se
ramener au cas ot Z est une boule Dk » i1 suffit de prendre une
décomposition en anses de Z et d'enlever successivement toutes les
anses de dimension strictement positive. Pour enlever une de ces anses
on est amener 3 démontrer que si Z est réunion d'anses de dimension au
Plus k-u (u <k), et si y : (Du,Su-l) ——> (Z,dZ) est un plongement,
on peut déformer € de fagcon & se ramener & une intersection isomorphe
au complémentaire dans Z d'un voisinage tubulaire de 1'image de V.
Pour cela on applique le lemme de réduction élémentaire du chapitre III ;
avec (A,A') = (X,T), (c,c') = (p(V), o(T)), (B,B') = (Dk,sk"l)xnN et
h =6 . On vérifie facilement les hypothéses de ce lemme de réduction.
Pour les cobordismes, on emploie une méthode tout & fait

analogue (1'hypoth®se n impair permet de vérifier 1'hypothése 5

du lemme de ré&duction).

Cas général : Le processus est analogue, mais il faut utiliser les

méthodes des paragraphes 4 et 5 du chapitre III. On remplace

¢ : V—>X par 1'application fibrée & :(l, Uﬂ) —> (X, Iﬂ),

ot ¥ et X sont les fibrés en boules de Spivak de dimension M de
d

V et de X (cf. définition des données de chirurgie) et o U et

d
X~ sont les fibrés en sphéres. On peut ensuite remplacer & par un
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plongement (encore noté &) de (V, W) dans (X X DN, © x oM. on

remplace 6 par un plongement @ de (DkxDM, Sk_lxDM,DkaM_l) X (DN,SN-1
dans (X, IIT, Iﬂ) X (DN,SN-I)

)

. Onrend $ et @ transverses, on pose

z =38 (m @), z =ZN W oet dZ = Z N u|T, et on cherche 2 se ramener

au cas od (Z, zd, dZ) est isomorphe 2 (0" x DM,Dkst'l, sk L™y, on

commence par rendre Z connexe en appliquant le lemme de connexion du
chapitre 6 . Puis par application du lemme de régularisation (§ 4 du
chap. 3) on se raméne au cas od (Z, Zd, dZ) est isomorphe 2a

M M-1 M c :
(AXD', AxS™ ~, dAXD), ot A est une variété de dimension k de bord dA,
Ensuite les méthodes du § 5 du chapitre III permettent d'enlever toutes
les anses de dimension strictement positive d'une présentation de A ,

et aingi de se ramener au cas ot A = Dk h
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§ 3 : Calcul de QCPQX) (k est un entier au moins égal a 2)

A) : Forme quadratique associée 2 une donnée réduite sur (XZk,Y).

Soit & = ((V,W), o, a, 1) une donnée réduite sur (X,Y) (ob

—dim—X~="2k). Par définition (chap V, § 5) H (p,A) est un A-module

libre, qui possdde une classe de bases privilégiée. Par ailleurs

Hk(m,A) = nk(m), donc un élément de Hk(¢,A) peut-&tre représenté par

un triple (f,h,y) od f est une application de Sk dans V, h une

homotopie de ¢ . f 2a zéro, et vy un chemin qui joint dans V le

point de base de V a 1l'image par f du point de base de Sk. Pour faire

la chirurgie sur (f,h) on doit remplacer f par un plongement dont

le fibré normal est convenablement trivialisé. Pour cela on applique les

méthodes du chapitre IV ; £ peut-8tre remplacée par une application F

de la variété (SkxDN, SkaN_l) dans la variété (U, d ) - o U est

R72K 1o fibre

un voisinage régulier d'une injection de V dans
F¥(1(V)) est trivialisé par h, o et M ; cette trivialisation définit,
dans la classe d'homotopie de F » une classe d'homotopie régulidre

d'immersions de Skx(DN,SN-l)xRk dans (V, d \v) ; désormais on considérera

N-1) dans (v, d V), induite par

que F est une immersion de Skx(DN,S
une immersion de cette classe. A tout &lément de Hk(m,A) on a donc
associé une immersion F et un chemin Y » on va leur appliquer les
constructions du chapitre VI. On définit une forme quadratique

Q(g) = (M, A\, W de degré 2k sur (m,w), en posant Hk(m,A) =M

(c'est un module libre muni d'une classe de bases) et

1) pour tout couple (x,y) d'éléments de M aux quels on a
associé des immersions F et F', et des chemins Y et '

Ax,y) = i((F,y), (F',y"))
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2) pour tout €élément X de M représenté par une immersion

F et un chemin vy : p(x) = 0(F,vy).

Remarques : 1) Si (XO,Y) c (X,Y), et si E est obtenue par extension
———————————é——4x7¥)——d—'mae—demaéee——-E;—o——-mn.'——(}Xb-,—Y—)—-,_il-est_cl.ai;:_que__Qigl_s_Qigolw
De méme si Y,  CY, et si E est obtenue par extension & (X,Y) de la

donnée E, sur (X,YO) , Q(E) = Q(§0).

2) si X=X/XI et Y=7YxI (ot Y Cdxl)’ pour tout

1 1
couple (B, E') de données réduites sur (X,Y), on a défini une donnée
réduite E + E' sur (X,Y) obtenue en recollant § l Xlx{O} et

§’| xlx{l} ; on a évidemment Q(£) + Q(E') = Q(E+E').

3) Si on fait une chirurgie de dimension k-1 sur
1'intérieur de V, on obtient une nouvelle donnée réduite
E' = ((V',W), ®', a', m') ; V' peut-8tre considérée comme la somme
connexe de V et d'un tore Skak ; on en déduit que Q(E') est
isomorphe 2 la somme directe de Q(E) et de Qk(A). I1 est clair que,
inversement, si Q(E) est décomposé en la somme de Qk(A) et d'une
forme Q, on peut faire la chirurgie correspondant 2 1'élément de
Hk(w,A) qui est identifié 2 1'élément unité de A C A + ﬁ;;;zX:XYT

et que cette chirurgie transforme & en une donnée E' dont la forme

quadratique est isomorphe a Q .

B) : Objet quadratique associ& 3 un partage d'une donnée réduite

sur (XkaI,Xx{l}) : Soit X un complexe de Poincaré de dimension 2k ,
et soit E une donnée réduite sur (XxI,Xx{1}). € = ((V,W), o, a, M),
et V est la réunion de XxI (ou de WxI) et d'anses de dimension k
et k+l. Ordonnons une telle présentation et coupons 12 en son milieu,

on obtient deux données de chirurgie §O = ((VO,T), ®,0,m) qui est une
donnée réduite sur (Xx[0,%], Xx{%}), et g, = ((V,T.W), w, a, M)

qui est une donnée sur (Xx[#,1], Xx{%}, Xx{1}) ; de plus V, estla
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réunion de X et d'anses de dimension k, et V1 est la réunion de W
et d'anses de dimension k . Une telle décomposition est appelée un
partage de £ . Regardons la donnée sur X E(P) = §O|Xx{%} = EllXx{%} g
elle est obtenue & partir de la donnée triviale sur X en faisant un
certain nombre de chirurgies de dimension k-1 ; donc (d'aprés 1la remarque
3 ci-dessus) sa forme quadratique Q(E,P) est isomorphe 2 Qk(Ap)

(pour un certain p). En fait il n'y a aucun isomorphisme canonique de

Q(E,P) sur Qk(Ap) : pour obtenir une décomposition de T en la somme

connexe de X et de p tores Skxsk, il faut choisir, pour chaque
plongement Sk-1 —-g-€> X sur lequel on va faire une chirurgie, un

plongement Dk ——ﬁ%> X, qui prolonge o . On remarque cependant que,

quelle que soit la décomposition en anses de V0 que 1l'on a choisie,

et quels que soient les P , les sph2res transverses des anses donnent

une base du noyau M, de 1'homomorphisme Hk(mIT,A)-—ﬁ> Hk(wlvo,A), et

que 1'isomorphisme de Q(E,P) sur Qk(Ap) que 1'on obtient, envoie M, isomor-
phisquement sur AP , c'est donc un isomorphisme de Q(E(P)) sur

Qk(M). De la méme fagon on notera M1 le noyau de 1 'homomoxphisme

Hk(mIT,A) —_ Hk(wlvl,A), et il existe un isomorphisme de Q(E,P)

sur la somme directe de Q(Ml) et de Q(E|xx{1}), qui prolonge 1'injection

de M1 dans Hk(wlT,A). Il en résulte que (Q(E,P), M ’Ml) est un objet

0

quadratique de dimension 2k-1 sur (m,w) ; on le notera 0(E,P).

Remarques : 1) si X = XlxI, et si E et E' sont deux données
réduites sur (XxI, Xx{1}) munies de partages P et P', P et P' ge
recollent en un partage P+P' de la donnée €+ E' ; et on a évidemment

0(E,P) + (0(E',p') = 0(E + €', P+P'),

2) 0(E,P) dépend non seulement de € , mais aussi du partage P .
On appellera changement de partage élémentaire 1'opération qui consiste 2
enlever a V1 une anse que 1l'on rajoute a V0 . 81 P' est le nouveau

partage , Q(E,P') est isomorphe 2 Q(E,P) &9QK(A), My est le sous-
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module engendré par MO et A, et Mi le sous-module engendré par Ml
—————

et HomA(A,A). Donc O(E,P') est la somme directe de O(E,P) et de

l'objet trivial de dimension 2k+l engendré par A . Deux partages

quelconques deviennent identiques si l'on fait sur chacun d'eux un certain

nombre de changements de partages élémentaires,

3) Supposons que E soit la donnée triviale ; on peut la

partager de fagon triviale (V0 = Xx[0,5] et V. = Xx[%,1]), 1'objet

1
quadratique associé 2 ce partage est clairement nul. D'aprds 2), pour tout
autre partage P de la donnée triviale &, O(E,P) est un objet

quadratique trivial.

4) On a un diagramme naturel

0 > M, > 1 (p|1) == & (p|v)) —> 0

;

1, (op|w)

T

0

et 1'image de & est identique 2 1'image par y de 1'orthogonal de M1
4
dans Hk(mIT) ; donc O identifie Hk(mIW) a M,/M, . Ce qui définit

un isomorphisme (maturel) de Q(E|xXx{1}) sur d(o(g,P)).

5) Soit P un partage de E , ﬂk(mlT)-——€> nk(m) est surjectif,
Soit « un élément de nk(m), il existe un changement de partage é&lémen-
taire (P —> P') et un isomorphisme de O(£,P') sur

k ’
0(E,P) ® (Q (A), A, HomA(A,A)) qui fait correspondre 2 1'élément unité
de A un reldvement a de o dans ﬂk(mlT'). On associe 2 a un plonge-

k
ment £ de S dans T' et une homotopie de @.f 2 zéro, et si on fait
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la chirurgie sur (£,h), on obtient une donnée E" munie d'un partage

naturel P" , et O(E",P") est isomorphe a 0(g,Pp) GB(Qk(A),A,A).

Théoréme 2 : Soit X wun complexe de Poincaré de dimension 2k-1

(kK =3), alors

1) Pour toute forme quadratique Q de degré 2k sur (m,w)
il existe une donnée ré&duite € sur (XxI, Xx{1}), telle que Q(g) = q,

2) si x-= Xl X I, quelle que soit la donnée réduite € sur
(IXI, Xx{1}), on peut construire naturellement un partage P de g|xx{1}
(défini 2 isomorphisme Prés), et un isomorphisme de O(§|Xx{1},P) sur

d(Q(g)).

Démonstration : Pour simplifier le langage on se place délibérément

dans le cas od X et V sont des vari&tés ; les thé&oremes démontrés
au chapitre VI permettent d'étendre cette démonstration au cas général ,

Soient f ’fn des immersions de Dk dans XxI dont les

12"
restrictions a Sk-1 sont des plongements d'images disjointes. Soient

Y; des chemins qui joignent le point de base de XXI aux images des fi .
Les invariants de self intersection et d'intersection définissent une

forme quadratique de degré 2k sur le A-module libre engendré par les
(fi’ Yi). Il est clair que toute forme quadratique Q définie sur A"
peut-8tre obtenue de cette fagon. Les fibrés normaux aux plongements
filsk-1 sont naturellement trivialisés, ce qui permet d'attacher n anses
de dimension k a XXI . On obtient une variété V , et les fi
définissent une application de V dans X - On obtient ainsi une donnée

de chirurgie sur (XxI, Xx{1}), elle est réduite et sa forme quadratique

est isomorphe a la forme quadratique définie par les fi et les \A

Toute donnée réduite sur (XxI, Xx{1}) peut-etre obtenue par

ce procédé de construction, Si X = XlxI on peut supposer que
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fi(sf‘l) X, X [0,8], et que fi(sk'l) clex[%,lj. Soit alors V,

un voisinage régulier de Xlx[O,%] ucl fi(S:—l)) ; c'est le début d'un
i

partage P de la donnée triviale £ sur X1XI (p = V0 UTV1 o T est

le bord relatif de V ans V,xI , et ol V1 = XlxI—VO). Pour chaque

1 1
. k-1 k~1
i on peut construire une isotopie naturelle qui relie fi|S ] - V1 0
a un plongement Y Sk-1 ——> T , de fagon que les Y; et les sphéres

transverses €, forment une base de ﬂk—l(mlT) qui trivialise Q(§0|T).

Par ailleurs V0 est la réunion de T et d'anses de dimension k ;

les Y; ne sont pas en général les sphéres d'attachement d'un tel systéme

d'anses, car y; ne représente pas toujours O dans nk_l(mlvo). Soit

Q = (M,A\,) 1la forme quadratique associée aux fi ; identifions M au

N —

sous-module de nk—l(¢lT) engendré par les Y, et HomA(M,A) au

sous-module engendré par les €y - Un calcul simple montre que les images
O ——

y; des y, par Id, - P : M—>M ® Hom, (M,A) sont homotopes & zéro

dans VO , et sont les spheres d'attachement d'une décomposition en anses

de VO par rapport & T .

¢) calcul de Q°F(X) pour dim X = 2k (k = 3).

Considérons un sous-complexe de X de la forme XlxI, tel

que ﬂi(Xl) — ﬂi(X) soit un isomorphisme, et que X soit la réunion

de XlxI et d'anses de dimension au moins 3 ; d'aprés le corollaire du
théoréme 1, ¢ : QCP(XIXI)'-—-€> QCP(X) est surjectif. Soit £ une
donnée sur X, et soit gl une donnée sur X1XI dont 1'étendue 3 X est

E ; on sait que Q(g) = Q(El), et d'apréds le théoréme 2, dQ(§1) est
trivial ; ce qui signifie que Q(gl) et Q(E) sont des formes non dégéné-
rées, Les chirurgies de dimension k-1 et k sur E , ont pour effet
d'ajouter ou de retrancher & Q(E) une forme triviale ; donc la classe

de Q(g) dans LZk(n,w) est un invariant de la classe de E dans

a%F(x). on en déduit une application naturelle ¥ : %P (x) —> L2k(ﬂ,w).
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On construit de fagon analogue une application naturelle

7 e OCP(XIXI) —> L, (mw), et x' =y.e. Puisque ¢ est surjectif,

pour montrer que Y est bijectif, il suffit de montrer que ' est
——bijectif, Le th&oréme 2 montre que ¥X' est surjectif, Puisque c'est

un homomorphisme de groupe;? pour démontrer qu'il est injectif, on démontre

que si Q(E) est triviale, € est cobordante 2 zéro. Pour cela on

remarque que si Q(V, @, a, o) = Qk(Ap), on a p plongements disjoints

Sk —> V (correspondant a la base de AP Ciﬂk(m)) ; les chirurgies

sur ces plongements définissent un cobordisme de € & la donnée triviale.

Ce qui démontre le

Théoréme 3 : Pour tout X de dimension 2k (k 2 3), on a une bijection
naturelle ¥y : QCP(X) —> L, (mw). Si X est de la forme X, I,

cette bijection est un homomorphisme de groupes.

D) Calcul de QCP(X) pour dim X = 2k+l (k = 2).

Considérons d'abord le cas od X = X_xI (donc dim X, = 2k).

1 1
Pour toute donnée réduite E sur X1 X I , et tout partage P de E ,
0(E,P) est un objet quadratique de dimension 2k+1 sans bord ; il
définit un élément de L2k+1(n,w). Cet élément ne dépend pas du par tage,

il est invariant par chirurgie, on a donc défini une application

. ACP
X : 0 (xlxI) > L2k+1(ﬂ;w)

C'est un homomorphisme de monotdes.

Il est surjectif si k = 3 : Soit (Q’MO’MI) un objet quadratique
de dimension 2k+l, sans bord 5 en ajoutant des anses de dimension k 2

XlxI s On construit une donnée EO = ((Vb,T), Pys @ ) sur

#) X' est surjectif, et est un homomorphisme de monoides, donc L2k est
un groupe et y' est un homomorphisme de groupe,
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(xx[0,%], Xx{%#}) telle que Q(§O|x1x{%}) =Q et que M soit le noyau

de nk(qb|T)'-€>'nk(qb‘Vb). On a alors une identification naturelle de

M; 2 un sous module de nk(¢blT) ; et puisque Q(§0|Xlx{%}) est isomorphe
a Qk(Ml) et k 2 3, une base de Ml peut-8tre représentée par des
plongements de Sk dans T, d'images disjointes ; si on attache des anses
a V0 le long de ces plongements, on obtient une donnée de chirurgie E
sur XlxI, qul est réduite et posséde un partage P (celui qui est

donné par la construction ci-dessus) tel que O(E,P) = (Q’MO’MI)' Donc

X est surjectif. Donc L2k est un groupe.

I1 est injectif : puisque c'est un homomorphisme, il suffit de
montrer que si O(E,P) représente O dans L2k+1(ﬂ,w), E est cobordante
2 la donnée triviale. Si O0(E,P) représente ainsi zéro, on a O(E,P)

+ trivial = trivial + dQ (o Q est une forme quadratique de degré 2k+2).
En changeant P et Q, on se raméne au cas ot O(E,P) = dQ. Par définition,
dQ s'écrit (Qk(M), Im(IdM - qb),M) ; s1 1'on fait les chirurgies sur tous
les éléments d'une base de M , on obtient une nouvelle donnée E' , munie
d'un partage P' , et O(E', P') = (Qk(M), Im(IdM - qb), ﬁ;;;?ﬁjzj). Cet
objet quadratique est trivial, donc E' est la donnée triviale., On a

ainsi démontré le

Théoréme 4 : Pour tout X, de dimension 2k (k > 2), il existe un

isomorphisme naturel ¥ : QCP(X1 XI) —> Lypsy(Mw). 8i k=2 ona

encore un homomorphisme injectif ¥ : QCP(XIXI) -—>'L2k+1(ﬂ,w), il
n'est peut-8tre pas surjectif.
Remarque : L'application ¥ n'est bien définie que quand on s'est donné

un isomorphisme du complexe de Poincaré considéré sur XlxI . Pour toute
donnée E = (V, o, a, 1) sur X XI, si on compose ¢ avec 1l'application
(x,t) —> (x,1-t) de XIXI) dans lui-méme, on obtient une nouvelle

donnée sur X, XI ; son image dans L2k+1 est 1'opposée de celle de § .




Donc si on se donne un complexe de Poincaré isomorphe 2 XlxI , sans

préciser un isomorphisme particulier, y n'est défini qu'au signe prés.

Considérons maintenant un complexe de Poincaré quelconque
de dimension 2k+l (k = 2), il existe dans X un sous-complexe de la
forme X XI, tel que nl(xl) —_ ni(X) soit un isomorphisme, et que
X soit la réunion de XlxI et d'anses de dimension au moins 3 ; d'aprés
le corollaire du théoréme 1 , ¢ : QCP(XlxI) — QCP(X) est bijectif ;
eén composant € et Y , on obtient une application
xxl . QCP(X) = L2k+1(ﬂ,w). Cette application est bijective si k = 3,

elle est injective si k = 2. Si on se donne un sous-complexe X2 de xl

tel que ﬂl(xz) = ﬂi(xl) il est clair que le diagramme

CP X o~
0 (x, x1) > Ly, (W)
€
X
nCP(xsz)

est commutatif. Donc si X est la réunion de szI et d'anses de

dimension au moins 3 , Xx et %g. ~coincident. On en déduit le
2 .

1
Théoréme 5 : Pour tout sous complexe X' de dimension 2k+l du
complexe X de dimension 2k+l , tel que ni(X') = ﬂi(X)’

QCP(X') _ QCP(X) est bijectif. Il existe une application naturelle
QCP(X) —_— L2k+1(n,w) (définie au signe pras) compatible avec les

extensions, qui est injective si k = 2, et surjective si k = 3
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§ 4 : Calcul de QCP(X,Y) pour dim X 26 et Y# @ .

On va se contenter d'esquisser la méthode ; elle est analogue

3 celle que 1l'on a utilisée pour le cas absolu : le théoréme 1 permet

] . - 1 - nm ]
Cas impair (dim X = 2k+l) : On fait le calcul pour (X,Y) = (xlxI,Yx{l}),

oli Y est un sous-complexe de codimension zéro de Xl . Au § 3, on a
associé 2 toute donn€e réduite E sur (XlxI, Xlx{l}) munie d'un partage P ,
un objet quadratique O(E,P) sur (m,w), dont le bord est naturellement
isomorphe 2 Q(glxlx{l}). Si E est une donnée sur (XIXI,Yx{l}),

Q(g|x1x 1) est naturellement isomorphe 2 Q(le X 1) 8h’A . Ainsi

1l'objet algébrique associé a une donnée E sur (XlxI,Yx{l]) munie

d'un partage P , est un triple (6,Q',y), od 6 est un objet quadratique
de dimension 2k+l sur (mM,w), Q' wune forme quadratique de degré 2k

sur (m',w') et ¢ un isomorphisme de d& sur Q'Gk,A . Les triples

de cette forme s'ajoutent de fagon évidente ; on note

I (6 : " —> 1m,w) le monofde quotient (c'est un groupe) du monofTde

2k+1

des classes d'isomorphismes de tels triples, par le sous-monofde engendré par
k ———
1) 1les triples ((Q (M),M,HomA(M,A)), 0, 0)

2) 1les triples (dQ,0,0) (ot Q est une forme de degré 2k+2 sur
(11,w))

3) 1les triples (d(0'®,,A), dO', wo) (od O' = (Q’,Mé,Mi),
O'GK,A = (ngk'A’Mé ® ,A,Mi ®, ,A), et ot wo est 1l'isomorphisme naturel

de d(0'®,,A) sur d0'®, A).

Pour tout couple (E,P) 1la classe de (6,Q',y) dans
L2k+1(6 : ' —> m,w) est un invariant de la classe de £ dans
C
0 P(xlxI,Yx{l}) (les chirurgies sur 1'intérieur ajoutent ou retranchent

des triples de la forme 2, les changements de partage des triples de la

forme 1, et les chirurgies sur le bord des triples de la forme 3),
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On montre alors facilement que 1'application de QCP(XlxI,Yx{l}) dans

L2k+1(® : ' —> 1m,w) ainsi définie est bijective (car dim Xl 2 6) ;
on en déduit le
____$hé9réme—6—+——Peur—tout—coup1e*fXjY?T‘ﬁﬁ“aim X =2k+I =2 7, on a une

bijection naturelle de ncp(x,Y) sur L2k+1((9 ' —>mw) ; si (X,Y)
est de la forme (X'XI,Y'XI), ot Y' est un sous-complexe de dX',

cette bijection est un isomorphisme de groupe,

1 = X2XI

et Y C:X2x{1}). Au § 3, on a associé 3 toute donnée ré&duicte E sur

Cas pair (dim X = 2k) : On fait le calcul pour (XlxI,YxI), ot X

(XlxI,sz{l}xI) une forme quadratique Q de degré 2k, un partage P

de §|X2x{1}x1, et un isomorphisme naturel de dQ sur 0(§|X2x{1}XI,P).
8i & est une donnée sur (XlxI,YxI), il existe un partage P' de
gIYxI, et un isomorphisme naturel de 0(§|YxI s P") eh,A sur la somme

de dQ et d'un objet trivial. Donc 2 toute donnée réduite E sur
(XlxI,YxI), et 3 certains partages P' de §|YxI, on attache un triple
(Q, 6', §), od Q est une forme de degré 2k sur (m,w) , 6' un objet
quadratique de degré 2k-1 sur (m',w') et ¥ un isomorphisme de @'Sh,A
sur la somme de dQ et d'un objet trivial, Les triples de cette forme
s'ajoutent de fagon naturelle ; on note 1 (8 : M —> mw) 1le monotde
quotient (c'est un groupe) du monotde des classes d'isomorphismes de tels

triples, par le sous-monotde engendré par

1) 1les triples de la forme (O,Gk-l(M’), WM,), od @k_l(M') est
l'objet trivial de dimension 2k-1 engendré par le A'-module M', et ¢M,

1'isomorphisme naturel de @k_l(M’) ®, 1A sur @k_l(M’ 8k,A)=dOE%F—1(M7®
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2) 1les triples de la forme (Q'® 1A,dQ',¥), od § est 1'isomorphisme

naturel de d(Q' Gh,A) sur dQ' Gk,A .

3) les triples de la forme (Qk(M),0,0).

La classe du triple (Q,6',{y) associé a (E,P') est un invariant
de la classe de E dans QCP(XlxI,YxI) (ies changements de partage retran-
chent ou ajoutent des triples de la forme 1, les chirurgies sur 1'intérieur
des triples de la forme 3 , et les chirurgies sur le bord des triples
de la forme 2). On a ainsi défini une application
X : QCP(X1XI,YXI) —_— L2k(® : M —> m,w) ; on montre facilement qu'elle
est injective si k 23 , et qu'elle est surjective si dim X1 27 ;

on montre aussi que c'est un homomorphisme de groupes. On en déduit le

Théordme 7 : Pour tout couple (X,Y), o dim X = 2k = 6, on a une
application naturelle de QCP(X,Y) dans LZk(G : ' —>1m,w) ; elle est
bijective 81 dim X 2 8, elle est injective si dim X = 6, si

(X,Y) = (X'XI,Y'XI) , od Y' c dx' » ¢'est un homomorphisme de groupes.
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