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QUELQUES RAPPELS ET CONVENTIONS

Toutes les variétés considérées seront lisses de classe C_ . Pour une
telle variété X , bX désigne lebord de X . "Variété close" signifie "variété
compacte sans bord". On note Txx 1'espace tangent de X au point x € X,
et TX le fibré tangent de X .

Soit X une variété et Y € X une sous-variété. Cela signifie en particulier
que bX NY =bY et qué Y coupe transversalement bX , c'est-a-dire que, pour
tout y € by, TyY et Tybx sont en position générale dans TyX . Le fibré
normal { de Y dans X est, par définition, égal au fibré quotient (TX|Y)/TY .
La condition de transversalité ci-dessus implique que 1'on peut identifier { |bY
et le fibré normal de bY dans bX .

Soit maintenant f: Z -+ X une application lisse telle que f-1(bx) =bZ .

On dira que f est transversea Y, si

(i) Pourtout y € YN f(Z) et pour tout z €Z tel que f(z) =x ,
dfz(TZZ) et TyY sont en position générale dans TyX (en particulier,

YNf(Z)=@ si dimZ + dim Y < dim X) ;

(ii) Pour tout z € bZ , dfz(TzZ) et Ty(bx) sont en position générale

dans Tyx , ou y=£(z) .

Si f: Z- X esttransversea Yc X, V=1 (Z) est une sous-
variété de Z et df: TZ #+ TX induit un morphisme (1 - Cz des fibrés
normaux respectivement de V dans Z etde Y dans X, bijectif sur chaque

fibre.



§ 1 - STRUCTURES SPINORIELLES

Nous rappelerons ici quelques faits relatifs aux groupes Spinn et
Spin;: et aux structures correspondantes dans les fibrés vectoriels. Pour plus
de détails, le lecteur peut se rapporter aux articles de Milnor [34] et de
Atiyah, Bott et Shapiro [5] .

1.1. Le groupe spinoriel réel Spin, peut étre défini pour n2 2 comme étant
le revétement double non-trivial du groupe de rotations SOn . On notera p la
projection Spin -+ SOn et p, : BSpinn - BSOn 1'application des espaces
classitiants induite par p . L'application p , 2Ppour tibre homotopique F
1'espace K(Z/2Z,1) .

Si ¢ estun SO n-tibré vectoriel, une Spin-structure dans § est une
réduction du groupe structural de ¢ relative 3 p . Deux Spin-structures dans
€ sont égujvalenes, si les réductions correspondantes du groupe structural sont
homotopes. Lorsque labase B de £ estun CW-complexeet f: B + BSQ,
une application classifiante de £ , les classes d'équivalence des Spin-structures
dans £ corpespondent bijectivement aux classes d'homotopie verticale d'appli-
cations g: B~ BSpinn telles que P,°8 =f. Letibré £ admet une Spin-
structure si et seulement si la classe de Stiefel-Whitney w2(£) est nulle. Dans
ce cas, il existe une bijection entre 1'ensemble des classes d'équivalence des

Spin-structures dans ¢ et le groupe [B,F] = H‘(B s Z/2Z) .

1.2. Le groupe spinoriel complexe Sp!.n; s'identifie avec 1'image réciproque

du sous-groupe SOn X 502 c SOn +2 P la projection p : Spin SO

n+2 ° 2 °
On détinit la notion de Sginc-structure dans un SOn-ﬂbré vectoriel comme
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INVARIANTS DE KERVAIRE GENERALISES

précedemment a 1'aide de la projection composée q :
€ P pry
Sp:.nn —_— SonxSO2 —_— SOn .
Par ailleurs, la projection composée d :

spin® P, SO xS0 P2, so
PIn, n 2 — 2

permet d'associer a chaque Spinc-ﬁbré vectoriel ¢ un SOz-ﬁbré vectoriel
det ¢ tel que la classe d'Euler e(det £) réduite modulo 2 coihcide avec
wz(g) . Inversement, on vérifie que, si ¢ estun SOn-ﬁbré vectoriel et si x
est une classe de Hz(B ; Z) dont la réduction modulo 2 coihcide avec W 2(5) ,
il existe (au moins) une Spinc-structure dans ¢ telle que e(det€§) =x .

L "homomorphisme diagonal SO2 -+ 502 X SO2 c SO 4 représente 1'élément
nul de 1r1(SO 4) = Z/2Z et donc se reléve d'une maniére unique en un homomor-

C

phisme SO x Il s'ensuit que tout SOz-ﬁbré vectoriel £ posséde une

2
Spinc-structure canonique telle que det§ =¢ .

- Spin

1l existe un unique homomorphisme ¢ :

. C .. C . C

Spin X Spmm — Spin +m

compatible par q avec 1'homomorphisme standard

SOn X SOm — SO’)_"m

et compatible par d avec la multiplication

(%)
SO, xS0, =+ SO, .

¢ permet de munir la somme de Whitney de deux Spinc-ﬁbr‘és vectoriels 51 et
£, d'une Spinc—structure telle que det (g1 ® 52) s'identifie avec det €, ®¢ det ¢ 2
ou det £, et det ¢, sont considérés comme fibrés complexes linéaires

(SO2 = U1) .

() On construit aisément ¢ en utilisant la définition de Spi.n::l a partir des
algebres de Clitford (cf. [5]).
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1.3. Comme il résulte de la définition de Spinﬁ » 1l existe une suite exacte :

1 — Spin —— Sping—g—-—-' SO,— 1 .

Donc chaque section non-nulle de det ¢ détermine une Spin-structure dans ¢,

compatible (par i) avec la Spin®-structure donnée.

1.4. On appelle Spin-(Spin‘-) variété une variété orientée M dont le fibré
tangent stable (c'est-a-dire le fibré TM=TM® 68" ou 8" est le fibré trivial

de dimension N sufisamment grande) est muni d'une Spin- (spin®-) structure.
~ Spin® )

On note nipm et Q * les anneaux de cobordisme correspondant a ces

structures.

Remarque: Deux Spin- (Spinc-) structures équivalentes sur la méme variété

. . C
close orientée définissent le méme élément de ﬂipm (nipm ) .

Remargque: Soit M" une SpinC-variété. Comme det (@ 6N) = det § @ det oN -
=det{ , lefibré det TM" est bien défini.
Spin oSpin©
Remarque: Le groupe *p Q *p ) peut &tre également défini a partir
des variétés M munies d'une Spin—(Spinc-) structure dans le fibré normal
stable VM . Comme TM @ vM estun SpinC-fibré trivial, il est facile de

voir que det TM =’ det vM .



§ 2 - SOUS-VARIETES CARACTERISTIQUES

A chaque Spinc-vax'iété M, on peut associer des sous-variétés carac-
téristiques V de codimension 2 , munies d'une Spin-structure canonique. La
situation est analogue en tout point a celle qui a été étudiée par Conner et Floyd

[21] dans le cadre des U-et SU-variétés.

2.1. Le lemme suivant est une conséquence de la transversalité de R. Thom :

LEMME 1. Soient W une variété compacte et = = (E,p,W) un fibré vectoriel

lisse sur W . En particulier, E est une variété lisse dont le bord bE coincide

avec p'I(bW) . Onn'exclut pas lecas ot bW=f . Soit s: bW+ bE une section

lisse de =|bW transverse 2 la section nulle bW c bE .

Alors, il existe une section lisse S: W= E de = qui prolonge s et

qui est transverse & la section nulle Wc E .

Démonstration. Voir Appendice I .

Soit M une variété close et ¢ = (E,p,M) un fibré vectoriel lisse sur M .
Le lemme affirme 1'existence d'une section S: M+ E de ¢ transverse ala
section nulle Mc E . Alors S™ /(M) =V est une sous-variété close de M . Le
fibré normal de M dans E s'identifie canoniquement avec ¢ . La transversalité
fournit alors un isomorphisme J: [ = j*g , ou { estle tibré normal de V dans

M, alorsque j: V -+ M estl'injection canonique.

DEFINITION. On appellera sous-variété caractéristique de (M,§) toute paire

(V,J) obtenue comme ci-dessus a partir d'une section S . Lorsque cela ne peut
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entrafner de confusion, nous dirons, par abus de langage, que V est une sous-

variété caractéristique de (M,£) , sans mentionner J .

2.2. Supposons maintenant que M est une Spinc-variété close et que £ estun
Spinc-ﬁbr'é. Pour toute sous-variété caractéristique (V,J) de (M,£), on aune
décomposition j*'rM =TV &, cequidonne, altaidede J, une décomposition
j*-rM =TV® j*g . On peut donc munir 7V d'une Spinc-structur‘e et transformer

V en Spinc-variété .

2.3. Dans les hypothéses précédentes, supposons donné un isomorphisme K :

detT M~ detf . Onaalors detTV®_ j*detf =j*dettM=j"deté , ce qui

C
donne une trivialisation de detTV , donc, en vertu.de 1.3, une Spin-structure
sur V.

On vérifie immédiatement que cette Spin-structure est définie d'une

maniére unique a équivalence pres par la Spinc-structure de M etpar K .

2.4. Considérons plus particuliéerement le cas ou £ = «“ ®w,.

LEMME 2. Soient M une variété close, w = (Ei’pi’M) (i=1,2) deux fibrés

vectoriels lisses, £ = w, ® w, = (E,p,M) la somme de Whitney de w

1 2 1
Supposons donnée une section lisse s

et w,.

M=+ E, de w, transverse a la section

1 H

nulle Mc E1 . Alors, il existe une section lisse s M+ E_ transverse a la

2" 2

section nulle M c Ez telle que :
(i) lasection s : M+ E de ¢ définie par s(x) = (s1(x),52(x)) € Ec E]sz,

x € M, soit également transverse a la section nulle M < E du fibré ¢ et

(ii) les sous-variétés caractéristiques correspondant aux sections s, et

s., se coupent transversalement.

2
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Démonstration. Voir Appendice I .

Dans les hypothéses du lemme 2, les sections s,, s

1 S et s définissent

trois sous-variétés V1’ V2 et V de M. La variété Va (¢ =1,2) estune
sous-variété caractéristique de (M, wa) , alors que V est une sous-variété
caractéristique de (M,£) . On notera j o \Y oM, i V » M les injections

canoniques, C& , { les fibrés normaux et Ja H j* J: £~ j*g les

o o “a
isomorphismes correspondant aux sections Sq et s.
On voit d'autre part que V coihcide avec 1'image réciproque par leV1
de la section nulle de JT"&.; . Donc, V peut &tre considéréé tomme sous-variété
- N ¥
caractéristique de (V1,§1) o £, =j]w,

caractéristique de (Vz,ﬁz) o §,=j,w, . Onnote i, : V=V, lesinjections

. De méme, V est une sous-variété

canoniques, B o les fibrés normaux correspondants, I les iso~

. _"
o’ Bu 1a€a

morphismes correspondants. Remarquons que, comme V1 et V se'coupent

2
transversalement, on a des isomorphismes canoniques { = 31 ® 52 , ﬁz = iT C.I ’

, ¥ . e N P P T O

51—12C2- Avec ces identifications, 11. ,..1-'1151—1131 ‘“2 123 “'2
o _ L x " a

coincide avec la restriction JZIV1 : 12;'2-'12(32 wz) . De méme,

Enfin, J: € »j7¢

% %L % ¥ .
Lyt By2i,€,=iy], =177 @ coincide avec J1IV2.

coincide avec 11 ® 12=JZIV1 ® J1 lV2 .

Supposons maintenant que w, el w, sont des Spinc—ﬁbrés et que M est
une Spinc-variété. Soit K: detTM = detf =detw 1 ®C det «, un isomorphisme.
Pour a=1, 2, onal'équation T Va & ca =j:TM qui donne, a l'aide de Ja ,

¥

¥  * L .
TVaﬁiJa we=Jg T™M, donc detTV ®¢Jadetwa=3adetf M et finalement,

T ¥ ¥ _* . ¥ . <
altaidede K, det'rVa®CJadet wa—JadetC—Jadetu.u®cJadet Wz, Ou

=1 pour =2 et a=2 pour @ =1. Ainsi K détermine un isomorphisme
¥
K&. det'rV&-*_]adet a.a =det§u .

Maintenant on voit que 1'on a défini sur V trois Spin-structures par le

procédé 2.3 : une al'aidede K, V étant considérée comme sous-variété
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caractéristique de (M,£), et deux autres & 1'aide de K, et K V étant

2 ’
considéré comme sous-variété caractéristique de (V1,£1) et (Vz,.:z) .

PROPOSITION. Les trois Spin-structures coincident.

Démonstration. En utilisant les identifications ci-dessus et a 1'aidede J, ona:

©j*w =j*TM, d'ou :

TVe e, 2

¥ . % ¥ ..
(%) det'rVQcJ det u1q:_] det wy =1 det TM=;

Si 1'on utilise 1'isomorphisme K : det TM =+ det £ = det w, 8(: det wy

(%) donne la premiére des trois Spin-structures ci-dessus.

D'autre part, ona : j  det TM= i*,‘jfdet-r M= i:r(det'r Vy 8, det t)=
= i':'det ™V, 8 i ¥ det w, (al'aidede J.) . L'identification () se transtorme

L% ¥
donc en detTV @c_‘] det wy =1, det 'rV1

det 'rV1 -+ det ¢ 1= j'.Tdet w, la Spin-structure de V en tant que sous-variété

caractéristique de (V1 ,51) . Le fait qu'il s'agit de la méme structure dans les

et donne, a l'aide de K1 :

deux cas découle de la définition de K1 .

et K, .

Mé&me raisonnement pour V2 2

2.5. Soient maintenant M" une Spin-variété close, £ =det TM, (V7~2,J)
une sous-variété caractéristique de (M,£) et K: det TM = det £ = det TM
1'application identique. Alors, V est munie d'une Spin-structure bien définie

a équivalence pres.

Spin
PROPOSITION. La classede V dans & n‘_’ o hedépend que de la classe de M

:inC
dans inm .

Démonstration. Nous allons appliquer deux fois le lemme 1 .
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Soient d'abord (VO,JO) et (V1 »J 1) deux sous-variétés caractéristiques

de (M,£) définies par deux sections So et s - Onpose W=MxI,

bWw=(Mx0) U-(Mx 1) . Lavariété V =(V0x 0) U -(V1 x 1) est une sous-variété

1]

caractéristique de (bW,=|bW) ou == pr':g =det TW . D'aprés le lemme 1

(cf. 2.1.), il existe une section S de = qui prolonge s = So U s, et qui est
transverse a la section nulle de = . Alors la variété S'1(W) c W coupe bW
transversalement et s"(w) A bW =V . 1l existe une identification canonique

entre le fibré normal { de V dans M et la restriction sur V du fibré normal y
de s"(w) dans W . Avec cette identification, 1'isomorphisme y - i*= (ou

i: 5-1(W) -+ W est l'injection) correspondant a S, prolonge J . Ceci permet
de munir S'1(W) d'une Spin-structure qui prolonge celle de V , et donc d'obtenir

un cobordisme entre V. et V_ .

0 1

Ainsi, la classe de cobordisme d'une sous-variété caractéristique de M
ne dépend que de M . _

D'un autre cdté, supposons que M=bW , ou W est une Spinc-variété,
Z=detTW, £ =det TM et (V,J) est une sous-variété caractéristique de
(M,¢) . Comme ci-dessus, on peut construire une sous-variété s"(w) c W munie
d'une Spin-structure telle que b(S-1(W)) =V, ce qui démontre la proposition.

11 découle de ce qui précéde que 1'on peut définir un homomorphisme
homogene de degré -2, 9 : ﬁipmc - inm . Cet homomorphisme jouera un

rdle important par la suite.

2.6. Dans le cas qui nous intéresse, le fibré £ =det TM est un SOz-tibré.
La connaissance d'une sous-variété caractéristique de (M,£) détermine le
fibré £ a isomorphisme prés. Nous aurons besoin par la suite d'une affirmation

plus précise.
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Soient M" une variété close, £ = (E,p,M) un SO, -fibré vectoriel lisse

2
sur M, V une sous-variété caractéristique de (M,¢{) correspondant a une
section s: M» E de ¢, { =(G,n,V) le fibré normal de V dans M, enfin
J: = j*e 1'isomorphisme canonique défini par s . Onnote D{ et S{ res-
pectivement 1'espace du fibré en disques D2 et 1'espace du fibré en cercles S1 ,
associés @ { . L'espace E(ﬂ*{) du fibré ﬂ*( au-dessus de D{ est égal
par définition a {(v,t) € DL xG |w(v) = n(t)} . Il existe une section

w: D¢ -+ E(n*c) du fibré ¢ définie par w(v)=(v,v) qui est non-nulle

au-dessus de S{ .

LEMME 3. 1 existe un voisinage tubulaire U de V dans M, un difféomor-

phisme h: D{ -+ U identique sur V et un morphisme strict (bijectif sur chaque

fibre) (H,h) : 7*¢ =+ £|U qui prolonge J et tel gue le diagramme

. H|sg
E(n*¢ | S) ——— E(£ [bV)

w|St I )[ s|bU

st —hIst wu

soit commutatif.
Démonstration. Voir Appendice I .

Le lemme entraihe bien que (V,J) détermine le fibré ¢ & isomorphisme
pres, car celui-ci est obtenu en recollant le fibré £ |U avec le fibré trivial au-

dessus de W=M-int U, al'aide de la section s|bU .
2.7. Revenons au cas ou M" est une Spin“-variété close et ¢ = det TM" .
Le fibré det TW = det TM|W est trivialisé par la section non-nulle s|W ,

ce qui donne une Spin-structure sur W .

10
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Le difféomorphisme h: D{ -+ U définit sur D{ une Spinc-structure.
Oona 7(DL) = n¥(rVv)® n*¢ , donc det 7(DL) = n*(det TV) 2 7¥t . Ce fibré
s'identifie avec ﬂ*c si 1'on utilise la trivialisation de det TV définie dans
2.3 et 2.5 . Par ailleurs, det 7(SC) =det 7(D)|SC = u*c | ST est trivialisé
par w|S{ et on a donc une Spin-structure sur le bord b(D{) = S{ . Le diagramme
du lemme 3 montre que 1'on a une identification bw" = - S¢ en tant que Spin-
variétés.

En conclusion, la donnée d'une sous-variété caractéristique (V,J) d'une
Spinc-variété close M permet de présenter celle-ci comme Wn Uh|S( D¢ , ou
W" est une Spin-variété de bord bW = - S{ , S{ étant munie d'une Spin-struc~ «
ture correspondant a la Spin-structure de V et ala section « . Nous appellerons

présentation canonique de M cette présentation.

Remargquons pour terminer que, comme H prolonge J (cf. lemme 3), la
Spin-structure de V construite a partir de la Spinc-structure de M coinhcide
avec la Spin-structure de V que 1'on pourrait construire a partir de W U D¢
en utilisant 1'isomorphisme [ = i*(n*l:) , ou i :V-+DC estl'injection

canonique.

1



§ 3 - VARIETES A DETERMINANT SPHERIQUE

Nous introduisons ici, imitant en cela Conner et Floyd [21] et Stong
[48] , chapftre VIII, une classe de Spin-variétés dont la présentation canonique

est particuliérement simple.

3.1. DEFINITION. On appellera variété a déterminant sphérique une paire

(M,¢) composée d' une:'SpinC-variété compacte M et d'un-morphisme strict
(bijectif sur chaque fibre) ¢ = (F,f) : det T M -+ n, ou n désigne le fibré
canonique au-dessus de 1'espace projectif P1(C) .

On supposera toujours f lisse. Soit Xq € P1(C) une valeur réguliére

de f . Alors f'1(xo) =V est une sous-variété lissede M, closesi M est close.

PROPOSITION. Si bM=@, V estune sous-variété caractéristique de (M,§) ,

ou £ =det TM .

Démonstration. Soit En1 1'espace du fibré canonique n, - On peut considérer

En, comme 1'espace du fibré vectoriel B, ol B est le fibré complexe linéaire

1
associé au C*-tibré (Cz -0) - P1(C) , (zo,z1) — [zO: 21] . Donc

En, = (OI:2 -0) x€/C¥, oul'actionde C* est donnée par A - ((zo,z1),t) =
((AzgAz ) At (€ €%, (2,2, € €®-0, t€ €) . Laprojection

m: En P1(C) est alors définie par 11(((2071-)7)) = [zo : z.l] , ol

mt) est la classe de ((zo,z1),t) dans le quotient En1 . On définit une
section ¢: P1(C) - En1 par e([zO: z, 1) = «;(),_21),_2? . On voit tout de suite
que € est transverse a la section nulle PI(C) c 5111 et que c'1(P1(C)) =[1:0].
Soit maintenant ¢ = (F,f) : ¢ = 'n1 le morphisme définissant la structure

de variété a déterminant sphérique de M, ¢ = (E,p,M) . On a un diagramme

12
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commutatif :

M ! L P© .
On peut supposer que %o = [1: O] . On définit alors une section s: M+ E de

¢ comme étant 1'unique section qui rende commutatif le diagramme :

E F ) En1

Mt L P@ .
On voit d'abord que s'I(M) =V . On voit ensuite que s est transverse
4 la section nulle Mc E . En effet, soit x € V, f(x) = Xq - 1 faut prouver
que la projection de ds, (’I‘Mx) sur la fibre § de £ au-dessusde x est

surjective . Or, pour cela, il suffit, en vertu des diagrammes ci-dessus, de voir

que la projection de dexO - df (TMx) sur la fibre (111)"0 de n, est surjective.
Mais ceci est vrai puisque df : TM, - T(Pl(c))xo est surjective, x, étant

une valeur réguliére, et la section w« est transverse a la section nulle.

3.2. Remarquons maintenant que V a un fibré normal trivial (et trivialisé par df).

1l en découle que M posséde une présentation canonique (cf. 2.7.) particuliére-

2

ment simple : Ona D{ =V xD?, lebord b(DZ)=S{ =V xS est muni de la

Spin-structure-produit V x S T, ou §' aésigne le cercle S62 muni de la
Spin-structure correspondant a la trivialisation w du déterminant det 'r(S]) =

=1%6%156% (cf.2.7.) .

Inversement, supposons que M est une Spinc-variété close, (V,J) est

une sous-variété caractéristique de (M,£) , ¢ =det TM . Supposons également

13
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donnée une trivialisation ¢ : { = 62 du fibré normal { de V dans M, ou
62 est le fibré trivial au-dessus d'un point. Le morphisme { induit une appli-
cation D{ = D92 et un morphisme strict n*C - w*62 . Deplus, on aun

diagramme commutatif :
* *n2
EM"C) — ., E(r76°)

K B

DC pe?

7

En utilisant unesprésentation canonique de M correspondant a (V,J) , on

définit une application f:U-+D6% etun morphisme strict ¢ = (F,f) :

E|U- 17')('62 , tels que 1'on ait un diagramme commutatif :

-

E€bu)—F E(r*e?|se?

slbu] 4 ] o

bU t]by se?

7

On peut donc définir une application T : M -+ M/W = U/bU = D8%/s62 = P.(€)

~

‘et un morphisme strict $ = (F, ’F) I ", au-dessus de f . Pour terminer, il

~

suffit maintenant d'approcher f par une application lisse f identique a f au voisi-
nage de V et la recouvrir par une application F pour obtenir un morphisme strict
o=(F,f): ¢ ~ n, définissant sur M une structure de variété a déterminant

sphérique.

3.3. En utilisant les variétés a déterminant sphérique, on construit maintenant

un groupe wi de cobordisme analogue au groupe W(C,2) de [48] . On a égale-

o C
ment un homomorphisme d'oubli wi - Qipln ,
€, oSpin©_3 Spin
W* - Q* =<, g*

donc un homomorphisme composé

, que nous noterons également o .

14



. C
§ 4 - UN PROJECTEUR prm — W

Nous allons construire dans ce paragraphe un homomorphisme
$: prmc - Wi_ homogene de degré 0, tel que 3 o & =9 . Un tel homomor-
phisme a été construit dans le cadre des variétés faiblement complexes par Conner
et Floyd [21] . L'homomorphisme que nous allons construire, plus commode,

est analogue a un autre homomorphisme, celui qu'utilise Stong dans [48] .

*
2M -
C'est un fibré linéaire complexe au-dessus de M" x PI(C) . On notera (P(M),I)

4.1. Soit M" une Spinc-variété close, § =det TM . Soit x = prT; ®c pr

une sous-variété caractéristique de (M P1(C) ,X) - Sil'on considére
M™ x PI(C) munie de la Spinc—structure-produit, P(M) regcoit canoniquement une

Spinc- structure (cf. 2.2) . Notons i : P(M) = M x P1(C) 1'injection canonique.

¥*
1

tifier T(P1(C)) avec 7, ® n, - Fixons une telle identification. Alors,

Le fibré 7(Mx P,(€)) s'identifie 3 pry TM® pr; 7(P,(C€)) . Or, on peut iden-

(M x P_(C)) =prT‘rM® pr;nlepr;r,.l . Al'aidede I, onobtient (cf. 2.2):

i¥r(MxP(€) = T(PM) @i¥x ,

donc :
L * C* ¥ E* ¥, * *
i7pr] T™™® i pr2n191 prym, = T(P(M) ® i (pr1§®cpr2n1) ;
ou encore :
i*peretrMe: i*prTn1 ®i*pr;n1 = dett(P(M)) ® i*prTg ®i*pr;n1

et finalement :

det 7 (P(M)) = i*pr; n,

Donc, il existe un morphisme strict bien précis ¢ : det TP(M) - n, au-dessus

de f = pr,° i . Ainsi P(M) admet une structure de variété a déterminant sphérique.

15



S. OCHANINE

On voit immédiatement que la classe de (P(M),¢) dans Wi ne dépend

Spin®

- que de la classe de M dans 0*

, Ce qui nous donne un homomorphisme

inC
¢ Gipm -+ wi homogéne de degré O .

. C
4.2. On peut prouver que ¢ est un projecteur de prm sur Wi en ce sens
que 1'homomorphisme composé

. . C
wi oubli n.)S(-pm ¢ wi

est identique (en particulier, 1'homomorphisme d'oubli est injectif). Pour cela,
on peut imiter la démori:;ration de Stong [48] , chapitre Vﬁl, ou bien utiliser
1'expression de ® en termes du groupe formel des cobordismes complexes

(cf. [18]) . Comme nous n'utiliserons pas ce résultat, nous n'en donnerons pas

de preuve.

4.3. Le reste du paragraphe est consacré a la démonstrationde 9 o ® =23 .
Nous allons appliquer les résultats de 2.4. .

Soient M une Spin“-variété close, £ =det TM . Sur la variété M x P1(C)
. . R L *
considérons deux fibrés : w, =pr,n, et w, =X =pr, 3 ®¢ prym, - Remarquons
d'abord que la variété M =M x {xo} cMx P1(¢) peut &tre considérée comme

sous-variété caractéristique de (M x P1(¢) , u.'1) correspondant & une section s,

de w, (définie, par exemple, & 1'aide de la section ¢ de 3.1) . En appliquant
le lemme 2, on obtient, comme dans 2.4, une variété V2 = P(M) caractéristique

pour (M x P1(C), “é) . Nous avons vu plus haut que det (M x P1(¢)) s'identifie
* *

a prTg ® pry M, ® pryn, = det w, ® det w2 . Notons cette identification K .

Si on note 31 : V1 =M=+ Mx P1(c) 1'injection canonique, 1'identification K1 :
. o ' Lot . S * ¥
det ‘rV1 - det 51 , ou 51 =jjw,, s écrit K] : det '1'V1 *Jjypry £ ® jypryn, =

= ¢ . On voit immédiatement que K1 est simplement 1'identité.

V= V1 N V2 =M N P(M) est une sous-variété caractéristique de (M,¢) et sa

16



INVARIANTS DE KERVAIRE GENERALISES

Spin-structure est celle que détermine K V est également une sous-variété

1

caractéristique de P(M) . L'identification K_ : det TP(M) -+ det 42 , ol

2

* , coincide avec celle que 1'on a décrit dans 4.1. La

1 2™
variété V , munie de la Spin-structure correspondant a K2 , représente donc

¥ ¥
€2=1 w, =i pr

3[P(M)] . 1l suffit alors d'appliquer la proposition de 2.4 pour obtenir :

PROPOSITION. 0 o®= 0 .

17



§ 5 - UN_INVARIANT DU COBORDISME SPINORIEL

Toute Spin-variété close de dimension 8 n + 2 peut étre considérée comme
sous-variété caractéristique d'une Spinc-variéte’ close de dimension 8n +4 . Ce
fait et 1'existence en dimension 8n + 4 d'un analogue du théoréme de Rokhlin sur la
signature moculo 16 permettent d'introduire, pour toute Spin-variété close V de

dimension 8n + 2, un invariant k(V) € Z/2Z .

5.1. Nous avons besoin de connaitre la structure du noyau de 1' homomorphisme
d'oubli Qipm -+ Qf_o , ou Q_)S(_O désigne 1'anneau de cobordisme orienté. Le

théoréme suivant est dii 2 Anderson, Brown, Peterson ([3], cf. [48], ch. XI) :

THEOREME. Le noyau de 1'homomorphisme d'oubli oSpin ﬂio

*
=Z/2Z. 1l est nul en dimen-

coincide avec

Spin
1

. e . =1 Spin =142 Spin
sions m # 1,2 mod 8 et coincide avec [S'] - GB: et [S'])°- Q&? respec-

1'idéal engendré par la classe de 5 ' dans Q

tivement pour m=8n+1 et m=8n+2.

Soit V une Spin-variété close de dimension 8 n +2, n= 0. D'apres le

théoréme ci-dessus, V x S 1 représente 0 dans ﬂg::_g . 1l existe donc une

Spin-variété w8n+4 compacte telle que bw8n+4

=-(Vx 5. Considérons alors
la Spinc—variété WU (V x Dz) =M. Comme nous 1'avons vu dans 2.7, V est une
sous-variété caractéristique de M et la Spin-structure que détermine M sur V

est la structure initiale.

COROLLAIRE. Toute Spin-variété close V de dimension 8 n + 2 est une sous-

variété caractéristique d'une Sginc-varig’te’ close M de dimension 8 n + 4.

18



INVARIANTS DE KERVAIRE GENBRALISES |

Remarque : Le méme raisonnement s'applique aux Spin-variétés V de dimension

m# 0, 1 mod8.
5. 2. Dans [41], nous avons . démontré, dans le cadre des

SU-variétés, un théoréme analogue au théoréme de Rokhlin ([44]) sur la signature.

Le théoréme suivant en est une conséquence immédiate :

THEOREME. Soit M une Spin-variété close de dimension 8 n+4, n2 0. Alors,

la signature o(M) = 0 mod16.

On trouvera une démonstration améliorée de ce théoreme dans 1'appendice II.

Revenons 2 la situation de 5.1. Soit W&H'4

une Spin-variété compacte telle
8n+4 '

que bW =-(Vx§Y.

8n+4

PROPOSITION. o(W ) = Omod8.

Démonstration. S ' représente un élément d'ordre 2 dans GoP. soit P2

1
une Spin-variété compacte telle que bP2 = 51U 5! (réunion disjointe). Alors
BWUW) == (VxS'UVxS"=-b(VxP?. On peut donc former une Spin-variété
close (WUW)U V xP2 de dimension 8 n +4. D'aprés le théoréeme ci-dessus,
o((Wuw) U VxPz) = Omod 16. Or, d'apres le théoreme d'additivité de la signa-
ture [6,40]), o ((WUW) U VxPz) =20(W) +0o(V x P2) = O mod 16. La proposition

en découle.

5.3. Supposons maintenant que W' est une autre Spin-variété compacte
telle que bW' = - (V x §'). Alors, on peut former une Spin-variété close
M=W'U-W. Ona o(M) =0mod16, donc o(W') = ¢(W) mod 16. Nous pouvons

donc donner la détinition suivante :
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S. OCHANINE -

DEFINITION. k(V) = (0(W)/8) mod2 € Z/2Z, ou W est n'importe quelle Spin-

variété compacte telle que bW = - (V x § ).

PROPOSITION. k(V) ne dépend que de la classe de V dans @ g’::‘z‘ )

Démonstration. Supposons que V =bX ou X est une Spin-variété compacte de
dimension 8 n + 3. Alors, si on pose W=-Xx§1, bW=-Vx§1. Par
ailleurs, o(W) =-0(X x §1) = 0. Donc k(V)=0.

COROLLAIRE. k détermine un homomorphisme Qig:g + Z/2Z, noté également

20



§ 6 - L'INVARIANT k D'UNE SOUS-VARIETE CARACTERISTIQUE

Dans ce paragraphe, l'invariant k d'une sous-variété caractéristique

d'une Spinc-variété est lié a la signature de celle-ci.

6. 1. Soit M" une Spinc-variéte' close, £ =det TM, (V,J) une sous-

variété caractéristique de (M,§).

LEMME. V représente dans Hn-Z(M ; Z) la classe duale (a0 sens de la dualité

de Poincarg) 3 la classe d'Euler e(¢).

Démonstration. Prenons une présentation canonique de M (cf. 2.7) : M=WU u.
Le fibré ¢ est trivialisé au-dessus de W. Il existe donc un isomorphisme

Exq E, ou £ estun S0,-fibré vectoriel au-dessus de u/bu, construit a
1'aide de la section s qui sert a définir (V,J), etou q: M-+ M/W=u/bu est
la projection. .

On a un diagramme commutatif :

*

HM; Z) «9  H%u,bu; Z)

l o

Ho oM Z) X H (u;2)
dans lequel les fleches verticales sont les isomorphismes de dualité. Comme
elt) = q*e(z ), il suffit de prouver que V représente la classe duale de e(z )
dans u. Le diagramme du lemme 3 de 2.6 montre qu'il suffit de prouver que V
représente la classe duale a la classe e(¢ 0) ou ¢ o est construit a partir du
fibré w*c sur D{ al'aide de la section w|S{.

Soit u € HZ(DC ,SC ; Z) la classe de Thom de {, entiérement déterminée

par la propriété (i:u,l'Dx,Sx]) =1 pour tout x € V, ob
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S. OCHANINE

thv1 + thv2

) =
2 1-0-thv1 tﬁvz

. M - 202 _
thy = th(v1+v = (Y1 +Y2)(1 Y, Y, +Y(YS eed) =

- -v? iy)
= Y1+Y2 Y1Y2+termes Y1Y2

avec j22.
On a donc :

o(P(M) = {(thv, +thv, - thzv1 thv,)LMx P (€), [Mx P (€)]) =

= ((1-th®x)L(M), [M]) , puisque thv,=v, et L(P,(©) = 1.

2= "2
6. 2. Soit de nouveau M une Spinc-variété close de dimension m = 4 mod8,
(V,J) une sous-variété caractéristique de (M,f) ol ¢ = detT M. Par une homotopie
réguliére, on peut trouver un autre plongement de V dans M, disons V' c M,
transverse a V. Alors la variété VN V' est de dimension m - 4 = 0 mod8.

Nous allons noter cette variété V -V (auto-intersection de V).

PROPOSITION. (i) o(M) = o(V-V) mod8 .
(i) (M) - (V- V) mod2 = (V).

Démonstration. Remarquons d'abord que d'apres la formule Hirzebruch [24],
o(V-V) = th%x - L(M), [M]), donc o(M) - o(V-V) = (1-th®x)L(M) [M] = o (P(M))
d' apres la proposition de 6.1. Nous avons vu dans le § 3 et dans 4.3 que

¢ ou W est une Spin-variété compacte de dimension m = 4 mod 8,

PM)=WU V xD
telle que bW = - (VxS 1) ; donc o(P(M)) = o(W) + 0(V x D?) = 0(W) = 0 mod 8
en vertu de la proposition de 5.2. Ceci prouve (i).

(ii) découle maintenant de la détinition de k, puisque -;-(0 M) -0o(V-V)) =

L)

8

Exemple : Lorsque la dimension de M est 4, V-V est un ensemble fini de points
orientés, et o(V-V) est simplement le nombre algébrique de ces points, c'est-a-

dire le nombre d'auto-intersection de V dans M.
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INVARIANTS DE KERVAIRE GENERALISES

i : (D,,S)c>(DC,SE) est1'injection de la fibre au-dessus du point x.
Notons y € H(DC,S¢ ; Z) la classe duale & la classe de V dans H_ (D ; Z).
Le lemme résulte maintenant des égalités :

(@) u=y

(ii) e(e 0) =u .

Preuve de (i) : Par définition de la dualité :

Gy, (0,8, = <,i,[D,81) = V1-(D,5,]=1.

. % <. . L
Preuve de (ii) : xxe(£0)=e(1:£0). 11 suffit donc de vérifier e(£0)=u pour
le casou [ est le fibré trivial 92 au-dessus d'un point. Or, on a
092/592=P1(C) et £°=n1, donc e(go) est le générateur canonique de
HAP(€);Z).  C.q.td.

PROPOSITION. Soit M une Sginc-@été close de dimension m = 0 mod4,

¢ =det TM. Soit P(M) c Mx P1(C) une sous-variété caractéristique de
Mx P, (C), pr:);i ® pr;n ,) qui sert b aéfinir & (ct. 4.1). Alors o(P(M) =
(1-th®x) L(M[M], ol x=e(f) et L(M) estla classe totale de Hirzebruch

du fibré tangent de M.

Démonstration. Nous utiliserons la formule de Hirzebruch [24], p. 86
("virtual index"). On a :

o (P(M) = <thv . LIMxP(C)), [MxP ()],

ol v est la classe de cohomologie entiére duale a la classe de P(M) dans
1'homologie de M x P1(C). D'apres le lemme ci-dessus, Vv = e(pr':g) + e(pr;r/ 1).
Posons vy= e(pr':'e) = pr:'x, vy = e(pr;nI) et exprimons thv en série formelle

en ‘11=thv1 et Y2=thv2 :
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6.3. Afin de pouvoir utiliser la proposition ci-dessus pour le calcul de k,
nous allons démontrer maintenant une proposition qui permet de reconnaitre les
sous-variétés caractéristiques.

Soit M une Spinc-var'iété close, ¢ =det7T M. Nous avons vu dans 6.1
que les sous-variétés caractéristiques représentent la classe d'homologie duale
\

ala classe d'Euler e(¢) € H2(M ; Z). Inversement,

PROPOSITION. Soit V une sous-variété orientée close de M, dont la classe

d'homologie entiére est duale i la classe e(¢). Alors "V est une sous-variété

caractéristique de (M,¢).

Démonstration. On remarque d'abord que pour démontrer la proposition, il
suffit de trouver sur M un SOz-tibx‘é vectoriel ¢ 0 tel que V soit une sous-
variété caractéristique de (M,¢ 0) . En effet, la proposition de 6.1 entraihe alors
qu'il existe un isomorphisme ¢ = (F,id) : 50 + ¢ et, si s0 : M= Ego est la
section qui définit V en tant que sous-variété caractéristique de (M,go), la
section s: M —-53) Eg, i} E¢ définit V en tant que sous-variété caracté-
ristique de (M,¢).

Pour construire ¢ o’ prenons un voisinage tubulaire U de V dans
M et un difféomorphisme exponentiel h: D{ -+ u identique sur V, ou { estle
fibré normal de V dans M. On construit alors sur M' =W H D{ (W=M-intu)
un Soz-fibré E en recollant u*c avec le fibré trivial au-dessus de W a l'aide
de la section « (cf. 2.6). Par définition de E, il existe une section § de ¥
qui coincide avec w au voisinage de V et qui est non-nulle en dehors de V.
S est transverse a la section nulle de E, puisque « est transverse a la section
nulle de ﬂ*c . Donc V est une sous-variété caractéristique pour (M’ ,E’ ). En
transportant maintenant E sur M al'aide du difféomorphisme M' < M, identique

sur W et exponentiel sur D{, on obtient le fibré recherché €o-
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§ 7 - FORMULES DE PRODUIT POUR_L'INVARIANT k

Nous allons calculer k(V) dans le cas ou V est un produit de deux
variétés V1 X V2‘

-1,2
7.1. Nous calculerons d'abord k((S ') ).

PROPOSITION. k(T9) 1, oy T2-5'x5".

Démonstration. Considérons dans 1'espace projectif P2(¢) une cubique non-
singuliere C. Comme la classe de Chern c1(P2(C)) réduite modulo 2 coincide
avec wz(Pz(C)) , PZ(C) peut &tre muni d'une Spinc;structure pour laquelle
e(detT PZ(C)) =c 1(Pz(di)) (cf. 1.2). Par ailleurs, on sait que C représente
dans P,(C) laclasse 3u=c (P,(C)), ou u€ HP,(C) ; Z) = Z est le généra-
teur canonique. D'apres la proposition 6.3, C est une sous-variété caractéris-
tique de PZ(C) . Pour la Spin-structure que cela induit sur C, ona (cf. la

proposition 6.2 et 1'exemple qui la suit) :
K(C) = $(0(P,(€) - C'C) mod2 = $(1-9) mod2 = 1 mod2

D'autre part, le genre de C est égal a 3-12 3-2) _ 1 (ct. [47], p. 274).

Donc, C est difféomorphe au tore T2. 11 reste a prouver que la Spin-structure

2 2

de C est équivalente a celle de T“. Or, T possede 4 Spin-structures

différentes (a équivalence pres), puisque H1(T2 ; Z/2Z) a 4 éléments, dont T2

et trois autres qui se prolongent sur le tore plein que borde T2 . Donc 1'unique

Spin-structure sur C pour laquelle k(C) peut &tre non nul, est celle de fz.

2.2. Pour donner une forme commode aux formules de produit pour k, intro-
duisons d'abord R x» une Z/2Z-algébre graduée, engendrée par trois éléments
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o, B,y dedegrés 1, 4, 8 respectivement et soumis aux seules relations
e =ap=F=0 1. onvoit tout de suite que R,=Z/2Z pour 10, 1,2,4
mod 8 et Ri--O pour i 3,5, 6, 7mod8.

Soit x : nfpi" + R * 1'homomorphisme de groupes défini par :

o(M)mod2, dimM =0 mod8

Kk(M) , dimM= 2mod8
x([M]) = -1
kMxS') , dimM=1mod8
o(M)/16 mod 2, dimM = 4 mod 8

0 dimM= 3, 5,6, 7mod 8 .

PROPOSITION. x est un homomorphisme d'anneaux.

Démonstration. Soient V., et V,_, deux Spin-variétés closes, V = V1 X V2,

1 2

dimV, =n,, dimV,=n,. L'égalité n(V)=n(V1)-u(V2) pour n1+n2# 1,2mod8

résulte facilement de la définition de R *? de la multiplicativité de la signature et

8m+4) =

du fait que o(M 0 mod2 pour une Spin-variété close M. Examinons le

reste des cas :

n,+2
1. n, = Omod8, n, = 2 mod8. Il existe une Spin-variété compacte W 2 telle

2

que bW=-v2x§‘. Alors b(V, xW) =V, x V,

“V, x V) =o(v,) - Z®moaz ~ o(v.) ‘K(V,).

x§', donc %o(Vwa) mod2 =

2. n, = 0 mod8, n25'1mod8. Méme démonstration que 1, en remplacant
V., par V,xS'.

2 2

3. n, = 1 mod8, n, = 1 mod8. La variété V2x§1 représente un élément du

SO

Spin_.n
*

*
dante A une variété Mx S

noyau de Q ; donc, d'apres le théoreme 5.1, V, x §1 est cobor-

1% 81, ou M est une Spin-variété close de dimension

(1) En fait, R, =KO_ (pt) ® (Z/2Z) ou Ko (pt) est 1'anneau de coefficients
de la K-théorie réelle (cf. 17.4 et 17.5).
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n,=-1=0mod 8. Il s'ensuit que k(V2x§1)=k(Mx§1xs-1)=

oM -k(E1x5") = o(M) mod2, d'apres le cas 1 et la proposition 7.1. D'autre
part, soit Wo une Spin-variété compacte de dimension n,+ 2, telle que

bWy = V, x S'U-Mx§'x§Y et W, une Spin-variété compacte de dimension

1

n,+3, telle que bw1=-v1x§ xS'. Alors :

=1 =11
b(V1xw0)=V1xV2xS U-(leS xS xM) et
b(w1xM)=-(v1x§‘x§’xM).
Donc, en recollant -V1xwo avec \V1xM le long de V1x§1x§1xM, on

obtient une variété W telle que bW=-(V1 x V. x61). Donc :

2
K(V, x V) = 3 o(W) mod2 =%(-0(V1 X Wo) + o(W, x M)) mod2 =

o(W,) =1 =1 =1
s - oM mod2 = k(V,x5")-o(M = kv, x5") kv, x5").

4. n, =4mod8, n,= 5, 6 mod8. On raisonne exactement comme dans les cas

1 et 2 en tenant compte de ce que o(V1) = 0 mod 2.

5. n, # 0 mod4, n, #0, 1, 2mod8. Alors il existe une Spin-variété compacte

W, telle que bW=-V2x§1 (cf. remarque 5.1). Si n, +n, = 2mod8,

1 2
=1 N
b(V1 XW)=- V1 x V2 xS et tI(V1 xW) =0, d'ou 7(.(V1 x V2) =0 =u(V1)x(V2).

1x§1

. =1 =
Si n, +n, 1 mod8, b(V1xS xW)--levzxs

donc x(V, x V,) =K(V, x V, x sh-o0- (V) - x(V,).

et o(V, x S'xw) =0,
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.§ 8 - INVARIANTS DE KERVAIRE GENERALISES

Dans les paragraphes qui suivent, nous allons donner une interprétation
homotopique de 1'invariant k. Il se trouve que, pour une large classe de Spin-

variétés v8n+2

, k(V) coincide avec divers invariants du type de 1'invariant de
Kervaire, construits a partir d'une forme quadratique sur H‘m'"1 (V; Z/2Z) et
a valeurs dans Z/2Z.

Dans le paragraphe présent, nous donnons une axiomatique pour de tels

invariants et rappelons 1'exemple principal - 1'invariant de Kervaire-Brown [16] .

8. 1. Soit K une fonction qui, a chaque Spin-variété close V de dimension

8n+2, associe un élément K(V) € Z/2Z.

DEFINITION. On diraque K est un invariant de Kervaire (généralisé), pour les
pour les Spin-variétés, si K vérifie les propriétés suivantes :
(i) si V1 et V2 sont deux Spin-variétés closes de dimension 8n+2 et

que V=V, UV, estleur réunion disjointe, alors KV) = K(V1) +K(V2) .

(ii) Si W est une Spin-variété compacte de dimension 8n+3, alors

K(b W) = o.

(iii) Si V est une Spin-variété close de dimension 8n+2 telle que

H™ V(v ; 2/2Z) =0, alors K(V) = 0.

(iv) Si M est une Spin-variété close de dimension 8n, ona :

K(T2xM) = o(Mmod2, ot T2=51x51.

Les conditions (i) et (ii) impliquent que K induit un homomorphisme

Ggl?ig ~+ Z/2Z que nous noterons également K.

8.2. E.H. Brown a donné, dans [ 16], une méthode générale permettant de

construire des invariants du type de celui de Kervaire pour différentes classes de
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variétés (ou d'espaces de Poincaré). Nous allons rappeler trés briévement la
méthode de Brown. Le lecteur trouvera tous les détails dans [16].

Pour deux CW-complexes X, Y, onnote {X,Y} = l‘f‘m [SiX, SiY] le
groupe des classes homotopiques d'applications stables X » Y .

Brown démontre d'abord que (Szn, Kn} =4/2Z, ou Kn =K(Z/2Z,n).
Soit u € {Szn, Kn} 1'élément non-nul de ce groupe.

Soit maintenant x2n une variété close connexe, £ son fibré normal dans

2n+m 2n+m

une sphere S , ou m est assez grand. On note XA € {S , T¢ o Kn}
l'image de S™. p par 1’ homomorphisme ”{Szm'm,sm.\ Kn’}”-o {Szm'm,TE ‘,Kn}

induit par 1'inclusion de la fibre S™c T¢ .

PROPOSITION ([16]). Les formes quadratiques q: H(X ; Z/2Z) » Z/4Z

associées a la forme bilinéaire du produit cohomologique, c'est-a-dire telles que

q(v+u) =q(v) +q(u) +j(v.u) [X], ot j: Z/2Z c¢ Z/4Z est 1'inclusion,

correspondent bijectivement aux homomorphismes h : {52n+m

,TE & Kn} - Z/4Z
tels gue h()) = 2.

Si h est un tel homomorphisme, la forme correspondante q est donnée par
1'application composée :

H'X ; 2/22) = [X*K ) » otk )y B (2™ gLk} Dy z/az

ou x* désigne la réunion de X avec un point, tandis que A désigne la S-dualité.
Soit ¥ = {Ym} un spectre multiplicatif (cf. [48], chap. IlI). Ceci signifie,
en particulier, que 1'on a fixé un morphisme ("unité") a:S-Y, ou S-= {s™}
est le spectre des sphéres. On supposera en plus que Ho(\_( i Z/2Z) =Z/2Z et
que Y est un spectre stable, c'est-a-dire que Ym est (m-1)-connexe pour tout m.
On note u € HO(X ; Z/2Z) la classe de Thom cohomologique.
Comme on 1'a fait ci-dessus pour T¢, on peut définir pour chaque m un
2n+m

élément A €(S Y, - Kn) en utilisant le morphisme a«. Les A, déterminent
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v .
un élément A € an(Kn) = ]'Lm
m

2n+m(Ym . Kn) y

PROPOSITION. ([16]). Pour qu'il existe un homomorphisme h : YZH(K“) “w Z/4Z
tel que h()) = 2, il faut et il suftit que x(Sqm")u =0, o X estl'anti-automor-
phisme de 1'algébre de Steenrod (cf. [32]).

Supposons maintenant que les hypothéses de cette proposition soient réunies
et choisissons un tel h.
Soit MG un spectre d'espaces de Thom MGm, ou G m <est un groupe de
Lie. Supposons que MG est Y-orienté (cf. [48], chap. III), c'est-a-dire que
1'on a fixé un morphisme MG =+ Y telquelem@rphisme S*MG~+Y, ou S* MG
est défini par 1'inclusion des fibres, coincide avec «.
Alors, pour toute G-variété close XZ", 1'homomorphisme composé :

2n+m

2n+m 2n+m ¥ h
{s yTE A Kn} + {s ,MGm. Kn} +{s ’Ym‘ Kn} - Y2n(Kn) - Z/4Z

noté également h, est tel que h(\) = 2 et détermine donc une forme quadratique
a: H'X ; Z/2Z) -+ Z/4Z .

Pour de telles formes, Brown construit un invariant o(q) € Z/8Z qui géné-
ralise 1'invariant d'Arf des formes & valeurs dans Z/2Z. Il montre ensuite que,
h étant fixé, o détermine un homomorphisme O ¢ ngn
le groupe de cobordisme correspondant aux G-variétés.

. G
-+ Z/8Z, ou 02n est

8. 3. Revenons au cas qui nous intéresse. Soit Y le spectre multiplicatit

stable MSpin. Comme Sq“m'2 = Sq2 Sq4n + Sq“m"l Sq1 = qu Sq4n + Sq2 Sq4n_1 Sq1 =
- 4

#1=1sq'), x(sq*™?) sq")x(sq?),

J)u=0, car x(qu)u = (w2 + wf)u =0 dans H*(MSgin ; Z/2Z). Comme

4n-1

Sq(sq*™ + 5q = x(sq*" + 5q

4n+2

donc

x(sq
; i ' ayi ' .0 .

nous 1'avons vu, cela implique 1'existence d'un h : Han +2(K 4ne1 MSpin) » Z/4Z

tel que h(\) = 2, donc détermine un invariant o : Oiginz + Z/8Z (ici MG=Y).
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Tous les éléments de nﬁg sont d'ordre 2 (cf. [48], chap. XI). o, Pprend
donc ses valeurs dans Z/2Z c Z/8Z et détinit un homomorphisme niﬁi’; -~ Z/2Z
que nous noterons % également. Le fait que % soit un invariant de Kervaire

au sens de 8. 1 découle de ce que (iv) est véritié pour tout h (cf. [17], oul'on

donne une formule de produit pour 0, beaucoup plus générale).

h

LT A - ' . .
Remarque : L'invariant oh donne le principal exemple d'invariants de Kervaire

généralisés. L'auteur de ce travail ne sait pas si ce sont la tous les exemples

possibles d'invariants’de Kervaire.
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Ce paragraphe contient la démonstration du résultat principal.
Avec les notations introduites dans les paragraphes précédents, il affirme que
pour une large classe de Spin-variétés closes V de dimension 8n+2, k(V)=K(V)
quel que soit 1'invariant de Kervaire généralisé K . Cette affirmation est vraie
en particulier pour les Exgaviants de Kervaire-Brown définis en termes homotopiques.
Le résultat peut donc ét”re considéré comme une généralisati; du théoréme de

V.A. Rokhlin [45] cité dans 1'introduction.

9.1. Démontrons d'abord un cas tres particulier du théoréme principal.

PROPOSITION. Soit V une Spin-variété close de dimension 8n + 2, telle que

tous les nombres de Stiefel-Whitney ww[v] =W W [V] soient nuls. Alors
1 r
k(V) = K(V) pour tout invariant de Kervaire K .

/
Démonstration. Comme tous les nombres de Pontriaguine P w[V] sont nuls (pour
des raisons de dimension), V représente 1'élément nul de n§:+2 . Le théoréme
5.1 montre alors que V est Spin-cobordante a une variété 'fz XM, ou M
est une Spin-variété close de.dimension 8 n . Alors, d'apres 7.2 et (iv) :

k(V) = 0(M) mod 2 = K(V) pour tout invariant de Kervaire K .

9.2. Laproposition 9.1 montre que, si V1 et V2 sont deux Spin-variétés
closes ayant les mémes nombres de Stiefel-Whitney et si k(V1) = K(V 1) , alors
k(Vz) = K(V2) . Il est donc treés important de connaitre 1'image de 1'homomorphisme

d'oubli aipm - 02 , ou 02 est 1' anneau de cobordisme non-orienté.
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Malheureusement, il n'existe pas de description commode de cette image t . Mais
on peut décrire un assez grand sous-anneau de cette image a 1'aide des résultats
de P.G. Anderson [4] . Voici un bref résumé de ces résultats.

2m deux variétés closes. On écrira R(M,N) pour indiquer

Soient M" et N
qu'il existe un isomorphisme D : H*(M ; Z/22) - H*(N ; Z/2Z) de Z/2Z-
algebres qui double les dimensions et tel que Dwi(M) = wZi(N) pour i 0. En
particulier, R(M,N) entrafne H2j+1(N ; Z/2Z)=0 pour j= 0.

Soit M une variété close, A un fibré vectoriel réel de dimension 1 tel
que w(d) =1+ w1(M) . On pose alors gm(M) =RP(\ & 8:) , espace de la projec-
tivisation du fibré X ® 657, oii 6 est le fibré trivial réel de dimension m .

De méme, pour une U-variété close N *, on pose hm(N) =CP(¢ ® ez) ,
ou ¢ est un fibré vectoriel complexe de dimension 1 tel que c(¢)=1- C1(N) .
hm(N) est un espace fibré sur N de fibre Pm(c) . hm(N) admet donc une U-
structure induite par la U-structure de N et celle de Pm(c) .

Les résultats de P.G. Anderson dont nous aurons besoin se résument dans

la proposition suivante.

. . S0- c
PROPOSITION ([4]). (i) Tout élément de Tor Q7" est représenté par une réu-

nion disjointe de variétés de la forme §2N1(M) et pour toutes les variétés M uti-

lisées dans cette réunion il existe une U-variété close N telle que R(M,N) .

(ii) R(M,N) = R(gm(M),hm(N)) pour m2 O et toutes variétés closes M, N _dont
N est une U-variété.

(iii) R(M,N) =5 N est cobordante en tant que variété non-orientée 38 Mx M .

9.3. Laclasse de variétés V dont il sera question dans ce qui suit est définie

t Cf. cependant la proposition 10.3 ci-dessous.

Une U-variété est une variété dont le fibré tangent stable est muni d'une struc-
ture complexe.
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par la condition suivante :

Condition C. V est une variété close telle que les nombres de Stiefel-Whitney

W W [V], oul'un au moins des i estimpair, sont nuls.
1 s
On sait (cf. [48], chapitre VII) que la condition C est équivalente aux

conditions suivantes :

Condition C'. La classe de V dans 0_)0(_ contient une U-variété.

Condition C". La classe de V dans ni contient un carré.

PROPOSITION. Toute Spin-variété close Vo2 qui_satisfait & la condition C

est cobordante en tant que variété non-orientée a une réunion disjointe

Li h2ra +Ng) » oliles N sont des U-variétés closes telles que

H23+1(Na ; Z/2Z) =0, pour j= 0.

M4n+1

Démonstration. 1l existe une variété close telle que V est cobordante en

tant que variété non orientée & Mx M . On voit tout de suite (cf. [45], chap. VII)

que, si w= (11, cee ,15) est une partition de 4n + 1, wi1 wis[M] = w211 wms[

En particulier, comme w2(V) =0, tous les nombres w. W, ... W, (M) =0 pour
’ 2 s

V.

1
toute partition (12,. eoni s) de 4n . Donc (cf. [48], chap. IX), M est cobordante

SO _ SO
4n+1 " C4n+1’

d'apres la proposition 9.2 , P est cobordante & une réunion disjointe

a une variété orientée P . P représente un élément de Tor Q donc,

L‘i azl,a +1(Mg) et il existe des U-variétés N telles que R(M_,N ) . Donc,

0 . .
dans @ ona: [P] = 20 [gzPa+1(Ma)] , oi [P] désigne la classe de P dans

(22 . 1l en découle d'apres 9.2 :
(V] = [P)? = z(g,, ,,M))% = Eln, (NJT ,
a a a “a
PATE S _ .
et H (Na ; Z/2Z) = 0, puisque R(Ma’Na) .
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9.4. Soit N une U-variété close telle que H*Y(N ; Z/2Z) =0 pour j= 0.

Pour tout m , hm(N) a une orientation canonique, induite par la U-structure.

LEMME. Soit m un nombre impair. Alors :

(i) h (N) admet une unigue Spin-structure ;

(ii) hm(N) est une sous-variété de hm+1(N) dont la classe de Z/2Z-

hcmologie est duale a wz(hm+1(N)) .

Démonstration. Considé;,ons la fibration p: hm(N) + N . Le fibré tangent stable
de hm(N) est isomorphe a p*'rN ®n & p*(g ®6 2) , ol n est le fibré linéaire
canonique sur hm(N) (cf. [49]) . On sait (ct. [27], chapitre XVI) que
H*(hm(N) ; Z/2Z) estun H"(N ; Z/2Z)-module libre (la structure de module
est donnée par.l'homomox'phisme p*) , debase 1,a,... ,a™ , OU = wz(n) .
Le produit dans H*(hm(N) ; Z/2Z) est entierement défini par la relation
™, Q™. p*wz(N) =0 . Donc, w(hm(N)) = p*w(N) w(n ®e p*g‘) w(r;)lll =
=P W(N)(1 + & + p*w,(N))(1 + @)™ . En particulier, w,(h (N)=(m+1)a=0.
Donc hm(N) admet une Spin-structure, unique puisque Hl(hm(N) ; Z/2Z)=0
(cf. 1.1) . Ceci prouve (i) .

Soit v € Hi(h_, (N) ; Z/2Z) la classe duale  la classe d'homologie de
hm(N) , etsoit i: hm(N) - hm+1(N) 1'inclusion. Par définition de la dualité, v

est entiérement définie par la propriété (i*x,hm(N)) = (vx,h_(N)), ou

d"Z(

m+1

x € H hm+1(N) ; Z/2Z), d=dimh___(N) . On voit tout de suite, d'apres la

m+1
description de H*(hm +1(N) ; Z/2Z) donnée ci-dessus, que v =a . Comme

wz(hm+1(N)) =(m +2)a=a, celaprouve (ii) .

9.5. Soit m2 1.

PROPOSITION. L'auto-intersection de hm(N) dans hm+1(N) (au sens de 6.2)
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coincide avec hm—1(N) .

Démonstration. Considérons 1'homotopie réguliére £ : m(C) - Pmﬂ(c)

définie en coordonnées homogénes par ft([zo, ,zm]) 2 ZgeeeaZp g ,(l-t)zm,tzm+1 J.

f, est 'injection canonique de P_(C). t1([zo, werz ) = [zg, - ,zm_1,0,zm] .

On voit que f, est transverse a Pm(c) < Poa

() .

Remarquons maintenant que hm+1(N) =CP(¢ ® 6 2) est 1'espace total du

(C) et que Pm(C) N fl(Pm(c)) =
=Poa
fibré associé au fibré ¢ de fibre P +1(€) , ol le groupe structural U1 de ¢

n'agit que sur la premiére coordonnée zg: si A €U I'action de A sur

1 ’

Pm+1(¢) est donnée par A([zo,..., ]) = [xzo,z1,...,zm+1] . Par conséquent,

zm-H
cette action commute avec 1'homotopie tt . Celle-ci définit donc une homotopie
réguliére F‘t : hm(N) - hm+1(N) telle que F, est 1'injection canonique

hm(N) c hm+1(N) , F1 transverse a hm(N) et hm(N) N F1(hm(N)) = hm-1(N) .
9.6. Nous sommes préts maintenant pour la démonstration du théoréme principal.

THEOREME . Soit V une Spin-variété close de dimension 8n + 2 qui satisfait

a la condition C. Alors, pour tout invariant de Kervaire K, ona: k(V) =K(V) .

Démonstration. En vertu de la proposition 9.3 et de la remarque faite au début

de 9.2, il suffit de prouver k(h (N)) = K(h2N1(N)) ou N estune U-variété

2r+1
close de dimension (8n + 2) - (2r + 1) telle que HZJH(N ; Z/2Z) =0 pour j= 0,

et ou thﬂ(N) est munie de son unique Spin-structure (cf. le lemme 9.4) .
-+ . _ _ .
Comme H™ "'(r., .(N); Z/2Z)=0, Kh, .(N))=0 (propriété (iii) de K ,
ctf. 8.1) .
Soit x € H"(h (N) ; Z) la classe duale de la classe d'homologir

2r+2

entiére que représente h (N) . D'apres le lenme 9.4 , x nréduite modulo 2

2r+1
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coincide avec wz(h (N)) . Donc, d'apres 1.2, h2r~+2(N) admet une Spinc-

2r+2
structure pour laquelle e(det 7 o (N))= x . D'apres la proposition 6.3,

2 r+1(N) est une sous-variété caractéristique de (hz 2(N) ¥) ,

Yy =detTh N) . Nous pouvons donc appliquer la proposition 6.2 . Comme

2r~+2(

1'auto-intersection de h (N) coincide avec hZP(N) , ona :

2r+1

k(h, . (N) = z (@ - 0(h, (N))) mod 2

2r+1 2r+2(N) )

Or, pour m pair,ona :

c(hm(N)) = a(Pm(C)) -6(N) = o(N) (cf. [20]) .

Donc :

k‘h. .(N) = 0 = K(h,_ .(N) C.Q.F.D.

2r+1 2r+1
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EN DIMENSION = 26

Par un calcul des relations de Wu, nous allons voir que la condition C

8n+2

(cf. 9.3) est satisfaite pour toute Spin-variété close V ou n=<3.

10.1. Soit v=1+vV etV + L la classe totale de Wu définie par la

1

relation w=Sqv, w=1 FW b W étant la classe totale de Stiefel-

Whitney .

PROPOSITION. Soit V une Spin-variété close de dimension 8 n + 2. Alors,

V(V) = 1+V, +Vg+ cea4V

4 8 4n°

Démonstration. Les relations de Wu (cf. [27], chap XVII) (vi x,[V]) = (sqix, vp,

x € H*(V ; Z/2Z), montrent que v = 0 pour i2 4n+ 2. La relation d'Adem (%)

Sq1 quP = qup+1 donne (va1 -x, [V]) = <Sq1 qurx, (vdh = (v1 . qurx, vl.
Comme V est orientée, vi=w, =0, d'ou Vore1 =0 pour r2 0. De méme,
5q* ™2 = sq?sq*" + 5q*™1sq!, dloh v, , %, [V]) = (Sa®sq*Tx, [V]) +

+ (Sq‘“‘+1 Sq1x, v = (v2 . Sq4rx, v + (v4r+1 -sq'x, [V1) =0, puisque

v =0 et v,=w +w§=0. Donc v =0 pour r2 0. =

4r+1 2 2 4r+2

10.2. Soit V une Spin-variété close de dimension 8n + 2.

PROPOSITION. Si n< 3, V satisfait a la condition C.

Démonstration. Comme V est une Spin-variété, W=Ww,= 0. L'emploi successif
de la formule de Wu ([83, [36] p. 94)
. i
1 - v (1-=]
Sawy = B0 wiwy,

1 2 4 "
donne wj_Sq wz—O, ws-Sq w3-0, w9—Sq w5-0. La proposition en

découle pour n=0 et n=1. @]

*) - .
(%) Nous utilisons la liste des relations d' Adem de [38] , chap. III.
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\
Examinons maintenant le cas n = 2. Soit w,, un mondme en Wyr We, Wo,

Waor Wipr Wa2r Ya3r Wi Wis0 Wage w17, Yis qui contient au moins un w_ avec

j impair. Si deg (ww) =18, w w contient obligatoirement au moins deux. On

voit tout de suite que les seules relations a vérifier sont : [V]=0 et

Y%
2
wow, [vl=o.

Ona : w7w”[V] = (Sq1w6-wn)[V]=Sq1(w6w”)[V]+(w6-Squn)[V]

W - .6algq! -
= VW w,”[V:]<'-(w6 Sq' Sq ww)[V]- 0

puisque v, =0 et Sq.l Sq1=0.

1 .
De méme, wg W, v)-= (w7-Sq1w6 -w4)[V] = Sq1(w7-w6 -w4)[V] +

-4-(Sq1 Sq‘lw6 -w6-w4)[V] +(w7'w6 -Sq1w4)[v] =0

car, v, = o, Sq'I Sq.I =0 et Sq1 Wy = w5 = 0. Cela prouve la proposition pour

n=2. m}

Dans le cas n =3, remarquons d'abord que si deg(ww)=26, si Y [Vl#£o

et si v contient un wj avec ) impair, w w contient w ou w

7' %11 Y30 Y5 19

puisque w_,=w_= Wy = W5 =Wg = 0. Nous allons énumérer les possibilités pour w

1 2 9 w’

(a) w,, con ient Wig- Wig Woe

Wig w7[V] = (w19 . Sq1w6)[V] = Sqll(w19 -w6)[V] + (S<11w19 'w6)[V] =0

Seule possibilité : Ona :

1., _ealedl _
car vl..O et Sq w19-Sq Squ_o.

(b) w,, ne contient pas de Wig0 mais _contient un w15. Deux possibilités :
w15 w”, w15 w7w4. On montre que w15 w"[V] =0 comme dans (a).
. . - 1 » . 1
WisWo w4[v] = Sq (w15 we w4)[V] +(w15 wg - Sq w4)[V] +
1 1 1.1

+ (5q1w15-w6-w4)[v]= 0 car v,=0, Sq w,=Wg=0, Sq w,5=5q 5q W, =

=0.
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(c) w , he contient pas de Wigr Wis50 mais contient un Wiz

Hilirge - wd v 2 ru1 - saP3 -
Deux possibilités : w3, W5 W, Wg. Ona w13[V]—Sq WIJEVJ
w13[V] =90, puisque v,y=0 (ct. Proposition 10.1).
wglV]= (sq’ W, wg)lV] =

Via®

Ensuite, w;v13 .

= Sq1(w12 Az -w6)[V] W, 7[\' |+ (w“2 sq' w, "we) (V]

wa[V]

_ 1. _cqled? _
;arv1_0et Sqw7-Sq Sqw6-0.

Comme la classe- v de V est égaled 1+v, +vg V., (Proposition 10.1),

4 LW _ 2
Wi, =V, +Sq vg. Donc w,, w7[V] =V, 7[V]+(Sq Vg )[V]

Le premier terme : v,, 'wg v]= Sq12(w7)2[V] =(sq w7)2[V] =

=Sq13(Sq6w7)[V] =v -Sq6w7[V]= 0 puisque v, =0.

13
Le second terme : Sq° vg 2[:V] Sq (v ;)[V] + (Sq3 vg* Sq‘(w72))[V] +

+ (Sq vg* qu(w;))[vj + (Sq1 Vg Sq3(w72))[V] +

8
+(vgSq*wN[V]

2)=

Ona : Sq‘(w7 2) =0

Sq3(w7 = qu(w72) = (Sq1 w7)2 = (Sq1 Sq1 w)2=0 .

)
6
Sq4(w72) = (Sq2w7)2, donc :

(vg-Sa* NIV = 5¢°(Sa?w,)?) = (sq* sa?w,)?(V] = (sa¥ sq*sa®w,)[V] -

=(v13-Sq4Sq2w7)[V]=0, car v, =0 .

13
Donc : (“’13' w7-w6)[V] = (w12-w72)[V] = Sq4(v8- w72)[V] =V, Vg w72[V] =
= sqs(v4. w.;")[V] = (v4- qu(w72))[V] + (Sq1v4- Sq7(w72))[V] +
+ (8a%v,- Sa®WA[V] + (84%v, - SPWANIV] + (sa*v - sa*w?) [v] -

car (v, Sq*WAN[V] = sq*((sa*w,)A)[V] = (sa® sq*w,)*[V] =

13

= Sq Sq25q4w7[vl =(v13'Sq25q4w7)[V] = 0, puisque v,.=0 ;
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sq’wd) = s’w2) =0 ;

Sq6(w72) - (s’ w7)2 - (s’ sq v4)2 - (sa°sq "4)2 = (Sq5w5)2 = 0, puisque wg=0 ;

(sq* v, sq*wNIV] = v+ (sa®w,)AIV] = 5", saw,)[V] =

= (vy3'v,-Sa°w)[V]) = 0 .

(d) w,, ne contient pas de w19, w15, w13, mais contient un w”.

. sl L 2 2
Trois possibilités : w”w4, w11 w7 W w11 w7 Wy

2 1o~ 1 -
w3 w4[V] =Sq (w11-w10-w4)[vj +(Sq w“-w1o-w4)[V] +

1 _ _ 1 _ 1.1 _
+(w"-w10-Sq w4)[v] =0, car v, =0, Sq w,,=Sq Sq wi=0

Sq1w4=w5=0 .

De méme, w,,- w7-w8[V] = Sq1(w”-w6-w8)[v] + (Sq1w"-w6-w8)[V] +

.anl _ _ 1 _ 1 - _
+(w,”-w6 Sq wa)[v]- 0, car v, =Sq w,, =0 et SQwg=wg=0 .

2(v]=sq'w

. 2 1 2
Enfin, W, -W,-W, w6-w4)[V] +(Sq w"-w6-w4)[v] +

1

1o 2 .
+(w”-w6-Sq (w4))[v'_] =0, pmsquev1=sq1w -0 et Sql(w“z)=o .

1

(e) w , ne contient pas de Wigr Wis Wigs Wogs mais contient un W
i ili M 2l 2- 3 2. 2 2. 3
Quatre possibilités : w7 w_12, w7 w8 w4, w7 w6 , w7 w4 .

On a vu, dans (c), que : w72-w12[V] =0.

2 1
7 wa-w4[V] =Sq (w7-w6-w8-w4)[V] +(Sq1w7-w6-w8.w4)[V] +

w
1
+(w7-w6-Sq (w8. w4))[V] =0,
=Salw. = w. . —w.. Cwo =
car v1-Sq w7-0 et Sq (w8 w4)_w9 W, +Wg w5-0.

2.2 _ 13 . _ . . _
wg w6[V] = Sq (w7 wé)[V]-v13 Wo W =0 .
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Enfin, w72'w43[v] = Sq‘(w7-w6'w43)[v] +(Sq1w7-w6 -wi)[v] +

+(wyewg-Sq'W V= 0,

1

. _ 3 ‘w2
puisque v, = Sq w, 0 et Sq(w“)-Bw5 w

4=0.

Les cas (a) - (e) épuisent les possibilités, ce qui donne la démonstration

de la proposition.

COROLLAIRE. Pour toute Spin-variété close V de dimension 2, 10, 18 ou 26

et tout invariant de Kervaire K, k(V)=K(V).

10.3. Remargquons, pour terminer ce paragraphe, que l'affirmation de la
Proposition 10.2 devient fausse pour n =4. Pour le prouver, rappelons une

proposition de Stong [48], chap. XI :

PROPOSITION. L'image de !'homomorphisme d'oubli A5P"— 02 est composée

des classes de variétés closes M telles que w w[Mj =0 dés que W w contient

W, ou w
“_

2

Milnor [ 35] a démontré 1'existence d'une variété close X de dimension 24
telle que tous les nombres de Stiefel-Whitney w w[x] =0 ou w, contient W, ou
w,, et telle que w72 w, w6[X] # 0. Donc, d'apres la proposition ci-dessus, la
classe de X dans 02_ contient une Spin-variété close )(1 .

D'autre part, soit Z un représentant de 1'élément non-nul de Q§o= Z/2Z.
Le seul nombre de Stiefel-Whitney non-nul de Z est w, WB[Z ip
Donc le seul nombre de Stiefel-Whitney non-nul de Z x Z est w, W 6[ZxZ] .1
existe par conséquent une Spin-variété close Y1 dans la classe de Z x Z dans Qg
Soit V = X1 X Y1 . C'est une Spin-variété close de dimension 34 = 8 -4 + 2. Or,
en calculant la diagonale A%(w72 wg W) (ol A : BOx BO= BO correspond 4 la
somme de Whitney) et en tenant compte de ce que w1(x1) = wz(x,l) = w3(X1) =0, on
voit que w72 wg “’12["] = w72 w, w6[x1] W, w6[Y1] #0, donc V est un contre-

exemple pour la proposition 10.1 en dimension 34.
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§ 11 - QUELQUES PROPRIETES DES INVARIANTS DE KERVAIRE

Le théoréme 9.6 permet de démontrer quelques propriétés générales des

invariants de Kervaire.

11.1. Examinons de nouveau les petites dimensions.

PROPOSITION. (i) Soit K, et K, deux invariants de Kervaire en dimension

8n+2, n<= 3. Alors, pour toute Spin-variété close V de dimension 8n +2,

K 1(V) = KZ(V) .

(ii) Il existe deux invariants de Kervaire K., et K_ en dimension

-

2

1
34 =8-4+2 etune Spin-variété close V telle que K,‘(V) # K2(V) .

Démonstration : (i) découle immédiatement du corollaire 10.2.

Pour démontrer (ii), on va d'abord démontrer le lemme suivant :

LEMME. Soit V une Spin-variété de dimension 34, telle que H17(V ; Z/2Z) = 0.
Alors, le nombre de Stiefel-Whitne w72 wg W ,[V]=0.

Démonstration du lemme. Nous allons procéder en deux étapes.

2 2
a) ws w8w12[V] =ws Wg v12[V].
2 vl 1, .
En effet, w5 wg w12[VJ =Sq (w6 W, Wg w12)[V] +We-Sq W, ws-wlz[VJ +
1 . . . . 1 - . 0 . 1
+ W WoeSq Wy w12[V] + W Wo oW Sq w‘|2[V] = WW.Wg-Sq wn[V]
puisque vl = Sq1 w7 = Sq1 wg = 0 (cf. la démonstration de la proposition 10.2).

1 2o 3

ety _enly 2. _ _
Comme Sq wa_Sq w7—Sq v4-0 etSqw7_Sq Sq v, =

- (sq’ +sq*sa'yv, = o,

2

2 1 2
ona : W wg w12[V] = Sq (v4-w7-w8-Sq wlz)[V] +(v4-w7-Sq w8-5q1w12)[v] +

2.1
+(v4.w7-w8-Sq Sq w12)[V] .



S. OCHANINE

Le premier terme est nul puisque vy = 0.

Le second est nul puisque w7-Sq2 wg € H'(V ; Z2/2Z).

+ Sq4v
1

L2 ~ e2el
Donc : wg w8w12[V] .(v4-w7~w8 Sq°Sq w12)[v] .Or, w

d'ou : Sq25q1w 2 2

12= V12
254

8’

= Sq Sq1v12+Sq Sq1 Sq4v8, et, comme Sq Sq4=

12

2. 5 61

=8q“Sq” = Sq Sq et comme Sq1v8=w9=0, ona :

2 2.1
ws Wg w12[V] = V W, W Sq°Sq v,

En refaisant maintenant les transformations en sens inverse, on obtient la

démonstration de a). -

2
b) W Wg v12[V] =0.

Remarquons d'abord que 1'on a : Sq1 Wo = quw =0,

7

Sqa.\w7 = Sq38q3v4=SqSSq1v4 =0,

5 5¢.3

Sq"w,=5q Sq’ v, = qu Sq1sq2v4 = (qu qu

+ Sq4 Sq1) Sq1 qu Vy=

- 5q%(sq” sq")sq? V4= sq? sq? sq? quv4 - sq®sq*(sq®sq") vy =0 .
Donc qu(w72) =0, pour j=1,2,3,4,5,6,7,9,10,11. Il en résulte que :
w; wg v12[V] = (Sq6w7)2w8 (V]+ (Sq4w7)2 Sq4w8 v) ,(Sq6w7)2 wg [v]=
= (Sq6 w7)2 VB[V] + (Sq6w7)2 vf[V] = (Sq4 Sq6 w7)2[V] + (Sq6 W v4)2[V] =0,

car Sq4 Sq6w7, Sq6w7- V4 € H17(V s Z/2Z).

De méme, ((Sq4w7)2- Sq“w8 v = (v4-(Sq4w7)2. ws)[V] +
+ ((Sq1 Sq4w7)2- quws)[V] + (qu Sq4w7)2w8 .
Ona : Sq1 Sq4w7 = Sq‘| Sq4 Sq1 Sq2v4 = SqI(qu + qu Sq3) qu V4 =

= Sq1 SqZ’SqBquv4 = SqISqZSq1 SqZquv4 =

2

= Sq1Sq Sq1Sq35q1v4 =0,

car Sq1Sq5=0 et Sq1v4-0 .
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Pour (v4- (Sq4 w7)2w8)[V] , on procéde comme suit : Wg = Vg + v“2

(v (S wp)?wg[V] = (8a%(v, - Sa* wo)’[V] + (v(8a* w)?vg[V] =
= (vs-v4'(5q4w7)2)[VJ ,
car Sq%(v- Sa*w,) € (v ; 2/22).
Enfin, (vg: v4‘(5q4w7)2)[V] = sa®(v,- (sa*w)A[V) - 6a'v,- (sa? sq*w )2 V)
+ (Sq2v4' (Sq3 Sq4w7)2)[V] + (V4' (Sq4 Sq4w7)2)[V] .

Le premier terme est nul, car Sq4 vy (Sq2 Sq“w7)2 =(v " qu Sq4 w7)2

et v, SqZSq“w7 € Hﬁ’(V s Z/2Z).

‘ Le second terme est nul, car
(sq®v x (s¢® sq* w7)2)[VJ = qu(v4' (S Sq4w7)2)[V] +(v,- (sq’ Sq35q4w7)2)[V3 ’
v, =0 et (v, (Sa'sa’sq*w)))[V] = (sa®sa’ sa” sq*w,)*[v]
avec SqZSq1 Sq3 Sq“w7 € H17(V ; Z/2Z).
Enfin, le troisiéme terme est nul, car (v . (Sq“ Sq4w7)2)[V] =

2

= (sq?sq¢? Sq4w7)2[V], avec Sgq Sq45q4w7e HY(V ; Z/2Z). Ceci démontre

le lemme.

Pour achever la démonstration de la proposition 11.1, remarquons que si
_K1 est un invariant de Kervaire en dimension 34, K2’ détini par
Kz(v) = K1(V) + w72w8 w12[v] , est également un invariant de Kervaire. En effet,
lles propriétés (i), (ii) et (iv) de 8.1 sont évidentes, alors que (iii) résulte du
lemme que 1'on vient de prouver.

Par ailleurs, nous avons prouvé dans 10.3, 1'existence d'une Spin-variété
close V de dimension 34, telle que w72 wg w12[v] # 0, donc K1(V) # Kz(v).

Ceci démontre la proposition.
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11.2. Considérons maintenant les dimensions supérieures ou égales a 34.

PROPOSITION. Soient K, et K, deux invariants de Kervaire en dimension

1
8n+2 (n= 4). Alors, il existe une classe B € HO"™2(B0 ; Z/2Z) appartenant

a l'idéal de H*(BO ; Z/2Z) engendré par les classes Woi1? oll j2 3 n'estpas -
une puissance de 2, telle que K1(V) = KZ(V) + B[V] pour toute Spin-variété close

V de dimension 8n +2.

Démonstration. Soit I=© I™ 1'idéal de H*(BO ; Z/2Z) engendré par les

8n+2

classes w j& O -est arbitraire. Chaque élément x:£ I

Spin
8n+2

2i+1° ou détermine un
homomorphisme [V] =+ x[V] de Q
8n

dans Z/2Z. On a donc un homomorphisme

o: 1 +2_, Hom(t'lSpin z/22).

8n+2 ’
Spin
8n+2 .
implique que f s'annule sur A, donc définit un homomorphisme f : ngr?:; /A~ Z/2Z.
8n+2

Soit Ac 1' annulateur de ¢(18"*2), Posons f = K1 - K2. Le théoréme 9.6

+ Hom (@3RN /A, Z/22)

est un espace vectoriel sur Z/2Z. 1l existe donc

De son c6té, ¢ définit un homomorphisme ¢ .: I

Spin
a 8n+2

telle que G(BO) =f, donc £(V) =8 N (V] pour toute Spin-

qui est bijectif, car
une classe ﬂo € 18""'2
variété close V de dimension 8n + 2. L'existence de B découle maintenant du

lemme suivant :

LEMME. L'image de w2r+1 (r& 0) par 1'homomorphisme canonigue
H*(B0 ; Z/2z) ¥, H*(BSpin ; Z/2Z) est décomposable.

Démonstration : L'affirmation est vraie pour r =0, puisque w(wz) = 0. Supposons

déja prouvé que §(w r ) est décomposable dans H*(®B Spin ; Z/2Z) :
2 +1
w(wzrﬂ) = Eaibi, avec degai, degbi > 0.

r r . .
Alors qu Plw r )= L qu -l (ai) SqJ(bi) est encore décomposable. Or, d'aprés

el i,
r r
la formule de Wu (cf. 10.2), Sq® w(w _ ) =$(Sq® w _ ) = w(w

r r 2r‘+1+1

2 +1 2 +1

+u) ol

u € H*(BO; Z/2Z) est un élément décomposable. Le lemme en découle.
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11. 3. Nous allons déduire maintenant de la proposition 11.2 l'invariance
homotopique des invariants de Kervair.‘e. Pour donner a cette notion un sens précis,
remarquons d'abord que la notion de Spin-structure est une notion homotopique. En
effet, soit BSGln 1'espace classifiant des fibrés sphériques de fibre S“’.1 , et
soit BGSpinm - BSGm la fibration de fibre K(Z/2Z,1) induite par 1'application
W, BSGm - K(Z/2Z,2).

Si X estun CW-complexeet f: X = BSGm une application, f se releve

en une application F : X = BGSpinm qui rend commutatif le diagramme :

BGSpin
y l/ m
X -——f—? BSGm

si et seulement si £ w, =0 dans H2(X ; Z/2Z). Si cette condition est satisfaite,

2
il existe une bijection entre 1'ensemble des classes d'homotopie verticale de tels
relévements et H‘(X ; Z/2Z).

En particulier, il existe une unique classe d'applications BSpinm - BGSpinm

qui rend commutatif, & homotopie pres, le diagramme :

BSpin 5 BGSpin_

| |

BSO, — 5 BSG_

ou 1'application BSOm - BSG'n classitie le fibré en sphéres associé au fibré
canonique sur BSOm.

Soit maintenant V une variété orientée de dimension n et soit g: V -+ Bsom
une application classifiant le fibré normal ¢ de V dans une sphére sh*m
(m étant suffisamment grand). De ce qui précede, il résulte que 1'application
composée f : V _g, BSOm__> BSGm se reléve en une application
F:V-~ BGSpinm si et seulement si le fibré £ admet une Spin-structure. De

plus, ‘dans ce cas, il existe une bijection entre 1'ensemble des classes d'homotopie
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verticale de tels relévements et 1'ensemble des classes d'équivalence des Spin-
structures dans § .

Soient maintenant V.I et V2 deux variétés orientées closes et h : V1 -+ V2 une

équivalence d'homotopie orientée. On note §1 et §2 les fibrés normaux de V1 et

V2 dans une sphére s™™ (on peut prendre le méme m pour les deux variétés).

Soit enfin o (i=1,2) 1'élément de 7 (Tgi) représenté par la projection

n+m
n+m Ci

S —_— Tei. Spivak a démontré, dans un cadre plus général, qu'il existe une

équivalence d'homotopie b : S(¢,) + s(h*ez) des fibrés en spheres associés 3 £, et
h*é;z, unique & homotopie prés, telle que, pour 1'application induite T.§1 —1‘;) T(h*gz) -

+ T§,, onait : (’I‘b)_*cz1 =a, (cf.[12], p. 28).

2

Si f, : V,* BSG classifiele fibré s(gz), f,=1,

. . . . R .
Soit F2 : V2 - BGSpmm un relévement de 1'application t2 : V2

cation F2 détermine une Spin-structure sur la variété V2. Alors F1 = F‘2 « h:

. h classifie le fibré ;1.
- BSGm. L'appli-

V1 - BGSpinm est un relévement de f1 qui définit une Spin-structure sur V1 .

Nous dirons que c'est la Spin-structure induite par h et la Spin-structure de V2.

DEFINITION. Nous dirons qu'une équivalence d'homotopie h : V1 - V2 entre

deux Spin-variétés closes est une Spin-équivalence, si h est orientée et la Spin-

structure induite sur V1 par h et la Spin-structure de V. est équivalente a la

2

Spin-structure de V1 .

PROPOSITION. Supposons qu'il existe une Spin -équivalence d'homotopie entre deux

Spin-variétés closes V1 et V2 de dimension 8 n+2, n2 0. Alors, pour tout
invariant de Kervaire K, ona K(V,) =K(V,).

Démonstration : Les propositions 11.1et 11.2 et l'invariance homotopique des
nombres de Stiefel-Whitney impliquent que, si la proposition est vraie pour un invariant

de Kervaire, elle est vraie pour tous les invariants de Kervaire.
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Notre téche consistera donc a trouver un invariant de Kervaire qui satisfasse a la
condition K(VI) = K(Vz).

Soit EGSpinm_"9 BGSpin m le tibré Ym 0 sphéres induit sur BG-Spinm par
la projection BGSpinm -+ BSGm. On note MGSpinm = Ym 1'espace de Thom de ce
fibré, c'est-a-dire le cdne de 1'application 7. Comme d'habitude, les Ym s'organi-
sent en un spectre multiplicatif Y = MGSpin et on a une Y-orientation MSpin -+ Y
induite par les applications BSpinm - BGSpinm.

La condition X (Sq4n+‘)u pour le spectre Y (cf. 8.2) est vérifiée de la méme

maniére que pour MSpin puisque w1 =w,= 0 dans la cohomologie de BGSpinm

~

(cf. 8.3). Donc, il existe un homomorphisme ¢ : Y K )= Z/2Z tel que

8n+2( 4n+1

¢(x) = 2. Il lui correspond, par la méthode de Brown, un invariant de Kervaire

K= o, - Nous allons voir que K(V1) = K(Vz) . L'existence d'une Spin-équivalence
d'homotopie h : V1 - V2 implique 1'existence d'un diagramme commutatif (a2 homo-

topie pres) :

ou Ta correspond au morphisme 51 .E.., h*gz_)ez au-dessus de h et ou Tqi
correspond au morphisme q : S(g.l) * ¥, recouvrant 1' application F, : Vi - BGSpinm.
11 en résulte un diagramme commutatif D (page suivante) qui prouve que les formes
quadratiques correspondant a ¢ dans g+ (V1 ; Z/2Z) et g+ (V2 ; Z/2Z)

sont isomorphes, ce qui prouve K(V,) = K(VZ)‘

COROLLAIRE. Soit V] une Spin-variété close de dimension 8n+2 telle que

H‘(V] i Z/2Z) =0. Si V2 est une variété close du méme type d'homotopie, V

2
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posséde une unigue classe de Spin-structures et K(Vl) = K(Vz) pour tout invariant

de Kervaire K.

Démonstration : Comme v, est un invariant homotopique, WZ(VZ) =0. Enplus,
H](V2 ; Z/2Z) = 0. Donc V2 posséde une Spin-structure unique a équivalence pres.
De plus, toute équivalence d'homotopie h : V1 -+ V2 est une Spin-équivalence d'homo-

topie. Le corollaire découle maintenant de la proposition.
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§ 12 - CALCUL DE L'INVARIANT DE KERVAIRE DE CERTAINES

VARIETES ALGEBRIQUES

Le théoreme 9.6 permet de calculer les invariants de Kervaire pour des inter-
sections transverses d'hypersurfaces non-singuliéres de PN(C) . On obtient ainsi
une généralisation et une nouvelle démonstration d'un résultat de Morita [37] et de

Wood [52] (cf. également [13]) .

12. 1. Soit Z[[x.yJ]  1'anneau des séries formelles sur Z de deux variables
X et y. On considére dans Z [[x,y]] la série formelle f(x,y) = (x +y)/(1 +xy) =
=(x+y)(1 -xy + xzy2 - ...). On vérifie immédiatement que 1'on a :
@) tlx,y) = tly,x)

(i) f(tx,y),2z) = f(x,fy,z))

(iii) £(0,x) = f(x,0) = x
Autrement dit, f est un groupe formel sur Z (cf. [26]). Ona f(x,-x) =0, donc
-x est 1'élément inverse de x. On notera [x]n la puissance n-iéme de x dans

f c'est-a-dire 1'unique série [x ]n € Z [[x]) telle que

_y=-x, d=x, K], =tx],0x],).

Ici m,ne Z.

12. 2. Soient F1 yeen ,Fs c Pn+s(c) s hypersurfaces non-singuliéres en
position générale et soit V = F1 Nn...N F‘S. La variété V est de dimension
complexe n. Si g(x) € Z[[x]), on notera Sn(g(x)) la somme de tous les coefficients

des termes x' de g(x) ou i< n.

PROPOSITION. Soit n un nombre pair. Alors

S [x]di
o(V) = S (ﬂ -—) , ou d. estledegréde F..
n X - i i

i=1
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[x]

Démonstration : Remarquons d'abord que [x ] 4= dx + o(x), donc est bien

X
définie. Soit 7 le fibré canonique sur Pn+S(C) et soit u € Hz(Pn+s(C) ; Z) le

générateur canonique. On a : c1(17) =u.
d.

d.
Le fibré normal de Fi dans P n+s(c) est isomorphe au fibré 7 1IF’i, ou n !

désigne le produit tensoriel de di exemplaires de 7n. Donc le fibré normal { de V

d
: T S
dans P +S(C) est isomorphe au fibré i'(n @ ...®n °), i : V= Pm_s(C) étant

1'injection canonique. Donc, on a :

d
i*T(Pn+s(¢)) = T(V)® i*(nd1 ®..en ) .

Si L(g) désigne la classe totale de Hirzebruch du fibré ¢, ona :

= n+1
L Ut @), (h thidu)u
L) =1 s a  ~ da!’ n+s+1
0o Ln? (thu)
i=1

oul'onaposé d= d1 .- dg. La variété V représente dans Hn(Pn+s(C) ; Z) la

classe duale de du®. Donc, la formule (i*y,[V]'> = (y,i*[V]) =&, [P (€)]NduS)y =

n+s

= d-uS-y, [P (C)]> montre que

n+s

a(v) = <.§1 thdu) ()™, [P _(©D).
1=

Soit y © d:* un petit lacet fermé entourant 1'origine et parcouru dans le sens

positif. Alors : s
n th(di u)
1 . i=1
o(V) = 53 §

Y

(th u)n-t-s+1 du ,

u étant considérée comme variable complexe.

Remarquons maintenant que [-x]y = - [x] q» donc [x]d est une série paire.
- S [x]y
Notons a2j les coefficients de IT i
i=1 x

S [X] 2i
m X4 - 1 a,. X J
i=1 X 0 <
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Comme th(a +b) =f(tha,thb), th(du) = [thu]d, la substitution de x = thu dans
[x] d étant correcte puisque thO = 0. Il résulte que :
s [x]g.
1 du Jdj
o(V):.‘:a.-—.§——_—e—)=s_(l’l ) ,
20 2) (_‘21!1 n-2j+1 n\ X

y (thu)

puisque, en posant t=thu, ona :

1, si 2j<n

1 <§ —du __ 1 & —dat {
2mi ] (thu)n-z')ﬂ 2ni J tn'23+1(1-t2) 0, si 2j>n
12. 3. Nous avons besoin maintenant de mieux connaftre les coetﬁcignts des

séries [x] .

PROPOSITION. Soit n € Z. Alors modulo 16 :
n(1-x2+x4-...)— n 3
[x]ni 1+x

X {

si n est pair

2 2
n- (n2-1)(x2-x4+x6-. ..) = n- (nZ-x® , Si n estimpair.

1+Xx

Démonstration. Remarquons d'abord que [x] 2= /1 +x% = Omod2. Donc
[x]16 = [l x3 2L1L1, = 0mod16. Ii résulte que [x]16m+r = t([x]wm, [x]r) =
= [x]r mod 16. Enfin, comme [x]_r =- [x]r, il suffit de vérifier la proposition
pour n=0,1,2,3,4,5,6,7,8.
n=0,1. La proposition est évidente.
[sz 2

n=2. [x]2=2x/1+x2, d'oux—=1 5
+X

n=4. [x]4= l'[x:]2]2 = 2([x]2- [x]g-e- [x]g- ...) envertuducas n=2.
Comme [x]250mod2, [x]iZEOmOdB pour i23. Donc, [x]452[x]2mod16.

n=3. [x]art(-x,[x]4) =(-x+ [x]4)(1 +x[x]4) = -x+ [x]4-x2[x]4mod16.
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x] 2 2
D°"°"T2§‘” 42'“2‘3-5; =3-—3
1+ 14X 14X 1+x

n=8. [x]8=[[x]4]2 = 2[x]4 (1- [x}i+ ...)Ez[x]4mod16, puisque

(x], = 0 mod4.
n=>5. On procéde comme pour n=3, en utilisant [x]5=t(x,[x]4).

n=7. Onprocéde comme pour n=3, enutilisantlecas n=8 et

[XJ7 = f(‘xy [x]s) .
8[x]§

—r1+[x]§

n=6. Envertuducas n-=3, [x]6=[[X]2]353[X]2'

£ 3[x]2mod16, puisque [x]2 = Omod2.

Ix]

- D = n mods.

Remarque : Pour n impair, n2- 1=0mod8. Donc
femarque

12. 4. Revenons a la situation de 12.2 : on suppose que V = F‘1 Nn...N Fs

ou F‘i est une hypersurface de Pm+s(C) de degré q,.

LEMME. Supposons que m > 1. Alors H1(V ; Z/2Z) =0 et

i Hz(

Pm+s(C) ;s Z/2Z) ~ H2(V ; Z/2Z) est un homomorphisme injectif

. i g .
(i: V= Pm+s(c) est 1'injection canonique).

Démonstration. Nous allons appliquer le théoreme de Lefschetz sur les sections

hyperplanes. Soit M < Pm+s(C) une sous-variété lisse projective de Pm+s(c)

(qui peut coincider avec Pm+s(C)). Supposons que Fc Pm+s(¢) est une hypersur-
face de Pm+s(¢) définie par un polyndme homogene F(zo, . ’zm+s) de degré d.

On considére le morphisme de Veronese v, : Pm+s(C) - PN(C) (ct. [47], ch. 1,

d4°

§5), ou N est le nombre de monémes en Zgy e de degré d. Par définition,

m+s

V4 associe au point [zo P zm+s] de Pm+s(¢) le point de PN(C) dont les

coordonnées homogeénes sont précisément tous les monfmes en z On

0" Zmes”

voit que F N M est isomorphe a 1'intersection de v d(M) avec 1'hyperplan de PN(¢)
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correspondant au polyndme F‘(zo, ceeeZp +s) . Donc, pour démontrer le lemme, il
suffit de prouver que si M est une sou;s-variété algébrique non-singuliére de Pq(C) ,
de dimension complexe m > 2, telle que H‘(M ; Z/2Z) =0, etsi H est un hyper-
plan de P q(C), alors Hl(H N'M; Z/2Z) = 0 et 1'homomorphisme de restriction
HeM ; Z/2Z) » H3H N M ; Z/2Z) est injectif. Or, d'apres le théoréme de
Lefschetz (cf. [33], p. 41), ona ﬂr(M, HNM) =0 pour r<m, donc r<2. Il

résulte que H'(M, HNM) = 0 pour r< 2, d'ou le résultat. u]

PROPOSITION. Soit=omme ci-dessus, V = F1 Nn...N ilg- ol Fi est de degré di'

On supposeque m=4n+1 et n>0. Alors :
(i) Pour que V admette une Spin-structure, il faut et il suffit que

s‘d1+...+dsmod2 H

(ii) Si_cette condition est vérifiée, la Spin-structure de V est unique & équiva-

lence pres.

d d
Démonstration. Nous avons vu dans 12.2 que i*T(Pm+s(C)) =T(V)@ei*(n 16...0n 5).
Donc, w2(V) coincide avec la réduction modulo 2 de la classe i*((m+s+1—d1-d2-. e =

-ds)u) . Comme m+1 = O mod2, la proposition découle immédiatement du lemme. O

12.5. Soit, comme ci-dessus, V une intersection transverse de s hyper-
surfaces non-singuliéres F1, ven 'Fs de Pm+s(¢), m=4n+1, n> 0. On suppose
que V est une Spin-variété. Comme V admet une structure complexe, V satisfait
a la condition C de 9.3. Le théoréme 9.6 montre alors que K(V) = k(V) pour

tout invariant de Kervaire K.

PROPOSITION. Soit K un invariant de Kervaire et d = cl1 .. .ds le degré de V.

Al . o o d2 -1 .
ors : (i) si d estimpair, K(V)= 3 mod2 ;

(ii) Si d est pair, alors d = O mod4 et K(V) = 1(’;—*‘) mod 2.
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Démonstration. : Considérons d'abord le cas o d est impair. Comme d1 .. .ds =d,
chaque d; est impair. Posons M=F, Nn...Nn F (si s=1, onprend

M= Pm+1(c)) . Lavariété M est une variété close orientée de dimension

2(m + 1) = 8n + 4. Comme on a vu ci-dessus, F, est duale dans Pm+s(c) ala

classe d1u. Donc V est duale dans M a la restriction de la classe d1u sur M.

Or, wz(M) est la réduction modulo 2 de la restriction sur M de la classe
(m+s+1- d2 - d3 - - ds) u. Il résulte que M posséde une Spinc-structure

pour laquelle V est une sous-variété caractéristique (puisque m +s+1-d2-d3-. . .-ds =

= d1 mod2). Comme V a une seule classe de Spin-structures, celle-ci est induite
par la Spinc—structure de M (au sens de 2.5). On peut alors appliquera M et V
la proposition 6.2 : k(V) = % (0(M) - 0 (V- V)) mod 2.

Remarquons maintenant que 1'on peut calculer o(V - V) de la maniére suivante :

soit FO une hypersurface non-singuliére de Pm+s(c) de degré d0 =d, et en posi-

1
tion générale avec V. Alors O(F‘Oﬁ V) = O(FO Nn...N Fs) =0(V-V). En effet,
a(FO N...N FS) ne dépend que des degrés d1 yooo ,ds (en vertu de la proposition
12.2). On aurait donc pu prendre pour V-V lavariété VN V' ou V' est obtenue

de F‘1 N...N FS par une petite translation linéaire de F‘1. Ainsi
1
k(V) = g (o(Fzﬁ ﬂFS)- o(FoﬁF1 n... ﬂFS)) mod2.
D'apres la proposition 12.2 :

k(V) = %(Smﬂ (Ez ["jdi) " Sm-1 (Eo [xx]di)) mod

ou encore :

1 S S
k(V) = E(Sm+s (igz [x]d. - I [x]di)) mod 2

i i=0
D'apres la proposition 12.3, si d est impair :

[x],=dx - (d2 -1glx) ou gx)= x3 - x5 wx! - ... (congruence modulo 16).
d
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Donc :

0 Ix], =M x - (@-1Degx)
= d. x - (d$-1) g(x

i=2 * L S

wm
1
~

m

S
dz...dsxs“-[ .- '
i=2

car dzi-1‘='0mod8.

De méme
s S
- s=-1 2_ s=-2 2.2 _
o [x], =(d,...d.x -[.E (d] 1)]g(x)x )dyx® =
i=0 i i=2
2 s+1 s 2 s
= djd,...d x> - (E (d{-1)x" glx))
s h i
i=2
Ona :
s-1 S+1y _
sm+s(x ) = Sin+s(x ) =1,

Sm+s(g(x)x5-2) = s (gx) =1, car m=1mod4,

m+2
S mes8) x°) = Sp,(ex) = 0.
Donc :

: 2
s s d7-1
V) = 3(-ddd,...d_ - T (-1)) mod2 = I (——) mod2
8 1772 s . i X 8
i=2 i=1
— %21 *
11 reste 4 remarquer que 1'application d —— mod2 de (Z/16Z)" dans

8

Z/2Z est un homomorphisme. Ceci prouve (i).
s
Si d est pair, remarquons d'abord que la condition s = T di montre qu'au
i=1
moins deux des di sont pairs. Donc d est divisible par 4 et s= 2. Sans perte

de généralité, on peut supposer que d1 et d2 sont pairs. On construit alors, comme

ci-dessus, M= Fzﬂ N Fs et on vérifie que a(V-V) = o(Foﬂ e 0 Fs) ou

Fo est une hypersurface non-singuliere de degré d. en position générale avec

1
,F

F1,F2,... s
s s
Comme d1 estpair, s=Z d = LT di mod2. Donc, la variété M est une
i=1 i=2

Spin-variété (la Spin-structure est unique a équivalence prés en vertu de la proposi-

tion 12.4). Donc o(M) = O mod 16 (cf. théoréme 5.2). Donc :

k(V) = Mmodz = %Sm+s( [x](zj][x]dz...[x]ds)mOdZ.



INVARIANTS DE KERVAIRE GENERALISES

Deux cas se présentent :
ler cas : Il existe un dr pair parmi d3, “ee ’ds' Alors la proposition 12.3 implique
que k(V) =0. D'autre part, d = 0 mod8, donc %ﬂszdZ = 0, et la proposition

est démontrée dans ce cas.

, . 2 2 )
2ecas : Seuls d, et d, sontpairs. Alors S ( [x]d1[x]d2.. .[x]ds) = djd,...d

- _ 2 N
Sm.”s(xs 2go(x)a) = d1d2. -dg Sm+2(g0(x)3) mod 16, ou go(x) =X - x3 + x5 -

Comme dd. ... d_ est divisible par 8, il faut calculer S (go(x)3 ) mod 2.

172 m+2
Or :

. . : : L 5
go(x)3 - x3(1+x2)-3 - x3<2(-1)1 Sl+12!!1+2)x21)§ X3( b2y (x8r+x8r‘+2)) mod 2
r=0

Donc :
= (8r  Br+2 < (8 8r+2
- « (8r r+2\ _ - r+2\ _
Sm+2(g0(x) ) = Sm-l( S(x +x )) = S4n( = (x7 +x )) = (n+1) mod 2 .
r=0 r=0
Ainsi 2
d¢d, d, ...d
k(v) = 122 S (n+1) mod2
Si d, =d,=2mod4, k(V)=(n+1)mod2= 911}1) mod 2
Si d, = 0mod4, kv) = 0= 4t W oq,

Enfin, si d, = 2mod4, d, = 0mod4, k(v)=0=ﬂ-“4“—12 mod 2.

2
Donc, dans tous les cas, k(V) = QSI‘T*'_Q mod 2.
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§ 13 - INVARIANT DE ROKHLIN D'UNE SPIN-VARIETE CLOSE

DE DIMENSION 8n+3

Le théoréme 5.2 permet d'associer a chaque Spin-variété close M de dimension
8 n +3 telle que ww[M] =0 pour tout w= (11, .. ,is), un élément p(M) € Z/16Z.
On va voir, dans ce paragraphe, comment calculer g(M) a partir d'une Spinc-var‘iété
compacte que borde M.

13. 1. Soit M ‘une Spin-variété close de dimension 8n+3, n= 0. Le

Spin
8n+3

suffit que tous les nombres de Stiefel-Whitney de M soient nuls.
8n+4

théoréme 5.1 montre que, pour que M représente zéro dans Q , il faut et il

Supposons cette condition vérifiée. Soit W une Spin-variété compacte telle
que bW = M. Alors, o(W) mod 16 ne dépend que de M. En effet, si W' est une autre
Spin-variété compacte telle que bW' =M, W U-W' est une Spin-variété close de
dimension 8 n +4, donc, d'apres le théoréme 5.2, o(WU -W') = Omod 16, d'ou

o(W) = o(W') mod 16.

DEFINITION. p(M) = 0(W) mod 16 € Z/16Z. Le nombre p(M) est directement lié

a l'invariant k étudié dans les paragraphes précédents.

PROPOSITION. Soit V une Spin-variété close de dimension 8 n + 2. Alors

p(VxS 1) = 8k(V), ou 8 est considéré comme étant 1'unique homomorphisme de

groupes Z/2Z + Z/16Z gqui envoie 1 sur 8.
Démonstration. Soit W une Spin-variété close telle que bW = - V x s'. Par défi-
nition de k(V), k(V) = f.’ém mod 2. Comme, par ailleurs, ona p(V) = -o(W)mod 16,

la proposition résulte de ce que 8 = -8 mod 16. i
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13. 2. Il est parfois difficile de trouver une variété W telle que bW =M et
qui admet une Spin-structure compatible avec la Spin-structure de M.

Soit W une Spinc-variété compacte. Supposons que 1'on ait choisi une trivia-
lisation de det T W au-dessus du bord bW = M. Alors M admet une Spin-structure
correspondant a cette trivialisation (cf. 1.3) compatible avec la Spinc-structure.
Supposons que le fibré det7 W bW est trivialisé par la section non-nulle s. Le
lemme 1 de 2.1 permet de trouver une section lisse S de detT W transverse a la
section nulle, qui prolonge s. Alors V = S-1(W) est une sous-variété close de W
et 1'on a une identificatiof canonique J : { = j* detTW ou “T est le fibré normal
de V dans W et j : V= W l'injection (cf. 2.1). Nous dirons, comme dans 2.1,
que V est une sous-variété caractéristigue de W. On peut alors munir V d'une
Spin-structure, exactement comme on 1'a fait dans le § 2.

Soit V -V 1'autointersection de V dans W. C'est une variété orientée close

de dimension 8 n.

PROPOSITION. p(M) = g(W) - o(V - V) + 8 k(V).

Démonstration. Soit W0 une Spin-variété compacte telle que bW, = M. W0 peut

0
étre considérée comme Spinc—var'iété par affaiblissement de structure. Le fibré
detT WO est trivial. On peut donc prolonger la section s du fibré detT WO | !;)W0 en
une section non-nulle SO au-dessus de Wo. Alors -WO U W est une Spinc-variété
et, en recollant (et en lissant) les sections S, et S, on obtient une section S1 de
det T (- W0 U W) transverse a la section nulle. (V,J) est alors une sous-variété
caractéristique de (- W0 UW,ts), ¢ =detT (- W0 U W), et la Spin-structure sur V,
construite a partir de -WO U W, est équivalente a celle que 1'on a construit ci-
dessus.

En appliquant la proposition 6.2 a -WoUW, ona : -O(WO) +0(W) - 0(V-V)mod 16 =

=8k(V). Or, £¢(M) = o(WO) mod 16. La proposition en découle. O
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13. 3. Nous allons appliquer la proposition 13.2 au calcul de p pour certains

espaces lenticulaires. Soit n2 -0 et identifions la sphéere SSn+3 avec le sous-

ensemble T Izil2 =1 de ¢*2-

Si q est un nombre naturel, on définit une action de Z/qZ sur S8n+3 par

i i
2 1/q20, . ”’ez 1/q

Mzgy-esz =(e ), ou X est le générateur de

8n+3

4n+1)
Z/qZ. Soit L(g) 1'espace quotient de cette action. Onnote n : S

4n+1
+ L(qg

la projection canonique. L'application (zo, R
4n+2

4n+1) - [zO: ceu: z4n+1] de

-0 sur P 4n+1((12) détermine deux espaces fibrés en cercles

. «8n+3 o . = _
P : S - P4n+1(c)' et p,: L(q) = P4n+1(c), et on a un diagramme commu

C

tatif

8n+3 ﬂ L(q)

N\ L

4n+1
On sait que le fibré linéaire complexe associé a Pg est le conjugué du fibré
canonique 1 . Onlenote 77 . Comme 7 est de degré q sur chaque fibre, le
fibré lindaire complexe associé a p, s'identifie avec 79. ponc L(q) = sGY =
=bD@Y, ou S(HY et DHY sont respectivement les espaces des fibrés en

cercles et en disques associés 3 73. Il en résulte que 7(L(q)) = p'; T(P (€)) &

4n+1
® p’g @Y. or r(P ans1(C) est isomorphe‘a (2n+1)(n ® 7). Le fibré n étant orienté
de dimension 2 , admet une Spm -structure canonique telle que detn =7 (cf.1.2).

1l en est de méme de 7 . Donc T(P

det T(P4n+1(c)) =(n® 1-1)2n+1 . Sion trivialise n ®  de la maniére habituelle,

4n+1(C)) admet une Spin©-structure pour laquelle

P 4n+1(C) devient une Spin-variété dont 1'orientation est opposée a celle qui est

induite par la structure complexe de P () .

4n+1
Donc 7(L(q)) admet une Spin®~structure pour laquelle det 7(L(q)) =
* * = S %=
=pydett(P .(€)®p, mY s'identifie a P @Y.

Nous allons construire des Spin-structures sur L(q).
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Premiérement, pour tout q, p:(ﬁ q) peut étre trivialisé par la section w
(cf. 2.6). Notons S1 la Spin-structure de L(g) qui lui correspond.

q admet une Spin-Structure, puisque

Ensuite, pour q pair, le fibré 7
cl(ﬁ fh--q- c1(r/) = Omod2. Donc, le fibré tangent stable 7(D(7%) admet une

Spin-structure. On notera S0 la Spin-structure induite sur le bord bD(n 9 - L(q).

LEMME. (i) Pour q impair, L(g) admet une unique classe de Spin-structures

représentée par S1 ;

(ii) Pour q pair, L(q) admet deux classes distinctes de Spin-structures

représentées par S, et S,.

8n+3

Démonstration. Comme S est le revétement universel de L(q),

7.,(L@) = Z/qZ. H,(L(q) ; Z/2Z) = (Z/qZ) ® (Z/2Z). Donc :
o, si q est impair
H(L@) ; 2/22) = {
Z/2Z, si q est pair.
Donc L(q) a une classe de Spin-structures pour q impair et deux pour q pair.
Pour achever la démonstration, il suffit de prouver que, pour q pair, les

structures S1 et S, ne sont pas équivalentes.

0
Si la structure S, se prolongeait sur D[HY, le fibré p:(;)q) admettrait
une Spin-structure correspondante (au-dessus de D(f %) ). Il en résulterait que
S, induit sur latibre S'c S(@% = L(q) une Spin-structure qui se prolonge sur
le disque D2 (puisque p:(ﬁq) |02 coincide avec ‘r(Dz)). Or, on sait (cf. 3.2)

que S1 induit la structure de §1 qui ne se prolonge pas sur le disque D2

(puisque [§]] # 0 dans 01Spin)' Cette contradiction prouve le lemme. m]
PROPOSITION. (i) Pour tout q et la Spin-structure S1, ona :

p(L(q)) = (g - 1) mod 16.
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(ii) Pour q pair et la Spin-structure So, ona : p(L(g)=-1.

Démonstration.
‘(i) Nous allons appliquer la proposition 13.2 avec M =L(q), W=DHY.

Onavudansle§2que V=P (€) < D(n q) est une sous-variété caractéristique

4n+1
de DHY, si p':(ﬁq) est trivialisé par w. Donc, comme k(V) =0 (puisque

4n+1 (P

k(V) =K(V) et H (€©);z/2Z)=0), p(Ll@)=0W) -0(V-V).

4n+1

En utilisant 1'isomorphisme de Thom H4n(P (€); Z)~ H4n+2(D(ﬁ 9,579 ;2),

4n+1
on voit que 1'on peut ider;ti;ier la forme de produit cohomolog@gye sur
H4n+2(D(?1q),S(ﬁq) ; Z)ﬁa;vec laforme ZxZ -+ Z, (x,y)— -qxy. Donc :
o(D@Y) =o(W) =- 1.

La variété V-V c V est duale a la classe e(79) = - q-u et son fibré normal

est la restriction de '-7q_ Donc, on voit, comme dans la proposition 12.2, que

(x]
(T"‘l). En vertu de la proposition 12.3, si q est pair :

c:(V-V):S4rl
[x]_g g 2 4
S4n( " ) = S4n(- 2) = -qS4n(1-x +X =...) = -qmod16 .

1+x

De méme, pour q impair :

[x]. -
S4n( -7-9) = S4n(-q - (q2-1)(x2-x4+x6—x8+. ..)) = -qmodi6.

m

Donc p(L(q)) =-1-(-q) = (q-1) mod16.

(i) Soit q pair. Alors la structure S0 se prolonge par définition sur

DA Y. ponc p(s@Y) = p(L(q) = o(DHY) mod 16 = - 1mod16. =



§ 14 - VARIETES CLOSES DONT LA DEUXIEME CLASSE DE

STIEFEL-WHITNEY EST DUALE A UNE Z/2Z-SPHERE

D'HOMOLOGIE OU A UNE m - VARIETE.

Les théorémes 6.2 et 9.6 permettent d'obtenir des renseignements précis
sur la signature d'une variété close orientée dont une Z/2Z~-sphére d'homologie

ou une 7-variété plongées est duale a la deuxiéme classe de Stiefel-Whitney.

14. 1. Soit M une variété close orientée de dimension 8+ 4, V une sous-

variété close de M duale a wz(M).

PROPOSITION. Si n>0, etsi V estune Z/2Z-sphere d'homologie, c'est-a-
8n+2

dire si H¥(V ; Z/2Z) = H*(s ; Z/2Z), alors o(M) = 0 mod 16.

Démonstration. Comme H1(V ; Z/2Z) =0, V estorientable. Choisissons l;ne
orientation de V. Soit x € HZ(M ; Z) la classe duale a la classe de V. La
classe x réduite modulo 2 coihcide avec wz(M). 1l existe une Spinc-structure
sur M telle que e(detT M) =x (cf. 1.2) et V est une sous-variété caractéris-
tique de (M,£), & =detT M (cf. la proposition 6.3). La proposition 6.2 donne
o(M) = (V-V) + 8k(V)mod 16. Or, comme H*™1(v ; Z/2Z) = 0, le théoreme 9.6
implique k(V) = K(V) = 0, ou K est un invariant de Kervaire quelconque.

Par ailleurs, Hz(V ; Z) est un groupe de torsion. En effet, la suite exacte

0+ H3(V ; Z)® (Z/2Z) » HAV ; Z/2Z) + Tor(Z/2Z,H(V ; Z)) » 0

implique H2(V ; Z)® (Z/2Z) = 0, puisque HA(V ; Z/2Z) = H3(s®M 2

Z/2Z) =0
(n>o01).

D'autre part, o(V-V) =thx -L(V)[V], ot x € H2(V ; Z) est la classe
d' Eulex? du fibré normal de V dans M (formule de Hirzebruch). Comme x est

d'ordre fini, cela donne o(V-:V) = 0. Finalement, 0(M) = Omod16. O
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Remarque : Pour n=0, on ne peut pas démontrer o(V-V) = 0. Comme la
seule Z/2Z-sphére d'homologie de dimension 2 est 52, on obtient le théoréme

de Kervaire-Milnor [29] cité dans 1'introduction : o(M) = s? - 52 mod 16.

1M4.2. Rappelons qu'une variété close V est une w-variété si le complément
d'un point Xg € V est stablement parallélisable.

Soit M une variété close orientée de dimension 8 n+4, V une sous-
variété close orientée de M duale modulo 2 a w2(M) . Onnotera V : ... - V
(4n + 2 termes) 1'autcintersection itérée de V. Comme Va+-... . V est de

dimension 0, on peut la considérer comme étant un nombre entier.

PROPOSITION. Si V est une m-variété et n> 0, alors

- N . 4n+2
o(M) = a2 (V- ..-V)modi16, ou Ao ESt le coefficient de x dans

la série xthx.

3 5
Remarque : Comme tous les coefficients de argth x = x + XT + x? + ... appar-

tiennent au sous-anneau z(z) C @ composé des fractions a dénominateur impair,
il en est de méme de thx, donc de xthx. La congruence ci-dessus doit étre

comprise comme égalité dans Z(z)/lé z(z) =Z/16Z.

Démonstration. Comme dans 14.1, on construit sur M une Spinc-stmcture
pour laquelle V est une sous-variété caractéristique.

Nous allons voir d'abord que k(V) = 0. Comme V est une m-variété, on
peut choisir une trivialisation stable de 7(V - xo). Soit D un petit disque plongé
dans M, X € int D. La trivialisation stable de T(V - xo) induit une trivialisa-

8n+1

tion stable de bD = S , donc détermine un élément de 8 n+1(SO) dans le

noyau de 1'homomorphisme J : "an+1(S°) - ﬂ?nﬂ . Or, on sait que ce noyau est

nul (cf. [1]). On peut donc prolonger la trivialisation stable de 7(V - intD) en une

SO

8ne2 est nulle.

trivialisation to de TV . En particulier, la classe 8 de V dans Q
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La variété V est munie de deux Spin-structures : 1'une (notons-la 51)
provenant de la Spin-structure de M , 1'autre (so) provenant de la trivialisation

t Remarquons maintenant que 1'on peut trouver une trivialisation t1 de TV

0

qui induit s, . En effet, les Spin-structures S et s_ different par une appli-

1 1
cation g: V- RP" = K(Z/2Z,1) (cf. 1.1). Or, il existe une application f :
RP™ + S0 qui induit un isomorphisme sur les groupes H1( ; Z/2Z) . On peut
définir f , par exemple, en associant a toute droite ¢ dans Rn la rotation com-
posée de la réflexion dans.1'hyperplan orthogonal a ¢ puis de la réflexion dans
I'hyperplan 0 x RP™ 1 ¢ RP" . L'application fg: V + SO et la trivialisation
de TV et on voit tout de suite que la

t, donnent une trivialisation stable t

0 1
Spin-structure qui correspond a t1 est équivalente a Sy -

La nullité de k(V) découle maintenant de ce que :
a) Tous les nombres de Stiefel-Whitney de V sont nuls, et, en vertu du théoreme

9.6, k(V)=K(V) pour tout invariant de Kervaire K ;

b) L'invariant de Kervaire K est nul pour toute variété V de dimension 8n+2

(n > 0) dont la Spin-structure provient d'une trivialisation stable de TV .

Le point b) a été démontré dans (2] pour un invariant K particulier,
mais tous les invariants de Kervaire coincident pour de telles variétés en vertu
du théoreme 9.6.
Calculons maintenant o(V-V). Soit y € HZ(M ; Z) la classe d'Euler
e(detT M) etsoit i : V= M l'injection canonique. On a (formule de Hirzebruch) ;

o(v-v) = <thi¥y - L(V),[V]). Or, L(V)=1. Donc o(V-V) = <thi¥y, [V]) =

= (thy,i, [V]) = <thy, [M]Ny) = 1= A2y -
% V] vy, IMINY) = (ythy) M] =a, o y*"2[M] =

= a4n+2(V *eee * V).
La proposition résulte maintenant de la proposition 6.2. .
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Pour permettre une utilisation explicite de cette proposition, nous avons

calculé les coefficients a mod 16 (cf. Appendice III). En particulier, on

4n+2
obtient le corollaire suivant :

COROLLAIRE. Soit M une variété close orientée de dimension 8n+4 (n>0) .

Supposons qu'il existe une w-variété close V plongée dans M duale a
wz(M) modulo 2 .

Alors, si n comporte plus de 3 unités dans sa décomposition binaire,

o(M) = 0 mod 16.
Exemple : Soit 8 n +4 = 1812, n=226. La décomposition binaire de n est

71100010, donc, dans les hypothéses du corollaire, ¢(M) = 0 mod 16.
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§ 15. - UNE_OPERATION COHOMOLOGIQUE FONCTIONNELLE

Nous construisons ici, dans un cadre assez général, une opération cohomo-

logique fonctionnelle qui, pour les Spin- et Spinc-cobordismes, donne une opération

inverse a droite de 1'opération o de 2.5 .
Pour le langzge des spectres, le lecteur peut consulter [48] et surtout

[51], chap. I. Les spectres seront désignés par des lettres majuscules soulignées :
X, X, etc.

Soit X un spectre arbitraire (non nécessairement multiplicatif). Les

15.1.

applications ¢ _ : S1 - Xn - Xm_1 qui définissent X permettent de le considérer
comme un module a gauche sur le spectre des sphéres S . En effet, on peut définir
; I . P
ar récurrence des applications f : ST A X +X en posant :
P PP S 'p.q q” “peq PO

{Ihn = €
1
£ =f .sPle >1
P,a = 'p-1,q+1 q P>
. b1 p-1 1 p-1 . i
ou S Cq' S ~S . Xq-' S - Xq'*1 est la suspension (p-1)-iéme de eq

Les applications fp q définissent un accouplement (S,X) = X (cf. (51), chap. 1) qui

transforme X en S-module a gauche.

15.2.  Nous allons aussi considérer X comme un S-module a droite. Pour cela,
notons -1: s+ g9 une application de degré -1 . On prend pour

f X .s%-x
P.q " p p+q

1' application composée :
Pq f
X .s9_ 7,89, x_ W1 sa x _@P x|
p p p > “p+q
ou T estlapermutation des termes. On vérifie que les 't; q définissent un accou-
’

plement (X,S) < X qui transforme X en S-module a droite.



S. OCHANINE

11 résulte pour 7 *(}_() une structure de *(§)—modu1e a droite. Nous

allons toujours identifier 7 *(§) avec 1'anneau 0 _ des homotopies stables des

*

sphéres, ou encore avec 1'anneau ﬂ_f: du cobordisme parallélisé.

15.3. Soit A € o, un élément arbitraire. On notera @ 1'homomorphisme
ﬂk()_() - 1rk+i()_() donné par ¢, (x) =x.x .

Soient Y un autre spectreet a: X # Y un morphisme de spectres. Alors
on a évidemment le diagramme commutatif suivant :

‘px -

n® —2 w0

k+i
a, a,

®
(Y —)\-—-’ Tesi¥)

qui exprime le fait que @, est naturel en X .

15.4. La proposition suivante exprime le fait que ¢ N est stableen X .

"PROPOSITION. Pour tout X , le diagramme suivant est commutatif :

“x
m k()"() —— T k+1(>-()

s*l w ls*

A
41 (8% s My 4(SX)

(cf. la définition de S_ dans (51), chap. I).

ki

Démonstration. Soient x € 7 k()_() un élément et f: ST 4 X un représentant

de x . Par définition de S * ! (-1)mS »X est représenté par 1'application :

st.oghm__Sb s x - sx
m m
Par définition du produit, (-1)m+(k+1) "(s *x) .A est représenté par 1'application

composée :
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1 k+m i+n  Sb.A 1 n Sfm,n
.

1
. s, s »S 4 X S

S S . X = SX

m+n m+n

D'un autre cbté, (-1)kn x.\ est représenté par :

~

- f
Sk+m gith baA n m,n

. LIS SN LI

Donc, (_1)kn+m+n S *(x .A) est représenté par la méme application que
(-1)m+(k+‘)"(s*x).x . En comparant les signes, on voit que S*(x.)\) = S*(x).x ,

ce qui est équivalent a la commutativité du diagramme.

15.5. Par définition, si B est un CW-complexe pointé fini, on a ')Zk(B) = ﬂk()_( .~ B)
(cf. [51), chap. I). L'opérateur de suspension :
)”(k(B) + X

k+1(SB)

est donné par :
7. (X.B) ._.>s* v (s'.X.B) x 7, (X . SB)
K=" k+1'° 2= F 2 e ’
ou t: S1 ~ X . B=X. SB estlapermutation des termes. La proposition 15.4

montre alors que ¢ A peut étre considéré comme une opération homologique stable.

15.6. Soit X un spectre arbitraire.

PROPOSITION. Le diagramme suivant est commutatif :

A
" (OF) 7, (OX)

El w
®x

"k+1(2-() E— "k+i+1()—()

(cf. géfinition de w dans [51]), chap. ).

Démonstration. Remarquons d'abord que si A est un espace pointé, il existe une

application p: S{A » A donnée par p(s . 2) = &(s), ol s € s etou ¢: s'+a
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est un lacet de QA . Les applications p '’ SQXn - Xn définissent un morphisme de

spectres p: SGX -+ X et il est immédiat que 1'homomorphisme composé :

s* p*
7 @Y —*— 7, (s6X) —F—w, (X)

k+1
coincide avec w . La proposition découle maintenant de la proposition 1.4 et de ce

que ¢, estnaturelen X .

15.7. On a, par définition, ik(B) = ﬂ_k(E(B,)_()) (ct. [51]), cilap. I). L'opéra-

rateur de suspension céhomologique ')\('kﬂ(SB) - ik(B) est-donné par :

¥
T _(E(SB,X) ——7_,_(@QF(B,X) —1_(FB,X) ,

ol ¥ : F(SB,X) * QF(B,X) estl'identification canonique. Il en résulte, en vertu

de la proposition 15.6 et de ce que wk est naturel en X , que @y peut étre éga-

lement considéré comme une opération cohomologique stable.

15.8. Supposons maintenant que le spectre X est multiplicatif. Cela suppose,
en particulier, que 1'on a fixé un morphisme-unité t: S =+ X , de sorte que nous

avons, pour les accouplements correspondants, le diagramme commutatif suivant :

x,9) L) X
\ﬁ/

Donc, dans ce cas, ¢ A Ppeut étre décrit comme multiplication a droite par 1'élément
LA de ‘"i()_() . Il résulte de 1'associativité du produit que :
@yt X)) — 7. (X

est un homomorphisme de 7 *()_()-modules a gauche.

72



INVARIANTS DE KERVAIRE GENERALISES

15.9. Nous utilisons par la suite les notations suivantes :

D'abord, I et I_ désigneront les segments [0,1] et [-1,0] pointés
respectivement par +1 et -1, I= I+ Ul = [-1 ,1] est un espace libre (sans point-
base). Le cercle S1 sera canoniquement identifié avec I/bl et pointé par bI/bl.

Pour tout espace pointé A on posera

C+A=AAI+, CA=AAL_.
On vérifie que 1'identité
AxI=AxI+UAxI_
induit, par passage aux quotients, 1'identité :
ars'=cauca.

De plusona:
C+A NCA=A.

15.10. Soit A€ o; un élément arbitraire. Pour n suffisamment grand, on peut

représenter A par une application X : s

A
o=

- s". on pose d'abord

n N+ n n+i+1
V4 S'u A C+S =S U N D

(c'est aussi le cone réduit de A). Ensuite, on définit

A _ g, oA gatD qQ+1H
Zm_q—S AZn—S U qC_*.S .
SUA

A A s e A
A Zn = Zn+1 , ce qui fait de (Zm}mZn un

En particulier, on a une identification S1

spectre ZA .

A

Les applications canoniques jn ;8" Zﬁ et T C+ Sm'l - Zn donnent

des morphismes de spectres :

j:_S_-og)‘ et r:C+(§ASi) - Z)‘.

A

15.11. Le spectre Z" n'est pas multiplicatif. Néanmoins, il est commode de parler

de Zk-modules unitaires a droite (ou, simplement, de g)‘-modules), c'est-a-dire de

spectres Y munis d'un accouplement (X,g)‘) =+ Y pour lequel le diagramme suivant

est commutatif :
s —Wd 5 y,zY

/

Y
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Remarquons que j*x =0 dans ﬂi(x), car, pour n sufﬁéamment grand, 1'application
composée

i J
ght _:\_;sn‘ n A

est homotope a 0. Il en résulte que ¢, est identiquement nul dans 7 _(Y).
A =

15.12. Danslecasou Y est un spectre multiplicatif, pour construire une structure

A

de _Z_A-module dans Y, il suffit de se donner un morphisme de spectres c: 2"+ Y

pour lequel le diagramme
S$ —m,X
ZA
est commutatif. En effet, 1'accouplement composé
(X’Z)\) (1,0) (¥,Y) produit Y

définit alors une structure de Z)‘-module dans Y.

15.13. Soit X un spectre arbitraire. On notera Ii‘(_(ﬁ) le noyau de ¢, : ﬂ*(_)g) » 7 (X).

A

* est un foncteur covariant sur la catégorie des spec-

On vérifie immédiatement que I

tres. I1 découle de15.8 que si X est multiplicatif, Ii‘(_()_(_) est un idéal a gauche de 7,(X).

15.14. Soient X et Y deux specires (non-nécessairement multiplicatifs) et

f:X~Y unmorphisme de spectres. On supposera fixée dans Y une structure de

Z)‘-module unitaire a droite. Dans ces conditions, nous allons définir un homomorphisme

Ty X — 7,0/1, 7,0
homogene de degré i+1 (ou i est le degré de A).
Soit donc x un élément de I'l:()_() et soit b:s™¥a X, un représentant de

n+1 |

X. On choisit également un représentant pour A: ) :S s" . Considérons

1'application composée g :

-~
- f f
m+k n+ bA n _"m,n m+n
S AS -——»xm/\s ,an 7‘4"+n
. a n+k n+i s cee <
Nous allons étendre g sur les cones C_ (s A S ) de deux maniéres différentes.
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D'abord, prenons pour G 1'application

fm/\ 1 N

m-+K )——-->x AZA———éY nNZ] =Y,

m+k n+i.

AS

n+i) =S

C+(S A C+(S n

11 est clair que la restriction de G+ sur Sm'"k A 8™ coincide avec g.

Ensuite, comme x € IAk(K), si m et n sont suffisamment grands, il existe

. . m+kK N+ ¥ ; = '
une extension G!: C_(S7 A S )=+ Xp . de fm,n . (bA A). Posons G_=f  .,-G!.

La également, on voit que G_ prolonge g.

n+

En recollant G+ et G_ lelongde Sm"'k AS 7, on obtient une application

(cf. 15.9) :

. <Mm+k n+i 1
G:S AS /\S-°Ym_'_n

DEFINITION. Tf(x)E n @/t (X) estla classe de 1'élément (-1)kn[G]

.

Kk+i+1 k+i+1

de ”k+i+1

15.15. Pour justifier cette définition, remarquons d'abord que T f(x) ne dépend

pas du prolongement G'. En effet, le remplacement de G' par un autre prolongement

G" conduit a une application G1 : S"H'k AS™A S1 - Y n dont la classe

[G1 1€ "k+1+1(Y) differe de [G] par 1'addition d'un élément de la forme f Y s
YEM 41X
Ensuite, si 1'on remplace b par sa suspension
€m
Sm4—k+‘l=s1,\sm+k 1ADb S‘/\X X

m+1’

il est clair que 1'application correspondante
. eMm+k+1 N+ 1.
G:s ASTTAS 2 Y

est 1a suspension de G et définit donc le meme élément de ﬂk+i+1(]1_).
Enfin, remplacons A : s . gn par sa suspension
sa:s™ gl gt 1ad, g gn gt
L 'application C-;+ est alors donnée par
m+k n+i+1 m+k n+i+1 A A
c (S AS )=S A C+(S )= xm A Zn+1—’ YmA Zn+‘l - Ym+n+‘l

et peut s'écrire aussi
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A

n+i+1 )
n+1

m+k _am+k, 1 n+H 1A A
S AC+(S =S TAS /\C+S -'XmASAZn*XmAZ "Ym"zn+1"ym+n+1'

Elle difféere donc par le signe (--1)k de la suspensionde G_ ((-1 )"H'k provient de la

1 1Asm+k

permutation st sl s et (-1)™ de la permutation XpA s'- s',\xm).
De méme, G_ différe par le signe (-1)k de la suspension de G_. Donc, dans
Terind (Y) ona [G)= (-1)k[G]. Or, pour la définition de Tt(x), il faut prendre
(-)K[G), sillonpartde A et (-DX™N[G], siltonpartde Sa .

En conclusion, Tf(x) ne dépend ni du choix de G', ni du choix du représen-

tant b de x, ni de celui de A , ce qui justifie la définition de Tf(x).

15.16. Supposons donnés : deux spectres arbitraires §1 et 52 , deux ZA-mOdMes

_\11 et 12 , deux morphismes t1 : 51 - _Y_1 et tz : )_(_2 - 12 , un morphisme
h:X,~ X, etunmorphisme de _Z_)‘-modules H:Y,~ Y, telsquele diagramme
5
L — X
h H
Ly
X, — Y,
soit commutatif.
PROPOSITION. Le diagramme suivant
D) —,
Xyq) RYIRLs V2L IPRLS. &)

h 1 : lH
* +*
Ty

A 2
LXp) = M) DM Xp)

est commutatif.
Démonstration évidente.

15.17. Supposons que Y est un _Z_)‘-module adroite. On peut munir SY de la struc-
ture de _Z_A-module de la maniére suivante : prenons pour

A
SYn A Zm d SYn+m
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1'application :

Int
1 A n,m 1
S AYnAzm —_— 55 AYn = SY ,

N . A PP A
ou tn,m : Yn A Zm -+ Yn+m définit la structure de Z"-module dans Y.
Soient comme avant X un spectre, Y un é*—module et £:X-Y unmor-

phisme de spectres. Comme @\ commute avec la suspension (cf. 15.4), 1'opérateur S *

. A X
envoie I*(l) dans I*(SK).

PROPOSITION. Le diagramme suivant est commutatif :

T
A £
LX) —> MO/ M )
s*t S,
A Tst
Ik+1(S)9 —=l ﬂk+i+2(S\_1)/St*nk+i+2(S§).

Démonstration. C'est a peu preés trivial, si 1'on tient compte de ce que par définition
de la-structure de Zl-module dans SY, on a le diagramme commutatif suivant :

A
(SYm)/\Zn — SsY_

= \l J:

1 A
S A(YmA Zn) —> S MY

+N

15.18. La proposition 15.17 entraine, comme pour ¢, » que T, peut étre considéré

comme une opération homologique fonctionnelle stable.

Pour tout Z\—module Y on peut définir une structure de gx—module dans
QY en prenant pour
A
m(m AZ n " nYn +m

1'application qui @ £ A z associe le lacet

t — fm,n(‘(t)" z),

ou f :Ym/\Zﬁ 2y

mon définit 1a structure de g)‘-module dans Y . Par le méme
’

m+n

procédé que dans 156, on peut alors prouver que T. commute avec 1'opérateur de

f
lacets « et en déduire (cf. 15.7) que T, peut étre considéré également comme une

opération cohomologique fonctionnelle stable.
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15.19. Considérons maintenant lecas ou X et Y sont des spectres multiplicatifs
etou f: X » Y est compatible avec les produits. Nous avons déja vu que I;()_()’ est
un n*(l(_)-module a gauche (cf. 15.13).. Par 1'intermédiaire de f ., on transforme égale-
ment ﬂ*(Z) en un ﬂ*()i)-module a gauche. De plus, f*ﬂ_),f(Z(_) est évidemment un 7 _(X)-

sous-module de ﬂ*(!), de sorte que n*(\_f)/f*ﬂ*(ﬁ) est également un n*(ﬁ)-modﬂle.

PROPOSITION. L 'homomorphisme

Ty : I(X) — ﬂ*(x)/t*n*@)

est un homomorphisme de _(X)-modules a gauche gradués.

Démonstration évidente;

15.20. Pour terminer ce paragraphe, nous allons voir de quelle maniére T £ dépend

de la structure de g_)\-module dans Y. Pour cela, supposons, comme dans 15.19, que
f: X » Y estunmorphisme de spectres multiplicatifs et que la structure de Zx-module
dans Y est définie, comme dans 15.12, a 1'aide d'un morphisme c: g" <+ Y . Supposons

que sans changer f, X et Y, onremplace c par un autre morphisme c'..

PROPOSITION . Le diagramme suivant est commutatif ]

INX)
TS e’
k+l+1(Y)/f x k+1+1( ) i Fi+1(x)/ f*"k+i+1(2(-)
projection projection
Mt /DM 3 ) + R0 7 (1)

'
Démonstration. 11 découle de la définition de Tf que T?(x) - Tf (x) est représenté
(au signe pres) par le produit de f X par une classe de ﬂi+1(x) obtenue en recollant

les deux applications :

A

. r
n+1 n Zn

C
n
C+S —9Yn

et . . r c!
C-Sn+l ~ C+Sn+l n z/r\l n Yn

d'ou le résultat.

78



§ 16. - DEUX CAS PARTICULIERS DE T

£

Dans ce paragraphe, on étudie deux cas particuliers des constructions du §1:
le cas des cobordismes spinoriels et le cas de la K-théorie. Lé lecteur remarquera
1'analogie qui existe entre la construction de 'I‘f et la construction de 1'opération T
de Stong [48], ch. XI. Les propriétés de cette derniére constituent en fait la princi-

pale motivation pour 1'introduction de Tf .
16.1. Dans ce paragraphe, A désignera 1'élément de Q?f = 1r1(§) représents

3. Sz. 11 nous sera commode d'avoir la description sui-

par 1'application de Hopf S
vante du spectre g}‘ : On sait que 1'espace projectif P2(€) est formé a partir de

P1(¢) -s? en v ajoutant une cellule D* attachée a 1'aide de 1'application de Hopf

3 m-2

S 52. Donc, on peut poser Z; = Pz(c) et Z; =S A Pz(d:). Par ailleurs, si

n, désigne le fibré complexe lindaire sur PI(C) tel que < c1(n1), [P1(C)] >=1,

A

A - TE™ 20 n), ou 8™2

on a une identification T(n,) = PZ(C). On peut donc poser Z

est le fibré réel trivial de dimension m-2 sur P1(¢).

16.2. Notre premier exemple de T ¢ sera ceiui oi X =MSpin et Y =M Sginc R
spectres d'espaces de Thom, et ou f: X + Y estle morphisme d'oubli inGuit par
1'injection de groupes Spinn - Spinz (cf.1.3) . . Remarquons que les spectres X
et Y sont multiplicatifs. En particulier, dans X, 1'opération N coincide avec la

multiplication par ¢ A a droite (cf. 15.8). On voit tout de suite que LA = s '] (cf. 3.2)

16.3. Pour donner une structure de gx—module a droite dans M SEinC il suffit ,

en vertu de 15.12, de choisir un morphisme c : _Z_A - M SEinC qui prolonge le mor-

phisme-unité ¢ :S - MSEinc . Pour cela, remarquons que le fibré 9"'2 @ n, aune
structure canonique de Spinc-tibr'é vectoriel (cf. 1.2) . Donc, il existe une applica-

tion classifiante P1(¢) ~ B Spin'c1 qui induit une application
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c,t s™2, PZ(C) =T(6 n-2g 111) - M Spin: des espaces de Thom. On obtient ainsi

un morphisme c : Z}‘—-' MSginc , et, comme chaque c, ¢ T(G"‘2 ® 171) — MSp'ln::]

préserve les fibres, le morphisme c prolonge t .

s\ _ Spin < ¢ ; 2 ravs
16.4.  Posons lt (MSpin) =1, """ Les résultats du §15 nous conduisent a 1'exis-

tence d'une opération

. 1Spin pm Spin
Terh = e M,

qui dépend, en général, du choix que nous avons fait de c.
Le cas particulier qui nous intéresse plus spécialement est celui ot k =2 mod 8.

On sait (cf. 5.1)  que la multiplication par [§1] annule dEpln , donc on a dans ce

cas prm = nipm et T £ est donc une application
. ASpin Spin pin
Y R LS L VN “Sk+2
16.5. Nous allons voir que dans le cas ou k =2 mod 8, Tf ne dépend pas en fait du

choix de c. D'apres la pmposition 1520, pour le prouver, il suffit de prouver que le

Spin

sous-groupe f " Q Kk Spin

in"
- 8

de ns" est nul. Pour ce faire, remarquons que c'est

Spin

un sous-groupe de torsion, car tous les éléments de Sy sont d'ordre 2. Remarquons

. . C . C

. . Spin_ Spin . . Spin SO
ensuite que 1'image de f, nk 02 par 1'homomorphisme d'oubli c:k 2 “k +2
est nulle. En effet, nsp‘“ est engendré par [P (€)] qui est nul dans n

2
Spm SO
Notre affirmation résulte maintenant de ce que le noyau de 0 - ﬂ* est sans

torsion (cf. [48], ch. XI).

16.6. L "homomorphisme Tf admet aussi une description géométrique. Soient
V€ Il_::pm un élément arbitraire et V¥ une Spin-variété close représentant v.La

variété VK x §' représente 0 dans nSpm

k+2

donc il existe une Spin-variété compacte

de bord bW =V x S . Par ailleurs, en tant que Spin-variété, § 1. sz. On
k+2

w
peut donc former une Spinc-variété close M =V x D2 U -W. On voit tout de suite

que Mi+2 représente Tf(V).
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16.7. Le premier corollaire de cette description est que 1'image de Tf est
. ;. C
C Spin PP C Spin
contenue dans wl(+2 / f*0k+2 (cf. 1a définition de W #< Q * dans 3.3 et

4.2) . En effet, la varidté Mk"'2 est une variété a déterminant sphérique.
Ensuite, ona 2{{M**2]) = [V¥] (cf.2.7et3.2). . Comme 1'homo-
morphisme 3 est nul sur t*nsfzm , il définit un homomorphisme
<. uwC Spin Spin
3 W o/t B, — Ay

dont 1'image est contenue dans IE pin (ceci résulte de la présentation canonique des

variétés a déterminant sphérique ( 2.7) . En conclusion, 1'homomorphisme 3 est

1'inverse a gauche de T_. Fn particulier, Tt est injectif. 1 est également surjec-

f
tif, car la forme V x D2 U -W est la forme générale des variétés a déterminant sphé-

rique (cf. 2.7) . Nous avons démontré :
. Spin c Spin . . vi .
PROPOSITION. T £ Ik -> Wk+2 /f " nk w est un isomorphisme. L 'isomorphisme

C nSpin .

inverse 3 est induit par 1'homomorphisme 3 : W = O

16.8. On notera respectivement BO et BU les spectres qui définissent les K-

théories réelle et complexe. On a par définition, BU2m =BU, BU =QBU et

2m+1
les applications € ¢ S1 A BUi_’BUi+1 sont construites a 1'aide des équivalences
d'homotopie de Bott. Le spectre BO est construit d'une maniére analogue.
Nous allons utiliser le fait qu'il existe des classes de Thom (orientations)
us: MSpin — BO
et
c ‘i€
u” : MSpin-— BU,
construites a 1'aide des algébres de Clifford dans [5] (cf. [48]1, Ch. XI).

On notera ¢ : BO—> BU le morphisme de complexification. Les classes u’

et u¢ sont telles que le diagramme
s

MSpin ———5 BO
oublil c Lap
MsSpin® —2—- BU

est commutatif.
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S et uf permet de définir les nombres carac-

16.9. L 'existence des orientations u
c

téristiques des Spin- et Spin - variétés respectivement dans la KO- et K-théories, de

la maniére suivante :

Soit A un des deux anneaux Z ou Z(,,). On notera, pour tout espace topo-
logique E, K\(F)=K'E)®A et KOX(E) =KO™[E) @ A. Sofent a€ KO, (BSpin) une
classe caractéristique et M" une Spin-variété close. On représente la classe de
cobordisme de M" par une application g : Sn+p — MSpinp . Alors par définition, le
nombre caractéristique normal a[Mn] W€ KO/"\n (pt) est 1'image de a par 1'homomor-
phisme composé :

5 o~ p * o~ P (P -n
KO A(B Spin p) — KO N M Splnp) £, ko " (s°F) =~ KO (pt),
ol &° est 1'isomorphisme de Thom correspondant a us.
Remarquons que en utilisant 1'homomorphisme
KO A(BSO) —_ KOA(B Spin),
on peut définir a[M"] pour a€KO ), (BSO).

1

De la méme maniére, si M" est une Spin“-variété close et si a]e K J\.(B Spinc)
(ou a,€ K, (BSO)), il est possible de définir a, [M“]v € KJ:" (pt).
Les nombres caractéristiques ainsi obtenus sont des invariants du cobordisme

correspondant et définissent des homomorphismes

~ . ~Spin -n

a: Q. KO_/\. (pt)
et c

~ . ~Spin -n

a1.ﬂn —-—-9KA (pt) .

Comme il résulte du diagramme 16.8, on a, pour a€ KO A(BSO), le diagramme commuta-
tif suivant :

Spin '5 ~n
nn —_— KOA (pt)

oubli ‘T L«p_.,r
inC v (a)
nip"‘ 2L K (pt),.
ou » st induit par le morphisme de complexification y : BO - BU.

A cté des nombres caractéristiques normaux, on peut considérer les nombres
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tangents, plus commodes pour les calculs.

Pour cela, considérons l'involuiion I: BSO + BSO obtenue en classifiant
les fibrés -)'p sur BSO(p) et en passant a la limite. Pour toute Spin-variété close
M" et tout a€ KO, (BSO), on pose a[M"] = (1"a) [M"], . De méme, pour toute
Spin©-variété close M" et tout a, € KA(BSO) on pose a1[Mn] = (I*a1)[Mn]V .

Bien entendu, les nombres tangents sont également des invariants du cobor-

. disme correspondant.

Par la suite, tous les énoncés concerneront les nombres tangents, les nom-

bres normaux apparaissarit comme outils dans certaines démonstrations.

16.10. La proposition suivante montre que dans certaines dimensions a[Mn] et
a, [Mn] peuvent &tre exprimés comme nombres cohomologiques rationnels de M".
On notera ch: K-An (pt) -+ H%(Sn ; @) 1'homomorphisme composé

K(ot) — K, (s <, m¥5s™; @).

PROPOSITION (cf. [481, ch. XI). a) Soit M" une_ Spin-variété close et a€ KO A(BSO).

Alors on a :
ch(p,(a[M"])) [S"] = (chly (a). AM™) [M"],
ol A(Mn) désigne 1a A-classe rationnelle de m" correspondant a la série formelle

(V¥/2)/sh(Vi/2) (cf. ci-dessous 18.3).

b) Soit M" une Spin®-variété close et a,€K ,(BSO). Alors on a :
ch(a, ™M™) [s") =(ch a, . TaM™) M,

-x/2

ot TdM™) =e™/¢ AMY), x = c,(det 7 M").

Remargues. 1) 1 est facile de voir que b) = a) sil'onpose a, =¢_(a) et sil'on

1
utilise le fait que pour une Spin-variété considérée comme Spinc—var'iété ona x=0
et la commutativité du diagramme 16.9 .

2) On sait que 1'application K™ "'(pt) + @ donnée par y > (ch y)[S"] est

nulle pour n impair et est une bijection de K'"(pt) =Z sur Zc @ pour n pair.
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De méme, 1'application KO "(pt) + @ donnée par y ~> ch(ap*(v))[Sn] est nulle pour

n #0 mod 4, est une bijection de KO ™pt) =Z sur Zc@® pour n=0mod 8 et est

une bijection de KO'n(pt) =2Z sur 2Z c @ pour n =4 mod 8. Ceci et la proposition
ci-dessus expriment entitrement les nombres a[M"] et a1[Mn] respectivement

pour n=0mod 4 et n=0 mod 2 en termes des nombres de Pontriaguine rationnels.
16.11. Nous allons maintenant appliquer les résultats du § 15 & la situation

y : BO » BU. Pour cela, il faut définir pour le spectre BU une structure de ZJ)‘ -module
(avec, comme toujours,..a € 9, représenté par 53 - Sz). En vertu de 15.12, il suffit

de fixer un morphisme c : ZA ~+ BU qui prolonge le morphisme-unité. Prenons donc
pour ¢ le morphisme composé g)‘ = MSginc -i BU, ol c a été défini dans 16.3.

On posera I:f o l;\((g) . D'apres le § 15, il existe un homomorphisme
T KO

v ik T Maa(BUkym 5(BO)

que 1'on peut écrire aussi

T, : 10— k™ 2(pt)/p, kO™ 2(pp).

16.12. Le cas particulier qui nous intéresse est encore celui ot k =2 mod 8. On a

alors KO ¥ 1(pt) =0, donc Ill((o = KO™(pt) = 7, (BO) = Z/2Z. On a ensuite
-k-2 ~k-2
K (pt) = 1rk+2(_B_) =Z, et KO (pt) = ﬂk+2(§9) =Z. De plus,
¥t My 2(BY) — 7 ,(BY)
est 1a multiplication par 2. 1 en résulte que T‘l' est un homomorphisme

PROPOSITION. Pour k =2 mod 8, TV- est indépendant du choix du morphisme

¢:z'+Bu.

Démonstration. 11 suffit de voir que le sous-groupe ¢ Iléo . 15(BU) =0. Or, c'est

évident, puisque 1'homomorphisme ¢, : nk(gg_) - nk(I_ay_) est nul pour k =2 mod 8.
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16.13. Nous allons maintenant utiliser la proposition 15.16.

PROPOSITION. Pour k =2 mod 8, 1'homomorphisme TV/' est bijectif.

Démonstration. Posons dans 15.16: )_(1 =M Spin, _)52 =Bo, X1 =MSpin_, XZ =BU,

h= us, H= uc, fl =1, f2 =y . Comme u€ estun morphisme de spectres multiplicatifs
et que par définition de C on a le diagramme commutatif
_Z_’\
c c

c u€
MSpin-—> BU,
H est un morphisme de )‘-modules. Compte tenu du diagramme commutatif 16.8, il

résulte de 15.16que 1'on a le diagramme commutatif suivant :

. T :
pin f S c Spin
Df wk+2/ f*. nk+2
S ) (o
U J T l“*
Y
1 (BQ) ———> M ,(BU/¥, % ,(BO).

Pour démontrer la proposition,il faut prouver que ’I‘") #0. Comme ’1‘t est bijectif
(cf. 16.7), il suffit de prouver que ui_ # 0 ou encore, en vertu de la proposition 16.10

qu'il existe une Spinc-variété Mk+2 a déterminant sphérique telle que

k+2

TdM“?) MK*27 = 1 mod 2.

Posons d'abord k=2. Soit M4 =S Y D2 §) —W4, ou W4 est une Spin-variété

compacte telle que pw? = (5-1)3. Autrement dit, m? représente Tt([§1 ]2) (cf.16.6) .

On sait que la signature o(M4) = 8 mod 16, car l'invariant k(§1 x 51) =1 (ct.7.1).

Donc, pl(M4)[M4] = 8 mod 16. Par ailleurs, on a

4
2 4 p,(MY)
4 _x“-pyM7) __ 1
TdM") = == =-—57 »

car X% = 0 pour toute Spin®-variété a déterminant sphérique, puisque det T M4 est

la préimage du tibré m, sur P (C) (cf. 3.1) . Donc TdMY)[M*] = 1 mod 2.
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Supposons maintenant que k =82+2 (£ > 0). Il existe des Spin-variétés MS‘

81:)[M8!

telles que .A(M 1= 1mod 2. En effet, il existe une SU-variété M8 telle que

AM®)TME) = 1 (ct. T21]). On peut donc poser MBY= &L,

Prenons alors pour MK*2 un représentant de Tf([Ms"] x [§1 12). Comme- T,
est un homomorphisme de Gipm-modules (cf.15.8), on a TMk+2] = [Mu ] x [M4] .
Alors »

TdM**2) M**2 7 = TaMB Ak MH) TMBEx M*T = (TaMB*) @ TaM?)) [MBLx M%)

= AMEH MB2 ). T [M*] = 1 mod 2.

16. 14.. Nous arrivons' maintenant au résultat principal de ce paragraphe. Soit comme

toyjours A=2Z ou A=Z(2).

THEOREME. Soient V¥ (k = 2 mod 8) une_Spin-variété close, M<*? un représentant

de Tt( [Vk]) et a€KO A(BSO) une classe caractéristique. Alors
¥, @[M*2] mod 2 €K "2(pt) ©(2/22) 3 Z/2Z
coincide avec

alv¥] € ko) = Z/22.

Démonstration. Il suffit bien siir de prouver le théoréme pour A = Z. Soit donc
a € KO(BSO). Nous allons d'abord construire des morphismes
a:MSpin — BO

et

V,@ :MSpin© — BU

correspondant aux classes @5(a) et OC(da*(a)). Pour cela, représentons la classe
®5(a) €KOSP M Sping p) par une application MSpinsp—* BO = BOSp' C'est 1'application

;8p . Ensuite, 1'application composée :

1 . Bp-1 _ ag
S' A MSpmsp_1 —L) MSpmBp —E-) BO = BO8p
correspond a une application a8p—1 : MSpinap_1—° €BO = BOSp—l . En répétant ce
procédé on obtient pour tout q une application
a_: MSpi
aq Spmq —_ Boq
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et 1'on vérifie immédiatement que les a q définissent un morphisme de spectres
3:MSpin ~ BO .
Le morphisme m Emc =+ BU est défini de la méme maniére,
Remarquons que 1'homomorphisme induit 5* : ﬂk(m) - ﬂk(@) coincide
avec 1'homomorphisme a introduit dans 16.Y. De méme, @:(3) ) coincide avec %).

Enfin, le diagramme commutatif de 16.9 est induit par le diagramme commutatif

gin——a——> BO

‘l I*

MSm —-—-) BU .

LEMME. ¥ _Ta) : MSQinC — BU est un morphisme de _Z_x-modules a droite.

Démonstration. Pour a =1 nous l'avons déja vu dans 16.13, car on a alors ¥ *(ai =S,
Nous allons donc supposer par la suite que a Gl'(VO(BSO). 11 suffit de vérifier la commu-
tativité du diagramme :

A

t
MSping_ A Z — 20,29 Mgpin

2q 2p+2q
m2p A 1L F’:G)Zpﬂq
BU Z;‘q —%2p,29 BU,p,2q = BUs
ol t:(MspinC , z*)— Mspin® et
g:(BU, z') — BU

sont les accouplements définissant les structures de Z)‘-modules dans MSEinc et BU.

Premierement, 1'application i::lafzmz q° f

2p,2q représente 1'élément

¢ (wy(a)lv5, x (6792 @ n ) €K*P*2Im Spin] /\ZA ),

2p

ol 7§p est le fibré canonique sur BSpmzp et ou 72p X (92q @ 111) est un fibré

sur BSpingp x P(€). Dans 1'algébre de Hopt KO(BSO) on a
b(a)=a®1+1®a+Tb ®c,,

ou b,y ¢ 61?6(850) Il en résulte que

D@05 x 0292 en ) = ¥ (a5 ) 81+ 18 26?1 %en ) + T b,(r5 ) Bc (879200 )

= ib*(a)(yzp) ®1,
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car le fibré 9292 n, est stablement trivial en tant que tibré réel orienté
(1*homomorphisme ¥,(BU) + ,(BSO) étant nul et compte tenu de ce que P,(€) = 5%).
. R [ C(g29-2¢g
Donc $*ta)2p+2q . izp,2q représecgte le produit &c(#)*(a)(vzp))eu (82 'n1).
Par ailleurs, 1'application z;q —-2—q—)BU2 Q" BU représente la classe de
Thom uc(OZq-Z ® n1), par définition méme de ¢ . Donc, p,2q * (w*la) A 1) repré-
?
sente le produit
F(ylalr5) @ u(6%92 o)),
par définition de 1'accouplement g et compte tenu de ce que le produit
BUZp A BU2q —> BU2p+2q
correspond au produit tensoriel de fibrés virtuels de dimension O,
En conclusion, on a (4 homotopie pres) :
(@024 ° 2p,2q = 82p,2q ° AMOLID

ce qui prouve le lemme,

Le diagramme 'qui précéde le lemme, le lemme lui-mé&me et la proposition 15.16

entrafhent la commutativité du diagramme (k =2 mod 8 ) :

. T : .
pin f C - Spin
Pt Lowo /1.0

*  k+2
| l(i;ta»*

.
7 (B0) —L— =% . (BU)/¥,7, ,(BO).

comme 'I;‘J est bijectif (proposition 16.13), les remarques précédant le lemme montrent

aue ¥,(a)[M*2] mod2 colncide avec a[V¥] . Laclasse a€KO(BSO) étant ici

arbitraire, on peut la remplacer par *a (cf.16.10). Le théoréme découle alors de

la détinition des nombres caractéristiques tangents,

16.15. L'intérét du théoréeme 16.14 réside dans le corollaire suivant :

PROPOSITION. Soit a€KO A(BSO) et supposons fixé n 2 0. Les propositions suivantes
sont équivalentes :

a) Pour toute Spin-variété close von+2

on a dans Ko;f’"‘z(pt) =Z2Z:
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alVv] =k(V) (ol k(V)€Z/2Z est 1'invariant défini dans 5.3) .
8n+4

b) Pour toute Spinc-var‘iété close M a déterminant sphérique on a dans

K 4pt) = A+ 9, (@[M™] = o(M)/8 mod 2.
Remarque. On a toujours ¢ (M) =0 mod 8 (cf. 5.2) ce qui justifie 1'énoncé de b).

Démonstration. Ceci découle immédiatement du théoréme 16.14 et de la définition de k

en termes de signature.
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§ 17. - QUELQUES PROPRIETES DES CLASSES CARACTERISTIQUES

QUI MESURENT L'INVARIANT k

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer quelques propriétés des classes

ac€ KOA (BS0) équivalentes aux propriétés a) et b) de 16.15, mais plus faciles a
vérifier.
17.1. Commencons par un résultat technique :

PROPOSITION. Soit M*™ une SpinS-variété close & déterminant sphérique et soit
yam

une sous-variété caractéristique de P1(C) xM (cf. 2.1), c'est-a-dire duale

au fibré det T(P1(C) X M) = nf & det TM . Alors pour tout multi-indice w ,ona :
P LVl =2p, [M].

Démonstration. Posons u = c1(n1) ®1etx=10® c1(det T™) . Ona w?=x?- o,

car det TM est sphérique. Si p désigne la classe totale de Pontriaguine et si

j: v~ P,l(C) x M est 1'injection canonique, on a :

pV) = 3 (pM)/pln e det TM)) =

[}

P (pM)/(1 +2u+x)?) =
i eM)(1 - 4ux))

Donc p(V) = 5% (p,(M) - duxp,_ (M) .

"

Si 1'on pose p'i = pi(M) - 4uxpi_1(M) , ona :

(V] = G¥pL, VD = @' klV]) =
= (p:,,,[P1(C)xM] N(u+x)) =
= ((2u +x)pe) (P (€ xM] .

Or,ona : (2u+x)p:‘ =(2u+x) py (M) (carx2=u2—0)
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pulV] = (2upM), [P (€) xM])
+ {xpyM), [P (€) xM]) =

= 2pg(M] . c.q.f.d.

17.2. Nous allons tirer de 17.1 quelques conséquences.

Spin _ ‘.Spm 1’

D'abord, désignons par K ensemble des classes x telles que

a[ x] =0 pour tout a € KO(BS0) . 1l est clair que Kipin est un sous-groupe de

nipm (en fait, un idéal): Considérons 1'homomorphisme :

W - ‘.Spm /KSpm

défini par u = a([P ©J.y) + KSpm

C
8n+4

Spm

Si y€f Qg c W (autrement dit, si y est représenté par une Spin-

variété), ona :

y y'+ KSpm

ol , pour tout multi-indice w, ona: pg [y']= 2py [y] (cf.17.1), donc également
aly'] = 2a[y_ pour tout a € KO(BS0O) puisque dans les dimensions divisibles par 4 ,
aly] est une combinaison linéaire rationnelle des p.:[y] (cf. remarques 16.10). En

conclusion, y — 3(P 1((:) .y) induit un homomorphisme :

c Spin S S
B+ W4/ 8 G g0y (Qgny /K © (Z/22) .
De la méme maniére, posons K_)S(_U cQ EU la préimage de KSpm par 1'homo-
morphisme d'oubli hfu - rSpm . 1l est clair que 1'on a une injection :
SuU ,,.SU i .Spin , . Spin
[} - /l\* ————t G* /K*
Ensuite, Tor ﬂipﬂ Sspi: , car, nous venons de le voir, si a € KO(BSO0) ,

aly _ est une combinaison linéaire de nombres de Pontriaguine, qui sont nuls pour

SU __, Spm
8n+4 8n 4

1'est également et, finalement, on obtient :

y € Tor nSpm On sait ([50])) que 1'homomorphisme Q /Tor est

Spin / I\Spm

L SuU
surjectif. Donc ns ned " “8n 4 8n+4
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PROPOSITION. L'homomorphisme d'oubli induit un isomorphisme :

. SsU ,.SU Spin , ., Spin
: Ognea’ Konaa * Ogna’ Keneg

11 existe aussi un homomorphisme ﬁU analogue a Bc et 1'on a un diagramme
commutatif :

U
0, B (@S /Ken )@ (2/22)

8
oubli l < l i®1

C in : Sm
Wona/le ooy __BS  @GL/xRe ®/22)

17.3. Nous allons voir que 1'homomorphisme ﬂU est surjectif. Rappelons que WS_
posséde une structure d'anneau commutatif relativement 4 un produit * (différent de
celui de ng) (ct.il. 1)1' . Cet anneau est isomorphe a 1'anneau de polynémes
z[xz,y6,y8,y10, ...], ob Xy = [P1(C)] . 11 est possible de choisir une base
Xp1¥gi¥gr -+ PoUr wf ® (Z/2Z) pour laquelle d Yan = Yan-2 (nz2) ou d désigne
1'homomorphisme composé (cf. I.1) :

U __oubli U -} SuU oubli U
Wan = G4 an-3 Win-2 -
. , . WU SsU
On sait (cf. {21], [48] , ch. X) que 1'homomorphisme 3 : W + Ggo 4 est

8m+6

L . U .

surjectif. Si A € W8 5 est un monéme en X5 Yg1¥g1¥qgr---r ONA
soit ) A=Bxy, . (hz2), Bewy ;

U

soit b) A--xz*C, CGWa y -

Dans le premier cas, 3A =3B . Yan-2 € Kz:i“ (ct. 1.1, formule pour
d(x * y) et utiliser 1'injectivité de Gss:“ - wgn +4) .
Dans le second cas, a(x2 *C)= 3¢ (x L) = a(x .C) (cf.4.3).

Comme les monSémes en Xp)¥g1Ygs - -+ engendrent additivement w8n+6 ®(z/22),

t wet. Ilri" renvoie au numéro 1 de 1' Appendice II.
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y — (P (©].y) + x5V
induit une surjection :
W —— (a

8n+4
et 1'on obtient :

SuU

anea’ Kond) © (2/22)

PROPOSITION. L'homomorphisme BU , et donc aussi Bc , sont surjectifs.

, ona o(x) = 0mod 8. De méme, si xéﬂsmn

. C
17.4. Rappelons que si X.E “’8 8nd ’

n+4
ona 0(x) =0mod 16 . ( II.6) .

On fixe un indice n € N .

THEOREME. Soit a € Ko, (BSO0) une classe caractéristique. Les propositions

suivantes sont équivalentes :

8n+2 -

a) Pour toute Spin-variété close V , on adans KO Asn'z(pt) =Z/2Z :

alv]=k(Vv) ;

b) Pour toute Spinc-variété close M8n+4 a déterminant sphérigue, on a_dans

-8n-4
K =
A (pt) = A

¥, @™ = o(M)/8moaz ;

c) Pour toute U-variété close M8n+4

-8n-4
KA

a déterminant sphérique, on a dans

(pt) = A

Bndy o

v, (a)[M o(M)/8mod 2 ;

8n+4

d) Pour toute SU-variété close N , on adans KO-jtn-“(pt) = A

N8n+4] =

al o(N) /16 mod 2 ;

8n+4 8n-4

e) Pour toute Spin-variété close N , on adans Ko;\

a[

(pt) = A :

NS4 = G(N)/16 mod 2 .
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Démonstration. Nous avons vu a) < b) dans 16.15.
b) =) c) est évident ;

c) = d) découle de la proposition 17.1 de la surjectivité de pU et de ce que

. wo-8n-4 -8n-4
¥yt KON A

d) = e) découle de ce que i® 1 est un isomorphisme (cf. proposition 17.2) ;

(pt) » K (pt) est la multiplication par 2 ;

e) = b) découle de la proposition 17.1 et de ce que ¥ : KO-Asn-“(pt) -+ K_:nﬂa(pt)

est la multiplication par 2 .

17.5. Supposons fixé n € N .,

PROPOSITION. Soit a € K()A(BSO) une classe caractéristique satisfaisant a 1'une

des conditions a) - e) de 17.4 (et donc aussi aux quatre autres). Alors :

8n+1

f) Pour toute Spin-variété close V , on adans KOXG"'1(pt)=Z/21 :

alv] = kvxS) ;

g) Pour toute Spin-variété close psn , on adans KO}fn(pt) =A

a[Pl=o(P)mod2 .

Démonstration. Pour prouver f) , il suffit de voir que a[Vsm'1] = a[Vsm'1 x §1] .
L ‘'affirmation est évidente pour a=1, car 1[V8m'1 x§1] = 1[V8m'1 ]. 1[§1] =
1[V8n+1] , puisque 1['§1] = 1 (seul nombre caractéristique non nul !). Supposons
donc que a € Ko A(BSO) et que
Hda = a®1+1@® a+8bi@9ci

ol b, ,c € KO A(BSO) , & étant la diagonale de 1'algébre de Hopf KO, (BSO) . Alors
ona :

alvx5') = a[v].1(8') +1[v].al8' )+ Tb, (V3. ¢[51] = alv],

car 1[§1] =1 et a[S)) =ci[§1] =0 le tibré tangent TS| étant trivial.

De la méme maniére, on démontre que a[Psn xS x §1] = a[Psn] . g découle

alors de ce que k(P8n xS1x8) = a(Psn) mod 2 (cf. 7.2) .

1 Les points a), e), f) et g) signifient que a "mesure" x (cf. 7.2) dans les dimensions
entre 8n et 8n+7 .
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§18. - SYSTEMES GENERATEURS ET SUITES MULTIPLICATIVES

DE HIRZEBRUCH

Nous abordons maintenant 1'étude des classes caractéristiques a € KO A(BSO)

qui satisfont aux conditions a) - g) de 17.4 et 17.5 .

18.1. Les classes de Pontriaguine 1, € KO A(Bso) peuvent &tre définies (cf. [2]) de
la maniere suivante :

Soit x 1'application composée :

KO, (BS0(2n+1)) LY A(Hsb(znﬂ)) .k, BT
ol j est induite par 1'injection T" c» SO(2n+1) du tore maximal. On a
KA(BTn) = A[[t;,...,tn]], o t; =7 -1. L'homomorphisme X est injectif et son
image est composée des éléments de K A (B'En) qui sont invariants sous 1'action du groupe
de Weyl W(SO(2n+1)) qui agit sur A [[t1, ceest n]] par permutation des t; etpar
conjugaison t; —— fi =7-1. Donc Ko, (Bso(2n+1)) = A [['1’ .. .,wn]] , ou
" € KO A (BS0(2n+1)) est 1'unique élément tel que :

x(wi) = c:i(t1 + f1, ceet fn) ,

A désignant le i-éme polyndme symétrique élémentaire. Enfin KO A (BS0) =
= l.i—m K0, (BSO(2n+1)) = A (r,m,, ...

1l est utile de connaftre ch(y *(ﬂi)) - Par définitionde 7, , ona :
u u  -u
1 n

u -
- e T _ 1 n _
ch(w*(li)) = ch(ci(t1+t1,...,tn+tn)) = ai(e +e =2,...,e +e =2) =

= oi(uf, ... ,uﬁ) + termes de degré supérieur = p; + termes de degré supérieur.
Ici u, = C1(ti) . Donc, pour tout multi-indice w, ona :

ch(y (v ) = p+ ...

Par exemple, si M4m est une Spinc-variété closeetsi w= (i1 yooe ,is) est de

degré m (c'est-a-dire que |w| =i+ ... +is=m) , ona :
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¥y (m JIM™] =p M),

comme il résulte de 16.10 .

18.2.  Ondit que a € KO, (BS0) est de filtration F(a) = k , si pour toute application
f: B- BSO d'un CW-complexe fini de dimension < k-1, ona: t*a =0.

Anderson, Brown, Peterson ([3 ], cf. (48], chap. XI) ont calculé la filtration

des "u.‘
PROPOSITION.
&n, si |wl =2n
F("w) = {
8n+2, si |wl=2n+1.
11 découle de cette proposition qu'aucune classe a de la forme = A o

|w 1= 2041
()‘a: € )\) ne peut satisfaire aux conditions du théoréme 17.4,car on aurait alors

8n]

F(a) = 8n+2; or, d'aprds 17.5, on doit avoir a[P"] = o(P®) mod 2 pour toute

Spin-variété close P8n .

En posant pon Pzn(H) on obtient une contradiction.
Nous allons donc chercher les classes a, de la forme :

= A m (A €Q) .
|w|z2n «@ @ &

Nous allons également exiger que ces classes satisfassent a certaines conditions de

multiplicativité qui trouveront leur justification dans la proposition 18.7 ci-dessous.

18.3. Soit comme toujours A =Z ou A = 2(2)

DEFINITION. Un systéme générateur sur A est une paire de suites w

0 Wyreee i
Borbqs=-- d'éléments de KOA(BSO) telles que :

] - — .

1 wo—1 , uo-O ;

2 w et By sont de degré i , c'est-a-dire de la forme | 2|2 )‘w'w (Awé A)
wi=1
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3° Si A désigne la diagonale dans 1'algébre de Hopf KO A (BSO), ona :
Aw, = T wo®w,
k i+j=k 1 J
et

Ap = I (w.®u.+u.® w)
H =k + 3 b

Pour abréger, on notera (w ,p) le systéme générateur Wor &y ibyabys o

Pour tout systéme générateur (w ,u) , on posera a, = w, et notre

n*Fonsy?
travail va consister maintenant a décrire les systémes (w,p) qui conduisent a des

classes a satisfaisant aux conditions de 17.4.

18.4. Considérons d'abord la suite (w) . De telles suites sont engendrées par les suites

multiplicatives de Hirzebruch (cf. [24 ], chap. I, § 1) .

Soit A une A-algébre. Une suite multiplicative S sur A est une spite de

polynémes sur A : So= 1, Sl(x1)’ Sz(x1,x2),..., Sn(x1,...,xn),... telle que :

a) Sn(x1 yoos ,xn) est un polyndme homogéne de degré n , X étant considéré
comme étant de degré i .

b) La relation (1 + XXy + NG +Y,+Y,t R I 1+z] +Zyt e
entraine pour tout k= 0 :

S (z,,..., = Z S.x,,...,x.)S.Ay.,...,Y.
k(21 z) agok i P Si4 vy

Une suite multiplicative S est entiérement définie par sa série caractéristique

Px) = £ 5x,0,...,0)
iz0

La condition a) entraine que P(0) = 1 . Inversement, toute série formelle
sur A telle que P(0) = 1 engendre une suite multiplicative par un procédé classique
(cf. [24)).

Le logarithme R(x) de la suite S est par définition la série formelle inverse

de la série Q(x) = x/P(xz) . Comme Q(x) =x +o0(x), R(x) estbien définie sur A
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etl'ona R(x) =x +0(x) . De plus, comme Q(-x) = -Q(x) , on a aussi R(-x) = -R(x) .
1l est clair que, comme P(x) , R(x) détermine entiérement la suite S . De
plus, toute série formelle R(x) sur A telle que R(x) = x + o(x) et R(~x) = -R(x)
engendre une suite multiplicative S sur A .
Soit A = A . Il est évident que toute suite (w) d'éléments de KO A (BSO) qui
satisfait aux conditions :
1° wg = 1
2° @, est de degré i ;

PAw = T WOw ,
Ko 1)

correspond a une suite multiplicative sur A , S, telle que pour tout i , on ait :

w, = Si('l""’"i)

Et inversement, toute suite (w) définie de cette maniére & partir d'une suite multipli-

cative S sur A , satisfait aux conditions 1° - 3° ci-dessus.

18.5. Soit (w,u) un systeme générateur sur A .

PROPOSITION. Sipour n2 0 les classes a = w 2n + “2n+1 satisfont aux conditions

du théoreme 17.4, alors pour tout n2 0 et tout x € Wgn , ona :

¢*(an)[x] = o(x) mod 2

Démonstration. Posons v =X, * X, = 9[P1(C)]2 -8 [Pz(c)] (dans Qli) . Ona

a(v) =-8, donc pi[v]=-24. On a également Td[v ] =1 . Donc :

v, (V]

1,

v, (@[v] = Omod2, pourdce ?('oA(Bso)
Considérons maintenant le produit y = v % x € Wg ned Par hypothése,
w*(an)[_y] = 0(y)/8 = 0(x) mod 2 . 1l reste donc a véritier que :

¥ (a)ly] = 9, (w,)[xImod2.

98



INVARIANTS DE KERVAIRE GENERALISES

Compte tenu des formules 18.3 pour Awk et Auk et des filtrations de w; et

u; donndes par la proposition 18.2, on a :

¥ @)yl = v@)lvex] = v @)lv.x] = $ (NIv]. 9 (e )Ix] +
+(@)lv]y (wy DT+ o, W)IV] by (@ )Ix+ 4 (w) (V] 4, (4, ) [x] =

=y, (w, ) [xImod2 ,

car y (w ){v] = 4 (u)lv] = Omod2.

COROLLAIRE. Dans les m8mes hypothéses, si S est la suite multiplicative sur A

correspondant & la suite (w), ona :

Sy e P ) M) = 0(M) mod 2

pour toute U-variété M8 3 déterminant sphérique.

Démonstration. On a, compte tenu de 18.1

ch(¥py(wy ) = ch Sy (4 (W), ..., 9. (r,))) = Szn(p1. -e-sPop) + ter::;Sé;!i:i:cré

. 8n, _ 8n
Donc : SZn(p1,...,p2n)[M ] = Ch(#’*(NZn))[M 1.
Le corollaire découle maintenant de ce que F(u 2n+1) 2 8n+2, dela

proposition 16.10 et la remarque 2 qui la suit.

18.6. Nous allons maintenant décrire toutes lessuites multiplicatives S qui posséedent
la propriété décrite dans le corollaire 18.5.

Soit donc S une suite multiplicative sur A .

PROPOSITION. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1° Pour tout n2 O et toute U-variété MBn a déterminant sphérigue, on a :
8n - .
Son(Pyr--ipy )M ] = o(Mymod 2 ;
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2° Pour tout n2 O et toute variété orientée N4n , ona :

S,Pys P )IN"] = o) moa 2 ;

3° Sil'on écrit le logarithme R(x) de S sous la forme

r
n x2n+1’ rnEA ,

R(x) = nfo 2n+1

ona, pour tout n2 0, rnslmodz.

Démonstration. Posons, pour abréger, pour une variété orientée V

S(V) = Z S(iV),...,p (V) € H'(V;h) et S[VIT(S(V),[V]) €n .
o0 J Y

LEMME. Pourtout n2 0, ona rn=S[P2n(C)] .

Démonstration. Soit P(x) la série caractéristique de S . Pour toute série f(x) ,

on désignera par x i(t(x)) le coefficient de x* dans f(x) . Comme la classe totale de

Pontriaguine p(PZn(C)) =(1+ u2)2n+1 , ol u= c.l(nz") , on en déduit que :

S[P, (0] = %, (PGAH™T)

La formule de Lagrange pour 1l'inversion des séries nous donne le coefficient b de

x*™1 dans la série inverse de Qx) = x/P(xz) :

b = 21"_ §xQ'Sx!dx
i 2n+2
y Q(x)

ou y estun petit lacet entourant 1'origine dans € et parcouru en sens positif. En

développant, on a :

b - 2 § x P(x4)2H2 P(xz)-ZXZP'(xz))dx
2rmi x2n+2 P(XZ)Z
b4
'
oL ( P(x2)2n+1 A (P(x2)2n+1) ) o
2mi J x2n+1 2n+1 x2n

2n+1

S R L
i x2m’1 -
Y
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= 3-1“_—1 %on (P(xz))zm'1 = 7:1?1 S[PZn(C)] c.q.f.d.
Revenons a notre proposition. Les implications 2° => 1° et 2° =) 3° sont
évidentes. Pour démontrer 3° = 2°, il suffit de remarquer que :

@30/ Tor) ® (2/2Z) = (2/2Z)(P(€),P,(©),...,P, (©),...]

et appliquer le lemme.
11 reste a prouver 1° =) 3°. Soit V8n une sous-variété de P.‘(C) x P2n(c) X
P2n(C) duale au fibré 7, ® det TPZn(C) ® det TPZH(C) . Dans les notations de

8n 8n

4.1,ona V = P(PZn(C) X P2n(C)) et il existe sur V" une structure de U-variété

a déterminant sphérique.

Posons : u = c1(171)® 1 ® 1
x;= 1 ©® CI(PZH(C» ® 1
= ®
X, 1 ® 1 c1(P2n(C))
1= 1 ® S(PZn(C)) ® 1
S, = 1 © 1 > S(PZn(C)) .

D'apres les formules classiques de Hirzebruch, ona :

s(v] = (Qlu+ X, +%).5,.5,, [pl(c) x P, (€) x P2n(c)]> ,
car S(P1(C)) = 1. La formule de Taylor appliquée a Q(u + X, + x2) au point x, + X,

donne : Qlu + x +x2) - Q(x1 + XZ) + uQ'(x1 + xz) , puisque u2 =0.

1
Donc :
s(v] = (uQ'(x1+x2).51 .S, [PI(C)XPZn(C)xPzn(C)D

Si Q'(x1 +x2) =Zqij xl1 32 (qij €A), ona:
S[V]= Tqy <c (P, (@) (P, (€), [P, (€)]>* mod 2
i

Or, comme Q(x) =x + o(xz) , ona: Q'"x)=1+0(x), donc:

Equx2i = Q'(2x) = 1mod2
i
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1l s'ensuit que :

Siv] = (s(P,(C), [P, @12 = S[P, (€)Imod2 .

En particulier, cela est vrai pour S =L -suite multiplicative de Hirzebruch
pour le calcul de la signature. Donc 6(V) = 1mod 2 .
Si 1° est vrai, on obtient :
1 =0(V) = s[v] = S[P,(€)] = r md2,

ce qui prouve 1° = 3°.

18.7. Pour terminer & paragraphe, nous allons démontrer-une propriété des systémes

générateurs qui justifie dans une certaine mesure leur introduction.

PROPOSITION. Soit (w,u) un systéme générateur sur A . Supposons que la suite

multiplicative S gui correspond a la suite (w) satisfait aux conditions de la propo-

. . U U
sition 18.6. Alors, si x € w&m’ y € w&M, ona :

bla )y *x] = v (a)lyl.oc(x) moa2 .

Démonstration. Comme § *(a n+m) s'exprime en nombres de Pontriaguine rationnels
de y ¥ x (cf.16.10), etcomme y ¥ x=y . x + 2[V4]dy.dx (c£. 1T.1), ona :
bl Jly*x]=v(a »ly.x]. Parailleurs, les formules 18.3 pour Aw, et

Auk donnent :
bula Wyx] = b ey D yxT + b,y o Jyx] =

= ¥ (0 )yl v (@ ) Ix T+, (wy Iy] v (w, Jx]+
+ 8y by DIy T py (@ ) Ix T+ (wy DIy w, (wy )[x] =

= y(a)lyl.ox)mod 2 ,
car da*(wz")[x] = ¢(x) mod 2 par hypothése, et w*(w%1)[y] =20(y) EOmod 2 en

vertu de la propriété 2° de la proposition 18.6 et de ce que 0 = 0 mod 8 sur WU8 . -
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§ 19. - SUITES MULTIPLICATIVES SUR A[t)/t®=0

A chaque systéme gér;érateur (w,p) , on associe ici une suite multiplicative
sur une extension quadratique de A . Le résultat principal de ce paragraphe
décrit toutes les suites ainsi obtenues qui correspondent aux systémes générateurs

pour lesquels les classes a h satisfont aux conditions de 17.4.

19.1. Soit comme toujours”X =2Z ou A = Z(z) . Onpose A =i'A'[t]/t2 =0
(ou A=Q[t]/ 12 = 0) . Nous allons d'abord considérer les suites multiplicatives
sur A . Soit é une telle suite. Chaque gn(xf .. .,xn) s'écrit d'une maniére
unique comme

:Can(x1 oo ,xn) = Sn(x1, .. .,xn) + Tn(x1, .ee ,xn).t ,
ou Sn et Tn sont des polyndémes homogénes de degré n sur A . On vérifie immé-

diatement que la suite S : SO,S est une suite multiplicative sur A .

g7

1l existe un homomorphisme d'anneaux AE— A qui envoie B+6 .t sur 8.
1l est clair que Sn est obtenu de Sn en appliquant a aux coefficients. Il en décou-
le que le logarithme R(x) de S est obtenu a partir du logarithme ﬁ(x) de S en
appliquant a aux coefficients. Donc, on peut écrire :

ﬁ‘(x) = R(x)+B(x) t,

ou B(x) est une série sur A . Comme f?(x) =x +o(x) et ﬁ(-x) = -f?(x) , ona
B(x) = o(x) et B(-x) = -B(x) .

Nous allons calculer en fonction de R(x) divers objets associés i la suite 5.
Calculons d'abord la série Q(x) inverse de R(x) . Soit 6(x) =C(x)+D(x)t. Ona:

x = QR(x)) = C(R(x)+ B(x)t) + D(R(x) + BX)t)t =

= C(R(x)) + C'(R(x)).B(x)t + D(R(X))t , car t*=0 .

103



S. OCHANINE

On obtient donc les équations :
C(R(x)) = x )
{C'(R(X))B(X) = -D(R(x)) ,
d'ol

Q(x)
-Q'(x)B(Q(x)) ,

L[}

{ C(x)
D(x)

ol Q(x) est la série inverse de R(x) . Finalement :
Q) = Qx) - Q'(x).BQM)t

-~

Pour la série clractéristiquede S, ona : -z

P(x? & X X Q' (x)B(Q(x))t
PO) = x/Ql) = rr—armoB@e ~ QW) (1.4 LGRQ,

- Pt 1+ LB

Remarquons que cette série est paire, donc la formule obtenue définit bien une

série f’(x) . Enfin, pour calculer f-}n(x1 yeoe ,xn) , il faut prendre le produit :

N ~
n P ,
i=1

qui est une série symétrique en 31 yeee ’BN , et l'exprimer en fonction des

X, = ci(ﬁf,...,ﬂrz‘) (cf. [24], chap. I, § 1). On obtient, en posant
Q'(x)B(Q(x)) _
Q(X§ -

Tn(xl""’xn) =j§1aj sj(x1,...,xj) Sn—j(x1""’xn-j) )

ol Sj(xl yeoo ,xj) est le polyndme de Newton correspondant au polyndme symétrique

a.x2j :
1 J

)Y

2j 2j g (g2 2
51 + ...+ By (avec, comme ci-dessus, X; = ci(B ,...,BN)).

19.2. Soit S une suite multiplicative sur A . On pose :

«:k=sk(v‘,...rk) et “szk('l"”’"k)
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Ona : Wyr By € KO A (BS0) . Il est évident que (w,u) est un systeme générateur
sur } . Inversement, a tout systéme générateur (w,u) , on peut associer une suite
multiplicative S sur A = A[t 1/t2 =0.

L'existence de cette bijection est la raison principale pour 1'introduction des

suites multiplicatives sur A .

19.3. Nous allons voir maintenant une autre application des suites multiplicatives

sur A .

si M est une SpinC-variété close et si w est un multi-indice de degré n ,

il est facile de calculer y, (m w)[M‘m’l puisque ce nombre coincide avec p w[M‘m]

(cf. 18.1). La situation est plus compliquée lorsque 4|w| < dim M . Nous nous

proposons de calculer :

Sl (@), u, ()M

ou M“m’4 est une Spinc-var'iété close a déterminant sphérique.
Soit f(x1 yooo ,xn) un polyndme homogeéne sur A . Supposons que f soit de

4n+4 ]

degré n et que nous voulons calculer t(ip*(w_l), .o ,w*(vn))[M D'apres 16.10

et la remarque 2 qui suit la proposition 16.10 .

Ho, (1), oot (n NI ) = chtlp, (1), e 4, (7 ) TAM) M

4[\4-4]
Pour calculer ch f(lp*(WI), ... ,1;*(17“)) , introduisons :

f(z1, ...,zN) = f(01(z1, ...,zN),...,on(z1,. ..,zN)).

Alors, ch f("’*('H)’ - ,w*(wn)) est obtenue en exprimant

~, U -u u -u
fle e - 2,...,e N,ie N 2) en fonction des pi=oi(u3,...,u§) (c£.18.1).

i i

Soit 211...zN un mondme de . Ona :
u -u i u -u i
(e 1+e 1-2)1...(eN+e N—2)N=_
2, 2 2, 2 i A5y 2
_ N «~ “h -1 58 s+l N o
Uy el < up eeeu ( 12 ) ug,q --uy +termes de degré supérieur
2i 2i 21 2i
4 N 1 + 3 1 N o
=Uy el 45 < ug Sug (u1 “eely ) + termes de degré supérieur.
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Donc, pour obtenir ch f("*('I)’ ceey w*(tn)) , il faut exprimer

~2 2 3~
t(u1,...,uN)+2—14- 's[, uz Su—s t(uf,...,u§)+...

. _ 2 -2
en fonction des P, = ci(u1, .. .,uN) .
Remarquons maintenant que pour une Spinc—variété M‘m"'4 a déterminant
sphérique, on a :

ch (¥, (7)), ...,9, (7)) TAM[M] = cht(y, (), ..., 9, (x ) AMIM]

—c1(det ™)/2 4

car TdM) = AM) (c£.16.10) et, comme dim M est divisible par 4

et que ch f(w*(w1), ... ,w*gn)) est une combinaison rationnelle de classes de
Pontriaguine, seules les puissances paires de c1(det TM) entrent dans 1'expression.
Or, comme M est & déterminant sphérique, c?(det ™) =0
Ensuite, on a :
1 2

A = A R
AM) = 1—24 p1(M)+... =1 24 us+..,. .

Donc, pour calculer ch t(w*(ﬂ1), vee ,w*(vn)) Td(M)[M] , il faut évaluer sur [M]
la classe obtenue en exprimant

1 2 « 3
24(—2 ug + 5 ug au )f(u1, “’uN)
s s
. o2 T2
en fonction des pi—ci(u1,...,uN)

Posons en particulier f=S_ . Il est clair alors que Sn(w*(ﬂI), ,¢*(wn)[M4n+4]

est obtenu en évaluant sur [M] la classe obtenue en exprimant

2 (-Tes ) 2(m gy
S S S S S

ou Q(x) est la série inverse du logarithme de S, en fonction des p; - Or,ona :

e gy - v Tyiu)——q-“ e (o)
Doncsi-—1-u3'u-2 auzj ona :
' 24 Qlu 1 j ’ :
4n+4 -
Spl¥, )y e ¥, (BNIMTT = Teysi(pyseeeip) Sy (MM
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En comparant avec la formule pour Tn de 19.1, ona :

PROPOSITION. Soit S une suite multiplicative sur A et M*™? une Spin‘-variété

a déterminant sphérigue. Alors, onadans A% Q=Q :
4[H-4 bl

4n+4 4

S, (¥, (M), sy, ()M = T qPyseopp )M },

ou S =S+ T.t estla suite mltiplicative sur A = Q[t]/t2 =0 ayant pour logarithme :

R(x) = R(x) -2’—4 R(x)3t

19.4. Soit (w,u) uh’ gystéme générateur et soit S la suite multiplicative sur A

qui correspond a (w) .

PROPOSITION. Si S satisfait aux conditions de la proposition 18.6, pour que 1'on

ait ¢*(an)[x} a(x)/8 mod 2 pour tout x € wgn-M , il faut et il suffit que 1'on ait,

pournz 1, w*(an)[zsn“] =0mod2, ou zg, , estle générateur (_su'_r‘ 1(2))

décrit dans II.3 .

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire, puisque o(z )=0

8n+4

(cf.11.5) . Supposons que w*(an)[z ]=0mod2 (nz1).

8n+4
U ~ . U -
On a W*QZ(Z) - 1(2)[x2,z4,zs,...] . Soit x € Wan,.y un mondme en

X5y Zgy Zgreoo « Alors, on a:

soit a) x est divisible par 1'un des z alors x =12

4n-2 ° an-2*Y = Zan-2°Y -
D'ou o(x) =0 et cp*(an)[x] =0 (nombre de Pontriaguine rationnel !) ;
. . . . _
soit b) x est divisible par 1'un-des Zgmia § alors x = 28m+4*y . Donc

lp*(an)[x] = w*(am)[zsm«‘]o(y) = 0=o0(x) mod 2, en vertu de la proposition 18.7 ;

soit_c) x est divisible par v = xz-)bx2 ;

v*(an)[x] = w*(1)[v].o(y) = o(y) = 0(x)/8 mod 2, en vertu de18.7, et de ce c')ue

alors x=v*y etona :

ag= wo+ K, = 1+,u1,¢*(u1)[v] =0mod2, y,(1)[v]l=1mod2 et o(v)=-8 (cf.18.5).
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Comme W‘é’n - est engendré sur Z(z) par les mondmes des types a)-c) , la

proposition en découle.

19.5. La proposition 19.4 nous indique la nécessité de savoir calculer ¥, (a n)[zsn +4]

Soit A une A-algébre arbitraire et soit S une suite multiplicative sur A .

Nous allons calculer S[z8n il €A

Rappelons que Zgnia est représenté par la sous-variété v8n+4 de
* * T ) s
Pl(C) x PZ(C) X P4n(C) (n21) duale au fibré n,® n, ® Ngn * D'apres les formules

classiques de Hirzebruch™:

s [V8n+4 ]

= <Qlu+v+w).S(P,(€) ® S(PJ(€) & S(P, (€), [P,(C)xPE€)xP} (€)])

o u=c,n)® 1% s w20

v=1®c1(‘n2)®1 ; V=0

w4n+1 -0

.o

w=1® ’®C1('74n)
Ona :

S(PL(©) = 1 ;

3
e ms(P;(c))om = P(V2)3 = (6%\75) = 1+r, v2

(ou R =x+3 4.0 ;
* w 4n+1
S, = 1© 18 (P, (€) = (r5)
De plus, ona :
Qu+v+w) = Q(w)+Q'(w)(u+V)*%‘ﬂ(zu"*vz)*qg * uv?
Donc :

Qu+v+w) .S1 .52 =

2 _Q"(w) 2 I 2 4n+1
= [r'lQ'(w)uv +—Q—2—Ll uv® + termes non divisibles par uv® J( awm-)

Comme 1'orientation de P;(C) est 1'opposée de celle de PZ(C) , il résulte que :
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s{v]

- @ + LT o ()

§(FQ(W)+M)W

2171
Y

= - § (0t (R0 2T RO
Y

oul'on a posé w=R(x) .

En dérivant Q(R(x)) = x successivement trois fois, on obtient :

QRN 7

Q"(R() = -—B-x
(R'(x))
Q"(R(x)) = 3(R"(x))2 - R"(x)R'(x)
(R'(x))°
Donc :
1L 1 3(R"(x))? - R"(R'(x), _dx
stvl = -7, é (043 (F:'(x)) =-x) Ane
- oL £ 1 3R AR 6)? - RTR ) _ax
2ni ; 2 (R'(x))6 x4n+1
= é‘_RIL).)L - Gl (R0 o
2111 J 2 (R'(x))3 4n+1 2ni > 2 (R'(x))3 x4n+2
R B3 1 ' dx -
T 2m 2 4 (R'(x))z x4n+2
- _ oy {ane))(20e1) (1 y &
2 g 2 R')2 x0T
. _lne)@nen) (—2
2 4n+2 (R'(x))z
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PROPOSITION. Soit S une suite multiplicative sur une A-algébre A et soit

R(x) son logarithme . Alors, pourtout n= 1, ona :

4n+1)(2n+1) 1
Slagy,y) = -HEEYn ) (=)

Exemple. Le logarithme de la suite multiplicative de Hirzebruch L est
R(x) = argth x . Donc :

oz ) = L[z

( )( ) 2
4n+1)(2n+1 N.4n+2((.|-.x2) ) =0 ,

8n+4 8n+4] = - 2
ce que nous savions déja(cf. II.5) .

COROLLAIRE. Soit S une suite multiplicative sur A et soit R(x) son logarithme.

Alors, pourtout n= 1, ona :
. 2
'SZn(w*("1)’"""’*('Zn))[ZSnM] = -M§Mx4n+2 ( g'xx )) .

Démonstration. Soit S la suite multiplicative de logarithme R(x) = R(x) - -2-% R(x)3 .t

sur A=Q[t_]/t2=0 . Ona:
_1 - 1 1
®R@?  (R'&-FREOR'WY?  (R'()?

1 1 (R(x) \2
= ——(R'(x))z +z (Rlxx) t .

Donc, en vertu de la proposition 19.5 et de la proposition 19.3 :

(1 +%R(x)2t) -

J+T .t =

2n41P 1+ Pony) (Zgnag ]

: _ (4n+1)(2n+1) R(Xx) \2,. _
Slzgny 8 Y2 (RTG))IE =

S[zBM 1= S[ZSn-M

]
Slzg,q] * Spny (1), oo rt (1 Nz 7,
d'ou le résultat.

19.6. Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal de ce paragraphe.
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THEOREME. Soit (w,x) un systéme générateur sur A et soit S=S+T.t la

suite multiplicative sur A = A [t J /t2 =0 qui lui correspond. On note

R(x) = R(x) + B(x)t le logarithme de S.

Alors, les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

1° Pour tout n= 1, ona :
a) r,=imod2 ,
B'(x 1

( ) = 3w, o (B
®4n+2 R0} & 42 'R

2
X)))mod2 ;

[}

2° Pour tout n= 0, la classe a,

Znﬂxz"_"1 satisfait aux conditions du

théoreme 17.4.

2
Remarque. x 4n+2 (« RF,Q: ) ) est divisible par 8 dans A, puisque

SZn("’*("l)’ .. "¢*("2n))[28n+4] € A (cf. le corollaire 19.5).

Démonstration. Calculons ip*(an)[zsn -
Vla)zgn 01 = Sople,(m)s sy (1, Nzg, 4] +
+ T W) s oy Mlzgn 0 ) -
On a
n("’-n-("1)'"''""-'(-(WZn))[zSn-o-‘tJ = _iﬁ%ﬂ&ﬂl *an+2 «R' : )

(corollaire 19.5).

Pour calculer :

2n+l(" (ul)' ’**("Zml))[zsnﬂj = T2n+1(p1 v ’p2r:+1)[28n+4] ’
appliquons la proposition 19.5 a la suite S :
ar - _ _(4n+1)(2n+1) 1
5‘28n+4 45T l4n+2 ( (f_\,.(x))z)
Or,

. 1 1 (1-2B
R'6)°  (R'®+B'WY?  (R'(x)? R'(x)



S. OCHANINE

d'ol :

é[zan] = S{ZBM] + (4n+1)(2n+1) x,

( B'SX!
n+2

(R'(x))°

Donc, la condition b) est équivalente & la contition ¥,(a n){z8 n +4] = 0 mod 2
On a maintenant

2° => a) en vertu de la proposition 18.5 et de la proposition 18.6.
2° = b) car 0(28n+4)=0 ;

a) & b) = 2° en vertu de la proposition 19.4.
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Dans ce paragraphe, nous allons décrire toutes les suites multiplicatives é

sur /\[t]/t2 =0 qui satisfont aux conditions a) et b) de 19.6.

20.1 Remarquons d'abord que le nombre
Son(by ™)y eew (my Nzg 4]

ne dépend modulo 2 que de R(x) mod 2 . Il en résulte que :

1 R(x) 2
F) n4n+2((R X ) ) mod 2
ne dépend que de R(x)mod 2 . Comme R(x) satisfaita a) de 19.6 si et seulement

si R(x) = x/1+;(2 mod 2 , et comme (x/1+x2)' = (1-3(2)/(1+x2)2 , a) entraine :

1+Xx )9

%4ne2 ((Rl?: )2) = -18-)(4n+2 (xz(? % ((1+x2)) -

wl=

-;-x ((1+2x +X )(1+2x +3x +...)) = %((2n+1) +2.2n + (2n-1))

= nmod?2.

1l nous faut maintenant rechercher les séries B(x) sur A telles que

B(x) = o(x) , B(-x) = -B(x) et
B'(x

) = nmod2 (nz1).
N.4|'H'2 (R'(X))3 n n )

Cette derniere condition ne dépend que de B(x) mod 2 et de R(x) mod 2 . On péut
donc 1'écrire, en posant R(x) = argth x :

4n+2(B'(x)(1+x2) ) =nmod2 nz 1) ,

Oou encore :

(B(x)) +x, e (BX) + %

an-1BX) + 2, 3(B(x)) = nmod 2.

4n+3
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Posons q_ = x (B(x)) + x

4n+1 (B(x)) mod 2 € Z/2Z .

4n+3
Ona: q;= xB(B(x)) , puisque B(x) =o(x) . Il est évident que si B(x) satisfait

a la condition b) de 19.6, pour la suite CHYL PERTN il n'y a que deux possibilités :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 ...
q, 1 0 0 1 1 0 0 1 1 O 0 1 1
ou
n 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 ...
q, 0 1 0 11 1 1 0 0 ... .
On peut donc répartir les séries B(x) satisfaisant a-b) en deux types :
I type : 9 = xa(B(x)) = 1mod 2
II type : qp = nB(B(x)) =0mod2 .
. x3 x13 . x17 .
Par exemple, la série B 1(x) = 7 +—g— est du premier type,
1+x 1+X
alors que B.,(x) = ﬁx7+x9 est du second type
q 2 = 1+ x] S typ .

L'intérét de considérer les deux types réside dans ce que, si B(x) et B(x)
sont deux séries du méme type, on a :

B(x)-Bx) = = o M ix¥ ) | 4 €
. i i
i21
Inversement, si B(x) satisfait a la condition b) de 19.6 et si
’ s o (x41+1 . x41+3) ,

a. € A
iz1 !

est une série arbitraire, la série :
B(x) = Bx) - T a, (x4H1 + x4”3)
S
i1
satisfait également a b) et appartient au méme type que B(x) .

Nous venons de démontrer :

PROPOSITION. Pour gue la suite multiplicative S sur A = A [t 1/t? =0 satistasse

aux conditions du théoreme 19.6, il faut et il suffit que :
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2

a) Rx) = x/1+x°mod 2 ;

3 15 . .

. X X T +X 4 4

b) Modulo 2 on ait :.B(x) = ——2+————13—+‘2 ai(x 41« 1"'3)
14X 1+Xx i21

7..9

X +lx + Z ai(x

1+x i21

ou B(x) = dix + 1) ol @ € A sont des coefficients

arbitraires.

20.2. 1l est facile de décrire explicitement les polynémes S n (modulo 2) qui
correspondent aux logarithmes f?(x) donnés par la proposition 20.1.

D'abord, ona : Sn(x1,...,xn)ELn(x ..,xn) mod 2, ou L est la suite

17°
de Hirzebruch pour la signature. En effet, le logarithme de L est argth x = R(x) mod 2.

Pour calculer Tn(x1, . ,xn) il faut, en vertu de 19.1, calculer modulo 2 les

1
coefficients de la série 9-1-’&51@ ;

Pour Q(x), ona :
202 _ i
Qx) = thx = T (-1)J+1 2 2.2, ) p x21 = ¢ lel mod 2

'(x) B(Q(x =
Qlx 1’8'82 et

. Remarquons d'abord que si D'(x) = B(x)/x , D(0)=0, ona :

Nous allons calculer mod 2 pour B=B

B o it 43
1
Q'(x) BO(x)) _ D(Q(x))"
Q(x)
Par ailleurs, il est clair que D(x) = B(x) mod 2, donc :

Q'(x) B(Q(x)) = B(Q(x)) mod 2
Q(x) x

1l nous sera utile de savoir que : ax(;) +Xx Q(x) = 1mod 2 . En effet,

2 . j
X = X = _p1 2 2j _ 2
QX = thx ?20(‘) @ BjX “;0"

Donc :
ax;)- +xQ(x) = T x2]+2x2,51mod2

720 =1
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On en déduit, par exemple, que :

Q)™+ Q)™ = gsz"

1) B=B1.

Q'(B,@) _ B,@W) 4 g
1+a(x)°

Q(x) b

(g *+x Q)

OCHANINE

el

x)15 )17

+Q(x

X

= )—:—(Q(x)z X+ Q(X)8 . x7) ’

ng115+ggxg‘7 i

car

_Ql)_z_ = argth Q(x) =x et
1+Q(x) '

Par ailleurs,

()(x)zxw»cz(x)ex7 = %((Q(X)X)2 + @) = %(; X

Donc,
Q'(x) B1(Q(X)) i
ok T
2 B=B,.
Q' (x) BZ(O(X)) _ By(Qx)
Qlx) o x
= x6mod2 .
Donc :

Q'(x) B,(Q(x)
Q(x)

3) B(x) = x4i+1 +x4i+3 .

Q' (8@ . B(kX)
X

Qix):

1+ Q(x)1

X +x6mod2

1+ Q(x)16

o 16
1 X - 8 7
-x. -Q—L_% = Q(x) X
1+ Qx)
j+1 j+3
2 +Z x2] ) = X+ x
=1 21

El(Mx7+ x9) EJZ_'S')_—QXS =
X

X4 qm)e

6

= X

[[]

mod 2 .

Q(x)4l+1

+ Q(x)

4i+3 Q(x)4i+2

X

Donc, sionprend : B(x)= T ai(x‘“” + x41+3) , ona :

iz1
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Q'!x{BSQ@x!}
QIx

1 4iv2 _ 1 2i+1,2
5 L o Qkx) = xz(EaiQ(X) ) .

x“i=1
Comme la série Q(x) est inversible, quand Z ai xZIH parcourt 1'ensemble des
i=1
séries f(x) sur A telles que f(x) =o(x) et f(-x) = -f(x) , #(Q(x)) parcourt le

méme ensemble, la réduction modulo 2 de (I(Q(x)))2 parcourt 1'ensemble des séries

de la forme .;21 B; x4+2 (Bi € Z/2Z) , alors que £ (Q(x))/x2 parcourt 1' ensemble
1=
des séries T B, x4 (ﬁi € Z/2Z)

iz
Nous avons démontré. :

THEOREME. Pour que la suite multiplicative S sur A=At ]/t2 =0 satisfasse

aux conditions du théoréme 19.6, il faut et il suffit que :

a) Pourtout nz 0, on ait :

Sn(XI""’xn) = Ln(xl""’xn) mod 2 ;

b) 1 existe une série "2/21 B; xH (ﬂi € A) telle que:
i

soit pour tout n= 1 on ait :

= 3
Tn(x1, coax ) = X, Ln_1(x1,x2, .. "xn—l) +(x 1t XXt x3) L’n-B(xl’xz’ ...,xn_3) +

+ Eﬁis

Z 21(x1 y oee ’XZi)Ln-Zi(x1 "Xy e ’xn-Zi) ,

soit pour tout n = 1 on ait :

- 3
Tn(x1, .ee ,xn) = (x1 + XXy * XB)Ln-B(x1’x2’ - ’xn-) +
+ 1221 B; szi(x1 , ""x2i)l‘n-21(x1’x2’ 'xn-Zi) .

20.3. Explicitons les classes a, € KO(BSO) ® (Z/2Z), n< 2, qui correspondent

aux suites S décrites dans 20.2. On ad'abord :
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Lo =1
L,(xy) = x,
o2
L2(x1,x2) = X+ X7
Ly xp0xg) = x5%g
- 2 4
L4(x1,x2,x3,x4) = Xyt XgX + X5+ X (ct. [24], chap. I, § 1).

Ensuite, on a :

s1(x1) = x,
s.(x,,x.) = x2
2271’72 -1
= 3
53(X1,x2,x3) = XXX+ Xy
_ .4
s4(x1,x2,x3,x4) = x, (cf. [36], § 16, p. 188) .

Pour les suites du premier type, on obtient :

Tl(x1) = x,
T3(x1,x2,x3) = x3«1-.81 x? (31 € Z/22)

= 5
Ts(x1,...,x5) = x1x4+x2x3+B1)?1x24-32x1 , (31,326 z/2z) .

Pour les suites du second type , ona :

T1(x1) =X,
- 3
T3(x1,x2,x3) = xy+
2
1

3
X Xy + Xy -v»{31x1 (431 € Z/2Z)

_ 2 3 5
Ts(x1, ...,xs) = X(X3+ X X5+ XoXg o+ BX Xy + BXT (31,62 €Z/2Z).

Pour les classes a_ € KO(BS0) ®(Z/2Z) , on obtient :

1 type.
a, = 1+1'I1
2
a, = '2+'1+'3+Blﬁ
_ 2 4 5
a, = 144-113'1+v2+u1+¢4w1+ﬂ312+51w2ﬁ+3211
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1<|>w,l

2
LR SR A SRR P

2
w4+173111+w2+w

3
1 "? B
4 2 2 3
1 + 1r31r2 + 1r31r1 + w211 + 51121!1 + 32"
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APPENDICE I- DEMONSTRATION DES LEMMES 1, 2 et 3

A 1'aide du théoreme de transversalité de Thom, on démontre ici les trois

lemmes du § 2.

I. 1. Soit W une variété compacte, = = (E,p,W) un fibré vectoriel lisse sur W,

S1 : W= E une section lisse de = .

On considere 1'espace & des applications lisses F: W+ E qui coihcident
avec S1 au voisinage du bord bW, avec la Cm-topologie,et le sous-espace

T c 3 des sections lisses de = qui coincident avec S1 au voisinage de bW.
Par ailleurs, soit G le groupe des difféomorphismes de W identiques au
voisinage de bW. On définit une actionde G sur ¥ par g(F)=Fog, FE€JF ,

g€ G.

PROPOSITION. Soit & © & un sous-ensemble dense de ¥ . On suppose que { est

G-invariant, c'est-a-direque si g€ G, g(f)) = Q. Alors T NG #0 .

Démonstration. On sait (cf. [46], chap. II, lemme 2) que toute application
W =+ W proche de 1'identité et identique au voisinage de bW appartienta G. Il

existe donc un voisinage U de S, dans ¥ telquesi F€ U, poF € G. Comme

1
§ estdensedans 3, il existeun FE€ UNQ . dF: TW = TE est alors un
morphisme injectif, W est compact et F: W = F(W) est une bijection. Donc F
est un plongement et p|F(W) : F(W) » W est un difféomorphisme. Notons alors
g=(o F)—1, et soit S=g(F) =Fog. Comme Q estG-invariant, S € Q. Par

ailleurs, poS=id, donc SE€T, d'ou ITNQ #£4¢.

1. 2. Démonstration du lemme 1.

Avec les notations de 2.1, posons M=bW, ¢ == |M. Choisissons un

collier M x [0,1] =Uc W dubord bW. Onnotera 7 : U=+ M la projection
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Mx [0,1] » M. Comme 7 est C”-homotope (dans U) 3 1'application identique,

il existe un difféomorphisme R : E(ﬂ*g) - p'1(U) tel que le diagramme

E(*) —B— p7'V)

P\ /
U
soit commutatif. La structure du fibré p: E.(ﬂ*g) -+ U peut étre décrite comme
suit : E(n*g) =E(£) x[0,1) et laprojection p coincide avec Pg X id, ou
Py E(¢) » M est la projection de ¢ .
Soit maintenant A : [0,1] # [0,1] une application de classe C” telle que
Xx(t)=1 pour t€ [0,1/3] et A(t)=0 pour t€ [2/3,1]. On définit alors une

section S1 : W= E par :

Sqw) = ‘{

S1 est une section lisse de = qui coincide avec s sur le bord bW et qui est

transverse a la section nulle au voisinage de bW (dans M x [0,1/3]).

0, WEW-U

R(A(t) s(m), t), w=(m,t)€ U=Mx[0,1]

On applique maintenant la proposition I. 1 a W, =, S_ et Q, ou { est

1

le sous-espace de 3 des applications W + E qui coincident avec S, au voisinage

1
de bW et qui sont transverses a la section nulle de Z. Pour ce faire, on remarque
d'abord que Q est G-invariant. Le théoréme de transversalité de Thom implique
que & estdensedans ¥, donc § vérifie les hypotheses de 2.1 et , si

SET NQ, S prolonge s et est transverse a la section nulle. C.Q.F.D.

1. 3. Nous avons besoin maintenant d'une autre conséquence de la proposition I.1.

PROPOSITION. Soit M une variété close, Vc M une sous-variété close,

¢ = (E,p,M) un fibré vectoriel lisse sur M. Alors il existe une section lisse

s: M- E de ¢ transverse alasectionnullede ¢ eta Vc Mc E.
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Démonstration. Soient ﬁ1 et (‘.2 les sous-espacés de l'espace F des applica-
tions lisses F: M+ E, composés des applications transverses respectivement a
la section nulle et 2 V< E. D'apres le théoréme de transversalité de Thom, Q1
et Qz sont des ouverts denses de 3. Il s'ensuit que § = 01 N 02 est un ouvert
dense de 3. De plus, {i est manifestement G-invariant, ou G est le groupe des
difféomorphismes M -+ M. En appliquant la proposition I.1 (avec pour S1 la sec-

tion nulle), on voit.que { contient une section s de §. C.Q.F.D.

I.4. Démonstration du lemme 2.

Dans les notations de 2.4, on considére M, = 51(M) [ 81 . Le fibré

1

[} =p:w2 a pour espace E, pour base E,. Soit q, sa projection. De méme,

1 1
. . L S o _
soit 9 E~ E2 la projection du fibré 62—p2 w- On pose V1 = M1ﬁM. La

proposition “1.3 appliquée a M1 , \/1 et 6 1 ‘Ml , implique 1'existence d'une section

S: M1 - EI((S1 | MI) transverse a la section nulle M1 et a V,l c M1. On pose

$;=Gy08, ou s est l'application composée
s 4
1 oM, — L E(B,IM)CE®) = E
M M | 4 1 1 O -

On voit tout de suite que s, est une sectionde w, et que s-= (51,5 On va

2 2
montrer que s, satisfait aux conditions (i) et (ii) du lemme 2.

2

D'abord, on a un diagramme commutatif :

| K:
E(°1 M1) —_— EZ

q, 1 l P,
Py

M,| ey M

les deux fleches horizontales étant des difféomorphismes. Comme § est transverse

a M1 , il en découle que S, est transverse & M c EZ'
Ensuite, soient M, = sZ(M), V,=M,NM, V= §‘(M1) N'M,. On voit tout de

suite que : p1(\_/) = qz(g(M1) N M1) = q2(§(M1) NnM) = M, NM=V,_. Comme ¥ est

Py
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transverse M1 c E(61lM1) et V1 c M1 , V coupe transversalement V_. Donc,

1
puisque p1|M1 est un difféomorphisme, V2 coupe transversalement V1.

Enfin, comme M, coupe M transversalement (dans E1), le fibré normal

1

de V' dans M1 s'identifie a u:1IV1. Donc, le fibré normal de V1 dans
E(, |M1) s'identifie au fibré («, @ w,)|V,. Soit x € MN s(M). Alors

X = q1(x) € q1(M NsM))cMN M1 =V,. Comme s(M) coupe transversalement V

1 1
dans E(61 IMI)’ Tx(s(M)) se projette surjectivement sur (u.'1 ® wz) | {x}, donc

sur 1'espace normal de M dans E. Il en résulte que s est transversea M. C.Q.F.D

1.5, Le reste de 1'appendice est consacré au lemme 3. La démonstration que
nous en donnons ici nous a été communiquée par L.C. Siebenmann.

Soit M une variété close, £ = (E,p,M) un fibré vectoriel lisse sur M,
(V,J) une sous-variété caractéristique de (M,{) correspondant & une section
s : M=+ E.

On choisit d'abord un voisinage tubulaire U1 de V dans M et une rétrac-

1
existe un isomorphisme lisse § IU.l » (€ V). A 1'aide de cet isomorphisme, on

tionlisse r : U, » V. Comme r est Cw-homotope a l'identité (dans U1 ), il

construit une rétraction de fibrés vectoriels lisses p= (R,r): ¢ |U1 + ¢ |V qui

donne lieu a un diagramme commutatif :

E(1U) —2 S EEIV)

pl lp
r
U —D—V

ol R est un isomorphisme sur chaque fibre p-1(x) , X€U ét est identique

1’
sur E(¢|V)c E(g |U1).

PROPOSITION. 1l existe un voisinage U, © U1 de V dans M tel que Rs soit

un plongement de U2 dans E(¢ |V).
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Démonstration. Comme s: M+ E est transverse a la section nulle, la projection
TM|V =+ TsM)|v — ¢V

est surjective sur chaque fibre et a pour noyau le sous-fibré TV. Il en résulte que

TMIV = TsM)|V .EB;.,T E€IV) IV

est un isomorphisme sur chaque fibre.
On en déduit par continuité que, pour un voisinage compact U2 c U1 de V
dans M, le morphisme d(Rs) | U, :

TU, 2, 1su) £, TEEIV)

est bijectif sur chaque fibre. Comme Rs|V =id et que U, est compact, Rsi{U

2 2

est un plongement. C.Q.F.D.

1. 6. Démonstration du lemme 3.

En utilisant 1'isomorphisme J: £ = § |V et la proposition 1.5, on construit
d'abord un diagramme commutatif

Ro
D( |U) ——— D{

SNNE
r
u L v

dans lequel r est une rétraction lisse d'un voisinage Uc U, de V dans M, R

2
est une application induite par le morphisme J1e p: £ElU~{, ettelqueq=R

0

0S*:
U =+ D{ soit un difféomorphisme identique sur V c U.

On définit ensuite une application lisse Q: E(§ |U) » E(n*C)c DL xEC
par Q(y) = (Ros(x), Ro(y)), ou y€ E(¢|U) et x=p(y). On voit d'abord que Q(y)
est bien dans E('n*C) puisque 'n(RO s(x)) = rps(x) = r(x) et = Ro(y) =rply) = r(x).

Ensuite, on a un diagramme commutatif :
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E€lu) 2 B
p l l m'
u % , bt
ou ' est la projection du fibré v*l: . Eneffet, si y € E(g |U), 7'Q(y) =
= ﬂ'(Ros(x),Ro(y)) = Ros(x)A= q(x) et qp(y) = q(x) . Comme 1'application
R : E(¢ IU1) -+ E(¢ |V) (cf. 1.5) détermine un morphisme bijectif sur chaque fibre,
Q détermine un morphisme ¢ |U - ﬂ*c inversible sur chaque fibre, donc inversible
puisque q est inversible.
Enfin, si x € U, Qs(x) = (Ros(x),Ros(x)) = (q(x),q(x)) = «@(q(x)). Donc le
diagramme
E€lv 2 _LE@*D)
s T «
v % , bt
est commutatif.
-On voit donc que si (H,h) est le morphisme n*C -+ ¢ |U inverse de (Q,q),

(H,h) satisfait aux conditions du lemme 3.

Remarque : La démonstration ci-dessus n'utilise pas le fait que le ¢ est un

Soz-ﬁbré. Le lemme 3 reste donc vrai pour un fibré vectoriel ¢ arbitraire.
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APPENDICE II - SIGNATURE DES SPIN-VARIETES

Dans cet appendice, nous démontrons le théoréme 5.2.La démonstration est
celle de [41] simplifiée par 1'utilisation de la structure multiplicative de W « €
par l'introduction d'une extension quadratique A * de 1'anneau de polyndmes Z[u],

inspirée par la lecture de 1'article [18] de V.M. Buchstaber.

o.1. Nous nous placerons d'abord dans le cadre des U-variétés, c'est-a-dire
de variétés compactes M dont le fibré tangent stable TM est muni d'une structure
complexe.

Soit Um le groupe unitaire. Il existe une suite exacte 1 - SUm - U m d,
U1 - 1, analogue a la suite 1.3, dans laquelle d associe a chaque matrice
unitaire son déterminant. Il est donc possible de refaire pour les U-variétés toutes
les constructions que 1'on a faites dans les §§ 1 - 4 pour les Spin“-variétés. En
particulier, on peut construire le groupe ernj a partir de U-variétés a déterminant
sphérique et des homomorphismes 9 : Qg - Q:EJZ , ®: QLIJn - WIL:) pour lesquels
do® =0 .

Nous avons également des homomorphismes d'oubli Q Sz - Wz - Gz qui
permettent de définir un homomorphisme d : w:i - WS‘_Z qui rend commutatif le

diagramme

|-

Q

w

U_°.a
.
Y
m

Si M et N sont deux U-variétés a déterminant sphérique, M x N n'a pas cette

:

structure a priori. De fait, il est impossible de définir une structure d'anneau

U

" Ol_'i est un homomorphisme d'anneaux. On peut

dans Wli pour laquelle W
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cependant munir w‘i d'un produit * pbur lequel w'L*J a une structure simple :

PROPOSITION (cf. [48 ], chap. VII, X).

(i) Pour x,y € Wli, onpose x *y=®(x -y), o x-y désigne le produit

de x et y dans QL_i . Alors (w‘i ,%) est un anneau commutatif .

(i) Ona x*y=x-y+[V*]dx-dy, ou [V4]=[P,(¢)]2—[P2(¢)3

(1' égalité doit &tre comprise comme égalité dans Qli ).

(iii) d(x *y) = dx -y, +x - dy - [P,(€)] dx-dy (toujours dans aY).

2r

Soit M“" une U-variété close. On notera sr[M] le nombre caractéristique

de Chern correspondant au polyndme symétrique t: + ... t; (N grand). Comme
sr[M] est un invariant du U-cobordisme, on peut correctement parler de sr(z) ,

. U
ou z¢€ QZP'

THEOREME (cf. [48], chap. X). L'anneau (WL_:_,*) est isomorphe a 1'anneau

o - . N U
' - 1
de polyndomes Zl_xz,y6,y8, ...] ou Xy = [P1(¢) J etou Yo € WZi sont des classes

de cobordisme telles que Si(yZi) = m(i) m(i+1).

Ici m(i) = p, si i est une puissance d'un nombre premier p et m(i) = 1

si i n'est pas une puissance d'un nombre premier.

. 2. Soit Z(Z) le sous-anneau de @ formé des fractions a dénominateur

impair. Nous allons construire une base de 1'anneau de polynémes Wli 9 Z(Z) .

LEMME. Soit Xy = [PI(C)] &t z, € leji (i= 3) des éléments de Wki tels que

sx(ZZi) =2 m(i) m(i+1). Alors X0 Zois i23, estun systéme de générateurs libre

de 1'anneau de polyndmes Wli .
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Démonstration. Il suffit de prouver que, pour tout i = 3
z, = Ty, +1(x,,y,y )
2i 2i 2267 Ygr - Yo
f étant un polyndme sur Z (par rapporta * !). Or, comme X51Y o (i= 3)
engendrent W*, ZZi =X y2i + t(x2,y6, . ,yZi_z), A €Z et f unpolyndme sur Z.
si(yZi) = m(i) m(i+1). Donc, il faut prouver que si(t (x2,y6, ven ,y2i_2)) =0, ou

encore que s, s'annule sur les éléments décomposables de WU pour i= 3. Soit

2i
a, b€ WU ; dega,b>0, a*b¢€ wlzji . Alors s.(a-x-b) = s.(ab) + s,([V4]dadb) .
S. (ab) 0 puisque s1 s'annule sur les éléments décomposables de O . De méme,

l([ Tda db) = O car soit deg (da) > 0, soit deg (db) >0 .

PROPOSITION. Soit ‘xz = [PI(C)], zy € w (i= 3) dés éléments tels que

s‘(ZZi) =3 m(i) m(i+1) ou a, est un nombre entier impair. Alors x

. (i23)

27220
est un systeme de générateurs libre de 1'anneau de polyndmes Wki ® Z(

2)°

Démonstration. Soit x (i= 3) le systéme de générateurs du théoréme II. 1.

> 2’ Yai
Alors si(zz.1 - (a.l- 1) ym) = m(i) m(i+1). En vertu du lemme, zy - (ai— 1) Yoi

(i= 3) forment avec x., un systéme de générateurs libre de WU . Comme

2

a. - 1= O0mod 2, il en résulte que x

i zy . (i 2 3) forment un systéme-de généra-

2’

teurs libre de WS ® (Z/2Z). Comme le Z( ~-module WS ® Z(Z) est de type fini

2)
en chaque dimension et que Z/2Z est le corps des résidus de 1'anneau local Z(z),

U

il s'ensuit que Xos Zoi (i2 3) estun systéme de générateurs libre de W, ® Z(

2)
(comme il résulte par exemple de la proposition 2. 8 de [7]).

. 3. Considérons 1'espace projectif PZI‘(C) . Le fibré tangent stable

T PZr(c) est isomorphe & (2r + 1)n, ou 7n est le fibré canonique sur P2r(c)'
On peut donc munir PZF(C) d'une U-structure correspondant a 1'isomorphisme
(réel) T P2r(c) ~»(r+1)n ® rn. On notera P;r(c) la U-variété obtenue. On

définit des éléments de WS de la maniére suivante :
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- T
X2 = Lp1(c)" ’
Zgnia = ®((P; (@1 x [Py (©D, nz1 ;
* - e ¥
an = ¢([PZF(C)J X Lpzs(c)])y nz1,

ou r et s sont choisis de maniére a avoir r,s2 1, r+s=2n, (;2) = 1mod 2

1]

ar,

si n n'est pas une puissance de 2 et (2r

2 mod 4 dans le cas contraire ;

Zypp = 924, (02 2)
Nous allons voir que x

U
de W*® Z(z).

2 2 (i= 3) estun systéme de générateurs libre

LEMME. Soient X, et X, deux U-variétés closes de dimension 2n, et 2n

2

On pose M=x1xX2. Alors, si n, et n,2 2, ona :

1 2
@ s, @M1 = )"+ cTM] et

i 1T _ (_q\-1.n N _
(ii) sn_1d[MJ = (-1) c1[M], ou n=n, +n,.

Démonstration. (i) Par définition de & (cf. 4.1), ®([M]) est représenté par

une sous-variété caractéristique P(M) de (M x P1(¢),§) ou

£ = pr':det T™® pr;'r, . Onnotera j: P(M) » Mx Pl(C) 1'injection,

c;=pric,(M), u=pric,(n). Alors, c(P(M) =3i"(c(Mc(P (€)/cle)) =

=J*(£§%¥::j—ﬁ“l) . Donc, s, ®[M1= G*v,PMY, ob v= s (cM) + (20)" +

+ (-(c1 +u) + (c1 +u)2 - ...)". Onanotéici s(n)(c(M)) la classe caractéristique

n
+ ..

de Chern correspondant a t1

. +tg . Ona u"=0. D'autre part, P(M) est
duale a c +u. Donc :
5, [M] = (e sulls (cM) + (= (c s +(cwu)®.. )", MxP(€)) =
= <5y, M) + (- D7 (e 40) ™ [MxP (€)1 = (- )" (e #u)™ [ MxP (©)] =

= (-1)n(n+1)c?[M] , car sn[M] =0
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(ii) d[M] est représentée par une sous-variété caractéristique V de
(M,£), € =det TM. Soit j : V= M I'injection. Alors C(V)=j*(c(M)/1+cl),

ou ¢ =c1(M). Comme V estdualea c,, ona

1 1’

sn_1[V] = (c1(s(n_1)(c(M))+c'1"'1(-1+'c1-c?+ ...)n'1),M> =

= <cy (o) (M), M) + ()™ ]

Laclasse c, s (c(M)) correspond au polynéme e +tD e stV -
1 °(n=1) 1 N 4 1 B

= S(n) (c(M)) + s(n-l,])(C(M))’ Or, sn[M] =0 puisque M est décomposable. De

méme, Sne1,1 [X.l >5<”x2] =sn_1[X1]s1[X2] +51[X1]sn_1[X2] =0 (ctf.[36],

lemme 16.2), puisque dim X1,X2 = 4.

PROPOSITION. Le systeme Xy Zy (i= 3) défini ci-dessus est un systéme
o . . U '
de générateurs libre de W - ® 2(2) .

Démonstration. Nous allons appliquer la proposition II. 2 :

_ (_q)4n 4n * * 1 _
S4n(28n) = (=17 (4n+1) N [PZr (c) XPZS((II)J =
_ 4n, 2r - ¥ 25 %
= (an+1) (50) < [PLL(@] P[P, (@] .
L'orientation de P;r(c) differe par (- 1)¥ de celle de P, x‘(tl:). Donc

A (P3.©] = (¢ (),P}(©) = (-1)". De méme, AP P3(@] = (-1°.

' _ 4n . 4n .
D'ol S4n(28n) = (4n+1) (21‘ ) . Le choix de r est tel que (21‘) est un multiple
impair de m(4n) m(4n+1).

On montre de la méme maniére que s (z

4n+2 ) est un multiple impair de

8n+4
m(4n+2) m(4n+3).

4n ¥ * 4n . . .
(ZSn-Z) =c, [PZI‘ (€) x P (€)] =( Zr) est un multiple impair de
4n+2) _
>) =

San-1

m(4n-1) m(4n). De méme, 54n+1(28n+2) ==

de m(4n+1) m(4n+2) = m(4n+1).

-(2n+1)(4n+1) multiple impair
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0. 4. La signature o définit un homomorphisme additif o : Wli -+ Z. Notons

G, w‘;’ + Z 1'homomorphisme composé wﬁfi_,wg 2 .z.

U

LEMME. Si x,y € W*

, Ona :

olx *y)

o(x) oly) - 201(X) 01(3’)

o, (xxy) o 1) a(y) +o(x) 0,(y)

Démonstration. C'est une conséquence immédiate de la proposition II. 1, puisque
o(vh = - 0[P @7 =- 1.

Considérons 1'anneau Z[t,u) ol t est une variable de degré 0 et ol
u est de degré 2. L'idéal (t2 +2) de Z[t,u] est homogéne. On peut donc
définir un anneau gradué A = Z(t,u) /(t2 +2).

On définit également un homomorphisme additif ¢ : w‘: A, par

o(x) = (o(x) +01(x)t)un R ou x € w;}n .

PROPOSITION. ¢ est un homomorphisme d'anneaux gradués.

U

Démonstration. On a, pour x € WU om

2n et yew

o) ely) = (e(x) +0,())00) +0,()1) ™" =

(0(x) 0(y) + (0 () 0(y) +0(x) 0 Nt + 0 (x) o G u™™ =
(o) 0(y) - 20 ,(0) 0,) + (0, () 0(y) +o(x) 0 W)t T u™™ =

e(x *y)

en vertu du lemme ci-dessus.

o.5. Nous allons calculer ¢ sur les éléments du systeme de générateurs

construit dans II. 3.
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PROPOSITION. (p(xz) = 2tu

?(zgnq) =
(p(z4n_2) =0, n22

Démonstration. On a d [P1(C)] = 2. Donc (P(Xz) = (o(P1(C)) +2tlu=2tu.

Pour calculer ¢(z rappelons que 0® ([M) = (1- [thc (M) ]2) L(M)[M]

8n +4)
(pr'oposmon 6. 1). Dans le cas qui nous intéresse, M=P (C) x P 4"(l:),

c (M)-u1 +uy ou Uy = pr'm c.l(n)

2 thu, +thu, 2
ona : [the,M]%= [th(u +u)]?-

i Rl Y )
1+thu1thu2) Sil'onpose thu, =X, ,

2+X§+3X§x4+termes Xi Xj ou i ou j estimpair,

2
-4XX 2 1%2

[thc,l(M)]z -x2 2

ou i>2.
3 -1, pour i=0, 2
Comme (thu) ( thu [F’;(C)] = {
0, pour d'autres valeurs

4n+1 { 1, pour j pair < 4n
et (tnu) (thu ) (P}, (@] =1
2 0, pour d'autres valeurs |,

il en résulte que 0(28n+4)=-1-(-1+4—1-3)=0. D'ou <p(28n+4)=0

Enfin, o(z )+c1(z )t]uzn-1 =0, car 01(2

4n-2 4n-2) =
0, puisque dz 4n est représenté par une SU-variété.

an-2) = 1945

=0d(z odz(z

4n-2) = 4n) =

I. 6. Nous pouvons maintenant démontrer le résultat principal.

THEOREME ([21], cf. (48], chap. X). L'image de 1'homomorphisme d'oubli

SuU U - U
an 4 W8n - coincide avec 1l'image de d: Wsn % W8n 4

PROPOSITION. Soit M une SU-variété close de dimension 8n + 4, alors

o(M) = Omod 16 .

De’monstratiqn. Comme il résulte du théoreme ci-dessus, il suffit de prouver que

U . . U
‘p(w8n+6) c 16 l\*. Comme d'autre part, Xpr 2y (i = 3) engendrent w* ® z(z)
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(proposition II. 3), il suffit de prouver que ¢(A) = 0 mod 16 pour tout mondme A
i2
en x5, z, (i23) de degré 8n+6.
Soit donc A un tel mondme. On a trois possibilités :

(i) A est divisible par z 4 alors ©(A)=0.

n-2’
(ii) A est divisible par Zgn 4’ alors ¢(A)=0.
(iii) A est divisible par Xy ¥ X, % Xy, alors ¢(A) € 16 A, puisque

¢>(x2)3 ==-16 tu3.

Ceci acheve la démonstration.

THEOREME (cf. 5.2). Soit M une Spin-variété close de dimension 8 n + 4,

n > 0. Alors la signature o(M) = 0 mod 16.

Démonstration. Considérons 1'injection canonique SUmC SOZm' Comme

m 1(SUm) = 0, cette injection se reléve en un homomorphisme SUm - Spin2m.
Ainsi, chaque SU-variété a une Spin-structure canonique, ce qui donne un homomor-
phisme Osz -+ QS: in . Le théoreme résulte maintenant de la proposition ci-dessus
et du théoreme de Wall [50] : 1'homomorphisme 02V + @5PI%/Tor est surjectit

pour m=8n+4, n= 0.
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APPENDICE I - DES COEFFICIENTS DE xthx MODULO 16

Pour utiliser la proposition 14. 2, il faut connaitre les coefficients a 4n+2

x4n+2 dans la série formelle xthx modulo 16 . Dans cet appendice, nous

de
calculons ce coefficient.

Nous utiliserons les propriétés des nombres de Bernoulli telles qu'elles
sont présentées dans [10]. Le lecteur peut se rapporter également a 1' Appen-

dice B de [36 ], mais il lui faudra alors changer légérement de notations.

1. 1. Par définition ([10], chap. V), ona :

B B
t 1 2.2
=B, + st + 57t +...
et_1 0 1! 2!

PROPOSITION ([10]).

(i) Pour tout n=2 0, B, est un nombre rationnel ;
1

(ii) Bo=1, B1=-5, BZ.+1=0, pour i>0 ;
n n

> : =0 ;
(iii) Pour tout n= 2, ona : 1+n81+(2)82+"'+(n—1) Bn-1 0 ;

(iv) Si Sm(n) désigne la somme 1™+ . +(-)", O, m>1), ona :

- m+1, 2 m+1, 3
(m+1)Sm(n) = (m+1 )an+ (m_1)n Bm-1 +(m_2)n Bm-2+ ey

ou 1'on pose BJ. =0, pour j<O.

o 2r . 2r
PROPOSITION. xthx = I 2—(-%;‘) B, x&
_—— 2r) ! 2r

r=1

v _2y By 2 B 3
. . . _ B o2 -3

Démonstration. On a d'abord thy - ezy_1 +y = 1 + 3T (2y)° + 3 2y)” +...
D'autre part, xthx = tzhLZx - %‘ . En substituant y =x et y = 2x dans la

formule précédente et en tenant compte de ce que B =0 pour j> 0, on

2j+1
obtient la démonstration.
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m. 2. Etudions d'un peu plus prées les nombres BZr'

LEMME. Pour tout r = 0, ZBr a un dénominateur impair.

Dénmonstration. Pour r impair, cela découle de la proposition ci-dessus, (ii).

Surpcsons-le démcntré pcur 1 < 2m. En vertu de (iii) :

2B, = - #—(2+(2m+1)281+(2“2‘”)252+...+(2“’”)2B

2m 2m+1 2m-1 2m-1) ’

le terme de droite ayant un dénominateur impair par hypothese.

PRCPCSITION. Si m=2mod4 e m>2, ona 2Bn‘ = 5mod 8, la congruence

étant comprise comme égalité dans 2(2) / 82(2) =Z/8Z .

Dénmonstration. Posons n =4 dans la formule (iv) de II. 1. :(m+1)sm(4) =

_ m+1 . _ _
= (m+1)4Bm + (m-2) 64Bm_2 + ... puisque Bm-1 = Bm-3 =.

ZBr ont un dénominateur impair, Sm(4) = 4Bm mod 32, ou encore 2B m =

.. =0. Comme les
(4)
> mod 16.

or, sm(4)=1“‘+2“‘+3“‘s 1+3™mod 32 (car m>6). Si m=4r+2,

1+3%=1+(81)7 - 9= 10 mod 16. Donc Sp,(4) =10 mod 16 et 2B_ = 5mod 8.

oI. 3. Soit v: Q= Z U {+«} la valuation 2-adique du corps @

n-1
PROPOSITION . Pour nz 1, v(%—) - e@m-12 o,

ol a(n) est le nombre d'unités dans le développement binaire de n.

Démonstration. Si pour a€ @, [a] désigne la partie entiere de a, ona

Soit n=a, +« 21+a 22+...+a 2" avec a. =0 ou 1. Alors :
0 1 2 r i
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1 2 r
1) = ’
n+v(n!) do+012 +a22 + ...+ Q 2 +

+a +a 21+.-..+ar2p1+

1 2
r-2
+a2 + .+ar2 +
+ Q =
r
= a0(2-1)+a1(22-1)+ +ar(2P+1—1) = 2n - a(n)
2n-1\
Donc : v(n!)=n-a(n) et v( = ) =a(n)-1.

Im. 4 Ainsi 2n-1f“—'2°’(")" ‘A ou A €Z Onva étudier A_ mod 8
_ n! n n () n ’

Soit q € @Q*. On notera {q} le produit des nombres naturels impairs < q :

{q} =1.3.5.....(2s+1) o 2s+1<q<2s + 3.

k

. -1 n n n . k+1
PRCFOSITION. An = {n} (5} {4—} {F} ou 2°=n<2 .

Démonstration. Par définition de An, A;1 est le plus grand diviseur impair de

n!. Donc, comme n! = {n} .2{%} .4{5?} .ZK{%} ol 2ks n<2k+1 ,

ona : A;1 = {n} {%} {zﬂk-} .

PROFOSITION. Soit ¢ : {0,1}3 - (2/82)* la fonction définie par :

©(0,0,0) = #(0,0,1) = ¢(0,1,0) = o(1,1,1) = 1,
:0(0,1,1) = ¢(17010) =3,
©0(1,0,1) = ©(1,1,0) = 7.
s 1 ) r _
Alors, si n= ay + a12 et 2 (ai-0,1),
A, = '5(°2'°‘1'°‘0)° (a3,12,¢‘) 'o(a4,a3,a2)...

... w(ar, %_1,%‘_2) w(O,ar,cxr_l) (0,0, ur) mod 8 .

Démonstration. On remarque d'abord que la fonction m -+ {m} mod 8 est périodique
de période 8, comme il résulte de ce que 1.3.5.7 = 1 mod 8. Pour

N=8+2y +4Bmod8 (B8, v,8 =0,1), on a alors {N}'liv(ﬂ,‘y,b)mods.
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Pour le voir, on fait un calcul direct

N mod 8 {N} mod 8 {N} " mod 8 0(8,y,8)
1 1 1 1
2 1 1 1
3 3 3 3
4 3 3 3
5 7 7 7
6 7 7 7
7 1 1 1
0 1 1 1
_ 1 r
On a donc pour n-a0+a12 +"'+°‘r2
-1 -1 -1
n _ n _ 1 r-s
(2—5} = {[25]} = {&S+as+12 +a b 20}
= (p(as+2,as+],as) mod 8.
III. 5. Soit n 2 6 un nombre naturel tel que n = 2 mod 4, et soit an

P n , .
coefficient de x dans la série x thx.

PROPOSITION.

a) a(n)2 5, alors a = 0mod 16
b) a(n) = 4, alors a = 8mod 16
c) a(n) =3, alors a, = 12 mod 16

et si n=2N1+2r+2, rz 3,

si n=25+2r+2, s-1>r23, a,

si n=2r+6, r=z4,

d) aln)=2, alors a, = 14mod 16 ¢t a

6
et si n=2"12, rzg4,
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n,.n n

Démonstration. On a vu que a, = 2 n2! =1 Bn = - %—,- Bn mod 6, puisque n > 6.

La proposition III.2 donne a = -5. 20‘('])"1 .A,_ mod 16, puisque a(n) =2 et
2n-1

v(ST) =ealn)-1= 0.

a) et b) en découlent immédiatement.

Pour c) : 14=1110 (ol 1110 désigne le développement binaire).
Donc a,, = -5.4.A; = 2A ) = 12¢(1,1,0) @ (1,1,1) 0(0,1,1).0(0,0,1) =
= 12.7.1.3.1= 12 mod 16 .

De la méme maniére a, = 120 (0,1,0) ©(1,0,1) »(1,1,0) . ©(0,1,1) 9(0,0,1) =

=12.1.7.7.3.1= 4mod 16 puisque 26=11010.
Tous les autres cas s'analysent de la méme maniére. Par exemple, si

P —_—
n=2 +6, r>4, onan=10...0110
2 2

Donc a = 12¢ (1,1,0) 0 (0,1,1) p (0,0, 1) p(1,0,0) p(0, 1,0) ©(0,0,1) =

= 12.7.3.1.3.1.1 = 4mod 12, car ¢ (0,0,0)=1.

Pour d) : a(n)=2, donc a = -5.2.An mod 16 = 6A_ mod 16.

Le reste de la démonstration se fait comme dans c).

Terminons cet appendice par une liste des 16 premiéres valeurs de

a, mod 16 :
n 6 10 14 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66
a 14 10 12 2 4 4 8 2 4 12 8 4 8 8 0 2
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