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PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS
EN CODIMENSION 2

PAR

BERNARD PERRON
[Dijon]

RÉSUMÉ. — Dans cet article, on calcule, par une méthode « élémentaire » parallèle
à la démonstration du théorème du j-cobordisme, l'obstruction à ce qu'une pseudo-
isotopie de plongements en codimension 2 soit isotope à une isotopie. A la différence
du cas de la codimension $s 3, cette obstruction n'est pas nulle en général.
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Introduction

Dans tout cet article, on travaille dans la catégorie des variétés diffe-
rentiables, éventuellement à bord, et des applications C°°. Q (resp. V)
désigne une variété connexe, compacte de dimension q (resp. n), et
fo : V—> Q désigne un plongement fixé tel que/o (^) (= SQ' On appelle
pseudo-isotopie de plongements (resp. de difféomorphismes) de V dans Q
(resp. de Q) tout plongement F : V x I — > Q x I (resp. difféomorphisme
Q x I—> Q x 7) coïncidant avec /o x idj (resp. idgxj) sur Vx { 0 } u 8Vx 1
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290 B. PERRON

(resp. Q x { 0 } u 8Q x I ) tel que

F ( V x { l } c z Q x [ l } ) ( resp .F(ûx{l})c(2x{l}) .

Une isotopie est une pseudo-isotopie conservant les niveaux.
On se pose le problème de savoir si une pseudo-isotopie est isotope

à une isotopie. Pour les plongements, la réponse est affirmative si
q-n ^ 3 ([4] ou [8] par exemple). En codimension 2, la réponse n'a
de chance d'être affirmative que dans le cas où le complémentaire de la
pseudo-isotopie est un cylindre. On notera ^(F", ô^^/o) l'espace de
ces pseudo-isotopies muni de la topologie C°°.

HATCHER, dans [2], définit algébriquement deux groupes Wh^ (n^ (Q))
et Wh^ (Tri (M), Z^xn^ (g)), et démontre deux théorèmes.

THÉORÈME A [2]. - Soit ^ {Q\ 8Q) l'espace des pseudo-isotopies de
difféomorphismes de QxL Alors, si q ^ 7, il existe un isomorphisme

6: n^(Q,8Q))-^ Wh^n,(Q))@Wh,(K,(M),Z^xn^Q)).

^THÉORÈME B [3]. - Ko (JF (Y\ ô;/o)) ^ Ci © C ,̂ où Ci (resp. C^)
désigne le conoyau de homomorphisme

^^(n,(Q-fo(V)),n^Q-f^V)xZ^)-.Wh,(n,(Q),n^Q)xZ^

(resp. Wh, (n, (ô-/o (V)) -> W h, (n, (Q))).

Plaçons-nous dans les hypothèses suivantes : fo : yn—>Qn+2 est un
plongement de codimension 2 (n ^ 5) tel que l'homomorphisme induit
par l'inclusion TCi (Q-fo (V))->n^ (Q) soit bijectif. On a alors la pro-
position suivante :

PROPOSITION 1. - Sous les hypothèses précédentes, on a une bijection :

^o(^w e^^/o^zMô^g-g^z] o,
où \ag-ga;Z~\ désigne le sous-groupe additif de Z [n^ (g)] engendré par
les éléments du type ag-ga, où aef^ Z [71^ (F)], g e Z [n^ (g)], et
par Z=Z[0] c=Z[7ri(0].

Démonstration. — D'après le théorème B, on a une bijection
^o (^ (V\ û^^/o)) ^ Ci. Par définition, Wh, (n, (Q), Z^xn^ (g)) est

(1) F. LAUDENBACH m'a fait remarquer que ce groupe n'est autre que le groupe d'homo-
logie ^oOri(F); Z[îii(fi)]/Z[0], où 71:1 (V) agit sur Z [n, (Q)]/Z [0] par conjugaison.
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le quotient du « groupe de groupe » de 71:1 (Q) à coefficients dans
^2X^2 (6)» G = (Z2xn2 (Q)) [7r! (6)]-par le sous-groupe H engendré
par les éléments du type (a, ^-(a0, ara"1) et (P, 1), où a, P e Z^ x 71̂  (<8),
a, T e 71:1 (g), et où a0 désigne l'action de n^ (Q) sur Z^ x 71:2 (ô) (l'action
sur Z^ étant triviale).

Posons g' = ô—/o (^)î soient Q le revêtement universel de Q et g',
/o (F) les revêtements induits (Q' coïncide avec le revêtement universel
de Q' d'après l'hypothèse Tii (g) w n^ (g')). Posons

Wh,(n,(Qf),Z,xn,(Qf))=Gf|Hf;

on a alors Ci ^ (G/G^/i^ ( H / H ' ) . G/G' s'identifie au « groupe de groupe »
K! (Q)/71! (ô') [7r! (6)]- O11 a al^s les isomorphismes suivants :

^(ô^ô') ̂  ̂ 2(6, ÔO ̂  ̂ oOoT^) ̂ [^(ô)//o^i(^)]
^Z[7ii(ô)]/{ga=g;ge7ii(ô),^e/o^i(n}.

Compte tenu de la définition de H et H\ Ci est isomorphe au groupe
Z [îti (6)x7Ti (0)], divisé par les relations (g, é?) = 0, (ga, g ' ) = (g, g ' )
et (y g, ï^Y"1) = (^^/), où ^ est l'élément neutre de n^ (Q), g, g\
yeTi i (Q) et a e/o^ (Tii (^)). Puisque chaque orbite de TTi (ô)x7Ti (Q)
pour la troisième relation rencontre { e ] x n^ (Q) en un seul point, toute
fonction à valeur dans Z à support fini dans n^ (Q) x n^ (Q) est équivalente
à la donnée d'une fonction à support fini dans [ e } xn^ (Q). Compte tenu
de la troisième relation, la seconde devient

0?,g)=0?, a'^gd), aefo^ni(V), gen^Q).
Donc,

C^Zn,(Q)|{a-lga=g,e=^aef^n,(V),gen,(V)}.

Le but de cet article est de démontrer la proposition 1 sous l'hypothèse
supplémentaire que le fibre normal à fo est trivial par une méthode « élé-
mentaire » en ce sens que contrairement à [2] et [3] elle n'utilise pas de
familles à deux paramètres et très peu de familles à un paramètre. Elle
permet en outre de lire l'obstruction à l'isotopie sur une décomposition
en anses de la pseudo-isotopie.

La démonstration repose sur la remarque fondamentale suivante : une
pseudo-isotopie, dont le fibre normal admet une section non nulle, et dont
l'image est verticale, est isotope à une isotopie. Cette remarque ramène le
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292 B. PERRON

problème à la détermination des composantes connexes de l'espace des images
des pseudo-isotopies. Le problème est alors de savoir si on peut supprimer
les points critiques (pour la projection p : Q x I — > I ) d'une sous-variété
difféomorphe à un cylindre, plongée dans Q x I. Il apparaît ainsi comme
une version plongée du problème du ^-cobordisme.

On définit (chap. 2) pour un point critique de Morse de la fonction
cote, la notion de membrane qui va jouer le rôle de la nappe (ou de l'anse).
On donne à l'aide de ces membranes un critère de destruction mutuelle
de deux points critiques (chap. 2, lemme 2.9), et on prouve par une méthode
semblable à celle de SMALE [5] qu'on peut isotoper toute pseudo-isotopie
à une n'ayant que des points critiques d'indice p et p+1 (2 ^ p ^ 72—2).

A une telle pseudo-isotopie on associe, après avoir fait un certain nombre
de choix, un couple de matrices (A, B) : A est la matrice d'intersection
(à coefficients dans Z [n^ (F)], inversible, de torsion nulle) des cœurs
des anses d'indicée et/?+1, et B la matrice (à coefficients dans Z [n^ (0)])
d'intersection des intérieurs des membranes correspondantes. Le critère
de destruction mutuelle évoqué plus haut montre que la pseudo-isotopie
est isotope à une isotopie si le couple (A, B) est égal à (/, 0) (/étant la matrice
identité).

Notons F]^ (resp. e^) la matrice différant de l'identité (resp. de la matrice
nulle) seulement par l'élément à la place (k, k) (resp. (A, k), h étant l'indice
de ligne, k celui de colonne) qui vaut ye ± n^ (V) (resp. a), et posons,
pOMrh^k,E^=I+e^

Si (A', B ' ) est le couple de matrices associé à d'autres choix, on passe
du couple (A, B) au couple (A' B ' ) par une suite finie d'opérations de l'un
des quatre types suivants :

1° (A, B)^(AFL BFÎ+nf^ÇAeU)

(resp. F\ A, F\ B+nf^ (̂  A)) (y e ± n, (F), n e Z),

2° (A,B)^(A,5+/o*(Â^))

(resp. A, B+f^ (^ A)), où g e Z [n, (g)] et h ^ k.

y (A, B) -^ (A%, BE^ + n (/o* A ̂ ))

(resp. (E^ A, E^ B+nf^ e^ A)), où a e Z [n, (F)], n e Z, et h + k.

A^V4° (A,B)^
o o 77
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PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS 293

On démontre aux chapitres IV et V qu'un couple de matrices (A, B)
satisfaisant aux conditions énoncées plus haut est équivalent au couple (/, 0)
par une suite finie d'opérations de l'un des quatre types précédents si,
et seulement si, la classe de la trace dans Z [n^ (Q)\l[cig-ga; Z] de
^/o* G0~1 est nulle.

Le parallélisme avec la construction du groupe de Whitehead est frap-
pante à l'aide de l'interprétation suivante : soit GL^ (n^ (V) ̂ n^ (Q))
l'ensemble des couples de matrices (A, B), où A appartient au sous-groupe
de GL^ (Z [îii ( F)]) engendré par les matrices du type E^, F\ (a e Z [711 ( F)]
et y e ± TCi (0)), et où B est une matrice carré d'ordre n à coefficients
dans Z [71^ (0)]. La loi

(A, B)x(A\ B ' ) = (AA\ 5/o*(A')+/o*(A)B')

fait de GL^ (n^ (^^i (ô)) un groupe. Notons GL (n^V^^n^Q))
la limite inductive des GL^ pour l'inclusion

(A, B)^

et soit E (iii (V)—> TT i (0)) le sous-groupe engendré par les éléments du
type (E^ n ̂ ) (n e Z) et (/, ̂ ) (g e Z ̂  (0)]).

Soit K(Ki (r)^^ (0)) le quotient de GL (n^ (^^n^Q)) par le
sous-groupe (distingué) E (n^ (V) -S K^ (8)), et

^(^(7)^(ô))=K(^(F)^^(e))/((FL n^), ve±^( )).

A la différence du groupe de Whitehead, le groupe Wh (n^ (V) -ï n^ (Q))
se calcule facilement : on montre que l'application

tr: ^(7ri(yA\i((2))^Z[7Ti((2)]/[ag-ga;Z],

définie par tr ((A, B)) = trace (£fo^ A~1) est un isomorphisme de groupes
En fait, on est capable de définir une obstruction dans

2r [7T! (6)]/[^<?-<W Z] pour toute pseudo-isotopie de Morse ordonnée.
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294 B. PERRON

C'est à ce niveau qu'on est obligé d'introduire des familles à un
paramètre pour montrer que le processus qui fait passer d'une pseudo-
isotopie quelconque à une pseudo-isotopie ordonnée est essentiellement
unique.

On peut énoncer quelques conséquences de la proposition 1 :

COROLLAIRE 1 :

(A) Sous les hypothèses de la proposition 1, si n^ (Q) = 0, alors
^(^(V", Ô^Vo))^.

(B) Si Q = VxS2 et fo : V—> VxS2 est le plongement standard, alors
KO (^ (V\ F" x S2; fo)) ^ Z [711 (V)]/Z [0] (si n, (F) est abélien).

COROLLAIRE 2. — On peut trouver une variété compacte, connexe, orientée
Qn+2 (n ^ 5), une variété V obtenue de D" en attachant des anses d'in-
dice < n-\, et un plongement fo : V —>Q tels que n^ (^ (V\ Q; fo)) ̂  0
(si les anses attachées sont toutes d'indice < n—1, on sait, par [8],
que^(^(V1, Ô,/o))=0).

Démonstration. — Soit un plongement fo : V"—> Qn+2 satisfaisant aux
hypothèses de la proposition 1. Soient F'" = V^D^fo = fo \ V et Q'
le complémentaire dans Q d'un voisinage tubulaire de/o (V). Le corollaire
découle alors du diagramme :

^(^(V, Q'.fo))——>no^(D\ ôVol^))——^o(^(K ô,/o))——^0

0__Ker.———————^(6)]____^ ^W o
Z[0] [ag-ga',Z[0]]

où la première ligne est la suite exacte d'homotopie de la fibration

^(D", ô^/ol^-^^C^ ô;/o)-^«W, ô';/o).

Les résultats de cet article ont été annoncés dans [9], et ont fait l'objet
d'une thèse sous la direction de C. MORLET, que l'auteur tient à remercier.
Des conversations avec F. LAUDENBACH lui ont été très utiles au cours
de la réalisation de ce travail, il lui a notamment signalé une erreur dans
la version originale.
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Chapitre 1 : Un lemme de Whitney relatif

1. Position du problème

Soient T" une sous-variété connexe, compacte, orientée, de codimension 2
dans Q^2, à fibre normal trivialisé, connexe, compacte, orientée, Mf, M|,
deux sous-variétés simplement connexes de Q de dimensions complé-
mentaires rencontrant T transversalement, uniquement le long de leur
bord non vide, simplement connexe. L'objectif est de définir une obstruction
algébrique à la disjonction de M^ et M^ par isotopie de Q laissant T globa-
lement invariante. Le résultat principal de ce chapitre est donné par la
proposition suivante :

PROPOSITION 1.1. - SoientQ^2, T\ M{, Mj données comme plus haut.
On suppose que l'inclusion induit un isomorphisme 7^ (g—T)—^ (g),
et que n > 5 et p, q > 3. Dans le cas p = 3, on impose en plus que l'inclusion
induit un isomorphisme n^ (T-8M^) -» 71:1 (T). Alors, moyennant un certain
nombre de choix, on peut définir un couple (réduit) d'intersection (a (M^ M"2),
P (MI, M^))eZ [n^ (T)]xZ[7i;i (g)], invariant par isotopie de Q lais-
sant T invariante, nul si, et seulement si, on peut disjoindre M^ et M^.

Le reste de ce chapitre est consacré à la démonstration de cette
proposition.

2. Définition du couple d'intersection

Sous les hypothèses de la proposition 1.1 on peut définir le nombre
d'intersection a' (8M^, SM^) e Z [n^ (T)] dans T dès qu'on a fait choix
d'un point de base * dans T, de chemins u, (i = 1, 2) joignant * à 9M,
et d'orientations de 8M^ et ÔM^ On peut aussi définir classiquement
en utilisant les choix qu'on vient de faire, le nombre d'intersection
P' (MI, M^) = ^ReM^M^^R^R des intérieurs de M^ et M^ (après les
avoir mis en position générale).

Ces deux nombres d'intersection ne sont pas indépendants d'après
le lemme suivant :

LEMME 1.2. — Soit PeSM^nQM^ ayant un nombre d'intersection
Sp âp e ± Tii (T). Alors on peut, par une isotopie de M^ fixe sur le bord,
introduire un point d'intersection des intérieurs de M^ et M^ ayant pour
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nombre d'intersection ± Sp 4 (û^), ^ désignant rhomomorphisme induit
par l'inclusion n^ (T) —> n^ (Q).

Démonstration. — L'idée est de faire « pivoter » M^ autour de P selon
la figure :

Fig. 1.1

LEMME 1.3. — On se place dans les hypothèses de la proposition 1.1.
Soient P, P ' e QM^ n ÔM^ deux points d'intersection avec nombres d'inter-
section opposés. Soit S2 un disque de Whitney dans T, c'est-à-dire, un 2-disque
dont l'intérieur est plongé dans T—BM^—QM^ et rencontrant QM^ le long
d'un arc d^ de son bord d'extrémités P et P ' . S'il existe un champ de vecteurs
non nul Ç sur 82 normal à T rentrant dans A/\ le long de d^ et définissant,
le long de d^ un champ non colinéaire de même sens au champ rentrant
dans M^, alors on peut supprimer les points d'intersection P et P ' par une
isotopie de M^ n'introduisant pas d'autres points d'intersection de M^ et M^.

Démonstration. — L'existence d'un disque de Whitney est assurée par
l'hypothèse £p âp = —8p/ a^. En faisant pivoter au besoin M^ autour de P
comme il est indiqué sur la figure 1.2, on peut supposer que les nombres
d'intersection dans Q, Gp Op et s^ a^ sont opposés.

sortant de Mj

Fig. 1.2

On peut alors épaissir le procédé de Whitney de suppression des points
d'intersection P et P ' dans T, défini par 52, et faire comme si M^ et M^
étaient des sous-variétés sans bord s'intersectant transversalement en des
points P et P ' ayant des nombres d'intersection opposés.
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Pour définir l'obstruction à l'existence d'un champ de vecteurs vérifiant
les propriétés du lemme 1.3, on associe à tout point P e ÔM^ n 8M^
un triple (n?, Ep, dp) e Z x { ± 1 } x n^ (T) : le couple (Gp, dp) est le nombre
d'intersection habituel de cM^ et ^M^ dans T, défini à partir d'un choix
de point de base * de T et de chemins ^ d'origine *, d'extrémité A^ e M^
définis précédemment. On désigne par À-^ un chemin sur ÔM^ joignant A^
à P e ôMi n 8M^, et par y^ le champ défini le long de 8 Mi rentrant
dans M^

Pour définir l'entier rip, on fait choix d'un champ normal y[ (non nul)
à T, défini le long de i^, coïncidant avec le champ y^ en Ai, et définissant
en * un couple de vecteurs indépendants. Soit y ' [ un champ normal à T,
défini le long du chemin ^2 * ^2 coïncidant aux extrémités * et P respec-
tivement avec les champs y"? y^, et tel que le champ y^ u y'i u y^', défini
le long du lacet j^1*^1*^'!* ^i» solt ̂ ^l (P^ rapport à la triviali-
sation du fibre normal à T restreint au lacet ^Ç1 * ̂ 1 * ?4 * i^i).
L'entier n? est alors défini comme le nombre (algébrique) de traversées
du champ y 2 u y^ par le champ y'^ le long du chemin ̂  * À^.

Plus précisément, soit Ç le fibre normal à T le long du chemin ^ * ^2?
et soit T : (^ * ̂ 2) x -O2 ̂  Ç une trivialisation telle que le champ y^ u y^
corresponde à T ((^2 * ^2) x ̂ i x { 0 }). Au champ j'[ est associé une
application

(U2*^*^)-^1, ^'-So, S'-So),

^o désignant l'extrémité du rayon D1 x [ 0 }. L'entier rip correspond alors
à la classe d'homotopie de cette application.

Remarque fondamentale. — Soient p, p ' e 8M^ n 8M^ avec des nombres
d'intersection opposés (8p a? = -Sp/, a?). Alors il existe un champ de
vecteurs ayant les propriétés énoncées dans le lemme 1.3 si, et seulement
si, n? = n?..

DÉFINITION 1.4. — On se donne Q, T, M^, M^ comme dans la propo-
sition 1.1, et on fait choix d'un point de base, de chemins et de champs comme
plus haut. On appelle couple d'intersection (non réduit) le couple
(a (M,, M^), P (Mi, Af^)) 6 Z [Z x n, (T)] x Z [7^ (0)], défini par

a(Mi, M^) = YpeQM^QM^p^p, Op) et P(MI, M^) = L^MÎnM^^-
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3. Influence des choix sur le couple d'intersection

Un changement de chemins, de champs et d'orientation transforme
le couple (a, p), donné dans la définition 1.4, en

a'(Mi, Ma) = 'ZpeôM^ôM^p(^p+n, ̂ n),
P'(MI, M2) = ̂ R^M^M^R^WgR^W,

où ^, H e ± Tii (T) etneZ.

4. Influence d'une isotopie de Afi sur le couple d'intersection

Soit ht : M\ —> Q une isotopie (parmi les plongements de M^ satisfaisant
aux hypothèses du début du chapitre). Génériquement, cette isotopie
présente (par rapport à Ma) trois sortes d'accidents :

(a) MI rencontre Ma transversalement sauf en un point R de son inté-
rieur, où il y a contact d'ordre 1.

(b) ÔM^ et ^Ma se rencontrent tranversalement sauf en un point P,
où il y a contact d'ordre 1 (dans T et Q), les intérieurs se rencontrant
transversalement.

(c) 8M^ et <9Ma (resp. Mi et Ma) se rencontrent transversalement
dans T (resp. Q), et il y a exactement un point P e 8M^ n ÔM^, où les
(demi-)espaces tangents à M^ et Ma se coupent suivant un (demi-)sous-
espace de dimension 1.

L'effet de la traversée de l'accident (a) (resp. (b)) est d'ajouter à P (Mi, M^)
(resp. a (Mi, M^j) un terme du type s g — G g (resp. s (n, a)—s (n, a)), ce
qui ne change pas le couple. L'effet de la traversée de l'accident (c), qui
correspond au pivotement autour du point P, décrit plus haut, est de
transformer le couple

(a(Mi, M )̂ = E^p^O^ ^)+8p(np, dp), p(Mi, M )̂)
en

(^(Mi, Ma) = Ep^p£p'(yv, ûpQ

+£p(^±l, ̂ ), P(Mi, M^e^^K-l)11111^2.

COROLLAIRE 1.5. — On se donne Q, T, M^, M^ comme dans la propo-
sition 1 . 1 , et des choix de chemins et de champs. A cette donnée est associé
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un couple à'intersection unique du type

(a(Mi, M )̂ = EpeaM,naM.ep(0, a^ P(Mi, M )̂),

appelé couple d'intersection réduit, qu'on considère comme appartenant à
z [n! (r)] x z [7r! (6)]- ̂  couple réduit est un invariant d'isotopie.

La proposition 1.1 est alors démontrée compte tenu du lemme 1.3
et de la remarque fondamentale.

COROLLAIRE 1.6. — Sous les hypothèses de la proposition 1.1, il existe
une isotopie ht de Q laissant T invariante telle que h^ (M^) et M^ se coupent
transversalement exactement en un point de leur bord si, et seulement si,
le couple d'intersection réduit est du type (a, n i^ (a)), où a e ± îii (T)
et n e Z.

Chapitre 2 : L'espace des pseudo-isotopies

1. L'espace des pseudo-isotopies

Soient (F", 8V) et (g4, ôQ) deux variétés difiérentiables compactes,
connexes, de dimension respective n et q, et /o : V—> Q un plongement
fixé dans toute la suite tel que/o (QV) cz QQ.

DÉFINITION 2.1. — ^ (Y, Q; fo) désigne l'ensemble des pseudo-isotopies
F : Vxl—> Qxl induisant /oxidj sur Vx {0 } u SVxI telles que le
complémentaire de l'image de F soit un cylindre. On munit ^ de la topo-
logie C°°.

Remarque. — D'après le théorème du ^-cobordisme, si dim Q > 5 et
si le plongement /o est tel que ^ : n^ (Q—fo (^))—^i (6) est un iso-
morphisme, alors une pseudo-isotopie F appartient à ^ (V, Q;fo) si,
et seulement si, les inclusions induisent des isomorphismes :

n,(QxI-F(VxI))-^n,(QxI) et n,(Qx {l }-F(Vx {l]))^n,(Q)

(c'est toujours vrai si q—n ^ 3).
On a le lemme fondamental suivant :

LEMME 2.2. - Si le fibre normal à /o admet une section non nulle,
alors toute pseudo-isotopie F : V x I — > Q x I à image verticale (c'est-à-dire
telle que F ( V x I ) =/o (V)xl) est isotope à une isotopie.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



300 B. PERRON

Démonstration. — Soit /i un plongement de V dans Q « parallèle » à /o
obtenu en poussant/o le long d'une section non nulle de son fibre normal.
Un argument classique de suspension montre qu'on peut étendre F et
/ iXidj en un plongement G : ( V x I ) x J — > Qxl tel que

G ( V x { i } x J ) c z Q x { i } 0 = 0 , 1).

Le lemme en résulte immédiatement. Comme conséquence immédiate,
on a qu'une pseudo-isotopie dont la fonction cote, c'est-à-dire la compo-

F p
sition Vxl—> Q x I — > I , est sans point critique est isotope à une isotopie.

2. Stratification de l'espace des pseudo-isotopies

Soit ^ (V") l'espace des applications C ^ f ' . V x I — ^ I telles que
f~1 (i) = Vx { i } pour ; = 0, 1. Cet espace est muni d'une stratification
naturelle définie dans [1]. L'application continue p^ : ̂  (V, Q;fo) —> ̂  (V),
définie par p^ (F) = p o F permet de stratifier ^F (V, Q; fo) en prenant
les images réciproques des strates de ̂  (V). La première strate/?^1 (^° (V)),
notée ^° (F, Q; fo) est constituée des pseudo-isotopies dont la fonction
cote n'admet que des points critiques de Morse situés à des niveaux
différents. La seconde strate ^rl (F, Q; fo) se décompose en deux parties

^(K ô;/o)=^~W(^) et ^(F, Q•,fo)=pîl(^(V)).

Fe SF\ (F, Q; fo) si sa fonction cote a un point naissance, si les autres
points critiques sont de Morse, et si ses points critiques sont à des niveaux
distincts.

Fe^^ (F, Q,fo) si sa fonction cote n'a que des points critiques de
Morse à des niveaux distincts sauf exactement deux d'entre eux.

On montre comme dans [1] que ^ (F, Q,fo)-^0 u ^rl est de codimen-
sion 2, ce qui implique que HQ (^° u ^rl) —> KQ (^r) est une bijection.
De plus, ^ro u ^rl est une stratification de codimension 1 au sens de [1].

3, Membrane d'un point critique de Morse d'une pseudo-isotopie

On note Z)14'1 le disque de rayon 1 de R^1, et on pose

D1^1 = {xe D^^, x,+i = 0}, 9+ D1'4-1 = ÔD^1 n D+.
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DÉFINITION 2.3. — Soit c un point critique de Morse d'indice i de la
fonction cote p o F : V x I — > Q x I — > I . On appelle membrane descendante
de c jusqu'à un niveau Q^ = p ~ 1 (t), situé en dessous de F (c), l'image d'un
plongement

G: (Z)1^1,^^1, D^^ÇQx^l^FÇVxI^Qx^l], Q,)

vérifiant,

1° L'image de G rencontre F (Vxl) transversalement le long de G (S+ D).

2° G(Q, . . . , 0 , l ) = F ( c ) .

3° p ° G restreint à l'intérieur de D^^ est sans point critique ainsi que
poG\^Di+l-^^ . . . ,1).

4° G {D1) c= Q,.

G (D1) est appelée la projection de la membrane sur le niveau Q^.
F ~ 1 (G (ô+ Dp+l)) est une nappe descendante (au sens de [1]) du point
critique c de p o F.

On a la notion correspondante de membrane ascendante.

LEMME 2.4. — Soient c un point critique de Morse dep o F, et Q{ (resp. Q^ )
un niveau en-dessous (resp. au-dessus) de F (c\ tel que la fonction cote n'ait
pas de point critique entre le niveau de F (c) et Q^ (resp. Qt)' Alors il existe
une membrane descendante (resp. ascendante) de c jusqu'à Q{ (resp. Qf).

Démonstration. — Elle est évidente compte tenu de l'écriture locale
de F au voisinage de c sous la forme

F(x,, . . . , x^i) = (x, ... x^i, 0 . . . 0, -Eî^+E^x?)

On aura besoin à plusieurs reprises du lemme suivant :

LEMME 2.5 (du cylindre). — Soit F : V x I — > Q x I une pseudo-isotopie
de Morse dont les points critiques sont équipés d'un système disjoint de
bimembrqnes {B,} allant de Q x { 0 ] à Qx{\}. On note {b,} les
binappes correspondantes, et D^ les projections des membranes descendantes
sur Q x [ 0 }. On a alors un dijféomorphisme

(QxI-[}B^F(VxI)-[jb^(Qx[Q}-[JD^^(V -U^)xL
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4. Chemins de croisements et membranes

Soient Fe^° (F, <g;/o), et CQ, c^ . . . , c^ des points critiques consé-
cutifs de p o F tels que

p o F ( c o ) == oco > j?oF(ci) = ̂  . . . > p o F ( c i ) == o^.

On appelle chemin de croisement d'origine F relatif à ces données un
chemin dans ^° (F, g,/o) u ̂  réalisant le croissement successif de CQ
avec Ci . . . c^. On a le lemme suivant :

LEMME 2.6 ([l], cAfl^. II, § 3). - L'ensemble des classes d'homotopie
de chemins de croisements d'origine F relatif à la donnée (co . . . Ci) (avec
origine fixée et extrémité restant dans ^°) est en bijection avec l'espace
des classes d'isotopie de membranes descendantes de CQ allant jusqu'à un
niveau immédiatement au-dessous de Ci.

La bijection est illustrée par la figure suivante :

F(VxI)-^

membrane _ _ [ ^ 1 ^Çi
descendante""

xc^

Fig.2.1

On en déduit un nouveau lemme.

LEMME 2.7 (réarrangement des points critiques). — On suppose q ^ ^+2.
Toute pseudo-isotopie F G ̂ ° (V", (y; fo) est isotope à une pseudo-isotopie
dont la fonction cote est ordonnée, c'est-à-dire que si indice c^ ^ indice c^
alors p o F (c^) < p o F (c^).

Démonstration. — Soient c^ c^ deux points critiques consécutifs dep o F
tels que? o F (c^) < p o F (c^), et./ = indice ̂  ^ indice c^ = i. Soit Q^ un
niveau intermédiaire entre c^ et c^. Par transversalité, compte tenu des
hypothèses q ^ n+2 et j < /, on peut supposer que la projection de la
membrane descendante de c^ (de dimension j ) et celle de la membrane
ascendante de c^ (de dimension n+l—i) sur Q^ sont disjointes. En uti-
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lisant le lemme du cylindre, on peut alors faire descendre la membrane
de c^ jusqu'à un niveau au-dessous de c^ et faire descendre le point c^
au-dessous de c^ le long de cette membrane, d'après le lemme 2.6.

LEMME 2.8 (d'apparition de deux points critiques). — Soient

F : V x I - ^ Q x I

une pseudo-isotopie, et c un point non critique pour la fonction cote. Alors,
par une isotopie n'affectant qu'un voisinage aussi petit que Von veut de c,
on peut faire apparaître deux points critiques de Morse d'indice consécutif.

La déformation est illustrée par le graphique classique (fig. 2.2).

.———Q«l -,-——— -,———

\F(c) -̂sç {/^

Fig. 2.2

LEMME 2.9 (de destruction mutuelle). - Soient c^, c^ deux points critiques
de Morse consécutifs d'indice p et p-\-\, et Q^ un niveau intermédiaire
entre c^ et c^. Alors c^ et c^ se détruisent mutuellement si, et seulement si,
il existe une membrane descendante (resp. ascendante) de c^ (resp. (c^))
jusqu'au niveau Q^ telles que :

1° Les bords des nappes correspondant aux membranes se coupent en
un seul point et transversalement dans V^ = F ( V x I ) n Q^ .

2° Les intérieurs des projections des membranes sur Q^ sont disjoints.

LEMME 2.10 (Introduction de points critiques géométriquement). —
Soient V^ une sous-variété de Q1, et [i : DpxDn+l~p—> Q un plongement
ne rencontrant VQ que le long de [i (S Z^xZ)"4'1"^). On note (W, VQ, V^)
le cobordisme

(7ox[0,l]Uyox{i}^n, Vox{Q],ôW-Vox{0}).

Alors il existe un plongement de (W, VQ, V^) dans (Qx [0, l], Qx {0 },
Q x { 1 }) ayant un seul point critique, d'indice p, dont la projection de la
membrane descendante sur Q x {0 } est le cœur de l'anse définie par \JL,
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c'est-à-dire \t (W x { 0 }). L'idée de la démonstration est donnée par la
figure suivante :

-jLL(DPx{o})

^(D^D11-1-1-?) m
Fig.2.3

Chapitre 3 : Classification des membranes
Application à la suppression des points critiques

1. Coupole d'un point critique

Soient c un point critique de Morse d'indice p de F, et D une membrane
descendante de c jusqu'à un niveau Q^, définie par un plongement

G:^1,^^1, D ^ ^ Ç Q x I ^ F Ç V x I ) , Q^.

Soit T : ë+ D^1 x (D2, { 0 }) -^ (Q x I, F (Vx I ) la restriction à la nappe
descendante de D d'un voisinage tibulaire de F (Vx I ) dans QxL On pose

S^^xeDr1;!:^^}.

On peut toujours supposer que

ImT n D = cfl)^1-1 D1^1} = T(^ D^1 xj\
\ 2 /

où J est un rayon de D2 d'extrémité XQ. Posons (1/2) D = ^((l^)!)^1),
et soit ((l/2)Z))x/ un épaississement de (1/2)2) tel que (3+(1/2)2)) x/
soit un épaississement de ô+ (1/2) D dans le bord latéral du voisinage
tubulaire T (voir^. 3.1):
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^DsGCd+DS'1'1)

Fig. 3.1

DÉFINITION 3.1. — La coupole descendante du point critique c associée
à la membrane descendante D est le disque ^p+l défini (après lissage) par

^^[^S^D^^S^-fô^D^xI^uf^D^xôI.
L \ 2 ; J \2 )

C'est donc un disque de Q x I - F ( V x I ) ayant un seul point critique pour
la fonction cote dont le bord est contenu dans le niveau Q^. On peut définir
de la même façon la coupole ascendante associée à une membrane ascendante.

2. Classification des membranes descendantes d'un point critique d'indice
p ne rencontrant que des niveaux critiques de même indice

On se place dans le cas q = 72+2. Soient Q x {to } et Q x {t^ } deux
niveaux non critiques (^ < to) tels que, sur la tranche Q x [^, ^], F n'ait
que des points critiques d'indice p (1 ^ p ^ n), c^ . . . c^. On équipe
ces points critiques d'une famille disjointe de bimembranes allant de
Qx [ t o ] à Qx[t^}. On note Y l'union des projections M; des mem-
branes ascendantes de c^ (i = 1 . . . m) sur le niveau Q x [ to } : c'est une
famille de m sous-variétés difféomorphes à Z)"4'1"^ rencontrant

^o= Q x [ t o } ^ F ( V x I )

transversalement le long de leur bord. Soit CQ un point critique d'indice p
immédiatement au-dessus de Qx[to}. On se propose de déterminer
l'ensemble Q) des classes d'isotopie de membranes descendantes de CQ
jusqu'au niveau Q x {t^ } (cet ensemble est non vide par transversalité).
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L'espace des membranes descendantes de CQ jusqu'au niveau Q x {to }
étant acyclique (proposition 4 de l'appendice de [1]), Q) s'identifie à
l'espace 2' des classes d'isotopie de sous-variétés (W, UQ, U^ 9+ W)
de ôx[^o] difféomorphes à (^xp),!], Z ^ x { 0 } , D p x { l } ,
8 D P x I ) rencontrant Q x { t o } le long d'une sous-variété fixée UQ dis-
jointe de Y, Q x { t ^ } le long de ^ et Qx\t^ t^nFÇVx!) = V,,
le long de ô+W. l o

Soit Q x [ t o } un niveau immédiatement au-dessous de Q x { t o } .
On montre (§ 4, chap. Il de [1]) que tout élément de 0)' est représenté
par une sous-variété W «verticale» sur Qx[t^ ^] (pour une structure
de produit donnée par le lemme du cylindre). Ces sous-variétés s'identifient
aux familles à un paramètre { £/, } de sous-variétés difféomorphes à DP,
avec origine fixée Uo et extrémité dans Q x {to } - Y, rencontrant V,
transversalement le long de leur bord. Les accidents génériques de U^
(par rapport à Y = [j, M,) sont de deux types :

(A) £/f et M^1'? se coupent en un point de leur intérieur avec contact
d'ordre 0.

(B) UP et Mf4'1'"^ se coupent en un point de leur bord avec contact
d'ordre 0 dans V^ et Q x {to }.

Partant d'une membrane initiale DQ de CQ le passage par un accident
du type (A) correspond au passage de la membrane DQ « par dessus »
la coupole A^ du point critique c,. En projection sur un niveau Q^ au-dessous
de Ci la projection DQ de DQ est remplacée par sa somme connexe avec
le bord de la coupole A;. Cette opération, appelée somme connexe au
sens A de DQ avec A,, et notée DQ #^ A, (?i étant un chemin dans le
niveau Q^ joignant l'intérieur de Do et 3A,), est illustrée par la figure
suivante :

Fig.3.2

Le passage par un accident du type (B) a pour effet de remplacer DQ
par sa somme connexe le long des bords avec la membrane descendante D,
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de Ci qu'on appellera somme connexe au sens (B). Elle est illustrée par la
figure suivante :

Fig.3.3

Cette somme connexe est définie par la donnée d'un plongement
|i : [0, 1] x D? —> V^ rencontrant DQ (la projection de Do) sur Q^ (resp. Di),
le long de { 0 } x D P (resp. { 1 } x ̂ p) et d'un champ (non nul) Ç le long
de H ([0, 1] x { 0 }) normal à V^ induisant aux extrémités le champ rentrant
dans .Do et D,. On notera le résultat Do #^^ D,.

3. Décomposition en anses du complémentaire d'une pseudo-isotopie

Soit F une pseudo-isotopie de Morse ordonnée de ^ (F", Qn+2;fo)'
On note Qp (resp. Vp == Q p r \ F ( V x I ) ) un niveau intermédiaire entre
les points critiques, d'indicée—1 et p, et Q^ (resp. V^) la partie de Qxl
(resp. F ( V x I ) ) comprise entre les niveaux Qi et Qj. On prend
QQ = Q x { 0 }. On note N un voisinage tubulaire de F, et on pose
7V^. = Qij n N, Np = N n Qp. On pose également

X = Qo-No, A = Qo,p+i-No,p+i, B = Qp+i,p+2-Np+^p+^

c= ôp+2-^+2, y-ep+i-^+i et r=yU§No,^i

(ÔA^o,p+i désignant le bord latéral de ^o,p+i), ^= ôo,p+2-^o,p+2
(voir fig. 3.4 ci-après) :

Dans un premier temps, on va supposer qu'il n'y a qu'un seul point
critique c, d'indicée, entre les niveaux Qo et Qp+i, et on va s'intéresser
à une décomposition en anses du.cobordisme (A, X, Y ' ) . Soient (D,M)
une bimenbrane de c allant de Qo à <gp+i, et A^4'1 la coupole définie au
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paragraphe 1 de ce chapitre associée à la membrane descendante D. On a
alors le lemme suivant :

LEMME 3.2
(a) Avec les notations précédentes, A s^obtient de X en attachant la (/?+!)-

anse dont le cœur est la coupole À^4"1 du point critique c.

Fig. 3.4

(b) Uanse duale est la membrane ascendante M.

Démonstration. — Elle est évidente géométriquement sur la figure 3.4.
Le lemme se généralise immédiatement au cas où F admet un nombre
fini de points critiques d'indice p sur Qo,p+r

On suppose maintenant que F est une pseudo-isotopie ordonnée telle
que n^ (ô—/o (V))—>K^ (Q) solt un isomorphisme. On suppose que F
admet / points critiques { c^ i = 1, . . . , / } sur Qo,p+i tous indices p,
et /' points critiques { Cj} d'indice p+1 sur la tranche

Qp+i,p+2(2^p^n-2).

Soient { {D^ M,) } (resp. (Z>y, Afp) un système disjoint de bimembranes
des points critiques c, (resp. ^joignant Qo à Qp+^ (resp. Qp+^ à Qp+z)'
On note (5p T») (resp. (5'y, T?) les binappes correspondantes. On choisit
un point de base * dans ^o,p+2 et une famille de chemins o^ (resp. a^)
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dans Ï7o,p+2 joignant * à c; (resp. c[). On désigne par (ôT^ôS'^) le nombre
d'intersections dans Fp+i de ST^ et 35'y équipés des chemins précédents.
Il est bien connu que l'homomorphisme bord

S: Hp^(V^^V^,)^H,(V^^)

est surjectif, et que sa matrice dans les bases définies par les nappes descen-
dantes { S ' j } et { S i } est précisément la matrice (ôT^ôSj) (i = 1 . . . /,
7 = 1 , . . . 0.

Soit B' = B u ( Y ' - Y)xl, où B et ( Y f - Y ) x I sont recollés suivant
le graphique :

^-w51-^
B

r~~j

\
^^--Vp+ixS1

Fig.3.5

Considérons le cobordisme (W, X, 8W—X). Il est clair que Y ' est un
niveau intermédiaire entre A et B ' . D'après le lemme 3.2, A s'obtient
de X en attachant les (/?+l)-anses dont les cœurs sont les coupoles
Ai (i = 1 . . . /) des points critiques c^ De la même façon, on passe de Y
à B (resp. V à B ' ) en attachant les (j9+2)-anses dont les cœurs sont les
coupoles Âj (j = 1 . . . /') associées aux membranes des points critiques
d'indice /?+!. Donc l'homomorphisme bord

ô: Hp^(W,A)^H,^(B\r)-^H^,(A,X)

est surjectif et sa matrice dans les bases constituées par les coupoles est la
matrice d'intersection (dans V) : (3M;.ôAp (d'après le (b) du lemme 3.2).
Le bord SM^ de la membrane ascendante de c^ se décompose en deux
parties : la projection M, sur Qp+^ et ôM^-Mi contenue dans Y ' — Y.
Comme ôAj est contenu dans Y, seule la projection M, intervient dans
le calcul de ôM^.ôAj.

Par construction de ôAp à tout point d'intersection R de ôSj avec ÔT^
correspond un point d'intersection R' de 3Ay avec M^ et à tout point P
d'intersection de l'intérieur de D. (projection de la membrane D.) avec Af,
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correspond un couple de points d'intersection (7\, P^) de 3A' avec M,
avec des nombres d'intersection opposés (voir fig. 3.6) :

Fig.3.6

LEMME 3.3. — Avec les notations du début du paragraphe, la matrice
de l'homomorphisme ô : H^^ (W, A) ^ Hp+^ (£, Y) -> Hp+^ (A, X) dans
les bases constituées par les coupoles^ est l'image par l'homomorphisme
fo^ '' K! (Y)—> Tii (<g) de la matrice de

9 '. Hp+i (ï/0p+25 ^0,p+l) —> Hp (Vop+l9 ^o)

dans les bases constituées par les nappes descendantes (pour 2 ^ p ^ n — 2).

4. Suppression des points critiques

Le but de ce paragraphe est de montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 3.4. - Soit F une pseudo-isotopie de ^ (F", û"4'2,^),
où fo : V—> Q est un plongement tel que n^ (Q~~fo (Y))—> n^ ÇQ) est un
isomorphisme. Alors F est isotope à une pseudo-isotopie n'ayant que des
points critiques d'indice p et p +1 pour 2 ^ p ^ n — 2.

Démonstration. — On reprend l'idée de SMALE ([5] par exemple) qui
consiste à supprimer les points critiques d'indice i en introduisant autant
de points critiques d'indice f+2. Comme dans la démonstration du
A-cobordisme, la suppression des points critiques d'indice 0, 1, n, n +1
nécessite un argument spécial.

(a) Suppression des points critiques d'indice 0 (resp. n+1). — Soient F
une pseudo-isotopie ordonnée, c^ . . . c^ (resp. c[ ... c[) ses points cri-
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tiques d'indice 0 (resp. 1), et Qj, un niveau intermédiaire entre les points
critiques d'indice k—1 et k. On choisit un système disjoint de membranes
ascendantes M^ (resp. descendantes 7)? des points critiques c^ (i = 1 . . . /)
(resp. Cj), et on note M^ (resp. 2)? leur projection sur Q^ La sous-
variété Fi se compose d'une sous-variété VQ isotope à VQ et de sphères
de dimension n, ÔM^. La sous-variété V^ étant connexe, il existe pour
tout f = 1 . . . /, une projection D^ joignant ÔM^ à VQ. Ces projec-
tions D'^ peuvent éventuellement couper en leur intérieur les projections M,
(yoirfig. 3.7) :

Fig. 3.7

Soit Ci le point critique d'indice 0 le plus haut. Soit a un chemin dans 0i
joignant M^ à VQ vérifiant les propriétés suivantes :

1° a est disjoint de M^ pour i + 1 et de Dp
2° a ne rencontre M^ (resp. Pc) que transversalement en son extré-

mité a (resp. é).

Remarque. — Les propriétés de a sont inchangées en faisant sa somme
connexe avec un cercle plongé représentant un élément de

^(01-^0-11^1^-0^1^)^^(6-^).

D'après le lemme 2.10 et le lemme de destruction mutuelle, ce chemin a
permet d'introduire un point critique d^ d'indice 1 se détruisant avec c^.

La sous-variété V^ étant connexe, on peut joindre a et b dans V^ par
un chemin P. En poussant P dans Qz—V^ le long d'un champ normal
à V^, a u p représente un élément À de

^1(62-^2) ̂ 1(61---^0)^1(00-^0).
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Compte tenu de la remarque faite plus haut, après action éventuelle d'un
élément de n^ (Q—Vo), on peut supposer que a u ? est isotope à zéro
dans TCI (Qz~ V2)? et donc borde un disque ô2 (si î-\-n ^ 5) dans Q^— V^.

D'après le lemme 2.10 et le lemme de destruction mutuelle, 82 définit
un point critique d^ d'indice 2 se détruisant mutuellement avec d^ défini
précédemment. La pseudo-isotopie F est isotope à celle obtenue en intro-
duisant ces deux points critiques d^ et d^. On a vu que d^ et c^ se détruisent
mutuellement. Finalement, on peut détruire c^ en introduisant un point
critique d'indice 2, d^. Par récurrence, on peut tuer tous les points critiques
d'indice 0. Le même procédé à l'autre extrémité permet de tuer les points
critiques d'indice (n+1).

(b) Suppression des points critiques d'indice 1. — On prend les mêmes
notations qu'en (à) en translatant les indices d'une unité : (c^) . . . désigne
maintenant les points critiques d'indice 1, .... Le niveau V^ de F (Vxl)
au-dessus des points critiques d'indice 1 est obtenu de VQ par chirurgies
définies par les anses dont le cœur (resp. le disque transverse) et D^ (resp. M^).
Ces anses sont les images de plongements |̂  : D^xD" —> QQ avec
H, (8Di xZ)") <= VQ. Soient a un parallèle au cœur 2); sur le bord latéral
de H;, et û, b ses extrémités (yoiï fig. 3.8) :

^M{

Fig.3.8

On sait qu'il existe un chemin P sur VQ évitant les sphères d'attachement
des anses d'indice 1 et 2 tel que le lacet a u P soit homotope à zéro
dans V^. Du fait que n^ (Q~Vo) w ^i (6) et par position générale,
ce lacet est homotope à zéro dans Q—U, où U = VQ u Im |̂ . Il borde
donc un disque plongé ô2 (si n+2 ^ 5) dans Q—U, ne rencontrant U
que le long de son bord. On peut supposer que ô2 ne rencontre pas les
membranes des points critiques d'indice 3. Par le lemme du cylindre, il
apparaît donc au niveau Q^ avec bord contenu dans ^3. Par construc-
tion, 8S2 borde un disque plongé 8'2 dans V^ (n > 5). La sphère 82 u ô'2

définit un élément À, e n^ (63 — ^s).
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Affirmation (*). — On peut choisir 82 de sorte que X = 0 e n^ (63 — ^s).
L'affirmation (*) permet de terminer la démonstration comme dans le

cas de la suppression des points critiques d'indice 0.

Démonstration de (*). — On peut faire agir sur ô2 le groupe
n! (ô— U—u Dj) w 7i2 (6— Vo) sans en changer les propriétés. Il suffit
alors de démontrer que les homomorphismes induit par l'inclusion

4: ^2(6-^0)^^2(603-^03) et J ^ : ît2(63-173)^ï^2(6o3-t /03)

sont respectivement surjectif et bijectif. On montre facilement, compte tenu
des hypothèses, que

^1(6- Vo) w 7ii((2o3- ^03) ̂  ̂ 1(63- v,) ̂  ̂ (6).
/V

Soit 7i : Q—>Q le revêtement universel de Q\ les images réciproques
de ôo3-^o3. 03-^3, Q-VO (resp. V^ V^, V^ s'identifient au revê-
tement universel (resp. à des unions disjointes de revêtements); on les
note respectivement 003—^03» • • • (resp. Fo, ...). La suite exacte rela'
tive de Mayer-Vietoris du couple (603-^03» Qz-Y^. (Vo^ ^3)xz)2

montre que (003—^03 '•> Q^~~v^) est (^-l)-connexe, du fait que
(^0,3? ^3) est (^—2)-connexe. Le théorème de Hurewiz montre que 7^
est un isomorphisme pour n—1^3.

Pour démontrer la surjectivité de ^, on peut remarquer que
(QxI-F (Vx /), go3 - ̂ 03) est 3-connexe : en effet, on passe de Qo3 - ̂ 03
à Q x I — F ( V x I ) en attachant des anses d'indice ^ 4.

La suite exacte d'homotopie du triple (Q—fo (Y\ Qo^-Vo^
Q x I - F ( I x V)) montre que n^ (603-^03. Qo-^o) = 0. ce çlm prouve
que ^ est surjectif.

(c) Suppression des points critiques p, 2 ^ p < n—3. — Soient (c^, . . . Ci)
(resp. c[, . . . , c?) les points critiques d'indice p (resp. p+1), qu'on suppose
équipés d'un système disjoint de bimembranes (Z>»; M») (resp. Dy, Afp
allant de Qo à Qp+^ (resp. Ê?p+i, Qp+z)' Soit c^ le point critique d'indicée
le plus haut. La nappe descendante 5\ de c^ représente un élément
[^]e^(P^7i, ^.Puisque

S : H^,(V^,,V^,)^H^V^,,Vo)
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est surjectif, [5'J s'écrit

IA] = S= i ̂  ̂  [^] (̂  e Z [îri ( 7)]),

où ^ désigne les nappes descendantes de c^ et [5 ]̂ leurs classes
d'homologie.

On introduit, entre le niveau du point critique d'indice p+1 le plus
haut et Qp+2, une paire de points critiques complémentaires é?o, e^ d'indice
respectif p+1 etp+2 (d'après le lemme 2.8). Du fait que ces deux points
ont été introduits dans une boule aussi petite que l'on veut, il existe une
membrane descendante Djie e^ jusqu'à Qp+^ dont la nappe associée
est ô et dont la projection D est disjointe des projections M des membranes
montantes des points d'indice p. On fait choix d'un chemin P dans V +1
joignant * à <98. En faisant la somme connexe au sens (B) (§ 2) de la mem-
brane D avec les membranes D^ des points critiques c[, ..., c'y (situés
au-dessous de e^) le long de chemins convenables, on peut obtenir une
nouvelle membrane (resp. nappe) descendante D' (resp. ô') telle que la
classe de ^ô' dans Hp(Vp+^) s'envoie par l'homomorphisme

^ :^(^7i)->^(^, Po)

sur Zfc=o ̂  ^ \_Sk~\ = [*S\]. D'après le chapitre 1, on peut supposer,
quitte à introduire des points d'intersection des intérieurs de membranes,
que ^ô' ne rencontre pas les bords des nappes montantes ST^ (i ^ 1),
et rencontre ÔT^ en un point exactement avec nombre d'intersection +1.

^ Autrement dit, les points critiques CQ et c^ sont en position de destruction
mutuelle dans l'absolu. D'après le lemme 2.9, CQ et c^ sont en position
de destruction mutuelle dans Q si, en plus, la projection D' de la mem-
brane D' sur Qp+^ est disjointe de l'intérieur de la projection M^ de la
membrane montante de c^, ce qui n'est pas le cas a priori.

Notons ^eZ^i (ôp+i-Fp+i) ^ ZTii (g) le nombre d'intersection
de l'intérieur de D' avec l'intérieur de M,,. On pose

y=T.kykW]^H^,(A,x),
où Af4'1 désigne la coupole de Cj, associée à la membrane D^ D'après le
paragraphe 3, l'homomorphisme bord ô : Hp+^ (ë. Y) -> Hp+^ (A, X)
est surjectif; donc y s'écrit aussi y = ̂ . z, ô [A74-2], où z, e Z^ (g) et
où A^'1"2 désigne la coupole de c;. associée à D^. On fait la somme connexe
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au sens (A) (définie au paragraphe 2) de la membrane D' avec les cou-
poles Ay^2 des points critiques c\, . . . , c'y (situés au-dessous de eo) de
façon à obtenir la somme connexe géométrique D" = D' #A (#^ -A^2),
où —Aj représente Aj avec l'orientation opposée, et où Vy est un chemin
joignant D' à A^4'2 tel que P^1 * v, * P = z^. Compte tenu de l'égalité

Y^MAr^E^ôCAr2],
le nombre d'intersection de l'intérieur de la membrane D" avec 8M^ sphère
transverse à l'anse définie par Af4 '1, est nul. On peut alors, après isotopie
de D" laissant fixe le bord, supposer que D" (projection de D") est disjointe
des membranes montantes. Comme on n'a pas changé la nappe descen-
dante de D\ les points critiques c^ et e^ sont en position de destruction
mutuelle d'après le lemme 2.9. Pour les rendre consécutifs, il suffit de
faire descendre le point critique CQ le long de sa membrane D" jusqu'à
un niveau compris entre Qp+^ et le niveau du point critique d'indice p+1
le plus bas. On peut ainsi détruire un point critique d'indice p par adjonc-
tion d'un point critique d'indice p +2.

Chapitre 4 : Élément algébrique attaché à une pseudo-isotopie ordonnée

Dans toute la suite on suppose que n ^ 5, q = n+2, que le fibre normal
à fo est muni d'une trivialisation (fixée dans toute la suite) et que
n! (ô~/o (V)) —> n^ (Q) est un isomorphisme.

DÉFINITION 4.1. - On note ^ (V, g,/o) (resp. ^ ([/^'], F, Q, fo))
le sous-espace de ^ (F, Q; fo) constitué des pseudo-isotopies de Morse
ordonnées (resp. ordonnées dont les points critiques sont d^indice compris
entre p et p ' ) .

1. Objet algébrique attaché à une pseudo-isotopie de (9° (V, Q;fo)

Soit F e d)0 (V, Q,fo). On choisit des niveaux intermédiaires Q^ entre
les points critiques d'indice i—1 et f, et on pose F; = F ( V x I ) r \ Q^.
On note (c[) (k = 1 . . . /? ,) les points critiques d'indice ;', et on les équipe
d'un système disjoint de bimembranes (D[, Mf) allant des niveaux Qi
à ôi+i. Les projections des membranes sur un niveau sont notées ( ).
On note S[ (resp. 7^) la nappe descendante (resp. ascendante) associée à
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la membrane D[ (resp. M^). On peut supposer que ô^et 9T1-1 se coupent
transversalement dans F,_i ainsi que les projections D[ et M1-1.

On se fixe un point de base * dans F (Vxl), et une famille de
chemins (u^ joignant * aux points critiques d'indice ;, c\ (k = 1 p.)
ne se coupant qu'en *. On se donne un champ de vecteurs v^ défini le long
du chemin u ,̂ normal à F (Vx I), et coïncidant en c[ avec le vecteur tangent
à la membrane descendante D[, et rentrant dans D[. Cette donnée permet

Fig.4.1

d'associer à chaque projection de membrane descendante (resp. ascen-
dante) D\ (resp. Af;) un chemin joignant * à 8D{ = ôS[ (resp. QM[ = QTQ
obtenu en composant ^ avec un chemin sur ^ (resp. 7,') et un champ
de vecteurs normal à F (Vxl) défini le long de ce chemin obtenu en pro-
longeant le champ v[ (resp. -v[) par le champ tangent rentrant dans D1

(resp. Mi).

DÉPINFTION 4.2. - On note Q^ (V, Q,fo) l'ensemble des couples (F,M\
où FeO0 (V, Q;fo), et Jt est un choix de bimembranes orientées pour
chaque point critique, de chemins et de champs de vecteurs précédemment
définis.

Soit CF;.06(9°^(F, g;/o). On ordonne les points critiques de F
d'indice i, en nombre p,, par leur hauteur ( p (c^ <p(c^^), et on les
met en bijection avec les bases canoniques de Z [n^ (P)]-modules et
z ["i (6)]-modules

£, = (Z [îti ( V)\r et C, = (Z [711 ( Q)])r'.

D'après le chapitre 1, la donnée de M permet d'associer à tout couple
de points critiques d'indice consécutif {c\, c;-1) le couple d'intersection
réduit

_ _ ^=(^.^)eZ[ni(V)]xZ[nt(Q)]
de D\ et M',-1.
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Remarque. — La définition du couple réduit n'a été faite au chapitre 1
que pour des sous-variétés de codimension ^ 3. En fait, la construction
qu'on en donne ici est valable pour les couples de points critiques d'indices
extrêmes ((0, 1), (1, 2)). En effet, la donnée des chemins |4 et des
v\ (i = 0, 1, 2) permet d'associer à tout point P e ÔD^1 n ÔM\ (i = 0, 1)
un triple

(e^, Up, ap)e{+l}xZxZ[n^(F(VxI))]

-r^ -^
et à tout point R e D^1 n M} un couple (s^, g^) e { ± 1 } x ̂  (Q x /).
On peut alors définir un couple d'intersection comme au chapitre 1. L'opé-
ration de pivotement autour d'un point d'intersection de ÔD1^1 n SM\,
décrite au chapitre 1, a encore un sens, et son effet sur le couple d'inter-
section est le même que celui décrit au chapitre 1. On peut donc encore
définir un couple d'intersection réduit appartenant à Z [n^ (F)] x Z [711 (g)]
(ne représentent plus toutefois l'obstruction complète à disjoindre D^1

de M\.

DÉFINITION 4.3. - On note A^ (resp. B^) la matrice à coefficients
dans Z [n^ (F)] (resp. Z \n^ (Q)~\) dont Vêlement à la l-ième ligne et
k-ième colonne est a^ (resp. P^).

Les modules E, et Cy étant basés, A, et B, définissent des homomorphismes
de Z [Tii (F)]-modules et Z [71:1 (<g)]-modules notés encore A,, B, :

E^E,., et C^C,_i.

Ainsi à tout élément (F,e^0 e 0^ (V, Q;fo) on associe un couple
de suites :

(1) O-^E^^E, -^ E^E,., ^Eo-^0,

(2) 0^ C^i ̂  C, . . . C^C,_i .. . Co -^0,

où le module au rang f+1 (en partant de la droite) est E^ (resp. C,).
La suite (1) est bien connue : c'est le complexe de chaîne acyclique du

cobordisme trivial (Vxl\ FxO)) associé à la décomposition en anses
donnée par la fonction de Morse p o F : Vxl—> I.
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Remarque. - Posons 0° 0, V, g;/o) = ^° ([A^+l], ^ ô;/o) alors
le couple de suites associé à F e O0 ( p , F, Q;fo) se réduit à

(1) 0-^0->£^^£^0->0,

(2) 0->()-. C^-^C^O-^O,

où ^4p+i est une Z (n^ (F)]-matrice carrée, inversible, de torsion nulle,
et £p+i une Z [n^ (0]-matrice de même ordre.

DÉFINITION 4.4. — On note ^ l'ensemble des couples de suites

(1) 0-> £„+!... £^ £,-i... ^£-^0,

(2) 0-^C^...C^C,-i...^C^O,

OM
(a) La 5'Mz^ (1) est un complexe de chaîne acyclique de torsion nulle

de Z [Tii (Vy}-modules libres de dimension finie.
(b) La suite (2) est une suite de Z [n^ (Q)}-modules libres et Z \n^ (0)]-

homomorphismes tels que dim E^ = dim C^ pour tout i.
On note ^p le sous-ensemble de ^ constitué des couples de suites du type

indiqué dans la remarque ci-dessus.

On a ainsi démontré le résultat suivant :

LEMME 4.5. - // existe une application j^ : 0°^ (V, Q;fo)—>^
envoyant ^M (/?, V, Q,fo) dans ^p.

Les antécédents de FeO°^(V, 6;/o) par l'application d'oubli

^(V, ô;/o)-^°^(^ ô;/o)

sont définis par les choix suivants :
1° Choix du point de base *, des chemins |4 sans FÇVxI), des

champs y[ et des orientations.
2° Choix des classes d'isotopie de membranes.

2. Effet sur %^ des différents choix

2.1. EFFET DU CHOIX DES CHEMINS, DES CHAMPS, ET DES ORIENTATIONS. —
Soient (n^, y^1) et (|4, y? deux choix de chemins et de champs pour le
point critique d'indice i, c[ et deux orientations différentes de la mem-

TOME 103 — 1975 — ?3



PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS 319

brane D[. Soit y l'élément de ̂  ( F ( V x I ) ) ^ n^ (F) défini par le lacet
l4 * tf et ^ l'entier associé au champ v[ * v '̂ le long du lacet ^ * |4'.
Compte tenu du chapitre 1, on voit que le couple réduit (o^, p;^)
(resp. (o^4-1, P^4'1)) associé au choix (^l, v^1) se déduit de l'ancien par

<= -<Y, P^= -PL./o*(Y)-^/o*(o4Y)
(resp.a^1 = -Y-1^1, P^1 = -/o*(Y-W1-n/o*(Y-1^1)),

/o^ étant rhomomorphisme induit par/o :/o^ : n^ (^O—^i (ô).
Au niveau des matrices, cela revient à dire que (Ap, Bp) est inchangé

pour;? ^ ;, î+1, et que le couple (A^ £,) (resp. ^,+1, ^+1) est changé en

(A,F,\ B^^^+nf^A^))
(resp.F,7~lA^„F,fo-WB^,+nf^(e,7~lA^,)),

où F^ (ae ± 7Ti (F) (resp. ^) est la matrice diagonale avec a (resp. b)
à la place (k, k), et dont les autres éléments diagonaux valent 1 (resp. 0).

2.2. EFFET D'UN CHANGEMENT DE CLASSES D'ISOTOPIE DE MEMBRANES. —
Soient c\ un point critique d'indice i, et D[, D^ deux membranes descen-
dantes. D'après le chapitre 3 (§ 2), il suffit de regarder les deux cas suivants :

1° D'^ est obtenu en faisant passer D\ par-dessus la coupole A[ d'un
point critique c\ au-dessous de c\ (h < k d'après la relation d'ordre mise
sur les points critiques d'indice i). C'est la somme connexe au sens (A)
du chapitre 3 (§ 2).

2° D'^ est obtenu en faisant passer D\ par-dessus la membrane D\
de c\ (h < k).

Premier cas. — En projection D'^ est la somme connexe de D\ et A[ le
long d'un chemin ^joignant l'intérieur de D\ à un point de A^. Les nappes
étant inchangées les matrices A^ sont inchangées. Soit g l'élément de 71^ (g)
défini par ^ et les chemins ^ et ^.

Si P^ (resp. p^) désigne le second élément du couple réduit d'inter-
section de D^ (resp. D[) avec M\~1, on a, d'après l'addivité des nombres
d'intersection

p^=pL+v(Ai,Mrl)g,
où v (A;,, M1"1) désigne le nombre d'intersection (dans n^ (Q)) du bord
de la coupole A[ avec la projection de la membrane M\~1. D'après le
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lemme 3.3, ce nombre n'est autre /o^ (ay. Ceci revient à dire que la
Â:-ième colonne de la matrice B^ est remplacée par sa somme avec la A-ième
colonne de A^ (h < k) multipliée à droite par un élément de n^ (Q).

Remarque. — Ce qui vient d'être dit est valable pour les intersections
concernant les points critiques d'indice 1 et 2. En effet, la propriété d'addi-
tivité des nombres d'intersection reste vraie dans ce cas. D'autre part, le
lemme 3.3 est valable pour p = 1 à condition de considérer les revêtements
induits par le revêtement universel F(Vxl)—> F ( V x l ) .

On a donc démontré le lemme suivant :

LEMME 4.6. — Un changement de membrane de type (A) pour un point
critique d'indice i se traduit algébriquement par le changement du couple
{A,, B,) (resp. (A^^ B^^j) en (A,, B,+f^ (A,) e^) (resp. A^,,
Bi +1+^^/0* (^i+i)) (^ < k) °ù ^hk == (a»./) est ^a matrice définie par
a,j = 0 pour (ij) ̂  (h, k) et a^ = g.

Deuxième cas. — En projection D^ = D\ #B D1^ est la somme connexe
(le long des bords) de D[ et D\ définie par un chemin 'k dans V^ joignant
oD\ à QD\ et un champ de vecteurs T| le long de À/ normal à V^ coïncidant
avec les vecteurs rentrant dans D\ et D\ aux extrémités (voir^. 4.2).

Fig.4.2

Si «, PL) (resp. a^ ^ e^(0, a^), ^= ̂  s^) désigne le couple
d'intersection réduit de D[ et M\~1 (resp. D\ et M{~1), le couple d'inter-
section de D^ == D[ #^^ D\ avec M\~1 est donné par (oc^+^ Gp (-n, d p . a)
et Vik+Vihfo^ (a)\ où a est l'élément de n^ (F(Fx/)) w n^ (F) repré-
senté par le lacet (j4)~1 * ̂  * t4, et où n désigne l'entier associé au champ
de vecteurs v\ u T| u v[ défini sur le lacet (pj,)"1 * ̂  * |4. Le couple d'inter-
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section réduit (chap. 1, cor. 1.5) de D'^ et M\~1 est donc

« = <+o4^ Pîfc = P^+P^/o^^+^/o*^^)).

On a donc démontré un nouveau lemme.

LEMME 4.7. — Remplacer la membrane du point critique d'indice i, c[,
par sa somme connexe au sens (B) avec celle du point critique c\ (h < k) se
traduit algébriquement par le remplacement du couple (A^ B^) (resp. C4;+i,
Bi+i)) par

(A, El,, B, E{r(a) + n/o* (A, ̂ ))
resp. E^ A,+1, E^ B^ i + nf^ (e^A^ Q),

où e^ a été défini dans le lemme 4.6, et où E^ = 7+ e^ 1 désignant la matrice
identité.

On regroupe les résultats précédents dans le lemme suivant.

LEMME 4.8. - Soient Fe(9° (F, Q;fo), et F^, F^ deux éléments de
QQM (y^ Q;fo) s'envoyant sur F par l'application d'oubli. Soient ((£'), (C))
(resp. (E'), (C')) les couples de suites respectivement associés à F^ et F ^ ' :

(E) ^E^E^,-^

(C) ^C^Q_,.^,

(£') ^4^_^,

(0 -.C^C,^^.

Alors on passe du couple ((£'), (C)) au couple ((£"), (Ç')) par une suite d'opé-
rations élémentaires de l'un des trois types suivants :

OPÉRATION ÉLÉMENTAIRE 1. — (A;, B^) et (Ai+1, 2?;+1) sont respectivement
remplacés par

(A.FÎ^B.+nf^A^F^^)
et

(Ff1^^, ̂ °*<^(B^+^(^1 A^,)\

où y e ± TCi (F).
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OPÉRATION ÉLÉMENTAIRE 2. — (A^ Bi) et (^+i,^,+i) sont respec-
tivement remplacés par

(A,, B,+f^(A,)e9^ et (A,^, B^,-}-e^f^(A^,)),

où g e Z [n^ (g)] et h < k.

OPÉRATION ÉLÉMENTAIRE 3. — (A^ B^) et (^f+i, 2?n-i) sont rem-
placés par

(A, E^, B, E{r (û) + n/o* (A. 0
6?^

(£^A,^, E,̂ 0*(a) B^ + n/o* (4 ,̂̂ )),

av^c û? e Z [71^ (F)] ^ ^ e Z.

DÉFINITION 4.9. — .L^y opérations élémentaires (/), / = 1, 2, 3, définissent
des relations d'équivalence élémentaires sur <^7. On note ^\ la relation d'équi-
valence élémentaire définie par l'opération élémentaire (/) affectant les
homomorphismes de rang (i, f+1). On désigne par ^ la relation d'équiva-
lence sur ^ engendrée par les relations ^\, et par ^p la restriction de cette
relation à ^p.

Chacune des opérations ^\ laissant ^p stable, il en résulte que ^p est
aussi la relation engendrée par les restrictions de 0l\ à ^p. Le lemme pré-
cédent est équivalent au suivant :

LEMME 4.10. - // existe une application % : (9° (F", g"4'2;/o)-> ̂ /^
telle que les diagrammes suivants commutent ,

TOME 103 — 1975 — ?3



323PSEUDO-ISOTOPIES DE PLONGEMENTS

Remarque. — L'application % induit une application au niveau des
composantes connexes :

^°(V, 6;/o) -^/^

! X
^°(v, 6;/o)

En effet, soit Dijf(QxI) le groupe des difféomorphismes de Qxl pour
lesquelles il existe un difiéomorphisme croissant y \ ï — > I tel que
p o H = y o p. Alors, pour deux éléments de (P° (F, Q',fo) appartenant
à la même composante connexe, il existe un HeDiff(QxI) tel que
H o F = F ' . Il en résulte que % (F) = ^ (F') car il suffit de prendre un
système de bimembranes pour F ' qui soit l'image par H d'un système
de bimembranes pour F.

DÉFINITION 4.11. - 0 (V, Q,fo) (resp. Op (F, Q,fo)) désigne le sous-
espace des pseudo-isotopies n'ayant que des points critiques du type Morse
(resp. d'indice p et p-\-\\ ou naissance (resp. d'indice p\ ordonnées, possédant
éventuellement des points critiques de même indice au même niveau.

3. Effet sur % des chemins de naissance et de croisement. L'application

X* : ^o(W ô;/o))-^/^.

Soient F et F ' deux pseudo-isotopies de 0° (V, Q,fo) jointes par un
chemin F^ dans (9 (F, Q',fo). Génériquement, un tel chemin ne présente
que des accidents isolés du type croisement, naissance ou mort. Le gra-
phique F d'un chemin étant le sous-ensemble de /x /défini par (/, u) e F <=> u
est valeur critique de F^ le graphique d'un chemin générique a l'allure
suivante :

Un tel chemin est le composé d'un nombre fini de chemins de naissance,
de croisements et de morts.
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(a) Effet de la traversée d'une strate de croisement.

LEMME 4.12. - Soient Fe 0° (F, Q^2; f^ et y ^ chemin dans
(9 (F? 6"4'2/ /o) d'origine F consistant à faire monter un point critique
d'indice i, c\, au-dessus d'un autre point critique de même indice c\ (k < /).
Soit F ' l'extrémité de ce chemin. Alors il existe un système de bimembranes
orientées pour F et F ' tel que le couple de suites associé à F ' est obtenu de
celui de F en permutant les éléments d'ordre k et l des bases de E, et C\.

Démonstration. — Le graphe de y est du type :

D'après le lemme 2.6, le chemin de croisement y joignant F h F ' est
homotope (parmi les chemins de croisement) avec origine fixée et extrémité
restant dans 0° (F, g,/o), à un chemin y' obtenu en faisant «monter»
le point c\ le long d'une membrane ascendante M[. Soit F " l'extrémité
de y'.

On choisit un système disjoint de bimembranes pour F, (D1., MÎ)
contenant la membrane M; définie plus haut. F " est muni d'un système
de bimembranes défini par celui de F : les couples d'intersection pour F
et F " sont donc les mêmes. La définition du couple associé faisant inter-
venir l'ordre des points critiques donné par la fonction cote, il s'ensuit
que le couple associé à F " défini par le système de bimembranes considéré
plus haut se déduit de celui de F par permutation des indices k et /.
Le lemme découle de la remarque du lemme 4.10, du fait que F et F"
sont joints par un chemin dans (9° (F, <g,/o).

(b) Effet de la traversée d'une strate de naissance d'indice O' , f+l)
(2 < i ^ n-ï).

LEMME 4.13. — Soit y un chemin de naissance d'indice (i, z+1) (0 ^ i ^ n),
d'origine F, d'exprémité F\ appartenant à (P° (F, Q^2;^). Alors il existe
un système de bimembranes pour F et F ' tel que si

(~-£,^£,_^-), (C^C,.,)
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désigne le couple de suites associé à F, celui associé à F ' est donné par
Aj A f + 2 © ( 0 ) A,+i©idA' . , A f © ( 0 )

^•^+2————^^©A'—————>£,©A'———>£,_i,
Bj B.+2©(0) Bf+iCO BiC(O)

Cy->C^————C^©A———>C,©A——>C,_i,

où A == Z [Tii (0)] et A = Z [Tii (F)].

Démonstration. — D'après le lemme des chemins élémentaires de
CERF [l], tout chemin de traversée y de la strate de naissance ^\ est
homotope (parmi les chemins de traversée) avec origine fixée et extrémité
restant dans G0 (V, Q',fo) à un chemin élémentaire de naissance y' (défini
dans le lemme 2.8). Soient F " l'extrémité de y', et c^ c1^1 les deux
points critiques de F " , nouvellement introduits, d'indice respectif f, f+1.
Le chemin y' étant élémentaire, on peut trouver une bimembrane (Z)^, Mo)
(resp. D1^1, Mo'1'1) pour CQ (resp. c1^1) disjointes des bimembranes de
tous les autres points critiques telle que Mo n D1^ 1 = 0 (( ) désigne
l'intérieur des projections) et telles que oM^ et ÔD1^1 (bord des nappes
correspondant aux membranes) se coupent transversalement en un seul
point avec nombre d'intersection égal à +1 eZ[n^ (F)]. Pour les autres
points critiques de F" (qui sont en fait ceux de F), on garde le même
système de bimembranes. Alors le couple de suites associé à F" muni
de ce système de bimembranes se déduit de celui de F comme il est dit
dans le lemme. La remarque suivant le lemme 4.10 permet de conclure.

On a donc défini sur l'ensemble ^ des couples de suites (définition 4.4)
deux nouvelles relations s'ajoutant aux trois définies dans le lemme 4.8.

DÉFINITION 4.14.

1° On note St\ la relation d'équivalence élémentaire sur ^ qui consiste
à permuter deux éléments de la base de E^ et C^.

2° On note ̂  la relation sur ^ qui identifie le couple

(1) ->£,^£,_^,

(2) --.c.-'ic,.^,
avec le couple

A f + 2 © 0 , A i + i © i d A ' , , A f © 0
(1) -^+2—————^+1®A'————————^©A'———>£,_ i . . . ,

, - . Bi+2^0 Bi+i©0 Bf©0
(2) -C,+2———^C,+i©A———>C,©A——>€,., ....

où A' = Z [Tii (F)] et A = Z [7^ (g)].
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DÉFINITION 4.15.

1° On note y la relation d'équivalence sur ^ engendrée par les relations
élémentaires { ̂ ; k = 1, . . . , 5; i = 1, . ..,n }.

2° On note ^p la relation d'équivalence sur ^ engendrée par les
restrictions à ̂  des relations { ̂ \\ k = 1, . . . , 5; i = 1, . . . , n }.

Remarque. - La relation ̂  est plus fine que celle qui consiste à dire
que deux éléments de ̂  sont équivalentes s'ils sont équivalents dans ^.
Cela tient au fait que ̂  n'est pas stable pour la relation ^5, c'est-à-dire
que ^p n'est pas une réunion de classes d'équivalence de ^5.

Des paragraphes précédents, on déduit le résultat suivant :

PROPOSITION 4.16. - L'application %, donnée dans le lemme 4.10,
induit des applications bien définies ^ et ^p rendant commutatif le
diagramme suivant :

^o(W ô^2;^))^ ̂
î î

^o(W ô^î/o))^/^

DÉFINITION 4.17. - On note ^° la partie de ^formée des couples

(...£^£,_,...), ( . . .c^C,_i. . .)

vérifiant pour tout i la relation :

œ ^/o*(Â,+i)-/o*(Â,)B^i = 0.

LEMME 4.18 :

(a) ^° est une réunion de classes d'équivalence de ^ (mod ^).

(b) L'image de l'application canonique ^ p l ^ p — ^ ^ i y est contenue
dans ^°/^.

Démonstration

(a) Elle est immédiate. Il suffit de remarquer que si un élément de ^
satisfait la relation (I) de la définition 4.17, tout élément de ^ qui lui
est équivalent par l'une des relations ^i, . . . , ^5 la vérifie aussi.

(b) La démonstration est évidente, compte tenu de la définition de ^ .
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LEMME 4.19. — Tout élément de F image de %^ admet un représentant
du type

(1) (0...0-.E^^E,->0)

(2) (O.-.O-^i-^C^O)

où Ap+1 est une matrice de GL (Z [711 (F)]) ûfe ^r^Yw nulle ( 2 ^ p ^ n-2).

Démonstration, - Elle résulte du chapitre 3 (§4), où on montre que
toute pseudo-isotopie est isotope à une pseudo-isotopie n'ayant que des
points critiques d'indice p et /?+!. Les opérations géométriques que l'on
fait pour arriver à ce résultat correspondent aux opérations algébriques
^i ' - ' ^5 précédemment définies (même dans le cas de la suppression
des points critiques d'indice 1).

COROLLAIRE 4.20 :

(a) L'image de ^ est contenue dans <^0/<97.
(&) On a un diagramme commutatif

Tlown ô^î/o))^ ^\y
î î

^o(w, e^2;^))^/^
Démonstration. — La démonstration du (a) résulte immédiatement du

lemme 4.19 et de la démonstration du (a) du lemme 4.18. La démonstration
du (b) résulte immédiatement du (b) du lemme 4.18.

4. Le groupe Z[n^ (Q)]/[ag-ga; Z]

DÉFINITION 4.21. - Notons [_ag-ga; Z] le sous-groupe additif de
z E71! (6)] engendré par les éléments du type ag-ga, où a e/o^ Z [7i;i (F)],
g e Z [n, (g)], et par Z = Z [0] c Z [n, (g)].

PROPOSITION 4.22. - 77 existe une application bien définie

K: ^°/^-Z[^((2)]/[ag-ga;Z].

La composition Ko i : ^ p / ^ p -^ Z [711 (Q)]/[_ag- ga; Z] est définie
comme suit : si a e ̂ p/^? est représenté par un couple :

(1) (O...0^,i^£^0),

(2) (0...0-.C^i^C^O),
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alors K(y) est la classe dans Z[n^ (Q)}l\_cig-ga; Z] de la trace de
Bp+i (Ap+^)~1 (ou de (Ap+^)~1 Bp+^) au signe près.

La démonstration de cette proposition utilise à plusieurs reprises le
lemme suivant, dont la démonstration est évidente.

LEMME 4.23. — Soient A un anneau. A' un sous-anneau, A une matrice
à m colonnes et n lignes à coefficients dans A', et B une matrice à n colonnes
et m lignes à coefficients dans A. Alors la trace de AB—BA appartient au
sous-groupe du groupe additif A, engendré par les éléments du type ag—ga,
où a e A' et g e A.

Démonstration de la proposition 4.22. — Soit ae^0 représenté par
un couple

(1) (O...E^^>£^£^...0),

(2) (O...C^-B^cAc,-l...O).

La suite (1) étant un complexe de chaîne acyclique, il existe une
homotopie de chaîne entre l'application identique de ce complexe et
l'application nulle, c'est-à-dire une application de degré un TI^ : E^ —> E^^
telle que r|,_i ^+^+1 T|, = Id^.

On pose ^(a) = ^, tr (/o^ TI^) o 2?,+i), où tr désigne la trace de la
matrice carrée /o* Oli) ° ^i+i.

AFFIRMATION (*). — K{v) ne dépend pas de l'homotopie (r^) choisie
ni du représentant de a.

(a) ^r(a) ne dépend pas du choix de V homotopie. — Soit { T[[ } une
autre homotopie du complexe acyclique (1). On montre facilement qu'il
existe une application de degré 2 { A( : £';—» £'1+2 } telle que, pour
tout î, on ait

A.+^A.+A^oA—C-lyO^-Tl,).
Donc

Ltr(/o*(^)B,^)-Ltr(/o*(T1.)B^i)
=Ltr(/o*(A^2°A,+A,-ioA,)B,^(-iy
=E[tr(/o*A,^(A,_iXB,)-tr(/o*(A,-iA,)B^i)](-iy.

Du lemme 4.23, on déduit l'égalité

Etr(/o*(il9^+i)-Etr(/o*(î1,)B,^)
=Etr/o*(A,+i)[B,/o*A,+i-/o*(^)^+i]mod[ag-ga].
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Compte tenu de la définition de (^0, on a donc

Ztr(/o*(^)^+i)=Etr(/o*(r|.)^^)mod[ag-ga].

(V) K(on) ne dépend pas de la représentation choisie. — II suffit de
démontrer que la classe de

E tr (/o^ (11,) ̂  0 dans Z [T^ (ô)]/[^-^; Z]

n'est pas changée par les opérations élémentaires 1 , . . . , 5 , décrites
plus haut.

Effet de l'opération 1. — Soit a7 l'élément de ^° obtenu de a par
l'opération 1 du lemme 4.8. Si { ih } est une homotopie du complexe
acyclique de a, alors la famille r^. = r|y, pour j ^ î, /+!, et r^ = r|,F^,
r^_i = F\~1 r[[_^ en est une pour a'. Du lemme 4.8 et de la définition
de Â^(a), on déduit :

(1) iC(a/)-X(a)=tr[/o*(^^^D^Y-lW+l+^o*^+lA^l)]
+tr[/o,(F^l^^i-l)W+^o*Â^,l)F^<Y)]

-tTÇfo^iB^^-Ç-ir't^fo^i-iBi).

Le second membre de (1) est égal (mod \_ag—ga~\), d'après le
lemme 4.23, à

(2)=ntr/o^(^^,^+lA,+l-^^,_lA^, l).

De l'égalité r|,_i A^-\-A^^ r^ = /^ , on déduit que

(2)=n/o*tr(r|,^ - lA,+l-A,+lrl,^+^ l).

Comme ^1 = —^ et compte tenu du lemme 4.23, il reste

(2) = n/o*tr(^)= Omod^g-ga; Z].

£^^ ûfe5' opérations 2 et 3. — Les démonstrations sont de même nature
que celle qui précède.

Effet de l'opération 4. — Elle correspond à un changement de bases
simultané pour les modules E^ et Q. Les matrices /o^ (r|y) 2?y sont donc
inchangées, donc AT (a) l'est aussi.

Effet de l'opération 5. — La vérification que K(v) est inchangée
est immédiate.
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Chapitre 5 : L'obstruction a Fisotopie

1. La bijection K, : <^/^->z[^ (QMag-ga; Z]

LEMME 5.1. - Tout élément de ^/^ admet un représentant du
type ((1), (g)\ couple de matrice à une ligne et une colonne, oùleZ [jCi (F)]
désigne en fait 1 . e (/ e Z, e élément neutre de n, ( V)\ et où g est un élément
de Z^ÇQ)-}.

Démonstration. - Elle se fait en trois étapes. Dans la première, on
ramène le couple (^, B) représentant un élément a de ̂ /^ à un couple
de la forme (/, B ' ) {I matrice identité). Dans la seconde étape, on ramène
le couple (/, B ' ) à un couple du type (/, IT), où (B") est une matrice
diagonale. La dernière étape ramène le couple (/, B") à un couple de
matrices du type ((1), (g)).

^ Première étape. - Soit (A, B) un couple de matrices représentant un
élément a de ^ p l ^ p . La matrice A étant de torsion nulle, elle se décompose,
quitte à stabiliser ce qui ne change pas la classe de (A, B) dans ^ ̂
en un produit A = A^ ... A^, où A, est une matrice du type E°. =PI+pea9

ou du type Fî(ue ± n, (F)). Si A^ est du type ^, d'après la rela^
tion élémentaire 1 du lemme 4.8, (A, B) est équivalent au couple
(AI ... ̂ -i, BA^1). Si A^ est du type (7+^.) avec i < j, d'après la
relation élémentaire 3 du lemme 4.8, on a le même résultat. Supposons
enfin que A^ = (I+e^) avec i > j. D'après la relation élémentaire 4
(définie dans le lemme 4.12) (A, B) est équivalent au couple

(A! ' " ^m-i sij(Sijl A^ Sij), ou Sij est la matrice de permutation.

Il est clair que

Su1 A, 5,, = 5^ (J+^,) 5,, = (J+4).

D'après la relation élémentaire 3, le couple

(A, . . . A^_, S,, (^- A^ ̂ ,,), 2?̂ .)

est équivalent (puisque j < i) au couple : (^ . . . ^^_^, ̂ ,(/+^)).
D'après la relation 4, ce dernier couple est équivalent à

(A, ...^_,,^.(/+^.)^i).

Par récurrence, on arrive ainsi à un couple du type (/, B').
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Deuxième étape. — Soit b'^ l'élément de B' à la i-ième ligne et à la
j-ième colonne. Pour i < j, d'après la relation 2, (7, B ' ) est équivalent
à (7, B+e^ ij). On voit ainsi que (/, B ' ) est équivalent à (7, B[), où ̂
est une matrice triangulaire inférieure. Par permutations des lignes et des
colonnes (correspondant à un nombre fini de relations élémentaires du
quatrième type), (7, £[) est équivalent à un couple (7, 2?^), où B'^ est
triangulaire supérieure. La relation élémentaire 3 permet de tuer tous
les éléments de B'^ au-dessus de la diagonale et donc de se ramener à un
couple (7, B") où B" est diagonale.

Troisième étape. — II suffit de montrer que

[G ;).(î ;)]~«1 '̂
On a la suite d'équivalences suivante où ^ ^ signifie l'équivalence par

la relation i :

r/i o\ (K oM r / K o\\ [7i i\ / o nvi[(,0 iHo JJ-2.^^ ^J^Llo iR-^ JJ
Ki o\ / o ^ Y |71 ^ /° 0 M ^ , ^^

~3 o i)'[-K H+^.~2•4Llo i}lo n+^J-5^^^^-
DÉFINITION 5.2. — C^z /zo^ ^P0 (k; p ; F, ô;/o) ^ sous-espace des

pseudo-isotopies de Morse ordonnées Payant que des points critiques
d'indice p et p+1 en nombre au plus égal à k.

COROLLAIRE 5.3. — Avec les hypothèses du début du chapitre, l'appli-
cation induite par l'inclusion KQ ((9° (1; p ; V, Q; fo)) —> KQ Op (F, Q;fo)) est
surjective.

Démonstration. — Elle résulte immédiatement de la démonstration
précédente, chacune des opérations algébriques faites dans celle-ci
correspondant à une opération géométrique qui ne change pas la classe
d'isotopie dans Op(V, Q; fo).

PROPOSITION 5.4. — L'application composée

K, : ^/^^^°/^^z^i(e)]/[^-g^; z]
est une bijection.
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Démonstration. - La surjectivité est évidente. Pour la démonstration
de l'injectivité, on procède de la façon suivante : soient (A, B), (A', B ' )
représentant deux éléments (A, B) et (A', B') de ^/^p ayant même image
par l'application Ky D'après le lemme 5.1, (A, B) et (A', B ' ) sont
équivalents respectivement à ((1), (g)) et ((1), (g')). Par hypothèse, on a

8-g' =T,ar-ra+n, où aef^Z\n^V)\, reZ[îti(ô)] et neZ.

Pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que

((!)> (g)) ~ ((1), (g-ar+ra+n)) mod y p.

On a les équivalences suivantes ;

((l),(g-ar+ra+n))

-,((!). (g-ar+ra))-^-^ ^]

/g+ûr+ra arM [Vl 0\ (g+ra ar\}
/'V 0 OÂh^l i)'[ 0 0;J

/ g+ra ar \~\ [ /g+ra 0 M
/'^-(g+n0 -^J-2!7'^ 0 -^J
- (g+ra -r\~\
\ 0 -ar)]

ï1 ^ f g ~r}~\^ \ l ( g

\a l/'\-ara -ar)\ 3| ' \-ag-ara 0

/'(^ s)]-5^'^-
2. Propriétés de l'application

Qp : ̂ o (^ (^ ô;/o)) -> Z |>i (0]/[^-^; Z].

PROPOSITION 5.5. - Soient Qp F application composée

^Wp(V, ^fo))^piy^°iy^Z[n,(Q)]l[ag-ga; Z],

et a ̂  élément de Tio (̂  (F, 0;/o)). ^fo^ 9^ (a) = 0 si, et seulement si,
a contient une peudo-isotopie sans point critique,

Démonstration. - D'après le corollaire 5.3, a est représenté par une
pseudo-isotopie F n'ayant que deux points critiques CQ, c^ respectivement
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d'indice p et p+\. On choisit un niveau intermédiaire entre CQ et c^
une membrane ascendante MQ de CQ et une membrane descendante Z>i
de Ci. On fait des choix pour ces membranes comme il est dit au début
du chapitre 4, et on modifie les membranes par isotopie de sorte que le
couple d'intersection réduit de D^ et Mo soit du type

(l,g)eZ[n,(V)~]xZ[n,(Q)]

(on peut le faire du fait que les deux points critiques CQ, c^ se détruisent
dans l'absolu). Par hypothèse, on a

Q, (F) = K, ((1), (g)) = 0 G Z [Tii (Q)~\l\_ag-ga; Z],

c'est-à-dire que g est de la forme

^ar-ra+n.e, où aeZ[n^(V)], reZ[n^(Q)] et neZ.

On peut supposer que ÔD^ et ôMç se coupent transversalement en un
seul point P. On fait alors « pivoter » D^ autour de P de façon que le
couple d'intersection devienne ((—n,\\^ar—rà) (voir chap. 1, §2).
Puis, par un changement dans le choix des champs de vecteurs le couple
d'intersection devient ((0, 1), ̂ ar—rà).

D'après la démonstration de la proposition 5.4, on peut passer du
couple ((1), (^ ar—rd)) au couple ((1), (0)) par une suite d'opérations
élémentaires 1, . . . , 5, chacune de ces opérations algébriques correspondant
à une opération géométrique qui ne change pas la classe d'isotopie de F
dans Op (V, Qn+l,fo). Il en résulte donc que F est isotope dans
^p(^ Qn+2:>fo) à une pseudo-isotopie G n'ayant que deux points
critiques d^ d^ l'un d'indice p, l'autre d'indice /?+!, muni d'une
membrane ascendante MQ pour do et d'une membrane descendante D^
pour d^ dont le couple d'intersection est (1, 0). Après une isotopie de
ces membranes, on peut supposer que cD^ et ôMo se coupent en un
point exactement et transversalement, et que l'intérieur de D^ et de AQ
sont disjoints. D'après le lemme 2.9, les deux points critiques do et d^
sont en position de destruction mutuelle. Il en résulte que G est isotope
dans ^° (F, Qn+2",fo) à une pseudo-isotopie sans point critique.

LEMME 5.6. — L'application composée

6,=ioK^^: JToOW e^î/o))
-^ ̂ /^ ̂  ̂ \y -> Z [n, (Q)]/[ag-ga; Z]
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est surjective sous les hypothèses : n ^ 5 et n^ (Q~ fo (^O—^i (6) est

un isomorphisme.

Démonstration. — II suffit de montrer que la composition

i°kpZp
7roOP°(l,p; 7, ô^/o^^W ô^^/o^-^Z^iCal/C^-g^Z

est surjective. Soit g e n^ (Q). Considérons un petit disque plongé
(D^ \ DP)-^ (Q, fo (V) ne rencontrant/o (F) que transversalement le
long de D^ D'après le lemme 2.10, ô+ D^1 = SD^1-^ et D^1

définissent les projections des membranes de deux points critiques

Fig.5.1

complémentaires d'indicée et p+1 d'une pseudo-isotopie F. Soit (Qp, Vp)
un niveau intermédiaire entre ces deux points critiques. Notons M (resp. D)
la membrane ascendante (resp. descendante) du point critique d'indice p
(resp. /?+!), dont la projection M (resp. D) sur Qp correspond à l'anse
duale de l'anse plongée définie par ô+ D^1 (resp. est D1^1) (voirfig. 5.1).

Soit 8^p+l le bord de la coupole correspondant au point d'indice p +1,
qui coupe M en un seul point P ' . On prend un point de base * de Vp,
a (resp. P) un chemin dans Vp joignant * à 8 M (resp. SD) et un champ
de vecteurs sur a (resp. P) normal à Vp induisant à une extrémité le
vecteur tangent à M (resp. D) rentrant. En choisissant convenablement
les chemins et les champs, on peut supposer que le couple d'intersection
réduit est (1, 0). Soit ô un chemin dans Q, joignant * à <9A, tel que le
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nombre d'intersection de BA et M en P ' (l'unique point de <9A n M)
soit égal à ± g, où g est l'élément donné de 71:1 (g).

Soit D' \ep+1 disque obtenu en faisant la somme connexe de l'intérieur
de Z),_avec ôA le long du chemin P'^ô. D'après le lemme 2.10,
M et D' définissent les membranes d'une pseudo-isotopie dont l'invariant
est la classe du couple ((1), (g)). En faisant des sommes connexes
d'exemplaires de SA^^ on peut atteindre tout élément de Z^n^(Q)'].

COROLLAIRE 5.7 :

(a) L'application canonique i : ^ p / ^ p —> ̂ ° / y envoie surjectivement
^piy? sur l'image de ^ : ̂ o (0 (V, ô '̂/o)) -^ ̂ °/^ définie dans
la proposition 4.16.

(6) Dans le diagramme commutatif :

^o(W ô;/o))-^^/^p
\Kp

^[^i(ô)]/[^-ga;Z]
/K

^o(^(K e;/o))^ImxŒ^°/^

les trois applications i : ̂ /^ -> Im ̂  Kp et K \ Im ̂  sont des bijections.

Démonstration. - L'affirmation (a) résulte immédiatement de la
commutativité du diagramme

^o(w ̂ ^/(^^(w e^2;^))
|x. ^p*

^°/^ <——i—— ̂ /^
de la proposition 5.4 et du lemme 5.6, compte tenu de la bijection
K, : ̂ , / y , -> z [̂  (ô)]/[^-^; z].

L'affirmation (b) résulte immédiatement du diagramme commutatif

im x <—l-— ̂ piy,
K/îm^\ /K

Z^i(Q)]l[ag-ga;Z]

de la proposition 5.4 et de (a).
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3. Unicité des chemins de réordonnement

On vient d'associer à toute pseudo-isotopie de 0 (V, Q\fo) in invariant
algébrique dans Z [n^ (Q)']/[ag-ga; Z]. Comme on ne sait pas le faire
pour une pseudo-isotopie quelconque, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 5.8. — L'application induite par l'inclusion

^own e^/o))^^^ e;/o))
est bijective.

Démonstration. — On sait par le chapitre 3 que j^ est surjective.
La démonstration de l'injectivité de 7^ est formellement identique à celle

de la connexité de l'espace des fonctions ordonnées ([l], chap. V, § 1) dès
qu'on a dans notre situation les lemmes semi-locaux suivants [1] : lemme
du triangle, des singularités indépendantes, d'apparition d'un bec. Leur
démonstration, à base de transversalité, est facile.

Remarque. — C'est le seul endroit de la démonstration de la proposition 1
de l'introduction où l'on a besoin de familles à un paramètre.

4. Fin de démonstration de la proposition 1

On note 9 l'application composée

7Co(W e;/o))-x>^o/^-^Z^l(e)]/[ag-ga; Z]

et

© = 6 o ^ 1 : no^\V,QJ^)^n^(V,QJo))^Z[K,(Q)]l[ag-ga;Z]

PROPOSITION 5.9. - On suppose que le plongementfQ : V"—> Qn+2 (n ^ 5)
est à fibre normal trivial et que n^ (Q — /o (V)) —> n^ (Q) est un isomorphisme.
Soient F e ̂ ° (V, Q,fo), et F sa composante ^^nnexe. Alors 0 (F) = 0 si,
et seulement si, F est isotope à une isotopie,

Démonstration. — F est isotope à ,.ie pseudo-isotopie F ' de (9p (V, Q.fo)
vérifiant 0 (F) = Qp ( F ' ) . Donc, d'après la proposition 5.5, F' est isotope
à une pseudo-isotopie sans critique, elle-même isotope à /oxid^ d'après
le lemme 2.2.
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LEMME 5.10 (d'addition). - Soient F : Vx [0, 1] —> Qx [0, 1] une
pseudo-isotopie de ^Q (T", ô^/o) v^;/^ les hypothèses de la pro-
position 1 de l'introduction induisant au niveau Vx { 1 } un plongement /i.
5^ Fi une pseudo-isotopie de ^° (^", Qn+2;f^') considérée comme plonge-
ment de Fx[l, 2]-^ 0x[l, 2]. (9^ j-^^6? F (resp. F ̂  verticale sur
Fx[l-£, 1] (r^/?. ^x[l, 1+e]). Alors la pseudo-isotopie

F, = Fu F, : Fx [0, 2] -> Qx [0, 2]

a /WMr invariant 0 (F u F^) = 0 (F)+© (Fi).

Démonstration. — D'après le corollaire 5.3, F est isotope à une pseudo-
isotopie F ' n'ayant que deux points critiques, l'un d'indice p, l'autre
d'indice p+\. Soit H, : Q x I — ^ Q x I une isotopie (fixe sur g x { 0 } )
telle que H^ o F = F'. On appelle h^ la restriction de H^ au niveau g x { 1 },
et on pose F[ = (Ai xid^^])0 ̂ r D'après le corollaire 5.3, il existe une
pseudo-isotopie F ' [ isotope a F[ n'ayant que deux points critiques l'un
d'indice p, l'autre d'indice p+1. Il est clair que F u F^ est isotope
à F ' u F ' [ .

Soit (é?o,/o) (resp. (^i,/i)) les deux points critiques de F ' (resp. F ' [ )
d'indice respectif p et p+1. On peut supposer que le couple d'inter-
section associé à un système de bimembranes de (6?o,/o) (resp. (^i,/i))
est du type ((1), (g)) (resp. (1), (^/)). On a alors

0 (F) = 0 (F') = [g] e Z [̂  (@)]/[^-^; Z]
(resp. 0(Fi)=ô (F,7) =[>'])

Pour calculer l'invariant attaché à F' u F'^ on ordonne ses points
critiques en faisant descendre e^ en-dessous de /o. Les points critiques e^
et/o étant indépendants, le couple d'intersection relatif à e^ et/o est nul.
Le couple de matrices associé à F' u F ' [ est donc du type :

A - ( 1 a} B-fs a}A-(o i)' B-{o g ' ) -
L'invariant attaché à F' u F[ est donc

0(F' uF") = tr(iVo*(A-1)) = [g+g'] = [g]+[g'] = e(F)+0(F').

On est maintenant en mesure de terminer la démonstration de la
proposition 1. La surjectivité de l'application

ô : TTo (^° (V\ ô^^/o)) -> Z [n, (Q)]/[,ag-ga; Z]
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résulte de la surjectivité des applications Qp et ^ (prop. 5.5 et 3.4) dans
le diagramme commutatif suivant :

^o(W &/o)) ^°(V, ô,/o)

^i(ô)]/|>g-ga;Z]

La démonstration de l'injectivité de 0 est analogue à celle du théorème
d'unicité des A-cobordismes ayant même torsion ([7], th. 11.3). Soient F
et Fi deux pseudo-isotopies de ^ro (F, Q,fo) telles que © (F) = © (Fi).
On peut supposer F verticale sur un voisinage de V x 8 [0,1], et
considérer F ' comme un plongement de Fx[2,3] dans gx[2,3]
vertical sur un voisinage de Vx8[2, 3]. On note/i la restriction de F
à Vx [ 1 }. D'après la surjectivité de l'application ©, il existe une
pseudo-isotopie F' : Vx [1, 2] -> Qx [1, 2] de ^'°(F, g,/i) telle que
0 (JF/) = - © (F) = - © (Fi) (remarquer que /i a les mêmes propriétés
que /o). On note /^ la restriction de F ' à Vx { 2 }. D'après le lemme
d'addition et la proposition 5.9, F u F ' est isotope à/oxid^]. Soient
Ht : Qx [0, 2] —> Q x [0, 2] une isotopie (fixe sur Q x { 0 }) ' telle que
F \ j F ' = Jïi o (/Q x id^2]). et ^ sa restriction au niveau Q x { 2 } . La
pseudo-isotopie 74' = (h^ xid^^) o ̂  a même invariant que Fi et se
raccorde à F u F' le long de Vx [ 2 } :

Vx{3 }x

Vx{2) :

Vx^ 1 1 ^'^r/ '

vx{o} -

i —•-

F'

F

——)

- J

.——.

Jjfwd /

/——7,/
>]L-^-

Alors F u F ' u F [ est isotope à (f^xid^) u Fi. D'autre part,
puisque 0 (F') = -©(Fi), F u F ' u F [ est aussi isotope à F. Il en
résulte que F et F^ sont isotopes (mod/o).
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On a comme dans le cas du A-cobordisme le lemme suivant :
LEMME 5.11 (de dualité). — Soit F une pseudo-isotopie satisfaisant aux

hypothèses de la proposition 1 induisant les plongements fo et f^ aux
extrémités F x { 0 } ^ F x { l } . Notons 0 (F,fo) (resp. G (F,/i)) ? inva-
riant de F considéré comme élément de

^o (^ Q^2;/,) (resp. ̂  (V\ Ô^Vi)).

On a alors
@(F,f,)=(-l)n@(F,f^

où ( ) : Z [71^ (0)] —> Z [jii (0)] désigne la conjugaison

ÇL^S) = I>^~1'

ADDITIF [8 novembre 1975]. — A. HATCHER a signalé que son calcul de la seconde
obstruction (correspondant au facteur Wh^ (ni (M), Zz x 71:2 (QY) du théorème A de
l'introduction) est faux en général. En conséquence, le principal résultat de cet article
(proposition 1 de l'introduction) ne découle pas du travail de HATCHER.
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