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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE. — Sur la fibre de Milnor d'une singularité isolée en

dimension complexe trois. Note (*) de Le Dùng Trâng et Bernard Perron, présentée par Henri

Cartan.

On démontre que la fibre de Milnor [4] d'un germe d'application analytique de (C 3, 0) dans (C, 0) à singularité
isolée est obtenue de la boule B4 en lui attachant des anses d'indice deux.

We prove that the Milnor fiber [4] ofan analytic germfrom (C3,0) to (C, 0) with isolated singularity is obtained from
the bail B* by attaching banales of index two.

1. ÉNONCÉDU RÉSULTAT. - Soit g : (U, 0) -> (C, 0) une fonction holomorphe définie sur un

voisinage U de 0 e C", ayant une singularité isolée en 0. On note F2 " " 2 la fibre de Milnor de

la singularité. Il est démontré dans [4] (th. 6.5) que Fg a le type d'homotopie d'un bouquet
de (n—l)-sphères. En utilisant [7] on démontre que le nombre de sphères est

u("'= dimcC{Z}/{^/azi, ...,8g/dJ.
Il résulte des théorèmes classiques de topologie différentielle [5] que pour n4= 3,'F

2 "~ 2 est

obtenue de la boule B2"- 2 en lui attachant u.(B)anses d'indice n —1 (cf. aussi [4], p. 58).
Milnor [4] (p. 58) conjecture que ce résultat est aussi vrai pour n = 3. J. Harrer [1] le

démontre dans le cas où g(x, y, z)=f(x, y) + zr.

L'objet de cette Note est de démontrer la conjecture de Milnor dans le cas général.

PROPOSITION0. — Soit g : (C3,0) -> (C, 0) un germe en 0 defonction holomorphe à singularité
isolée en 0. Alors la fibre de Milnor F* est obtenue de la boule B4 en lui attachant des anses

d'indice deux.

Remarque !.. — La démonstration ci-dessous raffine celle de [2] et s'applique en fait en toute

dimension. Comme dans [2], elle a pour corollaire une formule bien connue [6] [cf. (1.2),

(1.4) et (1.5)] reliant le nombre de Milnor d'une singularité isolée à celui d'une section

hyperplane générique

Remarque 2. — On peut donner quelques précisions sur la façon dont sont attachées ces

anses. Supposons que le plan z = 0 soit générique (en un sens précisé plus bas) et soit

f(x, y)=g(x, y, 0).

Notons q> : dB4—/"_1(0)-> S1 la fibration de Milnor correspondante. Alors les cercles

d'attachement xlt ..., x^ peuvent être choisis dans des fibres distinctes de cp et le

« framing » de l'application d'attachement est égal à 2 i? ([%,], [xj), où [xt] désigne la classe

d'homologie de xt dans la fibre et =S?désigne le nombre d'enlacements.

2. CHOIX DU PLAN GÉNÉRIQUE. — Notons f(x, y) = g(x, y, 0), $ : (C 3, 0)->(C 2, 0)

l'application définie par <&(x, y, z) = (g(x, y, z), z), F le lieu critique de <D (courbe
polaire [2] de g relativement à l'hyperplan z = 0), À = <I>(r) (diagramme de Cerf de g).

D'après [2] on peut supposer que le plan z = 0 vérifie les propriétés suivantes :

1° /est à singularité isolée en 0;
2° F (resp. A) est une courbe analytique réduite en 0;
3° le cône tangent de A en 0 est {0} x C;
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4° $ : r -» A est une bijection [3];
5° il existe un voisinage V(0) c C3 tel que, en tout point m = (x(m), y (m),

z (m)) e F n V (0)
—

{ 0 } , la courbe définie par g (x, y, z) = g (m) et z = z (m) a une singularité

quadratique ordinaire.

Il existe une boule B (resp. D) de C2 (resp. C) centrée en 0 telle que :

7° la projection (B x D) n F -* D est un revêtement qui n'est ramifié qu'en 0;

8° il existe r\0 > 0 tel que la courbe g = t, z = r\ est transverse à ÔB x { r\ }_dans le plan z=r\

pour tout T) eD et tout reC vérifiant \t\ ST\O>
9° g (F n (B x D)) c Dno (Dno désignant le disque de centre 0, de rayon r\0);

10° pour tout t non nul assez petit, g~l (t) [resp. /"x (t)] est transverse à ô (B x D) (resp.

dB x {0}) et est difféomorphe à la fibre de Milnor de g (resp./) en 0. Soit t0 un tel t.

Notons n : B x D -»• D la projection et nto sa restriction à F,o—g~
1

(t0) n (B x D). Notons

enfin ato
=

| nto \ ( | | désigne le module). D'après la propriété 6° (b), 0 e D est valeur régulière

de n,.;

Fig. 1
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11° les points critiques de a(o autres que ceux correspondant à la valeur critique 0 sont des

points de Morse d'indice 2.

3. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION0. — Notons Ft (resp. A;) (i=l, 2, ..., r) les
o

composantes irréductibles de T(resp. A), et soit t0 (resp. z0) un point de Dno
—

{0} choisi

comme dans 10° ci-dessus (resp. D —
{0}). Soient :

D'après la propriété 3° on a s; < rt.
On choisit :

(a) (t0, z0) comme point de base de Dllo x {z0 } et {t0 } x D;

(b) des boules Uf c { t0} x D disjointes deux à deux centrées en a\;

(c) des chemins 8/ disjoints (sauf à leur origine) dans {t0}x(D— {jtSj) joignant

(t0, z0) à dXJj.
En utilisant le fait que la restriction de la projection DT|ox D -*• D à A est un revêtement

galoisien en dehors de 0, on montre qu'il existe pourje[l, s,] :

(a) des chemins 5{J c DT)ox { z0 } joignant (t0, z0) kbj, disjoints deux à deux en dehors du

point (t0, z0);

(P) des chemins \i{ <=A; —
{0} disjoints deux à deux joignant aj à b[ (1 :Sy"^ s;);

(y) des 2-disques Tf (1 g j ^ s;) disjoints deux à deux, ne rencontrant A que le long de uf et

bordés par les lacets (ô;j)_
1 • \ij-kdj.

Notons S/ (resp. 8p) des épaississements des chemins S/ (resp. 8--'), B{ des petites boules de

DTlox { z0 } centrées en fcf, disjointes deux à deux de sorte que (J (8| u Uy) [resp. (J (Sp u Bf )]

soit difféomorphe à une boule.
On a alors le :

LEMME 1. — Il existe un ouvert Uc{t0}xD, tel que

et une isotopie Qt laissant A invariante et envoyant A= (J (8^ u Bf) sur U.

Fig. 2
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Démonstration. - On construit dans D^o x D un champ de vecteurs Coe qui fait glisser Bf le

long du chemin uf et 8-J le long du 2-disque Tf. De plus ce champ de vecteurs est tangent à A,

défini par P = 0 et à Ae, défini par P = 0, pour tout 6 assez petit.

LEMME 2. — L'isotopie 8, se relève par O : (C 3, 0) -> (C 2, 0) en une isotopie ®t induisant un

isomorphisme de O- 1
(A) sur <D~l (U).

Démonstration. — On peut relever par <3>le champ de vecteurs utilisé ci-dessus, en un

champ de vecteurs de(BxD)nO"' (D x D). Pour cela on utilise le fait que la famille gz :

C2 -> C définie par gz (x, y) = g (x, y, z) admet une singularité quadratique ordinaire le long de

T —
{0} [propriété 5° du paragraphe 2)] et est donc triviale au voisinage de m{ (l'unique point

de T tel que $(mf) = b"l(propriété 4°). (Comparer à [8] (3.4).)

L'intégration du champ de vecteurs ainsi relevé donne le difféomorphisme de <£>"1 (U) sur

O)" 1
(A).

De plus en utilisant le paragraphe 5 de [4], on montre que g'HA) est difféomorphe à une

boule.

On peut toujours supposer que OeÙ <= D. D'après la propriété 11 du paragraphe 2, les

points critiques de ato en dehors de Fto n n~ 1
(U) sont de Morse d'indice 2. Il en résulte que

Fto n (B x D) est obtenu de n~x (U) =
F,o n n~~

1
(U) x g~

1
(A) x B4 en lui attachant des anses

d'indice deux en nombre égal à u(3) =
£ (rt

-
s;) où X st = (r. (z = 0)) = u( 2) et £ r,-= (F.g~

1
(0))

i i

[(.) désignant le nombre d'intersection].

(*) Remise le 26 juin 1979.
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