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PREFACE

Quand . Poincaré rédigea en tgor ectle Analyse de ses Lravaux scienti-
fiques, qui parut en rg21 dans le tome 38 des deta Mathematica, il éerivil :
« Une méthode qui nous {erait counaitre les relations qualitatives dans Pespace
& plus de trois dimensions pourrail, dans une cerlainc mesure, rendre des
services analogues 4 ceux que rendent les figures. Getle méthode ne peut dire
que UAnalysis situs a plus de trois dimensions. Malgré tont, cette brauche do
la Science a 6Lé jusqu'ici peu cultivée. Aprés Riemann est venu Betli qui «
inlroduil quelques notions fondamentales ; mais Belti n’a 66 suivi par personne.
Quant & moi, toutes les voies diverses ott je m’élais engagé successivement me
conduisaient & PAnalysis situs. Javais besoin des données de cette Science
pour poursuivre mes études sur les courbes définies par les équations différen-
tielles et pour les étendre aux équations différentielles d’ordre supérieur et, en
paruculier, & celles du probléme des trois corps. J'en avais besoin pour I'étude
des fonctions non uniformes de deux variables. J’en avais besoin pour P'élude
des périodes des intégrales multiples el pour Papplication de cette étude au
développement de la fonction perturbatriee. Enfin, j'entrevoyais dans P'.4naly-
sZs situs un moyen d’aborder un probléme important de la théorie des groupes,
la recherche des groupes discrets ou des gronpes finis contenus dans un groupe
continu donné. »

Les recherches, auxquelles H. Poincaré se consacra pour toules ces raisons,
se poursuivent & Pheure actuelle si activement, si diversement et (rouvent tanl
d’applications, qu’il est impossible d’en dresser ici un lableau méme som-
maire (1). Leur nom a changé : on ne parle plus d’Aralysis situs, mais de
Topologie algébrique; leur définition aussi : leur objet ne semble plus ére de

« faire connaitre les relations qualitativesde I'espace », mais d’attacher desnolions

(;) Pour la période extérieure & 1935, woir la Préface et I'Introduction du beau traité de
Topologie de P. Alexandrof-H. Hopf (Springer, 1935).
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quantilatives ou, plus précisément, algébriques & des donndes qualitatives ou,
plus exactement, topologiques. C'est ce que fit H. Poincaré qui, indiscutable-
ment, créa toute la Topologie algébrique moderne : L. E. J. Brouwer s nspira
directement de H. Poincaré quand il donna a la Topologie des polyedres i des
nltiplicités cet aspect combinaloire, qu’Alexandroff et Cech devaient appli-
quer méme aux espaces topologiques ; quand Ia théorie des enlacements devint
prépondérante, grice & Lebesgue et Brouwer, quand Alexander en lira son
théortme de dualité et H. Hopf son invariant, la définition due & H. Poincaré
de Pintersection était la base de départ et son théoréme de dualité le résultat le
plus cité; quand Birkhoff et Kellog, puis Schauder, révélérent Pimportance de
la théorie des points fixes en Analyse et que Lefschelz découvrit sa célébre
formule, c’élaient le dernier Mémoire de H. Poincaré cl les premiers théortines
de Brouwer qui donnaient leurs fruits ; quand M. Morse renouvela le calcul de
variations, quand UAnalysis situs donna un nouvel essor & la Géométrie algé-
brique, ce futaussisous’influence de H. Poincaré; on crut que la cohomologic
¢lail une notion entitrement neuve, jusqu’au jour ot E. Cartan en explicqua
I'essence par une page de H. Poincaré jusqu'alors incomprise ; II. Poincarc
définnt, sous le nom de groupe fondamental, Ie premier grotipe d’homotopie; Ja
découverte en 1935 par Hurewicz des autres groupes d’homotopic et de leurs
propriétés, les si importantes applications qu’en firent de nombreux mathéma-
liciens paraissenl dire les premidres découvertes tont A fail éirangéres & celles
qu'avail faites FL. Poincaré.

Su terniinologie est périmée; ildm lui-méme corriger ses définitious initiales ;
chaque progres ultérienr exigea une refoute du vocabulaive ¢l des notions de
buse : la topologic algébrique ne cesse de changer de but, de méthode, de lan-
gage; aussi, de méme qu’'un philologue ne peut ignorer les racines indo-

curopéennes, un topologue doit-il connaitre les Mémoires de H. Poincard.

U



LEXIQUE

Notations et terminologie.

De Henri Poincaré.
dF,
T
2 ==
x = y (équivalence).
N (af, 777).
Variété continue,

» fermée.
» finie.
» illimitée.

»  bilatére, unilateére,
Variétés opposées.
Réseau (chaine) continu de variétés.
Surface.
La surface unilatére que tout le monde
connaft.
Frontiére compléte.
Simplement counexe.
Tétraédre généralisé, case, hypercase.
Polyédre (réciproque).
« dérivé.
Homéomorphie.
Groupe dérivé de.
Forme d'un groupe.
Isomorphisme (mériédrique).

» lioloédrique.
Holomorphe.
Nombre de Betti.

De 1g50.
Ji7,
T
Le bord de x est y.
2 est homotope a 3.
Indice de Kronecker.
Variété connexe.

»  close (cycle).

»  compacte.

»  sans bord.

»  orlentable, non orientable.
Variéte a orientlations opposées.
Systéme de cartes locales.
ITypersurface.

La bande de Mobius.

Bord.

Homéomorplie 4 une boule.

Simplexe.

Complexe (dual).

Subdivision.

Homéomorphie différentiable.

Groupe engendré par.

Structure d'un groupe.

Homomorphisme sur (qui n’est pas un
isomorphisme).

Isomorphisme sur.

Isomorphe.

1 + nombre de Betli.

H. P. — VL
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SOMMAIRE

1. Sur PAnulysis situs. — Résume le Mémoire suivant.

2. Analysis situs. — Les paragraphes 1-G, que compléte le paragraphe 8, défi-
nissent I’homologie; signalons que les nombres de Beiti qu'utilise H. Poincaré sont
les nombres de Betti actuels, augmentés de 1. Le paragraphe 7 introduit la coho-
mologie; il pose des problémes que E. Cartan a explicités (Ann. Soc. pol. math.,
t. 8, 1929, p. 181-225) et que G. de Rham a résolus (J. math. pures et appl., t. 10,
1931, p. 115-200). Le paragraphe 9 défiuit 'intersection, actuellement nommée pro-
duit, et énonce le célébre théoréme de dualité de Poincaré; 4 la suite de critiques
de Heegaard, . Poincaré a, dans le Complément ¢ ' Analysis situs, entierement
repris la démonstration de ce théoréme. Les paragraphes 12 et 13 définissent le
groupe fondamental, nommé depuis groupe de Poincaré, puis premier groupe
d’homotopie. Les paragraphes 16, 17 et 18 établissent la formule d’Euler-Poincaré.
La démonstration repose sur une triangulation que reprend le paragraphe XI du
Complément ¢ I'Analysis situs. Les paragraphes 10, 11, 14 et 13 traitent huit
exemples de polyédres, dont les sept premiers sont des multiplicités de dimen-
sion 3; chaque point a un voisinage homéomorphe & la boule de dimension 3;
1appelons que le probléme de caractériser ceux des polyédres de dxmensmn n>3
qui sont des multiplicités n’est pas résolu.

3. Sur les nombres de Betti. — Résume le Mémoire suivant.

. Complément a I Analysis situs. — Ce Mémoire contient des fondements de
la topologie combinatoire. Le paragraphe I expose les défauts de la démonstration
du théoréme de dualité que donne le paragraphe 9 d'Analysis situs. Le para-
graphe II définit le tableau des coefficients d'incidence d'un complexe. Le para-
graphe III déduit de ce lableau les nombres de Betti. Le paragraphe 1V définit la
subdivision d’un complexe. Le paragraphe V prouve qu’une subdivision ne modifie
pas les nombres de Betti. Le paragraphe VI compléte les raisonnements antérieurs.
Le paragraphe VII définit la subdivision barycentrique et le dual d'un complexe.
Le paragraphe VIII établit I'égalité des nombres de Betti de dimensions complé-
mentaires; le paragraphe IX établit la dualité des groupes de Betti de dimensions
complémentaires; précisons qu’il est nécessaire de supposer la variété orientable,
Le paragraphe X étend le paragraphe VII aux complexes abstraits; le Second
complément a I Analysis situs développera cette étude. Le paragraphe XTI triangule
une variété analytique.
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5. Second complément ¢ I'Analysis situs. — Ce Mémoire définit les groupes
de torsion d’une variété et leur étend le théoréme de dualité; il consiste en I'étude
du tableau des coefficients d'incidence. Ce Mémoire et les précédents sont clas-
siques : voir la Topologie, d’Alexandroff et lopf (Springer, 1935) et 'dlgebruic
topology, de Lefschelz (Amer. Math. Soc., coll. publ. 1942).

6. Sur P Analysis situs. — Annonce le Mémoire suivant.

7. Sur certaines surfuces algébriques; troisieme complément a [Anulysis
situs. — Détermination du premier groupe d’homotopie de la variété algébrique
I’équation 3*=F(x, y), F étant un polynome, z, y, 5 des variables complexes.

8. Sur la connezion des surfaces algébriques. — Résume le Mémoire suivant.

9. Sur les cycles des surfaces algébriques: quatriéme complément @ U'Analy-
sts situs. — Ce Mémoire détermine les groupes de Betli d'une surface algébrique
2 partir du groupe de Picard et des cycles évanouissants : on coupe la surface
J(z, ¥, 5) == o par un plan non tangent y —=const. et l'on envisage les groupes de
Betti de cette section; le groupe de PPicard est le groupe des substitutions lindaires
que subissent ces groupes de Belti quand ) décrit un lacet; les cycles évanouissants
sont les classes d’homologie qui s’annulent quand le plan 3 = const. devient tan-
gent & la surface. On trouvera une étude plus compléte dans ’dnalysis situs el lu
Géométrie algébrigue, de Lefschetz (Gauthier-Villars, (v éd., 1924; 2° éd. 1g50).

10. Cingquiéme complément é I' Analysis situs. — Ce Mémoire donne un exemple
de variété close & trois dimensions dont 'homologie est triviale sans que son pre-
mier groupe d’homotopie le soit; il énonce une célébre hypothése, qui n’est pas
encore €lucidée : toute multiplicité close i trois dimensious, dontle premier groupe
d’homotopie est trivial, est-elle homéomorphe & la sphére a trois dimensions? An
cours de ce Mémoire, H. Poincaré approfondit la topologie des surfaces, puis
étudie la topologie d’espaces qu’engendre une surface variable.

11. Sur un théoréme de Géométrie. — Ce Mémoire, le dernier que publia
II. Poincaré, ¢nonce un théoréme de point fixe que Il. Poincrré n’avait pas réussi
4 établir et qui devait étre prouvé uelques mois plus tard, par G. D. Birkholl
(Trans. Amer. Math. Soc., t. 14, 1913, p. 14-22). H. Poincaré applique ce théo-
réme aux géodésiques fermdes et aux trajecloires périodiques; 1'éiude de ces deux
sujels se poursuit encore actuellement.
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Comptes rendus de ' Académie des Sciences, t. 115, p. 603-636 (31 octobre 18y2).

On sail ce qu'on entend par Uordre de counexion d’une surface et le role
importanl que jouc celle notion dans la théorie géndrale des fonctions, bicn
qu’clle soil empruntée & une branche toute différeute des Mathématiques, ¢’est-
a-dire 4 la géomdirie de situalion ou Analysis situs.

C’est parce que les recherches de ce geure peuvent avoir des applications en
dehors de la Géoméirie qu’il peul y avoir quelque intérét a les poursuivre en
les élendant aux espaces & plus de trois dimensions. Riemann I'a bien compris;
aussi, désircux de généraliser sa belle découverte, il s’est appliqué a I'étude de
ces espaces au point de vue de V' Analysis situs el ila laissé sur ce sujel des
{ragments malheureusement Lrés incomplets. Betlli, dans le tome IV, 2° séric
des Annali di Matematica, a retrouvé et complété les résullals de Riemanu.
Cousidéranl une surface (variélé a n dimensious) dans U'espace & n+ 1 dimen-

sions, il a défini » — 1 nombres
P1s P2y vy Pa—t

qu'il appelle les 2 — 1 ordres de connexion de la surface.

Les persounes que rebute la Géométriea plus de trois dimensions pourraient
croire .ce résultat sans utilité et le regarder comme un vain jeu de Lesprit, si
elles n’étaient averties de leur erreur par I'usage qu’a fait des nombres de Betti
notre confrére M. Picard dans des travaux d’Analyse pure ou de Géoméirie
ordinaire.

La question n'est pas épuisée cependant. On peut se demander si les nombres
de Betti suffisent pour déterminer une surface fermée au point de vue de I'4na-

lysis situs, c'est-a-dire si, étant données deux surfaces fermées qui possédent
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mémes nombres de Betli, on peul toujours passer de 'uine & 'aulre par voie de
déformalion continue. Cela est vrai daus I'espace a trois dimensions c¢L I'on
pourrail élre lenté de croire qu’il en est encore de méme daus un espace quel-
conque. C’esl le contraire qui esl vrai.

Pour nous en rendre comple, je vais envisager la question & un point de vue
nouveau. Solenl i, s, - .., Lpir les coordoundes d’'un point de la surface;
ces 7o+ 1 quanlilés soul liées eulre clles par I'équation de la surface. Soienl

mainlenant
Fx, I“g, -y F/,

p fonclions quelconques de ces 2 +1 coordonndes 2 (coordonndées que je sup-
pose Loujours lides par I'équation de la surface et auxquelles je couviens de ue
douner que des valeurs réelles).

Je ne suppose pas que lus fonclious ¥ soienl uniformes, mais je suppose que
si le point (21, &, .- .. Zara) déerit sur la surfuce un conlour fermd nfini-
ment petit, chacune des fonctions I revient & sa valeur primitive. Cela posé,
supposons que notre poiul décrive sur la surface wn contour fermé fin/, il
pourra s¢ faire que nos p fonclions ne revieunent pas i leurs valeurs initiales,
mais deviennenl

Fy, ¥y ooy T,

ou, en d'aulres lermes, qu'elles subissent la subslitution

(Fiy Fay ooy Fps Yy Ty on oy FYD.

Toules les substitulions correspondant aux divers conlours {ermds que 'on
peut tracer sur la surface formenl un groupe qui est discoutinu (au moius cu
ce qui concerne sa forme).

Ce groupe dépend ¢videmment du choix des fonctions F'; supposons d’abord
que ces fouctions soient les plus générales que 'on puisse imaginer en ne s'im-
posanl pas d’autre condition que celle que nous avons ¢noncée plus haut ; ct
soit G le groupe correspondant. Soit G’ le groupe correspondant & un autre
choix de ces fonctions; G sera isomorphe & G, holoddriquement en géncéral,
mériédriquement dans quelques cas particuliers.

Le groupe G peut donc servir & définir Ia forme de la surface el s’appeler lc
groupe de la surface. Il est clair que si deux surfaces peuvent se transformer
I'une dans I'auntre par voie de déformalion continue, leurs groupes sonl iso-

morphes. La réciproque, quoique moins évidente, csl encore vraie, pour des
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surfaces fermées, de sorle que ce gui définit une surface fermée au point de
vue de UAnalysis situs, c’est son groupe.

Nous sommes donc conduit & nous poser la question suivante : Deuz sur-
Soces fermées qui ont mémes nombres de Betti ont-elles toujours des groupes
tsomorphes ?

Pour résoudre celte queslion en nous servanl d’un mode de représentation
simple dans l'espace ordinaire, nous supposerons qu'il s’agisse de définir une
surface dans I'espace & quatre dimensions seulement. Considérons pour ’espace
ordinaire un groupe G proprement discontinu. L'espace se trouvera ainsi
décomposé en une infinité de domaines fondaméntaux, transformés les uns des
autres par les substitutions du groupe. Je suppose que le domaine fondamental
ne s’étende pas & Pinfini el qu'aucune substitution du groupe ne laisse inaliéré
aucun point de Pespace.

Soienl alors

X1, Xo Xz Xa

quatre fonctions des coordonnées z, 3, s de I'espace ordinaire, inaliérécs par
les substitutions de G. Si 'on considere X,, X, X;, X, comme les coordon-
nées d’un point dans ['espace & quatre dimensions, ce point décrira unc
surface fermée dontle groupe sera isomorphe & G, hologdriguement si les fonc-
lions X sont les plus générales qui soient inaltérées par G.
Considérons, en particulier, le groupe dérivé des trois substitutions
(#0735 &+1, y, 3),
(%, %, 3, &, +1, 3),

(®: 0y 85 2z + 3)5 1@+ 8,y 54+1),

.

@, 3, 7, ¢ dlanl quatre enticrs tels que ad — Py =1. Je Iappellerat, pour abré-
ger, le groupe (a, B, v, 9).

Le domaine fondameuntal sera un cube.

On observera d’abord que deux groupes («, 8,71, 8), (, f', v o') ne peuvenl
¢tre isomorphes que si les deux substilutions

(@, ¥; 0+ By, re+38)), (@, )¢z + By Yo +8y)

sonl wansformées I'une de 'autre par ane subslitution lindaire i coefficients
entiers.

Cela n’arrivera pas en général.
g

Cherchons mainlenant & déterminer les nombres de Bettj pour la surface quli
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admel le groupe («, B, 7, 8). Nous verrons que 'une des connexions esl lou-

jours quadruple et que 'autre (la connexion lincaire) est

Double dans le cas général;
Triple si e 43 =2;

Quadl‘uple Si o :a == ], ﬁ ____-«‘r — 0.

Ce qui préceéde montre que les nombres de Belti peuvent éire les mémes
pour deux surfaces, sans que leurs groupes soient isomorphies et, par consd-
quent, sans que 'on puisse passer de Pune a Paulre par déformation continue.

C’esL 1 une remarque qui peut jeler quelque lumitre sur la théorie des sur-
faces algébriques ordinaires et rendre moins étrange un fait découvert par
M. Picard, & savoir que les surfaces n’ont pas de cycle & une dimension, si

clles sonl les plus géndrales de Ieur degré.
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Journal de U'Kcole Polytechnique, t. 1, p. 1-121 (18g5).

Introduction.

La Géométrie & n dimensions a un objet réel; personne n’en doute aujour-
d’hui. Les étres de I'hyperespace sont susceplibles de définitions précises
comme ceux de I’espace ordinaire, et si nous ne pouvons nous les représenter;
nous pouvons les concevoir et les éludier. Si donc, par exemple, la Mécanique
a plus de trois dimensions doit élre condamnée comme dépourvue de son objet,
il n’en est pas de méme de I'Hypergéométrie.

La Géométriev, en effet, n’a pas pour unique raison d’¢tre la description
immédiate des corps qui tombent sous nos sens : elle est avant tout I’étude
analytique d’un groupe; rien n'empéche, par conséquent, d’aborder d’autres
groupes analogues ct plus généraux.

Mais pourquoi, dira-t-on, ne pas conserver le langage analytique et le rem-
placer par un langage géométrique, qui perd tous ses avantages dés que les sens
ne peuveut plus intervenir. Cest que ce langage nouveau est plus concis ; ¢'est
ensuile que l'analogie avec la Géométrie ordinaire peut créer des associations
d’1dées fécondes et suggérer des généralisations utiles.

Peut-éire ces raisons ne sont-elles pas suffisantes? Ce n’cst pas assez, en
effet, qu’une science soit légitime: il fautque Iutilité ne puisse en étre contes-
tée. Tant d’objets divers sollicitent notre atten'tion, que les plus importants ont
seuls droit de I'obtenir.

Aussi y a-t-1l des parties de I'Hypergéoméirie auxquelles il n'y a pas lieu de
beaucoup s’intéresser : telles sont, par exemple, les recherches sur la courbure
des surfaces dans 'espace & n dimensions. On est str d’avance d’obtenir les

H. P. — VI 2%
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mémes résultats qu’en Géométrie ordinaire et I'on n’entreprend pas un long
voyage pour retrouver des spectacles tout pareils & ceux que l'on rencontre
chez soi.

Mais il y a des problémes otilelangage analytique serait tout a fait incommode.

On sait quelle est I'utilité des figures géométriques dans la théorie des fonc-
tions imaginaires el des intégrales prises entre des limiles imaginaires, ¢l com-
bien on regrette leur concours quand on veut étudier, par exemple, les fonctions
de deux variables complexes.

Cherchons 4 nous rendre compte de la nature de ce concours; les figures
suppléent d’abord & l'infirmité de notre esprit en appelant nos sens a4 son
secours; mais cc n’est pas seulement cela. On a bien souvent répété que la
Géométrie est I'art de bien raisonner sur des figures mal faites; encore ces
figures, pour ne pas nous tromper, doivent-elles satisfaire & cerlaines conditions;
les proportions peuvent étre grossidrement altérées, mais les positions relatives
des diverses parties ne doivent pas élre bouleversées.

L’emploi des figures a donc avant Lout pour but de nous faire connaitre cer-
taines relations entre les objets de nos études, el ces relations sonl celles dont
s'occupe une branche de la Géométrie que I'on a appelée Analysis situs, et qui
décrit la situation relative des points des lignes et des surfaces, sans aucune
considération de leur grandeur.

Il y a des relations de méme nature entre les étres de I'hyperespace; il y a
donc une Analysis situs & plus de trois dimensious, comme l'onl montré
Riemann et Betti.

Cette science nous fera connattre ce genre de relations, bien que cette con-
naissance ne puisse plus étre intuitive, puisque nos sens nous font défaut. Elle
va ainsi, dans certains cas, nous rendre quelques-uns des services ¢ue nous
demandons d’ordinaire aux figures de Géométrie.

Je me bornerai A trois exemples.

La classification des courbes algébriques en genres repose, d’aprés Riemann,
sur la classification des surfaces fermées réelles, faite au point de vue de 'Ana-
lysis situs. Une induction immédiate nous fait comprendre que la classification
des surfaces algébriques et la théorie de leurs transformations birationnelles
sont intimement liées & la classification des surfaces fermées réelles de Pespace
4 cinq dimensions au point de vue de I’Analysis situs. M. Picard, dans un
Mémoire couronné par I’Académie des Sciences, a déja insisté sur ce point.

D’autre part, dans une série de Mémoires insérés dans le Journal de Liou-
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ville, et intitulés : Sur les courbes définies par les équations différentielles,
j’ai employé I Analysis situs ordinaire a trois dimensions & I’étude des équa-
tions différentielles. Les mémes recherches ont été poursuivies par M. Walther
Dyck. On voit aisément que ' Analysis situs généralisée permettrail de traiter
de méme les équations d’ordre supéricur et, en particulier, celles de la Méca-
nique céleste.

M. Jordan a déterminé analytiquement les groupes d’ordre fini contenus dans
le groupe linéaire & n variables. M. Klein avait anlérieurement, par une
méthode géométrique d’une rare élégance, résolu le méme probléme pour le
groupe lindaire & deux variables. Ne pourrait-on pas étendre la méthode de
M. Klein au groupe & n variables ou méme a un groupe continu gquelcongue ?
Je n’ai pu jusqu’ici y parvenir, mais j’ai beaucoup réfléchi a la question et il
me semble que la solution doit dépendre d’un probléme d’Anralysis situs et
que la généralisation du célebre théoreme d’Euler surles polygdres doit y jouer
un rdle.

Je ne crois donc pas avoir fait une ceuvre inutile en écrivant le prdésenl
Mémoire; je regrette seulement qu'il soit trop long; mais, quand j’ai voulu me

restreindre, je suis lombé dans I'obscurité; j’ai préféré passer pour un peu

bavard.
Tables des matiéres.
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§ 1. Premiére définition des variétés.

Soient &4, 24, - - -, & 7 variables que je pourrai regarder comme les coor-
données d’un point dans 'espace a n dimensious.

Jusqu’a nouvel ordre, je supposerai que ces 7 variables demeurent Loujours
réelles.

Un systéme quelconque de » variables s’appellera un point.

Considérons le systeme suivant formé de p égalités et de g inégalités
Fi(z, 29y ..., 2a) =0,
Fo (@, 3. ..., 22) =0,

Fp(21, 235 .00y @n) =0,
91 (24, &3y +0.y Zn) >0, R
?2 (xi, w:z, ...,.‘I:',,)>(),

Je supposerai que les fonctions F et ¢ sontuniformes et continues et qu’elles
ont des dérivées continues ; je supposerai de plus que, si I'on forme le tableau

dF, dF, dF,
dzy’ dzm’ T day
dFy  dF, dF,
T T v
dF,  dF, dF,

dzy ' dze ' 7 dawn

et que I'on forme les déterminants obtenus en prenant p colonnes quelconques
dans ce tableau, je supposerai, dis-je, que ces délerminants ne s’annulent
jamais tous & la fois.

Je dirai que 'ensemble des points qui satisfont aux conditions (1), s’il y en
a, ce que je suppose, forme une variété & n— p dimensions. (Si, en particu-
lier p=o0, de sorte qu’il n’y ait que des inégalités, j'aurai une variéié a
n dimensions qui ne sera autre chose quune portion de 'espace & n dimensions ;
Je désignerai ordinairement cette variété sous le nom de domaine).

Deux cas peuvent se présenter. Soient ay, oy, ..., &n; B, Pay - - ., Bn deux
points satisfaisant aux conditions (1). Ou bien on pourra faire varier d’une
maniére continue #;, L, ..., T, depuis oy, ag, ..., a, jusqu’a B4, Ba, ---, Bu,
sans que les relations (1) cessent d’étre satisfaites, et cela quelles que soient
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les valeurs de a4, aa, ..., @, et de By, Ba, ..., Bu, pourvu que ces valeurs
satisfassent aux conditions (1) ; ou bien cela ne sera pas toujours possible.

Dans le premier cas, nous dirons que la variété définie par les conditions (1)
est continue.

Dans ce qui va suivre, je ne considérerai que des variétds continues et, en ce
qui concerne celles qui ne sont pas coutinues, je me bornerai a faire observer
que I'on peut toujours les décomposer en un nombre fini ou infini de variétés
continues.

Soit, par exemple, la variété
z:+x}—4x] +1=o0.

Ici n=2 et le poinl z;, z» est un point du plan; notre variété n’est alors
autre chose qu'une courbe du 4° degré; mais, comme cette courbe se compose
de deux branches de courbe fermées, notre variété n’est pas continue.

Mais nous pouvons la décomposer en deux autres, & savoir :

z3 4+t — 427 +1=0, >0
ct

23 +2t —4xi +1=0, zy < 0
el chacune d’clles, se réduisant & unc seule branche de courbe fermée, est
continuc. '

Je dirai qu’unc variété est finie si tous ses points satisfont a la condition
2}z 4.+ 2k < K2,

K étant uue constanle donnde.

Considérons maintenant le systéme de relations

Fa=o (e=1,2,...,P)
(2) pp=0
¢y >0 (vzh

qui se compose de p + 1 égalités et de g —1 inégalités.

Il peut arriver, ou bien qu’il n’y ait aucun point satisfaisant aux conditions
(2), ou bien qu’il y en ait et, dans ce cas, ils formeront une variété, continue
ou non, qui aura moins de »— p dimensions.

L’ensemble des points qui satisferont & I'un des ¢ systiémes de relations

Fa= o, 91 = 0y ‘IIJT>0 (yz1),

(3) Fo=o0, =0 ?T>.° (v2)

s s s " race - T

Fg= o, Pg= 0y Py >0 (v29)
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s'appellera la frontiére compléte de la variété définie par les conditions (1),
Mais nous nous placerons quelquefois & un autre point de vuc et nous ne
considérerons comme une véritable variét¢ frontiere que celles qui auront
n— p—1 dimensions.

I1 pourra se faire qu’il n’y ail aucune variélé & n — p—1 dimensions qui
satisfasse & I'un des g systémes (3). Dans ce cas, la variété définie par les
conditions (1) sera dite Zllimitée. Dans le cas contraire, elle sera dite limitée.

Si une variété est a la fois finie, continue et illimitée, elle sera dite fermdée.

Pour abréger un peu le langage, nous donnerons le nom de surfaces aux
variétés & n—-1 dimensions, sauf dans le cas de 2= 2; et nous donnerons,

dans tous les cas, le nom de courbes aux variétés a une dimension.

§ 2. Homéomorphisme.

Considérons une substitution qui change 21, 2., ..., Z, en &, Z,, ..., T,

que j'assujettis seulement aux conditions suivantes.

Ona
(4) Zi=9i(Xyy Loy ..y Zn) (E=1,2, ..., ).

Dans un certain domaine, les fonctions ¢; sont uniformes, finies et continues;
elles ont des dérivées continues et leur déterminant fonctionnel ne s’annule

pas.
Si I'on résout les équations (4) par rapport & x4, Z2, - .., Tn, 1l vient

Tr=or(&y, &y, ..., &) (k=1,2,...,n)

et les fonctions ¢}, satisfont aux mémes conditions que les fonctions g¢,.

11 est clair que P'ensemble des substitutions qui satisfont 4 ces conditions
forme un groupe, et ce groupe est un des plus généraux que I'on puisse imaginer.
La Science dont I'objet est 'étude de ce groupe et de quelques autres ana-
logues a regu le nom d’Analysis situs.

I1 est clair qu’une substitution de ce groupe transformera unc variété de m
dimensions en une variété de m dimensions, et que la variété transformée sera
continue, ou finie, ou illimitéc si la variété donnée l'est elle-méme (et
inversement).

Soient deux variétés d'un méme nombre de dimensions définies V et V
respectivement par les conditions
(1) Fy=o0 (oj=r,2, e ),

o3 = 0 (f=1,2, ..., q),
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et
w=0 a0, 2, ...
(1 bis) { ,oc ( 1 2 :P,)a
¢3 >0 B=1,2, ..., ¢
Supposons que 'on puisse faire correspondre & un point x4, Za, .. ., #, de
la variété V un point ', &,, ..., &, de la variété V/, de telle sorte que I'on ait
(5) Tr=Yr(Z1, Z2, 0.y Ty) (k=1,2, ..., n)

Je considére le domaine D défini par les inégalités
Fu>—'5 Fa<€, ?B>0.

La variété V est évidemment contenue tout entidre dans le domaine D.

Je suppose que dans le domaine D les fonctions ;. sont finies, continues et
uniformes, qu’elles ont des dérivées continues et que leur déterminant fonc-
tionnel n’est jamais nul.

Résolvons maintenant les équations (5), nous trouverons
(6) zk = Yo (24, &, ...y Tn) (k=1,2, ..., n)
Je considére le domaine D' défini par les inégalités

Fe>—e Fu<e, >0

et je suppose que dans le domaine D' les fonctions 7}, sont finies, continues et
uniformes, qu'elles ont des dérivées continues et que leur déterminant fonc-
tionnel n’est pas nul.

Il résulte de ces hypotheses qu'a tout point de V correspond un point de V
et un seul et inversement; a toute variété W contenue dans V correspondra
une variété W', d’'un méme nombre de dimensions, contenue dans V'; si W
est continue, finie ou illimitée, il en sera de méme de W' et inversement.

Si toutes ces conditions sont remplies, nous dirons que les deux variétés V
et V' sont équivalentes au point de vue de I’ Analysis situs, ou, pour abréger le
langage, qu’elles sont homéomorphes, c’est-d-dire de forme pareille.

Je pourrai dire aussi que deux figures plus compliquées, composées d'un
nombre quelconque de variétés, sont homéomorphes quand on passera de I'une
a 'autre par une transformation de Ia forme (5).

Ainsi deux polygones d’un méme nombre de c6tés seront homéomorphes;
deux polyzdres dont les faces seront en méme nombre auront le méme nombre
de cotés et seront semblablement disposées, seront homéomorphes, etc.
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§ 3. Deuxiéme définition des variétés.

On peut définir les variéiés d'une maniere entidremenl différente. Consi-

dérons n équations
1= 01(y1, 02 ooy Y )y

(8) "E2=02(.}/1).}‘3) "'7.)’"1)1

Zo=00( Y1, Y21 -+ s Ym )

Il est clair que ces équations (si les  sont regardées comme des variables
indépendantes) représentent une variété a m dimensions.
On aura encore une variéié & m dimensions, si 'on adjoint aux équations (8)

un certain nombre d'inégalités de la forme
S’J(J’:, ,}’2, aney ,,'Vm) > 0,

qui limitent le champ des variations des variables y.

Je supposerai que les fonctions 0 sont finies ¢l continues; mais je puis faire
une hypotheése de plus sans restreindre la généralité d’une fagon essentielle
(c’est d’ailleurs ce que je pouvais également faire tout aussi bien avec ma pre-
miére définition des variétés).

Je puis supposer, dis-je, que les fonctions 0 sont analytiques. Si, en effet,
ces fonctions 0 sont finies ¢t continues, on pourra trouver des fonctions ¥, qui
seront analytiques et qui différeront des 8 aussi peu que nous voudrons.

Je supposerai, en outre, que les délerminants fonctionnels de m des fonc-
tions 8 par rapport aux ¥ nc s'annulent jamais tous a la fois.

On obtiendra une variéié qui ne différera pas de la premi¢re en remplagant
les y dans les équations (8) par m fonctions analytiques quelconques de m
variables 74, z3, ..., Bm.

La portée de cette nouvelle définition serait assez restreinte, si l'on ne
pouvail I'augmenter par le procédé de la continuation analytique.

Considérons deux variétés V et V' définies par les équalions analogues & (8).

Soient, par exemple, les équations

(8) 21=0i(y1 Y2 oy ¥m)
pour V, et les équations

(8 bis) =0 (¥, Yoy -3 V)
pour V.

I1 peut arriver que ces deux variétés aient une partiec commune V' ayant
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égalemenl m dimensions, ¢’est-d-dire que tous les points de V” appartiendront
alafoisa VetaV,

Dans ce cas, & I'intérieur de V¥, les y seront des fonctions analytiques des y’
et inversement.

On dira alors que les deux variétés V et V/ sont la continuation analytique
I'une de I'autre.

On peut former ainsi une chaine de variéids

Vi, Va, ..vy Vi,

de telle fagon que chacune d’elles soit la continuation analytique de la_précé-
dente et qu'entre deux variéiés consécutives de la chaine il y ait une parlie
commune. G’est ce que jappellerai une chaine continue.

Il peut arriver aussi que la chaine soit fermée, c’est-a-dire que V, ne différc
pas de V.

On peut avoir aussi un réscau de variétés, c'est-2-dire un ensemble de
variétés telles que chacune d’elles soit la continuation de plusicurs autres ct
que I'on puisse passer d’une quelconque d’entre elles & une autre quelconque
d’cntre elles par continuation analytique; c’est ce que j’appellerai un réseau
continu.

On pourra alors considérer I'ensemble de toutes les variélés d’une méme
chainc ou d’un méme réseau comme formant une variété unique.

C’est Ja une définition plus étendue encore que la premiére.

Il y a, en effet, des variétés (el nous en verrons plus loin des exemples) qui
peuvent élre décomposées en un certain nombre de variétés partielles, formant
une chaine ou un réseau continus et telles que chacunc d'elles puisse étre
définie par des équations de la forme (8) (des variétés qui, par conséquent,
rentrent dans notre seconde définition) et qui cependant ne peuvent pas étre
définies par des relations de la forme (1) et ne rentrent pas dans notre pre-
midre définition.

Au conlraire, toule variélé qui satisfait a la premiere définition satisfait
aussi 4 la seconde. ' '

Nous pouvons, cn cffet, d’aprés un théoréme bien connu, si ys, ¥z, -+ s ¥n
sont définis par » relations de la forme

Jr== F1 (wi, Tgy v ooy xn),

yo=TFa(z1, z2y ...; Zn),

(@)

Y= Fn(mh Zay -y wﬂ):
H. P. — VI 26
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si, dans un certain domaine, les F sont des fonctions holomorphes des z, doni.
le déterminant fonctionnel ne s’annule pas; nous pouvons, dis-je, résoudre ces

équations et en tirer
(8) Zi= 0y, ya, oy I

les 6; étant des fonctions des y holomorphes dans un certain domaine.

Soit maintenant une variété V satisfaisanta notre premiére définition, c’est-
a-dire définie par les relations
(1) Fg=o, 9> 0.

Reprenons alors les équations («); prenons-y, pour Fy, Fs, ..., F), les pre-
miers membres des p égalités (1). Quant aux autres fonctions

Fp+1, FP+2, ey Fﬂy

ce seront » — p fonctions holomorphes quelconques des 2. Je les assujettirai
seulement & une condition.

Soit xy, #,, ..., Z, un point quelconque M, de la variété V. Je m’arran-
geral de telle facon que le délerminant fonctionnel des r fonctions F ne
s'annule pas pour

.z',-ma:l‘?.
Cela est évidemment possible, puisque j'ai supposé que les déterminants

fonctionnels des P fonctions
Fi) F‘l, vy FF:

par rapport & p quelconques des variables #, ne s’annulent jamais tous & la fois.
Je puis supposer encore que Fpi4y Fpia, ..., F, s'annulent au point M,,
c’est-a-dire pour

Alors, d’aprés le théoréme cité plus haut, on peut résoudre les équations ()
etl'on trouve que les z;s’expriment en séries ordonnées, suivant les puissances de

J 2 vy Yn

el convergenles pourvu que ces quantités satisfassent a certaines inégalités.

Soient done
(p) Xi= 6,-

ces équations el
Me(F1y Yo, sy Yn)>0

les conditions auxquelles les y doivent satisfaire pour que les séries soient

convergentes.
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Faisons maintenant

J1=Yi=...=)yp=0;

les p premiéres équations (o) ne différeront plus des p équations (1); et les
fonctions 6;, ne dépendant plus de n—p=m variables, seront de la
forme (8).

Alors 'ensemble des relations

2, =8, :pB>o, rE>o0

représentera une variété ¢, qui sera définie a la seconde maniére et qui, ne

différant pas de
F,=o0, 23>0, A > 0,
fera partie de V.

Le point M,, qui est un point quelconque de V, fait partie de ¢. On peut
donc construire, autour d’un point quelconque de V, une variété analogue
avp.

Le cas le plus simple est celui ou les conditions de convergence 2, > o sont

une conséquence des inégalités og> 0.
Alors ¢ ne differe pas de V et I'on peut se contenter, pour définir ¢, des

égalités (8) et des inégalités
(9) hg > 0.
que I'on obtient en substituant les f a la place des z dans les inégalités

<I."ﬁ> 0,

Remarquons en passanl que lous les déterminants fonctionnels de m des
fonctions 0 par rapport aux y ne s’annuleront jamais 4 la fois.

Si les conditions Ag>> o n'étaient pas une conséquence des inégalités 9g>> o,
on partagerait la variété V en variéiés partielles; c’est ainsi, par exemple, que
la variété V peut évidemment étre décomposée en deux variétés partielles

Fy=o, ‘Pﬁ>0; b >0

et
Foa=o0, =P[-3>0) ¢ <o,

¢ étant une fonction quelconque de 4, 2, - - ., Za-
Cela posé, nous pourrons toujours partager V en variétés partielles, ou mieux
construire sur V un certain nombre de variéiés partielles, empiétant les unes

sur les autres et assez petites pour que V'on puisse, pour chacune d’elles,



204 ANALYSIS SITUS.

trouver un systéme de variables auxiliaires, qui permette de représenter cette
variété partielle par des égalités ct des inégalités de la forme (8) et (9), satis-
faisant & toutes les conditions que je viens d’énoncer. Tout point M, de V
appartiendra a I'une de ces variétés partielles et I'ensemble de ces variétés

formera un réseau continu. La premidre définition est ainsi ramenée a la

seconde.
Pourtant, il reste une remarque a faire; il peut arriver qu’a deux systémes
différents de valeurs de y4, ¥s, ..., ¥m corresponde un méme systéme de

valeurs des fonctions 0y, 0s, ..., 0, et, par conséquent, un méme point de la
varigté V.
Dans ce cas, il convient d’adjoindre aux inégalités (9) d’autres inégalités

(10) ¢Y> 0

en les choisissant de telle sorte que des divers systémes de valeurs des variables -,
qui correspondent & un méme point de V, il y en ail toujours un et un seul qui
satisfasse aux inégalités (9) et (10).
Soit, par exemple, un tore, dont I'équalion sera
(2} + 2+ 2+ R—r2 22— {R2 (2} + 23) =o0.

Posons
zy = (R -+ recosyi)cosys,
Zy= (R -+ rcosy) sinys,
Z3=r sinyy.
Nous voyons qu’d un méme point du tore correspondront une infinité de
systémes de valeurs des y, compris dans la formule
yi+2Kx, ye+2Kam,
ou les K sont entiers.

Mais si nous assujettissons les y aux conditions

0 V1< 2, o yal2m,

nous n’aurons plus qu'un systéme de valeurs des y, qui correspondront & un

point du tore.

§ 4. Variétés opposées.

Avec I'une comme avec 'autre définition, il y a lieu de faire une distinction
dont on comprendra plus tard I'importance.
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Supposons d’abord une variété V définie de la premitre maniére, c’cst-2-dire

par les relations
Fe= o, P> 0.

On tiendra compte de ordre dans lequel sont rangées les équations Fy=o;
st deux de ces équations sont permulées, on conviendra de dire que le systéme
de relations ne représente plus la variété V, mais unc variété opposée & 'V.

Nous pouvons mainicnant remplacer les équations

* Fa=o (ea=1,2, ..., p)
par les suivantes :
Oy =A Fi+ A aFot. .+ A p Fp=o,
Po=As 1 Fi+ A sFa+...+ A pFp=o0,

........................................

(I)p'—_—' Ap1F1+ Ap_:F2+...+ Ap,pr=0,

les A;.; élant des fonctions quelconques des z.

Si le déterminant A des coefficients A;; ne s’annule pas dans le domaine
considéré, les équations @, = o seront équivalentes aux équations F,= o et,
par conséquent, si on leur adjoint un certain nombre d’inégalités, elles repré-
senteront encore la variété V ou une variété opposée.

Nous conviendrons de dire que si A (qui a toujours le méme signe, puisque
j’ai supposé qu'il ne s’annule pas) est positif, ces équations représentent la
variété V et que, st A est négatif, clles représentent la varisté opposée.

De méme avec la seconde définition. Soit V une variété définie par les
équations-

2i="0(y1, Y2y -y ¥Ym)

Il faudra tenir compte de 'ordre des variables y ct, si deux de ces variables
sont permutées, nous conviendrons de dire que les équations ne représentent
plus V, mais la variété opposée.

Imaginons que lon remplace les y par m fonctions analytiques des m
variables nouvelles 24, s, - .., sm, de telle facon que Ion ait

2:=10;(%1, B2y ..., Bm);

ces nouvelles équations représenteront encore V ou la variété opposée.

Nous devons supposer que le déterminant fonctionnel A des y par rapport
aux z ne s'annule pas, afin qu’a un systéme de valeurs des y corresponde un
seul systéme de valeurs des z. Il sera donc toujours de méme signe.

Nous conviendrons de dire que, si A est positif, les nouvelles équations



206 ANALYSIS SITUS.

représentent encore V cl que si, A esl négalif, clles représentent la variété

opposée.
Voyons maintenant ce qui arrive lorsqu’on passe d’une définition a I'autre.

Soit une variété V définie par

el par certaines inégalités.

Adjoignons & ces p équations les suivantes :

1= Fp-i—!: Ye=Fpia, sy Yn—p=Fu,

'

Fpits Fpra, - .., Frn 6tant n— p fonctions quelconques des z.
Nous avons vu que si le déterminant fonctionnel A des n fonctions Fj,
Fa, ..., F, n’est pas nul, on peut résoudre ces n équations par rapport aux x
et qu’on trouve ainsi 2 équations
Ty = 01(_}’1, NETIEE ')}'n—P))

qui représentent une variété 4 n — p dimensions. Mais on peut se demander si

clles représenteront V ou la variété opposée.
Nous conviendrons de dire qu’elles représenlent V si A est positif el la

variété opposée si A est négatif.
Considérons la variété & » — p dimensions

Fyo=o, ceey :pp>o.
que j’appelle V. Nous avons vu que la variété & n— p —1 dimensions
Fe=o0, ¢y=0, eg>0 (Bs7Y),
que j'appelle v, fait partie de la frontiére de V.
Mais il importe de ranger les équations qui définissent ¢ dans I'ordre suivant :
Fy= o, Fe=o, chey Fp=o, Py =0,
car si deux d’entre elles étaient permutées, nous conviendrions de dire que ces

équations ne représentent plus la frontiére de V ou une partie de cette fron-
tidre, mais une variété opposée a cette frontidre.

§ 5. Homologies.

Considérons une variété V a p dimensions; soit maintenant W une variété
& g dimensions (g < p) faisant partie de V. Supposons que la frontiére com-
plete de W se compose de A variétés continues & ¢—1 dimensions

pl, Vg, sy ).
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Nous exprimerons ce fait par la notation

Oyt Pa—. .. 0}~ O,

Plus généralement la notation

ki 09+ kgf)z'\/ k:f():;-l'- kr;(lr,,

ou les k sont des entiers et les ¢ des variétés & g—1 dimensions, signifiera
qu’il existe une variété W a ¢ dimensions faisant partie de V et dont la fron-
tire compléte se composera de k; variétés peu différentes de ¢4, de ko varidtés
peu différentes de ¢y, de ky variétés peu différentes de la variété opposée a v,
et de &, variétés peu différentes de la variété opposée a ¢,.

Les relations de cette forme pourront s’appeler des homologies.

Les homologies peuvent se combiner comme des équations ordinaires. Nous

cmploierons aussi la notation suivante; supposons que 1’on ait
P ;

kioy+kovs+... 4+ kpop~owi+wat. L+ w,

et que les variélés wy, vy, ..., v, fassent partie de la frontiére de V; nous
’ y g P 7

écrirons quelquefois
k1 ¢+ kng—I— kpppN E.

§ 6. Nombres de Betti.

Nous dirons que les variétés

Pey P2 oeny Pl

d’'un méme nombre de dimensions et faisant partie de V, sont linéairement
indépendantes, si elles ne sont liées par aucune homologie & coefficients
entiers.

S’il existe P,,—1 variétés fermées & m dimensions faisant partie de V el
linéairement indépendantes et s’il n'en existe que Pn—1, nous dirons que

Yordre de connexion de V par rapport aux variétés & m dimensions est égal

aPy.

Ainsi se trouvent définis, en ce qui concerne une variété V a m dimensions,
m—1 nombres que j'appellerai

Ph P:‘-') EERE Pm—t
et qui sont les ordres de connexion de V par rapport aux variéiés de
I, 2, ..., m—I

»

dimensions.
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Je les appellerai dans la soite les nombres de Betti.

Rendons ces définitions plus claires par un exemple :

Soit D un domaine faisant partie de l'espace ordinairc ct limité par 7 sur-
faces fermées

Sy, S ..., Sn

qui ne se coupent pas.

Ce domaine est une variéié a trois dimensions. Il admet donc deux nombres
de Betti Py et Ps.

Cette variété est alors définic par les inégalités

‘P1>0: ?2>0) vy ?n>0

si les équations des n surfaces S sont

P1==0, Pa== 0, ce Prn= 0.

Comme les surfaces ne se coupent pas, il n’y a pas de valeurs de zy, 22, 24
qui satisfassent & la fois & deux de ces équations

= 0, L= 0.

i

Les surfaces S;, So, ..., S,, ayvant deux dimensions, n’auront qu’un scul
? ) b .Y ? .[

nombre de Betti, qui sera I'ordre de connexion de Riemann; soient
2Qi1+1, 2Q:41, R 2Q,+1
les ordres de connexion (qui sont impairs, puisque les surfaces sont fermées)
des n surfaces
S], Sg, ey Sn,

on aura
Py=n, Py=Qi+ Qa+...+~Qp+41.

Ainsi, pour la région intérieure A une sphére
Pe=1, Pi=1;

pour la région comprise entre deux spheres,
Ps=2, Py=1;

pour la région intérieure i un tore,
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§ 7. Emploi des intégrales.

Considérons une variété V que l'on puisse représenter par les inégalités et
égalités (8), (9) et (10) de facon a satisfaire & toutes les conditions énoncées
plus haut.

On sait alors ce que I'on doit entendre par 'intégrale multiple d’ordre m

fF Ay, dyay <oy dym

étendue 4 la variété V; je désigne, bien entendu, par F une fonction donnée
des y. Il faut effectuer I'iniégration successivement par rapport aux m
variables y, et les limites d’intégration seront définies par les inégalités (g)
et (10).

Cela posé, je vais définir I'intégrale suivante -

(II) fZX“hamuuam dw“i (Zxxg e d.’l'zm.

Les différentielles dz,,, dzy,, . .., dz,, sont m quelconques des n différen-
tielles dzy, dzs, ..., dz,. Les fonctions X, ,, ., sont des fonctions données
de x4, 22, ..., z, ct il y en a autant qu’il y a de combinaisons possibles des
indices

gy Ol2, sy Epmy
c’est-d-dire qu’il y a de combinaisons de n lettres m & m. Il faut convenir que
la fonction X est nulle si deux de ses indices sont égaux et qu’elle change de
signe quand on permute deux de ses indices.

Cela posé, l'intégrale (11) sera, par définition, égale A I'intégrale d’ordre m

d(xoc Lty «vey Tt )
X 1) 2% 2 " d d 0. e i .
f E | LT TRPPE- T 0(3’1,3’:, '._,ym) Y1y &Y, » WY m

Si maintenant la variété V n’était pas susceptible d’étre représentée par des
relations de la forme (8), (9) et (10) satisfaisant a toutes les conditions
énoncées, on décomposerait Ja variété V en variétés partielles assez petites pour
étre susceptibles de ce mode de représentation et I'intégrale (11), étendue a la
variété totale V, serait par définition la somme des intégrales (11) étendues aux
diverses variétés partielles.

Cette définition laisse toutefois subsister encore une ambiguité.

En effet, si I'on permute deux des lelires yy et ya, I'intégrale change de

H. P. — VI 27
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signe; il importe donc de sc donner I'ordre de ces lettres et la permutation de
deux de ces letires équivaudrait & un changement du sens de l'intégration dans
Iétude des intégrales simples. Je dirai donc le sens de U'intégration pour parler
de I'ordre dans lequel on convient de ranger les lettres ¥4, ya, .. ., ¥m.

Jai eu loccasion de m’occuper d’une question analogue dans un Mémoire
sur les résidus des intégrales doubles, inséré au tome IX des Acta mathema-
tica et, en particulier, dans le paragraphe 3 de ce Mémoire intitulé : Condi-
tions d’intégrabilité.

J’ai recherché dans quels cas ces conditions d’intégrablité sont remplies,
c’est-d-dire dans quels cas I'intégrale (11) est nulle toutes les fois quelle
s’applique & une variété fermée.

Voici ce que j'ai trouvé; écrivons pour abréger I'écriture
(g, ctay ovvy )

au lieu de X, o, ..,a,, €t [#p] au lieu de z,,-

e @

Nos conditions d’intégrabilité s’écriront

d(ory ay +ovy Wm) d(og, t3, +.vy Gm—t)
dlm+1] - af w]
(12) X " .
4 dlag, Ohy vooy my Ematy %) L (“m+17 Gty %3y oo vy Oppei) =0,
d| az] dlam]

Voici la loi suivant laquelle doivent étre choisis les signes +. On prendra

toujours le signe + si m est pair, ct alternativement le signe -+ et le signe —
si m est impair.

Il y aura autant d’équations (12) qu’il y a de systdmes possibles d’indices
oy, G, veey Umy  Umpd,
c’est-a-dire, puisque ces indices doivent étre choisis parmi les lettres,
I, 2, .eey R
autant qu’il y a de combinaisons de n lettres m +1 & m + 1.

Supposons maintenant que les conditions (12), au lieu d’étre satisfaites pour
toutes les valeurs possibles des n variables

$1, 55'2, sesy xn’

le soient seulement pour certaines valeurs de ces variables. Par exemple
considérons une variété V définie par les conditions

Fao=o, q:ﬁ> 0.
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Soit ensuite un domaine D comprenant tous les points voisins de ceux de V et

défini, par exemple, par les conditions
—e<<Fy<g, q;ﬁ>—-s,

¢ étant un trés petit nombre positif.

Supposons que les conditions (12) soient satisfaites pour tous les points du
domaine D.

En répétant le raisonnement du Mémoire cité et en le modifiant convena-
blement, on démontrera ce qui suit : Soit une variété V' & m + 1 dimensions
faisant partie de V (le nombre m -1 doit donc étre inférieur ou au plus égal
au nombre des dimensions de V).

Supposons que la frontidre compléte de V' se compose des k variétés a

m dimensions
Wi, W ..., Wi

de sorte que Wi+ Wy+...+ Wi~vo.

Alors si I'intégrale (11) satisfait aux conditions (12) dans le domaine D, la
somme algébrique des intégrales (11) étendue aux variétés Wy, W, ..., W,
est nulle. II faut, bien entendu, pour chacune d’elles, faire attention au sens de
I'intégration.

Les conditions (12) sont suffisantes pour qu’il en soit ainsi, mais elles ne
sont pas nécessaires; ces conditions, nous I'avons vu, sont en nombre égal a
celui des combinaisons de » lettres m +1 & m 4-1; il suffirait, pour que le
résultat que je viens d’énoncer fut encore exact, que I'intégrale (1 1) satisfit pour
tous les points de V 4 certaines conditions en nombre égal & celui des combi-
naisons de n— p lettres m +1 & m + 1, n— p étant le nombre des dimensions
de V.

Ces conditions seraient aisées & former, mais cela m’entrainerait trop loin de
mon sujet.

Si alors une intégrale (11) satisfait aux conditions (12) dans le domaine D,
les diverses valeurs que cette intégrale pourra prendre quand on I'étendra 4
diverses variétés fermées & m dimensions faisant partie de V seront des combi-
naisons linéaires a coefficients entiers d’un certain nombre d’entre elles que
I'on pourra appeler les périodes de I'intégrale (11).

Le nombre maximum des périodes est égal a P,—1; car, si I'on consi-
dere P,, variétés fermées quelconques & m dimensions, il y aura toujours une
variété 4 m +1 dimensions qui admettra comme frontidre complete ces Py
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variétés ou quelques-unes d’entre elles. Il y aura donc toujours entre les Py,
intégrales correspondantes une relation linéaire & coefficients entiers. On
pourrait d’ailleurs faire voir qu’il existe toujours des intégrales de la forme (11)
pour lesquelles le nombre maximum des périodes est atteint. Cette manizre de
faire comprendre la définition des nombres de Betti a ét¢ employée par Betu
lui-méme pour le premier ct le dernier de ces nombres, c’est-a-dire pour P,
et P,_,; mais nous venons de voir qu’il est ais¢ de faire de méme pour les

autres nombres de Betti.

§ 8. Variétés unilatéres et bilatéres.

Considérons une variété V définie a la seconde maniére, c’est-a-dire formée
d’une chaine ou d’un réseau de variétés partielles dont chacune est définie elle-
méme par des relations de la forme (8) et (9).

Soit ¢4 une variété partielle définie par les conditions

Z;= ei(.}’ig.}’% --'7.)"»2))
[ye| <Pz

Soit ¢ une autre variété partielle et définie par les conditions
2= 0; (21, 29, .. ° Zm),
36| < Vi

Supposons que ces deux variétés aient une partie commune ¢’ formant une
variété continue. Je dis qu’a Dintérieur de cette variété le déterminant

fonctionnel
A = d(.}"hyia ---,.}’m)

(24, Bay «vvy Brm)

est toujours de méme signe.
En effet, il ne pourrait changer de signe sans s’annuler ou sans devenir
infini. Or on a

O( %1y Zay «oey Tm) O(F1y Loy ooy Tm)

A= :
(215 22, ++ vy Zm) (Y1, Yoy -'-:J’m)’

de sorte que A est lui-méme le rapport de deux déterminants fonctionnels;
comme ces deux déterminants fonctionnels sont essentiellement finis, A ne
pourrait s’annuler que si I'on avait

d(mia T2y oy a"m) .
d(31, %2, ..y B,

]
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et comme rien ne distingue les m premieres variables zy, s ..., Zn des
R —T QULreS Zyii, Zmeo, - - -, Lny il faudrait que le déterminant fonctionnel
de m quelconque des & par rapport aux z fat nul.

Tous les déterminants fonctionnels des fonctions A’ devraient donc s’annuler,
a la fois, ce qui n’a jamais lieu par hypothése. A ne peut donc s’annuler, et I'on
verrait absolument de méme qu'il ne peut pas non plus devenir infini.

A est donc toujours de méme signe et nous pourrons choisir I'ordre des
variables 5 de telle fagon que ce signe soit toujours positif.

Une difficulté pourrait se présenter dans certains cas; supposons que la
partie commune a ¢; et & ¢, au lieu de se réduire & une seule variété
continue ¢/, se compose de plusieurs variétés continues ¢/, ¢, ¢'; dans chacune
d’elles, le signe de A demeurera constant, mais il pourra changer lorsque l'on
passera de l'une & 'autre. Dans ce cas, nous dirons que la variété V est
unilatére. '

Supposons que cette circonstance ne se présente pas, et considérons une
suite de variétés partielles formant une chaine fermée

P1y Vay ..y Pgy 1.
Soient _
Yoo Yo oo Ih
les m variables qui jouent le r6le de 4, 2, - .., ¥m par rapport a ¢;.

Supposons que ¢; ¢t ¢» aient une partie commune ¢, ¢a et ¢; une parlie

71 el g et enfin ¢; une

commune ¢y, ..., ¥q_1 €t ¢, une partie commune ¢
partie commune ¢;,.
Soit A; le déterminant fonctionnel de
v R, L, o
par rapporl &
Ji, .}’zzv vy Vme

Ce déterminant sera défini a U'intérieur de ¢; .

Je définis de méme 2 I'intérieur de ¢, le déterminant fonctionnel A, de

'

yl! .7127 * 2 }’m
par rapport &

{’ y‘;’ T J’?n'
D’aprés ce que nous venons de voir, nous pouvons toujours choisir I'ordre

des variables de telle facon que
Ai, Aﬂ, “e ey Aq__1 .
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soient toujours positifs. D’autre part, A, est toujours de méme signe, mais cc
signe constant est-il le signe + ou le signe —?

Si c’est le signe —, je dirai encore que la variété V estunilatére. Je pourrai
dire aussi que les variétés ¢y, ¢s, ..., v, forment une chaine unilatére.

Supposons maintenant que I'on ait construil un certain réseau continu de

variéiés partielles

(4) 1, P2y ...y Vg,

de telle sorte que tout point de V soit & Uintérieur (j'exclus la frontidre) de
I'une des variétés (4) ou de plusieurs d’entre elles. Si, dans la partie commune
a deux quelconques des variétés (4), le déterminant A est positif, je dirai que
la variété 'V est bilatére. Si elle ne Détait pas, il est clair qu’on pourrait tou-
jours, avec quelques-unes des variétés (4), former une chaine unilatére et que
la variété V serait unilatére. Je pourrai dire aussi que le réseau des variétés (4)
forme un systéme bilatére.

Mais pour justifier complétement notre définition, il faut faire voir que V ne
peut pas étre 4 Ia fois unilatére et hilatére. I est clair d’abord que, dans le
systeéme bilatére (4), on ne peut pas trouver de chaine unilatere.

Mais il reste 2 montrer que le syst2me (4) restera bilatére quand on y
adjoindra une variété quelconque v4.4 faisant partie de V.

Soit ¢} la partie commune & ¢; et & vg44; tout point de vy appartiendra au
moins & 'une des variétés ¢, et, comme ¢4.4 est continu, si je considére deux
points M, et M, de p,.q appartenant respectivement & ¢, et & ¢}, on pourra
trouver des variétés intermédiaires que je pourrai appeler (puisque le numéro-
tage reste arbitraire)

P1, Py ey Oy
et qui formeront une chaine.

Je pourrai toujours choisir ordre des variables analogues aux y qui défi-
nissent la variété vy, de telle fagon que, dans o), le déterminant analogue
a A et relatif a vy et vg.q soit positif; je I'appellerai A;.

Appelons, de méme, A; le déterminant analogue & A et relatif & ¢; et v4us;
A; est défini & I'intérieur de ¢} .

Soit ensuite A’ le déterminant relatif a o, et ¢a; il sera défini dans toute la
partie commune A ces deux variétés et, en particulier, dans la partie commune

& ¢, et ¢y; il sera positif puisque le systéme (4) est bilatere.
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Alors, dans la partie commune a ¢] et ¢,, A; et A’ seront positifs, il en

résulte que leur rapport

Ag == %
est positif, et comme il conserve toujours le méme signe, il sera positif pour
tous les points de ¢,.

On démontrerait de proche en proche que A;, ..., A; sont également
positifs.

Le systéme restera donc bilatere aprés I'adjonction de v4.4 ; il le restera encore
si, dans l'expression des équations d’une des variétés ¢;, on remplace les
variables ¥4, %1, ..., ¥m par des fonctions holomorphes de variables nou-
velles ¥y, ¥% - -+ ¥ dont le déterminant fonctionnel ne s’annule jamais (ce
qui est nécessaire si ’on veut qu’a un systéme de valeursdes y corresponde un
seul systéme de valeurs des y'). Il faut, bien entendu, choisir I’ordre des nou-
velles variables ' de telle fagon que ce déterminant fonctionnel soit positif.

Le systéme restant toujours bilatére, on n’y pourra construire de chaine
unilatére, de sorte qu’une variéié ne peut pas étre a la fois bilatére et unilatére.

¢. Q. F. D.

Tout le monde connait I'exemple de surface unilatére que I'on obtient en
ployant un rectangle de papier ABCD (dont les c6tés opposés sont AB et CD
d'une part, BG et DA d’autre part), et en collant ensuite ensemble les
cotés AB et CD de fagon que A soit colé avec G et B avec D.

Les exemples de variétés bilateres sont plus aisés encore a former. Ainsi dans

I'espace 4 n dimensions :

1° Tout domaine & » dimensions est bilatére;
2® Toute courbe a 1 dimension est bilatére;
3° Toute surface fermée & n—1 dimensions est bilatére.

Mais on peut aller plus loin.

Considérons une variéts V définie & la premiére maniére, c'esl-a-dire par
des égalités et des inégalités de la forme (1). Je dis qu'elle sera toujours
bilatere.

Soient, en effet,

les p égalités qui, avec quelques inégalités que nous n’écrirons pas, défi-
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nissent V. Partageons V en un certain nombre de variétés partielles ¢, définies

par des relations de la forme (8) et (9). Soient

Py Py voy Py Py

un certain nombre de variétés partielles formant une chaine continue, c’est-
a-dire telles que chacune d’elles ait avec la suivante une partie commune. Je
dis que cette chaine est toujours bilatére.

En effet, nous avons supposé plus haut que les déterminants fonctionnels
des p fonctions F par rapport a4 p quelconques des variables z ne s’annulent
jamais tous & la fois. Je puis donc supposer que les variétés ¢ sont assez petiles
pour que, & l'intérieur de ¢;, I'un des déterminants fonctionnels (que j'appel-
lerai A;) ne s’annule pas; pour que, a I'intérieur de ¢, un autre de ces déter-
minants (que j'appellerai A,) ne s’annule pas, et ainsi de suite.

S’il n’en était pas ainsi, on n’aurait qu’a subdiviser chacune des variétés ¢ en
variétés plus petites.

Soit, par exemple,

_ d(Fy, Fay ..., Fp)
! d(a?oci, Togy +- o9 wap)
As = d(Fyy Foy ..., Fp)

2 == ?

d(“ﬁg T,y e pr)

A

Comme T'ordre des lettres #q,; Zu, - - Zy, Teste arbitraire et que A,
conserve le méme signe a I'intérieur de ¢4, je pourral toujours supposer que A,
est positif 4 Tintérieur de ¢;. De méme, A, sera positif & I'intérieur de ¢,; et
ainsi de suite.

Posons alors & l'intérieur de ¢,

ey F,;=0,

1 !
ey Y=y

(13) { F1=O, F

o’
1 J ’
V1= Zg,s VE Gg?

Lo= 39

Ici m = n— p; les variables 2, sonl les m = n— p variahles  qui restent
quand on a supprimé les p variables z,.
Posons de méme 4 l'intérieur de va

0, ieey F,)=0,

{F1=0, F
Bhy s Yh=ah,

2_ 3
1=a28, Y

(14)

2
2
2

i

Les variables zf, sont les m = n — p variables z qui restent quand on a sup-
primé les p variables x3,.
Et ainsi de suite.



ANALYS1S SITUS. 217

Je supposerai que I'ordre des variables z, ail 6té choisi de telle sorte que

I'on puisse passer de 'ordre normal des variables #, c’esi-a-dire de I'ordre

$1, .Zg, s sy xn
a Pordre

,
Zay Tag -0 Py, Ty Loy cevy Lo,

par une substitution du groupe allerné.
Alors, en résolvant les équations (13}, on verrait qu'a I'intérieur de ¢4 les z
sont des fonctions holomorphes de

1 1
.717 y'.’,’ s y”l

et ainsi de suile. En général, & Iintérieur de v¢;, les 2 seront des fonctions

holomorphes de
Yy Yhy oy Vi

Il s’agit alors de calculer le déterminant

G T A TS y?n),
(¥l ¥hy ooy V)

ouy pour abréger,
i
ori
4 I'intérieur de la partie commune & ¢, et & ¢,.
Pour cela, remplagons les équations (13) et (14) par les équations plus

générales )

(13 bis) (Fi=Xy, Fa=ks, ..y Fp=12,
l yi= ‘”in

et

(14 bis) Fimh,  yi=ah,

Nous ferons ensuite A= o.
Résolvons les équations (13 bés), nous aurons les 2 en fonction des 2; et

des y; holomorphes a I'intérieur de ¢; et le déterminant fonctionnel de

par rapport a
)sj_, )\2, ey )\-p, y}, yi‘l’ sevy y%"‘
. I
sera évidemment 5 -
1
Résolvons de méme les équations (14 &is), nous aurons les # en fonction
H. P. — VL 28
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des 24 ct des ¥}, holomorphes & I'intérieur de v, et le déterminant fonctionnel

1
sera -
e A,

Il viendra alors, pour les points communs & ¢; et & ¢s,

ay; _ Oy hay oy hpy ¥E 78 ey Vi) _ A

a-)Tir_d(}\h Aoy vy ¥py Y1y Y3y ooy Y o) T A

Il ne reste plus ensuite qu’a faire A, = o dans les expressions des z.
On trouverait de méme, dans la partic commune & ¢; et 5.4,

dypt _ A
d}’?’ Ap

-

et dans la partie commune 4 4 el & ¢y,

Wi _ Ay,
ayf A
Nous avons vu plus haut que l'on peul toujours supposer que A; est, &
I'intérieur de v;, positif. Tous ces rapports sonl donc posilifs et la chaine est
bilatére. Cc. Q, ¥. D.
Toutes les variétés qui rentrent dans la premieére définition sont donc bila-
téres et, comme j’ai cité plus haut un exemple de variété unilatere satisfaisant
a la deuxiéme définition, nous devons conclure que les variétés qui satisfont a
la deuxidme définition ne satisfont pas toutes & la premiere. G’est ce que j'avais
annoncé plus haut.
Toute variété unilatere ést, par définition, opposée & elle-méme.

§ 9. Intersection de deux variétés. (*)

Soient V et V' deux variétés définies & la seconde manidre, ayant l'une
p dimensions, 'autre n — p dimensions, et soient M, et M, deux points appar-
tenant respectivement & V et & V' et ayant respectivement pour coordonnées

0
L1y X3y «vey Xp

et
! ' o
20, 20, ..., 2.

Autour du point My, construisons sur V une variélé partielle ¢, analogue &

(1) Le Complément & 'Aralysis situs reprend ce numéro 9.
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celles que nous avons envisagées dans le paragraphe 3, dec telle fagon qu'en

un point 1, Zs, ..., Zn de ¢ on ait
1= 0,(¥ ya, -3 YD) (i=1,2,...40).

De méme, autour de M), construisons sur V' une variété ¢ telle qu’en

un point ', #,, ..., z, de ¢' on ait
2i=0;(y1, ¥ar s Yomp)  (E=1,2, ..., n)

Envisageons le déterminant

ix_l_ dzs . dzy,
dy dy1 ayy
dz, dxs ar,

dys dys dys

dz; dzs L. dz,

dyy  dyp dyp
oy doy o,
ay’ dy'y dy’y
dz, dz' dz,

AYn-p Wnp Y n—p

Clest une fonction de ¥4, Y2y -oes ¥p) ¥1s Yoy +ov2 Ynps Celie fonction dépéndra
donc de la position des points M et M' de coordonnées zy, Za, ..., & et
Ty, Lyy + -y %, sur les variétés ¢ et ¢'. Je 'appellerai donc f(M, M').

Je puis changer de variables en remplagant y4, ¥, ..., ¥p par des fonctions
holomorphes de p variables nouvelles 24, 23, ..., 3, choisies de telle sorte
qu’a un systéme de valeurs de y corresponde un seul systéme de valeurs des z.
I faut pour cela que le déterminant fonctionnel des y par rapport aux z ne
s'annule pas et je puis toujours supposer, en rangeant les 5 dans un ordre
convenable, que ce déterminant est positif.

La fonction f(M, M) est alors multipliée par ce déterminant fonctionnel et,
par conséquent, conserve son signe.

Il en est encore de méme quand on fait un changement de variables ana-
logues sur la variété ¢/,

Considérons maintenant une autre variété ¢,, analogue & v, construite sur V,
et une variété ¢;, analogue a ¢/, construite sur V'

Soit My un point de ¢, et M, un point de ¢;. Nous pourrons construire une
fonction analogue & f(M, M') et que jappellerai f; (M, M)).

Supposons maintenant que les variétés ¢, et v (de méme que les variétés o)
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et ¢') alent une partie commune, et que les poinls M et M, se confondent, de
méme que les points M’ et M.
Comparons les deux fonctions

f(M7 Ml); fi(l\'L M’)

Supposons que les deux variétés V et V' soient bilaleres. Nous pourrons
supposer alors (en choisissant convenablement I'ordre des variables y relatives
& ¢1), que le déterminant analogue a celul que nous avons appelé A dans le
numéro 8, et relatif & ¢ ct ¢4, est positif dans la parlie commune 4 ¢ et ¢; de
méme, le déterminant analogue a A et relatif & ¢f et ¢ sera également posiuf.

Alors f et f seront de méme signe.

Soit alors S(M, M') une fonction qui sera égale & +1, 4 —1 ou 4 o, selon
que f(M, M) sera positif, négatif ou nul. Cette fonction sera alors parfaite-
ment déterminée, elle ne dépendra que de la position des points M et M'sur V
et V'; elle ne dépendra pas de la maniére dont les variétés ¢ et ¢' auront été

construites autour de M et de M.

Cela ne serait plus vrai si 'une des variétés V et V' était unilatére, ce

que je ne suppose pas.

Supposons, en particulier, que les points M et M' se confondent et, par
conséquent, que le point M soit un point d’intersection de V et de V’; la consi-
dération de la fonetion S(M, M') présente alors un grand intéret.

Supposons que 'on forme la fonction S(M, M) pour tous les points d’inter-
section M de V et de V', el faisons la somme de toutes les fonctions S ainsi
obtenues; je désignerai cetle somme par N(V, V').

Cette définition de N(V, V') s'applique quand les variétés V et V' ont été
définies comme au numéro 3. Mais on peut la simplifier quand V et V' ont été
définies comme au numeéro 1.

Soient alors

Fg=o, 98>0 (e=1,2,...,p;B=1,2,...,9)

les conditions qui définissent V, et soient

Fo = o, o5>0 (Y=1,2,..,n—p;d=1,2,..., q),

celles qui définissent V'. 'V aura n— p dimensions et V' en aura p.
_ Considérons un point M de V ayant pour coordonnées z;, 22, ..., &, ct
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un point M’ de V' ayant pour coordonnées z', &}, ..., Z, et formons le déter-
minant

dF,  dFy dF, dF, dF} dF’,

dz, dx C dz, dx, dz, dz,

dFy dF, dF, dF, dF; dF_,

dz, dz, dz, dz, dz), dx,

que j'appellerai ¢ (M, M'). Quelle relation y a-1-il entre &(M, M') et S(M, M/) ?

Pour nous en rendre compte, posons
zi= zi~+ hy (i=1,2y...,10);

faisons ensuite varier a la fois les z; et les z;, mais de telle facon que leur diffé-
rence 2; demeure constante.
Posons
Fo(zi) =Y
F%(mi—i— h;) =¥~
Si le déterminant ¢ (M, M') n’est pas nul, nous pourrons résoudre ces ¢qua-
tions par rapport aux z; et nous en tirerons

Zr=8(yas ¥y)-
Le déterminant fonctionnel des 0; par rapport aux y, et aux y, sera

alors ——e—cr -
¢(M, M)

Si nous faisons y, == 0, nous aurons
zi=0;(0, ¥%);

ce sera la I'équation d’une variété & n — p dimensions qui fera partie de V; de

méme en faisant
xi= h;+ 0;( ya, 0),

on aura I’équation d’une variété & p dimensions qui fera partie de V'.

Si l'on définit de la sorte les variétés ¢ et ¢' du commencement de ce
numéro, on voit que le déterminant fonctionnel des 0; n’est autre chose
que f(M, M'), d'onr

J (M, MM, M) =1.

Supposons maintenant que les deux variétés V et V' fassent toutes deux
parties d’une variété W d’un plus grand nombre de dimensions. Soient, par
exemple,

(1) Fo=o0, gg>0 (a2=1,2...,p;8=1,2...,9)
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les relations qui définissent W' qui aura ainsi 2 — p dimensions.
Soient
(2) Fy=o, e3> 0 (v=1,2,...,p;8=1,2,...,¢)
les relations qui jointes a (1) définissent V qui aura ainsi n— p — p’ dimen-
sions.
Soient enfin
(3) Fi=o0, ¢t>0 (e=1,2,...,p0"(=1,2,...,¢")

les relations qui jointes & (1) définiront V/ qui aura ainsi n—p — p" dimen-
sions. Je suppose p + p'+ p'= n.

Soit M un point d'intersection de V et de V'.

Je formerai le déterminant fonctionnel des F,, des I, et des F; par rapport
aux x, et ce sera ce déterminant que j’appellerai ¢ (M).

Alors S{M) sera, par définition, égal & + 1 ou & — 1, selon que ¢(M) sera
positif ou négatif.

Je désignerai ensuite par N(V, V') la somme de toutes les quantités S(M)
relatives A tous les points d’intersection de V et de V'.

Il est clair que, si I'une des variétés V ou V' est remplacée par la variété
opposée, 'expression N(V, V') change de signe.

Soit maintenant V une variété fermée a 1 dimension et soit W un domaine
a n dimensions dont la frontidre complete se compose des variétés a

7—1 dimensions
Vi, Vg, veeg Vk,

de telle sorte que
Vi+ Vot .4 Vi~ o.

Je dis que
N(V, V1) -+ N(V, Va) +...+ N(V, Vi) = o.

En effet, la variété V va se composer d’un certain nombre de variélés conti-
nues & 1 dimension, ¢'est-d-dire d’un certain nombre de lignes fermées. Les

équations d'une de ces lignes pourront se mettre sous la forme

L= e;(t),

¢ étant une variable que nous ferons croitre de — 0 4 + .
Comme la ligne est fermée, nous aurons

0[(-— OO) == ﬂi(_~{- OO).

Envisageons maintenant un point M d’intersection d’une de ces lignes avec
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la frontidre de W ; si, quand on fait croitre ¢, cette ligne passe de Pintérieur
de W a I’extérieur, on aura
S (M) =1l.

Si elle passe de 'extérieur a 'intérieur, S(M) sera égal & —1. Mais la ligne
étant fermée reviendra 4 son point de départ, de sorte que la somme de tous
les S(M) devra étre nulle. c. Q. F. D.

Supposons maintenant que toutes les variétés que nous envisageons et, par
exemple, V, W, V,, V,, ..., V; fassent partie d’une variété U et que ce soit
cette variété U dont nous étudions les ordres de connexion et par rapport &
laquelle nous prenons les homologies.

(Voici ce que je veux dire; quand, au numéro 5, j’ai défini les homologies,
il y avait une certaine variété V qui jouait dans cette définition un role impor-
tant; eh bien, c’est ici U qui jouera ce rdle.)

Je suppose que U ait & dimensions, V une dimension, W % dimensions,
Vi, V,, ..., VA —1 dimensions. )

Il n’y a rien & changer a ce qui précede et I'on voit que, si V est fermé et a

une dimension et que
Vi+ Voo, .= Voo,
on aura

N(V, Vi) -+'N(V, Vg)-i— ..—l—N(V, Vk) = 0.

Je dis que cela est encore vrai si la variété a4 une dimension V n’est plus
fermée, mais a ses deux extrémités sur la frontigre de U et si W n’a aucun
point sur la frontiére de U.

En effet, U se trouve partagé en deux régions continues ou non, & savoir :
W et la région R extérieure 8 W. Par hypothese, la frontitre de U appartient
tout entigre & R.

La ligne V n’étant pas fermée, le point initial correspondant & £=-—oco ne
coincidera plus avec le point final correspondant & ¢ = -~ co; mais, par hypo-
thése, ces deux points appartiennent tous deux & la frontiere de U et, par
conséquent, & R.

Notre ligne passera donc précisément autant de fois de R dans W que de W
dans R; donc Ja somme des S(M) est nulle. C. Q. F. D.

Je vais maintenant établir la réciproque.
Soient Vy, Va, ..., Vi, k variétés fermées & 4-—1 dimensions situdes
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dans U, U n’ayant aucun point commun avec la frontiére de V;. Supposons
que I'on n’ait pas
V1+V2+--.+ VkN 0,

je dis qu'on pourra toujours trouver une ligne V, située dans U, qui sera

fermée, qui aura ses deux extrémités sur la frontiere de U et qui sera telle que

N(V, V1) + N(V, Va) ...+ N(V, V2)  o.

En effet, supposons d’abord que les variétés Vy, Vs, ..., V; ne partagent
pas U en plusieurs régions distinctes. Alors on pourra aller d’un point quel-
conque de U 4 un autre point quelconque de U sans rencontrer aucune des
varistés V;.

Considérons alors une ligne trés petite rencontrant V, en un point M et ne
rencontrant aucune autre des variétés V;; nous pourrons joindre les deux extré-
mités de cette ligne par une autre ligrie continue qui ne rencontrera aucune
des variétés V;; nous aurons construit ainsi une ligne fermée qui ne rencon-
trera les variétés V; qu'en un seul point. La somme des S(M) ne pourra donc
étre nulle.

Supposons maintenant que les variétés V; partagent U en plusieurs régions R ;
mais cependant qu’elles soient linéairement indépendantes. Dans ce cas, la
frontiere compléte d’aucune des régions R ne pourra étre constituée par une
partie des variétés V;, sans quoi il y aurait entre ces variétés une homologie,
ce ue NOUS Ne SUpposons pas.

La frontigre compléte de R se composera donc de quelques-unes des
variétés V; et d'une partie de la frontiere de U. I en résulte que d’un point
quelconque de R on poufra aller & la frontitre de U sans sortir de R et sans
rencontrer aucune des variétés V.

Considérons alors-une des variétés Vi, Vy, par exemple, et envisageons une
petite ligne coupant V; en un point M; soient R et R’ les régions auxquelles
appartiennent les deux extrémités u et p' de cette petite ligne. De p on pourra
aller par une ligne continue & la frontiére de U sans sortir de R; de @' on
pourra aller par une troisime ligne continue A la frontiére de U sans sortir
de R.

L’ensemble de ces trois lignes continues ira de la frontidre de U & la fron-

tigre de U, et si je 'appelle V, on aura

N(V, Vi) =1, N(V,Vi)=0 (>1).
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On peut donc choisir V de telle fagon que tous les N(V, V;) soient nuls,

excepté un d’entre eux qui sera égal & 1.
Supposons enfin qu’il y ait entre les V; un certain nombre d’homologies,

3, par exemple,
(a) Ekivz‘N E/rQV;N Ek’,’VzN 0.

Nous pourrons alors, parmi les & variétés V;, en trouver £ — 3 quii soient
linéairement indépendantes; soit, par exemple, Vi, Vi, ..., V.

Nous pouvons choisir V de telle facon que tous les N(V, V;) ol i=1,
2, ..., k—3, soient nuls & I'exception de I'un quelconque d’'entre eux qui
sera égal & 1. Les valeurs de

N(V: Vk‘ﬁ)) N(V7 Vi-1), N(V) Vk)

s'en déduiront a 'aide des relations

(8) EAN(V, V) = SEN(Y, Vi) = 2EN(V, V) =o

qui sont une conséquence nécessaire de nos homologies («).

Il ne peut pas arriver alors que I’on ait

(1) IN(V, Vi) =0,

quelle que soit celle des kX — 3 quantités
N(V, Vi) (E=1,2,..., k—3)

qui soit égale & 1. Cela ne pourrait se faire, en effet, que si I'équation (y) était

une conséquence nécessaire des équations (3); mais alors I’homologie

(8) EV;NO

serait une conséquence nécessaire des homologies (). Or nous avons supposé

au début que cette homologie (8) n’avait pas lieu.
On pourra donc toujours choisir V de manidre que I'égalité () n'ait pas lieu.
c. Q. F. D.

Nous désignerons sous le nom de coupure toute variété contenue dans U :

1° si elle est fermée; 2° si elle n’est pas fermée, mais si sa frontiere fait partie

de la frontitre complete de U.
Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant qui résume la discussion

précédente :

La condition nécessaire et suffisante (si les variétés V; sont fermées et
H.P. — VL 29
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4 A —1 dimensions) pour que I’on pulisse choisir la coupure V de telle sorte
que légalité

SkN(V, Vi) =0
n'ait pas lieu, c’est que ’homologie

Ekiviw 0
'ail pas lieu.

Cherchons maintenant 4 étendre ce théordme au cas ot V a p dimensions et
ot Vi, Vg, ..., Vienont h—p.

Soient
Fo= o, 93>0 (e =1,2,..., n—h)

les équations de U; soient

F, = o, F’.{xo, P> 0 (Y=1,2,..., h—p)
celles de V.
Quant a Vy, V,, ..., Vi, nous les définirons de la maniére suivante. Nous

pourrons toujours trouver p—1 équations

@1# @2== ‘I’p...1=0
auxquelles satisfont tous les points de Vy, Vy, ..., Vy; c’estainsi que si A =3,
p=2, si U est 'espace ordinaire et si Vy, Vs, ..., V, sont des courbes, on

pourra toujours, par ces courbes, quelles qu’elles soient, faire passer une
surface.

Pour définir V;, nous y adjoindrons une p'*®° égalité
Fi=o.
Soit alors U’ la variété & A— p + 1 dimensions
Fa= o, ®, = o, 98> 0,
et V' la variété a 1 dimension
Fo= F’.1,=EI>V= 0, o> o.
On aura d’abord
N(V’, Vi) = N(V, V).
D’autre part, si 'homologie
EICiVi ~ 0

a licu par rapport & U', elle aura lieu par rapport & U. Il est vrai que la réci-
proque n’est pas vraie et que celte homologie peut avoir lieu par rapport 2 U
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sans avoir lieu par rapport & U'; mais, si elle a lieu par rapport 8 U, on pourra
toujours, en choisissant convenablement les fonctions ®, trouver une variété U’

a h— p 41 dimensions par rapport & laquelle elle ait lieu.

-Nous devons donc conclure que le théoréme est encore vrai quand V a

plus d'une dimension.

Si donc V, et V, sont deux variétés fermées & 22— p dimensions, si pour
toutes les coupures V & p dimensions, on a
N(V, Vi) =N(V, V),
on aura aussi
Vi~ 'V,
et inversement.
Bornons-nous au cas oit U est fermée. Alors U n’a pas de frontiére et toutes
les coupures sont fermées.
Le nombre des coupures de p dimensions linéairement indépendantes
est Pp—1. |
Soient
Ci, Coy ..., G (h=P,—1)
ces coupures.
Soient ensuite
V; (i=1,2,..., 1)

p variétés fermées & 2 — p dimensions.
La condition nécessaire et suffisante pour que lon ait entre elles une

homologie
> iszi ~ O,

c’est que I'on ait

Zk,N(Cl, Vz) = zkiN(Cg, V[) =...= EkiN(C)\, Vi) = 0.

Or, si nombre p des V; est supérieur a A, on pourra toujours trouver des
entiers k; satisfaisant & ces conditions, puisque nous aurons p arbitraires k;
et A conditions & remplir. Si donc les V; sont linéairement indépendantes, on

aura
w2 Al

Donc
Ph—pé Py;

mais, en changeant p en 2 — p, on trouve
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Donec
Pp.r—-"' Ph—p-
Par conséquent, pour une variété fermée, les nombres de Bettr égale-

ment distants des extrémes sont égaux. .

Ce théoréme n’a, je crois, jamais éi6 énoncé; il était cependant connu de
plusieurs personnes qui en ont méme fait des applications. .
Voyons maintenant ce qui se passe quand /i est pair pour le nombre
moyen Pj. Supposons que A soit multiple de 4 -+ 2, de telle fagon que
3

h .. . .
. soli 1mpair.

On sait que, quand, dans un déterminant, on fait un nombre impair de per-
mutations de lignes, il change de signe. Quand on permutera V et Vy, qui ont
5 dimensions, le déterminant (M, M) changera de signe; on aura donc

N(V: Vl) =— N(Vy, V)y

on en déduit
N(V, V)=o.

Le symbole N(V, V) n'a, par lui-méme, aucun sens, puisque, les deux
variétss V et V coincidant, le nombre des points d’intersection est infini; il

faut donc préciser la définition; nous poserons donc
N(V, V)= N(Y, v,
VY.
Cela posé, je dis que P, est impair. Supposons, en effet, qu'il soit pair et

solent
Vi, Va .o Yy

les p variétés linéairement indépendantes 2 % dimensions ol
p=Pp—1

est impair. , _
Formons le déterminant o le 2™ terme de la k™ colonne est N(Vi, V).

Ce déterminant serait gauche, ¢’est-d-dire que les termes de la diagonale prin-
cipale seraient nuls et que deux termes symétriques par rapport a cette diago-
nale seraient égaux et de signe contraire. Comme le nombre des colonnes
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serait impair, ce déterminant serait nul. Il en résulterait, contrairement &
I'hypothdse, que les variétés Vi, V,, ..., V, ne seraient pas linéairement
indépendantes.

Donc P, est impair.
B

Cela ne serait plus vrai, ni si A était multiple de 4, ni si la variété U était
unilatére; car tous nos raisonnements supposent les variétés bilatéres. Nous en

verrons plus loin des exemples.

§ 10. Représentation géomeétrique.

[ly a unc manidre de se représenter les variétés a trois dimensions situées
dans l'espace & quatre dimensions, maniére qui en facilite singulidrement
Iétude.

Considérons, dans 'espace ordinaire, un certain nombre de poly&dres

Pl: Pﬁy omay Pn.

Nous pouvons supposer qu'il existe, dans Pespace 4 quaire dimensions, un

certain nombre de variétés i trois dimensions
Qh Q‘l: cey Qn

respectivement homéomorphes 4 Py, Pa, ..., Py,

Soient Fy une face du polyedre P, et ®, 'ensemble des points de la frontidre
de Q4 qui correspondent aux divers points de F,. Soient, de méme, F» une
face de P, et @, 'image de cette face sur la frontigre de Qs.

Il peut se faire que ®4 coincide avec @,. Dans ce cas, les deux variétés Q.
et Qs sont contiguds, et 'on passe de I'intérieur de I'ane a l'intérieur de I'autre
en franchissant ®,.

Dans ce cas, nous dirons que les faces Fy et I, sont conjuguées.

Il pourra arriver que les faces F; et F; appartiennent a un méme polyedre Py.
Alors la variété a deux dimensions @, qui ne differe pas de la variété a deux
dimensions @, séparera I'une de P’autre deux portions de la variété Q,.

On le comprendra mieux si je compare avec un exemple se passant dans
I'espace ordinaire. Considérons un rectangle ABCD et un tore, sur lequel nous
tracerons deux coupures, A savoir : une circonférence méridienne et un paral-
lele; soit H le point d’intersection de ce parallele et de ce méridien. La surface
du tore ainsi découpée sera homéomorphe au rectangle; les deux levres de la
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coupure formée par le méridien correspondront aux deux cotés AB et GD du
rectangle; les deux lévres de la coupure formée par le parallele correspondront
aux deux cotés AD et BG. On voit I'analogie avec ce qui précéde : le rectangle
correspond au polyedre Py, le tore découpé a la variété Q, les cotés AB et CD
aux deux faces Iy et Fo, les deux levres de la coupure méridienne aux deux
variétés @, et @, qui, comme on le voit, coincident.

Cela posé, imaginons que parmi les faces des n polyedres P, il y en ait un
certain nombre qui solent conjuguées deux a deux et un certain nombre qui
reslent libres.

Considérons la variété totale V formée par I'ensemble des variélés Q;. Gomme
quelques-unes de ces variétés Q, sont contigués, il pourra se faire que la variété
totale V soit continue : c’est ce que je supposerai.

Si parmi les faces des P; il n'y en a aucune qui reste lbre, la variété V sera
fermée. Dans le cas contraire, les points qui correspondront aux faces restées
libres formeront la frontiére compléte de V.

On congoit que la connaissance des polyedres P; et celle du mode de conju-
gaison de leurs faces nous fournissent, dans 'espace ordinaire, une image de
la variéilé V et que cetle image suffise pour I'édlude de ses propriétés au point
de vue de ' Analysis situs.

Voyons comment doit étre défini le mode de conjugaison des faces. 1l est
clair d’abord que, pour que deux faces puissent étre conjuguées, il faut qu’elles
aient le méme nombre de cotés. Ensuite, pour connaitre completement le mode
de conjugaison, il ne suffit pas de savoir que telle face est conjuguée de telle
aulre; il faut savoir, en outre, quel est le sommet ou le c6té de cette face qui
correspond 4 tel sommet ou & tel cdté de sa conjuguée.

Alors seulement le mode de conjugaison sera complétement défini.

A deux faces conjuguées correspond, par définition, une méme variété a
deux dimensions intérieure & V. Il peut se faire aussi qu’a plusieurs arétes des
polyédres P corresponde une méme ligne intérieurc a V, ou qu’a plusieurs
sommets de ces polyédres corresponde un méme point inlérieur & V. Nous
dirons alors que ces aréles ou ces sommets apparliennent & un méme cycle.

Voici comment on peut former les cycles d’arétes et les cycles de sommets.

Soit A, une aréte, I, I'une des deux faces qui passent par A;, Fo la conju-
guée de F', A, I'artte de Fy qui correspond & A,, F, autre face qui passe
par Ay, F; la conjuguée de F, A, I'aréte correspondant & A, etc.
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On s’arrétera quand on arrivera i une face libre ou quand on sera revenu a
Paréte A,. Toutes les arétes Ay, As, Ay, ... formeront un cycle.

De méme pour les sommets. Solent S, un sommet, F'| I'une des faces qui
passent par Sy, F, la conjuguée de F|, S. le sommet correspondant a Sy,
F, une des faces qui passent par S., etc.

S1, Se, S, ... appartiendront &4 un méme cycle.

Seulement ici il passe par chaque sommet plus de deux faces; alors F),, par
exemple, peut &tre choisie de plusieurs maniéres; on ne devra s’arréter qu’aprés
avolr épuisé tous les choix possibles.

L’analogie avec la formation des cycles dans la théorie des groupes fuchsiens
est évidente. Elle le devient plus encore, si I'on suppose qu’il n’y a qu'un seul
polyédre P,.

Premier exemple. — L'exemple le plus simple est celui ot 'on n'a qu'un
seul polyedre P, et ot ce polyedre est un cube ABCD A'B'C/D’ dont les som-

mets ont respectivement pour coordonnées

. 0o 0 0 Al . 0 0 1
B.......... o I o B ... ..., o I 1
Covvinvnnn 1 0 O G I o 1
D.......... I 1 o D.......... I 1 1

Je suppose que les faces opposées soient conjuguées et cela de la fagon sui-
vante :
ABDC =A'B'D'C,
(1) ACC'A’=BDD'AF’,
CDD'C’'= ABB'A".

Voici ce que j’entends par cette notation : la relation
«  ABDC=A'BDC
signifie :
1° Que les faces ABDG et A'B'D’C’ sont conjuguées;
2° Que les sommets se rencontrant sur la premiere de ces faces se ren-

contirent dans 'ordre circulaire ABDG;
3° Que les sommets A et A’, B et B, D et D/, G et (! se correspondent.

Observons en passant que les sommets ABDG se rencontrent sur la premidre
de ces faces dans un ordre circulaire tel qu’en parcourant le périmetre dans le
sens correspondant on ait la face 4 gauche. Au contraire, les sommets corres-
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pondants A'B'D'C’ se rencontrent sur la seconde face dans un ordre tel qu'en
parcourant le périmetre dans ce sens on ail la face & sa droite.

Cette condition doit toujours étre remplie si I’on veut que V soit bilatére.
Si deux faces F; et F» sont conjuguédes et s un point décrit le périmetire de Fy
de facon a laisser la face 2 sa gauche, le point correspondant sur F, devra
décrire le périmetre de cette face en la laissant 4 sa droite.

Cela posé, supposons donc que le mode de conjugaison soit défini par les
relations (1). Il est aisé de voir alors que tous les sommets forment un seul
cycle et qu’il y a trois cycles d’arétes, comprenant respectivement celles des
arétes qui sont parallles a 'axe des z, & celui des y et & celui des .

Deuzieme exemple. — Conservons toujours notre cube, mais changeons
le mode de conjugaison et définissons-le par les relations
ABDC =B'D'CA’,
(2) ABB'A’=DD'C'C,
ACC A'=DD'B'B;
il y aura alors deux cycles d’arétes et deux cycles de sommels et je résume les
résultats par les relations suivantes; j’al mis le signe = cntre deux aréte
(ou deux sommets) pour exprimer qu'elles font partie d'un méme cycle.
Deux cycles d’arétes :
AB=BD'=CC =B'A'=AC =DD/,
AA'=DC =CA'=BB=_0D'=DB.
Deux cycles de sommels :
A=B=(C=D,
B=D'=C=A"
Nous verrons plus tard pour quelles raisons ce mode de conjugaison est

inadmissible.

Troisiéme exemple. — Conservons notre cube avec le mode de conjugaison
suivant
ABDC =B'D'CA/,
(3) ABB’A’= C'CDD/,
| ACC’A’=DD'B'B.
On trouve alors : |
Quatre cycles d’arétes :

AB=BD'=CC(, AA'= (C'D'=DB,
AC=DD' =B'A’, CD =BB =A'C.
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Deux cycles de sommets :
A=B'=0C=0D,
B=D'=A'"=C.

Quatrieme exemple. — Soit maintenant
ABDC = B'D'C'A’,
() ABB'A’= CDD'C,
ACC'A’= BDD'B".
On trouve :

Trois cycles d’arétes :
AA’= C(C'= BB’ == DD/,
AB=CD=BD'=A'C,
AC =BD =D'C'=B'A’

et un seul cycle de sonimets.
Cinquiéme exemple. — Soit un oclagdre régulier; il y aura six sommets
dont quatre formeront un carré BCED (les lettres sont rangées dans I'ordre

circulaire dans lequel on rencontre les quatre sommets en parcourant le péri-
meétre du carré) et dont deux, A et I’, sont en dehors du carré. Soit

ABG = FED,
(6) ACE = FDB,
AED = FBC,
ADB = FCE

le mode de conjugaison; on trouvera six cycles d’arétes et trois cycles de
sommets; chaque aréte formera un cycle avec I'aréte opposée, c’est-a-dire
avec sa symétrique par rapport au centre de symétrie de I'octaddre, et chaque

sommet formant un cycle avec le sommet opposé.

Il est inutile de multiplier davantage les exemples; je me propose de recon-
naitre maintenant si tous les modes de conjugaison sont admissibles.

Appelons aster la figure formée par un certain nombre d’angles solides
ayant méme sommet et disposés autour de ce sommet de telle sorte que tout
point de I'espace appartienne  un et & un seul de ces angles solides.

Dans la figure, on distinguera donc, outre les angles solides eux-mémes et
leur sommet, un certain nombre de faces communes & deux angles solides et
un certain nombre d’arétes communes & plusieurs angles solides.

Je pourrai supposer que les arétes et les faces sont prolongées indéfiniment,
ou bien qu’on les arréte A la surface d’une sphére ayant son centre au sommet

H. P. —YVL 3o
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commun des angles solides. Alors ces divers angles solides vont découper sur
la sphére un certain nombre de polygones sphériques, de sorte que la surface
de la sphere sera subdivisée en polygones sphériques. Cette surface ainsi
subdivisée pourra étre regardée comme homéomorphe 4 un polyédre convexe
dont les faces correspondront aux polygones sphériques que je viens de définir.

Alors aux angles solides de I'aster correspondront les faces du polyedre; aux
faces de l'aster correspondront les arétes du polyedre et, aux arétes de l'aster,
ses sommets.

Soient S, F et A le nombre des angles solides, des faces et des arétes de
I'aster. Comme le polyeédre doit salisfaire au théoréme d’Euler, on devra avoir

S—F+A=o.

Revenons mainienant & nos polyédres
P], P‘_7, .eey P"

et envisageous un cycle de sommets; a tous les sommets de ce cycle corres-

pondra un méme point de V que j’appelle M. Parmi les variétés
Qi; QE; s Qn;

il y en aura un certain nombre qui auront le point M sur leur frontiére; je
les appellerai les variétées Q, et ce seront celles qui correspondront a des
polyedres P, auxquels appartiendront les divers sommets du cycle.

Considérons maintenant deux des variétés Q, qui soient contiguds et la
variété a deux dimensions qui leur sert de frontidre commune. Les variétés
4 deux dimensions ainsi définies, je les appellerai les ®,; elles correspondront
a celles des faces des polyedres P, auxquelles appartiennent les divers sommets
du cycle.

Nous envisagerons enfin les variétés & une dimension qui sont I'intersection
de deux variétés ®, et que jappellerai les L,. Elles correspondront a celles
des arétes des polyédres P, auxquelles appartiennent les divers sommets
du cycle. _

Envisageons la figure formée par les variétés Q,, ®@,, L, ou plutédt par les
points de ces variétés qui satisfont & I'inégalité
(7) (21 — 28 2+ (B2 — 28 )2+ (T3 — 2 )2+ (2 — 2] ) < €2

¢ est ume trés petite quantité; z;, z;, =3, 2z, sont les coordonnées du
point M.

Cetie figure est éoidemment homéomorphe & un aster dont les faces et les
arétes seraient limitées & une sphere. Soit A cet aster.
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Considérons une quelconque des variétés Q, el, en ouire, la variété W
formée par ceux de ses points qui satisfont & 'inégalité (7). Cette variété sera
continue ou ne le sera pas. Si elle ne l'est pas, je la décomposerai en plusieurs
variétés continues, et les diverses variéiés continues que lon pourra ainsi
former, je les appellerai les Q. (Le nombre des Q}, peut ainsi étre plus grand
que celui des Q, si I'une des variétés W n’est pas continue. )

Je définirai de méme les @, et les L,.

Soient ga, 94, L, le nombre des Q;, des @}, et des L, ; ce sera aussi celui des
angles solides, des faces et des arétes de 'aster A.

D’ou cette conclusion :

Pour d'un mode de conjugaison soit admissible, il faut que, pour tous
les cycles de sommets, on ait
Fu— ¢o-+ la= 2.
Voyons maintenant comment on pourra calculer les nombres G 92, Lz pour
un cycle de sommets quelconque « :

1° ¢, sera le nombre des sommets du cycle.

2° Pour avoir g,, on n’a qu'a faire la somme des nombres des faces qui vont
passer par les divers sommets du cycle et 4 diviser par deux. Si, par exemple,
le cycle o se compose de trois sommets @, b, ¢ appartenant respectivement aux
polyeédres Py, P, et Py; si le point a est le sommet d’un angle tri¢dre de sorte
que trois faces de P, aillent passer par a; si quatre faces de P, vont passer par
b et cinq faces de P, par ¢, on aura

3° Pour avoir [, on énumérera les arétes qui aboutissent aux divers
sommets du cycle de la manitre suivante : toutes les arétes d'un méme cycle
d’arétes ne compteront que pour une seule, sil'une des extrémités appartient
au cycle «; elles compteront pour deux si les deux extrémités appartiennent
au cycle a.

Appliquons ces régles aux six exemples dont nous nous sommes occupés
plus haut, nous aboutirons au tableau suivant :

Exemple. G- Dy Ly
Premier........c.cooovn.n... 8 12 6
Deuxiéme................... 4 6 2
Troisiéme, .................. 4 6 4
Quatriéme................... 8 12 6
Cinquidme................. o2 4 4
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Il est 4 remarquer que, dans les exemples 2, 3 et B, il y a plusieurs cycles
de sommets, mais il arrive que les trois nombres ¢a. 94, l; ont mémes valeurs
pour tous les cycles d’'un méme exemple.

Ce tableau montre que la relation

Go— Pa—+ lg=2

est satisfaite pour tous nos exemples, sauf pour le second. Le mode de conju-

gaison du second exemple doit donc étre rejeté.

§ 11. Représentation par un groupe discontinu.

Voici un autre mode de représentation qui peut aussi étre employé dans

certain cas.
Soit (#, j-, 5) un point de I'espace ordinaire; considérons une série de

substitutions qui changent respectivement z, j° ¢t 5 en

?1(‘”7 g 5)7 q"l(-”: Y z): xl(x; }"; Z),

0a( &, ¥y B)y ireeenain Y eeeeararaan

on(&, ¥,y 3), Yulz, ¥, 5) xn(2, ¥, 2),

Supposons que 'ensemble de ces substitutions forme un groupe proprement

discontinu. L'espace va se trouver partagé en une infinité de domaines.

Dy, D, Do,

et cela de telle sorte qu'a chaque domaine D; corresponde une substitution du
groupe S; qui change Dy en D;.

Considérons une surface % formant une portion de la frontiére de D,
séparant ce domaine D, du domaine D;; la substitution S;* inverse de S;
change D; en D, et comme les points de £ appartiennent 3 la frontiére de D;,
la transformée de la surface = sera une autre partie de la frontiere de D,.

La frontidre de Do va ainsi se trouver partagée en portions de surface qui
seront conjuguées deux & deux, de telle fagon que chacune d’elles sera la trans-
formée de sa conjuguée par une des substitutions du groupe.

Le domaine Dy, avec sa frontieére ainsi subdivisée, sera homéomorphe a
un polyédre dont les faces seront conjuguées deux & deux, comme dans le
numéro précédent. On pourra alors, comme dans le numéro précédent,
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faire correspondre & ce polyeédre ou, par conséquent, au domaine Dy, une
variété fermée & trois dimensions située dans ’espace & quatre dimensions, et
que U'on obtiendra en transporiant D, dans 'espace & quatre dimensions, puis
en déformant ce domaine jusqu’a ce qu’on puisse coller I'une contre I'autre les
portions conjuguées de sa frontiére.

L’analogie avec la théorie des groupes fuchsiens est trop évidente pour

qu’il soit nécessaire d’insister; je me bornerai 4 un seul exemple :

Siziéme exemple. — Considérons le groupe dérivé des trois substitutions

-

(.’c,y,z;x—l—l,_y, Z)a
(1) (z, 7,32, +1, 3),

(2, ¥, 3; ez + By, Y& + 8y, 5 +1),
%, 3, v, 0 étant des entiers tels que

wd — Py =1.

J’appellerai ce groupe le groupe (&, 3, v, 9).
Je dis qu'il est proprement discontinu.
Pour nous en rendre compte, cherchons comment sont distribués dans

I'espace les transformés d'un méme point

z=a, y=0b, z=c.

D’abord, itous les transformés de ce point, par une combinaison quelconque

des deux premidres substitutions, seront compris dans la formule
(2) z=a+k y=b+k, z=c¢

k et ky étant deux entiers; il est facile de voir d’ailleurs que ces deux substi-

tutions sont permutables.
Transformons maintenant I’ensemble des points (2) par la troisiéme substi-

tution; nous trouverons

(3) z=aw(a+k)+3(b+k), y=v(a+k)+38b~+hk), sz=c-+1.

Si nous posons, pour abréger,

aca—+ 3b = ay, Ya -+ 8b = b,

de sorte que le point (ai, b,) soit le transformé du point (@, &) par la

substitution
(2, y; ez + By, Yo + ),

que yappellerai s.
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Nous pourrons alors remplacer les équations (3) par les suivantes :

(4) z=a+k, y=0b+Fk, Z=ci+1,

k' et k| étant deux entiers nouveaux; en appliquant & ces points les deux
premidres substitutions on retombe donc toujours sur les mémes points.
Appliquons-leur la troisi2me substitution.
Soit
Qo = aai—l—[ﬂbl, bg:'ya1 661,
de telle sorte que le point as, b soit le transformé du point a4, b, par s.
Alors les transformés des points (4) par la troisieme substitution seront

compris dans la formule

(5) c=art K, y=bi+k, s=c+2,

k" et k', étant deux entiers.

En général, supposons que les transformés successifs du point (&, b) par la
substitution § soient @i, b1; @, ba; -..; &n, ba; ... et, de mémnie, que les
transformés successifs par la substitution inverse soient @_s, b_4; @_s, bia; .

Alors tous les transformés du point (a, b, ¢) par les substitutions du

groupe (1) seront donnés par la formule

z=ap+k  y=bp+k, 2=c-+n,

ol n, k et k; sont trois entiers arbitraires.

On voit aisément d’ailleurs que le groupe dérivé des deux premiéres substi-
tutions est permutable a la troisieme.

Le domaine fondamental Dy est un cube dont le coté est égal & 1 et limité
par les six plans

zyy; 8 = 0;1,

Le cas le plus simple est celui ou

parce qu’alors nos trois substitutions se réduisent &

(B, 0y 2 @ +1,%,3; 2, ¥ +1,3; , ¥, 5 ~+1).

Chacune d’elles change une des faces du cube en la face opposée; nous relom-
bons donc tout simplement sur notre premier exemple.

Mais la mani¢re dont la superficie du cube D, se subdivise en régions conju-
guées n’est pas toujours aussi simple.
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Supposons, par exemple,

o ==

QA

=8=1, T =0;

chacune des faces parallzles 4 I'axe des 5 sera encore conjuguée de la face
opposée; mais pour les faces z =0, z == 1 perpendiculaires & I'axe des z, cela
sera plus compliqué. _

Supposons que les points ABCD, A'B'C/D’ aient mémes coordonnées que
dans nos quatre premiers exemples, CGhacune des faces ABCD, A'B'C/D' devra
étre partagée en deux triangles, a savoir : ABG et BCD d’une part, A'D'C et
A'B'D’ d’autre part, et la loi de conjugaison des faces sera exprimée par les
relations

ACC A’=BDD' A/,

CDD'C'= ABB'A’,
ABC=A'D'C,
BCD =B'A'D".

Plus généralement, les faces paralleles de I'axe des s resteront conjuguées
deux & deux, mais les faces perpendiculaires a 'axe des s devront étre décom-
posées en polygones plus petits, d’autant plus nombreux que les nombres «,
B, v, ¢ seront plus grands et qui seront conjugués deux a4 deux suivant une
loi plus ou moins compliquée.

Un cas simple est celui-ci :

2 =8=o0, {:‘»zl, v =-—1.

Dans ce cas, le mode de conjugaison est le méme que dans notre quatriéme
exemple.

§ 12. Groupe fondamental.

Nous sommes ainsi conduit 4 la notion du groupe fondamental d’une variété.
So1ent

F., Fao .., Fy,
A fonctions des coordonnées z;, Z3, ..., &, d’'un point M d’une variété V
définie par les relations

Ja=0, P> 0.

Je ne suppose pas que les fonctions F soient uniformes. Lorsque le point M,
partant de sa position initiale M,, reviendra & cette position, aprés avoir
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parcouru un chemin quelconque, il pourra se faire que les fonctions F ne
reviennent pas & leurs valeurs primitives.

Mais pour mieux fixer les idées et bien que cela n’ait rien d’essentiel, sup-
posons que les fonctions F soient définies de la manidre suivante. Elles devront

satisfaire & des équations différentielles de la forme

(I) dF,z Xz‘.i drq + X{,gdxg-h...—-i-' Xg_ndxn,

ou les coefficients X;, seront des fonctions données des z; et des F;. Ces
fonctions devront étre uniformes, finies et continues, ainsi que leurs dérivées
pour toutes les valeurs des F ainsi que pour tous les points de V et méme pour
tous les points suffisamment voisins de V.

Je suppose également que, pour tous les points suffisamment voisins de V,

les équations (1) satisfassent aux conditions d’intégrabilité, qui peuvent

s’écrire
dX x dXi dXix X dX ik X
. dwg — dF; Xt dFy 97T drFy, M
dXi, dXig dXi.q dXi.q
——__‘i.‘;_;+__._imxl.k+d_ﬁ“l..xz-k+.__+ - X)‘.k'

Si alors le point M décrit sur la variété V un contour infiniment petit, les
fonctions F reviendront a leurs valeurs primitives. Il en sera encore de méme,
si le point M décrit sur la variété V un lacet, c’est-d-dire s’il va d’abord de M,
en M, par un chemin quelconque M,BMj,, §’il décrit ensuile un contour infi-
niment petit et si, enfin, il revient de M, & M, par le méme chemin M, BM,.

Mais il pourra n’en plus étre de méme s’il décrit un contour fermé fini.

Supposons, par exemple, que nous soyons dans P’espace ordinaire el que
notre variété V soit un tore. On pourra évidemmentimaginer que les fonetions
reviennent & leurs valeurs primitives, quand le point M décrira un lacet sur ce
lore, mais qu’il n’en soit plus de méme si le point M décrit une circonférence
méridienne ou un paralléle.

Les valeurs finales des foncions F, quand le mobile M, partant d’un point
initial Mo, y reviendra aprés avoir décrit un contour fermé; ces valeurs finales,

dis-je, dépendront naturellement des valeurs initiales.

Soient donc F; et F les valeurs initiale et finale de F,. Les F! seront
des fonctions des ¥, ou, en d’antres termes, les fonctions F subiront, quand
le point M décrira le contour fermé considéré, une certaine substitution, qui
changera les F) en F 2,

L’ensemble de toutes les substitutions que les fonctions F subiront ainsi,
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quand le point M décrira tous les contours fermés que lon peut tracer sur
la pariété V en partant du point initial Mo, formera écidemment un groupe

que j'appelle g.

Mainlenant considérons un conlour fermé MoBM, tracé sur V el partant du
poinl initial Me. Si ce conlour fermé s¢ réduil & un lacel, je conviendral
d’éerire

My BM,= o.

Si maintenant My AM,, M(BM,, M,CM, sonl rois chemins différents tracés

sur V ot allant de Mo & My, je conviendrai d’écrire
My AM, CMo== Mo AM, BMy—+ M, BM, CM,.

1 importe de remarquer que MoAM,CM, n'est pas la meme chose que

M,CM;AM,, ni My AM,;BM, + M,BM, CM, la méme chose que
MoBM; CMo~+ Mo AM; BM,;

on ne peul pas intervertir I'ordre des termes d'unc somme.
I résulte de cetle convention que }'on aura
Mo BM,= o,

s1 le contour ferné MyBM, constitue la frontiére compléte d'une variété a deux
dimensions faisant partie de V; et, en effet, ce contour fermé pourra alors étre
décomposé en un nombre iréds grand de lacels ().

Nous sommes ainsi conduit a envisager des relations de la forme

k1C1-|— ]C-_’.C'QE kac:;—l- ka.C;,,

ol les 4 sont des entiers et les G des contours fermés tracés sur V et partant
de Mo. Ces relations, que jappellerai des équivalences, ressemblent aux
homologies que j’ai étudiées plus haut. Elles en different : '

1° Parce que, dans les homologies, les contours peuvent partir d'un point
initial quelconque;

2° Parce que, dans les homologies, on a le droit d’intervertir I'ordre des

lermes d’une somme.

On pourra ajouter deux équivalences 'une a I'autre, mais & la condition de
ne pas intervertir 'ordre des termes, si donc on a
A=B e C=D,

(1) Cet alinéa est manifestemeut faux; H. Poincaré le rectifie ultérieurement (Cinquiéme
Complément, p. 449; p. 465 et 466).

H. P. — VI 3x
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on pourra cn conclure
A+C=B+D,

mais non
C+A=B-+D.
Ajoutons que de
2A =o,
on n'a pas le droit de¢ conclure
A=o.

Cela posé, il est clair que l'on peul imaginer un groupe G salisfaisant
aux condilions suivanies :

1° A chaque contour fermé MyBM, correspondra une substitution S
du groupe;
2° La condition nécessuire el suffisanle pour que S se réduise a la substilu-
lion identique, c'est que
I\Io B.N[oE 0,
30 81 8 ¢t S correspondent aux contours G et Gf et st

C=C+C,
la substitution correspondant & G' sera SS'.

Le groupe G s’appellera le groupe fondamental de la variélé V.
Comparons-le au groupe g des substitutions subies par les fonctions F.

Le groupe g sera isomorphe a G.

I’isomorphisme pourra étre holoédrique.

Il pourra &tre mériédrique si un contour fermé MoBM, non décomposable

en lacels raméne les fonctions F & leurs valeurs primilives.

§ 13. Equivalences fondamentales.

Le groupe G sera dérivé d’un certain nombre de substitutions principales S,
Sa,.. vy Spo A chacune d’elles correspondra un conlour fermé, de sorle que
nous aurons p contours fermés fondamentaux Ci, Gs,..., G, cl qu'un
contour fermé quelconque soit équivalent & une combinaison des contours
fondamentaux se succédant dans un certain ordre.

Ges contours fondamentaux ne sont pas, en général, tout A fail indépendants
ét il y a entre cux certaines relations que j'appellerai équivalences fondamen-

tales,
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Supposons, par exemple, qu'on ail entre les contours fondamenlaux,
I'équivalence
k1C41—|- kzcg—l— k’i C; -+ kgCgE 0.

Cela signifie que la substitution $%5% 8%/ S% du groupe G se¢ réduit a la substi-
tution identique.

Les équivalences fondamcnlales nous font donc connaitre la forme du
groupe G.

Supposons que la variété V ait ¢té définic par le mode de représentation
du § 10 el que nous n’ayons qu'un seul polyedre P;. Il est clair qu'on obtiendra
tous les contours fondamentaux de la maniére suivante. Soient M, un point
intérieur a Py, A un poinl d’une des faces de Py, A’ le point correspondant sur
la face conjuguée. On ira de M, & A, puis de A’ a M, sans sorlir de Dy;
le chemin correspondant sur la variélé V sera fermé.

Il y aura donc autant de contours fondamentaux que de paires de faces.

Voiei maintenant comment on formera les équivalences fondamentales :

Considérons un cycle d’arétes. Soit, par exemple, une aréle, intersection
des faces Fy et Fy,, et que je désignerai pour ceileraison sous le nom d’aréee F, F,;
soient F, la face conjugée de F, et F, I, I'aréle correspondante & F,F} sur
cette face; soient F, la face conjugée de F, et F;F, 'aréle correspondante
& FoF, sur cette face; et ainsi de suile jusqu’a ce qu’on retombe sur la face F),
et laréte F, F,.

Remarquons qu'en faisanl ceile opération I'on pourra retomber, plusicurs
fois, sur la méme face. .

Soient A; un point de F; et A; le point correspondant de F;; soit C; le

contour fondamental
Mo A+ A M,.

Alors, on aura I'équivalence fondamentale

Cj+02+---+ CMEO.

11 y aura donc autant d’équivalences fondamentales que de cycles d’arétes.

Quand on aura formé ainsi les équivalences fondamentales, on en déduira
les homologies fondamentales qui n’en différent que parce que l'ordre des
termes est indifférent. La connaissance de ces homologies fera immédiatement
connaitre le nombre de Beiti P,.

Appliquons ces principes aux exemples cités plus haut, et remarquons que,
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toutes les variéiés cilées dans ces cxemples élant fermées et i trois dimensions,

on aura
P,= P..
Premdier exemple :
(C) ABDC= A’B'D'C/,
(Ca) ABB'A’= CDD'C,
(Ca) ACC'A’=BDD'B".

Voici ce que j’enlends par la notalion
(Gy) ABDC=A\'B'D'C.

Je veux dire quec la face ABDC est conjugée de A'B'D'C/ el que o dési-
gnant un point de ABDG ct o un point de A'B'D'C/, Ie contour fonda-
mental Mgz + «'M, est désigné par G,.

Equivalences fondamentales :

Ci 4 Coz== Co + Gy, Gy~ Cy= Cy+ Gy, Ca—+ Cy= Cy -+ Cs.

Les howologies fondamentales se réduisenl a des idenlités
Pi= Py= 4.

Je passe loul de suile au troisi®me exemple, puisque nous avons vu que

le second doit étre rejets.

Troisieme exemple

(C1) ABDC=B'D'C'A,
(Ce) ABB'A’= C'CDD’,
(Cs) ACC’A’=DD'B'B.

Equivalences fondamentales :
Ci+ C3+ Co=o, Ci— C3— Cy=o,
Co—Ci—Cy=o0, Cy3—C—Ci=o,
ce qui peul aussl s'Gerire
20132025203, L’;ClEO.

Homologies fondamentales :
Cq ~ CgN C3N 0,
d’otx

P;: Pg:"- 1.

On peut donner de ce résultat une inlerprélation géométrique simple.
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Le groupe G est d’ordre fini et se compose seulement de huit substitutions
distincles correspondant aux contours suivants :
o, Cl, Cg, C;;, 201, Scl, 3Cs_), 303.
Le groupe est isomorphe au groupe suivant :
(.Z‘, Y 50—y, 2, — 1 55
=l =2, Yy Xy B, — X, ¥

— Xy — Y= By, — L Y, — &y Ly — 2]
Ly 3, —y,—x, — 3, L, 2, —¥)

Ce groupe, qui transforme en lui-méme I'hypercube & quaire dimensions,

dont les huit faces ont pour équations
z=zt1, y===1, s==x1, t==k1,
pourrait étre appelé le groupe kypercubigue.

Quatriéme exemple :

(C1) ABCD =B'D'C’A’,
(Ce) ABB’'A’=CDD'C,
(Ca) ACC’A’=BDD'B'.

Egquivalences fondamentales :

C-l+ CnEC:;—I—Cz, C3+C1E(:1+ CQ, —'Cg—i-Cx..—':Ci—i-Cs.

Homologies fondamentales :

Cgf\'l C:xNO,
d’on

Px == P2 =2

Cinquiéme exemple :
(Gy) ABC = FED,
(Ca) ACE =FDB,
(Cs) - AED = FBC,
(Cy) ADB =FCE,
AN

Egquivalences fondamentales :
Ci=GCo=(C3=0C,, 2Cy==o,
d’oit :
C1 ~t CgN C:xN Cq,N o,
et .
P-l = Pg =1.

Le groupe G se réduit a deux substitutions correspondant aux contours o

et Gi.
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Siziéme ewemple. — Le groupe G est évidemment holomorphe au

groupe (a, 3, ¥, 9).
Les trois substitutlions
(z, ¥, 3, 2+1,, 5),
(%, 5, 3; 2, ¥ +1, 3),
(2,7, 35 a2+ By, y&+38y, 2+1)
correspondront respectivement aux contours fondamentaux Gy, G, et C,.
Nous avons d’abord les équivalences fondamentales
Ci+ Coa=Co+ Cy,
Ci+ Cy=Cy+ aCy+ yCy,
Co+ Cy== Co+ BC1+ 3Gy,

d’ot il résulte d’abord que loute combinaison des contours fondamentaux peut

se meHre sous la forme
my Cy 4 my Gy ++ my Gy,

les m étant des entiers. Et comme cetle expression ne pourail ¢lre ¢quivalenle
2 o que si les trois enliers m élaient nuls, il en résulte que nous possédons la

toutes les équivalences fondamentales.

Homologies fondamentales :
(ot—i)C1+‘[CgN o,
p(h—l— (5—-1) CgN 0.

Si ces deus homologies ne sont pas distincles, on aura

G1 o~ GgN 0,
d’on
P1 = Pa = 23
c’est ce qui arrive dans le cas général et particulizrement pour nolre quatridme
exemple.
Si le délerminant de ces homologies est nul, ¢’est-d-dire que
(z—1)(3~1)—fr=0

ou
@+ 8 =2,

on aura
P1 = P2= 3,
sauf le cas ol les deux homologies se réduiraient a des identites. Cest ce qui

arrive pour:
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c’esl-d-dire pour notre premier exemple; on a alors

P1= P2= 4-

§ 14, Conditions de 1'’homéomorphisme.

On sait que deux variétés termées & deux dimensions qui ont méme nombre
de Betti sont homéomorphes. C’est ce qui résulte, par exemple, de I'étude des
périodes des fonctions abéliennes. Considérons une- surface de Riemann R et
soit z la variable imaginaire correspondante; on pourra introduire une
variable imaginaire nouvelle ¢, telle que z soit une fonction fuchsienne de ¢ et
que ¢, considéré comme fonction de z, n’ait aucun point singulier sur la
surface R. Tous les groupes fuchsiens correspondant & diverses surfaces de
Riemann ayant méme ordre de connexion seront isomorphes.

Ce groupe fuchsien ne sera, d’ailleurs, évidemment autre chose quc le
groupe fondamental g, relatif 4 la surface R considérée comme une variélé a
deux dimensions.

On remarquera que tous les groupes fuchsiens ne sont pas susceptibles de
définir ainsi une variété fermée & deux dimensions. Considérons le polygone
fuchsien fondamental R, auquel, si la fonction fuchsienne existe dans tout le
plan, il faudra ajoindre son symdirique R par rapport & I'axe des quantités
réelles; mais alors le domaine R,-+ R| ne sera plus toujours simplement
connexe. A chaque point de la variété fermée V devrait correspondre un point
de R, (ou de R+ R}) et un seul, et réciproquement. Supposons qu'il existe
un ou plusieurs cyles de sommets et que la somme des angles de ce cycle soil

i 27 . . . ‘ .
z6r0 ou —; n étant un entier plus grand que r; soit alors M le point de V qui

correspond & ce cycle de sommets et envisageons un lacet infiniment petit
enveloppant M. D’aprés la définition du groupe g, a ce lacet doit correspondre,
dans le groupe g, la substitution identique et, dans le groupe fuchsien, une
substitution non identique. Le groupe fuchsien ne peut donc étre isomorphe a g.

Restent alors les groupes fuchsiens de la premigre famille tels que la somme
des angles d’un cycle quelconque soit 27, et ceux de la troisigme famille. Mais
ceux-ci doivent également &ire rejetés. En effet, si le groupe est de la troisizme
famille, le domaine Ro + R/, n’est plus simplement connexe. Soit G un contour

fermé tracé dans ce domaine et tel que I'on n’ait pas

[ ¢
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A ce contour correspondra, dans le groupe fuchsicn, une substitution
identique (puisque la variable = sera revenue  son poinl de départ) et, dans le
groupe g, une subslitution non identique. Ici encore, le groupe fuchsien ne
peut étre isomorphe & g.

Il ne reste donc que les groupes de la premiére famille et tels que la somme
des angles de chaque cycle soit égale 4 2 7.

Tous ceux de ces groupes qui sont du méme genre sonl isomorphes cutre
eux, et c’est pour cette raison que toutes les variétés fermées & deux dimensions
qui ont méme nombre de Betti sont homéomorphes.

En est-il de méme quand le nombre des dimensions est plus grand; deux
variétés fermées & 2 dimensions (h>>2) qui ont mémes nombres de Betti
sont-elles homéomorphes?

Nous allons voir que non et c¢’est ce qui nous fail voir combien les questions
&’ Analysis situs se compliquent quand le nombre des dimensions s’accroil.

I1 est clair d’abord que, si deux variélés sont homéomorphes, leurs groupes &
seront isomorphes. .

Revenons maintenant 4 notre sixiéme exemple et recherchons si deux
groupes (a, B3, v, 6) peuvent étre isomorphes.

Soient (a, B, v, 6) el (o', B, ¥, 6') ces deux groupes; soient Gy, G,, Cy;

C,, G}, C; les trois contours fondamentaux de chacun de ces groupes;

Cy + Gy =Gy + Gy,

(1) Ci+ Ci=C3+ aCi+ (e,
) C2+C:1EC:§+B01+BCQ.
|+ Cy=C)y+ C,
(1 bis) C{+Ch=Cy+ o' Ci+1 G,

e = C =+ B Ch &' Ch,

les équivalences fondamentales des deux groupes.

Supposons les deux groupes isomorphes ct soient

as C;; -+ a4 C1 -+ Qs Cg,
b3 Ca= b3 Cy—+ by Gz,
[ C:l -+ Ci C1+ Ca Cg,

les contours du premier grompe qui correspondent respectivement aux
contours G}, G}, C} du second groupe; les «, les b el les ¢ sonl des entiers;
nous avons vu en effet, plus haut, que tout contour du premier groupe peul se
metire sous cette forme.
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Pour que Tisomorphisme ait lieu, il faut qu'en substitnant, dans les
équivalences (1 bis), a3 Cy+ a; Gy + a2 Co 4. . . & la place de G, G, C}. on

relrouve les équivalences (1).
11 fant douc d’abord que les substitntions (que je désigne par les mémes

signes que les contours correspondants)

a3 Gy -+ ay Gy 4 a3 Gy,
by Cy+ by Cy+ by G,

soient permutables. Pour simplifier I'écriture, je vais employer la notation
suivante :
Je poserai
a;;:h, b:;:k, CL[Cl—l— (Iﬂ_)Cg: So; 6101'—}— bgCt_»: Tu,

de sorte que nos deux premidres substilutions se réduisent & 7 Gy S,

ke C;} -+ T().
Je désignerai par S, ce que devienl Sy quand on y fait subir aux coefficients

la substitution linéaiwre («, 3, 7, 9), c’est-a-dire quand on remplace a, el s par

aa;-+fas et ya;-+das.

S, sera ce que devient S, quand on fait subir a ses coefficients la méme
¥
snbslitution el ainsi de suite; de méme, Ty, T.. .... scront les transformds

suceessifs de T.
Cela posé, on aura, en vertu des équivalences (1),

So-+- /&C;;E ]I,C:;-+' S],.

Pour que nos substitutions soient permutables, il faut done que

]I.C:z-l— So-l— li‘C;;-i— TQE IiC;—ir- To-l- II.C:;+ So

ou

(k—i-'h)c:g-!— Sk—i— ToE(k—i— ]Z) C.‘}+ Th+ SO
ou
(») Si~+ To= T+ Sy,

Supposons d’abord que % soit égal a & et différent de o; I'équivalence
précédente pourra étre remplacée par les égalitds
(ap—1)(@y—by) + Ba(aa—b3) = o,
vr{ay— b))+ (68— 1) (as— bs) = o,

ot j’ai désigué par
a2 Ba
Yi Sy

H. P. — VL. 32
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les coefficients de la puissance 4*™¢ de la subslitution linéuire

Ces dgalilés peuvent ¢tre satisfaites de deux manieres :
1° Ou bien si
ay = bl! Qs = bﬂ,
auquel cas les deux substitutions

h C3+ So, ]fc-z-l- To
seraient identiques;
2° Ou bien si le déterminant

ap—I Ba l
Y 0n—1

est nul. Mais cela ne peut arriver que si Ton a

§ha=1,

s étant unc des racines de I'équation

4—3 ¢
=0’

Y d—s

c’esl-d-dire si la substitution (&, B, y. d) est elliptique; ce qui veul dire que les
racines de I'équation (2) en s sonl imaginaires (dans I'espéce, clles doivent étre
égales & une racine A®*"¢ de I'unité) ou parabolique, ce quiveul dire que les
racines de I'équation (2) sout égales.

Supposons donc que (e, 8, v. 8) soil hyperbolique, c¢’csl-i-dire que les
racines de I'équation en s soient réelles; et ne supposons plus /r = £.

Alors la puissance A" de

hCy+ Sy
el la puissance "™ de
kCy+ T,
devront &tre permutables; soient
n' Gy + S,
KCi+ Ty

ces deux puissances; comme on aura

K=K = hk,

tes deux puissances, d’aprés ce qui préctde, devraient étre identiques. Dans le
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groupe (&, B, v/, &) supposé isomorphe, la puissance A“™® de C) devrait étre
identique & la puissance %%™° de C),. Comme il ne saurait en étre ainsi, on

devra avoir

¢’esl-a-dire

Passons au cas des substitulions ellipliques auxquelles nous assimilerons la
substitution

Alors le déterminant

ap—1 Blz l
Th Op—1

peut s’annuler pour une certaine valeur de /i que j'appelle .

Mais alors la substitution
o, B‘,

v Oy

se réduit a la substitution identique, c’est-d-dire que I'on a
oy = 8‘,= I, {3.' = "YTy=0.
Alors il arrive d'abord que v G, est permutable a G, et & Ca el plus généra-
lement que deux substilutions
(s C;; + a, G]_ ~+- agcg,

b,-,C;+ b] C1+ bgcg,

sont permutables, pourva que ¢, et b, soient divisibles par v. Cetle condition
suffisanle est d'ailleurs nécessaire, en excluaunt, comme uous I'avons fait plus
haut, le cas o deux puissances de nos deux substitutions seraient idenliques.

Pour le démontrer, je vais encore employer une notation plus abrégée; le

symbole
my Gy <~ m2 Cs

n’a de sens que si 724 et my sont entiers; mais le suivant
p(a’, Ci+ af Ge) -+ p(b'( G+ b Cz)
peut avoir un sens alors méme que ., p, les @' et les &' ne sont pas entiers,

pourvu que
wai+pby, pay+pb
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soient entiers. Il est ¢vident que ce qui nous permel d’agir ainsi, c’est que G,

et C. soul permutables,

Choisissons alors
Eo= a) G+ s Gy,

1= by Cy -+ Dy G,
de telle sorte que
Bi=Hs =S
£, el ny sonl, d'aprdés nos conventions, les (ransformdes de £ el mo par la
substitution linéaire (a, @, ¥, d); s est une des racines de I'équation (2).
D’aprés la théorie des substitutions linéaires, on peut toujours choisir les
nombres &' et &' (qui seront généralement irrationnels et méme imaginaires)

de fagon qu'il eu soit ainsi; posons alors

8= EJ'EO"*“‘ £ Moy T)= IU-I Lo+ p”f]o.
On aura
wEy+ oMo+ hc”E]ZCJ‘i"Hsﬁstu—*-PS‘/”qo
¢l
skl s—hbh —1
k(hCy+ pEo+pne)=khCs+ lu.-st-r—gn.pp ;:7‘_-:_1_.,}.

Cela posé¢, I'équivalence (1) peul s’éerire
p(sh—1) = p/(st—1),
p(s—t—1)=p'(s—2—1).
Si k ¢t /i ne sont pas divisibles par v, ces relalions ne sont pas satisfailes
ideuliquement et nous pourrons poser
p=(sh—1)s, W=(st—1)e, p=(sPr—1f p=(st-1)L
Mais alors

k(RCs+ Sy) = kh Cg+ e(skh—~1)Ey~+ {(s—Fh — 1) 7,
A(kCs+ Ty) == khCs+ e(shth—1)E)+ {(s—k0 — 1),

ce qui monire que la puissance 4™™° de notre premitre substilution est
identique 4 la puissance A*™® de la seconde. Comme nous excluons ce cas,
nous concluons que 'on doit avoir

as=bs;=o0 (mod v).

Mais on peut aller plus loin; d’abord si nous appelons C, et C), nos deux

premidres substitutions. nous pouvons les remplacer par

w; G} + 02 G, w’y G + vy Ch,
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les  élant des enliers tels que w; w,— w2, = 1. Nous pouvouns donc toujours
supposer que by = o (sans quoi l'on remplacerait C, ¢t C; par «; G| + ©2C,
et o) €| + o, G}, en choisissant les o de facon & annuler le nouveau ;).

Mais le sous-groupe dérivé de C et de C),, & cause de lisomorphisme
avec (o, 8, ¥, d'), doit ¢tre permutable 4 toutes les substlitutions du groupe
el, en particulier, a G;.

Ecrivons donc que la substitution

—Cy+ Gy + Gy
fail partie du sous-groupe dérivé de G el de G),. Nous avons
Cy= p'Eo—+ ¢ oy
- e g+ Chy+ Cy= ' sEy+ p’ s~ mq.
Pour cque celte seconde substlitution fasse partic de son groupe, 1l faul
o) ’ )
si a; n’est pus nul, que celle derni¢re substitution soil un mulliple de G,.
Or, cela ne peul évideniment avoir lieu que si s = 7' =—1.
S1 on laisse ce cas de ¢616, on devra avolr

as= by = o.

Si donc nous laissons de c6té le cas ou

a+8=:2
[ substitutions paraboliques et substitution (—1, 0, 0, —1)], nous devrons avoir
Qg = b;; = 0.

J'ajoute que ¢, devra éire égal & 1, sans quoi les combinaisons des trois

substitutions fondameniales
[£2} Gj -+ aQCg = Gll Py
byCy+ b3 Co= O,

€3 Cs+ ¢, Gy 4+ ca Ca== (3,

ne pourraicnl pas reproduire loules les substitutions

ms; C3+ my 01 -+ lngCug

du groupe (a, B, vy, 8), mais seulement celles ol I'entier m; serait divisible
par ¢;.
Maintenant Lloute substitution du groupe («, B, y, 6), doit pouvoir étre

mise sous la forme
ms Gy 4+ m G 4+ ma G
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Pour que C; puisse étre mis sous la forme, il faut d’abord que m; soil nul;

el ensuile que l'on ail identiquerent
Ci= mi(a; Ci+ @2 Co) + ma (b1 G+ b2 Ca)
el, de méme,
Com= My (a1 Cy+ @ Go) + mb (b, G+ 62Gy).
Comimte les me el les m' sont euliers, j'en conclurai que le déterminant
arby— asbr1=1.
Mais j'ai dit plus haul que I'on pouvait remplacer G| ¢t G|, par
0, G+ w0y, o) C) 4+ w, C,.
St @ by— @by est ¢gal & 1, nous pourrons choisir les w de Lelle fagon que
G +wa Gy =Gy, o) O+ 00 =Cs
¢'est-a-dire que nous pourrons toujours supposer
a‘1=bg=l, ag:—..b;:o.
Mais alors I'équivalence (1 bés)

G+ Cye=Cy+ o/ C+ 7' Ch
devient

G+ CGy= Cy+ o' G =+ 7' Cay
d’'olt

on lrouverait, de méme,
14 ne
B= &, 6=10.

Nous devons donc conclure que les deux groupes (a, B, 7, 8) el (&, §, ¥, ¢')
ne peuvent élre isomorphes que si I'on peut passer de Fun & Tauire en
changeant C/, et G, en

001G 4+ w2 Ch, ) C| 4+ wy Gh.
Cela peut s’énoncer d’une aulre manitre.
Soit

une substiiution linéaire i coefficients entiers et Lelle que

ad —fy =1.
Soit

T = Wy W2

w) )
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une autre substitution linéaire a coefficients enliers et telle que

0y 1 — 0] we==1.

La substitution T~ ST, qui s’appelle la transformde de S par T, est aussi
lingaire & coefficients entiers et a pour déterminant 1.

Si deux substitutions lindaires S et S’ & coefficients entiers et de ddéter-
miunanl 1 sont transformées I'une de I'aulre par une substitution de la forme T,
je dirai que S et S' appartiennent & la méme classe.

Il est clair d’abord que S et S’ ne peuvent apparlenir & la méme classe que
si la somme o+ a la méme valeur pour 'une el pour Tautre, mais cette
condilion n’est pas suffisanle el & une méme valeur entitre de a +4-d corres-
pondront plusieurs classes de subslilutions linéaires, de la méme fagon qu'a
un méme déterminant correspondent plusieurs classes de formes quadraliques.

Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que les deux groupes
(e, 8,7, 9), (¢, B, ¥, &') sotenl isomorphes, c’est que les deux subslitutions
lindaires (e, B3, v, 9), (&, B/, ¥/, ¢') apparlicnnent a la méme classe.

Nous avons laissé de coté le cas ou

o8 =19,

Si a4 d=2, la substitulion («, B, v, d) sera de la méme classe que
(1, &, 0, 1); le groupe (&, 3, v, 0) sera isomorphe a (1, £, o, 1).

Celui-ci contient une substitution remarquable GC,, qui n’est multiple
d’aucune autre et qui est permutable A toutes les substitutions du groupe. On
voit d’ailleurs sans peine ;:Iue s1 b n’est pas nul, G, est la seule substitution qui
jouisse de cette propriété.

Nous pouvons d'ailleurs laisser de c6té le cas ou 4 esL nul, car le groupe
(1, 0, 0, 1), dont toutes les substitutions sont permutables deux & deux, ne
peut étre évidemment isomorphe 4 aucun autre groupe (2, 3, v, 9).

Si @ + 3 =—2, le groupe («, B, 1, ¢) sera isomorphe & (—1, A, 0, —1).
Celui-ci contient une substitution remarquable Gs, qui n’est multiple d’aucune
aulre, qui n’est pas permutable & toutes les suhslitutions du groupe, mais qui
est permutable au double de toutes ces substitutions. Si/ n’est pas nul, Cy esl
la seule substitution qui jouisse de cette propriété. Si, au contraire, £ est nul,
il y en a une infinilé, ce qui prouve déja que (—r1,0, 0, —1) ne peut étre
isomorphe a (—1, &, 0, — 1).

De méme, la présence de cette substitution remarquable G, dans (1, 4, o, 1)
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et Pabscence de loute substitulion jouissant de la méme propriélé dans (— 1,
', 0, —1) montrent que ces deux groupes ne sauraicnl étre isomorphes.

Il me reste deux questions & résoudre :

1° Les groupes (1, k, o, 1) el (1, A/, 0, 1)ou|h|zZ£o0, | |0, |h]Z| N,
peuvenl-ils étre isomorphes ?

2° Méme question pour les groupes (—1, &, 0, —1), (-—1, A/, 0, —1).

Commengons par la premiére question.
Jobserve d’abord que, G, étant la seule substitution du premier groupe qui

jouisse de la propriété caractéristique énoncée plus haut, on devra avoir
'25 Ge

(ou G} ==— C,, mais alors on changerait G| et G, en — G et — ().

Mainlenant, pour que I’on puisse, en combinant

reirouver toutes les substitutions du premier groupe, il faul que

A3Cp— CaQy =1,

On démontre alors aisément que

Y e Q= Ch+ Gy + hCh,

ce qui prouve que les deux groupes ne peuvenl élre isomorphes, que si

=k,

Passons a la seconde question.
On verrait, comme toul a Pheure, que I'on doit avoir

0'2 = G‘_:.
ayC)—Cagqg=1.
Il vient ensuite

'1 + C s—:(a_—;—i— CU) Cs+ (61+ a;E) C1+(Cg+ Qo & ~— a;cahi) Gz,

g=(—1)
et
Clg —— C'1 E(Ca——- a:,) Cs+(01 — al) 6'01
+-[ca— a2 )& +(ai -+ ¢1)aze’ k] Co,
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g =(—1).
Sil'on veut que
L Chy= Cy— C + A'Ch,
il faut que
Az==0, £ =1, E=—1, ajcy==I, h=n.

Donc nos deux groupes ne pourront étre isomorphes que si

h==%FH.

Le résultat énoncé plus haut est donc général et s’étend aux substitutions
paraboliques.

Si les deux substitutions linéaires («, B, v, 9), (&, B/, 7/, &) ne sont pas de
la méme classe, les deux groupes correspondants ne peuveut étre isomorphes.

I1 résulte de cette longue discussion que les différents groupes («, @, v, 9)
peuvent donner naissance 2 une infinité de variétés fermées V distinctes, c’est-
4~dire non homéomorphes. Or, le nombre P, ne peut prendre que I'une des

trois valeurs 2, 3 ou 4.

Pour que deuz variétés fermées soient homéomorphes, il ne suffit donc

pas qu'elles aient mémes nombres de Betti.

C’est ce que nos autres exemples mettent également en évidence.

Dans le troisiéme exemple, le groupe G se réduit 4 huit substitutions et dans
le cinquidme exemple, & deux substitutions seulement.

Considérons, au contraire, I’hypersphére

22t 2 2i=1;

c’est une variété dont le groupe G se réduit a une seule substitution, la substi-
tution identique.

Voila donc trois variétés, dont les groupes G sont d’ordre fini ; mais ces
groupes ne sont pas isomorphes; de sorte que ces variétés ne seront pas
homéomorphes ; et cependant elles auront mémes nombres de Betti

P,=Ps=1.

I1 paraitra naturel de restreindre le sens du mot simplement conneze et de
le réserver aux variétés, dont le groupe G se réduit 4 la sybstitution identique.

Alors une variété fermée de plus de deux dimensions pourra avoir son
groupe G d’ordre fini sans étre simplement connexe.

H. P, — VI. 33
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Cela n’arriverait pas avec les variétés de deux dimensions : leur groupe G ne
pouvait étre d’ordre fini sans se réduire 4 une seule substitution.

Nous avons vu pourquoi un groupe fuchsien, qui admet un cycle de sommets
., 27 .
dont la somme des aungles est égale & — (n>>1), ne peut étre le groupe G

d’une variété fermée a deux dimensions.
1l en est de méme pour la méme raison, de tout groupe d’ordre fini ou, plus

généralement, de lout groupe contenant une substitution, dont une puissance
entiere se réduit & la substitution identique.
Il pourrait étre intéressant de traiter les questions suivantes .

1o fitant, donné un groupe G défini par un certain nombre d’équivalences
fondamentales, peut-il donner naissance 4 une variété fermée a n dimensions ?

2° Comment doit-on s’y prendre pour former cette variété?

3o Deux variétés d’'un méme nombre de dimensions, qui ont méme groupe G,

sont-elles toujours homéomorphes?

Ces questions exigeraient de difficiles études et de longs développements. Je
n’en parlerai pas ici.

Je veux toutefois attirer 'attention sur un point.

Riemann a rattaché I'stude des courbes algébriques & celle des variéiés a

deux dimensions au point de vue de I’ Analysis situs.
De méme, I'étude des surfaces algébriques se ratiache a celle des variétés &

quatre dimensions. Ces variétés ont trois nombres de Betti :

P1 = Py et Pg.

M. Picard a montré que si la surface algébrique est la plus générale de son
degré, le nombre P, se réduit 4 1; il ne prend une valeur plus grande que 1
que dans certains cas particuliers. La connexion multiple se présentail ainsi
comme un cas particulier de la connexion simple.

Ce résultat semble paradoxal; peut-étre nous le paraitra-i-il un peu moins

maintenant; un groupe G peut étre beaucoup plus complexe qu'un autre
groupe G’ et cependant correspondre a une valeur plus petite du nombre P,.

§ 15. Autres modes de génération.

On peut donner des variétés d’autres définitions, qui sont, pour ainsi dire,

intermédiaires entre les deux premidres.
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Par exemple, on peut envisager une variété V formée de l’ensemble des
points qui satisfont & certaines inégalités et aux équations

Fi(@y, 22y ooy Zns Y1, Yo, cens ¥g)
(1) Fo (21, @2y ooy @ns Y1y Yoy ooy Fa)

Fp(@, 2oy ooy @ns Y1, 95 o0y ¥g)

oii les z sont des coordonnées d’un point el les y des parametres arbitraires; le
nombre des dimensions de V est alors 4 n—p - ¢.

On peut aussi adjoindre aux équations (1) les relations
?a(%:)'b---;)’q):(’ (“=I:2:"-7>‘):

entre les y. Les y ne sont plus alors des paramétres entiérement arbitraires et
le nombre des dimensions de V devient égal a n—p + ¢ — 1.
On peut encore envisager unc variété V définie par certaines inégalités et

par les relations

(2) Ze=0;()1y, ¥2 -5 ¥p) (i=1,2, ..., 1),
les y étant des parametres liés par A équations
2a(¥t, 32 ...,_}f,,)=o (a=1,2, ..., »)
Le nombre des dimensions de V est alors p—2.

Considérons un instant ¥4, ¥, - .., ¥p» comme les coordonnées d’un point P

dans Pespace 4 p dimensions. Les égalités
Pa =0

définiront alors dans cet espace a4 p dimensions une certaine variéié W.

A chaque point de W correspondra un point de V, puisque les équations (2)
expriment les z en fonction des y.

Le cas le plus simple est celui out, réciproquement, & un point de V corres-
pond un seul point de W. Mais un cas, qui est aussi trés intéressant; est le
suivant.

Supposons que la variété W demeure inaltérée, quand les y subissent les
substitutions d’un certain groupe G. Soient P un pointde W, Py, Py, ..., P;
les transformées de P par les substitutions de G.

L’ensemble des points P, Py, Py, ..., P, formeront ce que j'appellerai un
systéme de points.
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Si les fonctions §; ne sont pas altérées par les substitutions de G, il est clair
qu’aux divers points d’un méme systéme correspondra un méme point de V.

Le cas intéressant est celul o 4 un point de V correspond un seul systéme
de points de W.

Etant donnée une variété W et un groupe G qui ne l'aliére pas, on peut tou-
jours construire une variété V, de telle facon qu’a tout point de V corresponde
un systéme de points de W et un seul.

Pour que V soit bilatere, il faut et il suffit que la variété W soit bilatére et
que toutes les substitutions de G jouissent de la propriété suivante.

Soient y1, ya, ..., ¥p les coordonnées de P, y, ¥\, ..., ¥, celles de son
transformé; le déterminant fonctionnel des 5’ par rapport aux y doit étre

positif.

Septieme exemple. — Soit

I'équation de la variété W, qui sera ainsi une sphére dans I’espace ordinaire.
Cette sphere n’est pas altérée, quand on change ¥4, ¥2, ys en — y1, — ¥,
— 3. Ce sera la notre groupe G.
Si alors nous posons, par exemple,
= y§, Zzy =y}, z3=y},
Za=Y2)3y  Ty=FiYe o Ze= )ik

les z ne changeront pas, quand les y changeront de signe, et nous aurons
défini une variété V & deux dimensions dans l'espace 4 six dimensions.

Cette variéié sera fermée; elle sera urnilatére.

Soit, en effet, P un point de W, dont les coordonnées seront yy, ¥a, ¥s-
Pour définir la position de ce point sur la sphére W, il suffira de connaitre
deux de ces coordonnées, par exemple y; et y,o; car équation de la sphere
nous fait connaitre ¥, en fonction de y, et y,. ‘

Son transformé P’ dont les coordonnées sont — ¥y, — ¥ €t — ¥, est diamé-
tralement opposé. Mais il ne faut pas se servir, pour définir la position du
point P, de y4 et de y,, parce que ), n’est pas une fonction uniforme de ces
deux variables. Il vaut mieux poser

y1=cosg sinb,

Y2=cos g sinb,
Vez= 08 0.
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Les coordonnédes’ du point P dans ce nouveau systtme sont ¢ et 8; celles
de P’ sont ¢ 4 7 et * — 6. On voit alors que

dp+mn—6)
e ®y <

La variété V est donc unilatere.

Huitiéme exemple. — Soient ¥y, ¥a, . -, ¥q3 81, &2, « « -, Bq, 2¢ paramétres
liés par les relations
(3) {yf#—yf-{—...q—y:‘-}::,

B - BF .. 3G =1.

Si nous regardons ces 2¢ paramdtres comme les coordonnées d’'un point
dans Tespace 4 2g dimensions, ces équations (3) représenteront une variété
fermée W & 2¢g — 2 dimensions.

Si nous regardons ¥4, ¥a, -+, ¥y €t 21, Zay ..., 54 comme les coordonnées
de deux points Q et Q' dans I'espace & ¢ dimensions, ces deux points devront
se trouver tous deux sur I'Aypersphére S qui a pour équation

Fi+yi+. . Fyi=1

et qui est une variété fermée & g— 1 dimensions.

A chaque couple de points de S correspondra ainsi un point de W et un seul
et inversement, pourvu que je convienne de regarder les deux couples de
points QQ" et Q'Q comme distincts.

Considérons maintenant les 2(g+3) combinalsons.

2

Yi+ 35, Vi3, Nisk+yes (L k=1,2,...,9),

> g_(_q;_-_?) — n variables.

égalons-les &

Zx,, Xe, ceey Epe

Nous aurons ainsi défini une variété V & 2¢ — 2 dimensions dans l'espace a
n dimensions.
; ; ; . (¢’est-a-di d les d
Quand on change y;en z;et z;en y; (¢’est-d-dire quand on permute les deux

——-—~9<9: 3) combinaisons ne changent pas.

points Q et Q'), ces

A chaque couple de points de 'hyperspheére correspond ainsi un point et un
seul de la variété V et inversement, mais & la condition de ne pas regarder
comme distincts les deux couples QQ' et Q'Q.
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Cette variété V est-elle fermée? Je vais montrer qu’elle ne 'est pas pour
q = 2 et qu’elle I'est pour ¢ > 2.
On a alors
Zy= )1~ 34, Xa== ¥151, Ty = Yo~ 32,
= Y232, Zs= Vi Sz~ Yo iy
On reconnait alors que 'on doit avoir pour que les y et les z soient réels
Zi> 42y, 23> 4o
On aurait des inégalités analogues pour g > 2; mais dans quel cas ces iné-
galités définissent-elles une véritable frontiére pour notre variété V?
Pour mieux nous en rendre comple, je vais traiter d’abord un exemple plus
simple.
Soit d’abord, dans I'espace ordinaire, le cercle
xrP-yi=1, 5=0,
i ’on convien ne conserver qu inis de ce cercle pour lesquels
Sil’ t de ne conserver que les points de ce cercle } lesquel
est positif, alors nous aurons les relations suivantes :
i yi=1, S =o0, ¥ >o,
qui définiront une variété & une dimension (qui, dans ce cas, est une demi-

circonférence).
Cette variété n’est pas fermée, elle admet deux points frontiéres :

z=:t1, y=2z=0.

Considérons, au contraire, la surface suivante :

{(4) 224 ¥yt — B2 (224 Y2+ 22 )2=x 0.

C’est la surface engendrée par la révolution d’une lemnicasie autour de son
grand axe. Elle se compose de deux nappes distinctes N, et N, ayant un point
conique commun qui est l'origine; on ne peut aller d’'une nappe & l'autre qu’en
passant par l'origine. Adjoignons alors 4 'équation (4) I'inégalité
() z>o.

Les relations (4) et (5) définissent une variété & deux dimensions qui n’est

autre chose que la nappe N;. Cette variété doit étre regardée comme fermée;
elle est homéomorphe 4 une sphére ; on ne doit pas regarder le point conique

x::y:.'-Zmo

comme un véritable point frontiere.
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En général, si une variété & p dimensions n’est pas fermée, sa frontiére sera
formée par une ou plusieurs variétés & p—1 dimensions. Si ’ensemble des
points qu'on peut soupgonner d’étre des points frontieres forme une ou plu-
sieurs variétés a moins de p—1 dimensions, c’est qu’ils ne sont pas de véri-
tables points frontiéres au point de vue qui nous occupe actuellement, el que
la variété donnée est fermée.

Or, on obtiendra ici les points qu'on peut soupgonner d’étre frontitres,
quand on supposera que les points Q et Q' se confondent, c¢’est-a-dire que

J"1=Z1, y2=22, ey yqz Zq-

On obtiendra ainsi une variété & g—1 dimensions. Ainsi la frontiére com-
plete de V n’aura que ¢—1 dimensions, tandis que V en a ag—2. V sera

donc fermée, a4 moins que

2¢g—2=(g—1)-+1 ou g = 2.

Pour mieux nous en rendre compte, comparons les deux exemples g = 2

et ¢ =3.
Soit d’abord ¢ = 2 et envisageons notre variété dans le voisinage du point
Y11= 53;1=0, Ya=Za1=1,
Y :
¢’est-a-dire du point
&y =0, Zs= 0, Zr3=2, Zy=1, Ty= 0.

Observons d’abord que, pour les valeurs peties de x, et de z,, les irois
autres variables z;, 2, et zs sont développables suivant les puissances de z; et
de 2,; il nous suffira donc d’étudier les variations de z; et de zs.

Nous voyons alors que z; et z, peuvent prendre toutes les valeurs qui
satisfont &

x} > 4 &,
Le plan des z1, # se trouve ainsi partagé en deux régions par la ligne
x} = a3,
qui est une véritable ligne frontiére.
On obtiendrait le méme résultat si 'on étudiait la variété V dans le voisinage

d’un autre point frontiere quelconque. Cette variété n’est donc pas fermée.

Soit maintenant ¢ = 3 et

Z1= Y1+ 24, Ly = Y151, Zy= Yo+ 3a, Ty = Je 3, Ty = Y1582+ YVaZ,
Zg= Y3~ B3 &y = Y323y Zg=Y123+ Y351, Zg= Y2 B3+ ¥339.
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Etudions la variéts V dans le voisinage du point Po, qui est tel que

J/1=Zi';y2=52=0’ y3=53zl’

d’oi

il

Ty = o== Ty= Tj== Xy = Ny &y == O, L= 2, ZXy=1.

Nous voyons que, dans le voisinage de ce point, zs, 1, Zs, Zy sont dévelop-
pables suivant les puissances de 1, 22, 3, 24 €l 25, de sorte qu’il suffit d’étu-
dier les variations de ces cinq dernieres variables.

Pour ne conserver que trois variables et rendre possible une représentation

géométrique, je coupe ma variélé V par la variété plane

Zy=0, X3=0,

de sorte que 'intersection sera une variété a4 deux dimensions V',

Soient s, z, et z; les coordonnées d’un point de V’; nous pourrons regarder
ces trois variables comme les coordonnées d’un point dans I'espace ordinaire
et nous aurons ainsi une représentation géométirique de la variéié V' ou plutél
de la portion de cette variété qui est voisine de P,.

On trouve alors

Yi=—2 Y= == 2y,
puisque z; ct z; sont supposés nuls et, par conséquent,

&y ==— i, 2y = — 3, Zy=-—2)1)2,
d’ou
bxaxy— 2} =
(C’est Téquation d’un céne du second degré, mais une scule nappe de ce cone

convient, parce qu'on doit avoir

&< 0, &4 < 0,

La portion du céne qui convient est ainsi séparée de celle qui ne convient
pas par le sommet qui ne saurait étre regardé comme un véritable point fron-
titre. G’est ainsi que la variété V', de méme que V, est encore fermée.

On obtiendrait un résultat analogue en étudiant V dans le voisinage d’un
autre point frontiére, ou en coupant V par d’autres variélds planes que la
variété

== o == Q.
Je n’ai voulu qu'un exemple destiné a éclaircir le raisonnement qui précede.
En résumé, la variété V est fermée si g > o et ne Uest pas si ¢ = 2.
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La variété V est-elle unilatére ou bilatere ?
Je me propose d’établir qu’elle est bilatere si ¢ est impair et qu'clle est, au

conlraire, unilatére si g est pair.

Posons
Yi=cos b, Zs = cos 0",
Ya= 8inf; cos b, Zy == sin b,
¥s= sin 6, sin 6 cos 03, 2y == sin 0 sin ', sin b,
.................... ) e ey

Ya-1=sinf sinfa ... sin 0,2 cosb,—, Zg—1 == sinb sint’, ... sinbj, s cosly_,
Yg=sinfy sinf ... sinfy o sinl,_4, sg= sint’ sinby ... sinbp—; sin O,

La position d'un point sur W est définie par les 2¢g — 2 coordonnécs
p P P q

. ' ’ ’
617 e?-: LT 6(7—11 13 2y ey =1

D’autre part, le groupe G se compose (outre la substitution identique) de
Punique substitution qui permute 0; avec 0;. Pour que la variété V soit bilatere,
il faut donc et il suffit que le déterminant fonctionnel

d (8, 6;) -
d—(m (1—1,2,-.-,9—‘1)

soit positif. Or il est égal & (—1)?-%, c’est-a-dire & -1 si ¢ est impair et & —1

si g est pair. Donc
V est bilatére si g est impair,

V est unilatére si ¢ est pair.
C. Q. F. D.

Occupons-nous maintenant de déterminer le nombre de Betti, Py_;.

Déterminons d’abord les nombres de Betti pour W.

Nous pouvons construire sur W deux variétés 4 ¢ — 1 dimensions de la
maniére suivante. On sait que tout point de W correspond & un couple de
points QQ' de 'hypersphére S. Aux couples Q, Q' ot Q, est fixe et out Q' déerit
I’hypersphére tout entiere correspondra alors une variété fermée Uy & g—1
dimensions et faisant partie de W. De méme aux couples QQo, ot Q déerit
Phypersphére entiére pendant que Q, est fixe, correspondra une variété
fermée Uy & g— 1 dimensions faisant partie de W.

Ces deux variétés seront linéairement indépendantes (au point de vue des
homologies).

Considérons, en effet, I'intégrale d’ordre ¢ —1

J = f sin7—30, sin7—36 ... sinB,_s sin 0, a0, dis ... B,

H. P. — VI 34
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el soit J' Vintégrale d’ordre ¢ — 1 obtenue en remplacant dans J les 0; par les 0,
Envisageons ensuite I'intégrale
J o),
oll A est un nombre incommensurable.
Nous connaissons les z en fonclion des 0 et des 0'; réciproquement, nous
pouvons calculer les 0 et les O en fonctions des x cl cela de telle sorte que

I'intégrale J - AJ' prenne la forme

f ZX 3, |
X dtant une fonction entiere par rapport aux z, ct 8 le produit de ¢ —1 diffé-
rentielles dz;.

J’observe, en outre, que I'intégrale J + 1) est nulle quand elle est étendue &
une variété fermée infiniment petite faisant partie de W.

Etendue & U,, elle est égale & & (surface de 'hypersphere S) : étendue a Uy,
elle est égale & Xe; et comme il n’y a aucune relation linéaire entre o et As,
c'est que Uy et U, sont linéairement indépendantes.

Le nombre de Betti P,_; est donc au moins égal a 3.

Pour aller plus loin, considérons la variété W' oblenue cn supprimant dans
W tous les points des deux variétés U, et Usp; je me propose d’établir que W'
est simplement connexe.

Considérons, de méme, la variété S’/ obtenue en supprimant, dans ’hyper-
sphére 8, le point Q. A tout couple de points QQ’ de la variété S’ correspon-
dra un point de W' et réciproquement.

Mais S' est homéomorphe au domaine D,

N+ N34 g < 1,
faisant partie de I'espace 4 ¢ — 1 dimensions, ot les coordonnées sont désignées
par N1y Yy oo oy Ngi.
C’est ainsi que la surface d’une sphére ordinaire, quand on supprime un
point, devient homéomorphe a la surface d’un cercle.
A chaque couple de points du domaine D correspondra un point de W', d’ont
il suit que W' est homéomorphe au domaine A défini par les inégalités
i+~ .l <1,
G+ 8+l <1
et situé dans Pespace 4 29— 2 dimensions, ou les coordonnées sont désignées
Par ni et K{'



ANALYSIS SITUS. 267

Or le domaine \ est simplement connéxe parce qu’il est convexe. Soit, en
effet, v une variété fermée d’un nombre quelconque de dimensions et faisant
partie de A; je dis qu’on peut, en la déformant d’une maniére continue, la
réduire 4 un point sans qu’elle sorte de A. Construisons une variété ¢' en mul-
tipliant par un facteur positif & plus petit que 1 les coordonnées de tous les
poinis de ¢ (la variéié o' sera homothéiique a ¢, le centre d’homothétie étant
Porigine, et le rapport d’homothétie étant égal & k). La variété ¢’ sera loul
cutiere & I'intérieur de A et, quand & décroiira de 1 & o, clle coincidera d’abord
avec ¢ et finira par se réduire & un point. ¢. Q. F. D.

Donc A et, par conséquent, W' sont simplement connexes. Déterminons
maintenant les nombres de Betti pour W et d’abord le nombre P, ott 2 << g—1,
Considérons donc une variété fermée 2 2 dimensions contenue dans W cette
variété qu’elle rencontre ou non U, et U,, peul toujours étre regardée comme
homologue 4 une variété fermée & % dimensions, ne rencontrant ni Uy ni Us;
celle-ci sera homologue & zéro dans W' (puisque W' est simplement connexe)
et a fortiori dans W. '

Ainsi P est égal a 1.

Comme, d’autre part, les nombres de Betti également distants des extrémes
sont égaux, P, sera encore égal & 1 si /2 est plus grand que ¢g— 1.

Il reste 4 déterminer P,_,. _

Considérons une variété fermée ¢ & ¢ — 1 dimensions, faisant partie de W.

Sielle ne rencontre ni Uy, ni U,, elle sera homologue a zéro; cn effet, elle fait
partie de W' et, par conséquent, sera homologue & zéro par rapport & W' et,
@ fortiors par rapport & W,

Supposons qu’elle rencontre U; et Us.

Les points de W, qui correspondront au couple Q; Q', ot Q, est fixe et oit Q'
décrit Phypersphére entitre, formeront une variété U, qui sera homologue
a U,. Par tout point de W passe une variété U et une seule.

Les points de W qui correspondent au couple QQ», ot Q, est fixe et ot Q
décrit Phypersphére entidre formeront une variété U, qui sera homologue & U,.

Par tout point de W passe une variété U, et une seule.

Deux variétés U, et U, ont un point commun et un seul (& savoir le point
qui correspond au couple Q; Qs). Au contraire, deux variétés U, (ou deux
variétés U,) ne se rencontrent pas.

Cela posé, revenons & la variété ¢ et supposons, pour fixer les idées, qu’elle
coupe U, en deux points M’ et M et Us en un point N'. Par le point M’ je puis
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faire passer une variété U, ; par le point M" une variété analogue U, ; par le
point N’ une variété U’ .

Je puis ensuite, en déformant infiniment peu la variété ¢, m’arranger pour
qu'elle ne coupe toujours U, et Us qu'aux points M/, M" et N, et pour
quelle admette autour de M' une petite partic commune %, avec Uj; autour
de N’ une petite partie commune u; avec U,. '

Alors ensemble des variétés

Uy —u)y, Us—uh, Us—uh, —v -+ u)+ uh-+ ul,

formera une variété fermée, qui ne rencontrera ni Uy, ni U,, et qui sera, par
conséquent, homologue & zéro; on aura donc
U4 — )y + Uy — uhy 4+ U — uf ~ v — 1) — uy — us,
d’ot
o~ Uy+ U+ Ui~ Uy +2Us.

Il pourrait aussi se faire que, par exemple, le nombre que nous avons appelé
plus haut S(M) n’ait pas la méme valeur pour le point M’ considéré comme
point d’intersection de v et de Uy, ou pour le point M’ considéré comme point
d’intersection de U, et de U;. Dans ce cas, il faudrait remplacer U, par la

variété opposée et Pon aura
o~ Uy — U+ U~ Uyl

Dans tous les cas, ¢, Uy et Us ne seront pas linéairement indépendants et

I'on aura
P(’__J]_ —_— 3.

Déterminons enfin les nombres de Betti pour V.

Aux couples QQ' et Q'Q correspondent un seul et méme point de V;ilen
résulte qu’a U, eta Us correspond dans V une seule et méme variété, de sorte
que je puis écrire

U1 ~ Ug.

D’autre part, l'intégrale J 4 J/, étendue a cette variélé, n’est pas nulle; ce

qui montre que 'on n’a pas
U:[ ~ 0.

Le nombre P,_, est donc au moins égal 4 2.

A toute variété fermée v, faisant partie de V, correspondra une variéié e
faisant partie de W; mais deux cas peuvent se présenter ; nous savons qu’a
chaque point de V correspondent deux points de W; et je pourrai dire, pour
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abréger le langage, que ces deux points sont symétrigues, puisqu’on passe de
I'un & P'autre en permutant les y; avee les z;.

Nous construirons w en prenant pour chaque point de ¢ un des deux points
qui lui correspondent dans ¢v; il pourra se faire alors ou bien que w soit fermé
ou bien que ¢ ne soit pas fermé, mais que sa frontiere se compose de parties
symétriques deux & deux.

Considérons d’abord le cas ot w est fermé.

Si le nombre des dimensions est différent de ¢ —1, & (et, par conséquent, ¢)
pourra, par déformation continue, so réduire & uu point et I'on aura

P~ 0.

Si le nombre des dimensions est égal 4 ¢ — 1, on aura, par rapport 8 W,

we mU;+ nU,,

m et 1 étant des enliers; mais par rapport 2 V, U, esl homologue a U,.
On aura done, par rapport 4 V,

v ~(m+ n)Up.

Considérons maintenantle cas ou w n’est pas fermé. Nous admettrons que le
nombre des dimensions est inférieur ou égal 4 g — 1; le cas ol ce nombre serait
supérieur & ¢—1 s’y rameéne aisément, puisque les nombres de Betti sont
égaux deux a deux. La frontiere f de w aura alors moins de ¢ —1 dimensions.

Soit H la variété a ¢ —1 dimensions, faisant partie de W, qui se compose
des points qui sont leur propre symétrique, ¢’est-d-dire des points

Yi= 32

La frontiére f peut se déformer d’une manigre continue, sans que ses points
cessent d’8tre symétriques deux i deux, et de telle sorte qu'a la fin de la défor-
mation la frontitre déformée fasse partie de H.

Donc w peut se déformer d’une manidre continue, sans cesser de corres-
pondre & une variété ¢ fermée, et de telle sorle qu'a la fin de la déformation la
variété sv déformée soit fermée.

Donc ¢ est toujours homologue & une variété ¢ correspondant 4 une variété
fermée.

Donc, on a, suivant les cas,

© ~ 0, g ~v(m—+ n)U;.

Donec tous les nombres de Betti de V sont égaux a 1, sauf P,y qui est égal

Y

a 2.
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De 1a deux conséquences :

1° Soit ¢ impair, V sera bilatére; d’ou il suit que, pour une variélé bilatére
a 4k dimensions, le nombre P.; n’est pas forcémeut impair.

2° Si ¢ est pair, V sera unilatére; d’ol 1l suit que, pour une variété unilatere
a 4k 4+ 2 dimensions, le nombre Pj;,y n'est pas forcément impair, ainsi que

cela aurail eu lieu pour une variété bilatére.

Javais annoncé ces résultats a la fin du numéro 9.

§ 16. Théoréme d'Euler.

On connait le théoréme d’Euler, d’apreés lequel, si S, A et I sont le nombre
des sommels, des arétes et des faces d’un polyédre convexe, on doit avoir

Ce théoréme a é1é généralisé par M. Pamiral de Jonquigres, pour le cas des
polyédres non convexes. Si un polyédre forme unc variélé fermée & deux

dimensions, dont le nombre de Betti est Py, on aura

S-—A+F=3—-P1.

Le fait que les faces sont planes n’a évidemment aucune importance, le
théoréme s'applique également aux polyedres curvilignes; il s’applique encore
4 la subdivision d’une surface fermée quelconque en régions simplement
connexes; ces régions correspondent alors aux faces du polyedre ; les lignes,
qui servent de frontiére & deux de ces régions, correspondent aux arétes, et les
extrémités de ces lignes aux sommets.

Je me propose de généraliser ces résultats pour un espace quelconque.

Soit donc V une vari¢té fermée a p dimensions. Subdivisons-la en un certain
nombre de variétés v, & p dimensions; ces variétés ¢, ne seront pas fermées et
leurs frontidres seront formées par un certain nombre de variétés ¢,_; &
p—1 dimensions; les frontieres des v,_4 seront formées i leur tour par un
certain nombre de variétés ¢,_, 4 p — 2 dimensions, et ainsi de suite; j’arriverai
ensuite & un certain nombre de variétés ¢; 4 une dimension, qui auront pour
frontieres un certain nombre de points isolés ou de variéiés a zéro dimension
que jappellerai . .

La variété V peut avoir des nombres de Betti quelconques, mais je suppose
expressément que les variétés o, vp_, - . ., ¢4 sont simplement connexes.
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J'appellerai o, a4, ..., 25 6t a4 le nombre des v, des ¢,_4, ..., des vy el
et des ¢o.

La figure formée par toutes ces variétés pourra s’appeler un polyédre; car
Panalogie avec les polyedres ordinaires est évidente. Un poly&dre ordinaire est,
en effet, une variété fermée V a deux dimensions, qui est subdivisée en un cer-
tain nombre de variétés ¢y, qui sont les faces. Les faces ont pour frontiéres un
certain nombre de variétés ¢,, qui sont les arétes et qui admettent & leur tour
pour frontieres un certain nombre de variétés vo appelées sommets.

Je me propose de calculer le nombre

N = Op == Gp—y =4 dp—a—. .. TF & & qp.

Jintroduirai ici quelques dénominations nouvelles, pent-étre mal justifiées,
mais commodes.

Si deux polyedres sont obtenus en subdivisant de deux maniéres différentes
une variété V, je dirai qu’ils sont congruents.

Soit maintenant le polyedre P formé par la variété V, par les régions ¢, et
par leurs frontidres successives ¢p_q, ..., ¢4, ¢g.

Subdivisons les v, en régions plus petites v;,; les frontiéres complétes des °,
se composeront d'un certain nombre de régions nouvelles ¢, _, et, en outre, des
régions 0;,_1 obtenues en subdivisant les v, _4; les frontiéres completes des Vet
et des ¢, , se composeront d’un certain nombre de régions nouvelles ¢, _, et,
en outre, de régions ¢, , obtenues en subdivisant les ¢,_,, et ainsi de suite;
nous arriverons enfin aux ¢, et aux ¢, dont les frontidres eompletes se compo-
seront d’un certain nombre de points nouveaux ¢ et, en oulre des points vq.

Soit P’ le polyedre formé par I'ensemble des régions ¢}, ¢, ,, ¢}, ¢, 4

,II
f p—27

Je dirai alors que le polyédre P’ est dérivé du polyedre P.
J’éclairciral cette définition par un exemple emprunté i la Géométrie ordi-
naire. Considérons un tétragdre régulier T. Dans chacune des faces, je joins

chaque sommet au milien du coté opposé. Chaque face se trouvera ainsi

4 I i
Y Ul’ pl’ ‘)0, Uo-

décomposée en six triangles; en tout vingt-quatre triangles. Le polyzdre &
vingt-quatre faces ainsi obtenu sera dérivé de T.

Soient maintenant P et P’ deux polyddres congruents, c’est-d-dire obtenus
par deux modes de décomposition différents d’une méme variéié V'; il existera
toujours un polyedre P” qui sera dérivé 4 la fois de P et de P’ et qu'on obtien-
dra en combinant les deux modes de décomposition ; de telle facon que, si
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nous appelons vy, v, et ¢, les subdivisions de V dans les trois modes de décom-
position qui correspondent aux trois polyédres P, P’ et P’, la condition néces-
saire et suffisante pour que deux points appartiennent 4 la fois 4 la méme
région ¢, c’est qu'ils appartiennent 4 la fois & la méme région v, et & la méme
région ¢,.

Je me propose d’établir que le nombre N est le méme pour deux polyddres
congruents et, comme nous venons de voir que deux polyédres congruents ont

toujours un dérivé commun, il nous suffira de montrer que le nombre N est le

méme pour un polyddre et pour tous ses dérivés.

Si, dans le polyedre P, nous envisageons une des régions ¢,_s, elle appar-
tiendra toujours 4 deux régions ¢, el & deux seulement qu’elle séparera I'une
de Pautre. Au contraire, une région ¢,_, appartiendra, en général, a plus de
deux régions v, et & plus de deuxrégions v,_,. Clest ainsi que dans les polyddres
ordinaires, une aréte sépare toujours deux faces I'une de Tautre, tandis qu’un
sommet appartient, en général, 4 plus de deux faces et & plus de deux arétes.

Nous n’excluons pas toutefois le cas ot une région ¢,_, appartiendrait & deux
régions ¢,_4 seulement. Ainsi pour un polyédre ordinaire, nous n’exclurions
pas le cas ot le milieu d'une aréle serait regardé comme un sommet et ot celte
aréte serait, par conséquent, regardée comme formée de deux arétes juxtaposées.

Les régions vp_s, qui n’appartiendraient ainsi qu’a deux régions ¢,_4, seront
dites singuliéres. Soit donc ¢,_, une région singulidre appartenant a deux

régions vp_y que j'appelle ¢, _, et ¢, .. Il est clair que ¢,—1 séparera 'une de

"

I'autre les deux mémes régions v, qui sont séparées par ¢,_, ; de sorte que op_,
n’appartiendra aussi qu'a deux régions v, seulement.

De méme, je dirai que la variété v, est singuliére, si elle n’appartient qu’a
deux variétés ¢,y ; et dans ce cas les deux vg.4, auxquelles v, appartiendra,
appartiendront aux mémes 94,1, aUX MEMES Vgig, ..., AUX mémes ¢p; de telle
fagon que la suppression de v, et ’annexion mutuelle des deux ¢4 4 ne changera
rien aux ¢g.is, &UX Pgig, ..., AUX ¢p.

Soit maintenant une variété v,; a celte variété appartiendront un ceriain
nombre de variétés ¢;_;; si I'une d’elles est singulidre, je dirai que la variété o,
est irréguliére; elle sera régulidre dans le cas contraire.

Considérons donc le polyedre P avec les régions vp, ¢5_4, ... et le polyedre
dérivé P’ avec les régions ¢/, ¢,_,, .... Cherchons & remonter du polyedre P’
au polyédre P. Soient deux régions v, que jappellerai « et B; je suppose
qu’elles soient séparées l'une de I'autre par une région ¢,_, que j'appellerai y;
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qu’elles soient, par conséquent, contigués et qu’elles fassent partie d’'une méme
région ¢,. (Comme « et § font partie d’'une méme région ¢, la région y n’est
pas une subdivision de I'une des régions ¢,_, qui séparent les régions v, les
unes des autres; cette région y est donc une de celles que j'avais appelées ¢,_,
dans la définition des polyédres dérivés ; mais ici je ne fais plus cette distinc~
tion et je désigne les variétés que j’avais appelées alors ¢)_, aussi bien que
celles que j’avais appelées alors ¢,_, par la méme notation ¢,_,).

Cela posé, supprimons la région y, qui sert de frontidre a « et & B8, et
annexons la région e 4 la région B. Nous aurons ainsi supprimé une région v,

:

r - -« - ’ , - -
et une région ¢, ;. D’autre part, hous n’aurons supprim¢é aucune région ¢, _, st
r

la région v est réguliére; si, en effet, aucune des régions ¢,_, n'esi singuligre,

7

chacune d’elles appartiendra au moins a trois régions ¢,_, et, aprés la suppres-
sion de v, elle appartiendra encore au moins 4 deux régions ¢,_,. De méme,
toute région ¢, (ol g<p— 2) faisant partie de y appartiendra au moins &
trois régions ¢,_,, et, aprés la suppression de v, elle appartiendra encore au
moins & deux régions ¢,_,. La suppression de y ne supprime donc aucune des

régions ¢ ; elle ne change donc pas la valeur du nombre N.

Si, au contraire, la région v est irrégulidre, nous n’avons plus le droit de la
supprimer, car il existera alors une région v,_, qui appartiendra seulement a vy
et d une autre région ¢,_, ; aprés la suppression de v, elle n’appartiendrait plus
qu'd une seule région ¢),_,, ce qui est inadmissible.

Que faudra-t-il faire alors ? La région y sépare deux régions v, que j’ai appe-
lées a et ; mais elle ne constitue pas 2 elle seule la frontidre entre x et 3; en
effet, comme v estirrégulire, il existera une région ¢,_, singuliére que j’appel-
lerai & et quiappartiendra a y et & une autre région ¢, , que j’appellerai y'.
Cette région y/, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, sépare les mémes
régions que ¥, c’est-d-dire « et §.

Si la région & est réguliére, nous pourrons la supprimer et annexer yay'. La
région y -y séparera alors « de 3. Nous aurons ainsi diminué ap_s et &, .
d’une unité, tandis que les autres nombres «; n’auront pas changé. N n’aura
donc pas changé non plus.

Si 4§ est irrégulitre, il y aura une région ¢,_, singulidre que j'appellerai ¢ et
qui la séparera d’une autre région &'; nous supprimerons ¢ et annexerons d & ',
et ainsi de suite.

Nous pourrons ainsi supprimer une région ¢,, qui sépare l'une de l'autre

H. P. — VL 35
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deux régions ¢, , et annexer ces deux régions v, l'une a 'autre, mais a deux

conditions :
1° Si g est plus petit que p-—1, il faut que la région ¢, soit singulidre;

2° Et, dans tous les cas, il faut qu’elle soit régulitre.

Cela posé, voici dans quel ordre nous ferons les opérations :

Je veux remonter du polyedre P’ au polytdre P. Je puis sans inconvénient
supposer que le polytdre P n’admet pas de région singuliere, mais le polytdre I’
et les polyedres intermédiaires en admeltront. ’

Par une série de suppressions et d’annexions successives, nous remonterons

de P’ a P en passanl par unc série de polyédres intermédiaires que j'appelleral

r
Pn= P ) .P;l, Pg, ey Pm....“ Pm_.

Comment passerons-nous du polytdre P; au polyddre Ppy ?

Si dans P; il y a des ¢ singuliers, j'en supprimerai un. §’il n'y en a pas,
tous les ¢; seront réguliers; s’il y a des ¢} singuliers, j’en supprimerai un.

S’il n’y a pas de ¢, singulier, tous les ¢, seront réguliers; s’il y a des ¢, sin-
guliers, J’en supprimerai un.

Et ainsi de suite.

Si enfin il n’y a pas de ¢, , singulier, tous les ¢, , seront réguliers
et I'on aura le droit de supprimer un quelconque d’entre eux; si 'une des

régions ¢, est subdivisée en plusieurs régions ¢, je choisirai deux de ces

’

régions ¢, qui seront contiguds et séparées 'une de I'autre par une région ¢,_,,

quisera leur frontiére commune; je les annexerai I'une & autre en supprimant
cetle fronti¢re commune.

Aucune de ces opérations ne peut altérer le nombre N.

On ne sera arrété que quand il n’y aura plus de région singuliére el que,
d’autre parl, aucune des régions v, ne sera plus subdivisée en plusieurs
régions ¢,. Mais alors on sera arrivé au poly&dre P. '

Aucune de ces opérations ne peut aliérer le nombre N.

Ce nombre a donc la méme valeur pour P et pour P'. ¢. Q. F. D.

Cette démonstration pourrait donner lieu A certaines objections, car on
pourrait se demander si, dans ceite série d’'opérations, toutles les régions
resteront simplement connexes; mais, avant de modifier notre démonstra-

LY

tion de fagon 4 mc mettre & l'abri de ces objections, je veux déterminer
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quelle doit étre la valeur du nombre N pour un polyddre simplement
connexe.

Si notre théoréme est vrai, le nombre N doit avoir la méme valeur
pour deux polyddres obtenus en subdivisant deux variétés homéomorphes;
il a donc méme valeur pour deux polyedres simplement connexes quel-
conques.

Il nous suffira donc de faire cette détermination pour un polyédre simplement
connexe arbitrairement choisi.

Je choisirai le tétraddre généralisé.

Jappelle ainsi le polyédre formé par la frontiere compléte du domaine

Zy1 > 0, T3> 0, ceay Zp> 0,
ZTp+i > 0, &yt L2 oo+ Zp+ Zp1 < O
On a alors
ap=p-+2 ap_l:_(]?-"-l)‘)(}?-'-'l)’ rry
_ (p+2)! _(p+10)(p+2) _
MG ale=—gl 7T 2 Ro=PE R

c'est-a-dire que les nombres a, sont égaux aux coefficients du binome.
On aura donc

(1I—npPi=1—oap+apg—...2EoyFapE1=1— N1

On doit prendre devant le dernier terme le signe - si p est pair, et le
signe — si p est impair. '

On aura donc N= 2 si p est pair, N = o si p est impair.

Je serais arrivé au méme résultat en choisissant le cube généralisé. Jappelle

ainsi le polyedre formé par la frontigre compléte du domaine

—r<< ;<1 (i=1,2, ..., p+1I)h

On a alors

plp +1) _ (p+1)

= == 22—l =up—p+1

% =2(p +1), “p—t 2 ’ % g+ (p—a)! !

oy == 2P (p +1), wg = 271,
d’ou

(A2 =1—apdpy—.. ey ag=1—N,
d’ott
N=1—(—1)rH,

c’est-a-dire

N =2 si p est pair,
N=o0 sip est impair.



276 ANALYSIS SITUS.

Ainsi, pour un polyédre simplement connexe, le nombre N est égal 4 2 5i p
est pair et & o si p est impair.

Cela posé, pour établir notre théoréme d’une fagon compléte et rigoureuse,
je vais supposer qu'il soit vrai pour les variétés de moins dg p dimensions.

Considérons donc notre polyédre P et une région ¢, 4 ¢ dimensions appar-
tenant a ce polyddre. Cette région ¢, fera partie d'un certain nombre de
régions ¢,_;, d’un certain nombre de régions v;_s, ..., d’'un certain nombre
de régions ¢,. L’ensemble de toutes ces régions formera ce que j'appellerai
Paster de oq.

Je désigneral par v, le nombre des régions ¢, (% >¢) qui font ainsi partie
de laster de ¢,.

Soit (22, 2%, ..., z,) un point de ¢4; considérons 'hypersphere S qui a
pour équation

(21— 200+ (@1— 2P oo (B DY =

e 6tant trés petit.
Soit I la variélé plane définie par les ¢ équations

Allz)— z2}) + A} (2e—2d) +...+ Al (z,—2]) =0

(i=I,2, seey 9)7

ou les Af sont des constantes quelconques.

L'intersection de S, I et V sera une variété 4 p —¢ —1 dimensions que
j'appellerai W et qui sera simplement connexe. Les intersections de S et I
avec les diverses régions qui forment I'aster de ¢, formeront par leur ensemble
un polyédre da a la subdivision de W et qui sera simplement connexe.

Pour ce polyddre, le nombre ;. sera égal & yaigi1; comme il a moins de
p dimensions, notre théoréme lui sera applicable, de sorte que nous pourrons
écrire

(A) Y= Yp—tte - FETgaF Ygu=2 ou o

suivant que p— ¢ sera pair ou impair.

Définissons maintenant un polyedre Q qui sera formé par une opération que
'on pourra appeler un quadrillage.

Soit .V une variété & p dimensions située dans l'espace & n dimensions.
Construisons une infinit¢ de variétés planes définies par les équations

(B) | &= ar1,

(T=1,2 ..., k=— 00, ..., — 1,0, I, =2, ..., + o).
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Ces varistés planes décomposeront Pespace en une infinité de domaines D,
assimilables 4 des parallélépipodes rectangles. Les frontitres des D, seront
formées par un certain nombre de domaines D,-: @ n— 1 dimensions faisant
partie des diverses variétds planes z,= a,.; et également assimilables & des
parallélépipédes rectangles. Les frontitres des D, ; seront formées par un
certain nombre de domaines D,_, assimilables 4 des parallélépipedes rectangles
dans 'espace & »— 2 dimensions, et ainsi de suite.

Alors le polyadre Q sera défini de la fagon suivante : les régions vp seront
formées par les intersections de V avec les domaines D,, les régions v,_, par
les intersections de V avec les domaines D,_;, et ainsi de suite; enfin, les
régions ¢, par les intersections de V avec les domaines D ,_,.

I résulte de cette définition que le polytdre Q n’admet pas de région
singuliére.

Je considérerai, en outre, un polyddre P quelconque congruent a Q, et un
polyédre P’ dérivé a la fois de P et de Q.

Je vais remonter, d'une part, de P’ & P ct, d’autre part, de P’a Q, et
Jétablirai que, dans ces deux opérations, le nombre N n'a pes changé.

Remontons d’abord de P’ & P.

Soit ;= @ une des variétés planes définies par Péquation (B). Classons les
régions ¢, d'un nombre quelconque de dimensions qui composent le polyédre P’
en quatre sortes.

Celles de la premiere sorte sont celles qui font partie de la variété

Zi= Cl.

Celles de la deuxizme sorte sont celles qui admettent des points tels que

1= a—+ &

¢ étant positif et trés petit.
Celles de la troisiéme sorte sont celles qui admettent des points tels que

A T

Toutes les autres sont de la quatridme sorte.

g ™
Soient oy, d;,

ment de la premitre, de la deuxiéme et de la troisizme sorte.

d, le nombre des variétés 4 ¢ dimensions qui sont respective-

Toute variéts de la deuxidme sorte sera contigug A une variété de la troisidme
sorte et leur frontidre commune sera une variété de la premidre sorte qui



278 ANALYSIS SITUS.

aura une dimension de moins. Les variétés des trois premiéres sortes se

correspondent donc chacune & chacuue et 'on a

o~

8,’«, = O’,’] = aq.—j .

11 est clair, d’ailleurs, que

h

gy =28f=208p=o0.

Si dans ensemble des variétés planes (B) qui constituent le quadrillage et
qui ont donné naissance aux polyedres Q et P/, on avait supprimé la variéié
z;=a, on aurait obtenu deux polytdres Q, et P}, plus simples que les
premiers. Comparons P; 4 P'.

Quand on supprime la variéié plane z;= a, on supprime les variétés de la
premiére sorte et I'on anneze chaque variété de la troisidme sorte & la variété
correspondante de la deuxidme sorte. Donc en passant de P’ & P, le nombre «,
diminue de

3 - 8y == 8y 4 Bg—1-
En particulier, les nombres «, et oy diminuent de 8, et 8,. Il résulte de la

que le nombre N diminue de
ap-—-i'_ (Bp-—i + 3p~2) +(8,,_-_,+ 3p.-:;) —.. .—l_~(81+ 30) F o= 0.

Donc N ne change pas. Ainsi, en supprimaut la variété z;=a, on ne
change pas N, mais, en supprimant de la sorte toutes les variétés planes
définies par (B), on remontera au polyédre P. Le nombre N est donc le méme
pour P’ et pour P.

Remontons maintenant de P’ 4 Q.

Soient &y, Wty ..., 94, wo les variétés dont l'ensemble constitue le
polyédre Q; soient, de méme, v, Voors - os ¥, ¢ los variétés dont I'ensemble
constitue le polyedre P'.

Nous répartirons les variétés ¢, en p + 1 classes.

Celles de la premitre classe seront celles qui feront partie d’une des régions
wp sans faire partie d’une des régions w,—,. Le polyddre P’ étant dérivé de Q,
nous rangerons dans cette premidre classe toutes les variétés ¢, (qui sont toutes
des subdivisions des w,); celles des variétés ¢,_,, qui séparent I'une de l'autre
deux variétés ¢, faisant partie d’une méme région w,; et leurs intersections.

Celles de la deuxidme classe seront celles qui feront partie d'une des régions
wp—4 sans faire partie d'une des régions w,_s.

Celles de la troisidme classe seront celles qui feront partie d'une des régions
Wp—3, sans faire partie d’'une des régions w,—s, etc.
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Celles de la p'™° classe seront celles qui feront partie d’une des régions w;,
sans étre un des points .

Enfin, la (p -+ 1) classe comprendra les points .

Pour remonter de P’ & Q, voici ce que je vais faire : je commencerai par
supprimer toutes les variétés de la premiere classe qui ont moins de p dimen-
sions, ce qui a pour effet de réunir en une seule, par annexion, toutes les
régions ¢,, qui sont lés subdivisions d’une mémie région w,.

Je dis que cette opération n’altére pas le nombre N.

En effet, je puis supposer que les mailles du quadrillage qui a donné
naissance 2 Q sont assez serrées, pour qu'a I'intérieur d'une de ces mailles D,
c’est-d~dire 4 I'intérieur d’unc des régions @2, on ne puisse lrouver des points
appartenant & deux variétés diflérentes ¢,—y, sauf dans le cas ou 'on y trouve
des points appartenant & lintersection de ces deux variélés. (Je désigne
toujours par ¢, les variéiés dont lensemble forme P.) Plus généralement, je
puis supposer qu'on ne peut pas trouver dans une région ), des points appar-
lenant & plusieurs variétés v, (g << p). & moius qu'on n’y puisse lrouver des
points appartenant a I'intersection de ces diverses variétés.

Dans unc région w,, nous pourrons donc avoir des points d’une région ¢, et
de toutes les régions ¢, (k> ¢), qui font partie de son aster.

Mais nous ne pouvons avoir des points de deux régions ¢4, ou des points
de ¢4 et d’une région ¢; (ki > ¢) ne faisant partie de I'aster de v, sans avoir,
en outre, des points d’une région voy_.

Si alors je suppose que ¢ est la plus petite valeur que I'on puisse donner au
nombre des dimensions d’une région ¢,, pour que cette région ait des points 4
Pintérieur de w,, si je suppose cela, dis-je, nous n’aurons dans v, que des
points d’une seule région ¢, et de son aster.

Considérons alors une région ¢w,, contenant des points de ¢, et des régions
de laster de ¢,. Soient

Yg+15 Tg+2y ooy T

les nombres que nous avons définis plus haut en définissant l'aster.
11 en résulte qu’a I'intérienr de s, nous aurons

1 région ¢, de la premiére classe,
Y1 P Vst »

Vg2 P Ppge »
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En sapprimant les régions de la premidre classe de moins de p dimensions
et en annexant les unes aux autres les v, régions ¢, dont I'ensemble conslitue
wp, nous diminuons o, de 1,—1, p—y dC Yp—t1s « .. Fgas, de g, %4 de 1.
Donc, en vertu de Péquation (A), le nombre N ne change pas.

Cela fait, nous supprimerons toutes les variéiés de la deuxidme classe de
moins de p —1 dimensions, en annexant les unes aux autres toutes les variétés
v,_, de la deuxiéme classe, qui font partic d’une méme région wp—;. Ensuite,
nous supprimerons toutes les variétés de la troisitme classe de moins de
p— 2 dimensions, en annexant les unes aux autres toutes les variétés ¢,_, qui
font partie d'une méme région w,—,; et ainsi de suile.

Nous arriverons enfin au polyddre Q.

On montrerait de la méme manidre que plus haut qu’aucune de ces opéra-
tions n’altére le nombre N.

Le nombre F est donc le méme pour P’ et Q; il est donc aussi le méme pour

P et Q et, par conséquent, pour deux polyédres congruents quelconques.
¢. Q. F. D.

§ 17. Cas ol p est impair.

Je vais définir & I'égard d’un polyédre quelconque P de nouveaux nombres
remarquables que j’appellerai B-M,,

Soit d’abord ? > i; je considérerai toutes les variéiés ¢p; pour chacune
d’elles, j’envisagerai le nombre des variétés ¢, qui en font partie; je feraila
somme de tous ces nombres relativement aux diverses vaaiétés ¢y et ce sera
cette somme que j’'appellerai B; .

Comme les variétés ¢y sont toutes par hypothéses simplement connexes, on

aura
faa—t— Bra—a+...EHaF ho=22 ouo,

selon que X sera impair ou pair.

Soit maintenant X < u; je considérerai toutes les variétés ¢;; pour chacune
d’elles, j’envisagerai le nombre des variétés p,, dont elle fait partie (c’est-
&-dire le nombre v, relatif & Paster de ¢,); je ferai la somme de tous ces
nombres relatifs aux diverses variétés ¢ et ce sera cette somme que

j'appellerai 8, ..
En vertu de I'équation (A) du paragraphe précédent, on aura

Brp—Bap—1+.. . EBare F Bom=2%, ou o,

selon que p — A sera Impair ou pair,
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Il résulte de cette définition que
S)\-U-= tgp--).

Cela posé, formons le tableau suivant

+Bop~1; —Bpp—2s  +Bpp R X F Bp.os
+[3p——1.p——‘.>.; —~ Bp—t.p—ay eery T Bp—ta, £ Bp—1.0,
.......... ) eeereeaneay by aaseareay eeeaeany
.......... , I reeeeeees eeearenny

........ 3 eseasany

~+32.1, — Ba.0,

+ﬁ1.o-

On voit que, dans chaque ligne et dans chaque colonne, chaque terme est
affecté alternativement du signe +- et du signe —, de telle facon que B3;., est
affecté du signe +, sid — p est impair et du signe — dans le cas contraire.

Faisons la somme des termes de ce tableau; cette somme peut s’effectuer de
deux manidres : en sommant d’abord les lignes et en sommant d’abord les
colonnes.

La somme des termes des diverses lignes du tableau est, en commencant par

le haut,
2&,;, 0, 2&p—z, O, ..., a3, 0, 20,
s1 p est impair, et

0, 208p-1, O, 2853, ..., 203, 0, 200

si p est pair. La somme des termes du tableau est donc

20~ 20 . o= 20,
si p est impair. et
%0tg - 203 =+« . .~ 20 p
si p est pair.
La somme des termes des diverses colonnes du tableau est, en commencant

par la gauche,
2¢p—y, O, 28p_3, O, ..., 2z, O, 20
si p est impair, et
20p—1, O, 20p.3, O, ..., 0, 205 O
si p est pair.
La somme des termes du tableau est donc
20+ 2+, .. 28 pg
si p est impair, et
28y~ 203+ .. H 2% po
si p est pair.
H. P. — VI, 36
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En égalant les deux expressions de cette somme, on obtiendra une identité,
si p est pair, el 'équation
N=o
si p est impair.

D’ou cette conséquence :

Le nombre N est nul et indépendant des nombres de Betti si p est impair; il

dépend, an contraire, des nombres de Betli si p est pair.

§ 18. Deuxiéme démonstration.

%

La deuxi¢me démonstration va nous apprendre comment il en dépend.

Pour bien la faire comprendre, je vais d’abord 'exposer pour les polyzdres
ordinaires avec o, sommects, o, arétes et a4 faces.

A chacun des « sommels, je fais correspondre un nombre arbitraire; a
chacune des «, arétes, je fais correspondre un nombre § égal & la différence des
nombres correspondant & ses deux sommets.

Nous aurons ainsi a; différences d; mais elles ne pourront pas toutes étre
choisies arbitrairement; en effet, clles seront délerminées, quand on connaitra
les «¢ nombres affectés aux divers sommets ¢t méme quand on connaitra les
exceés de z,—1 de ces nombres sur le dernier. Il y aura'donc en tout ag— 1
différences 8, qui pourront étre choisies arbitrairement.

I1 doit donc y avoir entre les différences &

Qy—cp—+1
relations linéaires.

Tl est clair que 'on pourra oblenir toutes ces relations linéaires de la
maniére suivante : Considérons une suite d’arétes formant un contour fermé;
la somme algébrique des différences d relatives aux diverses arétes de cetle
suite devra étre nulle.

Cherchons donc 4 construire des contours fermés formés d’arétes.

Nous avons d’abord les contours polygonaux de chaque face; ils sont au
nombre de a,. '

Si ensuite le polyedre n’est pas simplement connexe, nous pourrons tracer a
sa surface P;—1 contours fermés linéairement indépendants au sens donné a
ce mot dans le paragraphe sur les homologies. Soit G 1'un de ces contours, il
traversera successivement différentds faces; solent @y a., Q@acty, ..., Gnoy Gy,
an a4 les arcs de ce contour, qui sont dans chacune de ces faces.
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Prenons le premier de ces arcs ¢, . et F la face correspondante.
Le point a; et le point @, sont sur le périmetre de cette face; nous pouvons
alors aller de @; en @, en suivant ce périmetre par un chemin que j’appellerai

¢ty my dy. Nous aurons alors

QL Qa~ aAndty r~v 0,

c’est-a-dire que, dans le contour C, on peut remplacer 'arc a;cy par Parc
ty My Qs ; Opérons de méme pour les aulres arcs de C; nous aurons finalement

remplacé G par le contour homologue

LMy~ daMa@y+...+ A My ay,

que j'appellerai C/. Ce contour C' se composera d’un certain nombre d’arétes
et de portions d’arétes. Par exemple, I'arc «;m,; @, se composera d’un segment
d’aréte joignant @, au sommet le plus voisin, puis d'un certain nombre d’arétes
completes, puis d'un segment Sas joignant as au sommet le plus voisin,

Mais ce segment S«s se retrouvera parcouru en sems contraire dans l'arc
@ymaay. Les portions d’arétes, qui font partie de C/, sont donc parcourues
deux fois en sens contraircs; nous pouvons donc les supprimer et nous
obtenons ainsi un contour C’ exclusivement formé d’arétes complétes et
homologue 4 G ou a C/.

Nous aurons P;—1 contours analogues & G, qui nous donneront Py —1
relations entre les 3.

Nous obtenons ainsi «y-+P;—1 contours fermés formés d’arétes; je dis
que tous les autres contours possibles n’en sont que des combinaisons.

Soit d’abord un contour fermé formé d’arétes et homologue & séro, il partagera
la surface du polyddre en deux régions. Soit R l'une d’elles; elle sera évi-
demment formée d’un certain nombre ¢ de faces, puisque le contour est
exclusivement formé d’arétes; nous pourrons donc remplacer le contour
donné par g contours particls formés par les périmetres de ces ¢ faces.

Si maintenant le contour donné n’est pas homologue a zéro, nous pourrons
toujours le remplacer par une combinaison des contours C” et par un contour

-homologuc a zéro.

Nous avons donc
Ol o= P1 — 1
relations entre nos ¢ et nous n’en avons pas d’autres; mais sont-elles toutes

distinctes ?
Pour le reconnaitre, il faut voir si I'on peut former une combinaison linéaire
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de ces relations qui se réduise 2 une identité ou, ce qui revient au méme, si
'on peut former une combinaison de nos s+ P,—1 contours, une combi-
naison telle que chaque aréte soit parcourue deux fois en sens contraire (ou, si
clle est plus de deux fois, qu’elle le soit autant de fois dans un sens que dans
Pautre).

Peut-on d’abord former une telle combinaison avec les ay périmetres I ?
Dire que chaque aréte est parcourue ainsi deux fois en sens contraire, c’est
dire que P’ensemble des polygones, dont on parcourt ainsi les périmetres,

\

forme un polyeédre fermé.
Or, on ne peut éviderament construire de la sorte qu’un seul polyedre fermé,

qui est le polyedre donné.

Avec les a, relations correspondant aux «» périmetres II, nous pouvons donc
former une combinaison linéaire identique et une seule.

Peut-on former maintenant de pareilles combinaisons avec les périmétres II
et les contours G ? Si cela était, I'ensemble des polygones, dont on parcourt
ainsi les périmétres, formerait une surface polyédrique non fermée, dont la
frontidre compléte serait formée par une combinaison des contours C”. Or, cela
est impossible, puisque les contours C/ sont linéairement indépendants.

On peut donc former avec nos as—+ P;—1 relations une combinaison

identique et une seule. Il y a donc entre les 8

(as+P1—1)—1

relations distinctes. Le nombre des ¢ arbitraires est donc
ag— (g + Py—1) +1,

de sorte qu’il vient
do—I——:u’_-—(dg-l—Py."'l)"}"I

ou
N=3-—~P1.
Etendons cette démonstration au cas ou nous avons un polyédre a trois

dimensions, ou l'on distinguera :

Les sommets ¢ au nombre de ap,

les variétés o, » ar,
» vs » 0a,
» P » G

A chacun des vo, faisons correspondre un nombre, et & chacun des ¢, la
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différence ¢ des nombres correspondant a ces deux sommets. Nous aurons ainsi
o« différences 8, dont «,— 1 seront arbitraires.

On obtiendra les relations linéaires qui ont lieu entre les d, en construisant
tous les contours fermés exclusivement formés avec des ¢;.

Nous aurons d'abord les périmétres I des ¢,, qui seront au nombre de a;
soit ensuite G un contour fermé quelconque non homologue 4 zéro, 1l traversera
successivement différents ¢4; solent @i@», @@y, *.. les arcs de G qui se
trouvent dans chacun de ces ¢,.

Considérons l'arc @y as qui se trouve dans un des ¢, que Jappelle @, et dont
les extrémités @; et @s se trouvent dans deux des ¢s, qui servent de frontiére
a @, & savoir a, dans ¢, el . dans @,.

Soient &; un sommet de ¢y, b, un sommet de @,; joignons @, a by par une
ligne quelconque @, by, puis by & bs par une ligne b, b, formée exclusivement
par des ¢, appartenant & la frontiére de ®, et by & @s par une ligne quelconque
aabs; on aura

ay da v aibi—[—bibz+ bgag,

de sortc que nous pourrons remplacer I'arc @y @a par l'arc @, &1bsas; opérons
de méme pour les autres arcs de G. Nous aurons remplacé G par le contour

homologue

10162+ a2 bsbsaz ...
que j'appelle C'. Le contour C’ se compose d’un certain nombre de ¢4 et d’arcs
analogues & @y b4, @b, . .. parcourus chacun deux fois en sens contraire. On
peut donc supprimer ces arcs, et il reste un contour C' homologue & G et
exclusivement formé de ;.

Il y aura P;—1 contours C.

Je dis maintenant que tout contour fermé K formé de ¢, est une combi-
naison des Il et des C". Si K. ~ o, le contour K sera la fronti¢re compléte d'une
certaine région R A deux dimensions. Cette région R pourra étre subdivisée en
un certain nombre de variétés r, chacune des régions r étant la portion de R
qui se trouve & l'intérieur de l'un des ¢,. Considérons une des variétés r, et
soit @ 1a région ¢y dans laquelle elle se trouve; la frontidre compléte de r sera
une variété fermée » a une dimension, qui fera partie de la frontiére compléte
de 9. Comme ¢ est simplement connexe, u partagera la frontiére compléte de @
en deux régions; soit 7' 'une de ces régions; elle se composera d’un certain
nombre de v, qui en feront partie tout entitres et d’un certain nombre de

portions de ¢, (puisque, parmi les ¢a qui forment la frontiére compléte de o, il



ANALYSIS SITUS. 287

Je dis maintenant que toute variété fermée K formée de ¢a est une combi-
naison des II et des D". Si, en effet, clle est homologue & zéro, elle limite une
région S A trois dimensions qui se composera d'un certain nombre de ¢s,
puisque K se compose d’un certain nombre de s ; on pourra donc remplacei‘ K
par les frontigres complétes @ de ces ¢;. Si K n’est pas homologue & zéro, on
pourra la remplacer par un certain nombre de D et par une variété homologue
4 zéro et exclusivement formée de ¢,.

Nous avons donc, entre les s,

Oy Py—1
relations linéaires, que j’écrirai

L=o,

¢l nous n’en aurons pas d'autres. Sont-elles distinctes ?

Pour former une combinaison linéaire des § qui soit idenliquement nulle, il
faut former une combinaison des ® et des D" telle que chaque ¢ y figure deux
fois en sens contraire. Nous verrions, comme plus haut, que les D" ne peuvent
pas figurer dans cette combinaison et que 'ensemble des v,, dont les frontidres
® y figurent, doit former une variété fermée a trois dimensions. Or, nous ne
pouvons construire qu’une seule variété de cette sorle : ¢’est le polyedre donné
lui-méme.

Il y a donc une combinaison linéaire des ¢ qui s’annule identiquement.

I1 y aura done

(eg+ Pa—1) —1
relations linéaires distinctes entre les ¢,
(ta+Pi—1)—(az+Py—1)+1
relations linéaires distinctes entre les 4.
Parmi les ¢, il en restera donc
o — (oo -+ Py —1) + (ay+ Po—1) —1
qui seront arbitraires; on trouve ainsi

wp—1==ay— (ol + Py — 1)+ (234 Pa—1)—1
et I'on trouverait

do—1= 2oy — (a4 Py —1) 4+ (a3+ Po—1) —{ata+ Py —1) +1

pour les polyédres & quatre dimensions.

On a donc
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pour les polyedres a trois dimensions, et
N=3 —P1~+-P2—-P3
pour les poly2dres a quatre dimensions.

En général, on aura
N=P, 1—Ppo+...+P:—Py
si p est impair, et
N=3—Py-tPy—...+ Py,
si p est pair.
Si nous observons maintenant que les nombres de Betti, également distants

des extrémes, sont égaux, on verra que l'on doit avoir

N=o

si p est impair, comme nous l'avions déja vu dans le numéro précédent.

e G G —————



SUR LES NOMBRES DE BETTI

Comptes rendus de ’Académie des Sciences, t. 128, p. 629-630 (13 mars 18qg).

Dans un Mémoire intitulé Analysis situs et inséré au Journal de I Ecole
Polytechnique, j’ai énoncé un théoréme d'aprds lequel, dans toute variété
fermée, les nombres de Betti également distants des extrémes sont égaux.

M. Heegaard est revenu sur la question dans un travail trés remarquable,
intitulé : Forstudier til en topologisk teori for de algebraiske Fladers
Sammenhdng. Il considére le théoreéme comme inexact.

Ces critiques sont en partie fondées; le théoréme n'est pas vrai des nombres
de Betti tels que Betti les définit; c’est ce qui résulte d’'un exemple cité par
M. Heegaard; c’est ce qui résultait d’ailleurs, d'un exemple que j'avais
moi-méme rencontré dans mon Mémoire.

Le théoréme esl vrai, au contraire, des nombres de Betti tels que je les
définis; jen ai trouvé une démonstration qui est fondée sur la considération
des polyedres a n dimensions et que je développerai prochainement dans un
Mémoire plus étendu.

Voici la différence des deux définitions :

Le p®™ nombre de Betti diminué d’une nnité est le nombre des varistds a
p dimensions distinctes faisant partie de la variété donnge.

Mais il reste & définir ce qu’on doit entendre par variétés distinctes.

Pour Betti, plusieurs variétés v, sont distinctes quand il n’existe pas dans la
variété donnée de variété & p -1 dimensions dont la frontiére compléte soit
formée par 'ensemble des variétés ¢,. Dans la définition que j’ai adoptée, les
variétés ¢, ne sont dites distinctes que s'il n'existe pas de variété a p -1
dimensions dont la frontidre compléte soit formée par I'ensemble des variétés ¢y,

répété une ou plusieurs fois.
D e

H. p. — VI. 37
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Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 13, p. 285-343 (1899).

§ I. — Introduction.

Dans le Journal de U’Ecole Polytechnique (volume du centenaire de la
fondation de I'Ecole, 1894) j’ai publié un Mémoire intitulé Analysis situs, od
j étudie les variétés de ’espace a plus de trois dimensions et les propriétés des
nombres de Betti. Clest & ce Mémoire que se rapporteront les renvois que je
serai amené i faire fréquemment dans la suite, en mentionnant seulement le
titre Analysis situs. '

Dans ce Mémoire se trouve énoncé le théoréme suivant : Pour toute variété
Jfermée, les nombres de Betti également distants des extrémes sont égauzx.

Le méme théortme a ét¢ énoncé par M. Picard dans sa Théorie des fonctions
algébriques de deux variables.

M. Heegaard vient de revenir sur ce méme probléme dans un travail trés
remarquable, publié en langue danoise, sous le titre « Forstudier til en topo-
logisk teor:i for de algebraiske Sammenhing » (Copenhague, det Nordiske
Forlag Ernst Bojesen, 1898). D’aprés lui le théoréme en question est inexact
et les démonsirations sont sans valeur.

Avant d’examiner les objections de M. Heegaard, il convieni de faire une
distinction. Il y a deux manidres de définir les nombres de Betti.

Considérons une variété V que je supposerai, par exemple, fermée; soient
iy Py -y Un, 7L VATi6tés & p dimensions, faisant partie de V. Je suppose
qu’on ne puisse pas trouver de variété i p + 1 dimensions faisant partie de V
et dont ¢s, va ..., v, constituent la frontiére compléte; mais que, si on leur
adjoinl une (7 1) variété & p dimensions que j’appellerai 0oy et qui fera
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partie de V, on puisse trouver une variété a p -1 dimensions, faisant partie
de V, dont o4, s, ..., Pr, ¥nss constituent la frontiere complete et cela de
quelque maniére que l'on ait choisi la (n + 1)*™° variété ¢,.,. Dans ce cas,
on dit que le nombre de Betti est égal 4 n -+ 1 pour les variétés a p dimensions.

Clest la définition adoptée par Betti.

Mais on peut donner une seconde définition.

Supposons que l'on puisse trouver dans V une variété a p -+ 1 dimensions,
dont ¢y, va, ..., ¢, constituent la frontiére complete; j'exprimerai ce fait par
Ia relation suivante :

V1~ Vot ... p~ O,
que J'appellerai une homologie.

Il pourra se faire que sur la frontiére compléte de notre variété a p -1
dimensions, une méme variété ¢, se retrouve plusieurs fois; dans ce cas, elle
figurera dans le premier membre de I’homologie avec un coefficient, qui devra
étre un nombre entier.

D’apres cette définition, on peut additionner les homologies, les soustraire
les unes des autres, les multiplier par un nombre entier.

Nous conviendrons également qu'il est permis de diviser une homologie par
un nombre entier, quand tous les coefficients sont divisibles par cet entier.
Par conséquent, s’il y a une variété 4 p + 1 dimensions, dont la frontitre
compléte sera constituée par quatre fois la variété ¢,, nous conviendrons qu'on
peut écrire non seulement ’homologie

boyro 0,
mais encore I’homologie

1~ 0}
de sorte que cette homologie signifie qu’il y a des variétés & p + 1 dimensions,
qui admettent pour frontiére compléte la variété ¢; ou un certain nombre de
fols cette variété.

L’homologie

) 203+ 3¢~ 0
signifie qu’il y a des variétés & p 41 dimensions, qui ont pour trontiére com-
plete deux fois ¢4 et trois fois va, ou quatre fois ¢, et six fois v,, ou six fois ¢y
et neuf fois ¢,, etc.

Telles sont les conventions que j'ai adoptées dans I’ Analysis situs, page 207.

Je dirai que plusieurs variétés sont indépendantes, si elles ne sont pas liées
par aucune homologie 4 coefficients entiers.
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Si alors il y a n variétés indépendantes a p dimensions, le nombre de Betti,

d’aprés la seconde définition, est égald n +4-1.
Cette seconde définition, qui est celle que j’ai adoptée dans " Analysis situs,

ne concorde pas avec la premidre.
Le théoréme énoncé plus haut et critiqué par M. Heegaard, est vrai pour les
nombres de Betti, définis de la seconde maniere, et faux pour les nombres de

Betti définis de la premidre manidre.
Cest ce que prouve ’exemple cité par M. Heegaard, page 86.
Sil’on adopte la premidre définition, on a

et, par conséquent,
P2< Pi.

Si l'on adopte, au contraire, la seconde définition, on trouve

et, par conséquent,
P2 = Pl:

conformément au théoréme énoncé.

C’est ce que prouvait également un exemple que }’ai cit¢, moi-méme, dans
I'Analysis situs. Clest le troisidme exemple, page 232.

Nous avons formé (p. 244) les équivalences fondamentales, qui s’écrivent de

la facon suivante :
2C =20 =2C;= 0o, 4Ci==o0;
nous pouvons en déduire les homologies

4G~ 4Cg~ 4Cy~ o0,

Comme, d’aprés notre convention, on peut diviser ces homologies par 4,

nous arrivons au systéme suivant d’homologies fondamentales :

CiN ClzN CsN 0.

Si alors P, et P, sont les nombres de Betti, définis de la seconde maniére,
on trouve
P1 == P-_) =1.

Mais I'égalité entre les nombres P; et P, ne subsisterait pas si 'on avait
adopté la premidre définition, qui est celle de Betti; nous aurions toujours
P,==1, mais nous n’aurions plus P, =1.

»
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En effet, il n'y a pas de variété 4 deux dimensions qui ait pour frontiére
compléte la ligne fermée C,, sans quoi nous aurions Péquivalence Gy = o.

Ce qui est vrai seulement, c’est qu'il y a une variété a deux dimensions,
admettant pour frontidre quatre fois la ligne G;. Donc P, n’est pas égal a 1.

Revenons au théoréme d’apres lequel les nombres de Betti, également distants
des extrémes, sont égaux.

La démonstration que j’en ai donnée dans ' Aralysis situs, semble s’appliquer
également bien aux deux définitions des nombres de Betti; elle doit done avorr
un point faible, puisque les exemples qui précédent montrent suffisamment
que le théordme n’est pas vrai pour la premiére définition.

M. Heegaard s'en est bien rendu compte; mais je ne crois pas que sa premiére
objection soit fondée. |

Apres avoir cité la fagon dont je définis les variétés Vi, Va, ..., V, (Ana-
lysis situs, p. 226), par les équations ®==o, F/=o, il ajoute (p. 70) :
« Enhoer af Mangfoldighederne V skulde altsaa kunne veere den fulstaen-
dige Skoering mellem p Mangfoldighder af h—1 Dimensioner (U » (1).
Cela n’est pas exact, car, outre mes égalités, J'ai un certain nombre d’inégalités,
que j'ai introduites au début du Mémoire et que j’ai négligé d’écrire de nouveau
dans la suite; mes variétés ne sont donc pas des intersections compldtes.

La seconde objection est, au contraire, fondée. « Naar omvendt, dit
M. Heegaard, Homologien £V~ o ikke finder Sted, saa i U kan legges en

lukket Kurve V', saa at
IN(V', Vi) # 0

men det er ikke sikker, at denne Kurve kan udskares af nogen Mangfol-
dighed V » (2). Cest 14, en effet, le veritable point faible de la démonstration.
Il est donc nécessaire de revenir sur la question, et c’est I'objet du présent
travail.
Souvent, pour simplifier les démonstrations, j'ai envisagé seulement le cas
des variétés fermées a trois dimensions, contenues dans Iespace & quatre
dimensions. On pourrait facilement les étendre au cas général.

(*) Chacune des variétés V devrait donc étre Pintersection compléte de p variétéds de U de
dimension A —1I.
(?) Si inversement I'homologie 2 V,~ on’a pas lieu, alors dans U’ on peut tracer une courbe
&k

i
fermée V' telle que TN(V’, V) # 0, mais il n’est pas certain que cette courbe soit intersection

de variétés V.
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J'envisage donc, dans la suite, une variété V fermée, mais pour calculer ses
nombres de Betti, je la suppose divisée en variétés plus petites, de fagon &
former un polyedre, au sens donné 4 ce mot 4 la page 171 de I’ Analysis situs.

§ II. — Schéma d'un polyédre.

Considérons donc, comme i la page 171 de U'Aralysis situs, un polyedre
a p dimensions, c’est-d-dire une variété V & p dimensions, divisée en variétés ¢, ;
les frontieres des ¢, seront les v, _4, celles des ¢,_4 seront les vp_s, ..., celles
des ¢, (arétes) seront les ¢o(sommets).

J’appellerai «; le nombre des ¢;.

Soient af, af, ..., a; les différentes ¢y.

Soit af une des variéiés vq et @{~" une des variétés o,_; qui lui sert de fron-
tigre. Etudions les rapports de af et de a7™".

Soient
(I) F;}: F2=...= Fn_-//z F”._.q.;_1=0 Q‘3Y>0
les égalités et les inégalités qui définissent @', d’aprés la premiére définition
des variétés (Analysis situs, p. 196). ‘

Les relations qui définissent o pourront se mettre sous la forme

(2) F)ﬂF_‘z:-"-..: Fn_—q=0, FII—(]+1>O> cP'Y>0'

Dans ce cas nous dirons que la relation de af et de a{™" est directe.

Cette relation deviendrait tnverse, si l'une de ces deux variétés étail rem-
placée par la variété opposée; elle redeviendrait directe, si chacune des deux
variétés était remplacée par la variété opposée.

On sait qu'une variété est remplacée par la variéeé opposée ( Analysis situs,
p- 204), quand on permute deux des fonctions F (qui, égalées a-zéro, donnent
les équations qui définissent la variété), ou qu’on change le signe de l'unc
d’elles.

Ainsi les deux variétés

Fi=F.=F;=o; Fi=F,=o, F;>o;
Fi=Fa=Fy=o; Fy=F3=0, -~F:<o;
F1=F3$F3=0; F2=F3=0, F1>O
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sont en relation directe; tandis que les deux variétés

F1=F22F3=0; F1=F2=O, F3<0;
F1-_‘—F2=F3=O; F1==F3=O, Fe>()

sont en relation 1nverses.

Cela posé, soit ¢f; un nombre qui sera égal & zéro, si /=" n’est pas frontiere
de af; & 41, si af™* est frontitre de af et en relation directe avec a?; et, enfin,
& —1, st @]~" est frontiere de af mais en relation inverse avec af.

Nous conviendrons d'écrire la congruence
(3) uf EZ gl att,

qui nous fait connaitre les frontitres de a/.

L'ensemble des congruences (3), relatives aux différentes o, Poety + oy Vg
de V, constitue ce qu'on peut appeler le schéma d'un polyédre.

On peut se poser deux questions :

1° Un schéma étant donné, existera-t-il toujours un polyedre, quiy corres-
ponde ?
2° Deux polytdres qui ont méme schéma, sont-ils homéomorphes ?

Sans aborder, pour le moment, ces deux questions, cherchons quelques~unes
des conditions auxquelles doit satisfaire un schéma, pour qu'un polyedre y
puisse correspondre.

Considérons 'une des ¢,_4, @™, par exemple; cette variété devra séparer,
Pune de l'autre, deux des ¢, et deux seulement; de sorte que, parmi les nombre” ,
il y en aura un qui sera égal & 1, un qui sera égal & —1 et tous les autres
seront égaux a zéro.

Ce n’est pas tout; envisageons l'une quelconque des ¢, @f par exemple, et
une quelconque des ¢;_», @f~* par exemple.

De deux choses, I'une : ou bien a"* n’appartiendra pas a o/, ct dans ce cas
tous les produits

(4) et w

seront nul, car si af/™" n’appartient pas & a}, le premier facteur est nul; si, au
contraire, @/ ' appartient & 4, la variété a{™* ne peut pas appartenir & af*
(sans quoi, elle appartiendrait & af, contrairement 4 ’hypothése), et le second
facteur doit étre nul.
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Ou bien af * apparticndra & af; mais alors nous pourrons raisonner sur
la variété af, comme nous raisonnions tout & I'heure sur la variété V, et nous
conclurons que af7* doit séparer, I'une de l'autre, deux des variétés ¢,_q, qui

1

appartiennent & &/, et deux seulement : soient ™' et ™.
Parmi les produits (4), il n’y en aura que deux qui ne seront pas nuls, &

savolr
g e(7t, elhel .

Pour tous les autres, en cffet, ou bien af~' n’appartiendra pas & af, ou
bien a{~* n’appartiendra pas & af~".
Ces deux produits sont d’ailleurs égaux : I'un & + 1, 'autre & —1.

On aura donc dans tous les cas

(5) Zs{{;a‘},‘y = 0.

Nous avons, de méme,

ct, plus généralement, quel que soit &,
(5 bis) Zal}:k.—_: 0.
i
La relation (3 bis) peut étre regardée, & un certain point de vue, comme un

cas particulier de la relation (5).

Soit P la portion de I'espace & p+-1 dimensions, limitée par le polyédre V;
alors la frontitre compléte de P se composera des diverses variétés v, qui, par
leur ensemble, forment V; nous pourrons donc écrire, au sens de la con-

gruence (3),
(3 bis) P= Y af,
=

ou encore
-
P =Yty af,
i

ol les nombres ¢5%' seront tous, par définition, égaux a 1.
A co compte, la relation (5 bis), qui peut s’écrire

»

2 h5 =0,
i

n’est plus qu’un cas particulier de la relation (5).
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Nous avons, ensuite, chaque ¢; qui a pour limites deux ¢o, et deux seule-

ment, ce qui nous donne des congruences (3) de la forme

1o 40 __ 0
ai=ai CZL7

el unc relation analoguc a (5) el (5 bis)

-
eij=o,

I
qui rentrerait encore dans la forme (3), en convenant de faire tous les o égaux
A 1.

D’autre parl, envisageons l'une des af ; loutes les af™" auxquelles elle serl
de frontiere; toutes les a%**, auxquelles ces &' servent de frontiéres et ainsi
de suite. L’ensemble de toutes ces variétés constituera ce que mous avons
appelé un aster (Analysis situs, p. 276).

Nous avons vu (loc. cit., p. 276) que le polyédre qui correspond & un aster,
doit étre simplement connexe. Ainsi une condition pour qu'un polyédre puisse
correspondre & un schéma donné, c’est que les polyédres qui correspondent
aux différents asters, d’aprés la convention de la page 276 de I'dnalysis situs,
solent tous simplement connexes.

Considérons maintenant une des af, toutes les af~" qui lui servent de fron-
ticres, les af~* qui servent de frontiéres & ces af ™' et ainsi de suite. Get
cnsemble de variétés constituera un polyédre & ¢ dimensions; nous supposerons
que ce polyedre soil simplement connexe.

Ce n’est plus 1a une condition nécessaire pour qu’un polyédre puisse corres-
pondre au schéma; c’est simplement une condition que, sauf avis contraire,
nous supposerons remplie.

Pour éclairer ces définitions par quelques exemples, voyons d’abord quel est
Je schéma du tétrasdre géndralisé, défini & la page 275 (Aralysis situs).

Les faces de ce tétraédre seront définies par les n + 1 équations

Zy=0 Zy=0 e Zp=0
® U et

On obtiendra les af en supprimant ¢ +1 de ces équations; pour définir le
sens de la variété a¥, nous supposerons qu’on supprime ces g -t équations,
mais sans changer I'ordre des » — g équations restantes.

Cela posé, considérons la relation de af et de af " et cherchons & déterminer

le nombre s;fi.
H. P. — VI 35
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D’abord, pour que af "' appartienne & a, il faut que &/~ soit définie par
les n—g équations qui définissent af, auxquelles on devra adjoindre une
(n— g+ 1)1™° dquation, prise parmi les équations (6). S’il n’est pas ainsi,
le nombre &; sera nul.

Supposons donc que af”' soit ohtenu en supprimant les ¢ équations qui
occupent les

¢y, Ca, ..., GOy Tangs.

Supposons que af soit obtenue en supprimant, en outre, la f*™° équation;
alors le nombre ¢f,, dont la valeur absolue sera toujours égale & 1, aura meéme
signe que le produit

(B— o) (B—a2)...(B—ag)

1l est aisé de vérifier alors que la relation (5) a lieu.

Considérons, en effet, la variété af~*, obtenue en supprimant les équations
de rang ai, oz, ..., a4_s et la variété af, obtenue en supprimant, en outre, les
équations de rang § et y. (Il est clair que si @] ne s’obtenait pas en supprimant

y—1

’ . rf_.g - o 'I
les mémes équations que pour a}~*, plus deux autres, tous les produits &/ £/,

seraient nuls).

Dans ce cas, lous ces produits seront encore nuls, sauf deux

efield et efaeld,

qui correspondront aux deux variétés " et a{™*, obtenues respectivement en
supprimant les équations de rang ai, i, ..., %41, $ et celles de rang ay,
%2y ey Oged, Y-

Alors, les quatre nombres

ef1, ek, &fs ef%
auront respectivement méme signe que

(Y—B)(y—o1) (Y — @2). . .(Y— %g—1),
(B—a)(B—aa)...(B—~aga),
(B—1)(B—a)(B—an)...(B—xg—1),
(v —a) (y —a2). . (Y —atg—1)-

On vérifie ainsi que les deux produits, qui ne sont pas nuls, sont égaux el
de signe contraire (*). C. Q. F. D.

(*) Le polyédre ainsi défini, ainsi que tout polyédre 4 n dimensions, limité par n +1 variétés
planes, s’appellera iétraédre généralisé rectiligne. Jappellerai téiraédre généralisé toute
variété homéomorphe 4 un tétraddre généralisé rectiligne.
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§ 11I. — Nombres de Betti réduits.

Je m’en vais chercher maintenant les nombres de Betti, relatifs 4 un
polyédre, mais afin d’éviter I'équivoque, dont j'ai signalé plus haut la possi-
hilité, je conviendrai de définir ces nombres de la seconde maniére, c’est-
a-dire que P;—1 sera le nombre de variétés fermées & ¢ dimensions, que 'on
peut tracer sur notre polyédre V et qui sont linéairement indépendantes, je
veux dire, qui ne sont liées par aucune homologie a coefficient entier, au sens
de Analysis situs, p. 207.

Mais je me proposeral d’abord de déterminer le nombre P, —1 des variétés
i g dimensions, fermées et linéairement indépendantes, que I'on peut tracer
sur notre polyédre V, mais en nous bornant & celles qui sont des combinarisons
des variété v,.

Le nombre P, sera alors ce que j'appellerai le le nombre de Betti réduit.

Les variétés 4 g dimensions, qui sont des combinaisons des v,, pourront

évidemment étre représentées par Z)\,-a;?, les A; étant des coefficients entiers
i

et les lettres af continuant a désigner les différentes variétés vg.

Quelle est d’abord la condition pour que la variété Z?&ia;’ soit fermée ?
H

Pour cela cherchons quelles sont les variétés v, qui forment les frontidres
de cette variété. Pour les trouver il suffit évidemment de remplacer af par sa

valeur donnée par la congruence (3).
Cet ensemble de variétés frontitres sera donc donné par la formule

—~
ooad-t
ZZ)\isz’,a, .
1o

Pour que la variéié Zliag’ soit fermée, il suffit donc que 'on ait identi-

11

quementl

2 2).1531-0:’5-—‘ =0,
t
¢’est-a-dire que, quel que soit 7, on ail

2 )-isz",lj= 0.
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En d’autres termes, la variété Z?\ia;f sera fermée, si l'on a

(7, 9) 2)~i“¥5 ]

en veriu des congruences (3, ¢); j'appelle ainsi celles des congruences (3),
qui lient les af aux af~".

Cherchons maintenant les homologies qui peuvent exister entre les varié-
tés @7. On obtiendra toutes ces homologies, en combinant celles que I’on peut
obtenir de la facon suivante.

Considérons la congruence

(8) alt =Y o af

qui, d’aprés la convention que nous venons de faire, est une congruence
(3, g +1); remplagons le signe = par ~, et le premier membre par zéro;
il viendra

(9, 9) eiial~o.

i

Cette homologie aura évidemment lieu, puisque, par définition, elle exprime,
comme la congruence (8), que les af forment la frontiére complate de af*'.

Nous démontrerons plus loin (§ VI), qu’il n’y en a pas d’autres.

Je désigne cette homologie par (9, g) pour marquer qu’elle a lieu entre
les af.

Je dis que si ’homologie (g, ¢) a lieu, la congruence

(10, ¢) ¥ egitaf=o

i

sera une conséquence des congruences (3, g).
Remplagons, en effet, les af par leurs valeurs, données par ces congruences

-
¥ e af= Y, Y efyaht.
i 7

i

(3, g); il viendra

Le second membre est identiquement nul en vertu des relations (5):
Cela posé, soit a; le nombre des variétés af ; soit «, le nombre de ces variétés -

qui restent distinctes, si I'on ne regarde pas comme distinctes des variétés liées
par une homologie de la forme (9, ¢); soit @, le nombre de ces variétés qui
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restent distinctes, sil’on ne regarde pas comme distinctes des variétés liés par
une congruence de la forme (7, g).
Il résulte de ces définitions :

1° qu'il y 2 ag— 2, homologies distinctes de la forme (9, ¢};

2 qu'il y & ay— a, congruences distinctes de la forme (7, ¢);

3° que o, a,, car si plusieurs @] sont liés par une homologie de la
forme (g, ¢), elles seront liées également par la congruence (10, ¢) corres-
pondante.

Enfin le nombre cherché P, —1 cst égal & a,—2,, car les variétés fermées

de la forme zl;a’/, réellement distinctes, sont en nombre égal & celui des
i

y 4 a . »
congruences (7, ¢), ¢'est-a~ dire au nombre de o, — .

Le nombre P,-—1 est le nombre de ces variétés qui restent distinctes en ne
regardant pas comme distinctes celles qui sont lides par une homologie (g, ¢).
Or le nombre de ces homologies est ay— o ; nous avons donc

P, —1=(ug—u ) — (ay— o) = af—a,.
¢. Q. F. D.
Soient a7, a’, .... ¢! des variétés v, au nombre de 7 et
af=Xe{;a%,

al == Ee({,ia‘f-',

a? = 25;‘,/,- a,'/-' l
les congruences (3) correspondantes. Formons les homologies correspondantes
el jaft v o, Zefjalt ~ o, oy Zefjaft ~ o,

La condition nécessaire et suffisante pour que ces homologies soient distinctes,
c’est que I'on n’ait entre les 7 variétés af, af, ..., af aucune congruence de

la forme
haf =+ lhaf-...+ra%=o0.

Le nombre des homologies distinctes est donc égal au nombre des a distinctes,

en tenant compte des congruences (7, ¢). Donc

Rt Qg = oy ou Gt == g+ %y

Nous aurons, d’autre part,
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Si, en effet, on peut aller d’'un sommet quelconque & & un autre sommet quel-
conque @, en suivant des arétes (c’est-d-dire si le polyédre est d’un seul

tenant), on aura I’homologie

a?N az'oa

cest-2-dire qu’il n'y aura qu’un seul sommet distinct, en tenant compte des
homologies.

Envisageons maintenant la congruence (3 bis)
P = Xaf;

I’homologie correspondante s’écrit

et il n'y a pas d’autre homologie (g, p). Donc

—
OC,,—-OZP-!—I-

De plus, le polyédre étant d’un seul tenant, une seule des combinaisons 23;af
pourra étre fermée, c’est le polyédre lui-méme dans son entier, représenté par
la formule Za?.

Nous aurons donc une seule congruence de la forme (7, p)

2al=o.
Donc
%p==ap 1, aly = al.
Nous avons donc la série d’équations
oy =0,
%g = o+ oy, oy — af =P)—1,
oy = a) -+ o, oy — ay =Ph—1,

v " ——

Up—1 = Gp.y ~+ Ay, “;7-'1 Gp—1 = P;’-i I
’

ap = op—+I, “:p tp =0,

d’od I'on tire aisément

tp—Opy+ Aps—...E O Fag=1— (Phy —1) ... 52 (P —1) 2= (P} —1) =1,
tout & fait analogue 4 la formule

Gp— dp—i+dpa—...Foaymay=1—(Ppy~1) ... 5 (Po—1) = (P —1) 31,

que nous avons trouvée dans I' Aralysrs situs, page 287.
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§ IV. — Subdivision des Polyédres.

Considérons un polygdre V, & p dimensions, avec ses diverses variéiés

—1 1 0
af, af~% ..., ai, al.

Supposons que l'on subdivise chacune des variétés o’ en plusieurs autres,
que jappellerai les b7 ; soient ensuite /™" les variétés & p —1 dimensions, qui
servent de frontiéres aux &7; soient 577* les variétés & p— 2 dimensions, qui
servent de frontieres aux b/7'; el, enfin, 5 les variétés a zéro dimensions
(sommets), qui servent de frontidres aux b; (arétes).

On aura ainsi un nouveau polyédre V', qui sera dérivé du polyedre V, au
sens que j’ai attaché 4 ce mot & la page 271 de 'Analysis situs.

On peut supposer, d’ailleurs, que si une variété v,_,, simplement ou multi-
plement connexe, sert de frontiére 4 deux variétés b! et b, elle ne forme pas
forcément une seule des variétés b]~', mais peut étre elle-méme subdivisée en
plusieurs variétés b7~'. Dans ce cas, pour reprendre la terminologie de
la page 272 de U'Anralysis situs, ces variétés b]™" seront irréguliéres et les
variétés 7%, qui les séparent les unes des autres, seront singuliéres.

Cela posé, recherchons une classification des variétés &].

Si une variété bf ne fait pas partie d’une des variétés a, elle fera partie
d’une des variétés af*', ou d'une des variétés a/**, ..., ou, tout au moins,
d’une des variétés af.

Peut-elle faire partie 4 la fois de deux variétés ;" et aj'?

D’apres la fagon dont la subdivision a été supposée faite, en ajoutant toujours
de nouvelles frontidres, sans en supprimer jamais, cela ne pourra arriver que
si ces deux variétés a}* et a}’ sont contigués et ont une frontiére commune a7

/N
et si b7 fait partie de cette frontiere a)~'.

f

Je suppose alors que &7 fasse partie de af, et ne fasse partie d’aucune
variété ay, ot m < h. La variété a;-‘ existe toujours et 'on a A ¢q; de plus,
la variété a} est unique, c’est-d~dire que 5] ne peut faire partie a la fois de
deus variétés différentes af et af.

Si donc je conviens de ranger dans une méme classe toutes les variétés b,
qui font partie de la variété aj’?, sans faire partie d’aucune des variétés af,
ot m <C h, toute variété b7 fera partie d’une classe et d’une seule.

Je pourrai alors représenter b7 par une notation a quatre indices

b’§= B(Q: ha j7 k)a
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I'indice ¢ indique le nombre des dimensions de &7; les indices % et j indiquent
que b! fait partie de la classe a}; et I'indice & sert & distinguer les unes des
autres les différentes variétés d’'une méme classe. Ona 2> q.

Nous aurons, alors, pour définir le polyedre V et sa subdivision :

t° Les congruences (3, ¢), relatives au polyédre V., que j'écrirar

(3,9, ) ap= ettt
/

2° Les équations qui donnent la subdivision de la varic¢té af
(1, ¢, 1) af=NB(q, g, i, k);
%

3° Les congruences analogues aux congruences (3), mais relatives au
polyédre V'; je les écrirai '
(2, 9, by 7y K) B(g, Ay j, k) =ZLB(qg—1, X, ', k).

Les ¢ sont des nombres égaux & == 1 ou & o; ils dépendent des septindices ¢,
Ly j, ky Iy 7', k', de sorle que je les écrirai, quand cela sera nécessaire, sous
la forme '

gk gy ks Ry T KD

Sous le signe Z, les indices A/, j', &’ peuvent prendre toutes les valeurs.
Observons, cependant, que les B(g —1), qui servent de fontitre a B(q, 4, 7, k),
doivent, comme B(g, %, j, k), faire partie de af'; mais pourront faire partie

d'autres variétés a?, d’un nombre moindre de dimensions, mais faisant partie

’
de af. On aura doxic
R« h, h>g—1.

D’ailleurs, si A'= £, on aura j'=.

Pour que les relations (1), (2), (3) puissent définir une véritable subdivision,
elles doivent satisfaire & certaines conditions. .

Les relations (1, ¢, £), (3, ¢, {) donnent

(a) EB(% g, i, k) EZ%‘.’i“’f“-
k

Si, dans le premier membre, je remplace B(g, ¢, 7, k) par sa valeur, tirée
de (2, ¢, ¢, %, k), et a{™ par sa valeur tirée de (1, ¢—1, j), les deux membres
devront devenir identique; voila une premitre condition, qui est évidente;
elle n’est d’ailleurs pas suffisante.
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§ V. — Influence de la subdivision sur les nombres de Betti réduits.

Soit EaB(q, /e, j, k) une combinaison des variéiés b7, qui représente unc

variété fermée a ¢ dimensions, de telle sorte que l'on ait, avee nos notations,
(1) NuB(g, b jy K=o (hxq).

Parmi les variétés b7 qui figurent dans le premier membre de (1), réunissons

celles qui appartiennent & une méme classe. Soit

SeBlg; b, j, k)
I'ensemble de celles qui appartiennent a la classe @; le signe de sommation S
signifie, donc, qu'on ne prend que les variétés d'une méme classe, tandis que
le signe 2 signifie qu'on les prend touies.

On aura alors

(2) SeBla, h, j, k)= 8B(g —1, K, /' )
c’est-d-dire que la variété & ¢ —1 dimensions

N EBg—1, &, ', k).
forme la frontiére compléte de la variété a ¢ dimensions

SeBlg, &, J, k).

Y

Les variétés a' doivent appartenir & la frontiére de «; ou se confondre

.

avec a;; en effel, B(¢g—1, A/, j/, k) appartient 2 al' et, d’autre part, & I'une

des B(g, %, j, k), qui fait lui-méme partie de a}, si donc @
partie de a, B(g—1, A, j', k') ferait partie d’une variété &, partie commune

& @} et @}, et qui aurait moins de 4’ dimensions. Cela est contraire & la defi-

ne faisait pas

nition que nous avons donnée des classes.

D’autre part, a);

Soit, en effet,

ne peut pas se confondre avec a;.

a1 B(q, ]Lujla ki) =E“B(77 hy 7, k)—S“B(Q’, hyj, k)
1
H. P. — VL 3y
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I'ensemble des variétés qui figurent dans le premier membre de (1) et qui
n'appartiennent pas & la classe @}; on aura évidemment

Sa;B(g, by Jy ki) m=— W BB(g—1, 1, ' K.

1

Donc B(g—1, /', j/, k') doit faire partie a la fois de a} et de l'une des
B(q, ki, j1, ki) et, par conséquent, de I'une des al, différentes de a}. Si donc
af se confondait avec «},

B(g—1, 2, J, K)=B(g~1, 2, j, k)

devrait appartenir 4 une variété a, partie commune & &} et af*. De deux choses
'une : ou bien a? ne ferait pas partie de af, et alors on aurait encore m < £,
ce qui serait encore contraire & la définition des classes; ou bien af ferait partie
de a}‘;, et alors on aurait £, > 4. Supposons que j'ai choisi la classe a}‘, qui
correspond au plus grand nombre 4. Alors on ne pourra pas avoir /i, >/, el
ak devra appartenir a la frontiere de a.

La congruence (2) entraine 'homologie

(3) D BBlg—x, 2, 5 K) ~ o
comme, d’autre part, aj-‘ est simplement connexe el que loules les variétés
B(g—1, X', j', k') sont situées sur la frontiére de af, le premier membre de
(3), représentant une variété fermée & ¢—1 dimension, située sur cette fron-
tigre, formera la frontiére compléte d’une variété & ¢ dimensions

Iy B (g, #, ] K,
également située sur la frontidre de a}. (Ily aurait exception sil’on avait /o = ¢.)

De sorte qu’on aura la congruence
-‘ r M 4 ! " W I
(4) ZBB(‘J"I:/E,J:A‘)EZ‘{B(‘Z,/MJ:/f)-

D’ailleurs, comme B (g, A, /", k") est sur la frontidre de @}, il en sera de
méme de a}'; car si B (g, A", j", k") fait partie & la fois de & et d’une variéts
a}, faisant partie de la frontiére de o} ; ou bien @} ne fait pas partie de a}, et
alors B devrait faire partie de @, ot m <C A”, el nous avons vu que cela était
impossible. '

On a donc
A< h.

Les congruences (2) et (4) donnent

S#B(g b j, ky= 3 ¥B(g, &, j", &),



COMPLEMENT A L’ANALYSIS SITUS. joy

et, comme toutes les variétés qui figurent dans cette congruence font partie de
at, ou de sa frontiére, comme, d’autre part, a} est simplement connexe, on
aura I’homologie

SeBlg, hyj, )~ Y 1 B(g, &% ) K.
On peut donc 1'emplaéer, dans le premier membre de (1), I'ensemble des

lermes S aB (g, A, J, k) par 'ensemble des termes
v B(q, 7', J K').

Si I'on opére de méme pour toutes les classes correspondantes 4 une méme

valeur de %, la plus grande de toutes, on aura remplacé le premier membre de
(1) par ‘
Rl .
Z“QB (g, h2y Joy Ko )y

ot la plus grande valeur de 2, sera plus petite que la plus grande valeur de 4.
On aura, d’ailleurs, 'homologie

DB By B~ P aaB (g, hay o, ka).

En continuant de la sorle, on pourra diminuer encorve la plus grande valeur
de /. On ne sera arrété que quand on aura partout k2 —=gq.

On peut donc, finalement, remplacer le premier membre de (1) par
2 % B (¢, 9, jo, ko),
et I'on aura, d’ailleurs
(3) > aBlg, hy ji K)~ 0By, g, o, ko),
(6) Z“OB(Q: 9> Jo, ko) =o.

Cela posé, dans le premier membre de (6) prenons les congruences qui

appartiennent 4 une classe déterminée «’; soit
S B (g, g, Jo, ko)
Nous aurons
1 . ! ' 2
(7) ‘ZOB(Q: q:,/m A-O)EZﬁOB(g'—I: ht)a./u: ]‘o)

Nous verrions, comme plus haut, que a° doit faire partie de la frontiére de
af, d'ot A, << ¢ (et, comme 2y ¢ —1, on aura ky==¢g—1).
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Soit alors

(8) =, B(q, ¢, Jos ko)

Véquation (1, ¢, Jo), qui définit la subdivision de la variéié af, et soient
B(q, ¢, 7o 1) et B(q, ¢, jo, 2) deux variétés, figurant dans le second membre
de (8); je dis qu’elles devront figurer dans le premier membre de (6) avec le
méme cocfficient oq.

Supposons, d’abord, que ces deux variétés soient limitrophes; parm1 les
variétés & ¢ —1 dimensions qui lcur serviront de frontidre commune, il y en
aura, au moins, une qui n’appartiendra pas & la frontiére de af, qui fera, par
conséquent, partie de la classc af.

Soit B (g—1, ¢.7,, 1) celte variéié : elle n’appartiendra pas a aucune autre
des variétés B (g, g, jo, k).

Soit alors

B(g, gy Jo 1)=¢cb;™!

(9) B(g, ¢ Jo, 2)==eby?
B(q, q,Jo, k)=ebf? (k> 2)

les congruences (2, ¢, ¢, jo, 1), (2, ¢, 45 Jo, 2)s (2, ¢ ¢, Jo, k), qui nous font
connaitre les frontiéres des variétés B (g, ¢, 7o). Voyons avec quel coefficient e
la variété B (¢—1, ¢, j,, 1) figurera dans ces congruences.

D’apres ce que nous venons de voir, ce sera avec le coefficient + 1 dans la
premiere, avec le coefficient —1 dans la seconde, avec le coefficient zéro dans
les autres.

Soient donc a4 et @, les valeurs des coefficients o, correspondantes aux deux
variétés B (g, ¢, jo, 1) et B(q, ¢, jo, 2).

La combinaison des congruences (9) nous fournira une congruence
(10) SaoB(q, g, Jos ko) =ebf~*,

qui devra éwre identique a (7), et le coefficient e, avec lequel figurera
B(qg—r1, g, jo, 1) dans le second membre de (10), sera évidemment oy — as.
Mais B (¢—1, ¢, jo, 1) ne peut pas figurer dans le second membre de (7),
puisque nous avons vu que dans ce second membre on doit avoir et; — oty = o.

Ainsi les deux variétés B (g, ¢, 7o) et B(q,q, jo», 2) devront avoir méme
coefficient ,, si elles sont limitrophes. Cela sera encore vrai, si elles ne le sont
pas, parce que af, étant d’un seul tenant, on pourra passer d’une de ces variétés
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4 Pautre par une suite d’autres variétés analogucs, chacune d’elles élant limi-
trophe de celle qui la préctde.
Donc le coefficient «, est le méme pour toutes nos variétés. 1’oit

S B (g, ¢, jor ko) =0 2 BLY, 45 Jos o) = 0t
La congruence (6) et ’homologic (5) peuvent donc s'écrire

(5 bis) . EaB(q, ky 7, k)NZaoa}’o
(6 bis) an a’ =o.

Si un nombre quelconque de congruences de la forme (1) sont distinctes,
c’esl-d-dire si aucune combinaison linéaire de leurs premiers membres n’est pas
homologue a zéro, je dis que les congruences (6 bis) seront également dis-
tinctes et réciproquement.

En effet, la comparaison des relations (1); (5 bis) et (6 bis) montre que si

I'on a

Z“B(97 Iy J, k)~ o,

2 23af, ~ o,
et réciproquement.
Il résulte de 1a que si les af et les b sont simplement connexes, les nombres

on aura également

de Betti réduits sont les mémes pour les deux polyedres V et V'.

Soit maintenant W une variété quelconque, fermée, 4 ¢ dimensions, située
sur V. On peut toujours construire un polyedre V', dérivé de V, au sens de la
page 271 de I'Aralysis situs, et tel que W soit une combinaison des &7.

Nous devons donc conclure que : si les af sont simplement connexes, les
nombres de Betti réduits, relatifs au polyedre V, sont identiques aux nombres
de Betti proprement dits, définis de la seconde maniére.

§ VI. — Retour sur les démonstrations du paragraphe III.

Nous avons 4 revenir ici sur un point essentiel du raisonnement qui précede.
Jai dit plus haut qu’il n’y avait d’autre homologie que les homologies (9, ¢), -
obtenues au paragraphe III. Cela n’est pas évident, cela ne serait pas méme
toujours vrai, si nous ne supposions pas les af simplement connexes.
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Démontrons-le d’abord pour un polyddre P. duns l'espace & quatre dimen-
siuns.

Considérons un certain nombre de variétés v, vu @}, appartenanta ce polyedre;
je les appellerai scs faces, de méme que les @}, les «;} et les i} de ce poly&dre P

pourront s’appeler ses cases, ses arétes el ses sommets.
Supposons que 'on ait entre ces faces ¢} une homologie

Yap ~ o.

Cette homologie signifie qu’ill existe une variété a trois dimensions, V, faisant
partie de P, et admetiant 2} comme frontiére compléte.

Je dis que V se compose d’un certain nombre de cases de L.

Si, en effet, un point d'une case appartientd V, il en sera de méme de tout
autre point de cette case, car on peut aller du premier point au second, sans
rencontrer aucune face et, par conséquent, sans rencontrer la frontiére de V et
sans sortir de V.

Le théoréme est donc évident en ce qui concerne les polyédres de I'espace &
quatre dimensions et les homologies entre les faces.

Soit maintenant une homologie entre les arétes

SbiNO,

-

les b, étant un cerlain nombre d’arétes aj. Cela veut dire qu’il existe une variété
a deux dimensions, V, dont 24, est la frontidre complate.

Je désignerai par V (af) ensemble des points communs a V et & af.

Les V (a}) seront des variétés 3 deux dimensions; dont la frontitre sera
formée, soit par quelques-unes des arétes &, soit par les V (a}), les aj étant les
faces qui servent de frontidre & la case aj. On ne peut en effet, sortir de V (af)
qu’en sortant de V par sa frontiére, c’est-d-dire, en traversant une des by, ou
qu'en sortant de aj par sa fronti¢re, ¢’est-a-dire en traversant une face a}, et,
comme on reste sur V, en traversant une des lignes V (a}).

La variété totale V est formée de I'ensemble des V (a}).

Considérons maintenant V (a}); nous devons distinguer deux cas :

1° Ou bien aucune des arétes &, n’appartient 4 a}. Nous ne pourrons alors
sortir de V (a}), qu’en sortant de @}, c’est-d-dire en traversant une des arétes
a}; la frontiére de V (¢}) est donc formée par les V (at). '

2° Ou bien une (ou plusieurs) aréte &, fait partie de af; dans ce cas, elle fera
également partie de V (a}); mais il pourra se faire que V (a?) se compose, oulre
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I'arcte by, d’antres lignes; ces lignes auront pour frontires des points V («j}),
ou des points situés sur b,. Ces points situés sur by, et ot les autres lignes, dont
se compose V (a7), viennent se terminer sur ’aréte b,, seront ce que J'appellerai
des points nodaux.

Dans tous les cas V (a}) sera une ligne ou un ensemble de lignes; si, en effet,
V (a;) était une surface, c’est que «}, ou une portion de cette face, ferait partie
de V. Mais j'ai le droit de déformer V, pourvu que je ne change pas sa frontidre
2by; je puls toujours, par une déformation infiniment petite, éviter qu’une
région de «; fasse partie de V.

Pour la méme raison, je puis toujours supposer que V (a}) se réduit & un ou
plusieurs points, sauf si «} est I'une des arétes b,, auquel cas V («}) sera cette
aréte elle-méme.

Cela posé, je puis déformer V :

1° De maniére que tous les V (a}) [autres que V ()] soient des sommets.
Soit @} un sommet de . Soit M I'un des points dont se compose V (a}); autour
du point M et sur V décrivons une petite courbe fermée C. Soit K I'aire infini-
ment petite découpée sur V par cette courbe C. Construisons une sorte de
manchon, infiniment délié, entourant I’aréte af et passant par C. Par le sommet
@} je méne une surface quelconque S; elle viendra découper sur le manchon
une courbe fermée trés petite C'. Soit K/ la portion de la surface S limitée par
G; soit H la surface du manchon comprise entre G et C/. On figurera ainsi une
sorte de tambour, dont H sera la surface latérale, K et K’ les deux bases.

Considérons alors la variété

V’=V~—K+H+K’.

Cette variété aura méme frontiére que V; mais elle ne coupera plus a} en M,
puisqu’on a supprimé la portion K de V, ou se trouvait ce point M. En
revanche, H ne coupera pas I'aréte aj, et K' coupera cette aréte en aj.

En opérant de méme sur tous les points d’intersection de V et de «}, on
ameénerait tous ces points a coincider avec aj.

2° De maniére que tous les points nodaux soient des sommets.

Soit, en effet, a} une face passant par I'aréte by; I'intersection de V et a} com-~
prendra, outre b4, d’autres lignes; soit ¢ 'une de ces lignes, venant se terminer
sur b; en un point nodal D. Soient o} et 4} les deux sommets de b4. Par b, je
fais passer une surface S, faisant partie de P et ne coupant pas a;. GComme g et
@} sont sur la frontitre de V, je joins ces deux points par une ligne L, située
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sur V el s’écartant peu de b,. Gette ligne s’écartanb‘peu de &y, je puis mener
par L une autre surface S/, qui ne passera pas par b;, mais qui coupera S sui-
vant une ligne L/, trés peu différente de b,. Ces trois lignes L, 4, et L" auront.
mémes extrémilés «f et «.

Soit V, la portion de V, comprise entre L el b;; soit S; la portion de S,
comprise entre L' et &,, et S la portion de S/, comprise entre L et /.

Je remplace V par
Vi=V -V, + 8+ 8.

V' a mémes frontigres que V, mais V/(«}) ne présente plus de points nodaux
en dehors de «f et a}; car si une ligne analogue 4 ¢ venait aboutir & un point
nodal, situé entre @ et «f, la portion de cette ligne ¢, voisine de ce point nodal,
devrait se trouver sur S;, ce qui est impossible, puisque S ne coupe pas «.

En rdsumé : nous pouvons toujours supposer que les V (}) sont des lignes
dont les extrémités sont des sommets de «?.

Soit alors L une des lignes, dont se compose V (&), ayant pour extrémités
deux sommets «} et @ de @}. On peut aller de ! & &, en suivant le périmetre
de ai; soit Zaj, ensemble des arétes de a}, comprise entre o} et ;. Comme la
face aj est supposée simplement connese, la ligne L la divisera en deux parties.
Soit Q I'une de ces parties, comprises entre L el X cd,.

Soient @ et « les deux cases sépardes par «;. Par les arétes 2, je fais
passer une surface 5, peu différente de la face af et située toute entidre dans la
case a,; par les mémes ardtes, je fais passer une seconde surface ', peu diffs-
rente de @} et située dans la case a}; ces deux surfaces S et S/ couperont V,
suivant deux lignes I, et L, peu différentes de L, et ayant pour extrémités al
et a}. Soit Sy la portion de S comprise entre 2al, et Ly; soit S, la portion de &'
comprise entre Xa;, et L); soit V, la portion de V comprise entre L, ot L
c’est sur V, que se trouvera L.

Soit maintenant

V=V —V,+ S+ 8.

V' a mémes frontiéres que V; V' ne passe plus par L, mais en revanche passe
par les arétes Xal,.

En opérant de la méme manire pour toutes les lignes telles que L, on voil
qu’on peut toujours supposer que tous les V (a}) se réduisent 4 des combinai-
sons d’arétes.

Comme les frontieres de V (a) sont ou des b, ou des V (@5), on voit que les
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frontieres des V («}) sont des combinaisons d’arétes de P, el, bien entendu,
loutes ses aréles doivent appartenir & «. Ainsi donc V («}) est une surface
simplement ou multiplement connexe, limitée par une ou plusieurs lignes
fermées qui, elles-mémes, sont des combinaisons d’arétes de .

Comme la case ¢} est simplement connexe, ces lignes fermées subdiviseront
la surface de cette case en un certain nombre de régions, et comme ces lignes
fermées sont des combinaisons d’arétes de ¢, ces régions seront des combinai-
sons des faces de .

On pourra toujours trouver une combinaison de ces régions, quiaura mémes
frontieres que V (af). Supposons, par exemple, que la frontiere de V (af) sc
compose de trois lignes fermées L, Ly, L,; la ligne L divisera la surface de ¢jen
deux régions R el R'; les lignes L, et L, diviseront de méme cette surface en
deux régions R, et R, ou R. et R). Je suppose qu’en parcourant L dans un
cerlain sens, on ail & sa gauche V (&), et R et R & sa droite; je suppose, de
méme, qu'en parcourant L, et L. dans un sens convenable, on ait 4 sa gauche
V(a]) et Ry, ou V(a}) et Ro.

Alors la variété R + R, + R, aura méme frontiére que V (&}); on pourra done
remplacer V (&) par R + R+ R..

En opérant de la méme maniére sur tous les V (&), on aura remplacé V par
une autre variété, qui aura méme frontiere £b,, et qui sera une combinaison de
faces de P.

Le théoréme est donc démontré en ce qui concerne les polyddres de I’espace
a quatre dimensions et les homologies entre les arétes.

On le démontrerait, de méme, pour un polyédre quelconque.

§ VII. — Polyédre réciproque.

Soit P un polyedre dans ’espace & quatre dimensions; ce polyédre sera sub-
divisé en un certain nombre de variétés vy, que j'appellerai ses cases, et que je
désignerai par «j. Ces cases seront séparées les unes des autres par des variéiés
02 ou a, que j'appellerai les faces; ces faces auront pour frontidres des variétés
¢s ou @}, que jappellerai les arétes, etles extrémités des arétes seront des points
¢ ou af, que j'appellerai les sommets. |

Je supposefai, bien entendu, que les cases et les faces sont simplement
connexes.

Marquons, a lintérieur de chaque case af, un point P (a}); 4 intérieur de

H. P. — VI fo
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chaque face «}, un point P (a}); sur chaque aréte ¢}, un point P (a}); chaque
aréte se trouvera ainsi partagée en deux parties par le point P («j).

Joignons par des lignes le point P (a}) a chacun des sommels de la face &} et
i chacun des points P.(a}), correspondant aux diverses arétes «} de la face «j.
Toutes ces lignes devront étre tracées sur la face ;. Cetle face sera ainsi
partagée en triangles, et le nombre de ces triangles sera double du nombre des
arétes de a?. Nous ferons de méme pour toutes les autres faces.

Considérons maintenant une case aj; décomposons en triangles T toutes les
faces a} de cette case, ainsi que nous venons de le dire. Construisons des triangles
curvilignes, ayant pour sommet commun le point P (a}) et pour bases les diff¢-
rents colés des différents triangles T. La case «} sera ainsi décomposée en

tétragdres, ayant P («#}) pour sommel commun et pour bases les différents

triangles T.

Nous distinguerons six sortes de lignes (qui seront les arétes de nos

tétragdres) :

Celles de la premidre sorte joindront un sommet @} 2 un point P (a}); chaque
aréte sera ainsi formée de deux lignes de la premiére sorte;

Celles de la seconde sorte joindront un point P (a}) & un point P (4});

Celles de la troisiéme sorte joindront un point P (a}) 4 un sommet af;

Celles de la quatrizme sorte joindront un point P («}) 4 un point P (&});

Celles de la cinquigme sorte joindront un point P (&}) & un point P (a});

Celles de la sixidme sorte joindront un point P (a}) 4 un sommet a).

Les lignes de la seconde sorte peuvent s'accoupler deux & deux de deux

manidres :

1° Ce que j’appellerai la ligne b} sera formée de deux lignes de la seconde
sorte, joignant un méme point P (a}) & deux points P («}) et P (a}), correspon-
dant aux deux cases a} et @} séparées par la face . Il y aura donc autant de

lignes &} que de faces a.

2° Ge que j’appellerai une ligne ¢ sera formée de deux lignes de la seconde
sorte, joignant un méme point P (a}) 4 deux points P (a}) etP (a}), correspon-
dant & deux faces a? et o} de la case a.

Il nous faut définir des surfaces que j’appellerai les surfaces b%.
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Soil une aréte quelconque @} ct le point P («}). Supposons que les faces qui

passenl par «}, soient successivement
ai, a3, ..., a2,

et que les cases, anquelles appartient ¢}, solent successivement
at, ai, ..., ai,

de telle facon que @} sépare a} de @}, a; sépare «; de «3, ..., et, q'enfin, a;
sépare , de a}. Convenons, pour plus de symétrie, de désigner indifféremment
3 s B 3
la case a] par @] ou a,,,.
Décomposons chaque .case en tétraddres et envisageons, en particulier, les
tétraddres qui admettent pour sommet le point P («}). Considérons les 2 ¢

triangles curvilignes
P(at)P(at)P(al), P(a!)P(aisaP(al) (k=12,...,9)

L’ensemble de ces 2 g triangles formera un certain polygone que j’appellerai

}» et qui aura pour frontiére 'ensemble des lignes
bi, b, ..., b}

Définissons maintenant les volumes b% le volume 4} sera ’ensemble des
tétragdres qui admettent pour sommet le point af; ce volume sera un poly2dre
a trois dimensions, simplement connexe, qui aura pour frontigre I’ensemble des
surfaces b}, correspondant aux arétes a}, qui aboutissent au point aj.

La juxtaposition des volumes &} constituera un nouveau polyedre P/, que
j'appellerai le polyédre réciprogue de P, et qui aura pour cases les b}, pour
faces les b}, pour arétes les b, pour sommets les points b)=P (&}).

A chaque case b} de P’ correspondra un sommet «} de P;
A chaque face b; de P’ correspondra une aréte a; de P;

A chaque aréte b} de P’ correspondra une face a; de P;

A chaque sommet b} de P’ correspondra une case aj de P.

De plus, au sens du paragraphe II, il y aura la méme relation, par exemple,
entre I’aréte b} et la face b}, qu’entre la face o} et I'aréte aj.
Si donc les congruences caractéristiques du polyedre P s’écrivent

3 3.9 e = H
al=Ze{:ia“ a,?==ze§;az‘, “i1==2511,i“i’
j J 7
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celles du polyedre P’ s’écriront
N N W
bi= Y e, bh= Y ekbf, b= Y b
i i

Considérons maintenant une ligne ¢, formée de deux lignes de la seconde
sorte, joignant un méme point P () 4 deux points P (af) et P (a}).

Soient af, et a) deux sommets, appartenant respectivement tous deux 4 la
case . Soient d et d' les deux lignes de la troisitme sorte qui joignent respec-
tivement P («f) & a3, et P (a}) 4 aj,.

Comme a}, et @ appartiennent a une méme case @}, on pourra aller de 'un
de ces sommets & I'autre, en suivant une ligne brisée formée d’arétes «;, appar-

tenant a aj.
Soit Zal cette ligne brisée, dont les extrémités sont &', et @’; 'ensemble des
7 D ’ " 73

lignes ¢ —d —Zal+d' sera une ligne fermée, ce que j'exprimerai par la
congruence
c=d+Za;—d.

Comme «} esl simplement connexe, cette ligne fermée sera la frontidre
d'une variété a deux dimensions, intérieure 4 «}, ce que j'exprimerai par
I'homologie

c~d+Zal—d.

Réciproquement, soit 2« une ligne brisée, formée d’arétes appartenant
toutes 4 a, et dont les extrémités sont les sommets g, et a); ces deux sommets
appartiendront respectivement i deux faces &; et o}, faisant toutes deux partie

de a}. Soient les trois lignes

c=P(a})P(af)+P(af)P(a}), d=P(a})al, d'=P(al)al.
7 7 4

On aura encore
c~d+Za,—d.
Soit maintenant ¢} un sommet appartenant & deux faces &} et aj. Soient les

deux lignes de la troisidme sorte

di=P(an)aI°> dr=P(al)af.

Nous pouvons tracer une ligne L, s’écartant infiniment peu du sommet a, et
allant d’un point & & un point de a}.

Supposons, pour fixer les idées, que cette ligne traverse trois cases et qu’elle
rencontre successivement la face a}, la case af, la face a},, la case a}, la face

2 3 : 2
@, la case a3, et enfin la face af.
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Construisons les trois lignes ¢

¢j= P(a})P(af')-*- P(a];)P(a;';z):
Crp = P(a?—lz)P(agz) -+ P(a,“n) P(a;l)y
¢p=P(a})P(a})+ P (a3)P(a})

ct les deux lignes de la troisiéme sorle

dn=P(a})al, dp=P(a})al.
On aura
Cj= dj‘“‘ dm, Cn=dm— fl/:; Cp= dp"— i;

¢t conme les trois cases af, aj,, ) sont simplement connexes

cjnr dj'_ &y cmr~ dym— d/u Cp (?’p‘— dr,
ct enfin
Cj+ Cpy CI, ~ dj"" dk_.
On peut donc toujours trouver une ligne brisée, formée de lignes ¢ et homo-
logue & d;j—d, dj el d étant des lignes de la troisitme sorte, aboutissanta un
méme sommet.

Cela posé, soit
(1) 2bl=o0

une congruence entre les aréles b} du polyédre P'.

La ligne brisée 25} est évidemment formée d’un nombre pair de lignes de la
deuxiéme sorte, et en parcourant ceite ligne brisée, on rencontrera successive-
ment g faces .

2 2 2
@y, @iy e-ey Qi

pour revenir & la face @}, que je désignerai également par a},,; et 'on rencon-

g+1
trera g cases
ai, ai, -.., a;;a
pour revenir & la case af, que je désignerai égalemenl par @), de sorte que la
face a; séparera la case «} de la case af,.
Notre congruence s’écrit alors
Y[P(ai)P(at)+P(at)P(aiy)]=o,
ou, ce qul revient au méme,

=[P (a}-;) P(a}) + P (a}) P (a})] = o.

Soit alors «; un sommet de la face c; apparlenant, par conséquent, a la fois
aux cases a; et ;.
Soit d; la ligne de la Lroisitme sorte I (aj) @f; nous venons de voir qu'il
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existe une ligne brisée A, formée d’arétes appartenant 4 la case ay, et telle que
Pon ait ’homologie
P(a}.1)P(a})+ P(al)P(a}) ~ di~t + Ap— dy.
En additionnant toutes ces homologies, le premier membre se réduit a
2 [P (af-1) P(al)+ P (a}) P(al)] = 2&};

les lignes de la troisidéme sorte d, disparaissent, el 1l reste
S0} ~ S A,

et, par conséquent,
Ibl=YXAr=o.

Done, & toute congruence Xbj=o entre les arétes de P', correspond une
congruence S A= o entre les arétes de P, ct telle que I'on ait -

bl N A

Si donc on a b, ~ o, ou aura XA~ o, et réciproquement.

Soit maintenant
(2) SAr=o
une congruence entre les arétes de P; supposons que Ay soit une ligne brisée
formée d’arétes appartenant a la case ;.

Le premier membre de la congruence (2) se¢ composcra de ¢ semblables
lignes brisées

Ai - Asy ..., A,
et je désignerai indifféremment A, par Ay ou Ay, et A, par Ay ou Ay,

Soient a}_, et a} les deux extrémités de la ligne A;; le sommet ap appar-
tiendra & la fois aux cases a} et aj,,; soit @ la face de a}, et ai,, la face de
@}, auxquelles appartient a;.

Soient les lignes de la troisidme sorte

di=P(ai)al, dre="P(a}.1)a},
et, d’autre part,
¢k = P(ap) P(a})+ P(al) P (af)

Nous avons vu que
A~ —dp+ cp~+ di.

. D’autre part, les lignes d41 et d), aboutissent & un méme sommet }; nous
avons vu également que 'on peut trouver une combinaison C;, de lignes ¢, telle

que on ait .
Cer~ dfp— dpmy.
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En additionnant toutes ces homologies, je trouve

SAp~ Zer+ 20y,
et, par conséquent,

Zep+ 2Cr=o0.

Le premier membre de cetie dernitre congruence est une combinaison de
lignes ¢, ou, ce qui revient au méme, une combinaison d’arétes b} du polyedre P/,
de sorte que je puis poser

Yep+ XCr= %5/,
d’ot
Az~ 20},

En résumé : A toule congruence entre les arétes de P, correspond une con-
gruence entre celles de P', et réciproquement, et la condition nécessaire et
suffisante pour que le premier membre de 'une des conditions soit homologue
A zéro, c’cst que lautre le soit.

En d’autres termes, le nombre des congruences distincles entre les arétes est
le méme pour P et P/, en ne considérant pas des congruences comme distinctes,
quand une combinaison linéaire des premiers membres de ces congruences est
homologue & zéro.

En d’autres termes encore, le nombre de Belti réduit, relatif aux arétes de P,
est ¢gal au nombre de Betti réduit, relatif aux arétes de P'.

On pourrail arriver an méme résultat, en remarquant que l’on peuat construire
un polyédre qui serait, 4 la fois, dérivé du polyedre P et dérivé du polyadre
réciproque P, et en appliquant le théoréme du paragraphe V.

Nous verrons plus loin, au paragraphe X, que cetle proposilion peui étre
présentée sous une autre forme. _

D’autre part, cela peut permetire, plus simplement qu’au paragraphe V, de
démonirer que les nombres de Betii réduits sont égaux aux nombres de Betti
proprement dits.

En effet, la définition du polyddre P’ comporte un certain arbitraire : ses
sommets b, ne sont assujettis qu’a étre intérieurs aux cases @/ de P. Dans ces
conditions, on peut évidemment choisir toujours le polyedre P’ de fagon qu’une
ligne fermée quelconque soit une combinaison des b;. '

§ V1II. — Démonstration du théoréme fondamental.

Soit N; le nombre des arétes de noire polyddre P, N, le nombre des faces,
N; celui des cases. Formons un lableau d’aprés les régles suivantes :
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Le tableau aura N.+ N, colonnes, N, dites de la premiere sorle et Ny diles
de la seconde; il aura No+- N, lignes, N, de la premiére et N, de la seconde

sorte. Voici quels seront les éléments du tableau :

1° Pour U'élément de la 7*7° ligne de la premiére sorte et la ;"™ colonne de
la premiere sorte, j’écriral 1, sif=7j ct o, si {32 ].

2° Les éléments appartenant & une ligne de la seconde sorle el & une colonne
de la seconde sorte, seront tous nuls.

3° L’¢lément de la /™ colonne de la premitre sortc et de la /™ ligne de la
seconde sorte, sera &;, & étant le nombre qui nous fail connaitre la relation
entre la face @} et aréte a;.

4° L'élément de la 7°™° ligne de la premiere sorte et de la ;™ colonne de la
seconde sorte, sera g}, c’est-d-dire le nombre qui fait connaitre la relation entre

la case &} et la face ;.

Notre tableau, s’il y a par exemple deux cases, qualre faces ct trois aréics,

présentera un aspect tel que celui-ci :

I o

o

1

o © ©
[0
® M

5}
o

(1) {

(o]

O
(]
g

m

m M oMm O = O Q
Pt

m m om0 O o

[T O T )
© 0o O ™
e O ©

Je n’ai pas écrit les indices des nombres ¢ pour simplifier.
Voici maintenant les opérations que je regarde comme permises sur ce

tableau :

1° Ajouter une colonne & une autre de méme sorte, ou ’en retrancher;

2° Ajouter une ligne & une autre de méme sorte, ou I’en retrancher;

3° Permuter deux colonnes de méme sorte, en changeant tous les signes de
I'une d’elles;

4° Permuter deux lignes de méme sorte, en changeant tous les signes de
I'une d’elles.

Toutes ces lransformations, pour lesquelles les éléments du tableau reslent
entiers, s’appelleront les transformations arithmétiques du 1ableau.
On peut s’en servir pour simplifier la partie du tablean qui appartient aux
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colonnes de la premitre sorte et aux lignes de la seconde sorte, et celle qui
appartient aux colonnes dela deuxiéme sorte et auxlignes de la premidre sorte.
Voici jusqu’olt I'on peut pousser la simplification, d’apres des théorémes
bien connus d’arithmétique; quand la réduction sera terminée :
L’¢élément de la #*™° colonne de la premitre sorte et de la j®®®° ligne de la

seconde sorte :

1° Sera nul, s1¢>J;

2° Sera égal & un entier H;, qui pourra étre nul, si { =;
3° Sera encore nul, si ¢ < et si H; est premier avec Hy;
4° Enfin sera nul, si j > N..

Il en sera de méme de I’élément de la #*™° ligne de la premidre sorte et de la
J*™¢ colonne de la seconde sorte.

La réduction peut étre poussée encore plus loin, si l'on autorise une
cinquidme opération : multiplier tous les éléments d’une ligne ou d’une colonne
par un méme nombre entier ou non, différent de zéro.

Les transformations correspondantes s’appelleront les transformations algé-
brigues du tableau.

On peut alors supposer que I'élément de la /™ colonne de la premidre sorte
et de la j®=°ligne de la seconde sorte (de méme que I’élément de la ™ ligne
de la premiére sorte et de la j*° colonne de la seconde sorte) est nul, s1 7 5£ ;.
Sii=7j, il peut éire égal & o ou a 1. §’il en est ainsi, je dirai que le tableau
est réduit. _

Apres la cinquiéme opération, les éléments qui appartiennent aux lignes et
aux colonnes de la premiere sorte pourront ne pas rester entiers; de plus, le
déterminant formé par ces lignes et ces colonnes pourra ne pas rester égal a 1,
mais il restera différent de zéro.

Le tableau (1) est relatif aux faces du polyédre P et & leurs relations avec les
cases et les arétes. Nous pourrions en dresser un, tout pareil, relatif aux arétes
du polyédre P et & leurs relations avec les faces et les sommets. .

Nous pourrions également envisager le polyddre P, défini plus haut, et
construire deux tableaux relatifs 'un aux faces de P/, 'autre a ses arétes.

Comparons le tableau (1), relatif aux faces de P, avec le tableau (1 &7s) rela-
tif aux arétes de P’. _

Il résulte de ce qui précede, que ces deux tableaux peuvent se déduire 'un
de I'autre en remplagant les lignes par les colonnes et inversement.

H. P. — VL 4e
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Cela posé, envisageons le tableau (1), relatif aux faces de P, et examinons
commenlt on peut déduire de ce lableau le nombre de Betti P, du polyzdre P.

Comment, d'abord, pourra-t-on en déduire les congruences entre les
faces et les arétes?

Considérons une colonne quelconque de la premidre sorie; par exemple la
dem¢ colonne. Multiplions les ¢éléments de cette colonne et de la £'*™°ligne de la
premidre sorte par aj el ajoutons; puis égalons 4 la somme obtenue, en multi-
pliant les éléments de cette méme colonne et de la j**™° ligne de la seconde

sorte par «;; nous obliendrons la congruence

"
;

— Vo2 !
= Zc,,,-a/- 3

ce qui est bien une des congruences (3) du paragraphe II. Toules les autres
congruences n’en soni que des combinaisons.
Comment pourra-t-on maintenant trouver les homologies entre les faces?
Pour cela, envisageons, par exemple, la 7*®° colonne de la seconde sorte;
multiplions les éléments de la A™™¢ ligne el de celte colonne par aj, ajoutons

et égalons & zéro; nous trouverons

X 5:;/: a?& ~ 0,

ce qui est bien une des homologies (5) du paragraphe II, dont toutes les autres
ne sont que des combinaisons.

Qu’adviendra-t-il, maintenant, si Uon applique & notre tableau (1) une
transformation algébrique quelconque ?

Avant Ja transformation, chaque colonne de la premidre sorle correspond
& une face, chaque colonne de la seconde sorle & une case, chaque ligne de la
premitre sorte & une face, chaque ligne de la seconde sorte a une aréte.

On obtient, comme nous 'avons vu, autant de congruences et d’homologies
que de colonnes, en multipliant les éléments de chaque ligne de la premiere
sorte par la face correspondante, ceux de chaque ligne de la seconde sorte par
I’aréte correspondante, et ajoutant.

Supposons maintenant qu’on fasse la deuxi®me opération, ¢’est-d-dire qu’on
transforme en ajoutant la ligne de la premitre sorte, qui correspond a &}, &
celle de la premitre sorte, qui correspond & a;. Nous convenons de dire qu'a
la nouvelle k™™ ligne (celle a laquelle- on a ajouté la #*° ligne) correspond
toujours la variété a;; mais qu’a la nouvelle 7°®° (qui d’ailleurs n’a pas changé)
correspond la variété a; — a;.
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Silon fait la cinquidme opération sur la £'®"° ligne de la premiére sorte, cn
multipliant les éléments par une constante m, nous conviendrons de dire qu’a

. . . 1 . .
a nouvelle igne correspond la variéié — notalion qui
1 lle ktme lig r d 1l ¢1é — a; ( motal n'a qu’une

. . . 1 . .
valeur symbolique, & moins que — ne soit enuer).
m

Quant & la quatridme opération, ce n’esl qu’une combinaison de plusieurs
opérations analogues a la deuxi¢me.

Nous avons ainsi défini la variélé qui correspond A chacune des lignes de la
premiére sorte du tableau, aprés qu’on a appliqué a ces lignes une combinaison
quelconque des 2°, 4° et 5° opérations.

Nous définirions de méme les variétés qui correspondent aux différentes
lignes de la seconde sorte, aprés qu’on aurait appliqué & ces lignes une combi-
naison des 2°, 4° et 5° opérations.

Gréce & ces conventions, 1l suffira encore, pour obtenir les congruences et
les homologies, d’'ajouter et d’égaler a zéro, aprés avoir multiplié les éléments
de chaque ligne par la variété correspondanie, et avoir changé le signe des
produits ainsi obtenus, en ce qui concerne les lignes de la seconde sorte.

Maintenant, si 'on applique aux colonnes du tableau les 1™, 3° et 5° opéra-
tions, on ne fera que combiner les congruences entre elles, et les homologies
entre elles; ou multiplier une congruence et une homologie par un facteur
constant.

D’ou le résultat suivant :

Pour déduire les congruences du tableau transformé, voici ce qu'il faut
Jaire : multiplier chaque ligne de la premiére sorte par la variété qui lui
correspond en vertu de la convention que nous venons de faire, et ajouter; faire
de méme pour les lignes de la seconde sorte; égaler les deux résultats ainsi
obtenus; on aura ainsi autant de congruences que de colonnes de la premiére
sorte; toutes los autres congruences possibles ne seront que des combinaisons.

Pour déduire de méme les homologies, il faut : multiplier chaque ligne de la
premiére sorte par la variété correspondante, ajouter et égaler a zéro; on aura
ainsi autant d’homologies que de colonnes de la seconde sorte ; toutes les autres

homologies possibles n’en seront que des combinaisons.

Il importe de remarquer que les congruences et homologies ainsi obtenues,
pourront n’avoir qu'une valeur symbolique, parce que les coefficients pourront
étre fractionnaires.
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Et, en effet, d’une part les éléments du tableau transformé peuvent ne plus
dtre entiers; d’autre part, la variété qui correspond & une ligne peut, comme je
I'ai dit plus haut, n’avoir elle-méme qu’une valeur symbolique.

Mais comme les coefficients, .entiers ou non, sont toujours commensurables,
il suffira de multiplier notre congruence ou notre homologie par un entier
convenable, pour en déduire une congruence ou une homologie a coefficients
entiers, qui aura un sens pour elle-méme.

Supposons, maintenant, qu'on ait réduit le tableau, comme je Uai dit
plus haut.

Combien y aura-t-il d’homologies distinctes ?

Parmi nos N3 colonnes de la seconde sorte, il y en aura N;— N, dont tous
les éléments seront nuls, et N» dont un élément sera égal & 1 et tous les autres
nuls. Les N;— N, premitres ne nous donneront aucune homologie; chacune
des N, aulres nous en donnera une et ces N, homologies seront évidemmenl
louLes distinctes.

Il y a donc N, homologies distinctes.

Combien y a-t-il de congruences distinctes entre les faces et les arétes ?

Ilyena évidemment N, correspondant aux N, colonnes de la premiére sorte,
et ces congruences sont distinctes, parce que le déterminant formé avec les
lignes et les colonnes de la premidre sorte, n’est pas nul.

Considérons maintenant dans notre tableau réduit les N, lignes de la seconde
sorte; parmi elles il y en aura N;— N, dont tous les éléments sont nuls, et N},
dont un élément est égal & 1 et tous les autres nuls. Parmi nos N, congruences,
il y en aura donc N} qui contiendront une aréte, et Ny — N}, qui ne contiendront
aucune aréte. Il y a done No— N congruences entre les faces seulement,
et ces congruences sont toutes distinctes.

Il y aura donc entre les faces seulement Ny— N,—N, congruences, qui
resteront distinctes, si I'on ne regarde plus comme distinctes celles que I'on
peut déduire les unes des autres par le moyen des homologies.

Le nombre de Betti relatsf aux faces de P est done

Ny— Ny — N 1.

Cherchons maintenant le nombre de Betti relatif aux arétes de P.
On le trouvera évidemment en opérant comme nous venons de faire sur le
tableau (1 bis), relatif aux arétes de P'.

Y

Mais on passe d'un tableau a I'auire, en remplacant les lignes par les
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colonnes, et réciproquement. Les nombres qui joueront, par rapport & (1 bés),
le méme role que N, N,, N jouent par rapporta (1), seront donc respecti-
vement Na, Nj, Nj.

Donc le nombre de Betti relatif aux arétes de P’ est encore

Ng-— N’ — ’-;—I"I.

Ainsi les nombres de Betti relatifs, 'un aux faces de P, I'autre aux arétes
de P!, sont égaux.

Or nous avons vu plus haut que les nombres de Betti relatifs aux arétes de P
et 4 celles de P’ sont égaux, de méme que les nombres de Betti relatifs aux faces
de P et & celles de P'.

Donc le nombre de Betti relatif aux faces de P est égal au nombre de
Betti relatif aux arétes de P.

Notre théoréme fondamental est donc démontré en ce qui concerne le
polyedre P, ¢’est-d-dire en ce qui concerne les polyédres de l’espace a quatre
dimensions.

La démonstration pourrait, sans aucun doute, s’étendre 4 un polyédre

quelconque.

§ IX. — Remarques diverses.

Le théoréme fondamental est ainsi établi par une démonstration, qui differe
essentiellement de celle de la page 226 de ' Analysis situs.

Mais cela ne saurait pas nous suffire. Il faut nous cfforcer de retrouver les
propositions intermédiaires et, en particulier, celle-ci :

La condition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse trouver une
variété V telle que EN(V, V;)£0, c’estque 'on n’ait pas I’homologie 2V;~vo.

Considérons deux variétés, la premiere V,, & une dimension, composée
d’arétes de P’, la seconde V., & deux dimensions, composée de faces de P, de
telle sorte qu’on aura

Vi= 25/, Vo= 2oy a?,

Yaréte b; étant celle qui correspond & la face a7, d’aprés les conventions du
paragraphe VII.

L’aréte b; coupe la face @;, et n’en coupe aucune autre, de telle sorte que si

nous reprenons la notation de ' Aralysis situs, page 222, nous aurons

N(V1, Vg) = Eociacg.
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Nous supposerons dans ce qui va suivre, que les variétés V, et V, sont

fermées, ce qui s’exprime par les congruences

(1) Zo;bl=so, Zojal=o.

Vérifions d’abord quel’on aura

pourvu que l'on ait 'une des deux homologies (%)
(2) Eaibl:lNO, Etx; afrvo.

Si, en effet, nous avons, par exemple, la seconde homologie (2), c’est qu’on

aura
J=N,

a= ¥ el
j=1

¢; étant un coefficient ne dépendant que de J.

D’un autre cété, la premitre des congruences (1) peut se déduire de I'une
des suivantes :
(3) b}szb}’s}”[,
d’ou

Eaib} =X actb},] EI?,E'
En égalant 4 zéro le coefficient de &7, il vient successivement

Ews}f,: o, EEa,-st}",: o, Baa= o. C. Q. F. D.

On raisonnerait de méme si 'on avait la premiére homologie (2).
Je dis maintenant que si la seconde homologie (2) n’a pas lieu, on peut
choisir les «; de telle fagon que V, reste fermée et cependant que Za;a; ne soit

pas nul.
En effet, dire que la seconde homologie (2) n’a pas lieu, ¢’est dire qu’on ne
peut pas trouver des nombres Z; tels que 'on ait

(4) u= E{; Ef::i-
Dire que V), reste fermée, c’est dire que les a; sont assujettis aux conditions
(5) 2a;83 ;= o.

Or il est clair que si les «; ne satisfont pas & des égalités de la forme (4),

v

(1) Cf. Analysis situs, p. 225 et 226,
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’équation linéaire Xot;o;= 0 sera distincte des équations (5); on pourra donc
toujours trouver des nombres «;, qui satisfassent aux équations (5) sans
satisfaire & Za;a;== 0.

Remarquons d’ailleurs que nous n’avons pas restreintla généralité en supposant
que nos variétés V, et V, élaient des combinaisons des D} et des «;, quelle que
soit la variété V, dont la subdivision forme les polyedres P et P. Quelles que
soient les variétés V, et V,, nous pouvons toujours subdiviser V, de maniére
a former deux polyedres réciproques P et P’ tels que V soit une combinaison
des arétes du second, et V. une combinaison des faces du premier.

Il faudrait voir comment le tableau (1) du paragraphe VIII et les tableaux
analogues, peuvent nous permetire de déterminer les nombres de Betti, tels
que Betti les définit lui-méme, et non plus les nombres de Betti définis de
la seconde manitre, c’est-d-dire ceux que nous avons considérés jusqu’a
présent.

Considérons, par exemple, un tableau analogue au tableau (1), mais relatif
aux arétes du polyédre P et 4 leurs relations avec les faces et les sommets.
Considérons, en particulier, les colonnes de la seconde sorte et les lignes
de la premidre sorte, od figurent les nombres ¢;;. Soit T le tableau partiel

ainsi obtenu. A I'aide de ce tableau, on pourra former les congruences

2 — 2 .1
a; = E‘.a[’jaj s

d’ott Pon déduit les homologies

(6) EEZ]“} ~ 0O,

Alors pour reconnaitre si plusieurs lignes fermées, formées de combinaisons
des arétes @} sont distinctes au sens de la premiére définition, c’est-a-dire
au sens de Betti, il faut savoir si elles sont liées par une homologie obtenue
en combinant les homologies (6) par addition, soustraction ou multiplication,
mais sans division.

Supposons qu’on ait appliqué a notre tableau une série de ces transformations,
que j'ai appelées arithmétiques au paragraphe VIII.

Soit ¢;; le nombre qui, dans le tableau transformé, figure dans la j®*™e ligne
de la premigre sorte et la /*®° colonne de la seconde sorte. Soit ¢; la variété qui
correspond A la j'®°ligne de la premitre sorte de notre tableau tramsformé
en vertu des conventions du paragraphe VIII. D’aprés ce que nous avons vu
dans ce paragraphe VIII, cette variété n’est qu'une combinaison des arétes a ;.
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Nous aurons alors les homologies

(6 bis) Eciicir\: 0.

Ces homologies ne sont que des combinaisons des homologies (6), que I'on
peut obtenir sans division, et réciproquement on peut tirer des homologies (6)
des homologies (6 bis) sans division, c’est 12 une conséquence du caractére
arithmétique des transformations.

On peut done, quand on veut s’assurer si deux lignes fermées sont distinctes
au sens de Betti, se servir des homologies (6 bis) au lieu des homologies (6).

Nous pouvons supposer qu’on s’est servi des transformations arithméliques
pour réduire le tableau, comme je I'ai expliqué au paragraphe VIII et, par
conséquent, que ¢, estnul : 1° 517> j; 2°si j > Na.

Le tableau réduit aux colonnes de la seconde sorte et aux lignes de la premidre

sorte prendra, par excmple, la forme suivante :

© © > o
© 0 a»%m oo
0 0 N~ 6 0 ©
c o /R o o o
0O ¢ ¢ & © ©

J’al supposé six lignes et cing colonnes; j’ai supposé que I'un des nombres £7,
est égal & zéro, de fagon qu'une des colonnes du tableau transformé soit
entidrement composée de zéros. J'ajoute que si d était égal & 1, les nombres %,
k, !, qui figurent 4 la méme ligne, seraient nuls.

Cela posé, si d n’est pas égal & 1, les deux définitions des nombres de Betti
ne coincident pas, parce que I'on a I'’homologie de, ~ o, d’ont 'on ne pourrait
déduire I'homologie ¢;~ o que par division. Sid=1, onah=k=1=o,
et si ¢ n’est pas égal 4 1, on aura ’homologie ccs~ o0, et les deux définitions
ne concorderont pas; et ainsi de suite.

En résumé, pour que les deux définitions concordent, il faut et il suffit que
le produit abed soit égal a 1.

Pour interpréter ce résultat, revenons au tableau non transformé. Le
produit abed sera le plus grand commun diviseur de tous les déterminants
obtenus en supprimant Ny— N, lignes dans le tableau T, pourvu que ces
déterminants ne soient pas tous nuls (auquel cas il n’y aurait pas dans le tableaun

‘transformé de colonne exclusivement composée de zéros). Si les déterminants
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sont tous nuls, on en formera d’autres en supprimant dans le tableau T une
colonne et No— N3+ 1 lignes; le produit abed sera le plus grand commun
diviseur de tous ces déterminants, s’ils ne sont pas tous nuls; et ainsi de suite.

Nous arrivons ainsi 4 la rdgle suivante :

Soit A, le plus grand commun diviseur des déterminants obtenus en partant
du tableau T et y supprimant p lignes et Ny— N3+ p colonnes. La condition
nécessaire et suffisante pour que les deux définitions des nombres de Betti
coincident, c’est que le premier des A, qui ne s’annule pas, soit égal 4 1
(le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres égaux 4 zéro élant zéro
par définition). |

Supposons que la variété V, = Zx;b;, considérée au début de ce paragraphe,
ne peut pas étre frontitre d’une variété a deux dimensions, mais satisfait
& 'homologie V, ~ o. En d’autres termes, I’homologie V,~ o peut se déduire
des homologies (6) par division, mais non pas sans division. Dans ce cas,

on aura néanmoins
N(Vi, Vz) = anc;: 0.

§ X. — Démonstration arithmétique
de 1'un des théorémes du paragraphe VII.

Voici une maniére de former les homologies qui pourra étre utile & connaitre.
Soit &) un sommet du polyddre P/, situé a Dintérieur d’une case a] du
polyedre P. Soit, d’autre part, ¢} un sommet de P, appartenant 4 ]a case ;.
Joignons b/ 4 @} par une ligne que j'appellerai simplement 4; ;.
Soit maintenant b une aréte de P’, dont les deux extrémités sont b,? et b},

de telle sorte que I'une des congruences (3) (cf. § II) relatives & P/, soit

b= b}’—-— b).

Soit, d’autre part, @} la face de P qui correspond a I’aréte b} de P, et @} un

des sommets de a;; nous aurons 'homologie

(1) b ~ af b} — aj bj.

Soit a; une aréte de P, dont les deux extrémités sont @] et a;, de sorte que

I'une des congruences (3) relatives & P soit

af = af — a.

H. P. — VI 42
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Soit @® l'une des cases de P auxquelles appartient af, et b; le sommel
correspondant de P'; on aura I’homologie

[+
(2) al ~ blal—bYal.

Je dis maintenant que toutes les homologies entre les «; peuvent se déduire

des homologies (2).
En cffet, soit «! une face quelconque de P, etsoit

a?azsf,]-a}
la congruence de la forme (3) qui lui correspond; on cn déduit I'homologie
(3) Xefjaf ~ o,
et nous avons vu au paragraphe VI que toutes les homologies entre les arétes

de P sont des combinaisons de celles qu’on obtient de la sorte.
Soit alors @] Pune des aréles de P qui figurent dans ’homologie (3), et soit

1_.. .0 0
a; =dp—ay.

Soit d’ailleurs @} 'une des cases dont fait partie @*. Nous aurons I’homologie
k LGy 8
> 1 0 0 0,0
(2 bis) a;,~bray—bia;.

Si nous additionnons les homologies (2 bis) qui sont de la forme (2), aprés
les avoir multiplides par &> tous les termes du second membre disparaitront
en vertu des relations (5) du paragraphe II; on retrouverait donc I'homo-
logie (3). c. Q. B. D.

On démontrerait de méme que toutes les homologies entre les &, peuvent se
déduire des homologies (1).

Nous avons vu plus haut, au paragraphe VII, que si ’on a une congruence

Ea} =o,

on peul trouver une auire congruence entre les arétes de P/
2bf =0,

et de telle facon qu’on ait 'homologie

(4) Zaj~ 2bf.

. Je dis maintenant que cette homologie (4) peut étre déduite des homo-
logies (1) et (2).
Découpons, en effet, le premier membre de notre congruence 2af == o en
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un certain nombre de groupes, de telle fagon que les arétes d’'un méme groupe
appartiennent & une méme case ;. Soit 2&; l'un de ces groupes; nous aurons

la congruence

(5) Ea}za}’n—aﬁ,

ay, et a, étant les deux extrémités de la ligne formée par I'ensemble des arétes

de ce groupe. Je suppose que toutes ces arétes appartiennent 4 la case a. Soit

1 _. 0 0
a]‘ =q;—a

Pune de ces arétes; nous aurons ’homologie

(2 ter) af =blaj—blay,
et en ajoutant toutes ces homologies, on trouverait
(6) Zaj ~ b af,— biaj.

Ajoutons d’une part toutes les homologies (6), d’autre part toutes les
congruences (5), qui correspondent aux différents groupes. L'addition des
congruences (5) doit nous donner la congruence Za; = o; il s'en suit que si
un sommet !, figure dans une des congruences (5) avec le signe -+, il devra
figurer dans une autre avec le signe —. L’addition des homologies (6) nous
donnera done

(7) Zaf ~ 2(bjaf—bjah).

En écrivant cette relation, je suppose que a,, figure dans deux des con-
gruences (5), une fois avec le signe + dans la congruence qui correspond 4 la
case a, et une fois avec le signe — dans la congruence qui correspond 4 la

3
case aq.

Observons maintenant que b} et b; sont deux sommets de P/, et que ces
deux sommets appartiennent I'un et 'autre 4 la case 4J,. On peut alors trouver
une ligne formée d’arétes de P’, appartenant & cette case b}, etallantde 54 b;.

Soit £b; cette ligne; on aura

(5 bis) 25} = b} — b2

De méme que de la congruence (5) des homologies (2 ter), qui sont de la
forme (2), nous avons déduit ’homologie (6); de méme de la congruence (5 bis)
-et d’homologies de la forme (1), nous pourrons déduire ’homologie

(6 bis) 26! ~ alb)— alb.
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A chaque terme du second membre de (77) correspond une homologie (6 bis).

En les additionnant, on trouvera

(7 bis) Xz b} ~ Z(G,‘hbz— - asz?r);
d’otx
(8) Za}+ B2Xbl~o,

homologie de la forme (4), qui se déduit, comme on le voit, des homo-
logies (1) et (2). C. Q. F. D.

On peut se demander pourquoi j’ai jugé nécessaire de revenir sur un
théoréme déja démontré au paragraphe VII. On le comprendra si 'on se rend
compte de la nature géométrique, pour ainsi dire, de la démonstration du
paragraphe VII. La présente démonstration a, au conlraire, un caractére arith-
métique; eclle n’'invoque que des propriéiés des schémas définis au paragraphe II,
et des tableaux construits au paragraphe VIII; et elle conserverait sa valeur
alors méme qu'a ces schémas et 4 ces tableaux ne correspondrait aucun
polyzdre.

Qu’avons-nous supposé, en effet? C'est que si «f, af, a4 sont les nombres
des sommets, des arétes et des faces appartenant & une méme case, et s1 37, B7,
B4 sont les nombres des cases, des faces et des arétes auxquelles appartient un
méme sommet, on a

ap—of +af = B — B —fl=2;
et, en outre, que deux sommets quelconques @/ et @} sont liés par ’homologie

(9) a,-ON af{..

. Or on peut reconnaitre si un sommet appartient a une face, par exemple, en
appliquant au tableau du paragraphe VIII des régles purement arithmétiques,
et 'on peut de la méme manitre reconnaitre si une homologie telle que (g)

a lieu.

§ XI. — Possibilité de la subdivision.

Tout ce qui précéde suppose qu'une variété quelconque peut étre subdivisée
en variétés simplement connexes, de manidre & former un polyddre P, a
p dimensions, pour lequel les variétés af, a?™*, ..., a}, a}, a) sont toutes
simplement connexes. Par exemple, toute variété a trois dimensions pourra
étre subdivisée en cases simplement connexes, séparées les unes des autres par
des faces simplement connexes.
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C’est cela qu'il nous reste & démontrer, et c’est cette démonstration que je
vais donner. Je précise davantage : je vais montrer que toute variété a
p dimensions peut étre subdivisée de fagon & former un polyedre P, dont toutes
les variétés af, a?™*, ..., a}, a}, a! sont des tétragdres généralisés.

Je supposerai que le théordme a été démontré pour une variété a p—1
dimensions, et je me propose de 1’étendre & une variété 4 p dimensions.

Nous présenterons la définition de notre variété sous la forme suivante, qui
comprendra les deux définitions données dans P Analysis situs.

Nous aurons les équations et les inégalités :

zi=0:(y1, Yo oo yg)  (G=1,2, ..., 1)
(1) Sy, Yoy ooy yg)=0 (k=1,2, ..., g—p),
92(¥1y Y25 + vy Yg) > 0.

Ces équations et ces inégalités définiront une variété v qui sera himitée et,
en général, non fermée; on aura différents systdmes analogues d’équations
et d’'inégalités, définissant autant de variétés partielles que j’appellerai vy,
P2y «ovy Vme

Deux de ces variétés seront dites contigusés, si elles ont une partie commune,
et je puis supposer que 'on peut passer d’un point quelconque de I'une de ces
variétés 4 un point quelconque d’une autre quelconque d’entre elles, sans sortir
de l'ensemble de ces variétés. Cet cnsemble constituera la variété que
j'appellerai V, et qu’il s’agissait de définir.

Je supposerai que cette variété V est bilatere.

C’est évidemment 13 la facon la plus générale possible de définir une variété.

Considérons la variété partielle ¢4, définie par les équations (1).

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, on pourra satisfaire aux

équations
en faisant
Yi= '%’f(zl) By - ny zp):

les § étant des fonctions holomorphes des z; mais les séries ¢ pourront ne pas
converger pour tous les points de la variété oy.
Les conditions de convergence seront certaines inégalités

Nie(B1; B2y «oey Bp) > 0.
Quand on remplacera les y en fonctions des z, les relations

2= 04 Pr> 0
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deviendront

zy= B;( 21, B2y 0, zp):

eh (31, B2, ..., Zp) > 0.

Alors l'ensemble des relations
(1 bis) 2= 0, Ph > 0, N> o

définira une certaine variété ¢, de telle fagcon que l’ensemble des variétés
analogues a ¢ reproduira la variété o,.

Nous sommes ainsi ramenés & la seconde définition de I’ dnalysis situs.

Cela posé, soit ¢ une variété ¢ satisfaisant aux conditions suivantes : elle
sera tout entiére contenue dans ¢'; elle comprendra Lous les points de ¢, qui
ne lui sonl pas communs avec une des variélés contiguds; par conséquent, la
frontidre complete de ¢ sera tout entiére dans la partie commune 4 ¢, et aux
variétés contigués.

A chacune des variétés ¢}, ¢,, . .., dont U'ensemble constitue V, correspondra
ainsi une variété vy, ¢}, ..., satisfaisant aux conditions que je viens d’énoncer;
et il est clair qu'on peut s’arranger de telle facon que tout point de V
appartienne & I'une des variétds ¢', et & une seule, 4 moins qu’il ne soit sur la
frontidre de I'une des variété ¢", auquel cas il devra appartenir, en outre, i la
fronlidre au moins d’une autre variéié ¢".

La variété V, ainsi subdivisée en variétés o", constitue un polyedre P, au sens
donné & ce mot au paragraphe Il. Mais ce polyédre ne convient pas encore 4 la
question, car nous ne pouvons savoir si les variétés ¢/ sont des tétraddres
généralisés, ou méme sont simplement connexes.

Considérons la variété ¢}, et soit

Zi=0, Zy=0, ciey  Bp=o0
un point intérieur & cette variété; considérons la variété & une dimension

=1, B == U l, teny Bp=apt,

ol les a sont des constantes, et ol nous ferons varier ¢ depuis o jusqu’a oo,
(est ce que j'appellerai un rayon vecteur,

Chaque rayon vecteur rencontrera la frontiére compléte de ¢, en un nombre
impair de points; en effet, quand on suivra ce rayon, en faisant varier ¢ de o
& 4w, on sortira de la variété ¢|; on pourra y rentrer ensuite et en sortir
plusieurs fois, mais on finira toujours par en sortir pour n’y plus rentrer.

1l pourra se faire qu’un rayon vecteur rencontre la frontiere de ¢’ en deunx
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points confondus. Les rayons vecteurs qui salisfont & cette condition
s'appelleront les rayons remarguables. .

L'ensemble des rayons remarquables formera une ou plusieurs variétés
& p—1 dimensions, que j’appellerai les cénes remarquables.

Les intersections des cones remarquables avec la frontidre de ¢} formeront une
ou plusieurs variétés & p — 2 dimensions, que jappellerai U, et ces variétés U
partageront la frontiere de ¢} en régions que j'appellerai R.

Une région R ne peut étre rencontrée par un rayon vecteur en plus d’un
point, mais d’aprés ce que nous venons de voir, il peut se présenter deux cas :
quand on suit ce rayon vecleur, en faisant croitre ¢ de 0 a4 @, on peut, au
moment oit 'on rencontre R, sorlir de ¢} ou y rentrer. Si le premier cas, par
exemple, se présente pour un des vecteurs qui renconirent R, il se présentera
pour tous les vecteurs qui rencontrent R.

D’ou la distinction des régions R en régions de la premitre sorte, que les
rayons vecteurs rencontrent en sortant de ¢, et en régions de la seconde sorte,
que les rayons vecteurs rencontrent en rentrant dans ¢.

Les régions R étant des variétés & p—1 dimensions pourront, d’aprés
Phypoth2se faite au début, étre subdivisées en tétraddres généralisés.

Supposons, pour fixer les idées, qu’un rayon vecteur rencontre trois fois la
frontiére de ¢}, qu'il rencontre successivement les régions Ry, Rs, Ry; Ry et Ry
seront de la premitre sorte, R, sera de la seconde sorte.

Subdivisons Ry et R; en tétraédres généralisés & p —1 dimensions.

81T, est une des subdivisions de R;, menons lous les rayons vecleurs qui
passent par les différents points de T, el conservons la partie de ces rayons
vecteurs qui esl comprise enire le point z;= o ct le rayon R, (partie qui est
intérieure & ¢;); 'ensemble de ces vecteurs formera un téiraedre généralisé
4 p dimensions, ayani pour sommel le point 5;==0, el pour base le tétraddre
généralisé & p —1 dimensions T;.

Soit maintenant T, unc des subdivisions de R,; menons encore tous les
rayons vecteurs qui passent par les différenls points de T, et conservons la
partie de ces rayons vecleurs qui est comprise entre R, et Ry (partie qui est
intérieure & ¢} ). Cet ensemble forme une variété & p —1 dimensions que 'on
pourrait appeler un tronc de tétraédre généralisé, dont les deux bases
sont T; et un tétraddre généralisé & p—1 dimensions, que jappellerai T, et
qui fera partic de Ry. Clest, en d’autres termes, la différence de deux tétrazdres
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généralisés, ayant pour sommet commun le point z;== 0 et pour bases, 'un T,
I’autre T,.

Ce tronc de tétradédre généralisé pourra 4 son tour étre partagé en p tétraédres
généralisés, de méme que dans le théoréme classique, le tronc de pyramide
triangulaire se partage en trois pyramides triangulaires.

Finalement ¢ sera partagé en tétraddres généralisés.

Une difficulté subsiste cependant; on peut subdiviser comme ¢, les autres
variétés analogues ¢}, ¢3, ...; considérons la subdivision de ¢} en tétraddres
généralisés Ty et celle de ¢, en tétraddres généralisés Ty. La frontiére commune
de ¢ et ¢, se trouvera subdivisée, d’une part en tétraddres généralisés
A p-—1 dimensions t;, qui seront les faces des Ty, et d’autre part, en
téiraddres généralisés & p— 1 dimensions ta, qui seront les faces des Ts; mais
tl n'est pas évident que ces deux subdivisions coincident.

Considérons alors la partie commune & 'un des 7y et & I'un des t,; je pourrai,
d’aprés I'hypothése faite au début, la subdiviser en tétraddres généralisés
a p—1 dimensions ¢. Ainsi chacun des tétraédres 7, et chacun des tétraddres z,
sera subdivisé en tétraddres o.

Soit maintenant 7, une des variétés a4 ¢ dimensions appartenant A T,
(j'emploie ici le mot appartenir dans le méme sens que quand je dis que les
faces, les arétes, et les sommets d’un tétraddre ordinaire appartiennent a ce
tétragédre, ou quand je disais au paragraphe II que les variétés af appartenaient
au polyédre P). Soit, de méme, 7, une des variétés 4 ¢ dimensions appartenant
& 79. Ges deux variétés 7 et v, seront des tétraddres généralisés, puisque d’apres
la définition du tétraddre généralisé, toute variété qui appartient & un tétraddre
généralisé, est elle-méme un tétraddre généralisé. Alors ©, et 7, se trouveront
subdivisés en tétraddres généralisés & ¢ dimensions ¢, qui appartiendront aux
tétragdres & p —1 dimensions o.

Cela 4 la rigueur pourrait nous suffire ; nos variétés o}, ... seraient partagées en
tétraddres généralisés & p dimensions T?, leurs frontiéres en tétraddres A p —1
dimensions T?~, ...; seulement ces tétraddres TP~ ne seraient pas ceux qui
appartiennent aux tétraddres T?, ceux-la en seraient seulement des subdiyisions.

Mais nous pouvons aller plus loin.

Considérons 'un des tétraddres & p dimensions T” dans lequel ¢} est sub-
divisé. Je rappelle qu’on les a obtenus en subdivisant les troncs de tétraddres
généralisés, dont il a été question plus haut. Par conséquent,- T? a tous
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ses sommets sur la frontiére de ¢} (il y aurait exception pour les téiraédres
dont un sommet est au point z;=— o0, mals pour ceux-la il n'y a pas de
difficulté).

Supposons, par exemple, que les poinis communs & 17 et & la région que
j’ai appelée plus haut R, forment un téiraddre généralisé & ¢ dimensions Tv
appartenant d T?, et que les points communs & T# et 4 la région R, forment
un téiraddre & p — g — 1 dimensions TP—7~1, apparienant a T7.

Les tétragdres T¢ et T?—9—1 sont analogues aux tétraddres ', traités plus haut;
ils peuvent donc étre subdivisés en tétraédres analogues i ceux que j'ai
appelés ¢'; soient S, Sf, ..., les tétraédres analogues & o', qui sont des sub-
divisions de T7; soient S2-7-!, §2=7=', ... les tétraédres analogues & o' qui
sont des subdivisions de T7—7-1. Je dis qu’on peut subdiviser T en tétraddres
4 p dimensions de telle facon que les variétés S{, ST, ..., 87~*, S4~71, ...
appartiennent a T7.

Pour le démontrer, je suppose d’abord que T7 soit un tétraédre rectiligne
(¢f. § II in fine). On sait qu'un tétraddre rectiligne est entiérement défini
quand on connait ses p + 1 sommels. Alors T# est le tétradédre rectiligne qui a
pour sommets ceux de T¢ et de Tr—7-1,

Supposons que TY se décompose en g téiraddres partiels

S7, S¢ ..., S¢
et T#—4—1 en £ tétraddres partiels
Sp~r=t, Sg-e-1, .., Sp- .

On vérifiera alors que T? se décompose en g/ téiraddres partiels qui sont
ceux dont les sommets sont ceux de

S¢ et 8p-7-t (i=1,2,...,8 k=1,2, ..., h).

Si le tétraédre T” n’est pas rectiligne, le résultat subsiste puisqu’un
étragdre quelconque est homéomorphe a un tétraédre rectiligne.

Ainsi notre variété est décomposée en tétraddres A p dimensions de fagon &
former un polyeédre tel que toute variété appartenant a ce poly2dre, appartient
4 'un de ces téiraddres.

On est ainsi débarrassé des derniers doutes qui pouvaient subsister au sujet

de la possibilité de subdiviser une variété V de facon a former un polyedre P,
pour lequel tous les @f soient simplement connexes.

———— &
H, P. — VI, 43




SECOND COMPLEMENT

I’ANALYSIS SITUS

Proceedings of the London Mathematical Society, t. 32, p. 277-308 (14 juin 1900).

Introduction.

J'ai publié dans le Journal de U'Ecole Polytechnique un travail intitulé
« Analysis situs »; je me suis occupé une seconde fois du méme probleme
dans un Mémoire portant pour titre « Complément & U Analysis situs », et qui
a été imprimé dans les Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.

Cependant la question est loin d’atre épuisée, et je serai sans doute forcé d'y
revenir 4 plusieurs reprises. Pour cette fois, je me bornerai 4 certaines considé-
rations qui sont de nature & simplifier, & éclaircir et & compléter les résuliats
précédemment acquis.

Les renvois portant simplement une indication de paragraphe ou de page se
rapporteront au premier Mémoire, celui du Journal de ['Ecole Poly-
technigue; les renvois ol ces indications seront précédées de la leltre ¢ se
rapporteront au Mémoire des Rendiconti.

Quantaux renvois aux paragraphes du présent Mémoire, je les ferai précéder
des lettres 2¢.
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§ 1. Rappel des principales définitions.

Considérons une variété fermée & p dimensions. Nous supposerons que celle
variété a 616 subdivisée de maniere a former un polyédre P 4 p dimensions.
Les éléments de ce polygdre s'appelleront les af ; ils seront sépurés les uns des
uulres par des variétés & p — 1 dimensions qui s’appelleront les /™" ; celles-ci
seront sépardes les unes des autres par des variélés a p-—2 dimensions qui
s’appelleront les a?~*; et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on arrive aux sommets dn
polyédre qui s’appelleront les ;.

Toutes ces variélés seront simplement connexes, ¢’est-i-dire homéomorphes
a hypersphére.

Si une variété af a pour frontiére complele les @', j'écrirai la congruence

— -1
(1) al = Ee[’j‘,a]‘f )

ou les e sont égaux a o, +1 ou —1 (¢, § II, p. 295).
Nous écrirons, d’autre part, ’homologie

o1
(2) Zefafi™ ~vo.

Nous combinerons les congruences (1) et les homologies (2) par addition,
soustraction, multiplication, et quelquefois par division.

Parmi les congruences entre af et a7~ obtenues par la combinaison des
congruences (1), nous distinguerons celles qui ne contiennent que des af, et
d’ou les @~ ont disparu.

Nous désignerons quelquefois les a! sous le nom de sommets, les @ sous
celui d’arétes, les a; sous celui de faces, les @) sous celui de cases, les a}
sous celut d’kypercases. i

Au polyédre P correspond un polyédre réciproque P’ (¢, § VIL), dont
jappellerai les ¢léments &7 au lieu de af, /7' au lieu de @', ..., et enfin &]
au lieu de /.

Entre les deux polyedres, il y a une correspondance telle que 6#7-7 correspond
4 a’. Les deux polyddres proviennent de la subdivision d'une méme
variété V.

Entre les éléments de P/, nous avons les congruences

(1 bis) by = Zef 1 by

analogues aux congruences ( 1); nous pouvons I'écrire également

= !/ -1
by = Ze,f b1,
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cn POSﬁnL
g7+l = gl
ie i

Entre les ¢léments de P et ceux de P/, nous avons encore unc aulre
relation.
Rappelons la notation N(V, V') (§ 9, p. 222). Nous aurons alors
N(af, by~t)=o0
siZn’est pas égal & A&, ct
N(af, b/=7)y=z1.

H reste reste a voir si ’on doit prendre le signe + ou le signe —.

Pour nous en rendre compte, considérons deux éléments correspondants
de P et de P’ que jappellerai « et b/~"; considérons, d'autre part, deux
¢éléments correspondants af~* et b/7** de tlelle facon que af~" apparliennc
aal et by~ a by 7.

Je pourrai toujours choisir mes coordonnées de telle fagon que les équations

de a/ soient
(3) F1_= Fz:...'—"—-F/,._,I"—'-‘O.

les F ¢élant des fonclions de coordonnées yi, yu ..., ¥p qui définiront
la position d’un point sur la variété V.

Soient de méme
(4) Gy=Py= ... =P, ;=0

les ¢quations de &/7**; je pourrai alors supposer que les équations de a]™"

s’obtiennent en adjoignant aux équations (1) I'équation ¢ == o, et que celles
de &7~ s’obtiennent en adjoignant aux équations (2) I'équation ¢ ==1. je pourral
m’arranger pour que la méme fonction ¢ figure au premier membre de ces
deux équations.
Alors parmi les inégalités, qui avec les égalités (1) completent la définition

de a?, devra figurer l'inégalité

4> o.
De méme, parmi les inégalités qui avec les égalités (2) complétent la définition
de 677"*!, devra figurer I'inégalité

<< 1.

S1 nous voulons que & soit égal & 41, il faut d’aprés nos conventions que

les équations de /™' se mettent dans l’ordre suivant :

Fimm Fo== ... =F,,=¢=0
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et si nous voulons en méme temps que ef~7*' =1, il faut que les équations

de b7~ se mettent dans l'ordre suivant :
O =Pr=...=P, y=1—¢=0.
Le nombre N{af, b7~") dépend du signe du déterminant fonctionnel de
Fi, Faoy ..., Fpg ®p @y ...y gy, 1—0

De méme, le nombre N(a!™*, &/~"*') dépend du signe du déterminant

fonctionnel de
Fi, Fay ooy Fpgy U @y B ..., $go.

Nous pouvons toujours supposer que les fonctions F, ® et ¢ aient été
choisies de telle sorte que ces déterminants ne s’annulent pas dans le domaine
considéré.

Nous voyons alors que les deux déterminants sont de méme signe si ¢ est
pair, et de signe contraire si ¢ est impair.

Nous aurons dans le premier cas

N(af, bp=7) = N(af-1, bp=r+1),
et dans le second cas

N(efy B0) == N(af, b7,

Comme nous pourrons toujours supposer
N(ap, Bp) =+1,
nous irouverons successivement

N(af, bf-')y=—1, N(a}, d/?)=—1, N(a],b})=+T1,
N(at, by =1,

La seule chose a retenir, c’est que le nombre N(af, &™) ne dépend que
de ¢. '

Cela posé, on peut former avec les nombres ¢ un tablean que jappellerai T,
et ol le nombre ] occupera la /*¢ ligne et la j*"° colonne. Dans ce tableau Ty,
il y aura donc autant de lignes que de of et de colonnes que de /™.

J’ai appelé «; le nombre des af de sorte que le tableau T, aura «, lignes
et #,_y colonnes. En particulier, le tableau T; nous donnera la relation entre
les arétes et les sommets, le tableau T, entre les faces et les arétes, etc.

Jappellerai T, le tableau qui est formé avee P/, comme T, avec P. Nous
voyons que le tableau T s’obtient en partant du tableau T, 4.4, permutant

les lignes avec les colonnes, et réciproquement.
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Nous avons désigné (¢, § I1I, p. 3o1) par 24— o le nombre des homologies

distinctes entre les !, ol par ay—a; le nombre des congruences distinctes
. v/ =1 4 sliminés ) .
entre les e (les /™" élant ¢himinés); par

Prl= .’Z:l—a,'; -1

le nombre de Betti correspondant aux .
Nous avons appelé B, B, et 3, les nombres analogues & a4, a), et a’, el se

rapportant au polyédre P/, de telle sorte que

g = ap—q-

§ 2. Réduction des tableaux.

Considérons un tableau T formé de nombres entiers rangés en un certain
nombre de lignes ¢t de colonnes. Tels sont nos tableaux T,. .
Supposons que I'on puisse faire sur ce tableau les opérations snivantes :

1° Ajouter une colonne a une autre ou I'en retrancher;
2° Permuter deux colonnes et changer le signe de 'une d’elles;

3° Faire les mémes opérations sur les lignes.

En combinant ces opérations, on pourra faire subir aux colonnes une
substitution linéaire quelconque pourvu que les coefficients soient entiers et le
déterminant égal a4 1. De méme pour les lignes.

Quel est, par le moyen de ces opérations, le plus grand degré de simplicité
auquel on puisse réduire un tableau? C’est ce que nous allons examiner.

Supposons d’abord, pour fixer les idées, que le tableau T n’ait pas plus de

lignes que de colonnes.

Lemme I. — Soit
@ ds Ay Qi ay

by b by by b

€I Cx C3 € Cp

un tableau T que je suppose, pour fizer les idées, de trois lignes et de cing

colonnes.

Je suppose que les quinze nombres a, b, ¢ solent premiers entre euz; je
dis qu’on pourra toujours trouver trois nombres a;, B1, v1, tels que les cing
nombres

' hyy=agar+ 31 bi+vie; (¥=1,2,8,4,5)

sorent premz'ers entre euzx.
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Pour cela les nombres «;, Bi, y:+ doivent d’abord remplir une premieére
condition : ils doivenl éire premiers entre 'cux. Si cetle condilion est remplie,
on pourra lrouver six aulres nombres as, Ba, yo; a3, By, va, tels que le déter-
minant

%) pi Y1

ag P2 Y2 | =1L

%3 ﬁ:s T3
Posons alors

hpy=opa,+ Brb;+1re; (t=1,2,3, 4,5; k=1, 2, 3).
Soit
a; by e
=|ay ba ¢ |;

as by e

la rigle de la multiplication des déterminants nous donnera

hiys Pis Ry oy @1 T a; by ¢
Aoy hay Aeg | =] @ ﬁz Yo |s | A2 by ex | =A.
hst hia A3 @y Ba Ts as bs c¢g-

Ce qui montre que le plus grand commun diviseur des trois nombres Ai4, 249,
hys et, par conséquent, celui des cinq nombres 44, divise A. Il doit diviser de
méme tous les déterminants obtenus en supprimant deux colonnes dans le
tableau et, par conséquent, le plus grand commun diviseur, M, de tous ces
déterminants.

Soit p un facteur premier quelconque de M. Comme nos quinze nombres a,
b, ¢ sont premiers entre eux, I'un d’eux au moins, par exemple ¢;, ne sera pas
divisible par p. .

Si nous prenons alors

(1) 4 =0, Bi=o, 1= (mod p),

il viendra
hyy=chl=t (mod p),

de sorte que le plus grand commun diviseur des cinq nombres %4;, ne sera pas
divisible par p.

Nous obtiendrons un systéme de congruences analogues a (1) pour chacun
des facteurs premiers de M. On pourra satisfaire a la fois & toutes ces
congruences puisqu’elles ont lieu par rapporta des modules premiers différents.

Alors le plus grand commun diviseur des cing nombres A,; ne sera divisible
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par aucun des facteurs premiers de M; ct, comme il doit diviser M, il sera

égal a 1.
1 Cororraiwe. — Si 'on fail subir aux lignes dn tablean la substitution
lingaire
“y fjl 11
A3 ﬁz T
a3 fm T3,

il est clair que les dléments de 1a "¢ colonne qui élaient

a;, by, ¢
deviendront
higy,  hsyy sy,

d’ou cette consépuence :
Si les éléments du tableaw sont premiers entre euz, on peut réduire le
tableau de telle sorte que les éléments de la premiére ligne soient premiers

entre euz.

2® CoroLrare. — 8¢ les éléments du tableau ont pour plus grand
commun diviseur 8, on peut réduire le tableau de telle sorie que les ¢lements

de la premiére ligne aient pour plus grand commun diviseur d.

TutorkMr. — Soit m le nombre des colonnes et n celui des lignes (m > n);
soit My le plus grand commun diviseur de tous les déterminants obtenus en
supprimant dans le tableau m —n colonnes quelcongues; soit M, le plus
grand cominun diviseur de tous les déterminants obtenus en supprimant
dans le tableau m—n +1 colonnes et une ligne; soit My celui des déter-
minants obtenus en supprimant m— n -+ 2 colonnes et deux lignes, etc. ; soit
enfin Mu_y celui des déterminants obtenus en supprimant m—1 colonnes
et n—1 lignes, c'est-d~dire en d’autres termes celui de tous les éléments.

Ces nombres My, My, ..., M,_, ne seront pas altérés par les opérations
Saites soit sur les lignes, soit sur les colonnes.

Il va sans dire que le nombre M, devrait étre considéré comme nul si tous
les déterminants correspondants étaient nuls.

Nous pourrons alors énoncer notre corollaire sous la forme suivante :

3¢ GoroLLarre. — On peut réduire le tableau de telle sorte que le plus
grand commun diviseur des éléments de la premiére ligne soit M, _,.

Leumz II. — On peut, par une transformation entre les colonnes, réduire
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le tableau de telle sorte que le premdier élément de la premiére ligne
devienne M,_, et que tous les autres éléments de la premiére ligne

deviennent nuls.

Nous allons faire subir, en effet, aux colonnes (supposées comme plus haut

au nombre de m == 5) la substitution linéaire

EITY T PR

ot

,
W R

=3

(2)

JX ©07 -4
X o7 -
=

les éléments de la premiére ligne. Aprés les réductions que le tableau a déja
subies, le plus grand commun diviseur de ces cing nombres est devenu M,,_,.

Nous pouvons alors choisir Ia substitution (2) de telle sorte que l'on ait

Baja;= M,_4, Efiar= 2v;a;= Z6a;= Zi;q;=o.

Alors, apreés la transformation, les éléments de la premigre ligne seront

My,—, o, 0, 0, o.

Lexme 1. — Je dis maintenant gu’on peut, par une transformation entre
les lignes, réduire & zéro lous les éléments de la premiére colonne, sauf le

premier qui reste égal & Ma_,.

En effet, apras les réductions déja faites, les éléments de la premidre colonne

(supposés au nombre de 72 =3) sont

M., g M,—i, q. M/z—-ig

g2 et g, étant des entiers; el en effet, d’aprés nos hypothéses, tous nos éléments
sont divisibles par M,,_;.

Si alors nous retranchons de la seconde ligne la premiere ligne multipliée
par gs, et de la troisitme ligne la premiére ligne multipliée par g,, la premiére
colonne devient

Mn—-i, 07 0.
D’ailleurs la premidre ligne ne change pas.
Silon supprimait maintenant la premidre ligne et la premiére colonne du
H.P. — VL 44
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tableau T, il resterait un tableau T' de¢ m —1 colonnes et de » —1 lignes, par

rapport auquel les nom hres

M, M,
I\lll-—-l ’ Mn—i ’
joueraient le méme réle que les nombres My, M, .. ., parrapport au tableau T.
Mn_s

En particulier, le plus grand commun diviseur des éléments de T est &
. n—1

Nous pouvons maintenant continuer la réduction, mais en opérant seulement
sur les m —1 derniéres colonnes et sur les 2 —1 derniéres lignes. La premiére
ligne ne changera plus puisque ses m —1 derniers éléments sont nuls, ni la
premiere colonne non plus puisque ses n— 1 derniers éléments sont nuls.

On pourra opérer sur le tableau T’ comme nous avons opéré sur le tableau T.

Apres cette nouvelle réduction :

1° Tous les éléments de la premiére ligne et ceux de la premiére colonne
sont restés nuls, sauf le premier élément de la premiére ligne et de la premiére
colonne qui est resté égal & M,_4.

2° Tous les éléments de la seconde ligne et ceux de la seconde colonne
sont devenus nuls, sauf le second élément de la seconde ligne et de la seconde

. M,
colonne qui est devenu M" 2.
-1

3° Si P'on supprime les deux premidres lignes et les deux premieres
colonnes, on obtient un tableau T” de m — 2 colonnes et de n— 2 lignes, par

rapport auquel les nombres

Mo Ml e Mn.-—3
Mo—s® Moo’ 1ML
jouent le méme role que les nombres Mo, My, ..., M,_, par rapport au

tableau T. Et ainsi de suite.
A la fin de la réduction, ’élémeni qui appartient a la 7*®° ligne et & la
JPm¢ colonne est nul si ¢ n'est pas égal & j; 'élément qui appartient a la

ieme ligne et la *@° colonne est égal a MM""i
n—i=1
Les n nombres
Mps M, M M
(3) Mn-—-h M’”:':’ M"z‘::?" M ] M“E’ ‘M‘E

peuvent s’appeler les invariants du tableau T.
On peut remarquer :

1° Que chacun de ces invariants divise le suivant;
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2° Que quelques-uns de ces invariants peuvent éire nuls, mais que, si 'un

d’eux Pest, tous ceux qui le suivent le sont également.

Si le tablean T avait plus de lignes que de colonnes, la réduction se ferait
de la méme maniere, seulement il faudrait intervertir le role des lignes et
des colonnes.

On aurait alors m <C#n; le nombre M, serait le plus grand commun
diviseur des déterminanis obtenus en supprimant n —m lignes; en général,
M;, serait le plus grand commun diviseur des délerminants obtenus en
supprimant z— m ~ ¢ lignes et i colonnes quelconques. Enfin, le plus grand
commun diviseur des éléments du tableau T serait M,,_4.

En général, le nombre des invarianis serait le plus petit des deux

nombre 2 ¢l m.

§ 3. Comparaison des tableaux T, et T’.

Le tableau T, nous fait connaitre les relations entre les af et les a?/~* dans
q f j
le polytdre P. A chaque ligne de ce tableau correspond un af et & chaque
Y 8 P {
colonne mn «/~'. A chaque ligne de ce (ableau correspond également une
congruence

(1) af= Es?ja;i““

entre les af el les @/~ et une homologie

(2) EE%G’}{—'iN 0

enlre les a}"'l .

Qu'arrivera-t-il maintenant si, par les opérations du paragraphe précédent,
on réduit le tableau T,? A chaque ligné du tableau réduit correspondra une
combinaison linéaire des af, & chaque colonne une combinaison linéaire
des af~'. Jai expliqué (¢, § VILL, p. 323) d’aprés quelles régles ces combi-
naisons linéaires doivent étre formées. Voici comment ces régles peuvent
étre résumées.

Supposons que, pour passer du tableau T, au tableau réduit, on applique
aux lignes de T, une certaine substitution linéaire S, et aux colonnes une
autre substitution linéaire ¢. Soit ¢ la substitution contrageédiente de o (je
veux dire que, si l'on a deux séries de o4 variables z; et y;, et que I'on
applique la substitution ¢ 4 la premidre série et la substitution ¢’ 4 la seconde,
la forme Z2;y; ne devra pas étre altérée). ‘
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Supposons alors que S change af en

&g
ef ==Z rijal

j=1
et que ¢’ change @/~ en

Nous ferons correspondre a la 2 ligne du tableau réduit la combinaison
linéaire ¢7, et & la *™° colonne la combinaison lindaire df ™.

Dans notre tableau réduit, tous les éléments sont nuls, sauf ceux de
la " ligne et de la "¢ colonne, qui sont donnés d’aprés le paragraphe

précédent par la formule
M;—;

Mn»—-i———-i

.

Je désignerai, pour abréger, par / cet élément de la 7" ligne et de
la {*™¢ colonne; et je conviendrai que w{ doit étre regardé comme nul, si 7 est
plus grand que le plus petit des deux nombres o, et ,_, (nombre des lignes
et nombre des colonnes).

A la #*m° Jigne du tableau réduit correspondra alors la congruence

(1 bis) cf = w? df~1
et I’homologie
(2 bis) wf di~!~o.

Les congruences et les homologies (1 bis) et (2 bis) peuvenl se déduire
des congruences et homologies (1) et (2) par addition, soustraction, multi-
plication, mais sans division, et réciproquement.

St atgy>a, et s1 i>ay o/ est nul, de sorte que la congruence et
I’homologie (1 &is) et (2 bis) se réduisent a

c?’ao et 0~ 0.

Les nombres o] sont ce que j’ai appelé dans le paragraphe précédent
les. énvariants du tableau T,. Supposons que parmi ces incariants
il y en ait y, qui ne solent pas nuls; on aura, bien entendu,

Yoty Vo tg—1
Parmi les congruences (1 bis), les v, premidres contiendront a la fois ¢/ et d7-*
puisque oy ne sera pas nul. Au contraire, les a,— v, dernidres s’écriront

ef=o,
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et ne contiendront plus les «?~'; 1l est clair que loules ces congruences sont
distinctes, et que l'on obtient ainsi toules les congruences entre les «f d’ou

les @f* sont éliminds. On a donc
ap—dg=og—"g % =Tq-
Maintenant, parmi les homologics (2 bés), les oy—+4 dernitres se réduisent
a des identités, mais les y, premiéres sont distinctes; on a donc
&g—t— c“:7—1 = T
cd'ot pour le nombre de Betti

Pq= 1,7— -Y’7+1—.(f/+ I.

Comparons maintenant le tableau T, au tableau correspondant T, .4
relalif au polyédre réciproque P'. Ce lableau, qui se déduit de Ty en permutant
les lignes avec les colonnes, a Bp_gw1= gy lignes et P,_,= e, colonnes.
Le nombre v, est le méme pour les deux lableaux, de sorte qu’il vient

Byt = Vg = % Bpmig— Bh—y =70
i /’;-—4/ = B/»-——-(/'—' (g = %g— CL’,:,,
d’ou
}?‘lp—r)+i = dge1 = Yy—1)
el pour le nombre de Betti P),_, | relatif au polyedre [

Phmgrt =B — Bpmgur + 1= a1 — Yy — Yy + 1.

Nous déduisons de la

! —
p~q="Pq

ce qui, si 'on se rappelle que les nombres de Betti relatifs aux deux polyadres

réciproques P et P'sont les mémes, montre que les nombres de Betti également
distants des extrémes sont égausx.

Revenons aux homologies (2 bis). Si Pon admet que l'on a le droil de
diviser les homologies par un enticr différent de zéro, les y, premiéres
homologies nous donneront

di-'~o (i=1,2, ..., Vg )

et la plus générale des homologies entre les @/~ s’écrira

Tq

(3) Sidst o,

i=1

les A; étant des entiers quelconques. Si, au contraire, on n’admel pas que
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Pon ail le droit de diviser les howmologies, ’homologie la plus générale s'dorira
g
(4) hw! di=t ~ o,

los %; étant des entiers. Pour que les deux définitions des nombres de Belu
(¢, § I, p. 291) coincident, il faut, et il suffit. que les deux formules (3) el (4)
concordent, c'est-a-dire que Lous les invarianls o/ qui ne soni pas nuls solenl
égaux & 1 (¢, § IX, p. 329).

Envisageons maintenant les combinaisons linéaires des /' qui seraient
homologues & zéro en vertu des homologies (3), et demandons-nous quelles
sont parmi ces combinaisons celles qui restent distincles, si, abandonnant
les homologies (3), on se borne aux homologies (4) sans admetlre le droil
de diviser les homologies.

Nouas verrons tout de suile que le nombre de ces expressions qui sont ainst
distinctes est précisément le produit

wjwf... w.“fq.

Or, en se reporiant aux notations du paragraphe précédent, on voil que

ce produit n’est autre chose que I'un des nombres de la suite

M,, M;,, M, ...,

et précisément le premier nombre de celte suite qui n’est pas nul (¢, § IX,
p. 329).

Ce qui précéde monire combien il importe de distinguer deux sortes
de variétés.

Celle de la premiere sorte que jappelerai variétds sans torsion, seront
celles pour lesquelles les invariants de tous les tableaux Ty sont lous égaux
4 o ou & 1; pour lesquelles, par conséquent, les deux formules (3) et (4)
concordent et les deux définitions des nombres de Betti sont d’accord.

Celles de la seconde sorte, que j'appellerai variétés & torsion, seront celles
pour lesquelles certains de ces invariants nc sont égaux nia o nid 1, et pour
lesquelles, par conséquent, les deux définitions des nombres de Betti ne sonl
pas d’accord. Dans ce cas nous adopterons toujours, sauf avis contraire, la
seconde définition (¢, § T).

Cette dénomination s¢ justifie parce que la présence d’invarianls plus
grand que 1 est due, comme nous le verrons plus loin, & une circonstance

assimilable a une véritable tortion de la variété sur elle-méme.
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§ 4. Application a quelques exemples.

Désireux d’appliquer ce qui précéde aux exemples signalds duns UoAnalysis
situs (p. 231 et suiv.), je dois d’abord faire une dislinclion entre plusicurs
sortes de polyedres.

Les polytdres ordinaires ou de la premiére sorte scront ceus dont tous
les a7 sont des polyddres simplement connexes (homéomorphes & des hyper-
spheres) et tels que tous les éléments de ces af soient distincts; par exemple,
dans l'espace ordinaire, le téraddre sera un polyddre de la premidre sorle
parce qu’il admet quatre faces qui sont des triangles et, par conséquent, des
polygones simplement connexes (homéomorphes & des cercles), et que chacun
de ces triangles a ses trois colés distincts de méme que ses trois sommets.

Les polyédres de la seconde sorte seront ceux dont tous les af seront des
polyedres simplement connexes, mais tels que tous les éléments de ces @ ne
soient pas distincts. Soit, [par exemple, dans 'espace ordinaire un tore; par
un point A de la surface de ce tore menons un méridien et un parallele. Ces
deux coupures ne diviseront pas la surface du tore en deux régions, mais elles
la rendront simplement connexe. Cette surface ainsi rendue simplement
connexe sera homéomorphe 4 un rectangle, dont deux c6étés opposés corres-
pondraient aux deux lévres de la coupure méridienne et les deux autres c6tés
aux deux levres de la coupure parallele. Le tore forme ainsi une espéce de
poly2dre qui n’a qu'une seule face; cette face est un quadrilatére; elle est donc
simplement conneze; mais les quatre cotés de ce quadrilatére ne sont pas
distincts, deux se confondent avec la coupure méridienne et deux avec la cou-
pure parallele; de méme les quatre sommets ne sont pas distincts puisqu’ils se
confondent tous les quatre avec le point A. Le polyédre ainsi défini est donc
un polyadre de la seconde sorte.

Enfin, les poly2dres de la troisiéme sorte seront ceux dont tous les af ne
sont pas simplement connexes.

Les propriétés des polyedres de la premidre sorte s’étendent pour la plupart
& ceux de la seconde sorte. Observons toutefois une différence. Dans un
polyédre de la premidre sorte, toute af™' sépare l'une de l'autre deux af, et
n’appartient & aucun autre /. Par conséquent, dans chaque colonne du
tableau T, il y aura un des nombres ¢ qui sera égal & + 1, un auire & —1, et

tous les autres a o.
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Il n’en est plus de meéme avec les polyddres de la seconde sorte. Il peut
arriver que deux des ¢/~ d’une méme af ne soient pas distinctes. Dans ce cas,
aprés avoir franchi cette &/, on se retrouvera dans cette méme & ot l'on
étail d¢ja avant de l'avoir passée. Ainsi pour reprendre notre lore de tout &
Iheure, qui était un polyédre & une seule face : aprés avoir passé la coupure
méridienne, par exemple, on se retrouvera toujours dans cette méme et unique
face o I'on était avant le passage. I arrive alors que cette /™" n’a de relation
qu’avec cetle @ ; et de plus, elle est deux fois en relalion avec cette méme a;,
une fois en relation directe, une autre fois en relation inverse, de sorte que les
deus relations se compensant, le nombre ¢} correspondant est égal & zéro.
Dans ce cas, tous les nombres & qui figurent dans la colonne correspondante
du tableau T, sont nuls.

Dans les exemples en question (p. 231 et suiv.), les variétés fermdes a
lrois dimensions que l'on envisage peuvent éitre regardées comme des
polyedres de la seconde sorte. Chacun de ces polyédres a une seule case (qui
dans les premier, troisi¢me et quatribme exemples est un cube, et dans le cin-
quitme un octaédre), mais les faces de cette case se confondent deux a deux.

1 exemple :
e fuace ABDC = A'B'D'C, ;e aréte AB =CD = A'B'= C’D"
2t » AGCC’A’=BDD’'A/, 2¢ » AC=BD=A'C=BD
3¢ » CDD'C’'=ABB'A/, 3¢ » AA'=BB'=CC =DD’,
Une case unique, un sommet unique.

Les trois tableaux Ty, Ty, T se composent uniquement de zéros. Tous leurs

invariants sont donc nuls.

3¢ exemple :
1r¢ face ABDC = B'D'C’A’, 1 aréte AB = B'D'= C'C;
2¢ » ABB'A’'=CCDD’, 2¢ » AC =DD’ =B'A’;
3¢ » ACCA"=DD'B'B, 3¢ » AA'=CD'=DB;
4¢ » CD =BB = A'C;
sommet B=D"= A= C,

12 sommet A = B'= C'=D, 2¢

Tablean T,. Tableau T,. Tableau T,.
lo o of +1 —1 —1 =I “+1 —1
+1 +1I —1 -1 -1 —1

—1 +1 —1 —1 41 —1

—I 1

Le tableau T; n’a qu'un invariani qui est nul; le tableau Ty en a deux qui

sont o et 1; le tableau T en a trois qui sont 1, 2 €t 2.
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4° exemple :
1'¢ face ABDC =B'D'C'A’, 1te aréte AA’'= CC = BB’ = DD’

2¢ » ABB'A’= CDD'C, 20 » AB=CD=BD=A'C
3¢ » AGCA’=BDD’'B’, 3¢ » AC=BD=D'C=DBA'
Une case unigue, un sommet uniyjuc.
Tableau T,. Tableau T;. Tablean T,.
o 0 0 o
o o o] 0 +1 =1 o
o +1 —1 o

Les tableaux T, et Ty n'ont qu'un invariant qui cst o;le tableau Ts en a trois

qui sont 1, 2 el o.

3¢ exemple :

e face ABC = FED, 1'¢ aréte AB = FE, 1er sommet A = F;
2¢ » ACE =FDB, 2¢ » AC=FD, 2€ » B =E;
3¢ » AED = FBC, 3¢ » AE=FB, 3e » C=DD;
44 » ADB=FCE, 4¢ » AD=FGC;
5¢ » BC =ED;
6c » CE=DB.
Tableau T,. Tableau T,. Tableau T,.
[o o o o 41 —1 o 0 -1 0 +1 —1 o
‘ a +1 —I o o —+1 -+ 1 o —1
o 0 +1 —1 -1 0 +1 —1 ]
l —1 6 o0 +1 o0 —+I 1 —1 o
0 ~+1 —1
0 —I1 ~+I

Les invariants sont :

opour Ts; 2,1, retr pour Ty; o, 1 et x pour Ty.

Passons maintenant au sixieme exenple (p. 237).
Ainsi qu'on I'a vu (§ 14, p. 248), les équivalences fondamentales s’écrivent
Ci+ Co= Co~+ Gy

Gi-i- Ca..-‘-": G3+GG1+YC2,
Cg+ CaE C;;+E301+ SC.,

Pour écrire les homologies qui peuvent se déduire des homologies fonda-
mentales par addition et multiplication, mais sans division, il suffit de se
donner le droit d’intervertir 'ordre des termes dans les deux membres de ces
équivalences fondamentales; on trouve ainsi

o~o; (a—1)C+71C~o; [CG+(3—1)Ca~os
H. P, — VL. 45
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Le déterminant

(a—1)(8—1)— By
est égal &

2 — 5 — 0.

Soit, d’autre part, 1 le plus grand commun diviseur des quatre nombres

- & ar e
a—1, 8—1, B i

I’examen des homologies que nous venons d’écrire montre que les deux inva-

riants du tableau Ts qui ne sont pas égaux & o ou & 1 sont égaux a

™

2—3%—0

Moet

o3

(Le nombre p peul d’ailleurs étre égal a 1.)
Quant aux invariants des tableaux T, et T}, ils sont toujours tous, comme
nous.le verrons plus loin, égaux a o ou a 1.
Soit, par exemple,
a=—1I, =1, v=-—1, &=o.

Ona

r=I, 2——-0&—8:3,

de sorte que I'un de nos invarianls est égal a4 3 et l'autre a 1.
Cela peut d’ailleurs se vérifier en formant le tableau T,. Soient

(+1,%,2), (%, y~+1,3), (—x+y, —Z 5-+1)

les trois substitutions du groupe G, que j'appellerai S, S, el S;, et qui corres-
pondront aux trois contours fondamentaux Gy, Gy, G, (§ 13, p. 246).

La variété étudiée peut éire regardée comme engendrée par le cube
ABCDA'B'C/D' (§ 10, p. 231). Seulement la face ABCD devra étre comnsi-
dérée comme décomposée en deux triangles ABD et ACD, de méme que la
face A’'B'C/D' en deux triangles D'A'B’ et C/D'A/.

Il est aisé de voir que la face ABB’A’ est changée en CDD'C’ par la substi-
tution S,, la face AGC/A! en BDD'B’ par la substitution S,, la face ABD
en D'A’B' par la substitution $,5,8S,, la face ACD en C/D'A’ par la substitu-
tion S;8S,.

Notre polyédre a donc :

1° Une seule case;
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2° Quaire faces, a savoir :

1re face ABB'A'= CDD' (Y,

9,0
3ec
40

3° Qualre arétes, a savoir :

» ACCA" = BDD'B’
» ABD =D'A'B,
» AGD = C'D’'A’;

1re aréte AA'=BB" = C{ =DD’,

2¢ »
3e »
49 »

4° Un seul sommet.

Les tableaux T el T, sont entliérement composés de zéros.

Toici le tableau T :

© ©C ©o ©

AB =CD =D'A/,
AC =BD =CD'=A'B,
AD = C'A'=D'B';

~+~1 —I o

0 =41 ~1I
+1 41 —1
+1 41 ~—1I

On voit que les 1nvariants de ce tableau sont 1, 1, 3, 0.
Passons maintenant & lexemple de M. Heegaard. Soient x4, za, ¥1, ¥e,

51, %2 les coordonnées d’un point dans I’espace 4 six dimensions; soit

&= 24+ & \—1 = |z | BV,

Ww

=yi+yV—1=|y| eV,
= g+ &\ —1 = |5 |elVi,

Notre variété aura pour équations

s2=uxy,
d’ott

|3* =]yl

Pour obtenir la variété tout entitre, il faul que nous fassions varier :

1° |z | de o & 1, ce qui fait varier en méme temps |y | de 1 4 o;

2° ndeodaan;
3>t +ndeoasgm.

Le polyedre ainsi obtenu a une seule case définie par les inégalités

ol |z| <1,

zi+2i+yt+yi=1,

Ly

-1
2

[ =

o< < 2%, oL E+n< 4n.

Il a deux faces définies par les relations suivantes :

» @[+t =1

355
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1'¢ face :
n=o0, o<|&|<I, O0<Ei<in;

cette face est identique 2 la suivante :
n =2, o<lx| <1, —an < E<an
2¢ face :
£ 71 = o, ol lx|<1, o< 2x
cetle face est identique & la suivante :

g+ 1= 4w, o |x| <1, o< <27

Il a trois arétes définies par les relations suivantes :
1"¢ aréte :
E=m=o0, o<|x|[<1;

cette aréte est identique aux trois suivantes :

£ = o, N =2, o<l |x| <3
Ee=e——2m, n = 2T, 0<1x|<‘[;
E=m=2m, o<]x|<<1;
2°¢ aréte : ’
Xy == La== O, O <71 < 27T;
3¢ aréte :
V1 == Ya= 0, —aw <t <o,

identique aux deux suivantes :

Yi1== )= 0, o0<{E<T2rr;
1= Y= 0, 2w < £ < 4.
Il a enfin deux sommels, A savoir :
1 sommet :
I = Xa == 0O, = O,
identique au suivant :
Xy == g == O, = 2R,
2% sommet :
J17= Y= 0, E=—o2am,
identique aux trois suivants :
Y11= Y= 0, E=o0;
1= Ya== o0, E = 2x;
J1==3a==0, = 4m.
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Le tableau T, est entitrement composé de zéros; quant aux tableaux T),

et T, 1ls s’écrivent

0 —1
0O 0 =2
Tgﬂ . T]"-—'T- o 0
o I 1
(o) o

On voit que les invariants sont o, 2 el 1 pour Ta, 0 et 1 pour T,.

§ 5. Extension au cas général d’un théoréme du premier complément.

Je voudrais revenir sur I'une des questions traitées dans un des mémoires
antéricurs (¢, § X). Je n’ai envisagé dans Pendroit cité que le cas de p =3, et
je voudrais faire voir comment on peut étendre les mémes raisonnements au
cas général. Voici de quoi il s’agit :

Soient deux polyedres réciproques P et P'; considérons d’une part les
éléments af de P, et d’autre part les éléments b/ de P'. Je suppose que 'on ait
trouvé une congruence

(1) Ihial=o0

entre les «; je dis qu'on pourra faire correspondre & cetle congruence une

aulre congruence entre les 5

(2) Iubl=o,

et cela de telle sorte que I'on ait 'homologie

(3) Ihya ~ b

Réciproquement & toute congruence de la forme (2) on pourra faire corres-
pondre une congruence de la forme (1), et cela de telle sorte que les premiers
membres de ces deux congruences soient liés par ’homologie (3).

Tel est le théoréme qu’il s’agit de démontrer. J’en ai donné une démonstra-
iion simple dans le cas de p =3, et il s’agit d’étendre cette démonstration au
cas général. Je ferai d’abord une premiére remarque.

Considérons les congruences

(4) af = Zefaj*.

Nous savons qu’en les combinant linéairement, on peut en éliminer les af™" et
obtenir des congruences de la forme

(5) Etzd?E 0.
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Le nombre des congruences distinctes de la forme (3) est celui que nous
avons appelé o, — ay.

Supposons maintenant que nous considérions les différents éléments al du
polyédre P, o le nombre % des dimensions doit étre plus grand que g, mais
peut &tre égal 4 ¢ +1, g+ 2, ..., p—1 ou p. Nous donnons une fois pour
toutes & ce nombre /4 une valeur déterminée.

Nous répartirons alors les congruences (4) en groupes, en mettant dans le
méme groupe deux de ces congruences si les deux af correspondants appar-
tiennent & un méme a; il est clair qu'il y aura autant de groupes que de a! et
qu'une méme congruence pourra se retrouver dans plusieurs gronpes, puisque
un «f fait partie de plusieurs «.

En comhjnant linéairement les congruences (4) d’un méme groupe, on

pourra alors éliminer les a}’"‘ el obtenir des congruences de la forme
(5 bis) 2lial =o.

Les congruences (5 bis) font évidemment partie du systdme des con-
gruences (5), puisque ce dernier systéme est celui de toutes les congruences
distinctes de cette forme que l'on peut obienir par la combinaison des
congruences (4). En revanche, il peut y avoir dans le systtme (5) des
congruences qui ne font pas partie du systeme (5 bis); et, en effet, nous avons
obtenu ce dernier sysitme en imposant des restrictions & notre faculté de
combiner les congruences (4) puisque nous ne pouvions combiner que celles
d’un méme groupe.

Je dis d’abord que la congruence (5 bis) entraine I’homologie

(6) Et}af{w 0.

En effet, la congruence (5 bis) est une congruence entre les éléments du
polyedre al et, comme par hypothése ce polyédre est simplement conneze,
cette congruence doit entrainer 'homologie correspondante.

Réciproquement, si 'homologie (6) a lieu, la congruence correspondante
fera partie du systeme (5 bis). En effet, 'homologie (6) ayant lieu entre les
éléments du polytdre af, doit entrainer la congruence correspondante, et cette
congruence doit pouvoir se déduire des congruences fondamentales de la
forme (4) relatives au polyédre al, c’est-a-dire appartenant 3 un méme
groupe.

Il résulte de 14 que le nombre des congruences distinctes da systeme (5 bis)

L

eSt “q "“‘kaq »
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Le systtme (5 bis) reste donc toujours le méme quelle que soit la valeur
attribuée au nombre 4.

Nous voyons en méme temps que cette considération permettrait de trouver
le nombre de Betti P, en considérant seulement le tableau Ty, pourvu que I'on
siit, en oulre, si deux congruences (4) appartiennent ou non i un ménie
groupe.

Introduisons maintenant une notion qui peut éire considérée comme la
généralisation de la notion de pyramide. Soit ¢z, un domaine appartenant & un
espace plan P, & ¢ dimensions; soit b, un domaine appartenant & un autre
espace plan P, a2 m dimensions. Je supposerai que ces deux espaces plans
n’ont aucun point commun. Je pourrai alors par ces deux espaces faire passer
un espace plan Il & ¢ + m + 1 dimensions, et un seul.

Cela posé, joignons par des droites chacun des points du domaine a, i
chacun des points du domaine &,,. L'ensemble de ces droites engendrera un
certain domaine appartenant 2 l'espace plan II, ayant ¢ -+ m + 1 dimensions
que je désignerai par la notation @,bn, et que je pourrai appeler pyramide
généralisée rectiligne.

Si, en effet, le domaine @, se réduisait 4 un polygone plan (g=12), et le
domaine b, & un point (m = o), le domaine a,b, se réduirait & une pyra-
mide ordinaire ayant a, pour base et b, pour sommet.

Toute figure homéomorphe & une pyramide généralisée rectiligne pourra
s’appeler pyramide généralisée.

Cela posé, envisageons un élément @] du polyédre P et un élément 57" du
polyaédre réciproque P'; cet élément b7 correspond a un dlément af™™ du
polyddre P. Je suppose que I’6lément af fasse partie de I’élément a?™; nous
aurons donc

g <lp—m,; Pg+m—+1I.

Je remarque de plus que tout point de 67" fera partie de I'un des af dont fait
partie a/~™, et par conséquent de, l'un des @} dont fait partie af. Il suffit de le
montrer pour les sommets de b'; or, si b; est 'un de ces sommets, il sera &
Pintérieur de af, et comme 5} appartient a b7, en vertu de la définition méme
des poly&dres réciproques, /™™ appartiendra & af.

Cela posé, nous pouvons a Uintérieur de chacun des @f définir un systdme
de lignes L, tel que par deux points quelconques intérieurs a cet af on puisse
mener une ligne L, et une seule. Le systéme des lignes L jouit donc des ménuies
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propriétés qualitatives que le systeme des lignes droites. Cela tienl & ce que
a? est supposé simplement connexe.

Joignons maintenant chacun des points de 67" 4 chacun des points de « par
une ligne L située dans celui des af auquel appartient 4 la fois «f et le point
considéré de b/".

L'ensemble de ces lignes L engendrera une figure que jappellerai 5",
qui sera homéomorphe 2 une pyramide généralisée rectiligne el qui aura
p -+ m 41 £ p dimensions.

Quelle sera la frontiere de cetle variété «f &7"? Supposons que I'on ait les

congruences
af =3Sefaf™; b= et
La fronti¢re se composera des pyramides généralisées «f~" b" et af b7, et
'on aura
(7) a'/b’"”“ Zel, af™! b+ Sefp al bt

Cela ne serait plus vrai si Pon avait m = o. Dans ce cas, en effet, la variélé ]
aurait ¢ = (¢ 4+ m -+ 1)—1 dimensions; elle devrait donc faire partie de la

frontiere complete de «f 57", et la congruence (7) deviendrait -
(7 bis) "b““ e, af™? b}’———a;’

(les termes en ¢ disparaissant); de méme pour ¢ = o on aurait

(7 ter) af b= Zejp 7 al bt + b”‘

Des congruences (7), (7 bis) et (7 ter) se déduisent les homologies

(8) ey o) bF ~ — Zeipal bpt
(8 bis) af ~ Zalha;g’"’ b,
(8 ter) b}"m — Eajk Ral b1,

La congruence (8 bis) suppose que af fasse partie de af ; c’est celle que nous
avons envisagée ailleurs [¢, § X, p. 330, éq. (2)].

Supposons maintenant que nous ayons trouvé une congruence de la forme
(9) Ihyjaf b =o.
Je dis que nous pourrons trouver une congruence de la méme forme, mais ot
le nombre ¢ a augmenté d’une unité et le nombre m diminué d’une unité, et
cela de telle sorte que les premiers membres des deux congruences soient
homologues.
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En effet, nous avons identiquement en vertu de ()

Zhij a’b’” Zhiehal” 1bm+ E/.,,E,L aj b1,

On doit donc avoir (en annulant dans le sccond membre le coefficient
=1 rm

de @}~ b;%)

= 0.

Zihijeg, =

On en déduit la congruence

(1o) Zilzja = X; Auima'/* = 0.

Tous les éléments af qui figurent dans le premier membre de (10) appar-
tiennent & a@f™; or af™ par hypothése est simplement connexe; toute
congruence entre ses éléments entraine donc 'homologie correspondante de

sorte que l'on a

E:’j, ;/NO,

d’on
Ehjaf = Bppppaltt,

les p étant des coefficients entiers et les «/*' étant des éléments appartenant

a af™,
Or
« /L S z E ‘7'
Spupsay’ = Bguipiey al -
On a done

- +1
A== Epf-lpjaéi -

La congruence (9) peut alors s’écrire

g+t T rm -
oy bj'mo

(la sommation s’étend aux trois indices p, 7, j).
Or nous pouvons former I'homologie suivante qui n’est autre que Pune des
homologies (8) :
(11) Zelit af b~ — Sepaltt b7t
On a alors
2)‘1'] @, bj ~— Epplsfmaq-i-l bm-— ,

ce qui démontre le théorame énoncé. X
Le cas de m =0 est, bien entendu, laissé de coté et doit étre traité a part.
) s P
Dans ce cas, ’homologie (11) doit étre remplacée par la suivante qui est l'un
des homologies (8 &rs) :
(11 bis) 2l al b}~ al*t,
. P. — VL 46
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d’ot
w .Y HO w 41
...Jujal b/ N..alU.P/ap

Donc a la congruence
(g bis) E)\j/‘a’f’l)?EO
corespondra la congruence
+1
Spgaft =o
qui est de la forme (1), et les premiers membres de ces deux congruences seront

homologues.
Soit maintenant
S oA

une congruence de la forme (2); on aura par une homologie analogue & (8 ter)

T oo Ve’ 40 p~1
b] ~ .‘Ejl’; a[ b,L ]

si b/~ est 'un des éléments de P’/ auquel appartient 47.
Nous avons donc 'homologie

N ! f~1
E/»Jb}{’N—E}\jEjZalDbL )

de sorte qu’a notrc congruence (2) correspondra une congruence

YT LY Ll

dont le premier membre est homologue a celui de (2).

Si donc nous avons une congruence de la forme (2), nous en déduirons la
. congruence (12), qui est une congruence de la forme (g), ol les nombres que
nous appelions plus haut ¢ et m ont respectivement pour valeurs o et g —1.
Nous en déduirons ensuite une autre congruence également de la forme (9),
mais ol ces deux nombres auront pour valeurs 1 et ¢ — 2, et ainsi de suite; on
finira par arriver 4 une congruence de la forme (gbis), c'est-a-dire & une
congruence ol ces deux nombres auront pour valeurs ¢ —1 et o; et nous en
déduirons alors finalement une congruence de la forme (1).

Les premiers membres de toutes ces congruences seront homologues
entre eux.

Le théoréme énoncé au début de ce paragraphe se trouve ainsi démontrs.

Pour en tirer toutes les conséquences qu'il comporte, nous devons remarquer
ceci : nous devons distinguer plusieurs sortes d’homologies. Soit ¢, une variéts
quelconque 4 ¢ dimensions faisant partie de notre variété o, et p,_, sa frontidre
compléte, ce qui s’exprime par la congruence

pa = pq.-.i ]
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Nous en déduisons 'homologie

Vgt ™ 0O,

Les homologies ainsi oblennes sont les homologies fondamentales.

En combinant les homologies fondamentales par addition, soustraction et
multiplication, on en obtient d’autres qui sont les homologies sans division.
Enfin, en les combinant par addition, multiplication et division, on en obtient
encore d’autres qui sont les fomologies par division.

Eh bien, toutes les homologies que nous avons rencontrées dans ce para-
graphe sont des homologies sans division.

Cela posé, revenons & nos tableaux T, et T, et 2 leurs invariants, et en par-
ticulier & ceux de ces invariants qui nc sonl égaux nia o, nid 1, et que nous
appellerons cocfficients de torsion.

Supposons que nous ayons ’homologie suivante :

(13) 2klaf ~o,
ott les A; sont des entiers premiers entre eux; que (13) soit une homologie sans

division, mais que I’homologie
(14) - =hal~o

ne puisse étre obtenue que par division. D’aprés ce que nous avons vu dans
I'un des paragraphes précédents, cela voudra dire que & est]l’un des coefficients
de torsion du tableau T,.

Nous aurons la congruence
(14 bis) Ihal=o.

De (14 bis) nous pourrons, par le procédé de ce paragraphe, déduire une
congruence entre les &7 que j’écrirai

(14ter)” Zu bl =o.
On aurait d’ailleurs, d’aprés le théoréme que nous venons d’établir,

Clest 14 une homologie sans division, et 'on en déduirait immédiatement,
également sans division,

Ek)qa;rm Sky.gb;].
De la on déduit que I'on a, sans division,

Ek’;lib:,fv o,
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et que l’on n’a pas, sans division,

E}J.ib? ~ 0O,

sans quoi l'on aurait, sans division,

£
27\1(1.!-/ ~ 0,

ce qui est contraire 4 hypothése.
Cela veut dire que k est un coefficient de torsion du tableau T',.
Ainsi les coefficients de torsion des deux tableaux T, et T, sont égaux (la

démonstration est aisée  compléter), et, si 'on observe que les deux tableaux T,
et T,_, ont mémes invariants, on conclura que les tableaux également dis-

tants des extrémes ont mémes coefficients de torsion ().
. . ) .
On pourrait arriver au méme résultat par une aulre voie.

Nous avons vu dans un des Mémoires antérieurs ( § 16) définir I'opération
que nous avons appelée l'annexion; je suppose que deux éléments d'un
poly&dre, par exemple af et &/, soient séparés I'un de 'autre par un élément e},
que ce soit le seul élément & ¢ —1 dimensions commun 4 af et & af, et enfin
que @' n’appartienne & aucun élément & ¢ dimensions en dehors de «’ ct
de af; on aura donc &f;=1, &), =-—1; tous les autres ¢], seront nuls quel que
soit 'indice %, de méme que tous les produits e}, 7,

Dans ces conditions, on peut annexer I'un & l'autre les deux éléments e
et af en supprimant I'élément a}™'. Quel est I'effet de cette opération sur nos
tableaux T, ? Le tableau T, perd une ligne et une colonne; le tableau T,_,
perd une ligne. L'un des invariants égaux & 1 de T, disparait; quant au
tableau T,_,, il perd un invariant s’'il n’a pas plus de lignes que de colonnes;
dans ce cas, l'invariant qu’il perd est égal & zéro. Tous les autres invariants des
deux tableaux ne changent pas; ces deux tableaux conservent donc leurs coef-

ficients de torsion.
Or il est aisé de former un poly2dre dérivé & la fois de P et de P'; on pour-

rait ensuite remonter de ce polyedre soit a P, soit a P', par des annexions
régulieres. Comme ces annexions n’alterent pas les coefficients de torsion, les
tableaux T, et T, doivent avoir mémes coefficients de torsion.

(*) Ce sont Tj, et T,_ ., qui ont les mémes invariants (2 ¢ §3) : voir dans les Traités classiques
de topologie P’énoncé correct du Théoréme de dualité de Poincarsé,
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§ 6. Torsion intérieure des variétés.

Considérons 'un de nos tableaux T,. Nous dirons qu’une suite d’élémeuts,
tous distincts, de ce tableau, rangés dans un certain ordre forme une chatsne
si chaque élément de rang impair appartient a la méme ligne que ’élénient
suivaut et a la méne colonne que 1'élément précédent. La chaine sera fermée
si le dernier élément est identique au premier. Il est clair qu'une chaine fermée
conliendra toujours un nombre impair d’éléments et un nombre pair d’élément,
distincts. Par cxemple, les éléments

[

(1) €y, €,y ¢

f
g

LN

Iy Y -
29 5'-537 5.43: aén €14

formeront nue chaine fermée.
Comme tous les ¢léments du tablcau T, sout égaux 4 0, +1 ou — 1, le pro-
duit des éléments distincts d'une chaine fermée sera toujours o, + 1 ou —1.

Supposons que les éléments de la chaine (1) aient les valeurs suivantes :

g =1 efy=¢f,=¢ely=—1;

3

sy

-z=€'3zr.1

le produil des éléments de la chaiune sera —1; considérons alors les trois
variétés af, af, af, et les trois variétés af ', al™', al™*; cn supprimant les
variétés al', @} el @™, on annexe les unes aux autres les irois variétés af,
a? et af, et la variété ainsi obtenue
a+ af -+ af
est une variété bilatére.
Si, au conlraire, nous avons

—_ — o e o — —
ef,=¢ef, =g}, =1, ef,=ef,=—1, ey =1,

on pourra encore supprimer af ', ai”' et %' et oblenir par anuexion la
variété af + al 4+ af ; mais cette variété sera unilatére.

Plus généralemeunt, si tous les ¢léments de la chaine (1) sont égaux & + 1 et
a —1, nous supprimerons d’abord a%™' et a]™*; nous obtiendrons ainsi par
annexion la variété

(2) aj—ef,ef,a]+¢ef,87,¢,8%; af.

Supprimant ensuite ¢~', nous voyons que la variéié (2) est désormais formée
d'uue chaine fermée de af au sens du paragraphe 8 (p. 213) de l’Azquysis
situs, et que cette chaine est bilatere ou unilatere selon que le produil des

cléments distincts de la chaine (1) est égal & —1 ou a +1.
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Nous dirons dans le premier cas que la chaine (1) est bilatére, dans le
sccond cas qu’elle est unilatére.
Nous sommes donc conduits & distinguer trois catégories parmi les clhiaines
g g I

fermées formées a I'aide d’éléments des tableaux T, :

1° Les chaines nulles, c’est-a-dire celles dont le produit des éléments est nul.

2° Les chaines bélatéres.

Il cst aisé de voir que ce sont celles dont le produit des éléments est + 1 si
le nombre des éléments est multiple de 4, ou celles ot ce produit est —1 si le
nombre des éléments est multiple de 4 plus 2.

3° Les chaines unilatéres.

Ce sont celles ot ce produil est —1 si le nombre des élémenlts est multiple
de 4, ou -+ 1 si ce nombre est multiple de 4 plus 2.

Cela posé, nous dirons que le tableau Ty (ou plus généralement tout tableau
ou tout déterminant dont tous les éléments sont o, +1 ou —1) est bilatére
s'il ne contient que des chaines nulles ou bilateres.

Il résulte de cette définition :

Qu’un tableau bilatére reste bilatdre si I'on change tous les signes d’une
colonne, ou tous les signes d'une ligne; ou encore sil’on permute deux colonnes

ou deux lignes.

Tutorime. — Un déterminant bilatére ne peut étre égal qu'd o, + 1

oy —1.

En effet, on peut toujours, en changeant au besoin tous les signes de cer-
taines colonnes, s’arranger de fagon que tous les éléments de la premitre ligne
solent o ou 1. -

Supposons, par exemple, que les deux premiers éléments de la premitre
ligne soient égaux & + 1, et que je retranche la premiére colonne de la seconde,
la valeur du déterminant ne sera pas changée; je dis que le déterminant restera
bilatére.

Considérons, en effet, dans le déterminant primitif une chaine dont le pre-
micr et le dernier élémenl appartiennent & la deuxigme colonne et tous les
autres éléments & d’autres colonnes. Soient a et ¢ ce premier ot ce dernier
élément; soit £ le produit de tous les autres éléments de la chaine; soient b
et d les éléments de la premi2re colonne qui sont respectivement dans la méme
ligne que @ et c.
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Le produit des éléments de notre chaine que j'appellerai la chaine (1) sera ack,
¢l nous aurons

act=o0 ou 1 sile nombre des éléments =o (mod 4),
act =0 ou —1 sile nombre des éléments =2 (mod 4).

Le produit des éléments de la chaine que j'appellerai (2) et qui est formée

avec les éléments correspondants du déterminant nouveau sera
(a—10b)(c—d)i,

et, en eflel, les éléments de notre chaine ne changent pas, excepté les ¢lé-
nients & et ¢ qui deviennent ¢ —b el ¢ —d.

La chaine formée dans le déterminant primitif par les deux éléments de la
premiére ligne et par les éléments « et & doit éire bilatére ou nulle, de sorte
qu’on doit avoir

a—b=o ou &=0 ou b =o.

On doit avoir de méme

c—d=o0 ou c=0 ou d=aq.

Si (¢ —b) ou (¢—d) est nul, le théordme esl démonlré puisque le pro-
duit (¢—56) (¢ —d)E=o.
Sib=d=o0,0na
(a —b)(c—d)t = ack,
et le théordme est démontré puisque les deux produits des chaines (1) el (2)
sont les mémes, que le nombre des éléments est le méme et que (1) est bilatere
ou nulle. .
Sie=c=o0,0na
(a —b)lc—d)e=1bdE.

La chaine (3) qui appartient au déterminant primitif, et qui a mémes élé-
ments que la chaine (1), sauf que @ et ¢ sont remplacés par b et d, cette
chaine (3), dis-je, est bilatere ou nulle; elle a méme nombre d’éléments que (2)
et son produit est bdE, égal dans ce cas au produit de (2). Donc, dans ce cas
encore, la chaine (2) est bilatére ou nulle.

Sia=d=o0,0na

(a—0)(¢c— d)t =— bek.

11 faut cette fois considérer dans le déterminant primitif une chaine (4)dont
les éléments seront les deux éléments de la premiére ligne, les éléments b et ¢
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et les éléments de la chaine (1), sauf « et ¢. Cette chaine (4) doit éire bilatere
ou nulle.

Elle contient deux éléments de plus que la chaine (2).

Son produit est égal & bek et, par conséquent, égal el de signe conlraire aw
produit de (2).

Donc (2) est bilatére ou nulle.

Si, enfin, b ==c¢ =0, 0n a

(a—b)(¢c—d)i=—adi

et I'on démonirerait, Lout & fait comme dans le cas précédent, que la chaine (2)
est bilatere ou nulle.

Nous venons de trailer le cas des chaines dont deux éléments appartiennent
a la seconde colonne. Le résultat est le méme quel que soit le nombre des
éléments appartenant 4 la seconde colonne, nombre qui d’ailleurs doit &tre
toujours pair.

Si ce nombre est nul, le théoréme est évident, car la chaine du déterminaul
nouveau ne différe pas de celle du déterminant primitif.

Supposons que ce nombre soit 4, pour fixer les idées. Soient «, ¢, ¢, g
quatre éléments de la seconde colonne, et imaginons que 'on rencontre suc-
cessivement l'élément o, divers éléments £ appartenant & d’autres colonnes, les
éléments ¢ et e, divers éléments n appartenant & d’autres colonnes, et enfin g.
Notre chaine sera fermée.

atcen ge peut se décomposer en deux chaines fermées atca, enge, ct, pour
qu’elle soit bilatére, il suffit que les deux composantes le soient. On est donc
ramené au cas des chaines n’ayant que deux éléments dans la seconde coloune.

J'ajouteral que tous les éléments du déterminant nouveau sonto, + 1 ou —1.

En effet, comme on a

a—b=o0 ou a=o0 ou b = o,
on aura
a—b=o0, a ou —b,
d’on
a—b=o0, 1 ou —I.

Cela posé, retranchons de ceite fagon la premiére colonne de loutes les
colonnes dont le premuer élément est + 1. Le déterminant conservera sa valeur,
il restera bilatére, mais tous les ¢éléments de la premiére ligne seront nuls, sauf
le premier qui sera —- 1.



SECOND COMPLEMENT A L’ANALYSIS SITUS. 369

Ce raisonnement est applicable dans tous les cas, sauf si tous les éléments
de la premiére ligne sont nuls; mais alors le déterminant est nul et le théordme
est évident.

Si maintenant on supprime la premidre ligne et la premiére colonne, on
obtiendra un déterminant nouveau qui sera égal au premier et, comme lui,
bilatére. Sur ce déterminant nouveau, qui a une ligne et une colonne de moins
que le premier, on opérera de la méme fagon, et on finira par arriver a un
déterminant qui n’aura plus qu’un seul élément, lequel devra étre o, -1
ou —1.

Notre déterminant est donc égal 4 0, 41 ou —1.

1% CororLalre. — S7 un tableau T, est bilatére, ses invariants sont tous o
ou 1.
2° CororLaIRe. — S7 un polyédre a tous ses tableaux T, bilatéres, c’est-

a-dire si l'on ne peut pas composer avec ses éléments aj une variété uni-
latére, ce polyédre n’a pas de coefficients de torsion.

On voit que P'existence des coefficients de torsion (qui nécessite la distinc-
tion entre les deux définitions des nombres de Betti, ou entre les homologies
par division ou sans division) est due & ce fait que les ¢éléments du poly2dre
peuvent engendrer des variéiés unilatéres, c’est-a-dire que le polyedre est pour
ainsi dire tordu sur lui-méme.

C'est ce qui justifie P’expression de coefficients de torsion, ou celle de
variétés avec ou sans torsion.

Si la variété V formée par I'ensemble des éléments af du polyédre P n’est
pas elle-méme unilatere, les deux tableaux T, et T, sont bilatéres.

En effet, chaque ligne pour I'un, chaque colonne pour l'autre a tous ses
éléments nuls, sauf deux qui sont égaux & -+ 1 et— 1. 51 donc une chaine n'est
pas nulle, ses éléments sont deux 4 deux égaux et de signe contraire; elle est
donc bilatére. _

Il résulte de 1a que les tableaux extrémes T, et T, ont tous leurs invariants
égaux A o ou & 1. Clest ce qui explique pourquoi I'on ne rencontre pas les coef-
ficients de torsion avec les poly2dres de P’espace ordinaire; ces polyedres ne
comportent, en effet, que deux tableaux T, et T,.

Cela ne serait plus vrai si la variété V était unilatdre. Ainsi la variété consi-
dérée au septidme exemple (§ 18, p. 260) peut étre subdivisé en polyadre, et,

H. P. — VL 47
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suivant la maniére dont la subdivision se fait, on trouve pour le tableau T,

[2],

I =1,
“I -1

Pour ne pas trop allonger ce travail, je me bornerai & énoncer le théoréme

suivant dont la démonstration demanderait quelques développements :

Tout polyédre qui a tous ses nombres de Betti égaux 4 1 et tous ses
tableaux T, bilatéres est simplement connexe, c'est-c-dire homéomorphe @

Uhypersphére.

e O i e e s



'SUR L’ANALYSIS SITUS

Comptes rendus de U’ Académie des Sciences, t. 133, p. 707-709 (4 novembre rgor).

Dans mon Mémoire sur I’Aralysis situs, qui a été inséré dans le Gahier I
(2¢ série) du Journal de I’Ecole Polytechnigue, j'ai démontré qu'a chaque
variété fermée d'un nombre quelconque de dimensions correspond un groupe
fondamental qui joue un réle important dans 1'étude des propriétés de cette
variété envisagée au point de vue de 1'dnalysis situs.

Parmi les variétés fermées & quatre dimensions, les plus intéressantes au
point de vue des applications analytiques sont celles qui sont formées par les
points réels et imaginaires d'une surface algébrique. Parmi ces surfaces je me

bornerai & celles qui ont pour équation
(1) s=F(z, y).

Jai été conduit & envisager spécialement ces surfaces, parce que je voulais
étudier les variations de diverses intégrales doubles en vue d’applications au
développement de la fonction perturbatrice.

Je me suis donc proposé de déterminer le groupe fondamental de ces surfaces.

Je supposerai que la courbe algébrique
(2) F(z,y)=0

ne présente que des points ordinaires ou des points doubles ordinaires, mais
ne posséde ni point de rebroussement, ni tangente d’inflexion paralltle a T'un
des axes, ni tangente en l'un des points doubles paralltle a I'un des axes, ni
points triples ou multiples d’ordre supérieur, ni singularités d’ordre plus
élevé.

Sil'on suppose d’abord que y, au lieu de pouvoir prendre toutes les valeurs
complexes, est assujetti & rester sur une courbe fermée donnée, nous obtien-
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drons une variété qui aura trois et non plus quatre dimensions, et sur laquelle
je retiendrai un instant I'attention; dans certains cas elle est identique, au
point de vue de 1'Analysss situs, a I'une de celles que j'ai définies dans le
Mémoire cité du Journal de 1'Ecole Polytechnique, et que Jappelais le
siziéme exemple. Dans d’autres cas, elle peut étre regardée comme une géné-
ralisation simple de ce sixidme exemple.

Venons maintenanta la variété a4 quatre dimensions définie par I'équation (1).
Plusieurs cas sont & distinguer : ou bien la courbe (2) ne présente pas de point
double, ni, par conséquent, la surface (1) de point conique.

Alors le groupe cherché se réduit & une substitution unique, la substitution
identique. On doit rapprocher ce résultat de celui qu’a obtenu M. Picard et
d’apras lequel tous les cycles 4 une dimension tracés sur la surface algébrique
la plus générale de son degré peuvent étre réduits & un point.

Sila courbe (2) a un point double, une distinction est encore nécessaire; on
peut faire, en effet, deux conventions opposées au sujet du point conique de la
variété (1). On peut le regarder comme un point ordinaire de cette variété, ou
bien convenir qu’on n’a pas le droit de franchir ce point singulier.

Avec la premidre convention, le groupe fondamental se réduit encore & une
seule substitution. Cela sera encore vrai, avec la seconde convention, si le
polynome F n'est pas décomposable en plﬁsieurs facteurs.

Examinons donc le cas ot F est décomposable, et observons d’abord que
nous devons supposer F de degré pair, afin d’éviter des difficultés pour les
points & l'infini; il est toujours aisé, d’ailleurs, par une transformation simple,
de ramener le degré de F a étre pair.

Si F se décompose en deux facteurs de degré pair, le groupe contiendra
deux substitutions; si F' se décompose en deux facteurs de degré impair, il n'en
contiendra qu’une.

Si F se décompose en trois facteurs de degré pair, il en contiendra quatre;
si F se décompose en trois facteurs, dont deux de degré pair, il en contiendra
deux.

Plus généralement, si F se décompose en n facteurs, le groupe contiendra o7~
substitutions si tous les facteurs sont de degré pair, et 272 dans le cas contraire.

Dans tous les cas, le nombre des substitutions du groupe fondamental est

fini.

———— ) S
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Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 30, p. 4970 (1g02).

Proposons-nous d’étudier, au point de vue de 1’ Aralysis situs, la surface

(1) z=yF(x, y),

ol F(z, y) est un polynome. Nous supposerons que la courbe

F(z,y)=o0

ne présente que des points ordinaires ol aF n'est pas nul, ou bien ou aF _ )
P q p dz P d dxz — 7’

t1

. . dK . ..
mais sans que = ni s’annulent, ou des points doubles ordinaires ol

df _ dF _
dw_a.’y_o’

d:F i a?F *F ( d*F
dz? dz® dy? dz dy
Considérons d’abord y comme une constante. Alors ’équation (1) repré-

a2
mais sans que ) s’annulent.

sentera une courbe algébrique et les coordonnées = et z d’un point de cette
courbe pourront s’exprimer, comme on le sait, comme des fonctions fuchsiennes
d’une méme variable auxiliaire u. Considérons le groupe fuchsien correspon-
dant et le polygone fuchsien qui I'engendre. En général, le polygone fuchsien
qui correspond & une courbe de genre p est un polygone de 4p céiés, et 'on
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peut supposer, soit que les c6tés de rang 4g +1 et g -+ 3 comme les cOtés de
rang 4 -~ 2 ¢t g -~ 4 sont conjugués (ce qui correspond aux périodes dites
normales des fonctions abéliennes), soit que les c6tés opposés sont conjugués.

C’est cette derniere hypothése que nous adopterons.

Je rappelle d’ailleurs que la somme des angles du polygone doit étre égale
4 am. Mais, dans le cas particulier de la courbe (1), on est dans le cas dit
hyperelliptique, c’est-3~dire que les fonctions abéliennes correspondantes se
réduisent & des fonctions hyperelliptiques.

Dans ce cas, on sait que notre polygone fuchsien admet un centre de symétrie
et se décompose en deux polygones de 2p +- 1 c6tés symétriques I'un de I'autre
par rapport & ce centre.

Avant d’aller plus loin, je précise ce que j’entends par ce mot syméirie.
Nous nous plagons en ce moment au point de vue de la géométrie non-euch-
dienne; je veux dire que nous considérons comme des droites non-euclidiennes
les cercles qui coupent orthogonalement le cercle fondamental; nous disons
que deux figures sont symétriques par rapport a une droite non-euclidienne
quand on peut passer de 'une a I'autre par une inversion (transformation par
rayons vecteurs réciproques) qui n’altére pas cette droite non-euclidienne;
nous disons que deux figures sont égales quand elles sont symétriques d'une
méme troisi®me par rapport a deux droites non-euclidiennes, ou encore quand
elles sont égales 4 une méme troisime; nous disons enfin que deux figures
sont symétriques par rapport & un centre quand elles sont symétriques d'une
méme troisiéme par rapport & deux droites non-euclidiennes rectangulaires
passant par ce centre.

Cela posé, notre polygone R de 4p cétés se décompose en deux polygones R/
et R" de 2p 41 cOtés symétriques I'un de 'autre par rapport & un centre.

Nous pouvons supposer que le polynome F(x, ) n'est divisible par aucun
carré. Dans ces conditions, I'équation en 2

F(z,y)=0

n’aura pas de racine double, sauf pour certaines valeurs singuligres de y. Elle

aura 2p - 2 racines simples que j’appellerai

v

Foy, X1y X2y eney Fapiay

Alors @, correspondra aux 2p +1 sommets du polygone R/, tandis que 2y,
Z3; «+ -y Lapws correspondront aux milieux (toujours au point de vue non-
euclidien) des 2 p + 1 cotés.
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Dans le plan des z, nous pourrons tracer 2 p - 1 coupures
017 Gz, ey C2p+1

allant du point &z, aux points 1, Za, . .., Zap+1, et de telle fagon quaux deux
levres de la coupure C; correspondront sur le polygone R’ les deux moitiés
du " coté.

Dans le cas de p==1 (c'est-a-dire si I'équation F=o0 est du quatritme
degré en z), le polygone R se réduit 4 un parallélogramme, les polygones R’
et R”a deux triangles rectilignes et les fonctions fuchsiennes & des fonctions
elliptiques.

Qu’arrivera-t-il maintenant si, faisant varier y d’'une maniére continue, cette
variable revient & sa valeur initiale ?

Notre groupe fuchsien variera d'une maniére continue, de méme que z,,
D1y -+.y Zaps1 €t que le polygone fuchsien R. Quand y aura fait un tour
complet, le groupe fuchsien sera redevenu le méme; les points z; se seront en
général permutés entre eux et le polygone R sera devenu un autre polygone Ry,
équivalent & P, je veux dire susceptible d’engendrer le méme groupe fuchsien.

Prenons, par exemple, le cas de p ==1; le polygone R est un parallélogramme
dont les cotés w et o' représenteront en grandeur et direction les deux périodes
d’une fonction elliptique. Quand j aura décrit un tour complet, notre parallé-
logramme sera devenu R, dont les cotés représenteront encore en grandeur et
direction deux périodes de la méme fonction elliptique; seulement ces périodes
ne seront plus, en général, @ et o', mais deux périodes équivalentes

aw + o', Yo 4 Sw’,

olt &, B, v, 0 sonl quatre entiers tels que ad— By =1.

Ceci nous am#ne 4 un premier rapprochement avec 1’ Analysis situs. Sup-
posons que p =1; supposons que I'on convienne de donnera y une quelconque
des valeurs situées sur un certain contour fermé K, & z une valeur complexe
quelconque, et que z soit défini par 'équation (1). L'ensemble de ces points z,
¥, % constituera une certaine variété fermée V & trois dimensions. Quelles sont
les propriétés de cette variété au point de vue de I’ Analysis situs ?

A chaque point de cette variété je ferai correspondre trois variables réelles &,
n, { définies comme il suit : { sera fonction de ) seulement et augmentera de 1
quand y aura décrit son contour complet. Quant 4 £ et & n, ce seront des fone-
tions linéaires des parties réelle et imaginaire de l'intégrale elliptique u définie
par 'équation (1). Ces fonctions linéaires seront telles que £ et » se changent
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en £ + 1, n quand cette intégrale elliptique augmente de » et en &, n =1 quand
elle augmente de «' (de telle fagon que u = kw -+ nw'). Dans ces conditions, on
retombera sur un méme point de la variété V quand &, , { se changeront en

E+1, m, ¢
ou en

§ n+1n L
ou en

8 —1m, BE-+en, L-+1,

car si §s et m; sont ce que deviennent £ et vy quand on change £ en {4-1, on

aura
u = ft -+ o’

et, d’autre part,

U =E;(aw + Bu’) + 11 (Y0 + 8w,
ou plus généralement quand E, v, { subiront une transformation quelconque du
groupe G engendré par ces trois transformations.

On reconnait 13 le groupe considéré dans I’Aralysis situs, page 237,
6° exemple. La variété V est donc homéomorphe 4 la variété envisagée dans
ce 6° exemple et elle admet G comme groupe fondamental (cf. Analysis
sttus, p. 239).

Définissons toujours la variété V de la méme maniére, mais ne supposons
plus p =1. Alors R est un polygone fuchsien curviligne. Nous introduirons
encore trois variables £, n, {; cette dernidre { sera définie comme plus haut.
Quant & £ et m, ce seront des fonctions bi-uniformes de £ et des parties réelle et
imaginaire de la variable u; de telle facon qu'a toute valeur complexe de u
corresponde un systéme de valeurs de £ et de u, et un seul, et inversement. A
chaque valeur de ¢ correspondra un groupe fuchsien et le polygone fuchsien R
relatif & ce groupe. Ce groupe fuchsien sera engendré par 2 p substitutions

Sj_, S'_’,’ ey Sgp-
La substitution S; changera £ et n en

ox(E, M, €), bu(E m, L),

de sorte que nous retomberons sur un méme point de la variété V quand nous

changerons £, n, { en
ex(E, M, £), (8 m, ), €

Nous pouvons d’ailleurs définir les fonctions £ et  de telle fagon que ¢xet Yy
ne dépendent pas de ¢.
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En effet, envisageons la figure formée par le polygone fuchsien R= R/ + R/
et par ses transformés par les diverses substitutions du groupe fuchsien. Ce
polygone et ses transformés remplissent la surface du cercle fondamental. La
figure ainsi formée se déformera d’une maniére continue quand on fera varier §
d’une manidre continue, mais elle restera homéomorphe a elle-méme. On
pourra donc faire correspondre & tout point M, de cette figure dans sa position
initiale un point M, et un seul, de la méme figure dans une quelconque de ses
positions consécutives, et cela de telle sorte :

1° Que le point M se déplace d’une maniére continue quand ¢ variera d’une
maniére continue;

2° Que, si M, est un sommet de R, M reste un sommet de R; que, si M, est
sur un c6té de R, M reste sur un cé6té de R;

3° Que, si deux points M, et M| sont congruents (c’est-a-dire transformés
'un de l'autre par une des substitutions du groupe fuchsien), les points M et M/

soient également congruents.

Je supposerai alors que les valeurs des deux variables auxiliaires £ et n sont
les mémes pour le point M, et pour le point M; je supposerai, par exemple,
que ce sont les coordonnées du point M,.

Dans ces conditions, ¢; et ne.dépendent pas de £.

Quand, y ayant fait un tour complet, { aura augmenté de 1, le polygone R,
en se déformant successivement, sera devenu un polygone Ry, équivalent a R.

Le point M sera venu en un point M, dont les coordonnées seront
a(E: "])a 61(51 "l)‘

On voit que on retombe sur un méme point de V quand &, n, £ se changent

en
8(E, m), 01(E,m), L+,

ou, plus généralement, quand §, », { subissent une des substitutions du groupe G
engendré par les 2 p -1 substitutions qui changent £ et 7 en

ox Yr ¢ (k=1,2,...,2p)
ou en
8, 6y, {—+1.

Ce groupe G sera donc le groupe fondamental de la variéts V.

Nous remarquerons d’abord que ce groupe n’est pas simple. Nous pouvons
appeler G’ le groupe engendré par les 2 p substitutions (@ s, £) et X la substi-
tution (6, 05, { -+ 1). Je dis que G’ est un sous-groupe invariant de G; il suffit

H. P. — VI, ' 48
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de montrer que G' est permutable 4 2. En effet, 2 changeant le polygone R cn
un polygone équivalent, n'altére pas le groupe fuchsien. Or, le groupe fuchsien
n’est autre chose que le groupe engendré parles 2p substitutions (£, n; ¢, Ur);
on voit que ce groupe est permutable 2 la substitution (§, n; 0, 0,) et le théoréme
énoncé s’en déduit immédiatement.

Considérons maintenant une variété V définie comme il suit :

Représentons la variable y sur une sphére. Distinguons sur cette sphére les
points ordinaires pour lesquels 'équation F (2, y) n’a pas de racines multiples
et les points singuliers pour lesquels cette équation a des racines multiples.

Soient O un point ordinaire et Ay, Ay, ..., Ay les points singuliers.
Joignons O & chacun de ces points par des coupures OA;, OA,, ..., OAgne
se coupant pas mutuellement.

D’autre part, tracons autour de chacun des points singuliers un cercle de
rayon trés petit que nous appellerons cercle de garde.

Pour former la variété V, nous donnerons 2 y une valeur quelconque non
comprise dans 'un des cercles de garde, & z une valeur complexe quelconque,
a4 z une des deux valeurs définies par 1'équation (1).

A chaque valeur de y correspondra un polygone fuchsien R, et ce polygone
est parfaitement déterminé si y est assujetti & varier sans franchir les cou-
pures OA; car c’est seulement quand jy fait un tour complet en tournant autour
de I'un des points singuliers A que le polygone R peut s’échanger contre un
polygone équivalent. ’

Le polygone R et ses transformés par le groupe fuchsien forment une figure
qui, quand y varie d'une manidre continue, se déforme aussi d’une maniére
continue, mais en restant toujours homéomorphe & elle-méme. Soient alors y,
une valeur initiale de y, Rq le polygone R correspondant, un point M, du plan
de Ry; nous pouvons faire correspondre au point Mo un point M du plan de R,
de telle fagon que les coordonnées de M soient des fonctions continues et
bi-uniformes de celles de Mo; que M soit en un sommet ou sur un cé6té de R,
si M, est en un sommet ou sur un co6té de R,; que M et M’ soient congruents
si M, et M, sont congruents.

' Nous pourrons ensuite faire correspondre au point M deux variables
auxiliaires £ et n qui ne seront autre chose que les coordonnées de M,. Dans
ces conditions, le groupe fuchsien sera dérivé de 2 p substitutions

Si? Sz: ey Szp:
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telles que Sy change & et v en o4 (E, m), 41 (&, n), les fonctions ¢, et Y étant
indépendantes de y .
Quand y tourne autour du point singulier A;, R se change en un polygone

équivalent Ry ; il en résulte que £ et 1 se changent en

8:(€ n), 0:(& m),

6; et 0 étant des fonctions bi-uniformes et continues de £ etn, telles que, quand
le point Z, n est en un sommet ou sur un cété de Ro, le point 6;, 6, est en un
sommet ou sur un ¢dté du polygone R} analogue & R, et équivalent & R,.

Envisageons maintenant un second groupe fuchsien que j'appellerai I', de
telle fagon que y soit une fonction fuchsienne de la variable auxiliaire § - 7¢'
admettant ce groupe I'. Le polygone fuchsien P correspondant sera de la
deuxizgme famille (c’est-a~dire qu’il aura tous ses sommets sur le cercle fonda-
mental et tous ses angles nuls) et de genre O. Ses différents sommets corres-
pondront aux valeurs A4, A,, ..., A, de la variable y.

Aux g points singuliers A4, A,, ..., A, correspondront les ¢ substitutions

21, Eg, s ooy Eq,

qui engendreront le groupe I'; et la substitution ; changera ¢ et {'en
%6 8) w5 8

Il résulte de 13 qu’on retombera sur le méme point de la variété V quand les
quatre variables £, n, £, ¢’ subiront une des substitutions du groupe G engendré
par les 2p -+ g substitutions qui changent ces variables en

‘Pk(E: 71)7 *Pk (E)Tl)) g: ¢ (/‘:"':I) 2, ... 2}7),
81(& m), 81 (& m), X,i(c; &), % (&, ) (t=1,2, ..., g).

Les 2 p premidres de ces substitutions engendrent un groupe ' (qui ne sera
autre que le groupe tuchsien appliqué & £ et & =, les deux variables ¢ et ¢
demeurant inaltérées). Ce groupe fuchsien étant permutable aux substitu-
tions Z;, on conclurait, comme plus haut, que G’ est un sous-groupe invariant
de G.

Ce groupe G peut 2tre regardé comme le groupe fondamental dela variété V,
pourvu que I'on suppose, comme nous 'avons fait, que y est assujetti & ne pas
pénétrer dans les cercles de garde.

En effet, soit Nle point de 'espace 4 quatre dimensions dont les coordonnées
sont £, 7, ¢, {'. A chaque point N correspondra un point de V, mais & chaque
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point de V correspondront une infinité de points de N; je dirai que ces poinls
sont congruents entre eux.

D’aprés les définitions données dans 1’ Analysis situs (¢f. p- 241), & chaque
substitution du groupe fondamental de V correspondra un contour fermé K
tracé sur V, le point initial du contour étant un certain point fixe choisi une
fois pour toutes sur V (c’est le point que j'appelais M dans I’Analysis situs).
Soit Ny I'un des points N correspondant a ce point fixe de V; 4 notre contour
fermé K correspondra dans l'espace (£, n, {, {') une ligne NyBN| allant du
point Ny & un point congruent N.

11 est clair ensuite que deux lignes NoBN, NyCNj ayant mémes extrémités
conduiront & une méme substitution du groupe fondamental. Il suffit pour cela
de faire voir que le contour fermé N,BN,CN, limite une aire, car alors le
contour fermé correspondant sur V limitera aussi une aire et pourra se réduire
& un point par déformation continue.

11 suffit donc de montrer que la région de l'espace & quatre dimensions ol
peut se mouvoir le point N est simplement connexe. Quelle est cette région ?
D’abord le point £, n peut parcourir tout le cercle fondamental, qui est une
aire simplement connexe. Quant au point ¢, ¢, il peut parcourir le polygone P
et ses transformés par le groupe fuchsien I'. Il pourrait donc parcourir aussi le
cercle fondamental tout entier, s'il n’y avait lieu de tenir compte de 'existence
des cercles de garde. Comme y ne peut pénétrer dans ces cercles de garde, il
faut retrancher du polygone P de petites régions dans le voisinage de chaque
sommet, de méme pour ses transformés. Il faudra donc retrancher du cercle
fondamental une infinité de petits cercles, tous extérieurs les uns aux autres et
tous tangents au cercle fondamental. L'ajre restante n’en étant pas moins
simplement connexe, la région ol peut se mouvoir le point (£, 0, ¢, {) c’est-a-
dire le point N, est bien simplement connexe. ¢. Q. F. b.

Ainsi, 4 un point N; (ou, si Uon veut, & la substitution du groupe G qui
change Ny en N ) correspond une substitution du groupe fondamental, et une
seule. Il résulte de la que le groupe fondamental est isomorphe & G; mais nous
ne savons pas encore si 'isoniorphisme n’est pas mériédrique.

(lest ce qui arriverait s'il y avait des points N, (autres que N,) tels que la
substitution correspondante du groupe fondamental se réduise § la substitution
identique, c¢’est-a-dire tels que le contour fermé tracé sur V et correspondant &
la Ligne No BNj limite une aire et puisse se réduire a un point par déformation
continue.
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Nous devons donc rechercher si, quand on décrit sur V un contour fermé
infiniment petit, il peut arriver que le point N subisse une substitution de G ne
se réduisant pasa la substitution identique. Quand on décrira sur V un contour
infiniment petit, la variable y décrira aussi dans son plan un contour infiniment
petit. Ce contour ne pourra entourer 'un des points singuliers A;, puisque
chacun de ces points singuliers est prolégé par un cercle de garde, trés petit,
mais fini, oit ¥ ne peut pénétrer. Nous pourrons alors, en faisant subir & notre
contour fermé une déformation infiniment petite, nous arranger pour que,
4y restant constant tout le long du contour, la variable z décrive dans son plan
un contour fermé infiniment petit. Si ce contour n’entoure aucun des points
singuliers 2y, le point N dont les coordonnées sont £, », ¢, {' revient 4 sa valeur
primitive, et il n’a pas subi une substitution de G autre que la substitution
identique. Si le conlour entoure un point singulier, et un seul, la variable z
change de signe et le cycle n’est pas fermé sur V. Enfin, il ne peut arriver que
le contour entoure deux points singuliers, puisqu’il est infiniment petit, que
deux points singuliers ne peuvent étre infiniment voisins que quand y est prés
d’un des points A;, et que nous ne pouvons approcher de ces points A; & cause
des cercles de garde. '

En résumé, quand on décrira sur V un cycle fermé, la substitution subie
par N se réduira toujours 4 la substitution identique. Donc l'isomorphisme de G
et du groupe fondamental est holoédrique. En d’autres termes, puisque le
groupe fondamental n’est défini que par sa forme, le groupe n’est autre chose
que G.

On voit quel réle jouent les cercles de garde dans le raisonnement qui pré-
céde. Supprimons maintenant ces cercles de garde et supposons que z el y
puissent prendre des valeurs complexes quelconques, et que V soit, par consé-
quent, la variété définie par I'équation (1).

D’abord, le groupe fondamental sera toujours isomorphe & G; je n'ai rien &
changer 4 cette partie du raisonnement. Mais il reste & savoir si cet isomor-
phisme n’est pas mériédrique, et, pour le reconnaitre, je vais, comme plus
haut, examiner ce qui se passe quand on décrit sur V un cycle fermé infiniment
petit.

Si, quand on décrit ce cycle, y ne tourne pas autour d’un point singulier A;
ou ne reste pas infiniment voisin de Aj;, les raisonnements précédents s’appli-
queront encore et la substitution subie par N se réduira & la substitution iden-
tique. Supposons maintenant que y décrive un cercle fermé tr2s petit autour
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de A;. Alors Z et 7' se changeront en x; et x; et N subira soit la substitution
(8:, 9, , xir %, ), que j'appellerai, pour abréger, T;, soit cette méme substitution
suivie d’une substitution du groupe G'.

Précisons davantage. Quand on décrit le cycle, le point # décrit dans son

plan un contour fermé infiniment petit. En méme temps, les points

Zo, L1, X2y .any Popa,

par suite des variations de y, décriront des courbes trés petites. Deux de ces
points, que j'appelleral z, et x, sont trés voisins 'un de I'autre quand y est
voisin de A;. Les autres points z; décriront des contours fermés quand y tour-
nera autour de A;. Quant & 2, et @s, il pourra arriver qu’ils s’échangent, et
alors ils décriront chacun un arc trés petit, 'ensemble de ces deux arcs consti-
tuant une petite courbe fermée. Ou bien ils ne s’échangeront pas, de sorte que
chacun d’eux décrira une courbe fermée.

Si z ne tourne autour d’aucun des points singuliers z;, le point N subira la
substitution Ty, & laquelle devra par conséquent correspondre, dans le groupe
fondamental, la substitution identique.

Si z tourne autour d’un point 2, autre que Z, et 23, 2 change de signe et le
cycle n'est pas fermé; ce cas doit done étre exclu.

Si # tourne autour des points z, et zy, la somme des arguments de z— 2.
et z — x5, augmente de 27 ou de 47. Le premier cas doit étre exclu parce que s
changerait de signe; examinons le second.

Reprenons le polygone fuchsien R et les deux polygones partiels R’ et R'.
Au point z, correspondra sur R’ un certain point u, qui sera le milieu de I'un
des cotés (au point de vue non-euclidien). Soit s, la substitution qui change
un point # du plan de R en un point symétrique de u par rapport & u, (au
point de vue non-euclidien).

Soit u, un point congruent de u,, transformé de u, par une substitution S
du groupe fuchsien; et soit s, une substitution qui change un point en son
symétrique par rapport & z,,. On aura évidemment

Sh==8~1s,8.

Considérons maintenant les différents points du plan de R qui correspondent
4 zp; parmi ces points, je distinguerai celui qui tend vers u, quand y tend
vers A; sans franchir les coupures OA ; je Vappellerai u;. Je désignerai par v} le
transformé de u, par S. Je définirai s, et s} par rapport A uy el u, comme s,
et 5, le sont par rapport a u, et u,.
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I1 est clair que

que .5y et 5,5, appartiennent au groupe fuchsien, que

sh= 8—15; 8.

D’ailleurs, s,s; et 5,8, sont inverses 'une de l'autre.

Cela posé, quand « aura décrit son contour autour de z, et y, le point £,
n aura subi la substitution s,s, (ou la substitution s;s,, selonle sens dans lequel
le contour aura été décrit) ou, plus généralement, une des substitutions du
groupe fuchsien.

Le point N aura donc subi la substitution T; suivie d'une des substitutions S’
de G/, ou, ce qui revient au méme, d'une substitution S” de G’ suivie de T;.

A la substitution T;S'=T"T; du groupe G correspondra encore dans le
groupe fondamental la substitution identique.

Comme nous venons de voir qu'a T; correspondait d¢ja la substitution iden-
tique, nous devons conclure qu’a S'et S’ correspondra également la substitution
identique.

I1 peut arriver encore que, quand on décrit le cycle fermé sur V, y ne tourne
pas autour de A;, mais reste trés voisin de A;; dans ce cas, { et { reviendront &
leurs valeurs primitives; en méme temps, = décrira dans son plan un contour
fermé; on pourra supposer que ce contour entoure les deux points singuliers z,
et ;, puisque, quand y est voisin de A;, ces deux points z, et ; sont voisins
I'un de I'autre. Alors le point u subit une substitution du groupe fuchsien et le
point N subit une substitution $” de G’ 4 laquelle devra encore correspondre
dans le groupe fondamental la substitution identique.

Ainsi, si nous reprenons notre groupe G qui est dérivé du sous-groupe G’ et
des substitutions T';, nous voyons qu’a toutes les substitutions T; et & certaines
substitutions de G’ correspond la substitution identique. Donc le groupe fonda-~
mental sera isomorphe a G’ (et, par conséquent, au groupe fuchsien), puisqu’a
toutes les T; correspond la substitution identique, et cet isomorphisme sera,
en général, mériédrique, parce qu'a certaines substitutions de G’ correspondra,
en général, la substitution identique.

Avant d’aller plus loin, une distinction est nécessaire. Il peut arriver que les
points singuliers z, et x; s’échangent quand y tourne autour de A;, ou bien
qu’ils ne s’échangent pas. Dans le premier cas, il n’y a pas de difficulté : la
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partie de la variété (1) voisine du point y == Ay, & == Z,== % est assimilable &

la partie de la variété

2

=y —=

voisine de l'origine, et tout cycle fermé qui reste irés voisin de ce point est
réductible & un point de telle fagon que la ‘substitution correspondante du
groupe fondamental ne peut étre que la substitution identique. Dans ce cas,
a'Ty a'S', a 8" correspondra la substitution identique, ainsi que nous venons
de I'expliquer.

Dans le second cas, la surface (1) présente un point conique et la portion de
la variété (1) voisine de y == Ay, £ = x,== 2, est assimilable 4 la partie de la

variété

voisine de l'origine.

Alors deux conventions également légitimes peuvent éire faites : supposons
qu'un contour fermé tracé sur V puisse se réduire & un point, mais en fran-
chissant le point conigue, et ne le puisse pas autrement. On peut admettre que
la substitution correspondante du groupe fondamental est encore la substitution
identique, ou, en d’autres termes, on peut traiter le point conique comme un
point ordinaire de la variété. Dans ce cas, encore 4 T;, §' et S” correspondra la
substitution 1dentique.

Ou bien on peut faire la convention contraire et traiter le point conique
comme un point singulier qu’il est iuterdit de franchir. Dans ce cas, & T; cor-
respondra encore la substitution identique, mais il n’en sera plus de méme
pour S”. On aura d’ailleurs toujours 8"=S".

Voici maintenant la question qui se pose. M. Picard a démontré (cf. Théone
des fonctions algébriques de deux variables, t. 1, p. 85 et suiv.) que, si une
surface algébrique est la plus générale de son degré, les cycles linéaires peuvent
étre réduits & des points de telle facon que le nombre de Betti P, est égal 4 1.

Il ne s’ensuit pas immédiatement que le groupe fondamental se réduise & la
substitution identique. En effet, M. Picard a démontré que tout cycle linéaire
est homologue A zéro, et, pour démontrer que le groupe fondamental se réduit
4 la substitution identique, il faudrait faire voir que tout cycle lindaire est
équivalent & zéro. Pour la différence enire les homologies et les équivalences,
voir Aralysis situs, page 241.

Il est donc nécessaire de revenir sur la question a4 ce nouveau pbint de vue.
Voyons d’abord le cas ot p =1, c’est-a-dire ol notre polygone fuchsien R se
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réduit 4 un parallélogramme. Alors toutes les substitutions de G’ et, par consé-
quent, toutes celles du groupe fondamental, sont permutables entre elles.

Le groupe G' dérive de deux substitutions que j’appelle s et 5,, Soit alors un
cycle quelconque ; & ce cycle correspondra une substitution de G' qui pourra

s’écrire, par exemple,
5o 5158 sBisv sTs.

Les substitutions de G étant permutables, elle pourra s’écrire également

st By st Brs,

Si, comme I'a démontré M. Picard, tout cycle est homologue & zéro, cela
veut dire que, parmi les cycles possibles, il y en a deux correspondant aux

substitutions de G/

sash, scsd

(ou a, b, ¢, d sont quatre entiers dont le déterminant n’est pas nul) et qui sont
susceptibles de se réduire & un point. Il arriverait alors qu’a s*s? et & s¢s7 corres-

pondra dans le groupe fondamental la substitution identique, ce que j'écrirai

sasb=1, sesf=1.

Nous en conclurons, en nous rappelant que s et s; sont permutables,

ste==1, =1, e = ad — be.

On voit que le groupe fondamental ne pourrait, en tout cas, comprendre
qu'un nombre fini de substitutions, au plus 2.

Mais on peut aller plus loin, méme dans le cas de p >1.

Supposons, pour fixer les idées, que p = 2 et appelons, pour abréger

a b, ¢, d, e f

les six points singuliers du plan des 2 que nous appelions jusqu’ici zq, - .., @y
Soit d’abord y = o; joignons le point z = o aux points &, b, ¢, d, e, f par
des coupures rectilignes, de telle facon qu’en tournant autour du point O on

rencontre ces coupures dans 'ordre

Oa, 06, Oc¢, Od, Oe, Of,

Faisons maintenant varier y d’une manidre continue, mais sans franchir
aucune des coupures OA;; en méme temps les points «, b, ... ., se déplaceront
d’une maniére continue, mais sans s’échanger ou sans tourner les uns autour
des autres; les coupures Oa, ..., se déplaceront et méme cesseront d’étre

H. P. — VL 4o
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reclilignes, mais on les rencontrera loujours dans le méme ordre en tournant
autour de O.

Quand on franchira la coupure Oa, la variable » (argument des fonctions
fuchsiennes) subira une transformation que j'appellerai @ et qui sera une sorte
de symétric analoguc 4 la substitution s, définie plus haut, p. 382 (symétric
par rapport & u,)-

Je définirai, de méme, les transformations b, ¢, d, e, f; il est clair qu'on

aura
A== =di= 82::f2=1,

abedef =1,

et que ce sont 1a les seules relations qu'il y ait entre elles. Le groupe fuchsien

sera formé de toutes les combinaisons possibles de ces Lransformalions prises
en nombre pair. )

Lorsque y tend vers A;, deux des points singuliers, @ cb d, par exemple, sc¢
rapprochent 'un de l'autre; quand y tourne autour de A;, ces deux poinls
s’échangeront (dans le cas général ot le point z = @, ¥ == A;n’esl pas un point
double de la surface, cas général que nous examinerons d’abord).

Quand le point y est voisin de A; (mais sans avoir franchi la coupure OA;),
les quatre coupures Oa, Ob, Oc, Od présentent la disposition représentée en
Lrait plein sur la figure 1; aprés que le point y a décrit un contour autour
de OA;, les coupures Oa et O d se sont déformées et onl pris la forme repré-
sentée en trait pointillé sur la figure. Elles se sont d'ailleurs permutées de telle
fagon que la coupure en trait plein O ma est devenuc la coupure en trait poin-
tille Om'd, tandis que la coupure O nd est devenue On'a.

Tragons maintenant dans le plan un contour fermé quelconque, partant d'un
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point fixe M, quelconque du plan; si cc contour coupe successivement les
coupures Oa, Oc¢, Oa, 056, Of, O¢, par exemple, il équivaudra 4 la substi-
tution acabfe.

Cela posé, considérons un contour fermé coupant I'une des coupures
P P

(1) Oma, 0b, Oc, Ond, Oe, Of,

et une seule; quand y aura tourné autour de A;, il se transformera en un contour
coupant une des coupures

(2) Om'd, 06, Oc, On'a, Oe, Of,

et une seule.

Or, il est aisé de voir sur la figure qu'un contour coupant l'une des cou-
pures (2) coupera dans un certain ordre cerlaines des coupures (1) et équivaudra,
par conséquent, & une certaine combinaison des substitutions «, b et c.

Si nous supposons, par exemple, M, extérieur au contour Om'dna. Le cycle

qui coupe :

Om’d coupera Ond et équivaudra & d,

0d » Onrd, Oma, 0b, Oma et Ond » dabad,
Oc » Ond, Oma, Oc, Oma et Ond » dacad,
Om'a » Ond, Omaet Ond » dad,
Oe » Qe » e,

of » of » f-

Par conséquent, la transformation T; changera les substitutions
(3) a, b, ¢, d, e, f
respecﬁvement »en
(4) d, dabad, dacad, dad, e, f.

Nous avons, plus haut, écrit la relation

T;S = §"T,,

" et montré quaux deux substitutions S et S” de G' doit correspondre la méme

substitution du groupe fondamental, ce que nous écrirons :

(5) § = S".

Comme S’ est une certaine combinaison des substitutions (3) en nombre pair
et que S” est la combinaison correspondante des substitutions (4), il suffit, pour
que U'équivalence (5) ait lieu, que l'on ait

a=d, b = dabad, ¢ = dacad, d = dad.
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Or, toutes ces équivalences se réduisent &

ad =1

ou, ce qui revient au méme, i o = d.
Nous avons vu ensuite qu’a la substitution S" de G’ doit correspondre la

substitution identique du groupe fondamental, ce que J’écris

Se==y,

On voit ici que S n’est autre chose que ad, de sorle que nous retombons
toujours sur la méme équivalence
ad==1
qui est (avec T;==1) la seule que l'on puisse déduire de la considération du
point singulier A,.
Il nous reste 4 examiner le cas o le point

r=qa, y=A;

est un point conique de la surface s = F(z, ). Refaisons une figure analogue
a Ja figure 1. Quand le point y tournera autour de A;, les coupures en trait
plein Oma et Ond se changeront dans les coupures Om’a et On'd en trait
pointillé (fig. 2). En raisonnant comme tout & Iheure et considérant les diffe-
rents cycles qui partent du point M, et qui coupent une des coupures, et une
seule, on voit que le cycle qui coupe

Om/a coupera Ond, O ma et Ond,

0b& » Ond, Oma, Ond, Oma, 0b, O ma, Ond, O ma, Ond,
Oc » Ond, Oma, Ond, Oma, Oc, O ma, Ond, Oma, Ond,
Oon'd » 0 nd, O ma, Ond, Oma, Ond,

Oe » Oe,

of » Of.

Ces cycles équivaudront donc respectivement aux combinaisons

dad, dadabadad, dadacadad, dadad, e, f,

¢’est-d-dire que T; transformera les substitutions

a’ b’ c’ d’ e’ f
dans les substitutions

dad, dadabadad, dadacadad, dadad, e, f.

Si Ton traite le point conique comme un point ordinaire de la variété, on

aura encore
=5, S"=I.
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La premidre condition entraine

(6) a=dad, b=dadabadad, c¢=dadacadad, d= dadad.

La seconde nous donne simplement

ad =1,

ce qui entraine d’ailleurs les conditions (6).
Considérons maintenant le point conique comme un point qu’il est interdit
de franchir. Alors nous aurons encore S'= 8" et, par conséquent, les condi-

tions (6), mais nous n’aurons plus S"=1, c¢’est-a-dire ad =1.
kS b

Les conditions (6) se raménent  une seule

(ad)=1.

Ainsi, si nous nous inlerdisons de franchir le point comique, nous n’aurons
pas ad = 1, mais nous aurons (ad)*=1.

Ainsi, le cycle qui tourne autour des deux points @ et d n’est pas Ja frontidre
d’une variété & deux dimensions faisant partie de V, tandis que ce cycle pris
deux fois constitue la frontiere d’une variété & deux dimensions faisant partie
de V, si du moins l'on suppose que toutes ces variétés 4 une ou & deux dimen-
sions ne s’écartent pas beaucoup du point conique.

Il est aisé de rapprocher ceci d'un fait connu. Nous avons déja fait remarquer
que la portion de V voisine du point conique est homéomorphe 4 la portion de
la variété z2= 22— y? ou de la variété 5? = zy voisine de l'origine.

Appelons donc W la variété & quatre dimensions z*== zy, dont on suppose
que l'on a exclu l'origine qui est un point conique. Ce qui précéde nous
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enseigne qu'il y a sur W un cycle fermé C & une dimension tel que 'on n’ait

pas I’équivalence
C

fi

07
mais que 'on ait I'équivaleuce
’ 2 (C == o.
Or, considérons la variété & trois dimensions

=2y, |a|+|y] =t

que j'appelle W'. Clest la variéié envisagée par M. Heegaard [cf. Premier
Supplément a 1'Analysis situs (Rendiconti del Circolo matematico di

Palermo, 1. XII1, 1899)].
A tout point, z, y, 2 de W correspond un point

x ¥ z
———— = it — ——cemeva | Pt S ne—————
VTiat [+ VT2 [+ [y Ve [+ [y

Si le point de W décrit un cycle G, le point correspondant de W' décrira un
cycle C/. Or, il est évident que si sur W on a G = o, sur W/ on aura C'=o, et
réciproquement. (Je rappelle que 'équivalence G = o signifie qu’il existe sur W
une variété & deux dimensions dont C est la frontiere complate).

St donc sur W on a 2 G = o sans avoir C=o, il y aura sur W' un cycle G
tel que 2C/= o sans que C'=o.

Or, on se rappelle que I'existence d'un pareil cycle C/ est une des propriétés
caractéristiques de la variété de M. Heegaard.

Rien n’est plus facile maintenant que de déterminer le groupe fondamental.
Ce groupe est mériédriquement isomorphe au groupe fuchsien, lequel dérive
de toutes les combinaisons en nombre pair des substitutions @, b, ¢, d, e, f,
lesquelles sont supposées liges par les relations

A=0=ct=dl=el=fi=1, abedef=1.

Mais si les deux points @ et d peuvent s’échanger quand » tourne autour
de A,, on aura ad =1, d’olt

a=d.

*

Je dis que la méme relation subsistlera si @ se change en d quand y décrit un
cycle fermé quelconque, enveloppant, par exemple, non plus un seul point
singulier, mais deux points singuliers A; et A;. Si, en effet, par exemple,
a s’échange avec & quand y tourne autour de A; et b avec d quand y tourne
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autour de A, (de telle facon que « se change en & quand y décrit le contour

qui enveloppe a la fois ces denx points singuliers), on aura

a=b, b=d

et, par suite,
a=d. C. Q. F. D.

Si donc les points singuliers «, b, ¢, d sont susceptibles de s’échanger entre

eux, on aura

b d.

a

i
i
i

Sile polynome F(z, y) est indécomposable, les racines de I'équation
F(z, y)=o0

(considérée comme équation en ) seront toules susceplibles de s’échanger
entre elles quand on fera varier 5 d’une fagon quelconque.
Nos 2 p -+ 2 points singuliers (qui sont au nombre de six, «, b, ¢, d, e, f

s1 p=2) s’échangeront donc tous les uns avec les auntres ¢t 'on aura

a=b=c=d=c=f.

Une substitution quelconque du groupe fondamental, se réduisant 4 une
combinaison en nombre pair de @, b, ¢, d, e, f, se réduira & une puissance
paire de @, c’est-d-dire 4 la substitution identique.

Ainst, si le polynome ¥ est indécomposable, le groupe fondamental se
réduit & une seule substitution qui est la substitution z'dentz’que‘.

Si le polynome F se décompose en deux facteurs F = F,F,, nous devrons
distinguer deux sortes de points singuliers : ceux qui satisfonta 'équation Fy=o
el ceux qui satisfont & Fa= o; supposons, par exemple, que «, b, ¢, d satis-
fassent 4 Fy==o0, e et f4 Fa=o0; on aura alors

as=b=c=d, e=/f
On n’aura pas @ == e (si les poinls coniques ne sont pas regardés comme des

points ordinaires); mais on aura (@ e)?==1, de sorte que le groupe fondamental

comprendra seulement deux substitutions

1, ae.

I1 faut voir encore si ce nombre n’est pas réduit par la considération de la

relation
(7) abedef = 1.
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Observons que 'on doit toujours réduire le degré de I 4 &tre pair (au besoin
par une transformation homographique), puisque le nombre des points singu-
liers est 2 p - 2. Nous devons alors distinguer le cas oit F, et F; sont tous deux
de degré pair : alors la relation (7) se réduit 4 une identité et le groupe fonda-
mental n’est pas réduit; et le cas od F; et F, sont tous deux de degré impair :
alors la relation (7) se réduit & ae =1 et le groupe fondamental ne comprend
plus qu’une substitution.

Si F se décompose en trois facteurs F =F,;F,F;, que @ soit I'une des
racines de F; = o, & Pune de celles de Fo=— 10, ¢ 'une de celles de F;=o0, on
aura

Al=hrt=cl=1, (ab)=(be)=(ac)=1,

ce qui montre que le groupe fondamental se réduit & quatre substitutions

1, ab, be, ac,

ce nombre pouvant encore étre réduit, & cause de la relation (7), si deux des

facteurs sont de degré impair.
Si, enfin, F se décompose en 7 facteurs F =F,F,...Fy; si @, est Pune des

racines de F;—o0; on aura
(8) al=1, (aiar)r=1 (i, k=1,2, ..., n).

Soit alors S une substitution quelconque du groupe fondamental; ce sera le
produit d'un nombre pair des substitutions ;. Mais des relations (8) on peut
déduire

Qidr=aray.

On peut donc permuter les facteurs de S et I'écrire sous la forme

atay...ayr (G4 +...+¢g,=0, mod2).

On peut ensuite, & I'aide des relations (8), réduire les exposants ¢ 4 0 oua 1,
de sorte que S se réduira & un produit de & facteurs a4, as, . . ., @, les k facteurs
étant différents et k étant pair, Pordre des facteurs étant d’ailleurs regardé
comme indifférent. Il y a 2"~! combinaisons possibles; le groupe fondamental
comprend donc 27~* substitutions; mais ce nombre peut étre réduit de moitié
par le moyen de la relation (), si deux ou plusieurs des facteurs sont de degré

impair.

—— ) e



SUR

LA CONNEXION
DES SURFACES ALGEBRIQUES

Comptes rendus de ' Académie des Sciences, t. 133, p. 963-973 (g décembre 1gor).

Une Note importante de M. Picard a récemment attiré de nouveau
I'attention sur la question de la connexion des surfaces algébriques. Je
crois devoir dire quelques mots de certains résultats que j'ai obtenus sur
ce sujet.

Soit
(1) Sz, y,z)=0
une surface algébrique, & laquelle correspondra une variété fermée V a quatre
dimensions.

M. Picard a démontré que toute surface peut étre ramenée, par une Lransfor-
mation birationnelle, soit & unc surface de I'espace a cinq dimensions dépourvuc
de toute singularité, soit & une surface de I'espace ordinaire ne présentant
que des singularités ordinaires, c’est-a-dire uné courbe double et des points
triplanaires.

Nous sommes donc autorisés par 1 & nous restreindre au cas des surfaces
4 singularités ordinaires, ce qui est d’autant plus nécessaire que les autres
surfaces pourraient présenter des singularités telles que la variété V corres-
pondante présente elle-méme un point singulier. Or les théorémes généraux
de V'Analysts situs n’ont guére été démontrés que pour les variétés sans point
singulier et les définitions elles-mémes deviendraient ambigués, &4 moins d'étre
complétées par de nouvelles conventions.

Cela posé, rappelons quelques-uns des résultats obtenus par M. Picard.

H. P. — VL 5o
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»

Donnons 4 y une valeur constante quelconque, 'équation (1) représentera
une courbe algébrique f(, z) = o de genre p; & cette courbe correspondra

une surface de Riemann S sur laquelle on pourra Lracer 2 p cycles distincls

Wy, M3, ..., Wap.

Lorsque y variera, la surface de Riemann S el les cycles o varicront, et
quand y aura décrit un lacet autour de I'un des points singuliers

Ay As, ..., A,

pour lesquels le genre de la courbe f(z, z) =o s’abaisse, les 2p cycles o
s¢ seront transformds en 2p combinaisons linéaires (4 coefficients enticrs)
de ces mémes cycles ; ils auront subi une transformation linéaire T..
L'ensemble de ces transformations T; forme un groupe dont M. Picard a
montré l'importance au point de vue qui nous occupe et que j'appellerai
groupe de Picard.

Il s’agit de former tous les cycles disuncts de la variéié V, lant & une qu’a
deux ou & trois dimensions. En ce qui concerne les cycles 4 une dimension, le
probléme a ¢té entidrement résoln par M. Picard. Notre savant confrére a
montré que tous ces cycles peuvent étre ramends aux divers cycles o d’une des
surfaces S, mais que ces cycles » ne sont pas tous distincts; un quelconque de
ces cycles est équivalent & son transformé par I'une des Iransformations T;.
Si donc on égale chacun des 2p cycles @ & son transformé par chacune des
g transformations T;, on obtiendra un systeme de 2pg équations lincaires
entre les w, que j'appellerai le syszéme (A).

Autant ce systtme (A) aura de solutions distinctes, autant la varists V
admettra de cycles & une dimension distincts.

Il semble d’abord qu’il y a des cas ou le nombre de ces cycles doive étre
abaissé; que, pour certains points singuliers A;, le genre de la surface S
s’abaissant, un des cycles de cette surface pourra se réduire 4 zéro, sans étre
pour cela la différence entre un des cycles de S et son transformé par la substi-
tution T;. G’est ce qui arriverait, par exemple, si nous avions deux points
singuliers A, et Aj, tels que les transformations Ty et T, soient inverses l'une
de l'autre; puis que nous fassions varicr la surface (1) d’une manidre continue,
de telle sorte qu'a la limite les deux points A, et A, se confondent. Alors, pour
la surface limite, la transformation du groupe de Picard qui correspondrait au
point singulier formé par la réunion de A, et A, se réduirait & la transforma-
tion identique, ¢t cependant certains des cycles de la surface S se réduiraient
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& zéro quand y viendrait en ce point singulier. Mais cette circonstance ne se
présentera jamais pour les surfaces 4 singularités ordinaires auxquelles nous
devons et pouvons nous restreindre. Si elle se présentait pour d’autres surfaces,
on pourrail se demander si ces cycles doivent étre regardés comme ¢quivalents
A zéro; on se trouverait justement dans les cas ot les définilions ordinaires
deviennent ambigués, 4 moins d’étre complétées par des conventions nonvelles,
et la réponse & la question posée dépendrait des convenlions que l'on
adopterait.

En ce qui concerne les cycles & deux dimensions, M. Picard a considéré
ceux qui sont engendrés de la fagon suivante : Supposons qu’un cycle » ne soit
pas altéré par une des transformations @ du groupe de Picard; nous ferons
alors décrire & ¥ un contour ferm¢ correspondant a cette transformation 9; le
eycle @ variant avec y engendrera un cycle fermd 4 deux dimensions. Il reste &
savoir si tous les cycles ainsi obtenus sont distincts et s’il ne peut y en avoir
d’autres.

Voict les résultats auxquels je suis parvenu 4 cet égard : ily a des cycles de
deux sortes; tous les autres n’en sont que des combinaisons.

I1 y a deux cycles de la premidre sorte qui sont la surface de Riemann
obtenue en donnant A z une valeur constante, el la surface de Riemann obtenue
en donnant & y une valeur constanle.

Voici lc mode de génération des cycles 4 deux dimensions de la seconde

sorte :

Soit &; une combinaison linéawre des cycles w, Q! son transform¢ par la
transformation T;; si ces combinaisons linéaires sont choisies de telle sorte

que I'on ait

(2) Q= Qoo 4 Q= Q) 4+ QY . L .- Q,

on engendrera un cycle de la facon suivante : si nous faisons décrire 4 y un
lacet autour de A;, en partant du point O et revenant au point O, le cycle Q;
engendrera une variété W; a deux dimensions qui ne sera pas fermée, mais qui
sera limitée par la position initiale et finale du cycle, c'est-a-dire par le cycle
Q; de la surface de Riemann correspondant au point O et par son trans-
formé Q,°. Alors si I'on réunit toutes les variétés W, elles se raccorderont &

cause de I'identité (2), et leur, ensemble formera un cycle 4 deux dimensions.

- Tous ces cycles ne sont pas distincts. Soit U, un cycle quelconque, U, son
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transformé par Ty, U, celui de Uy par Ts, U; celui de U, par T;, elc., et enfin

U, = U, le transformé de U,_, par T,. Si nous avons alors

Q1=U0+V1, Qg:‘—Ul-I-Vg, ey quU(]_i—l—V(,

(V; étant un cycle quelconque inaltéré par la transformation T;) et, par
conséquent

Q,1=U1+V1, Q’A_)=U2'+' V-z, sy Q’,/=Uq+Vq,

le cycle a deux dimensions engendré par i, i, .... &, sera équivalent a
zéro. Il n'y a pas d'autre cycle équivalent & zéro. Donc, quand on aura
réduit par ce moyen le nombre des cycles & deux dimensions, tous ceux qui
resteront seront distincts.

J'ignore si tous les cycles de la seconde sorle sont des combinaisons de ceux
qui correspondraient, d’aprés M. Picard, 4 une transformation @ et a un cycle
inaltéré par cette transformation.

Passons enfin aux cycles a trois dimensions. Soit & un cycle de la surface S
qui soit npariant par rapport au groupe de Picard, c’est-a-dire inaltéré par
toutes ses substitutions. Quand on donnera & y toutes les valeurs possibles, cet
cycle engendrera un cycle fermé a trois dimensions.

Il n’y en aura d’ailleurs pas d’autre et tous les cycles ainsi obtenus seront
distincts.

On vérifie que, comme il convient, le nombre des cycles invariants (et, par
conséquent, celui du nombre des cycles & trois dimensions de V) est égal au
nombre des solutions distinctes du systeme (A) (et, par conséquent, & celui
des cycles 4 une dimension de V).

On voit que la considération du groupe de Picard suffit pour la détermi-
nation des nombres de Betti; elle suffirait également pour la détermi-
nation de ce que j’ai appelé les coefficients de torsion.
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LES CYCLES DES SURFACES ALGEBRIQUES;

QUATRIEME COMPLEMENT A I’ANALYSIS SITUS

Journal de Mathématiques, t. 8, p. 16g-214 (rgo2).

§ 1. Introduction.

Les beaux travaux de M. Picard sur les Swurfaces algébriques ont mis
depuis longtemps en évidence I'importance de la notion des cycles a une, deux
ou trois dimensions. J'ai pensé qu'on pourrait appliquer a cette question les
principes que j'ai exposés dans I’ Arnalysis situs et ses deux premiers complé-
ments (Journal de U Ecole Polytechnique, tome du centenaire; Rendiconsi
del Circolo Matematico di Palermo, t. XIII; Proceedings of the London
Mathematical Society, vol. XXXII) et j'ai obtenu ainsi certains résultats
partiels que j’ai déja énoncés dans une Note aux Comptes rendus et qui
viennent compléter, sur certains points, ceux de M. Picard.

Je rappelle qu’étant donné une variété V fermée & p dimensions, je trace
sur cette variété d’autres variétés, fermées ou non, d'un moins grand nombre
de dimensions; je désigne par W, une variété 4 ¢ dimensions tracée de la
sorte sur V,

Si W, est un ensemble de variétés a ¢ dimensions et 2 W,—,; un ensemble
de variétés & g —1 dimensions, la congruence

B Wq = EWq—j,

signifie (par définition) que ZW,_, forme la frontiére complate de I’ensemble
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de variétés TW,. J'exprime le méme fait sans mcitre en évidence W, en
¢crivant la relation

X Wq__g ~ 0
que jappelle une Lomologie.

Alors la congruence
IW,=o0

signifiera que la variélé W, est fermde.

Silona 2 W,== o0 sans avoir ZW,~v 0 (ou nXW,~ 0, i élani entier), je
dirai que la variété ZW, conslitue un cycle & ¢ dimensions.

Soit
(1) S(z,y,58)=0

I'équation d’une surface algéhrique quelconque, qui définira une variété V a

quatre dimensions. A chaque valeur de y correspondra une surface de Riemann
: . . . . :

qui sera en géndéral de genre p. Je supposerai que le genre ne s’abaisse ni pour

¥ =0, ni pour ¥ = o, mais qu’il s’abaisse pour ¢ points singuliers

y=A’1, y=A"l) “ e ey y=A(]-

Dans le plan des y, je tracerai ¢ coupures OAy, OA., ..., OA,. SoitS'une
des surfaces de Riemann; quand y variera sans franchir les coupures, la
surface S variera, mais en restant homéomorphe a elle-méme de fagcon que les
diverses surfaces de Riemann se correspondent point par point et d’unc maniére
biunivoque et continue.

L’une quelconque S de ces surfaces pourra éire subdivisée en un polyadre P;
soient ¥ les faces, B les arétes, G les sommels de ce polyédre. Unec autre
surface S', correspondant point par point a la surface S, se trouvera de méme
subdivisée en un polyedre P' dont les faces, les ardtes et les sommets corres-
pondront aux faces, aux arétes et aux sommels du polyedre P.

Supposons maintenant que y, partant d’un point silué infiniment prds de
'une des coupures, décrive un conlour presque fermé et aboutisse a un autre
point situé infiniment prés du point initial, mais de l'autre c6té de la coupure.
La surface S se sera transformée en une surface infiniment peu différente ; mais
4 un point de la premidre surface correspondra, en général, un point de la
seconde surface qui en différera beaucoup.

Le polyedre P se sera ainsi transforwé en un polyddre P’ trés différent.

D'un autre coté, aux différents- points du plan des y découpé par nos
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coupures, nous pouvons faire correspondre les points d'un polygome Q &
2q cotés a;f; el a4, les cotés a;B; et a;Bira correspondant aux deux lévres
de la coupure OA;, le point «; & A;, les points B; et Biq & O. Inutile d’ajouter
que j'écriral indifféremment 4 ou 84,4, Bs ou Byra, elc., de fagon A conserver
la symétrie des notations.

Nous allons tirer de la une subdivision de la variété V en un polyedre H a
quatre dimensions.

A chaque face F; de P correspondra une hypercase de R que j'appellerai
auss1 Fi. A chaque aréte B; de P correspondra une case B; de H; de méme a
chacun des cotés o;3; on ;i1 de Q combiné avec chacunc des faces F de P
correspondra une casce «;3; F, ou ;8.1 Fr de H.

A chaque sommet G; de P correspond unc face G; de H. A chaque sommet
a; ou 3; de Q, combiné avec chacune des faces 'y de P, correspondra une face
o;Fr ou B:;F; de H. A chaque cdlé «:3; ou ;84 de Q, combiné avec
chacune des arétes B, de P, correspondra nne face «;(3;B; ou ;3,41 B; de H.

A chaque sommel C; de P combiné avec chacun des cotés o;3; ou o;Bi
de H correspondra une aréte «;3;C ou a;3;.4 G, de H. A chaque sommet o; ou
Bi;de Q combiné avec chacune des arétes B; de P correspondra une aréte «;By
ou 3;B, de H.

Enfin, 4 chaque sommet «; ou 3; de Q combiné avec chacun des sommets G,
de P correspondra un sommet a;Cy ou B;G; de H.

Mais il convient de faire plusieurs observations. D’abord pour y =A,, le
polyédre P dégénere de telle fagon que certaines de ses faces disparaissent; si,
par exemple, la face F; disparait pour y = A;, la face correspondante o;F; du
polytdre H n’existera pas.

De méme, bien que cela puisse élre évilé, on pourrail concevoirr qu’une
aréte B, dispardt pour y = A;; dans ce cas, 'aréte a; B, n’exislerail pas.

D’un autre c6té, donnons 4 ¢ une valeur déterminée et faisons prendre &
I'indice & toutes les valeurs possibles; envisageons ensuile, d'une part
Pensemble des cases o;3;F et, d’autre part, ’'ensemble des cases «;Biv1F.

Ces deux ensembles seront identiques, bien qu’en général la case «:f3;F}
considérée & part ne soit pas identique 4 la case «;{:+1F, ni méme a une autre
case Otiﬁ,'_,,i Fz.

1 pourra se faire aussi que certaines des faces a;3;B soient identiques &
certaines des faces :B:;r1B, ou certaines des arétes o;3;C & cerlaines des

arétes ;31 C.
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D’autre part, comparons les différentes faces 8;F}; la surface de Riemann S,
qui correspond au point O se trouvera subdivisée en polyedre de ¢ manieres
différentes, suivant que I'on considére le point O comme correspondant au
sommet (3;, ou & (s, ..., ou & B4. Ce sont ces ¢ modes de subdivision qui
engendrent les faces 3F. Si donc m cst le nombre des faces de P, on aura les
1dentités
(2) B:Fy+ BFat. .. BiF = Ty B;Fa. . . B, F

(6, J=1,2y ...y @)

I1 pourra se faire que certaines des faces BF soient identiques entre elles.
Mais cela n'arrivera pas toujonrs. Il pourra arriver également que certaines des
aréles BB, ou certains des sommets 3G soient identiques.

Enfin, par suite de la dégénérescence de P pour y = A, il pourra se faire
que certaines des faces «,F, ou des ardtes «;B, on des sommets «;C soient
identiques.

En résumé, nos variétés partielles, hypercases, cases, aréles ou sommets
peuvenl se répartir en quatre catégories conformément au tableau suivant :

Nature . Catégorie

de —- —

la variété. L af. a. B.

Hypercases............ F; - - -

Cases.c....ooveevnnnnn.. B: ;31 F iy ayBras Fi - -
Faces................. Cs «i3:Br, ;B Bk o, Fi BiFk
Arétes.......ovunnn. - %131 Chy a3 B Cp o; B B: B
Sommets,,............ - - o; Cr B:Cr

Il ne peut y avoir identité entre deux variétés de catégorie différente. Deux
variétés de la catégorie 1 sont toujours distinctes.

Entre deux variétés de catégorie «B, il ne peut y avoir identité que si indice
{ de a est le méme (sans quoi les valeurs correspondantes de y seraient sur
deux coupures OA;, OA; différentes; I'indice de B devra, au contraire, étre
différent; il peut y avoir identité, par exemple, entre o;3;F;. et «;B;,, Fs, mais
pas entre o;3;F et a;3;F;. Deux variétés de la catégorie « ne pourront étre
identiques que si Pindice de « est le méme.

Avant d’aller plus loin, nous allons modifier un peu nos conventions, afin
d’éviter les inconvénients qui pourraient résulter des identités telles que (2)
qui ont lieu entre deux sommes de faces, bien que les faces prises individuelle-
ment ne soient pas identiques deux a deux.
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Soit M un point quelconque de la coupure OA;, la surface de Riemann S
correspondante pourra é&tre décomposée de deux manitres en polyedre, selon
que l'on envisagera le point M comme apparlenant & 'une ou & l'autre des
denx lévres de la coupure. Superposons les deux modes de subdivision, e¢n
considérant 4 la fois les arétes provenant de 'un et de 'autre mode. Nons
obtiendrons ainsi un certain polyédre que jappellerai P'; on pent s’arranger
pour qu’il reste homéomorphe & lui-méme quand le point M décrira Loute la
coupure OA; (vide infra, § 5).

Jappellerai I, B, G} les faces, aréles el sommels de P’. Chacune des
faces ¥ du premier mode de subdivision se décomposera en un certain nombre
de faces I/, et il en sera de méme de chacune des faces F du second mode; de
sorte que chaque face F' appartiendra a I'une des faces F du premier mode, el
2 une seule, et 2 une des faces F du second mode, et & uue seule.

Chacune des aréles B de chacun des deux modes de subdivision se décom-
posera en un certain nombre d’arétes B'. Chaque aréte B’ appartiendra au
moins 4 I'une des arétes B de I'un des deux modes, et peut-étre & une aréte de
chaque mode; mais, dans aucun .cas, elle n’appartiendra & deux aréles diffé-
rentes du méme mode.

Enfin, les sommets C’ seront les sommels G des deux modes, auxquels il
il faut adjoindre les points d’intersection des arétes du premicr mode avec
celles du second.

De méme, nous avons vu que la surface Sy qui correspond au point O se
trouve décomposée en polyédre de ¢ manidres différentes. Superposons les
g modes de subdivision; nous obtiendrons un polyeédre P” dont les faces, les
arétes et les sommets s’appelleront I, B}, C}. Ghacune des faces F correspon-
dantia 'un des ¢ modes, de méme que chacune des faces F' correspondant au
polyédre P;, que ’on obtient en regardant le point O comme appartenant a la
coupure OAj;, se trouvera décomposée en un certain nombre de faces F”.
Chaque face F” appartiendra a I'une des faces I/ du polyedre P;, etd une seule;
& 'une des faces F de chacun des ¢ modes de subdivision, et & une seule.

Chacunc des arétes B des ¢ modes, chacunc des arétes B’ des divers
polyédres P; se décomposera en nn cerlain nombre d’aréles B”. Chaque aréte B
appartiendra & 'unc des arétes B de I'un des ¢ modes, et & 'une des arétes B’
de I'un des polyedres P;; elle pourra appartenir a la fois & deux arétes de deux
modes différents, ou & deux arétes B’ de deux polyddres P’ différents, mais pas
& deux arétes B du méme mode ou & deux ardtes B’ du méme polytdre.

H.P. — VL 51



402 QUATRIEME COMPLEMENT A L’ANALYSIS S1TUS.

Les sommets C' se composeront des sommets des ¢ modes auxquels il fant
adjoindre les points d’intersection des arétes B appartenant 4 des modes
différents.

Rien 4 changer en ce qui concerne les variélés de la catégorie 1; passons a la
catégorie af. Chacune des cases a;8;F; ou a;Pi ¥/ va se trouver décomposée
en cases partielles ;3/F}, a;fitF}; de méme, chacune des faces 3B sera
décomposée en faces «BB’. Aux arétes afC wviendront s’adjoindre d’autres
arétes corréspondant, comme nous 'avons vu plus haut, aux intersections de
deux arétes B appartenant & des modes différents. L'ensemble de ces arétes
constituera ce que J’appellerai les arétes o8 C'.

On voit que les cases «;3;F, sont identiques aux cases ;B34 F; de méme
pour les faces a;3;B) et ;B4 B} el pour les arétes «;3;C) ‘et a;83;14G). Mais il
importe de remarquer que la case a;3;F se décompose en cases partielles o;3,F,
qui ne sont pas les mémes, en général, que les cases partielles dans lesquelles
se décompose la case o;Birs Fi. La méme observation s’applique aux faces
OtiﬁiB/.- el o1 B;. _

Passons a la catégorie «. Quand le point M vient en A;, les denx modes de
décomposition de la surface S en polyedre P se confondent; d’autre part, ce
polyédre dégénére, comme je I'ai dit, de sorle que certaines des variélés o;F,
;iB}, «;C} pourront disparailre et que certaines pourront se confondre.

Passons & la catégorie B. Nous allons avoir des variétés partielles B:F,
BB, B:Ci.

Les faces 8.F}, BaFy, ..., B F} seront idenliques; mais la face $,1F sc
décompose en faces partielles BF’, qui ne sont pas les mémes, en général, que
celles dans lesquelles se décomposent la face 8.F, ou la face B;F, etc. Mame

observation pour les arétes.

Cela posé, je fais d’abord la remarque suivanle :

Une variété de la calégorie o sera toujours homologue 4 nne sommie de

variétés appartenant & d’autres catégories.

Soit, par exemple, la face a;¥; elle appartient a la case «;3;F} qui admet,
en outre, ln face B:F et celles des faces «;$:B), qui correspondent & des arétes
Bj, appartenant a la face F, dun polygdre P'. Si donc on a la congruence (pour
ce polyédre P')

= 2g, B,
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les &, étant des nombres égaux & -1, —1 ou o, on aura la congruence
;B Fy = o; Fj — B, Fp + Zega: 8, By
el, par conséquent, ’homologie
a1 Fl ~ [ F, — Sea, BBl
Les variétés qui figurent dans le second membre de celle homologie appar-

tenant aux catégories 3 et «B3, le théoreme est démontré, et on 'établirait de

méme ponr o; B} et or; C.

§ 2. Cycles a trois dimensions.

Je passe & la recherche des homologies clL congrmences entre ces variélés. Je

commence par la remarque suivanle :

Nous pouvons towjours supposer que nos congruences ne contiennent pas

de variéié de la catégorie a.

Soil, en effel,
EaiA +~H=o0
une congruence o1 les o; A sonl des variélés & p dimensions de la catégorie «
(correspondant & unc variété A du polyedre P ou P'), et H une combinaison
de variétés & p dimensions des autres catégorics.

Nouns aurons alors, sur notre polyedre P ou P/, la congruence
A==3eaq,

ol les ¢ sont des entiers et les @ des variétés admetianl une dimension de moins
que A. On aura alors la congruence

oc”?.iA = A— BiA- ~- Esoc,-{:iia,
d’ot ’homologic

ociA ~ '?ozA. —_— Esuzﬁia.
En combinant cette homologie avec la congruence

ZoyA +H=o,
nous trouvons la congruence

6 A — 23eey e+~ He=o,

qui ne contient plus de variélé de la catégoric a.

G- Q. K. D.
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Pour obtenir les homologies entre les cases, il suffit d’envisager celles qui se
déduisent des hypercases.
Supposons que, sur le polyédre P, on ait la congruence

les ¢ 6tant égaux & +1, —1 ou 0; ou aura, pour le polyédre 4 quatre dimen-
sions, la congruence

F/;EES,,B,,—{— 211 szjc—'— E(Z;Bi+1 Fk,
el, par conséquenl, I'homologie

(I) ZE(]B,IN Eaiﬁi_,.iF/c—-—ZaiﬁtFk.

Nous rappellerons, d’ailleurs, que «;3;F;, de méme que ai3i14 F, peut étre
remplacé par la somme de plusieurs cases partielles a;(3;:F'.

D’oll une premitre conséquence; soit 2{;B,; une combinaison quelconquc
des cases By, les £ étant des entiers. Je suppose que, sur le polyédre P, on ait,
entre les arétes By correspondantes, ’homologie

EC,, BqN 0,

c’est-d-dire que l'ensemble de ces arétes (affectées chacune du coefficient Z4)
forme sur la surface S un cycle fermé susceptible de se réduire & nn point par
déformation continue.

Alors on aura sur le polyédre P la congruence

Z{,By= Z0,:Fy,

les 0 élant des entiers; on aura alors sur le polyddre 4 quatre dimensions, la

congruence 3
20;Fr= EC;, Bq—|- zakﬂ(“ﬂiFk— Eekaz?)i_i.iFk,

d’ott 'homologie
2By~ B Bipa Fr— Z0g0: B Fi.

Si done une combinaison d’arétes B est homologue a zéro sur P, la
combinaison correspondante de cases B sera homologue ¢ une combinaison
de cases de la catégorie af.

Cherchons maintenant les congruences entre les cases.
Ces congruences sont de la forme

les ¢ et les 0' étant des entiers. Je dis d’abord que Pon aura sur le polyédreP

Z{;B;=o0,
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c'est-a-dire que lensemble des arétes (affectées des coefficients ) decra

Jormer un ou plusieurs cycles sur la surface S.

Soit, en effet, sur P, la congrnence

B, = 2, Cs.

Nons aurons sur notre polyedre a quatre dimensions la congruence

By= X, Cz+ H,

H désignant une combinaison de faces n’appartenant pas a la catégorie 1. On
aura, d’autre part,
1] BiFIkE I’I,

H ayant toujours la méme signification; on en dédnit

H ayant toujours la méme signification.
Comme le second membre doit étre identiquement nul, on devra avoir
identiquement
21 Cr=o.

On aura donc sur le polyedre P

(3) EquqE Ech’LCh_—_' 0. C. Q. F. D.

On doit donc avoir, en vertu de (2),

(4) B0% o By FYy = 2,0 B0y By — 2Cpa:8: B,

Soit S(M) ce que devient la surface de Riemann S quand le point y vient
en M sur la coupure OA,. Soit MF; la face F; du polyadre P’ correspondant a
cette position du point M; soit MP la limite vers laquelle tend Ie poly2dre P
quand le point y se rapproche de M du cbté «;B; de la coupure. Soit (MP) la
limite vers laquelle tend ce méme polyédre quand le point y tend vers M du
coté «;Bi.a de la coupure. Soit MB, et (MB,) les arétes B, des denx poly2dres
MP et (MP).

Si alors nous reprenons la congruence (4) et que, dans chacune des variétés
qui y figurent, nous conservions seulement les points qui appartiennent en
méme temps & S(M), nous aurons une congruence nouvelle

Les expressions X¢,(MB,) et Zt,MB, représentent deux cycles tracés sur la
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surface S(M); soient Q) et &; ces denx cycles. De la congrnence (5) on ponrra
tirer ’homologie

(6) Q) — Q;~v 0,

qui doit avoir lien sur la surface S(M).

Supposons que y, parlant dn point M du célé «;8; de la coupnre, tournce
autonr du point singulicr A; et revienne au point M de D'antre c6té de la
coupure. Le cycle 2¢,B, se déformant d’'une maniére conlinue aura ponr
position initiale 2z, MB, = Q; et pour position finale 27,(MB,) = Q;.

L’homologic exprime donc que 2; est homologue a son transformé €; (par la
transformation que subissent les cycles de S quand y lonrne antonr du point
singnlicr A;). Le cycle X¢,B, reste donc homologue & lui-méme par suite de
cetle lransformation, ct anssi par suile des transformations analogues corres-
pondant aux autres points singulicrs. Les cycles qui jouissenl de cette propriété
pourront s’appeler ¢ycles invariants. Nous reviendrons plus loin sur cette
notion. Nous voyons qu’a toute congruence de la forme (2) correspond un
cycle invariant. Je dis que, inversement, & tout cycle invariant correspond
une congruence de la forme (2).

Soit, en effet, 3¢, B, un cycle invariant. On aura sur S (M)

(6) 2£,(MB,) ~ S{, MB,
et, par conséquent, on pourra trouver des entiers & tels que

(5) 267, MF% = =¢,(MB,) — 3{,MB,

On en déduit la congruence

26} @10 Fy = 2L o B4 By — 2Ly s By By + 207 0, F — 263 B, F.

Le signe Z se rapporte ici a 'indice k&, I'indice ¢ élant constant; mais de 13

nous pouvons déduire
¢, B, + 228, a,8,F | = S56) o, F, — 536’ B, F,,

le double signe X se rapportant alors aux deux indices 7 et k, car on a évi-

demment _
ZC,,B,, = Ech oy pqu - Echafﬁt.H Bq.

Il nous reste & démontrer que I'on doit avoir

0o F,=o0, IE6,8F, =o.

Voyons d’abord ce qui concerne la premiére de ces égalités.
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Reprenons la congruence (5) ct faisons tendre le point M vers A;, a la
Limite MF} se rédnira & o;F}, et Q; se confondra avec &, et avec 2g,a;B,; la

congruence (5) deviendra donc
(7) S8 4 Fi=o.

Examinons la signification de cetle congrnence. Smpposons d’abord que,

pour y = Ay, la surface S ne se décompose pas, c’est-a-dire que la courbe

Sfle, Ay z)=0
soit indécomposable. Alors la congrmence ne pent avoir lien que dans deux
lrypothéses : ou bien on a I'identité

Eﬂl‘di F'/. =0,

je veux dire que dans le premier membre ne ponrront figurer (avec un coet-
ficient 6" différent de zéro) que les faces o;F), qui disparaissent par suite de la
dégénérescence du polyedre P}, ainsi que je 1'ai expliqué plus haut;

ou bien la combinaison X0} «;F}; représentera (une ou plusieurs fois) la

surface de Riemann tout entitre; de sorle que

Eﬁ’k “iF']’c = nS.

Mais pour la surface S correspondant au point M, nous pouvons écrire

S = EMF'M

puisque 'ensemble des faces F, du polyédre P; doit recouvrir la surface S tout
entiére.
On a d’aillenrs

IMP, =o.
Nous aurons donc la congruence

(5 bis) (8, — n)MF) =0, —©;

et, d’'autre part, quand M vient en A;,
L F'k= S
et, par conséquent,

Z(8,— n)e,Fy=o.

La seconde hypothése est ainsi ramenée & la premiere ; il suffit pour cela de
changer ) en 6,—n, ce qui est permis puisque la congruence (5) se trouve

ainsi remplacée par une congruence (b bis) de méme forme.
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Supposons mainlenant que la courbe F(z, A; 5) se décompose et, par
exemple, que la snrface de Riemann correspondante se décompose en deux
surfaces partielles S; et S..

Alors notre congruence (7) pourra avoir lieu pourvu ¢ue 'on ait

S0, Fp=n; 8,4 128y,

7y et ny 6tant des entiers. C’esl du moins ce que l'on ponrrait craindre, mais
on peut de plusieurs manidres voir qu’il n’en sera pas ainsi.

Le plus simple est de ralsonner comme il suit :

Partons de la surface de Riemann S, qui correspond au point O; faisons
varier y d’une facon continue de O & A; en suivant la coupure OA;; la surface
de Riemann S se déformera d’nne manidre continue et en restant homéomorphe
a elle-méme. Soit S(M) la surface S correspondant an point M. A chaque point
de S(M) on peut faire correspondre un point de S, pnisqu’on pent passer de
S(M) a S, par déformation continue. Gonsidérons sur S(M) les deux cycles
Q; et Q; A ces denx cycles correspondront sur S, deux cycles fermés que
jappellerai U; et U,

Quand le point M parcourra OA; d’nn monvement conlinu, les deux cycles
U; et Uj se déplaceront d’'un mouvement continu sar la surface So. Qunand M
est trés voisin de A;, les deux cycles &; et Q; el, par conséquent, les deux
cycles U; et U; sont trés voisins I'un de Pautre. Quand le point M vient en O,
les deux cycles ; et U; deviennenlt identiques et se réduisent a

3L, 8:By = Q);

les deux cycles &; ¢t U deviennent identiques el se réduisent &
2B By = Qg

Supposons que le point M varie depuis A; jusqu’a un certain point M, de la
coupure OA;; les deux cycles U; et U;, d’abord confondus, se sépareront ct
balayeront une certaine région R de S,; 4 cetle région correspondra sur S(M,)
une certaine région qui sera formée d’un certain nombre de faces d’un polyddre
P} correspondant, puisqu’elle est limitée par les deux cycles ; et Q; qui sonl
formés d’arétes de ce polyedre. Nous pourrons écrire la congruence

(8) . I MF,=0;—0,

ou 26.M,F; représentera précisément.la région que nous venons de définir,
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Cetle région se réduisant a4 zéro gnand M vient en A;, nous aurons, dans

tous les cas,
(8) 20, & F), = o.

Nouns allons montrer maintenant que

=3¢, 8;F, = o,

ot ponr cela nous allons éludier la somme X078, F.

D’apres ce qui précede, ce n’est pas autre chose que la région balayée sur la
surface S, par les deux cycles U; et U;, qnand le point M varie de A; 2O ; elle
est limitée par les deux cycles Q] et Q.

On voil que nous anrons

Ee’kﬁi p=0)—07,
6, By F), =00 — 03

i

d’o1n, en additionnant,
S30/, B, F/, = o.

Cette congruence nous montre que la combinaison 220, 3;F), se réduit a
zéro ou & un certain nombre de fois la surface S,.

Cherchons si cette derniere hypothése peut se présenter. Sup]c;osons que y
décrive un contour fermé en restant infiniment prés des coupures OA,,
décrivant d’abord 1'une des lévres de OA,, puis P'autre levre, puis les deux
levres de OA,, et ainsi de suite, puis enfin les denxlévres de OA,. Considérons
un cycle sur la surface de Riemann correspondante; ce cycle sc confondra
d’abord avec Qf quand y sera en O sur la premitre lévre de OA,; quand y
décrira la premiére lévre de OA,, ce cycle se déformera d’'une manidre
continue, ce sera notre cycle &, et les points correspondants sur S, formeront
le cycle U, ; quand le point 3 reviendra de A, en O par la seconde levre, ce
cycle ne sera autre chose que notre cycle ), et les points correspondants sur
S, formeront le cycle U); quand y sera revenu en O, ce cycle se confondra
avec ;; quand y décrira les deux levres de OA,, le cycle se fondra d’abord
avec £, puis avec ), et les points correspondants sur S, formeront le cycle Us,
puis le cycle Uy, et ainsi de suite. Il s'agit de savoir si ce cycle mobile, qui se

confond successivement avec Uy, avee U,, U,, Uj, ..., Uy U, et, dans sa
position initiale, comme dans sa position finale, se confond avec Qf, a décritla
surface S, tout entidre. .

H. P, — VL 52
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Pour nous en rendre comple, il faut que nous voyions pourquoi ces cycles

se déforment.

Considérons 'équation
f(.%‘, Ve zg)=o0,

-

ot y sera regardé comme une constante; les poinls singuliers de z regardé

comme fonclion de z seronl donnés par I'équation

af

— =0,

dz

Considérons un cycle tracé sur la snrface de Riemann. A ce cycle corres-
pondra snr le plan des z un certain contour qui enveloppera un certain
nombre de ces points singuliers. Quand y variera, ces points singuliers se
déplaceront, et si nous ne voulons pas que le cycle passe par un de ces points
singuliers, il faudra le déformer pour le faire fuir devant ces points singuliers
mobiles. Quels que soient les déplacements de ces poinls singuliers, pourva
que deux d’entre eux ne viennent pas se confondre, il sera toujours possible de
déformer continuellement le cycle de fagon qu'il ne passe jamais par aucun de
de ces points; on pourra méme choisir un certain nombre de points fixes et
déformer le cycle de fagon qu’il ne passe jamais par aucun de ces points
singuliers ni par aucun des points fixes, pourvu que ces points singuliers ne se
confondent jamais ni entre eux, ni avec les points fixes.

Quand y va varier, les points singuliers se déplaceront, et les points corres-
pondants sur S, se déplaceront également. Ils ne pourraient se confondre que
si ¥ venait en un des points A;, mais nous faisons tourner y autour de ces
points, en en approchant trés prés, mais sans les atteindre. D’autre part, ces
points vont décrire des lignes, et nous pourrons trouver sur S, une région p
qui ne sera traversée par aucune de ces lignes. Ce seront les points de cette
région p qui jouerontle role des points fixes dont je parlais tout & Pheure. Alors
nous pourrons déformer notre cycle de fagon que, sans passer jamais par un
des points singuliers, il ne péndtre jamais dans la région p. Il ne peut donc
engendrer la surface S, toute entiere. I’hypothése en question doit &tre rejetée,
de sorte que ’on aura tonjours ’identité

(9) 26 B F = o
Pour terminer nous devons remarquer qu'il ne peut pas y avoir de
congruences entre des cases de la catégorie af seulement. Soit, en effet,

203081 Fr=o0
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unc pareille congruence; nons trouverons d’abord

Oy o B Fy = 0% € «;8;B) + Z0% 2, F; — 2028, F};

de sorle qu’on aura

ol E’/L(Z,'BzB'h= o, 20} a;Fi=o, =0 'BiF']L= 0,

ct, par conséquent, sur le polyédre P, [en raisonnant comme nous avons fait

pour déduire (5) de (4)],

L'ensemble des faces MI, (affectés des coefficients numériques 0)) du
polyddre P, doit donc étre congru & zéro, c’esi-d-dire former une surface
fermée qui ne peut étre que la surface de S(M) toul entizre. L'ensemble
30, «; I, représentera alors la surface S(A;) loul entiére; on ne pourra done
pas avoir

267 0y F = o.

Donc notre congruence est impossible.

Nous savons que, pour oblenir tous les cycles 4 irois dimensions, il suffit de
"chercher les combinaisons de cases qui sont congrues & zéro sans élre homo-
logues a zéro.

D’abord, une pareille combinaison doit contenir des cases de la catégorie 1,
nous venons de le voir; soit 2, B, l'ensemble de ces cases; 'ensemble des
arétes correspondantes doit former un cycle sur la surface S (c’est le cycle ;).
Ce cycle ne doit pas étre homologue & zéro. Si, en effet, ce cycle était homo-
logue & zéro, la combinaison 22,B, serait homologue & une combinaison de
cases de la catégorie «f3; on pourrait donc remplacer 2t,B, par cetle combi-
naison dans le premier membre de notre congruence; ce premier membre ne
contiendrait plus alors que des cases de la catégorie af, ce qui est impossible
d’apreés ce que nous venons de voir.

Enfin, notre cycle Q; doil étre invariant, c’est-d-dire qu'il doit se changer
cn un cycle homologue &; quand 3 tourne autour de A;. Mais quand y tourne
autour de l'un des points singuliers A;, les cycles de la surface de Riemann
subissent une des substitutions du groupe de Picard. Le cycle &; doit donc
étre invariant pour le groupe de Picard.

Ainsi, 4 tout cycle A trois dimensions de V correspond un cycle de la sur-
face S, invariant pour le groupe de Picard.

Réciproquement, considérons un cycle invariant pour le groupe de Picard.
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Si ©; est une position de ce cycle sur le polyedre P, et si Q; est ce que devient

Q; quand y a tourné autour de A;, on anra

Q;~ QL.

On pourra trouver des entiers 0 de fagon 4 satisfaire & la cougruence (5). La
congruence (4) aura également lieu. Mais nous venons de voir que, dans ces
conditions, les identités (8) et (9) ont lieu, de sorte que la congruence (4)

peut s’écrire

d’ont
ECqu-—’r- 3X0%a;8:Fp=o.
Le premier membre de cetle congruence représente un cycle 4 trois

dimensions.

En résumé, autant le groupe de Picard admettra de cycles invariants
distincts, autant la variété V admettra de cycles distincts ¢ trois

drmensions.

La meilleure manidre de se représenter ces cycles a trois dimensions, c'est

de supposer que I'on n’a pas seulement

’
Qv Qpy

mais identiquement

Q;=Q};
c’est une supposition que nous pouvons toujours faire, & cause dela facon arbi-
traire dont on peut faire correspondre point par point nos surfaces de Riemann.

Dans ces conditions, on donnera a y toutes les valeurs possibles.

A chaque valeur correspondra une position du cycle &; et, & cause de l'inva-
riance de ce cycle, @ deux points infiniment voisins situés de part et d’autre
d’une des coupures correspondront deux positions infinies peu différentes
du cycle Q;.

Les diverses positions de ce cycle engendreront donc un cycle fermé a trois

dimensions.

§ 3. CGycles a deux dimensions.

Pour trouver tous les cycles 4 deux dimensions, il suffit de chercher toutes
les combinaisons de faces qui sont congrues & zéro sans étre homologues &

Zéro,
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Nous pouvons d’abord supposer que cette combinaison ne contient pas de
face de la catégorie a; car, d’aprés ce que nous avons établi au début du para-
graphe précédent, Loute face de la catégorie  est homologue & des faces des
catégories af3 et 5.

I1 s’agit maintenant de chercher si ces combinaisons peuvenl conlenir des
faces de la catégorie 1. J'observe d’abord ceci : soient G, et Cy deux sommets
quelconques du polyédre P; on pourra toujours passer de I'un a Pautre en
suivant certaines aréles de ce polyddre, de sorte que mous auroms sur ce

polyedre la congruence
C1— C‘_)_E chBq,
le second miembre représentant I'ensemble des arétes par lesquelles on passe

de Gy & Gy plus généralement on pourra trouver des cntiers ¢ tels que
(1) ZerCr == B[, By,
pourvu que les ¢ soient des entiers lels que

Yer= 0,

car alors Ze;C; pourra étre regardé comme une somme de différences telles
que Gy — G..

Considérons alors sur la variété V la combinaison de faces ZexCy, et sup-
posons Ze;=o. Nous pourrons alors trouver des entiers { satisfaisant & la

congruence (1); il viendra alors sur la variété V

ECquE EEka-i— EC(] o%; ﬁqu— ECqOLi Bi+1 Bq

et, par conséquent,
ZerCr v Etr] “iBi+1Bq— ECq %y lrjiBr/:
ce qui montre que la combinaison 2¢; Gy est homologue & une combinaison de

faces de la catégorie af.
Supposons maintenant que I'on ait une congruence de la forme

2e:Cr+H =0,

H représentant une combinaison de faces des catégories af et 5. Si I'on
a Zex== o0, on peut remplacer dansle premier membre 3¢ Gy par la combinaison
de faces des catégories de £ el «f qui lui est homologue; et alors ce premier
membre ne coutient plus de faces de la catégorie 1.

Si maintenant nous avions deux congruences de la méme forme

Zer G+ H=o, 2 Cr+ Hs=o,
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nous pourrions trouver deux entiers 7 el n' tels que
nXex -+ n' Teh = o,
ct alors la congruence
S(ner+n'er)Ci+nH+n"H=o0, -
qul est une combinaison des deux précédentes, pourrait étre ramenée & ne plusg

contenir de faces de la catégorie 1.

En résumé, s'il y a des congruences contenant des faces de la caté-

orie 1, il ne peut v en avoir deux distinctes.
& , ;

Envisageons donc spécialementl les congruences ou ne figurent que des
faces des catégories f et af3. Soit
(2) 207 ;B By -+ 204 B, Fl=o
une de ces congruences.

Considérons les points communs aux variétés qui figurent dans celte
congruence et & la surface S(M); réduisons chacune de ces variétés a ces
points communs, il viendra
(3) X6 MB/. = o.

En effet, le point M étant un point de la coupure OA;, différent de O, la sur-
face S(M) n’a aucun point commun avec les faces de la catégorie B, pour
lesquelles ¥ n¢ peut prendre que la valeur O. De méme, la surface S(M)
n’aura aucun poinl commun avec les faces «;3;B}, ol l'indice j est différent
de ¢, puisque pour ces faces y devrait étre sur la coupure OAj, tandis que M
est sur la coupure OA..

La congruence (3) signifie que, sur la surface S(M), I'ensemble des
arétes B, du polyedre P; (affeclées des coefficients 0') doit former un cycle
fermé; soit K; ce cycle.

Mais observons que

20y By B = 204 oy B —+ H,

H étant un ensemble d’arétes des catégories § et 3. De méme,
5048, Fh =1,

H' étant une combinaison d’arétes de la catégorie (.

On a donc .
0% 0 B B -+ 0§ 1 FY = 6% a; By - 11 -+ H,

de sorte que la congruence (2) ne peut avoir lieu que si 'on a identiquement

(4) Eﬂ'kuiBﬁ.=o.
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Comme il n’y a aucune relation entre les arétes 0% a;B; apparlenant a des
indices ¢ différents, I'identité (4) doit avoir lieu quand on donne i l'indice ¢
une valeur délerminée el qu'on étend seulement la sommation aux différentes
valeurs de 'indice 4.

L'identité (4) signifie alors que, quand le point M tend vers A;, le eycle K;
tend A se réduire 4 zéro.

En ecffet, quand M se réduit & A;. la surface S(M) dégéndre ct son genre
diminue; certains de ces cycles disparaissent donc. Voyons comment ce fait se
rallache & 'étude du groupe de Picard. Soit S; la substitution de cc groupe qui

correspond au point singulier A;; c¢lle changera le cycle w,, par exemple, en
W) == My O]~ Mgt ..o e ptdap.

Donc, pour M = A;, on aura

!
Wh = Wy,

ce qui veut dire, pour M = A;, le cycle w), — w, disparait.

Obtiendrons-nous ainsi tous les cycles qui disparaissent pour M = A; quc
Jappellerai ¢ycles éeanoulssants ?

M. Picard a montré (L. I, p. 82) que toute surface algebrique peul étre
ramenée par unc lransformation birationnelle & n’avoir que des singularités
ordinaires, c’est-2-dire une courbe double avec des points triples.

Il a ensuite montré (p. 95) comment on délermine, pour une pareille sar-
face, les poinls singuliers A; el les substitutions du groupe de Picard qui
correspondent 4 chacun d’eux.

On voil ainsi que, dans ce cas, il n’y a qu'un cycle évanouissant, lequel est
justement engendré de la fagon que je viens de dire.

SiTon voulait envisager des surfaces possédant des singularités plus compli-
quées (par excmple des points coniques), il pourrail se faire qu'il y on el
d’autres.

Supposons, par exemple, une surface ordinaire admettant deux points singu-
liers correspondant 4 la méme substitution du groupe de Picard; si 'on fait
aricr cette surface et qu’a la limite ces deux points singuliers se confondent,
la surface limite admettra alors un eycle évanouissant n’admettant pas ce
mode de géndération.

Si alors nous considérons un cycle évanouissant quelconque 28; MB}, nous
aurons la congruence
(5) 0% 0B By =— 26%8:B%.
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A chaque point singulier A; faisons correspondre de la sorte un cycle dva-
nouissant K; et, par conséquent, unc congruence de la forme (5). Additionnons
toutes ces congrucnces; il viendra

S¥0% o By By =— =307 B B}.

Supposons que Pensemble des cycles K; soit homologue & zéro, de fagon que

I'on ait sur la surface S
ot KiN 0,

on aura sur S
X6} ‘giB’L ~ 0,

c’est-d-dire qu'on pourra trouver des coefficients 6" tels que
SI0% 8 By = 30} B: Fi;
on aura alors
(2) SE6) 2,3; By -+ 201 B;Fl=o.
Ainst, & chague combinaison de cycles évanouissants K, telle que EK;~ o,

correspondra une congruence de la forme (2).
Aux congruences ainsi oblenues il convient d’adjoindre la suivante :
EEFz=o,
qui représente un cycle a deux dimensions formé de la surface S, lout entidre.

Toutes les congruences de la forme (2) seront manifestement des combinaisons
de celles que nous venons d’obtenir.

Quelle est maintenant la condition pour que deux congruences de la
forme (2) solent distinctes? ou, en d'autres termes, quelles sont les
congruences de cette forme dont le premier membre est homologue & zéro?

Pour avoir toutes les homologies de la forme
20 oz BB+ 20% B: FL ~ o,
il faul chercher toutes les congruences entre cases et faces de la forme
(6) S0% oty By By + 204 B, FY = S B+ S s By F.
Si nous réduisons toutes les variétés qui figurent dans la congruence (6) a
leurs points communs avec une surface S correspondant & une valeur de y non

située sur une des coupures, il vient

XerBr==so,

ce qui signifie que I'ensemble d’arétes 3¢, B, constitue un cycle fermé sur le

polyédre P. Soit K(y) ce cycle.
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Soit K(M;) [ou K/(M;)] la limite vers laquelle tend ce cycle quand le pointy
se rapproche d’un point M; appartenant & la coupure OA; par la premiere levre
de cette coupure (ou par la seconde levre), de sorte que K(M;) [ou K/(M,)]
représentent 'ensemble des points communs & la surface S(M) et & Zera;3;:B:
(ou a ZegeiBiva By).

On aura alors (puisque 2, B représente un cycle fermé sur le polyedre P)

(7) ey Bir= Zepa 8By — Bepa B By,
d’ou .
(8) E:'/L.Oti(jiF'A == Eag,: oy ﬁzB’,{-!— Eskai)?‘i-i—i B}L—- ESkOﬁiﬁin-i— Ee'/'l ﬁiF’/:

.

ou, en réduisant toutes les variétés a4 leurs points communs avec la sur-
face S (M;),

(9) E0; M, Flo= 26; M; B} o~ K'(M;) — K(M,):

c’est-d-dire qu’on doil avoir, sur le polyédre P,

(10) o K K(M;) — K'(My),

car 207, M;B) n’est autre chose que le cycle que nous avons appelé plus haut K;.

Si, d’ailleurs, la condition (10) est remplie, on pourra trouver des nombres ¢’
de fagon & satisfaire & la congruence (9); on aura alors, en faisant tendre M;
vers Aj,

87 0 B == S0, a; B} -+ K (A7) — K(Ay).

Or, par hypothése, K; est un cycle évanouissant pour le point singulier A;;

de sorte que
6% a; By = o.

D’ailleurs,
K'(Ai) = K(A.[) = EEkGiB}c.

Donc
2oy Fre=0;
ce qui signifie que l'ensemble des faces 27, a;P; forme une surface fermée;
cela ne peut arriver que si

(11) o Fr=0

ou si 2¢; a;F, représente la surface S(K;) toul entiére ou une des composantes
de cetie surface, dans le cas ou cette surface est décomposable (voir
supra, p. 408).
Si nous laissons de c6té ce dernier cas, qui ne se présentera pas avec les
surfaces n’admettant que des singularités ordinaires auxquelles M. Picard
H. P. — VL 53
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raméne toutes les autres, et qui, d'ailleurs, pourrait étre traité comme plus
haut (p. 408), on voit que I'on peut toujours supposer
S, @, Fh=n S(Ay),
n étant un entier; ou '
2(— n)asFh = o.
Or, dans la congruence (9), on peut remplacer {, par {,— n sans que la
congruence cesse d’avoir lieu, car, la surface S(M;) étant fermée, on a

IM;Fr=o.

Nous pourrons donc toujours supposer que l'identité (11) a lieu. Il vient

alors
zclkaipiF’k = EZ'A atFk - Eﬂ'k “ipl'B'k -+ Eska,B;_H B/c—- EE]C oL pin-—- ECIL ?xiF'A

Or, si nous tenons compte de l'identité (11) et si nous décomposons les

faces F’ en faces F”, nous posons
3
--Eﬁ'kﬁtf r=32 ’/CBZI’/'L;

nous retrouverons la congruence (8) et, en ajoutant la congruence (7), nous
aurons enfin la congruence (6).

Ainsi, & chaque systeme d’homologies telles que (10) correspond une homo-
logie entre les faces, et il n’y en a pas d’autres.

Nous vérifions également que la combinaison ZB;F}, qui représente la
surface de Riemann S, tout entiére et qui, par conséquent, est congrue a zéro,
n’est pas homologue 2 zéro.

Si, en effet, on avait une congruence de la forme (6), tous les 0/ étant nuls,
on devrait avoir une homologie de la forme (10), les cycles K; étant nuls; ce

qui veut dire que le cycle K(y) serait invariant pour toutes les substitutions
du groupe de Picard.
group

Les cycles K/'(M;) et K(M;) ne seront alors pas autre chose que ce que nous
avons appelé & et Q; dans le paragraphe précédent; nous retrouverons alors
I'homologie (5) du paragraphe précédent, laquelle ne différera que par les
notations de I’homologie (9) du présent paragraphe; il suffit, en effet, pour
passer de l'une & I'autre, d’annuler les &, de changer K'(M;) en &, K(M;)
en Q;, et d’écrire 6} an lieu de §;. Pour adopter les notations du paragraphe
précédent, 1l faut écrire enfin £, B, au lieu de &,B;.

Dans ce cas, nous aurons entre nos cases la congruence (2) du paragraphe

précédent qui s'écrit
thBq+ Ee.katpfF'kE 07
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ou, en revenant aux notations du présent paragraphe,

2er B X5 uiﬁgF'kE 0.

Cela montre que le premier membre de (6) doit étre identiquement nul,
c¢’esl-d-dire que non seulement les 6/, mais les 6" doivent étre nuls.
Ainsi, toute homologie entre les faces BF” se réduitl & une identitd, et, en
particulier, on n’a pas
EB;Fy v 0. ‘ C. 0. F. D.

Avant de conclure, je dois encore examiner les congruences ol entrent des
cases de la catégorie 1. Nous venons de voir qu’il ne peut y avoir plus d'une
pareille congruence, ou plutdt que, s’il y avait deux pareilles congruences,
elles ne scraient pas distinctes et qu’on pourrait passer de 'une & l'autre en
ajoulant unc homologie.

Voyons sil existe une pareille congruence,

(12) ZerCe+ H=o,

ot H est une combinaison de faces des calégories «f et . D’abord nous devons
supposer que X, m'est pas nul, sans quoi l'on pourrait ramener & une des
congruences étudiées plus haut.

J’ajoute que, s'il existe une congruence de cette forme (12) on Ze. ne soit
pas nul, cette congrueuce est certainement distincte des précédentes, car il ne

peut pas y avoir d’homologie de la forme

(13) 26 Cr+Hr~o

sans que Zg; soit nul.
Existe-t-il donc une congruence de la forme (12)? Pour le démontrer sans

m’exposer A une discussion qui serait assez longue sans étre difficile, je suppo-
serai que, parmi les sommets du polyédre P, en figurent m (que j’appellerai Gy,
Ca, ..., Cn), si m estle degré en s de I'équation f(z, y, 5) = o et qui cor-
respondent 4 une valeur donnée de @, par exemple & =z, (voir infra, §8).

Alors la combinaison Cq~+ Cs+. ..+ Cn, que j'écrirai pour abréger, ZCy,
n’est autre chose que la surface de Riemann représentée par l'équation

entre y et =
f(l’o,_}’, Z) = 0.

On a alors
2Cr= EC}COC; Bz-—- ZCNIB!H:
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les m sommets Cy, Cs, . .., C,, ne faisant que s’échanger quand on passe d'une
des levres de OA; & 'autre en tournant autour de A;, nous aurons
5CpayPi= 2 Cpaifr
et, par conséquent,
ZCr=o.

Cette congruence est bien de la forme (12) et

ep=m #£ o.

Nous avons donc d’abord deux cycles & deux dimensions singuliers qui sont
les deux surfaces de Riemann correspondant, 'une 4 y = o etl'autre & z = z,.
Pour former les autres cycles & deux dimensions, il suffit de considérer
g cycles
Ky, Ks ..., K

correspondant aux ¢ points singuliers

A.{, A.Q’ “rey .A.q,

chacun d’eux étant évanouissant par rapport au point singulier qui lui cor-
respond; ces cycles doivemt d’ailleurs satisfaire, sur le polyédre P, a la

condition
2 Kz ~ 0,

Deux sysidmes de cycles
Kiy, Koy ..o Ky

(4 ’ ?
17 2y vy Y

nous donneronl deux cycles & deux dimensions distincts, & moins que l'on
n’ait (sur P)
Ki— Ki~ K'(M;) — K(My),
K(y) étant un cycle quelconque du polyadre P.
Si nous désignons par U; et U, ce que deviennent les cycles K; et K, quand
le point M; vient en O; par ; ce que devient le cycle K(y) quand le point y
tend vers O dans I'angle A;_, OA;, alors cela signifie que nous devrons avoir

sur Sg
2U;~ o, Ui~ o,

et que nous ne devrons pas avoir, si nous voulons deux cycles distincts,

Ui— Ui~ Qpy— Q4.

Voyons combien nous obtiendrons ainsi de cycles distincts, et pour cela
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combien nous obtiendrons de congruences distinctes de la forme indiquée, et
nous en retrancherons le nombre des homologies distinctes.
Formons le tableau des cycles évanouissants relatifs aux différents points

singuliers A;. Nous en distinguerons de deux sortes :

1° Ceux qui seront de la forme Q' — Q, Q' étant le ransformé du cycle Q par
la substitution du groupe de Picard qui correspond & A, Ce sont les seuls qui
existent en général.

2° Les cycles évanouissants de la seconde sorle seront ceux qui ne seronl ni

de cette forme, ni une combinaison de cycles de cette forme.

Evidemment, pour chacun des points singuliers, nous devons réduire le
nombre de ces cycles évanouissants aulant que possible; nous ne devons donc
faire figurer dans notre tableau que des cycles linéairement indépendants. Si

donc ces cycles sont
My W~ Dl ae ...~ DLy p Wap,

Me W1 Ml atda—o. .= Mi apWep,

le tableau des coefficients entiers m aura 2 p colonnes et £ lignes (& << 2p), et
les délerminants formés en supprimant dans notre tableau 2p — & colonnes
quelconques ne devront pas étre tous nuls a la fois.

Réunissons maintenant les tableaux relatifs aux ¢ points singuliers; le
lableau total aura 2 p colonnes et Xk = p. lignes. Si les déterminants formés en
supprimant dans ce tableau u—2p - r lignes et r colonnes sont tous nuls,
mais que les déterminants formés en supprimant pw—2p -7+ 1 lignes et
r 41 colonnes ne solent pas tous nuls, le nombre cherché des congruences
distinctes sera p-——2p -+ r—1 (ou g.— 2 p si les déterminants formés en sup-
primant p. — 2 p lignes ne sont pas tous nuls).

Pour avoir le nombre des homologies distinctes, il faut chercher le nombre
des combinaisons de cycles Uy, Us, ..., Uy telles que 'on ait

UiN Qi+1*-‘Qi.

Chaque cycle Q donnera évidemment naissance & une pareille combinaison;
mais si deux cycles & et ' ne different que par un cycle invariant par rapport
au groupe de Picard, il donneront naissance & la méme combinaison. Le
nombre des homologies est donc égal au nombre total des cycles, soit 2 p, moins
le nombre des cycles invariants distincts que j’appelle n.
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Le nombre des cycles & deux dimensions distincts (y compris les deux
cycles singuliers) sera donc

24+ (p+2p+1)—(n—2p)

Voyons comment peuvent étre engendrés ces cycles & deux dimensions non
singuliers, en nous restreignant au cas le plus général, c’est-a-dire & celui ot 1l

n’y a pas de cycle évanouissant de la seconde sorte. Dans ce cas, on a

Ki=r;"“ri7

I'; étant un cycle et I', son transformé par la substitution qui corréspond & A;.

Décrivons donc dans le plan des y des lacets Ly, La, ..., Ly, partant du
point O et y aboutissant, et entourant respectivement les points singuliers Ay,
Asy .. A,

Soit I'; un cycle de la surface So; quand y partant du point O décrira le
lacet L;, la surface S et le cycle se déformeront; quand y reviendra au point O,
ce cycle sera devenu le cycle I'; de So; dans son mouvement, il aura engendré
une surface o; limitée par les deux courbes fermées I'; et I,

Si alors on a

Li+Po+.o .+ Ty=T{+ Ty ...+ I,
I'ensemble des surfaces oy~ o3 . . . 4~ g, formera une surface fermée. Ce sera

notre cycle & deux dimensions.

§ 4. Cycles & une dimension.

Le probleme des cycles & une dimension a été entierement résolu par
M. Picard; je n’aurai donc qu’a traduire avec nos notations le raisonnement de -
M. Picard.

Cherchons quelles sont les congruences entre les arétes. Ainsi que nous
I'avons vu au début du paragraphe 2, nous pouvons toujours supposer qu’une
pareille congruence ne contient pas d’arétes de la catégorie «. Notre congruence
devra donc étre de la forme
(1) 207 o 3y G =+ 207 B; B ==o.

Observons que
20% a;B; Cl == 50% 0, G+ H,

201B;B) = I,
H et H' étant un ensemble de sommets de la catégorie 3. Il vient donc

20 Cp -+ H + H' = o,
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et, comme les sommets «;C), ne peuvent se réduire ni avec les sommets de la
catégorie 3, ni avec ceux de la catégorie o ou l'indice de « serait différent de z,

on doit avoir
(2) 20%4;Cp = o,

la sommation étant étendue & tous les sommets «;C), apparlenant & un méme
indice ¢, mais aux divers indices £.

Que signifie cette identité (2)? quand, y venant en A;, le polyddre P, dégé-
nére, plusieurs sommets peuvent se confondre, mais aucun ne peut disparaitre
(tandis qu’il peut y avoir disparition d’arétes ou de faces). La somme algé-
brique de tous les coefficients 8 relatifs aux divers sommets «;C}, qui se
confondent en un seul, doit donc étre nulle; donc la somme de tous les 0},

est nulle.
(3) 26% = o.

A cause de la relation (3), nous pouvons trouver sur le polyedre P; une
combinaison d’arétes 2, By telle que

(4) 0y Bl = 263 C.
On aura alors
(5) 20k ¢y B: B = E0} o; By — 2% B: By + Z6% 2, B, Ct.

D’ailleurs, lorsque y vient en A;, les arétes et les sommets B; et G} du
polyédre P; deviennent les arétes et les sommets «;B}, et o;C}; nous avons donc

la congruence
2l o; By = 0% «; C}

ou, & cause de (2),
2 Br=o.

Cette congruence signifie que la combinaison 2¢; ;B forme un cycle fermé
sur la surface de Riemann S(A;). Mais, quand, y venant en A;, la surface de
Riemann dégépere, des cycles peuvent disparaitre, mais il n’arrive jamais que
des cycles nouveaux apparaissent. Donc, au cycle 2¢; ;B correspondra sur la
surface S(M;) au moins un cycle fermé 2e; M;B, se réduisant & Z¢; «; B} pour

M;=a;, de sorte que 'on ait
(6) 2, M; Bl = o,
Sef i Bl = 20k 2B}

Si alors nous remplagons ¢, par {;— ¢, la congruence (4) subsistera encore
4 cause de (6); la congruence (5) sera encore également vraie, et 'on aura

2 (L — ek)aBr=o.
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Nous pouvons donc toujours supposer que les ¢, aient 616 choisis de telle

fagon que
(7) 2Ly ;B = o.

Si pous rapprochons la congruence (§) de Dlidentité (7), nous aurons
Ihomologie

(8) Bh% a; (3 Cr ~ 23 8: By

el, en ajoutant cette homologie a (1), il vient

E(4 1By + 20i8:Bl=o,

oit ne figurent plus que des arétes de la catégorie {.

Nous pouvons donc toujours supposer que notre congruence (1) ne contient
que des arétes de la catégorie 8. Clest le théorame de Picard, d’apres lequel un
cycle & une dimension peut toujours étre ramené dans une position telle quc: b%
soit constant tout le long de ce cycle.

A chacun des cycles fermés de la surface S, correspond donc une congruence
de la forme (1), mais toutes ces congruences ne sont pas distinctes. C’est ce
qu’a moniré M. Picard. Soient w;, ws, ..., wap les 2p cycles de S,, et sup-

posons qu’une substitution S, du groupe de Picard change w; en
MWy~ Mata~+.. .+ Mapap,

on aura I’homologie
(9) Wi~ M1+ MaWs .. .~ Map Wap.

Ces homologies réduisent le nombre des cycles 4 une dimension, et
M. Picard a montré méme que, pour la surface algébrique la plus genérale, ce
nombre se réduit a zéro.

Appelons cycles subsistants ceux qui ne sont pas une combinaison lindaire
de divers cycles évanouissants par rapport & divers points singuliers A;. Ce
sont ceux qui restent distincts quand on tient compte des homologies (g). Et,
en effet, I'homologie (9) exprime que le cycle

Wi D mpwg

est évanouissanl par rapporl au point singulier qui correspond a la substi-
tution S; du groupe de Picard.

Il'y a donc autant de cycles 4 une dimension que de cycles subsistants. Nous
avons vu, d’autre part, qu’il y a aatant de cycles a trois dimensions que de
cycles invariants.
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Or, d’aprés le théorgme tondamental sur les nombres de Betti, il doit y avoir
autant de cycles & une dimension que de cycles & trois dimensions.

Il doit donc y avoir autant de cycles subsistants que de cycles invariants.

C’est ce que nous allons vérifier.

Cette vérification est aisée s'iln’y a pas de cycles évanouissanis de la seconde
sorte.

Rappelons, en ctfet, que le groupe de Picard est d'une forme particuliére.

Soilent wy, ®s, ..., ws, les cycles fondamentaux et envisageons la forme
bilinéaire.

! ’ ’ r
D = whw;— o)W+ 0], 03— OO WY, 0y — 0y Op.

Pourvu que les cycles fondamentaux aient été convenablement choisis, si I'on
fait subir aux o 1'une des substitutions linéaires du groupe de Picard, et qu’on
fasse subir en méme temps aux o’ celte méme substitution linéaire, la forme ®
demeure inaltérée, D’autre part, le nombre des cycles subsistants sera le méme
que celui des solutions distinctes du systéme (A) d’équations linéaires obtenues
en égalant chaque cycle fondamental & son transformé par chacune des substi-
tutions de Picard.

Soit alors Zm;w; un cycle invariant; comme 'expression Xm;w; peut étre

assimilée 4 la forme linsaire ®, en faisant

= my, W'y = — Mo, wh = My, wh = — ms, cond

™

w

comme, d’autre part, Zm;»; se change en Zm;w; quand les w subissent une des
substitutions linéaires du groupe de Picard, nous devons conclure que le sys-

téme de valeurs

—ma, ™My, — Mz My

est son propre transformé par cette substilution linéaire. G’est donc une solu-
tion du systtme (A) dont nous venons de parler.

On voit, d’ailleurs, qu'a deux ou plusieurs cycles invariants linéairement
indépendants correspondront ainsi deux ou plusicurs solutions du systéme (A)
linéairement indépendantes, et inversement.

Il y aura donc autant de cycles subsistants que de cycles invariants.

€. Q. F. b.

Qu’arrivera-t-il, maintenant, s’il y a des cycles évanouissants de la seconde

I

sorte ?
Jai déja dit que ce cas ne peut se présenter pour ces surfaces & singularités
H. P, — VL 54
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ordinaires auxquelles M. Picard a ramené toutes les autres (t. I, p. 85). Il est
vrai qu’il pourrait avoir lieu pour d’autres surfaces si 'on voulait les étudier
sans leur faire subir préalablement la transformation de M. Picard; mais ces
surfaces présenteraient un point singulier d’une nature spéciale, et la variété V
4 quatre dimensions engendrée par cette surface présenterait elle-méme un
point singubier.

Or, les théorémes généraux qui nous occupent et que nous avons démontrés
dans ' Analysis situs et ses compléments ne sont pas applicables aux variétés V
présentant des points singuliers; ils cesseraient, en général, d’étre vrais pour
ces variétés, & moins que 'on ne fasse des conventions spéciales.

La question méme de savoir si un cycle évanouissant de la seconde sorte doit
étre regardé comme homologue & zéro dépend encore des conventions égale-
ment légitimes que l’on peut faire. Il est vrai qu’un pareil cycle sert de frontidre
compléte & une variété & deux dimensions faisant partie de V; mais sur cette
variété se trouve un point singulier de V.

Pour faire comprendre la difficulté qui en résulte, prenons un exemple
beaucoup plus simple; imaginons dans l'espace ordinaire une surface présen-
tant un point conique, ou plus simplement encore un céne de révolution avec
son prolongement. Soit S le sommet du céne, G une circonférence de ce cone.
Dans un sens, la circonférence G est la frontiére compléte d’une région de ce
cone, celle qui est comprise entre la circonférence G et le sommet S. Mais,
d’un autre c6té, une ligne tracée sur le cdne pourra sortir de cette région sans
traverser G si, en passant par le sommet S, elle passe d’'une nappe du cone &
Vautre.

Dans ces conditions, il semblera préférable de laisser de c6té ces cas singu-~
liers et de se borner a ces surfaces & singularités ordinaires auxquelles toutes

les autres peuvent étre ramenées.

§ 5. Remarques diverses.

Dans la suite des démonstrations, nous avons 6té amené a faire diverses

hypothéses au sujet de nos poly¢dres. Rappelons-les sommairement :

1° Nous avons supposé que (voir p. 4or) le polyédre que nous avons
appelé P’ restait homéomorphe & lui~-méme quand y suivait la coupure OA;
depuis A; jusqu’en O. |

2° Nous avons comparé (voir p. 408) la surface de Riemann S, qui corres-
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pond au point O, a la surface de Riemann S(M) qui correspond au point M, et
nous avons dit qu’on pouvait faire correspondre ces deux surfaces point par
point. Nous nous sommes servi de cette correspondance pour définir les
cycles U; et U; qui correspondent sur S, a £; et ;.

3° Nous avons admis ensuite (p. 408) que, quand le point M varie depuis A;
jusqu’a M, les deux cycles U; et U;, d’abord confondus, balayent une certaine
région R de S, 4 laquelle correspond, sur S(M,), la région 26/ M F;.

4° Nous avons admis que, quand le point M décrit successivement les deux
lavres de la coupure OA,, puis les deux levres de OA., ..., et, enfin, les deux
levres de la coupure OA,, le cycle mobile U; (qui revient & sa situation
initiale Q} aprés avoir occupé une séric continue de situations successives) ne
balaye pas la surface S, tout entiere.

5° Nous avons dit (p. 415) que, si la surface f(=, ¥, z) = o a été ramenée,
par les procédés de M. Picard, 4 ne posséder que des singularités ordinaires, a
chaque point singulier A; correspond un seul cycle évanouissant.

6° Nous avons supposé (p. 419) que parmi les sommets de P en figurent m

qui correspondent & une valeur constante de x, par exemple z = o.

La légitimité de ces hypothéses étant a peu prés évidente, je n’ai pas voulu
interrompre les raisonnements des paragrapes précédents, pour en donner une
démonstration explicite. Je n’aurais, d’ailleurs, pule faire qu’en particularisant
le polyedre P, c’est-a~dire en faisant des hypotheses particuliéres sur la maniére
dont la surface de Riemann S est subdivisée en poly&dre.

Je crois utile maintenant de revenir sur ces différents points et de faire la
démonstration, en adoptant une quelconque de ces hypothéses particuliéres
sur P.

On pourrait, par exemple, construire le polyédre P de la fagon suivante :

Commencons par réduire la surface f=o0 & n’avoir que des singularités
ordinaires.

Donnons 4 y une valeur quelconque, et considérons la surface de Riemann S
correspondante. Cette surface se composera de m feuillets appliqués sur le plan
des z (si I'équation f= o est de degré m en 3).

Marquons sur le plan des z 'origine O et les points singuliers correspondant

aux équations

. af
JS=o, =5 = ©

Soit n le nombre de ces points singuliers; soient By, By, ..., B, ces points
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singuliers. Joignons le point O aux n points singuliers Bs, Bs, ..., B, par n
coupures OBy, OB,, ..., OB, ne se coupant pas mutuellement et se succédant
autour du point O dans l’ordre sus-indiqué.

On obtiendra la surface de Riemann de la fagon ordinaire en raccordant la
premiére levre de l'une des coupures sur un des fenillets avec la seconde lavre
de cette méme coupure sur un autre feuillet. Par le tracé de ces coupures, la
surface de Riemann sera ainsi subdivisée cn un polyédre qui sera notre
polyedre P.

On voit que ce polyedre a m faces (qui sont les F;) et que chacune de ces
faces est un polygone de 27 cotés.

Qu’arrive-t-il maintenant quand on fait varier y? Les points singuliers B
vont se déplacer; les coupures OB se déformeront, et nous supposerons qu'elles
se déforment de fagon 4 ne jamais se couper et & se succéder toujours dans lc
méme ordre autour de O. Quand y décrira un petit contour fermé, cette défor-
mation pourra se faire de telle fagon que les coupures reviennent a leurs posi-
lions primitives, & moins qu’il n’y ait 4 l'intérieur du contour un point
singulier.

Les points singuliers possibles sont de deux sortes :

1° D’abord ceux qui correspondent au cas ot deux des poinis singuliers B
s'échangent entre eux (un raisonnement de M. Picard montre que si la
surface f= o n’a que des singularités ordinaires, cela ne peut arriver que sile
plan y = const. est tangent a la surface f=o0);

2® Puis ceux qui correspondent aux cas ou l'un des points singuliers B

vient en Q.

Les points singuliers de la seconde sorte ne sontpas essentiels, et j’aurais pu
les faire disparaitre si je n’avais cru plus avantageux de les conserver,

Je désigne tous ces points singuliers par Ay, A, ..., A, et je trace dans le
plan des y les coupures OAy, OA., ..., OA,.

Tant que y ne franchit pas ces coupures OA, les coupures OB peuvent se
déformer de fagon & ne jamais se couper mutuellement, et, par conséquent, de
fagon que P reste homéomorphe & lui-méme, et en méme temps de fagon que,
si y décrit un contour fermé, ces coupures OB reviennent a leurs positions
initiales.

Comparons maintenant les configurations des coupures OB quand y se
trouve en deux points infiniment voisins sur les deuxlgvres d’une coupure OA..
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Supposons d’abord que A; soit un point singulier de la premiére sorte. Si
I'on suppose que la surface f=o n’a que des singunlarités ordinaires et que,
par conséquent, le plan y = A; est langenta f=o0 en un point ordinaire, on
voil que, quand y tourne autour de A;, deux des poinis singuliers, par
exemple B, et B,, s'échangent. De plus, si le point B; permute deux des
feuillets de la surface de Riemann, le point B; qui s’échange avec lui
permutera les deux mémes feuillets de cette surface. J’appellerai ces deux
feuillets le premier et le second feuillet de la surface.

Quand ) ayant tourné autour de A; reviendra infiniment prés de sa position

primitive, mais sur 'autre lévre de la coupure, on pourra supposer que les

coupures OB sont revenues & leur situation primitive, 4 ’exception des cou-
pures OB, et OB,. Ces deux derniéres coupures, qui occupaient primitivement
les lignes OB, et OB, marquées en trait plein sur la figure, occuperont fina-
lement les lignes OB, et OBy marquées en trait pointillé sur la figure.

On voit que la surface de Riemann peut étre subdivisée de deux maniéres en
un polyddre P, les deux modes de subdivision différent 'un de l'autre parce
que les lignes pleines OB, et OB; sont remplacées par les lignes pointillées
OB, et OB,.

Si l’'on superpose les deux modes de subdivision, on aura le polyédre que
j’ai appelé P'. On voit que deux des m faces de P, celles qui correspondent aux
deux premiers feuillets, ont été subdivisées en trois faces partielles désignées
sur la figure par les lettres (&), (B), (v)-

Lorsque y décrira la coupure OA;, les points B se déplaceront d’une maniére
continue, sans jamais se confondre ni entre eux, ni avec le point O (sauf, bien
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entendu, quand y vient en A;). Il en résulte que l'on peut déformer toutes nos
coupures OB (tant en trait plein qu’en trait pointillé) en évitant qu’elles ne se
coupent jamais mutuellement. Cela veut dire que le polyddre P’ restera cons-
tamment homéomorphe a lui-méme. Dire que P’ restera homéomorphe a lui-
méme, c’est dire que l'on peut faire correspondre point par point la sur-
face S(M) a unc autre surface S(M’) correspondant & une autre position M/
de y sur OA;, et en particulier 4 So. On remarquera que la correspondance
peut se faire de fagon qu’a un point & I'infini sur S(M) corresponde un point &
l'infini sur S(M").

Lorsque y vient en A;, le polyedre P dégénére : les deux points By et B; se
confondent. Il en est de méme de la coupure OB, trait plein avec OB, poin-~
tillé, ainsi que de OB, pointillé avec OB, trait plein. Le polygone partiel
marqué (B) sur la figure disparait alors.

Pour aller plus loin, remarquons qu’il y a deux coupures qui se projeltent
suivant la ligne OB, en trait plein; quand on suit la premiére (que nous appel-
lerons B, G) de O cn By, on 2 le premier feuillet & gauche et le second a droite;
quand on suit la seconde (que nous appellerons B;D), on a le premier feuillet
a droite et le second & gauche. Nous définirons de méme B, G et B,D. Si, au
lieu de la ligne OB, en trait plein, nous envisageons la ligne OB, en trait poin-
tillé, nous obtiendrons de meéme deux coupures que J’appellerai B] G et B, D;
et je définirai encore de méme B, G et B, D.

Nous voyons tout de suite que, quand y tourne autour de Ay, les cou-
pures B;G et B; G, B, D et B, D, B; G et B, G, ByD et B, D se permutent; que,
pour y = A;, B,Get B, G, ... se confondent.

Je désignerai par 8, celui des polygones partiels 8 qui appartient an premier
feuillet si Pon adopte la premidre subdivision, celle qui correspond au trait
plein; Pautre polygone 3 s’appellera 38,.

.On a alors les congruences

fi=B,D — B, D + B, D — B,D,
ﬁgEB';‘_G‘“B1G’+B'3G‘~—B3G,

qui nous apprennent quelles sont celles de nos coupures qui servent de fron-
tieres a 3, et a Pa.
Considérons la combinaison

w=BsD—B'1D—B3G'-i—B'.1G.
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C’esL un cycle de notre surface de Riemann; quand y tourne autour de A;,

elle se change en
B’lD ——'B3D _‘B’]_G—*— B:;G,

c’est-d-dire en — w. G’est donc un cycle évanouissant. Il est aisé de voir qu’il
n’y en a pas d’autre.
Reprenons maintenant les cycles (jue nous avons appelés Q; et Q; au para-
graphe 2. Soit
0 =¢B1D+%Bi G+ {3BsD+{,BsG~+H,

les ¢ élanl des coefficients entiers el H une combinaison d’autres arétes de P,.

Comme le cycle &; doit étre fermé, on devra avoir
i+ lo=03+Li=o0.

puisque le sommet B;, par exemple, n’appartient qu’aux deux arétes B,D

et B; G. Nous aurons ensuite

Q=4 B4 D + LB G+ (3 B, D -~ B, G + H.

Car les arétes de P, autres que B,D, B, G, ByD, B;G, ne sont pas altérées
quand y tourne autour de Ay, c’est-a-dire que H n’est pas altéré.
On aura donc
Q;— Q= Z(B.D —B,G—B,{D + B}, G)
+ §3(B;D — B; G — B D + B G).
Or, on a
(BiD—B,G—B,D+B,G)= (B;G— B{G-~B,G—B,;G)
—(B;D —B;D + B4, D — B,D)
—(ByD —B,D — B, G+ B G)

ou
(BlD_‘BiG—B,ﬂD—I—B'sG)-{—UJEBg—p1;

Qi— Q)+ (La—Ts)w = L1 (Ba— Pa),
Qi— Qv (C3-—-- Ci)m.

Or, nous avons supposé que le cycle Q; est invariant, c’est-d-dire que
Qv Qb

ce qui exige {y=1,;. Dans ces conditions, reprenons la congruence (5) du

paragraphe 2, qui peut s’écrire
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En la rapprochant de la congruence précédente, nous trouvons

6% MF = ¢, (f2— B1)-

Quand 5 (ou M) vient en Ay, les polygones partiels 8, et 8, disparaissent, de
sorte que le second membre de cette égalité disparait; le premier se réduit
a 26, «;F}, d’ott I'on tire

EB'];OC[F’];: o.

Ainsi se trouve justifié ce que nous avons dit aux pages o7 et suivantes.

Supposons maintenant que A; soit un point singulier de la seconde sorte, et
que pour ¥ = A; le point singulier B, vienne en O.

Nous pouvons faire alors une figure analogue 4 la figure 1; pour simplifier,
je représenterai trois points singuliers seulement, By, B. et B,.

Quand 3 tourne autour de A;, la coupure OB, reprend sa situation primi-

tive, mais les coupures OB, et OB, (trait plein) se transforment dans les cou-
pures OB, et OB, (trait pointillé).

Nous avons deux modes de subdivision et, en les superposant, on a le
polyedre P'.

Chaque face de P (c’est-a-dire chaque feuillet de S) se trouve subdivisée en
un certain nombre de faces partielles. Dans le cas de la figure 2, il y en a cing
désignées sur la figure par (a), (8), (1), (8), (&)

11 est clair que, quand y décrira la coupure OA;, on peut s’arranger pour que
la figure précédente (et, par conséquent, le polyddre P') reste constamment
homéomorphe a elle-méme.

Je désignerai par OB, et OB, les coupures en trait plein, par OB, et OB/, les
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coupures correspondantes en trait pointillé. Je vois que, ces coupures se
coupant mutuellement, chacun des troncons de ces coupures formera 'une des
arétes de P'. Je distinguerai, sur chacune de ces coupures, le troncon terminal,
c’est-a-dire celui qui aboutit au point B, ou B;.

Quand y vient en A;, le polyédre P’ dégénere; plusieurs de ses arétes se
réduisent 4 zéro, & savoir I'aréte OB, et tous les troncons de OB,, OB;, OB},
OB, les trongons terminaux exceptés. D’ailleurs, le trongon terminal de OB,
se confond avec celui de OB, et celui de OB; avec celui de OB;]. Il en résulte
que les quatre faces partielles («), (B), (1), (8) disparaissent.

Il n'y a pas ici de cycle évanouissant, le point singulier A; n’étani pas
essentiel.

Nous avons sur la figure

OBy — OBy = () + (1) + (3),
OB;— OBj = (a) - (B) + (8).

Revenons a notre cycle ;; nous aurons

Q= 3%, OBy + 2, OB, + =5 OB;.

Je mets le signe X parce qu’il y a plusieurs coupures (appartenant & diffé-
rents feuillets de la surface de Riemann) qui se projettent suivant OB,. On

aura ensuite
Qé == Z‘.ti OB1_ -+ EC-_»_ OB; -+ EC:} OB’S :

d’otr
Q;— Q== 2L2(OBy— OB),) + 2% (0B; — OBY),
Qq— Q== 2o [(a) + (v) -+ (8)] + 253 [(a) + (B) + (3)];

et, en comparant & la congruence (5) du paragraphe 2,

E0% MF% = ZGo[(«) + (1) =+ (8)] + B [(2) + (B) + (8)]-

Quand y vient en Ay, (), (¥), (8) disparaissent, de sorte qu’il reste

Eﬂ’kaiF’k = Q,

ce qui justifie encore ici ce que nous avons dit page 407.

Supposons que le point y décrive les différentes coupures OAy, OAs, ..., OAq,
les points singiliers B décriront certaines lignes; nous pouvons supposer
quaucune de ces lignes ne s’éloigne indéfiniment. En effet, si cela n’était pas,
nous trouverions toujours dans le plan des z un petit cercle qui ne serait
coupé par aucune de ces lignes, etalors, par un simple changement linéaire de
variables, nous pourrions rejeter le centre de ce cercle & 'infini.

H. P. — VL : 55
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Donc, quand le point y décrira successivement les deux levres de OA,, les
deux lévres de OA., etc., et, enfin, celles de OA,, les points singuliers B
resteront 4 distance finie. Nous pourrons donc diriger la déformation des
coupures OB de fagon que ces coupures restent & distance finie. Le cycle &;,
qui est formé par une combinaison de ces coupures, restera donc toujours &
distance finie; et il en sera de méme du cycle U;, qui lui correspond sur S, [car
nous pouvons choisir la correspondance de S(M) avec S, de fagon qu’'a un
point & I'infini sur S(M) corresponde un point 4 l'infini sur S¢]. Ce cycle ne
pourra donc balayer la surface S, tout entiére, ce qui justifie ce que nous
avons dit page 410.

On remarquera enfin que, parmi les sommets de P, nous en avons m qui
correspondent & z = o.

Toutes nos hypotheses se trouvent donc justifiées.

———t Q) e S e
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Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 18, p. 45-110 (1904).

1. J'a1 déja eu souvent I'occasion de m’occuper d’Analysis situs; j'ai d’abord
publié un Mémoire sur ce sujet dans le tome du Centenaire du Journal de
I'Ecole Polytechnique; ce Mémoire a été suivi de quatre compléments qui ont

paru dans le tome XIII des Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
dans le tome XXXVII des Proceedings of the London Mathematical Society,

dans le Bulletin de la Société Mathématique de France en 1go1, et enfin
dans le Journal de Liouville en 19o1.

Je reviens encore aujourd’hui sur cette méme question, persuadé qu'on n’en
pourra venir & bout que par des efforts répétés et qu’elle est assez importante
pour les mériter.

Cette fois je me suis borné a I'étude de certaines variétés a trois dimensions,
mais les méthodes que j'a1 employées pourront étre sans doute d’un usage plus
général. En passant je me suis élendu assez longuement sur certaines propriétés
des courbes fermées que l'on peut lracer sur les surfaces fermées de l’espace
ordinaire.

Le résultat final que yavais en vue est le suivant. Dansle second complément
j’al montré que pour caractériser une variété il ne suffit pas de connaitre ses
nombres de Belti, mais que certains coefficients que j’ai appelés coefficients de
torsion (second complément, § 5, p. 363) jouaient un réle important.

On pourrait alors se demander si la considération de ces coefficients suffit;
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si une variété dont tous les nombres de Betti et les coefficients de torsion sont
égaux 4 1 esi pour cela simplement connexe au sens propre du mot, ¢’est-a-dire
homéomorphe & I’hypersphére; ou si, au contraire, il est nécessaire, avant
d’affirmer qu’une variété est simplement connexe, d’étudier son groupe fonda-
mental, tel que je V'ai défini dans le Journal de I’Ecole Polytechnique, para-
graphe [2, page 23g.

Nous pouvons maintenant répondre & ces questions; j'ai formé, en effet, un
exemple d'une variété dont tous les nombres de Beiti et les coefficients de

lorsion sont égaux 4 1, et qui pourtant n’est pas simplement connexe.

2. Je considére une variété V 4 m dimensions située dans 'espace a & dimen-

sioms. Soit ensuite

o(xy, Zoy ooy )=t

équation d'une surface & £—1 dimension située dans ce méme espace et que
j'appellerai la surface ¢(¢); dans ceite équation 2y, Z, ..., z; sont les coor-
données d’un point dans I'espace d k dimensions et ¢ un paramatre arbitraire tel
que la surface ¢(¢) se déforme d’une maniere continue quand # varie d’une
maniére continue. Je supposerai que Ja fonction ¢ est uniforme de telle fagon
que par un point quelconque passe une surface ¢(z) et une seule.

La surface ¢(¢) coupera V suivant un certain nombre de variétés a m —1
dimensions

wi(t), wa(l), ..., wp(t)
dont I'ensemble formera le systdme W ().

Quand ¢ variera d’une manitre continue de — o0 & - o, le systeme W (t)
variera d’'une manidre continue et engendrera la variété V. Sila variété V est
fermée, les variétés w(¢) le seront également.

Cela posé, je vais définir ce que j'appellerai le squelette de la variéts V.
A chacune des variétés partielles wy (2), wq(2), .. ., wp(2) je ferai correspondre
un point dans I'espace ordinaire. L'une des coordonnées de ce point, z par
exemple, sera égale au paramdtre ¢, les deux autres seront choisies arbitraj-
rement, en s'assujettissant seulement aux conditions suivantes :

1° Si deux variétés w;(2), wi(£ - ¢) sont trés peu différentes l'une de l'autre,
les deux points correspondants devront étre trés voisins l'un de l’autre.

2° Il peut arriver que pour certaines valeurs de ¢, pour £ = ¢, par exemple,
une des variétés w(t) se décompose en deux autres; dans ce cas, par exemple,
la variété w,(¢o—¢) différera trés peu de Iensemble des deux variéies
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@3 (Lo--¢€) 4+ w3 (%o+ ¢). Dans ce cas, on doit s’arranger de fagon que les deux
points qui représentent les deux variétés w, (204 &) et wa (£ &) qui résultent
du dédoublement de w; (f—¢), que ces deux points, dis-je different trés peu
I'un de 'autre et trés peu du point représentatif de v, (£o0—e¢).

Dans ces conditions, quand ¢ variera d’une maniére continue, les points

représentatifs des p variétés
wi(2), we(t)y ..., wp(2)
engendreront p lignes continues

Ly, Ly, ..., L,

du moins tant que le nombre p ne varie pas. Mais ce nombre peut varier
pour ¢==1,, st I'une des variétés se décompose en deux, ou si, au contraire,
deux variétés se réunissent en une seule. Dans le premier cas, I'une deslignes L
se bifurque, dans le second deux des lignes L se réunissent en une seule.

On obtient ainsi une sorte de réseau de lignes, et c’est ce réseau que jappelle
le squelette de V. J'ai tracé ce réseau dans I'espace a trois dimensions et non
dans le plan, parce qu’on peut amnsi toujours éviter que deux lignes se coupent
en d’autres points que les points de bifurcation.

Si nous suivons l'une de ces lignes, L, par exemple, décrite par le point
représentatif de w, (2), nous voyons que cette variété o, (¢) resie constamment
homéomorphe a elle-méme [et cela de telle fagon que sur les deux variétés trés
voisines wy(t) et w4 (¢ ~+ ), deux points correspondants différent trés peu I'an
de Tautre] tant que I’on re passe pas par une valeur de t telle que wy(t)
ait un point singulier.

Nous devons donc marquer sur les lignes de notre réseau les points qui
correspondent aux variétés w(¢) qui ont des points singuliers. Ce seront des
points de division qui partageront nos lignes en trongons, mais tant qu'on
suivra 'un de ces trongons, la variété w(¢) correspondante restera homéo-
morphe & elle-méme.

Remarquons que si I'on considére une des valeurs ¢, qui correspondent aux
points de bifurcation, et pour lesquelles une des variétés w; se dédouble, la
variété w;(2,) admet également un point singulier. Cela va donc nous obliger
a étudier ces points singuliers.

Mais avant de procéder a cette étude, je dois faire encore quelques remarques.
Si je veux que la variété V soit fermée, il faut d’abord que les variété w(¢)
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soient fermées elles-mémes. La seconde condition c’est que, si I'une de mes
lignes L aboutit 4 un cul-de-sac, de telle fagon qu’elle s’arréte pour ¢ == ¢, par
exemple, la variété correspondante tende & se réduire & un point quand ¢ tend
vers ¢4, ¢'est-2-dire quand on se rapproche du cul-de-sac.

En second lieu, jai dit que je choisissais la fonction ¢ uniforme, de telle
fagon que par un point de 'espace passe une surface ¢ = ¢ et une seule. Dans
ces conditions, le systtme W (£) n’est pas quelconque. Celle restriction nem’a
pas empéché de monirer que toute variété V est susceptible de ce mode de
génération, mais on peut s’en affranchir el considérer un systéme quel-
conque W (¢) de variétés fermées

w (), wa(), ..., wp(l)
pourvu que ces variélés varient d’une maniére continue avec £, en supposant
bien entendu que pour certaines valeurs de £, une de ces variétés puisse se
réduire 4 un point, ou se décomposer en deux autres.

Dans ces conditions, le systeme W (¢) engendrera encore une variété V et
I'on pourra en définir le squelette d’aprés les mémes principes auxquels il n’y
aura rien & changer.

Il y a cependant un cas ol I'on pourra avec avantage y faire un léger change-
ment. J'imagine que pour deux valeurs de ¢, par exemple pour = o el pour
¢ ==2m, le systtme W (i) soit le méme, ou mieux, j'imagine que les deux sys-
tdmes W (¢) et W (¢ + 2m) soient identiques. Il suffit alors de faire varier ¢
de o & 2m, et il convient, par conséquent, de choisir le point représentatif de
la variété w(¢), non plus de telle facon que I'on ait z = ¢, mais de telle fagon
que arc tg% == ¢, ¢’est-d-dire que les points représentatifs de w (&) et w (¢ -+ am)
puissent étre identiques.

Sinous supposons, par exemple, que W (£) se réduise 4 une seule variéié w(¢),
le squelette de V se réduira dans ces conditions & une courbe fermée.

Pour prendre un exemple tout & fait simple, considérons un tore qui sera
notre variété V et regardons-le comme engendré par son cercle méridien qui
sera notre variété w(¢), identique a w (¢ -+ 2m). Avec nos nouvelles conventions,
le squelette de ce tore se réduit & une courbe fermée.

Abordons maintenant I'étude des points singuliers des variétés v (¢). La
portion d’une de ces variétés voisine du point singulier pourra étre représentée

*

par les équations suivantes :

Zr=i(¥1, Y2y -o 0y ¥o) (=1, 2, .... k),
?h(J’1,J’2s---:J’q)=0 (k=1,2,...,q-——m)
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auxquelles il conviendrait d’adjoindre certaines inégalités dont nous n’avons
pas & nous occuper.

Dans la région envisagée, les fonctions ¢ et ¢ sont holomorphes. Nous
pouvons toujours supposer que le point singulier correspond a

V1=V 2=.. .= Ye=0
el que pour cette valeur les dérivées partielles du premier ordre des fonctions ¢
ne sont pas loutes nulles, sauf pour l'une d’entre elles ;.

Alors, des équations

== = P =0

nous pourrons lirer tous les y en fonction de m -1 d’entre eux, lesquelles
fonctions resteront holomorphes dans le voisinage du point singulier. Je rem-
placerai donc les y par les expressions ainsi trouvées, de sorte que tout se
trouvera exprimé en fonction de m -1 des quantités y, par exemple de ¥,
Y3, +++) ¥Ym+1 €t que nos équations prendront la forme

Z1= YY1, ¥y <01 Y1)y

91(¥15 Y5 -3 Ymta) = O

La fonction ¢, est développable suivant les puissances des y et ce dévelop-
pement commence par des termes du second degré dont I’ensemble constitue
une forme quadratique f(y1, ¥a; -+« Ymat)-

Il est inutile d’envisager les points singuliers des autres types, car s’il y en
avait, il suffirait pour les faire disparaitre de changer trés peu la fonction
o(Z1, «+., Zx) qui définit les surfaces ¢(z), du moins si 'on suppose que la
variété V est elle-méme dépourvue de point singulier. Nous sommes ainsi
amené A étudier le cone du second degré

S (52 ooy Ymra) =0 _
dans 'espace & m -+ 1 dimensions des y, et son intersection avec Ihypersphére
Yi+yid o Yh =1,
Soit C cette intersection. Tout dépendra du nombre des dimensions et du

nombre des carrés positifs et négatifs dans la décomposition de la forme f en

une somme de carrés.
Nous pouvons toujours par un changement de coordonnées ramener f 4 la

forme .
f= ZAiyiz— EBIc}’E:

les coefficients A et B étant positifs, de fagon qu’il y ait ¢ carrés positifs
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et m-+1—g¢ carrés négatifs et que l'indice 7 varie de 1 & ¢ ct l'indice &

deg+r1am-41.
Je puis écrire alors
BA,y=ZBryt=2Xr%;
d’ou
yi=nh,  YE= gk

les m étant des solutions quelconques des équations
(1) TAn =1, EBrni=1.
On en déduit
A (En+ Enf)=1.

En tenant compte des équations (1), on verra que les limites supérieure et
inférieure de Zvm? sont les inverses du plus petit et du plus grand des coeffi-
cients A. On trouvera, de méme, une limite supérieure et inférieure de Znj.
On en conclura que A est une fonction continue des »n [supposés liés par les
équations (1)] et que cette fonction ne peut ni n’annuler ni devenir infinie.
Nous pouvons donc supposer que A reste toujours positif; et alors A sera une
fonction continue et parfaitement déterminée des 7; 1l en sera donc de méme
des .

Plusieurs cas peuvent se présenter :

1° Si ¢ est nul ou égal & m + 1 de fagon que tous les carrés soient de méme
signe, il est clair que le cone se réduit & un point et que C n’existe pas.

2° 51 ¢ n'est pas égal & 1, on pourra passer d’une fagon continue d’une
solution quelconque de I’équation ZA;n’ =1 4 une autre solution quelconque;
si, au contraire, g==1, cette équation ne comportera que deux solutions :

n === —= et I'on ne pourra passer de l'une & 'autre d’une manire continue.
VAi

De méme si g n'est pas égal & m, on pourra passer d'une fagon continue
d’une solution quelconque de I'équation 2Byvn;=1 & une autre solution quel-
conque; si, au contraire, g =m, I’équation n’aura que deux solutions et le
passage sera impossible.

Outre le cas examiné plus haut, il y en a donc trois.

Si 1 << g < m, C est d’un seul tenant.

Si1=¢g<m,ousi 1< g=m, C se compose de deux morceaux.

Si 1==g =m, C se compose de quatre morceaus, ou mieux se réduit 3 quatre
points discrets.
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Dans ce dernier cas, on a m=1, et la variété V n’a que denx dimensions;
cela nous avertit que nous allons rencontrer unc différence entre les variétés
de deux ou de plus de deux dimensions.

Supposons d’abord que V ait deux dimensions (7 = 1); nous pouvons avoir
alors :

1° g==o ou g =2. Dans ce cas G n’exisle pas; quand ¢ passe par la valeur
qui correspond & un pareil point singulier, nous voyons une nouvelle variété o ()
apparaitre (ou disparaitre) : elle se réduit d’abord a un point, puis & une petite
courbe fermée. Ce point singulier correspond donc & un cul-de-sac du squelette.

2° g =1. Dans ce cas, G se réduit & quatre points que je puis numéroter 1,
2, 3, 4. La variété w(¢) se réduit 4 une courbe qui admet, comme point singu-
lier, un point double ordinaire o se croisent deux branches de courbe qui
sont Jes branches 1.3 et 2.4. Je suppose que le point singulier se présente
pour ¢==o0; jappellerai 1/, 2/, 3/, 4’ les points de la variéts w(¢) qui, pour des
valeurs de ¢ trds petites, sont respectivement trés voisins des points 1, 2, 3, 4
de la variété w(o).

Je commence par observer que la branche de courbe qui, partie du point
double va au point 1, doit revenir au point double, puisque toules nos courbes
sont fermées; il peut y revenir par un des trois autres points 2, 3, 4. 11 en
résulte que nos points 1, 2, 3, 4 sont associés & deux, par exemple 1 avec 2,
et 3 avec 4, de telle fagon que 'on puisse aller de 1 & 2 et de 3 4 4 en suivant
la courbe w(o0) et sans passer dans le voisinage du point double. De méme, on
pourra aller de 1/ 4 2’ et de 3/ & 4’ en suivant la courbe w(z) etsans passer dans
le voisinage du point double, et cela pour toutes les petites valeurs de £, qu’elles
solent positives ou négatives.

Maintenant, si nous considérons le voisinage du point double, nous voyons
que pour ¢ <C 0, par exemple, on peut passer de 1’4 2’ et de 3' 2 4/ en suivant & (2)
et en passant prés du point double, tandis qu’on ne peut pas passer de la sorte
de 1’ & 4 et de 2’4 3'. Au contraire, pour ¢>>0, on peut passer de 1’ 4 4’ et
de 2’ a 3/, mais pas de 1/ & 2’ etde 3'4 4.

Il en résulte que pour £ << o, les branches envisagées de o (¢) forment deux
courbes fermées distinctes tandis que pour ¢>>o, elles n’en forment plus
qu’une.

Notre point singulier correspond donc 4 une bifurcation du squelette.

Tl en est.de méme si 1 est associé avec 4, et 2 avec 3.

H. P. — VL 56
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Mais supposons maintenant que 1 soil associé avec 3, et 2 avec 4. Nous
voyons alors que pour £<C 0, comme pour ¢>> 0, notre variété w(¢) se réduit
a une seule courbe fermée; sculement pour ¢z <o cette courbe passe succes-
sivement par les points 1/3'4'2'1, et pour ¢ > o par les points 1'3'2'4'1'. Notre
point singulier ne correspond plus alors & une bifurcation.

Mais je dis que, dans ce cas, la variété V est unilatére.

Pour nous en rendre compte, prenons une surface fermée quelconque a deux
dimensions (bilatére ou unilatere), décomposons-la (en la laissant d’un seul
morceau ) de fagon & pouvoir la développer sur un plan; nous obtiendrons ainsi
un polygone, analogue aux polygones fuchsiens, dont les cotés seront conjugués
deux a deux, deux cdtés conjugués correspondant aux deux lgvres d'une méme
coupure.

Soient AB et A'B’ deux cdtés conjugués, de telle fagon que le sommet A soit
conjugué de A’ et le sommet B de B'. Si en allant de A en B on a I'intérieur du
polygone, a sa gauche par exemple, et si en allant de A’ en B’ on a I'intérieur
a sa droite, nous dirons que la conjugaison est directe.

Si, au contraire, en allant de A en B on a l'intérieur 4 sa gauche, et si en
allant de A’ en B’ on a I'intérieur également 4 sa gauche, nous dirons que la
conjugaison est Inverse. (Cette convention surprendra d’abord mais elle se
justifie avec un peu de réflexion). Cela posé, si toutes les paires de cotés sont
conjugués directement (ainsi qu'il arrive pour les polygones fuchsiens), c’est
que la surface d’ou l'on était parti était bilatere. Si pour une paire de cbtés,
la conjugaison est inverse, ¢’est que cette surface était unilatére.

Supposons, par exemple que notre polygone soit un rectangle dont les
sommets se succedent dans I'ordre circulaire ABCD et dont les cotés opposés
soient conjugués. Si AB est conjugué de DG, et AD de BG, la conjugaison est
directe, et le polygone peut étre regardé comme provenant du développement
d’un tore, surface bilatére. Si AB est conjugué de CD, et AD de BC, la conju-
gaison est inverse pour l'une des paires et directe pour Vautre, et le polygone
provient du développement d’une surface unilatére analogue & celle de Mobius.
Si AB est conjugué de CD, et AD de CB, la conjugaison est inverse pour les
deux paires et le polygone provient du développement du « plan projectif » qui
est un surface unilatere.

Cela posé, appliquons ces régles a notre variété V, découpons-la et appli-
quons-la sur un plan de fagon & obtenir notre polygone. Je ne représente sur
la figure que la partie du polygone qui nous intéresse.
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Nous avons en O le point singulier; les lignes CHD, AEB, C’'H'D/, A'E'B'
représentent une portion du contour du polygone. Les deux lignes E1O3FE
et HaO4H' qui se croisent en O sont le developpement dec la courbs ¢ (o).
Les lignes B1'2'G, B'3'4/ C! sontle développement de la courbe w (¢) pour z<Co.
Les lignes D2'3'A’ et D'4'1'A sont le développement de la courbe w(¢)
pour £ > o. Par hypothese, cctie courbe w(¢) se ferme sur elle-méme de fagon
que la branche 1’ se raccorde a la branche 3’ et la branche 2/ & la branche 4'.

Fig. 1.

Donc A doit venir se¢ recoller & A', c’est-a-dirc que A est conjugué de A’ el,
de méme, B de B/, C de ¢/, D de D'. Ainsi, sur notre polygone, AB est con-
jugué de A’B/, et CD de (/D'; la conjugaison est inverse. Donc notre surface
cst unilatére. ¢. Q. F. D.

Si donc V a deux dimensions el est bilatére, son squelette n’aura d’autre
point singulier que les culs-de-sac et les bifurcations. Clest 1 le secret de la
simplicilé relative de I’ Analysis situs des surfaces ordinaires.

Parrive aux variétés V a trois dimensions (m = 3) auxquelles je me bornerai

pour le moment. Nous avons encore 4 distinguer deux cas :
1° g=o0 ou ¢ =3; alors C n’existe pas, et le point singulier correspond a

un cul-de-sac du squelette.
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2° g=1 ou g = 2; alors G se compose de deux morceaux; la variété w(o)
présente un point conique ordinaire (si le point singulier correspond & {=o0);
les parties de cette variété voisines du point singulier sont assimilables a un
cone du second degré ordinaire. Donnons maintenant & ¢ des valeurs trés
petites. Les parties de w(¢) voisines du point singulier seront assimilables,
par exemple, & un hyperboloide a une nappe pour £ < o et & un hyperboloide

a4 deux nappes pour ¢ > 0.

Considérons I'ellipse de gorge E de 'hyperboloide & une nappe; cette ellipse
pour £==—2¢ (ou ¢ est positif et trés petit) est un cycle fermé trés petit tracé
sur o (¢); pour ¢ == 0, elle se réduit & un point et, pour ¢ = ¢, elle disparait.

Ce que nous avons appelé G (intersection du cdne et de I'’hypersphare) se
compose ici de deux courbes fermées (on est dans le cas de g =1, ou g =m),
et nous devons distinguer deux cas : ou bien on ne peut pas passer d’une de ces
deux courbes fermées & 'autre en restant sur w(¢) et sans passer dans le voisi-
nage du point singulier, ou bien ce passage est possible.

Dans le premier cas, Uellipse E partage la variété w(—c¢) en deux parties,
car on ne peut pas passer du voisinage de I'une des courbes C au voisinage de
I'autre courbe G sans passer dans le voisinage du point singulier, ¢’est-a-dire
sans couper 'ellipse de gorge E. On aura donc sur w(—c¢)

E ~o.

Dans le second cas, au contraire, E ne divisera pas w(—¢).

Dans le premier cas, les nappes de w(¢) qui vont passer dans le voiginage
du point singulier forment une seule surface fermée pour £ =-—¢ puisqu’on peut
toujours passer d’'un point & l'autre d’une de ces nappes et, en particulier, du
voisinage de l'une des courbes G & celui de P'autre en traversant l'ellipse E.
Au contraire, pour z=-¢, elles formeront deux surfaces fermées, puisqu’on

ne peut plus passer d’une des courbes C a I'autre.
Dans ce premier cas, notre point singulier correspond donc & une bifur-
cation du squelette.

Dans le second cas, au contraire, ces nappes de w(z) forment toujours une
seule surface fermée, aussi bien pour ¢ =—-¢ que pour ¢ = ¢, puisqu’on peut
toujours passer d'une courbe G A I'autre sans passer prés du point singulier.

Dans ce secord cas, notre point singulier ne correspond pas & une bifur-
cation.
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Ce second cas se subdivise lui-méme. Considérons un chemin permettant
de passer d’'une courbe C & l'autre sans passer prés du point singulier. Quand
on suivra ce chemin, sil'on veut conserver la forme des équations, il faudra de
lemps en temps changer de variables et remplacer les variables y par d’autres
variables 3/, puis les y' par de nouvelles variables y”, etc. Nous supposerons
loujours que ces changements de variables aient été faits de telle sorte que le
déterminant fonctionnel des nouvelles variables par rapport aux anciennes soit
positif. Soient 54, #a, ..., 3m+y les variables finales quand on reviendra dans
le voisinage du point singulier. Nous aurons donc les # en fonction des z mais
comme dans le voisinage du point singulier, nos équations qui donnent les z
en fonction des y redeviennent valables, les séries redevenant convergentes,
nous aurons les 5 en fonction des y; deux cas peuvent donc se “présenter
selon que le déterminant fonctionnel des z par rapport aux y est positif ou
négatif. Dans le premier cas le chemin est bilatere, dans le second cas unilatére.
C’est ce que j'ai expliqué dans I'Analysis situs, en définissant les variétés
unilatéres.

Alors s'1l existe des chemins qui permettent de passer d’une courbe G &
I'autre sans passer dans le voisinage du point singulier : ou bien tous ces
chemins seront bilatéres, ou bien les uns seront bilateres et les autres uni-
latéres, ou bien enfin ils seront tous unilatéres.

Pour le moment nous nous bornerons auw cas ot toutes les surfaces w(t)
seront bilatéres. Tous nos chemins, s'ils existent, seront donc bilateres.

Nous savons que pour une surface bilatére, le nombre de Betti est toujours
impair. Si donc une surface bilatere est 2 p +4-1 fois connexe, elle admettra 2 p
cycles distincts, c’est-2-dire dont aucune combinaison linéaire n’est holomogue
a zéro. Envisageons donc les 2p cycles de la surface w(—e¢), nous ferons
d’abord entre eux une distinction, ceux qui rencontrent l'ellipse de gorge E et
ceux qui ne la rencontrent pas. Si un cycle K rencontre E, nous devrons
distinguer les points de rencontre en deux catégories suivant le signe d’un
certain délerminant, ainsi que je l'ai expliqué dans ' dralysis situs, page 219.
Nous définirons ainsi le nombre N(K, E) (cf. Analysrs situs p. 220), qui sera
la différence des nombres des points d’intersection des deux catégories. Sile
nombre N relatif au cycle K est nul, le cycle K sera homologue & un cycle qui
ne rencontre E pas. Si, au contraire, ce nombre N n’est pas nul, tous les cycles

homologues 4 K rencontreront E.
Qu’arrive-t-il alors, quand ¢ variant d'une fagon continue passe dé la valeur
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— ¢4 la valeur + ¢? On pourra trouver sur w(—+ ¢) une ligne K' infiniment
peu différente du cycle K tracé sur w(—¢); seulement s1 K ne rencontre
pas E, la ligne K/ est fermée et constitue un nouveau cycle sur «w(e); si, au
contraire, K rencontre E, la ligne K/ ne pecut étre fermée. Donc, pour qu'il y
ait sur w(e) des cycles infiniment peu différents d’'un cycle homologue 4 K, il
faut et il suffit que le nombre N(K, E) soit nul.

En d’autres termes tous les cycles pour lesquels ce nombre n’est pas nul,
disparaitront quand ¢ passera de —e & +-¢, tous les autres subsisteront.

Soit K un cycle de ow(—¢) qui subsiste et K' le cycle correspondant de w ().

Dans quels cas aura-t-on K'~0?

Si lon a K'~ o, il existera sur w(e) une aire A’ limitée par K’; on pourra
trouver sur w(—e¢) une aire A infiniment peu différente de A’, et cette aire
sera limitée par K seulement ou par K et par Uellipse de gorge E, de sorte

qu’on aura
K~o ou K~E.

J’ajoute que si nous tragons sur w (e) un cycle quelconque K’ nous pourrons
toujours trouver sur w(—-¢) un cycle K qui en differe trés peu, et que ’on ne
peut avoir K~ o sans avoir K'~ o; car s'il existe sur w(—e) une aire A
limitée par K, il existera sur o (e) une aire A’ limitée par K/ et trés peu diffé-
rente de A.

Donc, quand ¢ passe de —z& 4 ¢, certains cycles peuvent disparaitre; mais
des cycles nouveaux ne peuvent pas apparaitre; certains cycles peuvent devenir
homologues 4 zéro, mais aucun cycle ne peut cesser de I'étre de sorte que le
nombre de Betti 2p 41 peut décroitre, mais ne peut pas croitre.

1l résulte de 13 que deux cas seulement peuvent se présenter :

1° Ou bien E ~ o sur w(—e¢); dans ce cas, nous avons vu que quand z passe
de —e & + ¢, la variété w(¢) se décompose en deux autres.

Les cycles de w(—¢) ne peuvent pas disparaitre; en effet comme on a E ~ o,
on aura N(K, E) = o pour tous les cycles K. De plus, aucun de ces cycles K
ne peut devenir homologue a zéro. Nous avons vu, en effet, quelles étaient les
nouvelles homologies qui pouvaient s’introduire entre les cycles K, par suite
du passage de ¢ de —e & +¢; on peut toutes les déduire de I’homologie nou-
velle E~o0; et, en effet, nous avons dit que pour que 'on ait K/~ o sans
avoir K ~ o, il faut que l'on ait K ~ E. Or, dans le cas qui nous occupe, nous
avons E ~ o, aussi bien sur w(—¢) que sur w(¢). Il ne s’introduit donc pas
d’homologie nouvelle.
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Le nombre tolal des cycles distincts demeure donc le méme; si w(—¢)
est 2p -1 fois connexe, w(e) se décomposera en deux surfaces qui seront
respectivement 2 p' -1 fois et 2p" 41 fois connexes, ot p/+ p'= p.

2° Dans le second cas, on n’a pas E~ o sur w(—¢), nous avons vu que,
dans ce cas, w(¢) ne se décompose pas; nous supposons que w(—=z) est 2p 1
fois connexe et posséde 2p cycles distincts. Au moment ol ¢ devient positif,
certains cycles K disparaissent; ce sont ceux qui sont tels que N(K, E) ne soit
pas nul. Mais si I'on a deux cycles K, et K tels que

N(Ki, E) = mq,  N(Ky E) = ma,

alors on aura
N(mgK1 bl /(%] Kg, E) = 0,

de sorle que le cycle maK;— myKane disparait pas. Il résulte de 1 que tous
les cycles qui disparaissent sont toujours une combinairon linéaire de l'un
d’entre eux et des cycles qui ne disparaissent pas. Le nombre des cycles
distinets diminue donc de ce fait d’une unité, et d’une seule.

D’autre part, entre les cycles subsistants, s'introduit une homologie nouvelle,

et une seule,
E~o,

de sorte que le nombre des cycles diminue encore d'une unité.
En résumé, le nombre total des cycles distincts diminue en lout de deux

unités, de sorte que w(e) est 2 p —1 fois connexe.

3. Avant d’aller plus loin, nous devons rappeler brigvement ce que I'on sait
sur les surfaces 2 deux dimensions, ou plutét celles des propriétés de ces
surfaces qui nous scront utiles dans la suite; je commencerai par les surfaces
bilateres.

On sait qu’une surface fermée bilatdre 2 p -+ 1 fois connexes admet 2 p cycles
distincts. Soient Cy, Cs, ..., Gsp 2p cycles fondamentaux de la surface, choisis
de telle fagon que tout cycle de Ia surface soit homologue 4 une combinaison
linéaire de ces 2p cycles.

Soient maintenant
X=2m,01, Y=E}QG¢

deux de ces combinaisons lindaires ol les coefficients x et y sont des entiers
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quelconques. Envisageons le nombre N(X, Y) relatif aux intersections de ces
deux cycles X et Y; ce nombre est égal &

N(X, Y)=F(z, ¥),

F(z, y) étant une forme bilinéaire par rapport aux variables z et y.
Cette forme a tous ses coefficients entiers, elle change de signe quand on
permute r et y de sorte que
F(2, y)=—F(y, z),

enfin son discriminant est égal & 1.
On peut choisir les cycles fondamentaux C (et cela d’une infinité de maniéres)
de telle fagon que la forme F(z, y) soit réduite, ¢’est-a-dire qu’elle se réduise

Ly Yo— B Y1+ XsYiu— Ta s+ Ts Yo~ ZeYs+ .00

On voit que si la forme F est réduite, N(GC;, Cy) sera nul si les indices i et £
sont de méme parité; cest-a-dire que, si 7 et & sont de méme parité, les
cycles G; et Cx ne se couperont pas, ou seront homologues a des cycles qui ne
se coupent pas.

Il nous sera souvent utile dans la suite de remplacer notre surface par un
polygone fuchsien; cela peut se faire de deux maniéres. Supposons que la
forme F étant réduite, on considere les p cycles de rang impair

Gly CSI te2 C2P—1)

qui, nous pouvons le supposer, ne se coupent pas.

Voici d’ailleurs comment on peut se rendre compte de la génération de ces
cycles. Formons le squelette de notre surface; ce squelette sera un réseau ou
’on pourra décrire p chemins fermés distincts; en choisissant convenablement
p points sur ce réseau, les p chemins fermés secont coupés, le réseau restant
néanmoins d’un seul tenant. Chacun de ces points représentera une ¢ourbe
fermée [qui sera la variété w(¢) du paragraphe précédent]. Nous aurons donc
p courbes fermées qui n’auront aucun point commun et seront nos p cycles

Gl) C37 LR} Cﬁp——-i-

Découpons notre surface suivant ces p courbes; elle reste d'un seul tenani,
mais elle peut maintenant étre développée sur un plan et, aprés le dévelop-
penent elle se réduira & une aire plane limitée par 2p courbes fermées. Une de
ces 2p courbes la limite extérieurement et les autres intérieurement. Ces
2p courbes sont conjuguées deux & deux, deux courbes conjuguées corres-
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pondant aux deux lévres d’'une méme coupure. Cette aire sera ainsi assimilable
A un polygone fuchsien de la troisitme famille; et I'on pourra avoir avantage
& envisager le groupe fuchsien qu'il engendre, et la décomposition du plan en
une infinité de polygones congruents au polygone générateur.

Supposons maintenant que nous découpions notre surtace suivant les
2p cycles. Les 2p cycles auront pu étre tracés de fagon a passer tous par un
méme point et & n’avoir pas d’autre point commun. Si, aprés ce découpage, on
développe la surface sur un plan, on obtiendra un polygone de 4p cdtés conju-
gués deux & deux, et assimilable & un polygone fuchsien (qui n’aura qu’un seul
cycle de sommets), de telle fagon que la somme de ces angles soit égale & 27.
Si la forme ¥ est réduite, la loi de conjugaison des coiés sera la suivante :
t avec 3, 2 avec 4, 3 avec 7, 6 avec 8, g avec 11, 10 avec 12, elc. Ici aussiil y
aura lieu d’envisager le groupe fuchsien et la décomposition du cercle fonda-
mental en polygones congruents.

Mais ici se pose une question qui va nous arréter quelque temps. Le groupe
fuchsien en question n’est autre chose que ce que jai appelé 4 la page 239 de
U Analysis situs le groupe fondamental de la surface. La notion de ce groupe
est fondée sur la notion d’équicalence des cycles et sur la distinction entre
cette notion et celle d’homologie (¢f. 207 et 241 de I'Analysis situs).

Considérons deux cycles K et K'; partant d’'un méme point M et y aboutis-
sant, j’écrirai « équivalence »

K=k
si I'on peut passer de I'un a 'autre par déformation continue et sans quitter
la variété envisagée. Il pourra se faire alors que le cycle K' venant repasser
plusieurs fois par le point initial M se décompose en plusieurs autres et équi-
vaille ainsi 2 plusieurs cycles consécutifs Ky, Ko, K; se succédant dans l'ordre

indiqué; nous pourrons alors écrire

KEK1+K2+ Ka,

mais nous n’avons pas le droit d’intervertir Iordre des termes et d’écrire, par

exemple,
K=K+ K3+ Ks.

Clest précisément ce qui distingue les équivalences des homologies; dans
ces dernitres, on a le droit d’intervertir cet ordre, de sorte que de I'équivalence
K= K1 -+ Kg -+ K3,

H. P, — VL 57
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nous avons le droit de déduire non seulement ’homologie
K~ K+ K;-+ K,

mais encore I’homologie
K ~ K+ K;+ K.

De méme, supposons que K’ au lieu de partir du point M, parte d’un autre
point M’ el y aboutisse. Soit L un chemin quelconque allant de M en M'. Alors
le cycle L + K'—L ira commme K de M en M. Supposons qu’on ait Péqui-
valence

K=L+K-—1,
comme nous n’avons pas le droit d’intervertir I'ordre des termes, nous nc
pouvons en conclure I'équivalence K = K/, mais seulement ’homologie K ~ K.

Ainsi dans les homologies, les termes se composent d’aprés les régles de
I'addition ordinaire; dans les équivalences, les termes se composent d’aprés
les mémes régles que les substitutions d'un groupe; c'est pour cela que
I’ensemble des équivalences peut pour ainsi dire étre symbolisé par un groupe
qui est le groupe fondamental de la variété.

Dans le cas qui nous occupe, envisageons le cercle fondamental décomposé
comme nous l'avons dit en polygones fuchsiens congruents. Chacun de ces
polygones a 4p cotés. Un cycle quelconque sera représenté soit par une ligne
fermée, soit par une ligne allant d’un point du plan & un autre point « congruent »
(c’est-d-dire iransformé du premier par une des substitutions du groupe
fuchsien).

Dans le premier cas, le cycle esl équivalent & zéro; dans le second, il ne l'est
pas. .

Le groupe fondamental est alors le groupe fuchsien lui-méme, groupe dérivé
des 2 p substitutions correspondant aux 2p cycles fondamentaux C;; dans le
cas ol Ja forme F étant réduite, la loi de conjugaison des coiés du polygone
fuchsien est celle que j’ai dite plus haut, on a entre les 2p cycles une seule
équivalence qui s’écrit

0= C1-+- Co— C1——C2-—l~ Cs+ C/,-—C;;—C,5.+ Cs+ Co— C;;—Co-i-....

Cette équivalence suffit pour définir le groupe fondamental.

On peut chercher & former un cycle qui soit homologue 4 zéro sans éwre
équivalent 4 zéro. On voit d'abord qu'il ne peut y en avoir si p =1, car alors
I’équivalence que je viens d’écrire devient

C1+ GQE Gg-i— Ci
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et signific que deux cycles quelconques sont permutables (au point de vue de
I'équivalence). On sait d’ailleurs que, dans ce cas, les fonctions fuchsiennes se
réduisent aux fonctions elliptiques, le groupe fuchsien a toutes ses substitutions
permutables.

Si p > 1, supposons que la loi de conjugaison des cités soit celle que nous
avons dite plus haut, c’est-a-dire 1 avec 3, 2 avec 4, etc. Soient o et 1 les deux
sommets du coté 1; solent 1 et 2 ceux du c¢dté 2, etc.; soient enfin 4p—1
et 4p =o, ceux du cété 4p Joignons les sommets o et 4 par une ligne restant
a Dintéricur du polygone. Cette ligne représentera un cycle qui sera équi-

valent A
Cj -+ Cg—-— Ci-—"— Cg.

Il sera donc homologue & zéro; mais il ne sera pas équivalent & zéro.

Ayons recours mainienant & I'autre mode de représentalion; représentons
donc notre surface par un polygone fuchsien de la troisiéme famille limité
par 2p courbes fermées conjuguées deux i deux, I'une d’elles limitant le poly-
gone extérieurement, les autres intérieurement.

Soit & Iune de ces courbes fermées, correspondant au cycle Cy, soit &' sa
conjuguée. Soit M un point de k, M’ le point correspondant de k'; joignons M
a M’ par un trait MPM' qui correspondra au cycle G;. Tragons maintenant &
I'intérieur du polygone une courbe fermée K enveloppant % et &', mais n’enve-
loppant aucune des autres courbes qui forment le contour du polygone.

Soit Q un point sur k& d’ou part et ou aboulit ce cycle. Soit L une ligne allant
de Q en M. 11 est clair qu’on aura I'équivalence

K =L -+ k- MPM + k' — MPM'— 1L,
c¢’est-d-dire
K=L+ G+ G — Cy— Cy—L;
de celte équivalence on peut conclure K ~ o, c’est-d-dire que K est homologue
A zéro sans étre équivalent & zéro.

Voyons enfin ce qui se passe sur la surface elle-méme, et bornons-nous aux
cycles non bouclés, c’est-d-dire auz cycles qui ne se recoupent pas euz-
mémes.

Soit C un pareil cycle homologue 4 zéro; il décomposera la surface 2 p - 1 fois
connexe cn deux parties, de sorte que si I'on étranglait la surface de fagon &
réduire ce cycle G & un point, cette surface se décomposerait en deux autres.

Si l'une des deux surfaces ainsi obtenues est simplement connexe, c’est alors

v
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que le cycle G était équivalent & zéro. Si ces deux surfaces sont 2p'4-1 fois
et 2p' 41 fois connexes, ou p'> o, p"> o0, p'+ p’=p, c’est au contraire que
le cycle G était homologue & zéro, sans étre équivalent & zéro.

I1 est aisé de voir, et I'on sait d’ailleurs depuis longtemps, que deux surfaces
bilatéres, a deux dimensions, ayant méme nombre de Betti, sont toujours
homéomorphes. Il suffit de remarquer que chacune d’elles peut étre remplacée
par un polygone fuchsien de la troisieme famille, limité par 2 p courbes fermées
et que deux pareils polygones, c’est-a-dire deux aires limitées extérieurement
par une courbe fermée et intérieurement par 2p—1 courbes fermées sont
é¢videmment toujours homéomorphes I'une & l'autre.

Mais on peut aller plus loin. Soit S une surface 2p -+ 1 fois connexe; tragons

sur cette surface deux systémes de 2p cycles

C'h cﬂa ey Cﬂp; ’17 "2: sey I‘lb-

La surface S peut toujours étre regardée comme homéomorphe a elle-méme;
c’est-d-dire qu’a un point M de la surface nous pouvons faire correspondre un
autre point M’ de la surface, de telle facon que la loi de correspondance soit
continue et doublement univoque. Dans quels cas celte correspondance peut-
elle étre choisie de telle sorte que, quand le point M décrit les cycles

Cn 027 T Cﬁpi
le point M' décrive :

1° ou bien les cycles

’ ' r.
15 25 vy 2p)

2° ou bien des cycles équivalents &

7 1 7 .
1 2y ey 20

3° ou bien des cycles homologues a

r !
Cy, G ..o 2p4

Je ne traiterai que la troisidme question qui est la plus facile. Je considére
la forme F(z, y) qui représente le nombre N relatif 4 'intersection des
cycles ZzC et ZyC. Je considére, de méme, la forme F/(&, ') relative &
I'intersection des cycles 22'C/ et 2y/C/.

11 est clair d’abord que si la correspondance est possible de telle fagon que M’
décrive un cycle homologue 2 C; quand M décrit un cycle homologue 4C;, les
deux formes devront étre identiques, c’est-a-dire ne différer que par la substi-
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tution des variables &', ' aux variables z ct y. Si, par exciple, nous supposons
que F est réduite et que

F = T1Jo— T2 Y1+ X3V —ZipYa3+...,
on devra avoir
F=ay,—azhy|+ahyi— i yh+. ...

Les cycles C sont des combinaisons linéaires des cycles C et, si nous supposons
22C=22'C, yC=2y C,

les nouvelles variahles z' et y' seront également des combinaisons lindaires &
coefficients entiers des = et des y. Il faut donc que la forme F ne soit pas
altérée par la substitution linéaire qui fait passer des z aux &’ et des y aux y'.
Je dis que cette condition nécessaire est également suffisante.
Pour le démontrer, voyons quelles sont les substitutions linéaires qui
n’alierent pas la forme F que nous supposerons réduite.

1° Si nous supposons que l'on ait
&y = 2+ Za, z,=z; (I>1),
yi=yi+y, Yi=Yi (i >1),
il est clair que 'on aura

By Yo — Bo Yyt = Ya— ZaY1+. ..

Il est clair qu’il en sera encore de méme, si nous posons

Ty = %+ 22,

ou bien
.TE',-, = X3+ L,

ou bien
Z', = Zy=+ %3,

ou, plus généralement,
x'zk.—i = Zok—1~+ Zak.
ou bien enfin
Zhp = Tog—1+ L2k,

tous les autres x, étant égaux a 1'z; correspondant.
Il en sera encore de méme si les z subissent des substilutions inverses des

précédentes, c’est-a-dire sil’on pose
Zak-1 = Trk—t — Zaks

ou bien
Loy = Lok — Dgk—1,

tous les autres 2, étant égaux a l'z; correspondant.
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Il va sans dire que la substitution linéaire qui fait passer des y aux y' est
identique & celle qui fait passer des z aux &'
Voila donc un premier type de substitutions linéaires qui n'altérent pas la
forme réduite F.
2° En voici maintenant un second type.
Supposons que I'on pose
Zy = &+ x3, 2y = Ly — X,

2 =z (sauf pour i =1 et pour i = 4),

ou plus généralement
Loy = TeK—1 = L2/, Zyj= Taj— L2m,

Z, = & (sauf pour { =2K —1 et pour i==27);

1] est clair que la forme réduite F n’est pas altérée,
Elle n’est pas altérée non plus par la substition inverse

xéK—-l: ZoK—~1 — L2 j—1, .Z?’gj: Zgj=+ T2k

T =a; (sauf pour z = 2K —1 pour { = 2/).

Voild notre second type.

Or il est aisé de voir que loute substitution quin’altére pas la forme réduite F
peut étre considérée comme une combinaison de substitutions rentrant dans
ces deux types.

11 suffit donc de démontrer le théoréme pour les substitutions de ces deux
types.

En ce qui concerne d’abord le second type, nous pourrons représenter notre
surface par un polygone fuchsien de la troisitme famille, limité tanl extérieu-

rement qu'intérieurement par 2 p courbes fermées

! . . .
Ay, AU A3: I A?P—U A’:’.[)—l

conjuguées deux & deux et correspondant aux p cycles d’indice impair

Gi, G:}, ey Cgp_ln

Pour construire les p cycles d’indice pair, il suffit d’opérer de la facon

suivante.
Soient
Pi, Py ..., Papy
p points pris arbitrairement sur les courbes Ay, Aj, ..., Ag,—;; soient P/,

Py <.y Py, les points correspondants sur les courbes conjuguées A,
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! 4 L. s ’ . . 4 :
Ay, oo AL, . Joignons Py a P}, Py a Py, ..., Py P,y par p lignes
Ll, L;, e vy Lgp_'l

lracées de manidre & ne pas se couper mutuellement. Ces p lignes seront
homologues aux p cycles d’indice pair

Cﬂ, C&; .y Cgp.

Pour simplifier, nous supposerons que ce soit la courbe A; (qui ne jouera
aucun role dans ce qui va suivre), qui limite extérieurement notre polygonc
fuchsien. Gonstruisons une courbe B qui enveloppe les deux courbes A, et A,
et n’en enveloppant pas d'autres; cetle courbe B représentera un cycle

homologue a
C‘l -+ C;;.

Soit R la région limitée exiérieurement par cette courbe B et intérieurement
par A; et A;. Envisageons la substitution du groupe fuchsien qui change A,
en A’ (et qui correspond d’ailleurs au cycle G;). Soit R’ la transformée de la
région R par cette substitution; elle sera limitée extérieurement par A et
intérieurement par deux courbes fermées B et A transformées de B et A,;. -

Modifions le polygone fuchsien en retranchant la région R et en y ajoutant
la région R'. Notre nouveau polygone fuchsien sera limité extérieurement par

A, ct intérieurement par
Ay By By A4, Ag Aq ALy il Agper, Ay

Deux points du plan, transformés I'un de Pautre par une substitution du
groupe fuchsien, correspondent évidemment & un méme point de la surface S.
Notre nouveau polygone fuchsien correspondra donc comme l'ancien & la
surface S lout entidre, puisque la région R supprimée a été remplacée par sa
transformée R’. D’ailleurs ces deux polygones qui sont tous deux des aires
planecs limitées par 2p courbes fermées sont homéomorphes I'une a I'antre et
de telle fagon que

Ag, Ay A, Y Ks ALYy ooy Azpo, A-'zp—1

correspondent &
B, B'; Aj, Al Ay AL L Asp A"'.’/J—-l'

I en résulte que dans cet homéomorphisme, les cycles impairs

Ci, Ca, 05,' » sy CEP"'.‘\
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correspondront & des cycles homologues &
Clj.-l'- C:}, C;{, C;;, aeey Cgp._.x.

A quoi correspondront les cycles d’ordre pair ? Ghacun de ces cycles corres-
pond a une substitution du groupe fuchsien, par exemple G & la substitution
T, qui change Ay en A', C, & la substitution Ty qui change A; cn Aj, ete.
1l est évident d’ailleurs que dans homéomorphisme en question la substitu-
tion T, est remplacée par celle qui change B en B (cycles qui correspondent a
A, et A)) et qui est encore T, la substitution T; par celle qui change A7 en
A/, et qui est T7* T, et que les autres substitutions ne changent pas. Cela nous
fait déja prévoir que les cycles

iy Gy Goy
correspondront &
! Ca, Ci— Gy Gy

Mais un doute pourrait subsister, car la substitution T, ne correspond pas
seulement au cycle Gz, mais & tous les cycles Cs+ K, K étant une combinaison
lindaire quelconque des cycles d’ordre impair.

Il nous faut donc revenir aux lignes L que nous venons de définir; nous
pouvons toujours supposer qu’aucune de ces lignes ne coupe B, & I'exception
des lignes L; et Ly qui couperont B en N; et N,; je désignerai par M, et M,
M, et M| les points d’intersection de A, et A/, avec L,, de A; et A, avec L;;
par N} et N, les transformés de N; et N; par Ty qui sont sur B/, et j’envisagerai
les trongons N, M|, N,;M] qui sont les transformés par T, des trongoms de
N; M, et N, M, des lignes Ly et L,. Le point M} est sur A]. Les lignes L et les
nouveaux tron¢ons N M, N, M7 ne se coupent en aucun point.

Nous considérerons encore les trongons Ny Ny sur B et N, N| sur B/, ou mieux
des trongons N;N{ et N, N’ aboutissant & des points N{ et N’ situés sur B et B/
infiniment prés de Ny et N, et de telle fagon que N, et N ne soient pas sur les
arcs N;Ni et N} NY'; j'envisagerai, en outre, une ligne N;'M'N! infiniment
voisine de N); M| N, et ne la coupant pas; & l'aide de ces divers trongons je
pourrai construire les lignes

Ly, L, -
correspondant dans notre homéomorphisme aux lignes
Ly, Ls,

La premiere sera la ligne N,M|N; la seconde qui doit aller de M’ en M,

sera
MING 4 N3N+ NP MPN? 4+ NO Ny N3 My ;
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d’ailleurs L, sera identique a L, a L) a L;, etc. Il suffit pour s’en rendre
compte de vérifier que ces diverses lignes ne se coupent pas.

On voit alors que ces lignes sont homologues

Ly, Ly—Li, Lj ...,
ce qui veut dire qu'aux cycles Co, Cs, ... correspondent
Coy, Gi— Gy, G,
Nous avons donc, en résumé, G; ~ C;, sauf pour i =1 ou 4, et
Chro Gyt Gy, G~ Cy— Ca

Si donc nous supposons Xz C = X2'C/, on aura z;=#;, sauf pour /=2
et 3 et

xy = xy— 71, 2 = Za—+ Ty

Si I'on avait vouln avoir

.Z"azwa-l—x“ x’zﬂxg—"xﬁ,,

il aurait fallu tracer B autour de A, et A} et non autour de A, et A;. Sil'on
avait voulu avoir
&' = x: — Z3, Z = @+ 24,

il aurait fallu tracer B autour de A; et A, et transformer la région R, non plus
par T;, mais par T.

Ce procédé est donc applicable a toules les substitutions du second type.

On opérera d’'une fagon analogue pour les substitutions du premier type; je
suppose, par exemple,

2 = 2 - Za, .ac;;:c,- (i>1)

c’est-a-dire
GlN C’l’ C’lNcg_Clu

Je ne représenterai notre surface ni par un polygone fuchsien de la troisiéme
famille, ni par un polygone fuchsien de la premidre famille comme je l'ai fait
plus haut, mais j’emploierai un mode de représentation analogue et pour ainsi
dire intermédiaire.

Remarquons, en effet, que rien ne nous oblige & nous restreindre & des poly-
gones fuchsiens proprement dits, c’est-a-dire & des polygones limités par des
arcs de cercle coupant orthogonalement un méme cercle fondamental. Dans
une question comme celle qui nous occupe, rien n’empéche de remplacer, par

H. P. — VL 58
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exemple, un polygone fuchsien de la premiére famille par un auire polygone
curviligne qui lui soit homéomorphe, mais qui soil d’ailleurs quelconque.
Nous pouvons profiter de cette élasticité pour adopter le mode de représen-
tation suivant.
Notre polygone sera limité extérieurement par un quadrilatére curviligne et

intérieurement par 2 p — 2 courbes fermées. Les cdtés opposés du quadrilatére
seront conjugués et, d’autre part, les 2 p — 2 courbes fermées seront conjuguées
deux & deux d’une maniére quelconque.

Soient @, b, ¢, d les quatre sommets du quadrilatére,

L ‘. . ’
Ai‘»a 3 AS: Fy1 e A‘-‘p—is Azp—i

les 2p —2 courbes fermées conjuguées deux a deux; ces courbes fermées

correspondront & p-—1 des cycles d’ordre impair

C3, Cs, sy Cgp_i.

Les cotés ab et dec du quadrilatére correspondront au cycle Gy; les cotés ad
et be au cycle C,.

Nous prendrons sur les courbes fermées A; des points quelconques P;; nous
joindrons chacun des points P; au point correspondant P; de la courbe A} La
ligne L; qui joint P; & P} correspondra au cycle GC;.4, & la condition que ces
lignes L aient été tracées de fagon & ne pas couper les cotés du quadrilatere et
a ne pas se couper mutuellement.

Joignons les sommets opposés @ et ¢ du quadrilatére par une diagonale
curviligne ac, qui divisera ce quadrilatére en deux triangles ach et acd et qui
devra étre tracée de telle fagcon que toutes les courbes fermées A et A/ soient &
I'intérieur du premier triangle acb.

Le groupe qui jouera le role de nos groupes fuchsiens de tout a Pheure, sera
dérivé des substitutions suivantes ; Ty qui change ad en bc; Ta qui change b
endc; T:(¢=3,5, ..., 2p~—1) qui change A; en Aj;.

Soit bef le transformé du triangle ade par T;.

On peut remplacer le triangle adc par le triangle b¢f et, par conséquent, on
peut remplacer notre polygone générateur par un nouveau polygone limité
extérieurement par le quadrilatere abfc et intérieurement par les 2 p — 2 courbes
fermées A et A’; ces courbes fermées sont encore conjuguées deux a deux et
les cOtés opposés du quadrilatére sont conjugués.
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Ces deux polygones (qui tous deux correspondent a la surface S Lout entidre)
sont homéomorphes 'un a Pautre et de telle fagon que

ab, be, cd, da, Ay A, L

correspondent respectivement a
ab, bf, fe, ca, A;p A}, Li

Les cycles
Cx, Cz, Gz’a Gi+1

correspondront donc dans cet homéomorphisme a

CL, Cz"l“ Cq, Cli, C[+1.

Done la surface S est homéomorphe 4 elle-méme de telle fagon qu’au cycle
G corresponde le cycle G, en supposant
w=Cr (k=1,3,4,5, ..., 2p),
Ch = Cy+ Cu.
Dans ce cas, on a

J
Ty = &1 — &, Lo == &L, &y = Xy, cens Zop = L.

C’est done une substitution du premier Lype pour lequel le théoréme s¢ trouve
démontré, et il est clair qu’on le démontrerait de méme pour toutes les autres
substitutions du premier type.

Nous pouvons donc dire én résumé :

La condition nécessaire et suffisante pour gue la surface S soit homéo-
morphe a elle-méme de telle fagon qu'auzx cycles C; correspondent des
cycles homologues aux cycles G, c'est que la forme F(zx, y) relative aux
cycles G soit identique & la forme F (', y') relative auz cyeles C.

Il est ais¢ de conclure de Id qu'un cycle 2a;C; est toujours homologue & un
cycle non bouclé, c’cst-a~dire ne se coupant pas lui-méme, si les entiers a;
soni premicrs entre eux. Si, au contraire, ces entiers a; né sont pas premiers
enlre eux, il ne peut étre homologue 4 un cycle non bouclé.

Ltablissons d’abord le premier point.

Il suffira de démontrer que I'on peut trouver 2 p cycles

C’Ia C’!: reey "zp

tels que
Ci=Xa;C;
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et que la forme F(z, y') relative aux cycles G soil identique & la forme

F(z, y) relative aux cycles G; de telle facon que I'on ait
F(z', y') =2y Ya— 2o Y\ + 23V, — 21 ¥+ ..

sl nous supposons, comme nous le faisons d’ordinaire, qne les cycles C aient
é6té choisis de telle sorte que la forme F(#, ) soit réduite.

En effet, siles cycles ' satisfont a cette condition, la surface S sera homéo-
morphe & elle-meéme de telle sorte qu’au cycle C; corresponde un cycle homo-
logue & C;. Donc on pourra trouver un cycle homologue & C’ qui dans cet
homéomorphisme correspondra 4 C, et qui par conséquent ne sera pas bouclé,
puisque C; n’est pas bouclé.

Remarquons d’abord que si les entiers ; sont premiers entre eux, on pourra
trouver 2 p cycles

" y 4 »
1y 2 ey 2p

tels que
Ci= C} = Za,C;, G} = 254 C;,
les a; et les by étant des entiers dont le déterminant soit égal & 1.
Soit F(z", y") la forme relative aux cycles C.
Quelle relation doit-il y avoir entre les variables 2’ et 2 ? Le cycle G, devant
étre identique & G, il est clair que
.'L‘;, -95'3, cory Tay
devront étre les combinaisons linéaires de
Zyy &3, ... @3,
et qu’il en devra ¢tre de méme de la différence z, — 2.
Il reste & démontrer qu'il existe un changement linéaire de variables qui
satisfasse 4 cette condition et qui, en méme temps, soit tel que la forme F («/, 3')

soit réduite.
Or, nous pouvons écrire

F(z"y ") = 2] Yo— y5 Xo - @ (2, "),
ot X, est une combinaison linéaire de z), 2", ..., %,, dont les coefficients
sont des entiers premiers entre eux; oil Y, est la méme combinaison de Ve

Y31 -~+» Yaps ol enfin @ est une forme bilinéaire de

4

n 7 - ” " /]
Loy Xz «eey Dap; s Vi -y Yap.

J’ai dit que les coefficients de X, sont des entiers premiers entre eux, et en
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effet, si le plus grand commun diviseur élait @ > 1, le déterminant de la forme
F(2', ") serait divisible par a2, ce qui est impossible puisque ce déterminant
est égal a 1.

Ces coefficients étant premiers enlre eux, nous pouvons trouver 2p— I

combinaisons linéaires
XQ, Xﬂ, .y X‘zp

de z,, z;, ..., z,,, dont la premidre soil précisément X, el dont les coef-
ficients sotent des entiers dont le déterminant soit égal & 1.

Dans ces conditions, ® sera une forme bilinéaire de

Xg, X:;, ey Xo,,

et des combinaisons correspondantes

Yo, Y3y ..oy Yo

formées avec les »'. Nous pourrons alors écrire

=X, Y — Yo X + (X, Y),

ott X' est unc combinaison linéaire de X;, X,, ..., Xsp; ot Y/ est la méme

combinaison des Y ; ot ¢ est une forme bilinéaire des 4 p —4 variables

X:;, XL, veny Xgp; Y,f;, Y/., ceny ng.

Le déterminant de cette forme ¢ devra diviser celui de F; il sera donc égal
a 1. La forme ¢ ayant pour déterminant 1, on peut trouver 2p —2 combinai-

sons linédaires

’ )
&g, Xy, ceey .Z'zp

des variables X;, X4, ..., Xyp, telles que la forme § soit réduite quand on
prend les 2’ pour variables nouvelles, avec les combinaisons correspondantes '
des Y.
Si alors nous posons
zi =2 X, yi=yi—=Y,
zy = X, ¥y= Yy,
il viendra
F =z, yy — 2oy + 4.
La forme ¢ étant réduite, il en sera de méme de F, de sorte que nos nouvelles

variables 2’ répondent bien 4 la question.
Le premier point est donc établi.
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Supposons maintenant que les @; ne solenl pas premiers entre eux;je dis

que tout cycle homologue & 2a;C; est bouclé. Soit, en effet,

a; = bid,

d étant le plus grand commun diviseur des a;, et les &; élant premiers entre

eux. Soit alors

25;C;= (Y, 2a;Ci= dC.
D’apres ce qui préctde, la surface S sera homéomorphe a elle-méme, de telle
facon que C; corresponde a C;. Il nous suffit donc de montrer que tout cycle
homologue & dCy est bouclé; puisque dans notre homéomorphisme tout cycle
homologue & Za;C; correspondra A un cycle homologue & dC,;.

Pour cela, reprenons la représentation de notre surface S par un polygone
fuchsien R, de 4p cOtés et de la premiere famille, polygone qui avec ses
différents transformés remplira la surface du cercle fondamental.

Soit K notre cycle que nous supposons homologue & dCy. Ce cycle sera
représenté par une certaine ligne amb, allant d’'un certamn point @ intérieur au
cercle fondamentdl 4 un point b transformé de @ par une substitution du
groupe fuchsien. Outre cette ligne, nous devons eavisager loutes ses trans-
formées par les différentes substitutions du groupe fuchsien; car une quel-
conque de ces transformées représente comme la ligne elle-méme le cycle K.

Nous envisagerons, en particulier, les arcs de la ligne amb ou de ses trans-
formées qui seront & I'intérieur du polygone Ro. L’ensemble de ces arcs sera ce
que j’appellerai 'image du cycle K.

Cette image se composera d’un certain nombre d’arcs

A1B17 AgBa, " ey A”B”
allant de certains points Ay, A,, ..., A, situés sur le périmétre de Ro 2
d'autres points By, Bs, ..., B, situés également sur le périmetre de R,. Pour

que le cycle soit continu et fermé, il faut que les points By et A., By et
As, ...;Bas et Ay, By et A, correspondent & un méme point de S et, par
conséquent, que ce soient des points conjugués du périmétre de R,, cest-
a-dire des points correspondants sur deux c6tés conjugués.

Faisons correspondre un nombre & chaque point du périmetre de R, et cela
de la fagon suivante : 1° les nombres correspondant aux points A; et B; seront
des entiers; 2° les nombres correspondant aux autres points du périmatre

s . I - - .
seront égaux a des entiers - 5> 3¢ en suivant le périmétre dans le sens direct,
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notre nombre ne variera que quand on passera par un point A; ou par un
point B;; 4° il augmentera brusquement d’une unité quand on franchira 1'un
des points A;, et 1l diminuera brusquement d’une unité quand on franchira 'un
des points B;; 5° la valeur du nombre en un des points A; ou en un des points
B; scra la moyenne arithmétique entre les deux valeurs constantes de ce
nombre le long des deux arcs qui aboutiront & ce point. Si, par exemple, en

suivant le périmétre dans le sens direct on rencontre successivement les points

Ay, As, By, By, Ay, B,

\

C1 s L1 . 1

le nombre sera égald o en Ay, A 5 sur Parc AjAs, 4 1 en Ay, 3 1+ 5 sur I’are
LI . \ 1 \

AsBy,2a1en By, & 5 sur Parc ByBs, A 0en By, &4 — 5 sur Parc BoAj,2 0 en Ay,

1 \ X I

& - sur Parc A;B;,a0¢en B etenfind — - sur Parc B; A,.

Comme il y a aulant de points A que de points B, on relombera sur la
valeur initiale aprés avoir parcouru le périmetre toul entier.

Cela posd, je dis d’abord que si le cycle n’est pas bouclé ou, ce qui revient
au méme, si les arcs A;B; ne se coupent pas mutuellement, les deux points A;
et B; correspondent & un méme nombre. Soit, en effet, « 'un des deux arcs,
qui sur le périmatre de R, vont de A; en B;. Si le point A, se trouve sur cet
arc «, le point B, devra s’y trouver également; car si les deux couples de
points A;B;, A;B, étaient croisés, c’est-d-dire s'ils élaient placés sur le péri-
métre de facon & se séparer mutuellement, les deux arcs A;B; et A;B; devraient
se couper. Il résulte de la quiil y a sur larc « autant de points A que de
points B, ce qui revient 2 dire que les deux extrémités A; et B; de I'arc « cor-
respondent & un méme nombre. ¢. Q. F. D.

Comparons maintenant les nombres correspondants aux points B; et Ay
(pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indifféremment le
point A, par les notations Ay et Any).

Ces points A; et B4, nous Pavons dit, sont conjugués sur le périmétre
de Ro.

Comment exprimerons-nous que notre cycle K est homologue 4 dCy; cela
veut dire que si Pon considere les intersections du cycle K avec les différents
cycles fondamentaux C;, et que I'on convienne de regarder ces intersections
comme positives ou négatives suivant le sens dens lequel les deux cycles se
couperont (cf. Analysis situs, Journal de UEcole Polytechnigue) le nombre
des intersections positives sera le méme que celui des intersections négatives
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pour tous les cycles C;, sauf pour Cs, et que pour Cs le premier nombre sur-
passe le second de d unités. (Je dis Cs, parce que Gy coupe C. en un point, et
ne coupe pas les autres cycles C;, si nous choisissons les cycles fondamentaux
de fagon que la forme F soit réduite. )

En d’autres termes, soient

"y !
Ph P‘-’-7 ’17 I‘.’: P37 PM [3: _Pt

les cotés successifs de Ro; je suppose p =2 pour fixer les idées; dans ce cas,
les cotés Py, Ps, P,, P, sont respectivement conjugués de P}, P,, P;, P),. Le
c¢616 P; correspond au cycle G; et le co1é P au cycle C; parcourn en sens
inverse. Telle est bien la loi de conjugaison des cotés quand la forme F est
réduite.

Soit alors N; le nombre des points A qui se trouvent sur P; moins le nombre
des points B qui se trouvent sur ce méme coté Py soit N; la différence corres-
pondante pour le coté P .

On aura alors

N2=a’, N’»"——"-——d, N1=N3=N¢=N'1=N’3=N’.‘=O.

Voila les conditions qui expriment que le cycle K est homologue & dC,;.

Nous représenterons par Q;, S; les deux sommets du coté P; de telle facon
qu’en parcourant ce c6té dans le sens direct on aille de Q; en S;; de méme Q;,
S, seront les deux sommets de P;. Il est clair, d’aprés cetie définition, que le
sommet Sy sera identique au sommet Qq, le sommet S, au sommet Q,, etc.

Le nombre correspondant & S; sera égal 4 celui qui correspond & Q;augmenté
de N;; et comme tous les N et les N’ sont des multiples de d, nous devons
conclure que les nombres correspondant aux divers sommets de R, différent
entre eux de multiples de d.

Considérons maintenant deux coétés conjugués P; et P; et imaginons deux
points parcourant le premier le ¢coté P; dans le sens direct en allant de Q; en S;
et le second le coté P; dans le sens inverse en allant de S; en Q; et de facon &
rester constamment conjugués. Quand le premier passera par un point A, le
second passera par le point conjugué qui sera un point B; le nombre relatif au
premier augmentera d'une unité, et il en sera de méme du nombre relatif au
second puisqu’on est passé par un point B en marchant dans le sens inverse.
De méme quand le premier point passera par un point B, le second passera
par un point A et les deux nombres diminueront d’une unité.
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+ La différence des deux nombres demeure donc constante et comme elle était
originairement un multiple de d, elle sera toujours un multiple de d.

Ainsi, les deuzx nombres relatifs aux deux points conjugués A; et Bi,,
different d’un multiple de d; et comme le nombre relatif & B; est égal au
nombre relatif & A;, nons conclurons finalement que les nombres relatifs aux

2 n points
Ay, As oo, Ay By, Ba, ..., B,

different entre eux de multiples de d.

Or suivons le périmétre de Ro dans le sens positif et envisageons deux
poinls consécutifs A;A, ou A;By, ou B;By; d’aprés notre définition, les nombres
relatifs 4 ces deux points seront égaux ou différeront d’une unité. Si les diffé-
rences ne peuvent étre que des multiples de d, il faudra conclure que tous les
nombres relatifs aux points A et B sont égaux enlre eux et, par exemple tous
¢gaux A zéro.

. L, - I .
Alors pour les autres points du périmétre, notre nombre sera == 5 Si donc

nous considérons, en particulier, deux sommets de R, la différence des deux
nombres sera o ou ==1. Or pour les deux sommets Py et Q. ceite différence
est No=d.
Nous sommes donc conduil & une contradiction, ce qui veut dire que
Ihypothése faite au début était absurde et que le cycle K doit étre bouclé.
C. Q. F. .

%. Nous avons vu au paragraphe précédent qu’il est relativement aisé de
rcconnailre si un cycle donné est homologue a un cycle non bouclé, ou si
deux cycles donnés sont respectivement homologues & deux cycles qui ne se
coupent pas. Nous allons dans le présent paragraphe examiner une question
analogue :

Comment reconnailre si un cycle donné¢ est équivalent & un cycle non
bouclé, ou si deux cycles donnés sont équivalents & deux cycles qui ne se
coupent pas ?

Mais avant d’aborder celte question, revenons sur la définition de 1'équi-
valence.

Jusqu'ici nous avons toujours entendu cette équivalence de la fagon
suivante :

Quand nous écrivons
C=C,
H. pP. — VI. 59
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nous entendons que le point initial et final du cycle fermé C est le méme que
le point initial et final de C/, et qu’il existe entre C et C/ une aire simplement
connexe dont la frontiére compldte est formée par G et C'. Ou, en d’autres
termes, que l'on peut passer de G 4 C' en faisant varier C d’une maniére
continue et de fagon que le cycle reste constamment formé d’une seule courbe
fermée et que l¢ point initial et final demeure invariable. C'est ce qu’on peut
appeler 'équivalence propre.
Nous pouvons avoir avantage 4 écrire

C=C (impr.)

quand on peut passer de C & C/ en faisant varier G d’une maniére continue de
facon que le cycle resle constamment formé d’une seule courbe fermée, mais
en fawsant varier le point initial et final. C’est ce qu’on peut appeler 'équi-
valence impropre. En d’autres termes, on aura 1'équivalence impropre

C=(C(impr.)}

uand on aura I’équivalence propre
q q p

C=—o+ 4 a,

« étant un arc quelconque, allant du point initial et final de C’ au point initial
el final de C.

Nous aurons donc quatre sortes de relations : les équivalences propres, ol
L'on n’a pas le droit d'intervertir I'ordre des termes; les 6quivalences impropres,
ot Pon peut changer I'ordre des termes, mais & la condition d’en respecter
Vordre circulaire; les homologies sans division oi I'on peut interverlir cet
ordre d’une manitre quelconque et qu’on peut additionuer, soustraire et
multplier; enfin les homologies par division qu’on peut, en outre, diviser.

Quand il n’y aura pas d’avis contraire, et que nous parlerons d’unc équiva-
lence, 1l s’agira toujours d’une équivalence propre.

On peut se placer, dans I’stude de la question qui nous occupe, a plusicurs
points de vue différents. Représentons d’abord notre surface par un polygone
fuchsien R, de la premiere famille, construisons les différents transformés de
ce polygone par les transformations du groupe fuchsien correspondant G; ces
transformés rempliront le cercle fondamental. Un cycle quelconque G sera
alors representé par un arc de courbe MM/, allant d’un point M a un de ses
transformés M'. Deux cycles proprement €quivalents seront représentés par
deux arcs de courbe MPM' et MQM’ ayant mémes extrémités et réciprogque-
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ment deux ares ayant mémes extremités représenteront deux cycles équivalents.
Un arc M, QM| représentera un cycle improprement équivalent au cycle
représenté par Parc MM, si la méme snbstitution dn groupe G qui change M
en M’ change ¢galement M, en M.

Soit un arc MPM' représentant un cycle C; considérons les divers trans-
formés de cet arc par les substitutions du groupe G; tous ces transformés
représenteront également le cycle C. La condition pour que le cycle C ne soit
pas bouclé, c’est que Parc MPM' ne coupe aucun de ses transformés.

D¢ méme, soient MPM/, M, QM deux arcs représentant deux cycles G
¢t C; la condition pour que les deux cycles C et C ne se coupent pas, c'est
que Parc MPM' ne coupe ni 'arc M; QM ni aucun de ses transformés.

Cela posé, cherchons si parmi les cycles improprement équivalents a C il y
¢n a qui ne solent pas bouclés; reprenons Parc MPM' et la substilution S du
groupe G qui change M en M'. Cette substitution est hyperbolique; en effet,
dans le cas qui nous occupe, qui est celui d’un polygone R, de la premidre
famille dont les sommets forment un cycle unique ¢t dont la somme des angles
st 4 7, Loules les substitutions de G sont hyperboliques.

La substitntion S a donc deux points doubles a et 8 surle cercle fondamental.

Joignons ces denx points par une droitc non cuclidienne, c’est-a-dire,
d’apris la terminologie adoptée dans la théorie des fonctions fuchsiennes, par
un cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Soit My un point
queleconque de cette droite non euclidienne 3, son transformé M) par la
substilution S sera également sur cette droite «3. Soit M, QM T'arc de la
droite non-cuclidienne compris entre My et M. Il représentera un cycle
improprement équivalent an cycle MPM'.

Considérons maintenant les tranformés de M, QM par les diverses transfor-
mations de G, ce seront aussi des arcs de droite non euclidienne. Les trans-
formés par la substitution S et ses multiples nous donneront la droite of tout
entidre; les autres transformés nous donneront d’autres droiles non-eucli-
dienne, & savoir les droites &3’ qui joignent les deux points doubles &' et 8
des diverses substitutions transformées de S par les substitutions de G, c’est-
a-dire des diverses substitutions hyperboliques T-2ST, T étant une transfor-
mation de G.

Le cycle M, QM, ne sera donc pas bouclé si ces diverses droites non
cuclidiennes ne se coupent pas; et pour qu’elles ne se coupent pas, il faut et il
suffit que pour aucune des substitutions T~*ST, les deux points doubles o
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et B' ne se croisent sur le cercle fondamental avec les deux points doubles «
et B, c'est-a-dire ne se présentent dans ’ordre circulaire aa'33 ou dans I'ordre
inverse.

Réciproquement, je suppose que deux de nos droites non cuclidiennes se
coupent; je dis que tous les cycles improprement équivalents & MPM' seront
bouclés. Si elles se coupent, en effet, c’est que les points doubles «, 8 et o', £’
de S et de T-1ST se croisent. Considérons un arc quelconque MM, impro-
prement équivalent & MPM'; alors M) est le transformé de M, par S;
considérons d’abord les transformés de I'arc M, M, par la substitution S et ses
multiples; ils joindront entre eux les transformés successifs de M, par les
multiples de S; ils formeront donc un trait continu qni ira de « en f.

Pour la méme raison, les transformés de P'arc MM, par les substitutions
ST (ol m est un entier positif ou négatif) formeront un trait continu qui ira
de «' en 3'; comme les points «, 3, &, 3 sont croisés, il faut que ces deux traits
continus se coupent; c’est-a-dire que deux des transformés de 'arc MM, se
coupent, c’est-a-dire que le cycle Ma M), soit bouclé. c. Q. F. b.

De méme, soient MPM' et NQN' deux arcs représentant deux cycles fermés.

Parmi les cycles improprement équivalents 8 MPM' et NQN', y en a-t-1l qu
ne se coupent pas ? Soient S et S, les substitutions qui changent M en M, et N
en N'. Soient a et 8 les points doubles de S; a4 et B, les points doubles de S,.
Tragons les deux droites non euclidiennes off et «,(3,, prenons sur ces deux
droites deux points quelconques M, et Ny ; soit M, le transformé de M, |par S,
et N celui de N, par Sy; le point M sera sur la droite «f et le point | sur la
droite ay 3.

Considérons les arcs de droite non euclidienne, M, M, et N,N/; ils repré-
senteront deux cycles impropremenl équivalents 8 MPM' et &8 NQN'.

Par un raisonnement tout pareil & celui qui précéde, on verrait que si les
points doubles a et £ de S ne se croisenl pas avec les points doubles o, et 34
de Sy, ni avec les points doubles des diverses transformées T—* S, T de S, les
cycles My M| et NN ne se coupent pas; et que si, au contraire, « et {5 se
croisent, soit avec «, et (3, soit avec les points doubles de P'une des lrans-
formées T—* 5, T, non seulement les cycles M; M, et N, N/ se coupent, mais
qu’il en est de méme de deux cycles quelconques improprement équivalents a
MPM' et NQN'.

On peut encore présenter la chose sous une autre forme. Supposons que le
cycle MyM; ne soit pas bouclé; alors la droite non eaclidienne af et ses
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diverses transformées ne se coupent pas; ces droites non euclidiennes partage-
ront alors la surface du cercle fondamental en une infinité de régions. Si le
point N appartient & 'nne de ces régions et si le point N’ transformé de N par
Sy appartient & une autre région, les cyclos M;M| et NN’ se couperont, ainsi
que les cycles improprement équivalents; si les deux points N et N' appar-
tiennent 4 la méme région, ces cycles ne se couperont pas.

Plagons-nous maintenant & un autre point de vue. Envisageons un cycle G
représenté par un arc MPM' et tous les transformés de cet arc. Le cycle sera
bouclé si deux de ces transformés se coupent; mais s'il existe une intersection
de deux transformés, il y en aura une infinité qui se déduiront les unes des
autres par les substitutions de G et, en parlticulier, il y en aura une & U'intérieur
de R,.

I1 snffira donc d’envisager les portions de Parc MPM' et de ses transformés
qui sont a 'intérieur de Ro. Notre cycle sera alors représenté par un certain
nombre d’arcs A;B; qui iront d'un point du périmétre de R, & un autre point
de ce périmétre.

Quand un point décrira sur la surface fermée S le cycle fermé G tout entier,

le point correspondant sur R, décrira successivement les arcs

A1B1, A.ng, sy Aan.

Les points A et B appartiendront au périmatre de Ro, on sait que ce péri-
matre se compose d'un certain nombre de cdtés conjugués deux a deux; il est
clair que les points By et Ay, By et Ay, ..., Bpy et Ay, B, et Ay doivent étre
conjugués.

St les arcs A;B; ne se coupent pas entre eux, le cycle n’est pas bouclé.

De méme, siau liew d’un cycle, nous en considérons deux ou plusieurs, et
si les arcs représentatifs de ces divers cycles ne se coupent pas entre eux, ces
divers cycles ne se couperont pas entre eux.

Supposons, pour fixer les idées, p = 2. Alors le polygone R, est un octo-
gone dont les cOtés consécutifs représentent respectivement les cycles

+ Gy, =+ G, — Gy, — Gy, + Gy =+ Gy, — Gy, — G,

ce qui montre d’abord que 'on a entre les quatre cycles fondamentaux I'équi-

valence
(26) Cl1+ Cz—-ci-—ca-i- C:;—l— Cq.—- C;g—-— C;EO,

puisque le polygone Ry est une aire simplement connexe.
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Soit M un point intérieur & Ry, N un point situé sur un des cotés de Ry, et
N’ le point correspondant sur le coté conjugué. Nous voyons tout de suile que
le cycle MN' 4 NM est improprement équivalent

4 + Gy si le point N est sur le coté + Ci;

— Gy » » + Ca;
—_Cs » » — Gy
+ G » » — Cy;
(27) — C'i- » » -+ C;;;
—_ C;; » » -+ CJ, 3
—_ » » e G:g;
-+ C;; » % — Cr,.

Cela posé, nous verrons que are A;B; est équivalent & l'arc A;MB;; par
conséquent, notre cycle

C=A;B,+ A:;By+...+ A,B,
est équivalent &

A/ MB;+ A;MBe+...+~ A, MB,

et, par conséquent, improprement équivalont a

(MB,+ A;M) - (MBy + AsM) +.. .- (MB,—y + A, M).

Or lune quelconque des ecxpressions entre parenthdses, par exemple
MB; + A, M, est analogue au cycle MN'+ NM dont nous venons de parler.
Elle sera donc équivalente 4 'un des cycles fondamentaux == Gy, == Ca, == G,
== C, et pour savoir auquel de ces cycles, il suffira d’examiner sur quel coté
de Ry sc trouve le point A; ct de se reporter au tableau (27).

Nous voyons ainsi que nolre cycle G est improprement équivalent & une
combinaison des cycles fondamenlaux el nous avons le moyen de déterminer
cette combinaison. La combinaison ainsi trouvée n'est pas la seule 4 laquelle G
soit équivalent, car nous pouvons transformer I'équivalence ainsi obtenue en
nous servant de 'équivalence (26) qui cst la scule qui ait lieu entre les cycles
fondamentaux.

Inversement, étant donnée une combinaison K quelconque des cycles fonda-
mentaux, nous avons le moyen de former un cycle équivalent représenté par
une série d’arcs Ay By, AyBs; ..., A,B,.

Ecrivons notre combinaison K, par exemple, sous la forme

K =+ C1+ Ci+ Copum Cy~ Co+ Ci— Cy— Ca—Co

ou sous une forme analogue; chacun des termes de la combinaison sera un des
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cycles fondamentaux G; affecté du coefficient + 1 ou — 1. L’¢nsemble de deux
termes conséeutifs s'appellera unc ségquence et j'appellerai aussi séquence
Pensemble du dernier et du premier terme, de sorte qu’il y aura dans notre
combinaison autant de séquences que de termes.

A chaque séquence correspondra un arc A;B,; le point A; se trouvera sur

le coLe
+ G, 4Gy —Cy —Cyy +GCy +G, —C, —GC

s1 le premier terme de la séquence csl respectivement

+ Cay — Gy —GCyy +0Ciyy +GCyy —Cy —0GCy +0GCy
et le pomt B; se trouvera sur le coté

— G, —GCsy +0Cy +Cy —C3 —0GCp +0GC3 =G

si le second lerme de la séquence est respectivement

+G-3, —01, -—Ga, '-I—G], '-I"'C.q,, —Cn, —Ci, -+ Ca.

Deux arcs A;B; et A;B, se couperont forcément si les points A;B; se eroisent
avee les points A;B; sur le périmeéire de Ry. Nous dirons alors que les deux
séquences correspondantes sont incompatibles. Si, au contraire, ces quatre
poinis ne s¢ croisent pas, nous pourrons tracer les deux arcs de facon qu’ils ne
$¢ rencontrent pas.

Comment reconnaitrons-nous si deux séquences sont incompatibles; cela ne
présentera aucune difficullé si les quatre points A;B;A; B, sonl sur quatre
colés différents; Vordre circulaire de ces quatre poinls sera celul des quatre
- ¢OLés qui est connu.

Mais si, par exemple, A; et A, sont sur un méme colé, il faul envisager deux
séquences consécutives AjyBiy + A;B; et Aj—y Bj—s + A;Bi. Nous voulons
que les points A;—1Bi-; et Ay—y B, d’unc part ne se croissent pas et que les
points A;B; et A;B; d’autre part ne se croisent pas non plus. Pour désigner un
coté sur lequel se trouve un des points A, ..., nous emploicrons cetle méme
lettre A[. .

Par hypothése, les points A; et A; se trouveront sur un méme coté AA; et
il en résulte que les points Biy et By sé trouvent également sur un méme
c6té Bi_y Br_s conjugué de A;A,.

Cela posé, parcourons le périmatre de Ro de fagon & rencontrer successive-
ment les cotés Ai_1, Bt Bi_1, Ay_s; les points A;_y By et Ay Bjs ne devant
pas étre croisés, nous rencontrerons B; 4 avant Bi-1-
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Parcourons maintenant le périmetre de R, en sens contraire, quand nous
parcourrons le coté conjugué A;A;, nous devrons rencontrer A; avant A,
puisque A; est conjugué de B;_s, et A, de B;_.; et comme les pomnts A;B; et
A;By ne doivent pas étre croisés, nous rencontrerons les cotés B;, A;A; ot By
dans 'ordre que je viens d’indiquer.

Donc pour que les séquences soient compatibles, 1l faut que pour rencontrer
successivement les cotés A;_y, B;_4Bs_1, As_; ou bien pour rencontrer succes-
sivement les cotés By, A;A, B, on doive parco.urir R, dans deux sens opposés.

Les autres cas douteux se rameneraient au précédent en renversant 'un des
deux arcs A;B; ou A;B,. l

Cela posé, un cycle dont toutes les séquences sont compatibles sera équi-
valent & un cycle non bouclé; un cycle qui aura des séquences incompatibles
ne sera pas équivalent & un cycle non bouclé, 4 moins qu’on ne puisse faire
disparaitre ces séquences par le moyen de I'équivalence (26). On reconnaitrait
de la méme manitre si deux ou plusieurs cycles sont équivalents & des cycles
qul ne se coupent pas.

L’application de ces régles nous apprend, par exemple, que de loutes les
combinaisons des cycles impairs G, et C;, les seules qui solent équivalentes a

des cycles hon bouclés sont les suivantes :

Gl, Ga, Cq+ Ca, Ca—l— Cl.

Mais pour ce qui va suivre, J’al besoin de me placer encore a4 un autre point
de vue. _

Représentons notre surface par un polygone fuchsien R de la troisiéme
famille qui, pour p = 2, sera limité extérieurement par un cercle et intérieure-
ment par trois aulres cercles. Construisons les divers transformés de R, parles
substitutions du groupe correspondant G'; ils rempliront cette fois le plan tout
entier, sauf une infinité de points singuliers répartis sur la circonférence du
cercle fondamental.

Un cycle sera encore représenté par un arc MM’ allant d’un point M 4 'un
de ses transformés M'.

Mais deux arcs ayant mémes extrémités ne représenteront pas toujours deux
cycles équivalents; il faut, en outre, que dans l’aire comprise entre ces deux
arcs, il n’y ait pas de point singulier. A part cela, ce que nous avons dit pour
les polygones fuchsiens de la premiére famille subsiste.

Construisons les divers transformés de Parc MM par les substitutions de G';
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conservons ensuite les portions de ces transformés qui sont a U'intérieur de R ;

notre cycle se trouvera alors représenté par une scérie d’arcs

AEB‘Ia AEB!‘.s LR} Aan

allant d’un point du périmetre de R} 4 un autre point de ce périmaétre, et tels
que les points B;_; et A;, B, et A; soient conjugusés.

Pour qu'un cycle ne soit pas boucls, ou pour que les deux cycles ne se
coupent pas, la condition c’est que les arcs A;B; qui représentent ce ou ces
cycles ne se coupent pas; et on le reconnaitra par des moyens analogues &
ceux que nous venons d’exposer.

Mais il nous reste une question a traiter. Etant donné un cycle représents

Fig. 2.

par‘ un certain nombre d’arcs A;B;, a quelle combinaison des cycles fonda-
mentaux est-il équivalent?

Pour résoudre cette question, cherchons a revenir au cas du polygone de la
premiére famille R,.

Notre polygone Rj est limité exlérieurement par le cercle + A et intérieu-
rement par le cercle — A conjugué de + A et par les cercles +B et —B
conjugués 'un de Pautre. Je vais chercher & modifier R} de fagon & le trans-
former en un polygone R{ homéomorphe de R,.

Soient D et D' deux points conjugués sur + A et —A; soient E et E/ deux
points conjugués sur - B et —B. Joignons DD', DE, DE' par des arcs de
courbe qui seront regardés comme des coupures. Enveloppons la coupure DE
et le cercle —B par une courbe fermée DMD qui en reste trés peu distante.
Considérons la figure DE'M comprise entre cette courbe fermée et —B et sa

H. P. — VL 6o
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transformée D EM' par la substitution de G' qum change — B en + B. Relran-
chons du polygone Rj la figure DE'M ct annexons-lui, en revanche, la
figure D'EM’, nous obtiendrons un nouveau polygone Rj qui représentera la
surface fermée au méme titre que R); ce polygone sera himité extérieurement
par le cercle 4 A el intérieurement par le cercle —A etles courbes fermées DMD
et D’M'D"; mais ce polygone R}, grice aux coupures DD', DE, DE', D"E sera
devenu simplement connexe; les numdéros 1, 2, ..., & 8 marquds sur la figure
indiquent Pordre dans lequel on rencontrera les sommets de ce polygone sim-
plement connexe quand on en parcourra le périmetre. On voit, par 'ordre de
conjugaison des coiés, que ce polygone est homéomorphe a4 R, el de telle fagon
qu'aux cotés de Rj.
81, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78

correspondent les ¢Hlés de Ro

+C1, +C‘_>, — Gy, — Co, —l—C:], -f-Ca, -—-Ca, — Cs.

Etant ainsi ramené au cas de R, il nous st aisé d’énoncer la rogle.

A chacun des arcs A;B; qui traversent R, pourront correspondre plusicurs
arcs analogues traversant RY, parce que l'arc primitif peul étre partagé en
plusieurs trongons par les coupures. A chacun des arcs partiels traversant Ry
correspondra, d’aprés la régle démontrée dans le cas de Ro, un terme et un scul
dans la combinaison de cycles fondamentaux cherchée. A chacun de nos arcs
primitifs A;B; correspondra donc un ou plusieurs termes de celte combinaison.

Le premier de ces termes dépend de la position du point initial A;; si ce

point est sur les cercles
+A, —A, +B, —B,
ce premier terme sera respectivement
—+- Gg, —_ C:, — C4, - C,ﬁ,-
Les termes suivants dépendent des coupurcs DD/, DE, DE' successivement

rencontrées par Parc A;B;; si cet arc rencontre en allant de gauche a droite

DD’ ou DE ou DE,

les termes correspondants seront respectivement

-l-Cu, -I-G:s, —G—GC+C

et si ces coupures sont rencontrées de droite & gauche, ils seront

— Cl: - Gs, —_ Cr"l— Cag == C@.
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Il est donc aisé, d’apres cette végle, de former la combinaison cherchée.

Dans tout ce chapitre, je me suis placé au point de vue de 'équivalence
impropre; si Pon voulait déduire de la des théorémes analogues pour ’équiva-
lence propre, il suffirait d’observer que toute surface fermée est homéomorphe
A elle-méme de telle facon qu'un point quelconque A de cette surface corres-
ponde & un autre point quelconque A’ de cette méme surface.

5. Envisagcons, en particulier, une variété V a trois dimensions définie
comme au paragraphe 2; son squelette se réduira & un simple segment de droite
lé long duquel la variable que nous avons appelée ¢ variera de o a 1. Le
sysléme W (¢) sc composera d’une variété unique; cetle variété sera une surface
fermée ordinaire que nous supposerons bilatere, qui s¢ réduira & un point
pour ¢ = o el dont Pordre de connexion ira sans cesse en croissant quand ¢
croitra de 0 & 1 et sera égald ap 41 pour £ =1.

Il résulte de cette définition que la variété 'V n'est pas fermée.

D’aprés ce que nous avons vu au paragraphe 2, la droite qui forme le sque-
lette de V sera subdivisée en trongons par certaines valeurs remarquables de ¢.

Soient
t, fay ..., Ip

ces valeurs remarquables ; ce seront celles pour lesquelles la surface W (¢) a un
point singulier et, d’aprés nos hypotheses, celles pour lesquelles I'ordre de
connexion de cette surface augmente de deux unités.

Ainsi 'W sera 1 fois connexe pour ¢ compris entre o ¢t £y, 3 fois pour ¢
compris entre ¢y €l fa, ..., 2¢ + 1 fois enlre Z; el ¢y, . .., el enfin 2p 41 fois
entre £, et 1.

La surface W reste homéomorphe a clle-méme lant que la variable ¢ reste
sur un méme lrongon.

Supposons que nous fassions décroitre £ el que ¢ passe par une des valeurs
remarquables; il arrive alors comme nous I'avons vu au paragraphe 2 qu’un des
cycles G de la surface S se réduit & un point; que tous les cycles équivalents
a C deviennent équivalents a zéro et, d’autre part que tous les cycles qui ren-
contraient G cessent d’exister.

C’est ainsi que le nombre des cycles réellement distincts, el par conséquent,
I’ordre de connexion se trouve diminué de deux unités.

Nous allons maintenant définir le cycle K,. Pour £ =1¢,+4¢, il existe
sur W (¢, -+ ¢) un cycle infiniment petit qui se réduit & un poinl pour ¢==¢,.
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C’est ce cycle que j'appelle K,. La surface W (¢) reste homéomorphe a elle-
méme quand ¢ varie de i, & £5..4; [et Pon peut supposer que ’homéomorphisme
est tel que pour deux valeurs infiniment voisines ¢ et ¢/, les deux points corres-
pondants sur W (¢) et W (') soient infiniment peu différents I'un de Pautre].
La surface W (¢) reste donc homéomorphe & W (z,-4-¢) et au cycle K, corres-
pondra sur W (¢) un cycle que j’appellerai encore K,. Pour définir K, sur la
surface W (£4.1 +¢), il suffit de dire que ce cycle doit différer trés peu du
méme cycle sur la surface W (#,,1—¢); comme W (¢) reste homéomorphe &
elle-méme pour toutes les valeurs de ¢ comprises entre Z;,1 el fgi2, OD peut
définir comme plus haut le cycle K; pour ces valeurs de ¢, et ainsi de suite.

Le cycle K, étant ainsi défini, j’arrive & la propriété essentielle, 4 savoir que
deux cycles K, et Kg ne se coupent pas. Soient 8 > a, et soit d’abord ¢ = g+ ¢;
alors Kg est trés petit et je dis que K, ne coupe pas Kg. En effet, d’aprés sa
définition, le cycle K, existe encore pour ¢ < tg, or j'ai dit que les cycles qui
coupent le cycle trés petit Kg disparaissent quand ¢ devient <C¢g. Faisons
varier ¢ de fg 4 £g+1. Entre ces limites, toutes les surfaces W (¢) sont homéo-
morphes entre elles et comme sur 'une d’elles les cycles K, et Kgne se coupent
pas, les cycles correspondants K, et Kg ne se couperont sur aucune d’elles.
Comme K, et Kg ne se coupent pas sur W (¢g.4—¢), on conclura que sur la
surface infiniment voisine W (¢g.4~+¢), les deux cycles K, et Kg ne se
couperont pas non plus; pour &g,y <<t <C g, s, toutes les surfaces W (z) sout
homéomorphes et comme sur I'une d’elles les cycles K, et Kg ne se coupent
pas, ils ne se couperont sur aucune d’elles; et ainsi de suite.

Donc les cycles K, et Kg ne se coupent pas. c. Q. F. D.

Jajoute que le cycle K, n’est pas bouclé; il ne Pest pas pour ¢ =¢,+ ¢ puis-
qu’il se réduit 4 une courbe fermée trés petite; donc & cause de ’homéomor-
phisme il ne I'est pas pour £, <C ¢ <C t,,_'._i ;11 ne ’est pas pour ¢ = £,.4 + ¢, parce
qu’alors il differe trés peu de ce qu'il est pour ¢ = ¢4 —¢; et ainsi de suite.

Faisons varier ¢ depuis Z, Jusqu’d 1, le cycle K, variera d’une fagon continue;
pour £ ==, il se réduit & un point et pour £>> £, & une courbe fermée unique.
Il engendrera donc une aire simplement connexe que j’appelle A,.

Deuz aires A, et Ag n’ont aucun point communrn; et, en effet, s'ils en avaient
un, ce point appartiendrait & une surface W (z) et sur cette surface aux deux
cycles Ko et Kg; or nous venons de voir que ces deux cycles ne se coupent pas.

Désignons encore par B, l'aire partielle engendrée par K, quand ¢ varie
depuis £, jusqu’d ¢(£<C1) et qui, comme Ag, est simplement connexe. Nous
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allons traiter K,, A, et By comme des coupures; a cet effet, considérons deux

cycles K7 et K/ infiniment peu différents de K,; nous pouvons supposer que

ces deux cycles ne se coupent pas. La portion trés petite de la surface W (z)
1 ? ! "

comprise entre ces deux cycles s’appellera S,(¢). Les deux cycles K| et K/

engendreront deux aires A/ et A, quand ¢ variera de ;4 1 et deux aires B) et B,

quand ¢ variera de £ 4 ¢.

Cela posé, retranchons de la surface fermée W (¢) les aires (rés petites

Sl(t): S2(t)a BRI Sﬂ(t)'

Apres cette opération, la surface restante W — %S, ne sera plus une surface
fermée, elle admetira pour frontitres les 2 p courbes fermées K, el K'f,

Ajoutons ensuite & cette surface les aires B, et B ; le résultat de celte addition
sera une surface

W,(£)=W —28,+ IB, + =B
qui sera fermée puisque B admet K| comme frontiere compléte et que Bj
admet K7.

Je dis que la surface W (¢) ainsi obtenue est simplement connexe et sans
singularité. Elle n’a pas de singularité, parce que ses différentes parties nc se
coupent pas el n’ont d’autres points communs que ceux des courbes K et K/
qui leur servent de frontidres. EL, en effet, W (z) ne peut avoir aucun point
commun avec B ou B, en dehors de K, et K| ; et, d’autre part, comme les
aires B et Bg ne se coupent pas, les aires B, By, By, By, ..., n’auront non
plus aucun point commun.

D’autre part, la surface non fermée W — XS, est homéomorphe & nne aire
plane limitée extérieurement par une courbe fermée et intéricurement par 2 p—1
autres courbes fermées (cela n’est pas autre chose que la représentation de la
surface W par un polygone fuchsien de la troisieme famille dont il a été ques-
tion plus haut au paragraphe 3) ou, ce qui revient au méme, 2 une aire sphé-
rique, comprenant, ce qui reste d’une sphére quand on en a retranché 2 p petites
aires « simplement connexes et extérieures les unes aux autres.

D’un autre coté, les 2p aires B’ et B” peuvent élre considérées comme
homéomorphes aux 2p aires «; on verra ainsi, en faisant atiention a la fagon
dont se fait le raccordement, que la surface totale

Wi=W—328+ 2B 4+ IB"

est homéomorphe 4 la sphére entitre, c’est-a-dire simplement connexe.
C. Q. F. D.
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Faisons varier maintenant ¢ depuis o jusqu’a 1, el en méme lemps imaginons
que les cycles K, et K} se rapprochent de K, de fagon a se confondre avec K,
pour { =1.

Je suppose que les positions successives de K et de K n’atent aucun point
commun, pas plus par conséquent que les positions successives des aires A
et A7, B, ou B} . Dans ces conditions, tout poini inlérieur & |V (les points des
aires A, exceptés) appartiendra a Pune des surfaces Wy et & une seule. Les
points de la surface limite W (1) appartiendront & W, (1). Pour t=1, les
aires B;, et B}, se réduiront & Al et Ay, et celles-ci elles-mémes se réduiront aux

aires A, puisque pour £ =1 les cycles K/ et K| se réduisent a K,.

Sinous considérons donc un point de A4, ce point se trouvera encore sur Wy (1)
mais & ce point de A, correspondront deux points de Wy (1), 'un de ces points

I

devant étre considéré comme appartenant & B, = A/ el P'autre 4 B) = A/,

Les surfaces simplement connexes W ,(¢) s’emboitant mutucllement engen-
dreront (¢f. § 1) une variélé simplement connexe.

On peut donc dire qu’en pratiquant dans V les p coupures A, on rend cette
variété simplement connexe. Praliquons ces p conpures, et déformons notre
variété de fagon a écarter les deux levres de ces coupures; la variété nouvelle U
ainsi obtenue sera simplement connexe, limitée par une surface simplement
connexe H homéomorphe 4 une sphere. Sur cetic surface simplement connexe
nous distinguerons 2p aires simplement connexes qui seront les deux l¢vres
des p coupures, ct que j’appellerai les cicalrices; ces cicalrices seront conjuguées
deux & deux.

A chaque point de U correspondra un point de V et un seul; de méme a
chaque point de V correspondra un point de U et un seul, sauf pour les points
des aires A, 4 chacun desquels correspondront deux points de U situés sur
deux cicatrices conjuguées.

Considérons deux variéiés analogues & U; chacune d’elles sera simplement
connexe, chacune d’elles sera limitée par une surface simplement connexe por-
tant 2 p cicatrices simplement connexes conjuguées deux 4 deux et extérieures
les unes aux autres. Il est clair queles deux figures ainsi formées seront homdéo-
morphes entre elles et homéomorphes a la figure formée par une sphére dont
la surface porte 2p cicatrices constituées par des petils cercles extérieurs les

uns aux autres.

D’olt cette conséquence importante; toutes les variéiés engendrées comme V
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et pour lesquelles le nombre entier appelé plus haut p est le méme sont homéo-
morphes entre elles.

Supposons que dans l'espace ordinaire on construise une surface fermée
2 p -1 fois connexe et sans singularité. Cette surface partagera 'espace en deux
régions, l'une intéricure ct Pautre extéricure. Soit R la région intérieure. C’esl
une variété non fermée a trois dimensions susceptible de la méme génération
que V. Donc V est homéomorphe & R pourvu que le nombre p soit le méme.

Donc, si j'appelle développables les variéiés non fermées qui sont homéo-
morphes & une portion de I'espace plan, toutes les variétés engendrées comme V
sont développables. '

On peut en tirer en passant unc conséqnence; considérons dans Iespace
ordinaire deux surfaces fermées S ¢t S/, I'une et Pauire 2p 4-1 fois connexes.

Soil R le volume intéricur 4 5, et R’ le volume intérieur & S'. On sait que les
deux surfaces S et 5’ sont homéomorphes; mais 1'on pourrait sc demander s'il
en est de méme des deux volumes R et R’ et au premier abord on pourrait étre
tenté de répondre négativement & cetle question. On pourrail se représenter les
diverses nappes de la surface S’ s’enchevétrant les unes dans les autres d’une
facon compliquée et formant des nacuds qu'il serait impossible de dénouer sans
sortir de I'espace a trois dimensions. Loin de 13, nous sommes maintenant en
étal de conclure que les deux volumes R et B/ sont toujours homéomorphes,
puisque ces deux volumes pcuvent éire engendrés comme V, et que deux
variétés engendrées comme V sont toujours homéomorphes.

Jarrive maintenant & une question importanie pour ce qui va suivre. Je
reprends la variété V limitée par la surface W(1), ct engendrée par la
surface W (). _

La méme variéls pourrait-elle éire engendrée par unc autre surface W (¢),
qui comme W (¢) s¢ réduirait 4 un point pour ¢= o0, aurait un ordre de
connexion constamment croissant et finalement se réduirait & W (1) pourz=1?
Il est évident que V est susceptible d’'une infinité de maniéres d’'une pareille
géndération. Il s’agit de comparer ces divers modes de génération.

Je désignerai par K, ..., K] les p cycles qui Jouent dans la nouvelle géné-
ration le méme role que les cycles Ky, ..., K, dans 'ancienne.

Quelle relation y a-t-il entre les cycles K et K'? Peut-on choisir arbitrai-
rement les cycles K/, et quelles conditions doivent remplir p cycles de la
surface W (¢) pour pouvoir étre choisis pour jouer le role des cycles K'?

1° Ces cycles ne doivent pas étre bouclés; 2° Ils ne doivenl pas se couper.
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Mais ce n’est pas lout. Le cycle Ky, par rapport & la variété V, est équi-
valent & zéro, puisqu’il forme la frontiére compléte de l'aire A, qui fait partie

de V. Nous aurons donc les équivalences

(1) Ki=Ky=...=sk;=0 (mod V)

et toutes celles qui s’en déduisent. Je dis que nous n’en aurons pas d’autres.
Je venx dire par la que si nous avons par rapport & V une équivalence de la

forme suivante :
(2) C=o0 (mod V),

C étant un cycle de la surface frontidre W (1), que j'appellerai pourabréger W,
nous aurons, par rapport & cette surface frontiéere W une équivalence de la

forme
(3) C=—o+Bi+og—ar+ Bat+oog—...—dp+ Br-+an (mod W),

oit les a; sont des cycles quelconques de W et ou les B;sont des cycles de cette

surface tels que
Bi=mK  (mod W),

m étant un entier positif ou négatif et K I'un des cycles Ky, K, ..., Ky; et,
en effet, si I'équivalence (3) a lieu, on aura a fortior:

C=2(—a+3+2) (modV)

ou, a cause des équivalences (1) qui entrainent 3=o

C=32(—a+a)=o (mod V).

L’équivalence (2) est donc une conséquence des équivalences (1).

Pour établir la proposition énoncée, je suppose que I'équivalence (2 ) ait lieu;
elle signifie que le cycle C est la frontiére compléte d’une certaine aire sim-
plement connexe D située dans V.

Cette aire pourra couper I'aire A, suivant une ligne L, qui ira d’un point
de C a un autre point de G, puisque les extrémités de L, ne peuvent se trouver
que sur la frontiere de A, c’est-d-dire sur W, ou puisqu’elles sont sur D, sur
I'intersection de W et de D, c’est-a-dire sur C. L’aire D pourra aussi ne pas
couper Ay, ou la couper suivant plusieurs lignes distinctes L,. Dans tous les
cas les différentes lignes L ne se couperont pas puisque les diverses aires A ne
se coupent pas et puisqu’on peut toujours supposer que les aires A et D n’ont
pas de singularité et déformer au besoin un peu D de fagon que les surfaces D
et A ne se touchent pas.
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Chacune des lignes L partage 'aire D en deux parties puisque cette aire est
simplement connexe. Cetle aire D sera donc divisée par les diverses lignes L
cn un certamn nombre d’aires partielles Ay, As, .... On peut parcourir succes-
sivement les contours des diverses aires partielles A de la fagcon suivante que je
ferai mieux comprendre par un exemple que par des explications.

Surla figure le cycle ABCDEFGHNIKLMPA est le cycle C; les lignes CE, BF
GK, HI, LP sont les lignes L.

Il est clair que le cycle total peut étre remplacé par la somme des arcs
suivants :
(ABCDE -+ ECBA ) + (ABCE + EF —+ FBA)
s + (ABF -+ FGH -+ HNI -+ IHGFBA)
+ (ABFGHI - IK -+ KGFBA)

(4) 5=
I + (ABFGK + KL + LPA ) + (APL + LMP - PA).

Fig. 3.

On voit, en effet, que le dernier terme de chaque parenthése est détruit par
le premier terme de la parenth2se suivante et qu’en supprimant les termes
ainsi détruits on retrouve le cycle total C.

Prenons maintenant I'une de ces parenthases, la troisidme par exemple; elle
peut s’écrire

. ABFGH + HNIH + HGFBA.

On voit que le premier et le dernier terme représentent un méme arc ABFGH
parcouru une fois dans le sens direct, une fois dans le sens inverse, et que le
second terme représente le contour de l'une des aires partielles A, & savoir de
I’aire HIN; il en est de méme pour les autres parenth&ses de ’expression £ qui
peut s’écrire '

(ABC + CDEG — CBA )+ (AB - BCEFB -+ BA)
(5) + (ABFGH + HNTH 4+ HGFBA)
+ (ABFG + GHIKG -+ GFBA) -~ (ABFGKLPA ) + (AP + PLMP + PA).
H.P. — VL 61
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Je vais encore modifier le chemin X. Ce chemin se compose d’arcs faisant
partie du contour primilif C et d’arcs formés par les lignes L. Ces derniers arcs
se détruisent comme on 'a vu parce que dans I'expression (4) le dernier terme
de chaque parenthése est détruit par le premier de la suivante. Nous pouvons
transformer ces derniers arcs; nous remplacerons la ligne L, par un arc appar-
tenant au cycle K, et ayant mémes extrémités. Cela est possible parce que les
deux extrémités de la ligne L, sont sur le cycle K;; cela est permis d’ailleurs
parce que ces nouveaux arcs, mis a la place des anciens, se détruiront comme
se délruisaient les anciens. Et si j’appelle &' ce que devient le chemin X aprés
cette transformation, le cycle primitif C peut donc aussi bien étre considéré
comme identique au chemin ¥ qu’au chemin Z.

Ce chemin ¥ pourra éire mis comme 2 sous la forme (3); il suffil simplement
d’admettre que, dans le sccond membre de (5), CE par exemple représente,
non la ligne L, qui a pour extrémités G ¢l E, mais I'arc du cycle K, qui va
de Cen E.

L’avantage de cette transformation c’est que tous les points du chemin X'
sont sur la surface limite W, tandis qu’il n’en aurait pas été de méme de tous
les points du chemin Z. '

Revenons a la variété simplement connexe U définie plus haul.

Cette variété a pour frontidre une surface simplement connexe que uous
avons appelée H et qui porte 2p cicatrices. Les parties de H exiérieurcs aux
cicatrices correspondent alors & la surface W et les cicatrices, comme nous
I'avons vu, aux aires A,.

Un contour fermé quelconque Q tracé sur cette surface K et restant en dehors
des cicatrices sera équivalent a zéro par rapport & la variété V, en vertu des
équivalences (1). En effet, ce contour enveloppera un certain nombre de cica-
trices; supposons pour fixer les idées qu’elle enveloppe deux cicatrices A, et Aa.
Soit M le point initial et final du contour fermé Q; soient, de méme M, el M,
les points initiaux et finaux des deux contours fermés K; et K, qui servent

respectivement de périmétre aux deux cicatrices A, et A,.

Joignons M & M, et & M, par deux arcs MM, et MM, ; on aura

Q=MM;+ K;+ M;M + MM: + Ky + My M (mod W)

puisque la partie de la surface H comprise entre les contours Q, K, et Ky appar-
tient & cette région de H qui correspond 8 W.
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Mais ¢n vertu des équivalences (1)

Ki=Ks=o0 (modV):
done
Q=MM;+MM-+MMs+M:M=0 (modV)

el cela’ a lieu comme je Pavais annoncé en vertu des équivalences (1).

Or, s1 nous envisageons le second terme de chaque parenthse dans'expres-
sion (3) du chemin X/, cc second terme représente sur W un contour fermé;
il représentera ¢galement sur H un contour fermé; cela n’est pas évident el
cela ne serail pas vrai pour un contour fermé de W qui rencontrerait 'un des
cycles K,; a chaque point de K, correspond sur U deux points distincts, de
telle fagon que uand nn chemin continu sur W rencontre K, le chemin cor-
respondant sur U saule hrusquement d’un de ces deux points a l'autre et devient
disconlinu. Mais ici cette circonstance ne peut se présenter puisque le contour
fermé que nous envisageons ne franchit jamais K, et se borne a le longer.

Le second terme de chaque parenthise est donc équivalent & zéro en vertu
des équicalences (1). Donc il en est de méme de la parenthése entidre, puisque
le premicr et le dernier termes seé détruisent. Donc, il en est de méme du
chemin X' toul entier et, par conséquent de G.

Dong, il n’y a pas d’autre équivalence enlre les cycles de W que celles qui
sont des conséquences des équivalences (1). C. Q. F. D.

Nous pouvons donc ajouler une troisiéme condition a celles qui, nous 'avons
vu, sont nécessaires pour que p cycles de W puissent étre choisis pour jouer
le role des cycles K'.

Le systéme des équivalences

< ’

(=Kis=.,.=K,=0

ne doit pas différer du systéme des équivalences

K'I.E KQE,..E KPE(),

de sorle que chacun de ces systémes doit éire une conséquence de I’'autre.
Ces trois conditions sont-elles suffisantes ?
Soient K, K}, ..., K, p cycles non bouclés, ne se coupant pas mutuel-

2y *

lement et tels que 'on ait

Ki=Ky=...=K)=0 (mod V).

L'équivalence K= o0 nous montre qu’il existe une aire A; simplement
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connexe et dont la frontiére complete est K. Je dis que I'on peut Loujours
supposer que les diverses aires A) n’ont aucun poinl commun.

Imaginons, en effet, que A\, A}, ..., A:/_l ne se coupenl pas, mais qu’une
ou plusieurs de ces g —1 aires soit coupde par A,’,. Soit E; 'intersection de
Vaire A) el del'aire A; ; cetle intersection n’aura ancun poinl sur K/, puisque K/
ne pourrait rencontrer A; que sur W et, par conséquent, sur K; et que K; ne
rencontre pas K par hypothése. Celle intersceclion esl done lout enliere a
Vintéricur de .\, ; nous pouvons supposcr que la surface A; n’a pas de singula-
rité et n’est pas tangente 2 la surface A, sans quoi il suffirait de la déformer
légérement; il en résulte que nolre intersection est une courbe saus poiut
double, elle doit donc se composer de plusieurs courbes ferniées ne s¢ coupant
pas mutuellement.

De plus, I'intersection de A avee A} ne coupera pas celle de Aj avec A (sid
¢t k sont << g) puisque A; ne coupe pas A par 'hypothase.

Les diverses intersections E; ¢l E; se composcront donce d'un certain nombre
de courbes fermées n’ayant aucun point commun. Sinous envisageons deux de
ces courbes, ou bien elles seront exiérieures 'une a U'autre, on bien unc d’elles
sera intérieure & autre; ces mots extérieur ou intérieur doivenl s'entendre par
rappori & l'aire simplement connexe A/ . Parmi nos courbes {fermées nous ne
conserverons que celles qui ne sont intéricures & aucune aulre; elles seront
alors toules extérieures les unes aux autres. Soil £; I'une des courbes fermdées
conservées, appartenant a E;. Celte courbe £; limitera une portion de laire
simplement connexc A, que j'appellerai G; et qui sera elle-méme simplement
connexe; de méme elle limitera une portion de l'aire simplement connexe A; que
Jappellerai M; et qui sera elle-méme simplement connexe.

Nous ponrrons tracer sur A, une courhe fermée £ a laquelle /2; sera intéricure
et qui en différcra trés peu. Alors /; limitera une portion de l'aire A que
Jappellerai G; et qui sera simplement connese; de méme %) limitera une aire
simplement connexe M; qui différera infiniment peu de M; ¢t qui ne coupera
pas laire A;.

Formons alors une aire A en enlevant de A} toutes les aires G; ¢t en y ajou-
tant toutes les aires M,

AY= AL+ M, — 3G,

: , . ..
On voit que Af sera comme A une aire simplement connexe limilée par K,
- , . " - - - -
puisqu’on remplace l'aire G par une autre aire simplement connexe limitée

4

7 . . . . .
également par k; . Mais l'aire A7 ne coupera ni A, ni A}, ..., ni AL

n
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Nous pouvons donc supposer que les g premiéres aires A;ne se coupent pas,
el cn continuant de la sorte on verrait qu'on peut supposer que deux quel-
conques des paires A} ne se coupent pas. C’est ce que nous ferons.

Un raisonnement analogue montrerait que les cycles K' n’étanl pas houclés
on peut toujours supposer que les aires A;sont des surfaces sans courbe double.

Je me propose maintenant d’établir que les cycles K/ qui satisfont aux trois
conditions énoncées peuvent jouer le réle des cycles K, c’est-a-dire : 1° que V
peat étre engendré par une surface W'(¢) qui se réduit & un point pour ¢ =o
etd W pour £ =1, el qui pour &;<C ¢ <<ty est 2¢ -1 fois connexe; 2° que

pour 7, <¢<Tlgsu, W(Z) coupe les aires A, A, ..., A suivant une seule
courbe fermée et ne coupe pas les aires A) |, A/ ,, ..., A,.

Je suppose que cela ail ¢1é démontré pour une variété V; développable,
¢'esl-d-dire homéomorphe & uune portion de Pespace plan ordinaire et limitée
par nne surface 2 p — 1 fois connexe et je me propose de le démontrer pour une
variété 'V développable et limitée par une surface W de connexion 2p + 1.

Prauquons dans V la coupure A, ct déformons légérement cetle variété apres
avoir séparé les deux lévres de la coupure; nous obtiendrons une nouvelle
variété développable Vi limitée par une surface 2p—1 fois connexe; cette
surface W, se composera de deux parlies, dont I'une correspond a la surface W
dans laquelle a é1¢ pratiquée la coupure K, et 'autre est formée des deux cica-
trices correspondant aux deux ldvres de la coupure.

Nous ponvons particulariser cette variété développable V), et cette surface W,
de la facon suivante. Gonsidérons un point intérieur & V et soit d la plus courte
distance de ce point a la surface limite W ou 4 la coupure A. Les points tels
que d > ¢ (e pelit) formeront le domaine V;; les points tels que d = ¢ formeront
la surface Wy les points tels que 6 <C e formeront le domaine V—V,. On voit
aisément que la surface W, est 2 p — 1 fois connexe, et qu’elle est homéomorphe
A la frontidre du domaine obtenu en pratiquant dans 'V la coupure A,

La surface ‘W, ne coupera pas l'aire A), et coupera chacune des autres
aires A;, suivant un cycle K/, peu différent de K. Ces cycles K| ne seront pas
bouclés, ils ne se couperont pas mutuellement. De plus, le cycle K7 découpera
dans l'aire simplement connexe A, un domaine Ay simplement connexe dont il
sera la fronti¢re compléte. Ce domaine Ay est la portion commune de A et de Vy;
cela montre que K[ = o par rapport & Vy. Cela montre quc les cycles K" satis-
font par rapport & V, aux conditions du théoréme; or le théor2me est supposé

démontré pour V,.
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Donc V, peut étre engendré par une surface W/(z) qui pour £ = o se réduit
a un point, pour ¢ =1 (ol £_4 < 4 < lp) se réduit & Wi, quipour £, << & <ifg4

4

coupe A, A}, ..., A el, par conséquent, A\, A,, ..., A, suivanl unc seule
courbe fermée et ne coupe pas A, , A’ ,, ..., A,_,, ni par conséquenl A,
Alsy ooy A, ni dailleurs Aj, puisque cette aire n'a ancun point commun
avec V, el que les A; n'onl d’autres points communs avec Vi que ceux de Aj.

Envisageons maintenant le domaine V—V, limité extérieurement par la
surface W qui est 2 p + 1 fois connexe el intérieurement par la surface W, qui
est ap —1 fois connexe el qui ne coupe pas l'aire A, laquelle se trouve tout
entiére a l'intérieur de V—V,. Il est clair que nous pourrons prendre sur A
un point M et construire une surface W lout entitre intérieure & V—V,,
admellant ce point M comme point conique el n’ayant aucun autre poinl com-

puis engendrer le domaine V— V, par une surface W/(z) qui

14
%
pour {=u s¢ rédnit & Wy; qui pour u<Ci<{¢)est2p—1 fois connexe, ne

coupe pas A/ cL coupe les antres A) suivanl une seule courbe fermée; qui

mun avece A

vour [ ={, s¢ réduil & VW, qui pour ,<<¢<<1 est ap 1 fois conuexe ol
1 1 ) »

compris A’ suivanl une scule courbe fermée; qui, enfin,
y I I H

?

e
our £ =1 se réduit & 'Wy.
1

coupe Lous les A

Nous voyons que la variété 'V pourra élre engendrée par une surface W/(7)
satisfaisant & énoncé du théoréme; le théoréme est done démontré et les trots
conditions ¢noncdées sonl non senlement nécessaires, mais suffisantes.

11 y a plus; pour démontrer l¢ dernier théoréme, je me suis appuyé sen-
lement sur ce fait que les équivalences K/'== o sont unc conséquence des équi-
valences K= o0 el je n’ai pas cu a m'appuyer sur le fail inverse, que les
équivalences K == o sont une conséquence des équivalences K'== o. Donc si les
cycles K' ne sont pas bouclés et ne se coupenl pas mutuellement et si les
équivalences K = o entrainent les équivalences K'= o, inversement les équi-
valences K'== o entraineront les équivalences K== 0. G’esL ce qu’on pourrail

vérifier directement.

6. Considérons maintenant une variéts V  trois dimensions dont le squelette
se réduira & un segment de droite le long duquel la variable ¢ variera de o a 1.
Le systtme W (¢) se composera d’une variété unique; cette variété sera une
surface fermée bilatere, qui se réduira & un point pour £==o et pour =1, et

. . . I .
dont I'ordre de connexion ira en croissant de t==o0a ¢=— 5 et en décroissant

I .
de t = 5 & 2=1. Notre variété V est donc fermée.
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Nous aurons 2 p valeurs remarquables de ¢, satisfaisant aux inégalités
1 ! ¥/ 7
o< H< L. .<p< 5 <LIlp<...<lh<<0y <1,

de telle facon que, quand ¢ passera de la valeur f,—e¢ & la valeur ty+ ¢, la
surfaice W (¢) passera de la connexion ag—1 4 la connexion 2¢ +1, et que
quand ¢ passera de la valeur ; — e a la valeur £, +¢, la surface W (£) passera
de la connexion 2¢ +1 & la connexion 2g —1.

La variété V pourra se décomposer en deux autres V' et V" correspondant,

. . 1
la premiére aux valeurs de ¢ comprises entre o et 5 la seconde aux valeurs de ¢
. I . .
comprises entre 5 et 1. Chacune de ces deux variétés partielles répond aux

conditions du paragraphe précédent; elle est donc développable et c’est la
variété V formée par leur réunion qu’il s’agit maintenant d’étudier.

Ces deux variétés V' ¢t V" ont pour frontiére commune la surface W (—;—) que
j'appellerai W et qui est 2p -+ 1 fois connexe.

Sur celle surface, je puis tracer d'une part les p cycles

! ri !
1, Bay ...y Kp

définis par rapporta la variété V' comme l’ont été dans le paragraphe précédent

les cycles Ky, K, ..., K, par rapport & la variété V du paragraphe précédent.
Ces p cycles ne sonl pas bouclés et ne se coupent pas. De plus, on a les

équivalences

(1) Ki=Ky=...=K)=o0 (mod V*).

D’autre part, sur cette méme surface W, je puis tracer les p cycles
K, K4 ..., KI

définis par rapporl & V¥ comme 'ont été an paragraphe précédent les cycles K,
par rapport & la variété V du paragraphe précédent.
Les p cycles K" ne sonl pas bouclés et ne se coupent pas; ct l'on a les.

équivalences
(2) =Kj=...=K] (mod V).

Les cycles K’ seront alors les cycles principauz de V' et les cycles K
ceux de V',

Considérons maintenant un cycle G quelconque intérieur & V; si M est un
point quelconque de ce cycle, nous pouvons envisager le point correspondant N
du squelette. Quand le point M décrira le cycle tout entier, le point N restera
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sur la droite o1 qui constitue le squelette el exécutera sur cetle droite une série
de mouvements oscillatoires a la suite desquels il reviendra a son pomt de
départ.

Soient A et B les deux positions extrémes du point N dans cette oscillation.
Supposons que le point A soil compris entre 7, el 2441 el que le point N parlant
de la valeur 7,4 — ¢ décroisse jusqu’a A pour revenir 4 la valeur 4, ,—e. SoitH
I’arc correspondant du cycle G; soit M un point de cet arc H, il appartiendra &
la surface W (z), ¢ étanl compris cntre A el f,,,—e. Nous savons que la
surfaice W(z) reste homéomorphe & elle-méme quand ¢ varie de f5.4—:¢
4 ¢, + ¢ et, par conséquent, quand ¢ varie de fy.qs—¢ & A, puisque A est plus
grand que ¢;. Donc W (z) est homéomorphe & W (#,s—c¢). Soil donc M'le
point de W (Zg1— €) qui correspond & M. Quand le point M décrira l'are H,
le point M’ décrira I'are H' situd toul entier sur W (4,q—¢). Je dis qu'on a
léquivalence

H=H (mod V).

En cffet, considérons les différentes surfaces W(¢), oit 7 a une valeur inler-
médiaire entre celle qui correspond aun point M el la valeur £,..,— ¢ qui corres-
pond a M'. Considérons sur chacune de ces différentes surfaces qui sont toules
homéomorphes entre elles, le poinl qui correspond & M. Ce point engendrera
une ligne L dont les extrémités seronl M et M'; quand le point M décrira
Iarc H, cette ligne L engendrera une aire simplement connexe ¢ui aura pour
frontiere compléte les deux ares H et H'; ce qui démontre Péquivalence
annoncee.

Considérons mainlenant les deux surfaces W (7,-—¢) ot W ({1 ¢);
sur la premidre nous avons l'arc H' donl les denx extrémilés D et E appar-
tiennent & I'arc H et, par conséquent, au cycle G; sur la seconde nous avons
les deux points D' et E/, infinimenl voisins de D et de E el qui appartiennent
aussi & G, de telle fagon que DD’ et EE'soient deux ares infiniment petits de ce
cycle C. Nous pouvons tracer sur la surface W (7444 -+ &) un arc H allant de D'
en E' et infiniment peu différent de H'. Ce dernier point mérite quelque
attention. Les deux surfaces W (¢,,.1—¢) et W (Z,.1 -+ ¢) n’ont pas le méme
ordre de connexion; il pourrail donc se faire, bicn que ces deux surfaces
different trés peu 'une de I'aulre, qu’on ne puisse pas tracer sur Pune un trait
continu trés peu différent d’un trail conlinu tracé sur 'auire. Si sur celle donl
la connexion est la plus élevée, on avait un trait continn L passant pres du
point singulier et coupant le cycle qui se réduit & un point pour ¢ = ty4,, on ne
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pourraitl tracer sur ’aulre un trait continu Lrés peu différent de L. Par exemple,
considérons trois surfaces trés peu différentes 'une de l'autre ; la premidre sera
un hyperboloide 4 une nappe, la seconde un céne, ln troisi¢me un hyperboloide
A deux nappes, le cycle qui se réduit & un point est Iellipse de gorge de 'hyper-
boloide & une nappe. Une génératrice rectiligne de I'hyperboloide # une nappe
coupera celle ellipse et il sera impossible de tracer sur la troisidme surface nn
Lrail continu trds peu différent de cetle génératrice. Mais ici celte difficulté
n'est pas & craindre puisque c’est W (/44 -+ ¢) qui ala connexion la plus élevée.
Notre arc H" existera done loujours et 'on aura
H'=D'D+H+EE'  (mod V);
alors posons
C=C+ DD+ H~+ EE

de telle fagon que notre cycle G se décompose en deux arcs, le premier C; et le
second 'D + H + EE', ayanl tous denx pour extrémités D’ et E'. Nous aurons

C=C,+1II" (modV).

Nous avons ainsi remplacé le cycle G par un autre cycle équivalent G, + H"
qui jouit des mémes propriétés, mais qui en differe parce que le poinl repré-

senlatif N au licu d’aller Jusqu’en A dans ses oscillations ne dépasse plus 7, -+ e.
T . . .
Supposons d’abord que la valenr 7 = - soll comprise entre les points A et B

entre lesquels oscille le point N, el que le point A soit compris entre 7, et 4.,
et le point B entre ¢, et #),,. Nous pouvons, par le procédé que je viens
d’exposer, remplacer le cycle G par un autre ot le point N oscillera entre B
et le point 7,1+ ¢, ce dernier point n’élant plus compris comme le point A
entre ¢y et /., mais bien entre £, el ;2. Nous pouvons, en d’autres termes,

amener le poinl A entre 7. et Z,.; cn continuant nons le raménerons entre ¢,
: 1 :

el &y, ele., puis enfin entre 2, et ~+ En opérant sur B et V¥ comme nous 'avons

‘e . 1

fait sur A et V/, nous raménerons de méme le point B enlre s etz

En résumé, nous aurons remplacé le cycle G par un autre cycle équivalent C/,
tel que le point N reste loujours compris entre ¢, et #,. Mais quand £ est

Y

compris enlre £, el Z, la surface W (¢) reste homdomorphe a clle-méme et
A VV(;E) ou W. Soil donc M un point guelconque du cycle C' appar-
tenant & W (¢z) et M’ Ie point correspondant de W. Quand le point M décrira
le eycle U, le point M' décrira un cycle C” situé sur W el I'on aura

Q= CII
H. P. — VI fia
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par un raisonnement tout pareil a celui qui nous a montré que H=H" On
aura donc
C=C" (modYV).

» . . » I .
Si les points A et B n’étaient pas situés de part et d’autre de - sipar exemple £
restait <C é— pour le cycle C tout entier, on remplacerait le cycle G par le cycle

équivalent
C+a—a,
ot I'arc «, qui est parcouru successivemenl dans le sens direct, puis dans le

sens inverse, s’étendrait depuis le point final du cycle G, jusqu’'a un point

I > : . Py
quelconque de V tel que ¢ > . On serail ainsi ramené au cas précédent. Nous
sommes donc conduits 4 la conclusion générale suivante :

Tout cycle de V est équivalent ¢ un cycle de W.

Maintenant entre les cycles de W nous avons les équivalences (1) et (2)

Ki=o (mod V"), K/=0 (mod V")

et nous aurons a fortiori
(3) K=K/=o0 (modV)

Je dis maintenant qu’il n’y en aura pas d’aulres.

Si, en effet, il y a une équivalence

K=o (modV),

K étant un cycle de W, cela veut dire qu’il existe dans V une aire simplement
connexe A dont la frontiere est formée par le cycle K. Cela posé, nous distin-
guerons dans A les points qui appartiennent & V' et qui formeront l'aire A/,
laquelle pourra ne pas étre d’un seul tenant, et les points qui appartiennent a V¥
et qui formeront 'aire A", Sil'aire A'n'est pas d’un seul tenant, elle sera formée
de plusieurs aires séparées A, A}, ..., dont chacune sera d’un seul tenant. De
méme pour A’. Sinous considérons 'une de ces aires partielles, A, par exemple,
il pourra se faire qu'elle ne soit pas simplement connexe. Supp‘osons, par
exemple, qu’elle soit triplement connexe et limitée, par conséquent, extérieu-
rement par une ceurbe fermée L, et intérieurement par deux courbes fermées L/
et L” (les mots extérieurement et intérieurement doivents’entendre par rapport
a I'aire totale A.). Joignons un point de L & un point de L/ par une coupure P/
et, de méme, un point de L & un point de L’ par une coupure P’; ces deux cou-
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pures P’ et P’ seront des arcs de courbe situés sur A', et elles rendront A, sim-
plement connexe. Soit B, I'aire simplement connexe ainsi obtenue; et soit D, son
contour qui sera formé des courbes fermées L, L/ et L” et des deux coupures
parcournes une fois dans le sens direct el une fois dans le sens inverse.

Laire B fera lout entigre partie de V/ et I'on aura

Di=o (mod V).

On opérera de méme pour les aires A}, ... et l'on obtiendra une série d’équi-

vilences
Dy=...=0 (mod V).

On opérera de méme pour les aires A, A, ..., dont 'ensemble forme A’, ce
qui donnera les dquivalences

T=Di=...=0 (mod ¥7).

Comme Paire A est formée par la réunion des aives B, B, ...; B, B}, .. .;
I'équivalence I == o ott K est le contour de Paire lolale A sera nne conséquence
des équivalences

DismDy=...=0 (mod V*),

)i=Di=...=0 (mod V"),

ot D, DG, o5 DY, DY L L sont les contours des aives partielles B, By, .. .
B, B, ...

Notre équivalence est denc une conséquence de diverses équivalences prises
les unes par rapport & V', les autres par rapporl & V¥, Or loutes les équiva-
lences par rapport & V' sonl des conséquences des équivalences (1) d’aprés le
paragraphe précédent. Toutes les équivalences par rapporl 4 V/sont des consé-
uences des équivalences (2). Donc nolre équivalence esl une conséquence des
équivalences (1) et (2) on, ce qui revienl au méme des équivalences (3).

| | c. Q. F. D.

Possédant ainsi toules les équivalences possibles, il est aisé d’en déduire

toutes les homologies sans division possibles; il suffit d’intervertir 'ordre des

lermes dans les premiers membres de ces équivalences. Soient
Cl: C:!a ey C‘.’p

les 2p cycles fondamentaux de la surface W.

Nous aurons des homologies de la forme

Kj~ mjy Ci+ mf 3 Cot-. .- iy 0 Cap (mod W)
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et de la forme

I S Y o T AT (mod W)
(les m' et les m étant des entiers), de sorte que nous anrons les homologics
suivantes dédnites des équivalences (3) :

. ’ r ?

[ m. Ci mys G+ m} oy Capev o (mod V)
I m? G+ 2ty Camter v 9, Capro 0

\ il {2 M2 e iyapep

(4)

et nous n'en aurons pas d’autres.
Discutons ces homologies; formons le déterminant A des entiers m/ et m'.

Trois cas sont & distinguer :

1° On a .
[A]>1.
Donc A est un entier qui n’est égal ni & 0, ni & 41, nt & —1; nous pounvons
alors déduire des homologies (4) sans faire de division
AC;~ o (i=1,2, ...,2p)
et en faisanl une division
Ci ~ 0,
Le nombre de Beui relatif avx homologies pAR pivisioN est done sonl a v,
» fw] &

Mais on ne pourrait obtenir C;~ o sans faire de division, de sorte que les
« cocfficients de torsion » (¢f. p. 363) ne sont pas égaux & 1.

2° Ona
[A|=1;

on en déduit alors sans division
C[ ~ O,
Donc dans ce cas, non seulement le nombre de Bettr, mars les coefficients
de torsion sonl égaux a 1.
Le nombre de Betti et les coefficients de torsion sont done les mémes que
pour une variété simplement connexe. Gela ne veut pas dire comme nous le
verrons bientot, que la variété V soit simplement connexe.

3° On a
A=o.

Des homologies (4) nous ne pouvons plus alors déduire

CZ'N o,

méme en faisanl une division.

Le nombre de Betti est done plus grand que 1.
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Il est égal & 2, si le déterminant A s’annule, mais si lous ses mincurs du pre-
nuer ordre ne s'annulent pas.

Il est égal & &, si le déterminant s’annule ainsi que lous ses mincurs des
A -— 2 premiers ordres, mais si tous les mincurs du A —-1° ordre ne s’annulenl,
pas.

Revenons au cas ou A est égal a == 1. Dauns ce cas, on peul s¢ demander si
la variéié est simplement connexe, puisqu’elle a méme nombre de Betti el
mémes . coefficients de torsion que les variélés simplement connexes. Nous
allons voir, ¢t ¢’est 1a le bul principal de ce ravail, qu’il n'en est pas Loujours
ainsi, ¢t pour cela nous nous bornerons & donner un exemple.

Supposons que p = 2, c’est-d-dire que la surface W soit cing fois connexe.
Je supposcrai de plus que les cycles K| el K, sonl deux des cycles fondamen-
taux de W, & savoir :

K)y= G, Ky=0GCs.

Je représenterai la surface W par un polygone fuchsien Rg de la troisiéme
famille limité par quatre circonférciices ne sc coupant pas. Pour cela, nous
w'avons qu'a Leacer sur la surface W les deux cycles Gy et G; qui ne se coupent
pas, & découper la surface le long de ces deux cycles regardés comme des cou-
pures et & la développer ensuite sur un plan.

Les cycles K et K scronl représentds alors sur ce plan par un certain
nombre d’arcs de courbe allant d’un point du périmétre du polygone fuchsien R,
& un aulre point de ce périmétre.

Voici & quelles conditions sonl assujetlis ces arcs de courbe :

1 1ls ne doivent pas se couper mutuellement; c’est 14 la condition nécessaire
el suffisante pour que les cycles K et K, ne soicnt pas bouclés et ne se
coupent pas.

2° Considérons alors la série d’arcs dont ’ensemble représente le cycle K.
Ces arcs doivent 8tre parcourus dans un certain ordre et chacun d’eux va d’un
cerlain point initial situé sur le périmetre de Ro & un certain point final situé
également sur le périmetre de Ro. Observons que le périmetre de Ry se com-
pose de quatre cercles conjugués deux & deux; & chaque point de I'un des
cercles correspond sur le cercle conjugué un point que j’appelle le conjugué

du premier.

Cela posé, le point final de chacun des arcs qui représentent K| doit étre
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conjugué du point initial de I'arc suivant, et le point final du dernier arc doit
étre le conjugué du point initial du premier arc.

De méme pour les arcs qui représentent K.

Fig. 1.

Voici Pexplication de la figure : le périmeire de Ry est représenté par les
quatre cercles + A, — A, + B, — B représentés cn trail plein; les cercles 4= A
ot — A sont conjugués et correspondent a K| == Cy; les cercles + B et —B
sont conjugués et correspondent a K, ==GC;; les cycles K| et K| sont reprdé-
sentés par des arcs de courbe allanl d’un poinl & 'autre du périmdtre de R,.

Les arcs qui représentent K’ sont en trait plein; ceux qui représentent K,
sont en trait pointillé. Une pointe de fleche placée surle trait lui-méme indique
dans quel sens ce Lrait doil 8tre parcouru.

Les points ol ces arcs coupent les cercles == A et == B sont désignés par des
numéros; ces numéros nous font connaitre en méme temps quels sont ceux de
ces points qui sont conjugués; ainsi le point + B 5 est conjugué de —B5, le
point + A5 de —A5. ‘

Prés de chacun des quatre cercles z= A, == B est placée une fldcche dont voici
la signification; quand un point décrit I'un des cercles dans le sens de la flsche,
le point conjugué doit décrire le cercle conjugué dans le sens de la fleche.

On vérifie aisément qu’en suivant soit -+ A, soit — A, dans le sens de la
fléche on rencontre successivement

1, 2, 3, 4, 6, 5, 7

et qu’en suivant soit + B, soit — B dans le sens de la fléche on rencontre suc-

cessivement
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L'ordre de conjugaison de nos points a donc ¢é convenablement choisi.
Le cycle K/ est alors représenté par sept arcs qui sc succédent dans 'ordre
suivant :
+~A1d—A2; +A24—A3;
+~A3a—A4; +~A434+B1r; —Biria+AS5;
— A54a-+Bao; —B2a—AT1.

Le cycle K, est représenté par les cing arcs :

+B3a—BY4; +B4a-+A6; —A644Bj5;
—B5a+Ay; —Aga—B3.

I1 est aisé de voir sur la figure que ces 12 arcs ne se coupent pas; nos deux
cycles ne sont donc pas bouclés et ne sc coupent pas.

Nons pouvons donc construire une variété V', admettant les cycles K = G,
el K, =G, pour cycles principaux el une variété V” admettant les cycles K|
et K, comme cycles principaux. La réunion des deux variétés V' et V” nous
donnera V.

On s’en rendra mieux compte encore de la fagon suivante.

Reprenons notre figure et découpons le polygone Ry suivant les 12 arcs qui
représentent K’ et K ; nous aurons ainsi décomposé R, en 10 polygones par-
Liels; recollons ensuite ces polygones les uns aux autres en collant chacun des
arcs des divers cercles == A, 3= B aux arcs correspondants du cercle conjugué;
par exemple larc 4+- A3, 4+~ A 4 & larc —A 3, — A 4; nous obtiendrons ainsi
un nouveau polygone qui au méme titre que R, représentera la surface W avec
cette différence que les coupures au lieu d’étre faites suivant les cycles K|
et K, seront faites suivant les cycles K et K.

La figure ainsi obtenue est tout 4 fait pareille & la figure 1, mais la significa-
tion en est différente. Les cercles - A et — A représentent K et non plus K,
les cercles + B el — B représentent Kj; les arcs en trait plein a U'intérieur de
la figure représentent K’ ol non plus Kj; les arcs en trait poinlillé repré-
sentent K.

Les points

A1, A2, =A3, A4, =A6, =AS5 Ay

représentenl respectivement les points

+ A1, *=A2 £A3 F=A4 =B, A5 =B
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Les points
+B1, *=B5 B2 =B3 =B}

représen tent re spec tivement

+A6, =B5, A7 =£B3 =B

On ne doit pas s’étonner de ce signe ==; les deux points -~ A1 et — A1 cor-
respondent, en effel, & un méme point de la surface W.
L'identit¢ des deux figures nous montre que la surface W ¢st homéomorphe
i elle-méme de telle fagon qu'aux cycles
Ky, K, K7, Wi
correspondenl les cycles

4 ” g ’
ki, k3%, K4, Ki.

"

Cherchons a exprimer K et K} en fonction des quatre cycles fondamen-
taux Cy, Gy, Gy, G,. Pour cela nous n’avons qu’a appliquer la régle de la fin
du paragraphe 4, et pour faciliter I'application de cette régle nous avons tracé
en tirets — — — les (rois coupurcs DD/, DE, DE' qui figurent dans son
énoncé.

L’arc +A 1— A2 parl de + A, c¢ qui donne + C.

L’arc + A 2-— A3 part de + A, ce qui donne + Ga.

L'arc + A3 — A4 parl de 4 A, ce qui donne + G,
et rencontre DD’ de gauche & droite, ce qui donne + C;.

L’arc + A4 +B1 part de + A, ce qui donne + G,
el rencontre DE de droite 4 gauche, ce qui donne — G;.

L’arc — B 1 + A5 part de — B, ce¢ qui donne + C,.

L’arc —A 35 + B2 part de — A, ce qui donne — G,
et rencontre DE' de ganche a droite, ce qui donne — G, — Gy + C,.

L'arc —B2-—A1 part de — B, ce qui donne -+ G..

Donc

(1 =30+ G +Ci—Cy+C,—Co—Ci— Cy+ 2Gs.

Passons a K.
L’arc 4+ B3-—B4 part de + B, ce qui donne — C,
et rencontre DE' de droite a gauche, ce qui donne — G, + Cy + C,.
L’arc -+ B4 + A6 part de 4+ B, ce qui donne —C,.
L’arc — A 6 4+ B5 part de — A, ce qui donne — C,
et rencontre DE' de gauche a droite, ce qui donne — C,— C; -+ Cs.
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L’arc —B 5 + A 7 part de —B, ce qui donne -+ C,.
L'arc —A 7 —B3 part de — A, ce qui donne — Cs,.
Donc

’QEMZCV‘I— Cg—— CQ*—' C:,— C3+ 2Gﬁ."" Gﬂ'

Nous avons donc
Ky= Gy, K’ = G,
(1=3Cy+ C;+ C;— Cs+ C— Co— C; — Cy+2GCy,

"

2:.—=_--ZC@-+- Cs—- Cg——C;—C;;—}— 2C4— Cz-

Par rapport & V nous avons les équivalences
(0 [ Ci-+Cp—Ci—Ce+Cy+Ci—C3—Cy=0,
1 Ki=K)\=o, i=o, Ks=o.

Les équivalences K=K/ =0 ou C;= Cy=o0 permettent de simplifier les
autres ; 'équivalence (1) se réduit a

Co— Co+ C,— Cr=o0,
c’est-a-dire a une identité; Péquivalence K= o se réduit a
(2) 4Ca+ Ci—Co+ Ci=o
et Péquivalence Kj = o se réduit &

(3) —2C,— G+ C— Ca=o0.

En résumé, il nous reste deux cycles distincts Ca et G, entre lesquels nous
n’avons pas d’aulre équivalence que (2) et (3).
Si nous transformons ces équivalences en homologies, il vient

3Cz+ZCsNO, “"Cﬁ,""‘202~0.

Le déterminant esl égal & —1; nous sommes donc dans le cas ou A =1,
oit le nombre de Betti et les coefficients de torsion sont égaux a 1. Et cepen-
dant V n’est pas simplement connexe; car son groupe fondamental ne se réduit
pas 4 la substitution identique; en d’autres termes, des équivalences (2) et (3)

on nc peut déduire

Pour le montrer, j’adjoins & (2) et & (3) 'équivalence
(4) : — G+ C— G+ Ci=o,
d’ou
C!.,— Cg-—l— Cr— 025 0.
H. P. — VL 63
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De (2), (3) et (4) on déduira
{—-Cg—l’- C',‘—-Cg-i- CgE_—':(),

5Cy= o0, 3C.=o0.

(8)

Or les relations (5) sont les relations de structure qui ont lieu entre les deux
substitutions Cs et C, qui engendrent le groupe fcosaédrigue. On ne saurail
donc en déduire Co= o, Gy= o, ni a fortiori déduire ces deux équivalences
de (2) et de (3) seulement.

Il y a donc deux cycles de V qui ne sonl pas équivalents & zéro; donc
V n’est pas simplement connexe.

En d’autres termes, le groupe fondamental de V ne saurait se réduire & la
substitution identique; puisqu’il contient comme sous-groupe le groupe ico-
sagdrique.

Il resterait une queslion a traiter :

Est-il possible que le groupe fondamental de V s¢ réduise a la substitution
identique, el que pourlant V ne soit pas simplement connexe ?

En d’autres termcs, peut-on tracer les cycles K| et Kj de telle fagon qu’ils
ne soient pas bouclés et ne se coupent pas; que les équivalences

"=Kj=o, Vi=Kr=a
entrainent les équivalences .

CG=0C=C=0C0=0

et que cependant la surface W ne puisse étre regardée comme homéomorphe &
elle-méme de telle fagon qu’aux cycles Cj, Co, Gy, G, correspondent les

! ’

cycles G, G}, G, G.; que les équivalences
V=Kiy=o0

entrainent (' = C, = o el réciproquement; ¢t qu’enfin les équivalences
Ki=Kj=o0

entrainent G, == G| == o et réciproquement ? .
Mais cetle question nous entrainerait trop loin.



