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GÉOMÉTRIE





SUR

LES TRAINSFORMAÏIONS DES SURFACES

K.N

ELLES-MÊMES

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 103, p. ~Zi--'i.'\ (jG octobre 188G).

M. Picard a démontré que, si une surface admet une double infinité de

transformations biralionnelles en olles-mômes, les coordonnées d'un point de la

surface peuvent s'exprimer par des fonctions abéliennes de deux paramètres.

Dans certains cas, toutefois, ces fonctions abéliennes peuvent dégénérer en

fonctions ti'iplement périodiques, en fonctions elliptiques ou même en fonctions

rationnelles.

J'ai retrouvé le môme résultat par une autre voie, et ma démonstration,

quoique moins simple et moins directe que celle de M. Picard, me semble

néanmoins digne de quelque intérêt, parce qu'elle nous fournit un exemple d'un

type de raisonnement qui peut être utile dans d'autres circonstances.

1. Les transformations de la surface S en elle-même forment un groupe

continu, et ce sont les propriétés les plus connues de ces groupes qui seront

mon point de départ. Considérons une des substitutions infinitésimales de ce

groupe et les diverses puissances de cette substitution. Ces puissances forme-

ront un sous-groupe dépendant d'un seul paramètre arbitraire /, di' sorte que

l'une quelconque d'entre elles [lourra s'écriri;

(1) x' =Zi{x, y, z, t), 1'= 92(.i-, r, c, n, c' ==;:(.», r, s, / ),

H. P. — VI. I



a TRANSFORMATIONS DES SURFACES EN ELLES-MEMES.

Si, (p-j el cpa élanl. rationnels par rapport à x, )\ z, mais non par rapport à /.

Soient Si et Sa les deux substitulions obtenues en faisant successivement ^=: <i

et /= to'. ces deux substitutions seront permutables. Mais il y a plus; on peut

choisir le paramètre t de telle façon que la résultante de Si et de S^ s'obtienne

en faisant < = /, -u /.,.

Soient Tuainleiiant {x^. y\, Zo) un point quelconque de la surface S et C la

courbe lieu des divers transformés de ce point par les substitutions ( i^. Ces

substitutions transformeront la courbe C en elle-même.

Soient {xi, Vi, .?,), (a^a, Yi, z-i), {x-^, ja, -ï:i) l^s transformés de {x^^, _)-(,, ;„')

par Si, par S2 et par SiS2(A= <i -|- ^a)- Nous pourrons nous servir, pour définir

la substitution Si, non plus du paramètre ti, mais des trois paramètres Xi, y,,

Zi supposés liés par les équations de C. Alors (x-.,, j';,, S;, ) est le transformé de

{Xî, Yi, Zi) par Si; c'est aussi le transformé de (^i , l'i .^i )
par Sn. Il en résulte

que X;i, )•;!, ;:, sont des fonctions rationnelles à la fois par rapport à Xt. Vt. z,.

et par rapport à Xi, }_.. ;.j, et d'ailleurs symétriques par rapport à ces deux

systèmes de quantités. J'écrirai

i X3='h,{Xi, )i, Zi, Xi, Ji, Zi),

(•«)
.

ly3='\'i(a:i,yi,Zi,xi,yi,Zi),

{ z.:, = '\i3(x,, rt, z,, Xi, y,, Zi),

't'i, ^2 et ij^a étant rationnels.

D'après ce qui précède, si les deux points (x,. ii. -^i 1. 1 ./'j. l'a. -2 1 sont sur

la courbe C, il en sera de môme du point (']>i, J/o, ^-.i}.

'2. Je dis maintenant que, si les deux jjoinls (a^i. )i. Zi). {x-2,y->. z->) sont

sur la surface S sans être sur C. il en sera de môme du point ['
)

[d/t, i-i, i|':i)-

Supposons d'abord, en efl'et, que le point (xi, >'i, Zt) restant fixe et demeurant

sur C, on fasse varier le point (0^2, .T'a, -Sî)- En exprimant que le point (ij/i, i^->,

y, I se trouve sur S, on trouve une relation entre x^, y-2, z^, qui est l'équation

d'une surface algébrique. .Si cette surface se confond avec S, le théorème est

clémonlri';; si elle diffère de S, c'est que la courbe C est algébrique, et l'on

retombe sur le cas traité par M. Picard dans sa deuxième Note. On raisonnerait

( ') D'une manière plus explicite, si les deux points (Xp _>,, z^) et (x,, y\, z^) sont sur S (sans

élre nécessairement sur C), le point (x,, y^, z^ sera lui aussi sur S fsans f-tre nécessairemenl

sur C). fR. G.).
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de la même façon dans le ras où Ton ferait varier sinudlanénienl les deux

points.

.Si donc nous regardons .r,. i', Zi- comme des paramètres liés par l'équation

de la surface S, (a:o. t.,, z^) comme un point donné, {x,. V:,, sO comme le

point transformé, les équations (2) représenteront un groupe de Iransformations

de S en elle-même, dépendant de deux paramètres. Deux substitutions quel-

conques de ce groupe sont permutables ('). Il en résulte que nous pouvons

définir une substitution de ce groupe, non plus par trois paramètres (iCi,}'!, 3i),

mais par deux paramètres indépendants (<i, ?<i), et choisir ces deux paramètres,

de telle sorte que la résultante des substitutions (t,.iif') et (t.^.ii.,) soit

(U + ^>, î'i+ «2)-

Si donc nous considérons ,r,. r,. ;i comme des fonctions de /, et (/,. nous

aurons

j--i=/i(/i, «1), „)i = .A('i, "1), --i = /i('i, "1;,

.r., = /,(/2. »o), j2 = /.(<,, M.,), ;.,=/,(/,, »î),

.r3 = />('i-(- '2, "i-H "2),

3. Je dirai que trois fonctions, :r. y. : de deux variables t et u ont un

théorème d'addition, si leurs valeurs pour l = ti+l-,, u = Ui+Un sont des

fonctions rationnelles des valeurs qu'elles prennent pour t =^ ti, u = Ui et pour

l = ^,, Il = u-2. Je dis maintenant que, si des fonctions admettent un théorème

d'addition, elles sont uniformes dans tout le plan. En efl'et, leurs valeurs pour

/ = 2 ?i, ji -= 9. iii sont des fonctions rationnelles de leurs valeurs pour t z= ti,

11= u,. Si donc ces fonctions sont uniformes quand les modules de t et de u

sont plus petits que p, elles le seront encore quand ces modules sont plus petits

cjue 2p et, par conséquent, dans tout le plan('-).

Cj Sans reslreindre la géncialito, on peut se l)orner à des groupes continus linis de tiansfoi-

nialions permutabtes, comme l'a montré très simplement P. Painlevk (Leçons sur la théorie

iinalytique des équations différentielles professées à Stockholm, Paris, A. Hermann, 1897,

p. 265-2e6). (R. G.).

{'-) L'application d'un tlicuréme d'addition à la ilénionstration de propriétés d'uniformité ou

de méromorpliie « en grand », par prolongement du domaine d'existence initial, semble tout

indiquée dans ce genre de questions et a ilii être employée très tôt. Elle avait été déjà utilisée

par Weierstrass dans son enseignement : 1° sur les fonctions elliptiques [Vorlesungen iiber die

Théorie der elliptischen Funktionen (dictées à iMerlens en iS63;, Werke, t. 5, Berlin, Mayer

et Militer, igiô, p. 27 1; 2° sur les fonctions abéliennes. [On utilise alors le tliéoréme d'Abel;

Vorlesungen ilber die Théorie der Abelsrhen transcendenlen ( professées en 1870-1876), Werke,

t. i, 190», p. 4^2 et 4)'' 'R- G.).
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Ce principi'. um' lois démoniré, pciil ("^Ire soiivoni li-rs uliK'. 11 |>oiil servir,

par exemple, à démontrer rii;oiireusemeiU le lliéorème iondamental du ciiapilru

Moiiodromie de la Tliêorie des fonctions abcliciiites de Clebscli. Dans le cas

qui nous occupe, il montre cpie les trois tondions /i , f> et /',, quioni un théo-

rème d'adtliliini, soûl miitormes. Les coordonnées d'un jKunl de S peuvent

donc s'exprimei' par des l'ouelions uniformes de deux parauu-'tres, d'où il est

aisé de déduire le llu'orème de ftl. Picard.

i. .M. l"'ucli» a clterclié les eondilions pour que l'intégrale générale d'une

équation liillcreulielle n'ail (pi'uu noini]re liui de points singuliers. J'ai tait voir

(pu-, pour une équation du premier ordre, ces conditions ne peuvent être

reuq)lies (pie si l'équation ])euL être ramenée aux équations linéaires, on bien

ol inli'grahle. soit algébriquement, soit par quadratures. Ce Cjui précède uu^nlre

(piil en est encore de môme pour les équations d'ordre supérieur (*).

COMMENTAIRE

Le problème de la détermination des surfaces algébriques qui admettent un

groupe continu lini de traiislorniations biralionnelles en elles-mêmes a été posé et

lésolu par V.. Picard (-); sa méthode, qui lui a fourni des résultats d'ime grande

importance dans la théorie des surfaces algébriques, repose essentiellement sur la

notion d'intégrale simple de première espèce attachée à une surface, notion qu'il

('^ En fait, les résultats de Fuclis et ceux de Poincaré dont il est question ici sont incomplets.

Fuclis et Poincaré s'étaient proposé de déterminer toutes les équations dilTérentielles algébriques

du premier ordre à points critiques fixes. Or, fuclis supposait implicitement que loules les sin-

gularités mobiles des intégrales étaient nécessairement algébriques; le fait est exact pour les

équations du premier ordre, en vertu d'un tliéorème fondamental de Painlevé; mais il cesse de

l'être pour le second ordre et la mctiiode de Fuclis pouvait donner des équations ne répon-

dant pas à la question. Au contraire, la inélliode de Poincaré supposait implicitement que la

correspondance biuniforme entre (y, y') et (y„-, y\,) est nécessairement birationnelle, ce qui

rlsijuait de ne pas donner toutes les équations répondant à la question (Painlevé a d'ailleurs

justifié le pcjslulat de Poincaré dans le cas du premier ordre). Les dernières lignes de la Note

actuelle semblent montrer que, selon Poincaré, les équations d'ordre >i devaient se comporter,

sous ce rapport comme celles du premier ordre. Or, en fait, les travaux ultérieurs de I^ainlevé

ont établi qu'une telle opinion est complètement erronée. Voir aussi la \ote de Jii liS Dincii,

Œuvres de Henri Poincaré, t. III, p. 583 (K. G.)

(') C. fi. Acfid. Se, t. 103, i886, p. 517, S-'ig, Ci.') et 730; J. Math, pures et (ipp/., 1° série,

t. 5, 1889, p. \'i:>.
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avait introduite lui-même dans des recherches antérieures. Cette méthode l'a con-

duit à la découverte des surfaces hyperelliptiques et des surfaces elliptiques. La

représentation de ces dernières surfaces a été précisée par P. Painlevé('), puis par

F. Enriques (-), G. Gagnera et M. de Franchis ('), 0. Chisini ('), R. Garnier ('),

F. Conforto et Gherardelli C).
La Note de Poincaré n'a été suivie d'aucun travail plus étendu sur le même

sujet; elle ne saurait être considérée que comme une simple esquisse. (R. G.).

(') C. R. Acail. Se, t. 115, iSjo, p. i-ô et t. 121, iSg5, p. 3iS; Leçons sur la théorie analy-

tique des équations différentielles professées à Stockholm, Paris, A. Hcrmann, i^^T, p. 2S2.

{') Rend. Cire. mat. Palermo, t. ÎO, 1905, p. i. Voir aussi du mOinc Auteur : Sulla classi/i-

cazione délie superficie algebriche particolarmente di génère uno, Roma, igS'i-XII, p. S2

et suiv. et : Le superficie algebriche, Zaniclielli, Bologna, ig^Oi P- 433-438.

(') Mem. Soc. Ital. Sr, (dei XL), (3), t. 15, 190S, p. 25i.

(») Atti R. Ace. Lincei (Rendic.), 5» série, t. 30, 1921,, p. 172, 2âi, 3o5.

(*) Ann. Se. Ec. Norni. sup., (3), t. 41, 1924, p. 3io.

(") Ann. di .Mat. pure ed appl., t. 33, 1952, p. 273.



SUR

LES TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES

DES

COURBES ALGÉBRIQUES

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. 117, p. i8-î3 (3 juillet iSgS)

On sait que INœther ot Halphen ont démontré que l'on peut toujours, par une

transformation birationnelle, transformer une courbe algébrique plane quel-

conque en une courbe algébrique plane dont tous les points multiples sont à

tangentes séparées.

On peut aller plus loin et montrei- :

1° Qu'on peut toujours transformer une courbe quelconque en une courbe

gauche dénuée de toute singularité;

2° Qu'on peut toujours la transformer en une courbe plane n'ayant d'autre

singularité que des points doubles ordinaires.

Bien que ces deux théorèmes puissent sembler presque évidents, il y aura

peut-être quelque intérêt à en donner une démonstration qui soit à l'abri de

toute objection. Soit

ri) J\x,y,z) = c

l'équation d'une courbe plane mise sous forme homogène.

Je puis toujours supposer :

1° Que le triangle de référence ait été choisi de telle façon que la courbe ne

passe par aucun de ses trois sommets

X = u, _^ = o; .£ = O; 3 = o; »• = o, c = o,
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et que ses (rois côtés

r = o. 1=0, ; = o

ne passent par aucun point multiple;

2° Et, en vertu du théorème do Nœtlier. que tous les points multiples ont

leurs tangentes séparées.

Par chacun des points multiples faisons passer une droite arbitraire cl soit

'Ji le produit des premiers membres des équations de ces droites.

Par chacun des points multiples faisons passer encore une autre droite arbi-

traire et soit Ça le produit des premiers membres des équations de ces droites.

Les polynômes cpi et cpo seront de même degré.

.le puis toujours supposer :

1" Que les droites 9-2= o ne passent en dehors des multiples par aucun des

points d'intersection de la courbe /=; o et des droites 91 = o;

3" Que les droites <p) = o ne passent par aucun des points d'intersection de

/= o et de j = o;

•^'' Que les droites 92=1 o passent par un des points d'intersection de^^;^ o

et de y = o, et ne passent pas par les autres.

Posons

iX, = X9,, \.= yOi, X3=i:ç,,
(2)

\Xi=x^î, \i=r^., \s=292.

Si nous considérons Xi, \j, \n, \., \:, ol \u comme les coordonnées

homogènes d'un point dans l'espace à cinq dimensions, ces équations ( s ) défi-

niront une courbe C dans cet espace. Cette courbe C sera dépourvue de toute

singularité. A tout point simple de ( i ) correspondra un point simple de C. A
tout point multiple d'ordre n de ( i ) correspondront n points simples distincts

deC [').

(') X,, ..., Xj ne peuvent s'annuler simultanément que si (or, y, z) est un point multiple M
de (i ). Or, on peut toujours supposer qu'aucune des droites figurant dans 9| = o ou ç,= o ne

coïncide avec l'une des tangentes à ( i ) en M. Si t est une variable uniformisante locale relative

à une branche B de (i) issue de M, ç, et Çj s'annuleront en M du premier ordre, soit

9,(«) = <<j(,(i), ?.(t) = ï+sC) {+1 ^^ 4*: liolomorplies et ;^ en M); quand {x, y, z) tendra vers

M sur B, (Xj, ..., Xj) tendra vers un point [i bien déterminé de G, qui correspondra à M,

considéré comme appartenant à B. Ce point [x appartiendra à une branche régulière de C, sinon

on aurait (les accents désignant des dérivées par rapport à t)

li^'i^=-'-— !!^ = "- — J^ = — -r-^=...
X ^ 'l, y +1 * +1 ^

"f*!
' '

'
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C.i'la |)osi', coiiMilOioiis \|. \., cl \|. coiiinic les coorcloiiiiLH's (11111 |)iiiiil diiiis

Mil |ilaii: lo cinuilioii!- ( :>.) (li'lliiiroiil une courhi' |)laii<' (V
(^

'
). Je r(_'inar(|ii(' (|nr

\i, \j l'I \|-, no peiivéïil >"aiimik'r à la lois cjuaiix puinls uuilliples do (i ).

A loiil point de [ i ) coir('s])ond, on général, un puiiil do C ol un soûl. Mais

on poiirrail supposor :

Ou bien qu'à loul poini do ('.' conospond en générnl, un seul |)oinl de ( i ),

auquel cas la courbe C n"a qu'un nombre fini de points singuliers;

Ou bien qu'à loul point de C correspondent, en général, plusieurs points d(>

(i), df loUo sorlo qu'à un cerlain point de \uo lous les points do ('/ poiaraioni

ùlre regardés comme des points multiples.

Mais celle seconde circonstance ne se présentera pas. En effet, nous savons

que les droites 95= o passent par l'un des points d'intersection M do ( i ) et do

r ^ 0. A ce point M de ( i ) correspond un point de C, à savoir

à ce point de G' ne correspond aucun autre point Q de ( 1 ); car ce point Q, s'il

existait, devrait satisfaire à l'un des systèmes d'équations ('-')

/ = 9, = 3 = o,

ce qui est contraire à nos hypothèses.

La courbe C n'a donc cpi'un nombre fini de points singuliers.

Cela posé, soii

Y=SX,X,. (£ = i, 2, ...,6),

les X étant des coefficients constants que je me réserve de déterminer.

Si je regarde Xi, Xo, X,, et Y comme les coordonnées homogènes d'un point

dans l'espace ordinaire, les équations (2) définissent une courbe gauche C"(').

ce qui est impossilile, car B est une brandie léguliL-re de(i). D'autre part, p. ne peut appartenir

à deux branches de C, car on aurait pour deux points (x, y, z), (x", y", z") de (i)

on en déduirait que {/, : 9} et ({'j^ 9? sont égaux à zéro ou x, (C qui est incompatible avec

l'hypolhrse faite au 1° (p. 7) sur les droites ç, = 11 et ç, = o. (R. G.).

C) C est une projection de C faite à partir de trois sommets de l'hexaèdre des coordonnées

X|, ..., X,, ou si l'on préfère, ii partir du plan qui contient ces trois sommets. (U. G.).

(') L'bypolliése 0,= o = Çj ne peut être retenue, car X, n'est pas nul au point de C envisagé.

(R. G.).

(') C" est encore une projection hyperspatiale de G. (R. G.).
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Cuinine \i. Xo cl X,; ne s amiulenl. pas ;\ la fois [saut aux points mulliplus de

(_
I ) où Y s'annule également], les seuls points singuliers que puisse avoir C"

seront ceux de C
Considérons donc une branche de couibe passant par un point M de ( r ),

ainsi que les branches de courbe correspondantes de C, C et C". Ces diverses

branches peuvent être représentées par des développements de la forme sui-

vante : X, j', z, ainsi que les X,- peuvent être développés suivant les puissances

entières d'un paramètre t, qui s'annule au point M.

Si M est un point ordinaire de (i ), les X,- ne s'annulent pas à la fois pour

< = o; si M est un point multiple de ( i ), les X,- sont divisibles par t, mais les

— ne s'annulent pas à la fois.

On peut envisager aussi, à la fois, deux branches de courlie (h' ( i
)
passant

par deux points M et M' [qui d'ailleurs peuvent se confondre en un point mul-

tiple de ( I )]• Développons nos coordonnées suivant les puissances d'un para-

mètre que j'appellerai t pour la branche qui ()asse en M et t' pour la brauciie

qui passe en M'. J'appellerai Xj et \' ce que deviennet X, et \ sur la seconde

branche.

Pour que l'on eût sur C" un point singulier, il faudrait qu'au point M

(3) -logX,= ^^log.X.= ^Io,.V=^losX

ou qu'aux points M et JNI'

X y .

Dans ces égalités (3) et (4)> X, et ^ doivent être remplacés par —' et y si M

X' Y' .

est un point multiple de (i); X- et \' doivent être remplacés par -t^ et -t7 si M'

est un point multiple de ( i ).

Or, comme Y dépend linéairement des "k, pour que l'une des relations (3) ou

(4) soit satisfaite, il faut que les 1 satisfassent à certains relations linéaires.

Ces relations linéaires ne peuvent être des identités, puisque la courbe C

n'admet pas de point singulier (*).

De plus, elles sont en nombre (Ini, puisque la courbe C n'admet qu'un

nombre fini de points singuliers.

(') Si les relations étaient des identités, on pourrait écrire les équations de la note (') (p. 7)

qui expriment précisément que C admet un point singulier. (R. G.)

H. P. - VI. 3
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On peut (loue lonjoiifs choisir lo À de laçoii i[iriuuuiu' rk' ces relations ii(>

soit satisfaite el, par conséquent, île iacon que C" n'iiil aucun point singulier (').

Nous avons ainsi transformé notre courbe ('
i i en une courbe gauche dénuée

(le toute singularité: pour la transformer en une courbe plane n'ayant que des

points doubles, il suffit généralement d'une simple perspective.

Si le centre de perspective se trouve sur une corde double de la courbe

gauche, la perspective présentera un point double; s'il se trouve sur une tan-

gente, la perspective aura ini pumi de rebroussement; s'il se trouve sur une

corde double singulière, c'csl-à-dire telle que les tangentes aux deux extrémités

soient dans un même plan, la perspective aura un point doid)leà laugenles non

séparées.

Les cordes doubles d'une courbe gauche lorment une congruence C? qui est

indécomposable; les tangentes forment une surface S.

Les cordes triples forment une congruence ou une surface S'.

Les cordes doubles singulières forment une surface S"; elles ne pourraient,

en effet, former une congruence, qui ne pourrait ôtre qu'identique à C- que si

toutes les cordes doubles étaient singulières, ce qui ne peut avoir lieu que pour

les courbes planes.

Pour ipie les cordes triples formassent une congruence, qui devrait ôtre

idcnl i(pic à C?, il faudrait ipie loutcs les cordes tloulilcs fussent des cordes

triples.

Si cela n'a pas lieu, il suffira de prendre le centre de perspective en dehors

des trois surfaces S, S' et S", pour que la perspective ne présente que des points

doubles ordinaires.

il est peu vraisemblai)l(' cpid existe des courbes gauches dont toutes les

cordes doubles soient triples (-); s'il v en avait une, il serait aisé d'y étendre

('; Il faudra, de ptus, que Y ne se réduise pas à une combinaison linéaire de .\,. X-, Xj, donc

que Âj, À, ou /.^ ne soit pas nul, ce qui est toujours réalisable. (R. G.)

(-) En fait, il n'en existe pas. On trouvera plus loin (p. 28) une démonstralion et une exten-

sion à riiyperespaee de la propriété précédente, dues à Poincarc lui-même. Dans le cas de

l'espace à trois dimensions, la démonstration est facile : s'il existait une courbe yauclie dont

toutes les bisécantes sont trisécantes, il existerait des congrucnccs dont toutes les droites

auraient trois foyers. L'équation aux foyers de la droite

X = z a {u, v) + p (u, VI,

y = zb (u, V) -hq{u, V)

se réduirait à une identité; on en déduirait, en supposant que o et/) ne sont pas des constantes,

h-o(a), g = Ci,(pi, puis ç'=i|/'=A,
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notre théorème, eu la Iransformanl en une autre qui ne jouirait pas delà luèine

propriété. Soit, en efl'et, R une pareille courbe; coupons-la par un plan P quel-

conque; par deux des points d'intersection, faisons passer dans ce plan une

circonférence ne passant par aucun autre des points d'intersection; transfoi-

nions alors par rayons vecteurs réciproques en prenant pour centre de transfor-

mation un point de celle circonférence. Notre circonférence se transformera

en une droite qui >era. pour la courbe transformée K', une corde double qui ne

sera pas triple. Le théorème s'applique donc à K' dont toutes les cordes doubles

ne sont pas triples el. par conséquent, à K

.

II serait facile de modifier le raisonnement de laçon qu'on puisse ra|)plic|iirr

directement sans passer par l'intermédiaire du théorème de Nœther.

COMMENTAIRE

Les questions abordées par H. Poincaré dans la Note précédente ont donné lieu

à de nombreuses recherches, dont on trouvera l'historique dans les Leçons

d'Enriques (') ou dans le rapport de G. A. Bliss (-). Le premier théorème (i°) du

début de la Note parait avoir été formulé explicilement pour la première fois par

Poincaré lui-même (^) et le second, énoncé par N'œther, n'a été complètement établi

que par Halphen. La méthode de Halphen utilise des considérations analytiques (').

Tout récemment, M. L. Godeaux (^) a utilisé des procédés purement géométriques.

Comparée aux autres démonstrations, celle de Poincaré se signale par sa brièveté

d'où

l) = \ii-hB. </=A/(r-C (A, B, l. = const.):

la courbe serait plane. (R. G.)

(') Lezioni sulla leoria geometrica délie equazioni c délie funzioni algebriche (publiées

par O. Chisini) Bologne.Zaniclielli, 1918, t. 2, p. SSg et S^;).

(
=

) Bull. Amer. Math. Soc, t. 29, 1923, p. 161; il est question de la Note de Foincaré à la

page 180.

(') Enhiques, loc. cit., p. 55o.

(*) On la trouvera dans : P. Appell et E. Goursat, Théorie des fonctions algébriques et de

leurs intégrales, 1" édition, Paris, Gaulhier-Villai-s, iSpS, p. 276-284. Une démonstration loute

différente figure dans la 2" édition, p. 266-279.

(') Géométrie algébrique, t. I, Liège, Sciences el Arts, 194^, p- 36-3S.
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el sa simpliciU'. On notera (lu'elle inlroduil une Iranst'ormée biralionnelle C de la

courbe plane (i), appartenant a un espace à cinq diuiensions el dépourvue de toute

singularité; puis, elle procède par projections dans des espaces à trois el à deux

dimousions; il est remarquable que des énoncés analogues s'appliquent au problème

beaucoup plus diflicile de la réduction des singularités d'une surface algé-

brique.



SUR LES SURFACES DE TRANSLATION

LES FONCTIONS ABÉLIENNES

Bulletin Je la Société Miilhéinalique de Frmice, t. '^9, p. (ii-,S6 (lyoi).

M. Lie, dans une série de Notes [.4ic///\' fur Maicitialik og Nntiiiv/denskab,

vol. VU, 1882, p. 135-176; Comptes tendus, t. 114, 1892, p. oJ^ j Beiichte

liber (lie \' erhandliingeii der A. Sdchsisriieii Gessellscliafl der ]\ isseii-

schaften, tnalli. pliys. KL. 1896, p. 141-198), a montré qu'une surface (ou

une variété de l'espace à plus de trois dimensions) ne peut être doublemeni

de translation que si elle est engendrée d'une certaine manière par un système

de fonctions abéliennes ou par leurs dégénérescences.

La démonstration de Lie repose sur la considération de certaines équations

aux dérivées partielles.

Dans un Mémoire publié au Journal de Liouville, 5" série, t. 1, iSgS,

p. 271 ('), j'ai été conduit moi-même à aborder le même problème par une voie

toute difl'érente.

Depuis, en réfléchissant à cette question, j'ai trouvé un troisième chemin

qui peut conduire au but; le théorème fondamental se trouve démontré d'une

façon pour ainsi dire intuitive et sans qu'on ait à fa lie intervenir des équations

aux dérivées partielles de Lie.

Malheureusement, la démonstration de ce théorème n'est pas tout et elle

devrait être suivie d'une longue discussion, à cause du très grand nombre de

cas particulieis que l'on est forcé de distinguer. .Je ne les ai pas tous traités; je

(') OKuvres de Henri l'oincaré, t. IV, p. /|3u.
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iiii' Mil-- lioi'iic il |inili'r ili' ci'ux sur iesqul'l^
j
iiv.iis ;i dire «niolqui' chose de

nouveau. Pour les autres, qui sont (rMillciirs très pnrliciilicrs, j(> n'iinrais pu

(|\ie ronvdvpr aux Iravaux do TJc.

I. — Théorème fondamental.

Supposons rju"\Mio surface soit doublemenl de Iranslalion. (iouniii' elli- i^sl

de translation, ses (Vjuations |iourront se mettre sous la forme

(1) ,i=?,(<,)-t-9s(<2)>

où II et <2 sont deux variables indépendantes
(^

'

) ; et comme elle est doublemenl

de translation, cela pourra se faire de deux manières, de sorte qu'on aura,

outre les équations (i), les équations

(i bis) ;}= ?3(<3)-H9»('4)>

l:\ et 1^ étani deux autres variables.

Posons

J\^.'i)="h ./2('0="2, Mh)=—ll:,, /i(<,i)=— Mi,

?i('i)=''i, rsC'î) = '"îi r-ii's) ~~ ^3, 9^(^)=— fi.

'l'l('l) = "'l, ''!(^) = "•>, 'J'3(<n) =— 11'.-., J>v(<4) = — 11',.

En rapprochant les équations (i) et (i bis), nous aurons

l<t +- Iti -h Uj + Hi = o,

(a)
'

1
'''"*" ^-i-^ ^'^. -(- l'j = o,

»'l-r H':i -t- «•', = I).I
\ '«'1 +

Ces relations doivent avoir lieu (juelles que soient les variables /i et /<. les

deux autres variables <;, et /, étant précisément définies en fonction'- de /| et

de li par ces relations (2).

Considérons les trois dérivées J[{ti), 'i\[ii), 'Vii^i) f'^s liois lonciions J\.

'il et 'J/i et regardons-les comme les cooidonn(''es homogènes d'un point Mi

dans un plan.

{') Les considérations développées ultérieurement (uoi/-, par exemple, p. lo, 17, etc. ^ iiiunlreiil

que les fonctions /J t), ifj t), 'i/J t) f j = i, . .., ^) doivent être supposées analytiques. (R. G.)
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Définissons de même le point M, doni les coordonnées homogènes seront

f',{t,), z',(tt), 'hiit,) (J = l,2, 4)-

iNous aurons iiinsi quatre points Mi, M-i, M;,, M,. Ciiacun de ces points

décrira une courbe plane. J'appellerai C, la courbe décrite par le point M,.

Nous pouvons dire ét^alemenl que les coordonnées homogènes de M, sont

rlui^ f',{ti)dli. ih-i= z,{tt)dti, '/a'i='Yi(ti)f/ti (i = l,7.)

ou

du, = ~-/',iji)dli, di'i = — o'i(tt)dti, divi = — >l'i(ti)dei (j = 3, 4).

Faisons d'abord varier /] on laissant (-2 constant, de telle sorte que

//t'> = du- = f/i'o = dui = o :

la difl'érentiation des équations ( :>. ) nous donnera

(3) l dVi-h dv;-^ dvi= o,

\ dw\ -(- Cl

dUi -\- duz-i- dui= o,

di':;-{- c/Pi= II,

/w.i-f- div, = o.

Faisons ensuite varier /i en laissant ti constant, de telle sorte qu(

i/ti = dui = dv^ = diVi = o :

la différentiation des équations (2 ) nous donnera

dui -H dus +- du; = o,

dv-i-

' /Vn'i-^ dw^'h dn\= o.

(3 bis) ' dv-i-¥- </»'-.-+- f/i^v = o,

Les équations (^3j signifient que les trois points Mj, M,, M. sont en ligne

droite et les équations (3 bis) que les trois points M2, M^, M.v sont en iii^iie

droite. Les quatre points i\L . Ma, M:,, IVL sont donc en ligne droite.

La droite Mj M-iiNL, M, est une ligne droite quelconque du plan; en efl'et, les

variables li et ^2 étant indépendantes, le point Mi est un point quelconque

de Ci et le point M2 un point quelconque de Co. En joignant un point quel-

conque de Ci et un point quelconque de (jo, on obtient évidemment une dioiic

quelconque du plan.

Supposons que nous tassions varier cette droite d'une manière continue; les

quatre points Mj, M2, M;,, M» varieront également d'une manière continue.

Supposons maintenant qu'au bout d'un certain temps celte droite mobile soit

revenue à sa position initiale; on peut se demander si les quatre points M,

reviendront également à leur position initiale.

Ce que je me propose de ilémontrei', c'est que. (juand la droite moljHe
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revient à sa position inilialo, Feiisenible des quatre points n'a pas changé; ces

points ont pu seulonienl s'cclianijer entre eux.

J'en déduirai que l'eusemble des courbes Ci, Co. C:i, C, forme une courbe

plane algébriipie du quatrième ordre. Dans certains cas particuliers, celle

courbe peut se décomposer, de telle façon (pie plusieurs des courl)es C, peuxciU

iMii' di^lincles. Mais, en général, la cnuriie du (piatrième degr('; est iudécomjjo-

sable, de sorte que les quatre courbes sont le prolongement analytique l'une de

l'autre.

Pour ('tablir ces diil'érenls points, j'envisage d'abord une laiigeiile T à la

courbe Ci. Je suppose qu'il s'agisse d'une tangente ordinaire el non d'une

tangente d'inflexion. Je suppose que la droite Mi MoM^, M, que j'appelle D soil

d'abord très voisine de T. qu'on la fasse; varier d'une manière continue de

façon qu'elle reste toujours très peu différente de T el qu'elle revienne finale-

ment à sa position initiale après avoir tourne autour de T (').

Dans ces conditions, le point Mi est d'abord très voisin du point de contact

de T el de Ci; il reste ensuite très voisin de ce poinl de contact; mais, ([uand

la droite D revient à sa position initiale, le poinl Mi ne revient pas à sa position

initiale; il s'est échangé avec un autre point ti'inlersection M', de la droite D el

de la courbe C|.

Soient de môme M'.,, M'., M'^ ce que deviennent les points d'intersection de D
avec Co, Ct-i el C^ quand la droite D, après avoir tourné autour de T, revient à

sa position initiale. Ces points M'„, M'., M^ peuvent différer des positions

initiales Mo, M;,, M^ de ces points d'intersection ou se confondre avec elles.

Soient a',, e', , w\ les valeurs de ±fi{li), ± ?/('/), ± '!,(</) correspondant

au poinl M,' (on prend le signe + pour /= i, 2 el le signe — pour /= 3, 4);

on a alors les relations

Iu\
-h u'., -h II'; +- ll\ = O,

v\ -+- c', -H C a + (•'.. = o,

11'', -t- w'., -+- W. +- ll''i = o.

Le poinl M', (llfliMaiil ilii piiinl iM|, on lU' saurait avoir

U\ = l/,, P', = l'i, H''| = 1V|.

(') Il s'agit là d'une vaiialioii dans le cliamp complexe. Supposons les axes choisis de façon

<|ue T et D aient respectivement pour équations y = o e t y = «„ x -f- p,, |
a„ 1 et

] p, j
étant très

petits. On envisagera la droite variable y = aa:-\-p et l'on fera varier a de a, à o; puis on

fera tourner p dans le plan complexe autour de 0. pour le ramener à p,, et, enfin, on fera varier a

de o à a,. (R. G.)
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( )n Minn donc, pnr oxernplo,

"1 "1-

Dniis ci'S rdiuillloiis. on ni: smiiiiiiI M\(iir à hi lois

II., = tl.'.;
,

ll::= II'.
,

" ', = II';
,

sans (iiioi il n .1111:111 lin ()iii|iMliliiliic onire la iircmiùir rclalion (2) cl la pre-

mière relation ( :'. /y/.vl. Il lanl donc que liin an iinnns des |ioinl-; \T„. M'.,, M^

diffère du point correspondant AIv. M, on Al ,.

H f'ani donc que, par exemple, le pinnl M _. --c xnl Oclian^é avec nn anUc

poini d'inter.seclion M', fie la conilie ("._. el de la droite D qnand celle di'uile I)

a lonrné anionr île I .

11 est clair qii il 11 en srrail jias aiOM si la diiHlc I idiipail la i-iinrlie ( ._. en

un ijoinl oïdinaire (1res voisin de M-i) el sans le hniilier.

D'où cetio conclnsion : la droile 1 doit être langeiile à l'une des innilies r,._.,

(i;,. (); on passer par Inn des poinis siniinllers de ces conilies.

(jO raisonnemeni s applique a loules 1rs lani;enle-. de la conrlie (.|; or. il esl

clair (Mil' loiile-- ces lan^i'nles ne pcnvciil p.i'^ p.isser jiar un des pmnls singn-

liei's lie ( i-i, ( '.;, ou ( < , 1111 liniidier en deux pmnl s d illi'i'enl s, mil rc l.i cnu il le ( .| .

une anire des eoiirijes Cn. (!;, et (.,.

.Si une laiii;enle T de Ci pa.s.se par un piiinl singulier de (',._.. ('.
:
ou ('.,. il esl

( lair que la langcnle luliniinenl voisinr ne passera pas par ce poml. .Si une

droile 1 louche C| el (... en deux poinls l'i el l'j dilli'renls, il est clair fpu' la

langenle de (ii dmil le pdinl dr cnnlarl rsi iiiliii 1 lui'ii I \nisiii dr !', ne liiucliera

pas C.

.

Il iani doue que le poinl de conlacl d'une langenle ([iielemupie I de ( i] se

confonde avec le poinl de conlacl de ciMIe même langenle avec une autre de

trois courbes (lo. ('.. el (.,; il lanl donc que deux au moins des quatre courbes,

Cj et Co par exemple, se conlonileni ou pluii'ii soimi le prolongement analy-

tique l'une de l'anlre.

Que se passera-l-il alors si la droile I) loiirnr anlour i\f la langenle \ qui

touche les deux courbes Ci, et (]> (qui se prolongcnl analytlquemenl l'une

l'autre) en nn certain poinl P? Dans la posilion iniliale, les deux poinis M|

el M> seront très voisins l'un de l'autre et 1res voisins du poinl P. Quand la

droite D aura décrit un lonr complet, les deux points d'intersection M, et M)

se seront échangés, les points M, ci M, eiani d'ailleurs revenus à leurs

positions initiales.

H. P. — VI. 3
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h\'nscmblc' des qualro points Mi, iMo, M;,, M; n'aura pas varié.

Ce raisonnonienl. louU'f'ois, demande à être coinplélc. Car l'iicliango entre

plusieurs points d'inlerseelioii de la droite D el de la courbe Ci pourrait se

laire aussi quand la diiulc I), an lieu de tourner aulinir dune lani;enle ordi-

naire di' la ('(iiirlie ('.], loiiruiTarl auloiir d'une lani;('ule singulière, par exemple

d'une lani;enle d'iullexidn. ou autour d'une dmili' passani par un poini

singulier de Cr-

Pour ne pas avoir à ré])éler noire raisonnement pour chacun de ces cas,

j'emploierai l'arlilice suivant. J'envisage une posilion parliculière Do de la

droite I) el les positions correspondantes M°, M°, M", M° des qualre points

Mi,M,, M;„M..

Sujiposons (pie la droite 1),, vienne, couper la coui-lie C, en un pciinl M',

autre que le jxiinl M". Soient Pi el Qi deux points de la courbe Ci très voisins

de MJ; nous pouvons toujours supposer que la tangente en Qi est une tangente

<u-dinaire. Soit T cette tangente en Qi ; les points P, el M° appartenant tous

deux à la courbe Ci el élant très voisins de Qi, la droite MJPi difTérera très

peu de T.

Consub'i'cin-. inainlenani une suile continue de points M'j Ions situés sur la

courbe C, el ailanl de .M', jusqu'en P| ; soit S cette suite. Faisons maintenant

varier la droite 1) de la manière suivanle : nous joindrons siiccessivemenl le

point M, à tous les points M'| de la suile S depuis le point .M', jusqu'au point P,

.

de telle façon que la droite D se confonde à l'origine avec M" M', el à la lin

avecM^P,.

La droite I) (lanl ainsi dexenue 1res xdisine de T, je p(uirrai la l'aire lourner

autour de T. sans qu'elle cesse jamais d'iMre très voisine de celle langenl(>.

Après un tour complet, elle se confondra de nouveau avec M"P|.

Je joindrai ensuiie le point M" à tous les points M" de la suite S depuis le

point Pi jusqu'au point M',, de telle façon que la droite D, repassant par les

mêmes positions dans l'ordre inverse, se confonde à l'origine avec MJPi pour

revenir linalemenl à sa position primitive M','M',.

La droite I) a ainsi déciil nu viiilable lacet, qui se divise en trois parties;

comment, dans ces trois parlies. se sont comportés les points il'inlersection ?

J)ans la première partie, la droite D a occupé successivement les positions

MJM',, MJM", M°P, ; l'un des points d'intersection JM° est resté fixe; un aiilre

est parti de M, imiir ^dionlii- en P] eu |iai(ouiaiit d'une façon conliniie loiile la

suite S.
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Dans la douxièmc partie, la firoilc D tourne aiiloiir de T el, comme T esl

une tangente ordinaire et que MJ el Pj sont très voisins du jioinl de contact,

les deux points d'inlersection MJ el Pi s'éeliangenl.

Dans la troisième partie, la droite D repasse, dans l'ordre inverse, par les

mêmes positions que dans la première partie; le poini qui coïncidait avec MJ

pendant loule la première partie coïncidera a\cc Pi à la lin de la deuxième

parlie el, pendani la troisième |iarlie, variera d'une façon conlinue de Pi à M',

vn parcourani lonle la suite S. Le point qui coïncidait avec jM', au début de la

première parlie el avec l'i à la (in de la première partie, se trouvera en MJ à la

lin de la deuxième partie et restera fixe en M" pendani toute la Iroisiènie partie.

I'"inalemenl, les deux points M" cl M, se seront échangés.

Voyons ce que dexiennent les ipialre poinl-- M|. Mi, JM;,, M, quand on l'ail

varier ainsi la dioile 1). Le point iNL est celui des points d'int(M'section de D el

de ('m rpii se contondail |n-imil i\ einenl avt'C AI". Il se conlniidra flonc avec M"

pendant loule la première [larlie du laccl, s'échangera avec l*i pendant la

deuxième parlie l'i variera de l'i à M', pendant la Iroisièine partie.

D'après ce que nous venons de \oir, cjuand 1) louinera auloiir de T, M 1
ilnil

s'échanger avec l'un des trois points M.j, M;,, INT-, : si, par exemple, il s'écliange

avec M-., les points jNL, el M;, reviennent à leur position primitixr et la couihe C^.

est le prolongement analytique de la courbe ('m.

Dans la deuxième partie du lacet, les deux points d'intersection M, el P|

s'échangent; or, AJ
i
coïncide a\ec M" au début de la deuxième parlie ela\ec l'i

à la fin. Comme il doit s'échanger avec Mj, c'esl que Mo coïncide avec Pj au

début de la deuxième [lartie el avec M" à la fin.

Comment inainlenanl se ccmiporte AL> dans la pri;niière et la deuxième

parties du lacet? Alj est l'intersection de D ;\\oc. la courbe C^., qui esl idenlicjue

à la courbe (.| ; il esl clair que si nous faisons parcourir à D en sens inverse la

première partie du lacet, de façon à ramener la droite D dans sa position

initiale D,,, le point AL, qui coïncide avec i'i quand la droite D (à la fin de la

première partie tlu lacet) esl en AI,' Pi, parcourra en sens in\erse la suite S, de

sorte qu'il se retrouvera en M\ (pinnd la droite D sera en Dq.

Ainsi, le point M° (c'esl-à-diie la position cpie prend Al.^ quand D est en Do)

n'est autre chose que Al',.

Si donc la droite Do coupe la roiiibe (.,; m un autre point cpie AJ", cet autre

point ne peut être que l'un des points

1\IS, MS, M','.
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Ainsi, la tiroilc Do (^qui est une dioilc quelconque) no peut avoif avec

renscinblf tics courbes Ci. (>2, (.;;. ('.-, (i'niilros points irinlorseclion qiio les

(pialre poinis M;'. M'^, i\I^ M».

iKuic 1 t'usemble île ces quairi' cimilirs Idirnc une i(iiirl)r algt'briquc ilu

quatrième degri-. c g. r. n

De là, il esl aisi' de déduire le lliéorèrne de Lie. que les seules surfaces qui

soient doublement île ti-anslation sont les snrtan^s

Hf.r,r, .-) = (!

(où f) fsl la l'iineliiiii (•) m-dinairi' à liois xaiiables) ri Iimiis di-oéuéreseeuees ( ')

11. — Extension des résultats précédents.

l.i' l'aisiiiineini'nl s'étend |)ri'M|iic sans rliani;('tneiil an cas d'un pins ^rand

niinibif di' \ai lables.

Soient Xi,x-±, ...j.ff, les l'oordinuKM's dam puini dans l'espace à y* dimensions

cl supposons que l'on ail dans cet espace nue xarii'té ^ à /i — i dimensions ipii

soii doublement de translation.

Les équations de la variété \ poniimit se nu'ttre sons la forme

11) ',,=./'-,.l(^)-l-/v.!('2)-:-..--H./',;.,,--l(//v-,) (y =!,', ...,/'>,

/i. /•_.. .... /.j,_.i étant />— I variables indépendanles.

La variété Y étant deux lois de translation, ses l'qiiations ponironl se mettre

de den\ manières sons la lorme (i). de sorte que lions aniDiis, onire les

relal ions ('
i ), les relal ions

(1 bis) -r.f = /,,.,,(/,,) ~h/,,.,, ,(t,.+,) -h .. .-i- /,,,y.^.{ty,_n) (ij—i, 3, ...,/-),

on t/,. Ip. 1. /y,^.>• • • ., l-ii,^i représentent // — i nouvelles variables.

Si nous posons

.fq.t{t,) =—11,1,1 {q = 1, >, ..., p; i = p, p -f-i, ..., ip — 'i"),

des rcdalions { i ) et f i his) nous déduirons les suivantes :

{}.') «,/.,-+-«,/. 2-+-. . .-I- M,/. 2/,_.-i -h /«,/..2;,_2= O ((7 = 1,'.>,, . ..,/>),

('; (,'esl uiic conscqueiice iiiimcdiale de la loimule (fl) (noie au bas de la p. no;, où l'on feni

/> = 3; d'ailleurs, d'après les équations (2 bh) (p. 16), les constantes h- de la formule (p) sont

nulles; cf. f '

), p. 110. Pour le cas des dégénérescences, voir f), y. lo {\\. 0.)
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OÙ les p— 1 \ariableî> li. 1-2. .... //,^i doivent tHrc regardées coiiiint' indépen-

dantes, taudis que les /^— i \ariables </,, //,^i, . . ., t^i,_-, soni des fonclinns dos

ji— I premières.

(jQUsidérons maiiileuiuil

/;./('/), ./!,('/), ••, .i"i,i{iù,

<iu, si 1 "11 prétéie,

lla\.i. '/«2.,-, .... '/«y, /,

LOiiiiiU' les (uorduuiiées li()iiit)i;i'iu's d du punil Al, tians I espace à /i— i diiueii-

slous el appelons C, la «ouihe candie de 1 espace à Ji— i diiueiisions (pu csl

décrite par le point M,.

.Supposons que l'on tasse varier /|, les \arialile> /•_., 1.^. .... //,_i denicuraiil

conslaules. de telle sorle ipic l'on ail

i/ti= '/",/., = " (i = ->, J, ..., p — i; </ = 1. >,..., p),

l>a difiéreutialiou tics lelalioiis ( 2 1 nous douuera alors

(3) "'«</. 1+ '^'l,/.f-+- "'"y.// I

-+- '/"i/./i^i-*- -+- '/",/.î/,-2= '),

Cl l'on IroiiNoiail tic luéuie

ffllq.t -r- dUq,/, -(- <lu,,_ij^\ -H ... -H du,f,«i,—-. = ()

(3 bis)
,

(7 = 1, -.'-, ..., p; A- = I, y-, ...,/7— i;.

(.es rclalioiis signifieiil que les if)— 2 poiuls

M,, .\1„ ..., M.,,,-.,

soûl dans une luèiiie varie le plane I' à // — n diineusious. .le dirai, pniir ahiéger.

dans un même plan P.

Voyons maintenant coiumeul pourraient séchanger entre eux les dilïérenls

points d'intersection de la courbe Ci et du plan 1^.

.Soient T un plan tangent à Ci et ]\i° le poiiil de coulaci; je supposerai que

ce plan tangent soit un plan laugeul ordinaire rencontrant la courbe en deux

[loiiils confondus; je supposerai, île plus, cpie ce plan ne touche ni la courbe Ci,

ni aucune des autres courjjes C, en un autre point que MJ; ce n'est donc, m un

plan langent commun à deux courbes C,, ni un plan touchant double à Ci. .le

supposerai que ce n'est pas non plus un plan langent à la lois en M° à deux

branches de courbe Ci et C, tangentes l'une à l'autre. Il est clair, en effet, que

les plans tangents à Ci satisfont en général à toutes ces conditions.

Supposons ensuite ([iic \v plan P, d'abord très peu différent de T, fasse un
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loin- coiiipli'l aiiloiii- ilo T (_'). \a' |ih\ii I'. «huis sa position |iriniili\t'. ((luiic (".,

cil doux points -Mi el M', 1res voisins de M». Quand P a tourné autour de T,

ces deux points Mi ol M', s'cclianijenl ; les autres points d'intersorlinn de P avec

les courix's C, rcvieunoul à liMirs positions primitives.

Quand P lt>urn(' aulonr de T, le poiiil M, cliiinj;!'; par coiiso(juciil. jKiiir (pic

les relalions {:>) subsisleul. il liiiil ipic IUn :iii iiioins do> iiiilres points M,, le

point AJs, change égalemeiil.

Or cela ne peut arriver que cTiiue seule manière, puisque, d'après nos lijpo-

tlièses, le plan T n\'st pas langeni à la l'ois à deux branches de courbe dilTé-

renles; cela ne peut arriver que >i les deux courbes Ci et C^ sont le prolon-

gement analytique l'une de laiilre.

Dans ce cas. M\ n'est aulre clinse que M... de sorte que les deux poiiils Mi

et Mo s'échangent simplement.

Reprenons maintenant le raisonnement dans toute sa généralité.

Soient P„ une pusilimi pnrl ieiilière du jilan P et M° la position correspun-

danle du poinl M,.

,Ie suppose que Pu couju' Ci en iiu poiiil M', dillérent de iNl". Soient (), el R|

deux points de Ci très \oisins de M"; nous pouvons toujours supposer que le

pliiii lMni;eiil T en Qi est un /1//1/1 I(iiil;ciiI di/I/iih/ic. rcnionds parla : 1" q\ie

ce plan tangent rencontre la courbe en deux points confondus seulement;

2° (pi'il n'est pas tangent à la l'ois à deux branches de courbe C,- dillerenles

(soil en louchant la courbe Ci en deux points différents ou en touchant la

courbe Ci el une courbe C, en deux points dillérents; soit en touchant eu Q,

deux iiranchcs de courbe Ci el C* tangentes l'une à l'aulrc, mais dillerenles

l'une de l'autre).

Faisons inainlcnant tiécrire au plan P un laeel.

Dans la première partie du lacet, le plan P part de la position l',i el aboutit

à une position linule où il passe ]3ar K, et MJ et est très peu dill'érenl de T;

dans les positions intermédiaires, il ne cesse pas de passer par ^1°. Par consé-

(pienl. l'un des points irinterseci imi de P el de Ci est reslé fixe en M"; l'aulre

a varie d'une manière continue de M', a lti; le |)oinl iMi, en particulier, est

reslé fixe en M','.

Dans la deuxième partie du lacet, le |dau P dècril un loiir complet autour

de T. \a!, deux |)oinls dinlersection de P el de Ci (pii sont en M" et Ri

(') Voir la noie {') tic la pii^e iG. (U. G.)
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s'échangcnl cnlre eux. Le plan T élanl un |ilaii laiigoiil (Pidinairc. doux des

points M,, à savoir M, et, par exemple, M. s'écliangenU les autres poinls M,

reviennent à leurs positions primitives. Le point Mi qui était en M\ au com-

mencement de cette deuxième partie vient donc en Ri à la fin cl l'on voit

qu'inversement le point Mo devait tMre en 11, au commencement de la deuxièine

partie et venir en M" à la lin. lùidn, les deux courbes Ci et C^ doivenl èire le

prolongement analvlique l'une de l'autre.

Dans la troisième partie du lacet, le plan P repasse dans l'ordre inverse par

les positions qu'il a occupées dans la première. Les points d'intersection de P

avec Cl (ou avec son prolongement analytique C2) qui, au début de la troi-

sième partie, se trouvaient en Ri el en M", doivent venir à la lin de celte

troisième partie en M', et M". Les points M;,, M.. . . ., Mî/;^.; qui avaient, à la

fin de la deuxième partie, repris les mêmes positions qu'au début de la

deuxième partie, repasseront dans la troisième partie, dans l'ordre inverse par

les mômes positions que dans la première partie; de sorte qu'ils seront à la fin

de la troisième partie dans les mêmes positions qu'au début de la première

partie, c'esl-cà-dire en M", M", .... M"^,_„. Le |)()int î\li ipii, au début de la

troisième partie, était eu R,, \ieiulra à la llu de la Iroisièuu' [)artie en M',; le

point Mj. qui était en M", sera encore en M" à la lin de la troisième partie.

Enfin, le point Mo, qui était en R| à la lin de la première partie, avait dû,

pendant celte première part le, coïncider eiuistamment avec un des points

d'intersection de Ci el de P, puisque Ci et Cj ne diffèrent pas au point de vue

analytique. Avec lequel de ces points (riiiteisection ? 11 est clair ipie c'est avec

celui qui est en Ri à la fin de la première partie. Nous devons donc conclure

qu'au début de la première partie il était en jM',

.

Donc M', n'est autre chose que M".

Ainsi, il ne peut pas y avoir d'autre point d'intersection de Po et de Ci que

les points M".

Donc l'ensemble des courbes C, loiiue une courbe algébrique d'ordre 2jj— 2.

111. — Discussion.

Considérons donc celle courbe d'ordre zp— 2 que j'appellerai la co«/^r C

et qui est formée de l'ensemble des courbes C,. Je dis maintenant que les

quantités que nous avons appelées «,y., sont des intégrales abéliennes de pre-

mière espèce relatives à cette courbe algébrique.
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Nmi^ :i\()ii- rcpri-st'iilc |i;ii

<tin,i, '/iii.t, '/"/..(

les coordoniiot's lioiiiuiièiu"- du poml M,; ilihi> |iiiu\oiis ie|)ri''~fiil('r iIc iiitMiii' piir

(/M|. i/u>. .... i/llf,.

où

"'"./ = ./v.
H ')"''-

lo> ci)oriloniu'("- lnllll(li;èlu^ ilii |ic)iiil i;rii('i'iil AI de la cuui'lic (,
|
cuiiiiiic <•//

gênerai (' ol iiidoconiposable, de sorlc que les (liirércnlo> courbt'.s (',, sont le

proloiijiciiicnl illlal^ li(|iu' les unes des aulres, je puis écrire siniplciiiciil /</(/)

au lieu de /',,,( l i. de xulc (|ue r///,, -=/'./'' ') '''^1-

II' pdseial d'ailleurs

i/ii, ihi-i (lUf,-\ _ iliii,

~\ '.-- -.l'-\ -,1'

I'hi:mii;jii. imuiimisition. — Siip/jnsmis d ahmil (juc /(i courbe ^ . ne jti'cseiile

(tuiiin point singulier, tel (jiie poiiil (huihlc. point derebroiissenieiit . ele. (M.

Alors, daii-- \r \oisina};e d'un pdiiil queleouque de (i les lappoi'Ls des cour-

données ; à l'uiif d'iuiire elles, à :,, par exemple, seront des fonctions

liolomorplies de l'un de ces rapports, de l- par cveiuple.

Soil M un poini de (. dont les eooi'données sont 41, ;•> ij,', si. |)ar

exenijilc'. dan- Ir \(usiiiai;c de ce poiiil. Inu-- les
J'

sont fonctions liol()nK)r])lies

de —1 ji' iliiai ipii' loiiles les loncliuii^ liol(iui(U|du'-. de ^- sont des lonctioiis

liol(u plie- du poiul auahti(pie (çi, ij. .... ij,) ou slmplemenl An poiiil M.

Si. dans le \<)isiiiai;r de M. ce u'elaiciil pas lous les jt^ Clin fusseni lonetuuis

ludonioiplu's de ;'
, Mjais liiu^ les p-^^j |iar cxciuplc. qui lu-.sciil IdiulKUis

liulouKJi'plies de -^5 ^-e sciaieni alors les I(UhIioiis lioloiuorplies de 7-^-^ (pir

j'appellerais fonctions holontorplies du point M, cIc.; dans lous les cas. cette

expression, fonction lioloinorplie du point M, se trou\('ra parfaitement définie.

Si. dans li' \oisina;;i' d'un poiul dr ('.. la roiiilioii //,, n'est pas une liuiciioii

r'; L'hypolliése contraire sera envisagée ii partir de ta p. Jo. La « première propositiuu est

formatée page aâ; elte affirme que. dans t'Iiypotliosu actuelle, les u sont des fonctions partout

holomorphes du point M fau sens ijui va rtro défini). (R. G.)
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iiolouioriiin' ilii |i()ml M. |i' iliiiii (|iic ce |iiiilil csl un |i(ii)il MiiLiiiIicr ilc lii

l'onction //,,.

Je dis rnaiiiU'iiaiil (jiic l;i Idiuliou ii,i iMiiiia pas ch; |Joinl sint;Mlii'i'. (.oiisi-

(lérons, v\\ l'IIcl. le |iliin I' (|ui coupe (i ;iux i/)— -i poinl.s

M,. M,. ..., M,,,_,,

(le >oile iiu <-Ui ania

(l) «,,., -H //,,.2-l-. . .^ H,,.o,,_2= "•

Si les piHuN M j, M.,. . . . , W'i, 2 ne soiil pas si jii;ulu>i's. les Ion el ions

seroni lioloniorplies ;
eu \eilu de i i). la loncliiui «,/ i

le sera ét;aleineiil , de

sorle tjue le poini Mi ue sera jias non plus singulier.

Si le plan V passe par uu |ioinl sinj^ulu'i' de la loiieliou ii,i sur ( ,. d de\ia

doue passer par uu si'conil poiul siiiguluT. Mais le plan I' esl ipieleiuupie ;

quelles que soienl les positions alli'iliuées aux poiiils siiii;idieis. ou pounail

done laire [jasser le plan I' pai' uu di' ces poiuls ri par nu simiI. ()r. cela

esl impossible, iumis \cihmis de li' \(iir; iluiic il ne pcnl \ a\(ur de piuiil

singulier.

l'iO parlienlier, la louchon //,, lU' pourra dexeuir luliiiie la luoius cpic le

poinl M ne décrrxe \[[ir luliuilé de cveles sur la snrlaee de l'ueniaun S relatne

à la <i)ui'l)e i\ ). mais nous ne pou\ons encore aliiiiiier ([ue ii,i seul une loncinui

nniloi'iue du pomt M: iniiis \ovons dé|à ipie il,/ rexienl à sii \alenr priniili\e

ipiand le poinl M decril uu ((inlour lei nie i ii fini im-iil jirtil sur la surlace i\i'

Hiemann .S; mais il pourrail ii eu pas èlre de iiièine ipiand le [kuiiI M déeril nu

ryilf lernié sur .S.

Le raisoiineinenl ne s applnpierail |ias si la courlie (, présenlail un p<iinl

singulier, nu poinl doiibK', jiar e\em|ile; car alors loiil plan V |iassanl jiar ce

point double couperait C en dcu.r points conlondns (pii pourraient être tons

<leux singuliers pour la loiietlon ii. Tout plan P passani par un de ces points

singuliers passerait alors par l'autre. En revanche, le raisonuenienl s'applique

saiis cliangemcnl si la courbe algébi'iqiie C se décompose sans avoir de point

ninhiple.

Dki xifc.MK PROi'osii iiiN. — Soient mainteiianl

Ci, V-,, ..., 17,

tt.p. -VI. 4
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les inlograk's abéllonni'î. ilc preiniùrc cspèci' de Im coiuIju C cl suil r,, , la valciii-

de i',/ au poiiil M|. \oii,s aurons

ri'lalioii> aiialoijiu's aux rclalioiis ( i i.

Coiisidcroiis Hiaiulciiaul les

du.i.i (^ = 1, 2, ...,/))

et les

iivri.i {q = \,i, .... h)

euiiiiiic le> i'i)(uxli)uuées lu)uioj;èiU's il un |i()iul \, dans lespacc à ii -\- h — i

dimensions. JNous Irouxcrons comme jiliis liaul, [jar difrérenlialion,

1 "'"././-*-^ d\\i_k = Il (</ = I, '2, . . ., h),

(2 his)
\

/'--

ditm.i -t-^ du,,,,/. = (m =1, 2, . . ., p)

(i =1, 2, ..., p — i);

ces relations nous monlrcnl que les 2/;— 2 poinls i\, sont dans une uième

variété plane I" à y;— 2 dimensions.

Soient C) la ((luri)!' déciile par le poml ]\, el C reiisciiihle des courltes C-.

.S(jil P'„ une position particulière iln plan 1*' et soit ]N" la position corres|)(m-

danle du point N/. Soit T, la tangeule à la courbe C au point A,".

Pour définir P'„, il suffira de nous donner yj — i di-s (toiiils A,", par exemple

les points ]\J, NJ, .... N° ,. Nous pourrons toujours supposer que ces />—

i

points n'appartiennent pas à une môme variété plani,' à
/> -- l dimensions. Si,

en cflel, les |)oints Ai, A'o, . . ., N/,_i appartenaient rit ^n'iicidl à un plan île

j>— .'i dimensions, il en serait de môme des points Mi, Mo, .... M,,_i (') et

•alors la courbe C devrait être contenue dans nn plan à p— 2 dimensions, de

sorte que la \ariété V se réduirait à un |)lan à jt— 2 dimensions.

.Soit maintenant A| un point de C infiniment voisin de A"; par les

//— I j)oints

(') Les .\I_ sont les projections (les points N^ de l'espace S^,,_, dans un espace ^,,_|. {'^- tj.)
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jc |)iiis l'aire passer une xiiriélé plane P', à /;— 2 dlineiisiuns, inlhiimciil peu

diH'éreiile de P'„.

P'i coupera C eii //— i aulres poiiils

IV 1 IV

I

iv 1

iuliiiiiueiil Miisiiis des points

Les deux variélés P'„ el P', ayant />— 2 points communs

(non situés sur une inèine vaiiélé |)lane à //— 4 diineiisions, puisque avec A"

ils ne sont pas dans un plan à /j— .5 dimensions) détermiin'rdiit une variété

plane Qo à y— i dimensions.

Qo contiendra évidemment la droite

^"/^!/ {'/ = i, p, p^h -^ 2p — i),

c'est-à-dire la lan!j;entc T,/. (C'est ainsi cpie le plai) tangent à un cône contient

les tangentes à toutes les courbes tracées sur le cône el coupant la génératrice

de contact.
)

Ainsi, la \ariélt' plane ipii eonlieiit l'„ et la tangente Ti contienl aussi les

tangentes

Comme rien ne distingue les dillércnts points d'intersection de C et de P'^.

je pourrais démontrer de môme que celte variété contient aussi les tangentes

T2, T:i, . .
. , T^,_|

.

lin résumé, à toute variété |)lane P' à p — 2 dimensKuis coupant C en

2/)— 2 points N, correspondra une variété plane (,) à jj — 1 dimensions qui

contiendra les 2/)— 2 tangentes T,- (').

Soil inainlenant P!, une position de P' inliniineiit \oi>ine de P'„ ; soient Qn

et Q2 les variélés Q correspondant à P'„ et à P'„. Je me propose de démonlrer

que Qo el Qa sont identiques. Je désignerai par N° et N,^ les intersections de C,

avec P'„ et avec P', el par T° el ïf les tangentes correspondantes à C.

En effet, supposons d'abord que P'„ et P„ aient un point commun, par

exemple NJ. Alors Qo el Qo contiendront tous deux la tangente T°.

C) Ainsi que V. (l\. G.)
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I K' j)lii>, <^)|i ciiiilii'iil la liiiiijciilc 1," cl i)-2 l'iMiticiil In Umjicjitc nifiiiiiiu'iil

Miisiiii' T,J. Kn iu''i;lii;iMiil îles niliiiiiiu'iil pclits ifordro supOi'icnr, mi prui ilirc

(lue T" Ol T,^ SI' C(ni|3i'iil en nu poiul iuliuinK'ul Noisin ilc ÎV".

Donc, li's >./>— '- jMiiiil.s ^î|' muiI mliuiMicnl voisins ilc rnik'iM'cliiiii île (^j

et Qo (' ): la liuiilc de riuleisecliiui de (^)... el (^u. (|uaiid l*'„ el l*',, leutlenl à ,se

eoiiloiulre, lU' |ii'ul (Unie èlre (|ue l'^ (-). Or celte iiileisecliou dcnl cozili'nir la

laugonle T". ^lais. eu général (e'esi-à-dire >1 les poiuls N°, N", .... iN°_, i|ui

définisseul P,, oui élé choisis duiic lacou {[iieleoii(|iie --ur ()'). la langenlc T"

ne t'aii pas partie de P'„ (^suiis cida, eu ed'el. la lau>,feiilc à la courbe C au

point Ml serait également, eu général, daus le plan P: oi' li' plan P est un plan

(/(ir/<:i}/ii/lic à /i— >. tliuieusious de l'espace |)lau à /' -
i diiueusions où se

IrouNc (".: d e^l doue iuipo>sil)lc que la laugeule à C s"v Irouve toujours i. La

contradiction ne peut èlre le\ée (]ue si Ton suppose que Qo et Qj se confondent

.

Ainsi, Qo et 0„ se confondeul si P,, el P, ont comme point coninuin NJ =]NJ ;

ils se cont'ondr-aieiil égalenu'iil si P„ el P., avaient coinnu- point commun

Supposons niainleuaul qiu' P,, el l*'„ u'au'ul aucun poiul comuiiin. .le pourra

construire une \ariété P', passant par ÎN, el par JN!^ Alors P'„ el P', ajant pou

poiiil coiuuiun NJ, Qo et Q., seContondeni ;
d'antre pari, P'^ el P!, avant po

ooint commun N^, O, el ( )., se eoulondenl. Dune ( )« el ( )., se conlondeni

encore.

Mainlenanl. >i deu\ \ariélés O coriespoudaiil a tlenx xariétés 1" très peu

dillerenles se conrondeni, il esl aisé de conclure que deux xariélès () corres-

pondant à deux variétés P' (pudc(niqnes se l'onlondronl encore. Donc lonles les

variétés () se confondent.

Donc, la courbe C est située daus nu espace plan à //— i dimensions (le

lliéorème correspondant dans l'espace oïdinaire est le suivant : s/ IujiIcs Ii-s

rlraitcs (jui joignent deux jminls ijucIcdiKjnes d^ une cdurhc i;<aii-lii- ro/if

rriiro/ilrrr celle niénie ciudlic en un Irnisièiue jioinl . r est ijur In inurbe

aniiilie SI- \eiluil il uni' cniiilir jiliinm. Keniarcpunis (pie le rarsouuiMuenl

('; Autrement, dit, la cariicti;risti(jue de (J„ contient les points de contact >;;. l^'cst la •^kwii-

rdlisation d'une des propositions classiques de la llicoiie des enveloppes : si les surfaces Q d'une

famille x' sont tangentes à une courbe C. la caractéristique de cliaijue surface !> passe jiar le

point de contact de et C. (R. C.)

C^) A priori, l'intersection de Q„ et Ij, est une vaii(3té lirKiaire 'i.' contenant !"„ ; mais la

dimension de 1"„ n'étant inférieure que d'une unité à celle de 0,, ?C est nécessairement identique

.1 r"„ ({\ moins que Q,, et Q. ne se confondent, comme r.\uteur va d'ailleurs le montrer) (R. G.)

I

r

nr
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s'applique quaiul môme les roiirlios ( ". ol ('/ présenleralont (ifs points iiiiiltiplcs

iiii spraiont rléromposahlcs.

TltOISIÈMi: l'itOl'OSlTlON. — Ddiic ciilic les // - // loni'lliiiis u ri r il v :i

// relations linéaires.

nonc (') p est ;ni moins l'^^al à // : ri, parmi les l'onrlions il, il \ en a /i ipii

sonl des combinaisons linéaires des intégrales abéliennes de |)remiére es|)fM e.

WiMS i)ou\ons. siins resiicindre la <;énéralilé, supposer que

"i , "2. .... "/,

sont des inlégralcs aliélicnnes «le première espèce.

,Ie dis qu'il en est de même de //,(/ - //).

Rn ('(l'et. '/il, esl une dlllc^'enl ielle alx'lienue. |)iiis(|iie i/ii, en es| une l'I que

i/iii = ^' i/iii.

De plus. Il, ne dexenani pas iiilinl. seia une iuléi;i-aie alu^iieMiie de première

espèce.

ti/is/ huiles 1rs fiillfl ialis 11 siiiil (1rs 1 illrLUillrs ilhrliriinrs dr jilflllirii'

l'sprre, ilr surir fjlir p -- Il

.

Il semblerait que le raisonneiin'iil esl en dèlaiil si la (oiiriie (.es| iiui(iiis;il<>,

e'esl-à-dire si // =0; on iia pas. en ellèi. <lans ce cas. le droil de dire (pie tlii^

est une difTércntielle abidienne. |Miis(pic iinii^ u axons plu- ne dillereiil lelle

abi'lieniK' de première <'spèce.

Mais ce cas doit être exclu. Et. en ellel. si la courbe (J est nniciirsale. il \\ \

a iiliis de cycles sur la .surl'ace de lîieinanii S: il en résulte que les l'onclions 11

iiiii sont des fonctions holomorphes du poinl M sur toiilr cette surface de

Hieniann soul en même leiiips des Innrlioiis imiiurmes. f.lles dcuxenl cbiiie -e

réduire à des constantes.

(') Il parait utile d'appliquer ici un procédé de raisoniicmenl r|ui srni intriiduil plus luiii

(p. .'io-.'')! ). On vient d'établir l'existence de h relations

rf», = ot^, ^, (lui, M ^•.- --
^'i,'''i„ -

?'i ''''.-*-----^?i '''';, 0'= ': •••' /')>

où les 7. et les [i sont des ronstaiiles. On en déduit {cf. ji. a'i) que

\ -

1

=
1

lie sorte que t/a, est une diflérentielle abélieniie, et d'ailleurs de première espère, d'après la

|iremière proposition: mais ceci exige que les 7. soient nuls. ( R. G.)
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Supposons miiiitU'Hniil ([m- l<( cuinlic (
'. iursciilc des /lu/ii/s singuliers,

par exi'innli' des iminls ilniihlcs. des jiomls île irhioussciiiciil. fie.

Nous lu' iKiiurdiis nliis tlirc (iiic 1^ lonclion //,, csl une loni'lioii linlomorplio

du point M SIM' lowle la surlaci' ilc liiciiiaiiii S; t'ile pourra présenk'r des singu-

larités quand lo point M vioni eu iiii polul singulier do (>. Voyons cpicUe peut

Olro la nature de ces singularités.

Soil di>iu' (_) un poiul singulier de (-; le plan P coupera C eu >. jt— 2 points

el quand la distance de ce plan I' à O lendia vers zéro de la manière la plus

générale, ii\ de ces ip— :?. poiiils leudnml xei's O: de soi'le ipie () sera un |ii)inl

multiple tl'ordre ///.

Je suppose d"al)oril ipie m est au |dus ('gai à /<— i.

iVous dcNoiis iulroduire ici la iiolion des intégrales de première espèce

dégénérées.

L(U'S(pi"une courlje algèl)ri(pu' acipiierl un poinl double de |)lus. son genre

s'abaisse d'une unllé; elle peid donc une intégrale abélicnne de première

espèce. Que devieui à la limiic eciir intégrale de première espèce qui disparaît

ainsi ? Kllc devient une intégrale de Iroisième espèce, que j'appellerai intégrale

(II- incmii'l'C espèce (légéllérée ( ' ).

Dans le cas d'un poiul donlilc (irdinalre. il arri\e ipu^ le poiul doublr

correspond a deux |ioinls de la smlace île Riemann. L'inlégrale dégénérée

correspondante est alors l'inlégrale de iroisième espèce qui admet ces deux

points comuH' points singuliers bigiiili limi(pies a\ec deux résidus égaux el de

signe coniraire.

En verlii du iliéorème d'Aliel. si l'on coupe une courbe de l'espace à />— 1

di usions |iai' un |)lau à p — :'. dinu'iisions, la somme des valeurs d'une

intégrale de |ireiuière espèce r(diili\es 'aux dliréicnls points d'inlerseelion sera

une conslanle. |iai- exeiuple /.('ro. i'.ir lalson de coiiliiiuilé, cida sera encore

\rai pour une intégrale dégénérée.

Soit donc V une intégrale de ])icmière espèce ou une intégrale dégénérée

relative à C et e/ sa valeur en M,; ou iiura

l'i -4- l'o -(-
. . . H- (•«/,_•> = o.

Reg.nrdons
du,i, '/iiij., ..., (lupt, dvi

C) C'est précisément le point dr vue .uiquol s'est j>lacé M. 1''. SiiVElu dans son Mémoire :

Funzioni quasi abeliane {l'oiilif. Ac. Se. se. var., t. '1, Civ. Vatic, \^'r,; voir notamment

p. 77). (R. G.)
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comme les coordonnées homogènes d'un poini N, dans l'espace ;\ y> dimensions.

Soit C l'ensemble des courbes décrites par les poinis N,-; la deuxième propo-

sition restant vraie, cette courbe C sera dans un espace plan à p— i dimen-

sions, c'est-à-dire que l'on aura

les a élaul (1rs coe(firi<'nls conslanls. On tire de là

c/u,/ = dv
«,:-

I -.t
•

ce (uii montre qur du,/ csl une (hllcii'ul iidlc idx'lienni'.

Le raisonnement s'applique sans dit'ficullé nu cas où la courbe (î esl indi'-

composable et où elle possède au moins une iiiléiiiale de |)reniière espèce ou

une intégrale dégénérée.

Or, elle aura toujours au moins une nilegridc de première espèce, à iiiuins

f|u'elle ne soit unicursale.

D'autre pari, si ellr a un ou plusieurs poinis multiples, elle aura au moins

une intégrale dégénérée. En un de ces |)oiiils multiples viendront passt'r une

ou plusieurs branches de courbe distinctes. Par exemple, en un point double à

tangentes séparées passeront deux branches sans point singulier; en un point

de rebroussement, une seule branche avec un point singulier; en un point

triple pourront passer, ou bien trois branches sans point singulier, ou bien une

l)i'anche sans poiul singulier et une autre à poinI de rebroussemcnl, ou bien

une branche unique avec un point singubcr d'ordre plus élevé, etc.

Si l'une des branches de courbe présente ainsi un point singulier, l'intégrale

de deuxième espèce cpii admet ce point singulier comme pôle sera une intégrale

dégénérée. Si aucune des branches n'aduiel de point singulier, il y aura au

moins deux liranciies et le point multiple correspondra au moins à deux points

de la surface de Rieuumn (à autani ih' points de celte surface (pi'il y a de

branches distinctes). Alors, l'intégrale de Iroisième espèce qui admet ces deux

points comme poinis logarithmiques avec des résidus égaux et de signe

contraire est une intégrale dégénérée.

Si la courbe C était indécomposable, le raisonnement ne serait donc en

défaut que si elle était unicursale et dépoiirMie de points multiples.

Mais ce cas, comme nous l'avons remarqué plus liaul, tloil être exclu, car,

en l'absence de point mulliple cl d'après la première proposition, les fonctions n
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MHil liiiliiiiKiriilu'» Mir loulc lu siii-Licr l\^• rucniiniii cl. m lu cinirlic csl uiiicm-

s:\le, elles soiil nnilcirnic". cl. [Kir C(iu.sc(Hicnl . >c rc(iiiis(M\l ;i i\os cdiislniilcs.

11 cil scr:ill ciiidi'c ilc iiiOnic m lii cniii-lic (
', l'Iiiil ilcc(irii|)(isiil)lc cl (|irimc ilcs

(•oin|>ii>aiil<'s, ijnc
I

;i|ipcllorai K. soil imicursiilc. siins |ii>iiil iniilli|ilc cl iic

coiiniinl aiicimc des niilrcs coinpn.sanlc-. l'.ii cllcl, les IdiiclKins ii ne |)eiiveiil

MNiiii' d'aulrcs |)(iiiils singulier.'' <|iic les |i(iiiils miiiliplcs des (li\ciscs c()iii|)()-

s:inl(\s cl leurs |)(iiiils (riiilcrscrlKni : cciniiiie la coiirlx' K ne passe par aiieiiii

(le ce.s poinl.s, les IhiicIkhis // scriml holoiiuiriilies sur huile la surlare <lc

niemanii i. rclali\c a K; eoinnie K csl imicursalc. <'cllc siirince ^ n'aura pas

lie cvrie cl. par consecpienl, les roiielKiiis ii scroiil imiliiriiics ; elles se réduisent

donc à des conslanles sur loiile la surlare i.

.Si aldi's iKHis rcprciKiiis les rclalioiis

un ccrialii iiciinlirc des (piaiihli's ii,/ ; (à sa\oir celles cpii ciirres|)(indciil aii\

points M, (pu sonl siii- la comptisanle Iv ) se ro-diiiscnl à des conslanles (jiie IOn

pen( supposer nulles sans restreindre la i^iuii-ralili'. Alors la varii'h' ^' aurait

m OUI s de ^1— I dimensions, de sorte (pie ce cas doit T't rc eiicDi'C e\(dii .

.Siii)posons donc (pie (, se décompose cl (prune des composanles Iv soit

jienre supérieur à y.rvti ou ail un |ioinl iiiidtiplc. (ielle composanle admeltr;

une inli'iiralc de première cspi;ce ou une inli'i;rale dél^éni'rée. Appelons c celle

inl(''i;rale. Sur les autres ciunposanles, nous supposerons v^na. Si la compo-

sante K renc(Milrc une aiili'c des composanles, il arrivera ainsi généralement

(pic 1 n'aura pas la inl^me valeur sur les deux branches de c<nirhc qui passeront.

an point d intersection, mais cela n'a aiiciiu inciun ('nient .

Si les '/ti,/
I
et c, s(nit encore les coordonnées liomogèncs du p(unl N,. on

verra encore (pre l.i conrlie ( .' est dans nu espace plan a // — i dimensions;

d'où il ri'snltc :

l" Que les coiiiposaiilcs de (
'. antres (pie k sont dans des plans à moins de

ji— I dimensions
;

2" ()uc sur les composantes K. (ui a

f/c = Kl (liit -+- 'J.-1 lin.,, -!-...-(-»./, '/'//„

d'dii l'un déduit, c(jinnie plus liant, ipie, sur celle composanle K, les du sont

(Jes différcnlielles abi'diennes.

(le

I
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Si donc loulos les cuinposanles sont de genre supérieur à zéro ou onl un

point multiple, il nS a pas de difficulté.

Supposons donc qu'une coniposanle K soit unicursale et sans point multiple.

Elle devra avoir au moins un point commun avec une des autres composantes,

le cas où elle ne coupe aucune de ces composanles (toul en élanl unicursale et

sans point multiple) ayant ('lé exclu plus liaul.

Supposons d'ahorfl (pie K coupe une aulie composante K' en <leux points (^

etQ'.

Définissons une l'onctimi c de la façon sui\ante : sur K, r sera l'intégrale de

troisième espèce qui admet Q et Q' comme points logarithmiques avec les

résidus +1 et — i ; sur K', c sera l'intégrale de troisième espèce qui adiuel (^

et Q' comme points logarithmiques avec les résidus — 1 et + i ; sur les autres

composantes, v sera nulle.

Dans ces conditions, mi aura encore

i c, = o,

en appelant r, la \alciii' de i ;iii point M,.

Si donc dii,ii et c/r, sont les coordonnées homogènes de N/, la courl)e C sera

dans un espace plan à j/— 1 dimensions, d'où il résulte que, sur les compo-

santes R et K', on a encore

c/c = Sa,, </u,/

et que, sur ces deux composantes, les du sont des dillerentielles abéliennes.

Le résultat s'étend au cas où les deux composantes K et K' se touchent en

un point Q. c'est-à-dire (u'i les deux points Q et Q' se confondent; l'intégrale

de troisième espèce ( se ri'duii alois à une intégrale de deuxième espèce.

("considérons maintenant un autre cas : je suppose que, parmi les c(un|)o-

santes de C, il y en ail m (\uo j'appellerai

l\l. I\j Km

et qui se coupent mutuellement de telle sorte que Ki coupe Ko en Qi, cpie Ko

coupe K;, en Q.,, .... que Km__i coupe K,„ en (^„,, et enfin que K,„ coupe Ki

en Q,„.

Pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indiil'éremment K|

par Kl ou par K„j+i et, de même. Q, par Qi ou Qm+i, K„, par K,„ ou Kn, Q,„

par Q,„ ou Q„.

Alors K/ coupe K,vi en Q,- et K,_.i en Q/_i.

H. P. — VI.
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Je dirai alors que ces composantes forment une chaîne fermée.

Je définirai alors la fonction c comme il suit : sur K,-, ce sera l'intégrale de

troisième espèce cpii admet Q, et Q,_i comme points logarithmiques avec les

résidus -1-1 et — i ; sur les composantes étrangères à la chaîne, c sera nul.

On a alors i;i-,=^o et, toujours par le môme raisonnement, on verrait que

sur les composantes de la chaîne les du sont des différentielles abéliennes.

Nous avons laissé de côté un certain nombre de cas d'exception qui

pourraient sans doute être traités par des principes analogues.

J'examinerai encore un cas dont la généralité est très grande.

La courbe C, décomposablr nu non. n^admet aucun point multiple d^ordre

supérieur à p— i

.

Je commencerai par établir le point suivant :

Soient F:= i, Fi=o les équations de deux variétés algébriques de môme

degré à p— 2 dimensions et situées dans l'espace à p— i dimensions.

L'équation
F-hXFi = o

sera l'équation générale du faisceau déterminé par ces deux variétés.

Une variété quelconque du faisceau coupera C en /a. points que j'appellerai

M,, Mj, .... M„,

Soient
«1.1, "/.2, • • ., "ï.U.

les valeurs correspondantes de la fonction «,-. Soient

M',, M'2, ..., M'^.

les fi. points d'intersection de C avec une variété du faisceau infiniment voisine

de la première. Ces fi points seront évidemment infiniment voisins de M|,

Ma, ...,M^.

.Soit duiti l'accroissement que subit m,/, quand on passe de M/, à M,

.

Je dis que l'on a

C'est le théorème d'Abel. Nous aurons ainsi montré que nos fonctions m,

satisfont au théorème d'Abel comme les intégrales abéliennes de première

espèce

.

En ellet, les fonctions m,./, et ..

'

sont des fonctions holomorphcs fte /.

(ou de - pour / = 00 )
;i p;irl les exceptions suivantes :
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i" Quand la variété F + XFi^=o est langenle à C et que, par conséquent,

plusieurs des points M^ s'échangent entre eux. (Soient, par exemple, pour fixer

les idées, les trois points Mi, M.,, M-.,; mais alors la somme

dUi,i dUi.ï dUl,::

lÔT "^ "dT ~^
~dX~

est fonction holomorphe de A.)

a" Quand la variété P' + ?.Fi:=o va passer par un point multiple ou

singulier de la courbe C.

Nous avons vu, en eflet, que les fonctions w, sont des fonctions holomorphes

du point M, sauf quand ce point M vient en un des points multiples de C.

Si donc nous posons

du il -h dui.i-h . . .-h dui,u.= ?(X )(//.,

'-()(X) est holomorphe de même que / (jf(l)dl , sauf pour les valeurs de /.

telles que F -t- XFi == o aille passer par un point multiple.

Supposons donc que pour Ài=;À||, q des points M/., à savoir les points Mj,

M2, . .
.

, Mry aillent se confondre ensemble et avec un point multiple A d'ordre q;

les points Mq+i, .... Mjj. restant distincts entre eux du point A et de tous les

autres points singuliers.

Posons

duii -t-dui« -i- . . .-^ dui^,/ = :fi{A)d),,

dui,,+
i
-t- dut,i+i-^. . .-H dui,^=. 9o(/.) d)..

î().) = o,(X)-(-o.i(X).

il est clair que / <f2{^)d'^ est encore iiulomorphe pour il = Xo, puisque les

points My+i, .... Mji restent ordinaires et que, par conséquent, les fonctions

iijrj+i, . . . , £<,.,j, restent holomorphes.

Puisque q a été supposé toujours plus petit que p, par les points M,,

M2, . . . , M,y, je puis faire passer un plan que j'appelle P; pour / ^ la, ce plan

vient en Pq. Soient M',, M',, .... M',^,_,_,^ les ip— a — y autres points d'inter-

section de P avec C. JXous supposerons que ces points restent ordinaires pour

/. = Xo, c'est-à-dire que Po ne passe par aucun point multiple que A; qu'il ne

touche pas C en dehors de A; qu'il ne touche aucune des branches de courbe

qui passent par A. Soit u\ j. la valeur de la fonction Ui au point M'^. On aura

dui^x + dui 1 — ...-- duiQ ~ du\ ,-(-...— du'i„_f,_ i_y = o,
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ce qui i\<l In iltMlnilidii dos l'onclious ii/; si donc on pose

du] ,
+- du) « -*-...+ du) ti,_^_,i = o'(X )///,,

il viendra

ç'(X) = -?t(X)-

('.omnic les jioinls M](. reslciil (ndiiKun's pour- A=Ao, les fonctions h!j
i.

rcsiciii

holomorplu's cl il rn csl de iiirnic cic / cp'(X)(ft, de / cpi(A)fl?>, et, par consé-

(pieiil. de / o(/.)JÀ. Dciiie la fonelioii / cp(/.)r/A, liolomorpiie pour huiles les

\aleurs de \ ^^lnî(nïe pour /,
:-- ce), se réduit à une conslante. c. o. i--. n.

Il semble d'abord que nous nous sommes imposé de nombreuses condilious

restrictives, au sujet de la \ariété F + ?,oFi = o et du plan Po qui ne doiveni

pas passer par d'autres points singuliers que A, ni loucher C en fleliors de A,

ni loucher une des branches de courbe qui passent en A.

Mais comme ces circonstances ne se présentent pas quand les polynômes V

et Fi seront les plus généraux de leur degré, il est possible d'étendre le

théorème à tous les cas par passage à la liniile.

(Jr nous savons que si une eiiurbe, décomposable (ju mm. esl coupée eu

|ji points par une variété F = o, il y aura entre ces [j. points // relations si noire

courbe admet // intégrales abéliennes de première espèce et dégénérées (').

Si f), l'j, .... c/, sont ces intégrales et r,./, la valeur de e/ au point M/,, ces

relations s'écriront

'•',.1+ l'i.î-t-. . .^- l',.jj,= o {/ = I, 2, . . ., /*)

cl il n'y l'/i aura pas d'autres si le degré de F esl suffisant.

II résulte de là que les w, ne peineni ('\yv que des combinaisons linéaires

des v; et que p est au plus égal à //.

D'ailleurs, le môme raisonnement que plus haut (deuxième et troisième

propositions) montrerait que /> est au moins égal à //.

On a donc y; ;^/;, ce qui siiKli piuir ('lablir le théorème proposé.

(') Dans le cas oii C est sans point singulit:i' et non décomposée, ces k relations se réduisent ù

/(

—

I si : est l'indice de spécialité du groupe des (j. points, lîn vertu d'un résultat de M. Sr\i:iu,

celte propriété s'étend au cas où il existe des points singuliers, donc des intégrales de pre-

mière espèce dégénérées; ( désigne alors l'indice de spécialité neutre {loc. cit., p. G4). Mais

si le degré de F est suffis.Tmnient élevé, on .1 / = et il existera exactement /( relations

distinctes. (R. G.)
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C0M3IENTAIRE

La délerminalioii des surfaces qui sont (loubleiiient de lianslation a élé ellecluée

par Sophus Lie dans les travaux cités par Poincaré. La méthode de Lie nécessitait

d'ailleurs de longs calculs; elle a été développée ultérieurement par ses élevés (').

Kn 1912, G. Darboux (-) a repris le problème par une analyse plus simple et qui

montre, notamment que, si une certaine fonction introduite par les calculs admet

des dérivées partielles du quatrième ordre, la surface est analytique. Entre temps,

Eiesland ( •) avait déterminé, entre autres, toutes les surfaces de translations de Lie

qui sont algébriques; l'une d'elles est la surface

rencontrée par Poincaré dans un Mémoire antérieur ('). En ly^o, mais d'une

manière toute indépendante, M. Gambie r (
'') a résolu le même problème et déterminé

tous les types de solutions algébriques essentiellement distincts, soit par rap[>ort

aux homographies réelles, soit par rapport aux homograpliies complexes.

On doit observer que la méthode de Poincaré suppose l'analyticilé des surfaces.

Par contre, elle est simple, directe et établit sans aucun artifice de calcul les pro-

priétés de la quarlique fondamentale; de plus, comme l'a montré l'Auteur lui-même,

la méthode peut être proloni^ée à l'hvperespace. (.R. G.)

(') Voir G. ScHEFFERS, Acta Math., l. 28, igoô, p. 05. L'Ouvrage classique de S. Lie et

G. ScHEFFEns (Géométrie der Bertiltrungstransformationen) contient des exemples simples de

surfaces de translation de Lie (p. '|0--^i 1) ; ces exemples correspondent à des cas de décomposition

de la quartique (R. G).

(-) C. IL Acfid. Sc.j t. loj, 191:*. p. I 1^9-1 ^57 et Leçons sur ht Théorie générale des

Sur/aces, t. I, 2" édition, Paris, Gaulliier-Villars, 1914, P- i5i-i6i.

{') Amer. J. Math, t. 29, 191)7, p. 363-38G et t. 30, 1908, p. 170-20S.
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Trnnsaclions nfthe Anieiirnn Mcithrmntical Society, t. 6. p. 237-2715 (juillet içoS).

1. — Introduction.

Dans mes Méthodes nomelles de la Mécanique céleste, j'ai étudié les

particularités des solutions du problème des trois corps et, en particulier, des

solutions périodiques et asymptotiques. Il suffit de se reporter à ce que j'ai

écrit à ce sujel pour comprendre* rcxtrômc complexité de ce problème; à côté

de la difficulté principale, de celle qui tient au fond môme des choses, il y a

une foule de difficultés secondaires qui viennent compliquer encore la tâche du

chercheur. 11 y aurait donc intérêt k étudier d'abord un problème où l'on

rencontrerait celte difficulté principale, mais où l'on serait affranchi de toutes

les difficultés secondaires. Ce problème est tout trouvé, c'est celui des lignes

géodésiques d'une surface; c'est encore un problème de dynamique, de sorle

qui' la difficulté principale subsiste; mais c'est le plus simple de tous les

problèmes de dynamique; d'abord il n'y a que deux degrés de liberté, et puis,

si l'on prend une surface sans point singulier, on n'a rien de comparable avec

la difficulté que l'on rencontre dans les problèmes de dynamique aux points où

('j Presenled lo llie Society at thc St Louis mePtinp, September 17, 190/1. Received fnr

publication January
/f,

igoS.
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la vitesse esl nulle; dans le problème des lignes géodésiques, en ellet, la vitesse

est constante et peut être regardée comme une des données de la question.

M. Hadamard l'a bien compris, et c'est ce qui l'a déterminé à étudier les

lignes géodésiques des surfaces à courbures opposées ;
il a donné une solution

complète de ce problème dans un Mémoire du plus haut intérêt. Mais ce n'est

pas aux géodésiques des surfaces à courlnires opposées que les trajectoires du

problème des trois corps sont comparables; c'est, au contraire, aux géodésiques

des surfaces convexes.

J'ai donc abordé l'étude des lignes géodésiques des surface convexes
;

malheureusement, le problème est beaucoup plus difficile que celui qui a été

résolu par M. Hadamard. .T'ai donc dû me borner à quelques résultats partiels,

relatifs surlout aux géodésiques fermées, (pii jouent ici le rôle des solutions

périodiques du problème des trois corps.

2. — Foyers et caustiques.

Soit S une surface convexe, analytique., supposons que ses deux rayons de

courbure principaux restent constamment compris entre deux limites Li et L..

et, par conséquent, sa courbure totale entre L'f et L.^. Nous voyons d'abord que

le rayon de courbure de l'une quelconque de ses géodésiques restera toujours

compris entre Li et Lj- Je commence par rappeler les propriétés essentielles

Ai's foyers et des caustiques.

Soit O un point fixe de la surface S. Envisageons une géodésique OM passant

par le point O; soit OH une autre géodésique fixe passant par ce môme

point O; soit r l'angle sous lequel ces deux géodésiques se coupent en O; soit m

l'arc OM compté sur la géodésique. Ces deux quantités u et v peuvent être

regardées comme des coordonnées définissant In position du point M sur la

surface; ce sont, en quelque sorte, des coordonnées polaires, le point O jouant

le rôle du pôle, et la géodésique OH celui de l'axe polaire. Le carré de l'élément

d'arc sera de la forme
ds- — du- -t- X- dv-,

où X est une fonction de '/ et de v.

Il est à remarquer qu'un point quelconque M de la surface corresponde une

infinité de couples de valeurs des coordonnées u et v; et, en elTel, il y a une

infinité de manières d'aller de O en M en suivant une géodésique. Par exemple,

si S se réduit à une sphère de rayon i , on a

ds"- = du-+ sin- K dv-



4o LIGNES GEODESIQUES DES SURFACES CONVEXES.

cl li'> roupies de \,iK'iirs

conospondcnl à un iiiùiir' |)oiiU M.

Considérons dcuxgcodésiqiK's issiios du puiul, () cl iuliuiaicnl j)cu ditl'érenlcs,

cl supposons qu'elles se coupent, de nouveau eu un point M. Nous aurons pour

le poiul d'intersection deux couples de valeurs des coordonnées et l'on obtiendra

l'un ou l'autre sui\aul (pi'on alleindra ce point M en suivant la première

s;éodésique. ou bien eu suivant la seconde qui en diffère i'orl peu. Comme ces

deux géodésiqucKS sont iuliuiuicul peu différentes, les deux couples de valeurs

seront très peu ilillérenls, soii-nt [ii, c) et (ii + du, i'-^-dv). Comme le point M
représenté par ces deux couples esi le môme, on aura (')

r/s- = du- -+• X- dv- = o,

soit

du = o, X = (j.

Si donc nous envisageons deux géodésiques inlininienl voisines issues du

poiul O, elles se recouperont successivement en une infinité de points, d'après

un ttiéorème de M. Hadamard ('-), et les points d'intersection successifs pour-

ront être désignés par Fi, l'.j,..., l''„. Le point F„ est ordinairement appelé le

/i'""" foyer du point O ; on voit que F,, est le (p— ^y™" loyer de F,,.

On appelle caiiifirjue l'enveloppe de toutes les géodésiques issues du point O
;

cl Ton voit (|uc la caustique est le lieu des loyers du poiul O. Celte caustique,

d'après ce (|ui prijcède, a pour équation

Cousidéron-- un inslaul r c(imiiiic une conslaulc, de laçou a siiixrc conslammeul

wwf (les géodési(pics issues de ( ). cl désignons |)ar /.', À'', ... les dérivées succes-

sives de À par ]a|iporl à il. ( )n sait ([ue . représente la courbure lolale. de

sorte que l'un a

") à<-r<â-

C) Soienl !•' cl 1" les points de contact îles gcodcsiques e cl v -t- df issues de O, avec leur

enveloppe. D'après la formule de la variation de longueur d'un arc de gcodésiquc, on a

FF'=OF'— 01", les arcs OF et OF' étant évalues sur les géodé5i(|ucs et l'F' sur l'enveloppe.

( eci se traduit par cJs' .— du-, où A dv = o; donc X = o. ( R. G. )

() J. Mtilli. pures et oppL, .i" série, t. :î, i8f)7, p. 'ih'- (lî. <j.)
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On conclul ;iis('moiit ilc co> inOgalilés (') :

i" Que/., À' et /." sont toujours finis;

2° Que les racines de l'équalion / = o sont séparées par celles de l'cqnaliou

X'=3 G et réciproquemenl
;

3° Que si Mo est une racine de l'équation /. = o el iti une racine de l'équation

X'= o; si entre «o et «i il n'y a aucune racine ni de /. = o, ni de V= o, on

aura les inégalités

(2) ^L2<|«i-Wo|<^Li.

Si donc nous consuiérons u et c coiuine les coordonnées yOo/«//t'.^ d uii poinl

dans un plan et que nous construisions dans ce plan les courbes /. = o, ?,'= o,

nous voyons que ces courbes se composent d'une série d'ovales fermés s'envelop-

pant mutuellement et enveloppant le pôle, de sorte que si l'on s'éloigne du pôle

en suivant un rayon vecteur, en rencontre alternativement un ovale appartenant

àX = o et un ovale <ie X'=o; la distance de deux ovales consécutifs est

comprise enire -^ et -^- On a d'ailleurs pour it =z o,

de sorle que 1 ou peut considérei' le pôle coiiiiiu' 1 un des ()\;iles de la courbe

/ = o, cet ovale se réduisant à un seid poinl.

Les premiers foyers se Iroiivenl sur le premier onmIc. le> secinids fovcrs sur

le second, et ainsi de suite. ( )ii voil donc (pie les foyers des dilléreiils diilres

sont entièrement séparés les uns des autres, ("/est ce qui nous prriiict de définir

la 7/"-""' caustique comme le lieu des //"""" foyers.

Nous appellerons P le plan sur lequel nous represenlons ainsi les points de.S.

eu prenant pour coordonnées polaires u et t'. Dans ce plan, nous appellerons

(-1, C-j. ... les ovales successifs do la courbe À^o (Cu se réduisant au pôle");

nous appellerons (ij, CJ,, .... les ovales successifs de la courbe Â'^o. IJans

le cas où la surface S serait de révolution, le point (_) élanl le pôle, }. ne dépen-

drait ipie de u el les ovales G et ('/ se réduiraienl :'i des cercles coiicenlriques.

Soient x, y, z les coordonnées du point M et

(
' ) Voir, pai- exemple, i ;. Stuiim, Mémoire sur les équations différentielles linéaires (J. Math,

pures et iipjil., l. 1, iS3G; notair)]iieiit, |i. i-,l et 1S2J. { R. G.)

H. l\ - VI. 6



42 LIGNES GEODESIQUES DES SURFACES CONVEXES.

l'c'qualioii île l;i stirf'aci' S. Les équations rl'uiu' ligne géodésique peuvent

s'écrire

^ ^ du- ~'
(fx' du- ' dy du- ' dz

•fj.
élaul déleruiiné par l'équation

^^'^ 2jdx^ [dl/l
"^

''Zj dFd^ dT, Tùi'^ '''2j {ifi) ~ "

Les valeur.- initiales de x, y, z seront les coordonnées du point O; quant aux

valeurs initiales de -z-, -r-^ -ri elles dépendront linéairement de cos cet sin r.
du du du '

Les équations difl'érentielles (3), (4) ne peu\('nl admettre de point singulier

réel; elles n'en admettraient, en effet, que si p. devenait infini, c'est-à-dire si

> ( -;— ) s'annulait, c'est-à-dire si l'on avait à la fois^^\dx l

d¥ _dV dF _
dx dy dz '

c'est-à-dire si la surlace S avait un point singulier, ce qui n'est pas. Nous

sommes donc certain que la solution envisagée de nos équations différentielles

n'ira pass(!r par aucun point singulier. Je puis donc lui appliquer le théorème

que j'ai démontré aux n"' i'r> à aS du tome I des Méthodes nouvelles de la

Mécanique céleste. Il en résulte que x, y et z sont des fonctions holomorphes

de u et des valeurs initiales et, par conséquent, de u et de c; je veux dire que

X, r, -sont développables suivant les puissances de u — «o, ('— t'o, pourvu que

I

u — «o| et
I

(' — ('o( soient assez petits et cela, quelles que soient les valeurs de

«6 et vo-

Revenons à nos caustiques ; soient Qi et Q.j deux points d'une caustique entre

lesquels nous supposerons qu'il n'y ait aucun point singulier. Quel sera (sur

la surface S) l'arc de caustique compris entre ces deux points? Si Mi et «j sont

les valeurs de u correspondant à ces deux points, cet arc est \ui— «<2 1.

On le verrait par un raisonnement tout pareil à celui qui donne l'arc de la

développée d'une courbe plane (*).

L'élément d'arc de caustique est donc égal à du.

Reprenons les deux géodésiques infiniment voisines issues du point O et

correspondant aux angles \> e\. v + dv. La distance d'un point de la première

(') Voir la note ('; de la pa^e ^o. i\\. G.)
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géodc-.sique à la seconde sera éviilenimenl A dv\ ([iuiikI on approchera li'un loyer,

cette distance tendra vers o, puisque À tendra vers o; les deux géodésiqiies se

recouperont sous un angle \'dv. L'angle de contingence géodtjsique de la

caustique est donc /'rfc. La courbure géodésique de la caustique esl

doncC^V^.

Cela posé, reprenons l'équation /. ^^ o : imi aucun point on ne pourra avoir

/.'=o : les deux courbes /. = o,/.';^o ne peuvent se louper, puisque la

distance des deux ovales C et C est au moins émile à -4- ; donc l'équation

/ =r o peut ôtre résolue par rapport à u. et u est une fonction holoniorphe de r.

Comme x,y, z sont fonctions holoinorphes de u et de c, nous voyons que ilans

Véqualion de la caustique, les coordonnées .r. y, : sont des fonctions tioto-

morphes de r.

Toutes les lois (pie —r- n'est pas nul, i'éfpiation X = o peu! élre résulut' jiar

rapport à e et i' esl fond ion holoniorphe de //. Les coordonnées d'un point dr

la caustique sont donc des fonctions holoiuorphes de Carc u. Tous les points

singuliers de notre caustique nous seront donc donnés par l'équation -r; =o.

J'ajoute que la courbure géodésique de la caustique ne peul pas s'annuler m

changer de signe, puisque -^ ne peul s'annuler. Il n'y a donc rien qui

corresponde à une sorte de point d'inflexion.

Les points singuliers de la caustique correspondent donc aux racines de

1 équation -j-^ = o, c'est-à-dire aux minima de (/ quand on décrit l'un des

ovales C dans le plan P.

Pour nous rendre compte de la nature de ces points singuliers, prenons un

instant pour origine le point singulier, pour plan des xy le plan tangent, pour

axe des x la tangente à la courbe, et choisissons l'origine de l'angle e de façon

que c = o au point singulier. Alors x et y sont développables suivant les

i') Cette expression résulte aussi de la formule classique qui donne la courbure géodésique

et que l'on appliquera à la courbe >.(u, i>)=o. {Voir, par exemple, E. Vessiot, Leçons de

Géométrie supérieure, Paris, Hermann, igif), p. 3i, ou W. Blaschke, Dijferentialgéométrie,

t. I, 1' éd., p. iiS, form. (i3S)J. On peut encore utiliser la formule d'Ossian Bonnet {Voir

L. BiANCHi, Lezioni di Geometria differenziale, 3' éd., Pisa Spoerri, iij->4, p. >.f>ij; \V. Blaschke,

toc. cit., p. ii8, form. (137). (W. G.)
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puissances tic i ; le j)remiiT lenin' ilii dévoloppeiiicnl est eu e'" pour ,/•. en e"

ptiiirr: el les eiiliei-^ /// el ii ^;ilisl(inl à l'inégalilc

m < /(.

Si À s'iuuiiiie. ainsi que ses p prcniiôres dérivées par rapport à r el que la

{p + 1 V>^'"^' ne s'annule pas, eonune d'ailleurs -r-' ne s'annule pas, on voit que

le développenieni de u comineuce par un leruio en (•''+'. On aui'a donc

ni = p -^ I .

D'awire jiarl, -r- commence par un lerme en t'', de sorle que pour un point

Ires \oisin du point singulier la courbure géodésique est de l'ordre de V''.

Or celle courbure a pour ex|)ressiou

dx d-y i/r d'-x

dv dv- dv dv-

elle osl donc de l'ordre de

m -\- n — 3 — 'i{in — l) — n — iin.

f)ii il duac

« — 2 ni = — p,

d'où finalemeni

/«=/)-+-!, Il — p -k- 2.

Le cas le plus simple est celui de

p = i, m = 2, « = 3;

le point singulier est alors un point de rebroussement ordinaire.

Ces points de rebroussement correspondent aux niinima et aux miiiiuui de ?<,

mais les deux cas doivent être distingués. S'il s'agit d'un minimum et si R est

le point de rebroussement en question, les deux branches de la caustique

touclieni non Im géodésique OR, mais son prolongement; s'il s'agit d'un

maximum, les deux branches de la caustique sont dirigées de R vers O.

xNous sommes ainsi amenés à distinguer quatre sortes de foyers :

l" Les foyers nnlinaircs. lorrespondaiil aux points non singuliers de lu

caustique {p = o).

2" I^es foyers en pointe, correspondant aux points de rebroussement

ordinaires (/< = i)' 4"' ^on\. des niinima de //.
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3" Les foyi-rs en hilon. correspondant aux |)oinK de rebroussemeni

ordinaires {p ^= i ) qui sont des maxima de ii (' ).

Ces deux expressions sont empruntées à l'art des chemins de fer; je me

représente une irifurcation, où nous avons la voie principale représentée par la

i^éodésique ORet deux embranchements représentés parles deux brandies delà

caustique; un Irain qui suivrait la ligne principale en allanl de O vers II

renconirerail les aifçuilles en poinl(^ dans le premier cas el en lalon dans le

second.

4" Les foyers singuliers, correspondant aux points sinc:;uliers d'ordre plus

élevé {p> 1 j- On voit pour ce qui précède que ces points singuliers rentreni

dans tous les cas dans une classe très particulière.

Nous introduisons mainlenanl la notion de ligne de partage. Supposons qu(!

l'on joigne chaque |)(>int de la >urlace S au point O par le plu', court chemin.

Ce plus court chemin sera un arc de géodésique. Si OAPM esi le plus court

chemin de O à M, si le point P est situé sur l'arc OAPM, l'arc OAP sera mani-

lestement le plus court chemin de O à P. Il suit de là que le plus court chemin

de O à M ne peut jamais croiser le plus court chemin de O à M'.

Soit OM une géodésique (jueiconque passani ])arO: on pourra trouver sur

celte géodésique un point P, tel (|ue le plus court clicmiu de () à un point i)

situé sur la géodésique OM entre U et P, soit précisément Tare OO de cette

géodésique OM, mais que cela ne soit plus vrai si le point ( ) est nu delà de P.

On dit alors que P est Vexlrémilé du plus court cliemin OP.

Nous pouvons alors conclure que par tout point de S passe un plus court

chemin et un seul. 11 y a exception pour les extrémités des divers plus courts

chemins; si P est l'une de ces extrémités, du point O partiront au tnoins deux

plus courts chemins cjui auront l'un et l'antre leurs extrémités en P. Tous les

plus courts chemins qui ont leur extrémité en P ont mc^me longueur.

Le lieu des points qui sont les extrémités de deux ou plusieurs plus courts

chemins forment un ensemble de lignes que l'ou peut appeler lignes de

partage. Si d'un point P partent seulement deux plus courts chemins, par le

point P passe une seule ligne de partage dont la tangente est la bissectrice de

l'angle formé par les tangentes aux deux plus courts chemins (-).

('; D'après un llicorèine de C. Cakatmeodory, la caustique du point O possède au moins deux
foyers en pointe et deux foyers en talon ( Voir W. Blaschke. Vorlesimgen iiber Differential-
geometrie, t. I, 2° éd., Berlin, Springer, 1924, p. 161). (R. G.).

(-) On appliquera successivement la formule de In variation de longueur d'un arc de gèodé-
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Si du point P parlent plus de deux plus courts chemins, au point P abou-

tissent plusieurs lignes de partage, dont les tangentes sont les bissectrices des

angles formés par les tangentes à deux plus courts chemins consécutifs.

I/ensemble des lignes de partage ne divise pas la surface S en deux régions,

puisque l'on peut aller du point O à un point quelconque M de la surface sans

traverser aucune ligne de partage; il suflit pour cela d'aller de O en M par le

plus court chemin.

L'ensemble des lignes de partage, ou une partie de ces lignes, ne peut donc

jamais constituer un polygone fermé; il formera une sorte de système rameux,

où les bifurcations seront représentées par les points où aboutissent plus de

deux plus courts chemins. Que représenteront alors les extrémités des

rameaux? Supposons que nous suivions une ligne de partage PQR et que le

point n soit rcxlrémilé de relie ligne. Du point Q partiront deux plus courts

chemins de même longueur; quand le point Q ira de P en R, ces deux plus

courts chemins varieront d'une manière continue. Au point R ils devront se

confondre en un seul.

Il est aisé de voir que les points R sont les seuls points des lignes de partage

qui se trouvent sur la première caustique (je veux dire, bien entendu, qu'en

aucun autre point d'une ligne de partage, l'un des plus courts chemins qui

V aboutissent ne touche la première caustique). On voit d'ailleurs que ces

points R ne peuvent être des foyers ordinaires, mais seulement des foyers en

pointe (^ ).

'.i. — Géodésiques d'un sphéroïde.

Cherchons les géodésiques d'une surface ti-ès peu différente d'une sphère;

nous n'auronspour cela qu'à appliquer la méthode delà variation des constantes

de Lagrange. Sur la sphère, les lignes géodésiques sont les grands cercles

t!t l'on peut adopter comme éléments définissant le mouvement d'un point sur ce

grand cercle, de la même manière que les éléments elliptiques définissent le

mouvement képlerien d'uiK' planète, les (piatre quantités suivantes : les

coordonnées du pôle du L^rand citcIc, la vitesse uniforme du mouvemeni on

sique aux deux couples d'arcs OP, OP' ( P' voisin de P sur hi ligne de partage), situés de pari

et d'autre de la ligne de partage. C R. G.;

(') Voir à ce sujet J. H.\ ha M a nu, l.erons sur le Ciilcul des Variations. Paris. Hcrmaiiii.

rgio. p. 4f>fi-'|07)- "*• G.;i
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une fonction de celte vitesse, la longitude du point mobile sur ce grand cercle,

comptée à partir d'une certaine origine. Mais il convient d'abord de mettre le.s

équations sous la forme canonique. Si nous mettons l'élément linéaire d'une

surface quelconque sous la forme

ds- = li fhi- -\- }.¥ du dv -{- G dv-,

n aura pour l'expression T de la demi-force vive qui figure dans les équations

1

T = - (Em'2-i- ?.?(/'('-+- Gi''2),

de Lagrange ou de Hamilton

d'où

et

du

V= 4^ =F(/'-4-G/
dv

T= i((Ef--H-2iFUV + (6VM.

où (Ê, JT et (Ê> ont des valeurs faciles à calculer. Dans le cas de la sphère, on a

simplement

T = -(!<'--+- «in- tt.f''' ),
}.

d'où

•?. \ i\n- Il I

Dans le cas d'une surface très peu diiférente de la sphère, on aura

T = T„-H,aT,.

OÙ

T„= i(u5+ -vV^'^V2 \ suivit /

OÙ p. sera très petit et où

e, /et g étant des fonctions quelconques de ii et de r.

Formons l'équation de Jacobi.

Supposons d'abord ;jt = o de façon que notre sphéroïde se réduise à une

sphère.

Soit la longitude du nœud de l'orbite circulaire décrite par le point sui- hi
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sphère, sur le pliin de ri'(|iiiil('ur ; soit < l'inclinaistm de celle orbilc; soit ). la

longitude (lu piiiiil nioljile sur la sphère complée à parlii- du iireiid; soit '.) la

vilesso (le rirciiialiou (le rayon de la sphère est pris pour iiniU' ainsi que la

niasse du poini mobile'); alors la demi-force vive sera ^; la conslanle des aires

sera w dans le plan de l'Drhile et cj cos / dans le pian de l'érpialeur.

11 est aisé tl'expriiner //, r. IJ, V en l'onclion de 0, /,, /, m el l'on verrait

comme en AIr'canupie C(desle (pie. en posaiil ( i ; m cos /,

(.) ,1'). -I- (V/0 — \}r^„ — \ ,/v

esl nue dilh'renludle exaele ^' j.

Si nous ne supposons plus ^u = o, nous pourrons toujours considérer des

variables nouvelles 9, A, /, f.) liées à //, e, U el V par les mêmes relations

que dans le cas de la sphère et que nous considérerons comme « les éléments

de l'orbite osculatrice ». Les équations conservent alors leur forme canoniipie

el peuvent s'écrire

. ,
'1',. ,rï ,1m rfT f/f. r/T r/O ,/ï

Mdt =,!-.,>
777=77;:,' TTT

="
7x' 7ÏÏ

=~
7n' 777 =7g"

()uelle esl la {(Unie de T ? ( )liser\ (Uis d'alidrd (pie 10::= --• Remarquons

lire, rpie //

Posons (hmç

«' '•' U V ,

'1'

,
.

, , • - „
outre, fille //, e. i - i i

- et par eonseciiienl ,
-- ne (leriendenl il ne de /. / .

').
1 (O (0 (0 |i) I ' t.J- ' 1

T = (o^S, Tu= (o=Si), T, = (o-S,

(') Considcioiis le Iriaii^'te l'MI, un I' (jL^igdc l'oiigine (u — u) des coordonnées polaire^ et I

le nœud ascendant de la géod(''sl(]iic sur l'équalenr. i ;e triangle donne lieu aux relations de

Gauss
/ sin(isin(i' — Oj — sin ), cos/,

(a) sinKCosfp — 0) =-- ces/,,

\ ces M -= sin). sin/,

qui définissent it en fonction de À el /, ainsi que v en fonction de 0, À et/; de plus, 0. a et i.

subissant des variations dh. ,/'/., i/i. on a les formules dilTcrentielles, où M (l('>slgne l'angle en M
du triangle spjiérifine l\MI

I

du = cos M d'/, — si n a si n M (//.

/ siii«</p sin M f/À -t- sinÀ cosM f/( -4- sin M (/O

(*)

(cf. II. Andoyui, Cours d'Astronomie, .1' (''d., Paris, Ilermann, iipS. p. 37); enlin, an cours du

mouvement, on a di = o et rfO = o, d'où

L = «'= V cas M, \ ~ v' sin- H V sin M sin »,
donc

U = (I) cosM, \' = (0 sini\I sin»,

formules (|ui définissent L et \ en fonction de (.>. "a et /; et. d'après (//) pour des variations

quelconques de d'K, di. dh),

U du -+- V dv = () d'/. -— (.) sin M sin u d'> -- m </'/. -^ ('• (/O
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nos équations deviendront (')

dw (iS (Ji . . dS rfS

lodT dK di rfO dk

dX ^ du . rfO I rfS
-^ = 2S -(- -rr COtgl, -y- = : -7T»
rtT di d- suit dl

qui admettent, comme il convient, l'intégrale oj'^S = const.

Comme So se réduit à -^ nous pouvons écrlri'

di _ ,M rfS, .^ ^ _ _ Jl_ ^Si

(/t
~ sini rfU ' rfÀ

' ^- siiii di

d'i, „ .dSi
—r- = I -H 2u5i -t- J.cotgJ —7- •

d- dl

Comme p. est très petit, nous pouvons dans les seconds membres remplacer

les inconnues par leurs valeurs approchées, qui sont celles qui correspondent

au cas de la sphère; c'est-à-dire des valeurs constantes pour i et 0, pour X, lu

valeur approchée t+ const.

Au point de vue qui nous occupe, il sera d'ailleurs préférable de prendre ?.

pour variable indépendante et d'écrire

JL dSt .f/S,

di siiii (/o '^ " d/.

dl. _ .rfSi
I + 2'J.Si -t- U COtSI —7T

dt

et les équations conservent la forme canonique (cf. H. Pûincaré, Leçons de Mécanique céleste,

t. I, Paris, Gaulliier-Villars, iyo5, p. 3).

Mais on peut établir directement le même résultat au moyen de l'équation de Jacobi du

problème, soit

\ du J sMi-a \ dv J

Elle admet l'intégrale

\V=Gt'-(- ri/o)- ^—du.
J V sin-«

où G est une constante arbitraire; le minimum de sinu est d'ailleurs G:w; mais ce minimum

n'est autre que cosj; on posera donc G = w cosi. Cela étant, —-^ et —— sont les variables cano-
d\j d(û

niques associées à G et 'd (Poincari;, foc. cit., p. lo) et les formules (a) montrent aussitôt que

dW , d\\ , „ ^= 6 et -^ = A- (R. G.)
dij dtii

(') On utilisera les équations déduites par dilTcrentiation de

T(X, M, G, 6) = w' S(i, A, 6),

compte tenu de G = w cosi. ( R. G.)

H. P. - VI •;
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OU, en négligeant ^-',
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(lu poinL M',; soil ds^ l'arc MjM'j. Alors i cl désigneronl la colaliliide et l;i

longitude du pôle du grand cercle qui passe par Mi et M',; X sera l'arc de ce

grand cercle compris entre le point Mi et l'équateur e( l'on aura enfin

Ml m; = dsi= wdt.

Soit

Tu = 7 ( II- H- t''- sin- u j,

„., I
, , , , .

I u = ^1 "u"-l-''u' sin-u);

(in aura évidemment

Si nous désignons de menu,' par 1
,
ce ([iic tle\ leni Ti quanil (in lemplace ii'

et (' par li^ el i''„, la dillérence T',

—

-Tj sera de l'ordre de jji, de même que

-r—1- r-r- Comme l cl \ doivcnl av(jir uièmeN \aleuis pour le coiinle MM'
du„ du ' '

Mir le spliéroïde et pour le ciuiiilc MjM', sur la sphère, t)n aura

U

(I ou en négligeant ;jl'-,

V = 'il» = 'iï
,

dv'if dv '

'/ï'i, <3^To ^T'i

du\^ du ' du\

dT„ _ dTj dT,

.

di'„ c/i'' ' dv'„

Je multiplie la première par «j,; la seconde par e'„ et j'ajoute; j'obti(>ns alors

par les propriétés des formes quadratic[ues,

i/iiu du du„ du„

d'où

D'autre part, nous pouvons développer Tq par la formule de Taylor suivant

les puissances croissantes de n'— a'„, r'

—

1\; nous avons alors, en négligeant

p.-, c'esl-à-dire en négligeant les termes du second ordre,

^''^^"-^ZdJ?;^"
-""^^ ^ -'~''^"

ou toujours en négligeant jjl-,

ro= -; 'Jl-t II,
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d'où

Des deux relations

on tire d'abord

c'est-à-dire

ou, en négligeant fji"'',

T " TT = !JiT..
2 '

T = T'„-,uT,, T = To-4-:xT,,

2T = To+T'„,

2 (is^ = ds'i -H rfi|

2 rfi = dsi -t- afsSî-

Ce que nous appelons Si, c'est le rapport ^— j c'est-à-diro

ixds's

ou, en négligeant les puissances supérieures de p.,

ds"^ — ds- _ 2 ds, — c/s _ 2 dsf — ds

u.ds'' \x ds i-L dsi

Telle est la signification géométrique de Si.

Reprenons maintenant les équations ( i ) et (2). Les seconds membres sont

des fonctions périodiques de À. Pour que i et soient également des fonctions

périodiques de X, c'est-à-dire pour que la géodésique soit fermée, il faut et il

suffit que la valeur moyenne de ce second membre, considéré comme fonction

périodique de À, soit nulle.

Quelle est cette valeur moyenne? Développons Si suivant les cosinus el les

sinus des multiples de 1 et soit R la valeur moyenne de Si c'est-à-dire

l'ensemble des termes indépendants de 1. Il est clair que —p sera la valeur

moyenne de -^j et—- celle de -r^- Quant à la valeur moyenne de -~-j elle

sera nulle.

Pour que les valeurs moyennes de nos seconds membres soient nulles, il faut

donc et il suffit que

di " du ~ °'

Les géodésiques fermées répondront donc aux maxima, aux minima et aux

minimax de la fonction R. A l'exemple des Anglais, j'appelle minimax les

points où s'annulent les dérivées du premier ordre d'une fonction de deux

variables sans qu'on ail ni maximum, ni minimum.
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II faut d'abord rechercher la signification géométrique de la fonction R. Si

nous donnons à < et à des valeurs constantes et que nous fassions varier X,

comment variera le point M ? Le point Mi décrira sur la sphère un grand cercle;

le plan tangent au point M restera donc parallèle à une droite D dont la direc-

tion est définie par la colatitude i et la longitude 0. Construisons un cylindre

circonscrit au sphéroïde et dont les génératrices sont parallèles à D; il touche

le sphéroïde suivant une courbe fermée C. Le pointM. restera sur cette courbe

C. Cette courbe C sera ce que l'on pourrait appeler, dans le langage de la

géodésie, un grand cercle astronomique.

On a alors

•} T. /
S, (fK.

Soient M, M' deux points infiniment voisins de la courbe C; soient Mi, M'

les deux points correspondants de la sphère. Soient comme plus haut

MM'=a'î, M,M', = a'i,.

On aura dsi — dl et

2 ds\ — ds
Si = — —-j .

d'où

\ r 1 dsi — ds I

K = — / -= d>. = — {Sx — s).

Ici *i^ 2 71 est la longueur totale du grand cercle de la sphère et s est la lon-

gueur totale de la courbe C.

Ainsi les maxima, minima et minimax de R correspondent aux minima,

maxima et minimax de la longueur totale des courbes C.

Considérons sur la sphère le grand cercle (
'

)
qui correspond à une courbe C

;

soient P et P' les deux pôles de ce grand cercle; la colatitude et la longitude du

point P sont i et 0, et R est une fonction de i et de 0. Remarquons d'abord que

cette fonction a môme valeur aux deux points diamétralement opposés P et P'.

Construisons les courbes R^const., c'est-à-dire les courbes qui joignent les

différents points P où la fonction R a la môme valeur. Nous aurons une série

de courbes telles que par chaque point de la sphère passe une de ces courbes

et une seule. Aux minima et aux maxima de R correspondent des points isolés.

C) Ici, Poincaré n'a en vue que les géodésiques de S, infiniment voisines de grands cercles

de S parcourus une seule fois; ce sont des géodésiques sans point double. Sa méthode s'étend

d'ailleurs à des cas plus généraux. (R. G.)
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di' cos courlu's. iiu\ iiui\iin;i\ drs |H)inl> iloubles à iMiiyciiles rut'llo. lu tlu'o-

iL'iuo i\ tniilysis Sitiis nous apprend cjuc le nombre lolal des niinimn el dos

nin\iin:i. c'ost-à-dirc des poinls isolés, surpasse de deux unités celui des

minimax, c'est-à-dire des points doubles. Je me bornerai à renvoyer à ce sujet

à mon Mémoire sur les courbes définies parles équations différentielles (')•

Le nombre total des minima, maxima et minimax est donc un multiple de 4<

plus a. Mais à chaque courbe C correspondent deux pôles P et P' diamétrale-

Mteni opposés, donc A chacpie géodésique fermée correspondent deux minima,

maxima ou minimax. Lr nombre total des géodésiques fermées est donc

impair, puisque ç\'>l hi iiiolli(' (hi nombre total des minima, maxima et

minimax.

Il ne s'agit bien entendu ui (pie des géodésiques lermées qui subsisleni

quelque pclil (/iic soit y.. Il pcnl \ en avoir et il y en a une infinité d'autres.

Une question reste à triiiier. L'existence des géodésiques fermées dont nous

venons de parler a été établie par un calcul approximatif, puisque nous avons

négligé ,u'-'. Celte existence peut-elle être démontrée rigoureusement? Ou plutôt

cette démonstration rigoureuse ne peut-elle pas se tirer directement de notre

calcul approximatif? Oui. cela ]ieiil se faire el pur nu procédé connu; on u"a

qu'à ;ippli(nicr les piiiu'i|)es expoM's dans le (lia])ilre III du tome I de ni<iii

Ouvrage, Les Méthodes /loinr/lcs i/r la Mécanique crlcstc.

1. — Le principe de continuité analytique.

.Soient .S el S' deux surfaces qiudconques satisfaisant aux cond liions ipic

nous nous sommes imposées dans les paragraphes précédents el que j'appellerai

pour abréger les conditions A. On peut toujours passer de l'une à l'autre

d' une manière continue. Je veux dire que l'on peut supposer une surlace

\ariabli> i qui ail |)0ur équation générale

ou le piriiiin membre F est une tonclion analytique «les cooitlcuinees X,y, z

cl d'un paraiiièlre \aiial)lr / ffpii reslera analvlupie au iiioins pour Ions les

systèmes de valeurs de x, y, :, t, tels que :

i" l soit compris entie o cl i;

2" X, y, z soient réels;

C; Journal de Liouville, ô' série, l. ~, iSSi, p. loô ; Œuvres de Henri Poincaré, t. 1, |). 29.
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3° F soit nul ); el de telle façon :

i" Que celle surface 1 se réduise à S pour / = o el à S' pour t ~- i;

i" Que, quand t varie d'une manière continue depuis o jusqu'à i , celte sur-

lace 2 ne cesse jamais de satisfaire aux conditions A.

Ainsi, la surface 2, quand / variera d'une manière continue entre o el i

,

restera convexe cl analytique, ses rayons de courbure reslanl compris entre des

limites déterminées. Considérons sur cette surface variable 2 une ligne géodé-

sique satisfaisant à une certaine condition, par exemple à celle d'être fermée.

Soient j = CB (a;), s = ij/ (^) 1*^* équations de celle géodésique. Définissons cette

géodésique par les données initiales; appelons, par exemple, j^'o et So les valeurs

de r et de j pour x = o, de sorte que

_)o= ?(o), ;„= i(o).

.Suicnl. <lf même, r',,, ;'„ les valeurs initiales de-^el-^) de telle façon que

Ces données iniliaios jo, -^o, J'o; -^u
suffisent pour distinguer noire géodésique

de toutes les autres géodésiques tracées sur la surface 2.

Cela posé, si nous écrivons que colle géodésique est fermée, nous obtiendrons

entre Vo, -îo. ^o; -^o
certaines relations qui seioni analytiques ('). Donc yo în-

y^, j'j sont liés à C par des relations analytiques; si nous considérons j)'o, -^o-

y„, j'd,
t comme les coordonnées d'un point dans l'espace à cinq dimensions,

ces relations définiront une certaijic courbe analytique que j'appelle C. Nous

envisagerons une branche de celle courbe analytique que j'appelle B. Il est

C) Soit

.v = x(ii; r„, :„, m), r =>'(«; ro. -o. '»), ^ = ^(u; y„, z„, m),

avec m=r'„:i'o,

une représentation paramétrique lie la géodésique issue du point (o, y„, ;,) (ou u = o); les

lonctions précédentes sont analytiques en u et en m. Pour que la géodésique soit fermée, il faut

que sa projection sur le plan des _>•, s repasse par le point (_)'„, ;„) et cette condition sera suffi-

sante, à moins que la géodésique n'ait un point double en (o, y„, z„) ou ne rencontre ailleurs la

projetante de ce point. Or, la condition se traduit par l'existence d'un couple de valeurs (u, m)
telles que

et l'on voit que m devra satisfaire h une équation analytique /(m) = o; les racines réelles de

cette équation donneront les géodésiques fermées issues du point (o, y„, ;„), à moins qu'elles

ne correspondent à l'une des éventualités signalées plus haut. Au lieu de l'espace à cinq dimen-

sions (y,, s„, y'„, ;'(,, t), on pourrait adopter l'espace ( ^\, 3,„ ni, t). (R. G.)
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aisé do définir cotio branclio cl de lu distinguer des autres par continuité. Dans

le voisinage de t. = fo, les quantités yo, y\-, ^o, •s'o' ''•^•^'' susceptibles d'un ou de

plusieurs développements et chacun de ces développements procède suivant les

puissances de (f— 'o)''; la branche B se composera de tous les points réels de

la courbe C qui correspondent à l'un de ces développements; quand le dévelop-

pement ne sera plus valable, on la poursuivra par le procédé delà continuation

analytique. Si q est impair, celle branche comprendra un point et un seul, tant

pour t ^ tu— c que pour < = <o + e; &\ q est pair, elle comprendra deux points

pour t =z t^— e et zéro pour < = fo+ <i\ ou inversement.

Nous dirons que les différentes gcodésiques fermées qui appartiennent aux

différents points d'une môme branche B font partie d'une même .ye77'eco«f<«Me.

Considérons les différentes géodésiqucs fermées d'une même série continue

qui appartiennent à une môme surface 2. Elles correspondent aux points d'inter-

section de la branche B avec le plan t. = to- Le nombre de ces points ne peut

varier que quand ^o prend une valeur telle que le nombre que nous appelions

plus haut q soit pair. Dans ce cas, ce nombre varie de deux unités. D'où celle

conséquence :

Le nombre des géodésiqucs fermées d^une surface 'L qui font partie de

une, deux ou. plusieurs séries continues déterminées est constamment pair

ou constamment impair.

Examinons maintenant les ditlerentes sortes de courbes fermées que l'on peut

tracer sur une surface convexe. Ces courbes au point de vue de VAnalysis Situs

se répartiront en une infinité de types caractérisés par le nombre et la disposi-

tion des points doubles.

Considérons une série continue de géodésiqucs fermées; elles pourront appar-

tenir à différents types; comment pourront-elles passer d'un type à l'autre ?

D'abord, elles ne pourront jamais avoir de point de rebroussement, car les

géodésiqucs des surfaces satisfaisant aux conditions A n'ont aucun point singu-

lier. Ensuite, il ne pourra jamais arriver que deux branches de cette géodésiquc

viennent à se toucher. Car deux géodésiqucs ne peuvent se toucher sans se

confondre, ailcndu qu'un point et la tangente en ce point sur une surface

convese déterminent complètement une géodésique.

Il résulte de là que dans une même série continue, le nombre des points

doubles d'une géodésique fermée demeure constant. Ce nombre, en effet,

pourrait varier de deux manières :
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1" Si un point double à tangentes réelles devenait un point isolé à tangentes

imaginaires; mais alors il faudrait passer par un point de rebroussemeni;

2" Si deux poinis doubles réels devenaient imaginaires conjugués; mais alors

il faudrait qu'au moment du passage deux branches de courbe vinssent à se

toucher.

Nous venons de voir que tout cela est impossible; un seul point reste à

éclaircir. J'ai dit que deux géodésiques ne peuvent se toucher à moins de se

confondre. Ne serait-il pas possible que pour certaines valeurs de t, la géodé-

sique fermée que nous envisageons dégénère parce que deux de ses parties se

confondraient entre elles? Il est clair que cela est possible. Une courbe fermée

d'un certain type peut se réduire en dégénérant à une courbe fermée d'un autre

type parcourue plusieurs fois. C'est ainsi qu'un limaçon de Pascal peut, à la

limite se réduire à un cercle parcouru deux fois. Il n'y a pas de raison pour que

cela n'arrive pas pour les géodésiques et, en fait, cela arrive.

Si une courbe fermée du type T, peut dégénérer en une courbe fermée du

type T' parcourue plusieurs fois, nous dirons que le type T' est subordonné au

type T.

Supposons donc que nous considérions une série continue de géodésiques

fermées correspondant à la branche de courbe B définie plus haut; que M, M',

M" soient trois points infiniment voisins de cette branche, que M' soil entre

M et M", qu'en M la géodésique appartienne au type T; qu'en M' elle se réduise

à une courbe fermée du type T' parcourue plusieurs fois; qu'en M" elle appar-

tienne au type T", qui pourra être d'ailleurs identique à T. Le type T'est ainsi

subordonné tant à T qu'à T". Quand on passera de M en M", on peut se

demander si le nombre des poinis doubles a varié.

Soit ^0 la valeur de t qui correspond au point M'; nous poserons r := (^<— t)'^

,

en choisissant l'entier q de façon que/o- -^ojyo) -^o soient développables suivant

les puissances de -. Considérons l'un des poinis doubles de noire géodésique;

quand t tend vers t„ ce point se rapprochera d'un certain point D de la géodé-

sique singulière du type T'. Prenons ce point pour origine et choisissons les

axes de façon que le plan des yz ne soit tangent à aucune des branches de géo-

désique qui passent par ce point. Dans ces conditions, nous pourrons meltre

les équations d'une quelconque de nos branches de géodésique sous la forme

suivante; ^ et 5 seront développables suivant les puissances de x et de r.

H. P. - VI. 8
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Considérons deux do n-s brandies el soient

_>' = ï:t"'9;„(:i), 3 = i;T'»tt;„(a:)

leurs éc|uations. .le suppose que ces deux hranclies se cont'ondcnl pourT = o;

on a donc

Cherchons les points doubles, c'est-à-dire les points d'intersection de nos

deux branches. Ils nous seront donnés par l'équation

(laquelle entraîne, d'ailleurs, l'autre équation

en tenant compte de l'équation de la surface 2,).

Soit 9/)(^) — 9'pi^) le premier des coefficients (fim(j')— 9'„A^') 9"' ^^^'

s'annule pas identiquement; quand z tendra vers zéro, les points doubles

tendront vers des limites, qui seront les solutions de l'équation

Op(x)—tf'p(x) = o.

Par iivpiillièse. le point .r = o est une de ces limites; on a dt)nc

?/'(o)— ?/Xo) = o-

Nos poiniN (Iduldes sont alors donnés par l'équation

i:x"'-/'[tp„{ic) — cp;„(a:)] = o

dont le premier iiiemijrc, développable suivant les puissances de .r el de t,

s'annule pour .r = •?= o; on peut en tirer x développé suivant les puissances

de T, ce qui prouve (pie ,r reste réel aussi i)icii pour t >- o que pour r < o et,

par conséquent, qu'un |)olnl double réel, par exemple, au point M ne peut

devenir imaginaire au point M'.

Il n'y aurait d'exception rpie si la dérivée

7^L?/'(^)-9^(^)J

s'annulait pour j: =z o. Or cela n'arrive pas; cela voudrait dire que deux

branches se coupent en deux points infiniment voisins, c'est-à-dire qu'un point

se confond avec son propre foyer, ou peut en devenir aussi voisin que l'on veut
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L'n coniplanl les distances sur la géodésique. Or, nous avons vu plus liaul (|uc

la distance d'un point à son loyer est toujours au moins égale à -Lo.

Donc, môme dans ce cas, le nombre des points doubles ne peut varier.

La disposition des points doubles peut-elle varier? Oui, mais uniquement de

la manière suivante : supposons trois branches de courbe qui se coupent en

trois points doubles de façon à lornier un petit triangle; à la limite, ce petit

triangle se réduit à un point cl les trois points doubles se c<Hilondent en un

seul point triple; ensuite les trois points doubles se séparent de nouveau et les

trois branches iorment de nouveau un triangle, mais dont la disposition est

différente. Si la branche I parcoLirue dans un certain sens rencontrait dans

la première disposition, la branche 2 d'abord, puis la branche 3; dans la

seconde disposition, elle rencontrera la branche 3 d'abord, puis la branche 2.

Il est aisé de voir que si les branches de courbe au lieu de déterminer un

triangle déterminent un polygone de plus de trois côtés, la disposition des

|)iiints doubles ne pourra changer, car il faudrait que deux de ces branches

devinssent tangentes ('). Lorsqu'on pourra passer de celte manière du type T

au type T', nous dirons que ces deux types sont équivalents . Il 3' a des types

qui ne sont équivalents à aucun autre, par exemple le type sans point double.

Une courbe fermée à points doubles partagera la surface convexe en un certain

nombre tle polygones curvilignes dont quelques-uns pourront 6trc des biangles

ou des uniangles. Si aucun de ces polygones n'est un triangle, le procédé

précédent ne pourra être appliqué et le type ne sera équivalent à aucun autre,

(lonsidénms maintenant deux séries continues de géodésiques; soient (j la géo-

désiquo de la première série, G' celle de la seconde; le nombre des points

d'intersection de G et de G' ne pourrait varier que si ces deux géodésiques

devenaient tangentes l'une à l'autre, ce qui est impossible.

Le nombre des points d'intersection de deux géodésiques uppiulenunt à

deux séries continues déterminées est invariable.

Supposons que pour t voisin de Iq, on trouve que k' uoiiibrc q, dniil nous

1

avons parlé plus haut et qui figure dans l'expression (<— ^0)'', est pair pour

la première série continue et égal à 1 pour la seconde série. Il arrivera alors

que pour t <^t, nous aurons deux géodésiques G et G" de la première série et

(') La justification de cel énoncé semlite tjien sommaire. ( l-i. G.)
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que pour t > to nous n'en aurons plus. Au contraire, nous aurons toujours

une géodésique G' et une seule de la seconde série, quel que soit t. Nous

pouvons poser

et faire varier r d'une manière continue; alors dans la première série nous

passerons de la géodésique G à la géodésique G", et dans la seconde série nous

partirons de la géodésique G' et reviendrons finalement à celte même géodé-

sique G'.

Donc le nombre des points d^intersection de G et de G' est le même que

celui des points d' intersection de G et de G".

Quant à la disposition relative des points doubles de G et de G' et de leurs

points d'intersection, elle ne pourra varier que de la façon que j'ai dite plus

haut à propos de la disposition des points doubles d'une seule géodésique.

Comme première application de ce principe, étudions les géodésiques fermées

sans point double; ces géodésiques formeront évidemment une ou plusieurs

séries continues. D'après ce qui précède, ces séries continues ne pourront

contenir que des géodésiques fermées sans point double.

Donc le nombre total des géodésiques fermées sans point double est toujours

pair ou toujours impair. Or nous avons vu au paragraphe précédent que pour

un sphéroïde ce nombre est impair. De plus, on peut passer d'un sphéroïde à

une surface convexe quelconque d'une manière continue.

Donc, sur une surface convexe quelconque, il y a toujours au moins une

géodésique fermée sans point double et ily en a toujours un nombre impair.

Par exemple, pour un ellipsoïde nous avons les trois sections principales par

les plans de symétrie.

5. — Stabilité et instabilité.

Étudions maintenant les géodésiques peu différentes d'une géodésique fermée

(avec ou sans point double). Pour cela, nous nous servirons du système de

coordonnées suivant. Soit Go la géodésique fermée, O un point fixe de cette

géodésique; prenons sur Go à partir du point O, une longueur 0P = «; au

point P menons une géodésique Gi normale à Go: sur Gi à partir de P prenons
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une longueur PM^t'; les coordonnées du point M seront m et v. L'élément

d'arc sera donné par

ds^= dv^--h h'^ du"-.

On voit que h = i et -7-= o pour t^ = o et quel que soit u. Les équations

d'une géodésique seront (*)

d v' _ i
^^

du ^ v-2 ^. h-i
~ ^v

'

V étant la dérivée de v par rapport à u; ou, en supposant c très petit pour

chercher les géodésiques très voisines de Go,

(1) v"=K\',

où /i" est la valeur de -r^ pour c = o. Alors — A", qui représente la courbure

de la surface au point (m, o), est une fonction de u. qui est d'ailleurs pério-

dique puisque Go est fermée.

L'équation ( i ) est une équation linéaire à coefficients périodiques ; elle admet

deux solutions remarquables de la forme suivante :

(2) i^ = e»" ç(w), p = g-»" i!<(m),

cp(a) et 4'(") étant périodiques en u.

Quatre cas peuvent se présenter :

1° Ou l)ien a est purement imaginaire et les deux solutions (2) imaginaires

conjuguées. On dit alors que Go est stable.

2° Ou bien « est réel et différent de zéro et les deux solutions (2) réelles.

On dit alors que Go est instable.

3" Ou bien on a a ^=«'+-=^7 y' étant réel et U étant la longueur totale

de Go ; nos deux solutions peuvent alors se mettre sous la forme c = <?*'" oj (m ),

V = e"*'" <]^i (u), les fonctions 91 et i|/i étant réelles et telles que

?,(tt-i-U) = -(p,(u), •Ij,{u^U) = -^,{u).

On dit encore dans ce cas que Go est instable.

4" Ou bien a est multiple de -j-j-; c'est un cas limite, qui ne se présentera

pas, en général, et que nous laisserons de côté pour le moment; dans ce cas.

{') Il faut diviser le second membre par \/c'-'-h /j% ce qui ne modifie d'ailleurs pas l'équa-

tion (i). (R. G )
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les expressions (2) peuvent prendre une forme dégénérescenle où figure logM,

ainsi qu'il arrive dans le cas des racines multiples pour les équations linéaires

à coefficients nnistants.

Plaçons nous d'ahord dans le premier cas el soient p et le module cl l'ar;;!!-

iMcnl de la première sululiou ( O : alors It-qualion
(^

1 ) adinellra comme solutions

parhculii^res

i' = p ('<^j r = p e~'",

el coniiiu' solution générale

(3) • .' = Apsin(0 — fi),

où (î el A simt des conslanles (rinti''<;raliou.

Soi] . CM p.ii'ticulier,

Cl = p «in 0, Co = p cosO
;

on aura

i/u
(4) ijiO = ^ = B f'Ia

C2 ./ i'I

H clan! une constante. La lonnule (4), nù loul est d'ailleurs réel, nous luonlre

que lv.<) varie toujours dans le même sens, par exemple toujours en croissant;

car si igO allait toujours en décroissant, il nous suffirait d'intervertir le rôle

des deux solutions (2). Donc est une fonction croissante de u.

Supposons qu'on ait pris l'unité de longueur de telle façon que la longueur

loialc de <-Jo soit égale à 27:. Qu'arrivera-l-il quand ii augmentera de 27:? il

arrivera que ne changera pas et cjue augmentera de ^^^
( ce qui nous monire

d'adleurs que - doit être positif si l'on veut que soit croissant).

Cela posé, nous appellerons argunietU réduit d'un point sur la géodésique

fermée Go la quantité — Si nous avons une unité de longueur quelconque et

que U soit la longueur totale de (io, l'argument réduit sera —^- Il résulte de

là que l'argument réduit augmente constamment de o à 27: quand on parcourt

la géodésique tout entière. Cet argument réduit peut donc servir à définir la

position d'un point sur (jq.

Revenons à la solution générale (.j); elle représente une géodésique (î très

peu différente de Go; les points d'intersection successifs de G et Go seront

donnés par la formule
6 = [! + *;.,

où /" est un entier quelconque.



LIGNES CÉODÉSIQUES DES SURFACES CONVEXES. 63

Le A""" foyer du point = |3 sera donc le point 6^[5 + /.r; d'où celte

conséquence : les arguments réduits d'un point et de son /.'*""" foyer

diffèrent dhine quantité constante et positii-e

L'analyse qui précède ne dillère pas de celle du n" "347 du tome III de luuii

Ouvrage sur les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste. Au n° 349, j'ai

envisagé les solutions instables et j'ai nionlri' qu'elles se répartissent en trois

catégories :

i" Ou bien a. est réel et o(m) ne s'uiiiiuli' jamais (solutions instables de la

[ireniière catégorie). On a alors

d/(u) „ r du

9(«) J «-=»«='(")

ce qui montre que le premier membre, qui est toujours fini et croissant, ne peut

s'annuler qu'une fois; comme e~-*" ne s'annule pas, il en résulte que J>(j<) ne

peut s'annuler qu'une fois; et comme '!>(«) est périodique, 4'('') ""^ s'annule

jamais. D'ailleurs, la solution générale de (i) sera encore de la forme

(5)
.

" = ^"'^(")»/
,-..»"n»)

'

ce qui montre que v ne peut s'annulei- ijuiine lois : aucun jniint de ( i,, n'a

donc de foyer.

a" Ou bien « est réel et cp(M) s'annule (solutions instables de la seconde

catégorie)

La formule (5) nous montre alors que (l'intégrale du second membre elaiii

toujours croissante et devenant infinie quand o s'annule) entre deux zéros

consécutifs de <f{u), il y a un zéro de c et un seul.

En particulier, entre deux zéros de cp(M) il y a un zéro de '^'{u) et un seul.

Si donc Mo, Ml, "2, • • • sont les zéros successifs de cp(M), les valeurs de i];(f/o),

Kmi), <\i{u2), ... sont alternativement positives et négatives; mais la fonc-

tion <\i{u) étant périodique doit revenir à la môme valeur quand on a fait le

leur de Gq. Donc le nombre des zéros de ^( u) est toujours pair. Soient donc

Uo, II,, Un, .... Un

les zéros successifs de o(w) [n pair). Tout point situé entre Wo et Ui aura son

foyer entre «i et h-, et, quand l'argument d'un point croîtra de Mo à M), l'argu-
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ment de son foyer croîtra constammeni de Ui à «j ;
car s'il cessait de croître,

c'est qu'un uiOnie point aurait plusieurs foyers, ce qui est impossible.

Supposons que a soit positif; alors pour u positif et très grand, v sera sensi-

blement proportionnel à e*"cp(f<); pour ti négatif et très grand, i' sera sensible-

ment proportionnel à e""'^(M).

Les foyers d'ordre positif et très grand seront donc très voisins de l'un des

zéros de »(«)

Les foyers d'ordre négatif cl très grand seront très voisins de l'un des zéros

de 4'(")- Soient alors

u'^ , u\, . . . , u'ii

les zéros successifs de '^{u), m'„ étant compris entre «o et Ui.

Soient M,- et M[ des points de Go qui correspondent respeclivenientà m, elaj.

Soit Fo un point quelconque situé entre Mo et M',,, F/,, son /i'^"" foyer. Alors,

pour /. < /(, F/, sera compris entre M/,- et M'^. ; on voit ensuite que F,i est compris

entre Mo et M'„
;
je dis que c'est entre Mo et Fo; si, en effet, F„ était compris

entre M'„ et Fo, F.j„ serait compris entre M'„ et F„ et, par conséquent, entre M'^

et Fo ;
plus généralement, F/i,, serait compris entre M'„ et Fo. Donc F/;,, ne

pourrait tendre vers l'un des zéros de <f{u) quand A" tend vers + oo . En consé-

quence, les points

sont entre Mo et, Fq et, (junnd k croît constammeni et indéfiniment, ils se

rapprochent constamment et indéfiniment de Mo. Au contraire, les points

F-n, l'"-.„ F_x.„, ...

sont entre M',, et Fo et, quand k croît constamment et indéfiniment, ils se

rapprochent constamment et indéfiniment de M',,. Les zéros de 9 (m) et ceux

de (J'(m) peuvent, en conséquence, recevoir le nom de foyers limites. Telle est

la loi de la distribution des foyers pour les géodésiques fermées instables de

la seconde catégorie.

.3" Ou bien enfin a est de la forme a'+ -^ , « étant réel (solutions instables

de la troisième catégorie).

D'après ce que nous avons vu au n" 359 (loc. cit.), ces. solutions jouissent

des mômes propriétés que celles de la seconde catégorie. On a, d'après ce qu'on

a vu plus haut, deux solutions de la forme

f = £=;'" s, (u), i> = e-"'" iit(u),
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avec

9i(a + U) =— =i(«), àiiu -t- U) = — 'i/iC"),

et la solution o('ni''ralc s'c'crit

(5 bis) ( = <-»'"
9, (h) Iî

/ „J," ,, ,
-

Nous voyons ([iic ûi(«) doit s'annuler, puisque celle ionclion cliange de

signe, et qu'entre deux zéros de oi(« I, il y a un zéro de '-}'i(«) et un seul.

Ce que nous avons dit de la distribution des foyers successifs et de leurs

relations avec les zéros de ç el de (}/ (dont le rôle est joué ici par des zéros de tpi

et de 'hi) subsiste sans changement; la seule difTérence, c'est que le nombre

des zéros de 9i(») au lieu d^être toujours pair, est toujours impair.

En effet, la fonction <.]^i(u) doit, non pas revenir à la même Nalciir. mais mu

contraire changer de signe quand on fait tout le lour de (Iq.

Dans le cas des surfaces convexes, tout point a un foyer dont la dislance à

ce point est inférieure à une limite donnée ('); il n'y a donc pas do géodésiques

fermées inslaijles de la première catégorie: il v en a. nu contraire, pour les

surfaces à courjjures opposées (^1.

Au n" ".îoîî iloc. cit.). j'ai montre que la conditiuii nécessaire el snffisanle

pour qu'une trajectoire lermée corresponde à un miiummu de l'action, c'est

qu'elle soil instable de la première catégorie. 11 résulte île là que sur une

surface convexe, il n'y a pas de géodésique fermée qui soit plus courte que

toutes les courbes fermées infiniment voisines. Cela est d'ailleurs aisé h établir

directement.

Considérons nu ellipsoïde et ses trois ellipses principales; la plus grande et

la plus petite sont des géodésiques fermées stables
;
la moyenne est une géodé-

sique fermée instable de la seconde catégorie. Sur un hyperboloïde à une nappe,

l'ellipse de gorge est une géodésique fermée instable de la première catégorie (').

Il est aisé de voir {loc. cil. n" 378) que, si deux géodésiques fermées viennent

à se confondre, pour disparaître ensuite en devenant imaginaires (lorsqu'on

(') Voir p. /(i.

() La propriété a été énoncée sans démonslr^itioii par C. G. J. Jacobi [Vorlesungen iiber

Dynamik, Werke, Supplementband, Berlin, i8S^, p. 47)- Elle résulte aisément de la formuli-

d'Ossian Bonnet. Voir, à ce sujet, J. Hadamard, /. Math, pures et appl., 5' série, t. 1, 189S,

p. 30; Selecta (Jubilé scientifique de M. Jacques Ha<lamard), Paris, Gautliier-Villars, igSS,

p. 189 et suiv. (R. G.)

(') La propriété relative à l'Iiyperboloïde ii une nappe résulte de la formule d'Ossian Bonnet

{cf. Note précédente); mais elle s'établit aussi, comme celles qui sont relatives à l'ellipsoïde, à

t'aide de la représentation des quadriques en coordonnées elliptiques ( Voir, G. Darboux,

H. P. - VI. Q
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t'ait varior d'uiw inanitro loiillmii' le parainèlrc que nous appelions / dans le

paragraplio prL'cédonl), l'une d'elles est stable et l'autre instable. D'où il résulte

que, dans une mcMne série continue, l'excès du nombre des géodésiques stables

sur celui des géodésiques instables est constant. Or, nous avons vu que les

géodésiques fermées sans point double forment une ou plusieurs séries conti-

nues et. d'autre part, que l'on peut toujours passer d'une manière ronliniic

d'une surface convexe quelconque à une autre.

Donc, si sur une surface convexe quelconque on envisage toutes les géodé-

siques fermées sans point double^ Vexcès du nombre de celles qui sont stables

sur le nombre de celles qui sont instables est constant; il est donc le même

que pour l'ellipsoïde, il est donc égal à i

.

Sur une surface convexe, il y a donc toujours au moins une géodésique

fermée stable sans point double.

Remarquons que «, que l'on appelle l'exposant caractéristique de Go, est,

par ce qui précède, entièrement déterminé. On pourrait croire le contraire,

car, si U est la longueur totale de Go, on a

tlKU

où if{u)e ^ est, comme (p(f<), une fonction périodique, llsembledonc que l'on

puisse remplacer a par a -|—pp ou par a ~\ ry-^ (/<- entier positif ou négatif i.

Leçons sur la théorie des surfaces, l. 3, Paris, Gautliier-Villars, 1^94, p. '3j. Soit

a > 6 > c > p > ;

sur l'ellipsoïde

X-
^ _y_:_

les géodésiques ont pour équation difTcrentielle

( ^ Y = (g — pjf^»— pi)(c — p.)(Pi— «)(p — ^)
_

\dfj (a-p)(6 — p)(c — p)(p — oi)(p,-fl)

oii p et p, sont les coordonnées elliptiques du point (x, y, z) de fellipsoide et où n. est une

constante quelconque. Pour a = c, on obtient l'ellipse principale p, = c ou s = 0: pour a = c -+- e,

où £ est arbitrairement petit > 0, on aura une géodésique telle que c<p,<c + £: la géodé-

sique est comprise dans une « zone « limitée par les deux ovales de la biquadratique pj = c -t- 6,

symétriques l'un de l'autre par rapport au plan z — o cl très voisins l'un de l'autre; elle les

touche alternativement : la géodésique est donc stable. On aboutit a la même conclusion pour

ï = a ou n — E. Il n'en serait plus de même pour o = è (géodésiques passant par deux ombilics

antipodes) et pour s. = b±t; par exemple, pour = 6 — e les géodésiques doivent toucber

alternaliveinenl les deux brandies fermées de la biquadratique p = 6 — e; mais pour i inlini-

fiienl petit, ces deux branches ne sont pas infiniinent voisines l'une de l'autre. (R. C.j
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Mais dans le cas des géodésiques instables, il n'y a qu'une des quantilés a + ~
..

qui soit réelle et c'est celle qu'il convient d'adopter.

Dans le cas des géodésiques stables, a est entièrement déterminé par la

condition que l'argument augmente de —v- quand on l'ait le tour de la géodé-

sique Go. Autre remarque : considérons une géodésique instable de la seconde

ou de la troisième catégorie; elle fera partie d'une série continue au sens du

paragraphe 4. Je dis que le nombre des zéros de »(«), d'où dépend comme

nous venons de le voir, la loi de distribution des foyers, demeurera constant;

car il ne pourrait varier que si cp(w) et <»'{u) s'annulaient en môme temps, ce

qui ne peut avoir lieu. Une série continue peut se partager en sections, de telle

façon que dans une section, par exemple, toutes les géodésiques soient stables;

dans la suivante toutes instables; dans la suivante toutes stables, et ainsi de

suite. Aux points où l'on passe d'une section à l'autre, l'exposant caractéris-

tique est multiple de jÇ • Eli iu'en, dans une même section d' mu; même série

continue, le nombre des foyers limites est invariable.

Dans le cas des géodésiques instables, il y a plusieurs manières de définir

l'exposant a; nous pouvons, comme nous l'avons fait jusqu'ici, supposer a réel

pour celles de la première et de la seconde catégorie, tandis que pour celles de

la troisième catégorie, on supposera la partie imaginaire de y. égale à -pj- • Mais

on peut également adopter une autre solution.

On peut supposer que la partie imaginaire de 2 est égale à -jj^, /; étant le

nombre des zéros de ^{u) (ou de 91); l'exemple qui va suivre nous fera com-

prendre les raisons qui pourraient justifier cette convention. Envisageons la

surface

= 1,

(/ et (ji étant deux constantes.

Cette surface est convexe et fermée si '/i oi suffisamment petit; car' elle

diffère très peu de l'ellipsoïde de révolution

Elle admet une géodésique fermée qui est le cercle

z = o, X-+ y- = I
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Si, pour co corric. ikmis oxpiinions .r el r i-n l'onction rlo l'arc ii . nous trouvons

.; = cosH. r = sin ii,

L'équaliou des géodésiques iufiiiimenl peu dilVércntes de ce cercle sera (')

(•"-i- 7(9-— ?i i-osM)r = n.

ÎVoiis reconnaissons une équalion t|iii a lail rolijel de travaux nombreux

{loc. cit.. t. II, chap. XVII); les notations sont les mêmes que dans ce cha-

pitre XVII ;\ la condition de cliantçer .r en r et a/ en ti . Le rôle de l'exposant a

est le niOme que celni que jouait dans rOnvrai;e cité la (piantité — • Si donc (ji

est pelil. non-, avons sensiblement

2

D'ailleurs x est imai;inaire el la i;(''odésiqne stable, à moins ipie r/ ne soit

voisin d'un enliei-.

Si (/ est voisin d'un entier, /;, de telle taçon ([ue sur la ligure tle la page 2^6

(loc. cit.) le point de coordonnées rj, cji se trouve dans une des régions cou-

vertes de liaciiures, la géodésique est instable. D'après le n° 352 (loc. cit. I. III )

elle est toujours de la seconde ou di^ la troisième catégorie.

(^uel est le nombre des zéros de cp(î^) ou de <pi(m)? Il sulfit de remarquer

que sur l'une des courbes qui limitent les régions couvertes de hachures (/oc.

cit.. n" 352), la fonction o ou oi est impaire et se réduit sensiblement (à cause

Il 1 . . au . nu . ... •
I

de la petitesse de 71) a sin^^^ ou a sin-;— j puisque q est très voisin de /(.

Le nombre îles zéros de ^(«j ou de 91 («j est donc n et celui des loyers

limites est 3/(, floni // |)our les zéros de cp(«) ot n pour les zéros de 'K")-

Cela nous montre :

1" Qu'il existe des surfaces qui admettent des géodéslques fermées instables

(') La surface étant syriictiique par rai)port au plan i = 0, la courljure (R,It,) ' de la surlace

au point M f cosh, sinu, o) du cercle se réduit à la courbure en iM de la section normale dont le

plan est parallèle <i Os; à l'aide d'une rotation des axes, on voit que cette courbure est égale à

la courbure en r, — i, c = n de la courbe plane

a;f -1- 7 ((/— 7, ar, cosu;s== i,

<."esl-ii-<iire 7 to'— «, cosH j. (It. G.)
'1
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de la seconde et de la troisième catégorie, le nombre des foyers limiles pouvani

être quelconque
;

2° Que si l'on veut que y. soit une fonction continue, il faut lui attribuer pour

partie imaginaire -rr^i 27; étant le nomlire des foyers limites.

6. - De quelques types de géodésiques fermées.

Soit < Jo une géodésique fermée stable dont la longueur totale est L) et qui

appartient à une série continue. Soit y. son exposant caractéristique. Il est clair

que U et a sont des fonctions continues du paramètre que nous avons appelé /

au paragraphe 1 et qui correspond à cette série continue.

Supposons que pour une certaine valeur de /. pour t^ln par exemple, le

produit czU soit coniniensurable avec /-, par exemple égal à 2 —-1 m et n

étant deux entiers premiers entre eux. Les arguments réduits d'un point et de

son A"^""-" foyer diftereront de t. —^
1 ce qui montre que tout point de notre

géodésique Go coïncidera avec sou 2 //i'"^'™" foyer. Si l'on considère un point M
de Go. et la géodésique issue du point M et infiniment voisine de Go, ou voit

qu'elle viendra repasser en M, aux infiniment petits près d'ordre supérieur,

après avoir recoupé Go im fois (le point M compris). Elle aura ainsi fait a fois

le tour de la géodésique Go- Les principes exposés dans le chapitre XXVIII

Hoc. cit.) nous permettent d'interpréter ce résultat. Il existe, outre la géodé-

sipue Go, deux autres géodésiques fermées G| et G', jouissant des propriétés

.suivantes :

1" Pour t <i ta (par exemple) ces deux géodésiques n'existent pas ou, plutôt,

sont imaginaires; 2" pour^><o, elles sont toutes deux réelles; 3° pour< = <o,

elles se confondent entre elles et se réduisent l'une et l'autre à la géodésique Go

parcourue /i fois; 4° elles appartiennent à une même série continue; 5° l'une

d'elles est stable et l'autre instable.

La relation de Gi et G', avec Go est la même que celle qu'on rencontre en

Mécanique céleste, entre les solutions périodiques de la seconde et de la troi-

sième sorte et celles de la première sorte, ou entre les solutions du second

genre et celles du premier genre. La série continue Si à laquelle appartiennent

Gi et G', peut donc être regardée comme engendrée par la série So à laquelle

appartient Go; comme le produit :xU, en variant d'une manière continue,
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passera iiiu' iiilinitc de loi^ p;u- ilcs valeurs coinmensurablcs avec ir., la série So

engendrera une infinité d'aulres séries conlinucs. El, comme l'une des deux

géodésiques Gi et G', est stable, la série Si va à son lour engendrer de la même

manière une infinité d'autres séries.

Nous avons vu qu'il y a toujours une géodésique leraiée stable, sans point

double. Appelons-la Gn. Supposons ([u'elle engendre, comme nous venons de

1 expliquer, deux autres géodésiques lennées ('i| et G, ; soil >.
—- la ^alellr

correspondante de aU. Pour des valeurs de l très voisines de <o, ces deux

géodésiques différeront très peu de Go et nous obtiendrons leur équation appro-

ximative en reprenant l'analyse du paragraphe précédent; nous trouverons

alors [en reprenant les équations (3) du paragraphe précédent]

(' = A p sin(0 — ji) pour G|,

r = A'p sin(6 — V) pour G',,

A, (3, A', (3' étant des constantes.

Les points d'intersection de Go et de Gi, par exemple, nous sont donnés par

la formule

fi = [i-l- A-j: {k entiei-)

et les valeurs correspondantes de l'argument réduit sont

ï U œ U m m'
(Combien l'expression — peut-elle prendre île valeurs distinctes, deux valeurs

n'étant pas regardées comme distinctes lorsqu'elles difl'èrent d'un entier pair?

Evidemment, am (*); donc le nombre des points (V intersection de Go avec Gi

et, par conséqiietit , avec une géodésique quelconque de la série Sj est égal

à 2m.

Cherchons maintenant le nombre de^ points doubles. Supposons la géodé-

-ique fermée Gj partagée en 2 m arcs par ses 2 ni points d'intersection a\ec G,,
;

ces arcs seront allcrnativement d'un côti' cl de l'autre de Go; d'où il suit (jii'uu

arc de rang pair ne peut pas couper un air de rang impair, mais que deux ans

de rang pair ou deux arcs de rang impair peuvent se couper.

.l'observe ensuite que v = partie réelle de e'-"cf{u) est une fonction uniforme

(') Ceci suppose iniplli itemenl 11 impnir. il!. G.)
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de u, de sorte que les points doubles correspondront aux \nleurs de ii pour

lesquelles on aura

(i) ((«) = ('(ît -h 2/c-i),

k (^'lanl entier, et qu'il n'v en aura pas d'autre. Nous avons d'ailleurs

i>(u -h 2kK) _ /' du
V{U) J I'-(î«)'

car i'(m) et i>(u + 2k-r. ) sont deux intégrales de l'équation linéaire (i) du

paragraphe précédent, ce qui montre que le rapport de ces deux intégrales va

constamment en croissant ou constamment en décroissant. Entre deux zéros

consécutifs de i'{u), qui correspondent aux valeurs + oo et — oo de ce rapport,

il prendra donc une fois et une seule la valeur zéro, une fois et une seule la

valeur I . Entre deux points d'intersection consécutifs de Go et de la branche ('(w)

de la géodésique Gi [points donnés par l'équation t'(j') = o], il j aura un point

d'intersection de Go et de la liranche i^{u-+- ikn) de la géodésique Gi [point

donné par l'équation r(M + 2 /tti) = o] et il n'y en aura qu'un seul; de plus,

il y aura un point double donné par l'équation (i) et il n'y en aura qu'un seul.

Cela nous permet d'énumérer les points doubles. Donnons à l'entier k une

valeur déterminée et faisons varier u de o à 2«7r; nous aurons 2m points

d'intersection de Go avec la branche ('(«) de Gi ; cela nous donnera donc

2 m points doubles. Maintenant nous pouvons donner à k les valeurs 1,2, . . .,

Il — I, ce qui fait en tout 2m(n— i) points doubles. Mais chaque point double

est ainsi compté deux fois, puisqu'on retrouve le môme en changeant ;/ el k

en u -{- 2 kr. et n— k.

Le nombre total des points doubles pour la géodésique Gj qui diffère

infiniment peu de Go et, par conséquent, aussi pour toutes les géodésiques

fermées de la série Si, est donc ni{n— i).

Pour /« = 1 , on retrouve des géodésiques fermées sans point double; pour

« = 2, on constate la circonstance suivante : les divers arcs de Gj partagent la

surface en m + 2 régions, dont m sont des polygones curvilignes de deux côtés

et les deux autres des polygones curvilignes de m côtés. Si m n'est pas égal à 3,

aucun de ces polygones n'est un triangle, de sorte que, d'après ce que nous

avons dit au paragraphe 4, la disposition des points doubles ne peut varier

quand on parcourt la série St d'une manière continue; toutes les géodésiques

de cette série appartiennent donc au même type.

Il semble qu'il y ait exception pour m =: 3 et que deux types soient possibles,
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représenlés pur li's ti^ures i cl a; iiuus l;i disposition de la lij^iirt' i est impos-

sible. El effet, la eoiiriu' 2 liuiiie ijuatic régions A, B, G, D; la région D est

lin Irianijle dont les trois angles sont jc, (3, y; la courbure totale (') de D est

jt -|- j5 + y— T.\ ili' niiMne, celles de A. B, C sont respectivement a -I- t:, (3 + tî,

y + -; de sorte nue

A -1- 15 -t- C> U + i:: > 1 r:,

cliaciine des grandes lettres représentant la courbure lulale tle la région corres-

pondante. Ce ([ui vondrail diri' ipir l.i cduiliiin' lolalc des trois régions A, iî, (

.

I-.;;. .. Fii.:.

réunies serait plus grande cpie celle de la surface entière, résultat évidemment

absurde.

.Supposons maintenant une géodésique Lit de la séiie Si cpu ne soit plus très

peu différente de Go. Je considère le produit «Tl correspondant et je suppose

fpfil passe par la \aleur ^^—!

—

'-
1 commensurable avec /'-. D'après ce que nous

venons de voir, la série .Si engendrera une autre série S^; soit (i._. une des

géodésiques de cette série et, par exemple, celle qui diffère très peu de la gén-

désique Gi parcourue n^ lois. On \oit d'aborti qu'elle rencontrera Go en imiix

points. En combien de point rencontre-l-elle Gi ? Les points d'intersection

seront de deux sortes. D'abord à chaque point double de Gi correspondront 2 /( i

jioinls d'intersection. En effet, en chaque point doubh^ viennent passer deux

branches de G,, soient B et B', et alors B rencontre //i bianclies de G., très peu

i'; Il s'agit ici, et plus loin, i\<: la " curvalura totalis seu intégra n de Gauss (Werke, t. 4,

p. 226), \i > l'icndue ii une ri'j,'ion de la sui-facc. i\\. G.J
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difféi-enlcs de B'; et B' rencontre /it liranchcs de G-, très peu dillérenles de B.

On obtient ainsi iiniii[n — i) points d'intersection. II faut y ajouter les a//;,

points d'intersection de G, avec la branche correspondante de Gi, soll en toui

1 in/ii( n — I I -H 2//Î1.

C(.iud)ien Go aura-t-elle de points doul)les"? Chaque point doidjle de L"i uou'-

donnera d'abord //', points doubles de Go, car nous avons les iii brandies peu

difl'érentes de B, qui coupent en n\ points les /^ branches peu différentes

de B'; nous avons, en outre, iiii (/i\— ii points doubles nbienus pin- des

équations analogues à (i), soit en toul

ii/i.si (il c(. pur ronséqaenl , toutes les géodcsiques de la série So coupe-

ront Go en sinn, points, Gi en înini{n— 1) + 2/», points et auront

inn\{n — i) + Wi('( ^^i) points doubles.

Il Y a une autre quantité qui demeure invariable dans toutes les géodcsiques

d'une même série, c'est la courbure totale de la région limitée par la géodésique
;

dans le cas d'une courbe fermée sans point double, c'est 27ï; dans le cas de la

ligure I , c'est ^n en. comptant A, B et G une fois, etD deux fois, conformément

aux conventions habituelles.

7. — Existence d'une géodésique fermée.

Nous avons vu plus haut (pi'il \ a toujours au moins une géodésique fermée

sans point double ('). Bien que la démonstration ne laisse rien à désirer an

point de vue de la simplicité, je crois cependant devoir en donner une seconde,

quoique beaucoup moins simple.

Soit une géodésique fermée sans point double ; elle partagera la surface en

deux régions et la courbure totale de chacune de ces deux régions sera -ir..

Considérons maintenant toutes les courbes fermées sans point double qui par-

tagent la surface en deux régions dont la courbure totale est -ir.. La longueur

de l'une de ces courbes fermées ne peut pas devenir plus petite que toute quau-

lilée donnée; car si cette courbe se réduisait à un contour infiniment petit,

la courbure totale de l'une des régions limitées par ce contour serait elle-même

infiniment petite.

(
' ) Voir p. 06.

II. V. - VI. 10
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Parmi ('i'> toiirlu's, il v en a cIdiu' uiic (]ui est plus ((lurlc (jur toulos les

autres, el je ilis fiuc c'esl une géodésiquo.

Contenions-nous d'aliorcl «l'un premiei- aperc-u, afin fie faire comprendre le

principe de la démonstration.

.Soient C une courbe fermée ijMekdutpie el II l'une des régions limitées

par ( . ; sdienl

U =J ,/.s u =j -

la longueur lolale île G el la courbure lolale de U; dans ces formules, (is repré-

sente l'élénienl d"arc de C, ilw rélémenl de surface de R, et p le produit des

deux rayons de courbure principaux.

Considérons une courbe C très peu différente de C et limitant une région IV;

soLt J la distance de ces deux courbes comptée sur la normale à C. SoitU + oLI

la longueur d(^ C et £2 + ôiî la courbure lolale de R'; on aura (')

5U=/'t^A, oU=/^^

• représenlani la courbure géodésicpie de C. Nous nous sommes imposé la

eondiliou ii^az el nous \oidons que U soit minimum: nous devons donc

avoir

SU = o, Su = o.

Ces deux ('(lualions doi\eiil donc éln^ é(pli^al(Mltes, c'est-à-dire que l'on doit

avoir

_ K

K étant une constante.

Mais pour une courbe iermée quelconque (J limilaiil une région R, on a

/ y S.V = O — ),;:.

Dans notre cas, on a £2= art; d'où

C) La première formule est classique: pour vérifier la seconde, il suffit de décomposer le

ilomaine compri3 entre C et C par des arcs de courhes, très voisins les uns des autres et nor-

maux à I . fit. G.)
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Comme la surface est convexe, p est essentiellement positif, de sorte que l'intii-

grale / — ne peut s'annuler; on aura donc

K = o, Y = o.

ce qui \eut dire que l<i cuiirbe (j est une géodésiqui'.

Examinons maintenant les objection.-, que l'on pourrait taire à ce raisonne-

ment incomplet. Considérons lensemble des courbes analytiques C fermées et

sans point double, limitant une région R de courbure totale 2 7r; il est clair que

la longueur de ces courbes aura une limite inférieure; mais on peut se demander

.si cette limite sera efTeclivement atteinte et si elle le sera par une courbe faisant

partie de l'ensemble.

Celte courbe pour laquelle le luinimuui serait atteint .seru-t-elie analytique,

de telle façon que les règles du calcul des variations puissent lui être appliquées ?

Et si elle est analytique, sera-t-elle dépourvue de points doubles, ou bien ne

pourrait-il se faire que. tout en étant infiniment voisine de courbes sans point

double, elle possédât elle-même des points singuliers où deux de ses branches

viendraient à se touclier?

Cela fait, en réalité, deux objections distinctes.

I^a première est d'ordre analytique; c'est celle cpie l'on reiicoulre dans tous

les problèmes analogues; malgré son importance, je n'en parlerai pas ici; je me

bornerai à renvoyer aux récents travaux de M. Hilbert.

La seconde est d'ordre physique, pour ainsi dire ; elle est spéciale au problème

qui nous occupe et nous allons en faire un examen approfondi.

Pour la l>ien faire comprendre, nous allons donner à notre proiilème une

signification physique et concrète. Supposons d'abord un gaz enfermé dan>

une enceinte en partie déformable; il exercera sur les parois de celte enceinte

une pression qui tendra à en augmenter le volume; le travail elfectué par \:\

pression de ce gaz dépendra des variations de ce volume. Au lieu d'un gaz.

nous pouvons supposer un fluide, compressible comme un gaz. mais tel que la

pression soit liée au volume, non par la loi de Maiiolte, mais par une relation

quelconque. Alors le travail virtuel de la pression jiour une déformation virtuelle

quelconque de l'enceinte serayjôV, p désignant la pression du gaz, laquelle

doit être uniforme, et ôV l'accroissement virtuel du volume.

Si l'enceinte n'est susceptible que de certaines déformations, l'équilibre sera

atteint quand le \olunie sera maximum, en supposant que toutes les déforma-

tions possibles se fassent sans résistance. Si. au contraire, certaines forces
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s'oppoM'iil a 1m ilcroiiiialioii (k- rciiccinlc cl ([iic K' Iraviiil viiiucl do eL"> forces

>oil oA\'. la condilion (l'équililire sora

/> o\ -+- o\\ = o.

Siip|>i)si)ii> Miaialoaaiil iiiif iinlic iiucinlc soii limitée : i" par notre siirlace

coinoxe S elle-inêmc ;
?>." par mie autre surlace oonvcxo S' infiniment peu difl'é-

reiile de S et telle cpie la dislaiiic des deux siirlaees, comptée suivant la normale

à S. suit essaie à-? i élanl une euiislanle iuliuiinenl petite et çt le produit des

raMiiis de courbure; 5" par un ruban inliuiuieul étioit dont les bords s'appuie-

ront sur S el sur S' (c'est ce ruban qui va épouser la forme de notre courbe

fermée C, de telle façon que notre enceinte sera l'espace infiniment mince

compris entre la région de S que nous avons appelée R et la région corres-

pondante de S'). Le volume de noire enceinte sera alors représenté par l'inté'-

urale

/ - (A.) = £ a.
.' P

\i)u> .>iujposeions que noire ruban resisle plus ou moins à 1 extension, mais

qu'il est fl'ailleurs flexii^le sans résistance; sa largeur pourra être supposée un

peu plus grande que la plus grande \aleur de -r de telle sorte que ses bords

s'appliquent sur les surfaces S el S' el soienl collés contre ces surfaces par la

pression du fluide. La pression du fluiile U'iidra à allonger le ruban el mettra

cil jeu la résistance du ruban à l'extension, c'est-à-dire ce qu'on appelle la

tension du ruban; celte tension sera constante tout le long du ruban, puisque

la pression du lluidc csl normale à ce ruban: nous l'appellerons T; on aura

alors

3\V=— TSU,

L' (tant la longueur totale du ruban, c'est-à-dire du la courbe C. L'écpialion

d'équilibre s'écrit alors

jjî Sli = T SU.

Si le fil est inextensible, c'est-à-dire si un accroisseriienl 1res petit de U

amène un accroissement très grand de T. la longueur U esl constante et doil

(Hre regardée comme une des données de la fpiestion et l'équilibre esl atleinl

r|uand Î2 est maximum.

Si, au contraire, le fluide est incompressible, c'est-à-dire si une diminution

1res petite du volume amène un accroisseiiicnl très grand dey^, c'est Î2 qui est
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constant cl qui est une donnôc de lu question (comme dans le eas qui nous

occupe où a = 27r) el l'équilibre est atteint quand U est minimum.

Considérons un segment très petit ds du ruban, limité on AB el A'B'; tout

se passera comme si le ruban était coupé en AB el A'B' el soumis à deux forces

appliquées l'une au milieu de AB, l'autre au milieu de A'B' et représentant,

l'une l'action de la portion du ruban située au delà de AB, l'autre l'action de

la portio)! du ruban située au delà de A'B'; ces deux forces ne sont antre chose

(|uc la leuNiou du ruban; elles sont donc égales en grandeur et égales à ï; elles

floivent faire équilibre à la pression exercée par le fluide sur le segment ABA'B'.

Projetons tout sur la normale à la courbe C dans le plan tangent à la surface S.

La projection de la pression du lluide sera ~ //s. celit' de la tension sera T'/sf.

i/y. élanl l'aniilc de contingence géodésiqne de (".. Ou aura donc

I^ ris = T dx.

('.omnic 1 . J)
cl £ soiil des conslantes. nous soyons que le rap|)cirl de hi ((iiii-

liure iiéodt'sique -.- à doit être une cunslanle; nous relruu\ons ainsi, dans un

autre langage, le résultat obtenu plus liaul.

L'équilibre pourra certainemeul elre alleini d'uiu' laçon (pudcurupie. ic qui

ne peut se faire que quand C sera une géodésiqne fermée à moins que, et c'est

ici (pie nous retrouvons la difficulté signalée plus haut, deux portions du ruban

ne viennent se coller l'une contre l'auire. Dans ce cas, les deux portions du

ruban ainsi collées l'une sur l'autre, subiraient la pression du fluide des deuv

côtés, de telle façon que l'effet de cette pression se trouverait annulé.

Dans ce cas, l'équation d'équilibre s'écrirait, pour cette portion du ruban.

T rh. = <),

de sorte que, l'angle de contingence g(''i>d('sifpie l'Ianl nul. celte partie du ruban

devrait afl'ecter la forme d'une géodésique.

Ainsi, nous devrons distinguer les parties libres du ruban rpii devraient

dx
satisfaire à la condition o -r- = consl. el les nurdes collrcs qui se rt'dunaienl a

• ds ' '

des arcs de géodésiques. Que se passerail-il maintenant aux |)oints de raccor-

dement? Je dis que les diverses parties du ruban devraient se raccorder par

contact, c'est-à-dire sous un angle nul et de façon que l'ensemble du ruban ne

présente pas de point anguleux.
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Soient, rn cllri. BAC, EDF ilciix brins i\u iiiban, AB étant appliqué surED;

nous savons que la tension est constante Inul \c long de AB, de même que tout

le long de AC, de ED ou de DF; mais nous ne savons |)as encore si elle est la

tnénie, par exemple sur AC cl sur AB.

.Mais il est aisé d'établir ce derniei- point ; le brin BAC- esl en éipiilibre sous

l'action des deux tensions CT et ETj appliquées à ses deux extrémités, de la

pression ibi lluide et de l'action exercée par le brin DE sur le brin AB sur

lequel il s'applique. Celle artiou (égale d'ailleurs, an >ens près, à la réaction

A D

B'-

B--E

T,

l-iK. 3.

du biin AB sur le brin DE) Csl normale au brin AB, puisque les deux brins,

((uoique appliqués l'un sur l'autre, peuvent librement glisser l'un sur l'autre.

.Supposons alors que le brin BAC se déplace pour venir en B'AC (c'est-

à-dire glisse en passant par le point fixe A); la somme des travaux virtuels doit

('Ire nulle. Or le travail de la pression et celui de l'action de DE sur AB sera

nul. puisque ces forces sont normales aux brins sur lesquels elles s'exercent.

Ees travaux des deux tensions seront donc égaux et de signe contraire, ce qui

exige que les deux tensions CT et BTi soient égales. c. q. f. d.

.Supposons maintenant les arcs AC et AB très petits ; soit AM le prolongement

de la tangente en A à AB ; soit a l'angle de CT avec AM. Projetons sur une

perpendicidaire à AM toutes les forces (|ui agissent sur ABC. Les pressions

seront négligeables, puisque les arcs sont très petits, de sorte que le brin BAC
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ilovra ôlrc en équilibre sous raclioii des deux tensions et de l'action de DE

sur AB; il faut donc (puisque les tensions sont égales) que celle action soit

dirigée suivant la bissectrice des deux lonsions, c'esl-à-dire qu'elle fasse avec

la perpendiculaire à AB un an^le -; or <'lle est normale à AB. Donc l'angle de

raccordement a est nul. c. Q. r. n.

Ainsi le ruban forme une ci>url)e san> polnl anguleux le long de laquelle la

tension T esl constante.

Alors la courbure totale de K sera encore

T J ?
' -"'

l'intégrale étant étendue à toute la partie libre i\\\ ruban : un aura doue

T / T = "'

ce qui \eul dire encore qui' p = i>, ou que la courbuie géodésiquc esl paitoul

nulle ou que le ruban entier alTecte partout la forme d'une géodésiquc fermée.

Si alors AB et A| B, sont deux parties du ruban collées l'une sur Faulre,

si AC et Al Cl sont les parties libres du ruban au delà de A et de Ai; si BD

et B| D, sont les parties libres du ruban au d(dà de B et de Bi, toutes ces parties

devront appartenir à une même géodésiquc; donc AC est la continuation anah-

tique de AB, cl Ai Ci celle de A|Bi, ce qui est absurde, puisque par hypo-

thèse AB coïncide avec AiBi et que AC ne coïncide pas a^ec Ai Ci. L'hypothèse

où deux parties du ruban viennent se coller l'une sur Taulre doit donc élre

écartée.

Nous devons de même écarter celle où deux parues du ruban \iendraienl se

toucher en un point, car nous avons vu ipie deux géodésiques ne peuvent étie

tangentes l'une à l'autre.

L'équilibre ne pourra donc être atteint que ([uaïul li' ruban prendra la iormc

d'une géodésiquc fermée sans point double.

8. — Discussion du minimum.

La courbe C dont la longueur esl un minimum doit, d'après ce qui précède,

se réduire à une géodésiquc ; mais celte condition nécessaire n'est pas suffisante
;

c'est celle qui se rapporte à la première \arialion et nous avons à examiner celle

qui se rapporte à la seconde variation.
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Soit Ci l;i coiirlii' iinisidrri'O, (jni osl rcpréscnlée sur la liguro en AiMBNEPA.

Supposons qu'il existe une courbe AMiRNiE infiniineut jkmi (lifTt'renlc do h\

|iromit"'ro et s;Uisfai«niil romnif' ollo à la rondition

, , . . K

R élaul uMi' con-slault' ([ui |Hniiia ne pas a\i>ir la m'^uu' xalcnr (pic poui- la

rourhe C (c'est-à-dire la \ali'ui' zér-o).

Je buppose, (le plus, (pie la couiluire totale de l'aire iiitiniuieut petite

V.MiBAIA soil i^'galc à la courbure totale de l'aire BNENiB, de telle façon que

les deux courbes fermées AMBNEPA et AAfiBNiEPA enveloppent des aires

(.le même courbure totale.

.I(.' considcjre les angles sous lesquels les deux courbes A.MB.Mv. AMi BNil\

se coupent eu .\. en B et en E comme des infiniment petits du premier ordre,

cl je remarque d'abord que la différence des longueurs des deux courbes (,'sl.

infiniment petite du troisième ordre (' i.

Prenons sur VAIiB et AP deux points A" et V \oisin.'5 de V sans en (''Ire

iiiliniment voisins (je les suppose simplemcul assez près pour que les géodé-

siques (pii les joignent en reslanl 1res voisines de C restent le plus court

chemin il'im point à mu aulre; ei de mfhiie sur EiNiB et l'^P deux points E" et !'-

(' ) l^ii >((ri,(liuTi xTiiridi: de la loiiïueuc de l'iiir Mili dr la j^(!'Cidiisique feriiR-e est i^çalc à

-'abeV ?/ Jauk \ P/

où ; a (jtc déliiii p. 7/1 cl où '', V d(isigiienl des dérivées de :; par rapport à s. Or, cette varia-

lion ne sera pas nulle en jjéncral; elle le sera si la courbe variée AM,BN,K est une géodésiqiie

infiniment voisine de la première, car on aura alors Ç"-i-'f-' = o (G. Dauboux, Théorie des

sur/aces, t. III, p. gâ; W. Blaschke, Vorlesungen liber Differentialgéométrie, t. I, Berlin,

Springer, iij>.'|, p. i!\-^); la figure 4 correspond d'ailleurs au cas où l'arc A MB joignant les

foyers conjugués AB n'entoure pas la gcodcsi(|ue initiale, en présentant un point double (cas

^ > 2- de \,i p. S2 I. H'autre part, la courlmi-f lolale de la région AMBNEN, BM, A sera égale à

•'ABE <' -^'AllK

puur (|u'elle soit nulle, il laul et il suffit i|ue les angles infiniment petits A et li soient égaux.

C'est précisément la condition indiquée par Poincaré à la page 72.

En définitive, le raisonnement de Poincaré (p. 80-82) montre bien que la courbe C ne corres-

pond pas 'i un vrai minimum dans les deux cas suivants : 1" Par un procédé quelconque, on a

pu établir que la ditTcrencc des longueurs des arcs AMBME et AM,BN,E est du troisième

ordre (et alors le raisonnement de la p. S'i est valable); 3° Dans le cas où (' est une géodé-

sique stable, et avci- —r- '^ tr.. (\\. i\. 1

»l.\ ^



LIGNES GÉODÉSIQUES DES SURFACES CONVEXES. 8l

voisins de E. Joignons par des arcs de géodésiquc inarqués en traits poin-

tillés A'A" d'une part, E'E" d'autre part. Il est clair :

i" Que la longueur A'A" sera plus petite que A' \ + AA", et de même la

longueur E'E" plus petite que E'E + EE", et que les différences seront des

infiniment petits du second ordre (et non pas d'ordre supérieur au second;

m eli'et, A'A" étant une géodésique, AA'+AA"— A'A", par exemple, est au

moins égal à AA'+ AA"— A'A", en désignant par AA' et AA" les géodésiqucs

Kig. -i.

(|ui joignent A à A' ou à A" (comme AA' est une géodésique, elle coïncidt'

avec AA'j. Les deux géodésiques se coupent sous des angles infiniment petits

du premier ordre (et non d'ordre supérieur, puisque la distance de A" à C est

ilii premier ordre), de sorte que AA'+AA"— A' A" est positif et plus granti

(|ii un infiniment petit du second ordre.

il résulte de tout cela que la courlie lermée A'A"Mi BNiE"E'PA' esl plus

courte que la courbe fermée AMBl\EP-\, ou C.

i" Il est clair ensuite que l'on peut placer les points A', A", E', E" de telle

l'açon que les deux triangles .Aj\' \" et EE'E" aient même courbure totale. Dans

ces conditions, les deux courbes AMBNEPA et A'A"MiBN,E"E'PA enve-

loppent des aires ayant même courbure totale.

Si donc on peut construire une eiuirbe AMiBNiE placée comme sur la figure

II. P. \I.

/^73U
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et jouissant des propriétés énoncées, C n'est cortainenieni pas la plus courte de

toutes les courbes fermées qui enveloppent des aires de courbure totale 27t.

La courbe C ne correspond pas à un vrai minimum. Supposons maintenant

que C soit uni' jjéodésiquo t'erniée stable ot que le produit —^ soil plus o;ranH

que 27r. Je dis que C ne pourra pas correspondre à un vrai mininum.

Soit, en eflet, A un point quelconque de C, AMiB une géodésique très

voisine de C et passant par A; elle viendra recouper C en un point B qui sera

a (J

le premier foyer de A, puis en un point E qui sera le second fojer de A. Si —r-

est > 27;, les deux arcs AMB, BNE ne couvriront pas le périmètre de C tout

entier et les deux courbes seront disposées comme sur la figure.

Si, de plus, l'angle sous lequel les deux géodésiques se coupent en A est égal

à celui sous lequel les deux géodésiques se coupent en E, les deux aires AMi BA,

BNiENB auront même courbure totale; nous serons dans les conditions du

théorème précédent et C ne sera pas un vrai minimum.

La question à résoudre est donc la suivante : peut-on choisir le point A de

telle façon que les deux angles en question soient égaux?

Reprenons les notations du paragraphe 3; la géodésique AMjB aura pour

équation
p =: p sin( — j)

et les points A, B. E correspondront à

l'angle sous lequel les deux géodésiques se couperont en chacun de ces trois

points sera représenté par la valeur correspondante de p -r- • La condition à

remplir est donc

Mais p et -7- sont des fonctions périodiques de u se reproduisant quand //

augmente de U. Ce sont donc aussi des fonctions périodiques de l'argument

, , . 2i;:(J ,., ,

réduit —77-- INous aurons donc
«U

' du '<^ï
F étant développable en série de Fouricr suivant les cosinus et les sinus de»

, . , , lir.H
multiples de —jy
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Il s'agit donc de savoir si l'on peut déterminer (3 de telle façon que

Or le premier membre est une fonction périodique de —jj^) développable en

série irigonométrique suivant les sinus et les cosinus des multiples de —rj-

et dont la valeur moyenne est nulle. Ce premier membre ne peut donc être

toujours de môme signe et il faut bien qu'il s'annule. Donc C n^est pas un

riac minimum. c. q. f. u.

Supposons maintenant que C soit instable; soit n le nombre des zéros des

9(m) (ou de (fi) et, par conséquent, n le nombre des zéros de J'(j<) et 2 « celui

des foyers limites. Soient

Uo, II,. U-i, .... U,i-,. »„=«g-t-U, U„+i=«i-t-U,

les zéros successifs de ^{u) (on de cpi); soient

«'0, u\, u'„, .... m'„_,. »; = K'„-t-u, m;,^ , = t<', -t- 1

,

les zéros successifs de '\'{u).

Les zéros de q^{u) partagent le périiuôlre de C en n segments, de telle façon

que si un point est sur le /.-"^""^^ segment, son foyer est sur le (A -h 1
)'*"", sou

second foyer sur le (A" + 2)'""°, etc.

Reprenons la figure 4; soit A un point quelconque de C, AMiBNiE une

géodésique infiniment voisine de G, de sorte que B et E soient le premier et

le second foyer de A. Si « > 1 , cette courbe est disposée comme sur la figure

et la seule condition à remplir pour que notre lliéorème soit applicable, c'est

que l'angle sous lequel cette courbe coupe C en A soit égal à l'angle sous lequel

elle coupe C en E.

Soit u„ la valeur de u au point A et soit F(m) le rapport de l'angle sous

lequel les deux courbes se coupent en E à l'angle sous lequel elles se coupent

en A. Le rapport F(k) est toujours positif et la question est de savoir si l'on

peut disposer de (/ de telle façon que

F(u) = i.

Soit M= «0; l'équation de la géodésique AlVLBNiE se réduit alors à

(ou à i' -— e*'"
cpi ( w) dans le cas des géodésiques instables de la troisième

catégorie). Elle vient couper C successivement en Aq, Ai points corres-
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pondant aux arguments Uo, Ui. .... do sorte que A/,
, j est le foyer de A* et

l'intersection a lieu sous les angles (i{u„), 0(mi), . . . , en posant

9(;i) = e»"[a o{ii)-+- ?'(m)|.

On aura doue

d'où

ce qui prouve que l'uu au uu)ins des facteurs F(z/o). F(j(;.), .... F(w2„ .^)

est plus grand que i et, par conséquent, que F{ii) peut devenir > i . Soit

maintenant u = u'„ ; la géodésique se réduit à r = e''^"'h(u) et l'on a

^(^0)=
, ,„, -

' ^(li-i) = ,, „, . > r(a2„_;)=

en posant

d'où

(j)( II) = r~'"[i,'( Il 1
— 2 'H"^']

P(«o) F(«., ) . . . F(li.y,,^„) = -^ = = c-îal- •

ce qui prouve que l'un au moins des facteurs

F(m'„), F(u'i), ..., F(t<;„_,)

est <C I et. par conséquent, que F(w) peut devenir < 1.

Le rapport F(a) étant une fonction continue et périodique de 11 et pouvani

devenir < i et > 1 ,
pourra devenir égal à i

.

Ce f|ui montre encore que C n'est pas un vrai minimum.

Ainsi, pour que la géodésique fermée C soit la plus courte de toutes les

courbes fermées sans point double qui enveloppent une aire de courbure totale

a U
2 7r, il faul, si elle est stable, que -^ soit plus petitque 27: et, si elle est instable,

que le nombre 2/1 des foyers limites soit égal à 2.

Ces conditions nécessaires sont-elles suffisantes? Je n'ai pas besoin de

traiter ici la question que les procédés ordinaires du calcul des variations

permettraient de résoudre (').

i'i Cf. Daruoix, Théorie des sur/aces, t. III, Paris, Gauthiei-Villars, iSy4, n" 626, p. 93;

J. HAU.tUAfiD, Leçons sur le Calcul des variations, Paris, Hermann, 1910, n°> 321 et 328. (R. G.)
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COMMENTAIRE.

(jOinine l'indique rAuleiii' lui-même, ce Mémoire trouve son origine dans les

pioblèmes difficiles posés par les solutions périodiques de la Mécanique céleste.

L'élude des géodésiques fermées d'une surface convexe constitue en quelque sorte

une forme réduite du même problème et les résultats obtenus par M. J. Hadamard

dans ce domaine et, surtout, dans celui des surfaces à courbure négative devaient

attirer particulièrement l'attention de Poincaré.

L'idée maîtresse du Mémoire est l'application d'une méthode de continuité :

envisageons une famille continue de surfaces convexes analytiques, dépendant ana-

lytiquement d'un paramètre l (ou a) et reliant une surface donnée (/=:i) à la

sphère ou à l'ellipsoïde (/ = (»). Pour / (ou ii.) inliniinent petit, ou peut procéder

comme en Mécanique céleste (S 3) et l'on peut clieiclier ;i étendre par continuité

les résultats obtenus au cas de l quelconque (§ 'i-).

Cette extension a soulevé plus d'une objection. On peut se demander, par

exemple, si, pour des valeuis isolées de l. il n'apparaîtrait pas brusquement des

familles de géodésiques fermées de même longueur et, d'autre part, sur l'ellipsoïde,

les ellipses principales ne sont pas les seules géodésiques fermées; il en existe une

infinité d'autres, dont les longueurs sont arbitrairement grandes; dans la variation

continue de /, les prolongements analytiques de ces géodésiques ne vont-ils pas

interférer avec ceux des ellipses principales ?

Nous n'insisterons pas sur ces difficultés, renvoyant sur ce point à l'Ouvrage fon-

damental de M. Marston Morse (M- On y trouvera (chap. IX, p. 3o5-358) un exposé

systématique des méthodes de Morse et l'indication d'autres travaux (de

G. D. Birkiiolt', de Schnirrelmann et Lusternik) sur le même sujet. Les recherches

de tous ces auteurs constituent sans aucun doute l'une des plus importantes acqui-

sitions de la technique moderne en Calcul des variations; mais en le constatant, on

n'oubliera pas que, suivant le mot de M. Morse, II. Poincaré a été l'un des

premiers géomètres qui aient entrevu l'existence d'une macro-analyse et, sans

nucun doute, relui qui a contribué le plus efficacement à la constitution d'une telle

discipline.

Le lecteur devra se reporter aussi aux belles pages que G. Darboux a consacrées

au problème du plus court chemin, dans le tome III de la Théorie des surfaces

(chap. V) et il trouvera des renseignements précieux sur les surfaces convexes dans

les Vorlesungen iiber Di/ferentialgeometrie, de W. Blasclike (chap. V) (R. G.).

(') The Calculas of Variations in tke large {Amer. math. Soc. Colloq. publ., 18, 1934):

Voir aussi : H. Seifebt et \V. Thbelf.\ll, Variationsrechnung im Grossen ( Théorie von

Marston Morse) Chelsea publ. î'.o, New York, igSi; .1. P. Serre, Annals of .Mathematics.,

1' série, t. 54, iQSr, p. l^%l\.



SUR LES COURBES

TRACÉES

SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 149, p. 1026-ioa- (6 décembre 1909}.

On sail que MM. Enriques, (Jastelnuovo et Severi ont récemment mis en

évidence la relation qui existe entre le nombre des intégrales de différentielles

totales de première espèce attachées à une surface algébrique 'et les systèmes

continus non linéaires de courbes algébriques que l'on peut tracer sur cette

surface et que ce résultat a renouvelé diverses parties de la théorie des surfaces

algébriques.

J'ai cherché à retrouver ce théorème par une autre voie, en me plaçant au

point de vue Iranscendani el j'ai élé conduit ainsi à quelques conséquences

dignes d'être signalées.

Considérons les sections planes de la surface y'^ o. qui est de degré «, par

les plans T =-. const.; soit p le genre de ces sections planes que j'appellerai les

courbes K. Soient

(i) lit, II-., . . ., Il
I,

p intégrales abéliennes de première espèce attachées à la courbe R; on aura

r R, dx
"' = / TT'

où R, est un polynôme entier d'ordre // — o en x el z. s'annulant au points

doubles de K. R,- dépend dej ou, si l'on adopte les coordonnées homogènes x,

y, z, t, àe y el de t; ce sera alors une fonction rationnelle homogène

d'ordre n— 2 en x, y, z, t. Le choix des fonctions rationnelles R, peut se faire

d'une infinité de manières.
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Nous dirons qu'une valeur de y ou de y est critique de la première sorlo

pour (/, si, pour cette valeur, la forme bilinéaire classique formée avec les

parties réelles et imaginaires des périodes s'annule. Dans ce cas, R,- s'annule

identiquement pour cette valeur de v. Il peut arriver exceptionnellement (par

exemple, s'il y a un point conique) que R, s'annule identiquement sans que

notre forme bilinéaire s'annule. On a alors une valeur critique apparente.

par opposition aux valeurs critiques effectives. Les valeurs critiques de la

seconde sorte seront celles pour lesquelles R,- devient infini.

La condition pour qu'il existe des intégrales de différentielles totales de

première espèce, c'est que l'on puisse choisir les fonctions R, de telle façon

qu'il y ait une ou plusieurs intégrales u,- dépourvues de valeurs critiques. Le

nombre des intégrales de diflérentielles totales de première espèce se trouve

ainsi rattaché à la différence entre le genre p des sections planes K et le

nombre des surfaces d'ordre n — 3 que l'on peut mener par la courbe double

de la surface.

Considérons une courbe algébrique quelconque C tracée sur la surface et

supposons que cette courbe algébrique rencontre les sections planes K en m

points variables. Faisons la somme des valeurs de m,- pour ces m points, et

soit Vi cette somme; ce sera évidemment une fonction de y, de sorte que la

courbe C se trouve caractérisée par/? fonctions de j'

L'étude analytique de ces fonctions permet de démontrer le théorème de

MM. Enriques, Castelnuovo et Severi; elle conduit ensuite à une classification

des courbes tracées sur une surface algébrique; on voit que toutes ces courbes

peuvent se déduire par une construction simple d'un nombre fini de courbes

que l'on peut appeler courbes primitives. Pour une surface du troisième ordre,

par exemple, il y a 6 courbes primitives qui sont 6 des 27 droites. Suivant le

nombre des valeurs critiques, on peut déterminer le nombre des courbes pri-

mitives ou seulement un maximum de ce nombre.

Pour l'étude des systèmes linéaires, il conviendrait d'adjoindre aux inté-

grales Ui un certain nombre d'intégrales de troisième espèce et de se servir des

procédés analytiques employés par Clebsch et Gordan à propos de ce qu'ils

appellent das erweiterte Umkehrproblem

.



SUR LES COURBES

TUACÉES SUR

LES SURFACES ALGËBRIOUES

Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure, 3* série, t. 27, p. 55-io8 fiyio).

Introduction.

Oïl sait (|ut'll(M\sl . |)OMi- \:\ llnMinc ilo sinraccs al«(''bri(|nes, riiiipoilauct' d'un

théorèmo récemment démoulré pai' MM. Enriques, (lastolimovo el Severi.

n'après ce ili(''orèine, le nombre des intégrales de diflérentielles totales de pre-

mière espèce dtjpend de l'irrégularité de la surface, c'est-à-dire des systèmes

continus algébriques, non linéaires, de courbes algébriques que Ton peut tracer

sur cette surface.

Je nie suis proposé di'ti<>u\cr une aou\elle déuioiislralioii de ce théorème en

me plaçant à un point de vue purement transcendant. < -e qui l'ait l'intérèl di'

cette démonslrnliou. cesl qu'elle montre la dépendance entre h^ nombre de ces

intégrales de diflérentielles totales de première espèce (>t le nombre et la distri-

bution do certaines valeurs de y que j'appelle critiques et qui jouent un grand

rôle dans l'analyse qui \ii suImm'. I^e nombre de ces intégrales de première

espèce dépend égalemeui de hi didérence entre le genre /> des sections planes

de la surface el le iioiiibre îles Mirhices dUrdi'e /i — ,> qui passent par la courbe

double de la surface.

Les mêmes considérations conduisent également a une classificalioii des

courbes algébriques tracées sur une surface.

Bien que je ne fasse, la plupart du temps, (pie relionver des résultais déjà
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connus, j
ai pense (jii il ncliiil pas iiuilili' do les aborder par nne voie nouvelle

cl, par conséquent, sous un aspect nouveau.

II. — Définition des fonctions c,.

Soit /'(x,y, r):=o réqualiiin il une surlace algébrique; coupons celle sur-

face par un plan variable j'= consl. et soil

(I) ^=j'^-

une intégrale abélienne de pii'inièie ou de deuxième espèce (') relative à la

coui'be d'intersection

(2) /="! i=const.

Nous supposons que i» e>l une iduetiou rationnidle de ,r, )' et z; loules les

intégrales de la lornie ( i) peuvent se uiellre >ous la lornie suivante :

(3) U = ?[Ui -i- p;f/o-H ...-)- p;/, U-,/,-*- tt,

OU p esl le genre de la courbe ( ' 1: 11,. ii-,. .... «_./, soni ip intégrales parti-

culières de la forme (i); pi, p^. pj/j sont des fonctions ralioniudles de r; H

est une fonction rationnelle de x, y, z ( -), \ous poserons

-''•â'

(pie
I
eci'iiai aussi

(') A partir du par.igraphe lit, la notation «, désignera e.vclusivement une intégrale de pre-

mière espèce. C'est en vue de tn forriiatioii du système (5) que Poim-arc a été amené Ji considorei

des intégrales de deuxième espèce : car, si U est de première espèce, -j— sera, en général. île

deuxième espèce. (lî. G.)

(-) .Si U est de première espèce, H est un polynunie en x et ; dont les coeriicienls peuvent

être supposés rationnels en y, car les conditions que doit remplir R sont rationnelles et sjmé
I riques par rapport aux coordonnées a; , ; des points doubles d'une courbey = const.; or les x ,

par exemple, sont racines d'une équation à coefficients rationnels en _)' et x. est rationnel en

.rj et y.. On obtient ainsi p intégrales de première espèce linéairement indépendantes (pour r

générique), u,, ..., « . D'autre part, soit A un des points à l'infini communs aux courbes

y — const. On peut construire p surfaces algébriques adjointes présentant en A avec la surface

/ = o des contacts d'ordre A' (A- = i, . . ., p)\ cliacune de ces surfaces coupe encoie une courbe
)• = const. en un groupe résiduel de points, Gj; les conditions que doit remplir R pour que U
soit une intégrale de deuxième espèce admettant A comme seul pote (et comme pôle d'ordre/.)

sont symétriques par rapport aux coordonnées des points de G,, (et symétriques par rapport

II. I^ - VI. 12
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pour (ioiiiiir le? >/' inicgrales abéliennes particulières Mi, ii-,, .... f/n,,. Mais

pour eu achever la définition, il faut se donner les limites d'intégration.

L'hypolhèse la plus simple est que les deux limites d'intégration sont deux

valeurs fixes de x. Indépendantes de ^ et que nous appellerons Xo et a?i. et

nous supposerons d'abord que le chemin d'intégration entre Xo et Xi est égale-

menl indépendant de ). Dans ces conditions, l'intégrale (i) est une fonction

de y et la diftérentiatioii sous le signe / nous donne

, '_^ _ / f _^ / IM 'i^ __ j^ / !i Vi^ 1 —
^

r/r ~j L dr \/î ) >}z. d3\/:)d^\ji'

Cette expression est encore une intégrale de première ou de deuxième espèce

ilr la forme (i) et peut, par conséquent, se mettre sous la forme (3); mais

lomme nous avons maintenant afTaire non plus à des intégrales indéfinies, mais

à des int(;gTales définies, il faut, dans l'expression (3), lemplacer II par

rii— Ho, IIo et n, représentant les résultats de la substitution dans ïl de Xo et

de Xi à la place de x. Pour obtenir -r-^i il suffit de remplacer R par R, dans

léqualion (4); nous obtiendrons ainsi

(5) ^' =?',w, + pU5-f-...+ pi,^w../,+ ll', -ll'„.

p'f.
étant la \aleur de p/, et H' colle de II qui correspond au cas de R ;= R,.

•l'écrirai celte équation sous la forme

(5 a) AM,= n', — ll'„

aux coordonnées des points douilles). Comme tout à l'Iieuie, ou pourra donc construire p inté-

grales de seconde espèce, «n, .••. «, , du type U, »
^
admettant pour partie principale y!

.r'^'. L'ensemble «,, .. , m. constituera un système complet : car, par une transformation

linéaire sur «,, ..., u on peut supposer que i/,, ..., u, ont été normalisées (cf. Appell et

GouRSAT, Théorie des fonctions algébriques et de leurs intégrales, j" éd
, p. 3iG). Dès lors, le

ilétcrminant des 2p périodes des 2p intégrales «,, ..., «, se réduira à celui des valeurs prises

en A par les p polynômes adjoints d'ordre n — 3 (/i, degré d'une courbe >' = const.) et par leurs

p — I premières dérivées prises f totalement) par rapport à x; ce déterminant n'est donc pas

nul en général. Dans le cas contraire, on envisagerait la matrice des valeurs prises en A par

les 0| f numérateurs des duj, j = i, ..., pj et leurs dérivées jusqu'à l'ordre />-)-A; pour k assez

grand, on peut en tirer un déleriiiinant d'ordre p non nul (sinon, A pris p 4- A' fois constituerait,

quel que soit k, un groupe spécial, ce qui est absurde). On pourra donc former un système

complet «,, ..., u,. Knfin, étant donnée une intégrale U, on sait qu'il e,\iste une relation (3)

où n est une fonction rationnelle de x et z, dont le dénominateur, qui résulte aussitôt de celui

de R, est rationnel en y, si on laisse indéterminés les coefficients du numérateur n, ainsi que

Pli ••> p!» si S' ''oi écrit que la relation provenant de (3) par dérivation relativement à x est

identiquement vérifiée, on obtient pour déterminer les inconnues des relations linéaires, à

coefficients rationnels en y, admettant sûrement une solution et une seule. Leur résolution

fournit pour les coefficients cliercbés des fonctions rationnelles dey. (R. G.)
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en posant, pour abréger,

r/ui „ dUi : j

\Ui = — — 1.o'u= — — ?',«, — ...— ?'.„«:/,.

Lji môme équation subsistera si. les points x^ et Xi restant fixes, le clieniin

d'intégration XnXi, au lieu de demeurer invariable, se déforme d'une manière

continue quand y varie; cela ne change rien, en effet, à l'intégrale ?/,.

Supposons maintenant que Xa se confonde avec Xi et que le chemin d'inté-

gration se réduise à un contour fermé; alors m, représente une des périodes de

l'intégrale correspondante el l'on a II, = IIo et

(5 6) Au,= o.

(Vest là l'équation dont M. Picard a si fréqueiiniuMil lail usage flans ses

recherches sur les surfaces algébriques (
' ).

Supposons maintenant que la limite supérieure Xi. au lieu d'être indépen-

lianle de y, varie avec y de façon que le point Xi. r, z-i décrive une certaine

courbe algébrique G située sur la surface. Soit j-^ la dérivée de l'intégrale ii

,

(nlculée en supposant que le poml |.7i, v, -^i reste sur la courbe G; et -j^ la

dérivée calculée en supposani que Xi reste constant; on aura

dui dUi àui à.Vt

dy dy àx\ ày '

—
' nous sera donné par l'équation ( 5). c'est-à-dire qu'on aura

ày

IVaulre pail

.

Ix ^
/:

(^st une fonction rationnelle de ,/', )', ; et, pour avoir -r-^i il suffit d'y rem-
àxt •'

placer .r et z par .ri et Zi ; si

ç(.r, .!•) = (>

fsi l'équation de la projection de la courbe G sur le plan des xy, on aura

ày s'^{xuy)''

(') Voir, par exemple, E. Picard el G. Simart, Théorie des fonctions algébriques de den.v

variables indépendantes, t. I, Paris, Gauthier-Villars, iSyy, p. Qh- (R- G-)
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ce qui es! l'iii'iiic mu' touclinn rationnelle de .Ti etT, de sorte que

est une fonction lationnello de ,r\, y. z^. Notre équation peut donc s'écrire

(5 c) Ai/,= M', -hll'i — ll'„.

Dans le second nieuihre, nuiis avons donc la différence d'une fonction ration-

nelle de ./i. i , Zi et. d'une fonction rationnelle de Xa, J', ^o-

La courbe C coupe le plan j' r= consl. en un certain nombre de points

variables (/h points, par exemple"». Soient Xi, _}', Zi\ .i-.. y. z-^', ] l'm^y- z,,,

ces m points. Nous pouvons considérei' m valeurs de l'intégrale, en la prenant

depuis la limite inférieure fixe ào, jusqu'à l'un de ces m points comme limite

supérieure. Soient
U- II'-' u'"

ces m valeurs; nous envisagerons leur moyenne arithmétique

1', = — (ul -t- uf -1- ... -I- ll'i" ).

Il est clair qu'on aura

(ârf) Ac,= H'— ir„,

où H, désigne la moyenne aritlimélique des ni expressions

M'(j:„x, 3,) -4-n'(xi,.r, 3i),

M'(.r„,,.r, :,„) + Il'(.r„,,.r, 3,„)-

Non.': remarquons que H, est iinr J'oncl inn rnlnmnflle tie y.

Nous allons maintenant traiter la limite inférieure d'intégration comme nous

avons Iraiti' la limite supérieure. Nous supposerons que le point Ta, y, ^o qui

sert de limite inléri(!ure, au lieu d'être tel que .To ^ const., décrive une courbe

algébrique Co; on aura alors

\ui= M,-+- II';— M'„ — 1I'„,

M'„ étant Ioi-iik'; avec la eourbe ('.„ l'I le point Xo, .)', -^o comme M', avec la

courbe C et le point x^ . y . z\.

Si la courbe Co coupe le plan j' := const. en ni^ points variables, nous dési-

gnerons par Vi la moyenne arithmétique des mnia intégrales Ui calculées en

prenant poui- limite inférieure l'un des /«o points d'intersection du plan
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y = consl. avec la courbe Co el pour limite supérieure l'un des m poinls

d'intersection de ce même plan avec la courbe C: on aura d'ailleurs,

où v'i désigne la moyenne arithmétique des m intégrales, oii la limite supérieure

est l'un des m points de C el la limite inférieure une valeur fixe X, et où c,"

désigne la moyenne arithmétique des //t,, intégrales où la limite supérieure

est l'un des nio poinls de Co el la limite inférieure la même valeur fixe X.

Nous voyons ainsi que l'on a

Ar, = ^ i:( M', -H II', )
- -L x^ M'„ -f- 1I'„ ),

où 2(M', + n', ) est la somme des m fonctions analogues relatives aux m points

de C et où 2 ( M',, 4- H', ) est hi somme des /Uo fonctions analogues relatives

aux nio points de Cq. Mais

-i s(M', -f- n', ) = H,, — sfM'o -h n'o ) = H,!'

sont des fondions ralicmnelics de >; ikjus arrivons donc à l'équation iinéaiic-

(5e) Ari=ll,— HP,
,

où le second membre esl une fonction lalionnelle de j'.

On peut remplacer la courbe Co par un ou plusieurs poinls fixes de la façon

suivante :

Revenons aux coordonnées homogènes et soit

/(J-. j-, :, t) = o

l'équation do la surface en coordonnées homogènes. Celle du plan •) = const.

deviendra '= const.; cela posé, la droite j' r— < =z o appartienrh'a à hi f(jis à

liius les plans — = const.; cllr cniipera hi surface en un certain nomliic de

points, égal au degré de la surface et nous pourrons, sans restreindre essen-

tiellement la généralité, supposer que tous ces points sont distincts. Prenons

l'un de ces points pour limite inférieure; ce point sera un point à l'infini de la

courbe (2), caractérisé par des valeurs infinies de To et de ^0 et par une valeur

finie du rapport — ; la variable r restant finie, mais variant quand le pian

^ ^ const. tourne autour de la droite >•:=; = o. La limite intérieure cor-

respond ainsi <à une valeur fixe de ./'o el H° se réduit à un seul terme M',)+ H',,,
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qui se réduit lui-môme à !!'„, parce que Mo= o; si, en efl'et, on donne a Xo elzo

des valeurs infinies, donl le rapport est fini et donné, n,(3'o, y, Zo) est évidem-

ment une fonction rationnelle de y.

Nous pouvons encore prendre la moyenne arithmétique de /«o intégrales

ilunl la limite inférieure est l'un des points d'intersection de la surface avec

y z= < = 0. Supposons, par exemple, que la surface soit de degré 5 et que A,

B, C. D, E soient les cinq points d'intersection avec y = f = o. Nous pourrons

prendre, par exemple, ;/io= 'O, en admettant que quatre des limites inférieures

se confondent avec A, 3 avec B, a avec C, i avec D, ou faire toute autre hypo-

thèse analogue. On aura alors

li;= — Slli,. M'„=o.

Nous prendrons le plus souvent m=:mo, ce qui est toujours possible, en

prenant, par exemple, pour la courbe Co. /" fois l'un des points d'intersection

de la surface avec la droite j- = ^ = o.

111. — Propriétés des fonctions i^,.

Reprenons les fonctions r, définies dans le paragraphe précédent; la courbe C

sera une courbe algébrique rencontrant les plans y = const. en m points

variables; la courbe Co sera remplacée par un des points d'intersection de la

-.urface avec la droite _}• ^ / = o pris m fois; ce point je l'appellerai O. Les

expressions

U,. U-!, .... Uf,

seront des intégrales de première espèce; nous laisserons de côté les intégrales

de deuxième espèce M/,+i, M/j+s, . • ., u-,i, et les fonctions correspondantes i;,+i,

Vp+-î, . . ., Vij,. Les f(jnctions

H,, K.,, .... H^

seront des polynômes entiers en x cl z de degré ii — 3, si // est le degré île la

surface ('); ce seront des fonctions rationnelles de/; elles s'annuleront mu- la

courbe double de la surface.

.Si l'on élimine i>,,+i, Vp^o, .... lo/; entre les équations (5 e) du paragraphe

précédent, on olitiendra un système de/) équations du second oidre. linéaires,

('; Un peut toujours supposer que l;i droite;)- = o, / = o n'appartient pa^ à la surface. (H. G).
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à coefficients rationnels et à second membre rationnel. Examinons de plus près

les propriétés de ces fonctions Vi, V2, • . , Pp-

Quand )' décrit un contour fermé, ces fonctions se chanf;ent en

— fl-., ^'„^- — 1-',

0,1 étant l'une des périodes de l'intégrale u^ et i2, la période correspondante de
*

l'intégrale a,. Si les p équations du second ordre déduites des équations (5 e)

par l'élimination de Vp+i, . . . , Cop s'écrivent

(1) 11(1'/)= S,-,

où D(ç',) est une expression linéaire (à coefficients rationnels en y) par

rapport aux v,- et à leurs dérivées des deux premiers ordres et où S,- est rationnel

en y, les i2,- satisferont aux équations sans second membre

(2) D(C,) = o.

Quelles seront les valeurs de ) qui >ervironl de points de ramification ?

l^armi les plans _y ^= const., il y en aura ([iii seront tangents à la surface; soit

) =^'0 l'un de ces plans; il coupera la surface suivant une courbe qui aura un

point double de plus que l'intersection de cette même surface avec le plan

JK =/o+ s et qui sera, par conséquent, seulement de genre p — [ . Ce sont les

valeurs yo qui seront les points de ramification en question.

Mais il convient d'examiner d'un peu plus près la luiture des diverses singu-

larités qui peuvent se présenter. Considérons nos j/ intégrales abéliennes iii et

les 2/> périodes normales de la première et de la deuxième série. Soit

«ik-h \J
— I «ii la A'*'""' période normale de la première série de w, et soil

?>ik+ V— i
?>'ik

la ^'''""' période normale de la deuxième série de «/. Considérons,

d'autre part, les expressions

"X = S (
(.i; a/i -t- ni- a'ik ), bk='S.{ n, [itk+ ft- Pa- ),

la fonction

Ziakdk— bkCk) = F((i, |ji', v, v')

est une forme bilinéaire par rapport à ,a, [j.' et à v, v' qui s'annule :

1" Quand on a ,a,:= v,, |jl|. = V,
;
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a" Qiiaïui on a fi,' = \'— i fi/, v|. = y/— i v,
;
cai aloi's r^,, hi., rv,, r//, soni les

périodes normales des deux intégrales abéliennes

.'V l''aison>i niainlenaiil

de s(irli> Miii'

devienne une tornic (|u,'idiali(|ue en ,a el en v. Il est aisé de voii' que dans ce

cas

«/ -+- \'— JOi, bi-h \/— I f/i

sont les piMiodes inirinalrs ilc linléiirale

U = 2(,u,-h v/~v,)«,-.

Done, en verln d'un llu'orème cnnnu, noire forme *1> esl éyale à rinlt'iLrale

double

\r/.r
<^' .// ^/î,

('tendue à la surlare de Rienianu Uiul entière (</c7 représentant le [jroclnit de la

partie rétdie par la pailie iniaginaire de dx).

(iela posé, nous po\ivons avoir uiu' sinf;ularilé :

i" Si l'une des périodes s'annule a la lois pour loutes les intégrales //,, on.

plus gént'ralenieiil , si Fou |ieul Irouver des entiers ////,, ///'^. tels rpie

I
2 »(/.(»//;• + v/" "n ) + i /"< ( pM- + v''~ ?;'/• ) I

devienne plus pelil cpie toute quantité donnée, et cela simultanément pour

toutes les intégrales ii/. Celte condition peut s'énoncer autrement; elle signifie

que le déterminant à 2/j lignes el zp colonnes formé avec les a el les a', les (3

el les |j' devient nul. Or, le discriminant de la forme 4> esl égal au carré de

ce déterminant. Ce discriminant doit donc s'annuler. Il existe done des

valeurs réelles de p. el de v, différentes de zéro, pour lesquelles la l'orme <!• est

nulle, pour- lesquelles, par conséquent, l'intégrale U esl lelle ipie l'intégrale

double (3) s'annuh' el , comme tous les éléments en sont positifs, lelle que -r- soil

identiquemeni nid. l)oiic, la coiidilinii nécessaire et suffisante (*) pour que

('I La conilition peut n'être pns suffisanle < cas il'iine viileur <iili(]ni' n))p:iienli'; p. iuj.(H.('i).
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la circonstance en question se produise, c'est iju'il existe des nombres

À = pt. + \J
— 1 V, tels qu'on ait identiquement ('

)

-r-(/.i Ri -I- /•2R2 + - .-l- //'"/') = "•

F>t's \ali'iirs fie ) pour Icsquelk':- il cii M'in iiiiisi s appelieronl valeurs

critiques et nous dirons j)oiir préciser que celle valeur crilique appartient à

l'intégrale U = IliUi.

Le cas le plus simple est celui où, la surlace n'ajani pas de courbe double,

on a

(il — I ) ( « — 2 )/*= ' ;

Nous pouvons supposer alors qu on a

p, élanl une fonction rationnelle de y el M, un monôme entier de deyré /( — 3

au plus en j- el z. On devra avoir alors

m
Si nous laissons d'abord de côté le cas où y est inlîni, nous pouvons écrire

celte équation sous la forme

X,p,= Cl.

Toutefois, tous les /., ne pourront pas être nuls à la fois; il faut donc que

l'un au moins des p, s'annule. Les valeurs critiques de y sont celles qui

annulent l'un des p,.

De plus, y = no peut être valeur critique; pour nous en rendre compte,

passons aux quatre coordonnées homogènes x, y, z, t et soit

. M dx
Ui= j F(x, y, zjifx =

I

m'

(') En vue des applications (par exemple p. 98, 99, etc.), on notera dés maintenant que,

si b est une valeur critique finie, on a l'identité en x, y. z

A,R,-f-...-H/.,,R,,= (y-6)V.Î,

où les nornlires À,, ..., /.„ ne sont pas tous nuls et où ôl est un polynôme en x, -, à coefficients

rationnels en y, lioloniorplies pour_>-=è, avec A(x, b, z) jd 0. (R. G.)

II. P. VI. i3
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lH)ll^ iililu'iKlrmis ICxpri^ssidii loncipoiuliuilc eu coiiiiluiiiiuo liuiiiogèiies en

ocri\;»iil

r„(x y z\dx r(,^\,l.

\dz)

où pM (liiil (Mil' Imiiiiiii;ciic de il('i;ré /( — :>. cl, par Cdliséqiiciil , liuiii()i;(>ii(' dr

degré n— :>.

—

q >i le inoïKiiiic M r^\ de <lyyié //. Virihi. srvn une roiiclidii

raliomirllc lioiiuij^riu' de dcyro /t — :i — y en r cl /; si l'une des fondions p/

ainsi rendues liomogènes s'annule |)our / = o, e'esl qiu' )::oo doit <Mre

regardée eonime une valeur criliqne.

Coninie t)n atj^n— '.], le degré de p, esl loujouis posilil; donc p, s'annulera

loujours, siul pour < : I (), suil pour une \alcui' finie de - • ll> a donc lou|ours

des valeurs ciilnpics de )'. J']n rcvani lie, on peul tou|ours elioisir les tondions p,,

de telle sorle que ces valeurs critiques soient telles valeurs de y que l'on

voudra.

]*lus généralciuciil . iircnons

f. sera homogène de degré 11— 1 cl R/, de degré 11— 2 eu r, )', z. l cl l'on aura

les Ai, étant les inénics niononics en ./ et z cL les 0,7, étant des Tondions ration-

nelles homogènes en } et /. Les valeurs crili(pios de y nous seront alors

données en écrivant que le déterminant des p,/, cpii a p =z '-^ — lignes

et autant de colonnes s'annule, (jonnne ce déteiminant est une tondion

rationnelle homogène en j' et t de degré posilij\ il est certain qu'il j aura des

valeurs critiques.

Supposons maintenant ipie la surface ail une coiiri)e double d'ordre d^ de

telle sorte que

_ (n — i)(/t — .<) (n — i)(n — 2) .P-
2

''>/'<
2 '

le nomhic fies R/. sera alors plus pclil (pic celui des M,; les p,/, doivent être

choisis de lai;(ni (lue les li/, s'aiiiiuleiil sur la coiiriie doiilde. Pour av(ur les

Naleiii's ciitupie^ de
I . il l;iul (ti rire (pie les deleilii iiianls conlcniis dans le

tahleau p,/, (tahjeau ou il > a jiliis de colonnes ipie de lignes^ s'annulent tous à
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l:i lois (
' I. 11 peut aloi> Irrs liien se faire qii"il n'y ail pas de valeur rriliqiic.

car ii peut arriver que ces déterminants no puissent s'annuler tous à la fois.

Quelques exemples le feront mieux comprendre : soit une surface du

quatrième ordre avec une droite double [p =^ 2). Les surfaces R/,= o devront

couper le plan y^ const. suivant des droites (n-— 3 = i) rencontrant la droite

double. Elles seront dailleurs du second ordre; or. par la droite douljle (ju

peiil mener deux plans linéairement indépendants

P,= 0, P2='>,

ce qui nous permet d'écrire

R, = S, P,, Hî=S2p..

Si et S2 étant deux pol^'nomes du premier degré eu )' et en /. on aura donc

deux valeurs critiques pour Sj^ o et pour 82= o (-).

Supposons, au contraire, que notre surface du quatrième ordre ail deux

droites doubles ne se rencontrant pas Cy? = 1); la surface R>;-=; o devra coupeur

b- pian )'=ronst. suivant des droites rencontrant les deux droites (b)id)les:

elle sera d'ailleurs du deuxième ordre; c'est donc un paraboloïde s'appnjant

sur ces deux droites. Comme ce paraboloïde est indécomposable et comme,

par conséquent, son équation ne peut pas être identiquement satisfaite pour

une valeur constante de_^', il n'y a pas de valeur critique ('').

Comme troisième exemple, supposons une surface du sixième ordre admet-

tant une I)iquadratique douille et une <lroite double ne la rencontrant pas;

on a

p = 5, n — 2 = (. n — 3 = 3.

Les surfaces R/;.= sont du quatrième ordre; elles doivent couper les

plans y = const. suivant des cubiques rencontrant les deux courbes doubles.

Nous devons recbercber s'il existe des surfaces du troisième ordre distinctes

passant par ces courbes doubles. Soient

S, = o, £1=0, P, = o, Pi=o

(') I' s'agit des déterminants dont l'ordre est égal au nomlire des lignes da tableau. (K. G.)

(') La surface précédente est représeutable birationnellement sur le plan (A. Clebsch, Math.
Ann., t. 1, 1869, p. 2'h): elle n'a donc pas d'intégrale de Picard de première espèce; dès lors,

d'après une proposition qui sera établie plus loin (p. i24), aucune intégrale abélienne attachée

à une section plane ne peut être exempte de valeur critique. fR. G.)

(') I.a surface précédente possède une intégrale de Picard de première espèce [i'0«r la noie (')

de la p. i33j; d'après la proposition citée à la note précédente, l'intégrale de première espèce

attachée à une section y = coost. doit donc être dépourvue de valeur critique. (R. G.)
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les équations ilo hi lii(|ii:uliMlirjU(' el ilc la droilc doubles, les i élaiil du

ileiixit'nie Di'dic cl \r<V du premier. ('.(d:i nous l'ail (jualre suidacesdu Iroisiènie

urdie disliueles |ias>aiil par ic- cdurlies (' )

i:, !', = («, i;,P5=o, ï.r, = (), i;..p„ = o;

lldu,- |iiiuriiins |)i'eudrc

u, = 8,1,1',, H,= Soi;ii',, u,= S::i;,i',, R, = s,i,p..,

les S ëlaiil des pol> nomes du premiei' dej;ré eu ) et /; le» valeurs eriliques

correspondanles seront les zéros des S. Mais cela ne fait (|ue quatre 11/,;

comme p = ">, il en existe une cinquième, indépendante des quatre autres et

(|ui ne peut ôtre mise sous cette lornu'. Il v a ilonc une intégrale ahélienne

pour laquelle il n'y a pas de valeur criti(pie i

'-'

).

On voit par là quelle rcdaiion il v a entre K' nomlne des^aleurs critiques

d'une pail. cl. d'autre pail, la diU'éreuce entre le genre/» et le nombre des

surfaces d'ordre /( — > passani pai les courbes doubles. Cela est d'autant

(') It n'y en a pas d'autre. Car toute surface du troisicine ordre oSj passant par ta biquadra-

tique C a une équation de la forme i^jQ,-!- i;, Q,= o (Q,, Q, polynômes du premier degré; on

emploiera un premier système d'axes où les équations de C sont

y— t--\- x' = 0=1 z'-— <--+- k'-x'-;

on peut observer encore que les biquadratifjues imposent 12 conditions aux surfaces cubi<|ues

assujetties à les contenir; voir, par exemple, E. Picard et G. Si.mart, loc. cit., t. 1, p. 227). Si,

de plus, LSj passe par la droite D dont les équations peuvent être prises sous la forme x = o = y
dans un second système d'axes), on trouvera, eu observant que D ne rencontre pas C,

Q,(o, o, I, 0^0 et 1^1,(0, o, s, <) ^: o. (R. G.)

() Ce fait admet une vérification analogue aux deux précédentes [notes (-) et (') de la p. 99].

La surface actuelle, Sj, ne possède aucune adjointe d'ordre m — 4 = 2; elle est donc de genre

géométrique p. = o. D'autre part, son genre arithmétique /(,, est égal à — i, car la courbe double

impose f^-(-3 = ii conditions aux quadriques qui doivent la contenir {cf. note précédente). I>a

surface .S, poss 'de donc une intégrale de Picard de première espèce et les sections planes

y = const. possèdent une intégrale abélienne de première espèce dépourvue de valeur critique.

On peut d'ailleurs préciser la nature de S,;. Tout plan P,-!- mP, = o passant par la droite double

I) coupe S, suivant deux coniques C et C; or une quadi'ique i:,-l-"Ai:„= passant par la biipa

drati(|ue double et par un point de C contient C tout entière et elle coupe Sj suivant C el une

autre conique C" (dont le plan passe par D); la relation /(X, /«) = o entre X et i/i est double-

ment quadratique. Les courbes (; varient donc dans un faisceau elliptique et S^ possède l'inté-

grale de Picard de première espèce / ^'- D'ailleurs, d'après un tliéorème d'Enriques [Alli
J fin

Arcacl. Liii'ei ( Itcndic), 'j' série, t. 7, 1898, p. 281 et 34^] la sur/iice Sj, possédant un faisceau

elliptique de ( ourbcs rationnelles, (-47 la transforma; biratiumielle d'un cylindre elliptique :

les sections planes j'= consl. ne possèdent ilcun c|u"uiie intégrale alièliennc de première espèce

dépourvue de valeur critique. (P. G.)
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plus imporUTul que ce aouihrc osl lié, comme on le verra plus loin ('), à celui

des intégrales de difl'érenliclles totales de première espèce. Mais cette discussion

no serait pas complète si nous ne parlions ici des valeurs critiques apparentes.

Supposons, par exemple, que _/'= o soit un cône du troisième degré ayant

son sommet à l'origine. On jiourra écrire alors

r(xY-h^t.)d.v
"=j—71 '

la valeur critique est donnée par «r + (3/ = o; nous pouvons la choisir arbi-

trairement; prenons donc av + (3^^.1',

r ydx

La \aleur critique )= o devient alors apparente. Nous avons démontré que,

si l'une des périodes s'annulait (ou. plus généralement, si Ton peut former des

périodes de module aussi petit que l'on veut), on a une valeur critique de y

annulant identiquement ii; mais nous n'avons pas démontré la réciproque. Ici

l'intégrale est homogène de degré zéro en r, y, z ; les périodes oj ne dépondent

pas de y; donc elles ne s'annulent pas (piand r prend la valeur zéro qui n'est

qu'une valeur critique apparente.

.Supposons maintenant cpie la surl'ace f= o admellc, à Forigine, on point

conique où le cône tangent soil de genre y/ :> o et de degré /;. Considérons nos

intégralesp .....p

Nous supposerons que R/, soit divisible ]iar y de façon que .)' ^ o soit une

valeur critique apparente ou efTectlve.

Posons

et, en ellel, après ce changement de variables, /deviendra divisible par y'';

quant à R/,-, qui était déjà divisibh; par y, nous supposerons qu'il devient

divisible par )i^ après le changement de variables et que S/, n'est pas divisible

|>ai' )•
; il vient alors

r y\'--''^-Si:c/£

"* ^
/ ~z/'

~ '

Si [J.'^ Il — 2. la valeur )' = o est une valeur critique effective pour notre

(') Voir p. 187. Mi. G.)
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intégrale; si iJi=^/i— a, ce ii'c;^! (|ii'uiic \i\lciii- fnli(|iir M|)|)iii('nU'; si ,a<;//— a,

ce sei'ii iiiu' ik' rcs \:il(ui> poiii' k'sc[ut:'lk's il i,
ck'vieiil infini el que nous appel-

lerons bientôt râleurs cn/K/iics île la ileu.vii'iiw sorte. Ces exemples suffiront

pour faire coniprentire ce cpu' nous eiilendons par valeur critique apparente.

Je dis que Ton peut toujours choisir les R, de telle sorte qu'une valeur

donnée )'i) ue soit pas criti(|ue. Ecrivons, en effet,

où ^ est un polynôme homogène de degré v en )• et en /, le niêuie pour toutes

les fonctions R,, et où P,= o est une surface de degré /; + v— 2 passant par la

courbe double. Supposons que j'^ soit critique d'ordre //, c'est-à-dire qu'il y

ait (7 combinaisons linéaires des P,, 2XJ/'P/, (jui soient divisibles par {^y—/o)*'

et de telle sorte ipu' ia/, := h.

Niuis p(^iserons alors

2HLj*'Pi=Su;*'P; {k = l,7., ..., p-q).

les IX étant des coefficients choisis de telle sorte que le déterminant (le>. /, el

des ;j. ne soit pas nid. Nous foriiu'rons les li,' , les p,'^ , les u\ avec les P- , connue

les R,, les p,7, et les 11, le sont avec les P,-.

(.online Va est critique iTordie //. Ions les déterinlnaiits lires du tableau

des p,7, (') sont divisibles par [y — .)'o)''' sans l'être par une puissance plus

élevée. Les déterminants tirés du tableau des p^. s'obtiendront en nuilti])liant

les déterminants correspondants du tableau des p,/, par le facteur

/ r-.|-. y-°"^/ ,r".ri y'

\y—yJ \y—y«/

Ces déleriiiiiiaiils ne sont doue pas Ions di\isil)les par y— )o) ce (pii veiil

dire ipii' ) (I
n'est pas crilKiue pour les u\ (- ).

r.. y. I'. D.

2" Nous appelleions valeurs criI iques <le ladeuxièine sorte les valeurs de y

pour lesquelles l'une des expressions Redevient identiquemenl infinie. Ce sont.

(') Voir la noie de la page yj. (R. G.)

C) La méthode supprime la valeur critique y\ el n'en introduit qu'une, y\; en appliiiuant

plusieurs fois la métliode, on peut donc toujours supposer (|uc les valeurs criti(|ui's sont clioisies

arbitrairement. ( li. G.)
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dans lo cas où il n'y a pas de conrhc douldc, les infinis des p, et, plus généra-

lement, ce sont les zéros du dénominateur Y; ce dénominateur pouvant être

choisi arbitrairement, les valeurs critiques de la deuxième sorte peuvent être

choisies arbitrairement. Nous verrons au paragraphe VIII que l'on peut

s'arranger pour qu'il n'y en ail aucune.

.)" Nous appellerons enfin valeurs singulières des y celles qui sont telles

que le plan y r= const. soit langent à la surface ou, plus généralement, que la

courbe K,- intersection de la surface par ce plan, ait un genre plus petit que y;.

Il arrivera, en général, qui^ ces valeurs singulières seront des points de ramifi-

cation pour les périodes considérées comme fonction de y. Cela ne peut avoir

lieu que si une période devient nulle ou infinie; si la valeur singulière n'est pas

en même temps crilique, il ne pcul \ avoir de période nulle; donc il doit y

avoir une période infinie.

Dans le cas d'un plan tangent ordinaire, on peut, en choisissant les périodes

d'une façon convenable, les ranger dans l'ordre suivant :

(0,, OJo, ..., W,/,,

qui se changent respectivement en

(0|-f- (.).,, IO2, ..., 0)2/;,

quand y loiirne aulour de la valeur singulière, la première'.)] devenant seule

infinie

Les valeurs critiques pouvani être choisies arbitrairement (^*), nous pouvons

toujours supposer qu'aucune valeur n'est à la fois singulière et critique; toute

valeur qui n'est ni singulière, ni crili(|ue sera ordinaire.

Cela posé : i" dans le voisinage d'une \aleur ordinaire, les fonctions r et les

périodes Cl) sont des fonctions holomorphes de )•; 2" dans le voisinagi^ d'une

valeur singulièi'c, il peut arriver que

cessent d'être des fonctions holomorphes de )', mais on pourra trouver un

système de périodes de nos p intégrales »,, à savoir :

Sii, Q,, .... Q,„

tel que

p, H Qi, WoH P-i, . .m m ' m/'^ -^-n

(') Voir la note (') de la page 102. ( R. G.)
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rcsli'iit luil(iinor|ilu's. l.rii'llcl, r, csl lii iiion l'iiniic iiiilliiiicl u[U(' di's iiilé^iiilcs //,

prises depuis nu poiul de Co jusqu'au puinl conospondaiil do C et le long de

certains riieinins d'intt'f;ration. Si, quand ) prend la valeur singulière, aucun

de ces cheuiins d'intégration ne va passer par le nouveau point double (point

de eonlacl de la surface avec le plan >• i^ consl. ), les fonctions c, resteront

lioliiuiiu plies. Si l'on remplace les clieniins d'intégrations par d'autres, les c,

se changeroni en

m

Î2,- étant une période. Or, on peul toujours trouver des chemins d'intégration

(jui ne passent pas par le nouveau point double. Donc on peut toujours trouver

une période telle que les i',+ — i2,- restent liolomorplies.

Ce raisonnement se trouverait en défaut dans deux cas : i" si la courbe C

allait passer par le nouveau point double, les chemins d'intégration devant

aboutira ce nouveau point dmilile ne pourraient être tracés de façon à l'éviter;

2" si la courbe K,. se décompose et si l'un des points d'intersection de K, et

de Co est sur l'une des composantes pendant que le point d'intersection corres-

pondant de K, et de C est sur l'autre. Il ne serait pas alors possible d'aller de

l'un à l'autre en restant sur la courbe K, et sans passer par l'une des inter-

sections des deux composantes, c'est-à-dire par l'un des nouveaux points

doubles. Il est aisé d'éviter ces deux cas exceptionnels. Car ils ne se présen-

teront, pour une même surface et pour une même courbe C, que pour un

certain choix des a.ves des coordonnées, choix qu'il sera toujours possible

d'éviter.

Les diil'érentes déterminations île la fonction r, soiil, nous l'avons vu. louli's

de la forme e, H 12,; on remarquera cependant (pie je n'ai jias dit que l'une

des déterminations des e, doit rester liolomorphe, paice que je ne sais pas si

toutes les expressions (•,+ i-/ peuvent s'échanger enire elles, ni par consé-

quent si elles sont toutes des d(''li'iinin,'ilions des r,.

4" Qu'arrive-t-il près d'une valeur critique de )u de la première sorte que

nous supposerons non singulière? On pourra lioiiver entre les R, um^ relaliou

linéaire

où les « sont des coefficients conslanis el qui sera ideiillqiiciiieiil salisfajie
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pour )• ^^ J'o quels que soicnl. j? el j; ou iriuiUcs leiuies. pour y — J'o li's R,-

cesseiont d'être linéairement indépcnflants.

Mais nous pouvons choisir des fondions rationnelles o-,7,( r) dont le déler-

niinanl ne soit pas nul pour v = )'o cl Icllcs qu'eu |iosinit

la valeur j'= jK(, critique pour les R, ne le soit plus pour les R'^. ; nous avons dit,

en effet, que l'on peut choisir les R de telle façon qu'une valeur déterminée

de Y ne soit pas critique. Si alors on désigne par u'^ les intégrales analogues

aux ;/, et par v'/. les fonctions analogues aux c,- formées avec les R'^, on aura

La valeur y^=yi) n'étant |)as critique pour les R'^, les c'^. devront rester

holomorphes pour y^-Wi; on en conclut que non seulement les c, doivent

rester holomorphes, mais que l'expression -o!,c,, correspondant à Finlégrale

ia,«/ à laquelle appartient spécialement la valeur critique, doit s'annidcr

pour j- = r„ (»).

5" Dans le voisinage d'une valeur (rili(jue de lii deuxième sorte, les choses

se passent de même; on peut trouver des fonctions rationnelles o-,/, telles que la

valeur "ne soit plus critique pour les RJ,.= io-,7,R,. Alors les v'/. doivent rester

holomorphes, mais les c,- peuvent devenir infinies.

Eu résumé, si j'o est une valeur critique, de telle sorte que iz/R, soit divi-

sible par (y— .)'o)^, -«,(', devra être divisible par (r

—

y»)'", si >'o est une

valeur critique de la deuxième sorte, les e, pourront devenir infinis du même

ordre que les R,. Nous dirons alors que les fonctions e, se comportent

rcffutièrement.

Si, par exemple, la surface f^o est du troisième degré, on n'aura qu'une

intégrale de première espèce que j'écrirai, par exemple.

r y(r — i)dx

ses deux périodes seront w et w'.

Si on laisse de côté les valeurs singulières, pour toutes les valeurs de k autres

que o, I ou 2, c, co ou co' restent finis; pour y = o ou i , t», co et co' s'annulent de

(') Et il en sera de même pour une période quelconque 12 de -3t,i'., propriété qui sera utilisée

à ta condition 3" du paragraplie IV (p. 107 ). (R. G.)

H. P. — VI. i/j



loG COURBES TRACEES SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES.

t;i((in iiuf cl lolciil liiiÎN: ihiih' y -^ 2. r, oi cl m' (lc\iciincnl infinis de
' Cl w '

•'

,. ce ,. •

Incon (Mil' cl -, rolciil Imis.
* (t) O)

11 lions rcsic nnc ilciiucrc rcinni(_|nc il faire. Soicnl )i, lo. . .

, J'i/ It's tlifl'c-

rcnlo Niilcurs ,sinj;nlicri'N de i. ,liiii;nons-lcs :'i rmi^inc |)Mr dos conpnres Qi,

Qo, . . ., Q,,. Supposons que ces cou|nii'cs \w se renconireni pas innluellenicnl

et (]u lin iiKibile (pii dcerirail un cercle de rajon Lrès grand les rencontre

succcssivenieni dans l'ordre niiniciifpie des indices. Supposons ([uc, quand on

francliil la coupure (^)/,, c, se cliaiii^e en c, H i2,. Il arri\era nécessairemeni

que, (|iiaiul un francliira succcssivenieni loules les coupures Qi, Q..., . . ., Q,^,

c, reviendra à sa valeur primitive.

Supposons, pour simplifier, Irois coupures seulement Qi, Q2, Q:i t'I

supprimons l'indice /. Quand on franchira Qj, (Ki ou Q;,, v se changera

respeclivemcnl , en »'
H £2i". cH i2'-', cH i2' '' ; (luaiul on franchira 0),

1 //( III m '
^'

12"' SI' changera en 12'''i; ipiaiid on franchira Q;,, iii-' se changera en 12''^' et

ii'''' en 12""' cl alors, (piand ou franchira successivement les trois coupures,

i' se changera en

CH- -'-(Q"iii+0'I2)-HQ(:'))
m

cl l'on devra avoir

(4)
Q"(il + Q'(2l-(- fi(^l = o.

Enc(jre une remarque : M. Picard a niunlré que piir une transformalion

hiralionnelle on peul loujoiirs ramener une surface à une autre ne possédant

d'autre singularité qu'une courbe double avec des points triples et que les

seules valeurs singulières de y sont alors celles pour lesquelles le plan j':= const.

,

est tangent à la surface ('). Nous pourrons toujours choisir les axes de coor-

données de telles sorle que ces plans tangents soient des plans tangents

ordinaires. Alors la (acon don! se c(uiij>orlcnl les [lériodes csl parliculièrenienl

Mlllplc. Solclll

(.),-, (o;., (.y;, ...

les périodes de «<,; on pourra toujours choisir les périodes normales de telle

sorte que &),, <•>" , .... ne cliangcnl ]>as quand )' tourne autour de la valeur

singulière, tandis (nie co^ (^1"! dcvienl inlîni logarilhiniquement jiour celte

(') Voir à ce sujet O. Ciiisi.vi, Meiii. Ace. Se. Bologna, 7" série, t. 8, lyM. (I!. G.)
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valeur) se change en o),' +&),. Quaiil A «,, il se chiini;e on ;^+ f/'.>,,
où p. est un

entier qui dépend de la détermination clioisie pour ?<,.

Nous dirons que j==j-o est pour ;<, une valeur critique du n"'""^ ordre si les

diverses périodes ii; de l'intégrale m y deviennent nulles ou infinies du /j''""-'

ordre au plus; il tant alors que v,- y devienne nulle ou infinie du /("'"" ordre au

moins; et c'est là une autre manière d'énoncer les conditions 4° et 5". Line

valeur critique d'ordre n > i peut être regardée comme obtenue par la réunion

de n valeurs critiques du premier ordre par la même convention que pour les

racines multiples des équations algébriques.

Quand des fonctions c/ satisferont aux conditions énoncées dans le présent

paragraphe, nous dirons qu'elles sont normales.

IV. — Courbes correspondant aux fonctions c,.

Réeipr(H[U( nient, je sLq)pose qu'il existe un système de fonctions Ci, Cj, ...,

i/,, ipii soit'Hl iKiniuih-s^ c'est-à-dire (jui satisfassent aux conditions suivantes :

i" Elles seront fonctions lioloiuorpiies de j', sauf pour les valeurs singulières

ou critiques
;

2" Diins le Noisinage d'une \fileur singulière, elles pourront devenir infinies

(III cesser dèlrr uniformes; mais il existera une pc'riode ii, telle que

reste lioldiuorphe
;

3" Dans le \oisinage d'une valeur critique, les rapports -^ resteront

liiiliiiiuiriilies ;

Je dis qu'il existera une courbe ali;élii'i([ue C corresponilant à cette fonction.

Nous jxiurrons d'aiinrd toujours supposer m -=/', puisque nous pourrions

uiiiltipliei' noire louclioii jiai' la eoiislanle— • Nous savons maintenaiiL (jue si

l'on considère une courlie algébrique ih' genre p et si «i, //o. .... iii, sont les

intégrales de première espèce correspondantes, si Ci, c;., ..., r,j sont des

constantes données, on pourra toujours définir les abscisses :ri, x-<, .... Xj,

deyj points de la C(Mirl>e |)nr les/? (kpiations

(i) / </'ii^
I >/ui-i-. .

.-{-
I

du, = pvi (j = I,2, ...,/)).
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I.t's liiiiilc- iiilciicnri's (riiili'^i;!! Ion ./',' /",. stuil clmisius une lois pour

loiilos il iiiu" lai'oii iiiliilrairc.

l" I-es é(Hi;ilii)iis [i) ilflcrtiiincnl les inconiuics Xi, .r-j. . . ., Xp (rime l'ncoii

iinivii(|iu' :

a" 11 y a cxci'pliuii pour corlains svslùiiicis cxcopUuiincls de xalcurs des

conslantes c,-; ces systèmes exceptionnels correspondent aux cas où les p points

M|, Mo, .... M/, dont les abscisses sont .ri, .r^, . . ., X/j sont sur une m^me

adjoliile d'iirdre /; — 3;

3" Les solutions des équations ne changent pas quand les seconds membres jot';

augmentent d'une période.

Appliquons celte règle au cas qui nous occupe. Prenons d'abord, d'après

notre conveuli(ui.
^n ^n — ^0
.1-1 — ./ .2

— ... — u^p,

de telle façon que le point d'abscisse a" qui sert de limite inférieure soil l'un

des points d'intersection de la surface a\ ec la droite y := t =^ o.

Substituons ensuite aux c,- les fonctions du système envisagé. Quand y

variera, les points Mi, Mo M,,, d'abscisses Xi, .ro, • • , ^/i, vont se déplacer

sur la surface et engendrer une certaine rcuiriie (pie j'appelle C ('),

Quand y décrira un contour fernu' aulcuir d'une des valeurs singulières, il j

auia. d'api'ès l'hypothèse, des périodes i2, telles que les e,-
H £2, restent

lioloniorphes; mais quand l' tourne autour d'une valeur singulière, £2,- se change

en £2,-

—

Q.] , Q.] étant une autre ])ériode. Alors e, devra se changer en i-, H il'. ,

c'esl-à-dire'que les deuxièmes membres des équations (i) augmenteront d'une

période. Donc, le système des points Mj, Mo, . . . , M^, reviendra à sa situation

primitive.

II résiiltf- de i;'i que la courbe C coupera le plan j'==const. en p points

mobiles seulenuMil. Mais il ne s'ensuit pas nécessairement que la courbe C soit

une courbe algébrique et surtout une courbe algébrique de degré p. En ellét,

elle peut passer par les points qui appartiennent à tous les plans y^const.,

c'est-à-dire par les points d'intersection de la surface y=o a\ec la droite

y = t =^ o. .Soient Ai, Aj, .... A„ ces n points d'intersection; si le point A/,

C) Ceci suppose implicitement que, durant la variation de y, le cas exceptionnel signale plus

haut (2") ne se réalise i>as; ce cas sera discuté plus loin (p. ii5, 3"). (K. G.)
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est pour la courbe C un poiiil multiple d'ordre p./,, cl que ft/, soil iîni, la courbe C

sera algébrique d'ordre /? + —fi/, ; si l'un des p./, est lullui, la courbe C sera

Iranscoiidaute. Comment déterminer p./,? Soient

«a-, «2/,, -.., apk

les \aleurs des intéj;rales »,, ii^, .... z/^, (pji correspondent au point A/,; nous

pou\(Ui,s remar(pier (pic pour l'un de ces piunls. A, par exemple, toutes les

quantités «,/, sont nulles, puisque ce point a été, d'après notre convention, pris

comme limite inl'éricure commune de toutes nos intégrales.

Pour que la courbe G passe en A/,, il faut que l'un des points M, M^^ par

exemple, vienne se confondre avec A/, pour une certaine valeur de y; on a

alors

.M, -M, /-M/.-'

Rappelons-nous alors l'une des propriétés fondauienlalcs de la fonction (');

on peut choisir les limites inférieures d'intégration de telle façon qu'on ail

identiquement (quelles que soient les limites supérieures Mi, Mo, ..., M/,_i) (-)

liU = o.

C'esl là un théorème bien connu de Riemann. Mais je préfère l'énoncer de la

manière suivante, de façon à conserver la convention que nous avons faite plus

liant au sujet des limites inférieures de nos intégrales : on peut trouver des

quantités ht qui ne sont fondions que de y et pour lesquelles on ait identi-

quement (^)

Hl / il(ii+
I

dui-^- . . .-i-
j

(/iii— liij = ti

(') La fonction H doit adnullre les i p périodes des inlégrales u,, ..., »„; sa conslruclion

est rappelée plus loin (p. ni). ( R. G. )

(-) Ou, sous une forme plus explicite :

lu,, \ — 0.el
2^ / du,, ,^J du\

(^) Rappelons l'énoncé du tliéoiéme de Riemann. Si l'on pose

^M,

I
du,= «.(M,),

l'équation en M
e[«.{M) + f,] = o,
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OU

(2) e(>i',— a,A — /(,•)= u.

Mai? liii'iiKiiili a (k'iiiolilr. en (inlir. i|ni' si Idn ((Uisldèrc los :>./) — ;i puinls

iriulcrM'clion il iiiio coiirlic Jo i;ciiii' }) aM'f une a(l|(iinlc' d Ordre n — .j. les

poinl> diuildcs claul laissés de cûli', él i\\n' l'on lasse la somme

(3) vy ,/„,

en élendanl la si)nniialion aux ayj— 2 jioinls R] en question, on aura (')

.M

{^Z bis) ^ / <^"i=7.hi.

D'aulre |iarl. d'après le I licMirènu' d'Aiiel, si l'on re|ireiid la soiiiiiie ( /> ) en

l'élcndanl celle lois à loiis les poinls d'inlerseclion de la eourije donnée avec

avec une courbe cpielcompie de degré K, on obtiendra une eonslanic. Si. par

exemple, K r= i . celle conslaiile sera —fi,/.. puisqu'on Irouve celle valeur i'/,;,

(piand on considère en pailieiiher. la droile y^l^o; si Iv=«

—

'i. celle

conslanle sera

(n-i)Zaa.

Telle sera donc la \aleiir de la somme [S) appliipiée à loiiles les inlerseclions

où c,, ..., r sont des coiislanles quelconques, admet en gcnériil // racines M,, .... M et ces

racines sont telles que
/'

(a) y] ",(",) = /',-'„

les Aj (constantes de Riemann) étant indépendantes des c, [cf. C. Jordan, Cours d'Analyse de

l'École Polytechnique, t. 2, 2' éd., Paris, Gauthier-Villars, 1894, form. (10), n" 575, p. 619; dans

cet Ouvrage les notations E,(«,), — a,, — gj remplacent respectivement u,(My), A,, c,]. Ainsi,

l'équation en M

« «,(M)-2] «.(1M,; + /',

est vérifiée pour M = M„; on a donc, compte tenu de lu parité de H,

^ ",{M,)-/«, -„,

et, cela, (|uels que soient M,, .... M ,; c.ir les c, étant arbitraires peuvent, en particulier, être

calculés au moyen de M,, ..., M , (et de M
,
qu'on prendra arbitrairement) (R. G.)

C) Voir C. Joiuj.w doc. rit., note précédente), n° 579 et, notamment, la ileriiière é(|uatioii

de ce numéro. Mi. G.)
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de noire adjointe d'ordre n — î, poiiUs doubles compris. Je pui> donc écrire

(4) i/(,-)- 6, = (/( — jjSrt,-*,

OÙ

>,=E/
M

la Minimalion éliiul élenduc aux |iiiinl> diiiihlcs; i-liaqiie [loiul douille nous

donne deux intégrales correspondant aux deux i)ranclies de conrlie qui passent

par ce point.

Inutile d'ajouler ijue les équations (i bis) et (4) et les équations analogues

ne sont vraies qu'à des multiples près des périodes. L'équation (2) devient alors

(5) '(/"''— aïk^ -i^i — -"1/; 1 = o.

Dans celle équation, l'inconnue est )'; nous avons autant déqualKins (5)

(pic de poiiils A/,, c'est-à-dire n. Si l'enseinble de ces équalions (5) possède q

racines distincles, la courbe C est algébrique et de degré /> + 5'! si nous avons

une infinité de racines, la courbe C n'est pas algébrique.

Comment pourrait-il se faire que nous eussions une infiiiité de racines ? 11

faut que, dans le voisinage d'une valeur fo de y, ces racines soient infiniment

condensées, de sorte que yo appartienne à l'ensemble dérivé de l'ensemble de

ces racines. Il faut alors que le premier membre de l'une des équations (5)

cesse d'être algél)roïde pour / = J'o- Nous sommes ainsi conduits à examiner

de plus prés la forme analytique de ces premiers membres.

Les fonctions/?!',, «,/,, è,, ^a,/, sont normales, c'esl-à-dire qu'elles jouissent

toutes de propriétés analogues à celles que nous avons énoncées au début de ce

paragraphe; seulement, le nombre //; n'est pas le même pour [(jules.

La fonction est, comme on le sait, de la forinc suivante :

F, = 2 nii n„ Pî = - S nij nu ca ;

les m sont des entiers, les tv et les c des variables et des constantes que nous

allons définir.

1" Coiisideruiis nos lulegrales ti, el leurs périodes normales de première

espèce; soit co,/ la y'*""- période normale de «, ; nous introduirons des argu-
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im'iils t-dircspuiuliiiii à ces inlégraK's el (|iio ikuis côiiliniu'runs à ajjpclcr ti

i

fl lions [iuM'iiius

}.7Z \
— lUi= ï (.)/,• 117.

\(nis (levons ri'ni|il;i(('r ct's ari^iimciils par les valeurs (|iil fij;urenl rlnns

l"ei|ualioii [>). ce i|iii nous donne les écjualions

(G) >- \'^( /'!•,— ilu+
.,

''/ ;;— -";/ ) = -">,/";,

(111 1 lU'Iiuisseiil les iv.

i" Considérons luainleniinl le> périodes normales de deuxième espèce et

soil M-y la y''^""' |)ériode normale de deuxième espèce de (/,; on aura

(7) 2X V'— 10);^ = ilOy/f/i,

ipii définissenL les c.

On voit que esl une lonelion liolomorplie des tr cl des c el ne cesse de

l'être que si les ii' deviennent infinis, ou si la partie réelle de Po cesse d'être

une forme définie négative.

Considérons d'abord une valeur ordinaire de y, pvi, a,/,, è, sont des fonctions

liolomorphes de y; il en est de môme des (0,7 el des w|-; de plus, le déterminant

des ù)ij n'est pas nul ('), sans quoi nous aurions une valeur critique. Donc, en

vertu des équations (6) et (7), ir et les c sont des fonctions lioLunorphes de y;

la partie réelle de P2 ne peut non plus cesser d'être définie négative, ce qui ne

peut avoir lieu que pour des valeurs critiques ('-'). Donc est une fonction

holomorphe de y.

Soit maintenant une valeur eritupie non singulière. Nous avons vu que les

valeurs critiques sont arbitraires, c'est-à-dire que l'on peut remplacer les m,

par d'autres intégrales

(8) (<; = 2,^,7, «<.,

où les p,7, sont des Icuictions lationnelles de j', et clioisir celte transfoinialion

linéaire de lelle sorle (pie la valeui' considérée ne soit plus crlli(pie. Nous avons

supposé au début, et cec/ est cssciil ici, que près d'une valeur critique les c, se

( '
) Si w,,

';
était nul, il y aurait une coiiibiiiaiscjn linéaire —^. ", duiit toutes les périodes

normales de première espèce seraient nulles; une telle intégrale se réduirait à une constante et

l'intégrand correspondant s'annulerait pour la valeur envisagée de _)', qui serait critique. (H. G.)

(-; Si la forme cesse d'être définie, on aura A = o, ce qui exige (p. o'''97) (]"* y soit une valeur

critique. (R. G.)
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comporlenl régulièrement; il en esl de même, d'après le paragraphe III. des

lunctions 0,7, Si donc nmis posons, pour un instant,

(9) Ui = pvi— aik+ -Iji ^— 2«//(,

les Ui se comporleront réguliérenieiil et il en résulte que, si l'on considère

les II; comme définis par les équations (9) et les m^- par les équations (8), les

ii\ seront finis.

Mais la transformation linéaire (8) ne change pas les u', ni les c. Donc,

môme pour une valeur critique, esl fonction holomorphe de j'.

Considérons enfin une valeur singulière que je puis supposer non critique.

Nous avons vu à la fin du paragraphe III que l'on peut supposer que cette valeur

correspond à un plan tangent ordinaire et qu'en tournant autour d'elles toutes

les périodes normales reprennent la même valeur, à l'exception de l'une d'elles

de deuxième espèce, <>\^ par exenq)le, qui se change en u,', + w,i ; (piaul à //c,,

d'après l'hypothèse faite an début de ce paragraphe, il se changera euyO(',+A'<«)/i,

/>• étant un entier. De même, en vertu des résultats du paragraphe précédent,

tiii; et bi se changent en «,/,+ A^'w/i, 6,+ k"ùin, A' et A" étant des entiers.

Gela, il est vrai, suppose un choix particulier des périodes normales et l'on

peut concevoir une infinité de pareils choix à chacun desquels correspond une

fonction 0. Peu importe, puisque le théorème est indépendant de ce choix et

que les valeurs de y, pour lesquelles la courbe C vient passer par l'un des

points A/,, ne peuvent être infiniment condensées, dans le %oisinage d"unc

valeur yo, que si pour y=:j'o lotîtes ces fonctions cessent d'être liolo-

morphes ('),

Qu'arrive-t-il alors de

/"',— ai;, -+- - Oi ; S a,k ?

Celle expressitm augmentera de oj,,, Iv élanl uu eulier. H eu résulte,

grâce aux équations ( (i), (pu' n'i augmente de lV7:\/— i el que les autres w ne

changent pas. Quant aux c, on voit par les équations (^) que Cu augmente de

{') l-'oiiicaré revient sur ce puiiit, d'une nianirre plus tiétuiilée, dans Sun seconti Mémoire (ce

lonie, p. 162). ( R. G.)

II. P. — VI. là



tl4 COURBES TRACEES SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES.

•i'!i\l— 1 (M que li's iuitros v ne cliaiii;eiit pas. Ij'exprt'ssion l'i t- l'-2 augmoulc

donc de

Jl K //!
I y— I -H - 2 Jt «l î V

— I .

Si K est iiiijiiur, c'''
'

'' ne cliiiiii^c |i;is l'I () ac cliaugc pas; si K esl pair, ilciix

valeurs do () s'écliangeronl quand y tournera auLuur de sa valeur singulière;

soient ©i el 0a ces deux valeurs; il s'agit en somme de démontrer que les zéros

du produit Wi©-.. ne sont pas infiniment condensés dans le voisinage de la

valeur singulière Cdiisidérée.

]-e produit 0i02 et la somme ©i- ©o sont des tondions unitormes de 1'; je

dis que ces fonctions restent liolomorphes
; et, en ellet, c""' el e'" restent des

fonctions hûlomorplies dey, bien que iVi et Cn deviennent logaritlimiquement

infinies; or, dans le développement de ©i©2 ou de ©i + ©2, (V'i et Cn ne figurent

que par les exponentielles e-"' et e'". Donc, la fonction est une fonction

algébroïde de r, ce qui s'oppose à ce que ses zéros soient infiniment condensés.

Ainsi, la ctmrlie C, ne pouvant ]iasser par les points A/, qu'un nombre fini

de fois, est algébrique.

c. 0- F- n.

Il importe de remarquer le rôle d'une de nos hypothèses. Si pour une valeur

critique c, restait fini, mais sans que les i', se comportent régulièrement, la

courbe C passerait par le point A/, une infinité de fois dans le voisinage de

cette valeur critique.

Le théorème de Riemann, sur lequel nous nous sommes appuyés, suppose

pZ> i Dans le cas de p ^= i , il suffirait d'introduire la fonction d de Weierslrass

et de remplacer l'équation ft = o par rf ^ o; rien ne serait d'ailleurs à changer

au raisonnement (').

Nous devons, avant de quitter ce sujet, signaler quelques cas particuliers.

1° Il peut arriver que les p points d'intersection de la courbe G avec le

plan y = coiist. se réduisent i\ p fois l'un des points A/,; la courbe C se réduit

alors à p fois le point A/,. Elle pourrait aussi se réduire, par exemple, à q fois

le point A/, et p — ij fois le point Ay. Il pourrait se faire aussi que, de nos

p points, rj restent constamment confondus avec A/,, et que les p — q autres

soient variables.

C) Voir le Mémoire suivant (ce tome, p. i54-i5S). (R. G.)
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2" Si nous considérons une période co,-, par exemple, comme tunclion de y,

elle salisfora aux conditions énoncées au début de ce paragraphe. La courbe C

correspondante se réduit évidemment à p fois le point A| qui nous a servi

d'origine ; en efl'et, en ce point les m, sont égaux à zéro ou à une période.

3" Les équations (i) ne déterminent pas toujours les points a", d'une façon

univoque; pour certains systèmes exceptionnels de valeurs des c, ces points xi

sont indéterminés. Si les f, ne prennent ces valeurs exceptionnelles que pour

certaines valeurs jiarliculières de 1'. il n'y a pas à nous en inqiiic'ler; il suflira

de lever l'indélerminalion, en prenant les liniiles vers lesquelles tendent ces

points Xi quand jK tend vers une de ces valeurs particulières. Mais il n'en est

plus de même si les c, prennent ces valeurs exceptionnelles quel que soit y.

Ces valeurs exceptionnelles n'existent que pour ^ > i
;
pour/>>2, on peut

satisfaire aux équations (i) en prenant Xi^= x",, les autres x étant alors déter-

minés par les équations mômes ; la courbe C ne rencontre plus le plan y = consi

.

qu'en/) — I points mobiles (').

V. — Classification des courbes algébriques.

Maintenant se pose la question suivante : existe-t-il toujours des fonctions

normales satisfaisant aux conditions énoncées au début du paragraphe pré-

cédent ? Si elles existent, comment les classer? Comment classer, \y,[y consé-

quent, les courbes tracées sur la surface ?

Envisageons le plan des y :

Soient r)i, m, . . . , r)/, les différentes valeurs singulières; joignons ces diffé-

rents points à l'origine par des coupures que nous appellerons Qi, Q5 Q/,.

Comme nous supposons que chacune de ces valeurs singulières correspond à

un plan langent ordinaire, chaque coupure sera caractérisée par le fait suivant :

quand ) franchira la coupure Q/,, l'une des périodes toi''i se changera

en to<'''-|- nr'''!, nr'''! étant une autre période, et il y aura 2/1— i autres périodes

qui ne changeront pas. Alors, la fonction i', devant être normale, il y aura un

nombre entier X/,, tel que

C) Dans ce troisième cas, on peut encore procéder comme M. K. Severi [Alli R. Ace. Naz.
Lincei (Rendic), 2'séric, t. 30, 192 1, p. 276].
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reste luilomorplie en /,/,. ("cbl-à-ilire tel f|iic r, se change en e,+ —m;*' cjiiand

on IVancliil In coupure Q^. ÎS'iuis leiirésentons par f.i)" vl m/' les périodes île «,

(|iii curres|)on(lent à oi'''' et cr"'.

Hemaniuciu^ que le-< nombres /,/, ne peuvent pas être elioisis dune lat;on loul

à lait arliilraire; le eiioix doit être liiil de façon à satisfaire à la eondilion (/j)

tlu paragrapli(^ III (
' i.

Soient mainlcnanl «i, aj, . . . . a,^ les valeurs critiques de la première sorte
;

soient |3|, [Sj, . . ., ,3.^ celles de la deuxième sorte; nous ptiurrons toujours sup-

poser que tontes ces \aleurs critiques sont du premier ordre de multiplicité; il

demeure, bien entendu, que les valeurs critiques effeclnes entrent seules en

ligne de compte, les valeurs critiques apparentes étant laissées de côté. Les e,

se comportent régulièrement aux points a et cette fonction peut devenir infinie

aux points (5. Donc e, devra être de la forme (-')

les A/;, et C/ étant des constantes. Nous désignons 'par Y la variable par rapport

à laquelle on intègre; l'intégration doit s'étendre à toute la coupure Q/, et(nj|*')

n'est autre chose que m|.*' où y est remplacé par Y.

On voit tout de suite que t'i satisfait aux conditions relatives aux coupures Q/. :

il reste à voir si l'on peut disposer des constantes arbitraires A/,,- et C, de telle

façon que les p, se comportent régulièrement. Le nombre des paramètres arbi-

traires A/;,- et C,- est v -f- i ou />(v-Fi) pour les p fonctions ç,-; celui des

conditions à remplir est le même que celui des points a, c'est-à-dire fx; comme

ces conditions à remplir sont des équations linéaires en A/,,- et C,- et qu'il est aisé

de voir que le déterminant de ces équations linéaires ne peut s'annuler, on voit

«[u'on pourra toujours satisfaire aux conditions pourvu que

(•'•) l^^^/'Cv + i).

Si l'inégalité (2) est satisfaite, il existera des fonctions nurmalcs cl, par

(' ) Poincaré est revenu avec plus de détails sur la formation des fonctions normales dans son

second Mémoire, paragraphe 3 (ce tome, p. i5o). Il y étudie les conditions auxquelles doivent

satisfaire les entiers ).,, ainsi que celles qui concernent les coefficients A,^ et les C, dont il serii

question un peu plus loin. ( R. G.)

(') Poincaré a démontré (ce tome, p. i36 et 17.Î) que l'on peut toujours supposer v = o; on

peut donc supposer que les A,, sont nuls et i>, prend alors la forme plus simple envisagée par

M. S. Lepschf.tz, Trans. Amer. math. Soc, t. 22, 1921, p. 34'i; voir aussi O. Zariski, Algebraic

Surfai-es, Berlin, Spiiiigej-, ig^i, p. 129. (11. G.)
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conséquent, des courbes C corruspundaiil aux diU'érents systèmes possibles de

valeurs des entiers }./,; mais ces systèmes de fonctions norniiiles ne seront que

des combinaisons linéaires à coefficients entiers d'un certain nombre d'entre

elles, que nous pourrons nommer fonctions normales primitives. Les courbes

correspondantes pourront s'appeler convhei primitives et nous verrons bientôt

sur des exemples simples comment les courijcs non primitives peuvent se

déduire des courbes primitives. Ces courbes primitives ont été rencontrées par

une autre voie par M. Severi (^Annales scientifiques de VEcole Normale

supérieure, 3" série, t. XXV, 1908, p. 449)' "ï"' '•?'' ^ rattachées à l'invariant
p

de M. Picard (*).

Les différentes fonctions normales, primitives ou non, forment des systèmes

discontinus, et l'on passe de l'un à l'autre en augmentant les X/, de nombres

entiers. Mais on peut se demander s'il peut exister un système continu de

fonctions normales. Pour un pareil système, les nombres )./, doivent avoir des

valeurs constantes, puisque ces nombres ne j)euvent prendre que des valeurs

entières. D'où il suit que la différence de deux fonctions normales appartenant

à un môme système continu doit être une fonction rationnelle de v- Cette

diUérenre est elle-même une fonction normale pour laquelle tous les entiers //,

sont nuls. Donc, Vexistence d^un système continu de fonctions normales est

liée à celle de fonctions normales rationnelles.

On peut déjà se rendre compte (et nous reviendrons plus loin sur ce point )(-)

que l'existence d'un système continu algébrique (non linéaire") de courbes

algébriques, tracées sur la surface, est liée à celle d'un système continu de

(') Il faudrait établir l'identitc des notions d'ensemble de courbes primitives de Poincaré et

de base au sens de Severi. [Le Mémoire où Severi a introduit la notion de base a paru dans les

Matli. Ann.. t. Gî, 1906, p. 194 ; le Mémoire des Annales de l'Ecole Normale Supérieure,

publié ultérieurement, approfondit celte notion en introduisant la base intermédiaire et la

hase réduite.] Les courbes algébriques de la surface S, considérées ici par Poincaré sont très

liarticulières : elles coupent en p points les sections planes y = const.; mais on peut montrer

que si les fonctions normales f relatives à une courbe C (coupant en un nombre quelconque,

/«, de points tes sections y ~- const. de S) s'expriment au moyen des fonctions normales relatives

il C,, ..., C, (données une fois pour toutes sur S) par des formes linéaires, à coefficients ration-

nels (indépendants dey) et augmentées fonctions rationnelles Ae y, il existera alors des entiers

A, À,, ..., ). tels que les courbes ÀC et À,C|-t-...-i-À ('. appartiennent à un même système

continu, c'est-à-dire sont équivalentes algébriquement au sens de Severi; des lors, C est liée

algébriquement à C,, ..., C^, qui constituent ainsi une base au sens de Severi. La réciproque

s'établirait par un procédé inverse. Voir à ce sujet F. Severi [Atti R. Ace. Se. Lincei (flen-

dic), 5' série, t. 30, 1921,, p. 365]. (R. G.1

C) Voir ce tome p. i3o. (R. C.)
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luiiclious norinak's cl, j>;ir ciiusicjiifiil, à celle àv Junclionx noiiiKtlcs itiliuit-

nelles.

Supuoson.s (iiir 11(1 Ire s\ sloiiie ('1111111111 de toucl inns au ri 11 il le s sdil (j fois in Uni.

Alors iKuis |ioiiiron-- ci rire

(,• = A, !?,i -^ As ?,-i + ... -H A,/ ç,-,,,

A,. A.j
\.,i

él;iiil des eoiisliiiiles arbitraires et les 7 élaiil pq fonctions

ralioniiflles. Ou |Miiiira alors iniincry*'-' l'onelions ralioniirlles p,/,, telles que

-'',p/< = ^k si k ^ q

el i|iit'

-e,pM = o si ^ > y.

Au lifu des iulcurales roiidainculales

«1, "2, •••, "/.,

nous ijouNons jiieiidre les suivantes :

U„ U,, ..., M,

eu [Uisaiil

Ui= Sa/p,/,.

\lors If rôle de e,, e^, . . .. e^, sera joui' par V|, V2, .... V,,, où

S k = Sc/p;/,-

el les éqiialious |>n'ci''dentes devieudroiit

V/ = A k ( A- ^ </ ), \k = {k>q).

Avec ce uomeau elioix des intégrales foiulaiiientales, nus toiielious uunuales

se réduisent donc à des euiislantcs ; elles ne pemeiil dune dexcuir 111 nulles. \\\

lidiuies. ce qui Vi'iil dire ifii' il 11' y a pus de râleurs i\ili(iiics au iiioins de la

|ii('iiiiéri' SI nie.

]Nous devuiis doni- loiMJirir qu'il \ a y inl(''j;ral('s liiii'aiii'iuful ind('|iendanli's

U,, U„ ..., U„

pour lesquelles il n'y a pas de valeurs critiques efl'ectives.

D'après le tlii-orème de MM. Enriques, Casielnuovo el Scveri, dont nous

allons donner une démonstration nouvelle dans le paragraphe suivant, l'exis-

lence d'un système continu algébrique de courbes algébriques est liée à celle

des intégrales de différentielles lutalcs de première espèce.

\ou5 terminerons en donnant quelques exemples el nuus commencerons par
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la surface générale du troisième degré. Le nombre des valeurs singulières,

c'est-à-dire des plans tangents menés par la droite j = i = o, est 3.2.2 = 12.

Le nombre p est égal m 1 . L'intégrale unique «i est de la forme / -tt"' où p est

homogène de degré 1 en j et <; nous pouvons donc supposer qu'il n'y a pas de

valeur critique de deuxième sorte et une seule de première sorte; l'inégalité (2)

est donc satisfaite. Donc, à tous les systèmes possibles des entiers X/, corres-

pondra une courbe C. Les entiers X/,, qui sont au nombre de 12, doivent être

ciioisis de façon k satisfaire à la condition (4) du paragraphe IIL Cela leur

impose deux conditions.

En efTet, d'après celte condition, nous devons avoir

(3) i;ÀA.nî;i*i = o,

où ro)'*' a la signification suivaiili' : lorsiiu'on franclul la coupure Q/,, c, se.

change en t',-!- X/,ro^
*' et lorsqu'on franchit ensuite successivement les cou-

pures Q/,,1, Q/,+2, . . ., Qa, njj*' se change en une autre période roj ' de l'inté-

grale u,. Ici nous n'avons qu'une xnile intégrale "1 qui n'a cpie deux périodes

l(jU(l;iui(Milales s cl î'; nous pouvons doni- |i(isor

ra;<*'= tji<.£ -I- ;4£',

les p./, et les ft'^ étant des entiers, de sorte que la cundillon ( .'5 ) se décompose en

deux

(4) i;X*;-t*= SX<-j.iA. = o.

Cela ferait donc [2 — 2=-= 10 courix's primitives; mais il y a encore des

déductions à faire, car n(uis avons vu que certaines fonctions normales no

correspondent pas à des Cdurbes proprement dites, mais à des points. Nous

avons d'abord les deux fonctions normales

(', = £, (•!=£',

qui siiiil (les périodes et qui correspondenl, par conséquenl, au pciinl Ai qui

nous a servi d'origine; nous avons ensuite deux autres fonctions normales qui

correspondent aux deux autres points Ai et A3 d'intersection de la surface avec

la droite j'zzzf=:o(n. Il Iniil dcuic déduire \ du nombre précédenl et il

reste 10 — 4 = ^ courijes primitives.

l'j I-.a fonction normale qui définit A3 est une combinaison linéaire de celles qui définissent

respectivement le point A, et les sections planes de la surface (les points M, étant actuellement

Ap A3, A3). V.w fait, le nombre des courbes bases est égal il 7 (voj'r, F. Sf.veri, Fondamenli di
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Il t'sl aisé «le voir quelles sonl ces six eourhes priinilives. Considcious les

27 droites de hi surtaee. Voici ijnelles sont les valeurs de ri, ~z e, jjoiir ces

a 7 droites; soient

Yl, Ti! ï:h Ti. Ï5. ïc 2,

sept quantilés liées [lar la relation -y o. On aura pour -^ = i5 droites

«1= i'i = — ïi— ï/,

pour 6 droites

«1= ''1 = 8-*- ti,

pour G autres droites

"1 = ''l = Ti— s

(en tout i5 -4- 6 + 6 := 27 droites). Cela résulte des relations de position de ces

droites ('). On voit que nous avons en loul six ar|;nments elliptiques linéai-

Geometria algebrica, Lezioni tenute nella Sc.uola Normale Supérioie ili Pisa, Cedaiii

Padova, i94'^)- On peul l'établir aisément. La représentation classique de la surface S,, sur un

plan, d'après Clehsch (./. furi: uiid angew. Math., t. 65, 1886, p. 35j) comporte six points fon-

damentaux sur le plan (voir h. Godeau.x, Introduction à la Géométrie supérieune, 2' éd.,

Liège, G. Tlione, ij^G, p. 121); leurs images sur la surface sont six droites (que l'on peut iden-

tifier, par exemple, aux six droites a , «^ de la note suivante); la base, sur le plan, étant

formée par une droite, pourra être formée sur S3 par «,, ..., «j et par la cubique r, image

d'une droite générique du plan (F. Severi. Math. Ann., t. C'2, 1900, p. 21b). La base ainsi

con-itiluée est de déterminant i et réduite : toute courbe algébrique G de Sj satisfait à une

relation d'équivalence actuellement linéaire,

G r= À,rt,-4-. .
.-)- A^rtj +- /„r,

où les À sont entiers. (R. G.)

(') Sur la surface S3, on peut définir deux sixains de droites

a,, ",, "j, ",. (1^. 11^,

/y„ b.. h,, />„ ft.,, ft,;,

tels que a, et h ( i jij) se rencontrent, mais non a- et 6,; de plus, quinze autres droites e,j de

Sj sont telles que c, forme un triangle avec a, et b^, avec a^ et 6,, avec f:^,, et c,, [{ijghki) étant

une permutation de (i, 6;J (voir, par exemple, A. Henderson, Cambridge Tracts, n° 13,

The Iwenty-seven Unes upon the cubic sur/a-e, Cambridge University Press, 1911, p, iS-i^).

Soient alors -('i , j] , •("'; les valeurs prises par «, aux points d'intersection de r = const., avec

a-, b; c..; on a, : désignant la fonction normale relative aux sections planes,

ï! + ï/ -H t;^/ = £ = ï) -t- yJ + Ti;

et

Yi/^V'^/. + Y*/= ^

équations que l'on peut résoudre en posant

Yi=Y.-^-5. y;' = Y,— S et y!7=- Y.— Y/-l-^

r,

av(;c \ V. -i z. Les a^ ne sont auties i\\u: le prciiiirr sixain de Poincarc et les ioiutions nor-

1

maies s'expriment au mo)'en de sept fomiions, les •;, et S. (H. G.)
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rciiu'iil iii(lt'|)fii(lants, puisque les y sont liés pur uu<' iclaliua. Il u'\ ii donc

que six de ces droites qui soient primitives.

11 est aisé de voir sur cet exemple simple rumiuenl on pcnl tiéduiic les

courbes non priuiiti\es des courhes primitives. Soient deux courbes C cl (..

ci>rres|iondanl respectivement aux tondions normales Ci et r', ; il s'asjit de

construire la courbe C" correspondant à la l'onction normale ci + c',
;
pour cela

je coupe par un plan y = const. qui coupe C et C en M et en M'. La droite MM'

coupe la surface en un troisième poini N; je joins N au point Ai (|iii nous a

servi d'origine, la droite NAj coupera la surface en un troisième point M" qui

ap|)artiendra à C" et qui engendrera cette courbe quand on fera varier y (').

Ce procédé se généraliserait aisément pour le cas plus compliqué où /; > 3,

p>i.
Considérons maintenant la surface générale du quatrième degré, l^e nombre

des valeurs singulières est 4-3.3 = 36; on a /> ^= 3 et, par conséqueni, on a

six périodes. On aura donc six relations analogues à (4) et il resterait ainsi

36— 6 = 3o courbes primitives. Nous devons encore en déduire six pour les

périodes et trois pour les points d'intersection de la surface avec j- =: < = o, le

point origine étant laissé de côté; il reste ainsi 3o — 6 — 3 = ai couri)es pri-

iiiilives. Mais ce n'est là qu'un maximum, car la condition (2) n'élant pas

remplie, il n'est pas certain cpià loul système de valeur de )./, correspduii une

fonction normale.

Quels sont, en efl'et, les nombres y. el v? Nous pourrons prendre ici (pour

les fonctions R, du paragraphe II)

R,= p,3r, H., = p., ;, IÎ3=?:;.

Ces louchons doivent être homogènes de degré 2 en x. ]', z. I\ donc pi el p^

C) Le procédé de I^oincaré s'étend à des courbes C, C coupant les sections y = const. en

M(>i) points M, et en M'( .1) points M). En effet, soit (M,, M), N,j) un terne de points

alignés; on a
'

H,(M,)-i- «,(M',- ) ^ !/,fN',,) = a;

de même, i\'_., A, et MJy étant alignés et (/.(A,) étant nul,

En faisant la somme par rapport aux M points M, aux M' points My et en utilisant la délini-

tioii Mv'|r- y H, (Ml, on trouve

'/

MM'Ci-t-i^;) ^ y u,(M;',),

soit i'|+i.'i= v[. (P.. G.)

tl. f. - \I. ,6
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sont dos fonctions liouiuf^èiics de degré i vn y cl /, liiiulis que p,»';.! df de£;ré 2.

Ou ;\m';i donc
V = o, n = 4,

pniscjuo les 11 ne penveni devenir infinies, (jiie pi el p-, s'iinnulenl eiiacun

nue l'ois et p:i deux t'ois, d\)ù

u = 4 > 3 =/)(v-i-i),

ce i|ui n'est pas conloiine à la condition ( 2) ; d'où il résulte que no> 21 courbes

primitives n'existent pas en f;énéral. Ce résultai doit tHie lapproclié d'un

résultat démontré par JNœtlier el d'après lef]uel toute courlie tiacée sur la sur-

face la plus générale de dei;r(' \ ou au-dessus est une intersection complète (' ).

Supposons maintenant que notre surface du quatrième degré adnu^tte une

droite douhle. Le nombre des valeurs singulières se réduit à 2o(-'); comme

ou a 2/jr=4> " — 1 = 3, en faisant les mêmes déductions que plus liaut, on

liduve : 20— 4 — 4— 3 = 9 courbes primitives (
' ) *'Cs courbes primitives

exi>tenl ellectiveuu'Ul , car on peut piendre

U, = p,P,, H«=p,P-,,

Pi = o, Po= o étant deux plans passant par la droilt' double, tandis (pu' pi el p.j

sonl liomogènes de (le;;ré 1 en )' et /, de sorte que l'on a

;ji = .> = -.^ f o -(- I ) = /) (' V -t- I )

.

Supposons enlin une >urlace du quatriènu' degré avec deux droites doubles;

alors^=i el ['(ui peiil [irendrc, pour Ri, le premier membre de l'érjuation

d'un paiaiioloïde passant pai' les deux droites; il n'> a donc pas de valeur cri-

( '
) J. fur r. und angew. Math., t. 93, 1882, p. 3oi-3o6, § n et 12. Le Mémoire de Nœtlier a

paru in extenso dans les Abh. Akad. d. Wiss. Berlin, 1885, p. i-iao. Voir Roiin, Berichte ûb.

Verhandl. K. Stïr/is. Gesellscli. der W., Leipzig, Math. Phys. KL, l. 49, 1897, P- ^^-t

G. Fano, Atti li. Ace. Se. Torino, if)0(), p. 633 et S. Lefschetz, Ilitll. Amer. Math. Soc.,

i' série, t. 9, 1923, p. 126. (\\. G.)

(-J Car les premiùies polaires de deux points quelconques de l'espace par rapport à la surface

S, se coupent suivant la droite double D et une courbe Cg, d'ordre 8, qui coupe D en quatre

points, en cliacun desquels elle a trois points confondus en commun avec S^; la classe de S, est

donc 32 — 12 = 20. (lî. G.
)

Cj En réalité, on voit en piocéduiit icirnnie plus liaut (note de la p. iiy) que le nombre des

courbes primitives est é^al à 10; on peut le vérifier comme suit. Dans la représentation biration-

nelle de la surface .S, sur le plan \\ioir la note (') de la p. O'j]; il existe 9 points fondamentaux

sur le plan et aucun sur .S; {voir aussi G. M. .Iessoi', Quartir surfaces with siiigii/ar points,

Gambridj^c Lnivcrsity Press, 1916, p. 121J. On constituera donc une base sur S, au moyen des 9

exceptionnelles correspondantes et de l'image r d'une droite générique du plan. Les exception-

nelles sont d'al>ord S droites «,, ..., a, rencontrant la droite double D; les S sections de S,

par les plans (U, a,) comprennent encore S droites é ; or la 9' exceptionnelle est une conique

rencontrée par les è . Quant à r, c'est une quartique de Sleincr (que l'on pourra remplacer

par a,-+- é,-t- c); on aura ainsi constitué une base de déterminant — 1 (base minima de

Severi.j (R. G.)
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tique el il existe un système continu de courbes C. Il est aisé de voir ce que

sont ces courbes, puisque la surface est réglée; ce sont les génératrices (').

Mais je voudrais faire remarquer que, par suite de l'existence d'une intégrale

de difTérenlielle totale de première espèce, les règles pour la déterniinalion du

nombre des courbes primitives doivent élre appliquées avec discernement, en"

tenant compte des circonstances suivantes :

1° Les valeurs singulières peuvent n'être qu'apparentes, parce que dans le

voisinage d'une valeur de y correspondant à un plan tangent, les périodes

peuvent rester des foncliims holomorphes de ); c'est ce qui arrive ici, les

[)ériodes élanl cousianles;

2" Les [leriddes (,> élanl constantes rentrent dans le système continu de

fonctions normales et ne constituent pas des fonctions normales distinctes
;

.5" De même, les \alcurs de i-, relatives aux points d'intersection de la sur-

face avec y^t=^o sont des constantes el ne constituent pas des fonctions

normales distinctes.

Pieinarquons, en terminant, que, s'il existe un système continu de courbes

algébriques, ce système sera forcément algébrique; et, en efl'et, ce système

étant continu, la courbe la plus géncMaic du système sera forcément de degré

ou de genre déterminé et rentrera (Ihhn un fy/je déterminé de la classification

des courbes gauches de Halphen (ce sera, par exemple, une cuhicjue gauche,

ou une biquadratique gauche de genre i, ou une courbe ganclie unicursali' (hr

quatrième degré, etc.).

(
'

) Soit

F= ^'-/{z, l)^ >xy g(z, t) ^^y"- h{z, l) = o

l'équation de lu surface (/, g, /i, foruies quadratiques en z et t ); prenons l = 1; Ui surface est

la transformée hirationnelle, moyennant

fx — g(i, i)l I

du cylindre

r-=gH^, t)—/(7. 1) h (7, I).

Au faisceau irrationnel des génératrices du cylindre est attachée l'intégrale de Picard de

première espèce de la surface

r di r xdz
J T - \/ -TV

Hoir aussi l'ic.uiii et Simaut, J'Iiéorie des fonctions algébriques de deux vnriidilrs indèijen-

dantes, t. I, p. i33-i34). Pour la construcliun d'une hase, voir F. Si:vkri (Math. Ann., t. (j'2,

p. 219-220). (R. G.)
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I )< iiliis. dit' ilcMM |):\-<sor nu iionibri' ilcIurimiiO ilc lois par cluiciin des

points ^,.

Oi-, 1)11 pomia l'Cilri' riMpuUiou i;i''ii(r;ili' îles coiirlx's i;auches crun iNpi'

ilrlcrminé de Halplicu, xius la liiinio de deux mi plusieurs relations alt^éhrifjues

eulre les coordonnées el uu ccrlain nombre de parauièlres arbilraires. En

exprimant que la courbe est sur la surface el cpi'elle passe nn nombi'e déterminé

dv luis pai- chacun des ]>oiuls A,, on obtiendra certaines relations entre ces

paramètres et ces relations seront algébriques. Le système est donc algé-

brique; cette leiiiarqiii' très sini|>lê nous sera utile dans le paraj^rapiie suivant.

\\. — Intégrales de difiérentielles totales de première espèce.

Nous avons vu que s'il existe cj intégrales «,, qui ne possèdent [)as de \aleurs

critiques effectives, il existera un système continu q lois infini de ionctions

normales el. par conséquent, un système continu algébrique q fois iidiiii de

courbes algébriques tracées sur la surface ('). 11 nous reste à voir que c'est là

également la condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe q intégrales de

différentielles totales de première espèce, ce qui nous donnera la démons-

tration du tliéorème de MM. Enriques, Castelnuovo et Severi.

Supposons d'aJKud f|u'il existe q intégrales de différentielles totales de pre-

mière espèce. Si dans chacune d'elles nous regardons r comme un paramètre

constant, nous voyons qu'elles se léduiroiil à q de nos y? intégrales ii;. dont les

périodes seront constantes.

Nous distinguerons donc, parmi les intégrales Ui, deux sortes d'intégrales :

les q intégrales U,-, qui sont celles dont nous venons fie parler, et les y; — q inté-

grales ^ /. (jui sont 1rs aulres.

De même, ucuis distinguerons deux sortes de périodes : d'abord celles que

nous appellerons les a, et qui sont nulles pour les intégrales U, puis les

périodes (3,-, dont nous pourrons toujours supposer (ju'elles sont linéairement

indépendantes en ce qui ('onccrne les U, c'est-à-dire qu'il n'y a entre elles

aucune relation linéaire à coefficients entiers qui soit vraie pour toutes les

intégrales U.

(') En efTet, pour (' = i, ..., q (indices des «, sans valeurs critiques) les coeflicienls C, des

équations M) (p. ii6), où les Aj. peuvent être pris nuls [(-), p. iiOJ, ne doivent satisfaire à

aucune condition : il peuvent donc être choisis arliitrairetnent. I,n proposition réciproque a élé

ét.iblie p. ii8. (R. G.;
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" QiKiniI y cl(k'rir:i iiii circuit fermé, a; se cliangera vn «z+y, el |3,-

n pi -+- 0,, les y, el les o, étant d'autres périodes. Mais pour les intégrales U, les

périodes sont des constantes; donc les y, et les o, doivent s'annider pour les U;

ce sont donc des combinaisons des a (').

3" On sait fpi'entre les périodes normales de deux intégrales ahéliennes de

première espèce on a la relation billnéaire

2(<"o,-(o',,-^_, — (.);,to.,,+, ) = o,

et si, comme nous le taisons ici, on prend un autre système de périodes nue le

système normal, il y aura une forme l)ilinéaire F ties périodes des deux inté-

grales cpii devra être nulle. La relation

F =

peut s'écrire

Les tz, et les |3, sont des périodes de la première intégrale, les £, et les Ç, des

combinaisons linéaires de ces périodes; les c.'-
,

[3,', e|.
, Ç| sont les périodes

correspondantes pour la deuxième intégrale.

(^)uand Y décrit un contour fermé, a, et p/ se ciiangent en a, + y,-, pi+ o, et,

de même, c, et Ç, en c, + 0,, Ç/-|-rj,; les y, les o, les et les rj sont des combi-

naisons des a. De même «•
, |5| , £| , Ç^ se changent en x'. -+- V.

, (3|. -+- ô; , £; + 0| .

Ç^ -(- rj; . La forme bilinéaire F doit demeurer inaltérée, non seulement comme

valeur numérique, mais comme forme algébrique. Or, elle devient

s«i£; -t- sy.s; -1- SïiO; -<- i;y,(ii + 2:[i,ç;H- s s,;;; + spri; -+- s 8,r,;.

Le coefficient de (3,- doit rester le même; or, les y et les o ne dépendent ([iie

des a et pas des (3; on a donc

ï; = t, +- -n'h

c'est-à-dire que ri| est identi(|uemenl nul; cela veut dire que les Ç, sont des

fonctions uniformes de y et comme les périodes sont des fonctions normales,

ce SCI ont. des fonctions lationncUcs de y el cela pour toutes les intégrales U
ou \ (- ).

.)" Je dis maintenant que pour une intégrale U tous les Ç ne peuvent pas

s'annuler à la fois. En effet, la forme F doit prendre une valeur réelle positive,

(') Il s'agit, en réalité, tl'uiie proiiriélé coiicenianl les cycles i|ui correspondenl aux «,.

(R. G.).

(-) Ces périodes se réduisent à des constantes pour les U. (R. G.)



126 COURBES TRACEES SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES.

si l'on \ ri'iii|il;u'i' U'> variuhles de lii iiioiiiièrc sôric liiiLMite |nir le^ ])ério(l('s

(lune iiiir'j;i-;iK' iilicliciiiir cl colK's il<' l;i diMixit'rin' série |i;ir les imiii;iii;iii't'S

conjuguée» tlos périodes de celle même inlét;rale. On aiir;i donc

les î" et les Ç" élaiil les ini:ii;innii'es c()n|ii^uées des £, cl de» 'C,. Or, jioin' (i le» y.

sont nuls; si donc lou^ les >, cl. par conséijnenl. Ions les ï. s'annidaienl , l'rni''-

sjalité seriTit en dcl'anl.

4" Désignons pai- J,/. la peiiodc ;, île Tinlegrale «/, (^oii U/, est une ialegrale L'

ai k^q et une intégrale N si A- >-i7) cl envisageons les systèmes de fondions

ralionnelles de r

'till nij • • • > ^i/<-

Je dis qne l'on penl loiiinur» irou\cr an moins y de ces systèmes tjui soient

linéairemenl indépendanis l je Icui- al h iluicrai le» indices i= i, 2, .... q). Je

dis donc qui' Ion ne ponna a\(iir, cpiel que soil l'indice />, une relalioii de la

l'orme

1=1/

(i) 2«;'C;<=o,
(=1

les «, étant g coelficienls ('). Sans cela, on pourrait loujours trouver une

combinaison des intégrales L oii toutes les |iériodes ;: seraient nulles. Nous

pourrions, eu effet, trouver des coefficients constants h;, qui satisleraienl aux

équations

(2) '^b/c1in = o {i = i,-i, ...,(J — l).

k=l

Si alors on avail une relation de la lormc \\). la relation (a) serait encore

vraie pour i ^= q et pour les autres valeurs de i et l'intégrale 2/'/, 1
T/, aurail toutes

ses périodes Ç nulles.

'/

U résulte de là (pie le système /^/,Çi7., où les À sont des coelticieals constants

/=

t

arbitraires, représenle un s^sLùme couliaii q lois uilini de loncllon» normales;

or, l'existence d'un pareil système est précisément ce que nous nous proposions

d'établir.

('; Les a, ne sont pas tous nuls; on peut donc supposer «„ ^ ». propriété qui sera utilisée

dans un instant. (It. G.)
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La réciproque exif;c plu» d'allciiliuii. Supposons qu'il cxisU' un sjslèuie

conlinu algébrique q fois infini de courbes algébriques. Nous pourrons définir

ce système (puisqu'il esl algébrique) par q-\-\ paramètres

liés par une relation ali;élirique (

')

(3) 'K?!, ?'-, •••, Ç7+i) = "'

de telle façon qu'à tout système de valeurs des \ satisfaisant à la relation (i)

corresponde une courbe du système continu et une seule. Considérons main-

tenant le système continu de fonctions normales correspondant. Nous avons vu

au paragraphe précédent que l'on |)('ul choisir les intégrales

"1, "2, "/„

de laçon que ce système de fondions normales s'écrive

''i = Ti! (^2=T2> •••> ''/=T'/> ''7+1 = ''./-.-s — • •
.
= 1'/' = O;

les y étant des constantes arbitraires. Considérons les y comme fonctions des \:

1° Les y ne peuvent jamais devenir infinis, puisqu'il en est ainsi des w,- qui

sont des intégrales de première espèce et, par conséquent, des c, ;

2" Quand les Ç reviennent à leurs valeurs primitives, après un circuit quel-

conque, les/jy, se reproduisent à une période près
;

3° Par conséquent, les dérivées partielles des y par rapport aux \ sont des

fonctions rationnelles des ?, c'est-à-dire que les y sont des intégrales de difTé-

rentielles totales de première espèce relatives à la variété (3) ;

4° Les périodes de ces intégrales de difTérenlielles totales sont des constantes

indépendantes dey, puisque les y sont des constantes indépendantes dey;

5" Si donc les \ décrivent un contour fermé quelconque, ou bienyjy, revient

à sa valeur initiale, ou bien joy,- augmente de (),, &i, étant une période de «,,

période qui doit être une constante indépendante de y\
6" Les jDy, ont au moins iq périodes effectives distinctes; en efiél, repré-

sentons l'ensemble des systèmes de' valeurs des /jy, qui sont entièrenienl

distinctes (deux systèmes n'étant pas entièrement distincts s'ils diffèrent d'une

période). La représentalimi devra se faire dans l'espace à 2^ dimensions,

(') La variété <i/ = o n'est autre que ta variété de Picard allachée à la surface /= u. {Voir,

G. Castelnuovo, Sugli integrali semplici appartenenti ad una superficie irregolare {Rend.
/?. Ace. Lincei,~{5}, t. 14, igoj,, p. 553; Meniorie scelle, Bologna, Zaniclielli, i937-x\', p. Î79)].

(R. G.)



128 COURBES TRACÉES SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES.

|iiii^(|ii(' nos coorddiiuco^ soiil lr> ij piirlics rrellos cl les y |):irUos imaginaires

(les -•. I,a rfi;ii)u ilc rcl espace oeeiipée par nuire ens<'nil)]e ser;i liniilée par 'z h

variélés planes, paiallî'les ilen\ à ileiix s'il y a /i périodes; mais (die ne peui

s'ùlendre à Tinlini, piiis(jno les y ne peuvent devenir infinis; c'est donc un

prismatoïdc i'eriné, qui doil c^tre limité par \q variétés planes ('), de sorle que

nous avons iq périodes.

-" Supposons ipie les ideirivcnl un cLicnil Iciiiré: la eonrbe algéhiiipie

du svsiènie eonlinu re\iendrn à sa position primitive. Si elle coupait le

plan j' := consl. aux pdinl^

M„ M.„ ..., M^,

et si ?/;", u]'^ ?/)'" étaient les valeurs correspondantes de Ui, on avait dans

la position Iniliale

p<,'i = «J"+ M^-' -f- . . . -I- uj.'''.

iJan» la posiliuu liuale, les points M se seront seulement échangés entre eux,

de sorte que les «/'' se reproduiruni à l'ordre près et à une période près.

Donc y;c, se clianj;era en /*(/+ w,, m, étant une période. On remarquera que

pvu pi',, ..., /Jl-/,

se cliani^eroul en

(oi, (1)2, .... 'ji^j étant des périodes corrcspondunles.

Il peut arri^er que toutes ces périodes soient nulles; il peut arriver aussi que

(0,, (0.2, ..., (.),,

ne soient pas nulles et, d'après le théorème ci-dessus (^6°), cela arrive de o-q

manières linéairement indépendantes. Dans ce cas, d'après 4" et .5°,

(.),, 0)2, ... (.),,

sont des constanles. D'aulre |iart, comme yn,/ , 1, yjc^^.), . . ••/>(/; sont constam-

ment nuls, on auia
(O,^ , ,

= M,i ,2 = . . . = l'ip = O.

('j Le prismaloïde n'est pas dégénéré en une ligure analogue ooniporlaiit un nombre- inoindic

de dimensions; car l'inversion locale des équations Vj=Y,(y=i, .•,q) introduit déjà un

domaine à j q dimensions réelles contenu dans le prismatoïde.

Une belle analyse de 11. r.astelnuovo (/oc. rit., n"' .3 et 4) relie le problème à l'étude des auto-

niorpliismes des variétés abéliennes. Les coordonnées d'un point d'une telle variété s'expriment

par l'inversion de q intégrales de première espèce (actuellement -y,, ..., -f,) attadiées à la

variété et ayant • 7' ^ 27 périodes. l'our r/'-''r/, il résulte d'un tliéoiénie de Painlevé que la

variété de Picard aurait des courbes rationnelles, ce (]ui doit élre exclu actuellement ( Casti:i.-

>•( ovo, toc. cit., fin du n" 2). (R. G.)
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Donc : // existe ou moins iq périodes distinctes qui sont des constantes

pour Ui, (/2, • • , Uq et qui sont nulles pour u,,+ i, u,/+->, . . . , Up.

8° Gela nous montre que nous nous trouvons dans un des cas de réduction

des intégrales abéliennes. Les intégrales Uq+i, Uq+n, , f^y, sont réductibles,

puisqu'elles n'admettent que zp — 2q périodes distinctes; il en résulte qu'il

existe q autres intégrales réductii)les. Voici comment on peut les former :

Désignons par u|.'" la A'*""" période de «,; d'après ce qui précède, &)|'" est une

constante si i ^q, h ^2q et elle est nulle si i^ q, h ^2q; pour qu'il en soil

ainsi, il faut choisir et ordonner convenablement les périodes fondamentales,

sans s^astreindre à choisir des périodes normales; nous aurons alors entre

les périodes des relations de In forme

F(o4' , v>y-, .... o,y-">, ,0^'., ,.y^\ ..., (o}'/") = o,

I'" étant une forme bilinéaire, d'une part par rapport aux w,-, d'autre part par

lapporl aux w^; cette forme joue, par rapport à nos périodes non normales, Ir

m**me rôle que la forme

pai' rapport aux périodes normales.

Soient Ll =^ 2A,z<,- une intégrale quelconque ei li '''= SA/toJ/" ses périodes;

nous devrons avoir

l'(Q(/i), „)).'") = 0.

Nous prendronsy'> (/, de telle sorte que, pour h ^iq, &//'' est nul; il n'v

aura donc que ip— iq des w'/'' qui soient différents de zéro; écrivons

FrQM (>}*'= S(oj.''in!''',

W'^ est un pohnome linéaire à coefficients entiers par rapport aux ii ; ou

obtiendra les intégrales réductibles en écrivant

c'est-à-dire en égalant à zéro les coefficients de tous les 'xi'!''' qui ne sont pas

nuls. Cela fera np — 2(/ équations entre les Q., c'est-à-dire entre les \. Ces

équations admettront iq solutions linéairement indépendantes, l'our particu-

lariser ces solutions, nous supposerons que Ài, /,2, ...,?,, sont tous nuls, sauf

l'un d'entre eux qui est égal à i; les autres /, se déduiront des équations (4)-

ÎVous obtiendrons de la sorte q intégrales réductibles

u,, u„ ..., u '!>

tt. p. — VI. '7
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Ua élanl caraclérisùo pur ce fait que l(.'s q premiers À sont mils, saut /./, qui est

égal à I ; on aura alors

car, sauf le leruie A/,toJj'" = ooj/", tous les termes >,,coJ''' s'annulent parce que /,= o

pour /^ <7 el
&}J'''
= o pour /> q.

Les autres périodes de U/, sont liées aux périodes ii|/'' par les relations (4j

qui sont des relations linéaires à coefficients entiers. Donc, les Î2'/'' (ou leurs

sous-multiples) sont les seules périodes distlncles de II/,. Donc. Imites les

périodes de U/, sont des constantes.

[)" Alors U/, est une fonction de œ, )', .:, qui ne peut devenir infinie, qui se

reproduit à une p(''iiode constanle près quand (x, y, s) décril un circuit fermé

quelconque.

Donc, ses dérivées par rappori à :r on v sont des fonctions rationnelles

de X, y, z.

C'est donc une intégrale de dilléi'enlielle totale de première espèce. Donc,

notre surface possède q intégrales de difl'érentielles totales de première espèce.

C. Q. F. I).

VU . — Systèmes linéaires.

Nous allons considérer, d'une façon plus générale, des courbes C corres-

pondant à une valeur quelconque du nombre m (c'est-à-dire rencontrant le

plan j- := const. en m points mobiles) sans nous astreindre à prendre ni=jj.

Considérons deux courbes C el C correspondant à une môme valeur de m. Je

suppose, de plus, que les différents points Aj, Ao, . . . , A„ d'intersection de la

surface avec la droite j- = i = o sont, pour les deux courbes C et C, des points

multiples d'un même ordre de multiplicité.

Si les deux courbes C et C appartiennent à un même système linéaire, le

théorème d'Abel nous montre immédiatement que les fonctions c, sont les

mêmes pour les deux courbes. Et nous pouvons en conclure, en particulier, ce

que nous avions admis jusqu'ici comme presque évident, que s^il existe un

système continu de fonctions normales au sens des deux paragraphes

précédents, le système continu île courbes algébriques correspondant n^est

pas un système linéaire.

Soient nininlennnt C el C deux courbes quelconques; soient

'«j .'u l^i: •••I Kn
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le nombre des poinls d'inlersoction mobiles de la courbe C avec, y = const.

et les degrés de mnlliplicilé pour cette courbe des points Ai , Ao A„
;

soient

fn\ ,u',
, ;4 u.'„

les nombres correspondants pour C. Soient f, et i\ les Conclions v, pour C et

pour C
Soient aj*' la valeur de «, au point A/,; si les deux courbes appartiennent à

un même système linéaire, on aura

(
'/' -+- -j-f* = /«' -I- -jj-î

,

11 nous reste à montrer que, réciproquement, si ces conditions (i) sont

lemplies, les deux courbes appartiennent à un syslèuie linéaire (' ). Les deux

courbes C et C sont alors de même degré

M = m -H S;ji = m' -h Su'.

iVous avons, en outre, la surface donnée, qui est de degré /i et sa courbe

tlouble qui est de degié cl. Par la courbe C et la courbe double, je lais passer

une surface de degré </ suffisamment élevé; soit

F =

l'équation de cette surface; son intersection avec la surface donnée sera de

degré (jii et se composera de (".. de la courbe doul)le cl d'une courbe Q de

degré

(//( — M — 2d.

Soit K la courjje d'intersection du plan )= consl. avec la surface donnéey=o.

La surface F =^ o coupe le plan y = const. suivant une courbe de degré (/

qui passe par les d poinls doubles de K, par les m points mobiles d'intersection

de C, par les gn—M— d points d'intersection du plan avec Q et qui, au

point A/,, a avec la courbe K un contact d'ordre /ji/, — i

.

En vertu du théorème d'Abel, la seconde équation (i) signifie que l'on peut

trouver une courbe S dans le plan de R qui soit de degré q, qui passe par les m'

poinls d'intersection mobiles de K et de C, par les d points doubles de K, par

les fjii —M— d points d'intersection de Q et de K et qui, au point A/,, ail

C) Celle réciproque avait été établie antérieurement, suivant une tout autre mélliode, par

1'. Sevebi {Ann. di Mat., 3' série, t. 12, 1906, p. 08); elle a été approfondie ultérieurement

par F. Severi [Afti r. Arc. Se. Lincei (Jienflic), 5' série, t. W, '9îi,, p. S^g. (H. G.)
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avec K un conlact d'ordre ^x^ —- 1 . M(^mc, si (/^ « on pont en iroiiver une infi-

nité et l'on peut lui imposer

(q — n -h l){q — Il -i- 2 )

conditions arljiliaires. Nous aelièverous de déterminer la rourlje S en i'assii-

( <7 — " -*- I )( 7 — H -+- 2 , • , , , ,,

jellissant a lenconlrer —i droites doniu-es rie respace.

Quand un fera varier j)-, cette courbe S engendrera une certaine sur-

face <& = G ; cette surface sera algébrique ; mais elle peut être de degré supérieur

à q, par exemple q-\-h] son inlei-section avec la surface donnée f^=o se

compose alors, outre la courbe C la courbe Q et la eoiirl)e double, de fi courbes

planes
K,, K,, .... K;,.

avanl respectivement pour équations

/ = _>— >j = i), /'=) — r2=<i, ., /=i— i7, = o.

Formons alors le système linéaire suivant de surfaces algébriques de

degré (] -\- h

{y — yi){y — .r.V . .(y — yh)V -¥- À* = o.

où À est un paramètre arbitraire.

Ces surfaces coupent la surface donnée /^o en un certain nombre de

courbes fixes, qui sont Q, Ki, Iva, . .
.

, K^ et la courbe double, et en une

courbe mobile C" de degré M qui se réduit à C pour ^ ;= o et à C pour "k très

grand; de sorte que C et C appartiennent à un même système linéaire.

c. Q. F. u.

Indiquons, pour terminer, un procédé qui pourrait aider à l'élude de ces

systèmes lim-nlres. Adjoignons aux/) intégrales de première espèce

«r, Ut, ..., Uf,

m—p intégrales quelconques de troisième espèce.

Formons alors les m fonctions ej, i;,. . . ., f„i relatives à ces m intégrales.

Donnons pour un instant à y une valeur constante; à tout système de valeurs

des m fonctions t'u ''2, ••, ''m correspond un système de m points delà

courbe K intersection dey= o et de y = const. et un seul; c'est là le résultat

de l'analyse f|iie Clebseli et Hordan appellent (/as crweitcrtr Umkehrpro-
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bien ('). Une courbe coupant K en m points mobiles sera donc définie par

ces m fonctions et l'on conçoit qu'une étude des fonctions l'i, Co, .... r,„, ana-

logue à celle que nous avons faite des fonctions cj, Co, . . ., C/, dans les para-

ijraplies III et IV, puisse nous renseigner sur ces sysièmcs linéaires. C'est ce que

je me réserve de faire dans un Mémoire ultérieur (-).

VIII. — Nombre des valeurs critiques.

Commençons pur observer que si la surlace n'a pas de point conique, il n'y

aura pas de valeurs critiques apparentes. En eflet, si j'o est une valeur critique

apparente, il y aura une fonction R,- qui sera divisible par y— y^, tandis que

l'intégrale correspondante
r Kl dx

u'aura pas toutes ses périodes nulles; il en résultera que l'intégrale / -.
——|—r-rr

aura des périodes infinies; ce qui ne peut avoir lieu que si la courbe K, inter-

section dey'= G et de/=_)'o, dégénère; il faut donc que le plan y =^"0 passe

par un point conique ou soit tangent à la surface. Dans le second cas, il suffira

do changer un peu les axes pour que tous les plans tangents menés parj = f =: o

soient des plans tangents ordinaires et, dans ce cas, nous avons vu comment

les choses se passent et qu'on n'a pas une valeur critique appai-ente. Une sem-

blable valeur ne peut donc exister que dans le cas d'un point conique. D'après

un théorème bien connu de M. Picard (^), nous pouvons toujours nous arranger

pour que la surface n'ait d'autre singularité qu'une courbe double avec des

points triples; par conséquent, pas de points coniques; nous n'avons donc plus

à nous occuper de cette question.

(') Pource problème, voir P. Ai'i'iiLi, et lî. GouBS.tT, Théorie des fonctions algébriques et de

leurs intégrales, r° éd., Paris, Gaulliier-Villars, iSgS, p. 465; 1' éd., 1929, p. k&o). Ce problème

il été envisagé comme un cas limite d'un problème jacobien proprement dit, par F. Seveui

(Funzioni quasi abeliane, Pont. Acad. Se. scripta varia, 4> Civit. Vatic, 1947, p. i5 et S-S

notamment). (R. G.)

(•) On pourrait étudier le problème de Poincaré de la manière suivante : soit r la courbe cor-

respondant aux fonctions normales v^, ..., v et au choix de m = p; les courbes ml' coupent

les sections _> = const. en mp points et correspondent aux mêmes fonctions v,, ..., v^ et

il en est de même des courbes qui leur sont linéairement équivalentes (et de celles-là seulement,

d'après le théorème de Severi-Poincaré, p. i3i). La division par /? des courbes ainsi obtenues

donnera les solutions du problème; la division n'étant pas nécessairement univoque (F. SEVi;ni,

Ann. Éc. Norm. sup., 3" série, t. 25, 1908, p. 456), la solution se composera d'un certain

nombre de systèmes linéaires. L'introduction de m—p intégrales de troisième espèce et du

système de (lebschGordan permettrait d'individualiser une coui-be de cet ensemble. (R. G.)

(') Au sujet de ce théorème, voir la note (') de la page 106. (R. G.)
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( a'ia |}OSt', suit

H - P'
"1= TT'

^ l'taiil un polyinmio l'iilii-r homogène de degri' v on v et t, el P, un polynôme

liomogènc de degré /( + v— 2 en x, y, z el t, où œ el ; n'entrenL qu'au

degré n— 3. Les racines de Y = o sont les valeurs critiques de la deuxième

sorte; pour trouver les valeurs critiques de la première sorte, il faut chercher

les valeurs de v poui- lesquelles les p polvnomes P; ne sont pas linéairement

indépendants.

Cherchons à former un système continu de fondions luu-males comme aux

paragraphes \ el \l; nous aurons

, , X,-

où X, est un polynôme lioniogènc de degré v en j' el en t. Nous a\ons dans la

formule (i)/> polynômes X,- de degré v, soit en loul(v + \)p coefficients; mais

ces coefficients ne sont pas enlièremenl arbitraires. Si >'o est une valeur cri-

tique de première sorte, telle que 2a,P/ soit divisible par y— yo, on devra

avoir pour y = j)'o

(2) Z3.il-1=0,

ce qui nous donnera entre les coefficients des X,- autant de relations qu'il y a

de valeurs critiques de la première sorte, soit p.; il restera alors fj coefficients

indépendants, ce qui nous donnera un svsièmc continu (y fois infini de fondions

normales et l'on aura

(3) (/ ^(v -i-i)jD — ,a.

J'écris ^, parce que les relations (2) peuvent n'être pas toutes distinctes.

Ce système continu y fois infini n'est pas tout à fait le même (jue celui qu(>

nous avons étudié au paragraphe VI et où (par suite d'un choix particulier des

intégrales «,•) toutes les fonctions normales se réduisaient à zéro ou à des

constantes; ccpendunl, les raisonnements de ce paragraphe VI (dans la démons-

tration de la réciproque) lui seront applicables à peu près sans changement.

.Soit

(4) i',= SYis,i ii = \, }.,..., p; k = i, >,..., q)

noire système de fonctions normales; les y sont des coefficients arbitraires,

les 9 des fonctions rationnelles de y; il y aura entre les r,au moins/?— q rela-

tions linéaires dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de y; ces
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relations s'obtiendraient en éliminant les y entre les équations (4); soily; — q'

le nombre exact de ces relations; on aura q^q'. Soient

(5) l.^-|-,<(.v) = o

les y;— q' relations eu question

.

Les y seront des fonctions des variables ^ de la relation (3) du paragraphe VI.

Pour déterminer ces fonctions, il suffisait au paragraphe VI d'évaluer les valeurs

de r,- en donnant à y une valeur déterminée. Pour faire cette détermination, il

faudra ici évaluer les c,- pour un certain nombre de valeurs déterminées de j',

au plus V + I ; soient l'i. y-j. . . . ces valeurs.

On verrait, comme ;ui paragraphe VI, que les y ne peuvent devenir infinis,

|)uisque les c ne peuvent devenir infinis que pour les valeurs critiques de la

deuxième sorte et que, le choix des valeurs ri, y-2, . . . étant arbitraire, nous

pouvons toujours supposer que yi, y^, ne sont pas des valeurs critiques.

On verrait ensuite que les y sont des intégrales de diflerentielles totales de

première espèce relatives à la variété (3) du paragraphe VI.

Si les ^ décrivent un contour fermé, •/, augmente de co/, et r, de -Î2, cl l'un

aura

-Û,- = Sw^ipu (Q; étant une période de «/).

Nous aurons, d'autre part, par les relations (5),

(6) ZQrWk{y) = o.

On verrait, comme au paragraphe VI, que le nombre des périodes en question

est au moins égal à 2q. On aura donc jo — ^'intégrales 2 M,iJ;,7i (y) qui auront

iq périodes nulles. Il faut donc que q = q', car si l'on avait q > q', le détermi-

nant à 2p lignes et 2p colonnes formé avec les parties réelles et imaginaires

des 2/) périodes de nos p intégrales w,- serait nul, et nous avons vu au para-

graphe VI que cela est impossible pour des intégrales abéliennes non dégénérées.

Cela posé, considérons les diverses valeurs critiques de la première sorte;

dire que j'= j'/; est critique, c'est dire qu'il existe des coefficients constants a,/,

tels que 2a,iP, s'annule identiquement pour j' = r/,; alors, de deux choses

l'une :

i" Ou bien, parmi les expressions 2a,/;P,-, on en peut trouver/» qui soui

linéairement indépendantes ; nous pourrons alors poser

-«<< "i = "'k '^nrs' ('' ^' = '''••'/' )>
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/) l'Iaiil I lUK' ili'> \aleiirs criti(|iu';i de la iloiixièmc sorte; alors

l'i = (.>-*)
V -Vk

soi'a im pohiKMiie cnlicr. |iiiis(|iu' i^:z,7,l*, est ilivisililc par r — )/., et ce polj-

uonie sera divisiblo par )— h, do sorte (pie h ne sera jiliis crilupie de la

dciixiL-nie sorte pour ii'^; on aura doue réduit d'une unili' le nondire v des

valeurs eritiques de la deuxième sorte;

t" Ou bien parmi les expressions 2(Z,/,P,, il n'y en aura cpiey^ — // (jui seront

linéaireiiit'iit indépendantes; nous poserons alors

-2,/; ;(, = (/'/,
(,

(' = 1 , a, . .
. ,

/< ; A- = 1 , ', . . ., p— h),

les autres ii) étant défiais d'une manière quelconque. Cela re\ienl a dire que

ncnis pou\ons toujours supposer que dans les expressions ix,/,», ne figurent

(|ue des II, i)\i l'indice i^p — /'• Mais les coefficients des polynômes X,- sont

a'isiijellis aux conditions

i;2«-X,= o pour r=,n.

Dans ces conditions, les h derniers polynômes X ne figurent pas, c'est-à-dire

que les //(v-(-i) coefficients de ces polynômes sont arbitraires. Nous avons

alors

q = kri — i) -i- /

coefficients -- arbitraires, l étant le nombre des coefficients arbitraires des/» — A

premiers polynômes X. Si nous reprenons les équations (4), on verra figurer,

dans lesyj

—

h premières, /coefficients y distincts et dans les h dernières /«(v-i-i)

coefficients y tous distincts des précédents. En éliminant ces / coefficients

entre ces p— /( équations, il restera au moins p— h — / relations entre les r,

correspondants, c'est-à-dire qu'en reprenant le nombre appelé plus haut cj on

aura

p — q'^p — k — l,

fl'oi'i

q^h^i-t-q', q>q',

ce (|iii. uiiii» ra\(]iiN \ii. est impossible. Cette deuxième livpullièM' dnil dune

(^Ire rejetée ; on |iciii dduc l(jiij(jiirs réduire le nombre v des valeurs critiques

de la deuxième sorte; un peut (Jonc toiijoius supposer que ce nombre est nul.

Soit donc V =: o ; alors l'équaticjn P,-= o sera celle d'une surface de degré n — :>.

passant par la courbe double et par la droite y = t = o. Soit, d'autre part.

0/, le nombre des surfaces d'ordre // qui passent par la courbe double. Les
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polynoiUL's X, se réduisL'iit ici a des conslanlcs el il s'agit de s;nuir coinhieii,

parmi les relations

1 V on a de distinctes; ce lujndne ne sera aulie que y> — (j L'écjualiou (7 i

signifie que2a,7,P,- est divisilsle par 1'— }/,, el alors l'équaliou

Sa- = = o
y — .''<

esl celle dune surface irordrc /; — .H passani par hi courlie double. Si les écpia-

tions (7) ne sont pas distinctes, c'est qu'dii a enire les a,/, des relations de la

forme

(8) S.'l.k^ik=<> ((' = I, 2, .. .,/>),

ce qui entraine l'idenlilé

(9) i:Àit,i;a,<. Vn = i/.ji, 1
— > i)Si = o.

fj'équalion (8) étant une identité, l'expression 2^/,(i-o— r/,)S/, sera divisible

par j'— 11, et l'équation

^>-<Oo— .i<)Sa _ ^(10)
V — l'o

sera celle d'une surface de degré // — 4 passant par la courbe double.

Le nombre des relations (7) distinctes sera celui des surfaces S/,= o. e'esl-

à-dire 0„_a, diminué du nombre des relations de la forme (8). Or, à tnule

relation de la forme (8) correspondra, comme nous venons de le voir, une

surface adjointe d'ordre n — 4-

F-o nombre des relations (8) esl donc 0„. ,
el l'on a

q = ]> — 0,,-:,— <)„_;.

Le nombre 0„_:,— 0„_4 représente le nombre de courbes planes linéairemeiii

indépendantes que l'on peut regarder comme sections du plan ) -= consi. |)ar

des surfaces adjointes d'ordre 11 —-.'3.

Le résultat précédent no dift'ère donc pas de celui de M. Picard {TItcorie des

fonctions algébriques de deux i-ariables indépendantes. 1. II, p. 4-^8) (' ).

Nous avons à revenir sur quelques points de détail.

(') A propos de ce ttiOorOme remarquable, voir page 180. On trouvera une autre démonstration
du même tliéorème dans L. Gode.^ux, Géométrie algébrique. Centre de Documentation Uni-

versitaire, Paris, 19^19, p. 53. (W. G.)

H. P. - VI. ,«
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Il liiul d'iil)in(l l'Iablir cjiie loutcs les adjointes il\)rdre ii — 3 sont des combi-

iiaisuns des surfaces S/,= o. Suil, en eflel, S = o une pareille adjointe. L'inter-

section de celle ailjointe par le plan )' = const. sera une adjointe d'ordre n — .3

de la eourlie K ; un devra donc a\oii- pour cette valeur de )'

S = ïa,t'„

les a, olani des eoetlicienls Unis, saul pour Icn valeurs crilKpu's. Ces coelficients

sont des ionclums de V- évidemment ratLiuinelles, (jul ne pourront devenir

inlinies (pie pour les valeurs criticpies. Si donc H est un polynôme homogène

d'ordre ,u. en _v cl / qui s'annule pour les valeurs critiques )/, et pour elles

seulement, on aura

ttS = Xcp,(j)P,.,

les 9/ l'tani dc> pdiviiciuics licunogènes d'ordre ,
a— i en j' el /; on devra avoir,

pour 1' ^ y'i..

ce qui Aeiil dire que Oi(y/,) =: E/-!Xi/;, s/, étant un coelficienl constant, d'où

l'identité

S9i(,)<.)P,= c^0 — ,)i)Sx-.

(1r, o, étani de ilegre moins élevé que II, on a (')

?f(.r) ^ v' fi(yk)

It Zjr — r*'

C. Q. F. I).

Il laul ensuite démontrer que toutes les adjointes d'ordre /( — 4 peuvent se

mettre sous la forme (10). Soit, en effet, T =^ o une semblable adjointe et

posons, en vertu du lliéorème précédent,

nous aurons l'identité

^J y — y^f

Mais pour toutes les valeurs de }', sauf les valeurs critiques, les P, considérés

('; Il faut diviser le second membre de la formule par !!'(>';); dans les formules ultérieures

on fera aisément les rectifications nécessaires qui, d'ailleurs, ne changeraient pas les conclusions

de l'Auteur. (R. G.)
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comme l'oiiclions de x cl de .; sont linéairement indépendants. Tous les coeffi-

cients de la relation précédente doivent donc s'annuler, c'est-à-dire que l'on a

(en faisant, par exemple, ' = i)

iï/i
Vk

et ce doit être une identité quel que soit i'. C-ela ne peut avoir lieu que si "
;_ ^

se réduit à une constante //, et l'on a alor>

-Xx.a,i = o (( = I, >, . .., p),

ce qui est une relalmu de la lorme (S)-

c. Q. h', n.

Nous avons \u au paiagraplie ^ que l'un pouvait déduire toutes le> courhes

tracées sur une surface d'un certain nombre de courbes primitives : nous

avons donné le maximum du nombre de ces courbes et nous avons dit que ce

maximum est efl'ectiveinent atteint si une certaine relation (ai du paragraphe ^

se réduisait à une éi;alité

(il) ;.t =/)(/ M).

Dans le cas contraire, le maximum n'est pas atteint en général. D'après ce

qui précède, la condition (i i) est équivalente à la suivante :

0^-;=O.

Ainsi donc, le maximum du nombre o des courbes primitives sera atteint pour

les surfaces de genre géométrique nul; il ne le sera pas, en général, pour les

surfaces de genre géométrique plus grand que zéroC).

(') Au sujet de celle remarque île l'oincarc, l'OiV S. Lkfsciietz. Trans. Amer, inalh. Soc,

l. 2Q. 1921, p. 3.f*i, n" 1\. (R. G.)



SUR LES COURBES

TRACEES SUR

UNE SURFACE ALGÉBRIQUE

Sitzungsbeiiclite der ISer/iner Malheniatisclien Oesellschafl (Séauce du 12 octobre 1910);

t. 10. 191 1, 38-55 (publics en suppléinenl des Aj-chiv der Mathematik, t. 18, 191 1)-

.(";ii |>iil)li(' ilaii> les Aimales scientifiques de VEcole Normale Supérieure,

1111 Mi'moirc portant le iik'^iiu' litre ('); je voudrais revenir ici sur quelques

points (pu (laus ce Mémoire n'ont pu ôtro traités avec assez do détails.

I. — Valeurs critiques.

-Soil F (a', )', z, 0=^0 une siirtace algébrupu; d ordre /; dont léquation esl

exprimée en coordonnées homogènes; c'osl la surface S; nous couperons par le

plan varialile " = const. cjui la coupera suivant la courbe K, . Ladroite j' = < =0

coupera la surface S eu /; |)oinls Ai, An, . . ., A„, qui appartiendront à toutes

les courbes K, . Soit p le genre de la courbe K.,-; nous pourrons formel- y> inté-

grales abéiicnnes de première espèce relatives à cette courbe

r Vtdx

où Y', est la d6ri\éc partielle de V \nw rapport à :;, où (^ est un [lolynome

tiomogène de degré v en )• et t (le môme pour toutes les intégrales ;/,) et enfin

où les P,- sont des polynômes entiers, homogènes de degré «-)- v— f.enx,y,

^ ; ' 1: loine, p. SH.
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:, t, non liomogènes el de degré /; — .'> en .x et z. Le polynôme P, doit s'annu-

ler en tous les points doubles de la courbe K,-, sauf aux points doubles supplé-

mentaires que cette courbe pourrait acquérir pour certaines valeurs de >' pour

lesquelles son genre s'abaisserait. En d'autres termes, la surface P,=:odoii

passer par la courbe double de la surface S.

L'intégrale doit être prise en faisant varier :i el ; de telle façon que F := o et

que ) el f soient des constantes; la limite inférieure est le point Ai; la Jimiie

supérieure est un point variable i\I de la cour!)e K, . L'intégrale î<, est alors une

fcmction des coordonnées .r, y, ;, t fl'uu point variable M de la surface S el

celte fonction est déterminée à une période près. Nous nous réserverons, quand

cela pourra se faire sans inron\énient. de renoncer aux coordonnées liomogènes

en faisant t = i .

Nous appellerons \aleurs critiques de la seconde sorte les valeurs de )

(ou de-j fpii annulent le dénominateur Q. Les valeurs critiques de la prcniiéic

sorte sont celles pour lesquelles on peut trouver j) (•(lelticienls a,, a.j, . . . , y.p

tels que

a, P| H- a. Po -'-.
. .-h 2/,P/,

s'annule identiqucnienl (juels que soient r i-l ;.

.l'appellerai rali^urs siiigulièves de y, celles pour lescpadles le genre de la

courbe K, s'abaisse; elles correspondent aux plans- =: const. qui sont tangents

à S ou qui \ont passer par un point conique fie cette surface.

Pour une valeur de )' (ou de-) qui n'est ni singulière, ni critique de la

seconde sorte, la fonction m (de môme que les périodes de l'intégrale ui) est

toujours finie. Si la valeur est singulière, mais non cri(i(|iie, l'intégrale «, ne

deviendra infinie que si le chemin d'intégration va passer par le nouveau point

double. Si la valeur esl critique de la seconde sorte, elle est infinie en giMiéral

pour tous les points M de la courbe K,

.

Supposons qu'une valeur de y soit critique de la première sorte, sans être

singulière ni critique de la deuxième sorte; la combinaison

«1 M, + a.2 «2 -H . . . -'r-
y. Il II/,

s'annulera alors pour celte ^aleur de r, el cela pour tous les points M de la

courbe K,

.

Il est aisé de voir ce qui se passe si une valeur esl à la fois critique de la pre-
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miî^ro l'I ilr la socomli' surto. Soit )„ une |iai('illo valoiir; alors, pour v =:_}-o< le

dénoniiiialeiir Q, do nn^me que -o(,P,, s'annule identiquement; il en résulte

évidemment que les intégrales h, deviennonl en général infinies, mais que la

combinaison ^ociiti reste finie.

(examinons maintenant le cas d'une valeur singulière qui n'est pas erilicpic.

Il se subdivise: nous ne parlerons que des cas particuliers suivants :

i" Le plan - =const. (|ni correspond à la valeur singulière est un plan tan-

gent ordinaire Soient alors w,,-, w.,,, W;,,-, . . . les périodes de l'intégrale w,; on

pourra supposer que ces périodes ont été choisies de telle sorte que toutes, à

l'exception de r,),,, soient des fonctions lioloinorplies do. y dans le voisinage de

la valeur singulière j'o envisagée, ne s'anuulant pas d'ailleurs pour;>- = >'o (je

lais < = I pour ahrégei- l'écriture). Quant à '.),,-, il peut se mettre sous la l'orux'

<•'
1 < = f (7 )

-'- •—-4= L (.V — .v„ )
?. :r s/- I

V(j') élaiil lioloiiKii plie pour r=j'o- Une des déterminations de «, que j'appel-

lerai II' reste lioloiiKuplu' [himt v=.Vo et la déleruiinalion la plus générale

s écrit

ii,= H, -f- i.m/,w/.,= 'h {y) -' —= L(r — r„),

les //( sont <les entiers; 'j'(j'j est lioloniorplie pour >'=)o. Ainsi celle déler-

niinatioii la |)liis générale devient logarithmiquement infinie au point )• =jo-

Elle se change en ui-^- mid).,/ quand y tourne autour de la valeur singulière l'o.

y Le plan- = consl. \ a passer par un point conique de S et ce point conique

admet un cône langent du second ordre, sans autre singularité.

Le résultat est encore le même; on a seulement

"•i.= ?(.^')^ p^L (.' — .)„),

9, m^ lOs,
ii,= '!j(y)-f ;^=I'(.r — ,i-„),

2 t: ^/— 1

de sorte que Oi, et Uj se changent en o)|/+ a Wi>/ et «,+ a /iiiou;, et non plus en

o)|,-h wj/ et w,-T- W) «2/ quand y tourne autour de yo-

Considérons les points de contact de la courbe K,. avec des tangentes paral-

lèles à une direction donnée; dans les deux cas que nous venons d'examiner,

deux de ces points, A et B, se confondent en un seul pour _t = Vo', mais, dans le
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premier cas, A et B s'échangent entre eux quand >• tourne autour de )o (');

dans le second cas, A et B reviennent à leurs positions initiales, mais après

avoir tourné l'un autour de l'autre.

3° Le plan- = const passe par un point conique de S, et ce point enniqur

admet un cône tangent du troisième ordre sans autre singularité.

Alors six des points de contact dont nous venons de parler se confondent eu

un seul pour y^yo] quatre des périodes w/;,- (à savoir celles que l'on obtieni

en intégrant le long de contours s'écarlanl très peu de ces six points de contact)

restent des fonctions uniformes de )• dans le voisinage de )'= Vu; mais elles

peuvent devenir infinies du premier ordre pour i' =_T'o ('-); les autres périodes

peuvent cesser d'être des fonctions uniformes.

Nous distinguerons trois sortes de périodes; celles dont nous venons de

parler et dont les contours s'écartent très peu de nos six points de contact;

celles dont les contours restent toujours très éloignés de ces six points, celles

dont les contours vont passer très près de ces six points et entre ces points et

s'en écartent ensuite beaucoup.

De même, nous distinguerons trois sortes d'intégrales; celles où P,- s'annule

au point conique; celles où P, est indépendant de x et de z; celles qui ne satis-

font à aucune de ces deux conditions. Si la surface S ne présente d'autre singu-

larité que le point conique, les intégrales de la troisième sorte ne sont que des

combinaisons de celles des deux premières.

Cela posé, les périodes de la seconde sorte se comportent régulièrement
;

( ') Dans le premier cas, soient )',= o la valeur singulière et 0(o, o. o ) le point de contai l du

plan y = o avec S; l'équation de S s'écrit au voisinage de O

Les points critique^ X il B de ;(.r) voisins de O (dans un plan r = _r„. oii _/„ est petit) sont

donnés par

/(.r, _)-„, s) = 0, /'.(a-, y„, :)~ o:

on verra aisément nue J' et c se dc-vcloppent suivant les puissances de yî ; A et B s'échangent

quand _>'(, tourne une fois autour de O dans le plan complexe. Dans le second cas, O étant point

conique, le développement de / a la même forme que plus haut, mais sans terme du premier

degré en y, les coordonnées x el z d'un point critique de z(x) sont dcveloppables, en général.

suivant les puissances dey; A et B ne se permutent pas. ( R. G.)

(-) On pourra remplacer dans l'intégrale x — jr„ par tx, y — y„ par ty. z — ;„ par t;

{Xn, y„, Zn, coordonnées du point coniquei: la période sera de Tordre de £ ' ou de ( r — .i») '•

(R. G.)
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nous \('iiiui> il<' xoir (|iir rclh's ilc la iircniièrc soric se coniportcnl roinnu'

; cosl ce Clin arrive iionr lo intétrralos de la seconde on de la troisième
1 — i„ '

'

sorte; pour les intégrales de la [n'eiiiit''rc sorte, ces périodes restent des fonctions

lioloniorplics de y.

En ce cpil concerne le> périodes de la li-oisièine sorte, on \(nl rpi'elles se

( iinipoi'teni coiiiiiie pour les intéi^rales de la seconde sorte; qu'elles

de\iennent logaritliniiqucnieiU iiifiiiio pour celles de la première sorte; pour

celles <le la troisième, leurs deux singularités se troincnl n'iinies. c'est-à-dire

ipie le iléveloppeincnl compnrli' di", Irriiies -i (X— .Vo >"', 1^ (.>' — .Ko),

(.V —.>•")'" L(.r—jo).

Comment se comportent iiiainteiianl les intégrales (/, clles-mônics? Cela

dépend si le point M coïncide on non avec le point conique; dans le second

cas, une des déterminations que i'a])p(dle ii; se comporte r('gnlièrement; la

détermination la plus générale

se comporte coinnie les périodes; quand ) loiiine aiiloiir de )o, (/, augmente

d'une période.

Qn'arrivc-t-il niriiiilenant >,[, (junnd )• tend vers j,,, le point M se rapproche

indéfiniment du point conique? Les intégrales de la première sorte, deviendront

logarithmiquemenl infinies; celles de la seconde sorte se comporteront comme

; celles de la troisième sorte pri'senleront la comhinnison des deux sinirii-

larités.

Revenons encore sur les deux premiers cas, pour expliquer comment se

comporte ii,- quand le point M tend vers le nouveau point double.

Soit, par exemple, x :=y = z =^ o le nouveau point double que la courbe K.,

acquiert quand y s'annule. Dans le premier cas (plan langent ordinaire), nous

supposerons que le point M se rapproche du nouveau point double de ttdle

façon que -7=) ^ tendent \ers des limites finies. Alors //, sera de la loriiii;

v.y />

]'(.>•) + ;•'

—

"''r f-'.i —.Vo) (iri_ro=o),

l é-taiil lioi()in()r[ihe cl y. ('tant la nioilie d'un eulier impair. Dans le second cas

(point conique du seciuul ordre 1 ncms supposerons que - et - tendent vers
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(l(^s limiles lînios cl /^ soia onroro de mémo torme, ,u désignani celle fois un

l'iilier impair.

Ce que nous venons de dire au sujel des valeurs singulières \a nous aider à

comprendre ce qui euncerne les valeurs critiques itpparfnti'S.

Soil

"' = j qft

Je suppose que 1*, sfiil divisible par r, de telle laçon que v' soil une valeur

critique de la première sorle; je suppose que le point a7 = j' = 5 = o soit un

point conique du troisième ordre de la surface S de telle sorte que y =i o soil

cil même temps une \aleur singulière correspondant au troisième cas envisagé

|)lus haut. De plus, P, est indépendant de ,r et de ; de façon que notre intégrale

sera de la seconde sorte. lùilîu, Q ne s'annule |)as [lonr r = 'i. Dans ces condi-

tions, linlégrale —'- reste finie pour )==o. si le point ^[ ur rDÏueidc pas um'c

le p(uut eonupie. el clic devient infinie comme dans le cas cdiiliairc. I)i)ur

1 intégrale h, s'annulera pour y = o si le point M ne vient pas au point conique,

mais elle restera finie dans le cas contraire. La valeur ) = o n'est donc qu'une

\aleur critique apparente, puisque I intétiralc il, n'est pas assujettie à s'annuler

pcnir ) = o.

CiCtte difficulté n'est pas à redouter dans les deux autres cas examinés plus

liant, qui sont ceux du plan tauficut ordinaire el du |)iijnt conifjue du second

ordre. I^n eliel, —^ ne devient iiilinic ipic loi^arit liuiiqiieineni, d'oi'i il miiI (oie

Ui est nul.

M. Picard a démuulré que, [lar une Iranslormalion hirationnelle, <iii peut

ciianger une surface quelconque en une surface S n'ayant d'autre singularili;

(pi'une coiirlie ddiiiile el certains points triples à plans tangents séparés qui

sont des points triples de cette courbe double (
' ). Nous pourrons donc toujours

supposer que la surface S n'a pas de point conique; d'autre part, le choix des

axes étant arbitraire, nous pourrons toujours supposer que la droite y = / = n

ne louche pas la surface et ne se trouve sur aucun plan tangent singulier ci cette

surlace, non jilus que sur les plans qui touchent cette surface en deux ou

plusieurs points. Les seules valeurs singulières (juc nous aurons à envisager

correspondront donc à des plans tangents ordinaires.

(') Voir la note ('), P- loO- ( R- G.)

H. P. - VI. lU
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Cela posi-, mms jxiiivoiis oncdio cluMsir d'nno maiiK're assez nrliili;iiie les

intégrales »,-. Si. en i^llel. lums |iosoiis

(2) >^* = 2 ''''
(T (''=' ''

• ••'/')'

i=\

les 0,7, rlniil ]i- lonclidiis riil KinncUi's lioinoi;èiies de degn'' zéro en v el /, nous
1»'

aurons X',= -^ i
Q' (''lanl un |)olynonie lioniogènt' de degré v' en )• el /, !*'/ un

polvnonie iioniogènc d(^ degré // + v'— a en x, v, z, t , conlenani ,/• el ; an pins

au degri' // — .'>. En ilanlies termes, les intégrales

?'k dx
'" = J (TfT

=-•""'

pourront [ouït le même i('de que les mli''i;raK's II;.

( hielles >iniplilications pouj-nuis-nous olitenir jiar l'emploi de la Iriiushirma-

lion (a)".' En premier lieu, nt)us pou\(Uis piendre p//;=7r/' (^' étant un pidy-

luinie de même tonne el de même degré que O; alors les v valeurs critiques de

la seconde sorte qui élaieiil donnéi's par (j =; o, seroni données par </= o: le

polynôme Q' étant arhitraire, les v \aleiirs critiques de la seconde sorte

|)Cuvcnt être choisies arbitrairement; nous pouvons donc toujours supposer

quelles ne coïncident, ni avec les \aleurs critiques de la troisième sorte, ni avec

les valeurs singulières, el (pTelles sont dailleiirs huiles distinctes el cori'espon-

dent à des infinis simjdes.

En second lieu, nous pouxoiis supposer que les valeurs ciatupies de la pre-

mière sorte ne coïncident pas iioii plus a\cc les valeurs singulières. Soil. en

ellet, )'^ Vo^ une valeur singulière el supposons qu'elle soit également une

valeur critique de la j)remière sorte. Ce pourra être une valeur critique d'ordre

supérieur. Si, par exemple, parmi les comhinaisons 2a l\, il y en a ;j.;i qui sont

divisibles par (r

—

}'»()'', y:; ilivisibles par (r

—

,)'«/)'• t'I enlin ;7.] di\isibles

par _}'

—

^'l|i, ce si'i-a une valeur crilicnie d'ordre .i p.;,+ a ^u^+ ,'-'i • " suKira

de prendre un cas particulier; supposons donc [lour fixer les idées, (pie la seule

combinaison qui soil divisible par (r

—

.'o')' soit iÎJ,P,, que —y,P, soit divi-

sible par j-— )'„/ <'l que toute combinaison divisible par y— y»/ soit de la

ioruie 152 j/l*/— ( i— •', I*,, Nous poserons alors, par une première translormalion

(le t(dle lacon (pu; le dclciiiiiuaiil des coellicienls ((Histants S, y, ô, . . . , 0, ne
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soil pas mil. Alors P', sera divisible par (
)'— Yot)' l'I 1*, l'i"'.)'

—

J'ot- Nous

iVrons ensiiilc une seconde Iransformatioii en posant

Pour les polynômes P", la valeur critique triple >'o a disparu pour être

remplacée par les trois valeurs critiques simples j'i, y^, y-j, choisies arbitraire-

ment. Nous pourrons donc toujours supposer que toutes les valeurs critiques

sont simples, distinctes entre elles cl distinctes des valeurs singulières.

Nous pouvons aussi profiter de la iransCormalion (a) pour faire disparaître

toutes les valeurs critiques de la seconde sorte; mais c'est un point que nous ne

pourrons démonlrer complètement ([ue plus loin et (pii exige quelques expli-

cations.

Soient

y = Vit. \=y,J, ..., r=jyt

les diverses valeur> critiques de la première sorte. Soient

(3) Xît/P;. i:^H'i. ..., î:=c!^Pi

les combinaisons linéaires des P, qui s'annulent en ces diverses valeurs critiques.

Les combinaisons (3) peuvent s'exprimer linéairement à l'aide de // d'entre

elles, k étant au plus égal à /i. Si /i =/>, notre théorème est aisé à démontrer;

soil, en ellel, y^ Vu/ l'uni' des valeurs critiques delà seconde sorte; nous

poserons d'abord, en supposant que les p premières coiiil)inaJs(ins (.i) son!

linéairciucnl indépendantes

F'i = Sz,' P,. P', = la? P;, . .
.

, p;, = !;<;' P/.

Alors P'^ étant dixisihle par )'— )7, /. nous poserons

p:^ = -' -"''p;.

la valeur (-ritique )== Vo/ aura disparu et nous poiiridiis ainsi les l'aiie dispa-

raître toutes, les unes après les autres.

Si // </', parmi nos polynômes P/, il y en aura qui ne seront pas des combi-

naisons linéaires des combinaisons (3). Quand il en sera ainsi, nous dirons

quelquefois pour abréger que les intégrales ;//, correspondantes n'ont pas de

valeur critique de la première sorte. Nous montrerons plus loin que rcZ/e cir-

coitslance ne prui jxis se jirêspiilin (uni (ftiil crisic ih-s rnlcurs crilitpu's ilc
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la second»' sorte (M; nous amons ainsi achevé d'élablir la possiliililc' do taire

disparaître loulcs les valeurs criliqiies de la seconde .sorte.

2. — Les fonctions i/.

.Soil Cl une eonriic algéliriqnc tracée sur la surface S; le plan"— = consl. cou-

pera celte courlie en /// points mobiles, Mi, M^, .... M,„ ; soient u] . iij , . . .,

Il'" les valeurs correspoiidanles d(> Fintégralo Ui] je poserai

( 1 )
17 = //,' + ii'f -t- . . .-h »,'";

on reinarijuera cpie celle autation n'est pas tout à lail la même que celle que

j'avais employée dans le Mémoire cilé des l/nin/rs île Pf^rolc Xai/iialc;

j'avais posé

//((', = iil -h uf -I- . . .
-)- II]";

la nouvelle notation est plus eonunode. Nous veirons alors :

I
" (^)ue pcjiir une \ a leur o ni inaire de y, ('/ est (onction lu )lomorp lie de r; elle

est tonclion ludouujrplie de - pour >' = co ;

:>." Que les lonctions c, peuvent devenir inlluies du premier ordre pour les

valeurs critiques de la seconde sorte (supposées toutes simples):

.')" ()ue pour une \aleur criti(pH; de la première sorte, pour lai|iielle — 2, 1*,

s annule, ou de\iii i:z/(',= o;

4" Que |)our uxw \aleiir singulière, les r, peuvent devenir logarillimi(|uemenl

infinies; quand y tourne autour d'une valeur singulière, c, augmente d'une

période. ,Je précise; supposons (juc 11' soit la détermination de ui (pii reste

l'onction liohunorplie doj' et (pie l'on envisage la détermination

II, = II' -+- i;/«/,(0/;

on aura (rf. paraj^raplie précédent)

(•.;.) iii=''j(r)-t !--^L()-- v„)

et M, se changera en /^ -|- //(| w^.,, (;t, en général, e,en i, -|- i/z/i oi-..,, ^/ii, clan!

la soiniiie des valeurs île ///, relative^ aiixdiveises intégrales »,' . 1/'. .... n'"

.

( )ii voit doiic qiir i,, par exemple, augmente d'une |i('riode, penilanl que i _.,

Il, .... i /, auj;menlent de la période correspondanti-.

(' ) \'oir )). i-.ï.
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Il est inléressant do distiuijtior plusieurs cas. Supposoii> (Inhonl (|uo Li

cdiirbc C ne passe pas par le point de contact; alors toutes les l'onclions ii':

seront de la forme (2) et l'on aura

'•<= '^OM — -'"1 F=L ()•—_)-„),
2 - V'— I

't' (y) '^'•'^1'- liolouiorpiie el i.///i elaul \ni entier.

.Supposons maintenant ijue la courbe C passe piir le puini de coiilaci: elle y

touchera alors le plan' =:const., de sorte (|ue deux des points M/,, (par

exemple Ml et Mo) se coutoudroni a\ee le point île contact. Alors toutes les

intégrales uf seroni de la l'orme (2), à l'exception fies intégrales uj et iif, pour

lesquelles on aura

(;,' (111 uf = -h {y) -+- ;jt ^
''

L O — J'u),

;j- étaul la lunitié d un entier impair. ( hi aura encore

K étant un entier.

11 peut arriver aussi que la couriic K,- se décompose pour la \aleur singulière

de }; les résultats précédents subsisteront.

On oijservera qu'à chaque valeur singulière est attachée une période qui joue

un rôle particulier: toutes les périodes sont des fonctions de >' qui augmentent

d'un multiple de cette période particulière quand _)• tourne autour de cette

valeur singulière. C'est celle période particulière que nous avons désignée plus

haut par m-,/. On peut alors préciser la condition 4° on disant que quand r

tourne autour d'une valeur singulière, toutes les fonctions r, augmentent d'un

multiple de la période particulière qui }• est attachée.

Tout système de fonctions e, satisfaisant aux conditions i", 2", ô", 4''s'ap[)el-

lera un système de fonctions normales. A toute courbe G correspond un sys-

tème de fonctions normales; mais on peut trouver d'autres systèmes de fonctions

normales :

1" Les périodes forment un système de fonctions normales;

2" Soient Ai, A2. . . . , A„ les points d'intersection de S avec la droite

r = < ^ o; ces points appartiennent à toutes les courbes K,-; si af est la valeur

de l'intégrale u, au point A^, les af forment un système de fonctions normales.

En particulier, les «/ sont nuls, puisque Aj sert de limite inférieure d'inté-

gration.
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,"5. Formation des fonctions normales.

Les pOriodos w/,, sallsloni à (K's f((HiUiiiiis diUércnliolIcs linéaires à lociliclL-iils

ralionnels.

\ons amiMis

(il A,(io) = o,

A csl iiuc i'\[iirssitin dilléionlipllc (|iii csl l.i nuMiir pour

(>,,. (Oo,-, ..., 10;^,,/,

mnls (|iii dépi'iiil di' l'iiidicL' /. (h'Uo expression est d'ordi'e 2/^ e'esl-à-dire

ipielle contienl des dérivées de w jnscpi'à Tordre •>. p incliisiveincul. Los eoeJli-

eieul> sont des polynômes entiers eu ) ; le coelficienl dn terme d'ordre le plus

élevé ne peut s'annuler que pour les valein- singulières; de plus, une seule des

peiiodes cessant d'être liolomorplie en elia(pie valeur singulière (à savoir celle

i|Mc nous a\ons désignée par gj,, § 1), cliacune de ces valeurs est une racine

Il .1 l'i^ • 1
'^''' '"

1 .

simple, de sorte tpu' le coellicient de -t-tt s ecriia :

r/|. r/.. n,, elaul les dillérentes valeurs singulières. C'est donc un polvnome

de degic h . Il étant le nombre des valeurs singulières. De plus, les intégrales

de l'i'(|u:ili(ui (i) devant se comporter régulièrement pour )' =^ co , les degrés

des coefficients de cette équation devront aller en décroissant, do telle façon (pu;

le coefficient de ^7^ soil de degré // — ip + /. et le coefficient de oj de degré

A — 2/1— I ( et non pas /( — ! p) (
'
)

.

îNous av(Mis
i>

équations (i) puisque l'indice i peut prendre p valeurs

didérenlcs; mais ces équations sont étroitement apparentées; on passeia jiar

exemple de l'équation Ai(u) = o à l'équation A,(ùj) = o par une transforma-

tion simple (-); si l'on pose

(.)* = Ho w -t- H
I
-;- -t- \\i -r^ -(-...-+- !<-/'- 1

-

iIy ily- dy-P-^

les w l'Iaul lies f(ui(ti(>us lalicuiiiolles fie v t'onvenaMenient choisies et (pu'

w

('; D'une manière plus détaillée, tes racines de l'équalion fondamentale déterminante relative

à y = 00 doivent être o, — 1, — 2, . . ., — 2p -ht. ( R. G. )

(') Pour le voir, on utilisera les équations ( i> ) du |)ara;?ra|)lic II du .Mémoire prccédent (n;

tome, p. <j'>. ( 15. 0. )
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ïM listasse à A,(w) = o, <,,' siilislcra l'i A,(oj') = o. Léqiuiliou (i) csl ce (in'iiii

appelle Véquation de Picard.

Cela posé, considéroiis dans le plan des r les diverses valeurs singulières «/,;

joignons-les à l'infini par des coupures Q,; ne se recoupant pas muluellenienl.

A chacune de ces valeurs sera atlaciiée une période jouanl un rôle particulier

(celle cjui avait été désignée par w^,, § 1)- Celle période sera respeclivenicnl

désignée pour les intégrales «<i, «<_>, . . . , n,, par ct/,i, c7/,2, . . . , st//j.

Il s'agit de construire un svstèiue de tVinclions normales r,-; je dois dune

supposer cpie les fonctions c, resleni uuilornies tant qu'on ne (Vancliit pas les

coupures el que quand un (ranelut la coupure Q/ dans le sens direct, (', se

c liante en

/./, élanl un enlier qui dépend de /, , mais non de i. Soient alors ft|, Zf-j, . . . , /v,,,

les \'aleurs eriti(pics de la seconde sniMr. \ous satisferons aux conditions en

[losanl

^ esl la \arLahl(' par rapp(iil à lacnielle un uilègre; rn^,
^
est ce que de\ ieni ct/.,

i|uaiid <iu v remplace )' par ^ ; les A et C sont des coeffîcienis arbitraires. On

voit que l'expression (2) salislail aux condilions énoncées; coninn' ni/, es! une

l'onction holomorplie de \ pour ^ =«/,, c'est-à-dire à l'extrémité de la coupure

(^)/, (rappelons, en ell'el. ce que nous avons dit de 6Jo,-, § 1), (/deviendra loga-

ritliniiquemenl infinie piiui- )• = (//, ; elle sera infinie du premier ordre aux

valeurs criticpies de seconde sorte et se cumportera régulièrement pour toutes

les autres valeurs.

Il reste à voir ce qui se passe pour }' := 00. Remarquons que les entiers A ne

peuvent pas être choisis arbitrairement; il faut que, cjuand on décrit un cercle

de rayon très grand en franchissant toutes les coupures, r, revienne à sa valeur

primitive. Si les périodes de ?<,- sont toi,-, wo,, . . ., w^^, ,, on aura

r^kl

les \i.i.j étant des entiers. De plus, {^ji se changera en 'jiji+ ^Ji.j^i.j cpiand on

franchira la coupure Q/,- dans le sens direct, les v/,y étant des entiers. Quand on

franchira successivement dans le sens direct les coupures Qi, Q2, . . ., Q^, ces
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roupuros se sucrt-ihiiil chm> l'urilrc nu lo rciiciuilri' un crrclc du rayuii Irùs

iïrand. i',- su cliaiii;!'!:! eu

les p ùUiul lie-- cnlici^ (lu'il >"iii;il il l'Iudu'i': en |ir('nnri' Iiimi, cm aura

pi/= /i;J-i/'

( )ii aura cii^nilc

'^kj— =-1-1./ = \'-ki{'i'k+ -pt-i.mi);

par ces l'(lualillu^. les p dôpendeni il('> ciiliui^ indélerminés /. ot dus uniiurs

diHeriniiK's u. ul v: cv simr dus fonclii)iis linéairus ul liomogùnus dus uniiurs À.

Mais cuiiiinu i , doit ruvuiiir à sa valuur primitivu quand on a franchi les //

coupures. (Ul duvra avoii'

(3) P//.1 = p//.î = . • • = ,-A.î/' = o.

Ce. soni 2 /) ucjualioiis iinùairus auxqucllus lus /, doixuiil salistairu.

Si celte condition ust rcmpliu. u, usl i'onclion uniforniu de r dans lu voisinagi'

ilu V = X : du plus, uuttc l'onction rustu liniu; un ulîut. chacun dus termes de (2)

reste Uni sauf lus intégralus, ul eus intégrales nu peuvent devenir que loga-

1 illiini(]urnu>nl infinius, puisque mi,, ruslu fini pour \ 1= go . I.us turmes

logarithmitjues, qui seuls pourraient (hnenir inlini'^. (h)ivent se détruire, puisque

1/ est uniforme; donc c, est fini.

Les conditions (3) ne sont pas les seules que nous devions nous imposer.

.Soient r, . r.j, .... c.j les valeurs critiques de la |)remièrc sorte et supposons que

pour \= Cl: ou ail i3!,7,P,= o, les a,7, élaiil des rofficients constants: on devra

avoir poui' )' ^ t/,

(4) la,/, c, = o.

Supposons que les /. soienl des entiers satisfaisant an\ condilions (.îi: le-- rela-

tions (4) seront des relations entre les A et C.

Si le nombre des valeurs critiques île la première >orlu est plu- pelii (jne

yy(v + i), le nombre des relations (4) distinctes sera r/ /b/^/o;/ plus petit cpu'

/i[j \- \)\
I

ju di- n foilioi-i parce fpic les relations (4) peuxent ne pas être

toute- distinctes]. On peut alors satisfaiie à ces condition- d'une infinité de

manières, puisque les indéterminées A cl C sont au nombre de /J (,v + i).

On obtiendra alors une infinité continue de s3'slèmes de fonctions normales,

correspondant, comme nous le venons bientùl, à une infinité continue du

courbes algébriques ne constituant pas un système linéaire.
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Si, fil [larliciilicr, nous éi^aloiis liiii> Ji's /. ;'i zéri) (' ), les r, soroiil îles lonclions

uniformes de )', ne poinanl de\enir infinie^ (|mc du premier ordre aux valeurs

critiques de la seconde sorle ; elles seront donc raUoniielie.> ;
imus avons donc

une infinité de systèmes de fonctions normales ralionneUes.

Si le nombre de valeurs critiques de lu première sorte esL égal ày>(v + i),

les relaUons (4) seront, en général, distinctes; le nombre des indéterminées est

alors égal à celui des conditions; et nous aurons pour eluupie système di^

\aleurs des /. satisfaisant aux conditions (3) un >eul sjslènu' de fonctions

normales. Comme nous [louvoiis faire varier le> À, nous auron> une infinité de

systèmes de fonctions normales, mais cette infinité sera ifisciuil iiiiic. F,ii parti-

rulier, si tous les K sont nuls, tous les r, seront nuls.

11 peut se faire ensuite que le nombre des relations (4) étant égal à /'('J-h '),

ces relations ne soient pas toutes distinctes, l^xaininons, en [larliculier, le cas

(111 il n'y a |)as de valeur critique de la seconde sorte, cas auquel nous \crrons

plus loin que tous les autres se ramènenl. Si les relations (4) ne sont pas toutes

distinctes, il existe pour tout système cte valeurs des /. une infinité de systèmes

(te fonctions normales; en faisant la différence de deux quelconques de ces

svsièmes, on obtiendra des systèmes de fonctions normales pour les(|iiels tous

les 7 seront nuls; on aura alors

comme il n'y a pas de \aleiir irilique (ie la seconde sorle, on aura simplement

e/=C,, c'est-à-dire que nos fonctions normales se réduiront à des constantes.

Les relations (4) s'écriront alors 2a,7,C,== o et elles seront, par hypothèse, au

nombre de />, puisque v = o. Si elles étaient toutes distinctes, tous les C,-

seraient nuls ; si elles ne sont pas toutes distinctes, quelcjues-uns des C,- pem eut

être ciioisis arbitrairement; parmi les C,, il en existe alors qui ne sont pas des

combinaisons linéaires des premiers membres des relations (4); les intégrales u/

correspondantes, pour employer la terminologie de la fin du paragraphe 1 n'ont

pas de valeurs critiques de la première sorte. Il existe également des intégrales

qui n'ont pas de valeurs critique» de la [iremière sorte, si le nombre des

relations (4) est plus petit cpie /^(v + i). L'existence d'un systiinie de foiiclioiis

/lormafi's ndioiinelles se trouve ainsi rattachée à V existence d'intéi>rales

(') Oii voit aussitôt qui; l'on peut loujoui's Siitisfiiire aux équations (3) eu prenaiil tous

les ), nuls. (R. G.)

U. P. - \ I. 20
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ttcpoiiriiws ilr riilcii is ciilKllIcs de la piriiliric siiilc. an m'II-- (le la liii du

paragraphe 1.

Si t'iiliii le iiimildc ilrs valeurs erili(|ues de la jueinière sorle e>l plus i;rand

(lue /j( V -;- I I. il --eia eu i^eiieral, iuipossilde de sal islaiie au\ relations l^.\ ). Les

louclioiis iiuiiuales e(ui-es|i()udanl à de> \aleuis dnuuees des entiers /., ii'exisle-

roiil pas itn général el Idu ne |i(iuria li> lonuer (|ue pour certaines snrlaces

pari leulières salislai>aul . puni' aiuM dii'e. a des eondilidus aril liuiélupies.

( K>nsi(léi'ous luaiult'uaiil les expicssious A,(e/); |e dis (pu; ee sont des

liiiuiiiuis uuiloruu's de r. l'-u ellel. ipiaud l" déeril uii Cdiilour JeriiU' (pud-

eoïKiue. e, se change en e,-|-i2/, ii,- élaul uiu' période de (/,; A,(e,) se change

en A,(r,) + A,(£î,). Or, en vertu de l'écpiation (^i), A,(i^,) =^ o; tlonc A,(e/) ne

change pas. c o. f. u.

A,(e,-) resie liui p - les \aleurs ordinaires de v ainsi que pour les \aleurs

crili(pies de la |)reiuièi-e sorte. Dans le voisinage d'une \aleur singulière, nous

a\(ins

•',= ('*H- !/«/ (OA,-,

e,' étant li(d(uii(ir[die el les ni/, étant des entiers. Alors A,(e*) est holoniorphe;

A,(w/,/') est nul en xcrlii des ('(pialions (i); donc A,(e,) esl lioloniorplie.

V.n une \aleur eritifpu' de la seconde sorte, e, de\ienl infini d'ordre i: sa

dérivée d'ordre (/ (le\ienl iiilinie d'nrdre '/ + i et A,(i',) devient infini d'ordre

ij) + i.

Pour j' = 00 , e,- reste fini, sa dérivée d'ordre q de\ lent nulle d'orilri' y + i
;

d'autre part, dans A,(r,) le coelficienl de e, devient infini d'ordre // — ij) — i

,

cidui de sa dérivée
(f'^'""

devient infini d'orilre // — iji + '/; nous concluons que

A,(e,) devient infini d'ordre // — ip— i.

Va\ n'sunié. A,(c,) esl une lonelion rationnelle àv y el Vow peul (crire

où

<l = {y-b^){r-b,)...{y-b-,)

et où N/ est un polynonu^ entier Qn y d'ordre /< + (2/> + i) (v— i).

Telle esl l'éfpiation difl'érentielle à laquelle satisfont les fonctions normales i',.

4. — Introduction des fonctions abéliennes.

l'our Lien laire coiiipri'iuln' la ualiire du jiroljléine que |e \ env luaintt'nanl

aborder, je rnc reslreiiidiai d'ali(M'd à un cas particulier, celui où p = i el où.
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|)iir ((JU^L'CjuL'iil. les ii)nclioiis aljéliciuios i|ii(' ikmis iiiiriius à (•inisiii;cr se

l'ciliiiïcul ;ui\ loïKliuns elliptiques. iSmis navoiis alors qu'une iiilei;rale ii , cl

iMj " système » (le loucliuns normales se réduil à une seule lonclum (|n<'

j'appellerai r l'u su|)pnmanl I ^llll^^• ile\eiiu mutile. Xuus u'aiiri)iis plus (pic

lieux périodes 'jJi et oj^ qui scroul des loiicLious de y diJlniics par l't^'quation de

l'icai-d

(I) A(,o) = o

[(3quation (i) du paraj;rapiie |)r('ei''dent ]. tandis (jue la loneliDii nuriiiale e

satisfera à

(^-) ^(")=^

|c(piali()ii ( .) ) ilii parai^iapiic pi'cc(''dent ].

(
'.cla posL', considérons la rmiclioii p[ ii ) de Weierstrass ; (die dépeml. non

siMilemciil de rargumeni (/, mais des deux |>ériodes ojj et oii; : si nous v rem-

plaçons l'arguinent par la loncLion ikhiiiiiIc r définie par l'équation (:', l el les

périodes 2&J1 et ato.. définies en lonction de )• par l'équation t 1), la Iniuiiiiii di'

Weierstrass deviendra une fonction de ('

j)(i', w,, 0)2) = G(.r)

el c'est celle fonction (pi'il • at;il d'i'ludicr.

(^)uan(l ) tourne aulour d une \aleur singulière, les périodes se cliangenl en

d'autres périodes et c auginenle d une période. Dans ces conditions, la lonclioii

de Weierstrass ne cliange ])as. h,me (i est une ((inclion uniforma de y.

I'(jiir un piunl oiilinaire el m c n Csl pas égal à une période, (j est é\idcm-

iiiciil liolomorplie, et, de même, ces! une lonction liolomorplic de dans le

\oisinage de v = 00 .

Si ) ^ /^ est une Aaleur crilupic de la sec(uide sorte, nous \o>(his (pie e,

f.ii el fjij deviennent infinis, mais <.\y— 6), Wi()'— />), m.j(_)'— /;) restent

lidliimoiplies ; d(jnc

j)(c, wi, ,.i,) = (j — i)^|)fc(j- — b), fuiv — O), (-!.( ) — b)]

est liolomorplie pour y 1= // el mèiue s'annule; rappelons, en eflet, (jue la

roiiction de Weierstrass est lioniogène de degré — 2 en c, '.jj, «^.

Si ) = c est une \alciir crili(pic de la preiiiièic sorte, il arrive (pie i, '.i| el m.j
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iUlliiili'iil |Hili|- r 1^; c.
f — c y — c 1 — c

r(.'»lL'iil finis L'I, coiiiiiic un ;i

J^l-, (.),, Wi) =
(.'

1 / l' 10| (Oi \

— ()- \r — c r — c r — c/

(i r(.'ïlf uni.' tiinction iiiciiniiurplic de )'.

Si f l'Iiiil rj;;!! à nnc ])(''i'io(l(', l;i lunclion ilc \Vi'iei>Uiiss ni' m'i;i1i |)iiis uin'

loni'liun lioiuinin'|ilic de r. M) cl oj^.. iiiiiis une lonclion niéromuiplic, devcnanl

1 11 lime (I iii'clri' a.

Donc (i l'OSleiii cncuri' lonclion niéroinorplic de y. ijiic \,\ \:ik'iii' cnvisagi'-c

xiil (railleurs ordinaiic un ciiliquc.

il nous reste à reclierclier ce ijui se [lusse ;iu\MdeLiis singulières. Lu lonclion

de Weierslrass ne dépendant pas du choix des périodes, nous pouvons supposer

(jue a 'il] el atiii sonl préciséinenl les périodes qui dans le \oisinage de la valcnr

smiiulière considérée y = )„ sont de la lorine

K.»-)-
a r, \'— I

:L(.» — .lu), 0(.)-),

'!>()') el Ol l'I reslaiil Indonioi-plies [sans que 0(y) s'annule |; d'auli-c pari,

e sera fie la loriue

.,.^X.i(ZLL(v-,o),
2- v'-I

r* reslani liolouioi |dic cl / claiil un riilu'i'. Si nous posons a\ec Weierslrass

( cl'. FniDiulcs l'I iirt'jHisilinns jioii r rciii]>loi 'les fiiurtians cllipti<jues (
'

) :

h=e '"•; z = c -'"-
,

nous voyons ipic A (
)'

—

Ya) '• ^{y— ,)'o) " dcinçureni liolouiorplies el ne

>"aunnlcnl |ias pour v^J',,. Nous voyons, d'autre pari (/or. cit.. (dilioii

française, p. 'j T), que (-)
iî/H+ l)"-

r'(i') = e-'.»
''="' KX/(f), 3?(c) = -^if— !)'"/( ' ;^"'^l.

v'- 1

( '
) .... d'après des Icroiis et des notes inanuscriles de M. K. }VciersLrass, réiligtes et publiées

par M. H. A. SniiwARz, Inuluil de l'allemniul par M. Henri P.un-, Paris. Gaulliier-Villars, i8j4,

p. a. (R. G.)

(') Lu fonction i\\u: PoincJirc dcsififie par rs(v) tTesl. iiutrc (juc !.i loucliim ^A 1 des

Formules et propositions i rlaiis la dfrni^nr expression, v a le niOme sens que flans le Mérnuiro

(le Poincarc). (H. G.;
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K élnnl un facteur ronslaul. d'où

P('')
= — =

I&7

1^
0)1 ^^•-

(
j'écris r au lieu de h, pour conserver la nolatioii adoptée jusqu'ici, cl ji

désigne par i\' le r de Weiersirass, c'esl-à-dire ;^— j- D'ailleurs, on a

—-J^S'(c) = iK— iV"(2/n -i- i)/i
4~^ - ^- I

2(02

..
" V

J { C I =l'v
V— 1

Je di-; fl

1 /.

H élanl lioliuu<iiplie. ou an luoiii^ luciduiorpiie. Kn ellel . ou a

(^//i -t- II- /.

M élanl liolouiorjdie ; l'exposanl de )•— )„ est éi^al à - + ' + \-'l.in
;

l'expression enlrt' crochets esl un enllei-; el. rpu-ls que soient le sione cl la

valeui- de /., cet enlier est posilil. poni\n ipir /;/ soit sulTisamnu^nl grand en

\aleui' alisolue.
1 A

.Si donc iu)us niellons de côté le lacleur ( r— lo •" '. nous Vdvous cpu' hni-.

les termes de la série .3(i') soni liolmnorphes, sanl nn noinliri' lini (pii soni

uiéronior|dies. Donc H(ll esl niérDniorplic. ( )n deinonlrei ail Ac même ipu'

2 w±

v->
S'(0,

\" V-

-)-'"

soni (ic la inrinc
1 L

II étani méromorplie: l'oninu^ a ',);.=: Oi)-) esl lnil()nior|dic cl ne s'annule pas.

l'expression
'—~— esl méroniorplie. D'autre part, r^sWo d'après Weierstrass

\lor. fil., ;<(), p. 8. lorni. i loj] est une l'onction lioloniorphe de /('- (pour // = o')

el, par conséquent, de i' pour y=^r«. Nous devons donc conclure que pour

cette valeur, jj(i') est une fonction méromorphe de y.

Ainsi G reste une fonction méromorphe de >, même pour les valeurs singu-

lières. Elle esl donc méromorphe dans lout le plan et même à l'infini- c'est donc
une fonction rntionneUe de y.
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I.;i il»'i-iM'r |>;uilrlli' —- ol iiiisM une Idiiclimi (Idiihlcniriil iirricMllciuc de c

(lui ni' oliiuigc lias (iiiiiiiil mi irniiilarc le sN^Irnic do pciiodcs |imi' mi .svslî'mc

l'iMiivalonl. (^u di''m<iiili'i'i ail de la iiirnic niaiiii'ro ijuc c'est iiiir fcmrliim

ralidiincll»' de r.

Envisageons niaiiilt'iianl !(•> liens dt-rivécs parliclk'S

(^iiaiid r aiii;iiiciili' iriiiii' inTiodc. ou qui' l'un n'iii|>laci' It" sysiènu' des périodes

liai un >-\ ^lèiiii' i'(|iii\ali'iil . ces Irois dcriNccs Miliironl une li'ansformation

lintsiirr cl cida de lidli' lacoii i|iie

,' "'P '^P "'P

" 1 r/i' f/p r/b>i c/p </c'io (/|i

(3) < dy ilv dy //m, i/y i/fu

l d'y dp d'-h), dp d-m-j dp
f di- dv dy- dMi r/y- doi-i

deiiii'in-eiil imanaiils (
' ). ( )ii en conclul (par im raisonueuienl loul semblable

au prcccdeiil i que loules ces expressions soni des lonctlons ralionnelles de y.

l'iiiir la >econile d'entre (dk's, cela est d'ailleurs évident puisque c'est la déri\ée

hilale de p par rap|iori à )• et que p est une foncliun ralionnelle de y.

V.n coiiiliiiianl ces eN|iressions, on trouve (pie

, dp dp . dyi
ly 4- -t- -^'"1 -r- -*- ^"2 -r-

fiy //to, f/i'i.,

est une luncliiiii lal luiiiudlc de v. ^^r A'.)| l'I A'.^, smil nul-.; en \ei'lu de

, , . 1 - A dy
e(|iialion

I I I, cetle e\|ii'essi(iii se leflnil ilonc a ac -—

Nous saxiciiis d('|à ipie les deux lacleiirs Ae |eii xcriu de ['('(pial ion ('.)] cl -'-

sonI des lonclioiis ralionnelles de )'.

Passons niaiiileiKinl au cas f;énéral on le i;('mc /i (K's C(jurbes J\ , c>l plus

grand que i

.

(') Pour l'ct.'iljlir, on utilisera Ir ilévelopiiemenl i;n série double de jic, développemeni i|iii

converge uniformément d.uis toute région hornée du pliin cet pour <R / -r-^
j ^ a > o, ainsi

i|ue les dcvcloppcmciits de ses dérivées partielles, calculées terme à terme, par rapport à c, à w,

el il I».; on se servira, en outre, de la convergence absolue des développements. La première

ries trr^iis relalion-, d'iiivariarn i- résulte d'.'iilleiirs de la formule d"lionin;.'éiii'-ité.
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Nous nous servirons (K's j)ro|)riclcs des loncLioiis lulcriiiéihairos ^^loacllo^ls

fie Frobenius) (') el nous en uiilisorons, en parliciilier, quelques-unes que j'ai

(lénionlrées dans VlmiTii<iii Jourinil nf Malhctnafics (l. 8, i8S(i, p. ''-89) (-).

Soil w/,, la /,''"" p(jriod(! de la /''""' intéf;rale. Il existera entre les périodes de

deii\ intégrales quelconques une relation hilinéairc

(4) '^i'-'Hi. ">&/) = O

Irlle (pie le premier laeinluc <1>, liiK'aire el homogène, tant [>ar rapport à

M,,-, M,;, .... (0.>/,.,

(|iie par rapport à

'></• ")2/ w;/'./,

change de signe quand on permule '.i/, lucc 'ii/y. Si l'iui prend, en partirulier.

les périodes normales, eelte hjnelion «l» [ucnd une lorme partieuli('rement

simple. Nous aurons

(4 ''") 'I' = 7, (("/./")<- -/'./— "/../'U+/).;) == "
/, = !

Considérons ahjrs une Idiulniii iiileiiiK'diaire ; e'esl une lonctitui enli(''i'e II

(h' l'i, To, . . . , V/,. qui est multipliée par nue exjionenlielle quand les \,iilahles

augmenleni d'une période, de siute ipie

II(i',-l- (0/,) = e''i ll(c, 1; P/, = i:,a/,-c,-l- -;<-.

Nous posei'nns. d'aiilre |iail.

Sa = ",'/, loti, eu-/.

Les cpianlilés •'/, et O/, ne sont iH ideiiinieiil delermiiiées (pi'à un niulliple piès

de 27:^ — I . Nous envisagerons eiisuiie les condnnaisons

Nous supposerons

(5) *„=2w.-v/^^, 'I>//=o (i>j);

la fonrtiou intermédiaire sera alors dite d'iu-dre /;/ ; une fonction intermédiaire

du premier ordre est délenniuéi' à un lacleur constant près quand (ui cdunail

(') Au sujet de la tliéorie des foiiclions inlertnédiaires, it faul signaler les Notes dr

G. Castelnlovo [.4<<j /?. Ace. Naz. Lincei. ( ftendic), t. 30, 1921; notamment la première,

p. 00] el les Leçons de M. F. Coxforto, Funzioni abeliane e matrici di Riemann. t. I. lihr,

ilell' Univ. di Roma, Città Universit., 1942-X. (R. G.)

(-) i'oir le tome IV' des OEuvres de /fenri Poincaré, p. 3i.s.
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so> imilliplicMlrMi • '''. I iiic loiulioii iiilcrméiliaiic du prciiiit'i' didif est pain'

DU iinpau'i' i|iiiiiul lous Ic^ O/, xmi (j;iui\ ii <> (ui à -
\ — i. Pour des valeur.s

dûunées des coofficicnls a/,,, il v a donc ?-'' Imulions iuloiinédiaires du premier

ordre paires on iiupiiii-cs.

Si non- lUMlliplinus lit Uiiiclioii iiilcriuédiairc II par une cxpouentielle e",

où Q o>l uu polynôme homogène du second degré par rapport aux c,, nou.>.

auron- une luuivelle fonclion intermédiaire II' pour laquelle les ^,y et les o/,

seroni le> mêmes. On pourra disposer du polynôme Q de lelle laçon que les a/,,

>"annuienl pour toutes les périodes de la j)remiôre série, e'esl-à-dire pour

L-^ji. La tonction II' est alors nue Icuielpon W. mars nous nous ixu'iu'rous au\

louelious pinres ou impaires qui sont au noinlirc de >''!'. l'anni ces (onctions t).

il V eu a une (pu est la fonclion proprenicnl dile el (|ue uous désignerons

iiar ()„ pour la diisliiiiruei' des anires; c'csl celle ])()iir hupudle lous les 3/,

M)nt luiis.

Nous envisagerons uiaiiileiiaiil les loiiclioiis 11 nui soûl les dérnées partielles

du troisième ordre (par rapport an\ i ) du logarithme de l'une tles fonctions W

i\\\ |>reiiiier ordre paires on impaires ('). Ces ibirclions II sont donc air nomhre

de ' '^ Lii_II__ .1 -v pnisqii'il a a ''.-'' ionclious LW el nue chacune d'elles a
(>

11. 1

/> ( c -t- I > ( y; -H 2 ; 1 , . ] ,
•

,

Ii—-C
-r--^ (leriM'es dn lioisieme onlre.
6

i" Une dérivée partielle dn Iroisièine (udre du logarithme d'une fonction

iiiter'médiaire drr premier' oidre II paire on impaire est égale à l'une des

louelious II. On a. en ellet,

lose = logH — Q,

() élanl un ixihnoiiie dn siTond deuri' el Iciule deriM'e troisième de () est

nulle.

2° (^iiand lin aniiineiite les r d'uni' iiiM-rode. les TI ne cliangent ]ias: car

logW augmente de 1*/, dont h's dérivées troisièmes sont nulles.

')" Qii'arrive-l-il maintenant quand on remplace les périodes par un sys-

tème de périodes normales équivalent? D'abord les (b/j ne changent pas

(hj'-. cit.. ]i. .^''-V); de plus, si la fonclion intermédiaire ('tait paire ou impaire,

elle conservera ce caractère: si 1rs iincieiis o/, ('taienl Ions égaux à zéro ou

à 7ry/—-1, il en sera fie miMne des ininveaux o/, ;
mais il u\ a aucune nécessité à

(') Ces foiitlioiis sont iJes génénilisnlioiis ili- In l'oiictiun ji'f. (H. G.)
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rc que chaque nouveau o/, soil égal à l'aiicieii O/, coirespondanl. iNou» en

concluons que les différentes fonctions II s'échangent simplement entre elles,

une dérivée du troisième ordre du logarithme de se changeant dans la dérivée

partielle correspoudanlo du logarithme d'un autre (-).

/j" Si nous faisons suhlr aux r, une substitution linéaire, et en niéint' temps

aux périodes to/,, la substitution linéaire correspondante, et aux «/., la substi-

tution contragrédiente, de telle sorte que -a/,,r, ne change pas, la fonction

intermédiaire H définie par les r, les co, les a et les à ne changera pas; il en

sera de même de son logarithme; les dérivées partielles de i-e logarithme (et.

en |)articulier. les II correspondants) subiront une transformation linéaire

(Contragrédiente de celle que subissent les produits de trois facteurs égaux à

des i'i, distincts ou non).

Si, par exemple, r, est multiplié par r. les fo/,i multiplies par c. les a/,i

divisés pai' r. Ic> foiielions II représentées par

seront respectivement uiullipliées par

I I I

.. j „ ' '
I

, • • •
•

C" c- c

Cela posé, je suppose que l'cjn remplace les co/,, par leurs \aleurs en fonction

de y et les e,- par un système de fonctions normales de )•; une fonction II va

devenir une fonction G( -)') qu'il s'agit d'étudier.

i" Lorsque )' tléeril un eiuitoiii- frruié, les r auguu'nlent d'une pi'rujde; le

svsième de périodes est remplacé pai' un système équivalent. Dans ces condi-

il(uis. les fonctions G peuvent seulement s'échanger entre elles. Je précise;

convenons pour abréger le langage, de dire que deux fonctions G = 11 appar-

tiennent au môme systcme quand elles dérivent de plusieurs log0 différents

par le même mode de différentiation; et qu'elles appartiennent au même groupi'

quand elles sont les diverses dérivées partielles d'un même logô. Alors les

fonctions G d'un môme système s'échangeront entre elles. Donc loufe /o»c//o/i

<yinétri(jne des (h\-c]sfs foiicl iaiix (i J"«// iiiriiic syslèinc l'sl une juni-lKiii

uniforme de y.

Pour une valeur ordinaire de i'. les G sont des fonctions uii'r(jnior|>lies de j'.

H. l'. — VI. -il
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Pour une valeur critique de la seconde sorte _)'^^ A, les produits (',(r— b),

oja-,( r— b) restent holomorphes; donc

"(';. fU() = (.)-6)'n['',(.r-i), wx,(.r-/.V|

reste nieioniurjilie.

Pour une valeur critique de la première sorte y = c, telle que ia,i/= o, on

i'era un changement linéaire de variables, de telle sorte que (''j = ia,t', et que

les autres v\ soient des fonctions linéaires quelconques des v. Nous ferons, bien

entendu, le même chani^emenl de variables sur les w/,,. de telle sorte que, par

exemple, co'^. , = 2a,- w/,,-.

Alors les n(i',, w'^.,.) seront des fonctions linéaires des Ilir,, &j/,,) el inver-

sement. Je mettrai en évidence v\ et ti/^ en écrivant

l'indice / prenant les valeurs 2, '.\, . . . . p; dans ce cas. r', el ',/, s'annulent pnui'

) ;= c, mais —— et restent tinis. Alors :
-' r — e r — c

ii(^'„ '•;; <^;u '0',,)= ^—^ii(-^^, .;, -^, c,y,

(où /. r:=o, I, 2, 3, selon le système de fonctions II que l'on (Muisidère) reste

encore méromorphe. 11 en est donc de même des II.

Il nous reste à examiner le cas des valeurs singulières ('). .Soi I j' = y,, une

de ces valeurs; dans le voisinage de cette valeur, on a

'•;=4'i(7)+ ''"!i— '^(.1 — jn), ^'Hi='!^uij)-i ''*,— L(.)- — .r.i),
•.' ;: y — 1 2 - v — I

les 'i élanl liolumorplies, ro, étant la période qui est attachée à la valeur singu-

lière au sens du paragraphe 2 el qui est une fonction holomorphe de )', les / et

les /./; étant des entiers. Comme nous avons vu que nos fonctions G d'un même

système se permutent simplement entre elles quand on remplace les périodes

par un système équivalent de périodes normales, nous pourrons adoptei' un

quelconque de ces systèmes équivalents el il sera toujours possible de le choisir

( '
) On peut simplifier l'étude des valeurs singulières en observant que le problème d'inversion

de Jacobi peut être étendu au cas où le plan y = y^ est tangent à la surface, les propriétés

d'unicité et d'algébricité subsistant. [ Voir F. Seveui, Atti ft. Ace. Naz. Lincei (Hendic), (5),

t. 30, 1921,. p- 377; Funzioni quasi aheliane I Pontif. Acad. Se. scr. vnr.), t. i, n" 2G. p. 83-87].

(R. G.)
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de telle façon que w/=coi,; dans ces conditions, tous les ^;, sont nuls, à

l'exception de ^p+i qui est égal à i . En effet, la forme

Si ( (1)/.; Uil.^pJ— bil,+piU)lc/ )

ne doit pas ôlre altérée quand w/,,- se change en w/,,+A/,toi,- elco/.y en to/,y+ X/.cojy,

ce qui arrive quand y tourne autour de yo', et cela exige que tous les X/, soient

nuls à l'exception de ).p+i. Nous voyons ensuite que, quand la valeur singu-

lière j'o correspond à un plan langent ordinaire, ce que nous supposons, il

existe toujours une période ( coniliinaison linéaire des u/,,) qui augmente dero,,

ce qui exige Âp+i = ±'- Enfin, nous supposerons /.^,_^, = i , car, si /,/,^i étail

négatif, il suffirait de ciianger ro, en — ra,.

Nous allons inainUmanl effectuer un cliangenieni linéaui' d<' \arial)les en

posant

(G) (;= Sï/yt'/, M'/;i= ZaïjM/,/.

Dans ces conditions, les 11'^ ll(r',. , fjj),,) seront des fonctions linéaires des

n(t',, w/;,'j el les coefficients de ces fonctions linéaires seront des fonctions

méromorplics do y, si les coefficients a,/ sont eux-mOmes des fonctions méro-

inorphes de y.

Gela posé, nous pouvons clioisir le changcmcTil de xarialiles (H) >\c Iclli'

sorte que

les coeificieuts a,y seront des fondions niérouiorphes de v, puisque tous les w/,,

où l;^ji, et même généralement tous les o)/,/, sauf 'jj,,+ i.,, sont des fonctions

liolonioiplios de y ('). Nous écrirons alors :

l'i = S »(, I-,', !'•> = S/h,:,-, P- =- 2 «t,»u- ''';/.

et où ("-)

i" 2/»], :J//io, ..., a///,, sont des entiers : a////, étant soit toujours pair,

soit toujours impair, suivant la valeur des O/., c'est-à-dire suivant celle des

•2-1' fonctions que l'on envisage;

(') Les a sont lioluniorplies, car |j o)^., ,]
— o, ht valeur singulière pou\iint èti'e supposée non

critique. ( lî. G. )

(-) H est aetuelleirient une fonetiiin il'oidre 'i. (R. G.)
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a° Les £, sont égaux ;i o ou à Try— i sul\;uil celli' des >.>' l'onclions () que

l'on oa\ isage.

;V On ;.

(la- = au = t'i\.^f,j — w;+/,.<..

Tous les to](, sonl des lonclions liolomorphes de y sauf penl-LHic les ',)_, ,; de

pin*;, to'
, ,. est égal à une tonclion Intloniorphe de >', pln>

..::V'-I

.Mais où',,.= o pour t'^i; donc tous les «,/, sonl fonctions holomorphes de y.

sauf «Il ; mais c"" est une fonction liolomorphe de y cpii s'annule pour y =^ )„•

De mAine.

esl lioKiMiorplie en )' si i-J- i ; et l'exponentielle e'» est liolonioiplie ou inéro-

uiurplie l'n r. divisible par (y— J'o)^'- Chacun des termes de esl donc égal

au produit d'une fonction holuniorpiie de y . ne s'annulani pas pour y r^ ^o.

tinr le fnrirni'

l.'exposanl /// 1 / + /// j ni' peut (''Ire négatif que poui' un nombre fini de \aleuis

dr /// 1 ; de plus, si l'on rliange ni
x
en in^ + i. d augmente de /. + iii^ -\—

•

.Si donc ;>.//(! esl pair, il augmente d'un entier plus-; si >.)n^ esl impair, il

augmenic d'un enlier. Si o.///, esl impair, tous les termes sont donc égaux à

une l(jin;liiHi lii)lumorplie ou uierciindrplir multipliée par (j'— Ynf *• -^i 2///1

esl pair. iK siml ('gaux à une fonclimi bolomorplie ou méromorplie multipliée

1

y. -t- - , ,

par
(
)

—

Yii)
"' ou \y— }'«)''• Donc, (piand )• tourne autour de j'o, dans le

premier cas la fonction esl simplement multipliée par un fadeur constant;

diiji-- le >cciiiid cas. deuv des fondions s'échangent entre elles, à savoir celles

qui difl'èrenl l'une de Tiiutre par le cliangemeni de \al(Mir de £i. Ce sonl en tout

cas des fonctions .algébroïdes.

Les mêmes raisonnements s'appliquiu-aient aux dérivées partielles des clifîé-

renls ordres des fonctions prises par rapport aux c', ; chaque terme se déduit,

en elli'i. du hu'ine correspondant de la fonction en le multipliant par un
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lacleur CdiisUml ne dépenilniil qiu' des entiers m. Il résulle de là que lesIl'sDiil

des fonctions «tlgébroïdes de y pour Y=zy„ et que, quand y tourne autoui-

de y„, les l'onctions d'un même système s'échangent simplement entre elles.

Cela est donc encore vrai pour les II, qui sont des fonctions linéaires des FI' à

coefficients méromorphes. En résumé, nous voyons que, pour toute valeur de )",

les n sont des fonctions algébroïdes de y, susceptibles seulement de s'échanger

entre fonctions d'un même système. Toute fonction symétrique des fondions

n = Ci d'un même système est donc une fonction méromorphe pour toutes les

valeurs finies ou infinies de y. C'est donc une fonction rationnelle de )•. / m-

quelconque des fonctions G es/ donc une fonction algébrique de y.

Nous pouvons étendre ce résultat au cas où l'on remplace c,, non plus par

une lonction normale de )', mais par la moitié d'une lonctiun normale. Il n'y

aura, en effet, rien de changé dans l'analyse précédente, sauf que /. au lieu

d'être un entier, pourra être la mollit; d'un entier. Si alors nii se change eu

nii + i, l'exposant ini'/.+ -ni'\ augmente de >. + ///i+-; si alors /, esl la

moitié d'un nombre impair, c'est quand a/îi, esl pair que noli'e exposanl

augmente d'un entier et que la fonction se reproduit à un facteur ((uisiaul

près; et c'est quand 3 7«i est impair (pu; cet exposant augmente d'uu cutitM-

plus - et que la fonction s'échange avec une autre.

Il |)eul se faire qu'une fonction (1 soii non seulomeni algébrique, niais

ralumnelh; en )'; c'est ce qui arrive, par exemple, si e, est la moitié d'une

fonction normale pour laquelle tous les À soient impairs et si ( dérive d'une

fonction pour laquelle tous les 2///, soient pairs.

On remarquera que le fait que le système de fonctions normales i', satisfait à

la condition ia,r,=:o pour une valeur critique de la première sorte joue un

rôle essentiel. Le théorème ne seiail plus vrai si l'on remplaçait dans les H,

les r, par un .système de fonctions satisfaisant aux mêmes conditions qu'un

système de fonctions normales, celle-là exceptée.

5. — Classification des courbes.

Considérons un système de fonctions normales e,, formées par les procédés

du paragraphe 3. A ce système correspondra-t-il toujours des courbes algé-

briques? Il existera toujours sur chaque courbe K, un groupe de p points et

un seul : Mi, M2, . . . , M^, tels que l'on ait

(',- = (// -I- tl.f -H ... -H /({',
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r, l'ianl 1m loiulioii iiDiiiiiilc cciiisiilérûc et f<, l;i miIimu- ilr riiiU'malc ii, aw

[loinl M/,. Quand ou leni varier r. Iimim'iiiI)!»' de ces jxiinls eiigcndrora une

iiiurl)e C; reprenons les poinls A,, A^, ..-, A„ d'interseclion de S avec la

droite -(•=<== o et soit rtf la valeur de it i an poini A/.. Rappelons que, d'après

nos conventions, a] est nul.

•le lue propose de rechercher eouibieu (h' lois la courhe C passe en A/,, c'esi-

à-diic puni- eiimlneii de valeurs de }', l'un des poinls M/, vient en A/,. A cet

l'Il'el. je ra|i|i('lle le llieiirème de Uiemann ('^; d'après ce théorème, on a

(j) Hu( "/ -+-»/ + ...+ u'/^' — /(/ ) = o,

()„ elaiil la Iducluiu () diiiil Ujus les ô sont nuls, les «,/ élanl les valeurs de (//

eu ji — I |i()ints cpu'loonques de K,- et les A, des constaiilcs (ne pouvant

dépendre (pie de v). De plus, on a

(2) u} + ;/,- -I- . . . -t- ufi'-"- = i/ii,

les II- représeulaul celle lois les valeurs de «, aux a/j— > pniuls iriiilei>ecli(^ui

de K, avec une adjoinic ipieliducpie d"()rdn' // — .'5, les pninis doubles étant

laissés de côté.

En cliacun des poinls doubles, ou -a deux valeurs de u,-, correspondant aux

deux brandies de Iv, qui se coupenl au point double. Je désignerai par c?,- la

somme de toutes ces valeurs de a,, dont le nombre est douille de celui des

poiul-, diinbles. Amis remarquerons que les c// lormeut un système de lonctious

iKiriiialo. En efl'et, nous avons vu au paragraphe 2 qu'à toul(> courbe algébrique

tracée sur la surface correspond un système de fonctions normales; il sulTil

d'appjiquei' ce résultat à la courbe double de la surface S.

lin vertu du ihéoi'ème d'Ahel, la somme des iif est une constante pour les

poinls d'intersection de K, avec une courbe d'ordre m cjuelconque. Appliquons

à ih'ux courbes d'ordre // —^3, à savoir une adjointe d'une part, et d'autre part

/i — .;') lois la droite ) = < = o. Cela va nous donner

II' -h Uf -i- . . .-h II'}'' ' - -h r/i = (il — 3 ) ( «,' -(-«," -I- ... -
:

11^' ),

les //, elaul ceux ipii (igiirenl ihins le premier iiicnibre de (>,]; on aura <hjiic

2/11=1 (n — 1)1 cif — c/,.

Comme les a: et les di soni do iondion» normales, il en sera de même des .i/i,.

C) Voir \j iiiitc (') df ta page 109 [ùqualion (^) (p. iio||. ( |{. G.)
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Pour que le point M^,, par exemple, vienne en A/,, il faut que

vi— af = «,' -I- ?(,? H- . . . + u'I' '

,

d'où

Or r,— «'— //, est la moitié d'une l'onction nonnule. Or la l'onction 0o ne peut

s'annuler, sans que son logarithme devienne inlini, ni, par conséquent, sans

(pic l'une au moins des dérivées partielles du troisième ordre de ce logarithme

devienne infinie. Il t'ani donc que l'une des fonctions G devienne infinie; or

les G sont des fonctions algébriques de y] elles ne pourront donc devenir

infinies qu'un nombre fini de fois. La courbe G ne pourra donc passer par A/,

qu'un nombic fini de foi^, soit qi; fois. Elle sera alor-, une courbe algébrique

de degré

p + qi + qi+ -- -^ q,i-

\a\ courbe algébrique G t'xisle loujours; elle peut dans certains cas se leduii-e

à un cerlain nombre de fois les points A/,, ou encore à des périodes. Je renvoie

au Mémoire cité des liinales de l'École Noi inalc pour l'élude du cas excep-

lionnel où la courbe G ne rencontre le plan - = const. (pi'en y>— i points

mobiles {loc. cit., p. 83) (').

La courbe G lelle que nous venons de la définir est entièrement déterminée;

mais à un uiémo -,v stèiue de fonctions normales correspondeni une infinité de

courbes algébricpies rencontrant le plan - = const. . en plus de /v points mobilo

(tandis que G rencontrait ce plan en// points mobiles seulement).

]\ous dirons que toutes ces courbes appartiennent à une même JainiUc.

Mais cette classification en familles n'est pas une classification naturelle.

Supposons, en efl'et, que l'on change d'axes de coordonnées de telle façon que

la droite y z= t ^ o soit remplacée par une autre droite D. La fonction c, est la

somme des «, pour tous les points d'intersection mobiles de la courbe G avec

un plan passant par j- = f = o. Les points d'intersection immobiles, c'est-à-dire

les points A/, n'entrent pas en ligne de compte. Mais si l'on remplace la droite

yz=t^=o, qui rencontrait la courbe G un certain nombre de fois qu en A/,,

par une droite quelconque D, cette droite ne rencontrera pas G en général.

Soient alors e, les fonctions normales correspondant à G et à la droite y= <= o;

(') KoiV ce tome, p. ii5 (R. G.).
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Miiolil i\ l('> tniicliiiiis iKiriiKili's ioii'i'S|u)ii(liiiil m (". cl à hi didilc I). L(iis(|U(' 1)

sont inlinliiUMil \iil>iii de )';=/ = o, i'| ne sera pus lalinimciil Miism ilc r, iii;ii>

l>i(Mi (il' i-,+ ltji,ii';.

IVnii aiilrc côti' r, iiOl (Iciciiiiiiic qii à uik' [icriodi' j>iî'>, de surle que li'S

deux systèmes de loiicl ions ii()ini;\li\s r, (^1 (',+ ''>/,/ correspondent à la même

courbe 0. (.ida iiuiis aiiièiu' a sidisliluer à la classification en taiiiillc une classi-

fic aiioii iMi r/dssi's tjiii scia celle lois une classification naturelle.

l 11 système <lc rnuclioii^ uminalcs es! caracicnsé par rcnseinlilc des

enticr.s /./, qui correspondent, d'après le paragraphe 3, aux dlllérenles valeurs

singulières )-^=)-/,; parmi les tonctions normales, nous disLinguerons les

pt'riodes ci/, et les fonctions aj qui correspondenl aux points yV,; soient alors

;jty/, et n'n les entiers /./, relatifs respectivement à wy, et à «J. Soient deux

s^'slènics de fonctions normales caractérisés respectivement par les entiers /,/. et

par les entiers 1\. Les deux systèmes et les deux courbes ('. correspondantt^s

apparlicndriuil à la iiicinc famille si l'on a

'A = '-'/, ;

ds apparl iciidroul à la luéiue classe si

À* = À'x- -h S m/'j/n -h y: m) fiji,,

les ni cl les m' étant des entiers. IViur les aulrcs détails sur la classification

des courbes algébriques, le nombre des courbes primitives et la manière de

déduire toutes les courbes des courbes primitives, je renverrai an Mémoire cité.

On peut se demander ce qui se passe quand on fait varier la droite D d'une

manière CDiiliuuc. Les valeurs singulières (-orrespandcnl aux plans tangents

menés par D à S. Deux de ces valeurs s'échangent quand l) lourne autour

li'unc position I ') où elle est tangente à la surface S. En même temps, deux

des points A/ et, par conséquent, deux des fonctions aj s'échangent également.

Qu'arrive-t-il alors? L'entier //. qui d'après le paragraphe 3 est attaché à

chacune des valeurs singulières )/, dépend de deux choses : i" de celle des

déterminations de c, (pie l'on envisage; a" de la forme ou idulTil de la dispo-

sition relative des c(Mi|)ur(^s ()/, que dans le paragraphe 3 nous avons menées

de yi, à l'infini dans le plan des )-. Ouaud la droite I) se déplacera d'une

manière continue, le nombre À/, demeurera constant; mais en même temps nos

coupures se déformeront et leur disposition relative pourra changer. Supposons,

(') Au sujet du sens à donner à cette locution, voir la Note (') de la page i6 (R. ('.).
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par exemple, que clans la situalioii initiale les cuiipures Q/, soieni recliligne-s,

el dirigées suivant le prokingeineni du rayon vecteur qui \a de Furigine à )'/,
;

dans une position ultérieure, les coupures Q/, auront cessé d'èlre rectilignes,

el si on les remplace par de nouvelles coupures rectilignes Q), allant des

udincUes valeurs singulières à l'inlini siiivanl le |irolongement du rayon vecleni-

qui vient de IVu'igine, il pourra se taire (pie les nouvelles coupures Q', ne soieul

pas équivalentes aux anciennes coupuies ()/, cl que les entiers À'^. relatils aux (^|(

ne soient pas égaux aux "/./.

Soit D|, une position singulièic de la lIiiuIc IJ, c esl-a-dne une poMlmu leile

ciue D„ touche S; nous supposerons que D lourne auloui- de !)„ en sen écailanl

très peu; alors deux valeurs singuhéres )i et )•_. reslenuit 1res peu tlilléi'entes

l'une de l'autre et vont s'écbanger eulie elle^. l>es coupures Qi el Qj priinih-

\ ement rectilignes vont se déformer d'une manière continue et seront remplacées

|)ar des coupures curvilignes aboutissant, la première à y^: la seconde à Vi

puisque ces deux valeurs singulières se sont échangées. L'examen de cette

déformation inonlrerail cpie les entiers /.] et ).-, se sont échangés et comme la

couriie (
' n'a pas dû changer, ou doil ('(inclure (pie '/,z-'/..,. Cciiuiiic. eu

général, en iaisant varier D d'une manière ((iiiliuue de (açon à ramener cette

droite à sa posilum initiale, ou peut passer d'une valeur singulière à une autre

\aleur singulière quelconque, on pourrait être tenté de conclure que tous les À/,

sont égaux entre eux. Ce serait une erreur; les entiers /. relatifs à tleiix coupures

rectilignes aboutissant à deux \aleiirs singulières sur le point de s'échanger,

sont égaux; mais en faisant vai-ier I), il arrive que l'une de ces valeurs, y-, par

exemple, soit sur le point de s'échanger avec une troisième valeur singulière i';i ;

les coupures Q/, ne seront pas restées rectilignes et si nous les remplaçons par

de nouvelles coupures rectilignes Q'/., les valeurs des entiers À se trouveroni

inodiliées. .Si alors ?.) et X., sont les entiers relatifs à Q2 el à Q;,, ).'.-, et ).', les

cnlicis relalils à Q'^ et Q'., ou aura, non pas /.,=z/..., mais ?,,, = X',. Une étude

plus di'Iaillée des varialioiis de ces culiers pourrail présenter cpielciue intérêt.

6. ~ Équations des courbes C.

l'iuir hiriuer 1 équation de la ((uirhe (
', (pii correspond à un svstènie donné c,

de fondions normales el qui coupe K, on p points variables, on peut employer

le procédé suivant.

.Soient P ^ o, Q^o les équations de deux plans quelconques; soieni M,,

H. P. — VI. 22
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M-., .... M/, U's /; points d'inlei'seclion mobiles de ('. cl do K, : soiciii I', l'i (_>,

lo.s rosullats dv la .suhstilulioii des coordoiiiiccs de M, diiiis P cl (hms (); ikuiv

L'uvisajîi'rons io produil siiixiiul :

Q.Q----Q,.
= H(.)-, C).

( .'csi une loncliuii s\inclrH|uc des c(Hii'(l<iiiiiccs de M[, M.j. . . . ,V[^,, ctcuiiiiiic

les coofficieiits des deux polMioiiics I' cl i) soni nihilraircs. Umles les aiilrcs

Iniiclioiis s\ iiH'Iricpies peinent .s'en déduire. ( .e |)roilnil H( )•. (]) est évideni-

nienl une lonction dey. et il dépend aussi de la courbe C.

Soient H|, lij li„ les points (rinlei'seclion de P ::= o avec Iv,; soient Ci,

( '..j ( ]„ ceux de (.) = o avec K, . Soient bf et cf les valeurs ^{^\ l'intégrale '/,

au point B/, cl au point C/, : on aura en vertu du théorème d'Abei

(3) sèf = i:c/' = i:«|.

Considr-rons l'expression

iie„(f, /',)

= G( r, C).

( )u a. hii'u cnlcndu. c, :=»/ + ?// + ...+ (/f et le [uoduil indiqué par le

si;.;nc II doll (Ire clcudii à tous les Of pour le niiinérateiir. à tous les r/ pour le

diiKuniiialeiir. Si l'on considère pour un insianl y comme donné, et qu'on

lasse varier la courbe (J, c'est-à-dire les [joints Mi, Mo, .... My, sur la

courbe K,, on voit quelle est la condition |)our (pie G s'annule lui devienne

infini; il s'annulera quand (*) :

c,-— bf = II) -h i/J -^
. . . -+- i(l'r\

c'est-à-dlrc (piand le |)oint M,, xiendra en H/,, c'est-à-dire ipiand l'un des

points M coïncidera axcc l'un des points H, c'est-à-dire quand l'uii îles I',

s'annulera. De même, (i deviendra infini quand l'un des Q/ s'annulera. Donc (i

f
'

) La fonction Sj étant paire, %„{v^— b^ — /i,) s'annulera en même temps que H„f /<f
— c,^ /i,

)

c'est-à-dire en même temps que

u,(B,)-2]",(M,J-

/=!

li'aprcs le tliéorémt de Riemanii rappelé plus liaul [ce tome, note (-) de la page 109', cela ne

peut arriver que si B, coïncide avec un des JA.{j = 1, ..., p), à moins que les M^ ne forment

up groupe spécial, auquel cas fcl„ est identiquement nul. Mais on peut écarter cette éventualité

(voir ce tome, p. )i5). (R. G.j
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cl H ilc\ionin'ut nuls ou infinis eu môme temps; donc ils ne tlill'èrent que par

uu laeleur conslanl. On a floue

H(.r, C) ^ ll(.r, Co)

G(r, C) G(r,C„)'

(10 étant une autre courbe; nous prendrons une euurije se réduisani à p lois le

point Al, de sorte qu'on aura pour (',„

c, = pal — o,

Po et ()„ étant les résullal^ de In Mdi-.lilnliiiu des eiMudounét's de ^1 dan^ I'

el (). .le me propose de monhiT que m les e, muiI des (onctions iminiides, le

rapport

H(.)-, t'O G(j-, C)

lI(.V-„, r.) (W Jn. "'.1

esl une (onction lationnelle de j; je dis d abord que e est une (nncl kju uni (orme

ào. y; c'est ce que l'on voit immédinlcmenl, en se rappelani (pi'il est éyal à

I', l'

ilrii

UIOI

(j'esl d adjeiu^ une liuielion ali;cbi'(]ïdr de ) : l'U l'ilcl. il i'>l éj.;al à

IIH„( ij—h'; — /t, ) Hn(— c'; - hj

}

_

lie„(r,— cf— /(,)«„(— 6f— A,)'

l'diir les \aleurs (jrdinairo de ». ain>i cpir pnur les valeur> crilupies drs

\ >ortes. on verrait ((uuiue au paragraphe '.^ ([uc c'est une lonction méro-

|ilie; il laul aussi considérer' a |iarl les \aleins pour lesquelles deux des 0-

(OU des cf ) s'échangent entre elles; [nuir ces valeurs, les bf sont des l'onclions

algébroïdes de y, et comme notre expression est symétrique par rapport

aux bf , elle reste mérouKU-plic eu y.

Restent les valeurs singulières: mi a \ii cpie les fu/,,, les r,. I^'s />,' , les A,

de\ieiiiicul logaritlimiquemenl lubiiis pniir iiik' \aleur singulière, cl I (Ui en a

conclu au paragraphe 3 que les (.)„ restent algébroïdes. Lorsque )" t<uirne auttuir

irune valeur singulière, les arguments des 0„ peuvent augmenter d'une demi-

période el eu m<^me temps les périodes peuvent être remplacées par un système

équivalent.

(^ihacun des 0u se cliaiige en t'''(-), I* elaiil un polynôme du premier degré, et
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H une iK'> >.-'' Iiiiicliiiiiv (•): It's cxpuiu'nlu'llp.s se (Iclniisciil (
'

l cl ikiIit nrodiiil

ilc\ iciil

lie( c,— c* — hi}i^(—bf — /i/)'

( .oiimic il (loil ôlrc imc Idiiclidii iinili)rino de )'. hi IdirIkhi (") ne doil pas

dillVror de ©o- Mous a\(m> mi à la lin du paragraphe 4 la coiiditiiin pour qu'il

eu soil ainsi. Cela pi(iu\e doue (pie :>./(, esl nue louclion normale pour laquelle

lous les entiers ). sonl impairs.

En résumé, notre rapporl esl une fonction de )' qui est uniforme et algé-

liroïde. Klle est donc méroniorphe pour toutes les valeurs finies de y. Elle est

ilonc iiilidiinelli'.

(.(- procèdes pciixcul lu eu montrer ipie la coiirlje C esl algébrique, mais non

pas cil lairc couuaîii-e le degriî (-); je crois donc devoir indiquer aussi une

autre analyse, seiiililaliie à eidle du |)aragraplic II du JMéiuoire cité. Soit

"'=J QFT

ipii csi Mlle inli'gralc i\v première espèce; nous poserons

' ày J [ày\or, r: .>Aq1-'J 'Jf'.

.1 ('(Ils -r—' a\ ce des () idiids pour exprimer (pie |'ai (liir('^reillié par rapporl

(') D'après la fnrniule d'addilioii d'uiur domi-périoile ii («,. ..., ii ) dans H„(a, ) les mutlipli-

cateiirs seront les mêmes au num(;rateiir et au dénominateur, car la somme des arguments des

fonctions H„ est la même en liaut et en lias. (I!. (1.)

( ) La méthode classique de résolution du problc-me d'iiiveision de .lacobi permet de former
l'p(|uation qui a pour racines les p valeurs prises par une fonction rationnelle quelconque R(.r, ;i

aux p points Mj.
l Cf. C. Jordan (lor. cit., note au bas de la page iin), n" ,')S0, p. 632]. Kn

particulier, on peni former l'équation

X''-t A,\/' '-h... ^ A„= o

.iii\ abscisses de ces i^pinls. De plus, cm pourra déterminer les coefficients ^(y) tels ((n'en

( li.)quc poini M^

-<= ï,, iM')'î^l-
' -^^<x,{y)xl-^ ^,(yr.

car, si l'on p(»sc

\ =
!
xT' x'r'- ... .r, j j,

on a, par exemple.

A:.,, ,: !^, ./-r- ... .r, .i;

mais en faisant le produit par colonnes de A et du dernier déterminant, on obtient un déter-

minant dont les éléments sont des fonctions symétriques ^5,2;^, ou -xl et de même pour X"-.

D'après le théorème établi par Poincaré. ces fonctions symétriques sont rationnelles en y (ainsi

que les Aj). On a obtenu ainsi une représentation monoidale de la conrbe. ( R. G.)
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à r, X élant supposé constant cl ; lie à )• et à x par réquallon de la surlace

(on suppose d'ailleurs /' = i). Ou vciii que U, est une intégrale abélienne de

seconde espèce. De même, la dérivée partielle ——
' est une intégrale ahéllennc

de seconde espèce; or toute intégrale abélienne de seconde ou de |irc'iuière

espèce peu! s'exprimer par une fonction lini''aire de >// d'entie elles. |)liis

une (onction rationnelle: nous aurons donc

^' = i;pu«/.-Hi:p;/;U/.-hii,

II étant une t'unetiou lutionnelle de x, l , ; el les o el les p' des ioncti(Uis

rationnelles dej'. Supposons maintenant que le point {x, y, z), limite supérieure

de noire intégrale, au lieu de se déplacer de façon que a- = const., se déplace

Mir la c(Mirl)e (î; nous aurons

ilui _ àui àiii dx Mi _ àVi dUi dx

dv ~
i)y i)x dy dy i)y i)x dy

ce/ k '-'"i . 'i^i .11- .

•
.

•
Il 1On remarquera ciue -—

^ <'t ——sont des lonclions rationnelles de ./, )•. ;.^ ' i)x ()x

sont les quantités sous le signe / des intégrales abeliennes ti, cl l ,. \oms

IroiiMins. lie même,

d'ui iJ-iij ')'- Il i dx <)'- II, / dxV- Ou, d-x

dy"-
^ ~iîy^ ^ ' itxiiy 7h

"""
'ôx^ \ d\ /

~ 7^ TJV
'

Les dérivées partielles '; -^ sont cijalemeni des fimctions rationnelles
•^

()x- ox IIy
de x^ >', z. On en déduit

0'- Il
i ^. . <)ii,

I

i)'- Il i I dxV- i)ui d'-x

)x')y
~ "•''' "^1 ~^

\ dT )
^ "r77 77r- ^ "

d-ii; „ „ , du/, dx

Le premier membre de (4) pourra s'appeler A,(f/,), le symbole A, ajanl

ainsi un sens différent de celui ipic nous lui axons attribué juscju'ici. Quant an

Il . ^ I dx d- x\ , i-

second meiiilire, que nous écrirons <P,( x, y, -^j 3~,' j"? )' c est une tonclKui

rationnelle des arguments dont clic di^pcnd; z est d'ailleurs lié à x cl y par

li'quation de la surface.

( )n aura alors pour notre courbe (i

A,- ( (•, ) = <I>,' + *? + ...-!- */',

où $' est le résultai ilc la siilisl il ni Imi dans () des ciidiibjimt'cs du jioiiil M/,
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à la placo do .?'. i'. c. ainsi que des miIcius rmri'spoiulanlcs lics di'Tivées -3-

liy-

()ll a. diiillcni-.

Ai( '",;, I = <>

cl (-'('-.l là nui' liiniic do ('(jiiutions dilKheiilifllo (|ui déliniNscul li^s périodes.

Quand V dctril un contonr forniô. r, aiigmonlc d'niic périodo, soit tùHi'. alors

A,(r,) so rliangc t'u A,( 1/ ) + A/i^w/,,). r'csl-à-dirc qu'il ne rliange pas. Donc

A,(r,) t'si une tonclinn undornic de v: nous vciiions couiuic an paragraplic 3

(KM' c'i'sl uni' Iduclicui ralionnelli' d(^ ^^^\(' dcgri' liniilc : soil l>, 1 )) celle tonriion

raliounrili-: ucni- aunuis al(U'-'

.
.

1 1<I','' = l!,i rV

t.e --iiiil de> i'i[u:iliun> ditlereiuielles (pu delliiisseni les ./ en lonelion di' r.

c'est-à-dire iiiii définissent l'éqnaliiui de la cnurbe (]. Ces ('qualions sonl au

iKiiuiu'e di' /' puis(pie l'indice / jieiil prendre ji valeur>: el d en esl de même

de^ ineiiuuiu's Xj , a^2 Xy,.

Sa< liani ipie ces équations did'érentielles oui une intégrale aloéhrique, il ne

sérail pas dillieile d'en détermincM' le degn''.

7. — Élimination des valeurs critiques de la seconde sorte.

Inexistence de linictions noruiales /7///y////['//(^v entraine, d'une part, l'existence

d'un système algébrique el non linéaire de courbes algébriques, d'autre pari.

celle (I intégrales abeliennes de dillérentielles totales de première espèce, (/esl

là le lliéorème de ( .aslelnuox (i. I',nri(pies el Se\ei'i. Je n ai |)as à reproduire ici

la déuionslralion (|ue j en ai donnée dans le Mémoire cite, .le me borne à

rap|)eler le résultat. Oans ce cas, la courl>e K, possède q intégrales abéllennes

de première espèce rriliirlililrs. c'esi-à-dire ne possédant cpie irj périodes

distinctes. .Soient «1. ».j «,, ces intt'grales ; on sait que si une cmirlie de

genre // adinel y intégrales réductibles, elle en admelira // — q autres, ne

possédant fpie >./>— '/y périodes distinctes. J'appelle ces /< — i/ intégrales :

Ui/^i. H,/+2i ••• "/' C.(da corres|)oiid à nu clioi.v particulier des intégrales //,;

je supjiose un aulre ( hoi\ de ces intégrahis, sans m'assujettira aucune condilion,

el j'appelle alors u\. n //', mes /; intégrales de première espèce; s'il existe

un système rj fois infini île jonctions normales rationnelles, ij, nous aurons

entre elles/;— rj relaiiruis linéaires de la Ininie

i;ax,c;= {k = ,1 + i, q -\- ),..., p).
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les iz/,, ('lanl des fonctions rationnelles do y {
' ). Alors les intéorales

;/,;;.= Sait-ff,' ( /c = «7 -H 1 , 7 -H 2, . . . , /*),

seront />— y inlégraies récliicliljles. Cela entraine l'existence d'un système

algébrique i] lois infini de courhes algébriques correspondant à notre système

de fonctions normales rationnelles et, d'antre part (-), l'existence de y autres

intégrales réductibles f</,= 2a/;,M; (/»'= '• ''- '])• les a/,,- étant encore des

fonctions rationnelles de r. Nous pouvons choisir ces nouvelles fonctions a/,,

de telle sorte que les fonction> normales ia/,,rj se réduisent à des constantes.

Dans ce cas fe.i intégrales u i,
soiil ih-s iiilriiiab-s de <lHféirulicUes di- pn-

mière espèce.

Il est un autre point sur lequel je \oudiai> revenir avec plus de détails. J'ai

énoncé à la fin du paragraphe I et je \oudrais maintenant démontrer un théo-

rème d'après lequel il est impossible qu'il existe des intégrales dépourvues de

valeurs critiques de la première sorte, au sens de la fin du paragraphe 1. lanl

(pi'il existe des valeurs critiques de la seconde sorte. Soient, en ctlet, Vi,

y-i, .... )'., les valeurs critiques de la seconde sorte et

Q = (.' -.ri)(.)--.r-2).-.(r-rv).

Soient W|, u-,., .... ;/,, >/ intégrales dé|ioiir\iies de valeurs criticpics de la

première sorte, au sens de la lin du paragraphe 1, de telle sorte cpie pour une

valeur criticpie quelconque de la première sorte on ait une relation linéaire

^7+ 1 i-,,^i -+- a,,^2 l'v^ i-h. . .-h Xf, f/, = o,

où ne figurent que les tonctions r fl'indice supérieur à g. Les (onctions r

d'indice inférieur à cj ne sont donc assujetties à aucune condition relative aux

valeurs critiques de la première sorte. Nous obtiendrons donc un système de

t(jnrli(iii> iKirmales en écrivant

(•,^1 = 1',,+, = ...= i-,,= o, '''=77 (' = , 2, . . ., (/),

\, étant un polynôme arbitraire de degré v en y; j'appellerai v les coefficients

de ces polynômes X. Ces coefficients siuil au nombre de r/(y-\-i); notre

système de fonctions normales est donc (/(v + i) fois infini.

Soient maintenant Oi, «o, .... «.,^i, v + i valeurs de y, ordinaires, mais

d'ailleurs quelconques. Soit C la courbe correspondant à des valeurs déter-

l'i loi/' ce tome, p. iiS.

(-) H. Poixc.^RÉ, Buft. Soc. math. Fr., t. 12, i88^, p. i^ô; Œuvres, t. III, p. 33,.
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minées des coel'ficienls y; soient Mai, M/,^. . . . , M/,,, les p poini» d'inUTsectiuii

mobiles de C avec le plan ) = «/,. Soienl tw,,-, 42/,/) ^ui les trois coordonnées

des points M/,/. Les ^ sont au nombre de 3/>(v + 1). Si nous les considérons

conjuie les coordonnées d'un point iN dans l'espace à ^p{'J + 1) dimensions cl

(|ae nous lassions varier les y, ce point restera sur une variété algébiicpu' \

à (/{^v + 1) dimensions.

Au lieu des i nous pcuiriiuis cdusulércr uu système de tonclidus symé-

triques de

?A/,1, i/i/rl, , 'thkp-

.Siiieut ry ces fonctions svmétricpjes, cpie je prendrai au nombre de 3yj(v+ i);

si nous considérons les f] comme les coordonnées d'un point N' dans l'espace

à 3/'(v-i-i) dimensions, quand les t] varieront, ce point décrira une variété

algébrique V à y(v + i) tlinu'usions. A tout point de \' correspondra un

système de \aleurs des rj, et inversement, (^iiand le point N' ilécrira iinc CDUibc

fermée sur \ '. les y se reproduironi à iiuc période près; j(! précise :

Si l'on se donne le point N', les points M/,, siml (l(''lerinlués : cela détermine

à une /x'-riode pi'ès les valeurs des r/ pour

,) = "1. y = "2, • • • , y = "v+i ;

ipiaïul cm ((Huuùt les r,. i>ii a des équations linéaires, dont le déterminant n'est

pas nul ei (pii déterminent complètement les coefficients y. Quand le point IN'

décrit un contour fermé, les valeurs des i'/ pour )' = o/, par exemple, aug-

mentent d'une quantité i2/, qui est égale à une période de l'intégi-ale abé-

lienne «, pour y ~— «y. Les y augmenlenl de i et les fonctions normales — se

changent en ^ -f- ^) où le polynôme \^ diffère du polynôme \, par la substi-

liitiiiii des coefficients i aux coefdcienls y; les euellieieiils ; seidul alors

délenniiiés jiar les équations

X,
7)- = '-hi I

• .'="/•

Ces c sont les prriixlcs des y, puisque ce siuil les «juanlilés doiil les y

augmentent qnaml \' décril un eonlonr leiiiie.

.le <li~ maiiili'iiaiil (|ue ^ est, <pii'l ipic siiil )'. une péi'iode de //,. V.n elle!, le

.système des courbes C. d(''(iiii par nos lonelioiis iioriiiales lalioiiuelles. est 1111

système algébrinm-. l)one. on liieii nu poinl \' (b'Iinil nn innnluc liiii de
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ciiiiilicv (". lin liirii luic iiiiiiiilc continue de courbes C; celle dernière liypo-

llièse doil élre rejuLée; nous avons vu, en cilel, que le poinl N' définil les v ;i

nnv période près; elle définil donc une inlinilé discrète de svslèmes de valeurs

des Y el, par conséquenl, une mulliplieilé discrclc, finie ou uiiiiHc di'

courbes r.. ^lainlenanl, on peul ciiani;t'i- ^ en ,t + ^- W ' ' l'ianl un culici

(nudconque; nous ne devons iromer ainsi qu'un nuiiibre fini île courbes C;

cela n'csi [jcissible que 51. quel que soil d'ailleurs v, 1Cxpression "^ est égale à

nu Mius-iiiu
. . h

Itiplc d'une ])éri<ide. soil à. .,wij, h cl It' ('laul culiiTs. Quand on

Iria Nancr 1 d uiu' manière continue, les enlu'rs li et h' . (pu ne pciunaieiil

xai'iei' (|ne pai' siiuis brusques, deiiieureriuit constants. Or pour j' = «y, ,

esl lin eiilier: dinic cela esl Mai piiiii- Idiile \aleui' de r; donc — ''^' "'"'

peiKiile, ipirlle inie siill la \alem' de r. c. o. 1'. U.

i'oiii- i ^ fj -\- I
, 7 + 2, . . . . /'. "Il peul ciiciii'e poser i',:^ y^ i mais celle liii>

tous les coetficienis de \, miuuI a>su|ellis à èlre nuls. Diuic les c correspon-

dants seront nuls éi;aleinenl. Donc à cIkkjiic jiriiddc îles lorrcsjjimd une

liriioflr des Ui, (jiii <'sl une fiiiirtliiii laliaii iicllc lie y. fiutir i -^ <j. cl (/ni c.sl

nulle pour i ;> ij.

Si maintenant nous nous donnons les yi les r; seront manilestement déter-

minés; ce sont donc des fondions uniformes des y. D'autre part, les (-, el, jiar

conséquenl. les y sonl lonjours finis {^).

Si nous représentons le> parlies réelles el iinai;uiaiies des (/(v-|-i') coeffi-

cients y dans l'espace à 2(y(v + i) dimensions, nous pourrons consliiiiie le

pvisinaloide des périodes. C-e prismatoïde doil être limité, puisque les y ne

peuvent devenir infinis; donc il j a 2^(v + i) périodes dislincles.

Il y aurait donc 2(y(v-+-i) périodes des p intégrales abélienncs ?<, cjui

seraient nulles jionry; — q de ces intégrales (celles où «'> q).

Formons le délerminant des parties réelles et imaginaires des ip périodes

de nos p intégrales. Dans les 2/>— iq dernières lignes de ce déterminant, les

éléments des 2(/(v-i-i) dernières colonnes seront nuls. Le déterminant sera

donc nul si

(2y^— 2fyj-t- 2^(v -I- ij > 2/)

CJ Les valeurs a,, ..., a,, de > ont été supposées orJiiiaires (p. 175). ( R, G.)

H. P. — VI. 23
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,-\.>l-i'i-(lii-f si V 11 l'.sl |);is nul. ()i' nous savons qii nu sciuUliililc (li'lciuiiuaul

m- iicnl s'iuiiuilci- pour une couilic ilc ^cnic j) uon ilt'générescculo ; il lauldoiic

{MIC V = (1. c'csl-i'i-diit' (|iril \\\ ail pas de valeur ciilicpu' de la sccoiiile sorlu.

('. t'sl ce qui' nous \oiilions <'lahlir.

V.w appli(niaiil le laisouucuu'ul du paraj^iaplic I, ou niiiI doue ipi il sera

loujours iiossiido ^\v laiic d ispaiailrc les \al('ms i rilupu'S de la socoildc sorlc.

C.'i'sl Cl' (Hic nous p(ui\ous cxpriiucr eu disaiil ipi'oa pciil loujours |)ar la

couihc don I de
(^

'
) l'aire passe i- /; suiïaces disliiicles d'ordre n — 2, en ne consi-

di^raiil pas coiimie (listinctes les surfaces Jiz=o, y^^o, . . ., /^,=zo, s'il j a

cuire les premiers incmlires une relation linéaire identique dont les coci(icicnls

soui des polvniuues cnliers liomot;ènes en )• cl /.

COMMENTAIRE.

1. Les deux iVléiuoiies ([ui précedeal apportent à la (_>éoiiiétrie algébrique une

conlribulion d'une importance extrême, et où Poincaré a laissé une fois de plus

(I la Iraccia indélébile de' suo ingei;no universale » (
'

) ; ces Mémoires établissent,

notamment, les tliéorcmes fondamentaux que voici :

Sur loule surface ali^ébrique S on peut définir un entier q ^^o (
-
) tel que :

I. S possède des systèmes continus de courbes algébriques formés de os'' sys-

tèmes linéaires complets:

U. S possède exactement q inlégra/es de Picard de première espèce, linéai-

rement indépendantes:

tll. Le système linéaire des courbes G découpées sur une section plane quel-

conque C de S par les surfaces t, adjointes à S et d'ordre m — 3 ( m, ordre de S ),

est de défaut q :

\\ . L'ensemble des courbes algébriques de la surface possède une base finie

relativement a l'addilion.

('; Il laul ujoulei' ici " et par la ilroile j- n; < _ u : luuli; liilci^iale aljélieniie de premitTC

/"P dx
espèce alUclice à une scclion plane y = const. de la suiface s'écrira / Tryj-' où V est un

polynôme liomogcne, de degré /( — 2 -4- ;j. en x, Xi -• '1 "on lionKi(,'(:ne et de degré « — i en

X et :, et où "î^t liomogénc et de degré \i. en ;) et /. Tuisqu'on peut faire dispavailrc les

valeurs critiques de seconde espèce, on peut supposer actuellement ;j. = o. Au sujet du système

découpé sur un plan y — y„t par les adjointes à S d'ordre h — 2 passant par y = < = o et au

sujet des propriétés des valeurs critiques, voir F. Si:vi:ni, Atli /?. Acr, Naz. IJncei ( /lendic),

3' série, t. 30, 1931,. p- lUJ. .'O.'i et •'ii. (I!. 1 •. )

(' j G. Castki.ncovo, Alli Congresso inl. Mat., liulugna, i'|j8 i \ 1 j, t. I, p. i||(i.

i"-) Cet entier </ n'est autre que Virrègularilé /).,— p,, de la surface.
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I )e plus, il impolie de noter aussitôt que la méthode suivie par Poincaré a un

caractère élémentaire et direct : elle s'appuie uniquement sur des notions classiques

(le la théorie des <ourbes algébriques (propriétés des intégrales aheliennes de

première espèce; solution, selon la méthode de Riemann, du problème d'inversion

de .lacobi). De nature transcendante, comme les méthodes employées par E. Picard,

elle n'utilise aucun des procédés géométriques de l'Ecole Italienne, et ne suppose

connu aucun des résultats obtenus par cette Ecole.

Ajoutons enfin que la démonstration de Poincaré, telle quelle, ou avec les

variantes qui lui ont été apportées depuis, constitue encore, à Viieure actuelle, la

seule voie d^accès au théorème 1.

'1. En ce qui concerne les recherches auxquelles les théorèmes I-IV ont donné

lieu, antérieurement à Poincaré, nous devons nous borner ici à de brèves

itidicalions (' ).

I.n 1893, G. Ilumbert montra (|ue si une surface algébrique possède un système

continu de courbes algébriques, non contenu totalement dans un système linéaiie,

elle possède au moins une intégrale de Picard de première espèce. Ce résultat

attira lattention des (léoniètres Italiens. Poiivait-on le préciser? pouvait-on en

établir une réciproque? I)'autre part, un travail déjà ancien de Cayley, avait

montré que les surfaces réglées algébriques dont les sections planes sont de genre/'

sont irrégulières (avec/)»— />„=:/)); or ces surfaces possèdent un faisceau irra-

tionnel de courbes, ainsi que p intégrales de Picard de première espèce. Quelles

relations y a-t-il entre ces diverses propriétés? En Italie, de nombreux travaux

tendirent à les établir on à les préciser; ils furent l'œuvre presque exclusive

de Castelnuovo, Enriques et Severi. Et en igo.î leurs recherches permirent

notamment d'énoncer les théorèmes I et II (]ue nous avons donnés plus haut.

Mais hi démonstration du théorème I s'appuyait sur la proposition suivante, due

à i'^nriques : la série caractéristique d'un système continu complet est complète. A

l'époque où Poincaré publia son .Mémoire, ni ce théorème, ni sa démonstration

n'avaient soulevé d'objection. Or en iqji, dans un travail dont il sera parlé plus

loin, M. Severi remarqua que la démonstration d'Enriques était insuffisante. En
s'appuyaut sur le théorème 1 établi par la méthode de Poincaré et sur ses propics

tiavaux antérieurs, il montra que le théorème d'Enriques restait valable moyennant

l'adjonction d'une restriction (qui, d'ailleurs, n'empêchait pas de l'appliquer,

ainsi modifié, à la démonstration du théorème I). Quant au théorème d'Enriques,

sous sa forme primitive, il résista à toutes les tentatives de démonstration; et cela

s'explique maintenant, car en 1943, un élève de M. Severi, M. Zappa a pu construire

un contre-exemple qui met le théoièiiie en défaut (-).

(') Pour de plus amples reiiscignemenls, on pourra consulter notamment : li. Fic.\i(|p et

G. SiM.iRT, Tliéoiie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes, t. Il, Paris,

Gauthier-A'illais, 19(16. p. ^go-.^ga et 49^-49^ (Note de C.4stelncovo et Enriqces); Enzyklopàdie
der Math. H/vs.. III, Cdh (11. C.astei.nuovo et F. ENnincis), n" 18 et 28; Ergebn. dvr

Math., lit, .1 ((). Z.4Ri>,Ki, Algebraic sur/arcs, Berlin, Springer, if)35), p. .S2-88 et I3i-ii8;

V. Knriqii:s, Le superficie afgebrichc, Bologna, Zaniclielli, hji'Jt !'• 33j-353; Colloque de

Géométrie algébrique (ii)-jo-2i déc. jg^'j)! Liège, C Tlione (exposé de F. Seieiîi), p. J9-4a-

(-) Pontif. Ac. Se. Acta, t. 'J, '<j^à, p. gi.



l8o COURBES TRACÉES SUR UNE SURl'ACE ALGÉBRIQUE.

Le llléolcnie III avait é(é découvert (') par Em. Picard (toujours [)ar voie Irans-

lendante); il complétait d'une manière aussi frappante qu'inattendue ii's résultats

de Castelnuovo et Enriques sur les systèmes adjoints. Depuis, M. Severi en donna

une démonstration géométrique et une généralisation ('-).

Eniîn, le théorème IV constitue l'un des résultats essentiels obtenus par

M. 1". Severi dans ses profondes recherches sur la base des courbes algébriques

«ruiR' surface algébriiiue (•'). M. Severi a d'ailleurs précisé lui-même la liaison

entre ses [)ri)pres travaux et ceux de K. l'icard et de 11. Poincaré (').

:$. Depuis la publication des deux Mémoires de Poincaré, sa méthode a été

leprise par iM. 1"'. Severi (") qui a simplifié l'étude des valeurs critiques, en la

dégageant de ses particularités projectives, et l'étude des valeurs singulières, en

généralisant le problème de Jacobi. Par ailleurs, sa méthode se distingue nette-

ment de celle de Poincaré. Il montre dès le début, grâce à des théorèmes de la

théorie des surfaces algébriques, qu'il existe un système d'intégrales abéliennes de

première espèce, «,, ..., iif, relatives aux sections planes r^^const., d('pourvues

(11' valeurs critiques de seconde espèce; on peut le diviser en deux gioupemenls :

liiii est formé do y intégrales

on O, e.it un polynôme homogène, de degré //( — 2 en x, j, z, l el non homogène

de degré m — 3 en .r, .: ;
le second groupement est formé par- /; — q intégrales du

même type, mais où <^)y= /Q/, Q/ étant homogène et de degré m — 3 en ,r, y, s, t.

i. Le pioblème fondamenlal d existence résolu par II. Poincaré du paragiaplie l\

de son premier Mémoiie a été repris par M. S. Lelschelz C^^). Après une étude de

la topologie des suifaces algébriques, fondée sur des considérations souvent déli-

cates C), il parvient à un théorème d'existence très remarquable : pour que des

Jonctions normn les formées a priori iléjinissent une courbe algébrique coupant

m p points les sériions y = const.. il faut et il suffit que les entiers l.k ftgarant

(liins la formation îles fomt ions normales (voir plus haut, p. 1 16) permettent de

définir un 2-cycle sur lequel les périodes d\ine intégrale double quelconque de

première espèce soient nulles (').

')n trouvera dans l'exposé cité plus haut de M. Zariski (') d'autres conséquences

des résultats de 11, Poincaré el de MM, F, Severi et S. Lefschetz (R, G.).

C) J- fur r. und ang. Math., Bd, 129, lyoô, p. 284,

(-) Atti /?, Ace. Naz. Lincei (Rendic), 3' série, t. 17, njoS,, p, .'|Gj.

(
= ) Math. Ann., t. G2, njoC, p. 214.

(') Voir tor. cil. {'), p. igS, 2i3 et Atti II. Acr. Naz. Lincei (nendic), ')' série, t. 30, lyjin P- -"ûâ-

(') /l)id., p, i6î, 2o4, 23i, 276, 296, 328 et 363,

C') Traits. Amer. Math. Soc, t. 22, 1921, p, 827,

C' ) Cf. Boit. Unioiie mat. liai., II, ,5, juillet-septembre iy43.

(•>) Traiis. Amer. Math. Soc, t. 22, iij2i, p. 3/ifi,

C) Loc. rit., p. 1 '|0-
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PKEFACE

Oiiiilld II. l'iiiiirnrc r('(lii;( ii njoi ci'llc \ii:il\s<' ilr m'-. Ir;l\iiii\ ni-ii'hIi-

fiques, ciiii panil en i()2i dans le liimc 'AH des Ictu \[iilli(iiiiilirii . il ccnv il :

" Une niélliodc qui nous fiTiiil idiiiiailii' lr> r('li\liiin> fjnalilali\('> dans rcs|ia('c

à plus de Irois dimensions |iiiiiriail . dans une ceiiainc mesure, rendre des

services analo£;nes à ceux (lue niideni 1rs (igures. Celle luiilindc ne priil ri i-e

(lue VAiinlvsis silils à nliis de Imis dniieiisiiin'.. AIillt;iv Imil. celle liiamlie de

la Science a ele juscpi'ici peu ciillixi'e. -Vprès Rieniann esl \enu Helli <pii a

iniroduil quelques notions fond amen laies ; mais Betli n'a élé sui\i [lar persiiuue.

Quanti! moi. loules les voies diverses mi Je iii'r'Iais eni;a£;é successivemeni me

conduisaienl à VÀ/ialysi.s .svV^.v. J'axais licsoin des données de celle .Science

pour piiinsiii\re mes études sur les coiirhes définies |>ar les éqiialions dillcicn-

licilcs cl piMir les étendre aux équations difl'crenlielles d"(udit' supérieur cl . en

parliciilier. à celles du problème des trois corps. J'en avais besoin poiii- l'iMiidc

des l'onctions non uniformes de deux variables. J'en avais besoin pour I clmlc

ries périodes des intégrales multiples cl pour l'application de celte cliidc an

développement de la fonction perturbai rice. Enfin, j'enlrevovais dans I' l/in/y-

.v/.v \i/i/\ un iiio\en d'aborder un prcdilcme impcu'lanl ilc la iIk'oiic des groupes,

la recherche des groupes disciels on des groupes finis contenus dans un groupe

coni inu donné. "

Les rcciierches, auxquelles H. l'oinearé se consacra pour loules ces raisons,

se poursuivent à l'heure acluelle si activement, si diversemeni cl ircuncnl laiil

d'applications, qu'il esl impossible d'en dresser ici un tableau même som-

maire ('). Leur nom a changé : on ne parie plus (\'_ liiii/\s/s si/ii.-i. mais d<'

7'oiiiilii^iic a/i;rbi/i7iir: leur iléfinilion aussi : leur objet ne semble plus cire de

" faire connaître les relations ipiablalixcs de l'espace ", mais d'à lia cher des noi ions

(•J l'our la période extérieure ii ly.jj. vuir la l'iiface et l'Introdiiction du beau liailc de;

Topologip de P. Vlexnndrolï-H. tlopl' f S|)riii;;cr, in35).
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iinaiil liai i\ ('^ un. pliiN |irc('i>>(''in('iil , ali,'clii'i(|iu's à ili'> (Idiuu'O (|iialilal i\ es on.

plus ('xacliMiu'iil . l(i|Hil()i;i(|ii('s. (iOsI ce (|iii' (il II. l'oiiicarc (|iii. indisculalilc-

iiiciil. 1 rca Idiilc la r(P|iol()i;ie alg'éliritjiic moderno : L. M. .1. HnmwiM' >'ins])iia

liiii'cli'iiii'nl lie II. l'iiiiirai'r quaiifl il donna à In To|)ologi(' des [xdyt'drcs ri drs

iiinllijdirili's cri aN|ii'(l ciiinlilnaloiri', qu'Alcxinidrofl' 01 ("('011 dovaieni a|i[ill-

iiiii r iiir^nir aii\ rspaccs l(ipolof>iqiios ; r|UMn(l la llu'oiic des ciilacomonl s dc\ ml

|iri-|iiiiiiliTaiili'. ;;i'àco à l,('licst;ii(' cl lîroiiwrr. (luand Ali'xandri- rii lira smi

I lii'orrinr i\r diialilc l'I 11. llii|il miii iiixanaiil. la ili'liiiil iiiii dur à 11. l'iiiiionn-

ili' I iMliTsrcI lou clail la liavc do dôparl el son llioorôino {[( diiaiili' io roMillal io

plus liU'; (|iiand Birkliofl ol KoUog, puis Soliaiidor, lôxoloroiit l'iiapoilanoo dr

la lliôurio dos jiniiils (i\os on Analyse ol quo Lêt'scliolz dôcouvril sa côloliro

t'orniulo. o't'laionl Ir dcrnior Miunoiro de II. Poincaré cl les premiors tliôorômos

i\f Hniiiwri' qui dnnnaioiil Iriiis Iniils ; iiiiaud M. Morse ii'iioii\ela le ealeiil do

\ anal ions, quand 1' l/ii//\s/s si/us donna un nouNid essiM' il la ( i(''oiiiél ne algé-

lu-npio, ce lui aussi sons II 11 llneneo do H. l'olnoaro ; mi onil que la eoliiunoloj;ie

lUiil une iioiiiin enlièi-oiiionl aoiivc. jusqu'au jour où E. Cartan on oxpUijua

l'essmie par une page de II. Poincaré jusqu'alors Ineompriso : II. Polneaii'

delinil . SI 111 s II' m nu di; ;:roiipo tondamonlal, le [uoini or uroiipe d'Iioiuoliqiio : la

dé(dii\ elle en \ ()^:) par I Inrewjoz des aiilres grcuipes d'Iioiiiiilopie el de leurs

propriéli's, les si iiuporlanlos ap[)lioalions ipi'oii lireiil i\c nuinlu'enx iiiallioina-

I loieiis paraissent èiro les preinir'res dooouvorlos loiil à lail ('Iran^^oros à oelles

qii'a\ail lailes 1[. Poiuoaro.

Sa lenuiiioloj^io osl périuK'o ; il iliil Ini-iniuiie (•orrif;('r ses lielinil nuis mil la les
;

iliaipie pr(i;;rès- nUérioiir exij;ca une reloiile du \ oraljiilaire ol dos iioIkuis do

liase : la liipoloi^ie algoliriqui! no cosse de ( liaiii;er (\f liul. '\c luélliodo. île lan-

j^agC ;
aussi, lie inrune ipi nu pliiliiloi;iie ne poiil it;norer les racines milo-

enropi'eimes. im lopiil(ii;iie doil-il eiinnallre les Méinoires de II. l'omearo.



LEXIQUE

Notations et terminologie.

De Henri l'oincarù.

(la:,,

•^ = J •

x^y (('nuivalence).

Variété coiiliiuie.

I) lermée.

w finie.

>i illimitée.

)i bilatère, uiiilali'ie,

\ ariétés opposées.

Réseau (chaîne) continu de variétés.

Surlace.

La surface unilalère que tout le monde
connaît.

Frontière complète.

Siniplemenl connexe.

Tétraèdre généralisé, case, liypercasc.

Polyèdie (réciproque).

i( dérivé.

Homéomorpliie.

Groupe dérivé de.

Forme d'un groupe.

Isoiiioipliisme (mériédrii|ue).

« lioloédrique.

Iloloniorplie.

Nombre de Betti.

L)e 1 g.îo.

ÔXn

Le bord de .r est r.

X est homotope à i

.

Indice de Kronecker-.

Variété connexe.

)' close (cycle).

» compacte.

» sans bord.

1) orientable, non orientable.

Variété à orientations opposées.

Système de cartes locales.

Ilypersurface.

La bande de Miibius.

Bord.

Honiéomoiplie à une btjule.

Simplexe.

Complexe (dual).

.'subdivision.

IlonK'omorpliie dillérentiable.

Groupe engendré par.

Sliucture dun groupe.

Homomorphisme sur (qui n'est pas ui

isomorphisme).

Isomorphisme sur.

Isomorphe.

I + nombre de Betti.

H. P. — VI.





SOiMMAlKE

1. Sur rAnalysis si/us. — Iiésiiiiie le Méiiioiie suivanl.

2. Ana/j'sis silus. — Les paragraphes l-G, que complète le paragraphe 8, déll-

nissent l'homologie; signalons que les nombres de Heili qu'utilise H. Poinraré sont

les nombres de Belti actuels, augmentés de i. Le paragraphe 7 introduit la coho-

mologie; il pose des problèmes que E. Cartan a explicités {Ann. Soc. po/. math.,

t. 8, igag, p. i8i-225) et i]ue G. de Rham a résolus (J. inalh. pures et appL, t. 10,

igSi, p. I i5-2oo). Le paragraphe 9 définit rinterseclion, actueliemenl nonirme (>io-

(luit, et énonce le célèbre théorème de dualité de Poincaré; ;i la suite de critiques

de Heegaard, II. Poincaré a, dans le Complément n / Analj sis situ.t, entièrement

repris la démonstration de ce théorème. Les paragraphes 12 et 13 définissent le

groupe fondamental, nommé depuis groupe de Poincaré, puis premier groupe

d'homolopie. Les paragraphes 16, 17 et 18 établissent la formule d'Euler-Poincaré.

I.,a démonstration repose sur une triangulation que reprend le paragraphe XI du

Complément à rAnalysis si/us. Les paragraphes 10, 11, IV et l.'î traitent huit

exemples de polyèdres, dont les sept premiers sont des multiplicités de dimen-

sion 3 ; chaque point a un voisinage homéoniorphe à la boule de dimension 3 :

rappelons que le problème de caractériser ceux des polyèdres de dimension « > 3

qui sont des multiplicités n'est pas résolu.

3. Sur les nombres de Belti. — Piésutne le Mémoire suivant.

\. Complément à VAnalrsis silus. — Ce Mémoire contient des fondements de

la topologie combinatoire. Le paragraphe 1 expose les défauts de la démonstration

du théorème de dualité que donne le paragraphe 9 d^Analysis silus. Le para-

grai)he II définit le tableau des coefficients d'incidence d'un complexe. Le para-

graphe III déduit de ce tableau les nomlires de Betti. Le paragraphe \\ définit la

subdivision d un complexe. Le paragiapiie V prouve qu'une subdivision ne modifie

pas les nombies de Belti. Le paragraphe \'l complète les raisonnements antérieurs.

Le paragraphe VII définit la subdivision barycentrique et le dual d'un complexe.

Le paragraphe VIII établit l'égalité des nombres de Betti de dimensions complé-

mentaires; le paragraphe W. établit la dualité des groupes de Betti île dimensions

complémentaires; précisons qu'il est nécessaire de supposeï' la variété orientable.

Le paragraphe X étend le paragraphe VII aux complexes abstraits; le Second

complément à PAnalrsis silus développera cette étude. Le paragraphe XI triangule

une variété analytique.



iSS SOMMAIRE.

."). Seion</ cornji/éinent n lAnalysis silus. - Ce Mémoire iléiiiiil les groupes

lie torsion d'une variété et leur étend le iliéoréme de dualilé; il consiste en l'élude

du tableau des coertioients d'inridence. ("e Ménioiie et les j)ri''cédenls sont clas-

siques : voir la Toj>oloi;ie, d'AlexandidlV et llopf (Springei-, i()3ô) et VAIgehrai'-

topoloi;y, de l.efschetz {Aiiirr. Mnt/i. Soc, coll. piii)l. ig'ia).

G. Sur rAn)i/\ sis si/us. — Annonce le Mémoire siii\ant.

7. Sur certaines surfaces algébritjues: Iroisirme complément à PAna/ysis

silus. — nétermination du premier i;roiipe il'homolopie de la variété al;;élirique

d'équation ;-i=F(./, v). V ('lanl tiii polvnome. x, y, z des vaiiables complexes.

8. Sur la coiiiierion dcssurfcires algi'-briijues. — liésunie le Mémoire sui\anl.

9. Sur les cycles des siiifar-rs algéhrnjurs: ijuairicme complément à PAnalj-

sis situs. — Ce Mémoire ilélermine Ic'^ i;roupes de Betli dune surface alt;ébrique

à partir du groupe de Picard et des cycles évanouissants : on coupe la surface

f{x, y, z)^o par un plan non tani;ent r =:: const. et l'on envisage les groupes de

Helli de cette section; le grou}ie de Picard est le groupe des substitutions lint'airés

que subissent <'es groupes de lielti quand v décrit un lacet; les cycles évanouissants

sont les classes d homologie (|ui s'arrniilenl (juand le plan v^const. devient tan-

gent il la surlaie. Un trouvera une t'tirde plus complète dans VAnul\ sis situs et la

Géométrie algébrii/ue, de l-efscliet/ ( (iaiitliier-\ illars. t
"' ('d., 1924: 2'' éd. igoo).

10. Cinquième complément à l'Analvsis situs. — Ce Mémoire donne un exemple

de variété close à trois dimensions dont l'Iriiniologie est triviale sans que son pre-

mier groupe d'Iiomotopie le soit; il énorrce urre crdébre hypothèse, qiri n'est pas

encore éliicidi'e : toute multiplicité close à trois dimensions, dont le premier- groupe

d'homotopre est trivial, est-elle hornéonrorphe à la sphère à trois dimensions? Au
cours de ce Mémoire, H. Poincaré approfondit la topologie des surfaces, puis

étirdie la topologie d'espaces qu'engendre une surface variable.

11. .Sur' un théorème de déométric. — Ce Mémoir'e, le dernier que publia

II. Poincaré, énonce rrn ihé'orème de point fixe que II. Poincrré n'avait j)as réussi

il établir- et (|ui devait être pioirvi- (|irelqries nrois plus tard, par (1. I). lîirkholl

{Trans. Amer. Math. Soc, t. l'i-, I9i3, p. 1/1-22). 11. Poincarc' applique ce théo-

rème aux géodésiques fermées et air\ trajectoii-es périodiques; l'élude de ces deux

sujets se [loirrsiiii encore actireliemenl.



SUK L'AlNALYSIS SITUS

Comptes rendus de l'Acndcniie des .Sciences, t. Ilj, p. liiiS-li'ili (ii octobre i''';^|2).

()]i siiil ce (jiron oulêiul |):ir Idnlrc ilr cunnexioii (111110 siirriicc cl le rùlr

irii|>(iilaiit que joue cette iiolioii dans la tliéorie générale des lonclioiis, liien

(|ii'clle soll empruntée à uiu' luanclie toute dlfTérenle des IMalliéinatiques, c'e^l-

à-ilire à la géométrie de siliialjdn (in t/ii//)s/\ .i//iis.

C/esl [laree ([ue les reclierclies de ce gcriic |icnveiil axoii' des ;i|i|ilica lions en

(Kdiors de la Géométrie (jii d |ieiil \ axoir (|ii(d(|ue iiUer(''l à les ])(iursul\ re en

les étendant aux espaces à [iliis de trois dimensions. Rieinann l'a hien compris;

aussi, désireux de généraliser sa lielle découverte, il s'est appliqué à l'étude de

ces espaces au point de vue de 1', indlysi.s siliis el il a laissé sur ce sujet des

f'ragmenis iiiallieureiisemeiit liés liicdiiiplels. ISelli, dans le lome IV, 2'' série

(les hi/iii/i di Matemalica. a retrouvé et c(Uiiplété les résultats de rviemann.

( .onsideraiil une surlace (variété à /( diiiiensioiis) dans 1 espace à n + 1 dimeii-

sioiis. il a déliiii ii — 1 noiiiljres

/'i' 1"- /'"-i

(pi'il appelle les // — i ordres de conneMon (_ie la surlace.

Les personnes que rebute la Géométrie à plus de trois dimensions pourraient

croire ce résultat sans utilité et le regarder comme un vain jeu de l'esprit, si

elles n'étaient averties de leur ernsur par l'usage qu'a fait des nombres de Betli

iioire conirère M. Picard dans des travaux d'Analyse pure ou de Géométrie

ordinaire.

La question n'est pas épuisée ce[iendaiil. ( )n peut se demander si les nombres

de Betti sut'fisenl pour déterminer une surlace fermée au point de vue de VAna-

lysis situs, c'est-à-dire si, étant données deux surlaces terinées qui possèdent
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iiiomo ihmiiIhvn dv Ki'lli, un |n'ul lnii|oiir.s pasM'r di' l'iiiu' ii I iiiilic |iar voie ilr

(lélormalioii idiiliauc. Coin i">l vrai diuis l'espace à Irois diiiu'ii.sii)ii> el I un

poiirrail Olre leiilé de croire qu'il en esl encore de nu^nie dans un es|iaet' qnel-

coiique. tVesl le contraire (]ui esl viai.

l'onr nous eu rendre compte, je \ais envisager la question a un [imnl de \ ne

uonseau. Soient Xi, T-<. .... J";,+ i les coordonnées d'un ])oint de la surface;

^•j.S /j _)_ 1 (luanlités muiI liéi's entre elles [lar linpialiun de la suilaee. .Suielil

niainlenani

F,, F.,, .... V,

Il runcliiiiis (Uielconcpics de ci'S II + l coordiinnees ./
( rodidunnees (pie |e siqi-

pose huijdurs li('es par 1 é(|ualion de la suilace el auxcpu'lles je conviens de ne

diuiner que des valeurs réelles K

Je ne suppose pas que les touctions 1" soient Miidurnies, mais je suppose (pu'

si le point (a^i, x-^, .... :r,ni) décrit sur la surlace un contour fermé iiijini-

iiirnl petit. ( liacune des f'oiiclions I" rexient à sa valeur primitive. Cela posé,

supposons nue notre [imnl décrive sur la siirlace un etuitour l'ermé /'/". il

pourra se laire ipie nos j) IVmctnuis ne L'e\u'unent pas à leurs valeurs initiales,

mais deviennent

F',, f;;. ..., f;,

ou. en d'autres lermes. (pi'elles sul)issenl la sul)slitnlion

(F„ F.2, ..., F,,; F',, F',, ..., V',,).

Toiiles les suitslilulions correspoinlaiil aux divers contours lermes (pie Ton

pciil liacersurla surface forment un i;roupe (pu esl diseonliuu (au UKiins en

ce (pu concerne sa lorme).

(je i;roupe dépciifl évidemmenl du choix des fonctions 1'"; suppos(jns d'aliord

(Oie ces fondions soient, lus plus générales que l'on puisse imaginer en nes'im-

posanl pas d'autre ctnidition que celle que nous avons énoncée plus haut ; el

soit G le groupe corres|)ondanl . Soil Ci' le groupe correspondani a un auire

(dioix de ces hjnctions; (i' sera isonKujihe à (i. holoediKpu'nu'nl en général,

uMTii'driquemenl dans quelques cas pariicidieis.

Le groupe H peut donc sei-vir à définir la forme de la surlace et s'appeler le

groupe de la surface. Il est clair que si deux surfaces peuvent se transformer

l'une dans i'aulre pur voie de dél'ornialion conlinue, leurs groupes sont iso-

Miorpliub. La récipro(pie. (|iioi(pie moins évidente, esl encore \ raie, pour des
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surlaces fermées, de sorle (jiie ce qui définiI iinv surface fcimre au point de

vue de /"Analysis silus, c'est son groujtc.

Nous sunimes doue conduit à nous poser la qucslion suivaulc : llcu.r sui-

fdci-s fermées qui ont mêmes nombres de lietti ont-elles toujours des groupes

isoutni-plics ?

l'our résoudre celle (jueslion eu nous st'rxaul duu mode de represeulaliou

simple dans l'espace ordinaire, nous supposerons qu'il s'agisse de définir une

surface dans l'espace à quatre dimensions seulement. Considérons pour l'espace

ordinaire un groupe G proprement discontinu. L'espace se trouvera ainsi

décomposé en une infinité de domaines fondamentaux, transformés les uns des

autres par les substitutions du (;roupe. .Je suppose (pie le iloinaine fondauieiilal

ne s'étende pas à l'infini el qu'aucune subslilution ilu groupe ne laisse inaltéré

aucun poiiil de l'espace.

.Soient alois

X„ X2, \., X;

quatre fonctions des coordonnées x, y. z tic I espace ordinaire, inaltérées par

les substitutions de (î. .Si l'on considère Xj, Xo, X;), X, comme les coordon-

nées d'un point dans l'espace à quatre dimensions, ce point décrira une

surface fermée ilonl le groupe sera isomorplie à (i, lioloedriquement si les fonc-

lious X sont les plus générales (uil soient inaltérées par G.

Gonsidériuis. en parliciilici', Ir gi()U|i(' d<Ti\é des troi-; sMl)stitull(uis

{x, y, z; x-^i,y. z),

(x, y, :: X, y -^-1, z),

(.r, r. :; x.r -h 'iy, -[x -h S)-, z-hi),

y.. ,5, -. '] l'taul (pialre eiilieis tels (pie ao— 3y =z 1 . Je l'appelleiai, pour alu-e-

ger, le gfoiipc (y., [j, -, o ).

l.e domaine fondamciilal sera iiii ciibc.

On observera d'aliord ipic deux grou|)es (^a, ,5, y, 0), (a', ji', y', à') n,. pciivciil

être isomorplies ipic >i les deiiv siibsi jinijons

{x, y; ax + [ir, y.t -H oy), (x, y; x x + ''/y, (' x -\- l'y)

sont liansforiiiees lune de l'autre par une substitution linéaire à coelticieul»

entiers.

Cela irariivcia pas eu général.

Clierclioiis iiiainlenaiil à deleiiiiiiier les nombres de Betli pour la surface inii
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iuliiK'l le groiipo [OC, |3, y, o). INoiis verrous que l'uiu- des connexions e>l loii-

|iim> (jiiiulruple l'I (|iie l'iuilre (la connexion linéaire) esl

Douille ilaiis le cas général;

Triple si « + '3 = a
;

(Quadruple si a ^ = i
, {3 ^y = o.

Cl' (pu précèilc iiKnilic ipie les iioniliies de Helli peinenl l'Ire ]e> iiièiiics

pour deux surlaces, sans (pie leurs i;ronpes soient isomorphes el, par conse-

ipieiil. sans (pie l'on puisse passer de l'une à l'aulrc par déformation continue.

C'est là une remarcpie (jui peiil jcler quelque lumiinv sur la lliéorie des sur-

faces alj;él)riques ordinaires et rendre moins étrange un fait découvert par

M. Picard, à savoir que les surlaces n'ont pas de cycle à une dimension, si

elles sont les plus générales de leur degré.
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Introduction.

I

IKlC

La Géomélrie à ii ilimunsious u un ulijcl ifcl
;
pcisuiiiic n'uii (Joule aujour-

d'hui. Les êtres de l'Iijperespace sont susceptibles de dédnilions précises

comme ceux de l'espace ordinaire, et si nous ne pouvons nous les représenter,

nous pouvons les concevoir et les étudier. Si donc, par exemple, la Mécanique

à plus de trois dimensions doit élre condamnée comme dépourvue de son oljjel,

il n'en est pas de môme de l'Hjpergéomélrie.

La Géomélrie, en efl'et, n'a pas pour unique raison d'être la dcscriplioi

immédiate des corps qui tombent sous nos sens : elle est avant loiil l'él

analytique d'un groupe; rien n'empôciie, par conséquent, d'aborder d'autres

groupes analogues et plus généraux.

Mais pourquoi, dira-t-on, ne pas conserver le langage analytique el le rem-

placer par un langage géométrique, qui perd tous ses avantages dès que les sens

ne peuvent plus intervenir. C'est que ce langage nouveau est plus concis ; c'est

ensuite <[ue l'analogie avec la Géométrie ordinaire peut créer des associations

d'idées fécondes et suggérer des généralisations utiles.

Peut-être ces raisons ne sont-elles pas suffisantes? Ce n'est pas assez, en

effet, qu'une science soit légitime: il faut que l'utilité ne puisse en être contes-

tée. Tant d'objets divers sollicitent notre attention, que les plus importants ont

seuls droit de l'obtenir.

Aussi y a-t-il des parties de l'Hypergéométrie auxquelles il n'y a pas lieu de

beaucoup s'intéresser : telles sont, par exemple, les recherclies sur la courbure

des surfaces dans l'espace à it dimensions. On est sûr d'avance d'ol)tenir les

H. P. - VI. 2--,



194 ANALYSIS SITUS.

mémos résnllnls <|ii'i'a Géométrie ortliiiiiirc ul l'on n'entreprend pas un long

voyage pour lelrouver tles spectacles loiil pareils à ceux que l'on rencontre

chez soi.

Mais il y a des problèmes où le langage analjlicpie serailtoul à fait incommode.

On sait quelle est l'utilité des figures géométriques dans la théorie des (onc-

tions imaginaires et des intégrales prises entrer des limites imaginaires, et com-

liicn on regrette leur concours quanil <iii veut étudier, par exemple, les fonctions

de deux variables complexes.

Cherchons à nous rendre compte de la nature de ce concours; les figures

suppléent d'abord à l'infirmité de notre esprit en appelant nos sens à son

secours; mais ce n'est pas seulement cela. On a bien souvent répété que la

Géométrie est l'art de bien raisonner sur des figures mal faites; encore ces

figures, pour ne pas nous Irumper, doivent-elles satisfaire à certaines conditions
;

les proportions peuvent être grossièrement altérées, mais les ])ositions relatives

des diverses parties ne doivent pas être bouleversées.

L'emploi des figures a donc avant tout pour but de nous faire connaître cer-

taines relations entre les objets de nos études, et ces relations sont celles dont

s'occupe une branche de la Géométiie que l'on a appelée Analysis s/tus, et qui

décrit la situation relative des points des lignes et des surfaces, sans aucune

considération de leur grandeur.

Il y a des relations de même nature entre les êtres de l'hjperespace; il y a

donc une Analysis situs a plus de trois dimensions, comme l'ont montré

Riemann et Betti.

Cette science nous fera connaître ce genre de relations, bien que celte con-

naissance ne puisse plus être intuitive, puisque nos sens nous font défaut. Elle

va ainsi, dans certains cas, nous rendre quelques-uns des services (juo nous

demandons d'ordinaire aux figures de Géométrie.

Je me bornerai à trois exemples.

La classification des courbes algébriques en genres repose, d'après Riemann,

sur la classification des surfaces fermées réelles, faite au point de vue de VAna-

lysis situs. Une induction immédiate nous fait comprendre que la classification

des surfaces algébriques et la théorie de leurs transformations birationnelles

sont intimement liées à la classification des surfaces fermées réelles de l'espace

à cinq dimensions au point de vue de VAiialysis situs. M. Picard, dans un

Mémoire couronné par l'Académie des Sciences, a déjà insisté sur ce point.

I)"a(ili(! paît, dans un(! série de Mémoires insérés dans le Journal de f^du-
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ville, el intitulés : Sur las courbes déjhiiis par les équations différeii/iellrs,

j'ai employé VAnalysis situs ordinaire à trois dimensions à l'étude des équa-

tions difl'érentielles. Les mêmes recherches ont été poursuivies par M. Wallher

Dyck. On voit aisément que VAnalysis sifti.s généralisée permettrait de traiter

de même les équations d'ordre supérieur el, en particulier, celles de la Méca-

uupit^ céleste.

M. Jortlau a déterminé analjtiquement les groupes d'ordre (iui coulcuus dans

le groupe linéaire cà n variables. M. Klein avait antérieurement, par une

méthode géométi-ique d'une rare élégance, résolu le même problème pour le

groupe linéaire à deux variables. Ne pourrait-on pas étendre la méthode de

M. Klein au groupe à n variables ou même à un groupe continu quelconque ?

.Je n'ai pu jusqu'ici y parvenir, mais j'ai beaucoup réfléchi à la question et il

me semble (jue la solution doit dépendre d'un problème A^Analysis situs el

que la généralisalion du célèbre théorème d'Euler sur les polyèdres doil y jouer

un rôle.

Je ne crois donc pas avoir lait une œuvre inulile ou écrnanl le préscnl

Mémoire; je regrette seulemeni qu'il soit trop long; mais, quand j'ai \oulu me

restreindre, je suis liunbi' dans l'obscurilé; j'ai préféré passer [Kuir im pi'u

bavard.
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§ 1 . Première définition des variétés.

Soient x^, x^, . . . , .r„ n variables que je pourrai regarder comme les coor-

données d'un point dans l'espace à // dimensions.

Jusqu'à nouvel ordre, je supposerai que ces u variables demeurent toujours

réelles.

Un système quelconque de /( variables s'appellera ii/i jioiiil.

Considérons le système suivant formé de yo égalités el de (j inégalités

Fi(ar,, Xi, ..., x„) = o,

F, (a;,, :f-i. . . ., x„) = o,

()
?1 {Xi, Xï, .. ., X„) > O,

?2 i^u x-x, ..., x„)> o,

?v(a;i, Xi, ..., x„)> o.

Je supposerai que les fonctions F et cp sont uniformes et continues et qu'elles

)nt des dérivées cimtinups
;
je supposerai de plus que, si l'on forme le tableau

dx„

db\

dF,

dxi
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les valeurs de ai, a-j, . . . , a„ el de pi, 3,, . . ., jS,,, pourvu que ces valeurs

satisfassent aux conditions ( i) ; ou bien cela ne sera pas toujours possible.

Dans le premier cas, nous dirons que la variété définie par les conditions (i)

est continue.

Dans ce qui va suivre, je ne considérerai que des variétés continues et, en ce

qui concerne celles qui ne sont pas continues, je me bornerai à faire observer

que l'on peut toujours les décomposer en un nomlire (ini ou infini de variétés

continues.

Soit, par exemple, la variété

Ici /j^- 2 et le point ./i, x.^ est un point du plan; notre variété n'est alors

autre chose qu'une courbe du 4'' degré; mais, comme cette courbe se compose

de deux branches de courbe fermées, notre variété n'est pas continue.

Mais nous pouvons la décomposer en deux autres, à savoir :

xi -h x\ — 4^1 -H I = O, Xt'^ o

et

et chacune d'elles, se réduisant à une seule branche de courbe fermée, est

continue.

Je dirai qu'une variété ('nl finia si tous ses points satisfont à la condition

xl^ -{- x\ -^- . . . + xj, < K-,

K étant une constante donnée.

Considérons maintenant le système de relations

!l-"a= o (a = 1, 2, ..., /J),

qui se compose dey) + i égalités et de q — i inégalités.

Il peut arriver, ou bien qu'il n'y ait aucun point satisfaisant aux conditions

(2), ou bien qu'il y en ail et, dans ce cas, ils formeront une variété, continue

ou non, qui aura moins de n— /; dimensions.

L'ensemble des points qui satisferont à l'un des q systèmes de relations

1Fa=o, ?i = o, ?-r>'' (ïîr'O.

Fa=o, cp2 = o, 9.f>o (y^2),

Fa=o, ?,,= o, 9v>o (t^?)
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s'appellora h\ frontière complète de la variété déCniin par les conditions (i),

Mais nous nous placerons quelquefois à un autre point de vue et nous ne

considérerons comme une véritahle vai-iélé frontière que celles qui auront

n—p— I dimensions.

11 pourra se faire qu'il n'^- ait aucune variété à /;

—

/j— i dimensions qui

satisfasse à l'un des q systèmes (3). Dans ce cas, la variété définie par les

conditions (i) sera dite illimitée. Dans le cas contraire, elle sera dite limitée.

Si une variété est à la fois finie, continue et illimitée, elle sera AiVa fermée.

Pour abréger un peu le langage, nous donnerons le nom de surfaces aux

variétés à n — i dimensions, sauf dans le cas de « = 2 ; cl nous donnerons,

dans tous les cas, le nom de courbes aux variétés à une dimension.

§ 2. Homéomorphisme.

Considérons une substitution qui change Xi, x-,, . . . , x„ en x\, x\, . . . , x'„,

que j'assujettis seulement aux conditions suivantes.

On a

(4) j/i=!fi(Xu Xi, ..., X„) (J=I, 2, ..., «).

Dans un certain domaine, les fonctions cp, sont uniformes, finies et continues
;

(dles ont des dérivées continues et leur déterminant fonctionnel ne s'annule

pas.

Si l'on résout les équations (4) par rapport à Xi, x«, . . . , x„, il vient

et les fonctions 9'^ satisfont aux mêmes conditions que les fonctions cp,.

Il est clair que l'ensemble des substitutions qui satisfont à ces conditions

fornK! un groupe, et ce groupe est un des plus généraux (jue l'on puisse imaginer.

La Science dont l'objet est l'étude de ce groupe et de quelques autres ana-

logues a reçu le nom cVAnalysis situs.

Il est clair qu'une substitution de ce groupe transformera une variété de m
dimensions en une variété de m dimensions, et que la variété transformée sera

continue, ou finie, ou illimitée si la variété donnée l'est elle-même (et

inversement).

Soient deux variétés d'un mômcî nombre de dimensions définies V et V

respectivement j)ar les conditions

j Fa= o (a = I, a, ..., /)),
il)

( 9B = ([i="> 2, ..., q),
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§ ,i. Deuxième définition des variétés.

Ou pt'iM (Ifliiiir les variclcs d'une niaiiirre enlièremeiil (liir(''ieiile. Consl-

(li'i'oiis // équations

/ X, = 6,(ri, js, ...,/,„),

\ Xn= "n(,ri, J-2, .. ,ym)-

Il est clair (jiie ces équalions (si les j' suiil regardées coiiinu; des \arial)les

iudépendaiiles) représcnleni nue variété à m dimensions.

On aura encore une variété à m dimensions, si l'on adjoint aux équalions (8)

un certain nombre d'inégalités de la forme

(|ui hniilent le cliamp des variations des variables y.

Je supposerai que les fonctions sont finies et continues; mais je puis faire

une hypothèse de plus sans restreindre la généralité d'une façon essentielle

(c'est d'ailleurs ce que je pouvais également faire tout aussi bien avec ma pre-

mière définition des variétés).

Je puis supposer, dis-je, que les fonctions sont analytiques. Si, en effet,

CCS fonctions sont finies et continues, on pourra trouver des fonctions 0', qui

seront analytiques et qui différeront des aussi peu que nous voudrons.

Je supposerai, en outre, que les délerminanis lonctiiuinels (h' //( des fonc-

lions par rapport aux y n(^ s'annident jamais Ions à la fois.

On oi)tiendra une variété qui ne différera pas de la première en reinplaianl

les y dans les équations (8) [lar m fonctions analytiques quelconques de m
variables Zi, z-i, • • • i ^m-

La portée de cette nouvelle définiti(jn serait assez restreinte, si l'on ne

pouvait l'augmenter par le [)rocédé de la cunlinu alion analytique.

Considi'rons deux variétés V et V définies par les équations analogues à (8).

Soient, par exemple, les équations

(8) •^/=",(,>-|,r2, •,//;.)

pour Y, et les l'qiia lions

( 8 bis ) Xi, = O; {y\ , y\, . .
. , /„, )

pour V.

Il priil arriver (jiic ers deux variétés aient mie partie commune V" ayant
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ûgalemenl tu <liiucuslons, c'ost-à-dire que tous les points de V" apparliendront

à la fois à V et à V.

Dans ce cas, à l'intérieur de V", les y seront des fonctions analytiques des j'

el inversement.

On dira alors que les deux variétés V et V sont la continuation analytique

l'une de l'autre.

On peut former ainsi une chaîne de variétés

V,, V,, ..., V„,

de telle façon que chacune d'elles soit la continuation analytique de lu précé-

dente et qu'entre deux variétés consécutives de la eliaine il v ail une partie

commune. C'est ce que j'appellerai une chaîne continue.

Il peut arriver aussi que la cliaîne soit fermée, c'est-à-dire que A „ ne diffère

pas de Vi.

On peut avoir aussi un réseau de variétés, c'est-à-diri' un ensemble de

variétés telles que chacune d'elles soit la continuation de plusieurs autres et

que l'on puisse passer d'une quelconque d'entre elles à une autre quelconque

d'entre elles par continuation analytique; c'est ce que j'appellerai un réseau

continu.

On pourra alors consich''rer l'cnsemljlc de toutes l(;s variétés d'une même

chaîne on d un môme réseau comme formant une variété unique.

C'est là une définition plus étendue encore que la première.

Il y a, en effet, des variétés (et nous en verrons plus loin des exemples) qui

peuvent être décomposées en un certain nombre de variétés partielles, formant

une cliaîne ou un réseau continus el telles que chacune d'elles puisse être

définie par des équations de la forme (8) (des variétés qui, par conséquent,

rentrent dans notre seconde définition) et qui cependant ne peuvent pas être

définies par des relations de la forme (i) et ne rentrent pas dans notre [ue-

mière définition.

Au contraire, toute variété qui satisfait à la première (h'Iinilion satisfait

aussi à la seconde.

Nous pouvons, en effet, d'après un théorème bien connu, siyi, y'n, . . ., y,,

sont définis [)ar n relati(jns de la forme

(«)

J'i = Fi (^1, ^2, . . ., x„),

J'2 = F2(.r,, ^2, . . ., x„),

y n = r n(,^l j .^2, • , ^/i ))

H. P. — VI. 26
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si. dans un certain domaine, les F sont des foncliuns holoniorphes des x, doni

le déterminant Idiiiliuiuicl no s'iuiniile pas; nmis jioiivons, dis-jo, résoudre ces

équations et en tirer

(P) ^i= '>/0'l,>-2, • • -, .)•„),

les 9/ étant dos tondions des )' liok)niorphes dans un cerinin domaine.

Soit mainlenuul une variété \ satisfaisant à notre première définition, c'est-

à-dire définie par les relations

(i) Fa=o, ?3>o.

Reprenons alors les équations (cz); prenons-j, puurFi, V-,, . . ., V,,, les pre-

miers membres des p égalités (i). Quant aux autres fonctions

ce seront rt

—

/> fonctions holoniorphes quelconques des x. Je les assujettirai

seulement à une condition.

Soit x° , tI, . . ., xl un pciiiit quelconque M,, de la variété V. Je m'arran-

gerai de telle façon qui- le déterminant fonctionnel des ri fonctions F ne

s'annule pas ])()ur

Cela est évidemment possible, puisque j'ai supposé que les déterminants

fonctionnels des p fonctions

Fi, Fs, ..., F^,

par rapport k p quelconques des variables x, ne s'annulent jamais tous à la fois.

Je puis supposer encore que F^^i, Yp+i, . . ., F„ s'annulent au point Mo,

c'est-à-dire pour

Alors, d'après le théorème cité plus liant, on peut résoudre les équations (a)

et l'on iriiuvo que les a:/ s'expriment en séries ordonnées, suivant les puissances de

J'ij /!) ••. yn

et convergentes ponjMi (juo ces quantités satisfassent à certaines inégalités.

Soient donc

(P) x,= lh

ces équations et

''•k(y,,yi, . .., j„)>o

les conditions auxquelles les y doivent salisfaiio pour ([uo lo» séries soient

convergentes.
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Faisons maintenant

les p premières équations (a) ne diflércront plus des p équations (i); et les

fonctions 9,, ne dépendant plus fie n —p = m variables, seront de la

forme (8).

Alors l'ensemble des relations

représentera une variété i>, qui sera définie à la seconde manière et qui. ne

dilTérant pas de

Fa=o, ?3>o. '•*>o,

fera partie de V.

Le point Mo, qui est un point quelconque de \ , fait partie de c. On peut

donc construire, autour d'un point quelconque de ^ , une variété analogue

à V.

Le cas le plus simple est celui où les conditions de convergence //,> o sont

une conséquence des inégalités cpp> o.

Alors f ne diffère pas de V et l'on peut se contenter, pour définir i>, des

égalités (8) et des inégalités

(9) i'3>o-

que l'un obtient en substituant les à la place des x dans les inégalités

?3> ",

Remarquons en passant que tous les déterminants fonctionnels de m des

fonctions 6 par rapport aux v ne s'annuleront jamais à la fois.

Si les conditions /')>- o n'étaient pas une conséquence des inégalités q)fi> o,

on partagerait la variété \ en variétés partielles; c'est ainsi, par exemple, que

la variété V peut évidemment être décomposée en deux variétés partielles

el

Fa=<'; r{J>o> •'<o,

•l étant une fonction quelconque de Xt, Tj, .... x„.

Cela posé, nous pourrons toujours partager V en variétés partielles, ou mieux

construire sur \ un certain nombre de variétés partielles, empiétant les unes

sur les autres et assez petites pour que l'on puisse, pour chacune d'elles,
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Iiumor un sYSti-mc de variables auxiliaires, qui peruieUe de rt^présenler celle

variété partielle par des égalités el des inégalités de la foiine (8) et (9), satis-

faisant à toutes les conditions cpie je viens d'énoncer. Toul point Mo de V
appartiendra à l'une de ces variétés partielles et l'ensemble de ces variétés

tonnera un réseau continu. La première définition est ainsi ramenée à la

seconde.

PourtanI, il reste une remarcpie à faire; il peut arriver qu'à deux systèmes

dillérents de valeurs de j,, y.,, ..., y,„ corresponde un môme système de

valeurs des fonctions 0,, Oo, . . ., 0„ et, par conséquent, un môme point de la

variété \.

Dans ce cas, il convient d'adjoindre aux inégalités (9) d'autres inégalités

(10) 't'v>o

en les choisissant de telle sorte que des divers systèmes de valeurs des variables j',

qui correspondent à un même point de V, il y en ait toujours un et un seul qui

satisfasse aux inégalités (9) et (10).

Soit, par exemple, un tore, dont l'équation sera

(x] H- a; 2 -H x 5 -I- R 2— p2y2— /j K-(a;î h- x; ) = o.

Posons

j;! = ( K -I- / cos/i ) COS/2,

Xî = ( R + r cos >'i ) iiny-n,

X3= rsinr,.

Nous voyons qu'à un même point du tore correspondront une infinité de

systèmes de valeurs des y, compris dans la formule

Xi-i- iKiTi, J-2-+- 2K2 r:,

où les K sont entiers.

Mais si nous assujettissons les y aux conditions

0<7,<2;r, o<>-o<2:c,

nous n'aurons plus qu'un système de valeurs des y, (pii correspondront à un

point du tore.

§ 4. Variétés opposées.

Avec l'une comme avec l'autre définition, il y a lieu de faire une distinction

dont on comprendra plus tard l'importance.
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Supposons d'abord une variété V définie de la première manière, c'est-à-dire

par les relations

F"«=Oi 9p>o-

On tiendra compte de l'ordre dans le(juel sont rangées les équations F»^ o;

si deux de ces équations sont permutées, on conviendra de dire que le système

lie relations ne représente plus la variété V, mais une varii'té opposée à V.

Nous pouvons maintenant remplacer les équations

Fa=o (oc = 1, a, ...,/))

par les suivantes :

*, = A,., F, -(- Ai.îFo-H. . .-I- A|.pF,,= o,

<!>„= A,., F,-+- Ao., F2-(-...-t- A..pF/,= o,

<1>^ = A/,, , Fi -H A;,.. Fo -1-
. . . + A;,./, ¥,, = o,

les A,-./, étant des fonctions quelconques des x.

Si le déterminant A des coefficients A/./, ne s'annule pas dans le domaine

considéré, les équations <I>5,= o seront équivalentes aux équations Fct=o et.

par conséquent, si on leur adjoint un certain nombre d'inégalités, elles repré-

senteront encore la variété V ou un(; variété opposée.

Nous conviendrons de dire que si A (qui a toujours le même signe, puisque

j'ai supposé qu'il ne s'annule pas) est positif, ces équations représentent la

variété V et que, si A est négatif, elles représentent la variété opposée.

De môme avec la seconde définition. Soit V une variété définie par les

équations

Il faudra tenir compte de l'ordre des variables > et, si deux de ces vaiiiililes

sont permutées, nous conviendrons de dire que les équations ne représ(^nt<'nl

plus V, mais la variété opposée.

Imaginons que l'on remplace les y par m fonctions analytiques des m
variables nouvelles Zi, z-2, . . . , z,,,, de telle façon que l'on ail

ces nouvelles équations représenteront encore V ou la variété opposée.

Nous devons supposer que le déterminant fonctionnel A des y par rappoit

aux s ne s'annule pas, afin qu'à un système de valeurs des y corresponde un

seul système de valeurs des z. Il sera donc toujours de même signe.

Nous conviendrons de dire que, si A est positif, les nouvelles équations
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représentent oncore \ ri (|iir Vsi, S esl iii'i;;uil. elles représentent In \ ariété

opposée.

\ ojons maintenant ee qui arrive lorsqu'on passe d'une; définition à l'autre.

Soit une variété ^ définie par

F,= Fo = ...= F^,= ()

et par eertaines inégalités.

Adjoignons à ces /i équations les suivantes :

FyH-i, Fy,+2, . . . , F„ étant n —p fonctions quelconques des x.

Mous isvons vu que si le déterminant fonctionnel A des /* fonctions F,,

F-j F„ n'est pas nul, on peut résoudre ces /i équations par rapport aux j'

cl qu'un trouve ainsi n équations

qui représentent une variété à «

—

p dimensions. Mais on peut se demander si

elles représenteront V ou la variété opposée.

INous conviendrons de dire qu'elles représenlent V si A est positif et la

variété opposée si A est négatif.

Considérons la variété à ;; —p dimensions

Fa=o, ..., 9p>o,

que j'appelle V. Nous avons vu que la variété à «

—

p— i dimensions

Fa=o, !Py=o, ?fi>o (Pî^ï),

que j'appelle e, fait partie de la frontière de V.

Mais il importe de ranger les équatirjns qui définissent r dans l'ordre suivant :

F,;= o, F2=o, .,., F;,= o, ?f=o,

car si deux d'entre elles étaient j)ermulées, nous conviendrions de dire que ces

équations ne représentent plus la frontière de V ou une partie de celle fron-

tière, mais une variété opposée à cette frontière.

§ 5. Homologies.

Considérons une variété \ à p dimensions; soit maintenant W une variété

à g dimensions (g^p) faisant partie de V. Supposons que la frontière com-

plète de W se compose de A variétés continues k q— i dimensions

l'i, l'a, • • -, i'),.
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Nuiis exprimerons ce f'ail par la notation

l». -t- C» -H . . . -H Ci ~ O.

Plus généralemonl la notation

X"i l'i -I- A'-2 fi '^ fc:t t':i -f- Â"i ^'^,

OÙ lus A sont des entiers el les e des variétés à ^— i dimensions, signifiera

qu'il existe une variété W à q dimensions faisant partie de V et dont la fron-

tière complète se composera de Ai variétés peu difl'érentes de l'i, de k., variétés

peu difl'érenles de 1^2, de An variétés peu diflérenles de la variété opposée à T;,

et de A.» variétés peu difl'érentes de la variété opposée à t\.

Les relations de cette forme pourront s'appeler des homologics.

Les homologies peuvent se combiner comme des équations ordinaires. Nous

emploierons aussi la notation suivante; supposons que l'on ait

^1 ''1 +- !ii l'2 -I- • • • -I- kp Vp ~ ir, -i- (l'2 -f- . . . -h w,,

l'i ipie les variétés n'i, i\'-.), ..., iv,/ fassent parlie de la frontière de \ ;
nous

écrirons (pielquefois

A
I
f 1 -H X'î l'o -I- k/, V I, r^ £.

§ 6. Nombres de Betti.

JNous dirons que les variétés

''i, ''2, "),>

d'un môme nombre de dimensions et faisant jtartie tie \ , sont linruircinent

indépendantes^ si elles ne sont liées par aucune liomologie à coefficients

entiers.

S'il existe P,„— i variétés fermées à m dimensions faisant parlie de V el

linéairement indépendantes et s'il n'en existe que P,„— 1, nous dirons que

l'ordre de connexion de V par rapport aux variétés à m dimensions est égal

à P,„.

Ainsi se trouvent définis, en ce qui concerne une vaiiéti'' \ à )n dimensions,

m— I nombres que j'appellerai

Pf, P»î • . Pm— I

et qui sont les ordres de connexion de V par rapport aux variétés de

1 , 2, .... m — I

dimensions.
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Je les tippellerai dans la suite les nombres de Jietli.

Rendons ces di^ilnilions plus claires par un exemple :

Soit D un domaine taisant partie de l'espace ordinaire et limité par n sur-

faces fermées

qui ne se coupent pas.

Ce domaine est une variélé à trois diinensicuis. Il iuliucl donc deux uouducs

de Beiii Pi el V,.

Cette variété est alors di'slinie par les inégalités

si les équations des il surlaces S sont

cp, = o, ?o = o, ..., (p„=o.

Comme les surfaces ne se coupent pas, il n'y a pas de valeurs de Xi, .r.., x.y

cpii satisfassent à la fois à deux de ces équations

s,= o, 9i = o.

Les surfaces Si, S), ..., S„, ayant deux dimensions, n'auront qu'un seul

nonibie <le Betli, qui sera l'ordre de connexion de Riemann; soient

2Q, + I, 2Q2+I, ..., 2Q„-+-I

les ordres de cipuni'xiou (([Ml sniil iuipaii's, piiiscpie les suilaces soni leriuées)

des /; surfaces

Si, So, . . , S„,

on aura

r^, = /,, p, = (^, -t- ih + . . , -H Q„ + 1 .

Ainsi, pour la région intérieure à une sphère

P>=i, l'i = i;

pour la région comprise entre deux sphères,

P,= 2, F, = i;

pour la région iulérieur(! à un tore,

V., = i, P,= 2;

pour la l'égion comprise entre deux tores,
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§ 7. Emploi des intégrales.

Considérons une variété V que l'on puisse représenter par les inégalités et

égalités (8), (9) et (10) de façon à satisfaire à toutes les conditions énoncées

plus haut.

On sait alors ce que l'on doit cnlcndre par l'intégrale multiple d'ordre m

j Ff/ji, (fy-!, •••> dy>^

étendue à la variété V; je désigne, ])icu cnlendu, par F une fonction donnée

des y. Il faut efTectuer l'intégration successivement par ra|)porl aux m
variables y, çt les limites d'intégration seront définies par les inégalités (9)

et (10).

Cela posé, je vais définir l'intégrale suivante

(")
/

^j^i,.oc,.....x„,dxx,dxx,. . 'fjc^,,,.

Les différentielles dxy,^, dx^,.^ , dx^^^ sont lu quelconcpies des n différen-

tielles dxi, dxi, . . . , dx„. Les fonctions X;;;^^;^ ^^^ sont des fonctions données

de Xi, Xo, .... x„ et d y en a autant qu'il j a de coudjinaisous possibles des

indices

a,, ï2, • -, «m,

c'est-à-dire qu'il y a de combinaisons de n lettres /// à m. Il faut convenir que

la fonction X est nulle si deux de ses indices sont égaux et qu'elle change di;

signe quand on permute deux de ses indices.

Cela posé, l'intégrale (11) sera, par définition, égale à l'intégrale d'ordre m

J --^ "(ji) yu • •> ym)

Si maintenant la variété V n'était pas susceptible d'être représentée par des

relations de la forme (8), (9) et (10) satisfaisant à toutes les conditions

énoncées, on décomposerait la variété V en variétés partielles assez petites pour

être susceptibles de ce mode de représentation et l'intégrale (i 1), étendue à la

variété totale V, serait par définition la somme des intégrales (11) étendues aux

diverses variétés partielles.

Cette définition laisse toutefois subsister encore une ambiguïté.

En effet, si l'on permute deux des lettres j'i et j'2, l'intégrale change de

H. P. - VI. 27
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signe; il iinpoiic doiu' île so donner Tordre de ces lellres el la permutation de

deux de ces lettres équivaudrait à un changement du sens de l'intégration dans

l'étude des intégrales simples. Je dirai donc le sens de l'intégration pour parler

de l'ordre dans lequel on convient de ranger les lettres fi, y-^, . . . , y,,,.

J'ai eu l'occasion de m'occuper d'une question analogue dans un Mémoire

sur les résidus des intégrales doubles, inséré au lume IX des Acta mathema-

lica el, en particulier, dans le paragraphe 3 de ce Mémoire intitulé : Condi-

tions d^intégrabilité.

J'ai recherché dans quels cas ces conditions d^intégrahlité sont remplies,

c'est-à-dire dans quels cas l'intégrale (ii) est nulle toutes les fois qu'elle

s'applique à une variété fermée.

Voici ce que j'ai trouvé; écrivons pour abri'îger l'écriture

au lieu de X;,^ ^^ ^^ et [a^,] au lieu de x^.

Nos conditions d'intégrabilité s'écriront

d(a,, xn, . . ., a,„) «/(«î, 23, . . ., a,„_i)

(_(_ d( a:,, g», ., »„,, «m-t-i, «i ) _j_ _,_ ''^("m+i, "i, "2, ..,a,„-i) = o,

Voici la loi suivant laquelle doivent être choisis les signes riz- On prendra

toujours le signe + si m est pair, el alternativement le signe + et le signe —
si m est impair.

Il y aura autant d'c-quations (12) qu'il y a de systèmes possibles d'indices

c'est-à-dire, puisque ces indices doivent être choisis parmi les lettres,

I, 2, ..., n,

autant qu'il y a de combinaisons de n lettres m -+- 1 à tn -\- i

.

Supposons maintenant que les conditions (12), au lieu d'être satisfaites pour

toutes les valeurs possibles des n variables

Xi, Xi, ..., x,„

le soient seulement pour certaines valeurs do ces variables. Par exemple

considérons une variété V définie par les conditions
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Soil ensuite un domaine D comprenant tous les points voisins de ceux do V et

défini, par exemple, par les conditions

— £<Fa<£, V(5>— £>

£ étant un très petit nombre positif.

Supposons que les conditions (12) soient satisfaites pour tous les points du

domaine D.

En répétant le raisonnement du Mémoire cité et en le modifiant convena-

blement, on démontrera ce qui suit : Soit une variété V à m + i dimensions

faisant partie de V (le nombre m + 1 doit donc êlre inférieur ou au plus égal

au nombre des dimensions de V).

Supposons que la frouliùrc complète de V se compose des I; variétés à

m dimensions

w„ w,, ..., w,,

de sorte que Wi+ W2+ . . .+ W/,'^ o.

Alors si l'intégrale (11) satisfait aux conditions (12) dans le domaine D, la

somme algébrique des intégrales (i 1) étendue aux variétés Wi, Wo, . . ., Wa
est nulle. Il faut, bien entendu, pour cliacune d'elles, faire attention au sens de

l'intégration.

Les conditions (12) sont suffisantes pour qu'il en soit ainsi, mais elles ne

sont pas nécessaires; ces conditions, nous l'avons vu, sont en nombre égal à

celui des combinaisons de 11 lettres m + 1 à /n + i ; il suffirait, pour que le

résultat que je viens d'énoncer fût encore exact, que l'intégrale (i i) satisfît pour

tous les jjoints de V à certaines conditions en nombre égal à celui des combi-

naisons de n—p lettres m + 1 à m + i , /( —p étant le nombre des dimensions

deV.

Ces conditions seraient aisées à former, mais cela m'entraînerait trop loin de

mon sujet.

Si alors une intégrale (1 i) satisfait aux conditions (12) dans le domaine D,

les diverses valeurs que cette intégrale pourra prendre quand on l'élendra à

diverses variétés fermées à m dimensions faisant partie de V seront des combi-

naisons linéaires à coefficients entiers d'un certain nombre d'entre elles que

l'on pourra appeler les périodes de l'intégrale (1 1).

Le nombre maximum des périodes est égal à P,„— i; car, si l'on consi-

dère Pm variétés fermées quelconques à m dimensions, il j aura toujours une

variété à m -\- 1 dimensions qui admettra comme frontière complète ces P,„
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variétés ou quolquos-nnes d'entre elles. Il y aura donc toujours entre les P„i

intégrales correspontlantes une relation linéaire à coefficients entiers. On

pourrait d'ailleurs faire voir qu'il existe toujours des intégrales de la forme (ii)

pour lesquelles le nombre maximum des périodes est atteint. Cette manière de

faire comprendre la définiliou des nombres de Betti a été employée par Betli

lui-même pour le premier et le dernier de ces nombres, c'est-à-dire pour P,

et P,„_i ; mais nous venons de voir qu'il est aisé de faire de même pour les

autres nombres de Betli.

§ 8. Variétés unilatères et bilatères.

Considérons une variété V définie à la seconde manière, c'est-à-dire formée

d'une chaîne ou d'un réseau de variétés partielles dont chacune est définie elle-

même par des relations de la forme (8) et (9).

Suit f| une Muic'li': partielle définie par les conditions

Xi= 6;(yi,72, ••, ym),

\yk\<h-

Soit i -j une auti'e variétc; partielle et définie par les conditions

Xi= OJ(Z|, Co, . . . , -ïm),

\zk\< ~ik-

Supposons que ces deux variétés aient une partie commune c' formant une

variété continue. Je dis qu'à l'intérieur de cette variété le déterminant

fonctionnel

d(Zi, 2,, ..., Z,n)

est toujours de môme signe.

En efi'et, il ne pourrait changer de signe sans s'annuler ou sans dtivenir

infini. Or on a

A =
rJ{z„ Zi, ...,z,n) à{yi, yn, ...,y,n)

de sorte que A est lui-même le rapport de deux déterminants fonctionnels;

comme ces deux déterminants fonctif)nnels sont essentiellement finis, A ne

pourrait s'annuler que si l'on avait

à(x,, Xj, . . ., Xm) _
d{z\, Zi, . . ., z„i,
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et comme rien ne clislinguc les m premières variables Xi, x-< ..., ,r,„ des

/( — m autres :r,„+i, Xni+2, • • -, Xn, il faudrait que le délerminanl fonctionnel

de m quelconque des x par rapport aux z fût nul.

Tous les déterminants fonctionnels des fonctions 0' devraient donc s'annuler,

à la fois, ce qui n'a jamais lieu par hypothèse. A ne peut donc s'annuler, el l'on

verrait absolument de môme qu'il ne peut pas non plus devenir infini.

A est donc toujours de même signe et nous pourrons choisir l'ordre des

variables z de telle façon que ce signe soil toujours positif.

Une difficulté pourrait se présenter dans certains cas; supposons que la

partie commune à ci et à 1^21 au lieu de se réduire à une seule variété

continue v', se compose de plusieurs variétés continues c', c", v'"; dans chacune

d'elles, le signe de A demeurera constant, mais il pourra changer lorsque l'on

passera de l'une à l'autre. Dans ce cas, nous dirons que la variété V est

unilatèie.

Supposons que cette circonstance ne se présente pas, et considérons une

suite de variétés partielles formant une chaîne fermée

Soient

y il } ii • • ) ym

les m variables qui jouent le rôle de y'i, y-2, • • • , J'm par rapport à c,-.

Supposons que l'i et is aient une partie comniun(; r, , v-, et i';, une partie

commune (•'„, . . ., r,/_i et v,j une partie commune i',
,

et t',y et enfin l'i une

partie commune ('|^.

Soil A, le déterminant fonctionnel chi

y 1 î J '2 î • • • j j m

[)ar rapport à

r'i. J'ii •••> ym-

Ce déterminant sera défini à l'intérieur de c,'

.

Je définis de même à l'intérieur de c'^ le déterminant fonctionnel A,y de

y ij y iy • ' ) y m

par rapport à

D'après ce que nous venons de voir, nous pouvons toujours choisir l'ordre

des variables de telle façon que

Al, Aï, ..., A,_i
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suii'iil toujours positifs. D'autre pnri, A,, esl toujours de mt>uie sif^ne, mais ce

signe constant est-il le sij;iie + ou le signe —

?

Si c'est le signe —
,
je dirai encore que la variél(5 V l'sI uiiilalère. Je pourrai

dire aussi que les variétés Ci, Co, . . . , c,, forment une chaîne unilatîire.

Supposons maintenant que l'on ait construit un certain réseau continu de

variétés partielles

(4) ''1, "2, ..., IV,

de telle sorte que tout point de V soit à l'intérieur (j'exclus la frontière) de

l'une des variétés (4) ou de plusieurs d'entre elles. Si, dans la partie commune

à deux quelconques des variétés (4), le déterminant A est positif, je dirai que

la variété V est bilatère. Si elle ne l'était pas, il est clair qu'on pourrait tou-

jours, avec quelques-unes des variétés (4), former une ciiaîne unilatère et que

la variété V serait unilatère. Je pourrai dire aussi que le réseau des variétés (4)

forme un système liilatère.

Mais pour justifier complètement notre définition, il faut faire voir que V ne

peut pas être à la fois unilatère et bilatère. Il est clair d'abord que, dans le

système bilatère (4), on ne peut pas trouver de chaîne unilatère.

Mais il reste à montrer que le système (4) restera bilatère quand on y

adjoindra une variété quelconque Cy+i faisant partie de V.

Soit IV la partie commune à c,- et à iV/+i ; tout point de (V/+t appartiendra au

moins à l'une des variétés v\ et, comme i>q+i est continu, si je considère deux

points Ml et M/, de (V/+i appartenant respectivement à t'', et à c'^, on pourra

trouver des variétés intermédiaires que je pourrai appeler (puisque le numéro-

tage reste arbitraire)

c'i, 1/2, ..., V'k,

et qui formeront une chaîne.

Je pourrai toujours ciioisir l'ordre dos variables analogues aux y qui défi-

nissent la variété i'ij+\, de telle façon que, dans t'|, le déterminant analogue

à A et relatif à c, et (V/+i soit positif; je l'appellerai Ai.

Appelons, de même, A,- le déterminant analogue à A et relatif à c,- et f,y+i ;

A/ esl défini à l'intérieur de c)

.

Soit ensuite A' le déterminant relatif à ci et Ca; il sera défini dans toute la

partie commune à ces deux variétés et, en particulier, dans la partie commune

à v\ et v\; il sera positif puisque le système (4) est bilatère.
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Alors, dans la partie commune à t', et r!,, ài et A' scrunl positifs, il en

résulte que leur rapport

- A'

est positif, et comme il cunser\e toujours le même signe, il sera positif pour

tous les points de c',.

On démontrerail de proche en proclie que A;,, ..., A/, sont également

positifs.

Le système restera donc bilalère après l'adjonction de v,,+
, ; il le restera encore

si, dans l'expression des équations d'une des variétés e,, on remplace les

variables ji, j'a, ..., fm par des fonctions holomorphes de variables nou-

velles j', , y'^ , . . ., y„^ dont le déterminant fonctionnel ne s'annule jamais (ce

qui est nécessaire si l'on veut qu'à un système de valeurs des y corresponde un

seul système de valeurs des y'). Il faut, i)ien entendu, choisir l'ordre des nou-

velles variables j)^' de telle façon que ce déterminant fonctionnel soit positif.

Le système restant toujours bilatère, on n'y pourra construire de chaîne

unilatère, de sorte qu'une variété ne peut pas être à la fois bilalère etunilatère.

c. Q. F. D.

Tout le monde connaît l'exemple de surface unilatère que l'on obtient en

ployant un rectangle de papier ABCD (dont les côtés opposés sont AB et CD
d'une part, BC et DA d'autre part), et en collant ensuite ensemble les

côtés AB et CD de façon que A soit colé avec C et B avec D.

Les exemples de variétés bilatères sont plus aisés encore à former. Ainsi dans

l'espace à n dimensions :

i" Tout domaine à n dimensions est bilalère;

2° Toute courbe à i dimension est bilatère
;

3" Toute surface /e/'wc'e à n— i dimensions est bilatère.

Mais on peut aller plus loin.

Considérons une variété V définie à la première nia/i/'ère, c'est-à-dire par

des égalités et des inégalités de la forme (i). Je dis qu'elle sera toujours

bilatère.

Soient, en effet,

les p égalités qui, avec quelques inégalités que nous n'écrirons pas, défi-
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nisscnt V. Parla^oons ^ en un certain nombre de variétés partielles e, définies

par des relations de la loriue (S) et (p). Soient

''Il ''2; •) ''./) ''l

nn certain nombre de variétés parliollcs formant une chaîne continue, c'est-

à-dire telles que chacune d'elles ail avec la suivante une partie commune. Je

dis que cette chaîne est toujours bilalère.

En ellel. nous avons supposé plus haut qiu' les déterminants lonclionnels

des p fonctions F par rapport à p quelconques des variables x ne s'annulent

jamais tous à la fois. Je puis donc supposer que les variétés e sont assez petites

pour que, à l'intérieur de ri, l'un des déterminants fonctionnels (que j'appel-

lerai Al) ne s'annule pas; pour que, à l'intérieur de c^, un autre de ces déter-

minants (que j'appellerai Ao) ne s'annule pas, et ainsi de suite.

S'il n'en était pas ainsi, ou n'aurait qu'à subdiviser chacune des variétés e en

variétés plus petites.

Soit, par exemple,

'
= -77 ; '

"(ara,, ara,, . .
. , x^^)

,)(V. F„ Rr>(F,, F„ ..., F^)

Comme l'ordre des lettres x^^, x-^^, ..., J?-, reste arbitraire et que Ai

conserve le même signe à Fintérieur de ii, je pourrai toujours sup|)oser que Ai

est positif à l'intérieur de ei. De même, A^ sera positif à l'intérieur de v»; et

ainsi de suite.

Posons alors à l'intérieur de l'i

(.3) j'^::"; ''::"', ••'
^r:-;

( y \ — *^a,) y'i — "^a,) • î yni — *^a„,'

Ici m :^ n—p; les variables x'^. sont les m = h —p varialiles x qui restent

quand on a supprimé les /> variables Xa^-

Posons de même à l'intérieur de c^

1 Fi = o, F> = o, .... F„ = o,

(i4)
- o

( 7î = -rp,! yi = ^ti,y • • • > ym = ^{i„,-

Les variables x'^j. sont les m = /i—p variables x qui restent quand on a sup-

primé les /> variables arg..

Kl ainsi de suite.
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Je suppuscrai que l'ordro dos variables J7j_ ail Ole choisi de telle sorlc que

l'on [)uissc passer de l'ordre normal des variables x, c'esl-à-dire de l'ordre

à l'ordre

par une subslilulion du groupe alterné.

Alors, en résolvant les équations (i3), on verrait (ju'à l'inlérieur àv ii les x

sont des fonctions holomorplies de

.)' 1 j } -i.^
.... y„i

et ainsi de suite. En général, à l'intérieur de c,, les x seront des fonctions

holomorplies de

y \i > îi • • I J m-

Il s'agit alors de calculer le déterminant

à(y\, y\,, ym)
à{y\,y\-, •••,/,',)'

ou, pour abréger,

àyl
àyl

à l'intérieur de la parti(! commune à t'i et à ('•>.

Pour cela, remplaçons les équations (i3) et (i4) P''i' '•-'* équations plus

générales

{\Zbis) l

et

(14 bis) ¥k = A*, y"i = x'^..

Nous ferons ensuite ?/, = o.

Résolvons les équations (i3 bis), nous aurons les x en fonction des ?./, et

des y/ holomorplies à l'intérieur de l'i et le délerminant fonctionnel de

^\ j ^2, * • • ) X II

par rapport à

sera évidemment -r- •

Al

Résolvons de même les équations (i4 bis), nous aurons les x en fonction

H. P. — VI. 28
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des )./, cl dos )'/. Iioloinorplu's à rinlOricur de Cj cl le di'lcriiiiiianl Idiirlioiincl

sera -j- •

Il viendra alors, pour les points communs à Ci cl à r.j,

ày? _ à(X,, À;, .. .. ).,„ .rhyh ••..r»i) ^ ^i

.

Il ne resie plus ensuite qu'à faire A/,= o dans les expressions des x.

On lr()u\erail de mènu', dans la partie commune à c/, cl (v,+i,

cl dans la partie commune à c, et à l'i,

'Jyr ^<

'

Nous avons vu plus haut (pic l'on pcul |iiii|(iuis .siippiiseï- (pic iA, est, à

l'intérieur do c,, positif. Tous ces rapports sont donc positifs et la cliaînc est

bilatôrc. c. y, i\ n.

Toutes les variétés qui rentrent dans la première définition sont donc bila-

lôres et, comme j'ai cité plus haut un exemple de variété unilatôrc satisfaisant

à la deuxième définition, nous devons conclure que les variétés qui satisfont à

la deuxième définition ne satisfont pas toutes à la première. C'est ce que j'avais

annoncé plus haut.

r(jutc vari('t('' unilat("'re est, par (Iclliiitioii, i >/>//< is/'r à fllc-mrmc.

§ 9. Intersection de deux variétés. ('
)

Soient V et V deux variétés définies à la seconde manière, ayant l'une

p dimensions, l'autre n—p dimensions, et soient Mo et M„ deux points appar-

tenant respectivement à V et à V et ayant respectivement pour coordonnées

et

Autour du point M,,, construisons sur V une variété partielle r, analogue à

(') Le Complément à V.inalysis situs reprend ce nuiniiro 9.
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celles que nous avons envisagées dans le paragraplie 3, fie lellc façon qu'en

un point Xi, Xn, . . . , x,, de t' on ail

^i= 0;(7, .>'!! ,ri>) (t = ii 2) ••! ")

De niôine, au(our de M'„, conslruisons sur V une variéLé i'' telle qu'en

un point x\, x\, . . . , a?'„ de v' on ait

^'i= 0/ ( y'i . y'i j • • • , y'u-r ) (' = 1.2,

dx,i

dy.

dXn

dy,,

d£n
dy\

dx',,

n).

nvisageons le déterminant
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l't !•') aiiMil imc parlii' ccimmiiiu', cl (jnc les |ioiiil,s INI t'I 1M| se ciiiiContleiil, de

inôiiu' (lue les jidinls iM' cl M;.

Comparons los ilcux toiictious

/(M, M'), /.(M, M').

Supposons que les dcnx variétés \^ ul. V soicnl hilalères. Nous pourrons

supposer alors (en choisissant convenal)lemenl l'ordre des variables j' relatives

à Cl), que le déterminant analogue à celui que nous avons appelé A dans le

numéro 8, et relatif à r et cj, est posilif dans la partie commune à ç et l'i ; de

même, le déterminant analogue à A el relatif à c' et r', sera également positif.

Alors /'et /'i seront de mémo signe.

Soit alors S(M, M') une fonction qui sera égale à + i, à — i ou à o, selon

que /(M, M') sera positif, négatif ou nul. Cette fonction sera alors parfaite-

ment déterminée, elle ne dépendra que de la position des points M et M' sur V
et V; elle ne dépendra pas de la manière dont les variétés c et v' auront été

conslruiles autour de M et de M'.

Cela ne serait, plus vrai si Viine des variélcs V et V était unilatère, ce

que je ne suppose pas.

Supposons, en particulier, que les points M cl M' se conlondenl et, par

conséquent, que le point M soit un point d'intersection de V et de V, la consi-

dération de la fonction S(M, M') présente alors un grand intérêt.

Supposons que l'on forme la fonction S(M, M) pour tous les points d'inter-

section M de V et de V, et faisons la somme de toutes les fonctions S ainsi

obtenues; je désignerai cette somme par N(V, V).

Cette di'finiiion de 1N(V, V) s'applique quand les variétés V et V ont été

définies comme au numéro 3. Mais on peut la simplifier quand V et V ont été

définies comme au numéro \.

Soient alors

Fa='>, ?j3>'> (« = 1, 2, ...,/<; p = I, 2, ..., <7)

les conditions qui définissent V, el soient

F:, = o, ?'5>o (y = i, 2, .. ,, rt — />; 3 = 1, 2, ..., 9')>

celles qui définissent V. V aura n—p dimensions el V en aura ji.

Considérons un poinl M de V ayant pour coordonnées a7i, x->, . . ., x,, et
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un point M' de V ayant pour coordonnées x\, x\^ .... x'„ cl formons le déter-

minant

dxx dxi dx\ dx\ dx\

dF'

dx\

dFt dF.

dx„ dx„

dFp dF\ dF',

dx„ dx'„ dx'„

dFV
dx'i,

que j'appellerai A(M, M'). Quelle relation y a-t-il entre <]>(M, M') et S(M, M') ?

Pour nous en rendre compte, posons

x'i=Xi^hi (i — 1, 2, ..., n);

faisons ensuite varier à la fois les x\ et les xi, mais de telle façon que leur dlfl('-

rence hj demeure constante.

Posons

Fl,(a:,-i-/i,)=y.,.

Si 1(! déterminant i|>(M, M') n'est pas nul, nous pourrons résoudre ces équa-

tions par rapport aux xi et nous en tirerons

Le d(Hermiuaul foniliounel des 0, par rappori aux j'^ el aux y'.^ sera

"lors
, , ..
—rn\'

t);(M, M )

Si nous faisons j'i^ o, nous aurons

Xi=i)i(o, y'..);

ce sera là l'équation d'une variété à n —p dimensions qui fera parlic de \ ;
de

même en faisant

x'i= lu -h 1i{ya, o),

on aura l'équation d'une variété k p dimensions qui fera partie de V.

Si l'on définit de la sorte les variétés c el r' du commencement de ce

numéro, on voit que le déterminant fonctionnel des 0, n'est autre chose

que /(M, M'), d'où

/(M, M')'KM, M') = i.

Supposons maintenant que les deux variétés V et V fassent toutes deux

parties d'uni; variété W d'un plus grand nombre de dimensions. Soient, par

exemple,

(i) Fa=o, 93>o (a = 1, 2, . ..,/>; [B = i, 2, ..., g')
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los relrtlions tjiii (léfmlssciil ^^ (jiii ;uini :iiiisi /;

—

p ilinicnsions.

Soient

(2) F'^=o, ?5>o (7=1, 2, ...,/); 6 = 1, 2, ..., ?')

les relations (|iii jointes à (i) (Ic'finisseul \ qui mira ainsi n—p— />' dimen-

sions.

Soient enfui

(3) F'^ = o, o':>o (£ = i, 2, ...,/'; Ç = i, 2, ...,9")

les leialious qui jointes à (ij dcHuiionl V'qui aura ainsi ti—p— // dimen-

sions. Je suppose/; +/>'+//= n.

Soit M un point d'intersection de V et de V.

Je formerai le déterminant fonctionnel dos F^, des F'., et des F'j par rapport

aux X, et ce sera ce déterminant que j'appellerai <i^{M).

Alors S(M) sera, par définition, égal à + i ou à — i, selon que ']'(M) sera

positif ou négatif.

Je désignerai ensuite par N(V, V) la somme de toutes les quantités S(M)

relatives à tous les points d'inlerseclion de V et de V'.

Il est clair que, si l'une des variétés V ou V est remplacée par la variété

opposée, l'expression N(V, V) change de signe.

Soit maintenant V une variété fermée à i dimension et soit W un domaine

à n dimensions dont la frontière complète n: compose des variétés à

Il— I dimensions

V„ Vo, ..., V,,

de telle sorte que

Vi + Vî-*-. .+ Vi~ u.

Je dis que

N(V, V,) + N(V, V,)+...-i-N(V, V0 = o.

En effet, la variété V va se composer d'un certain nombre de variétés conti-

nues à I dimension, c'est-à-diie d'un certain nombre de lignes fermées. Les

équations d'une de ces lignes pourront se mettre sous la forme

a;; =0,(0,

l étant une vaiiable que nous ferons croître de — oo à + oo

.

Gomme la ligne est fermée, nous aurons

0,(— cc) = 0,(-ht»).

Envisageons maintenant un point M d'intersection d'une de ces lignes avec
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la fronliôre de W; si, quand on fail croître t, celle ligne passe de l'intérieur

de W à l'exlérieur, ou aura

S(M) = i.

Si elle passe de l'extérieur à l'intérieur, S(M) sera égal à — i. Mais la ligne

étant fermée reviendra à son point de dépari, de sorte que la somme de tous

les S (M) devra être nulle. c. q. f. d.

Supposons maintenant que toutes les variétés que nous envisageons et, par

exemple, V, W, Vi, Vo, . . ., V/,- fassent partie d'une variété U et que ce soit

cette variété U dont nous étudions les ordres de connexion et par rapport à

laquelle nous prenons les homologies.

(Voici ce que je veux dire; quand, au numéro 5, j'ai défini les homologies,

il y avait une certaine variété V qui jouait dans celle définition un rôle impor-

tant; eli bien, c'est ici U qui jouera ce rôle.)

Je suppose que U ail fi dimensions, V une dimension, W A dimensions,

Vi, V2, . . ., V/,/< — 1 dimensions.

Il n'y a rien à changer à ce qui précède et l'on voit que, si V est fermé et à

une dimension et que

V
I
-I- \'2+ . . . + Vt~ (),

on aura

N(V, V,) + N(V, V,)-(-...-+-N(V, Vi) = <».

Je dis que cela est encore vrai si lu variété ù une dimension V n'est plus

fermée, mais a ses deux extrémités sur la frontière de U et si W n'a aucun

point sur la imutière de U.

En effet, U se trouve partagé en deux régions continues ou non, à savoir :

W et la région R extérieure à W. Par hypothèse, la fr(uitière de U appartient

tout entière à R.

La ligne V n'étant pas fermée, le point initial correspondant à t^— c» ne

coïncidera plus avec le point final correspondant à < = + oo; mais, par hypo-

thèse, ces deux points appartiennent tous deux à la frontière de U et, par

conséquent, à R.

Notre ligne passera donc précisément autant de fois de R dansW que de W
dans R; donc la somme des S(M) est nulle. c. q. f. u.

Je vais maintenant établir la réciproque.

Soient Vi, Vo, ..., V/,, k variétés fermées à ]i — i dimensions situées
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dans U, U n'ayant iuirun poini (^iiiiiimu avL'c la frontière de V,-. Supposons

que l'on n'ait pas

V|-t- Vs-t-. . .-I- V< ~ o;

je dis qu'on pourra toujours trouver une ligne V, située clans U, qui sera

fermée, qui aura ses deux extrémités sur la frontière de U et qui sera telle (|ue

N(V, V,) + N(V, V,) +...-+- N(V,V*)?^o.

En effet, supposons d'abord que les variétés Vi, Vo, .... V/, ne partagent

pas U en plusieurs régions distinctes. Alors ou pourra aller d'un point quel-

conque de U à un auti'e point quek-on(pie di^ L! sans rcuconirer aucune des

variétés V,-.

Considérons alors une ligne très petite rencontrant Y^ en un point M et ne

rencontrant aucune autre des variétés V,-; nous pourrons joindre les deux extré-

mités de cette ligne par une autre ligne continue qui ne rencontrera aucune

des variétés V,-; nous aurons construit ainsi une ligne fermée qui ne rencon-

trera les variétés V,- qu'en un seul point. La somme des S(M) ne pourra donc

être nulle.

Supposons maintenant que les variétés V, partagent U en plusieurs régions R
;

mais cependant qu'elles soient linéairement indépendantes. Dans ce cas, la

frontière complète d'aucune des régions R ne pourra être constituée par une

partie des variétés V,-, sans quoi il y auiail entre ces variétés une homologie,

ce que nous ne supposons pas.

La frontière complète de R se composera donc de quelques-unes des

variétés V/ et d'une partie de la frontière de U. Il en résulte que d'un point

quelconque de R on pourra aller à la frontière de U sans sortir de R et sans

rencontrer aucune des variétés V/.

Considérons alors une des variétés V,-, Vi, par exemple, et envisageons une

petite ligne coupant Vi en un point M; soient R et R' les régions auxquelles

appartiennent les deux extrémités fx et p.' de cette petite ligne. De p. on pourra

aller par une ligne continue à la frontière de U sans sortir de R; de p.' on

pourra aller par une troisième ligne continue à la frontière de U sans sortir

deR'.

L'ensemble de ces trois lignes continues ira de la IV(jullère de U à la fron-

tière de U, et si je l'appelle V, ou aura

N(V, V,) = >, N(V, V,) = o (<>i).
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On peut donc choisir V ile telle façon que tous les N(\ , \/) soient nuls,

excepté un d'entre eux qui sera égal à i

.

Supposons enfin qu'il y ait entre les V, un certain nombre d'homologies,

3, par exemple,

( a )
1 ki \i ~ S k; V, ~ i) kl^i ~ o.

Nous pourrons alors, parmi les /.' variétés \ ,, un trouver k— 3 quii soient

linéairement indépendantes; soit, par exemple, Vi, Vo, . . . , \'/,_:i.

Nous pouvons choisir \ de telle façon que tous les N(V, V,) où <'=i,

2, ..., A"— 3, soient nuls à l'exception de l'un quelconque d'entre eus qui

sera égal à i . Les valeurs de

N(V, Vi-_,), N(V, V<._.), N(V, V*)

s'en déduiront à l'aide des relations

(P) ^k,N{V, V,.) = s/:;n(v, V,) = i;a-;N(v, v,) = o

qui sont une conséquence nécessaire de nos iiomologies (a).

Il ne peut pas arriver alors que l'on ait

(T) i:N(V, Vij = o,

quelle que soit celle des k— 3 quantités

N(V, V,) (i = i, 2, ..., A--3)

qui soit égale à i. Cela ne pourrait se faire, en eflet, que si l'équation (y) était

une conséquence nécessaire des équations ((3); mais alors l'homologie

(S) £V,~o

serait une conséquence nécessaire des homologies («). Or nous avons supposé

au-début que cette homologie (ô) n'avait pas lieu.

On pourra donc toujours choisir V de manière que l'égalité (y) n'ait pas lieu.

c. Q. F. D.

Nous désignerons sous le nom de coupure toute variété contenue dans U :

i" si elle est fermée; 2° si elle n'est pas fermée, mais si sa frontière fait partie

de la frontière complète de U.

Nous pouvons alors énoncer le théorème suivant qui résume la discussion

précédente :

La condition nécessaire et suffisante (si les variétés V; sont fermées et

H. p. — VI. 29
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à /( — I dimensions) pour <jiic Fou puisse choisit- la coupure V de telle sorte

tjue l'égalité

tirait pas lieu, c'est (/ue l'homologie

n'ait pas lieu.

Cherchons maintenant à étendre ce théorème au cas où V a p dimensions et

où Vi, V2, . . . , ^ A en ont /; — p.

Soient

Fa = "i ?8 > " ( a = I , 'i, ...,/( — /(
)

les équations de U; soient

Fœ= i), F'.j.= o, ip(j>o (y = 1, •!,..., A—/;)

celles de V.

Quant à Vi, Vo, . . ., V/,, nous les définirons tic i:i iiiauière suivante. Nous

pourrons toujours trouver/;— 1 équations

«J), = <I)2 = . . . = $,,_, = o

auxquelles satisfont tous les points de Vi, V-j, . . ., Va; c'est ainsi que si /; = 3,

p=^2, si U est l'espace ordinaire et si Vi, Vo, . . . , Va sont des courbes, on

pourra toujours, par ces courbes, quelles qu'elles soient, faire passer une

surface.

Pour définir V,, nous y adjoindrons une/'''""' égalité

F';=o.

Soit alors U' la variété à h—p + 1 dimensions

Fa=o, *v=u, ?[3>'>.

et v la variété à i dimension

Fa=F'^=*v=o, ?p>o.

On aura d'abord

N(V', V<) = N(V, V,).

D'autre pail, si l'homologie

a lieu par rapport à U', elh; aura lieu par rapport à U. Il est vrai que la réci-

proque n'est pas vraie et que celle liomologie jieul avoir lieu par rapport à LJ
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sans avoir lieu par rapport à U'; mais, si elle a lieu par rapport à U, on pourra

toujours, en choisissant convenablement les fonctions 4», trouver une variété V
à // —p + I dimensions par rapport à laquelle elle ait lieu.

Nous devons donc conclure cjue le théorème est encore vrai quand V a

plus d'une dimension.

Si donc Vi et V2 sont deux variétés fermées à h — p dimensions, si pour

toutes les coupures V à p dimensions, on a

N(V, V,) = N(V, V.),

on aura aussi

V,~V,

et inversement.

Bornons-nous au cas où U esl fermée. Alors U n'a pas de frontière et toutes

les coupures sont fermées.

Le nombre des coupures de p dimensions linéairement indépendantes

est Pyj— I .

Soient

ces coupures.

Soient ensuite

C„ C,, ..., Ci (X = P^-i)

V,- (J = I, 2, ..., 1^)

p. variétés fermées à h—p dimensions.

La condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait entre elles une

homologie

c'est que l'on ait

Or, si nombre p. des V,- est supérieur à X, on pourra toujours trouver des

entiers A", satisfaisant à ces conditions, puisque nous aurons fx arbitraires k,-

et 1 conditions à remplir. Si donc les V/ sont linéairement indépendantes, on

aura

Donc

mais, en changeant yj en h— p, on trouve

Pp^Ph-p.



328 ANALYSIS SITUS.

Donc

Par conséquent, pour une variété fermée, les nombres de Betti égale-

ment distants des extrêmes sont égaux.

Cl' llK'orèine n"a, je crois, jamais élé énoncé; il élail cependant connu Je

plusieurs personnes qui en ont nii'me l'ait des applications.

\ ovons maintenant ce qui se passe quand 1i est pair pour le nombre

moven I';,. Supposons que h soit multiple de 4 + 2, de telle laçon que

A ...— soit impair.

On sait cpie, (piand, dans un déterminant, on fait un nombre impair de per-

mutations de lignes, il change de signe. Quand on permutera \ et Vi, qui ont

— dimensions, le déterminant /(M, M) changera de signe; on aura donc

N(V, VO = -N(V,, V);

on en déduit

N(V, V) = o.

Le symbole N(V, V) n'a, par lui-même, aucun sens, puisque, les deux

variétés V et V coïncidant, le nombre des points d'intersection est infini; il

faut donc préciser la définition; nous poserons donc

N(V, V) = N(V, V),

où

V~V'.

Cela posé, je dis que P/, est impair. Supposons, en effet, qu'il soit pair et

soient

v„ v„ ..., y^

les fji variétés linéairement indépendantes à - dimensions où

V-
= Pa- I

est impair.

Formons le déterminant où le «''"'""' terme de la A''*""' colonne est N(V,, V/,).

Ce déterminant serait gauche, c'est-à-dire que les termes de la diagonale prin-

cipale seraient nuls et que deux termes symétriques par rapport à cette diago-

nale seraient égaux el de signe contraire. Comme le nombre des colonnes
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serait, impair, ce déterminant serait nul. Il en résulterait, contrairement à

rhjpothèse, que les variétés Vj, V2, •-., Vjj. ne seraient pas linéairement

indépendantes.

Donc P/, est impair.

Cela ne serait plus vrai, ni si h était multiple de 4i ni si la variété U était

unilalère; car tous nos raisonnements supposent les variétés bilatères. JNous en

verrons plus loin des exemples.

§ 10. Représentation géométrique.

Tl j a une manière de se représenter les variétés à trois dimensions situées

dans l'espace à quatre dimensions, manière qui en facilite singulièrement

l'étude.

Considérons, dans l'espace ordinaire, un certain nombre de polyèdres

P,, P., ..., P„.

Nous pouvons supposer qu'il existe, dans l'espace à quatre dimensions, un

certain nombre de variétés à trois dimensions

Qi, Q=, ••, Q.

respecli\ émeut iiuméoniorphes à Pi, Po, . . ., P,,,

Soient Fi une face du polyèdre Pi et <ti l'ensemble des points de la frontière

de Qi qui correspondent aux divers points de Fi. Soient, de même, F2 une

face de P) et <I>2 Vimage de cette face sur la frontière de Qj.

Il peut se faire que <î»i coïncide avec «to- Dans ce cas, les deux variétés Qi

et Q2 sont contiguës, et l'on passe de l'intérieur de l'une à l'intérieur de l'autre

en franchissant $1.

Dans ce cas, nous dirons que les faces Fj et Fj sont conjuguées.

Il pourra arriver que les faces Fj et F-i appartiennent à un même polyèdre Pi.

Alors la variété à deux dimensions ï»!, qui ne diffère pas de la variété à deux

dimensions 4>2, séparera l'une de l'autre deux portions de la variété Qi.

On le comprendra mieux si je compare avec un exemple se passant dans

l'espace ordinaire. Considérons un rectangle ABCD et un tore, sur lequel nous

tracerons deux coupures, à savoir : une circonférence méridienne et un paral-

lèle; soit H le point d'intersection de ce parallèle et de ce méridien. La surface

du tore ainsi découpée sera homéomorphe au rectangle; les deux lèvres de la
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coupure formée par le niL^'idicn correspondroiil aux doux côtés AB et CD du

rectangle; les deux lèvres de la coupure formée par le parallèle correspondront

aux deux côtés AD et BC. On voit l'analogie avec ce qui précède : le rectangle

correspond au polyèdre P|, le tore découpé à la variété Qi, les côtés AB et CD

aux deux faces Fj et Fa, les deux lèvres de la coupure méridienne aux deux

variétés ^i et «t.. qui, comme on le voit, coïncident.

Cela posé, imaginons que parmi les faces des n polyèdres P, 11 y en ait un

certain nombre qui soient conjuguées deux à deux et un certain nombre qui

restent libres.

Considérons la variété totale \ formée par l'ensemble des variétés Q,. Comme

quelques-unes de ces variétés Q,- sont contiguës, il pourra se faire que la variété

totale V soit continue : c'est ce que je supposerai.

Si parmi les faces des P, il n'y en a aucune qui reste libre, la variété V sera

fermée. Dans le cas contraire, les points qui correspondront aux faces restées

libres formeront la frontière complète de V.

On conçoit que la connaissance des polyèdres P, et celle du mode de conju-

gaison de leurs faces nous fournissent, dans l'espace ordinaire, une image de

la variété V et que cette image suffise pour l'étude de ses propriétés au point
.

de vue de VAnalysis situs.

\^oyons comment doit être défini le mode de conjugaison des faces. Il est

clair d'abord que, pour que deux faces puissentêtre conjuguées, il faut qu'elles

aient le même nombre de côtés. Ensuite, pour connaître complètement le mode

de conjugaison, il ne suffît pas de savoir que telle face est conjuguée de telle

autre; il faut savoir, en outre, quel est le sommet ou le côté de cette face qui

correspond à tel sommet ou à tel côté de sa conjuguée.

Alors seulement le mode de conjugaison sera complètement défini.

A deux faces conjuguées correspond, par définition, une même variété à

deux dimensions intérieure à V. Il peut se faire aussi qu'à plusieurs arêtes des

polyèdres P corresponde une même ligne intérieure à V, ou qu'à plusieurs

sommets de ces polyèdres corresponde un môme point intérieur à V. Nous

dirons alors que ces arêtes ou ces sommets appartiennent à un même cycle.

Voici comment on peut former les cycles d'arêtes et les cycles de sommets.

Soit Al une arête, F', l'une des deux faces qui passent par Ai, Fo la conju-

guée de F',, Aj l'arête de Fo qui correspond à Ai, F,, l'autre face qui passe

par Aï, F3 la conjuguée de F',, A:, l'arêle correspondant à An, etc.



ANALYSIS SITUS. 23l

On s'arrêtera quand on arrivera à une face libre ou quand on sera revenu à

l'arête Ai. Toutes les arêtes Ai, A2, A:,, . . . formeront un cycle.

De même pour les sommets. Soient Si un sommet, F', l'une des faces qui

passent par Si, Fo la conjuguée de F',, Sa le sommet correspondant à Si,

F'., une des faces qui passent par S2, etc.

Si, S2, S;,, ... appartiendront à un même cycle.

Seulement ici il passe par chaque sommet plus de deux faces; alors F'„, par

exemple, peut être choisie de plusieurs manières; on ne devra s'arrêter qu'après

avoir épuisé tous les choix possibles.

L'analogie avec la formation des cycles dans la théorie des groupes fuchsiens

est évidente. Elle le devient plus encore, si l'on suppose qu'il n'y a qu'un seul

polyèdre Pi.

Premier exemple. — L'exemple le plus simple est celui où l'on n'a qu'un

seul polyèdre Pi et où ce polyèdre est un cube ABCD A'B'C'D' dont les som-

mets ont respectivement pour coordonnées

A
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pondants A'B'D'C se rencontrent sur la seconde face dans un ordre tel qu'en

parcourant le périmètre dans ce sens on ait la face à sa droite.

Celte condition doit toujours être remplie si Von veut, que V soit bilatère.

Si deux faces F| et F^ sont conjuguées et si un point (U'cril le périmètre de Fj

de façon à laisser la face à sa gauche, le point correspondant sur Fo devra

décrire le périmètre de celle face en la laissant à sa droite.

Cela posé, supposons donc que le mode de conjugaison soit défini par les

relations (i). 11 est aisé de voir alors que tous les sommets forment un seul

cycle et qu'il y a trois cycles d'arêtes, comprenant respectivement celles des

arêtes qui sont parallèles à l'axe des x, à celui des y et à celui des z.

Deuxième exemple. — Conservons toujours notre cube, mais changeons

le mode de conjugaison et défînissons-le par les relations

i ABDC =B'D'C'A',

(2)
I
ABB'A'e=DD'C'C,

( ACC'A =DD'B'B;

il y aura alors deux cycles d'arêtes et deux cycles de sommets et je résume les

résultats par les relations suivantes; j'ai mis le signe ^ entre deux arête

(ou deux sommets) pour exprimer qu'elles font partie d'un même cycle.

Deux cycles d'arêtes :

AB = B'D'= ce = B'A'= AC = DD',

AA'=DG =C'A'=B'B =C'D'=DB.

Deux cycles de sommets :

A = B'==G'h=D,

B E^ D' = C 3 A'.

IVous verrons plus tard pour quelles raisons ce mode de conjugaison est

inadmissible.

Troisième exemple. — Conservons noire cube avec le mode de conjugaison

siii\anl :

I
ABDC =B'D'C'A',

(3) I
ABB'A'=- G'CDD',

ACC'A'=DD'B'B.

On trouve alors :

Quatre cycles d'arêtes

AB = B'D'=C'C, AA'=C'D'=DB,

AC = DD' = B'A', CD -^ BB' ^ A'C.
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Deux cycles de sommets :

A = B'=C' = D,

B =D'=A'=C.

Quatrième exemple. — Soit maintenant

I

ABDG =B'D'CA',

(5) ABB'A'=CDD'C',

On trouve :

Trois cycles d'arêtes

ACG'A'=BDD'B'

AA'sïCC'sBB' =DD',

AB =CD =B'D'= A'C,

AC =BD =D'C'=B'A'

et un seul cycle de sommets.

Cinquièm,e exemple. — Soit un octaèdre régulier; il y aura six sommets

dont quatre formeront un carré BCED (les lettres sont rangées dans l'ordre

circulaire dans lequel on rencontre les quatre sommets en parcourant le péri-

mètre du carré) et dont deux, A et P, sont en dehors du carré. Soit

ABC = FED,

,
ACE = FDB,

fi) {
^ AED = FBC,

ADB = FCE

le mode de conjugaison; on trouvera six cycles d'arêtes et trois cycles de

sommets; chaque arôte formera un cycle avec l'arête opposée, c'est-à-dire

avec sa symétrique par rapport au centre de symétrie de l'octaèdre, et chaque

sommet formant un cycle avec le sommet opposé.

Il est inutile de multiplier davantage les exemples; je me propose de recon-

naître maintenant si tous les modes de conjugaison sont admissibles.

Appelons aster la figure formée par un certain nombre d'angles solides

ayant même sommet et disposés autour de ce sommet de telle sorte que tout

point de l'espace appartienne à un et à un seul de ces angles solides.

Dans la figure, on distinguera donc, outre les angles solides eux-mêmes et

leur sommet, un certain nombre de faces communes à deux angles solides et

un certain nombre d'arêtes communes à plusieurs angles solides.

Je pourrai supposer que les arêtes et les faces sont prolongées indéfiniment,

ou bien qu'on les arrête à la surface d'une sphère ayant son centre au sommet

H. p. — VI. 3o
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comimin dos angles solides. Alors ces divers angles solides vont découper sur

la spli^re un certain nombre de polygones sphth-iques, de sorte que la surface

de la sphère sera subdivisée en polygones sphériques. Cette surface ainsi

subdivisée pourra élre regardée comme homéomorphe à un polyèdre convexe

dont les faces correspondront aux polygones spliéricpu's que je viens de définir.

Alors aux angles solides de l'aster correspondront les faces du polyèdre; aux

faces de l'aster correspondront les arêtes du polyèdre et, aux arêtes de l'aster,

ses sommets.

Soient S, F et A le nombre des angles solides, des faces et des arêtes de

l'aster. Comme le polyèdre doit satisfaire au théorème d'Euler, on devra avoir

S — F-i- A = 2.

Revenons maintenant à nos polyèdres

P., Pu ...,^ P„

et envisageons un cycle de sommets; à tous les sommets de ce cycle corres-

pondra un même point de V que j'appelle M. Parmi les variétés

Q., Q2, ..., Q,„

il y en aura un certain nombre qui auront le point M sur leur frontière; je

les appellerai les variétées Q» et ce seront celles qui correspondront à des

polyèdres Pa auxquels appartiendront les divers sommets du cycle.

Considérons maintenant deux des variétés Q^ qui soient contiguës et la

variété à deux dimensions qui leur sert de frontière commune. Les variétés

à deux dimensions ainsi définies, je les appellerai les ^^; elles correspondront

à celles des faces des polyèdres P^ auxquelles appartiennent les divers sommets

du cycle.

Nous envisagerons enfin les variétés à une dimension qui sont l'intersection

de deux variétés ^^ et que j'appellerai les La. Elles correspondront à celles

des arêtes des polyèdres P^ auxquelles appartiennent les divers sommets

du cycle.

Envisageons la figure formée par les variétés Q^^, ^a- L^ ou plutôt par les

points de ces variétés qui satisfont à l'inégalité

& est une très petite quantité; x\, x\, x\. xl sont les coordonnées du

point M.

Cette figure est évidemment homéomorphe à un aster dont les laces et les

arêtes seraient limitées à une sphère. Soit A cet aster.
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Considérons une quelconque des variétés Qœ el, en outre, la variété W
formée par ceux de ses points qui satisfont à l'inégalité (7). Cotte variété sera

continue ou ne le sera pas. Si elle ne l'est pas, je la décomposerai en plusieurs

variétés continues, et les diverses variétés continues que l'on pourra ainsi

former, je les appellerai les Q';,. (Le nombre des Qâ peut ainsi être plus grand

que celui des Qœ si l'une des variétés W n'est pas continue.)

Je définirai de même les <!>„ et les L'^,.

Soient (jTa, cpa, l^ le nombre des Q^, des $â et des L'^ ; ce sera aussi celui des

angles solides, des faces et des arêtes de l'aster A.

D'où cette conclusion :

Pour (Tun mode de conjugaison soil admissible, il faut que, pour tous

les cycles de sommets, on ait

9ot— ?a-t- /a= 2-

Voyons maintenant comment on pourra calculer les nombres q^^, cp^, ly, pour

un cycle de sommets quelconque a :

1" q^ sera le nombre des sommets du cycle.

2° Pour avoir cpj,, on n'a qu'à faire la somme des nombres des faces qui vont

passer par les divers sommets du cycle et à diviser par deux. Si, par exemple,

le cycle a se compose de trois sommets a, b, c appartenant respectivement aux

polyèdres Pi, P2 et P;, ; si le point a est le sommet d'un angle trièdre de sorte

que trois faces de Pi aillent passer par a; si quatre faces de P2 vont passer par

b et cinq faces de Pj par c, on aura

3-1-4-4-5
?a= = o.

2

3° Pour avoir l^, on énumérera les arêtes qui aboutissent aux divers

sommets du cycle de la manière suivante : toutes les arêtes d'un même cycle

d'arêtes ne compteront que pour une seule, si l'une des extrémités appartient

au cycle «; elles compteront pour deux si les deux extrémités appartiennent

au cycle a.

Appliquons ces règles aux six exemples dont nous nous sommes occupés

plus haut, nous aboutirons au tableau suivant :

Exemple. q^. o^. l^.

Premier 8 12 6

Deuxième 4 6 2

Troisième 4 6 4

Quatrième 8 12 6

Cinquième 2 4 4
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Il est à rtMiiiirqiuT que, dans les exemples 2, 3 et 5, il y a plusieurs cycles

de sommets, mais il arrive que les trois nombres q^,. cp^, f^ ont nu''mes valeurs

pour tous les cycles d'un ni«?me exemple.

Ce tableau montre que la relation

qa.— ?a-t- /a= 2

est satisfaite pour tous nos exemples, sauf pour le second. Le mode de conju-

gaison du second exemple doit donc être rejeté.

i; 11 . Représentation par un groupe discontinu.

N'oici un autre modo do représentation qui peut aussi être employé dans

certain cas.

Soit (a:, y, z) un point de l'espace ordinaire; considérons une série de

substitutions qui changent respectivement x, y et z en

?i(^>.V, 5), <J/,(a:, j, 3), X'{x,y,z),

92(^.7. 3),

çn(x,y, z) l„{x,y, z) Xn{x,y, z),

Supposons que rcnsemble de ces substitutions forme un groupe proprcnuml

discontinu. L'espace va se trouver partagé en une infinité de domaines.

Do, D,, Dî, ...,

et cela de telle sorte qu'à chaque domaine D, corresponde une substitution du

groupe S/ qui change Do en D,.

Considérons une surface 2 formant uno portion de la frontière de Do

séparant ce domaine Do du domaine D,-; la substitution S~' inverse de S,

change D, en Do et comme les points de 1 appartiennent à la frontière de D,-,

la transformée de la surface £ sera une autre partie de la frontière de Do.

La frontière de Do va ainsi se trouver partagée en portions de surface qui

seront conjuguées deux à deux, de telle façon que chacune d'elles sera la trans-

formée de sa conjuguée par une des substitutions du groupe.

Le domaine Do, avec sa frontière ainsi subdivisée, sera homéomorphe à

un polyèdre dont les faces seront conjuguées deux à deux, comme dans le

numéro précédent. On pourra alors, comme dans le numéro précédent,
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faire correspondre à ce polyèdre ou, par conséquent, au domaine Do, une

variété fermée à trois dimensions située dans l'espace à quatre dimensions, et

que l'on obtiendra en transportant Do dans l'espace à quatre dimensions, puis

en déformant ce domaine jusqu'à ce qu'on puisse coller l'une contre l'autre les

portions conjuguées de sa frontière.

L'analogie avec la théorie des groupes fuchsiens est trop évidente poni-

qu'il soit nécessaire d'insister; je me bornerai à un seul exemple :

Sixième exemple. — Considérons le groupe dérivé des trois substitutions

(i)
I

(^. .), -; j;, r-i-i, -),

( (^'j J> z; ^x -^- [if, Y^r + S/, z -I- i),

X, (3, y, ô étant des entiers tels que

a3 — pY = I.

J'appellerai ce groupe le groupe (a, (3, y, è).

Je dis qu'il est proprement discontinu.

Pour nous en rendre compte, cherchons comment sont distribués dans

l'espace les transformés d'un m<^me point

jo = a, y z= b, z ^ c.

D'abord, tous les transformés de ce point, par une combinaison quelconque

des deux premières substitutions, seront compris dans la formule

(2) j:=za-<^k, ) = 6 -+- A-,, z = c,

k et A'i étant deux entiers; il est facile de voir d'ailleurs que ces deux substi-

tutions sont permutables.

Transformons maintenant l'ensemble des points (2) par la troisième subsli-

t al ion; nous trouverons

(3) X = oi.{a-Jr- k)-\-\i{b -^ kl), y = y{a -^ k) -h 5(b -h ki), z = c-hl.

Si nous posons, pour abréger,

aa -(- [j6 = «1, y a -t- 86 = il,

de sorte que le point («i, bi) soit le transformé du point (o, b) par la

substitution

{x,y; ax-h [-iy, yx -h S)-),

([ue j'appellerai s.
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Nous pourrons alors remplacer les équations (3) par les suivantes :

(4) x^oi-hk', 1=6,-1- A-',, = = c,-t-i,

A' el A\ élunl deux entiers nouveaux; eu appliquant à ces points les deux

premières substitutions on retombe donc toujours sur les mc^nies points.

Appliquons-leur la tioisiènie substitution.

Soit

de telle sorte que le point Wo, It'j soit le transformé du point cii, bi par s.

Alors les transformés des points (4) par la troisième substitution seront

compris dans la formule

(5) j- = a; -H A", \ =.bi.-^k\, 2 = c -h '2,

k" et k\ étant deux entiers.

En général, supposons que les transformés successifs du point (a, b) par la

substitution s soient «1, bi ; «_., ^i-; • • • ; ««, bn', ... et, de même, que les

transformés successifs par la substitution inverse soient a_i, b_i] a_2, b+2',

Alors tous les transformés du point («, b, c) par les substitutions du

groupe ( I ) seront donnés par la formule

X = a,,-^- k, y = bn-^ ki, s = c -+- «,

où n, k et Al sont trois entiers arbitraires.

On voit aisément d'ailleurs que le groupe dérivé des deux premières substi-

tutions est permutable à la troisième.

Le domaine fondamental Do est un cube dont le côté est égal à i et limité

par les six plans

x; y; z = o ; 1

.

Le cas le plus simple est celui où

parce qu'alors nos trois substitutions se réduisent à

{x, y, z\ X -^i, y, z; X, y-^ï, z; X, y, z + i).

Chacune d'elles change une des faces du cube en la face opposée; nous retom-

bons donc tout simplement sur notre premier exemple.

Mais la manière dont la superficie du cube Dq se subdivise en régions conju-

guées n'est pas toujours aussi simple.
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Supposons, par exemple,

; = 3 = 8 = i.

chacune des faces parallèles à l'axe des z sera encore conjuguée de la face

opposée; mais pour les faces ^ ^ o, s = i perpendiculaires à l'axe des :, cela

sera plus compliqué.

Supposons que les points ABCD, A'B'C'D' aient mêmes coordonnées que

dans nos quatre premiers exemples, Chacune des faces ABCD, A'B'C'D' devra

être partagée en deux triangles, à savoir : ABC et BCD d'une part, KHi'CI et

A'B'D' d'autre part, et la loi de conjugaison des faces sera exprimée par les

relations

AGC'A'=BDD'A',

GDD'C'= ABBA',

ABG = A'DC,
BCD = B'A'D'.

Plus généralement, les faces parallèles de l'axe des z resteront conjuguées

deux à deux, mais les faces perpendiculaires à l'axe des z devi-ont être décom-

posées en polygones plus pelits, d'autant plus nombreux que les nombres a,

(3, y, ô seront plus grands et ipii seront conjugués deux à deux suivant une

loi plus ou moins compliquée.

Un cas simple est celui-ci :

a = S = o, [1
= 1, ï= — I.

Dans ce cas, le mode de conjugaison est le môme que dans notre quatrième

exemple.

§ 12. Groupe fondamental.

Nous sommes ainsi conduit à la notion du groupe fondamental d'une variété.

Soient

Fi, F,, ..., F>,,

À fonctions des coordonnées Xi, x^, .... x,, d'un point M d'une variété V
définie par les relations

/a=0, ?3>i>.

Je ne suppose pas que les fonctions F soient uniformes. Lorsque le point M,

partant de sa position initiale Mo, reviendra à cette position, après avoir
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[iMii'iimii im clii'uiiii i[iu'l(()ni|iu', il jkhiitm su tiiiriï (jue les fonctions F ne

reviennent pas à leurs valeurs primitives.

Mais pour mieux fixer les idées et bien que cela n'ait rien d'essentiel, sup-

posons que les fonctions F soient définies de la manière suivante. Elles devront

satisfaire à des équations diflérentielles de la fornie

(i) '/F,= X,M dxi + Xi/idxi-h . .-h X,,„ djc„,

où les coetficiiuits \, /,. seront des fonctions données des x/, et des F/. Ces

fonctions devront être uniformes, finies et continues, ainsi que leurs dérivées

poni- toutes les ^aleurs des F ainsi que pour tous les points de V et même pour

tous les points suffisamment voisins de V.

Je suppose également (pie, pour tous les points suffisamment voisins de V,

les équations (i) satisfassent aux conditions d'intégrabililé, qui peuvent

s'écrire

'/\,.i (/X(.x ., dXij: dXt,k Y
TZ^ ^ ITFT

^' ' ^ 17P7 -'^ • •
"" ^fT ^^-*

d\in d\i„ d\i„ dXi,„

dx^ db 1 rtFo nrx

.Si iiiiirs le point M dc'ciit sur la^ariété \ un conloiir iufiniineul petit, les

fonctions F reviendront à leurs ^alellrs primitives. Il en sera encore de même,

si le point M décrit sur la variiMé ^ un lacet, c'est-à-dire s'il va d'abord de Mo

en Ml par un chemin quelconque MoBMj, s'il décrit ensuite un contour infi-

niment petit et si, enfin, il revient de Mi à Mo par le même chemin MjBMo.

Mais il pourra n'en plus être de même s'il décrit un contour fermé fini.

.Supposons, par exemple, que nous soyons dans l'espace ordinaire et que

notre variété V soit un tore. Un pourra évidemment imaf;iner que les fonctions F

reviennent à leurs valeins |)iiiiiitives, quand le point M décrira un lacet sur ce

tore, mais qu'il n'en soit plus de même si le point M décrit une circonférence

méridienne ou un parallèle.

Les valeurs finales des foncions F, (piand le mobile M, partant d'un point

initial Mo, y reviendra ajirès avoir décrit un contour fermé; ces valeurs finales,

dis-je, dépendront naturellement des valeurs initiales.

.Soient donc F° et F,' les valeurs initiale et finale de F„. Les F,' seront

dt;s fonctions des F^ ou, en d'autres termes, les fonctions F subiront, quand

le point M décrira le contour fermé considéré, une certaine substitution, qui

changera les F° en F ',.

Unnsemble de toutes les substitutions (jue les j'onetions V subiront (diisi,
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quand le point M décrira tous les contours fermes que l'on peut tracer sur

la variété V en partant du point initial M,), formera évidemment un groupe

que fappelle <;

.

]\l:iiiil('ii:iiil louhidcrou'î nu Luuloiir leiiuc M,, HMo liiicf Mir- \ cl |>:iii;iiil du

poini initial M». Si ce conluiir fermé se réfluil. à un liicol, jo conviendrai

d" écrire

M„HMo=o.

Si rnaiiilciianl M,, \M|. MiiBAI,. MiiCM, soni Irois cliciiiins iliderenis Iracés

sur \ cl iillani de Mi, à \l
i

. je c(Ui\ iendrai d écriic

\l„AM,CM„=MoAAIil!Mo-t-M„|{M,r.M„.

Il iui|>()ile de lenuucjiier que AJoAAJiCMu a est pas la iiièuu' cliuse que

M„CMiAM„, ni M„AM,BM„H- MoBMiCMo la même chose que

,M„n.\l,C.Mu-l- MoAM,HM„;

on ne peul pas inleix erlir 1 oidre des leriues d une somme.

Il résulte de celte conxenliim (|ue I im aura

\l„l!M„=o,

SI le couliMir lermé MuBMn ((Uisiilue la Ircuiiièic eouniièle d iiiu' \ariele à deu\

diinensu)ns l'aisaiil parlie de \ : el. en ellel, ce contour fermé [auura alors être

découi|)osé en un U(Hni)re très i;raud de lacets 1^').

Nous somuies ainsi conduit à envisager des relations de la l'orme

A-, C,-4- A-.>C,= A-,C;,-*-/cvCi,

oi'i les /, sont des l'ulrers el les (
', des contours fermés Iracés sui- \ el parlanl,

de M||. ("es relalions. tyw i'a|i|)(dleiai des équivalences, resseruldeni aii\

li(UU(doj;ies (|iie
|
ai ciudir'es pins liaul. l'.lles en dillèreni :

i" l'arce (pie, dans les li(imolo};u_'s, les conlours peineul pailir- d'un polnl

initial quelconque ;

2" Parce (pie, dans les li(imoloj;ies, on a le droil d'inlerv ertir l'ordre des

leiiues d'une siuunie.

On pourra ajoulei' deuv e(pii\ alences l'une à l'autre, mais à la condition de

ne pas intervertir Tordre des leriiies, si donc on a

A = I! et C = D,

('; ( el aliiiiM est niaiiile'jteriieut faux; H. l^oiiicaiv le rectifie ulti rieuiemeiit (Cinquième
Complément, p. 449: P- 4t>5 et 466)-

H. P. — VI. 3i
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OU |)oiiria (Ml coilchiri^

A-i-C = B + U,

iiKiis lion

Ch- A = B + n.

AjonUius i|iu' ili'

2 A ^ o,

on n il |KL> 11' (Iroil dr concliiri'

A = <).

Cli'la jjosé, il esl clan' (|ik' Toli [tt'iil iuiaj;iaur un ^roujjo G salis taisanl

aux condilions suivanlos :

i" V rlia(|uc' conlotir t'crini' iNlnBM,, correspondra une siili>lil ulion S

(lu j;roiij)c ;

2° La condition ncccs>airc cL sutlisanlc pour tiuc S se rcjduisi; à la siiljsUUi-

iKui id('nlii|uc, c {•l (|uc

M„BMo=o;

3" Si S cl S' corrcspondcnl au\ coiilours C cl C cl si

C"= C -)- C,

la suhslilulioii correspondant à C" sera SS'.

Le groupe <j s'appellera le iiroiipc fnnrfanicnlal de la \aricl(' V.

Comparons-le au i;r(Mipc g des sul)>lilulians subies par les lonclions F.

Le groupe g sera isomorplu' à (1.

L'isoniorphisnie pourra Cire holoédrique.

Il pourra être m(îri(jdriquc si un contour Icrnié MoBMo non décoiiiposahle

on lacets ramène les fonctions F à leurs valeurs primitives.

§ 13. Équivalences fondamentales.

JjO groupe G sera dtîrivé dun certain iioinhre de substiliilions principales Sj,

Sj,..., Sy,. A ciiaciine d'elles correspondra un contour leriiié, de sorte que

nous aurons/; ronhiurs J'ciniés fondami'iiliiu.r G|, C-.. C,, et (piiin

cont((ur feruié f|uelconquc soil (((ui\alent à une combinaison des conlours

londaiiieula ux se succédant dans un cerlaia iirdi'C.

Ces Cfuitoiirs loiida iiiciiiaux ne sou! pas, eu i;i'ni''ral, ton! à lail independanls

!•! il V a entre eux icilalllcs iclaiious (pir l'appellerai ('-ijll Hilli'lircs f iinilil lili'll-

latcs.
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Supposons, par exeinplo, tpiOii ail l'iilri' les c()iiI(jliis iundiinu'iilnux,

lV'([iii\ak'iice

^1 Cl -I- kt. Cl + k\ C| -I- />, Cj= o.

Celci signKîe cnie la siibsUtiilioii S''S*'.S*' S*' du groupe ( i se léduil à la siibsli-

Uillou Identique.

Ia's ('(piivalences l'oiidanieiilales umis foui donc connaîlre la l'orme du

groupe ( i.

Supposons (pie la \ariélé V ail ele delinie par le mode de représeiilalioii

du !^ 10 el (jiie nous n'ayons (pi'un seul polyèdre l'|. Il esl elaii- qu'on olilieiidra

Ions les conloiiis londamenlaux de la manière sui\anle. Soient AJu un poini

inlérieur à 1',, V un poini dune des faces de Pi, A' le point correspondanl sur

la face conjuguée. On ira de Mo à A, puis de A' à M,, sans sortir ilo l'i;

le chemin correspondant sur la variété \ sera fermé.

Il y aura donc autant de contours fondamentaux que de paii-es de faces.

\ oici maintenant comment on formera les éqiii\alenccs fondamentales :

Considérons un cycle d'arêtes. Soit, par exemple, une arèle, intersection

des faces Fj et F'^,., et que je désignerai pour cette raison sous le nom d'arête F^ F'^
;

soient F', la face conjugée de Fi et Fo F', l'arête correspondante à FiF'jj, sur

celte face; soient F', la face conjugée de F.j el F;, F', l'arête correspondante

à FoF'i sur cette lace; el ainsi de suite jusqu'à ce qu'on retombe sur la face F!^

et l'arête FiF'^.

Remarquons qu'en faisant cette opération l'on pourra ri'lomher, plusieurs

fois, sur la même face.

Soient A, un point de F, el A| le point cories[)ondanl de F) ; soil C, le

contour fondamental

MoAi+ a; Mo.

Alors, on aura l'équivalence fondamentale

Ci-(-C, + ...+ C(,= o.

11 y aura donc autant d'équivalences fon<lauienlales cpie de cycles d'arêtes.

()uand on aura formé ainsi les équivalences fondamentales, on en déduira

les liomologies londamenlales cjui n'en dillèrenl que parce que l'ordre des

termes esl indillérenl. La connaissance de ces luunologics fera immédiatement

connailie le nombre de Belti l'i.

Appliquons ces principes aux exemples cilés plus luiul, el remarquons que,
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loiilos los vnrii'ti's ciléfs ilaiis cos oxciniilcs l'Uiiil rcriiiéos cl à trois (liinonsions,

un aiiiM

Premier exemple :

(C) A1{DCh= ABDC,
(Cî) ABBA'=CDD'C',

(Cn) ACC'A'=BDD'B'.

\ 111(1 Cl' (|ii(' i"('iit('nil> )iiir lii iiciliiliiiu

(C) ABUO= vinvc'.

• Il' \cii\ (lire (|iic la lace VBDC csl coiijiigcc du A'B'D'C cl que y. tlcsi-

gnaiii 1111 |)uinl de VBDC cl x' un poial de A'B'D'C, le coiiloiii' l'uiida-

iiiculal M(, z 4- a'Md csl désigne |)iir Ci.

h'i/ui\a/ences fondamentales :

G, -t- C. ES G, -4- C
,

, G, + C-,= G;, + G, , Ga H- C:,s G, + G^.

I.cs lioiiiul()';ics Idiidaiiieiilalcs se rcdiiiscnl à des idcnÙLés

.le passe loiil de siiile an Iroisiômc exeniple, jHiisijnc nous avons vn que

le seciuid doil iMri' rcjelé.

Troisième exemple .

(C) ABDG = B'D'G'A',

(G.) ABB'A'= C'CDD',

(G:,) ACG'A'=DD'B'B.

Equivalences fumlamentales :

Gi -I- Gj -)- G)= (>, G, — Cl — Gî= o,

Gj— Cl— C3=o, Gj— Gj— Gi=o,

ce i|ni |)euL aussi s écrire

2Gi^ -jCjes 2G:i, ,'tGi = o.

ll'iin'ilof;ies J'onddinentales :

( i( '>-' ( l^ ^N-/ G3 ^^ 'Ij

d'où

!>,= P.,= I.

< )ii |iriil (li)iiMcr lir ce rcsiillal une lulciprelal nui géoniélriijuc simple.
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Le groupe G est d'ortlrc Tiiii el se compose seulcmenl de liiill suhsilliilions

disllncles corrcspondaiil iiiix roiiloiirs siiiviinls :

», C, C2, Cn, 2C,, iCi. 3C.,, 3C:..

Le firoiipc esl isomorphe ;iii };roiipe sniviinl :

(X, y, z, t: — y, x, — t, z;

X, y y Zy i , y y 3 j t, «

,

f, c, ) j x\ Zy fj X, y)'

Ce gro\ipe, qui transforme en lui-même l'iiypercube à quatre dimensions,

dont les iuiit faces ont pour équations

x = ±i, y = ±i, z=±i, /=±i,

pouii-ait être a|ipe]('' le groupe liyjH'rciihiqin-.

(hidlririnc ciciiiplc :

(C) ABCDe^B'D'C'A',

(C..) ABB'A'=CDD'r,',

(G:) ACC'A'^BDD'B'.

Equivalences fontlainentales :

Co+C,= C:;-hC,, C.+ C, = Ci-f- C2, — C,+ C, = C,-i-C,.

Homologifs fondiiiitentrtles :

C2 ^^ C:! '^ O,

tlOù

P,= P,= 2.

(i/K/iiii-iuc exemple :

(C) ABC E^ FED,

(C,) ACE = FDB,

(C) AED=FBC,
(Ci) ADB = FCE,

Equivalences fondamentales :

(:,= C2=C,= C.,, 2C, = o,

d'où

C[ ^^ G2 '"*-' C;; '"^ C', '>-' O,

et

P, = Po=I.

Le groupe G se rédnil à deux sidjslilulions rorrespondanl aux contours o

etC,.
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Sixième exemple. — l-c ^iDiipc (i est <''vid('nim('iU liolomor)3li(' :ni

j;ri)up(' (^2. ,3. ••. o").

[«os liiii> Mil)>liliili(ins

(x, y, z; r-f-i, y, z),

{x, y, z; X, y -\-i, z),

( .r, y, z; XX +- [iy, •; x + 5 |-, c + i )

corr('S|i(iiulii)iil i('s|)iTli\t'iii('nl iiiix rouloiirs t'undaïucnlaiix C|, Cj et Cj.

Nous avdiis d'abord les équivalences l'ondamenlales

C,-t-C,= C,-i-C,,

C,-+- C.:,= C,-l-aC,-t- yC,,

c,+ C:,= C:,+ ;iC,-t-or,.,,

diiù il rcsiillc (ralidid iiuc loiilc ciiiuhiiiaisdn des eoiiliiiirs Idilthiiiieiilaiix |ieiil

se }iiel I 11' xMis la Idilile

WÎ::C;:-*- «ii C| -f- m«C>,

les m l'Ianl des entiers. El comme celte expression ne ponraîl êlre (([iiivalenle

à o que si les li'ois entiers m étaient nuls, il en résulte que nous possédons là

hiuii's les rMpii\alences fondamentales.

Iluinutogies funi/arnentales :

(a — 1 ) Ci -H 7 C2~ o,

[j(',i -t- (0 — I ) (;o~ o.

.Si ces deux lHiiii<)loi;ies ne sdul pas dislinries. on aura

G) '^ ( *2 's^ o,

d'où

c'est ce qui arri\e dans le cas i;énéi"al el parliculièreuu'nl pour noire qualiièun-

exciupli'.

Si le dcleiuiiiianl <le ces li(MUolof;ies csl nul, c'est-à-dire ([ue

( X — I ) ( S — I )
— [iY = o

ou

ï -+-S = 2,

on aura

P,= Po= i,

sanl' le cas où li's clrux liouiologies se r(''(luiraienl à des idenlil(''s. C'est ce (hji

arrive poui-

2 = S = I, [j = V = o,
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c'esl-à-dire pour noire premier exemple; on a alors

P,= Po=4.

§ 14. Conditions de l'homéomorphisine.

On sait que deux xariélés termées à deux dimensions qui onl mc^me nombre

de Belti sont homéomorphes. C'est ce qui résulte, par exemple, de l'étude des

])(''riodes des fonctions abéliennes. Considérons une surface de Riemann R et

soit ; la variable imaginaire correspondante; on |)<)uira iiilroiliiirc une

\ariabl(^ imai;inaire nou\('l!e /, telle fpic ; snil nue lonrlion fuclisienne de / cl

que /. consid(''r('' comme fonction de ^. n'ait aucun point singulier sur la

surface R. Tous les groupes fuclisiens correspondant à diverses surfaces de

Riemann ayant mOme ordre de connexion seront isomorphes.

Ce grou|)e fuchsien ne sera, d'ailleurs, é\ idruiiiirnl autre chose que le

groupe fondamental i' . relatif à lu surface R consid(''r('e comuu' une \aiiele à

deux dimensions.

On remarquera cpie tous les groupes fuclisiens ne sont pas susceptibles de

définir ainsi une \ariélé fernu'c à deux dimensions. Considérons le polygone

fuchsien fondamental R,, auquel, si la fonclion fuclisienne existe dans lout le

plan, il laudia ajoindre sim syuu'lricpie R'„ par rapport à l'axe des quanlil('S

réelles; mais alors le domaine R,,+ R',, ne sera plus loujours siiii|)leirii'iil

connexe. A cliaciue poiul de la Naricii^ fermée V devrait correspondre un point

deR,, (ou de R„ + R„ ) et un seul, cl rc'ciproquement. Supposons qu'il existe

un ou plusieurs cyles de sommets el que la somme des angles de ce cycle soit

zéro ou —1 /) élanl un entier ])lus gi-and que i ; soit alors M le point de X qui

correspond à ce cycle de sommets el envisageons un lacet infiniment pelil

enveloppant M. D'après la (h'Iîuilion du groiqic i'. à ce lacet doit correspondre,

dans le groupe i', la subsliluli(ui idcnlitpic cl. dans le groupe fuchsien, une

subslilnliou non idciil iipu'. Le groupe liiclisien ne peut dcuic cire isomorjdie à i',

Rcsicnl alors les groupes iiirlisiens de la première famille tels que la somme

des angles d'un cycle quelconque soit 27r, et ceux de la troisième famille. Mais

ceux-ci doixent également être rejetés. En effet, si le groupe est de la troisième

famille, le domaine R(i-f-R'(, n'est plus simplement connexe. Soit C nn contour

fermé tracé dans ce domaine el tel que l'on n'ait pas

c ^z o.
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-V Cl* coiiliMir ((irrcsixinili'ii . diius Ir ^i-oupc luclisirn. nui' miIisI 1 1 ni mu

iilciil Kiiic
(
|'iii>i|i"' l'i NiiihiMc ; sera rf\ ciiiii' m sou |i(>iiiI iIc (lc|)iirl ) cl . diiiis le

i;roii|)(' i'. mil' siil)>|ilnl khi ikui kIciiI Kinc In l'ucui'c, le i;ri)n|)r IiicIim<mi lU'

|>i'iil (Mif is(iiii(ir|)lic il i'.

Il nr rcsic iloiic imic les i;i'()ii|i('s ilo la |iiciiiii''ri' tauiillc cl Icl.s (iiic la sdiiiiiic

lies ani;lc> (le cliaiinc ('\ de soi! i'j;al(' à •'. 7T. t

Tous rciiN (le ((•> i;r(in|M's (lUi miuI du ummuc t;('uri' siuil is(iuu)f|>li('> ciilrc

eux. cl c'c>l poui- celle raison i|nc lonics les ^ aiMcIcs lenuc-es à deux dimensions

(|ui ont uu''ine nombre île Belli sont liouH'umorplics.

En est-il de intime quand le nombre des dimensions esl plus grand; deux

vari(^tés fermées à // dimensiiins (// > a) qui oui mi'^mes nombres de Belli

s(nil-elles lioin('MUuor|du's?

Nous allons \oir (|ue U(Ul el c'esl ee (lui nous lail \oii' coiuhien les (jucslions

d littih'.sis sidi.s se couiiilKineul iniand le nombre des ilimeusious s'accroîl.

Il est clair d abord (|iie. si deux \arieles soni luuuéiMii(U|ilies. leurs groupes i-

seront isomorphes.

Revenons mainlenani à noire sixième exeuqile el reelierclions si deux

gi'inqx's (a. [3. y. o) peu\enl èlre isomorphes.

Soient la. [3. y. o) el (et!. (3'.
•'

. o') ces deux groupes; S(jienl Ci, C-... C;, ;

C, , C,, C. les trois coiiloiirs loiida mcnlaux de < liaciin de ces groupes;

iC,

H- C, = Ci -H c,

,

G, -hC:, = C:, -t-aC, -t-vCn.

C, -t-c, sC:, -Hric,-+-sGo.

( c, +- c.'„ = c; H- c,

,

(ibis)
]
c ; -I- c, s= a. -f. 2' c, -H i < :',

,

( c, + c, = C',, -+- [:!' c, -+- S' r.:,
,

les éqiii\ alenccs loiidameiilali's des deux groupes.

Supposcuis li's deux groupes isomoiplics el soieni

a:iC:i-i- «1 Ci -t- a» C»,

^.1 C.T-l- bi Ci + èo Ca,

C:; Cm-H Ci Cl -h c» Cî,

les contours du iiremiei' mou|)c (pu corrcspiuideni respeci ivcmcnl aux

Conloui's ( ,'| .
(',',. (!', du seemid groupe; les ii. les h el les c sonI des enliers;

nous avons \u en ellel. pins liaiil. une loiil eonloiir du pii'mier groupe peiil se

mel I le soiis ici le lorme.
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Pour (iiic l"i>.i)uiiir|)liisiii(' ail lieu, il liiiil (|ii eu suhsliliiiial, iliiiis les

(•(|Mi\iil('nC('.s ( [ />/.v), «3 C:i+ r/i Cl + '/j Co 4- . . . M hi pliirc dr ( -',
. C^. (

'/, . on

l'clidiixr les l'iiiiix iilciirc'S (1 ).

Il liiiil (loue d'iilKiiHl (|Mi' les Milisliliil ions ('(iiic je (l(''sii;nr |i;ir les m("'inrs

sii^ncN (1111' li's ronlonrs foi rrs|)ondanlN
)

II.: C:i -+- ai Cl + «2 C2.

Z<:,C:,-Hft,C, + 60C2,

soient |i('nniiliiljirs. Cour Miiiplilicr I ccriliirc. |i' xmIs rmijloyrr Li noiation

suivante :

Je [joserai

a;;=A. b. = k, (/, Cl + r/oCo = S„; 6, Ci -t- i^Co = Tu,

de sorte (iiie nos deux |ueiii lères Milisl 1 1 11 1 loiis >e reduiMMll à //C:,+ So,

/.C. + T,,.

,1e il('sii;nei'ai par Si re (|iie (_le\ ieni S,, iiiiand on v lait Milur aux eoellieients

la substitution lini'aire (a, {3, y, 0), e'esl-à-tlire (iiiand on ieiii|ilace di et r/j |iar

ar^i-f-[i«2 Cl vr^i 4- 5,7.,.

Sj scia re (jiie de\ienl S,, ijnaud on lait siiliir à ses coellirieiiK la [m'allie

suljstiliilioil et ainsi de suite : de iiiT'iiie. T,. Tj seront les 1 1 ;ms|(irm(''S

snccessils de Tu.

Cela ijosi-, on aura, en \erlu îles ('iiiiin alenres ( 1 ).

S„-+- AC,= AC-H S/,.

l'oiir (lue nos siilisl iliil ions soient |ieiiiiii[aliles. il laut donc iiue

A C:, + S„ -H k C:: -f- T„ E= A' C:, -+- T„ -+- A C:i + S„

ou

(À)

(/, -H A ) C:,-H Si+ ToS=(A- + A) C:;-+- T/, + S„

Si+ To= T/, -h S,i,

Supposons dahord (ine // soit (''i;'al à /.' et dlir('renl de o; l'(''(nii\alenre

pivcédenle punira ("tre reinplac('e par l(is (''t^alilés

où jai d(''sit;n('' p

T/-("i— ''i)-+-(5/, — i)(<'2— ('lO = o,

Y/, S„

H. P. — VI. 33
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les ciiftïii-iiMils (Ir 1m puissMiirc A''' df la miIisIiIiiI loii ImiMirc

V s

Cos ('•;;';(] ili's |H'ii\rnl i^\yi' siilislMih'S de deux niiuilôrcs

i" Ou l)i('ii >i

(T, = b\, «; = 6-2,

aïKjucI ia> les ilcux subslihUions

/l C:|-l- Su, A-C:;-l- To

sci-aii'iil i(li'iilii[Ui'S ;

>." Ou liicii SI le Jclcriiililaiil

T /- 3/,— I

(si nul. Mais cria ne |>('iil ani\cr (|iir m \\\n :

x'' = I,

i (laal iiiir lies l'aclncs île rci|iia I ion

(2)

X — s

T S-

c'csl-à-ilirr si la siilisi iiulion (a. |3. y. rj) osl f'//i/i//i/tir ; rr f|iii mm il diri' ([iic les

racines de réqiialion (a) en i' sont iniauinnircs (^dans rcs|)ccc, elles doivent ô\rc

égales à une larino //''""' de riinih'-) on jxnaholit/uc. ce qui \('iil dire ([ne les

racines de I ((iiialion (
>.

) soni ('î^ales.

.Sii|i|iosons donc r|ne {cf.. |3, y. ô) soil liypcrlidli^iiic. c'esl-à-dire (|iie l(».s

racines de I i'(|iialion en iSoienl n'clles ; el ne supposons plus // := /• .

Alors la |)iii.s.sance /,"""' de

h C :
-(- S„

el la iiiiissancc A''""' de

kC,-h'V„

tle\r(inl èlie |ieriiiillaldes ; soieni

k'C,+ 'r,

CCS deux puissances; romnie on ama-

h'=k'=hk,

ces deux puissances, d'après ce ipii pn'cède. dexiaieiil èlie ideni icpii's. Dans le
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;r(iii])i' (a!. |5', y. o' ) supposé isoiDoijilii', l:i piiissiince /,"""^ de C, dovrail, êlrc

<lciil ii[Mi' il l:i piii^siiiipc /,""" cl(i C'.,. Coiiiiiie il ne snurail eu ("'Ire ainsi, on

ilc\ lii a\ iiir

c'osl-à-dirc

n, = 6;.. = o.

Passons au cas des substilulions elliptiques auxquelles nous assimilerons la

subsliuilion

Alors le dcliTiuiniinl

pciil ^annuler pDiir une (cilaïuc xalciir ilr // iMir
|
apiiclle v.

Mais aicii's la siilish I ni uni

se ri'duil à la Miltsiilnl inn icli'nlii|iic'. c'esl-à-diic ([iic Idu a

Alor-- il arri\(' d'alxiiil qiicvd. (•«I periiuilable à C| el à Cj el plus j^i'iiéra-

li'iiiciil iiiie (lru\ su ll^l II ni ions

"3 C3 -t- «1 Cl -H «îCo,

6, C, -H 6, G, H- 62 C,

son! pcrinnlalilrs. poinxii i|iii'^/| cl h, scnrni d i\ isihles par v. Celle condilion

snllisaiilc csi d'ailleurs nécessaire, en e\eliianl, coiiiiiie nous lavons lail plus

liaiil, le cas on deux juiissances de; nos deux suhslilulions seraieni idenliqucs.

l'oiir le deiiionirer, je \ais encore employer une notation plus abrégée; le

symbole

/«] C| + m-iCi

lia de sens que si //( , cl m-, soni enliers; mais le siii\anl

1jl( «', G, -1- a'. C> ) -+- p ( l>\ ' '•! -1- Ij't G. )

peut avoir un sens alors même que [x, p, les ti' el les h' ne sonl pas entiers,

poiiiN II (pie

u«', H- p b\ , u a'.^ -H p b'..



252 ANALYSIS SITUS.

stiiiMil ciillcrs. Il (^l cxidcnl (|ii(' cf <|iii ikmis |)i'inicl d'il;;!!- iiiiisl. r'i's\ tyic C,

l'I (.j soal |it'iiinihilii('~.

( '.iuiisi..-.on- jliiis

Eo= «'i Ct -h a'., ('.-.,

T,„ = 6', C, -+-//, Co,

ilr Icllr soric (|iic

fi = Ç„*, -f,! = •'•,., '^';

Cl ot r,i Miiil. il \i|)i'('"> nus ((Ui\('iili(iiis. les I nmsldnnccs de £„ cl ri» |i;ir hi

•.iilisliliilii)ii liiK'iiiro (a, ,3. y, o); .v est iino des racines de rc<[iinlii)ii (a).

|)'ii|)i'cs hi llii'oi'ic des sultsl iliil iiius liai'iiii'cs, en |)eiil lonjiMirs clioisii- les

iiiindiies (/' cl // t<|ni sciciiil i;('n('i'alcineiil iri'al itmiuds cl nièine iiii:ii;inïiii'es)

de façon (ui d en seil aiusi; inisons alors

S„= ;-i?n-l- p'^Mi, 'r„= .u'Çn+ ?''nn-

( )n ailla

;-i?o-t- ?'i()+ /'C:,= //C, + |jii''?„+ p.«-''-i„

,,//,_, ,s— './' —
I

A-i // C:: H- ;^Ç„ + p T,„ )
= k/l C: -^ -i

^^, _
^

Ç„ -H p ^_^, _
^

'•.•

(^.ela ]H)^i'\ r('r|iii\ alcnce (À) |)eiil s'c'Trirc

;jl( .«/. — ]) = ,i'(.,/'_l),

p(.ç-'(_l)=p'(.9-''-l).

Si /, <•! // ne soni pas cii\isihles par v. ces ndalioiis ne soni pas salislailes

idrniiipic ni cl niuis |)onrrons piiscr

,^ = (,v/.-l)£, /=(.S'.-I)S, ^=(s-''-,-)t, f'
= (W.-l)^.

Mais aidi's

/.(AC:,-+- S„) = A-// C, + £(*'''-!)?„+ ;(*-"''— i)T|„,

// ( A-C;, -h T„ ) = A7/ C,-hz( s'''' - I) ?„ -I- ^( «-' '' - O-'-M.

ce iiiii nlii' (|iic la puissance /,""" de noire |)reniière siibslilnlion csl

idcnliipic M la puissance //''""' de la seconde, (iomiiie nous cMlinnis ce cas,

lions concluons (pie I (Ui diul avoir

a;;^b?.^^n (modv).

Mais on peiil aller plus loin: d"alioiil si nous appelons (7, el C,'., nos deux

preuiii'ies siilisl 1 1 iil Ions. iKuis pdUNons les reiuplac(U' pai'
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les w éUint des entiers tels que w, 'o',— (,i-,M\ = i. Nous pouvons donc toujours

supposer que b:,=:o (sans quoi Ton renqilacerail C, el C^ par WiC'i + w^C.^

el co'i C, + co'jC, en clioisissanl les w de façon à annuler le nouveau // , ).

Mais le sous-groupe dérixé de C, el de C,,, à cause de risouiorpliisuie

aM'c (a', ft\
', ô'), doit être periuutaljle à toutes les substitutions du groupe

el , eu [larlicuher. à C;,.

l'écrivons donc que la Nuloliliiliou

—Cn-Ci^-C-

lail partie du sous-gruu|)e deine de C, el de C,. Nous avon>

— Ca + C'o + C:i = '/ i Eo -i- ?'S~' lu •

l'dur (pie celle seconde MdishliilKui lasse partie de son groujie. d laiil,

SI (I : n esl pas nul. (pie celle dernière siilisl il uIkiu s(uI un iiiiilli|iie dr C.,.

Or, cela ne peu! e\ ideiiiiiienl a\(Ur lieu cpie si a- =r a~' ^— l

.

Si on laisse ce cas de c('ilé. on (le\ ra a\oir

".-. = 63 = "•

Si diHic nous laissons de cùlé le cas où

a-h S = ±-1

[ sulislilulions paral)(di(|ues el snl)sl il iilion (
— 1,0,0, — 1 )], nous de\ r(Uis avoir

a^ ^ b,t = o.

.1 a|oule (pie <, des ra (•Ire égal à I, sans quoi les coinljinaisoiis des trois

suijstiliiti(Uis loïK^laiiienlales

r/,»:, -H «2 0.,= C',,

6, ('.,-(- 60 G2s G',,

c- C.-i -1- fi Cl + C-. C->^ C'~

,

ne pourraient pas reprodiiu\' toutes les substitutions

m, Cr, -I- m, C, -1- //(. Go

du groupe (a, ^, ••, d), mais seulement celles où l'enlier ri),., sérail divisilde

|>ar f:i.

MainlenanI loule siilislilulKm du groiqie [^ct, p, y, 0), doit pouvoir être

mise sous la loriiie

lit-, C- -H //( 1 G', -1- «io G'»

.
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Pour (lut' C| niiisso C'\rc mis xnis hi Inrinc. il liiiil (riilioid (|ii(' ni:, soil mil;

cl onsiiilc (|iii' l'on ail iilculKiiiciiu'ui

C, = r>i,{(i,Ct-i- «2 G» ) + in«{biCi-\- 62 G»)

cl. lll" IllÔlUC.

C5 = ni, ( f/
1 ('m -t- a-i ( '.-,

) -i- m'., {/>,('.,-+- Il 2 G-, ).

(.'.oïliliU' If^ /// ri lf> m' siinl cnlirrs. |'cii coiicluiai ([lie Ir (liOciiiiiiiiiul

"1 l'î— "î/'i = I

Mais
j
ai (lil nlns liaiil iiuc Ton |Hiu\ail i'('in|ihM'('r (>', (( C/., par

(.1
1
("1 -I- tO J C; , (o'i < '.'1 -+ (ij'2 Co .

Si ti\/>-2— if\i/'i t'sl ^'i;al à I, iKMis |i(iiiriiiiis clioisir les O) de It'llc (aroii cjiic.

(oi G', -I- (ooC, = Gi, lo'i C'i -<- wo G', = Go,

cCsI-à-dirc <]ue nuiis |)ourions loujoiiis sii|)[)(iscf

«1 = 6., = 1, (/2=6l = 'l-

Mais al(H> rci|iii\ alcncc ( 1 /i/s

)

G', -I- G', = G', + a' G', -F y' G'o

cll'\ ÈClll

Cl + G:, = G, -+- x' Gi + y' Go,

il (ii'i

1111 liMiiiM'iail . (le iiiOiiK'.

a = a
, Y = Y ;

p = [i', S = 0'.

.Nous ilçvons donc conclure (jiic les deux groupes ( a, (3, ', 0) cl [y.', (i', y , â
)

lie nciiNcnl cire isoiiiornlics (|ii(' si Ion pciil passer de liin à l'aiilri'. eu

(liaii;;eaiil C, cl C^ en

COlG'i + lOiG.'», Oj', G'i + (02 G^.

(l(da |)eiil s'i'iioncer d'une aulre manière.

.Soil

S =

une siilisliliilioii lini'aire à cfiid'llcieiils eiiliers iM l(dle (pie

ao — [iY = •

Soil

T:
w'i (oj
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une nutre siibslilulion linéaire à coefficienls onliers el telle que

(0| (>'., (•>', ().) := I .

La siihslilulion T~' ST. qui s'a|i|icllc la Inins/diinée de S [lar V . esl aussi

linéaire à coelficn-nls enliers ri a jinur ili'lcnmnaul i .

Si deux substilulions linéaires S el S' à coefficienls enliers el di' delei-

luinanl i sonl transtoruiées l'une de l'aulre par une sulisi m ulion de la foriue T.

je dirai cjue S el S' apparliennenl à la uiôuie classe.

Il est clair d'abord que .S el S' ne |)eH^ent apparleuir à l,i même classe (|iie

SI la soiuiue a + o a la niéiue \aleur poiir I une el jxiiir laulrr. mais celle

condition n'est pas suffisante el à une même \nleiir culièr-e de ;z + o corres-

poudronl plusieurs classes de subsliluUons linéaires, de la uu'^uie façon (pi'à

un uiéuie délerminani e(Uiespondenl plusieurs classes d<' l'cuiiies (pi;idraliques.

Ainsi la condilion nécessaire el suffisiinle |)our (pu' les deux i;rou|)es

(a. p, y, ô), (a'. |3', y', ô') soieni isoiiKuplu's. c'esl (jue les deux, substitutions

linéaires (a, [1), y, o), {a!, [3', y', o'^ a|)parlieuiienl à la iu(~'me classe.

Nous avons laissé de côté le cas où

-j. -\-à = ±2.

Si a -1-0 = a, la subsLituluni (a, i3, y, d) sera de la luèiue classe cpu'

(i, //, o, i); le groupe (a, |3, y, o) sera isomorphe à (i, //, o, i ).

Celui-ci contient une substitution remarcpiable C-... qui n'esl niulliple

d'aucune autre el qui esl permutable à toutes les substilulions du groupe. On

voit d'ailleurs sans peine que si /( n'esl pas nul, C.j l'sl la seule substilutioii qui

jouisse de cette propriété.

Nous pouvons d'ailleurs laisser de côlé le cas où // esl nul. car le i^roupe

(i, o, o, I ), dont toutes les substitutions sont permutables deux à deux, ne

peul élre évidemment isomorphe à aucun autre j;r(iiq)e (a, [3, y, o).

Si a -f- =— 2, le j^roupe (a, ,3, y, ô) sera ismuorpiie à (— i, // , o, — i ).

Celui-ci contient une substitution remarquable Go, qui n'est multiple d'aucune

autre, cpii n'est pas permutable à toutes les sulislitutions du groupe, mais tpii

est permulal)le au double de toutes ces substitutions. Si// n'est pas nul, C^ esl

la seule substitution qui jouisse de celle propriété. .Si, au coniraire, // esl nul,

il y en a une iiiliiiilc, ce (pu piiiuve d(;jà (pie i^— i, n, o, — i) ne pciil èlre

isomorphe à (— i , //, u, — i ^.

De même, la présence de celle subslitution remar(|ual)le Cj ihins (i, //, o, i)
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et labsi-nco do loule suhslilulidu ioiiissiiiil de la iikMih' propriété dans (— i,

//', (1. — 1^ muiilrcnl que ci-s deux j;r(nipL'.s ne saiii-aicnl (Hre isoniorplics.

Il nu' ri'.>.l(' deux qiicslions à l'ésoiidro :

i" l.i'> ;;ri>iip('> ( I . //. (1, i ) cl
(^

i , A', o, i ) ou j

A
|

;;= (_>.
|
//'

|

^ o,
| //

| ^ |

//'
|,

pcuM'ul-ds (''Ire ismiKu phos?

a" Mi'iiic cpu'siiiin pciui' !(> liioupcs (— i . //, o, — i ), (-- i , li' , i>> — i ).

(".iiiiiiiU'iii'uuN p:ir l;i picuiiric (picsl mu.

.1 (diserNc d aliiu'd iiiic. ( .._, claul la seule siili.sl i lui ion du preiiiiei" ^l'cnipe (pu

jcuii^sc de iii piNiprielé eiir'aclcri'-l lijue euiuicce plus liiiiil. on deM'a avoir

C, = C,

Ion C, ^— Cj, mais alors <iu t lKiii;;erail C, et C, en — C, et — C'.,).

IMaiuleuaiil, p(uir (pie 1Un puisse, en coiiihinaiil

C'i ^ a.: C:) -H «1 C| -I- «î Go,

C',= C2,

C'., ^ C3 C.:i -t- C| ( ',] -I- C-,C',,

retrouver hnites les suiislitulioiis du premier groupe, il laul (pie

«3 Cl — c:i'(i = I.

On démontre alius aisémenl ipie

G', + G'5=C',+ C', + /(.('/5,

ce (pii piiune ipie les deux groupes ni' peuvent èlre isoiinu'plies, (pie si

A = ± II.

Passons à la se((ui(i(; (piesliiui.

On \erniil. ((mime tout a llieure, (pie Ton doil avoir

a:;C\ — c,i <n = 1

.

Il \ iciil eusiiilc

C'i -t- C'i =L ( a-; -t- Ca ) Ca -4- ( (.'i -h a
I
î ) G] -t- ( cj + «> £ — o i Cn /î c ) Gj,

où

cl

G'. — C'i = ( C'5— «3 ) Ga -(-
( c I

— "
I )

£' G,
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£' = (-!)«..

C, -hC',= C':,— C, H-A'C,

«3=0, £=1, '— — I, a,Cj = i, h = Il .

Donc nos deux groujjes ne pourront c^lre isomorphes que si

h=±li'.

Le résultai (nonce plus haut est donc général el s'étend aux substitutions

paraboliques.

SI les deux substitutions linéaires (a, [3, y, ô), («', j3', --', ô') ne sont pas de

la même classe, les deux groupes correspondants ne peuvent être isomorphes.

Il résulte de cette longue discussion que les différents groupes (a, (3, y, ô)

peuvent donner naissance à une infinité de variétés fermées V distinctes, c'est-

à-dire non homéomorphes. Or, le nombre Pi ne peut prendre que l'une des

trois valeurs 2, 3 ou 4-

Pour que deux raricU-s fenni'es soieiil lioméomorpltes^ il ne sujfit donc

pas qu'elles aient mêmes nombres de Betti.

C'est ce que nos autres exemples mettent également en évidence.

Dans le troisième exemple, le groupe G se réduit à huit substitutions cl dans

le cinquième exemple, à deux substitutions seulement.

Considérons, au contraire, l'hjpersphère

x\-^ x\-\- x\-^ x\^= \;

c'est une variété dont le groupe G se réduit à une seule substitution, la suiisti-

tution identique.

Voilà donc trois variétés, dont les groupes G sont d'ordre fini ; mais ces

groupes ne sont pas isomorphes ; de sorte que ces variétés ne seront pas

homéomorphes ; et cependant elles auront mêmes nombres de Betti

Pi=P,= i.

Il paraîtra naturel de restreindre le sens du mot simplement connexe et de

le réserver aux variétés, dont le groupe G se réduit à la substitution identique.

Alors une variété fermée de plus de deux dimensions pourra avoir son

groupe G d'ordre fini sans être simplement connexe.

H. P. — VI. 33
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Cela n'arriverait pas avec les variétés de doux dimensions : leur f^rinipc G ne

uovivail être d'ordre fini sans se réduire h une seule substitution.

Nous avons vu pourfiuoi un f;rou|»(' iuciisien, qui admet un cycle de somuu^ls

diuil la souiuie dos angles csi (^alo à —-'(«>i), ne peut être le groupe Ci

d'une variété fermée à deux diiucusKuis.

il l'u (^sl de niénic pour la même raison, de loiil groupe d'ordre fini nu, jdus

généralemenl, tie loul groupe eoulenaul une sulislilulion, doni une puissance

entière se réduit à la substitution identique.

Il pourrait être intéressant de traiter les questions suivantes .

i" Etant donné un groupe (1 didini par un certain nombre d'équivalences

l'ondamenlales, peut-il donner naissance à une variété fermée à /( dimensions?

a" Comment doit-on s'y prendre pour former cette variété ?

3" Deux variétés d'un même nombre de dimiMisions. (]ui onl même groiq)e(î,

sont-elles toujoui's lioméomorphes?

Ces questions exigeraient de difficiles éludes et de longs développeiiu'uls. Je

n'en parlerai pas ici.

Je veux loulelols allirer l'attention sur un poinl.

Riemann a rattaché l'étude des courbes algébriques à celle des vaiiétés à

deux dimensions au point de vue de VAnalysis si/us.

De même, l'élude des surfaces algébriques se rattache à celle des variétés à

quatre dimensions. Ces variétés onl trois nombres de Betti :

Pi=P3 et P,.

M. Picard a montré que si la surface algébrique est la plus générale de son

degré, le nombre l'j se réduit à i ; il ne prend une valeur plus grande que i

que dans certains cas particuliers. La connexion multiple se présentait ainsi

((luime un cas parliculiei- de la connexion simple.

Ce résultat semble paradoxal; |)eut-êlre nous le paraîtra-l-il un peu moins

maintenant; un groupe G peut être beaucoup plus complexe qu'un autre

groupe G' el cependant correspondre à une valeur plus petite du nond)re P,.

§ 1."). Autres modes de génération.

Ou jjeul doiiuer des variétés d'autres liélinilions, qui sont, pour ainsi dire,

intermédiaires entre les deux premières.
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Par exemple, on peut envisager une variété V formée (ie l'ensemble des

points qui satisfont à certaines inégalités et aux équations

I Fifj;,, X,, ..., x,,; j,,j)-2, ,y<,) \

(>)

' F/,(X|, jo, . .., j,'„; f,, K,, ...,j^)

où les X sont des coordonnées diin point et les j' des paramètres arbitraires; le

nombre des dimensions de V est alors à n— P + </

On |)eiil aussi adjoindre aux ('quatioiis (i ) les relations

?a(.)'i-.l!, .... y,/) = o (a = I. ?., ..., À),

entre les j'. Les r ne sont plus alors des paramètres entièremeni arbitraires et

le nombre des dimensions de \ de^ient t^gal à /i —P + (J
— ^•

On peut encore envisager \inr Mirii'té \ définie par certaines inégalités et

par les reiati(jns

(2) r,= 0,-()i,_r2, .. .,.>>) (i = 1, 9, .... n),

les j' étant des |iaramètres lit's ])ar /. équations

?a(.Vi,.)i, ..., y,.) = (a = I, 2, ..., ).)

Le nombre des dimensions de ^ est alors yj— À.

Considérons un instant >'i, y.,, .... )',, comme les coorddTini'cs d'un pciinl I*

dans l'espace à /> dimensions. Les égalil(''s

la = o

définiront alors dans cet espace à p dimensions une certaine variété W.
A chaque point de W correspondra un point de \ , puisque les équalions(2)

expriment les x en fonction des y.

Le cas le plus simple est celui où. réciproquement, à un point de \^ corres-

pond un seul point de W. Mais un cas, qui est aussi très intéressant, est le

suivant.

Supposons que la variété W demeure inaltérée, quand les y subissent les

substitutions d'un certain groupe G. Soient P un point de W, Pi, P._., .... P/,

les transformées de P par les substitutions de G.

L'ensemble des points P, Pi, Po, ..., P/, formeront ce que j'appellerai un

système de points.
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Si les tondions 0,- ne soni j)iis allcrôcs pur les substitutions de (j, il est clair

(lu'aiix ilivors points d'un niônie système correspondra un nii'me point de V.

Le cas intéressant est celui où à un |)oinl de V correspond un seul système

de points de W.
Etant donnée une variété W et un j^roupe G cpii ne l'altère pas, on peut tou-

jours construire une variété V, de telle façon qu'à tout point de V corresponde

un système de points de W et un seul.

l'uui- que \ soit bilalère, il faut et il suffit que la variété W soit bilatèrc et

que toutes les substitutions de G jouissent de la propriété suivante.

Soient )'i, y-z, . . . , y/, les coordonnées de P, y\, y'.,,
,
y'p celles de son

transformé ; le déterminant fonctionnel des y' par rapport aux y doit être

positif.

Septième exemple. — Soit

l'équation de la variété W, qui sera ainsi une sphère dans l'espace ordinaire.

Cette sphère n'est pas altérée, quand on change /i, j'a, y-s en — y^, — y^-,

— ^3. Ce sera là notre groupe G.

Si alors nous posons, par exemple,

les X ne changeront pas, quand les y changeront de signe, et nous aurons

défini une variété V à deux dimensions dans l'espace à six dimensions.

Cette variété sera fermée ; elle sera unilatère.

Soit, en eil'et, P un point de W, dont les coordonnées seront y,, jo, y,^.

Pour définir la position de ce point sur la sphère W, il suffira de connaître

deux de ces coordonnées, par exemple j'i et y^; car l'équation de la sphère

nous fait connaître y :, en fonction de yi etyo.

Son transformé P' dont les coordonnées sont — ji, -

—

y-2 et — j';,, est diamé-

tralement opposé. Mais il ne faut pas se servir, pour définir la position du

point P, de jKi et de y.j, parce que y^ n'est pas une fonction uniforme de ces

deux variables. Il vaut mieux poser

yi = cosç sinfl,

jK2= cosç sinO,

y3= cosO.
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Les coordonnées du point P dans ce nouveau système sont cp et 0; celles

de P' sont cp + tt et 7:— 0. On voit alors que

6)(ç-f--, 7-. — Il)

La variété V est donc unilatère.

= -I<0.

Huitième exemple. — Soienl^i, j'j, . . . , y,j ; Si, ^o. • • • , ^7, 2(7 paramètres

liés par les relations

Si nous regardons ces 2 y paramètres comme les coordonnées d'un point

dans l'espace à 2q dimensions, ces équations (3) représenteront une variété

fermée W à 2 c/— 2 dimensions.

Si nous regardons y\, y^, , y,/ et Zi, So, . . . , z,, comme les coordonnées

de deux points Q et Q' dans l'espace à rj dimensions, ces deux points devront

se trouver tous deux sur Vhypersphère S qui a pour équation

et qui est une variété fermée h q— i dimensions.

A chaque couple de points de S correspondra ainsi un point de W et un seul

et inversement, poui\-n que je contienne de legarder les deux couples de

points QQ' et Q'Q comme distincts.

Considérons maintenant les ^-^ combinaisons.
2

yt+ Zi, y-i z-i, y, sic -h yk Zi (i, /i = i, 2. . . ., q),

egalons-les a -^—^ = n variables.

Nous aurons ainsi défini une variété \ à 2q— 2 dimensions dans l'espace à

n dimensions.

Quand on change yi en :/ et z/ en yi (c'est-à-dire quand on permute les deux

points Q et Q'), ces ^—^ • combinaisons ne ciiangcnt pas.

A chaque couple de points de l'hypersphère correspond ainsi un point et un

seul de la variété V et inversement, mais à la condition de ne pas regarder

comme distincts les deux couples QQ' et Q'Q.
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Celle \ariélt' \ est-elle lerniée? Je vais monlrer qu'elle ne l'csl j)as pour

(jr = a et qu'elle Test pour ly > 2.

Ou n alors

^1 = ,1'i -t- Zii ^î = .Vi;i, X:; = y^-h- S-i,

,ri = ,r •>:;>, -r.i = ,ri :-i+r«z\.

On reronnail alors (jue l'on doil avoir pour que les j' et les x; soieni réels

On aurait des inégalités analogues pour </ >- 2 ; mais clans quel cas ces iné-

galités définissent-elles une véritable frontière pour notre variété V?

Pour mieux nous en rendre compte, je vais traiter d'abord un exemple plus

simple.

Soit d'aliord. dans l'espace ordinaire, le cercle

r-+ _>'- = 1, ; = o,

Si Ion convient de ne conserver que les points de ce cercle puur lesquels j'

esl posilif, alors nous aurons les relations suivantes :

.r=-t- 1-2=1, = 0, .V > o,

qui définiroiil une xariélé à une dimension (qui, dans ce cas, est une demi-

circonférence).

Celte variéti' n'est pas fermée, elle aiiniel deux points frontières :

X =± i, j = z = o.

Considérons, au contraire, la surface suivante :

(4) x-'+ y^— c'-i-(j;'-l-.) --4- z''y-= o.

C'est la surface engendrée par la révululion li'une lemnicasle autour de son

grand axe. Elle se compose de deux nappes distinctes Ni et INo ayant un jtoinl

conique commun qui est l'origine; on ne peut aller d'une nappe à l'autre qu'en

passant par l'origine. Adjoignons alors à l'équation (4) l'inégalité

(5) 3>0.

Les relations (/j) ei (5) définissent une variété à deux dimensions qui n'est

autre chose que la nappe INj. Cette variété doit être regardée comme fermée;

elle est homéomorphe à une splière ; on ne doit pas regarder le point conique

comiiir un \éritaijli' jkjiuI Iroiilière.
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En général, si une viiriélé il ]> dimensions n'csl pas iorniéu. sa fronlièro sont

formée par une ou plusieurs variétés à. p— i dimensions. Si l'ensemble des

poinls qu'on peut soupçonner d'élre des points frontières forme une ou plu-

sieurs variétés à moins de/j— i dimensions, c'est qu'ils ne sont pas de véri-

tables points frontières au poinl de vue qui nous occupe actuellement, et que

la variété donnée est fermée.

Or, on obtiendra ici les jjoints qu'on peut soupçonner d'être ironlières,

quand on supposera que les points Q et Q' se confondent, c'est-à-dire ([ue

Vl = Zf, _V2 = Zi, . . .
, Yii = Zq.

On olilicnilra ainsi une variété à <j— i dimensions. Ainsi la frontière com-

plète de A n'aura (pie q— i dimensions, tandis que \ en a iq— 2. \ sera

donc fermée, à moins que

217 — 2 =(9 — 1 ) -t- I ou 17 = '2.

Pour mieux nous en rendre compte, comparons les deux exemples (/ = 2

el <7= 3.

Soit d'abord y = 2 et envisageons notre variété ilans le \oisinage du poinl

Vl ==1=0, yi= S2= I,

c'est-à-dire du point

.E, = (), .r2= o, .i'3=2, j;, = 1, Xi, = o.

Observons d'abord que, pour les valeurs peties de Xi et de x-,, les trois

autres variables x-^, x^ et X;-, sont développables suivant les puissances de a^i et

de x->; il nous suffira donc d'étudier les variations de Xy cl de x^.

Nous voyons alors (|ue Xi et x-< peuveni prendre toutes les valeurs qui

satisfont à

x\> ^x-,.

Le plan des .ri, x^ se trouve ainsi partagé en deux régions par la ligne

X'\ = \Xi,

qui est une véritable ligne frontière.

On obtiendrait le même résultat si l'on étudiait la variété V dans le voisinage

d'un autre point frontière quelconque. Celte variété n'est donc pas fermée.

Soit maintenant ^jf ^ 3 et

a,-i=,),+ Ji, xi — y^z^, x:i = y-i-\r z«, X', = y^Zi, x^^ yiZ^.-^ y^z^,

J^o = j3-t- ^3. J:- = y3Z,, Xi = y^z^-k-yzZi, x,, = y^.zi-v- yi>zi.
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l'.liiiliniis \a viirii'lc \ clans le voisinage du poiiil Po, (jui osl Ici qiio

)-, = ;, = Tj = j; = o, y-j = 3:i = I
,

d'où

X\ = Xi = 3^3 = a^v = X5 = ^8 := ^<i = o, ^(i = 2, ^7 = I .

Nous voyons que, dans le voisinage de ce poinl, a?u, Xt, ar», x,j sonl dévelop-

paliles suivant les puissances de Xi, x-î, x-i, x,, el x^, de sorte qu'il suffit d'étu-

dier les variations de ces cinq dernières variables.

Pour ne conserver que trois variables el rendre possible une représentation

géométrique, je coupe ma variété V par la variété plane

x^ = 0, ^3= O,

de sorte que l'inlcrseclion sera une variété à deux dimensions V.

Soient x<i^ X, et a:,-, les coordonnées d'un poinl de V; nous pourrons regarder

ces trois variables comme les coordonnées d'un poinl dans l'espace ordinaire

cl nous aurons ainsi une représentation géométrique de la variété V ou plutôt

de la portion de cette variété qui est voisine de Po.

On trouve alors

ri=— =1, y-2 = —:-i,

puisque Xi el x^ sont supposés nuls et, par conséquent,

^2 = — ri, x; = —y\, Xi = — i.yiyty

d'où

4x0^4— ^1 = o.

C'est l'équalion dun cône du second degré, mais une seule nappe de ce cône

convient, parce qu'on doit avoir

X'i < o. Xi < o.

[,ii portion du cône (jui convient est ainsi séparée de celle qui ne convient

|)as par le sommet (pii ne saurait être regardé comme un véritable poinl fron-

tière. C'est ainsi que la varitMé V, de môme que V, est encore fermée.

Ou obtiendrait un résultat analogue cn étudiant V dans le voisinage d'un

autre |ioiul frontière, ou en coupant V par d'autres variétés planes qiu' la

variété

X[ = x-i= o.

Je n'ai voulu qu'un exem[)le destiné à éclaircir le raisonnement qui précède.

En résumé, la variété V est j'armée si. q'^ 3. c.L ne Cesl pas si q=L 2..
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La variété V est-elle unilatère ou bilatèrc ?

Je me propose d'établir qu'elle est hilalère si q est im|i;\ir et qu'elle est, au

contraire, unilatère si q est pair.

Posons

7,= cose,, 3;=C0sll'|,

^2= sinO, cnsD;, «2= sinO'„,

y-i = sin Oi sin O2 cos 0.,, Zi = sin 0', siii ^)\_ siii ()',

,

j-„_, = sin Oi sin O» ... sin 0,,_o cosO,/_,, 2^_, = sin O', sin 0', ... sin 0;^_.2 cosO',^_i,

y,l
= sin 0, sin O» . . . sin O^^n sin 0,,_,, :,, = sin 0', sin ', . . . sin 0'y_, sin 0',^_i.

La position d'un point sui' W est définie |)ar les 2(/— 2 coordonnées

0,, 60, ..., f),,_,; 0',, 6',, ..., (i;_,.

D'autre part, le groupe G se compose (outre la suhslilution identique) de

Tunique substitution qui permute 0, avec 0', . l'our (pie la variété \ sdil liilalère,

il faut donc et il suffit que le déterminant fonctionnel

ry(o;, u,)
(/ = 1, 2, ..., 7 — I)

soit positif. Or il est égal à (— 1)'' S c'est-à-dire à + i si </ est impair et à — i

si q est pair. Donc
V est bilatère si q est impair,

V est unilatère si q est pair.

c. y. F. D.

Occupons-nous maintenant de déterminer le nombre de Betti, P,y_i.

Déterminons d'abord les nombres de lîelli pour W.
Nous pouvons construire sur W deux variétés kq— 1 dimensions de la

manière suivante. On sait que tout point de W correspond à un coiq)le de

points QQ' de l'hjpersphère S. Aux couples QoQ'où Qo est fixe et où Q' décrit

l'hypersplière tout entière correspondra alors une variété fermée Ui k q—

i

dimensions et faisant partie de W. De même aux couples QQo, où Q décrit

l'hypersplière entière pendant qur (^„ est ^\^^'^ correspondra une variété

fermée U3 à y— 1 dimensions faisant [)arlie de W.
Ces deux variétés seront linéairement indépendantes (au point de vue des

homologies).

Considérons, en effet, l'intégrale d'ordre q—

i

J = r sin 7-3 9, sin'/-^f)2 . . . sin^B,,-,, sine,/_i r/O, r/O; . . . rfe,,.,

H. P. — VI. 34
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faire iiiisscr iiiu' Narii'lé l',; \y.\v le ixiiiil I\l" mic miik'U'' aiiulogur IJ"
;

\y,\v li'

piiiiil I\' imc variole U',

.

,lo iMiis ('iisiiilf. eu (léforniiinl infîniniciil |umi la variélt' c, iii'aiTang(M' pour

(iiiclU' ne covipe lonjours Ui cl U^ qu'aux points M', M" (U N', cl pour

qu'elle admette autour de M' une petite partie coniinune «'„ avec U'^; autour

de N' une petite partie commune m', avec U',

.

Alors l'ensemMe des variétés

U', — ll\ , U'2 — II'., , U 'j — u".,, — V -h ll[ -¥- II'., + II",
,

l'onncra iiiic variété l'eruu'c, qui ue rciicoulicia ui Ut, ui U-j, et (pii sera, par

COnsé(Mii'ul . li()Tii()l(ij;ue à zc'ro; on auiii doue

U', — (/, -t- V., — «2 + U!! — ii'i^^ V — u\ — u'., — lû,

c ~ U'. + U', + U'i ~ U| + 2 Uo.

Il piiiirrait aussi se faire (pie, par excunple, le noin!)rc que nous avons appelé

pins liant S(M) n'ait |)as la uiéuie valeur pour le point M' considéré comme

point d'intersection de c et de Ui, ou pour le point M' considéré comme point

d'intersection de U', (!t de Ui. Dans ce cas, il faudrait remplacer U', par la

variété opposée et l'on aura

i^~ U', — U', + 1]';, ~ u,.

Dans tous les cas, c, Uj et (], ne seront pas liuéairciiicnl iuilépcudants et

l'on aura

l',-. = 3.

Déterminons enfin les nomhres de lîetti |)oui- V.

Aux couples QQ' et (j'Q corres])ondent un seul et m^me point de \' ; il en

résulte qu'à Ui et à [I._. correspond dans V une seule et même variété, de; sorte

que je puis écrire

U,~U.>.

D'autre pari, l'iule^rale ,1 + •!', ('tendue à celle variété, n'est pas nulle; ce

qui montre ipic l'on n'a pas

U, ~ o.

Le nombre P,, i est donc au moins égal à :i.

A truite variété fermée; c, faisant partir de \', correspondra Tine variété w
faisant partie; de W; mais deux cas ])eu\eul se présenter; nous savons qu'à

chaque |)oinl de V correspondent deux points de W; et je pourrai dire, pour
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abréger le langage, que ces deux points sont symétriques, puisqu'on passe de

l'un à l'autre en permutant les j', avec les zi.

Nous construirons tv en prenant pour chaque point de v un des deux points

qui lui correspondent dans tv; il pourra se faire alors ou bien que w soit formé

ou bien que w ne soit pas fermé, mais que sa froulière se compose de parties

symétriques deux à deux.

Considérons d'abord le cas où w est fermé.

Si le nombre des dimensions est diiïérent de r/— i . (\' (et, par conséqucml, c)

pourra, par déformation continue, so réduire à uu poini et l'on aura

t' '^ o.

Si le nombre des diniensions est égal à (j
— i, on aura, par ra|)porl à \\

,

IV ~ mUi + rtUo,

m <! // étant des culicis; mais par rapport à \ , Li esl homologue à U^.

On aura ilonc, pai- lapporl à \
,

^' ~ ( »i -+- n ) U 1

.

Considérons mainlenaul le cas où n' u'esl pas fermé. iSOus admelirons ipie le

nondue des dimensions est inférieur ou égal Àq— 1 ; le cas où ce nombre serait

supérieur à q— i s'y ramène aisémeul. puisque les nomi)res d(^ Belli soûl

égaux deux à deux. I^a fronlièreydc iv aura alors moins de q— i dimensions.

Soit II la variété à <j— 1 dimensions, faisant partie de W, qui se compose

des points qui sont leur propre symétrique, c'est-à-diie îles points

Yl = Zi.

La Ironlièrey p(.'ut se détormci' d'une manière continue, sans que ses poiiils

cessent d'être symétriques deux à deux, et de telle sorte qu'à la fin de la défor-

mation la frontière défornii-e fasse [larlie de H.

Donc iv peut se dild'ormcr dune manière continue, sans cesser de corres-

pondre à une variété i' lermée, et de telle sorte cpi à la fin de la défornuilion la

variété (v déformée soit fermée.

Donc {> est toujours homologue à une variété v correspondant à une variiHé (v

fermée.

Donc, on a, suivant les cas,

v '^ o, c 'v^( m -I- «)Ui.

Donc tous les nombres de Betli de V sont égaux à r, sauf P./_i qui esl égal

à 2.
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De 1m ili'ux consofuuMiccs :

i" Suit <j im|);iii'. \ M'i'M Itilali'ic ; dOù il suit qui', [uiiir une \aricli' liiliitèrc

il '( A (liiiu'usions. If iiiiiiii)it> p.,/, n'est pas lorcénu'iil im|iair.

a" Si (j ol pair, \ sera nnilatère; d'où il suil ipie, |i(iiii' une variéli' iiiiilalère

à
.J/.' -r :'• 'liinensions, le nombre l*)/,+i n'esi pas l'oicéniciil im|)air. ainsi cpie

cela aiirail en lien pour une vnriélé hilalère.

.l'aNais annonce ces resnltals à la lin iln iinini'ro 9.

§ 16. Théorème d'Euler.

On cuiinail le lli('(irèiiie d'Kiiler, tra])rès leqnel, si .S, A el F sont le nombre

(les sommets, des ariMes <! des laces il'iin polyèdre convexe, on doit avoir

S — A -+- F = '..

Ce lliéorème a l'Ié généralisé par M. 1 ainiiai de .Jonipiières, pour le cas des

pohèdres non comexi'S, .Si un polvèdi'e loiiiie une \ariele leriiiée à deux

d iinensiniis. dont le noiidiie di' Helli est P,, on aura

S— A + F = 3— 1',.

Le lait (Mil' les laces sont planes n'a évidemmeiU aucune importance, le

lliéorème s'applique ég.Tlement aux polyèdres curvilignes; il s'applique encore

à la subdivision d'une surface lermée quelc(m(pie en réglons simplement

connexes; ces régions correspondent alors aux laces du polyèdre; les lignes,

qui servent de frontière à deux de ces régions, correspondent aux arêtes, et les

extrémités de ces lignes aux sommets.

Je me propose de généraliser ces résultats pour un espace quelconque.

Soit d(]iir \ une variété fermée à /; dimensions. Subdivisons-la en un certain

nombre de variétés i'^ à p dimensions; ces variétés c,, ne seront pas fermées et

leurs frontières seront formées par iiu certain nombre de variétés e^, i à

p— I dimensions; les frontières des c^,^! seront formées à leur tour par un

cerlain nom lire de xaru'tés e^, o k p— 2 dimensions, el ainsi de suite
;
j'arriverai

ensuite à un cerlain nombre de variéli's Ci à une dimensiim, qui auroiil pour

frontières un certain nombre <le points isoji's ou de vari('lés à v.vvo dimension

que j'appellerai r,,.

La \ariété \ [leul avoir des nombres de Betli (pielconques, mais je siipjiose

expressément que les varii'lt's r^,, 17, i, . . ., Ci sont simplement connexes.
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J'appellerai a^,. a,, i, .... ^i ri a,, li' iKiniijrc des V/,, dos i/j.i, . . ., «les c, et

et des co-

La fijj;iire formée par toutes ces variétés pourra s'appeler un polyèdre; car

l'analogie avec les polyèdres ordinaires est évidente. Un polyèdre ordinaire est,

en effet, une variété fermée \ à deux dimensions, qui est subdivisée en un cer-

tain nombre de variétés Ci, qui sont les faces. Les faces ont pour frontières un

certain nombre de variétés c,, qui sont les arêtes et qui aduielteni à icui- loiir

pour frontières un certain nombre de variétés l'o appelées soniine/s.

Je me propose de calculer le nombre

N = a^— x,,^, + 7/,_2— • . .=p ai dz »o-

J'introduirai ici quelques dénoininatiiuis nouvelles, pent-élrc mal justifiées,

mais commodes.

Si deux polyèdres sont obtenus en subdivisant de deux manières diilerenles

une vari(5lé V, je dirai qu'ils sont congruents.

Soit maintenant le polyèdre P formé par la variété \
,
par les régions i/, et

|(ar leurs frontières successives i'/,_i, . . ., l'i. lo.

Subdivisons les e,, en régions plus petites r^, ; les frontières complètes des c'

se composeroni d'un certain nombre de régions nouvelles c" „ et, en outre, des

régions c^^, obtenues en subdivisant les C/,.! ; les frontières complètes des c'
,

et des r"
,
se composeroni d'un certain nombre de régions nouvelles i" , et,

ru outre, de régions i''„_, obtenues en subdi\isanl les i'/,„2, et ainsi de suite;

nous arriverons enfin aux c', et aux c", . dont les frontières complètes se compo-

seront d'un certain nombre de points nouveaux c^ et, en outre des points to.

Soit P' le polyèdre formé par l'ensemble des régions i'^,, r'
,

, i'",, v „,

'',,_,. • • • ! e, , i\, l'o, l'i,.

Je dirai alors que le polyèdre P' est dérivé du polyèdre P.

J'éclaircirai celle définition par un exemple emprunté à la Géométrie ordi-

naire. Considérons un tétraèdre régulier T. Dans chacune des faces, je joins

chaque sommet au milieu du côté opposé. Chaque face se trouvera ainsi

décomposée en six triangles; en tout vingt-quatre triangles. Le polyèdre à

vingt-quatre faces ainsi obtenu sera dérivé de T.

Soient maintenant P et P' deux polyèdres congruents, c'est-à-tlire (li)tenus

par deux modes de décomposition différents d'une même variété \ ; il existera

toujours un polyèdre P" qui sera déii\é à la fois de P et de P' et qu'on obtien-

dra en combinant les ileux modes de décomposition ; de telle façon que, si
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nous ;i|)[irl(ms c^, i'„ et r" los subdivisions ilc \ dans les trois nioilos de décom-

position ([iii correspondenl ;uix trois polyèdres P, P' el P", la condition néces-

saire et suflisanic |M>iir ^uc deux points appartiennent à la lois à la même

région c",, c'est qu'ils appartienuctil à la l'ois à la même région v^, et à la même

région c^,.

Je me propose d'étalilir que le nombre N est le même pour deux polyèdres

congruenls et, comme nous venons de voir que deux polyèdres congruents ont

toujours un derivi' commun, il nous suffira de montrer que le nombre N est le

môme pour un polyèdre el pour tous ses dérivés.

Si, dans le polyèdre 1*, nous envisageons une des régions i'y,_i, elle appar-

tiendra toujours à deux régions Vp el à deux seulement qu'elle séparera l'une

de l'autre. Au contraire, une région v'^,_., appartiendra, en général, à plus de

deux régions Vj, et à plus de deux régions \),^i. C'est ainsi que dans les polyèdres

ordinaires, une arête sépare toujours deux faces l'une de l'autre, tandis qu'un

sommet appartient, en général, à plus de deux faces et à plus de deux arêtes.

Nous n'excluons pas toutefois le cas où uni; région C/, 2 appartiendrait à deux

régions v,,_i seulement. Ainsi pour un polyèdre ordinaire, nous n'exclurions

pas le cas où le milieu d'une arête serait regardé comme un sommet et où cette

arête serait, par conséquent, regardée comme formée de deux arêtes juxtaposées.

Les régions Vp^-2, qui n'appartiendraient ainsi qu'à deux régions fy,_i, seront

dites singulières. Soit donc ('/;_o une région singulière ap[)artenanl à deux

régions ('y,_i que j'apj)elle r'
,

el i'^_,. Il est clair que ('^,_i sc'parera l'une de

l'autre les deux mêmes régions Vj, qui sont séparées par ('|,',_, ; de sorte que f/,_2

n'appartiendra aussi qu'à deux régions c^, seulement.

Ue même, je dirai que la variété iV/ est singulière, si elle n'appartient qu'à

deux variétés e,,+ i ; et dans ce cas les deux iVy+i, auxquelles r^ appartiendra,

appartiendront aux mêmes i',+2, aux mêmes f,/+3, ..., aux mêmes ç,,; de telle

façon que la suppression de i',y et l'annexion mutuelle des deux Cy+i ne changera

rien aux v,,+->, aux (Vy-^:,, . . ., aux fp.

Soit maintenant une varii'lé 17,; à cette variété appartiendront un certain

nombre de variétés iv,_i ; si l'une d'elles est singulière, je dirai que la variété ^v,

est irrégulière; elle sera régulière dans le cas contraire.

Considérons donc le polyèdre P avec les régions v,,, Vi,^\, ... elle polyèdre

dérivé P' avec les régions i'^,, e^,^,, Cherchons à remonter du polyèdre P'

au polyèdre P. Soient deux régions c' que j'appellerai a et |3 ;
je suppose

qu'elles soient séparées l'une de l'autre par une région v'^_, que j'appellerai y;
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qu'elles soient, par conséquent, conliguës el qu'elles fassent partie d'une uiéiue

région Çp. (Comme a el (3 font partie d'une même région Cp, la région y n'est

pas une subdivision de l'une des régions Çp_i qui séparent les régions l'p les

unes des autres; cette région y est donc une de celles que j'avais appelées ('p_,

dans la définition des polyèdres dérivés ; mais ici je ne fais plus celte distinc-

tion el je désigne les variétés que j'avais appelées alors c", aussi bien que

celles que j'avais appelées alors c' , par la môme notation t'',).

Cela posé, supprimons la région y, qui sert de frontière à a et à (3, et

(inuexo/is la région a à la région (3. Nous aurons ainsi supprimé une région c^^

et une région *'', D'autre part, nous n'aurons supprimé aucune région ('),_„ si

la région y est régulière; si, en effet, aucune des régions i'^_, n'est singulière,

cliacune d'elles appartiendra au moins à trois régions i'^,^, et, après la suppres-

sion de y, elle appartiendra encore au moins à deux régions i'',. De mémo,

toute régi<in r' (où q<^p— 2) faisant partie de y appartiendra au moins à

trois régions f4_j, el, après la suppression de y, elle appartiendra encore au

moins à deux régions v ^. La suppression de y ne supprime donc aucune des

régions ('|^ ; elle ne change donc pas la valeur du nombre N.

Si, au contraire, la région y est irrégulière, nous n'avons plus le droit de la

supprimer, car il existera alors une régicm c' , qui appartiendra seulement à y

et à une autre région i'^
,

; après la suppression de y, elle n'appartiendrait plus

qu'à une seule rt'gion c'
, , ce qui est inadmissible.

Que faudra-t-il faire alors? La région y sépare deux régions Vp que j'ai appe-

lées a el (3; mais elle ne constitue pas à elle seule la frontière entre a et (3; en

effet, comme y est irrégulière, il existera une région r' _, singulière que j'appel-

lerai â et qui appartiendra à y et à une autre région c^., que j'appellerai y'.

Cette région y', d'après ce que nous avons vu plus haut, sépare les mêmes

régions que y, c'est-à-dire a et (3.

Si la région ô est régulière, nous pourrons la supprimer et annexer y à y'. La

région y -|- y' séparera alors « de p. Nous aurons ainsi diminué cLp_i et ap_3

d'une unité, tandis que les autres nombres a,- n'auront pas changé. N n'aura

donc pas changé non plus.

Si est irrégulière, il j aura une région r'^_^, singulière que j'appellerai £ et

qui la séparera d'une autre région 0'; nous supprimerons £ et annexerons ô à ô',

et ainsi de suite.

Nous pourrons ainsi supprimer une région r'
,
qui sépare l'une de l'autre

H. P. — Vt. 35
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deux icf;iiia> >'!,,,. cl iiaiioxcr ces deux régions t\^,
,
riine ù raulre, inuis à deux

conditions :

1° Si ij c<.[ [lins pclit (jue /)— i, il IhiI (jnc lii i('i;i(iii r,^ soil, singulière
;

2° El, dans tous les cas, il laiil (|u'<'lle soil régulière.

Cela posé, voiei ilau-. (Miel ordre iiiius Icioiis les o|>(''ral ions :

Je \eiix reiuuuler (lu polyètlre l'' au polyèdre l*. Je puis sans inconvénient

sup|)oser que le polyèilre P n'admet pas de région singulière, mais le polyèdre P'

et les polyèdres inleruiédiaires eu adinellroal.

Par une série de suppressions et d'annexions successives, nous remonterons

de P' à P en passant par une série; de polyèdres intermédiaires que j'appellerai

'0=1, 1 1 , ' Ui • • • , ' ///— Il 'ni'

CouMuenl |>as.serons-iious tlu polyèdre !', au polyèdre^ l',^_i ?

Si dans P, il y a des e'„ singuliers, j'en supprimerai un. S'il n'y en a pas,

tous les c', seront réguliers; s'il y a des r', singuliers, j'en supprimerai un.

Sil n'y a pas de c', singulier, tous les v'., seront réguliers; s'il y a des e,, sin-

guliers, j'en siq)primerai un.

Et ainsi de suite.

Si eulia il a"v a jiiis de r' „ siagulier, Ions les e'
,

seront réguliers

et Ion aura le droit de supprimer un quelconque d'entre eux; si l'une des

régions Çp est subdivisée en plusieurs régions e'
,
je choisirai deux de ces

régions v' qui seront contiguës et séparées l'une de l'autre par une région i'^^,,

qui sera leur frontière commune; je les annexerai l'une à l'autre en supprimant

celle frontière coiaiiiiine.

Aucune il(! ces opérations ne pc^ul all('i(U' le uomlire N.

On ne s(;ra arrèlé; que quand il n'y aura plus de région singulière et que,

d'autre part, aucune des régions V/, ne sera plus subdivisée en plusieurs

régions e' . Mais alors on sera arrivé au polyèdre P.

Aucune de ces opérations ne peut alu';rer le noiiibn; N.

Ce nombre a donc la même valeur pour P (;l pijur P'. c. q. k. ».

Celte démoustralioa pourr.iii doaaer lieu à certaines objections, car on

pourrait se demander si, dans cette série d'opérations, toutes les régions

resteront simplement C(jnnexes; mais, avant de modifier notre démonstra-

tion de façon à me mettre à l'abri de ces objections, je veux déterminer
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quelle doit c^lro la valeur du nombre JN pour un polyèdre simplement

connexe.

Si notre théorème est vrai, le nombre N doit avoir la même valeur

pour deux polyèdres obtenus en subdivisant deux variétés homéomorphes;

il a donc même valeur pour deux polyèdres simplement connexes quel-

conques.

Il nous suffira donc de faire cette détermination pour un polyèdre simplement

connexe arbitrairement choisi.

Je choisirai le tétraèdre généralisé.

J'appelle ainsi le polyèdre formé par la fruntièrc cnuiplète du domaine

Xx'> O, J'2 > O, .... Xfi^O,

X/,+i > o, x,-h a;«-{- . . .-t- Xp-^ ^/>+i < o.

Ou a alors

(p-i-i)(p-h-->.)
«/< = P -^ '-' "/i— 1 =

;

) • • • 1

(p-h->)'. (/>-r- !)(/) + :),
a„ = = ; T) • • • ) «1 = — — ïn = /> -t- '-i,

' (q-h?.)l{p — q)l
'

2 " '

c'est-à-dire que les nombres a,, sont éf;aux aux coefficients du binôme.

On aura donc

(l — 1)/'+-= i — Xp-h a,,_, — . ..±aiqzao±l = l— Nzhl.

On doit prendre devant h' dernier terme le signe -\- si p est pair, et le

signe — SI p est impair.

On aura donc N = 2 siy> est pair. ]N = o siy* csl impair.

Je serais arrivé au uiéme résultat en choisissant le cube généralisé. J'appelle

ainsi le polyèdre formé par la iruntière complète du domaine

— l<Xi<l (I = I, 2, ...,/) -t- 1).

On a alors

, ^ „ PiP -•-
' '

, , (/> -^- 1)

d'où

d'où

c'est-à-dire

2
' (q^i)l(^p-a)\

a, = a/' (/)-+-!), a„= ../'+•

,

(l — 2)/'+' = i — ap-h a,,_,— ...=±:a,q;ao = l— N,

N =i — (—i )/'+!,

N = 2 si jtj est pair,

N = o si /) est impair.
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Ainsi, iMiiir un |ii>Im'iIi(' sini|ili'in('nl ciinncxc, le ninnlnr N csL é^al Ù 'Ji. si p
l'sl ii^iii cl M () SI y» est iin|>;iii'.

('.('lu linsi', |iiinr i'l:i lil II' ncilic I licdi rinc il'nin' l:ii;iin (iiiii|)lrl<' cl iij^oni'cnsc,

ic N^iis supposi'i iju'il soil Ni'iii |iiini' les v^iiicli's ilc iiiiniis ili' p iliini'iisnins.

( '.iinsidcicins iliinc imlic |)iihcilrc l'cl une i'c"iiin r,, » <i il iincnsnins ;iiiii;ir-'/ l'I'

Icniinl il f' |"il\cilrc. (icllc n'j;iiiii r,, Icr.i |iiii'lic iTiiii ccihiiii iiiiiiil>i'c de

ri^i^iiiiis c,, I, iliiii ccriiiiii iiuiiilii'c lie ri'i^iuiis r,, .j, . . . , li'iiii rrihiin iiniiiliir

ilr irj;iiills ly. I ,'i'iisriiilili' ili' huiles ci's rr'j;iiiiis liii'niri;i ci' i|iic |'M|i|)rllciiii

Wisiri lie I',,.

.le ilcsi;;iiciMi |iiir y/, le iiiMiilire îles i'ej;iiins C;, ( /' '/ ) i|ni Imil iiinsi |iiiili('

lie I iisler île c,,.

Siill (.;", .;!,', ..., ./')!) un |>iiiiil île r,, ; CDiiMiIrTims l'Ii y |)eis|ilière S (|iii .'i

|>iiiii l'ijual mil

(.,-,- .r'ir + {.r-, .r!i)^ 1... l (.i-„ .';;)'=•»,

t ci.ml I les jiel II

.

Sinl II l;i VJi'iele jiLine ileliiiie jiiir les ij ei|iJMliuns

A;(,r,-;rï)H-A;(.rï-;<'i;)+...+ A;'(.r„-.r;i) = »

({' = I, •', .... 7),

où les A, siiiil lies II iiisl.inli's ijnelciini jiics.

I , inlerscci mil <lc S. Il el \ sein une vaiicle i\ ji ij 1 iliinciismns i|iic

I

ii|i|)ellei'.i I W el iliil sciii siiii |ileriien I i(iiine\e. I ,es mleisecl mus île S el II

ii\cc les (ilvc^s(^s léf^ioiis i|iii lininenl I iisler de e,^ loiniefoiil |inr leur cnscinldc

lin |iiilvèili'e di'l il hi siihilivision de \\ cl (|iii sera siiii|denienl cnniicxc.

l'oiir ce iiolyèdrc, le nnmlire jt/, sera é;;ili l"l y/, 1 v 1 1 > coniine il a inuiiis de

II diinensmiis, in)li'e llieurèiiie lin sera a|i|dicaldc, de sinlc <|iie nmis |)i)iirr()ns

l'ciire

(A) ï/.— Y/l-l^...^- Y'/i-î-T-Y7-i-i=« "" "•

snivaiil iiiie j) Il sera |i.ui' un iiiijiair.

Dclillissiins inainlenanl un |iiilNèdic ^) iiiii scia liniiie jiar une o|>cralmii i|iie

I'dii iiniirra a|i|ielei nn ijtiitdi iUiil;c .

Sinl \ une variele a j> diinensiiins siliiee dans rcs|iai'c à 11 iliinciismns.

( .iiiisli nisiMis une inlinilc de varieles |ilaiies delinics [lar les ei|iialuiiis

(B) .r, = «*,,,

( I r= I , •', ...,«; X = — » , . . . ,
— I , O, -t- 1 , + >, . . . , -I- 00 ).
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Ci'S ViirK'Ic'S |iliili('s ((('•(;<iiii|iosrpiinl I Csnncr cil iinr irillJlih' ilr ili jiii;i iiws I )„

!1ssipimI;iI>Ii's i'i ilr^ |piir;illr'li''|)i|ii'ilr-, rrrl,iii;;lrs. Lci lluiil icrcs ilrs l)„ mt'iiiiI

loi'iiii'ivs |iar lin cciiMiii niiiiilnc dr iliiiii.iiiirs I )„ , /i // 1 (liiiii'iisiuiis liiiMiiil.

|).'irli(! (l(^s diverses viirii'livs |j|;iiir> /, r</, , cl c^iilciiicii! ;issiiiiihililcs ;i des

pariilli'lépipèdes rccliirif^ies. Les IkhiI ici(!s dos l)„ 1 scruiil liiriiiccs |imi un

cerhiin iniiii hrc ilc d< 1111:1 mes I )„ .^ iissiiiiilaldcs a des |iara lli'li'|)i|ii'di's icclani^lcs

dans l'cs|ia(<' à // •', (liinciisnnis, cl ainsi de siiilc.

Alurs l(! |)<>lyèdre (} .sera ddini de la lacoii siiivaiilr : les régions V/, sei'iiiil

(oi'tli(''OS |iar les iiileiscrlions dc' \ a\c( les diiiiiaiiics l)„, les refilons c,,
1

|iai-

les inleisccliiiiis de \ avec les di)inaiiies l)„ i, cl ainsi de siiili'; enliii, les

ri'f^ioiis ('0 par les iiileiseclnms de V avec les dniiiaiin's I )„ ,,.

Il residle de lelle d i li II 1 1 n iii (pie le |pMhcdre (} n'adMiel pas de r('>;^i(iii

siii};iilière.

Je eoiisidiirenii, en oiilre. un pohedir' I' ipndcunipie ((pii^'i iienl à (), cl un

[lolyèdrt- I" dérivt" à la l'ois di' I' cl de ( >.

Je vais iciiKinler, d'iiiir' pail, de I'' a I' cl. ijaiilie pail, di' I'' a (), l'I

I

clalilirai i|iic, ilaiis 1 l's deux iipiral loiis, li' iiniidire N n'a pi:s 1 lllln^l'^

lîciiKiiiliiiis d .didid di' ]*' a !'.

Soil x,= « iinr: des vanités planes didiiiies par I l'iiiial nui ( \\ ) . (.iassiins les

ri'';;i(ins e' d'un nouilue ipu'lci jiupie de diuieiisuuis i|ui riiiiipuseiil le pnlvcdii' I''

en (|ualrc sorli's.

(jtdlcs de |;i pieiiiicrc siillc siilil celles ipii liiril paille de la variiMc

3:,— II.

(Icllcs de i;i dciixièiue SOI'U; Soiil ( idles ipil aduielleiil des poinis lels (pie

Xi-= a -k- z,

£ elanl pdsilii cl 1res pelil.

(àdics de la liwusieuic sorte soni ((dics ipii aduielleul des |iiuiits t(ds (jiic

a;/= a — s.

Tonles les aulnes sonI de la (pialiienie sorte.

Soient. 0,1,
ô'

,
0" le ncuiiluc des varii'li's à if diinensions qui sont, respeelive-

nient de In [in-niière, de la (leuvieiiic cl de la iroisièirie soile.

'J'onte vari('t('' de la deiixiciuc sorte sera conlif^iii- à une varii'jc de la lioisieiiie

Sdlle cl jclll lldllliere (iillJlllUllc sera une varii'li' de la première sorte ipil
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aura iiuo climeusiou ili' iiuiiiis. Les viuiélés des trois preiiiièrcs sortes se

correspoiidenl donc cliaciuic à cliacuuc cl l'on u

K/ = &"/ = S,,_i.

U est elnii-, d'nilleuis, (jiic

S'o = ^ô = S,, = o.

Si (liiiis rciix'iiilili' lies \iuieles [)lMiies (B) (iiii ((insliliienl le ([uadrillage et

(|iii uni tloiini' naissance aux [jolyèdres () el I", ou avait su[(|)riine la variété

.//=(«, on aurait obtenu deux polyèdres Qi et 1'',, [>lus siuijdes que les

|ireniiers. Comparons P', à P'.

Quand on supprime la variété plane x,= a, on su[)prime les variétés de la

première sorte el l'un annexe chaque variété de la troisième sorte à la variété

correspondante de la deuxièuK» sorte. Donc en passant de P' à P', , le noudjre a,y

diuiinue de
S," -(- 0,1 = 3,^ H- 0,^-1.

hn particulier, les nombres iZ,, el «„ diminuent de à^-i el fJ„. 11 résulte de là

que le nombre N diminue de

3/,-l — (S,,_l I Û_„_.j) -H (û;,_.>+ 0^,_:;) — . . .± (0,-H û„) q= 0(1= U.

Donc A ne change pas. Ainsi, en suppriuiaut la variété x/=«, on ne

cliang(! pas N, mais, en snpprinianl de la sorte toutes les variétés planes

définies par (B), on remontera au jxdyèdre P. Le lumibre N est donc le nu^me

pour I" el pour I'.

Remontons mainleuant de P' à i).

Soient iVyj, Hy^^i, .... ii'i, Hu les variétés dont l'ensemble constitue le

polyèdre Q; soient, de mêiiie, e^,, f^,_,, . . ., i',, e'„ les variétés dont l'ensemble

constitue le polyèdre P'.

Nous répartirons les variétés c,^ en/j + i classes.

Celles de la première classe seront celles (|ui feront partie d'une des régions

(v^ sans faire partie d'une des régions 117,-1. Le pidyèdre P' étant dérivé de Q,

nous rangerons diins celle première classe toutes les variéti^s c' (qui sont toutes

des subdivisions des Wp); celles des variétés i'^_,, qui séparent l'une de l'autre

deux variétés v^^ faisant partie d'une môme région tr,, : et leurs intersections.

Celles de la deiixiènu' classe seront celles (]ui feront partie d'uni! des régions

117,-1 sans faire pailie diiue des n'gions (17, j.

Celles de la troisième classe seront celles qui feront partie d'une des régions

•»'//-!, sans faire j)artie d'une des ii'gions u',,-:,, etc.
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Celles de la/)'*'"" classe seront celles qui feront partie d'une des régions (\'i,

sans ôlre un des points ivo.

Enfin, la (/) + 1
)'""'" classe comprendra les points n'o.

Pour reuu)nter de P' à Q, voici ce que je vais tairez : je cnuiiucucerai par

supprimer Idules les variétés de la premit-ro classe qui onl umius de /> dimen-

sions, ce qui a poiii' ellel tic n'-unir en une seule, par auuexiiui, liuiles les

régions i'
,
qui sont les suixlivisituis d'une uu'Mue ri'^ion (\',,.

Je dis que cette opération n'allère pas le n()ui])re N.

En effet, je puis supposer que les mailles du quadrillage qui a donné

naissance à Q sont assez serrées, pour qu'à l'intérieur d'une de ces mailles D/,,

c'est-à-dire à l'intérieur d'une des régions n'^,, on ne puisse trouver des points

appartenant à d(uix variétés dilh'renles r,,_|, sauf dans le cas où l'on y trouve

des points ap]iarti'nanl à l'iuleisecticui de ces deux variétés. (Je di'signe

toujours par e,, les variétés dont l'ensemble foruic P.) Plus généralement, je

puis supposer qu'on ne peut pas trouver dans une légion n'y, des points appar-

tenant à plusieurs \ariétés r,y («y <;/i), à moins qu'on n'y puisse trouver des

points a|)pai'ienant à l'intersection de ces diverses variétés.

Dans une régu)n iVj,, n(uis pouriiuis ilciuc asoir îles points d'une région r,y et

de toutes les régions (•/,(/* > cj), qui ftml partie de son aster.

Mais nous ne pouvons avoir des points de deux régions e,y, ou des points

de (Vy et d'une région (•/,(/' > f/) ne faisant partie de l'aster de Cy, sans avoir,

en outre, des points d'une région c,/ i.

Si alors je suppose que cj est la plus petite valeur que l'on puisse donner au

nombre des dimensions d'une région r,/, pour que celle région ail des points à

l'intérieur de ir,,, si je suppose cela, dis-je, nous n'aurons dans iv,, que des

points d'une seule région r,j et de son aster.

Considérons alors une région W/,, conlenani des points de r,, el des régions

de l'aster de e,,. Soient

T'7+ li T'7+-' • • •' " /'•

les nombres que nous avons définis plus IkiuI en définissant l'aster.

Il en résulte qu'à l'intérieur de o'^, nous aurons

l région v',^ du la |ireinièi'e classe,

Tv+i » ''v + i
»
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Kn siippriiiuml 1rs relions ilc la iircmièrc clitsso du moins do p dimensions

cl lU aniK'xanl les unes aux autres les y^j rusions f' , dt)ut IV'usonible conslilue

IV;,, nous (liiniiuioiis je,, de V/,— i, c<y,_i de "j>-i, ..., «./n, de "jV^_n, a,^ de i.

Donc, en vertu de l'équalion (A), le nombre N ne change pas.

Cela fait, nous su[)primerons toutes les variétés de la deuxième classe de

moins de/)— i dimensions, en annexant les unes aux autres toutes les variétés

'' ,_, do la deuxième classe, qui font partie d'une même région 117,-1. Ensuite,

MOUS sui>prinu^rons toutes les variétés de la trcjisu'Mue classe de moins de

j)— 2 dimensions, en annexant les unes aux autres toutes les variétés ç''^.^, qui

l'ont partie d'une même région tVy,-:. ; et ainsi de suite.

Nous arriverons enfin au polyèdre Q.

On montrerait de la môme manière que plus haut (ju'aucune de ces opéra-

tions n'altère le nombre N.

Le nombre F l'st donc le mémo pour P' et Q; il est donc aussi le même pour

I' et Q et, par conséquent, pour deux polyèdres congruents quelconques.

c. Q. F. D.

§ 17. Cas où p est impair.

Je vais définir à l'égard d'un |)olyèdre (juelconque P de nouveaux nombres

remarquables que j'appellerai B-,..[j..

Soit d'abord >>>fji.; je considérerai toutes les variétés e>.; pour chacune

d'elles, j'envisagerai le nombre des variétés ('[j. cjui en font partie; je ferai la

somme de tous ces nombres relativement aux diverses vaaiétés i'>, et ce sera

celle somme (jue j'appellerai
|3>n.

Comme les vai-i(''l(''s i'> sont toutes par hypothèses simplement connexes, on

aura

pA.V.-i— i^>,. A-2 -4-
. . .± [î>.., zp [i),.o = i. a-x ou o,

selon que X sera impair ou pair.

Soit maintenant )i < pt; je considérerai toutes les varic'tés (•>
;
pour chacune

d'elles, j'envisagerai le nombre des variétés Cj^, dont idie fait partie (c'est-

à-dire le niiuibrc
Yfj.

relatif à l'aster d(! c,); je ferai la somme de tous ces

nombres relatifs aux divc'rses variiHéjs i/ el ce sei'a cette somme que

j'appellerai [3> .„,.

En vertu de l'équali(Mi (A^ du jiaragraphe pM'cc'dent, on aura

w
\^l..l>— .'l..p-\- ± P/,.À+: =F h.''.+i = '' ^).. O" ">

S(don que/;— À sera iuqjair (jii pair.
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Il résulte de cette définition que

Gela posé, formons le tableau suivant

-i-{^p.p-i! {'i/i.p-2t -i- Pp./i-.t , ± P/>.1 =F Pp.O,

,J/)—l.p—2, — \^p—l.p—?„ • • • . -t- p;;— 1.1) — Pp-1.0,

Pi.o.

On voit que, dans ciiaque ligne et dans chaque colonne, chaque terme est

afl'ecté alternativement du signe + et du signe — , de (elle façon que (3> „ est

affecté du signe +, si A— p. est impair et du signe — dans le cas contraire.

Faisons la somme des termes de ce tableau; cette somme peut s'effectuer de

deux manières ; en sommant d'abord les lignes et en sommant d'abord les

colonnes.

La somme des termes des diverses lignes du tableau est, en commençant par

le haut,

nup, o, la-p-i, o, ..., 2«3, o, 2ai

si p est impair, et

o, 2a^_i, o, 2a/,_3, ..., 20(3, o, 2 a,

si p est pair. La somme des termes du tableau est donc

2 3(1 -H 2 ao -(-...-(- 2 a^

si p est impair, et

2a, -+- 2*3 -I-. . .-4- 2ap_i

si p est pair.

La somme des termes des diverses colonnes du tableau est, en commençant

par la gauche,

2a^_,, o, 2ap_3, o, ..., 2a,, o, 2 a»

si/> est impair, et

2a^_i, o, 2a/,_3, o, ..., o, 2a,, o

si p est pair.

La somme des termes du tableau est donc

2 ao -4- 2 a» -1- ...-(- 2 a^_,

s\ p est impair, et

2«i+2 as -(-... -1-2 ^p-\

si p est pair.

H. P. — VI. 36
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En égalant les ch-ux oxprossions do celle somme, on obtiendra une identité,

si y) e>l pair, et l'éqiialiun

N = o

si p est impair.

D'où celle conséi|uence :

Le uoiiihie iN est nul el indépendant des nombres de Belti si p est impair; il

dépend, au contraire, des nombres de Betti si /> est pair.

§ 18. Deuxième démonstration.

La deuxième démonstration va nous apprendre comment il en dépend.

Pour bien la l'aire comprendre, je vais d'abord l'exposer pour les polyèdres

ordinaires avec «„ sommets, «i arêtes et a^ faces.

A chacun des «„ scuumets, je tais correspondre un nombre arbitraire; à

chacune îles «i arêtes, je fais coriespondre un nombre â égal à la diilércnce des

nombres correspondant à ses deux sommets.

Nous aurons ainsi «i diflerences ô; mais elles ne pourront pas toutes être

choisies arbitrairement; en ellel, elles seront déterminées, quand on connaîtra

les «0 nombres airectôs aux divers sommets et môme quand on connaîtra les

excès de a,,— i de ces nombres sur le dernier. 11 j aura tiouc en tout «o—

i

différences ô, (lui pdurionl èlre choisies arjjitrairement.

Il ddll donc y axolr entie les dillérences o

«1 — «0+ I

relations linéaires.

Il est clair que l'on pourra obtenir toutes ces relations linéaires de la

manière suivante : Considérons une suite d'arêtes formant un contour fermé;

la somme algébrique des différences ô relatives aux diverses arêtes de celle

suite devra être nulle.

Cherchons donc à construire des contours fermés formés d'arêtes.

Nous avons d'abord les contours polygonaux de chaque face; ils sont au

nombre de o-n.

Si ensuite le polyèdre n'est pas simplement connexe, nous pourrons tracer à

sa surface P»— i contours fermés linéairement indépendants au sens donné à

ce mol dans le paragra])li(' soi- les Injuiologies. .Soit C l'un de ces contours, il

traversera successivement dillérentes faces; soient a\a.,, a^a.t, ..., (i,i-i"in

a„(ii les arcs de ce contour, qui sont dans chacune de ces faces.
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Prenons le premier de ces ai-cs Oi^/j et F la t'ucc correspondante.

Le point «i et le poini a-, sont sur le périmètre de cette face; nous pouvons

alors aller de «i en «2 en suivant ce périmètre par un chemin que j'appellerai

r^i W| a,. Nous aurons alors

ff
I
m

I
ii-i -f- a • ri\ i^ o,

c'esl-à-due que, dans le contour ( i, ou peut remplacer l'arc ciiii-i par l'arc

c<i niici.,] opérons de même pour les aulres arcs de C; nous aurons (inalemenl

remplacé C par le contour lumiologue

que j'appellerai C Ce contour C se composera d'un certain nombre d'arôtes

et de portions d'arêtes. Par exemple, l'arc rtiW)«a se composera d'un segment

d'arête joignant tii au sommet le plus voisin, puis d'un certain nombre d'arêtes

complèles, puis d'un segment S«:. joignant «o au sommet le plus voisin.

Mais ce segment S «2 se retrouvera parcouru en sens contraire dans l'arc

<i-,rn2<i:\. Les portions d'arêtes, ([ui font partie de C, sont donc parcourues

deux fois en sens contraires; muis pouvons donc les supprimer et nous

obtenons ainsi un contour C" exclusivement formé d'arêtes complèles et

homologue à G ou à C.

Nous aurons l'i — i contours analogues à C", (jui nous donneront P) — 1

relations entre les ô.

Nous obtenons ainsi y..^-\-Vi— i cimtours fermés formés d'arêtes; je dis

que tous les autres contours possibles n'en sont (pu' des combinaisons.

Soit d'ab(jrd un contour lermé formé d'arêtes et liouuilogue à ;éi'o, il partagera

la surface du polyèdre en deux régions. Soit II l'une d'elles; elle sera évi-

demment formée d'un certain nombre cj de faces, puisque le contour est

exclusivement formé d'arêtes; nous pourrons donc remplacer le contour

donné par q contours partiids formés par les périmètres de ces q faces.

Si maintenant le contour donné n'est pas homologue à zéro, nous pourrons

toujours le remplacer [lar une combinaiscui des contours C" et jiar un ciuitour

homologue à zéro.

Nous avons donc

relations entre nos û et nous n'en avons pas tl'autres; mais sont-elles toutes

distinctes ?

Pour le reconnaître, il faut voir si l'on peut former une combinaison linéaire
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lie CCS rclaliims (|iii se rciliiisc ;'i mic iih'iililc ou, ce (jiii nrvicnl ;iu mOinc, si

l\)ii peut former une coiiihiiiaison de nos a-.i+Pi — i conlours, une coinlji-

naison lelle (|iie cliatjue ari'lc soil parcourue deux fois en sens contraire (où, si

elle l'est plus de deux fois. (|u'elle le soit autant de fuis dans nn sens que dans

Vaulro).

Peut-on d'aljortl former une telle comi)inaison avec les cX'. périmètres H ?

Dire qiw chaque an^te est, parcourue ainsi deux fois en sens contraire, c'est

dire que Tensemble des polygones, dont on parcourt ainsi les périmètres,

forme uu [inhèdre fermé.

Oi'. on ne peut (''videinineiil eonsiruire de la soile qu'un seul polyèdres fermé,

qui est le polyèdre donné.

Avec les a.j relations correspondant aux «o périmètres II, nous pouvons donc

former une comliinaison linéaire identique et une seule.

l'eul-on former maintenant de pareilles combinaisons avec les périmètres II

et les contours C" ? Si cela était, l'ensemble des polygones, dont on parcourt

ainsi les périmètres, formerait une surface polyédrique non fermée, dont la

frontière complète serait formée par une combinaison des contours G". Or, cela

est impossible, puisque les contours G" sont linéairement indépendants.

On peut donc former avec nos xj+P,— i relations une combinaison

identique et une; seule. Il y a donc entre les ô

(«,-f-P,-i)-i

relations distinctes. Le nombre des o arbitraires est donc

a, — (a..,-h I', — l) + l,

de sorte qu'il \ lenl

3(0— I = ai— (»?-+- 1^1— ') + •

OU

N = 3-P,.

i'.teiidons celle démonstrati(jn au cas où nous a\ons un polyèdre à trois

dimensions, où l'on dislingnera :

l>L-s soiiiiiiels l'o au iiiuiilirL' dt: «u,

les Viiritilés Vi » a,,

» V'2 )' ^2,

» Pj u a:;.

A cliacun des Vo, faisons correspondre un nombre, et à chacun des Cj la
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différence â des nombres correspondant à ces deux soniuiels. iNoiis aurons ainsi

«1 différences è, dont a,,— i seront arbitraires.

On obtiendra les relations linéaires qui ont lieu entre les è, en consiruisnnt

tous les contours fermés exclusivement formés avec des Ci.

Nous aurons d'abord les périmètres H des l'i, qui seront au nombre de x^]

soit ensuite C un contour fermé quelconque non liomologue à zéro, il traversera

successivement diflerenls i';, ; soient aia-,, anfij. ".. les arcs de C qui se

Irouvenl dans cliiu nu de ces C;,.

Considérons l'arc ai (!• qui se trouve lians un di's i,, que j'appelle $, et dont

les extrémités cii et «2 se trouvent dans deux des Cj, qui servent de frontière

à 4», à savoir «1 dans tpi et 02 dans 92.

Soient hi un sommet de cpi, 63 un soiiiiiu'l de cpaj joignons r/, à hi par nue

ligne quelconque ciih,, puis hi à h< [lar uiu' ligne />,b., formée exclusiveuu'ul

|)ar des Ci appartenant à la frontière de <I>, et b-< à a., par nue ligne quelconque

f/262 ; on aura
rt, Oo r^ rt| 6, + ^1^2+ 62O2,

de sorte que nous pourrons reuqilacer l'arc Uia-^ par l'arc aibil)-2Ct>; opérons

de même pour les autres arcs de C. Nous aurons remplacé C par le contour

homologue
ai 61 b^a-i-h a-ibib^as-i-. . .

que j'ap|)elle C. IjC contour C se compose d'un certain nombre de v^ et d'arcs

analogues à ctibi, a>b-,, • • • parcourus chacun deux fois en sens contraire. On

peut donc supprimer ces arcs, et il reste un contour G" homologue à C et

exclusivement formé de ii.

Il y aura Pi— i contours C".

Je dis maintenant que tout contour fermé K formé de ci est une combi-

naison des n et des C". Si R '^ o, le contour R sera la frontière complète d'une

certaine région R à deux dimensions. Cette région R pourra être subdivisée en

un certain nombre de variétés r, chacune des régions r étant la portion de R
qui se trouve à l'intérieur de l'un des c;,. Considérons une des variétés /', et

soit tp la région i;, dans laquelle elle se trouve; la frontière complète de /• sera

une variété fermée u à une dimension, qui fera partie de la frontière complète

de cp. Comme » est simplement connexe, 11 partagera la frontière complète de cp

en deux régions; soit /•' l'une de ces régions; elle se composera d'un certain

nombre de ('2 qui en feront partie tout entières et d'un certain nombre de

portions de (2 (puisque, parmi les ('2 qui forment la frontière complète de cp, il
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Y 011 a qui sonl |>;>il<ii;i'Os ou doux piiilios |)iu' ii). Ou voit que r esl lioinologue

à ;'; nous pom-rons romphuoi- ; |)ar /•'
; si nous opérons de môme pour toutes

los ri'Sjions /•, nous aurons ol)louu uuo variété R' liomologuo à R et qui se

oonipdsiM'ii d'un ooilam nouihro <lo o.j complèlcs et d'un certain nombre de

portions do o., prises chacune doux l'ois en sens contraire. Nous pourrons

supprimer ces portions de Cj et nous ohtu-ndrons ainsi une variété R" homo-

loi;ue à R et limitée par le même contour K. Celte variété R" pourra être

décomposée en un certain nouihro do polygones Co, de sorte que le contour R
pourra ôtro remplacé par los périmètres II de ces polygones.

.Si K n Cst pas liomologno à zéro, on pourra lo rouqilaoor par un certain

nombre de contours C" et par un contour analogue à zéro.

Nous avons donc

«î-i- Pi — I

relations entre U's ô, que j'écrirai

£ = O,

et nous n'en aurons pas d'autres. Mais sont-elles toutes distinctes ?

En d'autres termes, pouvons-nous former une combinaison linéaire des e

qui soit identiquement nulle, ou encore une combinaison des II et des C" où

chaque l'i ligure deux fois en sens contraire ?

Si dans cette combinaison devaient figurer dos ('/', l'ensoiuldo des poly-

gones ('a, dont les périmètres H figureraient dans la combinaison, formerait

une variété à deux dimonsions, qui ne serait pas fermée et dont la frontière

conjplèle serait formée par un certain nombre de contours C". Or cola n'est pas

possible, puisque les C" sont lin(;airement indépendants.

Il me reste donc à examiner les combinaisons où ne figiiroraient que des II;

l'ensemble des polygones i'^ dont les j)érimètres II y figureraient formerait

alors uiio variété fermée.

Nous sommes ainsi conduits à examinor les variétés formées exclusivement

formées de f^.

Nous avons d'aixird los l'rr)nlièros cniiiplètos dos Oj, frontières complètes que

j'appellerai 4» et qui scml au iKJiubro do a.,.

Soit ensuite \) une variété quelconque à doux diiiionsions, non homologue

à zéro. Traitons-la coiiimo ixjus avons traité R; nous verrons qu'elle est homo-

legue à une variété D" fermée et à doux dimonsions, exclusivement formée

de f2.

Le nombre des D" est P..— i

.



ANALYSIS SITUS. 287

Je (lis iiuiinlcnant que IduIc variélé formée Iv formée de r^ osl une CDmbi-

n:tison des II cl des D". Si, en cn'el, elle est liomologue à zéro, elle limite une

région S à trois dimensions qui se composera d'un certain nombre de t'a,

puisque Iv se compose d'un certain nombre de Co ; on pourra donc remplacer R
par les frontières complètes <!• de ces i^. Si K n'est pas homologue à zéro, on

pourra la remplacer par un certain nombre de D" et par une variété homologue

à zéro et exclusivement formée de Çt.

Nous avons donc, entre les e,

lelations linéaires, (pie j'écrirai

^ = ",

et nous n en aurons pas ilaulres. Sonl-ellos distinctes ?

Pour former une combinaison linéaire des Ç qui soit identiquement nulle, il

faut former une combinaison des 4> et des 13" telle «pie chaque t'a y figure deux

fois en sens contraire. Nous verrions, comme plus liant, que les D" ne peuvent

pas figurer dans celte combinaison et que rensembic des t'a, dont les frontières

*b y figurent, doit former une variété fermée à trois dimensions. Or, nous ne

pouvons construire qu'une seule variété de cette sorte : c'est le polyèdre donné

lui-même.

il V a donc une combinaison linéaire des Ç qui s'annule identupieiiient.

Il y aura (hmc

(an-l-P-2-l)-I

relations linéaires distinctes entre les £,

(a,-(- Pi— D— (a, -t- !';— i) + i

relations linéaires distinctes entre li's o.

Parmi les d, il en restera donc

a, — (oi.>+ Pi — i) -t- («;, -H P.— l) — I

qui seront arliitraires ; on trouve ainsi

«0—1 = a, — («0+ P| — I)-l- («3+ Pî- l) — 1

et l'on trouverait

ao— I = 3:1 — (a, -I- Pi — !)-(-( «3-1- Po— I)—:((i4-4- P:s — l)-t- 1

pour les polyèdres à quatre dimensions.

On a donc

N = P,— P,
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pour les polyèdres à trois dimensions, et

N = 3 — r, -f- p.. — Pj

pour les polyt>dres à quatre dimensions.

En général, on aura

N = P/,-1 — Pp-i+ . . . + P2— P,

si/) est impair, et

N = 3-P,-i-Pi.-...+ P,,_,

si p est pair.

Si nous observons maintenant cpie les nombres de Betti, également distants

des extrêmes, sont égaux, on verra cpie l'on doit avoir

N =0

SI p est impair, comme nous l'avions déjà vu dans le numéro précédent.



SUR LES NOMBRES DE BETTI

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, l. 128, p. 6>9-63o (i3 mars 1899).

Dans un Mémoire intilulé Analysis silus' et inséré au Journal de l'Ecole

Polytechnique, j'ai énoncé un liiéorènie d'après lequel, dans luulo variété

fermée, les nombres de Belti également distants des extrêmes sont égaux.

M. Heegaard est revenu sur la question dans un travail Irrs remarquable,

iu[ilui('' : Fnrsiudier lil eu topologisk teori for de algelnitislxe Fladeis

Sammenliuiig . 11 considère le théorème comme inexact.

(les critiques sont en partie fondées; le théorème n'est pas vrai des nombres

de Betti tels que Belti les déjinit; c'est ce qui résulte d'un exemple cité par

M. Heegaard; c'est ce qui résultait d'ailleurs, d'un exemple que j'avais

iiii)i-niéme rencontré dans mon Mémoire.

Le théorème est vrai, au contraire, des nombres de Betti tels que je les

définis; j'en ai trouvé une démonstration qui est fondée sur la considération

des polyèdres à /; dimensions et que je dévelo|)perai procliainemeni dans un

Mémoire plus étendu.

Voici la différence des deux définitions :

Le y;''"'" uouibrc de Betli diminué d'une unité est le nombre des variclés à

p dimensions distinctes faisant partie de la variété donnée.

Mais il reste à définir ce qu'on doit entendre par variétés distinctes.

Pour Betti, plusieurs variétés Vp sont distinctes quand il n'existe pas dans la

variété donnée de variété à /^ + 1 dimensions dont la front ière complète soit

formée par l'ensemble des variétés Cy,. Dans la définition que j'ai adoptée, les

variétés 17, ne sont dites distinctes que s'il n'existe pas de variété à p+i
dimensions dont la frontière complète soit formée par lenseudjle des variétés e^,,

répété une ou plusieurs fois.

H. P. — VI. 37
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Hendiconli del Circolo Afatcmaliro di Patermo, I. lii, p. 2ii5-343 (1899).

§ I. Introduction.

I);iii>) le Jojunal de l'Ecole Polylecliin(]ue (voluriiL' du centenaire de la

londutiun de l'Êcolc, 1894^ j'ai publié un Mémoire intitulé Analysis situs, où

j'étudie les variétés de l'espace à plus di? trois dimensions el les propriétés des

nombres de Betti. C'est à ce Mémoire (jui- se iMpjioiieront les renvois (pic je

serai amené à faire fréquiiiiuii'iii ilnn-. I.i -.iiilr. en inciilioiiiiMiil seulenii'iii le

litre Analysis situs.

IJans ce -Mémoire se trouve énoncé le théorème suivant : four toulc variélé

fermée, les tiomhres de ISetli égalenienl distants des eulrèines sont égaux.

Le môme théorème a été énoncé par M. Picard dans sa Théorie desfondions

algébriques de deux variables.

M. Heegaard vient de revenir sur ce mrmr pioblçiiic ilans uii lr;i\;iil très

remarquable, publié en langue danoise, sous le litre « Forsludier til en topo-

logisk teori fi'ir de algebraiske Sarnrnenlidng » (Copenhague, del Nordiske

Forlag Ernst liojesen, 1898^. D'après lui le théorème en question est inexact

et les démonslrations sont sans valeur.

Avant d'examiner les objections de M. Heegaard, il convient de faire une

distinction. 11 v a deux manières de définir les nombres île Helli.

Considérons un<" variété V que je supposerai, par exemple, fermée; soient

i), fj, ..., Vn, n variétés à p dimensions, faisant partie de V. Je suppose

qu'on ne puisse pas trouver de vaiiété à p ~ 1 dimensions faisant partie de V

et dontt'i, i^j ..., v„ constituent la frontière complète; mais que, si on leur

adjoint une ( n + 1
j'*""'' variété à p dimensions que j'appellerai v„^

i
ei i|iii fera
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partie de V , on puisse trouver une variété a p — i Jimensions, faisant partie

de \ . dont Vi, t'j, .... r„, f„_t constituent la frontière complète et cela de

quelque manière que ion ait choisi la (n -+- 1
)'*»« variété t'n-i-i- Dans ce cas,

on dit que le nombre de Betli est égal à n -^ i pour les variétés à p dimensions.

C'est la définition adoptée par Belti.

Mais on peut donner une seconde définition.

Supposons que l'on puisse trouver dans \ une variété à ^ — i dimensions,

dont Ti. i-j. . . . , i'„ constituent la frontière complète; j'exprimerai ce fait par

la relation suivante :

t'i -H P;^ . . . -+- t'n ~ O.

que j'appellerai une homologie.

Il pourra se faire que sur la frontière complète de notre variété à p ^- i

dimensions, une même variété ii se retrouve plusieurs fois; dans ce cas, elle

figurera dans le premier membre de l'homologie avec un coefficient, qui devra

être un nombre entier.

D'après cette définition, on peut additionner les homologies. les soustraire

les unes des autres, les multiplier par un nombre entier.

Nous conviendrons également qu'il est permis de diviser une homologie par

un nombre entier, quand tous les coefficients sont divisibles par cet entier.

Par conséquent, s'il y a une variété à p -^ i dimensions, dont la frontière

complète sera constituée par quatre fois la variété t|. nous con\iendrons qu'on

peut écrire non seulement l'homologie

mais encore l'homologie
i-, ~ o;

de sorte que celte homologie signifie qu'il y a des variétés à. p -\- \ dimensions,

qui admettent pour frontière complète la variété i-i ou un certain nombre de

fois cette variété.

L'homologie

signifie qu'il y a des variétés à^ -i- i dimensions, qui ont pour frontière com-

plète deux fois ci et trois fois t-j, ou quatre fois r, et six fois v^, ou six fois f|

et neuf fois i-j. etc.

Telles sont les conventions que j'ai adoptées dans YAnalyses situs, page 207.

Je dirai que plusieurs variétés sont indépendantes, si elles ne sont pas liées

par aucune homologie à coefficients entiers.
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Si alors il y a rt variétés indépendantes à p dimensions, le nombre de Belti,

d'après la seconde définition, l'sl égal à /? + i

.

Cette seconde définition, qui est celle ([uc j'ai adoptée dans VAnalysis situs,

ne concorde pas avec la première.

I.e tiiéoréme énoncé plus haut el critiqué par M. Heegaard, est vrai pour les

nombres de Betti, définis de la seconde manière, et faux pour les nombres de

Betti définis de la première! manière.

C'est ce que prouve l'exemple cité par M. Heegaard, page 86.

SI l'un adopte la première définition, on a

et, par conséquent,

F'-.<Pi.

.Si l'on adopte, au contraire, la seconde définition, on trouve

el, par conséquent,

P,= P„

contorménient au lliéorème énoncé.

C'est ce que prou\ait également un exemple que j'ai cité, moi-même, dans

YAnalysis situs. C'est le troisième exemple, page 232.

Nous avons formé (p. 244) 1^* équivalences fondamentales, (jui s'écrivent de

la façon suivante :

2C, = 2C2=2C3=so, /,C, = o;

nous pouvons eu déduiic les liomologies

4 Cl f^^ 4 ^2 '^^ 4 C:[ r^ O.

Comme, d'après notre convention, on pi'ul diviser ces liomologies |)ar 4-

nous arrivons au système suivant d'homologies fondamentales :

Cj f^^ G2 ^^ C3 f^^ o.

Si alors Pi el P^ sont les nombres de Belti, définis de la seconde manière,

on trouve

P,= Po=I.

Mais l'égalité entre les nombres Pi et P^ ne; subsisterait pas si l'on avait

adopté la première définition, qui est celle de Betti; nous aurions toujours

Pjz= I , mais nous n'aurions plus P, = 1

.
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En effet, il n'y a pas de variété à deux dimensions qui ait pour frontière

complète la ligne fermée Ci, sans quoi nous aurions l'équivalence Ci^ o.

Ce qui est vrai seulement, c'est qu'il y a une variété à deux dimensions,

admettant pour frontière quatre fois la ligne Ci. Donc Pi n'est pas égal à i.

Revenons au théorème d'après lequel les nombres de Betti, également distants

des extrêmes, sont égaux.

La démonstration que j'en ai donnée dans VAnalysa situs, semble s'appliquer

également bien aux deux définitions des nombres de Betti; elle doit donc avoir

un point faible, puisque les exemples qui précèdent montrent suffisamment

que le théorème n'est pas vrai pour la première définition.

M. Hecgaard s'en est bien rendu compte; mais je ne crois pas que sa première

objection soit fondée.

Après avoir cité la façon dont je définis les variétés Vj, Va, . . . , V,, {An<i-

lysis situs, p. 226), par les équations $ = 0, FJ^o, il ajoute (p. 70) :

« Enhver af Mangfoldighederne V skulde altsaa kunne vœre denfulstaen-

dige Skoering incUem p Mangfoldighder af h — 1 Dimensioner «U » (').

Cela n'est pas exact, car, outre mes égalités, j'ai un certain nombre d'inégalités,

que j'ai introduites au début du Mémoire et que j'ai négligé d'écrire de nouveau

dans la suite; mes variétés ne sont donc pas des intersections complètes.

La seconde objection est, au contraire, fondée. « Naar omvendt, dit

IM. Hecgaard, Homologien iV,'^ o ikke finder Sied, saa 1 V kan legges en

lukket Kuixe V, saa at

SN(V', \i)^o

nien del er ikke sikker, af denne hi/r\c kan udskœres aj nogen Maiigjul-

dighed V » (-). C'est là, en effet, le véritable point faible de la démonstration.

Il est donc nécessaire de revenir sur la question, et c'est l'objet du présent

travail.

Souvent, pour simplifier les démonstrations, j'ai envisagé seulement le cas

des variétés fermées à trois dimensions, contenues dans l'espace à (piatrc

dimensions. On pourrait facilement les étendre au cas général.

{') Chacune des variétés V devrait donc être l'intersection complète de p variétés de U de

dimension h — i.

(') Si inversement l'Iiomologie J V,~ o n'a pas lieu, alors dans U' on peut tracer une courbe

i

fermée V telle que 2;N(V', V,) 3^ n, mais il n'est pas certain que cette courhe soit intersection

de variétés V.
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J'envisage donc, dans la suite, nnc variété V lerméo, mais pour calcidcr ses

nombres de Hetli, je la suppose divisée en variétés plus petites, de façon à

former un polvédre, au sens donné à ce mot à la page 171 de V.inalys/s si/iis.

§ 11. — Schéma d'un polyèdre.

Considérons donc, comme à la page 171 de Vln/i/ysis si/u.s. un polyèdre

à /) dimensions, c'est-à-dire une variété V à.p dimensions, divisée en \ ariétés Vp
;

les frontières des c,, seront les ^'p^^, celles des Vp^i seront les r,,„2 celles

des ej (arêtes) seront les eo (sommets).

J'appellerai a, le nombre des e,.

Soient a'f, aT- • • j f'L les difl'érenles v,,.

Soit a{ une des variétés i\, et a^~' une des variétés c,j__i qui lui sert de fron-

tière. Etudions les rapports de a^ et de a^~'.

Soient

(i) F, = F2 = ...= F„_,, = P„_^+i=o tpv>o

les égalités et les inégalités qui définissent f/'f"' , d'après la première définition

des variétés [Analysis situs, p. 196).

Les relations qui définissent al pourront se mettre sous la forme

(2) F, = F2 = . . .= F„_,, = o, F„_,,H., > o, ?)•>"•

Dans ce cas nous dirons cjuc la relation de a^ et de rt^~' est directe.

Cette relation deviendrait inverse, si l'une de ces deux variétés était rem-

placée par la variété opposée; elle redeviendrait directe, si chacune des deux

variétés était remplacée par la variété opposée.

On sait qu'une variété est remplacée par la variété opposée {Analysis situs,

p. 2o4), quand on permute deux des fonctions F (qui, égalées à zéro, donnent

les équatinns fjui définissent la variété), ou qu'on change le signe de l'une

d'elles.

Ainsi les deux variétés

F,= F2=F,= o; F,= F2=o, F:,>o;

F,= F,= F3=o; F, = F3=o, F.<o;

F, = F2 = F3 = o ; Fj = F, = o, F, >
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sont en relation directe; tandis que les deux variétés

F, = Fo=F,= n; F, = F,= o, F3<o;

Fi=F,= F3=o; F,= F,= o, F,.>o

sont en relation inverses.

Cela posé, soit i'Jj un nombre qui sera égal à zéro, si aj~' n'est pas frontière

de rtf ; à + I , si a'j'^ est frontière de aj et en relation directe avec a" ; et, enfin,

à — I, si aj~' est frontière de «f mais en relation inverse avec al-

Nous conviendrons d'écrire la congruence

(3) a'l^^,'i,a'lr^,

qui nous fait connaître les frontières de a'j

.

L'ensemble des congruences (3), relatives aux dillerentes r,,, i7,_i, . . ., i'„

de V, constitue ce qu'on peut appeler le srhéimi (V un polyèdre.

On peut se poser deux questions :

i" Un schéma étant donné, existera-t-il toujours un polyèdre, qui y corres-

ponde ?

2" Deux polyèdres (jui (jnt même schéma, sont-ils homéomorphes ?

Sans aborder, pour le moment, ces deux questions, cherchons quelques-unes

des conditions auxquelles doit satisfaire un schéma, pour qu'un polyèdre y

puisse correspondre.

Considérons l'une des (),_i, a''~\ par exemple; cette variété devra séparer,

l'une de l'autre, deux des c,, et deux seulement; de sorte que, parmi les nombr gf ,

,

il y en aura un qui sera égal à + i, un qui sera égal à — i et tous les autres

seront égaux à zéro.

Ce n'est pas tout; envisageons l'une quelconque des ivy, nf par exemple, et

une quelconque des (.',/_2, a'\~'- par exemple.

De deux choses, l'une : ou bien a\ ' n'appartiendra pas à rtf, et dans ce cas

tous les produits

seront nul, car si rt^^~' n'appartient pas à u[ , le premier facteur est nul; si, au

contraire, rtj~* appartient à «/, la variété a^"^ ne peut pas appartenir à rtp'

(sans quoi, elle appartiendrait à a'I . contrairement à l'hypothèse), et le second

facteur doit être nul.
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Ou liicn ni " appnrliciidra à a'/; mais alurs nous ixmrrons raisonner sur

la varii'lé af , cuinmc nous raisonnions toul à l'Iioure sur la variété V, cl nous

conclurons quo a'I'' doit séparer, l'une de l'autre, deux des variétés r,;_ , , (|ui

appartiennent à af, et deux seulement : soient o^~' et ti'i'^

.

Parmi les produits (4), il n'y en aura que deux qui ne seront pas nuls, à

savoir

Pour tous IcN autres, en eUel, ou bien fi'j' n'appartiendra |)as à d'^ , ou

bien «'/'" n'appartiendra pas à «y '

Ces deux produits sont d'ailleurs égaux : l'un à + 1 . l'autre à — 1

.

On aura donc dans tous les cas

(5) 2j^'''^'~*' = "-

IVous avons, de même,

et, plus généralemeni, quel que soil /,

,

{-y bis) 2£{;<. = ».

La relation t^his) peut être regardée, à un certain point de vue, comme un

cas particulier de la relation (5).

.Soit P la portion de l'espace à /j + i dimensions, limitée par le polyèdre \
;

alors la frontière complète de P se composera des diverses variétés V/,, qui, par

leur ensemble, forment V; nous pourrons donc écrire, au sens de la con-

gruence (3),

t

ou encori!

P -=V £'„'+ ' <l"

où les nombres c^^' senuil lous, par ({('finition, ('gaux à 1.

A ce compte, la r(dation ( T) bia), qui peut s'écrire

I

n*osl jilfj^ qiiuii ras particulier de la relation (5).
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Nous avons, ensuite, chaque c, qui a pour limites deux co, et deux seule-

ment, ce qui nous donne des congruences (.i) de la forme

a = «^— al

et une relation analogue à ( 5 i cl ('5 his)

/

qui rentrerait encore dans la forme (5 ), en convenant de faire tous les £o égaux

à + 1

.

D'autre part, envisageons l'une des à^ ; toutes les a^*^ auxquelles elle serl

de frontière; toutes les a'{.*", auxquelles ces a''^' servent de frontières et ainsi

de suite. L'ensemble de toutes ces variétés constituera ce que nous avons

appelé un aster {Analysis situs, p. 276).

Nous avons vu (/oc. cit., p. 276) que le polyèdre qui correspond à un asler,

doit être simplement connexe. Ainsi une condition pour (ju'un polyèdre puisse

correspondre à un schéma donné, c'est que les polyèdres ipii correspondent

aux différents asters, d'après la convention de la page 276 de VAnalysis situs,

soient tous simplement connexes.

Considérons maintenant une des a/, toutes les «J
' (jui lui servent de fron-

tières, les a!'i~' qui servent de frontières à ces «J~' et ainsi de suite. Cet

ensemble de variétés constituera un polyèdre à q dimensions ; nous supposerons

que ce polyèdre soit simplement connexe.

Ce n'est plus là une condition nécessaire pour qu'un polyèdre puisse corres-

pondre au schéma; c'est simplement une condition que, sauf avis contraire,

nous supposerons remplie.

Pour éclairer ces définitions par quelques exemples, voyons d'abord <piel esl

le schéma du tétraèdre généralisé, défini à la page 270 (Analysis situs).

Les faces de ce tétraèdre seront définies par les // -f- 1 équations

1 j:, = O, .Ko =0, .... .C,, = O.

(6)
, , -

,

On obtiendra les af en supprimant q -j- i de ces équations
;
pour définir le

sens de la variété «f, nous supposerons qu'on supprime ces q^ 1 équations,

mais sans changer l'ordre des n— q équations restantes.

Cela posé, considérons la relation de aj et de a'j'' et cherchons à déterminer

le nombre ej',.

H. P. — VI. 3S
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Diiluird, [Miur (|ii(' ^1/"' a])|):irliomie à d'I , Il liuil que </'/"' soit définie p;ir

les //— q équations qui définissent a/, auxquelles on devra adjoindre une

{^11
—•^+1)'*'""' équation, prise panni les équations (6). S'il n'est pas ainsi,

le nombi-o s/^ sera nul.

Supposons donc que
(/J

' soit ol)lenii en supprimant les (/ éqiuitions qui

occupent les

a,, a», ..., a,, rangs.

Supposons que a'I soit obtenue en supprimant, en oiilre. la j3'''""' équation
;

alors le nombre s/., dont la valeur absolue sera toujours égale à i, aura môme

signe que le produit

(!^-«.)(P-«2)---([i-^-7)-

Il est aisé de vérifier alors que la relation (5) a lieu.

Considérons, en effet, la variété f^"^, obtenue en supprimant les équations

de rang «i, a», . . . , a,/_i et la variété aj, obtenue en supprimant, en outre, les

équations de rang (3 et y. (Il est clair que si à{ ne s'obtenait pas en supprimant

les mêmes équations que pour rt'^.~", plus deux autres, tous les produits £Î',£/j'

seraient nuls).

Dans ce cas. tous ces produits seront encore nuls, sauf deux

qui correspondront aux deux variétés f/*"' et «?"'. obtenues respectivement en

supprimant les équations de rang ai, «o, .... a,,_i, (3 et celles de rang «i.

ao, . . ., a,/_i, ;.

Alors, les quatie nombres

aiir<mt respectivement môme signe que

(y — P)(T — «i)(T — "^O- -(T — «7-l)>

(P_a,)(p-«.)...([l-a„-,),

(P_Y)(P-aO(p-a,)...([i-a,_.),
(y — ai)(T — «î)-- -(T ^ 3(7-1 )•

On'vérilio ainsi que les deux produits, qui ne sont pas nuls, sont égaux el

de signe contraire (*). (",. q. v. n.

(') Le polyèdri! ainsi dolini. ainsi r|ui- lnul polye-drc à « dimensions, liinilr par n -+-
1 variétés

planes, s'appellera tctral-dre généiali.sc recliligne. .l'appellcrni tétraîdre géniirnUsé toute

variété homéoinorplic k un tétraèdre généralise rectiligne.
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§ III. — Nombres de Betti rédxiits

.

Je m'en vais chercher maintenant les nombres de BelU, rehilits à un

polyèdre, mais afin d'éviter l'équivoque, dont j'ai signalé plus haut la possi-

bilité, je conviendrai de définir ces nombres de la seconde manière^ c'est-

à-dire que P^

—

I sera le nombre de variétés fermées à q dimensions, que l'on

peut tracer sur notre polyèdre V et qui sont linéaircinent indépendantes
,
je

veux dire, qui ne sont liées par aucune homologie à coefficient entier, au sens

de Analysis situs, p. 207.

Mais je me proposerai d'abord de déterminer le nombre P',— i des variétés

à q dimensions, fermées et linéairement indépendantes, que l'on peut tracer

sur notre polyèdre V, mais en nous bornant à celles qui sont des combinaisons

des variété i>,j.

Le nombre P'^ sera alors ce que j'appellerai le le nombre de Betti réduit.

Les variétés à q dimensions, qui sont des combinaisons des i>,i, pourront

évidemment être représentées par ^X/af, les X,- étant des coefficients entiers

et les lettres aj continuant à désigner les difl'érenles variétés c^.

Quelle est d'abord la condition pour que la variété ^X,«j' soit fermée?

Pour cela cherchons quelles sont les variétés i',y_i qui forment les frontières

de cette variété. Pour les trouver il suffit évidemment de remplacer dj par sa

valeur donnée par la congruence (3).

Cet ensemble de variétés frontières sera donc donné par la formule

l'our que la variété ^À,a/ soit fermée, il suffit donc (jue l'on ait identi-

i

quement

c'est-rt-dire que, quel que soit y', on ait

2 '•''"'="
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Kn d'aulrob Utiiu's, la variiHc ^X,rt/ sora t'i'rmi'c, si l'on a

i

vn vorlii des cunf;ruencL's (ji, q); j'appelle ainsi celles des congruences (3),

qui lient les a'j aux «/"'•

Cherchons maintenant les homologios qui peuvent exister entre les varié-

lés af . On obtiendra toutes ces homologies, en comhinant celles que l'on peut

obtenir de la façon suivante.

Considérons la congruencc

(8) a-r' E=2 £'/,+/ „y

(pii. d'après la convention que nous venons de faire, est une congruence

(3, q -\- i); remplaçons le signe £^ par r^, et le premier membre par zéro;

il viendra

(jcltc liduiologie aura évidemment lieu, puisque, par délinilion, elle exprime,

((imme la congruence ((S), que les a'I forment la frontière complète de al*'

.

Nous démontrerons plus loin (§ VI), qu'il n'y en a pas d'autres.

Je désigne cette homologie par (g, q) pour marquer qu'elle a lieu entre

les af.

Je dis que si l'homologie (9, q) a lieu, la congruence

i

sera une conséquence des congruences (3, q).

Remplaçons, en effet, les aj par leurs valeurs, données par ces congruences

(3, q); il viendra

Le second m(;nibr(; est identiqucmeiil nul en vertu des relations (;i).

Cela posé, soit a,, le nombre des variétés aJ ; soit a^ le nombre de ces variétés

(jui restent distinctes, si l'on ne regarde pas comme distinctes des variétés liées

par une homologie de la forme (9, q); soit a" le nombre de ces variétés qui
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restent distinctes, si l'on ne regarde pas comme distinctes des variétés liés par

une congruence de la forme (7, q).

Il résulte de ces définitions :

1" qu'il y a a,y— a'^ homologies distinctes de la forme (9, cj);

2" qu'il y II a,i
— oi."^ congruences distinctes de la forme (7, q)\

3" que a' l-^a", car si plusieurs a/ sont liés par une homologie de la

forme (9, q), elles seront liées également par la congruence (10, q) corres-

|jondante.

Enfin le nombre cherché P' — i esl égal à a'^— 2"^, caries variétés fermées

de la forme ^X,a)', réellement distinctes, scmt en nombre égal à celui des

i

congruences (7, q), c'est-à- dire au nombre de a,,— a,'^.

Le nombre P'^— i est le nombre de ces variétés qui restent distinctes en ne

regardant pas comme distinctes celles qui sont liées par une homologie (9, q).

Or le nombre de ces homologies est a,y— a'
; nous avons donc

P'/ — I = C'':?—O — (=«./— ^v ) = <i—<'r

C. (,). F. I).

Soient «'(, (i'„, .... (i! des variétés i,^, au nombre de i et

les congruences (3) correspondantes. Formons les homologies correspondantes

Se'{,,a'';-' ~ o, ZElja''j-^ ~ o, . .
.

, S£,'^,-a'{-' ~ o.

La condition nécessaire et suffisante pour que ces homologies soient distinctes,

c'est que l'on n'ait entre les i variétés «f, al, . . ., aj aucune congruence de

la forme

)., a"} H- 1,(1% -+-...+ X(a'^ r^ o.

Le nombre des homologies distinctes est dune égal au nombre des aj distinctes,

en tenant compte des congruences (7, q). Donc

3!^_i — x'^_, = a" ou ï,,^i = a,',^, -I- a,".

Nous aurons, d'autre part,
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Si, l'H t'tli't, on |ii'iil ;ill(M- il'iui soninicl qui'lcoiiquc a" m un autre soniniel i[M('I-

conque </", en suivant des art^tes (c'esl-à-dire .si le polyèdre l'si d'un seul

tenant), on aura riioniolo^ie

r"est-i\-dire qu'il n"v aura i]u'un seul sommet distinct, en tenant compte des

liomologies.

Envisageons maintenant la cont^iuence (3 bis)

PsSaf;

rii(uuolot;ie correspondante s écrit

ï a>î 1^ o

et il n"y a pas d'autre liomologie (g,/')- Uonc

OLp = a'^,-i-l.

De plus, le |)oljèdre étant d'un seul tenant, une seule des combinaisons 2X,rtf

pourra élre fermée, c'est le polyèdre lui-môme dans son entier, représenté par

la formule 2.a'f.

Nous aurons donc une seule congruence de la forme (7, />)

Donc

Nous avons donc la série d'équations

«0 =0,

«0 = a'o + a'i

,

a'i — a"i = P', — I
,

2| ^a', -l-a'2, x'., — a'!, = P', — I,

d'où l'on tire aisément

a^-a^_,+ a^_.-...±a,qio;„=i-(P;„_,-l) + ...=p(P',_,)ih(P',-i):pi,

tout à fait analogue à la formule

a,,— z,,_, -l-a/,_2— ...zbaiq^ 20= I — (Pp-1— 1) -h . . .q= (P»— l) ± (Pi— l) qz I,

rpii- nous avons trouvée dans VAnalysis silus, paf;e ^-tiSj.
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§ IV. — Subdivision des Polyèdres.

Considérons un polyèdre V, À p dimensions, avec ses diverses variétés

a'-, ar', ..., «,', «f.

Supposons que Ton subdivise chacune des variétés «f en plusieurs auties,

que j'appellerai les 6f; soient ensuite èf"' les variétés a p— i dimensions, qui

servent de frontières aux 6f ; soient b1~" les variétés -à. p— 2 dimensions, qui

servent de frontières aux 6f~'; et, enfin, h" les variétés à zéro dimensions

(sommets), qui servent de frontières aux 6/ (arêtes).

On aura ainsi un nouveau |)ulyèdre V, qui sera dérive; du polyèdre V, au

sens que j'ai attaché à ce mol à la page 271 de VAnalysis situs.

Ou peut supposer, d'ailleurs, que si une variété i^',/_i, simplement ou multi-

plement connexe, sert de frontière à deux variétés b'', et b\, elle ne forme pas

forcément une seule des variétés b'l~\ mais peut être elle-même subdivisée en

plusieurs variétés b1~\ Dans ce cas, pour reprendre la terminologie de

la page 272 de VAnalysis situs, ces variétés bj~' seront irrégulières et les

variétés h'l~' ,
qui les séparent les unes des autres, seront singulières.

Cela posé, recherchons une classification des variétés bj

.

Si une variété b1 ne fait pas partie d'une des variétés
«J, elle fera partie

d'une des variétés aj"^", ou d'une des variétés aj"^", .... ou. tout au moins,

d'une des variétés a'].

Peut-elle faire partie à la f(jis de deux variétés a"' et a'^'?

D'après la façon dont la subdivision a été supposée faite, en ajoutant toujours

de nouvelles frontières, sans en supprimer jamais, cela ne pourra arriver que

si ces deux variétés a™ et a'^ sont contiguês et ont une frontière commune a™~'

,

et si b'I fait partie de cette frontière «/""'.

Je suppose alors que è^ fasse partie de (l'j , et ne fasse partie d'aucune

variété a"i^ , où m<ih. La variété a'- existe toujours et l'on a li^q; déplus,

la variété a'i est unique, c'est-à-dire que b'I ne peut faire partie à la fois de

deux variétés difîerentes a''/, et a''

.

Si donc je conviens de ranger dans une même classe toutes les variétés èf

,

qui font partie de la variété a'-, sans faire partie d'aucune des variétés o™,

où m <_ h, toute variété bf fera partie d'une classe et d'une seule.

Je pourrai alors représenter h] par une notation à quatre indices

b'{=B(q,h,j, k);



3o4 COMPLÉMENT A L'ANALYSIS SITUS.

l'indice q ludique le uoiiibrc des dimensions de /'/ ; les indices /( ely Indiquent

que b[ fait partie de la classe a'- ; et. l'indice A" serl à distinguer les unes des

autres les ditt'érentes variétés d'une môme classe. On » /i ^rj.

Nous aurons, alors, pour définir le polyèdre V et sa subdivision :

i" Les congruences (3, (/), relatives au polyèdre V, que j'écrirai

2" Li'.s équations qui dduiieut la subdivision île la variiHé il''

(i,y, «/=^H(,/, </,,-, X);

3" Les cougruences analogues aux congruencos (3), mais relatives au

polyèdre \ '; je les écrirai

i2,ç,h,J, A) n(q, h,j, >t)si;ÇH(<y-i, /,',/, k').

Les Ç sont des nombres égaux à dz i ou à o; ils dépendent des sept indices ^/,

//. /. A\ //, y. /', de sorte que je les écrirai, quand cela sera nécessaire, sous

la tiM'iiie

^(9> A, y, A'- /', 7, A').

Sous le signe i, les indices //, y'. A' peuvent prendre toutes les valeurs.

Observons, cependant, que les B{q— i), qui servent de fontièreà B((/, h,j\ /, ),

doivent, comme B{q, A, y, A"), faire partie de af ; mais pourront faire partie

d'autres variétés a'j', d'un nombre moindre de dimensions, mais faisant partie

de a*. On aura donc

h'^ h, h'>. </ — I.

D'ailleurs, si h'-^h. on aura /'=zf.

Pour que les relations (i), (2), (3) puissent définir une véritable subdivision,

elles doivent satisfaire à certaines conditions.

Les relations (i. q, <), (3, q, i) donnent

k

.Si, dans le premier memi)re, je remplace B((/, q, i, A) par sa valeur, tirée

de (2, q, q, i, A"), et u'I'' par sa valeur tirée de (1, q— ',7), les deux membres

devront devenir identique; voila une première condition, qui est évidente;

elle n'est d'ailleurs pas suffisante.
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§ \ . — Influence de la subdivision sur les nombres de Betti réduits.

Soit ^aB(y. //. /. /i ) une coiiihiuaisou de-, varicli's //', qui représciilc uuc

\ariél(j fermée à q dimensions, de telle sorte que lOu ait, a\ec nos notations,

(1) ^..lUy, A,/: A-i^.o {h^q).

l'iiriui !<> varicti's b\ i[ui lii;uieiit ilims le jU'eMiici- lueiulire defi), réunissons

celles qui ii]i|iarliennent à une même classe. S(jit

^aB^y, h,i, k)

l'cnsemlile de celles qui appartiennent à la classe «''
; le signe de sommation V

signifie, donc, qu'on ne prend (jue les variétés d'une môme classe, tandis que

le signe ^i signifie qu'on les prend toutes.

On aura alors

(2) ^a^{q,hJ,k^^^^^{q-^,K,j', k)

c'est-à-dire (jue la variété à y— i dimensions

2fiB(^-i, A',/, A-').

forme la frontière complète de la variété à q dimensions

§«6(5-, A, y, X:).

Les variétés a'-' doivent appartenir à la frontière de a'- ou se confondre

avec rt* ; en effet, B(y— i, //', y'', //) appartient à a'-', et, d'autre part, à l'une

des B(Y, /', /, /•) qui fait lui-même partie de a'- , si donc «'',' ne faisait pas

partie de «y, B(</— i, //', y''. A') ferait partie d'une variété a™, partie commune

à aJj et al-', , et qui aurait moins de /<' dimensions. Cela est contraire à la défi-

nition que nous avons donnée des classes.

D'autre part, a'j', ne peut pas se confondre avec a'-

.

Soit, en effet,

^«iB((/, h^,iu /û)=y]a'i(S', hji /') — J^'-<li(îi /'.y. I-)

1

H. P. — vr. 3u
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1 ensemble îles varit'lé.s qui li^iircnl diius le premier mcmlirc de (i) et qui

n"np)iarlieniienl pas à la classe a'!] on aura ('x idemmi'iit

1

Doue B(</ —-1, //', y', /.') duil faire partie à la l'ois de a'f et de l'une des

B(y, lii. j\, /,i) et, par conséqiienl , de l'une des a'i^, (lijf'éicntes de a'j. Si done

rt*' se ccuilondail avee a'-,

B (9- - I, /'', y, /.') =\i{q-\, h, j, k)

devrait a|ipartenir à une variété af, partie commune à «y el a*,'. De deux choses

l'une : ou bien a'- ne ferait, pas partie de a*,', et alors on aurait encore m •< li

,

ce qui serait encore contraire à la définition des classes; ou bien a* ferait partie

de aj'j', et alors on aurait hi ^ /i . Supposons que j'ai choisi la classe a'j, cjui

correspond au plus grand u(Miibre //. Alors on ne pourra pas avoir //(>//, et

a'i' de\Ta appartenir à la frontière de a'-.

La congruence (2) entraîne l'iiomidogie

(3) 2pB(9-i,//,/, /0~o;

((iinnic. d'autre part, af est s/zii/i/e/nc/i/ co/i/ie,rc el (pie toutes les variétés

B ((yf— I, II' j\ A') sont situées sur la froniière de f/y, le premier membre de

(3), représentant une variété fermée à q— i dimension, située sur cette fron-

tière, formera la frontière C(unplète d'une variété à q dimensions

S-'P.fry, h\j\k"\

également située sur la frunlièri; de it!-. (Il y aurait exception si l'on avait li r= q.^

De sorte qu'on aura la congruence

D'ailleurs, comme B (</, h"
, J" , k") est sur la frontière de a'.', il en sera de

môme de ci/"; car si B (</, //", y", A") fait partie à la fois de n'f et d'une variété

«y,', faisant partie de la frontière de a'-,; ou bien a'f ne fait pas partie de a'f, et

alors B devrait faire partie de «'/', où m <i h" , el nous avons vu que cela était

impossible.

On a donc
//"•

. h.

Les congru<'nees (2 ) ri (^) dcuiiicnl

^y. V.(q, h, J, k) =^^-;\i{q, h", y", /.-"),
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el, comme toutes les variétés ijiii tigurenl dans celte congruence font partie de

aj, ou de sa frontière, comme, d'autre part, a^ est simplement connexe, on

aura l'homologie

'^^ 1' ( g, 'i,
./-

f^) ~ 2i' '^ (?' '''"' ^"' ^'"^

On ])cut donc remplacer, dans le premier membre de (i), l'ensemble des

termes ^ a B (q, li . j, A) par l'ensemble des termes

2ïB(?, A",/', r).

Si l'on opère de môme pour loules les classes ciurespondantes à une même

valeur de A, la plus grande de toutes, on aura remplacé le premier membre de

oii la plus grande valeur de h> >era plus pelilc <pie la plus grande valeui- de //.

On aura, d'ailleurs, l'homologie

2»- 1^ ( q, I', ./, kt ~ ^ a, \\{q, Aj, /,, A-,).

En conlinuaul de la sorte, on pouria diiuniucr ('ucore lu plus grande valeur

(le h. On ne sera arrêté que quand on aura partout li = q.

On peut donc, finalement, remplacer le premier membre de ( i ) par

el 1 "on aura, d'ailleurs

(à) ^y.h(q, /,, y, k)^y^ a„ \\((j, q, j„, k„),

((i) ^aoB(5r, q,j\„ k„)=o.

Cela posé, dans le premier memlire de (6) prenons les eongruences qui

appartiennent à une classe déterminée a'j^; soit

^«ol!(î, q,j\„ A-„),

iNous aurons

( 7

)

[s 'o '* < "Z- «7' ./'" ^ci ) =^ i'n H I <7 — I ,
/('„

. /;, ,
/,

'„ ).

i\(uis M'rrious. eouiuie plus liaut, (pie </*;' doit faire partie de la frontière de

a'I, d'oîi //'j, -< q (et, eouniu' /i'f,^q— i , on aura h'^ = ?— i )•



3o8 COMPLÉMENT A l'ANALYSIS SITUS.

Soil alors

(8) "/, = 2l ''*'''' '^'''" ^"^

réqualiiiii
i

i, >/,Jo), <liii (léfiuit la subdivision do la variiHo a'j^, el soient

B(«yr, 7. /„. i) et \^('/, '/i./n- s) fleux variétés, figurant dans le second membre

de (^8); je dis qu'elles devront (iiîurer dans le premier membre de (6) avec le

mémo coefficient ao.

Supposons, d'abord, que ces deux variétés soient Iimilro])iies; parmi les

\ariélés à )j— 1 dimensions qui leur serviront de frontière commune, il y eu

aura, au moins, une qui n'appartiendra pas à la frontière de a'j^, qui fera, par

conséquent, partie de la classe a'j^.

Soil B(«7

—

I, q,jny i) cette variété : elle n'appartiendra pas à aucune autre

des variétés B (q, q, y'o, A).

Soit alors

(9) j
B(9, .y,y„, 2) = £6r'

les congruences (2, q, q,Ju, i ), [2, q, q,ju, 2), (2, q, q,ju, A), qui nous font

connaître les frontières des variétés B{q, q, Jo). Voyons avec quel coefficients

la variété B (ty— i
, q, j\,. i ) figurera dans ces congruences.

D'après ce que nous venons de voir, ce sera avec le coefficient + i dans la

première, avec le coefficient — 1 dans la seconde, avec le coefficient zéro dans

les autres.

Soient donc xi et a-., les valeurs des coefficients Xo, correspondantes aux deux

variétés B {q, q, j\, i j et B (y, 7, yo, 2).

La combinaison des congruences (9) nous fournira une congrucnce

(10; ^a„D(fy, 5r,y„, A-„)=3£6?-i,

qui devra <^lre identique à (7), et le coefficient £, avec lequel figurera

\Mq— I. '/.,/n. I ) dans le second membre de (10), sera évidemment ai

—

x-..

Mais B('y— r, q,jii, 1) ne peut pas figurer dans le second membre de (7),

puisque nous avons vu que dans ce second membre on doit avoir «i— y.-i= o.

Ainsi les deux variétés B ( ly, '/,]«) et B(q,q. /o, 2) devroni avoir inémc

coefficient a„, si elles soul limilroplies. Cela sera encore vrai, si elles ne le son!

pas, parce que a\ étant d 1111 seul hnanl. mi pourra passer d'une de ces \ariétés
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à l'aiiUi' par une siiito d'autres variétés analogues, rhacune d'elles élanl limi-

trophe do celle qui la précède.

Donc le coefficient x„ est le même pour toutes nos variétés. D'où

La congruence (G) et l'Iiomologio (5) peuvent donc s'écrire

(5 bis) ^a B (y. /i,j, k) ~ Va„«;'„

( 6 l^is
) ^ ccfi (i's ^E o.

Si un nomin-o quelconque de congruences de la forme ( i ) sont distinctes,

c'est-à-dire si aucune combinaison linéaire de leurs premiers membres n'est pas

liomologue à zc'ro, je dis que les congruences (6 bis) seront également dis-

tinctes cl réciproquement.

En en'ct, la comparaison des relations (i ). (^\)his) et [6 bis) montre que si

Von a

2" ^^f' ''' /' ^)~o>

on aura également

a„a ~ o,

et réciproquemeul.

Il résulte de là que si les aj et les b'f sont simplement connexes, les nombres

de Belti réduits sont les mômes pour les deux polyèdres V et V '.

Soit maintenant W une variété quelconque, fermée, à q dimensions, située

sur V. On peut toujours cf)nstruire un polyèdre V, dérivé de V, au sens de la

page 271 de VAnalysis siCus, et tel que W soit une combinaison des b'I.

Nous devons donc conclure que : si les af sont simplement connexes, les

nombres de Betli réduits, relatifs au polyèdre V, sont identiques aux nombres

de Betli proprcuieut dits, t/r/in/s de la seconde iiia?tièie.

§ VI. — Retour sur les démonstrations du paragraphe III.

Nous avons à revenir ici sur un point essentiel du raisonnement cjui précède.

J'ai dit plus haut qu'il n'y avait d'autre homologie que les homologies (9, q),

obtenues au paragraphe III. Gela n'est pas évident, cela ne serait pas même

toujours vrai, si nous ne supposions pas les al simplement connexes.
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I)i''iiu>nli(in»-1(' il iiliiud |hiiii- mi jniUrdrc P. iliiiis r('s|):irc à i|ii;ilit' iliiiicn-

siims.

Considérons un certain nonil)ir ilo viii'iélés v-, uu ^/J, appartenant h ce polyèdre :

je les appellerai ses laces, de même que les <i'j, h^s fi] et les (/" de C(! polyèdre 1'

pourront s'appeler s(!s cases, ses arôtes et ses sommets.

Supposons ipie l'on ail cntri' ces faces (/) une liomologio

Celle li()uioloi;ie signifie qu'il existe une variété à trois dimensions, \ , faisant

partie de 1', el admetlani 2L(q comme frontière complète.

Je dis que V .vt' cunipuse rVnii rcrtaiii lunithrc de rases t/a V.

Si, en ellel, un point d'une case appartient ti ^ , il en sera de même de tout

autre point de cette case, car on peut aller du premier point au second, sans

rencontrer aucune face et, par conséquent, sans rencontrer la frontière de \ el

sans sortir de V.

Le théorème est donc évident en ce qui concerne les polyèdres de l'espace à

quatre dimensions et les homologies entre les faces.

Soit maintenant une liomologie entre les arêtes

16, ~ o,

les bi étant un certain nombre d'arêtes (t\. Cela veut dire qu'il existe une variété

à deux dimensions, V, dont 26i est la frontière complète.

Je désignerai par V (aj ) l'ensemble des points communs à V el à «J.

Les V(aJ) seront des variétés à deux dimensions; dont la frontière sera

formée, soit par quelques-unes des arêtes bi, soit par les Y (a)), les aj étant les

faces qui servent de frontière à la case rr,. On ne peut en effet, sortir de Y («/)

qu'en sortant de V par sa frontière, c'est-à-dire, en traversant une des bi, ou

qu'en sortant de àf par sa frontière, c'est-à-dii-e en traversant une face a', et,

comme on reste sur V, en traversant une des lignes V («)).

La variété totale V est formée de l'ensemble tles V («,?)

Considéron-. uiaintenani \ ( rq ); nous devons distinguer deux cas :

i" (^u bien aucune; des arêtes bi n'appartient à rq. Nous ne pourrons alors

sortir de Y (a-), qu'en sortant do a°], c'est-à-dire en traversant une des arêtes

aj; la frontière de V (aj) est donc formée par les V(aJ).

2" Ou bien une (ou plusieurs^ arête bi fait partie de aJ; dans ce cas, elle fera

également paiiie de \ ( "j ); mais il jKjurra se faire que V (a;) se compose, outre
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l'iU('i(' l)\. d'autres lignes; ces lignes auronl pour frontières des points ^ {a]].

ou des points situés sur bi. Ces points situés sur bi, et où les autres lignes, dont

se compose \ (a]'), vicnnenl se terminer sur l'arête />, . seront.ce que j'appellerai

des points noduux.

Dans tous les cas V («;) sera une ligne ou un ensemble de lignes; si, en effet,

V («;) était une surface, c'est que r^J, ou une portion de cette face, ferait partie

de V. Mais j'ai le droit de déformer V, pourvu que je ne change pas sa frontière

— />i; je puis toujours, par une déformalion infiniment petite, éviter qu'une

légion de «J fasse partie de \

.

Pour la môme raison, je puis toujours supposer que V («J ) ^^^ réduit à un ou

plusieurs points, sauf si (i\ est l'une des arêtes fti, auquel cas V(r^)) sera cette

arête elle-même.

Gela posé, je puis déformer V :

i" De manière que tous les V (//] )
[autres que V (fti)] soient des sommets.

Soit d] un sommet de n\. Soit M l'un des points dont se compose V (aj); autour

du point M et sur V décrivons une petite courbe fermée G. Soit K l'aire infini-

ment petite découpée sur V par cette courbe G. Construisons une sorte de

manchon, infiniment délié, entourant l'arête a\ et passant par G. Par le sommet

rt" je mène une surface quelconque S; elle viendra découper sur le manchon

une courbe fermée très petite ('/. Soit K' la portion de la surface S limitée ])ar

G; soit H la surface du manchon comprise entre G et G'. On figurera ainsi une

sorte de tambour, dont H sera la surface latérale, K et K' les deux bases.

Considérons alors la variété

V'= V — K-hH-hK'.

Cette variété aura môme frontière que V; mais elle ne coupera plus a\ en M,

puisqu'on a supprimé la portion K de \\ où se trouvait ce point M. En

revanche, H ne coupera pas l'arête (i\, et K' coupera cette arête en d].

En opérant de même sur tous les points d'intersection de V et de «J, on

amènerait tous ces points à coïncider avec r/".

2" De manière que tous les points nodaux soient des sommets.

Soit, en effet, d\ une face passant par l'arête 61; l'intersection de V et (vi com-

prendra, outre Z^i, d'autres lignes; soit c l'une de ces lignes, venant se terminer

sur bi, en un point nodal D. Soient «" et a\ les deux sommets de 6i. Par èi je

fais passer une surface S, faisant partie de P et ne coupant pas rtj. Comme «° et

a\ sont sur la frontière de V, je joins ces deux points par une ligne L, située
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sur \ cl s"(''caitanl peu de li^. ('.clic lit;iic s'ccarlanl peu de ^>i, ji' piiis iiiciici-

par L une aiilrc Mirl'acc S', cpii ne passera pas par />i, mais qui coupera S sui-

vaiil une lis^nc L', 1res pou dill'érenle de /^j. Ces trois lignes L, hi et IJ auront

nuMncs exlréniilés ti' et n'I.

Soil \
I

la portion de \ , comprise entre L el ht', >oil Sj la ]H)iii(iii de S,

comprise entre L' cl A|. cl S', la poilion de S', comprise entre L el I,'.

Je renijilacc \ par

\"= V — V,-^- Si+S'i.

^ ' a mOmes frontières que V, mais ^ '(r<j) ne présente plus de points nodaiix

en dehors de a" el ni; car si une ligne analogue à c venait aboutir à un point

nodal, situé entre al et al, la portion de cette ligner, voisine de ce j>oint nodal,

devrait se trouver sur S,, ce qui est impossil)le, puisque S ne coupe pas a'j.

En résumé : nous pouvons toujours supposer que les ^ («;) sont des lignes

iliiul les extn'uiités sont des sommets île r/j.

Soit alors L une des lignes, dont se compose V(r</), avanl pmir extn'milés

deux sommets rt" el al de c/;. On peut aller de aj à al, en suivant le périmètre

de a]; soit —«„ l'ensemble des arêtes de a], comprise entre a" et al. Comme la

face a] est supposée simplement connexe, la ligne L la divisera en deux parties.

Soit Q l'une de ces parties, comprises entre L el -a],,.

Soient «^ et rç les deux cases séparées par a'I. l'ar les arêtes 2 rtj„ je fais

passer une surface S, peu différente de la face </? et située toute entière dans la

case a'^; par les mêmes arêtes, je fais passer une seconde surface .S', peu difl'é-

rente de a] et située dans la case a^, ces deux surfaces S el S' couperont \ ,

suivant deux lignes Li et L',
,
peu différentes de L, et ayanl pour extrémités (f'j

et al. Soil S, la portion de S comprise enire 2rtJ„ et Li; soit S', la portion de S'

comprise entre 2«,'„ et L', ; soil \
i

la poiliou de ^ comprise eulie L, cl L', ;

c'est sur \ , «pie se trouvera L.

Soil iJiaJnlciiaiil

V'=V-V, + Si + S',.

\ ' a mêmes frontières (juc \ ; \ ' ne passe plus par I., mais en revanche passe

par les arêles 2,al„.

lin opérant de la même manière pour toutes les lignes telles que L, on voit

qu'on peut toujours supposer que tous les V («') se réduisent à des combinai-

sons d'arêles.

Comme les froiilièrcs dt; V {aj) s(jul ou des bi ou des V (a-,), on voit que les
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iVimlièrcs des V(rt?) sont des combinaisons d'arêtes de P, et, Ijicn cnlendii,

toutes ses arêtes doivent appartenir à a'I. Ainsi donc Y (ai) estime surl'ace

simplement on mulliplement connexe, limitée par une ou plusieurs lignes

t'erniées qui, elles-mêmes, sont des combinaisons d'arêtes de aj.

Comme la case rtj est simplement connexe, ces lignes fermées subdiviseront

la surface de cette case en un certain nombre de régions, et comme ces lignes

fermées sont des combinaisons d'arêtes de ai, ces régions seront des combinai-

sons des faces de «.

On pourra toujours trouver une combinaison de ces régions, qui aura mêmes

frontières que \ (^f<?). Supposons, par exemple, que la frontière de A (aj) se

compose de trois lignes fermées L, Li, L,; la ligne L divisera la surface de «i en

deux régions R et R'; les lignes Li et Lo diviseront de même cette surface en

deux régions Ri et R', , ou R^ et R',. Je suppose qu'en parcourant L dans un

certain sens, on ail à sa gauche \ («/), et R et R' à sa droite; je suppose, de

même, qu'en parcourant Li et [,« flans un sens convenable, on ait à sa gauciie

V(«?) et R,, ou ^' (ai) ei R-,.

Alors la variété R + Ri -|- 1^-j aura même frontière que V (ai); on pourra donc

remplacer \ (.'/,"
) par R + Rj + R,.

En opérant de la même manière sur tous les V («'), on aura remplacé \ par

une autre \arfété, qui :nira même frontière i6i, et qui sera une combinaison de

faces de I'.

Le théorème est donc démonlré en ce qui concerne les polyèdies de l'espace

à quatre dimensions et les homologies entre les arêtes.

On le démontrerait, de niTTue. pour un polvèdre quelconque.

§ VII. — Polyèdre réciproque.

.Suit I* MU polyèdre dans l'espace à quatre dimensions; ce polyèdre sera sub-

divisé eu un ci'rlain nombre de variétés c,, que j'appellerai ses cases, et que je

désignerai par ai. Ces cases seront séparées les unes des autres par des variétés

('2 ou a'-, (|ue j'appellerai les faces; ces faces auront pour frontières des variétés

Cl ou a'j, que j'appellerai les arêtes, et les extrémités des arêtes seront des points

('„ ou ai, que j'appellerai les sommets.

Je supposerai, bien entendu, que les cases et les faces sont simplement

connexes.

Marquons, à l'intérieur de chaque case ai. un point P(rti'); à l'intérieur de

H. P. — VI. 4o
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cluujiu' tact' (/;'. un |hiimI l*(f/;); sur cliaqiic arôlc <i\, un puiul Via]); cliaquc

an'^le so trouvera ainsi partagée eu deux parties par li; point P («J ).

Joignons par des lignes le point P {^à}) à cliacnu des sommets de la face a] et

à ciiacun des points P(^rt'), corr((spondant aux diverses art'les a) de la face «j.

Toutes ces lignes devront lUre Iraci-es sur la face a]. Cette face sera ainsi

partagée en triangles, et le minilire de ces iiiangles sera diuible du n(ind)re des

arêtes de a]. ÎNous ferons de UK'^me pour toutes les autres faces.

Considérons maintenant une case a'I; décomposons en tiiangles T toutes les

faces (q de cette case, ainsi rpie nous venons de le dire. Construisons des triangles

curvilignes, ayant pour sommet commun le point I' ((i]) et pour hases les diffé-

rents côtés des différents triangles T. La case lil sera ainsi décomposée en

tétraèdres, avant I' i '/; i piiur somniel comiuiuu el piiiu' iiases les différents

triangles T.

Nous tlistmguerons six sortes de lignes (cpii seront les arêtes de nos

tétraèdres) :

Celles de la première sorte joindront un sommet a" à un point P {a)); chaque

arête sera ainsi formée d(> deux lignes de la première sorte;

Celles de la seccmde sorle joindront un |)oinl P ( "? ) à un |)oint P(rty);

Celles de la Iriusième sorte |<)indrnnt un point Via]) à un sommet (ly.

Celles de la ijualrième sorle joindront un point P («]) à un point P (f'/);

Celles de la cinquième; sorte joindront un point P (a;') à un point P {/i))\

Celles de la sixièmi; sorte joindroni un jioint P (</;?) à un sommet «".

Les lignes de la seconde soile peuvent s'aciMuqjlei' deux à i\k-\\\ de deux

manières :

i" Ce que j'appellerai la ligne b\ sera foiimîe de deux lignes de la seconde

sorte, joignant un même point Via)) à deux points P («y) et V {n\), correspon-

dant au\ deux cases a) el d[ sc'parées |)ar la face ii). Il y aura donc autant de

lignes h] que (le faces fl"].

2° Ce que j'appellerai une ligne r sera formée de deux lignes de la seconde

sorte, joignant un même point Via]) à di'wy. points P (V<'; ) et P ('/'.), correspon-

dant à deux faces a] el a), de la case a].

Il nous faul délinir des sur-faces que j'.ippellerai les surfaces h).
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Soil une nrèlc (|ucl((iii(jii(' (i\ cl Ir |iiiiiil I' ( a] ). Siippo-ions que li's laces qui

passt^nl |)iir a\. soient sncccssivcnienl

«r, «L •-. «,;.,

cl ([lie les cases, ;ni(jMelles iij)|iailienl fi\, suicnL snccossivenieni

a], «;], ..., «;,

de telle façon que a\ sépare a'\ Je a\, ai stîpare al de al, . . . , el, qu'enfin, a-^

sépare c/,^ de a]. Convenons, pour plus de symétrie, de désigner indifl'érennnenl

la case (('[ par a\ ou '"','+i-

Décomposons clia([ue case en tétraèdres el envisageons, en jiarticulier, les

tétraèdres (ini adnietlenl |ii)ui' soiuniel le poini V(a]). Considérons les '>.
</

triangles curvilignes

V{a;)\'{al)V{al), P (a/ ) P (a^„ P (a|) ( A: = i, ->,..., y).

L'ensemble de ces iq triangles formera un certain polygone que j'appellerai

h), et qui aura pour frontière l'ensemble des lignes

b\, bl, ..., 6,).

Définissons maintenant les volumes h^, le volume hj sera l'ensemble des

tétraèdres qui admettent pour sommet le point «"; ce volume sera un polyèdre

à trois dimensions, simplement connexe, qui aura pour frontière l'ensemble des

surfaces b\, correspondant aux arêtes al, qui aboutissent au point a".

La juxtaposition des volumes b'I constituera un nouveau polyèdre P', que

j'appellerai le polyèdre réciproque, de P, et qui aura pour cases les b], pour

faces les b'\, pour arêtes les b
,
pour sommets les points &','= P (a?)-

A chaque case b] de P' correspondra un sommet a", de P;

A chaque face b] de P' correspondra une arête a] de P;

A chaque arête b\ de P' correspondra une face a] de P;

A chaque sommet b] de P' correspondra une case a] de P.

De plus, an sens du paragraphe II, il y aura la même relation, par exemple,

entre l'arête b\ et la face b'^j, qu'entre la face a\ et l'arête «j.

Si donc les congruences caractéristiques du polyèdre P s'écrivent
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celles (lu ]i(p|\('(lrr V sYtiIimiiiI

l,^^'^e^JÙf, ùl.^,fjù;, oj^-^ef-L;'.

i i i

Considérons niainlcnanl une li;;iu' c, loniiée <le deux lignes de In seconde

sorte, joignant \in mi^me poini 1'
(
</ ) à deux points P («j) el P (r<| ).

Soient a''„, el a° deux sonmiels, appartenant respectivement tous deux à la

case a]. Soient d el d' les deux lignes de la troisième sorte qui joignent respec-

livenienl P [tq) à a"^ et P (a|) à a°.

Comme f/°„ el «^ appartiennent à une même case a:], on pourra aller de l'un

de ces sommets à l'autre, en suivant une ligne Itrisée formée d'ar('^tes a) appar-

tenant à «;'.

Soif ir/'^ cette ligne brisée, dont les extrémités sont a°, el o°; l'ensemble des

lignes c— d— 2r/,^4-f^' sera une ligne fermée, ce que j'exprimerai par la

Comme «J est siuiplement connexe, celle ligne fermée seia la frontière

d'une variété à dnix dimensions, intérieure à a'I, ce que j'exprimerai par

riiomologle

P>éci]>ro(pn'nienl, siiil ir/,^ une ligne luisée, lormée d'arêtes appartenant

toutes à a], et dont les extrémités sont les sommets a",,, el c/°; ces'deux sommets

apparlicndrout respectivement à dciiN faces iq v\ (l'i, faisani toutes deux parlie

de <i';. Soient les trois lignes

c=V{aJ)\'{ar)+V{af)V{al), ,/=V{aJ)al„ ,/'=P(a?)«;.

On aura eneoii'

c r^ f/ -¥- -"y — il'

.

Soil maintenant a" un sommet appailenanl à deux faces <i) el ni. SoienI les

deux lignes de la Udisième sorte

di=V{aJ)af, ,li, = ?{al)af.

Nous pouvons tracer une ligm- L, s'éearlaiil infinimeiil |>eu du sotumel
^/J, el

allant d'un point ^/' à un point de (i\.

Supposons, pour fixer les idées, que celle ligne traverse trois cases el qu'elle

rencontre successivement la face «', la case «', la face «'„, la case «^, la face

a'f,, la case à'„ et enfin la l'ace ni.
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Cousiruisoiis les trois lignes c

cy=P(a;)P(a/)+P(a;)P(«;;J,
Cm = P (<) P (a^) -t- P (a?„) P (a^),

C/,= P(a,^)P(af;)+P(«^)P(«^l),

ol les deux lignes de la Iruisiùnn: soiie

(In aura

c;= r/j— fl,„, c,„s^ dm— '//., C/, =5 dp— dk\

el comme les trois cases ^/y, ^t;^,, r/'', suiil Mni|)leiiienl connexes

Cj ~ d

j

— (•/,„, c„, ~ '/„, — '/,,, C/, ~ il
I,
— dk,

et entin

C/ -I- c,„ -t- c,, ~ '// — dk

.

On peut donc tc>u|(jnis lrou\er une ligne Itnsi'i'. kiniiée de lignes c et homo-

logue à dj— '//,, dj el (//, étant des lignes de la Iroisième sorte, aboutissant à un

même sommet.

Cela posé, soit

(I) 26/^0

une congruence entre les arêtes b\ du polyèdre P'.

La ligue brisée 2ftj est évidemment formée d'un nondjre pair de lignes de la

deuxième sorte, et en parcourant cette ligne brisée, on rencontrera successive-

ment q faces

«r, "i, , aj),

pour revenir à la face c?,, que je désignerai également par «,^^,; l'i 1 on rencon-

trera CJ cases

tii, ai, a';,

pour revenir à la case f<,', que je désigneiai également par (<,,,.,, de sorte (pie la

face al séparera la case al de la case a^_^,.

Notre congruence s'écrit alors

i;[P(<à)P(«l)-t-I'(aDP(«*+i)]^o,

ou, ce qui revit'iiL au même,

i; [P («2-1 )P(«D-+-P(«i;)P ("1)1 = 0.

Soit alors a'I un sumiiiel de la face al appartenant, j)ar conséquent, à la fois

aux cases «J et al_^,^

.

Soit (//, la ligne de la Iruisièiiie sijrle i'(«|)<0'i 'lous venons de voir qu'il
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existe une lij;ne brisée A/,, ioriiiée triirètes appartenant à la case al, et telle que

l'on ait riioniologie

En a(klili(innanl toutes res honiologies, le premier uu'nibre se réduit à

i;[Pi"Li)P("A)+P(<'/)P(«l)] = i:6/;

les lignes <li' la troisième sorte (//, disparaissent, et il reste

et, par conséquent.

I)(inc, à toute ciiuj;ruence i^J^o eiilie les arêtes de 1", corres|i(iud une

congruence —A/-^o entre les arêtes de P, et telle (|ue l'on ail

Si donc on a ^/>] r^ o, on aura iA/, '^^ o, et réciproquement.

Soit maiuleuanl

(2) i:AA.= o

une confirucnce entre les arêtes de P; supposons ijue V/, soit une ligne iirisée

lormée d'arêtes aj)partenant à la case fil.

Le premier membre de la congruence (a) se c(jmposera de q seuddables

lignes brisées

Al, A-,, ..., A,„

et je désignerai indifleremnient Ai par Ai ou A^+i, et A,y pai- Aq ou A,,.

Soient r/*_, et «" les deux extrémités de la ligne A/,; le sommet «" appar-

tiendra à la fois aux cases al et «î+,; soit a'^ la face de al, et a|^, la face de

rt^.^i, auxquelles appartient rtj.

Soient les lignes de la troisième sorte

d't=P{>4)al, f/k+,= \'{ai.,)al,

et, d'autre )>art,

c,= P{al)V{al)-^V{,n)V{al).

-Nous axons \ u (pie

iV / '^— 'U-y- ck+ 'l'i,

.

D'autre part, les lignes di,
, i

el r/', aboutissent à un même sommet «"; nous

avons vu égalemeni (pie Fou peut trouver une combinaison C/, de lignes f, telle

([ue l'on ail

C/t ~ d'i, — i-//-!.



COMPLÉMENT A L'ANALYSIS SITUS. Sig

En additionnant toutes ces liomologies, je trouve

et, |)ar conséquent,
S ex -H l G*= o.

Le premier membre de cette dernière congruence est une combinaison de

lignes r, ou, ce qui revient au même, une coml)inaisoii d'arèles h' du polyèdre P',

de sorte que je puis poser
ia+lQ= s 6,',

(I ou

En résumé : à toute congruence entre les arêtes de P, corresponil une con-

gruence entre celles de P', et réciproquement, et la condition nécessaire et

suffisante pour que le |)iemier membre de lune des conditions soit homologue

à zéro, c'esl que l'autre le soil.

En d'autres termes, le nombre des congruenccs distinctes entre les arêtes est

le mènu' jjour P et P', en ne considérant pas des congruences comme distinctes,

ipiand une combinaison linéaire des premiers membres de ces congruences est

homologue à zéro.

En d'autres termes enet)re, le uuurbic ch' Hetti réduit, relatif aux arêtes de P,

est égal au nombre de Betli réduit, relalil aux arêtes de P'.

On pourrait arriver au même résultat, en remarquant que l'on |)eut eunstruiri'

un polyèdre qui serait, à la fois, dérivé du polyèdre P et dérivé du polyèdre

réciproque P', et en appliquant le théorème du paragraphe \ .

Nous verrons plus loin, au paragraphe X, que cette proposition peut être

présentée sous une autre forme.

D'autre part, cela peut permettre, plus Nimplement qu'au paragiaphe V, de

démontrer que les nombres de I^elli réiluils sont égaux aux nombres de Betti

proprement dits.

En efl'et, la délinilion du polyèdre P' ccmqiorle uu certain arbitraire : ses

sommets bf ne sont assujettis qu'à être intérieurs aux cases «;' de P. Dans ces

conditions, on peut évidemment ciioisir louj<purs le polyèdre P' île façon qu'une

ligne fermée quelconrjiie soit une combinaison des è/.

§ VIll. — Démonstration du théorème fondamental.

Soit JNi le nombre des arêtes de noire polyèdre P, iNj le nombre des faces,

N, celui des cases. Formons un lai)leau d'après les règles suivantes :
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I.c lalilrau ;iiir;i î^-j+ M;i colonnes, N... dilfs de l;i |irciiii(''i-(' soflc cl \:, dllcs

de lu seconde; il aura IN.j+iNi lignes, \i de \;\ |ii'cinlère el ^l de lii seconde

sorte. ^ oiei (luels seront les éléments du lalilcuu :

i" l'our rélénient de la e''"'" ligne de la première sorte cl la /" "" culunne i\r

la première sorte, j'écrirai i, si i= J el o, si i^J-
2° Les élénieuls a|i])arlenaul à une li!;iie de la seconde sorte etàune colonne

de la seconde sorte, seront tous nids.

o" L'élémenl de la /"""' colonne de la |uemière sorte el de la /'""" ligne de la

seconde sorte, sera £?•, £?,• étant le nonilire (lui nous iail connaître la reialioii

enlre la face a'[ et l'arête aj

.

4° L'élément de la i"""' ligne de la |ireuiière sorte et de la J"'""' c(donne de la

seconde sorte, sera £,^^, c'est-à-dire le noudjre qui lait connaître la relation cntrt'

la case aJ et la face (if.

Notre tableau, s'il y a par exemple deux cases, quatre i'ac(,'s et trois arêtes,

présentera un aspect tel cpie celui-ci :

I o o o £ £

o I o o £ £

o o I o £ £

(l) /000I££
£ £ £ O O

£ c £ O O

£ £ £ O O

Je n'ai pas écrit les indices des nombres £ pour simplifier.

Voici maintenant les opérations que je regarde comme permises sur ce

tableau :

i" Ajouter une colonne à une autre de même sorte, ou l'en relranclier;

:'." Ajouter une ligne à une autre de même sorte, ou l'en retrancher;

3° Permuter deux colonnes de môme sorte, en changeant tous les signes de

lune d'elles;

4° Permutei- deux lignes de même sorti', en cliangeanl tous les signes de

l'une d'elles.

Toutes ces Iransformalions, poui- les(pieiles li!s élénienls du lahlcau resleul

entiers, s'appellei'onl les Iransforiiitilions urilhiiirtiijtics du tableau.

On j)cut s'en servir pour siiiiplilier- la parliez du laldcau ([iii appailicul aux



COMPLÉMENT A L'ANALYSIS SITUS. 321

colonnes de la première sorte et aux lignes de la seconde sorte, et celle qui

appartient aux colonnes delà deuxième sorte et aux lignes de la première sorte.

Voici jusqu'où l'on peut pousser la simplification, d'après des théorèmes

bien connus d'arithmétique; quand la réduction sera terminée :

L'élément de la «'^""' colonne de la première sorte et de la y""" ligne de la

seconde sorte :

i" Sera nul, si « >,/;

2° Sera égal à un enlicr H,, qui pourra être nul, si t^j;
3" Sera encore nul, si ( <Cj et si H,- est premier avec Hy;

4° Enfin sera nvd, si y > No.

Il en sera de même de l'élément de la «'"""^ ligne de la picinière sorte et de la

yr.nic
(.f,ionne de la seconde sorte.

La réduction peut être poussée encore plus loin, si l'on autorise une

cinquième opération : multiplier tous les éléments d'une Ligne ou d'une colonne

par un môme nombre entier ou non, difierent de zéro.

Les transformations correspondantes s'appelleront les transformations algc-

briques du tableau.

On peut alors supposer que l'élément de la «'"""' colonne de la première sorte

et de la y'"""" ligne de la seconde sorte (de môme que l'élément de la i'*""" ligne

de la première sorte et de la y'™" colonne de la seconde sorte) est nul, si i^j-

Si iz=zj^ il peut être égal à o ou à i. .S'il en est ainsi, je dirai que le tableau

est réduit.

Après la cinquième opération, les éléments qui appartiennent aux lignes et

aux colonnes de la première sorte pourront ne j)as rester entiers; de plus, le

déterminant formé par ces lignes et ces colonnes pourra ne pas rester égal à i

,

mais il restera différent de zéro.

Le tableau ( i ) est relatif aux faces du polyèdre P et à leurs relations avec les

cases et les arôtes. Nous pourrions en dresser un, tout pareil, relatif aux arôles

du polyèdre P et à leurs relations avec les faces et les sommets.

Nous pourrions également envisager le polyèdre P', défini plus haut, et

construire deux tableaux relatifs l'un aux faces de P', l'autre à ses arôles.

Comparons le tableau ( i ), relatif aux faces de P, avec le tableau ( i his^ rela-

tif aux arêtes de P'.

Il résulte de ce qui précède, que ces deux tableaux peuvent se déduire l'un

de l'autre en remplaçant les lignes par les colonnes et inversement.

H. P. — VI. 4i
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C.i'hi |M)si', i-n\ is;ij;fOiis \e labloau (i), iclalil aux laci's de I', cl cxaiiiiuoiis

oiiiiuu'iil ou pcnl ili'iluiri' ilc ce laliU'aii le uoiiihif de Bolli P^ «lu polyèdre P.

Comnicitl, (l'abord. j/okiik-I-o/i en dcduire les congriK-nces entre les

faces et les arêtes ?

Considiirons une ioIoiuk' (|ii('lc()n(jiu' de la pieiiiR'it' sorte; par exemple! la

/'""" colomic. Mnil iplioii.s les elénienls de celle colimiie et de la A "'""^ ligne de la

première sorte par a'I cl ajoulons; puis égalons à la somme ohlenue, en multi-

pliaiil les eleiiK'iils de celle même ciiloiiiic cl de la
y'''"'^' ligue de la seconde

soi'U' jiar (/^' ; nous (dilieudrims la congruence

ce qui esl liu'u une des congruences (3) du paragraphe 11. Toutes les autres

congruences n'en sont (pu' des comliinaisons.

Comment pourra-l-oji maintenant trouver les homologies entre lesfaces?

Pour cela, envisageons, par exemple, la i'"'"° colonne de la seconde sorte;

multiplions les éléments de la A''""' ligne eL de celle colonne par a\, ajoulons

el égalons à zéro; nous trouverons

ce qui esl bien une des homologies (5) du paragraphe II, dont toutes les autres

ne sont que des combinaisons.

Qu adviendra-t-il, maintenant , si ron applique à notre tableau ( i ) une

lransforini(ti(in algébrique quelconque?

A\ant la transformation, cha(juc colonne de la j)remière sorte correspond

à une lace, chaque colonne de la seconde sorte à une case, chaque ligne de la

première sorte à une lace, ciiaque ligne de la seconde sorte à une aréle.

On obtient, comm(! nous l'avons vu, autant de congruences el d'homologics

que de colonnes, en multiplianl les élémenls de ciiaque ligne de la pronière

sorte par la lace correspondante, ceux de chaque ligne de la seconde sorte par

l'arête correspondante, et ajouiaut.

Supposons maiiilenanl qu'on lasse la deuxième opération, c'est-à-dire qu'cui

transforme en ajoutant la ligne de la première sorte, qui correspond à «f, à

celle de la première sorte, qui correspond à aj. Nous convenons de dire qu'à

la nouvelle A''^'"" ligne (celle à laquelle on a ajouté la i'""'" ligne) correspond

toujours la variété a|; mais qu'à la nouvelle «''""(qui d'ailleurs n'a pas changé)

correspond la variété «f— a)..
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Si l'on fait la cinquième opération sur la A'*""^ ligne de la première sorte, en

niullipliant les élémonls par une constante m, nous conviendrons de dire qu'à

la nouvelle A''""" ligne correspond la variété — rt| (notation qui n'a qu'une

valeur symbolique, à moins que — ne soit entier).

Quant à la quatrième opération, ce n'est qu'une combinaison de plusieurs

opérations analogues à la deuxième.

Nous avons ainsi défini la viiiiéié qui correspond à chacune des lignes de la

[iremière sorte du tableau, après qu'on a appliqué à ces lignes une combinaison

quelconque des a", 4' et S"' opérations.

Nous définirions de même les variétés qui correspondent aux diflerentes

lignes de la seconde sorte, après qu'on aurait appliqué à ces lignes une combi-

naison des 2'', 4° et 5° opérations.

Grâce à ces conventions, \\ suffira encore, pour obtenir les congruences et

les liomologies, d'ajouter et d'égaler à zéro, après avoir multiplié les éléments

de eliaque ligne par la variété correspondante, et avoir changé le signe des

produits ainsi obtenus, en ce qui concerne les lignes de la seconde sorte.

Maintenant, si l'on applique aux colonnes du tableau les 1", 3" et 5° opéra-

lions, on ne fera que combiner les congruences entre elles, et les homologies

entre elles; ou iinilli|ilier une congruence cl une homologie par un facteur

constant.

D'où le résultat suivant :
,

Pour déduire les congruences (lu tableau transfonné, voici ce rjuilfaut

faire : multiplier chaque ligne de la première sorte par la variété qui lui

correspond en vertu de la convention que nous venons de faire, et ajouter; faire

de môme pour les lignes de la seconde sorte; égaler les deux résultats ainsi

obtenus; on aura ainsi autant de congruences que de colonnes de la première

sorte; toutes les autres congruences possibles ne seront que des combinaisons.

Pour déduire de même les homologies, il faut : multiplier chaque ligne de la

première sorte par la variété correspondante, ajouter et égaler à zéro; on aura

ainsi autant d'homologies que de colonnes de la seconde sorte; toutes les autres

homologies possibles n'en seront que des combinaisons.

11 importe de remarquer que les congruences et homologies ainsi obtenues,

pourront n'avoir qu'une valeur symbolique, parce que les coefficients pourront

être fractionnaires.
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El, on ofli'l. (rime |)iirl les éléinciils du tableau Iransfornié peuvent ne plus

«Mre entiers; liaulrc pari, la variété qui correspond à une ligne peut, comme je

l'ai dit plus haut, n'avoir elle-m(^nie qu'une valeur symbolique.

Mais comme les coelTicients, entiers ou non, sont toujours commcnsurables,

il suffira de multiplier notre congruence ou notre liomologie par un entier

convenable, pour en déduire une congriieuce ou une liomologie à coefficients

entiers, cpu aura un sens pour elle-même.

Supposo/is. niri//i/i'ii(t/it, f/u'u/t ait rcduil le tableau, comme je Vai dit

plus liaut.

Combien y aura-t-il il'iiouiologies distinctes?

Parmi nos N., colonnes de la seconde sorte, il y en aura N;,— IN'„ dont lous

les éléments srroiil iiiil>, et INj dont un éli'iiicnl sera égal à i et tous les autres

nuls. Les N;,— N', premières ne nous doniu'ronl aucune liomologie; cliaciine

des N', aulres nous en donnera une et ces N', lioinologies seront évidemment

loiiles dislinclcs.

il y a donc N'2 liomologies dislmcles.

Combien y a-t-il de congruences distinctes enire les faces et les arêtes?

Ily en a évidemmentNa, correspondant aux N2 colonnes de la première sorte,

et ces congruences sont distinctes, parce que le déterminant formé avec les

lignes et les colonnes de la première sorte, n'est pas nul.

Considérons maintenant dans notre tableau réduit les Ni lignes de la seconde

sorte; parmi elles il y en aura Ni— N'^ dont tous les éléments sont nuls, ctN'j,

dont un élément est égal à i et tous les autres nuls. Parmi nosN2 congruences,

ily en aura donc N, qui conliendroni une arête, et N2— N'j qui ne contiendront

aucune arête. Il y a donc N2— N'^ congruences entre les faces seulement,

et ces congruences sont Imites distinctes.

Il y aura donc entre les faces seulement No— N'^— Nj congruences, qui

pesteront distinctes, si l'on ne regarde plus comme distinctes celles (pie l'on

peut déduire les unes des autres par le moyen des liomologies.

Le nombre de liclli irlatif air.r faces de P est donc

N„— N',— N'I + i.

Clierclions mainlenaiil le uoiubre d(! Betti relatif aux arêtes de P.

On le trouvera évidemment en opérant comme nous venons de faire sur le

tableau {\ bis), relatif aux arêtes de P'.

Mais on jiasse d'un tableau à l'autre, en reinplaçant les lignes par les
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colonnes, et réciproquement. Les nombres qui joueronl. par rapporta (i bis),

le même rôle que No, N',, N'I jouent par rapporta (i), seront donc respecti-

vement No, N" , N',

.

Donc le nombre de Betti relatif aux arêtes de P' est encore

No— N^— N':-i-i.

Ainsi les nombres de Betti relatifs, Tua aux faces de P, l'autre aux arêtes

de P', sont égaux.

Or nous avons vu plus haut que les nombres de Betti relatifs aux arêtes de P

et à celles de P'sont égaux, de même que les nombres de Betti relatifs aux faces

de P et à celles de P'.

Donc le nombre de Bclti rclalif aux faces de P est égal au nombre de

Belli relatif aux arêtes de P.

Notre théorème fondamental est donc démontré en ce qui concerne le

polyèdre P, c'est-à-dire en ce qui concerne les polyèdres de l'espace à quatre

dimensions.

La démonstration pourrait, sans aucun doute, s'étendre à un polyèdre

quelconque.

§ IX. — Remarques diverses.

Le llK'orèmc fondamental est ainsi établi piir nue d('iu()ustratiou. (pii difl'ère

essentiellement de celle de la page 226 de \Analysis situs.

Mais cela ne saurait pas nous suffire. Il faut nous efl'orcer de retrouver les

propositions intermédiaires et, en particulier, celle-ci :

La condition nécessaire et suffisante pour que Ton puisse trouver une

variété V telle que 2N(V, \,)p:^o, c'estquel'on n'ait pas l'homologie — V/^^o.

Considérons deux variétés, la première \'i, à une dimension, composée

d'arêtes de P', la seconde Vo, k deux dimensions, composée de faces de P, de

telle sorte qu'on aura

l'arête b\ étant celle (|ui correspond à la face «/, d'après les conventions du

paragraphe VIL

L'arête b\ coupe la face «/, et n'en coupe aucune autre, de telle sorte que si

nous reprenons la notation de \Analysis situs, page 222, nous aurons
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Nous supposerons dans ce (|iii va suivre, (|ii(' les variétés Vj el V3 sont

fermées, ce qui s'exprime ))ar les cont;ru(;nces

(1) 2o(,6;^o, Sa;.«/ = o.

\ cnliiins daliorcl (u\f l'on auia

Sa,»;. = o,

|iiiiir\n i|iie 1 (iii :iil l'une des deux liiinioloyies (')

(2) £a,6/'~o, 1,01'^ af r^ o.

Si, en ellel, nous avons, par exemple, la seconde homologio (2), c'est qu'on

aura

-'i=^^J^l,

Çy étani un coefficient ne dépendant que dey'.

D'un aulre côté, la première des congruences (1) peut S(; déduire de l'une

des suivantes :

(3) b;^-zbfEi,

d'où

En égalant à zéro le coefficient de hj , il \ient successivement

i;a,E?,.= o, S2a,;/£?,= o, 2a,a;=o. ' c. 0- F. n.

On raisonnerait de même si l'on axait la jiremièic liomologie (a).

Je dis maintenant que si la seconde liomologie (2) n'a pas lieu, on peut

choisir les a,- de telle façon que Vi reste formée et cependant que 2 a, «'. ne soit

pas nul.

En effet, dire que la s<'conde liouiologie (2) n'a pas lieu, c'est dire qu'on ne

peut pas trouver des nombres Çy tels ipu' l'on ait

(4) a;=2!;/£v,.

Dire que \ 1 reste fermée, c'est ilii-e que les a, sont assujettis aux conditions

(5) ^^,ili=o.

Or il est clair que si les a! ne satisfont pas à des égalités de la forme (4),

(1) Cf. Analysis situs, p. 225 et 22G.
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l'équation linéaire 2a,a,'=o sera distincte des équations (5); on pourra donc

toujours trouver des nombres a,, qui satisfassent aux équations (5) sans

satisfaire à ia,a;= o.

Remarquons d'ailleurs que nous n'avons pas restreint la généralité en supposant

(pie nos variétés Vi et Vo étaient des combinaisons des b' et des a]
,
quelle que

soit la variété V, dont la subdivision forme les polyèdres P et P'. Quelles que

soient les variétés Vi et V2, nous pouvons toujours subdiviser \ , de manière

à former deux polyèdres réciproques P et P' tels que Vi soit une combinaison

des arêtes du second, et Vo une combinaison des faces du premier.

Il faudrait voir comment le tableau (i) du paragraphe Mil et les tableaux

analogues, peuvent nous permettre de déterminer les nombres de Betti, tels

que Betti les définit lui-même, et non plus les nombres de Betti définis de

la seconde manière, c'est-à-dire ceux que nous avons considérés jusqu'à

présent.

Considérons, par exemple, un tableau analogue au tableau (1), mais relatif

aux arêtes du polyèdre P et à leurs relations avec les faces et les sommets.

Considérons, en parliculier, les colonnes de la seconde sorte et les lignes

de la première sorte, où figurent les nombres sf,. Soit T le tableau partiel

ainsi obtenu. A l'aide de ce tableau, on pourra former les~congrueiices

d'où l'on déduit les homologies

(6) I.tliaj~o.

Alors pour reconnaître si plusieurs lignes fermées, formées de combinaisons

des arêtes aj sont distinctes au sens de la première définition, c'est-à-dire

au sens de Betti, il faut savoir si elles sont liées par une homologie obtenue

en combinant les homologies (6) par addition, soustraction ou multiplication,

mais sans division.

Supposons qu'on ail appliqué à notre tableau une série de ces transformations,

que j'ai appelées arithmétiques au paragraphe VIII.

Soit Çf. le nombre qui, dans le tableau transformé, figure dans la y''"" ligne

de la première sorte et la /''""^ colonne de la seconde sorte. Soit Cj la variété qui

correspond à la y'''"'" ligne de la première sorte de notre tableau transformé

en vertu des conventions du paragraphe VIll. D'après ce que nous avons vu

dans ce paragraphe VIII, cette variété n'est qu'une combinaison des arêtes a j.



328 COMPLÉMENT A L'ANALYSIS SITUS.

^Joiis aiiruus alors les lioniologies

(6 bis) SÇ?ycy~o.

Ces honiologies ne smit que des combinaisons des liomologies (6), que l'on

peut obleiiii- sans tli\ision, et réciproquement on peut tirer des homologies (6)

des homologies [(^ bis) snns (/i\/s/o/i, c'est là une conséquence du caractère

arithmétique des transformations.

On peut donc, quand on veut s'assurer si deux lignes fermées sont distinctes

au sens de Betti, se servir des homologies (6 bis) au lieu des homologies (6).

Nous pouvons supposer qu'on s'est servi des transformations arithmétiques

pour réduire le tableau, comme je l'ai expliqué au paragraphe VIII et, par

conséquent, que Zq est nul : i" si i>j; 2" siy > N2.

Le tableau réduit aux colonnes de la seconde sorte et aux lignes de la première

sorte prendra, par exemple, la forme suivante :

a o o o o

e b o o o

f g c o o

h k l d o

o 0000
00000

J'ai supposé six lignes et cinq colonnes; j'ai supposé que l'un des nombres Ç,",

est égal à zéro, de façon qu'une des colonnes du tableau transformé soit

entièrement composée de zéros. J'ajoute que si d était égal à 1 , les nombres h,

k, (, qui figurent à la môme ligne, seraient nuls.

Cela posé, si d n'est pas égal à i , les deux définitions des nombres de Betti

ne coïncident pas, parce que l'on a l'homologic dc^r^ o, d'oîi l'on ne pourrait

déduire l'homologie C4 '^ o que par division. Si d:= i, on a A ;= A* =: Z^= o,

et si c n'est pas égal à i , on aura l'homologie cca^^o, et les deux définitions

ne concorderont pas; et ainsi de suite.

En résumé, pour que les deux définitions concordent, il faut et il suffit que

le produit abcd soit égal à 1

.

Pour interpréter ce résultat, revenons au tableau non transformé. Le

produit abcd sera le plus grand commun diviseur de tous les déterminants

obtenus en supprimant Nj— N3 lignes dans le tableau T, pourvu que ces

déterminants ne soient pas tous nuls (auquel cas il n'y aurait pas dans le tableau

transformé de colonne exclusivement composée de zéros). .Si les déterminants
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sont tous nuls, on en formera d'autres en supprimant dans le tableau T une

colonne et No— N3+ i lignes; le produit abcd sera le plus grand commun

diviseur de tous ces déterminants, s'ils ne sont pas tous nuls; et ainsi de suite.

Nous arrivons ainsi à la règle suivante :

Soit \p le plus grand commun diviseur des déterminants obtenus en partant

du tableau T et j supprimant/) lignes et N2—N^+p colonnes. La condition

nécessaire et suffisante pour que les deux définitions des nombres de Belti

coïncident, c'est que le premier des Ij, qui ne s'annule pas, soit égal à i

(le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres égaux à zéro étant zéro

par définition).

Supposons que la variété Vi= 2a,-6,', considérée au début de ce paragraphe,

ne peut pas être frontière d'une variété à deux dimensions, mais satisfait

à l'homologie Vi-^/o. En d'autres termes, l'homologie Vi'^'O peut se déduire

des homologies (6) par division, mais non pas sans division. Dans ce cas,

on aura néanmoins

N(V„ V«) = Sa,a;=o.

§ \. — Démonstration arithmétique

de l'un des théorèmes du paragraphe VII.

Voici une manière de former les iiomologies qui pourra être utile à connaître.

Soit hl un sommet du polyèdre P', situé à l'intérieur d'une case a,' du

polyèdre P. Soit, d'autre part, a"/, un sommet de P, appartenant à la case «f.

Joignons bj à a\ par une ligne que j'appellerai simplement b° al-

Soit maintenant 6/ une arête de P', dont les deux extrémités sont bj et bl,

de telle sorte que l'une des congruences (3) (cf. §11) relatives à P', soit

Soit, d'autre part, af la face de P qui correspond à l'arête b' de P', et «" un

des sommets de af ; nous aurons l'homologie

(I) hl^albl-alb

Soit al une arête de P, dont les deux extrémités sont «" et a\, de sorte que

l'une des congruences (3) relatives à P soit

100
«i =aj —a/,.

H. P. — VI. 42
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Soit (/j l'une des cases de P aii\(|uelles a])parlienl a/, et 6" le soinmel

correspoiidant de P'; on aura riiomolo};ie

(2) a;~ùlaf-l4al

Je dis inaiiili'iianl (jue loiilcs les li(iiii(il<ii;ics eiilrc les r/^' jifiivenl se déduire

des liomologies (a).

En ellel. suit a"^ nne l'ace fni('l((m(|iie de P, et siiil

la congrnence de la forme (3) qui lui correspond; on en déduit l'iioniologie

(3) Z£,',a/ ~ o,

et nous avons vu au paragraphe \ I (pie toutes les homologies entre les arêtes

de P sont des combinaisons de celles qu'on obtient de la sorte.

Soit alors aj l'une des arêtes de P qui figurent dans l'iiomologie (3), et soit

10
ai EE-. a,, — ai

.

Soit d'ailleurs d^ l'une des cases dont (ait partie af . Nous aurons l'iiomologie

(ibis) a] r^hlal—blal.

Si nous additicjiiiious les lioiiiologies (2 bis) qui sont de la forme (2), après

les avoir multipliées jtar e,"^, tous les termes du second membre disparaîtront

en \ertu des relations (5) du paragraphe II; on retrouverait donc l'iiomo-

logie (3). C. (,). F. D.

On démontrerait de môme que ttuites les homologies entre les l/- peuvent se

déduire des homologies (i).

Nous avons vu plus haut, au paragraphe VII, que si l'on a une congrnence

on peut trouver une autre congruence entre les arêtes de P'

et de telle iaçoii (pidii ail rh(iuiiilogi(!

(4) i;«;~i;i;.

Je dis maintenant (pie cette honiologie (/j) peut être déduite des homo-

logies (l ) et (2).

Découpons, en effet, le premier iiieiiibre de notre cougiueuce Xa'^u en
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un certain nombre de groupes, de telle façon que les arêtes d'un môme groupe

appartiennent à une même case o|. Soit laj l'un de ces groupes; nous aurons

la congruence

(5) 2«/ = <-a;;,

rt,°„ et rt° étant les deux extrémités de la ligne formée par l'ensemble des arêtes

de ce groupe. Je suppose que toutes ces arêles appartiennent à la case «j. Soit

10
«/ = "/, — "I

l'une de ces arêles; nous aurons l'Iiomologic

{2 ter) a] = blal — bla"i,

et en ajoutant toutes ces liomologies, on trouverait

(6) Za]r^hl(C-blal

Ajoutons d'une part toutes les liomologies (6), d'autre part toutes les

congruences (5), qui correspondent aux difl'érenls groupes. L'addition des

congruences (5) doit nous donner la congruence la] ^ o; il s'en suit que si

un sommet «", figure dans une des congruences (5) avec le signe +, il devra

figurer dans une autre avec le signe — . L'addition des liomologies (6) nous

donnera donc

(7) Sa;~S(6,"o!'„-6?0.

En écrivant cette relation, je suppose que «"„ figure dans deux des con-

gruences (5), une fois avec le signe + dans la congruence qui correspond à la

case a\, et une fois avec le signe — dans la congruence qui correspond à la

case oL

Observons maintenant que bl et i" sont deux sommets de P', et que ces

deux sommets appartiennent l'un et l'autre à la case
6J'„.

On peut alors trouver

une ligne formée d'arêtes de P', appartenant à celle case 6'„, et allant de b\ à b"^.

Soit —6' celle ligne; on aura

{S bis) S.b',^bl-b^.

De même que de la congruence (5) des lionitilogies {2 ter), qui sont de la

forme (2), nous avons déduit l'iiomologie (6); de même de la congruence (5 bis)

et d'iiouiologies de la forme (i), nous pourrons déduire l'iiomologie

{(,bis) -^b;^a';„bi-a';„b:;.
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A cliaque loriiic du seroud ini'iiiliri.' df (7) correspund une homologie (6 bis).

En les additionnant, un trouvera

(7 bis) i:26i ~ i:(a»,ij.- «»,6«),

d'où

(8) S«/-H SSè,! ~ o,

Iiomologie de la forme (4), qui se déduit, comme on le voit, des liomo-

logics ( I ) et (a). c. Q. F. d.

On peut se demander pourquoi j'ai jugé nécessaire de revenir siu' un

théorème déjà démontré au paragraphe \ II. On le comprendra si l'on se rend

compte de la nature géométrique, pour ainsi dire, de la démonstration du

paragraphe VII. La présente démonstration a, au contraire, un caractère arith-

métique ; elle n'invoque que des propriétés des schémas définis au paragraphe II,

et des tableaux construits au paragraphe VIII; et elle conserverait sa valeur

alors même qu'à ces schémas et à ces tableaux ne correspondrait aucun

polyèdre.

Qu'avons-nous supposé, en effet? C'est que si oc'^, a^, aÇ sont les nombres

des sommets, des arêtes et des faces appartenant à une môme case, et si (SJ,', |3^,

jj^ sont les nombres des cases, des faces et des arêtes auxquelles appartient un

même sommet, on a

et, en outre, que deux sommets quelconcpies r/° et rt° sont liés par l'homologie

(9) a,''~«2-

Or on peut reconnaître si un sommet appartient à une face, par exemple, en

appliquant au tableau du paragraphe VIII des règles purement aritlimétiques,

et l'on peut de la même manière reconnaître si une homologie telle que (9)

a heu.

§ XI. — Possibilité de la subdivision.

Tout ce qui précède suppose qu'une variété quelconque peut être subdivisée

en variétés simplement connexes, de manière à former un polyèdre P, à

p dimensions, pour lequel les variétés af, af^\ . . ., af, aj ,
«" sont toutes

simplement connexes. Par exemple, toute variété à trois dimensions pourra

être subdivisée en cases simplement connexes, séparées les unes des autres par

des faces simplement connexes.
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C'est cela qu'il nous reste à démontrer, et c'est celte démonstration que je

vais donner. Je précise davanlai^e : je vais montrer que toute variété à

p dimensions peut être subdivisée de façon à former un polyèdre P, dont toutes

les variétés a'', «f"', . . . , a,", «/, a° sont des tétraèdres généralisés.

Je supposerai que le théorème a été démontré pour une variété à y>—

i

dimensions, et je me propose de l'étendre à une variété kp dimensions.

Nous présenterons la définition de notre variété sous la forme suivante, qui

comprendra les deux définitions données dans VAnalysis si/us.

Nous aurons les équations et les inégalités :

I a;,= 0, (_>•,, jo, .... r.,) (j = 1, 2, ..., n),

(i) j/-((ri,r2, ...,.r,,) = " {/c= i, 2, ..., q—p),
' ?/-(ji!.r2, .,.rq)> «

Ces équations et ces inégalités définiront une variété v qui sera limitée cl,

en général, non fermée; on auiii différents systèmes analogues d'équations

l'I d'inégalités, définissant aiiliinl de variétés parliclk's ijiie j'appellerai Cj,

Deux de ces variétés seront dites contiguës, si elles ont une partie commune,

et je puis supposer que l'on peut passer d'un point quelconque de l'une de ces

variétés à un point quelconque d'une autre quelconque d'entre elles, sans sortir

de l'ensemble de ces variétés. Cet ensemble constituera la variété que

j'appellerai V, et qu'il s'agissait de définir.

Je supposerai que cette variété V est bilatère.

C'est évidemment là la façon la plus générale possible de définir une variété.

Considérons la variété partielle t'i, définie par les équations (i).

D'après le théorème des fonctions implicites, on pourra satisfaire aux

équations

fk = o,

en faisant

les <\i étant des fonctions iiulomorphes des z; mais les séries ij^ pourront ne pas

converger pour tous les points de la variété i\.

Les conditions de convergence seront certaines inégalités

r\k{Si, Zï, .. ., Zp) > o.

Quand on remplacera les j en fonctions des z, les relations
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deviendront

.1-1= 6,(^1, 3;, . . . , Zp),

Alors rensemlilc des relations

(I bis) Xi = O;, tp), > o, TjA > o

définira une ccriaino variété i', , de irllc l'aron <nie l'ensemble des variétés

analogues à c', reproduira la varii'lé r,.

Nous sommes ainsi ramenés à la seciiudc déliuition de VAiuilysis silus.

Cela posé, soit c, une variété c', satisfaisant aux conditions suivantes : elle

sera loul entière conlenue dans r', ; (die comprendra tous les points de r', qui

ne lui sont pas communs avec une des variétés ciinligui's
;
par conséquent, la

frontière complète de v\ sera lout entière dans la partie commune à c', et aux

variétés conliguës.

A chacune des variétés r'^, c.,, . . . , dont l'ensemble constitue V, correspondra

ainsi une variété v\, r" , . . . , satisfaisant aux conditions que je viens d'énoncer;

et il est clair qu'on jieiit s'arranger de telle façon que lout |ioiiit de V

appartienne à l'uiit' des variétés r", el à une seule, à moins qu'il ne soit sur la

frontière de l'une des variété c", au(piel cas il devra appartenir, en outre, à la

frontière au moins d'une autre variété c".

La variété V, ainsi subdivisée en variétés c", constitue un polyèdre P, au sens

donné à ce mot au paragraphe II. Mais ce polyèdre ne convient pas encore à la

question, car nous ne pouvons savoir si les variétés v" sont des tétraèdres

généralisés, ou même sont simplement connexes.

Considérons la variété c'î , et soit

z, = o, «2=0, ..., z-,, = o

un poiiil iiilriicur à celle variété; considérons la variété à une dimension

Zi = a,/, z.,= a-,l, ..., z,.= apt,

OÙ les « sont «h's constantes, et où nous ferons varier i depuis o jusqu'à + oo

.

C'est ce que j'appellerai un rayon vecteur.

Chaque rayon vecteur rencontrera la frontière complète de v\ en un nombre

impair de points; en effet, quand on suivra ce rayon, en faisant varier f de o

à +00, on sortira de la variété c" ; on pourra y rentrer ensuite et en sortir

plusieurs fois, mais on finira toujours par en sortir pour n'y plus rentrer.

Il pourra se faire qu'un rayon vecteur rencontre la frontière de ej en deux
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points confondus. Les rayons vccLeurs qui satisfont à cette condition

s'appelleront les rayons remarquables.

L'ensemble des rajons remarquaijles formera une ou plusieurs variétés

à />

—

I dimensions, que j'appellerai les cônes remarquables.

Les intersections des cônes remarquables avec la frontière de v\ formeront une

ou plusieurs variétés k jj— 2 dimensions, que j'appellerai U, et ces variétés U
partageront la frontière de v\ en réj;ions que j'appellerai R.

Une région R ne peut être rencontrée par un rayon vecteur en plus d'un

point, mais d'après ce que nous venons de voir, il peut se présenter deux cas :

quand on suit ce rayon vecteur, en faisant croitre < de o à 00, on peut, au

lUdiiirnl un IDa rencontre R, sortir de cj ou y rentrer. Si le premier cas, par

exemjtle, se présente pour un des vecteurs ([iii rencontrent R, il se présentera

|)i)ur tous les vecteurs qui rencontrent R.

DOù la distinction des l'égions R en régions de la premièn^ sorte, (nie les

rayons vecteurs rencontrent en sortant de i'|, et en régions de la seconde sorte,

que les rayons vecteurs rencontrent en rentrant dans i-\.

Les régions R étant des variétés à p— 1 dimensions pourront, d'après

l'hypothèse faite au début, être subdivisées en tétraèdres généralisés.

Supposons, pour fixer les idées, qu'un ravon vecteur rencmilre trois fois la

frontière de e",
,
qu'il rencontre successivement les régions Ri, lU, li;i ! Ri et R;.

seront de la première sorte, Ro sera de la seconde sorte.

Subdivisons Ri et R;, en tétraèdres généralisés à. p— r dimensions.

Si Ti est une des subdivisions de Ri, menons tous les rayons vecteurs qui

passent par les diflérents points de T) , et conservons la partie de ces rayons

vecteurs qui est comprise entre le point s,-=o et le rayon Ri (partie qui est

intérieure à c"); l'ensemble de ces vecteurs formera un tétraèdre généralisé

à j) dimensions, ayant [loiir sommet le poiul c,= n, et pour liase le tétraèdre

généralisé à p— 1 dimensions ïi.

Soit maintenant T;, une des siil)di\ isiims de R;, ; menons encore tous les

rayons vecteurs qui passent par les dillérenls points de T;, et conservons la

partie de ces rayons vecteurs qui est comprise entre Ro et R;, (partie qui est

intérieure à v\). Cet ensemble forme une variété k p— 1 dimensions que l'on

pourrait appeler un tronc de tétraèdre généralisé, dont les deux bases

sont T i et un tétraèdre généralisé in p— i dimensions, que j'appellerai To et

qui fera partie de R^.. C'est, en d'autres termes, la dillérence de deux tétraèdres
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généralisOs, ;n;mt |)oiir sunimct ccuniiimi li; [loiul ;/= o cl pour bases, l'un Tj,

rautro T,.

Ce tronc de Iclracdrc licnci-alisc jiouria à son lour ôtre parlagc en/> tétraèdres

Kt'ncraliscs, ilc niOuic tjue clans le tliéorèuic classique, le tronc do pyramide

lriani;iilairc se partage en trois pyramides triangulaires.
,

Finalement c", sera partagé en tétraèdres généralisés.

Une diiTiculté subsiste cepcndani; on peut subdiviser comme v'[ les autres

variétés analogues c'I, f',, ... ; cousidcions h\ sulxlivision de v'[ en tétraèdres

généralisés Ti et celle de iÇ en tétraèdres généralisés To. La frontière commune

de v'[ et Cj se trouvera subdivisée, d'une part en tétraèdres généralisés

à yj— I dimensions Ti, qui seront les faces des T|, et d'autre part, en

tétraèdres généralisés à p— i dimensions Ta, qui seront les faces des Tj ; mais

il n'est pas évident que ces deux subdivisions coincident

.

Considérons alors la paitie commune à l'un des Ti cl à 1 im dt's t..; je pourrai,

d'après l'hypothèse faite au début, la subdiviser en tétraèdres généralisés

à p— I dimensions i. Ainsi chacun des ti'lraèdres Tj et chacun des tétraèdres t-i

sera subdivisé en tétraèdres a.

Soit maintenant t', une des variétés à q dimensions appartenant à Ti

(j'emploie ici le mot appartenir dans le môme sens que quand je dis que les

faces, les arêtes, et les sommets d'un tétraèdre ordinaire appartiennent à ce

tétraèdre, ou quand je disais au paragraphe II ((ue les variétés a? appartenaient

au polyèdre P). Soit, de même, t'^ une des variétés à q dimensions appartenant

à T2. Ces deux variétés t', et x\ seront des tétraèdres généralisés, puisque d'après

la définition du tétraèdre généralisé, toute variété qui appartient à un tétraèdre

généralisé, est elle-même un tétraèdre généralisé. Alors t', et T, se trouveront

subdivisés en tétraèdres généralisés à q dimensions c, qui appartiendront aux

tétraèdres à /)—-i dimensions ct.

Cela à la rigueur pourrait nous suffire ; nos variétés c'J, ... seraient partagées en

tétraèdres généralisés à. p dimensions T'', leurs frontières en tétraèdres à /J— i

dimensions T''"', ... ; seulement ces tétraèdres T/'~' ne seraient pas ceux qui

appartiennent aux l(;traèdres T'', ceux-là eu seraient seulement des subdivisions.

Mais nous pouvons aller plus loin.

Considérons l'un d(!s tétraèdres à p dimensions T'' dans lecpiel e", est sub-

divisé. Je rappcdle qu'on les a obtenus en suiiflivisant les troncs de tétraèdres

généralisés, dont il a été question plus liaut. Par conséquent, T'' a tous
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ses sommets sur la frontière de i\ (il y aiirail exception pour les tétraèdres

dont un sommet est au point j,= o. mais pour ceux-là il n"j a pas de

dilïlculté).

Supposons, par exemple, que les points communs à T'' et à la région que

j'ai appelée plus haut R^ forment un tétraèdre généralisé à r/ dimensions T''

appaiti'iianl à T'', et que les points communs à T'' et à la région Ra forment

un tétraèdre à /)— q — i dimensions T'^~7— ', appartenant à T''.

Les tétraèilres T'/ et T''~'/~' son! analogues aux tétraèdres t', traités plus liaut
;

ils peuvent donc être subdivisés en tétraèdres analogues à ceux que j'ai

appelés a'; soient S^, Sf, . . ., les tétraèdres analogues à ct', qui sont des sub-

divisions de T''; soient S^~''"', S''"''"', . . . les tétraèdres analogues à o-' qui

sont des subdivisions de T''~''^*. Je ilis qu'on peut subdiviser T" en tétraèdres

À p dimensions de telle façon que les variétés S^, S^, . . .
, S^"''"', S^~''~', . . .

appartiennent à T''.

Pour le démontrer, je suppose d'abord que T'' soil un liîtidèdre rcctiligne

[cf. § II in fine). On sait qu'un tétraèdre rectiligne est entièrement défini

quand on connaît ses y> + i sommets. Alors T'' est le tétraèdre rectiligne qui a

pour sommets ceux de T'' et de Tf-i-'

.

Supposons que T'' se décompose en g tétraèdres partiels

ST, sf, ..., sj

et T''~'i~' en /i tétraèdres partiels

Sf-''-', S'^"-', s^;-'- .

On vérifiera alors que T'' se décompose en g/i tétraèdres partiels qui sont

ceux dont les sommets sont ceux de

S,'' et S'I-'-' f/ = i,2, ..., „-; X-=i, -2, .... /O.

Si le tétraèdre T'' n'est pas rectiligne, le résultat subsiste puisqu un

tétraèdre quelconque est homéomorpiie à un tétraèdre rectiligne.

Ainsi noire variété est décomposée en tétraèdres kp dimensions de façon à

former un polyèdre tel que toute variété appartenant à ce polyèdre, aj)partient

à l'un de ces tétraèdres.

On est ainsi débarrassé des derniers doutes qui pouvaient subsister au sujet

de la possibilité de subdiviser une variété V de façon à former un polyèdre P,

pour lequel tous les af soient simplement connexes.

I
—pg^sa.

H. F. — VI. 43



SECOND COMPLÉMENT

L'ANALYSIS SITUS

Proceedings 0/ llic Londoii Matheinatical Society, t. 3-, p. 277-008 (14 juin 1900).

Introduction.

J'hi jjuljlic dans le Journal de l'Ecole Polytechnique un liavail inlitulù

« Analysis si/us »; je me suis occupé une seconde fois du inûnie problème

dans un Mémoire portant pour titre « Complément à VAnalysis situs », et qui

a été imprimé dans les Rendiconti del Circolo Matematicu di Palermo.

Cependant la question est loin d'être épuisée, et je serai sans doute forcé d'j

revenir à plusieurs reprises. Pour cette l'ois, je me bornerai à certaines considé-

rations qui sont de nature à simplifier, à éclaircir et à compléter les résultats

précédemiiicni acquis.

Les renvois portant simplement une indicalinn de paragraphe ou de pa<;e se

rapporteront au premier McÂmoire, celui du Joiiinnl de l'Ecole Poly-

technique; les renvois où ci's indications seront prcjccklccs de la lettre c. se

rapporteront au Mémoire des Rendiconti.

Quant aux renvois aux paragraphes du présent Mémoire, je les l'crai précéder

des lettres 2c.
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§ 1. Rappel des principales définitions.

Cuiisidéions une variété fermée à /> dimensions. Nous supposennis que celle

variété a élé sulidivisée de manière à loriiier un [lolvèdre P à p dimensions.

Les éléments de ce polyèdre s'appelleront les a[' ; ils seront séparés les uns des

autres par des variétés h p — i dimensions qui s'appelleront les r/f'"' ; celles-ci

seront séparées les unes des autres pin des variétés à ]>— 2 dijuensions qui

s'appelleront les a'l~' ; et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive aux sommets du

polyèdre qui s'appelleront les «".

Toutes ces variétés seront sim|ilcuicnl CDimexes, c'est-à-dire lioméomorphcs

à l'hypersphère.

.Si une variété a'I a pour fronlière complète les «/^', j'écnrai la congruence

(1) «/^Sc;^^?-',

où les £ sont égaux à o, + i ou — i ( c, § II, p. a()5).

Nous écrirons, d'autre pari, l'homologie

(2) SE^aJ-'^o.

Nous combinei'ons les congruences (i) elles homologies (a) par addition,

soustraction, mulliplicalion, et quelquefois par division.

Parmi les congruences entre àj et rtf~' obtenues par la combinaison des

congruences (i), nous distinguerons celles qui ne contiennent que des «j', et

d'où les a/~' ont disparu.

Nous désignerons quelquefois les a° sous le nom de sommets^ les a] sous

celui à^arêtes, les af sous celui de faces, les a] sous celui de cases, les a*

sous celui à' hypercases.

Au polyèdre P correspond un |)ulyé(lri' réciproque P' (c, § VU), dont

j'appellerai les éléments èf au lieu de «f, //f
' au lieu de «''"' et enfin 6°

au lieu de a".

Entre les deux polyèdres, il y a une correspondance telle que èf"' correspond

à a''. Les deux polyèdres proviennent de la subdivision d'une m^me

variété V.

Entre les éléments de P', nous avons les congruences

(1 bis) bi = S£/;-'+| èy-'

analogues aux congruences ( i ); nous pouvons l'écrire égalcmicnt

b'!= Ze.lJbJ-',
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on posiinl

(' Il

Entre li'> flcinonls ili' P cl iriiv ilo P', nous avons encore une aulrc

relation.

Ra|>|)elons la noliillon N(\ . \ ')(!:; 9, p. 'i-i-j.). Nous aurons alors

i^(«i, ^r•') = -'

si i n est jias ei;al à /. , et

"^ (";', h{'~'i ) = ±i.

11 reste reste à voir m l'on doit juemire le sij;ne r ou le signe —

.

Pour nous on rendre compte, considérons deux éléments correspondants

ilr 1' ri de P' (|ue
I

appellerai r/]' et 6f
~''

; considérons, daulre part, deux

éh'uu'nts eorres}>tuidanls f^J"' el /<''^''" de hdle laçon que a'j^^ a|)partienne

.le pourrai toujours clioisir mes coordonnées de telle façon que les é(puiUons

lie a'I soient

(3) F,= F,= ... = IVy = o.

les F étant des fonctions de coordonnées yi, f^ ....
J'jj

qui délinu'onl

la position (I un j)uinl siii- la variété V.

Soient de mémo

(4) <I), = <1>2= ... =<t ,,_, = <,

les équations de b'f'''
"

'. \v [xuirrai alors supposer (pie les é(pialii)ns de f<J~
'

s'obliennenl en adjoignant aux équations ( i) l'équalion i]> = o, el que celles

de Af"' s'obliennenl en adjoignaiiL aux équations (a ) l'équation <\i = i . je pourrai

in'arranger pour que la même l'onclion ']/ (igure au premier membre de ces

deux équations.

Alors paiiui les inegaliles, qui a\cc les égalités ( i ) eomplèlcnl la lieliniliou

du a'', dcNra ligurer linégalilé

'i > o.

I)e nuune, parmi les inégalités qui avec les égalités (a) complètent la déliultion

de b'I"'"'' , devra figurer l'inégalité

.Si nous voulons (pu- s/^ soit l'gal à + i, il i'aul d'après nos conventions (jue

les équations de «J^' se mellcul dans l'ordre sui\anl :
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el si nous voulons en môme temps que Eyf"''"^' =+ i, il faut que les équations

de h1"' se mettent dans l'ordre suivant :

<I), = <!),,= ... = <Ii,^_, = I — >i = o.

Le nombre N(«'/, b'-"') dépend du signe du déterminani fonctionnel de

F„ F,, ..., F/,_,„ '!>,, <!.,, ..., *,,_,, i-'l.

De même, le nombre N (a'j'' , b^'"'^') dépend du signe du déterminant

fonctionnel de

F„ F.„ ..., F,,_,, 'l, *., <!.,, ..., *,/_,.

Nous pouvons toujours supposer que les fonctions F, 4» et iL aient été

choisies de telle sorte que ces déterminants ne s'annulent pas dans le domaine

considéré.

Nous voyons alors que les deux délerininants sont de même signe si rj est

pair, et de signe contraire si q est impair.

Nous aurons dans le premier cas

N(«Y, 6f-/) = lV(aJ-',6/'-/-'),

el dans le second cas

N(«';, 6f-'/)=-N(a'/-', 6f-/-').

Comme nous j)ourrons toujours supposer

nous trouverons successivemeni

N(«;, 6f-')=-i, N(</f, 6f-=)=-i, N(«^ir^)= + i,

La seule cliose à retenir, c'est que le nombre N(f/f, b['~'') ne dépend (jne

de c/.

Cela posé, on peut former avec les nombres £;' un lableau que j'appellerai T,,,

et où le nom!)re £j^- occupera la /"'""'ligne el la y'"'"'' c( donne. Dans ce tableau T,,,

il y aura donc autant de lignes que de af el de colonnes que de «'/""'.

.l'ai appelé a,/ le nombre des «'/ de sorte que le tal)leau Ty aura a,j lignes

et a,/_i colonnes. En particulier, le tableau Ti nous donnera la relation entre

les arêtes et les sommets, le tableau Ti entre les faces et les arêtes, etc.

J'appellerai T[^ le tableau qui est formé avec P', comme T,, avec P. Nous

voyons que le tableau T'^ s'obtient en parlant du lalilcaii T/,_,,_^i, permutant

les lignes avec les colonnes, et réciproquement.
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jN'ous axons désigni' (c, i; III. |>. îoi ) |)iir z,,— a'^ le lunnhri' des lioinologies

distincles entre les (l'j. cl par a,,— «'^ !< ininilire des confçriiénces distinctes

enlie les (/'/ l les a'I'' étant idiminés); par

1',,= x',/— x"^ -+- 1

le nombre de Betli correspondunl anx a'I

.

Nous avons appeliî (3,,, (3'^ et ^"^ les nonilires analoi;ues à «,,, oc[^ et a", et se

rapporlani au polyèdre P', de telle sorte que

o ^

§ 2. Réduction des tableaux.

Considérons un tableau T formé de nombres entiers rangés en un certain

mimlire de lignes et de colonnes. Tels sont nos tableaux T,/.

Supposons (jue Ton puisse laire sur ce tableau les opérations suivantes :

i" Ajouter une coitmne à une autre ou l'en retrancher;

a" Permuter deux colonnes et changer le signe de l'une d'elles;

.3" Faire les mêmes opérations sur les lignes.

En combinant ces opérations, on pourra faire subir aux colonnes une

substitution linéaire quelconque pourvu que les coefficients soient entiers et le

déterminant égal à i . De même pour les lignes.

Quel est, par le moyen de ces opérations, le plus grand degré de simplicité

auquel on puisse réduire un tableau? C'est ce que nous allons examiner.

Supposons d'abord, pour fixer les idées, que le lableau T n'ait pas plus de

lignes que de colonnes.

Lkmme I. Soit

jin Inhlcini T (jue je sujijkisi'

coloiim'S.

«I a» '/:; II; Cl:,

h, h. h. h; b.

Cl r-, c- Cl C:,

l>iiiir iLiL'v les idées, de trois lignes et de ciiu/

Je suppose f/iie les ijuinze noiiihies a, b, c soient premiers entre eux; je

dis qu'on poui ru taujoins trouver trois iioiidires a,, (3,, y,, tels que les einq

nombres

siiii'iil jii <'inirrs cuire eux.

['j,b,-h -;iC/ (' = !, --i, 3, 4, 0)
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Pour cela les nombres «,, |3|, yi doixoiit d'abord remplir une première

condition : ils doivent être premiers enlre eux. Si celle condition est remplie,

on pourra trouver six autres nom!)res zj, (3j, yo; a,, p,, y,, tels que le déter-

minant

^1 Pi 7i

-, p.

Posons alors

/m = a^ rt, -h px 6; -I- T* c, ( / = 1 , 2, 3, 4, 5 ; X: = 1 , 2, 3 ).

«1
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par auiMiii do l'aclrnis pi'cinici's de M: cl, (•oiiinic il diiil diviser ;\r, il sera

éi;a 1 il I .

l" Couoi.nilii;. — Si rmi l'ail -iiiliii' aux lii;iies du lalileaii la snhsiil iil iini

liiK'aiie

ai [i. Yi

3., [i.. v,

3<3 h Yn,

il est riair r|iie li^s ('li'nients de la
/''""' ridonne qui ('Maienl

«,, /'i, c,

(le\ leiuli'dlil

liû. Il a, li-i,

d'où relie consépiienre :

Si les éléments du tiihleau sont premiers entre eux, on peut réduire le

tableau de telle sarlc ipie 1rs rlémeiils de la prciiu'rrc l/finc soient premiers

entre eux.

3'' Corollaire. — Si les éléments du tableau ont pour plus grand

commun diviseur 0, on peu/ réduire le tableau de telle sorte que les éléments

de la première ligne aient jxiui- /dus i^rand commun diviseur ô.

TiiÉORÈJiK. — Soit m le nombre des colonnes et n celui des lignes (m ^ «);

soit Mo le plus grand commun diviseur de tous les déterminants obtenus en

sujiprininnl dans le t<dileau m — n colonnes (juelennques : soit M 1
le jilus

grand rimnuun iliviseur de tous les déterininanis obtenus en supprimant

dans le tableau m — /; + i colonnes et une ligne: soit Mj relui des déter-

minants obtenus en suppjrimant m — // + 2 colonnes et deux lignes, etc. ; soit

enfin Mn_i celui des déterminants obtenus en supprimant m— i colonnes

et n— I lignes, c'est-à-dire en d'autres termes celui de tous les éléments.

Ces nombres M,,, M| M„_i ne seront jias altérés par les opérations

faites soit sur les lignes, soit sur les colonnes.

Il va sans dire ijiic le noinlii-e M/, deviail èlre eonsidcTi' comme nul si Ions

les délerminanis correspondants étaient nuls.

Nous pourrons alors énoncer notre corollaire sous la forme suivante :

3*^ CiiHOI.l.AlRi:. — On peut réiluirr le lidilrau ilr Irllr sorti' ipir le plus

grand roniniun divisrur des éléments de hi prruiir]-r lignr soil M„ |.

Lemmi-: II. - On peut . jinr une IronsforuKdion entre les colonnes, réduire



SECOND COMPLEMENT A L ANALYSIS SITUS. 345

le IdlilcdK de Iclli' s<irt<' ijin' Ir jiifiiiicr ('Iriiicnl ilr la première Ui;nc

devienne M,,_i, et (lue huis les nu 1res éléments de lu première ligne

deviennent nuls.

Nous allons taire subir, en eflet, aux colonnes (supposées ciininiê plus Imul

au nombre Je m ^ 5) la subjlitulion linéaire

'X\ ao y.:\ '-l; :(.-.

(a)

(Iiinl le déterminani fbiil élre éi^al à 1. SoienI

«1, a», ((;,, II,, Or,

les éléments de la première ligne. Après les réduelions cpie le tableau a ib'jà

subies, le plus grand commun diviseur de ces cinq nombres est devenu M„_i.

Nous pouvons alors ciioisir la substitution ( 3 ) de telle sorte que l'on ail

i;2,«,-= M„_|, 2 j,a;= i;Y,rt/= i;o,a,= S'^,a,=: o.

Alors, après la transformation, les ('lémenls de la preiiuèic ligne >eronl

.M„_,, o, o, o, (1.

Lemme TTI. — Je dis mninleminl i/u'on pent . pur une irnnsformiiliun entre

les lignes, réduire ii zéro tous /t's éléments de lu première ciiluiine, fniuj h/

premier ipii reste égal il M„_i.

En elTel. après les réductions déjà laites, les éb'ments de la premièn» C(jlonne

(supposés au noiiiliie de n =3) sont

M„_,, Ç-.M»-,, 9:;M„_,,

q-, ê' (/:: é'tanl des entiers ; et en efl'el , d'aju-ès noN li vpolhèses, tous nos ('lémenls

sont divisibles par AI„_i.

.Si alors nous retrancluuis de la seconde ligne la première ligne multipliée

par iji, et de la troisième ligne la première ligne iniilllplii'e par </,. la première

colonne devient

M„_i, o, o.

D'ailleurs la première ligne ne change |)as.

Si l'on su|iprimail maintenant la première ligne et la première colonne du

H. P. — VI. 44
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tableau T. il icslcrail un l;ilil i 1 dr /;/ — i colimncs cl de // — i lii^iics. piir

rapnoi't aïKiurl li'-- iiiuiilin'--

.M„ M,

joueraient Ir mumiic lôle <\ue les nombres Mo, Mi . . . , par rapporl au tableau T.

En particulier, le plus !;rand commun diviseur des éléments de T' est w"~' '

Nous pouvons maintenant continuer la réduction, mais en opérant seulement

sur les m — i dernières colonnes et sur les /( — i dernières lignes. La première

ligne ne changera plus puisque ses m— i derniers éléments sont nuls, ni la

première colonne non plus puisque ses n — i derniers éléments sont nuls.

On pourra opérer sur le tableau T' comme nous avons opéré sur le tableau T.

Après cette nouvelle réduction :

i" Tous les éléments de la première ligne et ceux de la première colonne

sont restés nuls, sauf le premier élément de la première ligne et de la première

colonne qui est resté égal à M„_i.

2° Tous les éléments de la seconde ligne et ceux de la seconde colonne

sont devenus nuls, sauf le second élément de la seconde ligne et de la seconde

colonne (lui est devenu .."~ •

' M„_,

3" Si l'on supprime les deux premières lignes et les deux premières

colonnes, on obtient un tableau T" de m— 2 colonnes et de 7< —-2 lignes, par

rapport auquel les nombres

AIo Ml M„-3

M„_.' M„_,' "' M„_2

jouent le même rôle que les nombres Mo, Mj, ..., M„_i par rapport au

tableau T. Et ainsi de suite.

A la lin de la réduction, l'éb-menl cpii a|)partienl à la
/"'"" ligne et à la

ji-rme colonne est nul si / n'est pas ('gai à /'; lélément (pii appartient à la

M^-kme ijg^g g^ jg -i^mv colonne est égal à
M«-;+i

Les n nombres

,^s ., M„_2 M„-n M, Mo
^' ^'"-" M^i;' WT.'

•'
m;' m;

peuvent s'appeler les invariants du tableau T.

On peut remarquer :

i" Que chacun de ces invariants divise h; suivant;
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2" (hw (|ui'l(iiu's-uiis (le CCS iiivatiiiiiLs |U'ii\i'iil rire unis, mais (jiie, si luii

d'eux 1 Csl. Ions ceux (ini le sni\eul le s(nil l'^nleineul .

Si le tableau l a\ail plus île lii;iu's (lue de colonnes, la rt'dnclion se ferait

de la inônie manière, senlemeiil il landrail interverlir le r('ile des Hj^nes et

des colonnes.

On aurait alors //«<«; le nombre Mu serait le plus grand commun

diviseur des déterminants obtenus en supprimant ji — m lignes; en général,

M,, serait le plus grand commun di\iseui' des déterminants obtenus en

supprimant /i— m + i lignes et i colonnes quelconques. Enfin, le plus grand

commun diviseur des éléments du tableau T serait M,„_i.

En général, le nombre des invariants serait le plus petit des deux

noiubi'e n el m.

§ .'5. Comparaison des tableaux T,, et T,,.

Le tableau T,, nous fait connaître les relations entre les al et les aj~' dans

le polyèdre P. A chaque ligne de ce tableau correspond un af et à chaque

colonne un ''/ '• A chaqiie ligne de ce tableau correspond égalemeni une

congnience

(i) «?=2£'/.rt'/-'V/ l II I

entre les a'j et les ay^ el une lunnulogie

(2) ££;j;.aV-'~o

entre les a'j '

.

<^u'arri\eia-L-il mainleuani si, par les opérations du paragraphe précédent,

on réduit le tai)leau T,, ? A cha(pu' ligne du tabhviu réduit correspondra une

combinaison linéaire des a'I , à chacpie (ulonn(^ une combinaison linéaire

des aj"'. J'ai expliqué (c, § VIII, p. .)2j) d'après quelles règles ces combi-

naisons linéaires" doivent être formées. Voici comment ces règles peuvent

être résumées.

Supp()S(Uis que, pour passer du lid)lean T,^ au tableau réduit, on applique

aux lignes de T,, une certaine sulisiilulion linéaire S, et aux colonnes une

autre substitution linéaire a. Soit rj' la substitution contrageédiente de a (je

veux dire que, si l'on a deux séries de a,/_i variables a", et y,, et que Ion

applique la sid)stitution a à la première série et la substitution ct' à la seconde,

la forme 2a?, )', ne devra pas (''Ire altérée).



54 s SECOND COMPLEMENT A LANALYSIS SITUS.

1

I

l'i (juc a cli:ini;(' n'[~^ en

Nous iermis correspondre à la
/''""'

lii;iie du liibhniu lédiiil la combinaison

linéaire r/, el à la /"''"'" colonne la combinaison linéaire r/f''.

Dans noire lableau rednil. Ions les éb'menls soni nuls, sauf ceux de

la
/''""'

Iif;ne el de la <""'"' colonne, qui sonI donn('s d'a|)iès le paragraphe

|)iéct''ilenl par la toiimdc

M„_,-_

Je désignerai, pour abr('ger, ])ar w/ cel (démeni de la /'' '"" ligne el île

la
/''""' colonne; el je conviendrai cpu- wf doit élre regardé comme nul, si / est

pins grand cpie le plus petit des d(Mix nombres oi.,i et a,y_i (nombre des lignes

el nombre des colonnes).

A la «''""' ligne du tableau rc'duit correspondra alors la congruence

{ihis) c7=w7(/7-'

et l'homologie

{>.bis) to?(/7-'~o.

Les congruences et les liomologies i^\ bis) et (9. bis) peuvent s(^ déduire

des congruences et liomologies (i) et (2) [lar addilion, soustraction, miilti-

plicalion, /nais sans divisio/i, et r(''cipi'()(jiieinent.

Si «,y_i >> a,, el si i^x,j, m'/ est nul, de sorte que la congruence et

riiomologie (1 bis) et (2 bis) se réduisent à

c9;^o et o ~ o.

Les nombres m'/ sont ce rpie j'ai appidi'' dans le |)aragiaplie préc(''denl

les i/Hf/rian/s ilii lableau T,,. Supposons (pie jiaiiiii ci's i/ivarian/s

il 1' ('/; ai/ ,/ ijiii ne salent pas nuls; ou aura, bien enlendii,

l'armi les congruences ( i bis), les v,, premièi'es coni iendroni à la l'oisr''el r/^!'"'

|nji>(|ue 'it'l ne sera pas nul. Au coniraire, les a,,— y,, dernières si'ciiroul
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el ne conliendroni plus k's «/''; il c^l clair nue lunies eus congruences sont

dislincles, el que l'on oblient ainsi toutes les congruences entre les ai d'où

les aj~' sont élimini's. On a donc

Maiulcnanl , paiini les liomologies (2 bis), les x,/— •,/ dernières se réduisent

à des identités, mais les ••'/ premières sont distinctes; on a donc

d'où pour le munlire de Belti

P,,= 7.,,-Y,/+,
— Tv-t-i-

Comparons maintenant le tableau T,y au lal)Ieau correspondant T^,_,y-,-i

reialil au polyèdre réciproque I". Ce tableau, qui se déduit de ï,/ enperuiutanl

les ligues avec les colonnes, a |3y,_,y+i = a,y_j lignes et py;-,,= a,, colonnes.

Le nombre y,y est le môme pour les deux tableaux, de sorte qu'il vient

P/<-v+i — Vv ~" ^'/' i'/'—'/ \'p-'i ~ .'/'

d'où

^^''-Y = P/'—/— Vy — ^'i~ ^'./)

et pour le noud)re de lîetti P/,_,,+
i

relatif au polyèdre I''

"/;-<;+! =t->,,-q+l P/.-,/+l -*-• = */-' ^ '.'•/-' ~ "l'v"'"'-

Nous déduisons de là

ce qui, si l'on se rappelle que les nombres tie Betli relatils aux ileux pohèdres

réciproques P et P' sont les mêmes, montre que les nombres de Betti également

distants des extrêmes sont égaux.

Revenons aux liomologies (26/il. Si Ton admet (pie l'on a le droit de

diviser les liomologies par un entier difl'erent de zéro, les y,,
|)remières

homologies nous donneront

(//-' ~u (î =1, -i, ..., Y,/),

el la plus générale îles liomologies entre les a'I
' s'écrira

(3) ^x,.r/;/-'~.>,

les À, éUiul des euliers (juelconques. Si, an coiiLraire. on uadiiieL pas qi
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1 (Ml ;iil Ir (Iroil lic (Iinimt lo lKHiinl(ii;i(',s, I lioiiKiloi;!!' la nlui^ i;('I1('im1(' s Ci rii'ii

(4) 2)„o,;/,/;/-'~o,

K'S À, ('hml ili'> riilicis. l'uni' (|n(' les (lrii\ ili'li ii il nuis des iioiiiliics de liclli

(c, § I. p. 'M) 1 ) Cdïuciilrnl . il l'anl . ri il Miflil . (|iic' les liciix loniiiilcs ( 3 ) cl (4)

concor<l('iil . c csl-M-dirc qur Imis les iii\ aiiaiils '.l'j (iiii ne soiil lias iiiils soii'lll

(•giiiix à 1 (^c, !:; I\. |i. .)<()).

Eu\ isaiioons iiiainlenaiU los coiuliinaisons linéaires tics aj ' qui scraicul

lioiiii)loi;ucs à zcro en verlii des lioniolo^ies (3), cl dt'iiiandons-iKiirs (niidics

sont |>armi ces coniiiiiiaixiiis celles (jiii resleal dislmcles, si, abandonnant

les lioinologies (^.î), on se iiornc aux lidinolo^ies (4) sans adinclli'c le droit

de diviser les iminologies.

Nons \crrons loiil de suite (jiic le nonilii'c di' ces expressions (|iii sonl ainsi

(listinclcs est preciséiiienl le |iitidiiil

1 t i,

Or. en se rcpoilanl aux notations du paraf;raplic preci'dent, on voit (|iie

ce produit nfsl antre chose ipie liiu des nombres de la suite

Mo, Ml, Mo, ...,

Cl précisément le premiei- nomliic de C(!tte suite qui n'est pas nul ic. i; IX,

p. 329).

Ce qui précède montre cominen il iiiiporle de distinguer deux sortes

de variétés.

Celle de la |ui'iiiière sorte (jue j'appelcrai niriétés sans lorsion, seront

celles pour lesquelles les in\ariants de tous les tableaux T,, sont tous égaux

à ou à 1; poui' lesquelles, par conscqueiil, h's deux formules (3) et (4)

concordent et les deux définitions des nombres de iietti sont d'accord.

Celles (le la seconde sorte, (pie j'appellerai variétés à torsion, seront celles

pour lesquelles certains de ces invariants ne sont égaux ni à o ni à 1 , et ))oiir

lesquelles, par cciusequeiit , les deux deliiiilnius des noiiibrcs tic Belli ne sont

|>as d accord. I)ans ce cas nous adupleroiis loujoiirs, saiil avis c(Uilraire. la

seconde définition ( c, !; I 1.

Celle d('-uoiii mat 11)11 se pislilic |iarce (lue la juésence diuvariauls plus

grand que 1 es| dii<'. comnie nous le verrons plus loin, à une circonstance

assimilable à nue vcnlable lorlioii de la variélc sur elle-même.
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§ 4. Application à quelques exemples.

Désireux, cl applujuci' ce qui précède aux exeinples sij;uale» dans i -i/ia/jst.i

silus (p. 201 et suiv.), je dois d'abord faire une dislincliou ciilre plusieurs

sortes de polyèdres.

Les polyèdres ordinaires ou de la première sorte seronl ceux donl lous

les af sont des polyèdres simplement crumexes (homéomorphcs à des liyper-

splières) et tels que tous les éléments de ces a'j' soient distincts; par exemple,

dans l'espace ordinaire, le téi'aèdre sera un polyèdre de la première sorle

parce qu'il admet quatre faces qui sont des tiûangles et, par conséquent, des

polygones simplement connexes ( lioméomorplies à des cercles), et (jue chacun

de ces triangles a ses trois côtés distincts de même que ses trois sommets.

Les polyèdres de la seconde sorte seront ceux dont tous les àj seront des

polyèdres simplement connexes, mais tels que tous les éléments de ces a! ne

soient pas distincts. Soit, par exemple, dans l'espace ordinaire un tore; par

un point A de la surface de ce tore menons un méridien et un parallèle. Ces

deux coupures ne diviseront pas la surlace du tore en deux régions, mais elles

la rendront simplement connexe. Cette surface ainsi rendue simplement

connexe sera homéomorphe à un rectangle, donl deux côtés opposés corres-

pondraient aux deux lèvres de la coupure méridienne et les deux autres côtés

aux deux lèvres de la coupure parallèle. Le tore forme ainsi une espèce de

polyèdre qui n'a qu'une seule face; cette face est un quadrilatère; elle est donc

simplement connexe; mais les quatre cotés de ce quadrilatère ne sont pas

distincts, deux se confondent avec la coupure méridienne et deux avec la cou-

pure parallèle; de même les quatre sommets ne sont pas distincts puisqu'ils se

confondent tous les quatre avec le point A. Le polyèdre ainsi défini est donc

un polyèdre de la seconde sorle.

Enfin, les polyèdres de la troisième sorle seront ceux dont tous les a!f ne

sont pas simplement connexes.

Les propriétés des polyèdres de la première sorle s'étendent pour la plupart

à ceux de la seconde sorte. Observons toutefois une différence. Dans un

polyèdre de la première sorte, toute a'!'^ sépare l'une de l'autre deux af, et

n'appartient à aucun autre «f. Par conséquenl, dans chaque colonne du

tableau T,, il y aura un des nombres e^- qui sera égal à + i , un autre à — i , el

tous les autres à o.
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Il n (Ml ol ulii- lie iniMuc incc les |>()1\ (mIics fie la scconcU' scirlo. Il pi'ul

ariixiT (iiu' iicii\ <l('.s a^' ' d'iiiu' riK'^iiKw^^' ne snn'iil pas dlslinctcs. Dans ce cas,

après avoir iVaiichi cette '?'''• on se retrouvera clans celle môme a/' où l'on

était déjà avant île l'avoir passée. Ainsi |toiir reprendre noire lore de tout à

rheiiie. ipii clall un poivèdit' à une seide l\\vc : après avoir passé la coupure

iiieiidienne. par cMiiiplc, ou >e lelroinera l(iu|()Ui's dans celle même et uiiiqui^

lace où l'on ('lail axant le passage. Il ariive alors ipie celle <«(' ' n'a de relation

qu'avec cette a''; et <le jilus, elle est deux lois en relation avec cette même rtf,

une fois en relation directe, une autre l'ois en ndalion inverse, de sorte que les

deux relations se compensant, le nombre eÇ: correspondant est égal à zéro.

Dans ce cas, tous les ncmiljres sf' qui lîgurent dans la colonne correspondante

du lahleau T/, sont nuls.

Dans les exemples en qui'slion (p. '.ii et suiv.), les variétés lermées à

trois dliiu'nsioiis (pie l'on envisage peuvent être regardées coinine des

pohèdres de la seconde sorte. Chacun de ces polyèdres a une seule case (cjui

dans les premier, troisième et quatrième exemples est un cube, et dans le cln-

quièiiu' nu octaèdre), mais les laces de cette case se conlondent deux à deux.

i" exemple :

i'-' l'iice ABDC = A'H'D'C, i"' aicu- AH = CD = A'ir= CD';
2'^^

.. ACC'A'= BDD A', 2» » AC = BD = A'C = B'D
;

3'^ .. CDD'G'= ABB'A', S" .. AA'=BB'=CC' =DD';
Une case (uii(|ue. un sommet nnii[ue.

Les trois tableaux Ti, To, Tj se composent uniquemenl de zéros. Tous leurs

invariants sont donc nuls.

.']' exein/ilc :

1" iHce ABDC = H'D'C'A',

2'= » ABB'A' = C CDD',
3'' » ACC'A' = DD'B'B,

i" siHiimel A = !!'= C'= li,

iièle AB = B'D'= C'C;

„ AC =DD' = B'A';

AA'=C'D' = DB;
CD = BB' = A'C;

I
"

2'

y

2'' soiiiincl

TablL-aii Tj.

I

o o o
I

Tableau T..

— I — I

-I 1 — 1

I -I- I — I

= If= A':

Tahloau Ti.

-h I — 1

C.

I.r laldcaii 1 ;, n a ([ Il un insaria ni (jiii esl nul; le lablcaii Ti en a deux qui

sont o et I ; le laldcaii l\, en a trois (pii sont i, 2 et 2.
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4' exemple :

V'^ face ABDC = B'D'C'A', i™ anHe AA'= CG'= BB' = UD'
2<: » ABB'A'= CDDC, 2' .. AB = CD = B'D'= A'C
i' n ACG'A' = BDD'B', 3'' • AC = BD = D'C = 15'

A'

Une ca^e unniue, un sommet unii[ui'.

Tableau Tj. Tableau T,. Tableau T,.

I
o O O

I

[-.('S lalili'nii\ r, cl T:; u'iiiil ijii 11 II iiiVMriiiiil (|in ol o
; le liiiilcaii '\\ ru ii liois

(jiii sont 1 , 2 ut u.
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I.i> (loleriiim:iiil

(«-i)(,S-i)-;iY

2 ^ X ^ S.

Soil. il';n]lrr |i;iil, ,u li' plus i;raatl cuuiiniin diviseur des quatre nombres

rcxariien îles liomologies que nous xenons d'éerli-e montre que les deux inva-

lianls du talileau T2 qui ne sont pas é^'aux à o ou à i sont é^aux à

( l^e nouibre /Jt peut d'ailleurs être ét;al à i .)

Quant aux invariants des tableaux 'li et T;i, ils sont toujours tous, comme

nous le verrons plus loin, égaux à o ou à 1

.

Soit, par exemple,

a=— I, fi = i, T=— I, S = o.

On a

|jL = i, 2 — î — 3 = 3,

de sorte que l'un de, nos invariants est égal à 3 el l'autre à i

.

Cela peut d'ailleurs se vérifier en formant le tableau To. Soieni

(j^ + i, J. -)> («, r + i,s), (—x-hy,—x,z-hi)

le» trois substitutions du groupe G, que j'appellerai Si, So et S^, et qui corres-

pondront aux trois contours l'ondauienlaux Ci, Co, C;, (§ 13, p. 246).

La variété étudiée peut ôtre regardée comme engendrée par le cid)c

ABCDA'B'C'D' (§ 10, p. 2.3 1). Seulement la face ABCD devra être consi-

dérée comme décomposée en deux triangles ABD et ACD, de môme que la

face A'B'C'D' en deux triangles D'A'B' et CD' A'.

Il est aisé de voir que la face ABB'A' est changée en CDD'C par la substi-

tution Sj, la face ACC'A' en BDD'B' par la substitution Si, la face ABD
en D'A'B' par la sul)stiluli(iii S^, SjSa, la face ACD en C'D'A' par la substitu-

tion S3S2.

\olie polyèdre a donc :

1" Une seule case ;



SECOND COMPLEMENT A L'ANALYSIS SITUS.

2" Quatre laces, à savoir :

I'" face ABB'A'=CDD'C',
2" .. ACG'A' = BDD'B'
3« .1 ABD =D'A'B',
4^ „ ACD =C'L>'A';

3" Quatre arêtes, à savoir :

i'« arête AA'=BB' = CC = DD',

AB =CD =D'A',
AC = BD = C'D'= A'B',

355

1"

3»

AD = C'A'= IVB';

4" Un seul somuR'l

.

Les tableaux Ti et T;, sont entièrement composés de zéros.

Toici le tableau T2 :

0-4-1 - l o

O o -H 1 -H I

O -1-1 -+- \ — t

O -t- I -^ I — 1

On voit (jue les invariants tie ce tableau sont 1,1, j. o.

Passons maintenant à l'cjcinjilc de M. Hergininl. Soient Xi, x-t, yi, J'o,

;i. ;.; les coordonnées d'un point dans res|)aee à six dimensions; soit

.r = jTj -1- Xi \/— I =
I

x
I

ei^ -'
,

z = zi-h Zi v/^ = \z\e^^~\

Notre variété aura pour équations

z"- = xy, xx-hxl-hri-hyl = i,

J, |^.| + |^j..| = ,.\z^\ = \xy\, C =

Pour obtenir la variété tout entière, il liiul que nous tassions varier :

1"
I

.T
I

de o <à I, ce (pii lait varier en même temps \y\ de i à o;

2" r) de o à 2 tt
;

i" 4 + 'î de o à 47^-

Le pld^^dre ainsi olilenii a une seule case définie yar les inégalités

o <
I

a;
I

< 1 , o < r, < 2 -, o < ; -4- r, < i
-.

11 a fleux laces définies par les relations sui\aiite> :
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\'- face :

r, = o, o <
I

a;
I
< I , o < Ç < ', ;:

;

cette fiici" est identique à la suivante :

T, = ?.r, o<!x|<i, — >;c<;<2!i.

a' face :

5-l-T, = (), o<|a:|<i, o<Ti<2;:;

celle t'iice esl idenlique à la suivante :

; -t- r^ = /, -, o <
I

a; |< I, o < •/! < 2 -.

Il a li(ii>. aièles iléduies par les relations suivantes :

i" aréle :

Ç = '1 = "> o <
I

a;
I

< I
;

celle arcHe esl identique aux trois suivantes :

I
= o, i\ = 2r., o <

I

a;
I

< I
;

'= — 2K, •'| = a^, o<|a:|<i;
Ç = Y) = :.;t, o<|a;|<i;

a' arête :

3" arête :

Ji = :»-2=o, — 2;:<?<o,

identique aux deux suivantes :

ji=r2=o, o<?<2;t;
.ri = >::=<>, 2;c<?<4::.

11 a enlin deux soiiiiiiels, à savoir :

i" sommet :

a;i = xj = o, T) = o,

idenlique au suivant :

a;i = j.'2=o, i) = 2r.;

7." sommet :

.ri = .>! = o, ç = — 2!i,

identique aux trois suivants :

,ri=^!='), Ç = o;

y, = r:=o, 5 = 2-;

.ri=.)s=o, ? = '1~-
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Le tableau T;, est entièrement composé de zéros; quant aux tableaux '1",

'l 1 -j, ils s'écrivent

T.-.
o o -4- :

Il I 1

T,=
o — I

o o

o o

On voit que les invariants sont o, a et i pour To, o et i pour Ti.

§ 5. Extension au cas général d'un théorème du premier complément.

Je voudrais revenii- sur l'une des questions traitées dans un des mémoires

antérieurs (c, § X). Je n'ai envisagé dans l'endroit cité que le cas de p =^ 3, et

je voudrais faire voir comment on peut étendre les mêmes raisonnenienis au

cas général. Voici de quoi il s'agit :

Soient deux polyèdres réciproques P et 1''; considérons d'une part les

éléments a'! de P, et d'aulre part les éléments //' de P'. Je siqipose que Idn ail

trouv(' une congruenre

(l) S/,,-a'/ = o

entre les a'I ;
je dis qu'on pourra faire correspondre à cetti- rongruencc une

autre congruence entre les h'j

(>.) ^:j.,ù'i^o,

et cela de telle sorte que l'on ail l'homologie

(3) i:X,n'^~ ^'MbJ

Récipro<[uenienl à toute congruence de la forme (2) on pourra fair(^ corres-

|)ondre une congruence de la forme (i), et cela de telle sorte que les premiers

membres de ces deux congruences soient liés par l'homologie (3).

Tel est le théorème qu'il s'agit de démontrer. J'en ai donné une démonstra-

tion simple dans le cas de j) = 3, et il s'agit d'étendre cette démonstration au

cas général. Je ferai d'abord une première remarque.

Considérons les congruences

(4) afl^Uf^a'l-'.

Nous savons qu'en les combinant linéairement, on peut en éliminer les aj~' et

obtenir des congruences de la forme

(5) ~-.î" =»•
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l.r iiiiinlirr dc^ coii!;riuMiccs dlslinclcs de la tonno {^)) est celui (|uc iinus

;iMiii- ii|i|>('lr x,/— a .

Sii|ipusniis niaintpnanl que nous cunsidérioiis les difl'érenls (ilémcnls a'' du

|H)lv(>dri' V. où le nombre // des dimensions doit être plus grand que (/, iiiiii>

peul èlre ei;al à </ 'r ' '/+''• • J>
- i on p. Nous donnons une i'ois pour

toutes à ce nombre /i une valeur délerminée.

\ons reparlirons alors les congruences (4) en groupes, eu uiellanL dans le

même groupe deux de ces congruences si les deux (f'f correspondants appar-

tiennent à un mûme af ; il est clair (pi'il v aura autant de groupes qiu; de a'' el

(pi'une môme congruence pouLia se relimnei' dans |)lusieurs groupes, puisipie

un ri'l fait partie de plusieurs a'^'

.

En combinant linéaiicineul les congruences ( ^ ) t/'ii/i iiièinc i;rouj)t\ ou

pourra aliir>- eliuiiner les <'/"' el obtenir des congrueuces de la liu'me

{bbis) ^lU''i = o.

Les congruences (5 his) t'ont évidemment partie du système des con-

gruences (5), puisque ce dernier système est celui de toutes les congruences

distinctes de cette foruie que l'on peut obtenir par la combinaison des

congruences (4). En revanche, il peut y avoir dans le sjslème (5) des

congruences qui ne font pas partie du système (5 bis); et, en effet, nous avons

obtenu ce derniei' système en imposant des restrictions à notre faculté de

(•(uubiner les congruences (4) puisque nous ne pouvions combiner que celles

d'un même grrjupe.

Je dis il'abord que la congruence (5 bis) entraîne l'iiouiologie

(6) S^laf'-o.

En effet, la congruence (^i bis) est une congruence entre les éléments du

polyèdre af el, comme /mr hypothèse ce polyèdre est simpicmi-nt connexe,

cette congruence d(jit entraîner l'homologie correspondante.

Kéciproquement, si l'homologie (6) a lieu, la congruence correspondante

fera partie du système (5 bis). En effet, l'homologie (6) ayant lieu entre les

éléments du polyèdre a'', doit eui rainer la congruence correspondante, el cette

ciiugrueuce doit pouvoir se déduire des congruences londamentales de la

forme (4) rehiliics itu polyèdre a'i , c'est-à-dire appartenant à un niênu'

groupe.

Il résulte de la que le nombre des c<jngruences distinctes du système (5 bis)

est
y.,i
— a'

.
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Le système (5bi.f) reste dimc loiijuurs le même quelle que soit la \aleui'

attribuée au nombre /;.

Nous voyons en même tem]>s que cette considération permettrait de lrou\ér

le nombre de Belli P,, en considérant seulement le tableau T,,, pourvu que l'on

sût, en outre, si deux congruences ( /j ) appartiennent ou non à un même

groupe.

Introduisons maintenant une notion cjui peut ôlre considérée comme la

généralisation de la notion de pyramide. Soit tir, un domaine appartenant à un

espace plan P,y à q dimensions; soit bm un domaine apparlenant à un aulre

espace plan P^, à m dimensions. Je supposerai que ces deux espaces plans

n'ont aucun point commun. Je pourrai alors par ces deux espaces faire passer

un espace plan II à <j + //? + i dimeasiDUs, et un si'ul.

Cela posé, joignons par des droites cbacun des points du domaine a,/ à

chacun des points du domaine bm. L'ensemble de ce» droites engendrera un

certain domaine appartenant à l'espace plan H, ayant q + m -+- 1 dimensions

que je désignerai par la notation a,jbm, et cjue je pourrai appeler pyramide

généralisée rectiligne.

Si, en effet, le domaine «,y se réduisait à un polygone plan (q = 2), et le

domaine bm à un point (m^o), le domaine cii/bm se réduirait à une pyra-

mide ordinaire ayant rt,y pour base et bm pour sommet.

Toute figure homéomorphe ;\ une pyramide généralisée rectiligne pnnrin

s'appeler pyramide généralisée.

Cela posé, envisageons un élément a'I du polyèdre P et un élément b'!' du

polyèdre réciproque P'; cet élément b'!' corresjiond à un élément a'l~"' du

polyèdre P. Je suppose que l'élément af fasse partie de l'élément a^'" ; nous

aurons donc

q <.p — m; p '^ q -i- m -h 1

.

Je remarque de plus que tout point de bj' fera partie de l'un des ajj dont fait

partie a^~"', et par conséquent de l'un des (t^ dont fait partie a'I . Il suffit de le

montrer pour les sommets de b'-'; or, si bl est l'un de ces sommets, il sera à

l'intérieur de a^, et comme bl appartient à b'", en \erlu de la définition même

des polyèdres réciproques, a'^^'" appartiendi-a à «['.

Gela posé, nous pouvons à l'intérieur de chacun des a^ définir un système

de lignes L, tel que par deux points quelconques intérieurs à cet a^ on puisse

mener une ligne L. et une seule. Le système des lignes L jouit donc des mêmes
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propi'ii'li's (iii;ilil:ilivi'^ ipir li' système (les lignes droites, (".clii lieiil à re cpu'

rtj est supposé siniplenicnl connexe.

Joignons mainlcnanl cliarnn des puiiils île h'j' à cliaeiin des poinis de «/ pur

une ligne 1. siluée dans ctdni des (l'I. anipiel apparlieni à la fois n''. elle poini

considéré de //".

L'enseiiilili' ilc ces lignes L eni;endrera une ligure (jue j'appellerai rf'l
/)"'

,

(lui sera lioiiicoinorplie à uue |i\rariii(le gi'nc'ralisc'e recliligne el (|ni aura

n -J- //( -j- 1 ^ /> dnuensions.

Quelle sera la l'rcuilière de celle variété a''.bf'l Snpposons que l'on ait les

congrnences

La fronlir're se couiposera des pyramides généralisées c/^^' h'"
c[ af b'l'~' , el

1 un aura

( 7

)

"/ b'f = ^s'!,, "t ' /"; - :ls'/1} a'! bf- '

.

(>(da ne sérail plus vrai si l'iui avail /// = u. Dans ce cas, en ell'et. la \ari(''lé f/'/

aurait (/ ^ ((/-{- m -]- x)— i dimensions; elle devrait donc faire partie de la

IVnntirre ciiiii|dète de '/'//>'". et la çongrnence (7) deviendrait

(7 bis) alb^^X^UàJr'bl-ài

(les termes en e' disparaissant) ; de même pour ry = o on aurail

( 7 ter) "," bf= Ze'.f af bf- ' + b'/' .

Des congrnences ( j), (^ bis) et (7 fer) se déduisent les hcunologies

(8) >^^L"V>'"— ^^;i!<K-'-

(Bbis) a'Ir^ ^^în^Vbf,

(Hier) b'f J^i^Hafb'r'.

La congruenco (8 bis) suppose que af fasse partie de a^ ; c'est celle que nous

avons envisagée ailleurs [c, § X, p. .3.'^o, éq. (a)J.

Supposons maintenanl (jue nous ayons Irouvi' une coiigiiience île la Imiue

Je dis (pie noLis j)ourr(jns triniver une congruence de la même fornu', mais où

le nombre q a augmenté d'une nnilé et le nombre m diminué d'une unité, et

cela (1(! telle Mirtc (pic les pri.'iniers membres des deux congrnences soient

ImmuoIosucs.
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En ellel. nous avons identiquemcnl vn vertu de (^)

On iloil dune avijir (en annulnnl dans le second niemlji-e le coefficienl

de<'6;')

On en di'diiil la confirnenre

(lo) SA//ar^2/X;y£;>r' bo-

xons les éléments a'f qui figurenl dans le premier membre de (lo) appar-

tiennent à al"'"; or al'"' par hypothèse est simplement connexe; toute

coniiruence entre ses éléments entraîne donc l'Iiomologie correspondante de

sorte que l'on a

Zi'/.iia'lr^o,

d'où

les [j. étani des coefficients entiers et les rt^"*"' étant des éléments appartenant

à «;-'".

Or

On a donc

La congruence (9) peut alors s'écrire

-. f'p/ "; "j — "

(la sommation s'étend aux trois indices p, i, j)-

Or nous pouvons former l'Iiomologie suivante qui n'est autre que l'une des

homologies (8) :

fil) ^slt'a'/b^ ^fa"p*'bf-'.

On a alors

ce qui démontre le théorème énoncé.

Le cas de to = o est, bien entendu, laissé de côté et doit être traité à part.

Dans ce cas, l'homologie (i 1) doit être remplacée par la suivante qui est l'un

des homologies (8 bis) :

{Il bis) Se'^r'«7è;~a'^-',

H. P. — VI. 46
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Donc à l;i CDiitiriu-nce

t'<ii'i'S|i(iinli"i 1m (•i)iii;rii('iici'

(lui f>l (le 1.1 loniie [i}. L'L les plumiers inoiiihrcs de rcs deux cungriiunces seront

lioinoloiîiies.

Soil iiiMiiilriiiiiil

(2)
y:/./{j'l

= o

une coiii;!!!!'!!!!' ili' l;i luniii' ( > ) ; on Murn \)'<\y une lioniolof;i(' ;innlot;n(! à (S /<'r )

si i'' ' rs| rnn des cleinenls de V :m(|iiel :i|)|);irl ieiil h'I

.

Nous iiNons donc I liorindo^ie

de sorte qu'à noire congriience ( -i) correspondra une congruence

(12) -i;/,y£;>»6r' = o

dont le premier membre est hoinologiie ;'i «(dui de [>.).

Si donc nous avons une congruencc! de la foriiie ( a ), nous en déduirons la

congruence (12), qui est une congruence de la tonne (9), où les nombres que

nous appelions ])lus liaui (j el m ont respectivement pour valeurs o el ^— 1.

jNoiis en déduirons ensuite une aiilrc congruence également de la forme (9),

mais où ces deux nombres auront pour valeurs 1 cX q— 2, et ainsi de suite; on

finira par arriver à une congruence de la forme (^gbis), c'est-à-dire à une

congruence où ces deux nombres auront pour valeurs rj— i el o; et nous en

déduirons alors finalement une congruence de la forme ( 1 ).

Les premiers membres de toutes ces congruences seront homologues

entre eux.

Le théorème énoncé au début de ce paragraphe se trouve ainsi déiiuiiiiré.

Pour en tirer toutes les conséquences qu'il comporte, nous devons remarquer

ceci : nous devons distinguer plusieurs sortes d'iiomologies. Soit c, une variéti'

quelconque à rj dimensions faisant partie de notre variété c, et t',y_i sa frontière

complète, ce qui s'exprime par la congruence
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-Nous cil dt'duisciii^ I liiiinuloi;ii'

I.cs lioniologies imisi (ihh'nucs soiil les limiKiloi^ics tondaiiieiilales.

l'iii ((irnliljiniil les lioMiologies iondainenlales par addition, soustraction cl

ninltiplicalion, on en obtient d'autres qui sont les homologies sans dwisioH.

Enfin, en les combinant par addition, niultiplicalion et division, on en obtient

encore d'autres qui sont les homologies par division.

Eh l)ien, toutes les homologies ijiie nous avons rencontrées dents ce para-

graphe sont di's homologies sans division.

Cela pox'. ri'vcnons à nos tableaux T,^ et T cl à leurs invariants, et en par-

ticulier à ceux de ces invariants qui ne soûl égaux ni à o. ni à i, cl ipic nous

appellerons coej/ieients de /orsio/i.

Supposons que nous ayons l'iioniologie simaiilc :

(i3) i;/:>,/a;''~ o,

OÙ les Ij sont des entiers premiers entre eux; que (i3) soit une homologie sans

division, mais que l'Iiomologii'

Ci4) XX,«f~o

ne puisse élre obtenue que par divisitui. D'a[)rès ce que nous avons vu dans

l'un des paragraphes précédents, cela \oiidia dire que /,est l'un des coefficients

de torsion du tableau T,/.

Nous aurons la congruence

(i^bis) £/.,•«/= o.

De (i^bis) nous pourrons, par le procédé de ce paragraphe, déduire une

congruence entre les b'! que j'écrirai

mter) j:,a,6f=o.

On aurait d'ailleurs, d'après le théorème que nous venons d'établir.

C'est là une homologie sans division, et l'on en déduirait immédiatement,

également sans division,

De là on déduit que l'on a, sans division,
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ol iiiic liiii 11 a pas. sans ^livl^i(lll.

^\xib'! ~' II,

sans (jiiiii Ton aurail. ?-aiis (.livision,

i. /.,«,' ~ (1,

ce qui est contraire à l'hypothèse.

Cela veut dire (jue A" est un coefficionl de torsion du tableau T'

.

Ainsi les coefficients de torsion des deux tableaux T,y et T' sont égaux (la

démonstration est aisée à compléter ), et, si l'on observe que les deux tableaux 'V

el r/j_,i ont mêmes invariants, on conclura que /t'.v tahlcnii.i rifulciiiciit t/i.s-

laiits des extrêmes ont mêmes coejficients de torsion (
'

).

On pourrait arriver au même résultai par une nuire voie.

Nous avons vu dans un des iMémoires anléneurs
( § 16) définir l'opératiou

<[ue nous avons appelée l'annexion; je suppose qiu? deux éléments d'un

polyèdre, par exemple «/ el
«J,

soient séparés l'un de l'auire par un élémenta'^r'

,

que ce soit le seul élément à // — i dimensions commun à a'! et à et!-, et enfin

que rtf"' n'appartienne à aucun élément à q dimensions en dehors de (!' et

de a(; on aura donc s/^^ i, £//: =— • ! tous les autres e^'i seront nuls quel que

soit l'indice //. dr même que tous les produits £/;,£//,-

Dans civ-> ((iii(liliiiii>, lin peut annexer liin à l'aiilre les deux éléments a'i

et «y en supprimant l'élément a'iT^ . Quel r-.! rcITcl ilr cette opération sur nus

tableaux T,; ? Le tableau T,, piTil une lit;iie el une colonne; le tableau r,/_i

perd une ligne. L'un des invariants égaux à i de T,, disparaît; quant au

tableau T,,_i, il perd un invariant s'il n'a pas plus de lignes que di; colonnes;

dans ce cas, l'invariant ipi'il |)erd est égal à zi'ro. Tous les autres invariants des

deux tableaux ne changent pas; ces deux tableaux conservent donc leurs coef-

ficients de torsion.

Or il est aisé de former un polyèdre dérivé à la fois de P et de P'; on pour-

rait ensuite remonter de ce polyèdre soit à P, soit à P', par des annexions

régulières. Comme ces annexions n'altèrent pas les coefficients de torsion, les

lablraiix T,/ et T' doivent avoir mêmes coefficients de torsion.

Cj Ce sont Ty et ' ._,^i qu' ont les menés invariants (2 c § 3) : i'oir dans les Traités classiques

de topologie l'énoncé correct du Théorème de dualité de Poiiiiaré.
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§ 6. Torsion intérieure des variétés.

Considérons l'un de nos tableaux T,y. Nous dirons qu'une suile d'éléments,

tous distincts, de ce tableau, rangés dans un certain ordre forme une chaîne

si chaque élément de rang impair appartient à la môme ligne que l'élément

sui\aiit et à la même colonne que l'élément précédent. La chaîne sera fermée

si le dernier élément est identique au premier. Il est clair qu'une chaîne fermée

contiendra toujours un nombre impair d'éléments el un nombre pair d'élément.

i/i.s/i/icts. Par exeuq)le, les éléments

K'J '•lli -i?i '2-21 '•;.;' '331 -31! '11

formeront une cliaine fermée.

Comme Ions les éléments du tableau T,/ sont égaux à o, + i ou — i, le pro-

duit des élémenls distincts d'une cliaine fermée sera toujours o, + i ou — i.

Supposons que les éléments de la chaîne (i) aient les valeurs suivantes :

£'' = '' = 'f = I £'( , = £'' = £'' = — I
12 — ^iT, — -lîl — ' 11 — -2 2 — .1^

—
»

le produit des éléments de la chaîne sera — i; considérons alors les trois

variétés «/[, a'i, a^, et les trois variétés «'{"', a'{~', a^"' ; en supprimant les

variétés a'(~' , (i\ ' et '/' '. <>n annexe les unes aux autres les trois variétés a\,

a'i et «'{, et la variété ainsi obtenue

a'[ -t- (il -+ a'i.

est une variété bilatère.

Si, au contraire, nous avons

on pouria encore supprimer «f^', d',"^ et a\~^ et obtenir par annexion la

variété a|+ a'i + a\; mais cette variété sera unilatère.

Plus généralement, si tous les éléments de la chaîne (i) sont égaux à + i et

à — I, nous supprimerons d'abord rt'',~' et a\~^ ; nous obtiendrons ainsi par

annexion la variété

( 2 )
"'{— ~=-'ii'4i"\-*- 'Ai~4i^'iT.'4-' "? •

Supjirimanl ensiiile a[ ', nous voyons que la variété (aj est désormais lormée

d'une chaîne fermée de a'j au sens du paragraphe 8 (p. 2i3) de VAnalysis

silus, et que cette chaîne est bilatère ou unilatère selon que le [)roduil des

éléments distincts de la chaîne (i) est égal à — i ou à + i

.
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ÎNous dirons dans le |ncniii'i' cas ([iir la cliainc (i) osl hilalèrc, dans le

second cas qu'elle est unilalère.

Nous sommes donc conduits à distinguer trois caléi^orios parmi les chaînes

fermées formées à l'aide d'éléments des tableaux T,, :

1° Les chaînes nulles, c'esl-à-dire celles dont le produit des éléments est nul.

2." Les chaînes bilalères.

Il est aisé de voir (pie ce sont celles dont le produit des éléments est + i si

le nomhrc! des «'lémenls est multiple de {\, ou celles où ce produit est — i si le

nond)re des éléments est mnllqilc de \ plus 2.

o" Les chaînes uiulali/irs.

(".e sont celles où ce j)roduil es! — i si le nomlire des ch'nienls est iiiulli|)le

de 4) ou +1 si ce nombre est multiple de l\ plus 2.

Cela posé, nous dirons que le tableau T,, (ou plus généralement tout tableau

ou tout déterminant dont tous les éléments sont o, +1 ou — i) est hilalèrc

s'il ne contient (pie des chaînes nulles ou bilalères.

Il résulte de cette définition :

Qu'un laldcau bilatère reste bilatère si liui clian;;!' tous les signes d'une

colonne, ou tous les signes d'une ligne ; ou encore si l'on jx'rmule deux colonnes

ou deux lignes.

Théorème. — Un délevininuul hitati-re ne peut être égal quà o, + 1

011 — 1

.

En elTet, on peut toujours, en changeant au besoin tous les signes de cer-

taines colonnes, s'arranger de façon que tous les éléments de la première ligne

soient o ou + i

.

Supposons, par exemple, que les deux premiers éléments de la première!

ligne soient égaux à + i . et que je retranche la première colonne de la seconde,

la valeur du déterminant ne sera pas changée; je dis tjue le déterminant restera

bilatère.

Considérons, en cHcl, dans le déterminnni jirimilif une chaîne dont le pre-

mier et le dernier élément appartiennent à la ih'iixièiue colonne et tous les

autres éléments à d'antres colonnes. Soient <( cl c ce premier et ce dernier

élément; soit ? le produit de tous les autres élémenls de la chaîne; soient h

el d les élémenls (\r In picmlcrr Cdloniu' (pii sont respectivement dans la même

ligne que a et c.
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IjC produit des éléments de notre ohaine ((ue j'appellerai la chaîne ( i) sera ac^,

el nous aurons

rtcj = o ou I si le nombre des éléments r= o (mod 4),

acÇ = o ou — I si le nombre des éléments ^3 2 (mod 4)-

Le produit des éléments de la rliaîne que j'appellerai (2) et qui est formée

avec les éléments correspondants du déterminant nouveau sera

el, en efl'cl, les éléments de noire cliaine ne ciianf;('nt pas. excepté les élé-

ments acte qui deviennent a — b et c— c/.

T.a chaîne formée dans le déterminani priiuilif piir les (h'ux élément» de la

première ligne et par les éléments a et b doit èlre liilalère ou nulle, de sorte

qu'un doit avon'

a — i = o ou (7 = 11 ou 6 = o.

On doit avoir de même

c — fi^ =; (1 ou C = Il OU (/ = <1.

Si i'i — b) ou (C— .'/ ) est nul. le théorème est démontré puisque le pro-

duit [Il — //) (c— d)'i = II.

Si 6 = J = o, on it

(a — b)(c — d)l =: ac^,

et le théorème est démontré puisque les deux produits des chaînes (1) et (2)

sont les mêmes, que le nombre des éléments est le même et que (i) est bilatère

ou nulle.

Si « ^ c = o, on a

(a — l))(c — a}^ =/>>/'-.

La cliaine {6) qui apparlicnl an déleiuiiuanl |)ruuilii. cl cpii a iu(''uu's clé-

ments que la cliaine (i), sauf qui> a et c sont remplacés par b cl (7, celle

chaîne (3), dis-je, est bilatère ou nulle; elle a même nombre d'éléments que (2)

et son produit est bd^, égal dans ce cas au produit de (2). Donc, dans ce cas

encore, la chaîne (2) est bilatère ou nulle.

Si a ^= d = o, on a

{a — b){c — dyc = — bec,.

Il faut cette fois considérer dans le déterminant primitif une chaîne (4) dont

les éléments seront les deux éléments de la première ligne, les éléments b cl c
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el les éléiiii'Ul^ de lii cliiiiuc ( i), ^iUll it cl c. C.t'IU' tliiiiiic ( ,j ) iloil v\\'v liiliilcrc

ou nulle.

Elle conlienl deux Oléuicnls di; plus que la ciiaîuc (2).

Sou produit est égul à bc\ et, par conséquent, égal el de signe cuulraiie \\\\

produit de (^a).

Donc (2) est bilatère ou nulle.

Si. enfin, ^ = c = o, on a

et I <in ilemiiuliei'iiil . Iiiiil à tait eouiiiie dans le cas précédeni, inie la eliaine (2)

est bilatèri' uu nulle.

Nous venons de traiter le cas des chaînes dont deux éléments appartiennent

à la seconde colonne. Le résultat est le môme quel que soit le nombre des

éléments appartenant à la seconde colonne, nombre qui d'ailleurs doit être

toujours pair.

.Si ce nombre est nul, le théorème est évident, car la chaîne du dclerminanl

uiniveau ne difTère pas de celle du déterminant primitif.

Supposons que ce nombre soit 4j pour fixer les idées. Soient a, f, e, g
quatre éléments de la seconde colonne, el imaginons que l'on rencontre suc-

cessivement l'élément a, divers éléments \ appartenant à d'autres colonnes, les

éléments c et e, divers éléments -(7 appartenant à d'autres colonnes, et enfin g.

Notre chaîne sera fermée.

a\cer\ge peut se décomposer en deux chaînes fermées «^c«, érige, et, pour

qu'elle soit bilalèrc, il suffit que les deux composantes le soient. On est donc

ramené au cas des chaînes n'ayant que deux éléments dans la seconde colonne.

•l'ajouterai que tous les éléments du déterminant nouveau sonto, + i ou — i

.

En effet, comme on a

a — h =1 o ou a = ou h = d,

on aura

'/ — è = o, a ou — h,

.l'où

a — 6 = (I, I ou — I.

Cela posé, retranchons de cette; façon la pn^mière colonne de luutes les

colonnes dont le premier élément est + i . Le déterminant conservera sa valeur,

il restera bilatère, mais tous les éléments de la première ligne seront nuls, sauf

le premier qui sera + i

.
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Ce raisonnement est applicable dans tous les cas, sauf si tous les éléments

de la première ligne sont nuls; mais alors le déterminant est nul et le théorème

est évident.

Si maintenant on supprime la première ligne et la première colonne, on

obtiendra un déterminant nouveau qui sera égal au premier et, comme lui,

bilatère. Sur ce déterminant nouveau, qui a une ligne et une colonne de moins

que le premier, on opérera de la même façon, et on finira par arriver à un

déterminant qui n'aura plus qu'un seul élément, lequel devra être o, + i

ou — I .

Notre déterminant est donc égal à o, + i ou — i

.

i'"'' Corollaire. — Si un tableau T, est bilatère, ses im'ariants sont tous o

ou I .

2^ Corollaire. — Si un polyèdre n tous ses tableaux T,, bilatères, c^esl-

à-dire si Von ne peut pas composer avec ses éléments aj une variété uni-

latère, ce polyèdre ri'a pas de coefficients de torsion.

On voit que l'existence des coefficients de torsion (qui nécessite la distinc-

tion entre les deux définitions des nombres de Betti, ou entre les homologies

par division ou sans division) est due à ce fait que les éléments du polyèdre

peuvent engendrer des variétés unilatères, c'est-à-dire que le polyèdre est pour

ainsi dire tordu sur lui-môme.

C'est ce qui justifie l'expression de coefficients de lorsion, ou celle de

variétés avec ou sans torsion.

Si la variété V formée par l'ensemble des éléments «f du polyèdre P n'est

pas elle-même unilatère, les deux tableaux Ti et ïp sont bilalères.

En effet, chaque ligne pour l'un, chaque colonne pour l'autre a tous ses

éléments nuls, sauf deux qui sont égaux à + i et— i. Si donc une chaîne n'est

pas nulle, ses éléments sont deux à deux égaux et de signe contraire; elle est

donc bilatère.

Il résulte de là que les tableaux extrêmes T, et T^^ ont tous leurs invariants

égaux à o ou à i . C'est ce qui explique pourquoi l'on ne rencontre pas les coef-

ficients de torsion avec les polyèdres de l'espace ordinaire ; ces polyèdres ne

comportent, en effet, que deux tableaux T, et T2.

Cela ne serait plus vrai si la variété V était unilatère. Ainsi la variété consi-

dérée au septième exemple (§ 15, p. 260) peut être subdivisé en polyèdre, et,

H. p. — VI. kl
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suivaul la manière dont la subdivision se fait, ou Irouve |ioui' le tableau Ta

|2|,

Pour ne pas trop allonger ce travail, je me bornerai à énoncer le tliéorèuie

suivant dont la démonstration demanderait quelques développements :

Tout polyèdre qui a tous ses nombres de Betti égaux à i et tous ses

tableaux T,, bilatères est simplement connexe, c^est-à-dire homéomorphe à

Vhypersphère.
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Comptes rendus de l^Académie des Sciences, t. 133, p. 707-709 (4 novembre 1901).

Dans mon Mémoire snr VAnalysis situs, qui a été inséré dans le Cahier I

(2' série) du Journal de VEcole Polytechnique, ï'aï démontré qu'à chaque

variété fermée d'un nombre quelconque de dimensions correspond un groupe

fondamental qui joue un rôle important dans l'élude des propriétés de cette

variété envisagée au point de vue de \^Analysis situs.

Parmi les variétés fermées à quatre dimensions, les plus intéressantes au

point de vue des applications analytiques sont celles qui sont formées par les

points réels et imaginaires d'une surface algébrique. Parmi ces surfaces je me

bornerai à celles qui ont pour équation

(1) ===F(^,7).

J'ai été conduit à envisager spécialement ces surfaces, parce que je voulais

étudier les variations de diverses intégrales doubles en vue d'applications au

développement de la fonction perturbatrice.

Je me suis donc proposé de déterminer le groupe fondamental de ces surfaces.

Je supposerai que la courbe algébrique

(2) F(r,7) = o

ne présente que des points ordinaires ou des points doubles ordinaires, mais

ne possède ni point de rebroussement, ni tangente d'inflexion parallèle à l'un

des axes, ni tangente en l'un des points doubles parallèle à l'un des axes, ni

points triples ou multiples d'ordre supérieur, ni singularités d'ordre plus

élevé.

Si l'on suppose d'abord que y, au lieu de pouvoir prendre toutes les valeurs

complexes, est assujetti à rester sur une courbe fermée donnée, nous oblien-
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lirons une variété qui aura trois et non plus quatre dimonsious, et sur laquelle

je retiendrai un instant l'attention; dans certains cas elle est identique, au

point de vue de l'inalysis situs, à l'une de celles que j'ai définies dans le

Mémoire cité du Journal de l'Ecole Polytechnique, et que j'appelais le

sixième exemple. Dans d'autres cas, clic peut (Mre regardée comme une géné-

ralisation simple de ce sixième exemple.

Venons maintenant à la variété à quatre dimensions définie par l'équation (i).

Plusieurs cas sont à distinguer : ou bien la courbe (2) ne présente pas de point

double, ni, par conséquent, la surface (i) de point conique.

Alors le groupe cherché se réduit à une substitution unique, la substitution

identique. On doit rapprocher ce résultat de celui cju'à obtenu M. Picard et

d'après lequel tous les cycles à une dimension tracés sur la surface algébrique

la plus générale de son degré peuvent être réduits à un point.

Si la courbe (2) a un point double, une distinction est encore nécessaire; on

peut faire, en effet, deux conventions opposées au sujet du point conique de la

variété (i). On peut le regarder comme un point ordinaire de cette variété, ou

bien convenir qu'on n'a pas le droit de franchir ce point singulier.

Avec la première convention, le groupe fondamental se réduit encore à une

seule substitution. Cela sera encore vrai, avec la seconde convention, si le

polynôme F n'est pas décomposable en plusieurs facteurs.

Examinons donc le cas où F est décomposable, et observons d'abord que

nous devons supposer F de degré pair, afin d'éviter des difficultés pour les

points à l'infini; il est toujours aisé, d'ailleurs, par une transformation simple,

de ramener le degré de F à être pair.

Si F se décompose en deux facteurs de degré pair, le groupe contiendra

deux substitutions; si F se décompose en deux facteurs de degré impair, il n'eu

contiendra qu'une.

Si F se décompose en trois facteurs de degré pair, il en contiendra quatre;

si F se décompose' en trois facteurs, dont deux de degré pair, il en contiendra

deux.

Plus généralement, si F se décompose en n facteurs, le groupe contiendra 2"~'

substitutions si tous les facteurs sont de degré pair, et 2"~'- dans le cas contraire.

Dans tous les cas, le nombre des substitutions du groupe fondamental est

fini.



SUR

CERTAINES SURFACES ALGÉRHIQUES;

TROISIÈME COMPLÉMENT

A L'ANALYSIS SITES

Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 30, p. 1(9-70 (njos)

Proposons-nous d'étudier, au point de vue de VAiialysis sitits, la surface

(>) z=\Jh\x,y),

où F (37, y) est un polynôme. Nous supposerons que la courbe

¥{x,y) = o

ne présente que des points ordinaires ou -r- n est pas nul, ou bien ou -3- =r o,

d-F . dF
mais sans que —rr; ni -j- s'annulent, ou des points doubles ordinaires où

dF _dF _
dx ~

dj' ~ °'

d-F d'^F d-F d-F \

'

mais sans que —r-. ni -;— —p- — ( -,—j- ) s'annulent.
^ dœ- dx- dy^ \ dx dy j

Considérons d'abord y comme une constante. Alors l'équation (1) repré-

sentera une courbe algébrique et les coordonnées a? et s d'un point de cette

courbe pourront s'exprimer, comme on le sait, comme des fonctions fuchsiennes

d'une même variable auxiliaire u. Considérons le groupe fuchsien correspon-

dant et le polygone fuchsien qui l'engendre. En général, le polygone fuchsien

qui correspond à une courbe de genre p est un polygone de !\p côtés, et l'on
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peut supposiT, soit quo los côtés de rang ^q -\- \ cl 4'7 + -^ comme les côtés de

rang 4^+2 014(7+4 sont conjugués (ce qui correspond aux périodes dites

normales des fonctions aliéliennes), soit que les côtés opposés sont conjugués.

C'est cette dernière hypothèse que nous adopterons.

Je rappelle d'ailleurs que la somme des angles du polygone doit (*'lre égale

à 27r. Mais, dans le cas particulier de la courbe (i), on est dans le cas dit

hyperelliptique, c'est-à-dire que les fonctions abélicnnes correspondantes se

réduisent à des fonctions hyperelliptiques.

Dans ce cas, on sait que notre polygone fuchsien admet un centre de symétrie

et se décompose en deux polygones de ip + i côtés symétriques l'un de l'autre

par rapport à ce centre.

Avant d'aller plus loin, je précise ce que j'entends par ce mot symctrie.

Nous nous plaçons en ce moment au point de vue de la géométrie non-eucli-

dienne; je veux dire que nous considérons comme des droites non-euclidiennes

les cercles qui coupent orthogonalemenl le cercle fondamental; nous disons

que deux figures sont symétriques par rapport à une droite non-euclidienne

quand on peut passer de l'une à l'autre par une inversion (transformation par

rayons vecteurs réciproques) qui n'altère pas cette droite non-euclidienne;

nous disons que deux figures sont égales quand elles sont symétriques d'une

même troisième par rapport à deux droites non-euclidiennes, ou encore quand

elles sont égales à une même troisième; nous disons enfin que deux figures

sont symétriques par rapport à un contre quand elles sont symétriques d'une

même troisième par rapport à deux droites non-euclidiennes rectangulaires

passant par ce centre.

Cela posé, notre polygone R de 4yJ côtés se décompose en deux polygones R'

et R" de 2/j 4- I côtés symétriques l'un de l'autre par rapport à un centre.

Nous pouvons supposer que le polynôme F(a;, y) n'est divisible par aucun

carré. Dans ces conditions, l'équation en x

F(x,y) = o

n'aura pas de racine douljle, sauf pour certaines valeurs singulières de y. Elle

aura 2/) -+- 2 racines simples que j'appellerai

Alors Xo correspondra aux 2/> + i sommets du polygone R', tandis que x^

a?2, ..., Xn|,+^ correspondront aux milieux (toujours au point de vue non-

euclidien) des 2/» -H I côtés.
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Dans le plan des x, nous pourrons tracer ip + i coupures

Cl, C2, . . . , C.2p+ i

allani du poinl Xm aux points a7i, jt.j, . . . , x-^p+i, el de telle façon qu'aux deux

lèvres de la coupure C,- correspondront sur le polygone R' les deux moitiés

du «''""^ côté.

Dans le cas de /j = i (c'est-à-dire si l'équation F^o est du quatrième

degré en x), le polygone R se réduit à un parallélogramme, les polygones R'

et R" à deux triangles reclilignes et les fonctions fuchsiennes à des fonctions

elliptiques.

Qu'arrivera-t-il maintenant si, faisant varier j' d'une manière continue, cette

variable revient à sa valeur initiale ?

Notre groupe fuchsien variera d'une manière continue, de même que a?„,

;ri, ..., Xip+\, et que le polygone fuchsien R. Quand y aura fait un tour

complet, le groupe fuchsien sera redevenu le même; les points x; se seront en

général permutés entre eux et le polygone R sera de\enu un autre polygone Ri,

équivalent à P, je veux dire susceptible d'engendrer le même groupe fuchsien.

Prenons, par exemple, le cas de/> = i ; le polygone R est un parallélogramme

dont les côtés 6) et to' représenteront en grandeur et direction les deux périodes

d'une fonction elliptique. Quand y aura décrit un tour complet, notre parallé-

logramme sera devenu Rj dont les côtés représenteront encore en grandeur et

direction deux périodes de la même fonction elliptique; seulement ces périodes

ne seront plus, en général, to et «', mais deux périodes équivalentes

«(0 -t- po)', Y"'
"+~ S(u',

où a, [3, y, ô sont quatre entiers tels que «ô— (3y := i

.

Ceci nous amène à un premier rapprochement avec VAnalysis situs. Sup-

posons que p=z i
• supposons que l'on convienne de donner à y une quelconque

des valeurs situées sur un certain contour fermé K, à x une valeur complexe

quelconque, et que z soit défini par l'équation (i). L'ensemble de ces points x,

y, z constituera une certaine variété fermée V à trois dimensions. Quelles sont

les propriétés de cette variété au point de vue de VAnatysis situs ?

A chaque point de cette variété je ferai correspondre trois variables réelles ^,

rj, Ç définies comme il suit : Ç sera fonction de y seulement et augmentera de i

quand y aura décrit son contour complet. Quant à ^ et à rj, ce seront des fonc-

tions linéaires des parties réelle et imaginaire de l'intégrale elliptique u définie

par l'équation (i). Ces fonctions linéaires seront telles que ^ et rj se changent
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en ^ + I , Y) quand cette intégrale elliptique augmente de w et en Ç, /) + i quand

elle augmente de w' (de telle façon que w := ^w + vm'). Dans ces conditions, on

retombera sur un ni(>ine point de la variété V quand Ç, rj, Ç se changeront en

ou eu

ç> -n-i-i, î

ou on

car si ^i et rii sont ce que deviennent ^ et y) quand on change Ç en Ç + i , on

aura

et, d'autre part,

M = Ç,(aoj + pto') -f- rn(YW -i- So)'),

ou plus généralenieiiL quand ^, rj, Ç subiront une transforma lion quelconque du

groupe G engendré par ces trois transformations.

On reconnaît là le groupe considéré dans VAnalysis situs, page 287,

6° exemple. La variété V est donc homéomorphe à la variété envisagée dans

ce 6" exemple et elle admet G comme groupe fondamental (cf. Analysis

situs, p. 289).

Définissons toujours la variété V de la même manière, mais ne supposons

plus p z= 1 . Alors 11 est un polygone fuchsicn curviligne. Nous iniroduirons

encore trois variables ^, v), Ç; cette dernière Ç sera définie comme plus haut.

Quant à ^ et Y), ce seront des fonctions bi-uniformes de Ç et des parties réelle et

imaginaire de la variable u ; do telle façon qu'à toute valeur complexe de 11

corresponde un système de valeurs de ^ et de rj, et un seul, et inversement. A
chaque valeur de Ç correspondra un groupe fuchsien et le polygone fuchsien R

relatif à ce groupe. Ce groupe fuchsien sera engendré par 2/> substitutions

Si, S5, . .
.

, s^p.

La substitution S/, changera Ç et rj en

?a(ç, -n, O, '\"c{i, -1, O,

de sorte que nous retomberons sur un m<^mc point de la variété V quand nous

changerons 5, y), Ç en

Nous pouvons d'ailleurs définir les fonctions ^ et r; de telle façon que cp/, et tp/,

ne dépendent pas de Ç.
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En eflel, envisageons la figure formée par le polygone fuchsien R= R'+ R"

et par ses transformés par les diverses siihslitutinns du groupe fuchsien. Ce

polygone et ses transformés remplissent la surface du cercle fondamental. La

figure ainsi formée se déformera d'une manière continue quand on fera varier t

d'une manière continue, mais elle restera homéomorphe à elle-même. On

pourra donc faire correspondre à tout point M„ de cette figure dans sa position

initiale un point M, et un seul, de la même figure dans une quelconque de ses

positions consécutives, et cela de telle sorte :

1° Que le point M se déplace d'une manière continue quand Ç variera d'une

manière continue;

2° Que, si Mo est un sommet de R, M reste un sommet de R; que, si M„ est

sur un côté de R, M reste sur un côté de R;

3° Que, si deux points M„ et M'„ sont congruents (c'est-à-dire transformés

l'un de l'autre par une des substitutions du groupe fuchsien), les points M et M'

soient également congruents.

Je supposerai alors que les valeurs des deux variables auxiliaires ^ et r) sont

les mêmes pour le point M„ et pour le point M; je supposerai, par exemple,

que ce sont les coordonnées du point Mo.

Dans ces conditions, cp/,. et 4'/, ne dépendent pas de Ç.

Quand, y ayant fait un tour complet, Ç aura augmenté de i, le polygone K,

en se déformant successivement, sera devenu un polygone Ri, équivalent à R.

Le point M sera venu en un point Mi dont les coordonnées seront

e(?, -n), o,(?, -ri).

On voit que l'on retombe sur un môme point de V quand Ç, rj, Ç se changent

en
o(?, -o, »i(i, -1), ; + i,

ou, plus généralement, quand £, rj, t, subissent une des substitutions du groupe G

engendré par les 2p-\- i substitutions qui changent Ç et rj en

ÇA-, 'S^k, Ç (* = I, 2, ..., 7.p)

OU en
0, 0,, r + i.

Ce groupe G sera donc le groupe fondamental de la variété V.

Nous remarquerons d'abord que ce groupe n'est pas simple. Nous pouvons

appeler G' le groupe engendré par les ip substitutions (cp/,, 4'/,, C) et 21a substi-

tution (0, Oi, Ç -|- i). Je dis que G' est un sous-groupe invariant de G; il suffit

H. P. — VI. 4S
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lie iiioiiliiT (iiic (i' t'sl pcrmiilnbli' à — . En rllcl. i cliauj;»',!!!! le |ioIvl;()ii(' \\ en

un polygone équivaloal, n'altère pas le groupe fuchsien. Or, le groupe Cuchsien

n'est .Tulre chose que le groupe engendré parles 2p subslitulions (5, yj; cp/,, ij>/,.);

on voit que ce groupe est permutalilc à la suhstitntion (E, ri; 0, Qi) et le tliéorème

énoncé s'en déduit immédiatement.

Considérons maintenant une variété V définie comme il suit :

Représentons la vanaLle j' sur une sphère. Distinguons sur celle sphère les

points ordinaires pour lesquels l'équation F(x, y) n'a pas de racines multiples

cl les points singuliers pour lesquels celte équation a des racines multiples.

Soient O un point ordinaire et Ai, An, ..., A, les points singuliers.

Joignons O à chacun de ces points par des coupures OAi, OAo, . . . , OA,y ne

se coupant pas mutuellement.

D'autre pari, traçons autour de chacun des points singuliers un cercle de

ravon très petit que nous appellerons cercle de garde.

Pour former la variété V, nous donnerons à y une valeur quelconque non

comprise dans l'un des cercles de garde, ta x une valeur complexe quelconque,

à z une des deux valeurs définies par l'équation (i).

A chaque valeur de y correspondra un polygone fuchsien R, et ce polygone

est parfaitement déterminé si y est assujetti à varier sans franchir les cou-

pures OA ; car c'est seulement quand y fait un tour complet en tournant autour

de l'un des points singuliers A que le polygone R peut s'éclianger contre un

polygone équivalent.

Le polygone R et ses transformés par le groupe fuchsien forment une figure

qui, quand y varie d'une manière continue, se déforme aussi d'une manière

continue, mais en restant toujours homéomorphe à elle-même. Soient alors yo

une valeur initiale de y, Ro le polygone R correspondant, un point Mo du plan

de Ro) nous pouvons faire correspondre au point Mo un point M du plan de R,

de telle façon que les coordonnées de M soient des fonctions continues et

hi-uniformes de celles de Mo! que M soit en un sommet ou sur un côté de R,

si Mo est en un sommet ou sur un côlé de Ro ;
que M et M' soient congruenls

si Mo et M', sont congruenls.

Nous pourrons ensuite faire correspondre au point M deux variables

auxiliaires ^ et r) qui ne seront autre chose que les coordonnées de Mo. Dans

CCS conditions, le groupe fuchsien sera dérivé de 2/> subslitulions
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telles que S/,, change 'E, el n en cp/, (i;, -n), '^i,{l, ri), les fonctions 9/, et ']//, étant

indépendantes de y.

Quand y tourne autour du point singulier A,-, R se change en un polygone

équivalent Ri ; il en résulte que ^ et v) se changent en

0/(1, •^), 8;(?, -1),

0, et 6; étant des fonctions bi-uniformes et continues de j; etï], telles que, (piand

le point Ç, rj est en un sommet ou sur un côté de Ro, le point G,-, 0; est en un

sommet ou sur un côté du polygone R° analogue à Ri et équivalent à Ro.

Envisageons maintenant un second groupe fuchsien que j'appellerai F, de

telle façon que y soit une fonction fuchsienne de la variable auxiliaire Ç+«Ç'

admettant ce groupe F. Le polygone fuchsien P correspondant sera de la

deuxième famille (c'est-à-dire qu'il aura tous ses sommets sur le cercle fonda-

mental et tous ses angles nuls) et de genre O. Ses différents sommets corres-

pondront aux valeurs Ai, A2, . . . , A, de la variable y.

Aux q points singuliers Aj, A2, . . . , A, correspondront les q substitutions

-\, i», . -, -If-,

qui engendreront le groupe F; et la substitution —, changera Ç et C'en

X.i(ï, s ), x.»' (Sj -^ )•

Il résulte de là qu'on retombera sur le métne point de la variété V quand les

quatre variables ^, ïj, Ç, i;' subiront une des substitutions du groupe G engendré

par les 2p -f- q substitutions qui changent ces variables en

?*(Ç, in), I'aC?, -n), s, ^ {k = i,2, ...,ip);

Les ip premières de ces substitutions engendrent un groupe G' (qui ne sera

autre que le groupe fuchsien appliqué à ? et à rj, les deux variables Ç et Ç

demeurant inaltérées). Ce groupe fuchsien étant permutable aux substitu-

tions 2,-, on conclurait, comme plus haut, que G' est un sous-groupe invariant

de G.

Ce groupe G peut être regardé comme le groupe fondamental delà variété V,

pourvu que l'on suppose, comme nous l'avons fait, que y est assujetti à ne pas

pénétrer dans les cercles de garde.

En effet, soit N le point de l'espace à quatre dimensions dont les coordonnées

sont ^, Yî, Ç, Ç'. A chaque point N correspondra un point de V, mais à chaque
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point «le \ corrcspoiidronl iiiu' luliailo de points de N; je ilirai (pie ees points

sont coiignienls entre eux.

D'après les définitions données dans l'Analjs/.s .i/tux (cf. p. 9.'\ i ), à chaque

substitution du i;roupe l'ondamenlal de V correspondra un contour fermé K

tracé sur \, le point initial du contour étant un certain point fixe choisi une

fois pour toutes sur V (c'est le point que j'appelais Mo dans VAnalysis situs).

Soit No lun des points N correspondant à ce j)oint (ixe de Y; à notre contour

formé Iv correspontlra dans l'espace (E, ï), Ç, Ç') une ligne NoBN'„ allant du

point No à un point congruent N'„.

II est clair ensuite que deux lignes NoBN'„, NoCN'„ ayant mêmes extrémités

conduiront à une môme substitution du groupe fondamental. Il suffit pour cela

de faire voir que le contour fermé NoBN'„CNo limite une aire, car alors le

contour fermé correspondant sur V limitera aussi une aire et pourra se réduire

à un point par déformation continue.

Il suffit donc de montrer que la région de l'espace à quatre dimensions où

peut se mouvoir le point N est simplement connexe. Quelle est celte région ?

D'abord le point Ç, rj peut parcourir tout le cercle fondamental, qui est une

aire simplement connexe. Quant au point Ç, Ç', il peut parcourir le polygone P

et ses transformés par le groupe fuchsien V . Il pourrait donc parcourir aussi le

cercle fondamental tout entier, s'il n'y avait lieu de tenir compte de l'existence

des cercles de garde. Comme y ne peut pénétrer dans ces cercles de garde, il

faut retrancher du polygone P de petites régions dans le voisinage de chaque

sommet, de môme pour ses transformés. Il faudra donc retrancher du cercle

fondamental une infinité de petits cercles, tous extérieurs les uns aux autres et

tous tangents au cercle fondamental. L'aire restante n'en étant pas moins

simplement connexe, la région où peut se mouvoir le point (4, rj, Ç, Ç') c'est-à-

dire le point N, est bien simplement connexe. c. o. f. d.

Ainsi, à un point N„ (ou, si l'on veut, à la substitution du groupe G qui

change No en N'„) correspond une substitution du groupe fondamental, et une

seule. Il résulte de là que le groupe fondamental est isomorphe à G; mais nous

ne savons pas encore si l'isomorphisme n'est pas mériédrique.

C'est ce qui arriverait s'il y avait des points N'j, (autres que N,, ) tels que la

substitution correspondante du groupe fondamental se réduise à la substitution

identique, c'est-à-dire tels que le contour fermé tracé sur V et correspondant à

la ligne NoBN'^, limite une aire et puisse se réduire à un |)oint par déformation

continue.
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Nous devons donc rechercher si, quand on décrit sur V un contour fermé

infiniment petit, il peut arriver que le pointN subisse une substitution de G ne

se réduisant pas à la substitution identique. Quand on décrira sur V un contour

infiniment petit, la variable y décrira aussi dans son plan un contour infiniment

petit. Ce contour ne pourra entourer l'un des points singuliers A,, puisque

chacun de ces points singuliers est protégé par un cercle de garde, très petit,

mais fini, où y ne peut pénétrer. Nous pourrons alors, en faisant suliir à notre

contour fermé une déformation infiniment petite, nous arranger pour que,

y restant constant tout le long du contour, la variable x décrive dans son plan

un contour fermé infiniment petit. Si ce contour n'entoure aucun des points

singuliers X/t, le point N dont les coordonnées sont i, ri, Ç, Ç' revient à sa valeur

primitive, et il n'a pas subi une substitution de G autre que la substitution

identique. Si le contour entoure un point singulier, et un seul, la variable z-

change de signe et le cycle n'est pas fermé sur V. Enfin, il ne peut arriver que

le contour entoure deux points singuliers, puisqu'il est infiniment petit, que

deux points singuliers ne peuvent être infiniment voisins que quand y est près

d'un des points A,-, et que nous ne pouvons approcher de ces points A, à cause

des cercles de garde.

En résumé, quand on décrira sur V un cycle fermé, la substitution subie

par N se réduira toujours;! la substitution identique. Donc l'isomorphisme de G
et du groupe fondamental est holoédrique. En d'autres termes, puisque le

groupe fondamental n'est défini que par sa forme, le groupe n'est autre chose

que G.

On voit quel rôle jouent les cercles de garde dans le raisonnement qui pré-

cède. Supprimons maintenant ces cercles de garde et supposons que x et y
puissent prendre des valeurs complexes quelconques, et que Vsoit, par consé-

quent, la variété définie par l'équation (i).

D'abord, le groupe fondamental sera toujours isomorphe à G; je n'ai rien à

changer à cette partie du raisonnemenl. Mais il reste à savoir si cet isomor-

phisme n'est pas mériédrique, et, pour le reconnaître, je vais, comme plus

haut, examiner ce qui se passe quand on décrit sur V un cycle fermé infinimeni

petit.

Si, quand on décrit ce cycle, y ne tourne pas autour d'un point singulier A,-

ou ne reste pas infiniment voisin de A,-, les raisonnements précédents s'appli-

queront encore et la substitution subie par N se réduira à la substitution iden-

tique. Supposons maintenant que y décrive un cercle fermé très petit autour
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de A/. Alors Ç l't Ç' so cliangeroiil en ;^, cl -/'^ el N subira soil la subslilulion

(^'i ^i ' Z'i ZÎ)' ^HC j'appellerai, pour abréger, T,-, soit celle môme substilulion

suivie d'une subslilulion du groupe G'.

Précisons davanlage. Quand on décril le cycle, le poinl x décril dans son

plan un contour fermé infiniment petit. En même temps, les points

.ro, Xi, .r., ..., Xipj^'i,

par suile des \arialions dej', décriront des courbes 1res petites. Deux de ces

points, que j'appellerai Xa el .r/,, sont très voisins l'un de l'autre quand y est

voisin de A/. Les autres points a?/, décriront des contours fermés quand y tour-

nera autour de A,. Quant à x,, et xi,^ il pourra arriver qu'ils s'échangent, et

alors ils décriront chacun un arc très petit, l'ensemble de ces deux arcs consti-

tuant une petite courbe fermée. Ou bien ils ne s'échangeront pas, de sorte que

cliacun d'eux décrira une courbe fermée.

Si X ne tourne autour d'aucun des points singuliers x/,, le point N subira la

substitution T,, à laquelle devra par conséquent correspondre, dans le groupe

fondamental, la substitution identique.

Si X tourne autour d'un poinl Xk autre que Xa et Xi,, z change de signe et le

cycle n'est pas fermé; ce cas doit donc être exclu.

Si X tourne autour des points Xa et Xu^ la somme des arguments de x— x,i

et X— Xi, augmente de 27r ou de f^-K. Le premier cas doit être exclu parce que^

changerait de signe; examinons le second.

Reprenons le polygone fuchsien R et les deux polygones partiels R' et R".

Au point Xa correspondra sur R' un certain point Ua qui sera le milieu de l'un

des côtés (au point de vue non-euclidien). Soit s,, la subslilulion qui change

un point M du plan de R en un point symétrique de u par rapport k Ua (au

point de vue non-euclidien).

Soit u'^ un point congrueul de u,,, transformé de u,, par une substitution S

du groupe fuchsien; el soil s'„ une substitution qui change un poinl en son

symétrique par rapporta u\^. On aura évidemment

s'a= S-li„S.

Considérons maintenant les différents points du plan de R qui correspondent

à Xij', parmi ces points, je distinguerai celui qui tend vers u,, quand y tend

vers A, sans franchir les coupures OA
;
je l'appellerai ui,. Je désignerai par m'^ le

transformé de uij par S. .le définirai si, el s',^ par rapport à ui, et u\ comme s„

el *'„ le sont par rapport à u„ et «'„.
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Il est clair que

Ti = *J = ^a" = '/r = I
)

que SaSi, et si,s„ appartiennent nu groupe iuelisien. que

s'/, = S— 'S/, S.

D'ailleurs, SaS/, et s/,Sa sont inverses l'une de l'autre.

Cela posé, quand :r aura décrit son contour aulour de x,, et X/,, le point ^,

r) aura subi la substitution s„S/j (ou la substitution s/jS,,, selon le sens dans lequel

le contour aura été décrit) ou, plus généralement, une des substitutions du

groupe fuchsien.

Le point IN aura donc sui)i la sulistitulionT, suivie d'une des substitutions S'

de G', ou, ce qui revient au môme, d'une substitution S" de G' suivie de ï,.

A la substitution T,S'=T"T, du groupe G correspondra encore dans le

groupe fondamental la substitution identique.

Comme nous venons de voir qu'à T, correspondait déjà la substitution iden-

tique, nous devons conclure qu'à S' et S" correspondra également la substitution

identique.

Il peut arriver encore que, quand on décrit le cjcle fermé sur V, y ne tourne

pas autour de A,, mais reste très voisin de A,; dans ce cas, Ç et Ç' reviendront à

leurs valeurs primitives; en même temps, x décrira dans son plan un contour

fermé; on pourra supposer que ce contour entoure les deux points singuliers x„

et X/j, puisque, quand y est voisin de A,-, ces deux points x,, et xi, sont voisins

l'un de l'autre. Alors le point u subit une substitution du groupe fuchsien et le

point N subit une substitution S'" de G' à laquelle devra encore correspondre

dans le groupe fondamental la substitution identique.

Ainsi, si nous reprenons notre groupe G qui est dérivé du sous-groupe G' et

des substitutions T,, nous voyons qu'à toutes les substitutions T, et à certaines

substitutions de G' correspond la substitution identique. Donc le groupe fonda-

mental sera isomorphe à G' (et, par conséquent, au groupe fuchsien), puisqu'à

toutes les T,- correspond la substitution identique, et cet isomorphisme sera,

en général, méri(';drique, parce qu'à certaines substitutions de G' correspondra,

en général, la substitution identique.

Avant d'aller plus loin, une distinction est nécessaire. Il peut arriver que les

points singuliers Xa et xo s'échangent quand y tourne aulour de A,, ou bien

qu'ils ne s'échangent pas. Dans le premier cas. il n'y a pas de difficulté : la
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partie ilc la variélt^ (i) voisine du poiiil )• :;= A,, s = x„=^ xi, osl assimilable à

la partie de la variété

; - = _) — x"^

voisine de l'origine, et loiil rvcle fermé qui reste 1res voisin de ce point est

réductible à un point de telle façon que la substitution correspondante du

groupe fondamental ne peut être que la substitution identique. Dans ce cas,

à T/, à S', à S" correspondra la substitution identique, ainsi que nous venons

de l'expliquer.

Dans le second cas, la surface (i) présente un point conique et la portion de

la variété (i) voisine de y ^ Kj, r = .z",,= .z-/, est assimilable à la partie de la

variété

z''-= y-— X-

voisine de l'origine.

Alors deux conventions également légitimes peuvent être faites : supposons

qu'un contour fermé tracé sur V puisse se réduire à un point, mais en fran-

chissant le point conique, et ne le puisse pas autrement. On peut admettre que

In substitution correspondante du groupe fondamental est encore la substitution

identique, ou, en d'autres termes, on peut traitei' le point conique comme un

point ordinaire de la variété. Dans ce cas, encore à T,, S' et S" correspondra la

substitution identique.

Ou bien on peut faire la convention contraire et traiter le point conique

comme un point singulier qu'il est interdit de franchir. Dans ce cas, à T, cor-

respondra encore la substitution identique, mais il n'en sera plus de mémi;

pour S". On aura d'ailleurs toujours S"^ S'".

Voici maintenant la question qui se pose. M. Picard a démontré (cf. Théorie

des fonctions algébriques de deux variables, t. I, p. 85 et suiv.) que, si une

surface algébrique est la plus générale de son degré, les cycles linéaires peuvent

être réduits à des points de telle façon que le nombre de Bctti Pj est égal à i.

Il ne s'ensuit pas immédiatement que le groupe fondamental se réduise à la

substitution identique. En ell'et, M. Picard a démontré que tout cycle linéaire

est homologue à zéro, et, pour démontrer que le groupe fondamental se réduit

à la substitution identique, il faudrait faire voir que tout cycle linéaire est

équivalent à zéro. Pour la différence entre les homologies et les équivalences,

voir Analysis situs, page a/f i

.

Il est donc nécessaire de revenii' sur la question <à ce nouveau point de vue.

Voyons d'abord le cas où //
---

i , e'est-à-dire où notre polygone fuchsien R se



TROISIÈME COMPLÉMENT A L'ANALYSIS SITUS. 385

réduit à un jjarallélogramme. Alors toutes les substitutions de G' et, par consé-

quent, toutes celles du groupe fondamental, sont permutables entre elles.

Le groupe G' dérive de deux substitutions que j'appelle 5 et 5i, Soit alors un

cycle quelconque ; à ce cycle correspondra une substitution de G' qui pourra

s'écrire, par exemple.

Les subslitulions de G' étant ])ernuitables, elle pourra s'écrire également

sa+3+Yi-3C|+Pi+ïi.

Si, comme l'a démontré 1\L l'icard, tout cycle est lioinuloguc à zéro, cela

veut dire que, parmi les cycles possibles, il y en a deux correspondant aux

substitutions de G'

(où a, b, c, d sont quatre entiers dont le déterminant n'est pas nul)etqui sont

susceptibles de se réduire à un point. Il arriverait alors qu'à s" s\ et à s'^s'{ corres-

pondra dans le groupe fondamental la subslilulion identique, ce que j'écrirai

s'^s'i^i, «=«'/= I.

Nous en conclurons, en nous rappelant que s cl Si sont permutai)les,

S'^ I , i'j ^ I
,

E = ad— bc.

On voit que le groupe fondamental ne jxiurrait, en tout cas, comprendre

qu'un nombre fini de substitutions, au plus e'^.

Mais on peut aller plus loin, même dans le cas dey; > i

.

Supposons, pour fixer les idées, que/> ^ 2 et appelons, pour abréger

n, b, c, d, e, /

les six points singuliers du plan des x que nous appelions jusqu'ici .^o, • • • 1 ^r,

Soit d'abord y = o
;
joignons le point x = o aux points «, b, c, d, e, f par

des coupures reclilignes, de telle façon qu'en tournant autour du point O ou

rencontre ces coupures dans l'ordre

Oa, 6, Oc, Od, Oe, O/,

Faisons maintenant varier y d'une manière continue, mais sans francliir

aucune des coupures OA,; en môme temps les points a, b, . . . , se déplaceront

d'une manière continue, mais sans s'échanger ou sans tourner les uns autour

des autres; les coupures Ort, ..., se déplaceront et même cesseront d'être

H. P. — VI. 49
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recliliiîiios, mais un les rcuconlrcra toujours dans le iiu^nic unlrc eu liiurnani

iuilour tic O.

()iian(l on IVancliira la coupure Oa, la variahle u (argumeiil des lonclions

l'uclisieuiics) subira une Iransiurinalion (|ue j'appellerai a et qui sera une sorte

de symclrie analogue à la substitution s„ définie plus haut, p. 382 (sjmélrie

par rapptu-l à i/„).

Je définirai, de même, les transioriualioas /;, c, d, c, /'; il est clair (pi'un

aura

ttbcdef = I ,

et cjue co sont là les seules redations qu'd j ait entre elles. Le griiuj)e luclisien

l'ig. I.

sera formé de loules les combinaisons |)ossibles de ces Uansformalions prises

en namliif jxiir.

Lorsipie r liiid \ers A,, deux des |)()iiils j.ini;uliers, ii el d. pai- e\cm|)le, se

rap|)ni( lieiil Inn di> l'aulre; quand )' loiirne aiildur de A,, ces deux points

s'échangeront (dans le cas général dû le pciint .r = a, y = A, n'est jias un point

doul)le d(! la surface, cas général que nous examinerons d'abord).

Quand le point y est voisin de A/ (mais sans avoir franchi la ((ininire OA,),

les cpialre coupures O^/, O/^, Or, i)il |)r('senlent la dl^pll^Ml()n icpresenlée en

li-.iil iili-iii Mif la (igiiie I ;
ii|iiè> (pie le point y a di'cril un contour autour

de OA,, les coupures Oa et Od se sont déformées el ont pris la foriiie repré-

sentée en trait pointillé sur la figure;. Elles se sont d'ailleurs permutées de telle

façon que la coujuire en Irait plein Orna est devenue la coupure en trait poin-

tillé Orn'd, tandis (|ue la coupure O iid est devenue On'a.

Traçons maintenant dans le j)lan un contour Iciiiié (jiielc(jn(pie, partant d'un
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point fixe Mo quelconque du plan; si ce contour coupe succt^ssivement les

coupures Oo. Oc, Or/, 06, O/, Oc, par exemple, il équivaudra à la substi-

tution acabfe.

Cela posé, considérons un contour l'crmé coupant Tune des coupures

(i) Orna, Ob, Oc, Ond, Oe, O/,

et une seule
;
quand y aura tourné autour de A,, il se transformera en un contour

cou|)ant une des coupures

(•->) Om'd, Ob, Oc, 0«'«, Oe, O/,

et une seule.

Or, il est aisé de voir sur la lij;iir(' qu iiu ((uitoui' conpanl l'une des cou-

pures (2) coupera dans un certain ordre certaines des coupures (i) et équi\autira,

par consécjuenl, à une certaine combinaison tics sulislilutions a, h et c.

.Si nous supposons, par exemple, Mo extérieur au contour Oni'd/ia. Le cycle

qui coupe :

O /n' (Y coupera Ond et équivaudra à d,

Ob >, Ond, Orna, Ob, O ma el Ond .. dnbad,
Oc i> Ond, Orna, Or, O/iia et Ond » dacad,

O ni' a » Onil, O ma el Ond » dad,

O '- » O c 1) e,

0/ » 0/ » f.

Par conséquent, la transformation T, changera les substitutions

(3) a, b, c, d, e, /

respectivement en

(4) 'd, dnbad, dacad, dad, e, /'.

Nous avons, plus haut, écrit la relation

T,S'= S"T„

et iiioulic (pi aux deux sul)sliluluuis .S' el S" de G' doit correspondre la même

substitiilion du groupe fondamental, ce (pie nous écrirons :

(5) S'sS".

Comme S' est une certaine combinaison des substitutions (3) en nombre pair

et que S" est la combinaison correspondante des substitutions (4), il suffit, pour

que l'équivalence (5) ait lieu, que l'on ail

a ^ d, 6 ES dabail, c e^ dacad, d ^ dad.
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Or, loules ces équivalences se réduisent à

ad^ I

ou, ce qui revient au nit^uie, à. a ^ d.

Nous avons vu t'iisuilf i|ii'ii Li suljslilulidu S'" do G' doit correspondre la

suI)sliltilioii i(lenlii[iir du i;i(iii|ii' londaïuciilal, ce (lue j'écris

S"'=i.

On \iiii ici que S'" nCsl autre cliose que ad, de sorte que nous retombons

loujoiirs sur la nit^inc équivalence

qui est (avec T,= i) la seule que l'on puisse déduire de la considération du

point singulier A,-.

Il nous reste à exauiincr le cas où le point

X = a, y = Ai

est un poinl (unique de la surface z = F(x, y). Refaisons une figure analogue

à la figure i. Quand le point y tournera autour de A,, les coupures en trait

plein Orna et 0/ic/ se changeront dans les coupures Om'a et On'd en trait

pointillé i/ig'- 2). En raisonnant comme tout à l'Iieurc et considérant les difie-

renls cycles qui partent du point Mo et qui coupeni une des coupures, et une

seule, on volt que le cycle qui coupe

Om'a coupera Ont/, Orna et Ond,
6 i> O /if/, Orna, Ond, O ma, Ob, O ma, O nd, O ma, Ond,

Oc » Ond, Oma, Ond, Orna, Oc, Oma, Ond, Orna, Ond,
On'd n Ond, Oma, Ond, Oma, Ond,
Oe » Oe,

0/ -, O/.

Ces cycles équivaudront donc respectivement aux condjinaisons

i/'ïd, dadabadad, dadacadad, dadad, e, J

,

c'est-à-dire qur T, Iransfoiiuera les sulistllutions

a, b, c, d, c, f

dans les suLslltulions

dad, dadabaddd, dadacadad, dadad, e, f.

Si l'on traite le poinl conique couime un point ordinaire de la variété, on

aura encore

S's S", S"'=i.
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La première condition (Mitraîne

(6) a^dad, b ^ dadabadad, c^dadacadad, d^^dadad.

La seconde nous donne sim])lemcnt

ad ^ I
,

ce qui entraîne d'ailleurs les conditions (6).

Considérons maintenant le point conique comme un point qu'il est interdit

de franchir. Alors nous aurons encore S'^S"et, par conséquent, les condi-

tions (6), mais nous n'aurons plus S"'^ i, c'est-à-dire ad^ i.

m' \ m>

Fiï. r..

Les conditions (6) se rnnièncnl à une seule

{ady-^\.

Ainsi, si nous nous interdisons de franchir le point conique, noiis n'aurons

pas ad^ I , mais nous aurons (ad.y^ i.

Ainsi, le cycle qui tourne autour des deux points a et d n'est pas la frontière

d'une variété à deux dimensions faisant partie de V, tandis que ce cycle pris

deux fois constitue la frontière d'une variété à deux dimensions faisant partie

de V, si dLi moins l'on suppose que toutes ces variétés à une ou à deux dimen-

sions ne s'écartent pas beaucoup du point conique.

Il est aisé de rapprocher ceci d'un fait connu. Nous avons déjà fait remarquer

que la portion de V voisine du point conique est homéomorphe à la portion de

la variété z-^ x-—y- o>i de la variété z-^ xy voisine de l'origine.

Appelons donc W la variété à quatre dimensions x;-= j")', dont on suppose

quel'ow (i exclu l'orii^inc qui csl un jioiiit conique. Ce qui précède nous
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enseigna i|u il \ a sur \\ mi cvcli' Icriiu' (
'. à nno cliiiiousiou li-l que l'on ii'ail

pas riUjiiivalonco

mais (jnc Ton ail rci|uivaliMi('('

2G=S0.

Or. consiJi'nins la Nariéte à tniis dinirnsions

que j'appelle \\ '. C'est la variété envisagée par M. Heegaard [cf. Pre/nier

Siipplriiient à VAiuilysis sitiis ( Reridicou/i dcl Circolo matcmatico di

PiiU'inio, t. XIII, 1899)].

A Idiii point, .r, y, z de ^\ roi'respond un point

X y z

Si le point de W tlecrit un cycle C, le point correspondant de W décrira un

cycle C. Or. il est évident que si sur W on a C ^ o, sur Won aura G'^ o, et

réciproqueiuent. (Je rappelle ipie l'équivalence G ^ o signifie qu'il existe surW
une variété à deux dimensions dont G est la frontière complète).

Si donc sur W on a 2G ^ o sans avoir G ^ o, il y aura sur W un cycle G

Ici que aG'^ o sans (jin^ G'^ o.

Or, 011 se rappelle tpie l'existence d'un pareil cycle G.' est une îles propriétés

caracléristiipies d<' la variét('' de M. Hcegaard.

Piien n'est plus lacile maintenant (pie de déterminer le groupe londamenlal.

Ce groupe est mériédriquement isomorphe au groupe fuclisien, lequel dérive

de toutes les combinaisons e« nombre pair des substitutions a, b, c, d, e, /,

lesquelles sont supposées liées ])ar les relations

II- = 11- = c- = t/'- = ("- = f- = I
,

ahc</i'f= I .

Mais si les d(Mix |ioiiils a v\ d peinciil séclianger (|iiand )' tourne auloiir

lie A,, on aura ad e^ i , d'où

a ^ d.

Je dis que la même relation subsistera si a se change en d quand y décrit un

cycle fermé quelconque, enveloppant, par exemple, non plus un seul point

singulier, mais deux points singuliers A, et A/,-. Si, en eU'et, par exemple,

a s'échange avec /' quand y loiiiiie aiiloiir de A, cl b aM'c d quand )' tourne
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autour de A/, (de telle façon que a se change en d cjuand y décrit le contour

qui enveloppe à la fois ces deux points singuliers), on aura

a^^b, b ^ d

et, par suite,

a ^ cl. C. Q. F. D.

Si donc les yjoinls singuliers a, b, c, d sont susceptibles de s'éclianger entre

eux, on aura

a = b ^c ^ d.

Si le polynôme F(j", y) est indéconiposahle, les racines de l'équation

(considérée comme équation en x) seront toutes snsceptihles de s'éclianger

entre elles quand on fera varier }' d'une façon quelconque.

Nos 2p-+- 2 points singuliers (qui sont au nombre de six, a, b, c, d, e,f

si p = a) s'échangeront donc tous les uns avec les autres et l'on aura

a ^ b ^ c ^ d^ e ^ f.

Une subslilulion quelconque du groupe fondaniental, se réduisant à uni'

combinaison en nombre pair de a, b, c, d, e, /', se réduira à une puissance

paire de a, c'est-à-dire à la substitution identi(|ue.

Ainsi, si le polynôme F est indécomposable, le groupe fondamental se

réduit à une seule substitution qui est la substitution identique

.

Si le polynôme F se décompose en deux facteurs F = FiF2, nous devrons

distinguer deux sortes de points singuliers : ceux qui satisfont à l'équation Fi^ o

et ceux qui satisfont à F2=o; supposons, par exemple, que «, 6, c, d satis-

fassent à Fj^ o, e et y à Fs^o; on aura alors

On n'auia pas a^e (si les points coniques ne sont pas regardés comme des

points ordinaires) ; mais on aura (« e)-^ i , de sorte que le groupe fondamental

comprendra senlemeni deux substitulions

I, ae.

Il faut voir encore si ce nombre n'est pas réduit par la considéralion de la

relation

(7) abrdef = i.
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Observons que l'on doit toujours réduire le degré de F à être pair (au besoin

par une transformation liomof^rapiiique), puisque le nombre des points sinj^u-

liers est a/> -f- ?.. Nous devons alors dislinguer le cas où Fj et F^ sont tous deux

de degré pair : alors la rchiliou (7) se réduit à une identité et le groupe fonda-

iiii'iilal uost pas réduit; et le cas où Fi et F2 soûl Ions deux de dtîgré impair :

alors la relation (7) se réduit à ne ^ i cl le groupe fondamental ne comprend

plus qu'une substitution.

Si F se décompose en trois facteurs F^^FjP'oFa, que a soit l'une des

racines de Fi := o, b l'une de celles de F2= o, c l'une de celles de F3= o, on

aura

a'-=b^-=ci^i, {aby-= {bcy-= ( ac)'-^ i,

ce qui nujntre que le groupe fondamental se i-eduil à (piaire substitutions

I, ab, bc, ac,

ce nombre pouvant encore être réduit, à cause de la relation (7), si deux des

facteurs sont de degré impair.

Si, enfin, F se décompose en a facteurs F=:FiF;.>. . .F„; si «, est l'une des

racines de F,==o; ou aura

(8) «? = i, (aiak)-=i {i, k = 1, 2, . . ., II).

•Soit alors S une substitution quelconque du groiqje fondamental; ce sera le

produit d'un noudire pair des substitutions «,. Mais des relations (8) on peut

déduire

«,«is akC'i-

On peut donc permuter les facteurs de S et l'écrire sous la forme

a^' a|' . . . «f," ( £i -I- £2 -I- . . . -I- E„ = o, mod 2 ).

On peut ensuite, à l'aide des relations (8), réduire les exposants £ à o ou à i,

de sorte que S se réduira à un produit de li facteurs «1, «2^ • • ^ «m les k facteurs

étant différents et k étant pair, l'ordre des facteurs étant d'ailleurs regardé

comme indifférent. Il j a a"~' combinaisons possibles; le groupe fondamental

compiend donc 2"^' substitutions; mais ce nombre peut être réduit de moitié

par le mojcn de la i-elation (7), si deux ou plusieurs des facteurs sont de degré
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LA CONNEXION

DES SURFACES ALGÉBRIQUES

Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 133, p. iifi 1-973 (9 décembre 1901 ).

Une Noie iinpoitanle de M. Picard a réceimiiciil alliri' de nouveau

l'attention sur la ([ucslion de la couiu'Vion des surfaces algébriques. Je

crois devoir dire quelques mots de certains r('sultats (|ue j'ai oIjIcuus sur

ce sujet.

Soit

(i) f{x, y, z) = Q

une surface algébrique, à laquelle correspondra une variété fermée V à quatre

dimensions.

M. Picard a tK'iuontré que loule sui-faci' peut t'ire ramenée, par une transfor-

mation biralionnelle, soit à une surface de l'espace à cinq dimensions dépourvue

de toute singularité, soit à une surface de l'espace ordinaire ne présentant

que des singularités ordinaires, c'est-à-dire une courbe double et des points

triplanaires.

Nous sommes donc autorises par là à nous restreindre au cas des surfaces

à singularités ordinaires, ciî (jui est d'aulauL plus m'-cessaire que les autres

surfaces pourraient présenter des singularités telles que la variété V corres-

pondante présente elle-môme un point singulier. Or les théorèmes généraux

de VAnalysis situs n'ont guère été démontrés que pour les variétés sans point

singulier et les définitions elles-mômes deviendraient ambiguës, à moins d'élre

complétées par de nouvelles conventions.

Cela posé, rappelons cpielques-uns des ri'sultats obtenus par M . Picard.

H. P. - VI. 5o
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Domuuis à ) uni' \:ili'iir idiislaiitc tua'lceniqiii', rccjuiiliiiii (i) roprésentera

uni' nuirho ;ili;cliri(jii(' /'(j?, ^) = ()di' genre /j; à (H'tle ciuiilx' correspondra

une siirlaie lie Ini'iiiimii S siii' l:u|iiclli' on piiurni liMccr :> p cvclt's dislincls

t.),, (02, ..., Wo,,.

Lorsque y Viuicra. \\\ snilaci' de Iliciiiiiiiii S cl les cycles co \nriei'iml, et

iiiialid ) aui'a dcciit un laccl aijldiii' Ai' l'iiii des |i(iiiils >iin!;iiliei'S

Al, A-2, . . ., A,^

pour lesquels le genre de la couibe /'(.r, ^) = o s'abaisse, les 2/) cycles w

se seront transformés en .ip cmnbinaisons linéaires (à coefficients entiers)

de ces mêmes cycles o; ils auront subi une Iransformation linéaire T/.

L'ensemble de ces transformations T, forme un groupe dont M. Picard a

moutii' l'importance an poini de \ue (jui nous occupe et que j'appellerai

^ruupc de Picard

.

11 s'agit de former tous les cycles distincts de la variétc'^ V, tant à une qu'à

deux ou à trois dimensions. En ce qui concerne les cycles à une dimension, le

problème a été entièrement résolu par M. Picard. Notre savant confrère a

montré que tous ces cycles peuvent être ramenés aux divers cycles (,i d'une des

surfaces S, mais que ces cycles oi ne sont pas Ions distincis; un quelconque de

ces cycles est équivalent à son Iransformi' par l'une des transformations T/.

Si donc on égale cliacun des a/j cycles w à son transformé par chacune des

(j transformations T/, on obtiendra un système de 2p</ ('quations linéaires

entre les w, que j'appellerai le système (A).

Autant ce système (A) aura de solutions distinctes, autant la \ariété V
admetlia dt,' cycles à une dimension distincts.

Il seml)le d'aljord (pi'il y a des cas ofi le nombre de ces cycles doive être

abaissé; que, pour certains points singuliers A,, le genre de la surface S

s'abaissant, un des cycles de cette surface pourra se réduire à zéro, sans être

pour C(da la différence entre un des cvcles de S et son transformé par la substi-

Intioa T/. C'est ce qui arrixcrail, par exemple, si nous avions deux jioinls

singuliers Aj et A.j, tels (jue 1rs transformations Tj el T.j soient iinerses l'une

de l'autre; puis que lums lassions varier la surface (i) d'une manière ccmtinue,

de telle sorir qu'à la limite les deux pcjinls A| el A2 se confondent. Alors, pour

la surface limite, la transformation du groupe de Picard (pii correspondrait au

point singulier formé par la réunion d(! Ai et Aj se réduirait à la transforma-

lion identique, et ee])endanl certains des c>(les de la surface .S se rc'duiraient
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à zéro quand y viendrait en ce point singulier. Mais celte circonstance ne se

présentera jamais pour les surfaces à singularités ordinaires auxquelles nous

devons et pouvons nous restreindre. Si elle se présentait pour d'autres surfaces,

on pourrait se demander si ces cycles doivent être regardés comme équivalents

à zéro; on se trouverait justement dans les cas où les définitions ordinaires

deviennent ambiguës, à moins d'être complét(''es par des conventions nouvelles,

et la réponse à la (piestion posc'e d('pendrait des convcnlions que l'on

adopterait.

En ce qui concerne les cycles à deux dimensions, M. Picard a considéré

ceux qui sont engendrés de la façon suivante : Supposons qu'un cycle u ne soit

pas altéré par l'une des transformations du groupe de Picard; nous ferons

alors décrire à y un contour fermé correspondant à cette transformation 0; le

cycle ù) variant avec j^ engendrera un cycle fermé' à deux dimensions. Il reste à

savoir si tous les cvrlos ain^i obtenus sunl distincts et s'il ne peut y en avoir

d'autres.

Voici les résultats auxquels je suis parvenu à cet ('gard : il \ a des cvcles de

deux sortes; tous les autres n'en sont que des comhinaisons.

Il y a deux cycles de la première sorte qui sont la surface de Piiemann

obtenue en donnant à x une valeur constante, et la surface de Rieniann obtenue

en donnant à )• une ^aleur ctmstanle.

AOici le mode de gciiciation des cycles à deux dimensions de la seconde

scn-le :

Soit i^, une combinaison liniMire des cycles m, ii| son translV)rmé par la

transformation T,- ; si ces combinaisons linéaires sont choisies de telle sorte

que l'on ait

(2) Oi-l- Ui-t-. ..-hQ.,= il\ -f- Q', -I-, . .-(-û;,,

on engendrera un cycle de la façon sui\ante : si nous faisons décrire à ) un

lacet autour de A,, en partant du point O et revenant au point O, le cycle iî,

engendrera une \ariélé W/ à deux dimensions qui ne sera pas fermée, mais qui

sera limitée par la position initiale et finale du cycle, c'est-à-dire par le cycle

Î2° de la surface de Rieniann correspondant au point O et par son trans-

formé iîj". Alors si l'on réunit toutes les variétés W,, elles se raccorderont à

cause de l'identité (2), et leur ensemble formera un cycle à deux dimensions.

Tous ces cycles ne sont pas tlistincts. .Soit U„ un cvcle quelconque. Ui son
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transformé par Ti, Ua celui de Ui par Ta, U3 celui de U3 par T;,, etc., et enfin

U,,= Uo le transformé de U,/_i par T,,. Si nous avons alors

U,= U„-i-V,. Do=U,+V.,, ..., Q,^ = U,,_, -*- V,,

(V,- étant un cvrlc tpi('lcoiu|ii(' iiiajh'it' par la Iransformalion T,) et, par

conséfpieni

o', = u,-i-v,, Q'„ = Uo-i-v,, ..., q;, = u^ + v,„

le cycle à deux dimensions engendré par iîi, iî^, . . . . Î2,y sera équivalent à

zéro. Il n'y a pas d'autre cycle équivalent à zéro. Donc, quand on aura

réduit par ce moyen le nombre des cycles à deux dimensions, tous ceux qui

resteront seront distincts.

J'ignore si tous les cycles de la seconde sorte sont des combinaisons de ceux

qui correspondraient, d'après M. Picard, à une transformation et à un cycle

inaltéré par cette transformation.

Passons enfin aux cycles à trois dimensions. Soit iî un cycle de la surface S

qui soit invnridiU par rapport au groupe de Picard, c'est-à-dire inaltéré par

toutes ses substitutions. Quand on donnera à y toutes les valeurs possibles, cet

cycle engendrera un cycle fermé à trois dimensions.

Il n'y en aura d'ailleurs pas d"autre et tous les cycles ainsi obtenus seront

distincts.

On vérilic cpie, comme il convient, le uoud)re des cycles invarianls (et, par

conséquent, celui du nonilire des cycles à trois dimensions de V) est égal au

nombre des solutions distinctes du système (A) (et, par conséquent, à celui

des cycles à une dimension de V).

On voit que la considération du groupe de Picard suffit pour la détermi-

nation des nombres de Betti; elle suffirait également pour la détermi-

nation de ce que j'ai appelé les coefficients de torsion.
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LES CYCLES DES SURFACES ALGÉBRIQUES;

QUATRIÈME COMPLÉMENT À L'ANALYSIS SITUS

Journal de Mathémaliques, t. 8, p. i6y-2i4 (1902).

§ 1. Introduction.

Les beaux travaux de M. Picard sur les Surfaces algébriques oiiL mis

depuis longtemps en évidence l'imporlauce de la nolioii des cycles à une, deux

ou trois dimensions. J'ai pensé qu'on pourrait appliquer à cette question les

principes que j'ai exposés dans VArialysis silus et ses deux premiers complé-

ments {Journal de VEcole Polytecltiiique, tome du centenaire; Rendiconti

del Circolo Matemalico di Païenne, t. XIII; Proceedings of tlie London

Mathemalical Society, vol. XXXII) et j'ai obtenu ainsi certains résultats

partiels que j'ai déjà énoncés dans une Note aux Comptes rendus et qui

viennent compléter, sur certains points, ceux de M. Picard.

Je rappelle qu'étant donné une variété V fermée à p dimensions, je trace

sur cette variété d'autres variétés, fermées ou non, d'un moins grand nombre

de dimensions; je désigne par W^ une variété à q dimensions tracée de la

sorte sur V.

Si IWç est un ensemble de variétés à q dimensions et 2W,,-i un ensemble

de variétés kq— i dimensions, la congruence

signifie (par définition) que iW 5_i forme la frontière complète de l'ensemble
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do varii'lt's i\\',,. .rc\|>iiiiic le niôinc l'iiil siiiis iiicllro en ôvidcncu 2W,/ l'ii

('l'i'iviinl 1m ri'l;iliiiii

2 \V,,_, ~ o

que )"ap]H'lli' une /lonuilugic.

Alors la cougruence

sii^iiilicni (jiic la \nriélé — \\ ,/ t'sl iLTiuéo.

SiTonaiiW^^o sans avoir -W,y'^i) (on // IW' ,/ n^ o , n cLaiil ciilicr), je

ilirai (|iii' la xariilc iW,, consliliic un cmIi' à q (lliiioiisions.

Soit

(O /(^=r> :) = o

r(([ualiiiii (l'une surlaco alg('ljii(|U(' quclcoiicjui', (jui dcliiiira uiiu variété Va
ijualrc dimensions. A elia([U(' xaleui- i\c y correspondra une surlace de Rieniann

qui sera en général de genre y>. Je supposerai que le genre ne s'abaisse ni pour

y:=o, ni pour y = oo , mais qu'il s'abaisse jiour q poinls singuliers

Dans le |)lan des ^r. je Iraeerai q coupures 0A|, OAj, . . ., OA,^. Soil S l'une

des surfaces de lliemanu; (juand )' variera sans frititcliir les coupures, la

surface S variera, mais en restant lioméomorplie à elle-même de façon que les

diverses surfaces de Riemann se correspondent poinlpar point et d'une manière

biunivoqiie et continue.

I,'unr (|uelci>nfpie S de ces surlaces |)(Miira ('lie subdivisée en un polyèdre !*;

soient V les faces, B les arêtes, C les sommets de ce polyèdre. Une autre

surface S', coirespruidaut poinl jiar |ioiul à la siirlace S, se lr(juvera de même

subflivisée en un poljèdre P' dont les faces, les arêtes et les sommets corres-

pondront aux faces, aux arêtes et aux sommets du polyèdre 1*.

Supposons maintenant que y, partant d'un point situé inliuiinent près de

liiue des coupures, décrive un contour prescpu' leruu' et aboutisse à un aulre

poinl siluc; luliiuuicul juès du |)oiul inilial, mais de Vnuire côlé de Ui coupure.

La surface S se sera transformée en une surface infiniment peu différente; mais

à un poinl de la première surface correspondra, en général, un point de la

seconde surface qui en différera beaucouji.

Le polyèdre P se sera ainsi transforirié eu un |)olyèdi'e !" 1res différent.

D'un autre côté, aux différents points du plan des y découpé par nos
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coupures, nous pouvons l'aire correspondre les points d'un polygone Q à

iq côtés «,(3, et a,(3,+j, les côtés cn^i et a,i3,-+i correspondant aux deux lèvres

de la coupure OA,, le point a, à A,-, les points (3, et (3,+i à O. Inutile d'ajouter

que j'écrirai indillerenimenl |3j ou [3,y+i, (îj ou p,y+2, etc., de façon à conserver

la sjiuétrie des notations.

Nous allons tirer de là une subdivision de la variété V en un polyèdre II à

quatre dimensions.

A chaque face F,- de P correspondra une liypercase de R que j'appellerai

aussi F,-. A chaque arête B, de P correspondra une case B, de H; de môme à

'chacun des côtés a/(3, oil a,(3,+i de Q couiliiné avec chacune des faces F/, de P

correspondra une case a,[3,F/, ou ot/p/^i F/, de II.

A chaque sommet C, de P correspond iinc (';icc C, de H. A ciiaque sommel

«, ou (3, de Q, combiné avec chacune des faccîs F/, de P, correspondra une face

«,F/,. ou |3,F/, de H. A chaque côté a.;'^; ou a,-|3,>i de Q, combiné avec

chacune des arêtes B/, de P, correspondra une face «,p,B/, ou a,p,+iB/, de H.

A chaque sommet C/, de P combiné avec chacun des côtés «/(3,- ou a,p,H_i

ih' II correspondra une arôle a/p/C/, ou a,,3,+iC/, de II. A cliaqiie sommet ai ou

(3, de Q combiné avec chacune des aréles B/, de P correspondra une arête a/B/,

ou p,B/, de II.

Enfin, à chaque sommet a, ou j3, de Q comiiiné avec chacun (h's sommels C/.

de P correspondra un sommet a,C/; ou |3,C/, de II.

Mais il convient de faire plusieurs observations. D'aiionl ])our ^-^A,, le

polyèdre P dégénère de telle façon que certaines de ses faces disparaissent; si,

par exenqjle, la face F/, disparaît p<iur y = A,, la fac(! correspondante a,F/, du

polyèdre II n'existera pas.

De même, bien que cela |)uisse être évite, on pourrait concevoir qu'une

arête B/, disparût pour )- = A,; dans ce cas, l'arête a,B/, n'existerait pas.

D'un autre côté, donnons à / une valeur fléterminée et faisons prendre à

l'indice A' toutes les \aleurs posslliles ; envisageons ensuite, d'une part

l'ensemble des cases a,(3,F/, et, d'autre ])art, l'ensemble des cases a,,3,+jF/,.

Ces deux ensembles seront identiques, bien qu'en général la case a,(3,F/,

considérée à part ne soit pas identique à la case a,|3/+iF/,, ni même à une autre

case a,(3,_^jF/.

II pourra se faire aussi que certaines des faces a,[3,B soient identiques à

certaines des faces a,(3,+ iB, ou ci'rlaines des arêtes (Z,[3,C à certaines des

arêtes a/(3,vi G.
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D'autre pari, comparons les dilïérenles faces |3,F/,; la surface de Riemann So

qui correspond au point O se trouvera subdivisée en polyèdre de q manières

différentes, suivant que l'on considère le point O comme correspondant au

sommol (3i, ou à (So, . . . , ou à p,y- Ce sont ces q modes de subdivision qui

cn-jondrent les faces J3F. Si donc m est le nombre des faces de P, on aura les

idfulités

(2) [î,F,+ p,F, + ...-^piF„,= ;vF, + p/F= + ---+P/F». '

Il ])i)iirru .se luire (juc ccilaini's des faces (3F soient idculiques entre elles.

Mais cela n'arrivera pas toujours. 11 pourra arriver également que certaines des

arêtes ^B, ou certains des sommets (3C soient identiques.

Enfin, par suite de la dégénérescence de P pour y=^A.i, il pourra se faire

que certaines des faces «,F, ou des arêtes a,B, ou des sommets a,C soient

identiques.

En résumé, nos variétés partielles, hjpercases, cases, arêtes ou sommets

peuvent se répartir en quatre catégories coiifdriiiément au tableau suivant :

Nature Catt-gorie

la variété. I. aTi. 2. 3.

Hjpercases F,t - - -

Cases Bk ^i'\'i^ k, <ii\'H+i'Pk

Faces G* oL,[ii]ik, «.t Pi+i Bi a^ F<- fi, F*

Arêtes - a,(î,C;t, a,(B,-+i Q- a,Bx- (3,-Bi

Sommets - - «jC^ [jiCt

Il ne peut y avoir identité entre deux variétés de catégorie différente. Deux

variétés delà catégorie 1 sont toujours distinctes.

Entre deux variétés de catégorie «P, il ne peut j avoir identité que si l'indice

i de a est le même (sans quoi les valeurs correspondantes de y seraient sur

deux coupures OA,-, OAy dill'érentes; l'indice de (3 devra, au contraire, être

différent; il |)eut y avoir identité, par exemple, entre a,(3,F/, et a,|3,-^,F/,, mais

pas entre a,(3,F/,. et a,(3,F/i. Deux variétés de la catégorie a ne pourront être

identiques que si l'indice de oc est le même.

Avant d'aller plus loin, nous allons modifier un peu nos conventions, afin

d'éviter les inconvénients qui pourraient résulter des identités telles que (2)

qui ont lieu entre deux sommes de faces, bien que les faces prises individuelle-

ment ne soient pas identiques deux à deux.
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Soil M un point quelconque de la coupure OA,, la surface de Riemann S

correspondante pourra être décomposée de deux manières en polyèdre, selon

que l'on envisagera le point M comme appartenant à l'une ou à l'autre des

deux lèvres de la coupure. Superposons les deux modes de subdivision, eu

considérant à la t'ois les arêtes provenant de luu et de l'antre mode. Aous

obtiendrons ainsi un certain polyèdre que j'appellerai P'; on peut s'arranger

pour qu'il reste homéomorphe à lui-même quand le point M décrira Ifuite la

coupure OA, [vide infra, § u).

J'appellerai Fj., B'^., C|(. les faces, arêtes et sommets de l". Chacune des

faces F du premier mode de subdivision se décomposera en un certain nombre

de faces F', et il en sera de môme de chacune des faces F du second mode; de

sorte que chaque face F' appartiendra à l'une des faces F du premier mode, et

à une seule, et à une des faces F du second mode, et à nue seule.

Chacune des arêtes B de chacun des deux modes de subdivision se décom-

posera en un certain nombre d'arêtes B'. Chaque arête B' appartiendra au

moins à l'une des arêtes B de l'un des deux modes, et peut-être à une arête de

chaque mode; mais, dans aucun cas, elle n'appartiendra à deux arêtes dillé-

rentes du môme mode.

Enfin, les sommets C seront les sommets C des deux modes, auxquels il

il faut adjoindre les points d'intersection des arêtes du premier mode avec

celles du second.

De uiêiue, nous avons \u (pie la Mirface .Su qui correspond au poLiil () se

trouve décomposée en polyèdre de cj manières dillérentes. Superposons les

q modes de subdivision; nous obtiendrons un polyèdre P" dont les faces, les

arêtes et les sommets s'appelleront F^'^., B"., C'^. Chacune des faces F correspon-

dant à l'un des q modes, de même que chacune des faces F' correspondant au

polyèdre Pj, que l'on obtient en regardant le point O comme appartenant à la

coupure OA,-, se trouvera décomposée en un certain nombre de faces F".

Chaque face F" appartiendra à l'une des faces F' du polyèdre P,', et à une seule;

à l'une des faces F de chacun des q modes de subdivision, et à une seule.

Chacune des arêtes B des q modes, chacune des arêtes B' des divers

polyèdres P; se décomposera en un certain nombre d'arôlcs B". Chaque arête B"

appartiendra à l'une des arêtes B de l'un des q mofles, et à l'une des arêtes B'

do l'un des pcdvcdrcs I',; elle (louira appartenir a la l(us a ilcux arêtes de deux

modes difTérenls, ou à deux arêtes B' i\c deux polyèdres P' difl'érents, ruais pas

à deux arêtes B du même modo ou à doux arêtes B' du même polyèdre.

H. P. — VI. ji
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Les sommets C se lomposiironl des sommets des '/ modes auxquels il faut

jidjoindre les points d'intersection des arêtes B apparleuani à des modes

dillerenls.

Kien à changer en re qui concerne les variétés de la catégorie 1; passons à la

catégorie a{3. Chacune des cases ot,(3,F/, ou a,|3,+|F/, va se trouver décomposée

en cases partielles a,|3,F'^, cx,-^,-+iF'/.; de même, chacune des faces <z|3B sera

d(''composée en faces a(3B'. Aux arêtes o£|3C viendront s'adjoindre d'autres

arêtes correspondant, comme nous l'avons vu plus haut, aux intersections de

deux arêtes B appartenant à des modes dift'érenis. L'ensemble de ces arêtes

constituera ce que j'appellerai les arêtes xp CV.

On voit que les cases a,|3,F^. sont identiques aux cases a,(5,viF'^; de même

pour les faces a,(3,B'/. et «,(3,viBj et pour les arêtes a,(3,G^. 'et «,[3,+i C'^.. Mais il

importe de remarquer que la case a,(3,F/, se décompose en cases partielles a,f3,F',

qui ne sont pas les mêmes, en général, que les cases partielles dans lesquelles

se décompose la case a,[3,+iF/,. La môme observation s'applique aux faces

a,(3,B/, et a,(5,+,B/,.

Passons à la catégorie a. Quand le point M vient en A,, les deux modes fie

décomposition de la surface S en polyèdre P se confondent; d'autre part, ce

polyèdre dégénère, comme je l'ai dit, de sorte que certaines des variétés a, F),

XiB'i., otiC/. pourront disparaître et que certaines pourront se confondre.

Passons à la catégorie (3. Nous allons avoir des variétés partielles |3(F'j[.,

Les faces (3|F'j,, (jsF^., ..., {3^F'^ seront identiques; mais la face (3iF/, se

décompose en faces partielles |5F", qui ne sont pas les mêmes, en général, que

celles dans lesquelles se décomposent la face (SoF/, , ou la face |3:iF/,-, etc. Même

observation pour les arêtes.

(jela posé, je fais d'abord la icmarque suivante :

Lue variété de la catégorie a sera toujours h(jiiiologue à une somme de

variétés appartenant à d'autres catégories.

Soit, par exemple, la face «/F'^; elle appartient à la case a,(3,F|( qui admet,

en outre, la face [3/F^ et celles des faces «,(3,6/,, qui correspondent à des arêtes

B',, appartenant à la face F'^ du polyèdre P'. Si donc on a la congruence (pour

ce polyèdre P')

K' = ^ff R'
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les £, étant des nombres égaux à + i , — i ou o, on aura la congruence

a,- pi F'^. = «, F'j.- ii; F'^. + 2£^ a,- Pi B'^

et, par conséquent, l'homologie

a,-Fi.~,'î,F;-ss,a,ri,-B;,.

Les variétés qui figurent dans le second membre de cette honioiogie appar-

tenant aux catégories (3 et a(3, le théorème est démontré, et on l'établirait de

même pour a,B'^ et a,C^.

§ 2. Cycles à trois dimensions.

Je passe à la recherclie des homologies et congruences entre ces variétés. Je

commence [)ar la remar(jue suivante :

\ous pouvons toujours supposer (jiie nos congruences ne contiennent pas

de variété de la catégorie a.

Soit, en cflet,

une loiigruence où les a, A sont des variétés à p dimensions de la catégorie a.

(correspondant à une variété A du polyèdre P ou P'), et H une combinaison

de variétés h p dimensions des autres catégories.

Nous aurons alors, sur notre polyèdre P ou P', la congruence

A E^ Ssa,

où les E sont des entiers et les a des variétés atlmetlaiil une diuicnsiou de moins

que A. On aura alors la congruence

a,- pi A = «iA— p,A -(- ^la-i'fiia,

d'où l'homologie

iA ~ [jiA — Sca/|3i«.

En coMiliiuiiiil cette lioinologie avec la congruence

SzfA + H = 0,

nous Iroinoiis lu eongrueiice

SfJ,A — S2£a,p,a+ H = n,

(jui lie ciiulient plu> fie varii'té de la liilegorie (y..
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l'oiir obtenir les lïoiiiologies entre les cases, il suffit d'envisager celles qui se

iléduiseul des livpercases.

Supposons que, sur le pulyèdie P, on ail la congruence

les £ elanl égaux à + i. — i ou o ; un aura, pour 1(^ polyèdre à quatre dimen-

sions, la congruence
F;. =Sc,, B^+ Sa,- pi Ft - S«i IWi Pic,

et, par conséqueul. l'Iiomologie

(1) ^i,/B,,~ Sa.fli+.F*- Sa,fl,.K,.

iNous rappellerons, d'ailleurs, (jue a,(3,F/,, de même que a,|3,_,iF/,, peut être

remplacé par la somme de plusieurs cases partielles a,p,F'.

D'où une première conséquence; soit ^C^Bry une combinaison quelconque

des cases B,, les Ç étant des entiers. Je suppose que, sur le polyèdre P, on ait,

entre les arêtes B, correspondantes, l'homologie

-Ï7B, ~ o,

c'est-à-dire que l'ensemble de ces arêtes (affectées chacune du coefficient Ç,)

forme sur la surface S un cycle fermé susceptible de se réduire à un point par

déformation continue.

Alors on aura sui' le polyèdre P la congruence

SÇ^B^^Sfi.F,,

les G étant des entiers; on aura alors sur le polyèdre à quatre dimensions, la

congruence
20<.Fi= sç^B^-H so^oii^iF^.- i:eia,-ri,-+,Fi.,

d'où l'homologie

SÇ^B,/^ ID^a/pi+i Fa- SBia,ii,F/.

Si donc une ctiiithiiiuison (Varètes B est homologue à zéro sur P, la

combinaison correspondante de cases B sera homologue à une combinaison

de cases de la catégorie x^.

Cherchons maintenant les congruences entre les cases.

Ces congruences sont de la forme

(2) 1^,6,-1- Sr, a, [i; F', = 0,

les Z fit les 0' étant des entiers. Je dis d'abord i/iic Pon arirnsiir le polyèdre P
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c'esl-à-dire que Censemble des arêtes (affectées des coefficients Ç) devrn

former un ou plusieurs cycles sur la surface S.

Soit, en effet, sur P, la con^nience

Bf, ;= Se/, C/,.

Nous aurons sur noire polyèdre à quatre dimensions la congruence

B,= S£aCa-i-H.

H désignant une combinaison de faces n'appartenant pas à la catégorie 1. On

aura, d'autre part,

H ayant toujours la même signification; on en déduit

H ayant toujours la môme signification.

Comme le second membre doit être identiquement nul, on devra avoir

identiquement

IÇ^E/, C/, = o.

On aura donc sur le polyèdre P

(ï) S?yB,= 2:Ç,,£,,CA=o. c. Q. F. D.

0)11 doit donc avoir, en vertu de (2),

(4) i;e',a,fi,F',E^ 2Ç,a,fi,+,B,,- 2Ç,a,a,B,/.

Soit S (M) ce que devient la surface de Riemann S quand le point j' vient

en M sur la coupure OA,-. Soit MF'^ la face F^ du jKjlyèdre P' correspondant à

cette position du point M; soit MP la limite vers laquelle tend le polyèdre P

quand le point y se rapproche de M du côté a,j3,- de la coupure. Soit (MP) la

limite vers laquelle tend ce même polyèdre quand le point y tend vers M du

côté a,P;+i de la coupure. Soit MB^y et (MB,y) les arêtes B,, des deux polyèdres

MPet (MP).

Si alors nous reprenons la congruence (4) et que, dans chacune des variétés

qui \ figurent, nous conservions seulement les points qui appartiennent en

même temps à .S(M), nous aurons une congruence nouvelle

(5) 2:e'MF;t=2Ç^(MB^)-2Ç,MB^.

Les expressions 2Ç,,(MB,,) et iÇfyMB,y représentent deux cycles tracés sur la
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surface S(^M); xiiciii li ci iî, ot's dciiN cvclcs. De hi (()iit;iiienc(! (5) ou [jounn

lircr riioniologii»

^ll) L>; — Q,~i>,

iini (liill axoir lieu sur lu .surface S(M).

Supposons i|ue y, [laihinl du poiul M du côlé y./^i de la coupure, lourne

autour du point sinj;ulier A, et revienne au point M de l'autre côté de la

coupure. Le cycle —ÇfyB,y se déformant d'une manière continue aura pour

position initiale iÇ,,MB^= Qi et pour position iinale —Ç,/(MB,y) := ii].

I.liouiologie exprnne dune (jiu' £2, est liouioloi;ue à son transft)rnié H'^ (par la

transformation que subissent les cjclcs de S quand y tourne autour du point

sin;:\dier A,). Le (\('le -',,15,/ reste donc homolof;ue à lui-m(''nie par suite de

((•Ile I rausl'orniation, l't aussi par suite des transformations analogues corres-

pondant aux autres points singuliers. Les cycles qui jouissent de celte propriété

pourront s'appeler cycles invariants. Nous reviendrons plus loin sur cette

notion. Nous voyons qu'à toute congruence de la forme (2) correspond un

cycle invariant. Je dis que, inversement, ci tout cycle imariant correspond

une congruence de la forme (a).

Soit, en efiel, ^Ç^B^y un cycle invariant. Un aura sur -S(M)

(6) ï:!;,(mi^,,)~sç„mb„

et, par conséquent, on pourra trouver des entiers 9' tels que

(5) sel.MFirsSÇ,(MB,)-2i;,MB,

On en déduit la congruence

se' „, [i, f; s iç,, «,• [i,-+, h,,- ^i^ «, 'p, B,, -H sf4 a,- f'^ - se^ p,- f', .

Le signe i se rapporte ici à l'indice k, l'indice i étant constant ; mais de là

nous pouvons déduire

2Ç^B,y-l- S2:6'j.a,p,F^= S2e'^a,F'^.- î:S6',,.|3,F'^.,

le double signe i se rappcjrtant alors aux deux indices i et A, car on a évi-

demment
2Ç,,B,y= 2i:g<x,[i/H,y- SJ:Ç,/«,fi,+,B,,.

Il nous reste à démonlrer que l'on doit avoir

^i.',«,F',= o, i:j:e',[i,F', = o.

Voyons d'abord ce qui concerne la première de ces égalités.
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Reprenons la cuni^rucnre (5) fl faisons tendre le poini M vers A/, à la

limite MF'^. se réduira à «,Fj. et il; se confondra avec £2- et avec 2Ç,a;B,; la

congruence (5) deviendia donc

(7) Se'^a.F'^so.

Examinons la signification de cette congruence. Supposons d'abord que,

pour y = A/, la surface S ne se décompose pas, c'est-à-dire que la courbe

/(X, Al, 2) = o

soit indécomposable. Alors la congruence ne peut avoir Uni que dans deux

hypothèses : ou bien on a l'identité

i;ff,«,F', = o,

je veux dire que dans le premier membre ne pourront figurer (avec un coef-

ficient G' différent de zéro) que les faces a,- F',, qui disparaissent par suite de la

dégénérescence du polyèdre Pj, ainsi que je l'ai expliqué plus haut
;

ou bien la combinaison 20^«,F^ représentera (une ou plusieurs fois) la

surface de Riemann tout entière; de sorte que

S(J',a,F;.= /ïS.

Mais pour la surface S correspondant au point M, nous pouvons écrir(^

S = SMF^,

puisque l'ensemble des faces F< du polyèdre PJ doit recouvrir la surface S tout

entière.

On a d'ailleurs

SMP'/. = o.

Nous aurons donc la C(jngruence

{^ bis) S(e;— ra)MF'^=Q;— Q(

et, d'autre part, quand M vient en A,,

Sa,F'j.= S

et, par conséquent,

S(9',-/0«,F', = o.

La seconde hypothèse est ainsi ramenée à la première ; il suffit pour cela de

changer 6'^ en 0'^— /(, ce qui est permis puisque la congruence (5) se trouve

ainsi remplacée par une congruence (5 bis) de môme forme.



4oii QUATRIÈME COMPLÉMENT A L'ANALYSIS SITUS.

Supposons iiMiiilfiiiinl (pic lii loiiiln^ 1' (*'! A,, z) se décompose et, p:ir

exemple, que la surlace de Riciuauii correspondante se décompose en deux

•iurfares partielles Si et So.

VIors notre congruence (7) pouri'a avoir lieu pourvu ipic Ton ail

SO'^. «/ F^ = «, Si -H /(. S;,

«1 et «... étant des entiers. C'i^sl du moins ce que l'on pourrait craindre, mais

tm peut de plusieurs manières voir qu'il n'en sera pas ainsi.

Le plus simple esl de raisonner comme il suit :

l'arldUN lie la surlacc lIc Piicuiunn So qui curiespond au point (); taisons

\ari(!r j' (Tune façon continue de O à A, en suivant la coupure OA,- ; la surface

de Riemann S se déforiucra d'une manière continue cl en restani homéomorphe

à elle-mémi'. SdIi SMI ) la suiface S corrosjMuidanI au point M. A chaque jioiut

de S(M) on peut faire correspondre un point de S^ puisqu'on peut passer de

S(M) à So par déformation continue. Considérons s\ir S(M) les deux cycles

iî, et Q,; à ces deux cycles correspondront sur So di'ux cycles fernuvs que

j'appellerai U, et U).

Ouauil le point M pal ciiiiri;! OA, d un iiiouNciiieiU coiilinu. les deuxCNcles

U/ et U'i se déplaceroul d un iiKinvemcnl conlinu mit la surface .So- (hiand ]\l

est très voisin de A,, les deux (xcirs ii, et ii) cl, par conséquent, les deux

cycles U/ et U| sont très voisins l'ini de l'autre. Quanti le point ]\r vient en O,

les deux cycles 12, et U; devienncnl identiques et se réduisent à

les deux cycles Q] et Ll' deviennent identiques et se réduisent à

Supposons que le point AI varie depuis A, jusqu'à un certain point IMu de la

coupure OA,-; les deux cycles U, et U,', d'ahord confondus, se sépareront cl

halayeront une certaine région R de S„ ; à cette région correspondra sur .S(Mo)

une certaine région qui sera formée d'un certain iiomlirc de faces d'un polyèdre

P| correspondant, puisqu'idli^ est limitée parles deux cycles ii, et il] qui sont

formés d'aréles di; ce polyèdre. Nous pourrons écrire la congruencc

(5) 2e',MF',^Q;.-Q,,

où 20'jjM„F][ représentera précisément la région que nous venons de définir.
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Celle légion se rédiusaiu à zéro qiiiind M vient en A,, nous aurons, cl:ins

lous les cas,

(8) SO'^.=c,-F', = o.

Nous allons montrer maintenant que

et pour cela nous allons étudier la somme iO'^. [3,F'^..

D'après ce qui précède, ce n'est pas autre chose que la région balayée sur la

surface So par les deux cycles U,- et {]], quand le point M varie de A; à O ; elle

est limitée par les deux cycles i2° et i2°^,.

On voit que nous aurons

i;e'^[i,F; = f)S — Q»,

d'où, en additionnanl.

se:,p,F',^nî-Q«,

226', ,8,.
F' s o.

Celte congruence nous montre que la combinaison iiO'^. (3,F'^. se réduit à

zéro ou à un certain nombre de fois la surface So.

tilierchons si celle dernière hypothèse peut se présenter. Supposons que y
décrive un contour fermé en restant infiniment près des coupures OA,,

décrivant d'abord l'une des lèvres de OAi, puis l'autre lèvre, puis les deux

lèvres de OA.j, et ainsi de suite, puis enfin les deuxlèvres de OA,. Considérons

un cycle sur la surface de Riemann e(jrrespondanle ; ce cycle se confondra

d'abord avec il^ quand y sera eu O svir la première lèvre de OAi
;
quand y

décrira la première lèvre de OAj, ce cycle se déformera d'une manière

continue, ce sera notre cycle £2i et les points correspondants sur So formeront

le cycle Ui ;
quand le point y reviendra de A, en O par la seconde lèvre, ce

cycle ne sera autre chose que notre cycle Q\, et les points correspondants sur

.So formeront le cycle U',
;
quand y sera revenu en O, ce cycle se confondra

avec 12°; quand y décrira les deux lèvres de OA.j, le cycle se fondra d'abord

avec iîo puis avec i2', , et les points correspondants sur S,, formeront le cycle Uo,

puis le cycle U', , et ainsi de suite. Il s'agit de savoir si ce cycle mobile, qui se

confond successivement avec Ui, avec U',, U2, U'„, . . ., Uq, U',^ et, dans sa

position initiale, comme dans sa position finale, se confond avec i2j, a décrit la

surface So tout entière.

H. V. — VI. 52
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Pouc nous en it'iulri' cuiiiiili', il laiil qui' nous nonidiis |)()ui(|ii()i ces cycles

SI' dét'oriuent.

('.on>>i(li''ri>ns Toquai ion

,/'(.r, r, z) = fi,

m'i r M'ia ri'i;anlt'' cuniiiif une fonslaulc; los pomls singuliers de z legarilé

((ininie liincliuii île ./ seront dounés par l'é(lualion

Considérons un cycle tracé sur In surface de Riemann. A ce cycle corres-

pondra sur le plan des :r un eeiliiin contour qui enveloppera un certain

nombre de ces points singuliers, (^uand y variera, ces points singuliers se

déplaceront, et si nous ne voulons pas que le cycle passe par un de ces points

singuliers, il faudra le déformer pour le faiie fuir devant ces points singuliers

mobiles. Quels que soient les déplacements de ces points singuliers, pourvu

que deux d'entre eux ne viennent pas se confondre, il sera toujours possible de

déformer continuellement le cycle de façon qu'il ne passe jamais par aucun de

de ces points; on pourra même choisir un certain nombre de points fixes et

déformer le cycle de façon qu'il ne passe jamais par aucun de ces points

singuliers ni par aucun des points fixes, pourvu que ces points singuliers ne se

confondent jamais ni entre eux, ni avec les points fixes.

Quand y va varier, les points singuliers se déplaceront, et les points corres-

pondants sur So se déplaceront également; Ils ne pourraient se confondre que

si y venait en un des points A(, mais nous faisons tourner y autour de ces

points, en en approchant très près, mais sans les atteindre. D'autre part, ces

points vont décrire des lignes, et nous pourrons trouver sur S„ une région
p

(pii ne sera traversée par aucune de ces lignes. Ce seront les points de celte

région p qui joueront le rôh; des points fixes dont je parlais tout à l'heure. Alors

nous [)onrrons déformer notre cycle de façon que, sans passer jamais par un

des points singuliers, il ne pénètre jamais dans la région p. Il ne peut donc

engendrer la surface S,, toute entière. L'hypothèse en question doit être rejetée,

de sorte que l'(jn aura lonjours l'identité

(çf) î:ï:f)ni,F', = o.

i'our terminer nous devons reinarqiiei' qii'/7 ne peut pus y nvoir de

congruenr.cs entre des eases de la eatégorie «P seulement. Soit, en effet,
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une [)areille coni;iiifnc(' ; nous trouverons d'ahoid

i:oi a, 3; f:^ = se;t £), «i ?/ B^ -+- ïBi «, F - ïOi ;3( f:^ ;

(Je sorlc i|u"()n iini:i

^0). H/, -^/ // B'/, = o, 211',, :<,• Fi = o. soi ,3,- Fi = o,

et, par conséquent, sur le polyèdre Pj [en raisonnani comme nous avons fait

pour déduire (5) de (4)]?

seiMPi-so.

L'(]ibriiil)li' des faces MFj (ail'eclés des coofficienls nurnérifjues 0'^.) du

polyèdre P,' doil donc être congru à zéro, c'est-à-dire former une surface

fermée fjui ne peul être que la surface de S(M) loul enlière. L'ensemble

29'^a,F'^ représentera alois la surface S(A,) lout entière; ou iie |)ouria donc

|3as avoir

seiïjFi^o.

Donc notre congruence est impossible.

Nous savons que, pour obtenir tous les cycles à trois dimensions, il suffit de

chercher les combinaisons de cases qui sont congrues à zéro sans être homo-

logues à zéro.

D'abord, une pareille combinaison doit contenir des cases de la catégorie i,

nous venons de le voir; soit XÇ^/B,, l'ensemble de ces cases; l'ensemble des

arêtes correspondantes doit former un cycle sur la surface S (c'est le cycle Î2,).

Ce cycle ne doit pas être homologue à zéro. Si, en effet, ce cycle était homo-

logue à zéro, la combinaison —ÇryB,y serait homologue à une combinaison de

cases de la catégorie 3cj3; on pourrait donc remplacer iÇ,/B,y par cette combi-

naison dans le premier membre de notre congruence; ce premier membre ne

contiendrait plus alors que des cases de la catégorie a|3, ce qui est impossible

d'après ce que nous venons de voir.

Enfin, notre cycle Q,i doit être invariant, c'est-à-dire qu'il doit se changer

en un cycle homologue ïîj. quand y tourne autour de A,. Mais quand y tourne

autour de l'un des points singuliers A,-, les cycles de la surface de Riemann

subissent une des substitutions du groupe de Picard. Le cycle i2, doit donc

être invariant pour le groupe de Picard.

Ainsi, à tout cycle à trois dimensions de V correspond un cycle de la sur-

face S, invariant pour le groupe de Picard.

Réciproquement, considérons un cycle invariant pour le groupe de Picard.
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Si ii/ e>l imo piisitioii de ce cycle sur le polyèdre Pj-, el si ii| est ce (jue devieni

iîj quand v a loiirné autour de A,-, on aura

Q,'^ ii'i.

On [lourra trouver des entiers 6' de façon à satisfaire à la cougruence (5). La

congruence (4) aura également lieu. Mais nous venons de voir que, dans ces

conditions, les identités (8) et (9) onl Heu, de soile cpie la congruence (4)

peut s'écrire

d'où

v:,^B,,+ i;i:e4«,p,F', = o.

Le premier membre de cette congruence représente un cvcle à trois

dimensions.

i,'/i résumé, aillant le sroupe de Picard admettra de cycles invariants

distincts, autant la variété V admettra de cycles distincts à trois

dimensions.

La meilleure manière de se représenter ces cycles à trois dimensions, c'est

de supposer que l'on n'a pas seulement

mais identiquement

t > , = il' :

c'est une supposition que nous pouvons toujours (aire, à cause delà façon arbi-

traire dont on peut faire correspondre point par point nos surfaces de Riemann.

Dans ces conditions, on donnera à ^ toutes les valeurs possibles.

A chaque valeur correspondra une position du cycle Î2,- et, à cause de l'inva-

riance de ce cycle, à deux points infiniment voisins situés de part et d\iiilrc

d^une des coupures correspondront deux positions infinies peu différentes

du cycle £2/.

Les diverses positions de ce cycle engendreront donc un cycle fermé à ti'ois

dimensions.

§ 3. Cycles à deux dimensions.

Pour trouver tous les cycles à deux dimensions, il suffit de chercher toutes

les combinaisons de faces qui sont congrues à zéro sans être homologues à

zéro.
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iNous pouvons d'abord supposer que celle combinaison ne contient pas de

face de la catégorie a; car, d'après ce que nous avons établi au début du para-

graphe précédent, toute face de la catégorie a est liomologue à des faces des

catégories a[3 et |3.

Il s'agit maintenant de chercher si ces combinaisons peuvent conlenir des

faces de la catégorie i. J'uijserve d'abord ceci : soient Ci et Go deux sommets

quelconques du polyèdre P; on pourra toujours passer de l'un à l'autre en

suivant certaines arêtes de ce polyèdre, de sorte que nous aurons sur ce

polyèdre la congruence

Cl — Cj^ SÇ^B^,

le second incinljre représentant l'ensemble des arêtes par lesquelles on pusse

de Ci à C^; plus généralement on pourra trouver des entiers Ç tels que

pourvu que les e soient des entiers tels que

car alors ^îa-C/, pourra être regardé comme une somme de différences telles

que Cl— Ca.

Considérons alors sur la variété V la combinaison de faces 2£/,C/,, et sup-

posons 2£/,=:0. Nous pourrons alors trouver des entiers Ç satisfaisant à la

congruence ( i
) ; il viendra alors sur la variété V

I.-;^Bç= S£<.Ci-t- S?^a,p,B,^ i:Ç,o(,-fi,-+,B,,

et, par conséquent,

S£*c^~ i:C,:(,p,+iB,- i;ï„x,:i,B,„

ce qui montre ijue la combinaison is/.C/, est homologue à une combinaison de

faces de la catégorie a|3.

Supposons maintenant que l'on ait une congruence de la forme

is/^Ct-i-H =o,

il représentant une combinaison de faces des catégories «(3 et S. Si 1 un

a 2ea= o, on peut remplacer dans le premier membre 2e/, C^ parla combinaison

de faces des catégories de (3 et a[3 qui lui est homologue ; et alors ce premier

membre ne contient plus de faces de la catégorie i.

Si maintenant nous avions deux congruences de la même forme

Se< Ci- -h H = o, Se't Ck -I- ir= o,
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nous pourrions truincr doux entiers /; cl // lels (|ii<'

et alors la congruence

^{ncii-+- n'e'i^)C.{-\- «Il -I- rt'ir= o,

qui est une combinaison des deux précédentes, pourrait ùire ramenée à ne |)liis

contenir de faces de la catégorie i.

/:'// rrsunic, s'il y a des congruences contenant des faces de la caté-

gorie I , // //(' peut y en moir deux distinctes.

Envisageons donc s|iéeialemenl les congruences où ne lignrenl tjue dos

faces des catégories (3 et a.^. Soil

(2) i:ei.a,fj;Bx + i;o^p,F:i.i=o

une de ces congruences.

Considérons les points communs aux variétés cpii figurent dans cette

congruenoe et à la surface S (M); réduisons chacune de ces variétés à ces

points eonuuuns, il viendra

(3) 18', MU'/, s o.

Kn ell'el. le point M iliuil un |iiiiiil de la eoupuic OA,, diflérenl de (), la sur-

face S(M) n'a aucun |Hilal couiuiun avec les faces de la catégorie [3, pour

lesquelles y ne peut prendre (pu' la valeni- O. De même, la surface S(M)

n'aura aucun point commun avec les lactés ay|jyB'^, où l'indice j est différent

de i, puisque pour ces faces y devrait être sur la coupure OAy, tandis que M
est sur la coupure OA,-.

La congruence (3) signifie que, sur la surface S(M), l'ensem])le des

arôles B'^. du polyèdre PJ (affectées des coefficients 0') doit former un cycle

formé; soit K; ce cycle.

Mais observons que
i;0,=(,,3,Bi.E^2fl'i.«,B'^.+ ll,

Il (•lanl un ensemi)le d'arôtes des catégories (3 et o:(3. De même,

seï.j3iF?.E^ir,

11' élanl une couibinaisoii (raretés d(! la catégorie; (3.

On a donc
ïo', .., ;^., Bi

+

zn [i;n ^ i:"* «. H', + 11 + H',

de sorte que la congruence (2) ne peul axoir lien f|ue si lOu :i ideninjuciiicnl

(4) i;o'/,c<,B',, = 0.
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Comme il n'j a aucune relation entre les arêtes 0'^. a,B'^ appartenant à des

indices / diflerents, l'identité (4) doit avoir lieu quand on donne à l'indice i

une valeur déterminée et qu'on étend seulement la sommation aux diderentes

valeurs de l'indice A".

L'identité (4) signifie alors que, quand le point AI tend vers A,-, le cjcle Iv,

tend à se réduire à zéro.

En effet, quand M se réduit à A,-, la surface S(M) dégénère et son genre

diminue; certains de ces cycles disparaissent donc. Voyons comment ce fait se

rattaclie à l'élude dn groupe de Picard. Soit S, la substitution de ce groupe qui

correspond au point singulier A,; elle changera le i-ycle om, par exemple, en

10;, = /«i Wi -H »l2 0)2-1-. . . -\- m^t/jW-ip.

Donc, pour M = A,, on aurii

ce qui veut dire, pour M = A,, le cycle w^,— co/, disparail.

Obtiendrons-nous ainsi tous les cycles qui disparaissent |)0ur iM ^ A,- que

j
appellerai cycles c^aïKiuissiiiits ?

Al. l'icard a iiioulrc (I. I. p. <Sa ) que loiile siirlace algébriipie peiil être

ramenée par une Iransforniation birationnelle à n'avoir que des singularités

ordinaires, c'est-à-dire une courbe double avec des points triples.

Il a ensuite montré (p. 96) comment on détermine, pour une pareille sur-

face, les points singuliers A/ et les substitutions du groupe de Picard qui

currespondciil à tliacun d'eux.

On voit ainsi que, dans ce cas, il n'y a qu'un cycle évanouissant, lequel est

justement engendré de la laçon que je viens de dire.

Si l'on voulait envisager des surfaces possédant des singularités plus compli-

quées (par exemple des points coniques), il pourrait se faire qu'il y en eût

d'autres.

Supposons, par exemple, une surface ordinaire admettant deux points singu-

liers eorrespondiiiil à lii même substitution du groupe de Picard; si rmi fail

\arier celte surface et qu'à la limite ces deux points singuliers se confondent,

la surtace limite admelira abiPs un cycle ('vanouissanl n'admettant pas ce

UKiile de génératiDii.

Si aliiis nous considéron> un cycle évanouissaiil quelconque iO^.MB'^, nous

aurons la congruence

(5) i:(4ai,3,B',^-S(4[i,Bi.
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A chaque point singulier A; taisuiis coiicsiioiiilic ilc h\ suric un cvclc cvu-

nouissanl K, cl, par i"onscf[ii(MU, une coji^riienrc de hi Ioiiik' (5). Addllloiiuiiu,-.

toutes ce* congrucnccs ; il vieudra

li;0ta,-.3,BiE^-vi;Û,ii(Bx..

SMppii>oii> (jue reiis(^uible des cycles K, soil liiinidluLjue à zem. de liieoii crue

lou ait sur la surlace S

ou aura »ur Sd

cest-à-dire (ju'ou pourra trouver des coi'Kicients tels cpu'

lui aura alors

(•}) i;i;(),:(,.ri,B,+ vej.fi.F'^^„.

Aùi.si. à c/inr/ae conibindisaii de cycles c'Vd/ioii/ssK/i/.s K,. /c/lt: t/iic i K, '^^ o,

correspoiiiliii une. congruence de la jUvine (2).

Aux congrueiices ainsi ohlenues il convient d'adjoiudri' la suivante :

2:f5F:i.so,

(pli re[)résente un cycle à deuv diiuensions tonné de la surlace S,, luut culière.

Tuntes les congruences de la l'orme (2) seront manifestement des comliinaisons

de celles que nous venons d'olilenir.

Quelle est maintenant la condition pour cjue deux congruences de la

forme (2) soient distinctes? ou, en d'autres termes, quelles sont les

congruences de celte forme dont le premier membre est homologue à zéro?

Pour avilir toutes les homologies de la forme

il liiiil clicrclier toutes les congruences entre cases et laces de la Idiiiie

(6) i:e'^«,;i,-Bi + v&;;:i,F'i = 2£iBA+ i^i^^Mi-F^

Si niiu.s |•edMls(lll^ l(iiile> les \arietcs (|iii ligurent dans hi Cdiigi iieuce (6) à

leurs |)oints communs avec une surface S correspondant a nue valeur de y non

située sur une des cmipures. il vient

ce qui signifie ipie reiiscinlilc d'arétcs iê/, H/, conslilnc un r\cle leiine sur le

polyèdre P. Soil ^iy) ce cycle.
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Soit R(M,) [ou K'(M,)j la liiniic vers laquelle lend ce cycle quand le point r

se rapproche d'un point M,- appartenant à la coupure OA,- par la pi-emière lèvre

de celle coupure (ou par la seconde lèvre), de sorte que K(M,) [ou R'(M,)]

représenlent l'ensenihle des points communs à la surface S(M) et à 2e/.a,|S,B/,

(ou à 2e/,a,;3,+|H/,).

On Miini alors (puisque 2£/,B/, représente un cycle fermé sur le pnhèdre 1'

)

( 7 ) ^eic B* ^ lEi ^i fi, Bi ~ v£i. ï, 'fii^ , Bx.,

d'où

(8) i;::',a,:i,F'x.E^ i:o',.ï,fi,Bt-t- i:e<.a,3,-^,Bi- i:£x-ai3,B<.-+- se'i.3,F;;.

ou, en réduisant teintes les variétés à leurs points ceunmuns avec la sur-

face S (M,- ),

(.9) s;',, M,-F',E^ le^MiB';, -f- K'(M,)- K(M,);

c'est-à-dire qu'on doit avoir, sur le polyèdre P,',

(10) 1\,-K(M,)-K'(1V1/),

car 2'J/M,B'j. n'est autre ciioseque le cycle que nous avons appelé plus iiaut K,.

Si, d'ailleurs, la condition (lo) est remplie, on pourra trouver d(!s nombres Ç'

de façon à satisfaire à la congruence (9); on aura alors, en faisant tendre M/

\ ers A,-,

ZZ, a, F', .
. se', «, b;, -h h' ( A ,•

) ^ K ( A; ).

Or, par liypollièse, K., est un cycle ('-vanouissaul |ioiii Ir poiiil singulier A,;

de sorte que

S6'x.:<,B'x. = o.

D'ailleurs,

K'(A,) = K(A,)=i:cxa,Bi.

Donc
i:^',.a,.Fl.= o;

ce qui signifie que l'ensemlde des faces 2Ç', 3:,P', forme une surface fermée;

cela ne peut arriver que si

(11) i:-,=<,Fx. = o

ou si 2Ç',a,F', représente la surface S(ls.,) tout entière ou une des composantes

de cette surface, dans le cas où cette surface est décomposable (voir

supra, p. 408).

Si nous laissons de côté ce dernier cas, qui ne se présentera pas avec les

surfaces n'admettant (|ue des singularités ordinaires auxquelles M. Picard

H. P. - VI. 53
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ramène toutes les autres, el c[ni, Lrailleurs, pourrait èlie traité comme plus

liiuil (ji. jo8^. lia ^(>it ijue l'on peut toujours supposer

H étant un entier; ou

Or. dans la eongruence (9), ou peut remplacer Ç'^. par Ç|(
— /( sans que la

congruence cesse d'avoir lieu, car, la surface S(M,) étant fermée, on a

SM,Fi = o.

iNous pourrons donc toujours supposer que l'identité (11) a lieu. Il vient

alors

S!;ia,:3,rt.= Sîl.:»,?', -4- 2f)x.a,;i,Bi.^- SSia.i'ViB^.- 2£Aa,[3,Bt- S!;'x- [î'F*-

Or, si nous tenons compte de l'identité (11) et si nous di'composons les

faces F' en faces F", nous posons

nous retrouverons la congruence (8) el, en ajoutant la congruence (7), nous

aurons enfin la congruence (6).

Ainsi, à chaque système d'iiomologies telles que (,10) correspond une liomo-

logie entre les faces, et il n'y en a pas d'autres.

Nous vérifions égaleuu'nl que la combinaison i|3,F'^, qui représente la

surface de Riemann So tout entière et (jui, par conséquent, est congrue à zéro,

n'est pas homologue à zéro.

Si, en eiVet, on avait une congruence de la forme (6), tous les 0' étant nuls,

on devrait avoir une homologie de la forme (10), les cycles K,- étant nuls; ce

qui veut dire que le cycle R(j') serait invariant pour toutes les substitutions

du groupe de Picard.

Les cycles K'(M,) et K(M,) ne seront alors pas autre chose que ce que nous

avons a])pelé iî^ et i2,- dans le paragraphe précédent; nous retrouverons alors

riiomologie (5) du paragraphe précédent, laquelle ne difl'érera que par les

notations de l'homologie (9) du présent paragraphe; il suffit, en eflet, pour

passer de l'une à l'aulie, d'annuler les 0', de changer K'(M,) en iï., K(M,)

en a,-, et d'écrin^ <}). au lieu de Ç,;. Pour adopter les notations du paragraphe

précédent, il faut écrire enfin Ç7B,/ au lieu de e/,B/.-

Dans ce cas, nous aurons entre nos cases la congruence (2) du paragraphe

précédent qui s'écrit
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OU, en revenant aux notations du présent paragraphe,

Cela montre que le premier membre de (6) doit être identiquement nul,

c'est-à-dire que non seulement les 0\ mais les b" doivent iMrc nuls.

Ainsi, toute liomologie entre les faces pF" se réduit à une identité, et, en

particulier, on n'a pas

Sp/F'l ~ o. c. Q. F. D.

Avant de conclure, je dois encore examiner les congrucnces où entrent des

cases de la catégorie i. Mous venons de voir qu'il ne peut y avoir plus d'une

pareille congruence, ou plutôt que, s'il y avait deux pareilles congruences,

elles ne seraient pas distinctes et qu'on pourrait passer de l'une à l'autre en

ajoutant une liomologie.

Voyons s'il existe uue j)areille congruence,

(12) S£iCx-Hll=0,

OÙ H est une combinaison de laces des catégories «{3 et [5. D'abord nous devons

supposer que 2e/,- n'est pas nul, sans quoi l'on pourrait ramener à une des

congruences étudiées plus haut.

J'ajoute que, s'il existe une congruence de celtes forme (12) on is/, ne soit

pas nvd, celle congruence est certainement distincte îles précédentes, car il ne

peut pas y avoir d'homologie de la forme

(i3) ££iCt-hII~o

sans que 2e/, soit nul.

Existc-t-il donc une congruence de la forme (12)? Pour le démontrer sans

m'exposer à une discussion qui serait assez longue sans être difficile, je suppo-

serai que, parmi les sommets du polyèdre P, en figurent w (que j'appellerai Ci,

Co, . . . , C,„), si m est le degré en ; d« l'équation f{x, y, s) = o et qui cor-

respondent à une valeur donnée de x, par exemple x = aco (voir iiifra, § S).

Alors la combinaison Ci + Co-|-. . .-|-C„i, que j'écrirai pour abréger, 2C/,,

n'est autre chose que la surface de Riemann représentée par l'équation

entre y et z

.f{xo, y, s) = o.

On a alors
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les m somnu'ls C,- ^->, • • C,,, no taisanl que s'Ocliangur quand on passe d'iine

lies lèvres lio 0\, à 1 aiilri' en lonrnani autour de A,, nous auions

cl. |iar «i>ns(''(ju('nl,

l'.ellc coni;ru('nc(' es! bien de la l'orme (^12) et

Ss* = m ^ o.

Nous avons donc d'abord deux cycles à deux dimensions singuliers qui sonl

les deux surfaces de Riemann correspondant, l'une à y ^ o el l'autre à a? := x^.

Pour l'onner les autres cycles à deux dimensions, il suffit de considérer

g cycles

K,, Kî, ..., K,/,

corres|Hindanl aux q points singuliers

A,, Ao, ..., A,,

chacun d'eux étant ('vanouissant par rapport au point singulier qui lui cor-

respond; ces cycles doivent d'ailleurs satisfaire, sur le polyèdre P, à la

condition

2K;~ o.

Deux systèmes de cycles

K,. K», K,„

K',, K',, ..., K;

nous donneront deux cycles à deux dimeiisioiis distincts, à moins (pie l'on

n'ait (sur P )

K;,_K,~K'{M,)-K(M,),

K(j') (itant un cycle quelconque du polyèdre P.

Si nous désignons par U, el U- ce que deviennent les cycles K, et K,' quand

le point M, vieil! en O; |)ar 12, ce cpu^ devient le cycle K( -)) quand le point j'

lend vers <) dans l'angle A/_|OA,, alors cela signifie que nous devrons avoir

sur Su

su,~o, iu;~o,

cl que nous ne devrons pas avoir, si nous voiihuis deux cycles distincts,

\'o\(iiis coiiibieii nous oblieiidriuis ainsi de cveles distincts, et pour cela
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coinhicii nous obtiendrons do congruences distinck's do la liirnio indiquée, et

nous en retrancherons le nombre des homologies dislinctes.

Formons le tableau des cycles évanouissants relatifs aux diflérents points

singuliers A,-. Nous en distinguerons de deux sortes :

1° Ceux qui seront de la forme £î'— £2, £2' étant le transformé du cycle ii par

la substitution du groupe de Picard qui correspond à A,. Ce sont les seuls qui

existent en général.

2" T^es cycles évanouissants de la seconde sorte seront ceux ipii ne seroul ni

de cette forme, ni une combinaison de cycles de cette forme.

l'Ivideinment, pour chacun des points singuliers, nous devons réduire le

nombre de ces cycles évanouissants autant que possible; nous ne devons donc

faire figurer dans notre tableau que des cycles linéairement indépendants. Si

donc ces cycles sont

m, ,(0| -+- /H.| o(Oo-T-. . .-H »!l,5/, t')-2/,.

"U-,1 ">i -+- "'/(,• <i)'i + -
-•- 'nk,ipMi,,,

le tableau des coefficients entiers i)i aura iji colonnes et A lignes (A < a/'), et

les déterminants formés en supprimant dans notre tableau 2]j — A' colonnes

quelconques ne devront pas être tous nuls à la fois.

Réunissons maintenant les tableaux relatifs aux q points singuliers; le

tableau total aura ip colonnes et 2A' = fjt lignes. Si les déterminants formés en

supprimant dans ce tableau a— ip -\- r lignes et /' colonnes sont tous nuls,

mais que les déterminants formés en supprimant ^— 2/? + ; 4- i lignes et

/ 4- I colonnes ne soient pas tous nuls, le nombre cherché des congruences

dislinctes sera [i.— 2y; + r + i ( ou p.— 2/> si les déterminants formés en sup-

primant p.— i.p lignes ne sont pas tous nuls).

Pour avoir le nombre des homologies distinctes, il faut chercher le nombre

des combinaisons de cycles Ui, U-i, . . . , U^ telles que l'on ail

Chaque cycle £i donnera évidemment naissance à une pareille combinaison;

mais si deux cycles il et £2' ne diffèrent que par un cycle invariant par rapport

au groupe de Picard, il donneront naissance à la même combinaison. Le

nombre des homologies est donc égal au nombre total des cycles, soit 2/j, moins

le nombre des cycles invariants distincts que j'appelle n.
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Le nonibiv dos cycles à deux diiiuMisioiis distincts [y compris les <leux

cycles singuliers) sera donc

2 -h ([1 -t- 2/) -+- 1) — (« — np).

\ oyons comincnl peuvent (Mre engendrés ces cycles à deux dimensions non

singuliers, en nous restreij;nant au cas le plus général, c'est-à-dire à celui où il

n'y a pas de cycle évanouissant de la seconde sorte. Dans ce cas, on a

K,= I"-r„

r, étant un cycle et F, son transformé par la substitution qui correspond à A,.

Décrivons donc dans le plan des y des lacets Li, La, .... L,,, parlant du

point O et y aboutissant, et entourant respectivement les points singuliers Ai,

A„ ...,A,,.

Soit r, un cycle de la surface Su; quand y partant du point O d(''crira le

lacet L,-, la surface S et le cycle se déformeront; quand y reviendra au point O,

ce cycle sera devenu le cycle T\ de So ; dans son mouvement, il aura engendré

une surface a,- limitée par les deux courbes fermées F; et Y\.

Si alors on a

r, -t- r» + . .
. -H r,, = r; -h r; -h . .

.

-h i^;,,

l'ensemble des surfaces aj + a-j H- . . . + tr,, formera une surface fermée. Ce sera

notre cycle à deux dimensions.

§ A. Cycles à une dimension.

Le problème des cycles à une dimension a été entièrement résolu par

\L Picard; je n'aurai donc qu'à traduire avec nos notations le raisonnement de

AL Picard.

Cherchons quelles sont les congruences entre les arêtes. Ainsi que nous

lavons vu au début du paragraphe 2, nous pouvons toujours supposer cju'une

pareille congruence ne contient pas d'arêtes de la catégorie a. Notre congruence

devra donc être de la forme

(I) -
>:()i.a,[i;C',-t-S62.p,B'i = o.

Observons que
ï9:ta,[3,C'«=20'ia,G'x.-+-ll,

H it II l'tani un ensemble t\r sommets d(; la catégorie (3. Il vient donc

£Oi.a,Q-Hll-+-ir=o,
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et, comme les sommets a/CJj ne peuvent se réduire ni avec les sommets de la

catégorie (3, ni avec ceux de la catégorie a où l'indice de a serait différent de «',

on doit avoir

(2) 2e4a,c;, = o,

la sommation étant étendue à tous les sommets y-iC/. appartenant à un même

indice i, mais aux divers indices A'.

Que signifie cette identité (2)? quand, y venant en A,, le polyèdre Pj dégé-

nère, plusieurs sommets peuvent se confondre, mais aucun ne peut disparaître

(tandis qu'il peut y avoir disparition d'arêtes ou de faces). La somme algé-

brique de tous les coefficients 0'^ relatifs aux divers sommets «/C^., qui se

confondent en un seul, doit donc être nulle ; donc la somme de tous les fi'/.

est nulle.

(3) 26', = 0.

A cause de la relation (3), nous pouvons trouver sur le polyèdre l'| une

combinaison d'arêtes —Ç^B', telle que

(4) sÇiBi^se'^c',.

On aura alors

( 6 ) S?i a/ P, B'i = SQ- «,• B', - SC<.
f^,'

B', -+- 26', a, fi, C,

.

D'ailleurs, lorsque y vient en A,, les arêtes et les sommets B, et C, du

polyèdre P- deviennent les arêtes et les sommets 3!,B',. et a,C', ; nous avons donc

la congruence
SÇ'*«<B'*sSe'ta,Q

ou, à cause de (2),
£Ç'<a/B', = o.

Cette congruence signifie que la comijinaison iÇ, a,B', forme un cycle fermé

sur la surface de Riemann S (A,). Mais, quand, y venant en A,-, la surface de

Riemann dégénère, des cycles peuvent disparaître, mais il n'arrive jamais que

des cycles nouveaux apparaissent. Donc, au cycle 2Ç'^a,B', correspondra sur la

surface S(M,) au moins un cycle fermé 2e',M,B',, se réduisant à 2Ç',a,B', pour

M;= a,, de sorte que l'on ait

((i) S£',M,B', = o,

i:£',oc,B',= sa.o:,B',.

Si alors nous remplaçons Ç', par Ç',— e',, la congruence (4) subsistera encore

à cause de (6); la congruence (5) sera encore également vraie, et l'on aura
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Noms piiiiMMis iloiic l(ni|in[i's sii|>|ios('r i|U(' les
!J,

aii'iil l'Ii' ilioisis de Irllr

lariiii niK"

Si iHiii'. rii|i|>r(ii-li(ms l:i ciiiii^iiiciirc (

">
) ilc I kIcmIiIc (71. iiinis iiiiidiis

riuiiiiuiii^ic

cl. en ,i|iMil.iiil ci'lli' liiMiiulii^ic n (il. il viciil

(111 lie li^iiiciil |ilii> c|iii' ili's arc'lcs ilc hi calrminc i^.

Ninis iiouMiiis (liiiic li)ii|oiirs sii|)|M>sri' (|iic iioirc i(>iif;rii('ii(i' 1 1 1 ne riiiihciil

(iiic (li's iiriMi's lie la i'al(';;(iru' p. C/csl \r I licorôiiir de l'iiaiil, d'aiiir's I(M|iic'I 1111

(Al le a iiiir iliiiic'iiMoii |)i'iil l(Hi|i)iirs iM rr raiiii'iic dans iiiir |)(imIiiiii hdli' ([iic r

Miil ('(iiisliml IiMil le liiiii; de ri' cvi le.

\ r lia 11111 des i \ < les l'i'iiiii's dr la siiit'acc S,, cori'csiKmd donc mu' con^riuMico

(le la lui iiir ( 1 ), mais hiiilcs ces (oiij;rii('iiC('s lie soiil |>ns <lisl inclcs. ("csl ce

([n'a iiiimlir' M. l'icaid. Siiiciil '.i|, f.ij f.i..^, les >./> cycles de S,,, cl siip-

iiosoii-. (iiiiiiie Milisliluluin S/, du i;r(ni|)e de Picard ( liaiii;e '•>, eu

un aura I liiuiuilo^ie

(ij) (!/ -N^ /;(, (0| -+- «lolO; -h ... -h IHipI";/,.

('es li(iiniiliii;ies rediiisciil le iidiiilire des cycles ,1 une diiiiensKin, cl

M. l'naid a iiioiilie iiii'iiie iiiie, jMiiii' la siirlacc al};(dirii|iie la plus f;enei'ale, ce

iKUiilu'e se rediiil à /.ero.

\yyt\i>i\s cycles silbsi.'i/fin/.s ccii\ (|ui ne soiil pas ime eoiulimaison lini'aire

lie di\eis cycles i''van()ii issanis par rappuil à ili\ers pdinls singuliers V,. ('a'

soûl i(ii\ uni resicnl dislincis ipiaiid ou lieiil c(iin|)lc des lu)nniloj;ios (()). El,

en ellil. riioiiuilonie ((() cxpiiiiie ipie le cycle

fl, 1.111/. (.);(

csl r-vniioniss:inl pai' rapporl au |>oiiil siui^iilicr ipii currcsponil a la sulisli-

liilion S/, (lu ;;roiipe de l'icard.

Il \ a (loue aiil iiil de cycles à une d iinciisioii cpie de cy ( les snlisislanis. iNmis

avuiis yii, d'aulre pari, (pi'il \ a aiilaul de cycles à Irius diinensions (pic de

rvcles invaiianis.
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Or, (l':i|ir(''s Ir lli(''(ii'èiiir' lui)(liiinciiliil >iir livs noniln'cs de Uclli, il «loil \ nvciii'

iiiiliinl (le cxclcs il une diinonsioii (|iic de cjclcs à Irois (liiiiciisioiis.

Il doit donc \ iivitir iuiliml, do cycles siibsisliinls (jik; di^ cjcics iiiv;in;iiil>.

( '/rsl ce (lue iKiiis idions vciilicr.

(Jcl le viTiliriil loii csl jiisc'm' s'il n'y n [iiis de cn rirs cviiiiDiiisMiiil s de hi scroiidi'

.soric.

l\ii|)|)(doiis, fil cll'i'l, i|iii' le ;;ii>ii|>(' dr l'iciird rsl d'iiiir li)riiii' |iiirl iciiliri r.

Soient 'iiii ''>ji • •. ''i-.'/. l»'.'' l'.ycics loiKhiiiicnliiiix cl cii\ is:i];coiis l;i liiiinc

i)ilin('-iiiro.

*I» = (Oo (•), — (.)', (i>2 -f- 0)\ (i>;j — (•)'. ('); ';... -h- t";|,, '''2/^-1 ^*^'l/i I ''''J//*

l'diirvii (iiic les cycles rondaiiienliiiix iiienl t'U! couveniilileiinuil. choisis, si l'im

liiil. siiliir iiiix ',\ l'une; des siihslihilions linéaires (In ^rciii|)i; di; l'iciird, el (|ii'oii

fasse siil)ir en mk^mic Iimii|is aux '•>' celle iil^nio snhst.iliil nui liiK'aii'e, la lnriiii' <I>

deineiire iiiidlcrec. Oanlrc pari, le iioiidne des cy(des siilisislanis S(;ra le ini^'iiie

(MIC celui des sol ni ions (Il si mêles du sysli'iiie ( \ ) d'i''(|iial ions I mi'a ires <d)leii nés

en éf^alanl. chaque cycle lonilaiiieiilal à son liansloinn' par (liai une des siilisli-

liilions (le l'icard.

Soit al(jrs ^r»,'i)i un c^(le in\iiriaiil; coiiinie I Cxpression i//^M, peiil iMre

assimilée à la loime liiH'aire <I>, en laisanl

(.)2 = m,, (o'i = — 1)12, "'-. = '»i, '"'4 = --"':!, • ;

coinine, d'anlre part, ^nij'it, se chanfçe en i/w/'ii, (piand les '.i snhissenl une d(!S

snhstiliilions linéaires dn f^ronpe de Picard, nous devons conclure (jne h? sys-

tème de valeurs

— iHi. //il. — in.t, ni;,

est son propre Iraiisloriin' parcelle siihsl il ni ion linéaire, (j'esl donc nue sidii-

lioii dn sjsli'jme l'A ) dont nous venons di> pailer.

On voit, d'ailleurs, (jua deux ou plusieurs cyiles Invariants lini'aireiueiil

indépendants cornispenidront ainsi deux (ui plusieurs scdulions du sysIc'Miie ( A^

liiK'aircnienl indépendanlivs, el inverscm(!iiL

il y aura donc autant, de cycles subsistants (pie de cycles invariants.

c. y. I-. II.

( hrarrivera-l-il, niaiiilenaiit . s'il y a des cychîs évan(jiiissanls de la seconde

sorte ?

J'ai d(')jii dit fjiie ce cas ne peut se pi-esenler pour ces surfaces à singularités

II. P. — VI.
.î'i
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ordinaiivs auxciiicllfs M. Picard a ramiMié toutes les autres (t. I, p. 85V II est

vrai qu'il pourrait avoir lieu pour d'autres surfaces si l'on voulait les étudier

sans leur faire subir préalablement la transformalion de M. Picard; mais ces

surfaces présenteraient un point singulier d'une nalure spéciale, et la variété V^

à quatre dimensions engendrée par cette surface présenterait elle-même un

point singulier.

Or, les tlu'Oièiues généraux qui utuis occupent et que nous avons démontrés

dans V.tnatysis situs et ses compléments ne sont pas applicables aux variétés V
présentant des points singuliers; ils cesseraient, en général, d'être vrais pour

ces variétés, à moins que l'on ne fasse des conventions spéciales.

La question même de savoir si un cycle évanouissant de la seconde sorte doit

être regardé comme homologue à zéro dépend encore des conventions égale-

ment légilimes (pu' l'on peut faire. Il est vrai qu'un pareil cycle sert de frontière

complète à une variété à deux dimensions faisant partie de V; mais sur cette

variété se trouve un point singulier de \ .

Pour faire comprendre la difficulté qui en résulte, prenons un exemple

beaucoup plus simple; imaginons dans l'espace ordinaire une surface présen-

tant un point ccuiique, ou plus simplement encore un cône de révolution avec

sou prolongiuuenl. Soit S le sommet du cône, C une circonférence de ce cône.

Dans un sens, la circonférence C est la frontière complète d'une région de ce

cône, celle qui est comprise entre la circonférence C et le sommet S. Mais,

d'un autre côté, une ligne tracée sur le cône pourra sortir de cette région sans

traverser C si, en passant par le sommet S, elle passe d'une nappe du cône à

l'autre.

Dans ces conditions, il semblera préférable de laisser de côté ces cas singu-

liers et de se borner à ces surfaces à singularités ordinaires auxquelles toutes

les autres peuvent être ramenées.

§ 5. Remarques diverses.

Dmms la suite des déiuonstralions, nous avons été amciK' à faire diverses

liy|)otliè,ses au. sujet de nos polyèdres. Rappelons-les soiniuaireinent :

i" Nous avons supposé que (voir p. 4'^') le polyèdre (pie nous avons

appelé I" restait iioméomorpiie à lui-iiiêine quand y suivait la coupure OA/

depuis A,- jusqu'en O.

2° Nous avons comparé ( voir (>. 4'^^) !•'' surface de Riemann So, qui corres-
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pond au point O, à la surface de Riemann S(M) qui correspond au point M, el

nous avons dit qu'on pouvait faire correspondre ces deux surfaces point par

point. Nous nous sommes servi de cette correspondance pour définir les

cycles U/ et U; qui correspondent sur S^ à £2, et iî[.

3° Nous avons admis ensuite (p. 4o8) que, quand le point M varie depuis A,

jusqu'à Mo, les deux cycles U, et U,', d'aliord confondus, balayent une certaine

région R de So à laquelle correspond, sur S (Mo), la région 29^.MoF'^..

4° Nous avons admis que, quand le point M décrit successivement les deux

lèvres de la coupure OAi, puis les deux lèvres de OA2, . . . , et, enfin, les deux

lèvres de la coupure OA,y, le cycle mobile U,- (qui revient à sa situation

initiale Î2J après avoir occupé une série continue de situ:itions successives) ne

balaye pas la surface So tout entière.

5° Nous avons dit (p. ^i5) que, si la surface f{x, y, z) z= o & été ramenée,

par les procédés de M. Picard, à ne posséder que des singularités ordinaires, à

chaque point singulier A, correspond un seul cycle évanouissant.

6° Nous avons supposé (p. 4'9) l^e parmi les~ sommets de P en figurent m
qui correspondent à une valeur constante de x, par exemple x = o.

La légitimité de ces hypothèses étant à peu près évidente, je n'ai j)as voulu

interrompre les raisonnements des paragrapes précédents, pour on donner une

démonstration explicite. Je n'aurais, d'ailleurs, pu le faire qu'en particularisant

le polyèdre P, c'est-à-dire en faisant des hypothèses particulières sur la manière

dont la surface de Riemann S est subdivisée en polyèdre.

Je crois utile maintenant de revenir sur ces différents points et de faire la

démonstration, en adoptant une quelconque de ces hypothèses particulières

sur P.

On pourruil, par exemple, construire le polyèdre P de la façon suivante :

Commençons par réduire la surface _/= o à n'avoir que des singularités

ordinaires.

Donnons à ) une valeur quelconque, et considérons la surface de Riemann S

correspondante. Cette surface se composera de m feuillets appliqués sur le plan

des X (si l'équation /= o est de degré m en :;).

Marquons sur le plan des x l'origine O el les points singuliers correspondant

aux équations

^=°' à-"-

Soit « le nombre de ces points singuliers; soient Bi, Bj, . . . . B„ ces points
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sinjïuliors. Joi^ii(>ii> If ]i<iiiil O :iii\ // piuuls singuliers lî,, lî.j 1]„ |i;ir n

coiipuros 0B|, OBj OB,, no se coiipanl pas niiitiicliciiiciil cl se succéflani

atiliiur (lu point O dans l'ordre sus-indirpié.

On ol>liendra la surface de Rieniann de la laeon ordinaire en raccordant la

première lc\re de lune des coupures sur un des (eiiillets avec la seconde lèvre

de celle iiièiue coiipiiri' sur un autre feuillet, l'ar le traci' do ces coupures, la

surface de Bieinann sera ainsi subdivisée en un polvèdre qui sera notre

polyèdre I*.

On voit (pie ce polvèdre a tti laces ( (pii sont les F/, ) et (pie chacune de ces

faces est un polvjione do a// c(')t(*s.

(^u'arrive-t-il iiiaintenaut (piand lui fait varier )? I^es points sinf;iiliers B

\onl se déplacer; les coupures OB se d(jformcront, et nous supposerons (pi'elles

se déformeul de fa(;on à ne jamais se couper el à se succéder toujours dans le

mémo ordre autour de O. Quand j' décrira un petit contour fermé, cette défor-

mation pourra se faire do telle façon que les coupures reviennent à leurs posi-

tions primitives, à moins (ju'il n'y ait à l'intérieur du contour un |)oinl

singulier.

Les points singuliers possibles sont do deux sortes :

i" l)'al)(Md ceux (pii correspondent au cas où deux dos points singuliers B

s'échangent entre eux (un raisonnement do M. Picard montre que si la

surface y= o n'a (pie dos singularités ordinaires, cela no peut arriver que si le

plan y = consl. est tangent à la surface /= o)
;

>." l'iiis ceux qui correspondent aux cas où l'un des points singuliers B

\ ient en O.

Les jioints singuliers do la seconde sorte ne sont pas essentiels, et j'aurais pu

les faire disparaître si je n'avais cru ])liis avantageux de les conserver.

Je désigne tous ces points singuliers par Ai, Ao, . . . , A,/ elje trace dans le

plan des y les coupures OA|, OA2, . . . , OA,/.

Tant que y ne franchit pas ces coupures 0\, les coupures OB poiivont se

déformer de façon à 110 jamais se couper iiiiiluellemont, et, |)ar conséquent, de

façon (pie I* reste lioméomor|)ho à lui-même, et en même temps de façon que,

si y di'crit un contour fermi', ces coupures OB reviennent à leurs positions

initiales.

Gomiiaions iiiaint(;naiil les conligiirations dos cou|)ures OB ([uaiid )' se

trouve en dinix points infiniment voisins sur les doux lèvres d'une coupure OA,.
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Supposons d'abord que A, soit un point singulier de la première sorte. Si

l'on suppose que la surface /=o n'a que des singularités ordinaires et que,

par conséquent, le plan y = A,- est tangent à/= o en un point ordinaire, on

voit que, quand y tourne autour de A,-, deux des points singuliers, par

exemple Bi et B;,, s'échangent. De plus, si le point Bi permute deux des

feuillets de la surface de Riemann, le point B;, qui s'échange avec lui

permutera les deux mômes feuillets de cette surface. J'appellerai ces deux

feuillets le premier et le second feuillet de la surface.

(^uand y ajant tourné autour de A,- reviendra infiniment près de sa position

primitive, mais sur l'autre lèvre de la coupure, on pourra supposer que les

Fig. I.

coupures ()B sont revenues à leur situation primitive, à l'exception des cou-

pures OBi et OB:,. Ces deux dernières coupures, qui occiqiaienl |)rimilivcnu'nt

les lignes OBi et OB;, marquées en trait plein sur la (igure, occuperont fina-

lement les lignes OB;, et 0B| marquées en trait puintilh- sur la figure.

On voit que la surface de lliemaun peut être subdivisée de deux manières en

un polyèdre P, les deux modes de subdivision diffèrent l'un de l'autre parce

que les lignes pleines OBi et OB;, sont remplacées par les lignes pointillées

OB, etOBi.

Si l'on superpose les deux modes de subdivision, on aura le polyèdre que

j'ai appelé 1". On voit que deux des m faces deP, celles qui correspondent aux

deux premiers feuillets, ont été subdivisées en trois faces partielles désignées

sur la figure par les lettres (a), (P), (y).

Lorsque j' décrira la coupure OA,-, les points B se déplaceront d'une manière

continue, sans jamais se confondre ni entre eux, ni a\cc le point O ( sauf, bien
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l'iUiMnlu. (liiaiid ) vient en V,). Il en résullc (iiic IVm |)cul ilélornu'r toutes nos

coupures OH (tant en tiiiil plein qu'en trait pointillé) en évitant qu'elles ne se

cou|H>nt jamais niutuellenient. Cela veut dire que le polyèdre 1" restera cons-

taiiinient liouiéoiuorplie à lui-même. Diic que P' restera homéomorphe à lui-

même, c'est (liic que l'on peut laiie concspoudre point |)ar point la sur-

face S(M) à une autre surlace S(M') correspondant à une autre position M'

de )• sur () \,. et en particulier à S,,. On remarquera que la correspondance

peut se taire de t'açc)n ipi'à un point à l'inlini sur S(M) corresjionde un point à

l'intini sur S(M').

Lorsque y vient eu A,, le polyèdre I' dégénère : les deux points B| et B;, se

confoudeiil. Il eu est de même de la coupure Olî, Irait j)leiu a\fc OB;, poin-

tillé, ainsi (pie de ()Bi pointillé avec OB;, Irait plein. Le polygone partitd

marqué (
jS ) sur la figure disparaît alors.

l'our aller plus loin, remarquons qu'il y a deux coupures qui se projettent

suivant la ligne OBi en trait plein; ipiand on suit la première (que nous appel-

lerons Bi G) de O en B) , on a le premier feuillet à gauche et le second à droite
;

quand on suit la seconde (que nous appellerons B|D), on a le premier feuillet

à droite et le second à gauche. Nous définirons de môme B;, G et B., D. Si, au

lieu de la ligne OBi en trait plein, nous envisageons la ligne OBi en trait poin-

tillé, nous obtiendrons de même deux coupures que j'appellerai B', G et B', D;

et je définirai encore de môme B , G et B', D.

Nous voyons tout de suite que, quand y tourne autour de A,-, les cou-

pures B,G et B'.G, B,D et B',D, B;,G et B', G, B.D et B'jD se permutent; que,

pourj'^A,, Bi G et B'.G, ... se confondent.

•Je désignerai par Si celui des polygones partiels p qui appartient au premier

leiiillet si l'on adopte la première subdivision, celle qui correspond au trait

plein; l'autre polygone (3 s'appellera [Sj.

On a alors les congrucnces

[j, = B', D — IS, D -(- B'., D — B3 D,

p2= B', G — B,G -I- B'.G— IÎ3G,

fnii nous apprennent cpieiles sont celles de nos cou])iires qui servent de Ivon-

tières à pi et à Pa.

Considérons la «•oiubmaison

o> = B, U — 1'/, D — B, G H- B', G.
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C'est un cycle de noire surface de Riemann; quand y tourne autour de A,-,

elle se change en

B', D — B3D — B, G-hB,G,

c'est-à-dire en — w. C'est d(jnc un cycle évanouissant. Il est aisé de ^uir qu'il

n'y en a pas d'autre.

Reprenons maintenant les cycles que nous avons appelés 12, cl 12] nu para-

graphe 2. Soil

Q,= Ç,B,D -H- ^sB.G -)- Ï3B3D -f- ^4830 + II,

les Ç étant des coefTicienls entiers ri II une coinhinaison d'autres arêtes de P|.

Comme le cycle 12, doit être fermé, on devra avoir

Ï1-+- ^2= Ç3-+- V. = 0.

puisque le sommet Ri, par exemple, n'appartient (pi'aux deux arêtes RiD

et BiG. Nous aurons ensuite

u; = i;, B', 1) -+- ;, B'3 G -+- Ça B', D + ^.. B', G -t- 1

1

.

Car les arêtes de P, autres que Bil), BiC, B;, D, B, G, ne sont pas altérées

quand y tourne autour de A,, c'est-à-dtie ([ne II n'est j>as altéré.

On aura donc

o,- o; = ;,( B, D - Bi G - B'3 D -h b;, G)

-+- l:,{ B, D — B, G - B'i D -H B', G ).

Or, on a

(BiD — BiG — B', D-t- B'3G)= (B', G— B,G+ B', G — B3G)

— (B', D — B,D-t- B'3D — B3D)

— (B3D — B', D — BjG-t- B', G)

ou

( B, D — B, G — B':, D -f- B3 G) -(- w = p, — [i,
;

d'où

Û,-n;+(ï,-Ç3)co = Ç,(fi,-ri,),

o,_o;.,^(Ç3_Ç,)a,.

Or, nous avons supposé que le cycle 12, est invariant, c'est-à-dire que

ce qui exige Çi = Ç3. Dans ces conditions, reprenons la congruence (5) du

paragraphe 2, qui peut s'écrire

Q,= Q,'= se^MPi-.



43- QUATRIÈME COMPLÉMENT A LANALYSIS SITUS.

En l;i r;i|i]ii(>('liiml de la (Dii^i'iiciu'e piôcédcillc, luius Ii'duvdiis

i:e'i.MF',= :,(ii-2-[^.).

Ouaml ) ^oii ,M ) viciil en \,, los puhj^inics [laiiicLs (j, el |5j (lis])ar:ils,S('nl , (Je

sorlo que le srcoiid iiiciiiliic de ci'llc ('i;alil(' djsparaîl; Ir incinici' se rt-dml

à —0](a,F,|,, il'in'i l'on lire

SOi. a, Fi = o.

Ainsi so trouve jusiifié ro (jnc nous avons dit aux pnges 407 el suivantes.

Supposons mainlonant cpii' A, soil un poini sinf^ulicr dp la sprondc sorte, et

que pour _) = A, le point singulier Bi vienne en ( ).

Nous pouvons faire alors une figure analogue à la figurt' 1
;
pour simplifier,

je représenterai trois points singuliers senienienl, H|, Bi el H;,.

(^)Mand 1 lonruc autour de A,, la eoupure Oi^i reprend sa silualioii priuii-

.'' Uîi/

FiK. 2.

livc, mais les coupures OB-.. et OB;, (trait plein ) se Iransforment dans les cou-

pures OB:; el ()B:i (trait poinlillé).

Nous .avons deux modes de subdivision (;t, en les superposant, on a le

polyèdre P'.

(dia(jur lace de 1^
( ("esl-à-dirc (liafpie leuillet de S) se liouve suhilivisée en

un certain nombre de faces |)ai-tielles. Dans le cas de la figure -j, il v en a cin(|

désignées sur la figure par (a), ((5), (y), (ô),{e).

il est clair que, (piand _)• décrira la coupure OA,, on peut s'arranger j>oui(pi<'

la figure précédente (el, ])ar conséquenl. le polyèdre 1") reste constamment

lionM'OiiHJljdic à elle-Mi<''lMe.

Je désignerai par OBj el OB:, les coiipiiies m Irail plein, par OH', el OB'., les
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coupures correspondantes en trait poinlilk^. Je vois que, ces coupures se

coupant mutuellement, chacun des tronçons de ces coupures formera l'une des

arêtes do P'. Je distinguerai, sur chacune de ces coupures, le tronçon terminal,

c'est-à-dire celui qui aboutit au point Ba ou B3.

Quand y vient en A,-, le polyèdre P' dégénère; plusieurs de ses arêtes se

réduisent à zéro, à savoir l'arête OBi et tous les tronçons de OB2, OB3, OB,,

OB',, les tronçons terminaux exceptés. D'ailleurs, le tronçon terminal de OB2

se confond avec celui de OB'^ et celui de OB3 avec celui de OB',. Il en résulte

que les quatre faces partielles (a), ((3), (y), (ô) disparaissent.

11 n'y a pas ici de cycle évanouissant, le point singulier A, n'étant pas

essentiel.

Nous avons sur la figure

OB2-OB'i, = (a)-H(Y)-(-(S),

OB3-OB'3 = (a)-h(P)-t-(S).

Revenons à notre cycle Î2,; nous aurons

Q,= £C,OB,-f- 2Ç,0B,-i- SÇaOBs.

Je mets le signe 2 parce qu'il y a plusieurs coupures (appartenant à diffé-

rents feuillets de la surface de Riemann) qui se projettent suivant OB,. On

aura ensuite

q;= Si.OBi-h SCîOB'j-h SÏsOB,;

d'où

Si,- 0;= SÇ^COBî- OB'2) -h 2C3(OB3- OB',),

Q,— q;.= 2^2[(a) + (Y) + (S)] + 2;3[(«) -»- (P) + (S)l,

et, en comparant à la congruence (5) du paragraphe 2,

j:e',MF',= SÇo[(^)-H(T)-H(5)]-HSÇ,[(«)-H(i3)-4-(S)].

Quand >' vient en A,, («), (y), (â) disparaissent, de sorte qu'il reste

SO'ia,F'i-=o,

ce qui justifie encore ici ce que nous avons dit page 4o7-

Supposons que le point j' décrive les difi'érentes coupures OAj, OA2, ..., OAr,,

les points singuliers B décriront certaines lignes; nous pouvons supposer

qu'aucune de ces lignes ne s'éloigne indéfiniment. En effet, si cela n'était pas,

nous trouverions toujours dans le plan des x un petit cercle qui ne serait

coupé par aucune de ces lignes, et alors, par un simple changement linéaire de

variables, nous pourrions rejeter le centre de ce cercle à l'infini.

H. P. — VI. 55



434 QUATRIÈME COMPLÉMENT A l'ANALYSIS SITUS.

Donc, quand le point j>' décrira successivenienl les deux lèvres de OAi, les

deux lèvres de OAo, etc., et, enfin, celles de OA,, les points singuliers B

resteront à distance finie. Nous pourrons donc diriger la déformation des

coupures OB de façon que ces coupures restent à distance finie. Le cycle i2/,

qui est formé par une combinaison de ces coupures, restera donc toujours à

distance finie ; et il en sera de même du cycle U,, qui lui correspond sur S^ [car

nous pouvons choisir la correspondance de S (M) avec So de façon qu'à un

point à l'infini sur S(M) corresponde un point à l'infini sur So]. Ce cycle ne

pourra donc balayer la surface S„ tout entière, ce qui justifie ce que nous

avons dit page 4io-

On remarquera enfin que, parmi les sommets de P, nous en avons ni qui

correspondent k x ^ o.

Toutes nos hypothèses se trouvent donc justifiées.



CINOUIÈME COMPLÉMENT

L'ANALYSIS SITUS

Ttendiconti del Circolo inaleniatico di Palermo, l. IS, p. 45-iio (1904).

1. J'ai déjà OU souvent l'occiision de m'occuper d'.'l;irt/j-.ç«5/<i<5; j'ai d'abord

publié un Mémoire sur ce sujet dans le tome du Centenaire du Journal de

VEcole Polytechnique; ce Mémoire a été suivi de quatre compléments qui ont

paru dans le tome XIII des Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,

dans le tome XXXVII des Proceedings of the London Mathematical Society

,

dans le Bulletin de la Société Mathématique de France en 1901, et enfin

dans le Journal de Liouville en 1901

.

Je reviens encori! aujourd'luii sur cette même question, persuadé qu'on n'en

pourra venir à bout que par des eflorts répétés et qu'elle est assez importante

pour les mériter.

Cette fois je me suis borné à l'étude de certaines variétés à trois dimensions,

mais les méthodes que j'ai employées pourront être sans doute d'un usage plus

général. En passant je me suis étendu assez longuement sur certaines propriétés

des courbes fermées que l'on peut tracer sur les surfaces fermées de l'espace

ordinaire.

Le résultat final que j'avais en vue est le suivant. Dans le second complément

j'ai montré que pour caractériser une variété il ne suffit pas de connaître ses

nombres de Belti, mais que certains coefficients que j'ai appelés coefficients de

torsion (second complément, § o, p. 363) jouaient un rôle important.

On pourrait alors se demander si la considération de ces coefficients suffit;
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si une variété dont Ions les nombres de Belli et les coefficients de torsion sont

égaux à I est pour cela simplement connexe au sens propre du mot, c'esl-à-dire

iioméomorphe à l'iiypersphère; ou si, au contraire, il est nécessaire, avant

d'ai'lîrnier qu'une variété est simplement connexe, d'étudier son groupe fonda-

mental^ tel que je l'ai défini dans le Journal de VEcole Polytechnique, para-

graphe 12, page 289.

Nous pouvons maintenant répondre à ces questions; j'ai iormé, en effet, un

exemple d'une variété dont tous les nombres de Betli et les coefficients de

torsion sont égaux à i, et qui pourtant n'est pas simplement connexe.

'i. Je considère une vnrii'-lé ^ à m dimensions située dans l'espace à A' dimen-

sions. Soit ensuite

l'équation d'une surface à le —-i dimension située dans ce même espace et que

j'appellerai la surface cp(<); dans cette équation Xi, x-,, . . ., x/, sont les coor-

données d'un point dans l'espace à A' dimensions et t un paramétre arbitraire tel

que la surface cp(/) se déforme d'une manière continue quand t varie d'une

manière continue. Je supposerai que la l'onction o est uniforme de telle façon

que par un point quelconque passe une surface cp(/) et une seule.

La surface o{l) coupera V suivant un certain nombre de variétés à ni— i

dimensions
.v,(0, w.{t), ..., Wp{t)

dont l'ensembli' formera le système ~W [t).

Quand t variera d'une manière continue de — 00 à + 00 , le système W(<)

variera d'un(^ manière continue et engendrera la variété V. -Si la variété V est

fermée, les variétés (v(0 le seront également.

Cela posé, je vais définir ce que j'appellerai le squelette de la variété V.

A chacune des variétés partielles a'i(<), w-^i^L), . . . , iV/,(f) je ferai correspondre

un point dans l'espace ordinaire. L'une des coordonnées de ce point, x par

exemple, sera égale au paramètre /, les deux autres seront choisies arbitrai-

rement, en s'assujeltissant seulement aux conditions suivantes :

1° Si deux variétés «',(<), Wi{t -\- z) sont très peu différentes l'une de l'autre,

les deux points correspondants devront être très voisins l'un de l'autre.

2° 11 peut arriver que pour certaines valeurs de <, pour ^ = <o par exemple,

une des variétés wit') se décompose en deux autres; dans ce cas, par exemple,

la variété Wiilu— i) différera très peu de l'ensemble des deux variétés
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»') ('o+ £) + »'i{to+ î)- Dans ce cas, on doit s'arranger de façon que les deux

points qui représentent les deux variétés Wi{to+ e) et (V2(^o+ s) qui résultent

du dédoublement de iVi(<o— e), que ces deux points, dis-je diffèrent très peu

l'un de l'autre et très peu du point représentatif de Wi(to— e).

Dans ces conditions, quand t variera d'une manière continue, les points

représentatifs des p variétés

engendreront/» lignes continues

du moins tant que le nombre p ne varie pas. Mais ce nombre peut varier

pour t = tg, si l'une des variétés se décompose en deux, ou si, au contraire,

deux variétés se réunissent en une seule. Dans le premier cas, l'une des lignes L

se bifurtjue, dans le second deux des lignes L se réunissent en une seule.

On obtient ainsi une sorte de réseau de lignes, et c'est ce réseau que j'appelle

le squelette de Y. J'ai tracé ce réseau dans l'espace à trois dimensions et non

dans le plan, parce qu'on peut ainsi toujours éviter que deux lignes se coupent

en d'autres points que les points de bifurcation.

Si nous suivons l'une de ces lignes, Li par exemple, décrite par le point

représentatif de Wi(t), nous voyons que cette variété Wi(t) reste constamment

homéomorplie à elle-même [et cela de telle façon que sur les deux variétés très

voisines ivi (/) et ci'i {t -\- c), deux points correspondants diffèrent très peu l'un

de l'autre] tant que l'on ne passe pas par une valeur de t telle que Wi{t)

ait un point singulier.

Nous devons donc marquer sur les lignes de notre réseau les points qui

correspondent aux variétés w(t) qui ont des points singuliers. Ce seront des

points de division qui partageront nos lignes en tronçons, mais tant qu'on

suivra l'un de ces tronçons, la variété <v(t) correspondante restera homéo-

morplie à elle-même.

Remarquons que si l'on considère une des valeurs ^o qui correspondent aux

points de bifurcation, et pour lesquelles une des variétés ce, se dédouble, la

variété (V,(io) admet également un point singulier. Cela va donc nous obliger,

à étudier ces points singuliers.

Mais avant de procéder à celte étude, je dois faire encore quelques remarques.

Si je veux que la variété V soit fermée, il faut d'abord que les variété w{t)
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soiciil iViMinH's ('llos-ini!^nies. La seconde condition c'esl que, si lune de mes

lii^nes L alioiitil à un oul-de-sac, de telle façon qu'elle s'arrôlc pour t = ti par

exemple, la variiHé correspondanlc tende à se réduire à un point quand ( tend

vei'S t^, c'est-à-dire quand on se rapproche du cul-de-sac.

En second lieu, j'ai dit que je clioisissais la l'onction cp uniforme, de telle

façon que par un point de l'espace passe une surface cp = / et une seule. Dans

ces conditions, le système W(ï) n'est pas quelconque. Celte restriction ne m'a

pas empc^clié de montrer que toute variété V est susceptible de ce mode de

génération, mais on peut s'en affranchir et considérer un système quel-

conque W(/) de variétés fermées

"'l(0. "'2(0, ••) "'/>(')

pourvu (pie ces variétés varient d'une manière continue a\ec /, en siqjposanl

bien entendu que pour certaines valeurs de t, une de ces variétés puisse se

réduire à un point, ou se décomposer en deux autres.

Dans ces conditions, le système W(<) engendrera encore une variété V et

l'on pourra en définir le squelette d'après les mômes principes auxquels il n'y

aura rien à changer.

11 y a cependant un cas où l'on pourra avec avantage y faire un léger change-

ment. J'imagine que pour deux valeurs de t, par exemple pour ^ = o et pour

< ^ 271, le système W(<) soit le môme, ou mieux, j'imagine que les deux sys-

tèmes W(f) et W(< + 27r) soient identiques. Il suffit alors de faire varier l

de à 27r, et il convient, par conséquent, de choisir le point représentatif de

la variété "'(<), non plus de telle façon que l'on aitx=^, mais de telle façon

(pie arc tg — := /, c'est-à-dire que les points représentatifs de w(l) et iv{t-+- 2n)

puissent être identiques.

Si nous supposons, par exemple, que W(<) se réduise à une seule variété fv{t),

le squelette de V se réduira dans ces conditions à une courbe fermée.

Pour prendre un exemple tout à fait simple, considérons un tore qui sera

notre variété V et regardons-le comme engendré par son cercle méridien qui

sera notre variété (v(<), identique à tv(t + 2n). Avec nos nouvelles conventions,

le squelette de ce tore se réduit à une courbe fermée.

Abordons maintenant l'éliuh; des points singuliers des variétés e('(/). La

portion d'une de ces variétés voisine (bi puini singulier pourra être représentée

par les équations suivantes :

^/='l'((7i, :>:> >.r'/) («' = 1, 2, .... X-),

f/iijuyi, •,.») = " (/' = ', a, , g — '»)
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auxquelles il conviendrait d'adjoindre certaines inégalités dont nous n'avons

pas à nous occuper.

Dans la région envisagée, les fonctions çp et t]; sont holomorphes. Nous

pouvons toujours supposer que le point singulier correspond à

fi = Ks = . . . = y^ = o

et que pour cette valeur les dérivées partielles du premier ordre des fonctions cp

ne sont pas toutes nulles, saufpour l'une d'entre elles cpj.

Alors, des équations

?2 = 93 = • • = ?-7—m = o

nous pourrons tirer tous les y en fonction de ni-{-\ d'entre eux, lesquelles

fonctions resteront holomorphes dans le voisinage du point singulier. Je rem-

placerai donc les y par les expressions ainsi trouvées, de sorte que tout se

trouvera exprimé en fonction de ni-\-i des quantités y, par exemple de jKi,

Y'ij • • , ym+i et que nos équations prendront la forme

Xi='^t{yi,y'., , ym+i),

?i(ji,r2, ..., ym+^) = o.

La fonction <s^\ est développable suivant les puissances des y et ce dévelop-

pement commence par des termes du second degré dont l'ensemble constitue

une forme quadratique /(yi, yi., . . . , ym+C)-

Il est inutile d'envisager les points singuliers des autres types, car s'il j on

avait, il suffirait pour les faire disparaître de changer très peu la fonction

9(:ri, . . ., Xk) qui définit les surfaces »(<), du moins si l'on suppose que la

variété V est elle-même dépourvue de point singulier. Nous sommes ainsi

amené à étudier le cône du second degré

/O'ij j!; •.•,rm+l) =

dans l'espace à m -|- i dimensions des y, et son intersection avec l'hjpersphère

Soit C celte intersection. Tout dépendra du nombre des dimensions et du

nombre des carrés positifs et négatifs dans la décomposition de la forme y* en

une somme de carrés.

Nous pouvons toujours par un changement de coordonnées ramener f à la

forme
/=SAa'?-SBo'l,

les coefficients A et B étant positifs, de façon qu'il y ait q carrés positifs



44o CINQUIÈME COMPLÉMENT A L'ANALYSIS SITUS.

et m +-

\

— q carrés négatifs el que l'indice i varie de i à </ et l'indice k

de «7 + I à /n -t- 1

.

Je puis écrire alors

d'où

i:A,.),? = SB;i.7^. = X^

j'( = !!(>-, .rk= -^k^',

les rj étant des solutions quelconques des équations

(I) i:A,-ri? = I, SBiYl|.= I.

On en déduit

En tenant compte des équations (i), on verra que les limites supérieure et

inférieure de I>r)f sont les inverses du plus petit et du plus grand des coeffi-

cients A. On trouvera, de môme, une limite supérieure et inférieure de 2r)|.

On en conclura que X est une fonction continue des y) [supposés liés par les

équations (i)] el que cette fonction ne peut ni n'annuler ni devenir infinie.

Nous pouvons donc supposer que 1 reste toujours positif; et alors 1 sera une

fonction continue et parfaitement déterminée des y) ; il en sera donc de même

des y.

Plusieurs cas peuvent se présenter :

i" Si y est nul ou égal à w + i de façon que tous les carrés soient de même

signe, il est clair que le cône se réduit à un point et que G n'existe pas.

2" Si q n'est pas égal à i, on pourra passer d'une façon continue d'une

solution quelconque de l'équation 2A,r),"= i à une autre solution quelconque;

si, au contraire, 7=1, cette équation ne comportera que deux solutions :

r)i ^zt —^= et l'on ne pourra passer de riuio à l'autre d'une manière continue.
y/Ai

De même si q n'est pas égal à m, on pourra passer d'une façon continue

d'une solution quelconque de l'équation 2B/;r}j= i à une autre solution quel-

conque; si, au contraire, </ = /», l'équation n'aura que deux solutions et le

passage sera impossible.

Outre le cas examiné plus haut, il y en a donc trois.

Si i<C q <^ m, C esl d'un seul tenant.

Si i = q <i m, ou si i <Cq = m, C se compose de deux morceaux.

Si I ^ (jr = m, C se compose de quatre morceaux, ou mieux se réduit à quatre

points discrets.
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Dans ce dernier cas, on a /h = i , et la variété V n'a que deux dimensions;

cela nous avertit que nous allons rencontrer une différence entre les variétés

de deux ou de plus de deux dimensions.

Supposons d'abord que V ait deux dimensions (//i = i); nous pouvons avoir

alors :

1° ^ = G ou y = 2. Dans ce cas C n'existe pas; quand t passe par la valeur

qui correspond à un pareil point singulier, nous voyons une nouvelle variété w{C)

apparaître (ou disparaître) : elle se réduit d'abord à un point, puis à une petite

courbe fermée. Ce point singulier correspond donc à un cul-de-sac du squelette.

1° q^\. Dans ce cas, C se réduit à quatre points que je puis numéroter r

,

2, 3, 4- La variété wi^i) se réduit à une courbe qui admet, comme point singu-

lier, un point double ordinaire où se croisent deux branches de courbe qui

sont les branches i.3 et 2.4- Je suppose que le point singulier se présente

pour < z= o; j'appellerai i', 2', 3', 4' les points de la variété «'(<) qui, pour des

valeurs de t très petites, sont respectivement très voisins des points i, 2, 3, 4

de la variété tv(o).

Je commence par observer que la Ijranciie de courbe qui, partie du point

double va au point i, doit revenir au point double, puisque toutes nos courbes

sont fermées; il peut j revenir par un des trois autres points 2, 3, 4- H 6n

résulte que nos points i, 2, 3, 4 sont associés à deux, par exemple i avec 2,

et 3 avec 4) de telle façon que l'on puisse aller de i à 2 et de 3 à 4 en suivant

la courbe «'(o) et sans passer dans le voisinage du point double. De même, on

pourra aller de i' à 2' et de 3' à 4' en suivant la courbe (V'(^) et sans passer dans

le voisinage du point double, et cela pour toutes les petites valeurs de t, qu'elles

soient positives ou négatives.

Maintenant, si nous considérons le voisinage du point double, nous voyons

que pour ^ < o, par exemple, on peut passer de l' à 2' et de 3' à 4' en suivant w(«)

et en passant près du point double, tandis qu'on ne peut pas passer de la sorte

de 1' à 4' et de 2' à 3'. Au contraire, pour <> o, on peut passer de i' à 4' et

de 2' à 3', mais pas de i' à 2' et de 3' à 4'-

Il en résulte que pour / < o, les branches envisagées de (v(<) forment deux

courbes fermées distinctes tandis que pour ^>o, elles n'en forment plus

qu'une.

Notre point singulier correspond donc à une bifurcation du squelette.

Il en est de même si i est associé avec 4) et 2 avec 3.

H. p. — VI. 56
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Mais supposons in;unloii:ml (jiic i soil iissocic' avoc 3, cl 2 avec 4- Nous

voyons alors que pour ^ < o, connue pour l >> o, noire variété w(t) se réduit

à une seule courbe fermée; seulement pour < -< o cette courbe passe succes-

sivement par les points i'3'4'2'i'. et pour < > o par les points i'3'2'4'i'. Notre

point singulier ne correspond plus alors à une bifurcation.

Mais je dis que, dans ce cas, la variété V est unilatère.

Pour nous en rendre comple, prenons une surface fermée ([uelconque à deux

dimensions (bllalère ou unilatôre), décomposons-la (en la laissant d'un seul

morceau) de façon à pouvoir la développer sur un plan; nous obtiendrons ainsi

un polygone, analogue aux polygones fuchsicns, dont les côtés seront conjugués

deux à deux, deux côtés conjugués correspondant aux deux lèvres d'une môme

coupure.

Soient AB et A'B' deux côtés conjugués, de telle façon que le sommet A soit

conjugué de A' et le sommet B de B'. SI en allant de A en B on a l'intérieur du

polygone, à sa gauche par exemple, et si en allant de A' en B' on a l'intérieur

à sa droite, nous dirons que la conjugaison est directe.

Si, au contraire, en allant de A en B on a l'intérieur à sa gauche, et si en

allant de A' en B' on a l'intérieur également à sa gauche, nous dirons que la

conjugaison est im-erse. (Cette convention surprendra d'aiiord mais elle se

justifie avec un peu de réflexion). Gela posé, si toutes les paires de côtés sont

conjugués directement (ainsi qu'il arrive pour les polygones fuchsiens), c'est

que la surface d'où l'on était parti élait iDilatère. Si pour une paire de côtés,

la conjugaison est inverse, c'est que cette surface était unllalère.

Supposons, par exemple que notre polygone soit un rectangle dont les

sommets se succèdent dans l'ordre circulaire ABCD et dont les côtés opposés

soient conjugués. Si AB est conjugué de DC, et AD de BC, la conjugaison est

directe, et le polygone peut être regardé comme provenant du développement

d'un tore, surface bilatère. Si AB est conjugué de CD, et AD de BC, la conju-

gaison est inverse pour l'une des paires et directe pour l'autre, et le polygone

provient du développement d'une surface unilatère analogue à celle deMôbius.

Si AB est conjugué de CD, et AD <Je CB, la conjugaison est inverse pour les

deux paires cl le polygone provient (hi développenieut du « jilan projeclif » (pii

est un surface unilatère.

Cela posé, appliquons ces règles à noire variété V, découpons-la et appli-

quons-la sur nu plan de façon à obtenii' notre jiolygone. Je ne représente sur

la figure que la partie du polygone qui nous intéresse.
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Nous avons en O le point singulier; les lignes CHD, AEB, C'H'D', A'E'B'

représentent une portion du contour du polygone. Les deux lignes Ei03E'

et H2O4H' qui se croisent en O sont le développement de la courbs (v(o).

Les lignes B i'2'C, B'3'4'C' sont le développement de la courbe w{t) pour ^<;o.

Les lignes D2'3'A' et D'4'i'A sont le développement de la courbe w{t)

pour t > o. Par liypotliôse, cette courbe w{t) se ferme sur elle-même de façon

que la branche i' se raccorde à la liranche 3' et la branche 2' à la branclie 4'-

FiK. .

Donc A doit venir se recidier à A', c'est-à-dire ([ue A est conjugué île A' el,

de même, B de B', C de C, D de D'. Ainsi, sur notre polygone, AB est con-

jugué de A'B', et CD de CD'; la conjugaison est inverse. Donc notre surface

est unilalère. c. q. f. n.

Si donc V a deux dimensions et est bilatère, son squelette n'aura d'autre

point singulier que les culs-de-sac et les bifurcations. C'est là le secret de la

simplicité relative de VAna/ysis situs des surfaces ordinaires.

J'arrive aux variétés V à trois dimensions (m = 3) auxquelles je me bornerai

pour le moment. Nous avons encore à distinguer deux cas :

i" q^o ou çr^ 3; alors G n'existe pas, et le point singulier correspond à

un cul-de-sac du squelette.
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2." n = \ ou (yT = 2 ; alors Ci se compost' de deux morceaux; la variété w{o)

présente un point conique ordinaire (si le point singulier correspond à t^o);

les parties de cette variété voisines du point singulier sont assimilables à un

cône du second degré ordinaire. Donnons maintenant à t des valeurs très

petites. Les parties de w{t) voisines du point singulier seront assimilables,

par exemple, à un hyperboloïde à une nappe pour i <; o et à un hyperboloïde

à deux nappes pour Z > o.

Considérons l'ellipse de gorge E de l'iiyperboloïde à une nappe; celle ellipse

pour / =— £ (ou £ est positif ot très petit) est un cycle fermé très petit tracé

sur n'(<); pour < = o, elle se réduit à un point cl, pour / =+ £, elle disparaît.

Ce que nous avons appelé G (intersection du cône et de l'hypersphère) se

compose ici de deux courbes fermées (on est dans le cas de ^ = i , on q = m),

et nous devons distinguer deux cas : ou bien on ne peut pas passer d'une de ces

deux courbes fermées à l'autre on restant sur w{t) et sans passer dans le voisi-

nage du point singulier, ou bien ce passage est possible.

Dans le premier cas, l'ellipse E partage la variété w{—-£) en deux parties,

car on ne peut pas passer du voisinage de l'une des courbes G au voisinage de

l'autre courbe G sans passer dans le voisinage du point singulier, c'est-à-dire

sans couper l'ellipse de gorge E. On aura donc sur (v(

—

z)

M 1^ o.

Dans le second cas, au contraire, E ne divisera pas w{— s).

Dans le premier cas, les nappes de w{t) qui vont passer dans le voiginage

du point singulier forment une seule surface fermée pour t =— e puisqu'on peut

toujours passer d'un point à l'autre d'une de ces nappes et, en particulier, du

voisinage de l'une des courbes G à celui de l'autre en Iraversant l'ellipse E.

Au contraire, pour <==+£, elles formeront deux surfaces fermées, puisqu'on

ne peut plus passer d'une des courbes G à l'autre.

Dans ce premier cas, noire point singulier correspond donc à une bifur-

cation du squelette.

Dans le second cas, au contraire, ces nappes de w{t) forment toujours une

seule surface fermée, aussi bien pour <=— t que pour ^ = -t-e, puisqu'on peut

toujours passer d'une courbe G à l'autre sans passer près du point singulier.

Dans ce second cas, notre pjoint singulier ne correspond pas à une bifur-

cation.
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Ce second cas se subdivise lui-môme. Considérons un cliemin permetlant

de passer d'une courbe C à l'autre sans passer près du point, singulier. Quand

on suivra ce chemin, si l'on veut conserver la forme des équations, il faudra de

temps en temps changer de variables et remplacer les variables y par d'autres

variables y\ puis les y' par de nouvelles variables y", etc. Nous supposerons

toujours que ces changements de variables aient été faits de telle sorte que le

déterminant fonctionnel des nouvelles variables par rapport aux anciennes soit

positif. Soient ,^1, ^2, • • -, ^m+i les variables finales quand on reviendra dans

le voisinage du point singulier. Nous aurons donc les x en fonction des s mais

comme dans le voisinage du point singulier, nos équations qui donnent les x

en fonction des y redeviennent valables, les séries redevenant convergentes,

nous aurons les z en fonction des y\ deux cas peuvent donc se 'présenter

selon que le déterminant fonctionnel des z par rapport aux y est positif ou

négatif. Dans le premier cas le chemin estbilatère, dans le second cas unilatère.

C'est ce que j'ai expliqué dans V Analysis sitiis, en définissant les variétés

unilatères.

Alors s'il existe des chemins qui permettent de passer d'une courlie G à

l'autre sans passer dans le voisinage du point singulier : ou bien tous ces

chemins seront bilatères, ou bien les uns scroiil lulalères el les autres uni-

latères, ou bien enfin ils seront tous unilatères.

Pour le moment nous nous bornerons au cas où toutes les surfaces w{t)

seront bilatères. Tous nos chemins, s'ils existent, seront donc bilatères.

Nous savons que pour une surface bilatôre, le nombre de Betti est toujours

impair. Si donc une surface bilatère est ip + i fois connexe, elle admettra 2]i

cycles distincts, c'est-à-dire dont aucune combinaison linéaire n'est holomogue

à zéro. Envisageons donc les 2/> cycles de la surface w{— s), nous ferons

d'abord entre eux une distinction, ceux qui rencontrent l'ellipse de gorge E et

ceux qui ne la rencontrent pas. Si un cycle R rencontre E, nous devrons

distinguer les points de rencontre en deux catégories suivant le signe d'un

certain déterminant, ainsi que je l'ai expliqué dans VAnalysis situs, page 219.

Nous définirons ainsi le nombre N(K, E) (cf. Analysis situs p. 220), qui sera

la différence des nombres des points d'intersection des deux catégories. Si le

nombre N relatif au cycle K est nul, le cycle K sera homologue à un cycle qui

ne rencontre E pas. Si, au contraire, ce nombre N n'est pas nul, tous les cycles

homologues à K rencontreront E.

Qu'arrlve-t-il alors, quand t variant d'une façon continue passe de la valeur
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— sà la \altMir +£? On |)miriii Irouvcr sur u'(+£) une ligne R' infinimcnl

peu dilVi'rente du cycle K tracé sur w{— s); seulement, si K ne rencontre

pas E, la ligne R' est fermée et constitue un nouveau cycle sur w{s); si, au

contraire, R rencontre E, la ligne R' ne peut ùlve fermée. Donc, pour qu'il y

ail sur tv(£) des cycles inlininienl peu iliilV'rcnls d'un cycle homologue à R, il

faut et il suflit ipie le nombre N(R, E) soit nul.

En d'autres termes tous les cycles poin- lesquels ce nombre n'est pas nul,

disparaîtront quand t passera de — sa + e, tous les autres subsisteront.

Soit R un cycle de (T'(— s) qui subsiste et R' le cycle correspondant de ir{s).

Dans quels cas aura-t-on R'^~ o?

Si l'on a R'f^o, il existera sur iT'(e) une aire A' limitée par R'; on pourra

trouver sur iv'(

—

e) une aire A inlininienl peu diflerente de A', et cette aire

sera limitée par R seulement on par R et par l'ellipse de gorge E, do sorte

qu'on aura
K -^ o DU K 'vy E.

J'ajoute que si nous traçons sur w{s) un cycle quelconque R' nous pourrons

toujours trouver sur iv(— e) un cycle R qui en diffère 1res peu, et que l'on ne

peut avoir R ^^^ o sans avoir Iv'^^^o; car s'il existe sur w(— e) une aire A
limitée par R, il existera sur H'(£) une aire A' limitée par Iv' et très peu diffé-

rente de A.

Donc, quand i passe de — £ à + s, certains cycles peuvent disparaître, mais

des cycles nouveaux ne peuvent pas apparaître; certains cycles peuvent devenir

homologues à zéro, mais aucun cycle ne peut cesser de l'être de sorte que le

nombre de Belli 2p + i peut décroître, mais ne peut pas croître.

Il résulte de là que deux cas seulement peuvent se présenter :

1° Ou bien E ^^ o sur (v(

—

£); dans ce cas, nous avons vu que quand / passe

de — £ à +£, la variété w^t) se décompose en deux autres.

Les cycles de «(— £) ne peuvent pas disparaître; en effet comme on aE^^o,

on aura N(R, E) = o pour tous les cycles R. De plus, aucun de ces cycles R
ne peut di'\cnir homologue à zéro. Nous avons vu, en efl'et, quelles étaient les

nouvelles homologies qui ]jouvaienl s'introduire entre les cycles R, par suite

du passage de l de — £ à +£; on peut toutes les déduire de l'homologie nou-

velle Ervjo; et, en effet, nous avons dit que pour que l'on ait R'o^ o sans

avoir R ~' o, il faut que l'on ait R .^ E. Or, dans le cas qui nous occupe, nous

avons E'^o, aussi bien sur ir(— £) que sur tv(£). Il ne s'iutioduil donc pas

d'homoloKie nouvelle.
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Le nombre total des cycles distincts demeure donc le même; si w{— e)

est 2p -\- i fois connexe, w(e) se décomposera en deux surfaces qui seront

respectivement 2^'+ i fois et 2/»"+ i fois connexes, où p' -+-
p" :=p

.

2° Dans le second cas, on n'a pas E o^ o sur w[— e), nous avons vu que,

dans ce cas, w{t) ne se décompose pas; nous supposons que w{— e) est 2p-{- 1

fois connexe et possède 2p cycles distincts. Au moment où t devient positif,

certains cycles K disparaissent; ce sont ceux qui sont tels que N(R, E) ne soit

pas nul. Mais si l'on a deux cycles Ki et Ko tels que

N(K„E) = m„ IN(K,, E) = m2,

alors on aura

N(m2Ki — ni,K«, E) = o,

de sorte que le cycle /«2K.1— /«iKo ne disparaît pas. Il résulte de là que tous

les cycles qui disparaissent sont toujours une coiuLinairon linéaire de l'u/i

d'entre eux et des cycles qui ne disparaissent pas. Le nombre des cycles

distincts diminue donc de ce fait d'une unité, (!t d'une seule.

D'autre pari, entre les cycles subsistants, s'Introduit une liomokigie nouvelle,

et une seule,

E 'v^ o,

de sorte que le nombre des cycles diminue encore d'une unité.

En résumé, le nombre total des cycles distincts diminue en tout de deux

unités, de sorte que w{i) est ip— i fois connexe.

3. Avant d'aller plus loin, nous devons rappeler brièvement ce que l'on sait

sur les surfaces ;\ deux dimensions, ou plutôt celles des propriétés de ces

surfaces qui nous seront utiles dans la suite; je commencerai par les surfaces

bilatères.

On sait qu'une surface fermée bilatère ip + 1 fois connexes admet 2p cycles

distincts. Soient Ci, Ci, . . ., Guy; 2p cycles fondamentaux de la surface, choisis

de telle façon que tout cycle de la surface soit homologue à une combinaison

linéaire de ces ip cycles.

Soient maintenant

deux de ces combinaisons linéaires où les coefficients x cl y sont des entiers
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quelconques. Envisageons le nombre N(X, Y) relatif aux interseclions de ces

deux cycles X et Y : ce nombre est égal à

N{X, Y) = F(.r,r),

f"(^i y) étant une forme bilinéaire par rapport aux variables x et j'.

Celle forme a tous ses coefficients entiers, elle change de signe quand on

permute x et y de sorte que

enfin son discriminant est égal à i

.

On peut choisir les cycles fondamentaux C (et cela d'une infinité de manières)

ili' telle façon que la forme F{x, y) soit réduite, c'est-à-dire qu'elle se réduise à

.r, 1-2— x«_Yi -+- x,}\— XkX^ -I- x-^y,,— a^o/s +-

On voit que si la forme F est réduite, N(C,-, C/,) sera nul si les indices i et k

sont de même parité; c'est-à-dire que, si i et k sont de même parité, les

cycles C; et C/, ne se couperont pas, ou seront homologues à des cycles qui ne

se coupent pas.

Il nous sera souvent utile dans la suite de remplacer notre surface par un

polvgone fuchsien; cela peut se faire de deux manières. Supposons que la

forme F étant réduite, on considère les yj cycles de rang impair

Cl, C3, . . ., Gîp—i,

qui, nous pouvons le supposer, ne se coupent jjas.

Voici d'ailleurs comment on peut se rendre compte de la génération de ces

cycles. Formons le squelette de notre surface; ce squelette sera un réseau oîi

l'on pourra décrire/) chemins fermés distincts; en choisissant convenablement

j) points sur ce réseau, les p chemins fermés secont coupés, le réseau restant

néanmoins d'un seul tenant. Chacun de ces points représentera une courbe

fermée [qui sera la variété w{t) du paragrapiie précédent]. Nous aurons donc

I) courbes fermées qui n'auront aucun point commun et seront nos p cycles

Cl, C3, . . , C2/Ï— 1

.

Découpons notre surface suivant ces /; courbes; elle reste d'un seul lenani,

mais elle peut maintenant être développée sur un plan et, après le dévelop-

pement elle se réduira à une aire plane limitée par 2p courbes fermées. Une de

ces 2/y courbes la limite extérieurement et les autres intérieurement. Ces

7.p courbes sont conjuguées deux à deux, deux courbes conjuguées corres-
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pondant aux deux lèvres d'une nièine coupure. Cette aire sera ainsi assimilable

à un polygone fuchsien de la Iroisième famille; et l'on pourra avoir avantage

à envisager le groupe fuchsien qu'il engendre, et la décomposition du plan en

une infinité de polygones congruenis au polygone générateur.

Supposons maintenant que nous découpions notre surtace suivant les

ip cycles. Les 7.p cycles auront pu être tracés de façon à passer tous par un

même point et à n'avoir pas d'autre point comm\in. Si, après ce découpage, on

développe la surface sur un plan, on obtiendra un polygone de [\p côtés conju-

gués deux à deux, et assimilable à un polygone fuchsien (qui n'aura qu'un seul

cycle de sommets), de telle façon que la somme de ces angles soit égale à i-k.

Si la forme F est réduite, la loi de conjugaison des côtés sera la suivante :

i avec 3, 2 avec 4, ^ avec 7, 6 avec S, 9 avec i i, 10 avec 12, etc. Ici aussi il y

aura lieu d'envisager le groupe fuchsien et la décomposition du cercle fonda-

mental en polygones congruenis.

Mais ici se pose une question qui va nous arrêter quelque temps. Le groupe

fuchsien en question n'est autre chose que ce que jai appelé à la page 289 de

VAnalysis situs le groupe fondamental de la surface. La notion de ce groupe

est fondée sur la notion d'l'tptnah'iice des cycles et sur la dislinction entre

cette notion et celle d'homologie (c/. 207 et 241 de \Analysis situs).

Considérons deux cycles Iv et K'; parlant d'un même point M et y aboutis-

sant, j'écrirai « l'équivalence »

K = K'

si l'on peut passer de l'iui à l'autre par déformation continue et sans quitter

la variété envisagée. 11 pourra se faire alors que le cycle K' venant repasser

plusieurs fois par le point initial M se décompose en plusieurs autres et équi-

vaille ainsi à plusieurs cycles consécutifs Ri, K2, K;, se succédant dans l'ordre

indiqué; nous pourrons alors écrire

k = K, -t- K2-1- Kri,

mais nous n'avons pas le droit d'intervertir l'ordre des termes et d'écrire, par

exemple,

K = K, + K,+ K2.

C'est précisément ce qui dislingue les équivalences des homologies ; dans

ces dernières, on a le droit d'intervertir cet ordre, de sorte que de l'équivalence

K = Ki-i- Kj-i- K:i,

H. P. — VI. 57
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nous iUDUs 11' droit de déduire non seidcnU'iit l'Iioniulogie

K ~ K| -t- kî-t- !<:,,

mais (Micoii' riiiiiiiDloiiic

Ui' inOinc. Mippiisons (jne Iv' au lieu de |>arlir du jxiinl iM
,
parle d'un auLre

point M' el V aboutisse. Soit L un rheniin quelconque allanl de M en M'. Alors

le cycle L + K'— L ira coiumiiie K de M en M. Sujipusons cpi'on ail l'équi-

valence
K = L + K'— L,

comme nous n'avons pas le droil d'intervertir l'ordre des termes, nous ne

pouvons en conclure l'équivalence K^ K.', mais seulement l'homologie K '^^ ¥J,

Ainsi dans les homologies, les termes se composent d'après les règles de

l'addition ordinaire; dans les équivalences, les termes se composent d'après

les mêmes règles que les substitutions d'un groupe; c'est pour cela (pie

l'ensemble des équivalences peut pour ainsi dire être symbolisé par un groupe

(pii est le groupe fondamental de la variété.

Dans le cas qui nous occupe, envisageons le cercle fondamental décomposé

comme nous l'avons dit en [)oljgone_s fuchsiens congruents. Chacun de ces

polygones a ^p côtés. Un cycle cjuelconque sera représenté soit par une ligne

fermée, soit par une ligne allant d'un point du plan à un autre point « congrueni »

(c'est-à-dire transformé du premier par une des siijjslilulions du groupe

fuclisien).

Dans le piemier cas, le cycle est équivalent à zéro; dans le second, il ne l'est

pas.

Le groupe fondamental est alors le groupe fuclisien lui-môme, groupe dérivé

des 2/> substitutions correspondant aux a/* cycles fondamentaux C,; dans le

cas où la forme F étant réduite, la loi de conjugaison des côtés du polygone

fuclisien est celle que j'ai dite plus haut, on a entre les 2/> cycles une seule

équivalence qui s'écrit

o = C, -+- Cî— C, — C, -(- C:, -H Cl— Cj— Cl -<- C; -h Ce— Ci— Co+ . . .

.

Cette équivalence suflit pour délinir le groupe fondamental.

On peut chercher à former un cycle qui soit homologue à zéro sans ôtre

équivalent à zéro. On \iiil d'ab(jrd (jii'ij ne peut y en avoir si />:= i , car alors

l'équivalence que; je viens d'écrire devient

C,H-C2=C.,-i-C,
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et signifie que deux cycles quelconques sont permutables (au point de vue de

l'équivalence). On sait d'ailleurs que, dans ce cas, les fonctions fuclisiennes se

réduisent aux fonctions elliptiques, le groupe fuchsiena toutes ses substitutions

permutables.

Si /> > I, supposons que la loi de conjugaison des côtés soit celle que nous

avons dite plus haut, c'est-à-dire i avec 3, 2 avec 4> etc. Soient o et i les deux

sommets du côté i ; soient i et 2 ceux du côté 2, etc.; soient enfin ^p— 1

et 4/' = o, ceux du côté !\p Joignons les sommets o et 4 pat' une ligne restant

à l'intérieur du polygone. Cette ligne représentera un cycle qui sera équi-

valent à

G, + C2-C,-Co.

Il sera donc homologue à zéro; mais il ne sera pas équivalent à zéro.

Ayons recours maintenant à l'autre mode de représentation; représentons

donc noire surface par un polygone fuclisien de la troisième famille limité

par 2yy courbes fermées conjuguées deux à deux, l'une d'elles limitant le poly-

gone extérieurement, les autres intérieurement.

Soit A" l'une de ces courbes fermées, correspondant au cycle C2, soit A' sa

conjuguée. Soit M un point de A, M' le point correspondant de A'; joignons M
à M' par \\n Irait MPM' qui correspondra au cycle Ci. Traçons maintenant à

l'intérieur du polygone une courbe fermée K enveloppant A et A', mais n'enve-

lo])pant aucune des autres courbes qui forment le contour du polygone.

Soit Q un point sur A d'où part et où aboutit ce cycle. Soit L une ligne allant

de Q en M. Il est clair qu'on aura l'équivalence

K = L -H A-H MPM'-+- k'— MPM'— L,

c'est-à-dire

K = L -H Ct.-t- Cl- C2— G,— L;

de cette équivalence on peut conclure Iv^^o, c'est-à-dire que K est homologue

à zéro sans être équivalent à zéro.

Voyons enfin ce qui se passe sur la surface elle-même, et bornons-nous aux

cycles non bouclés, c'est-à-dire aux cycles qui ne se recoupent pas eux-

mêmes.

Soit C un pareil cycle homologue à zéro ; il décomposera la surface ip+ i fois

connexe en deux parties, de sorte que si l'on étranglait la surface de façon à

réduire ce cycle C à un point, cette surface se décomposerait en deux autres.

Si l'une des deux surfaces ainsi obtenues est simplement connexe, c'est alors
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que le cycle C riait cquivalenl à zéro. Si ces deux surfaces sonl 2//+ i fois

et 2/>"+ 1 fois coniu'xes, oii //> o,/>"> o, p' -\-
p"^ p, c'est au contraire que

le cycle C était homologue à zéro, sans être équivalent à zéro.

11 est aisé de voir, el l'on sali d'ailleurs depuis longtemps, que deux surfaces

bilatères, à deux dimensions, ayant même nombre de Belli, sonl toujours

lioméomorplies. 11 suffit de remarquer que cliacune d'elles peut être remplacée

par un polygone fuclisien île la troisième famille, limité par ay> courbes fermées

et que deux pareils polygones, c'est-à-dire deux aires limitées extérieurement

par une courbe fermée et intérieurement par zp— 1 courbes fermées sont

évidemment toujours homéomorphes l'une à l'autre.

Mais on peut aller plus loin. Soil .S une surface ip -\- 1 fois connexe; traçons

sur celte surface deux systèmes de 2/> cycles

La surface S peut toujours être regardée comme iioméomorphe à elle-même;

c'est-à-dire qu'à un point M de la surface nous pouvons faire correspondre un

autre point M' de la surface, de telle façon que la loi de correspondance soil

continue et doublement univoque. Dans quels cas cette correspondance peut-

elle être choisie de telle sorte que, quand le point M décrit les cycles

G], C2, . • . ,
I-.2/,,

le point M' décrive :

I
" ou bien les cycles

2° ou bien des cycles équivalents à

U| , 1^2, . . . , 1^2^, ,

3° ou bien des cycles liomologues à »

Je ne traiterai qur la troisième question qui est la plus facile. Je considère

la forme F (a?, y) qui représente le nombre N relatif à l'intersection des

cycles 2xC et -SyC. Je considère, de même, la forme F'(x', y') relative à

l'intersection des cycles Ix'C et ly'C.

II est clair d'abord que si la correspondance est possible de telle façon que M'

décrive un cycle homologue à C,' quand M décrit un cycle homologue àC,, les

deux formes devront être identiques, c'est-à-dire ne diflerer que par la substi-
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lution fies variables x',y' aux variables x et y. Si, par exemple, nous supposons

que F est réduite et que

F = J:,r2—.Vtyi-h ^a.ri— x.i Ko -+- . . .,

on devra avoir

F' = x\ri — -i'î.v'i -I- ^':i.) 'v
— ^4>'3 -<-.••

Les cycles C sont des combinaisons linéaires des cycles C et, si nous supposons

les nouvelles variables x' et y' seront également des combinaisons linéaires à

coefficients entiers des x et des y. Il faut donc que la forme F ne soit pas

altérée par la substitution linéaire qui fait passer des x aux x' et des y aux y'.

Je dis que celte condition nécessaire est également suffisante

.

Pour le démontrer, voyons quelles sont les substitutions linéaires qui

n'altèrent pas la forme F que nous supposerons réduite.

i" Si nous supposons que l'on ail

X\ = J7i -+- X-2, X'i = Xi (i> i),

.r\=yi-<-y--, yi = yi ('>').

il est clair que l'on aura

^'ly'n ~ x',y\ 4- . . . = ,c,_)-; — a-o >•, -h . .

.

Il est clair qu'il en sera encore de même, si nous posons

X
-i
= X\ -H Xn^

ou bien
x'. = Xi-\- Xi,,

OU bien
X t,
= X , -+ X-iy

OU, plus généralement,

x'., < _ I
= X-ik-\ -+ X-il^ .

ou bien enfin

tous les autres x\ étant égaux à Yxi correspondanl.

Il en sera encore de même si les x subissent des substitutions inverses des

précédentes, c'est-à-dire si l'on pose

OU bien

X',k— X^i— X,li-,,

tous les autres x'^ étant égaux à l'^r, correspondant.
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Il Vil sans tliro (|iic la stiitslilnlioii liiirairc' (jiii lail |iassi'r <los ^)' aux j' est

idonliqiu' à it'ilc (|ui tait jiasscr des x aux x'

.

\o'ÛÀ donc un premier Ivpe de subslilutions linéaires qui n'allèreni pas la

forme réduite F.

2" En voici niainlenaul un second Ijpe.

Supposons ipii' l'on pose

x\ = X\ -\- x,\, x\ = X;— 3:2,

xj = Xi (sauf pour ;' = i cl pour / = 4),

ou plus généralenienl

-'"•K-l = •'"2K-1 -+- ''•/-i , x'„J = X2i— X;r,

x'j = Xj (sauf pour / = 2 K — i cl pour i = 'ij);

il est clair que la iornie réduite F n'est pas altérée,

Elle n'est pas altérée non plus par la substition inverse

^^^ 1
^ ^2K

—

I Xij— I, X2y = X2/-H ^2K

x\ = Xi (sauf pour ( = 2 K — i |iour / = 2J).

Voilà notre second type.

Or il est aisé de voir que toute substitution qui n'altère pas la forme réduite F

peut être considérée comme une combinaison de substitutions rentrant dans

ces deux types.

Il suffit donc de démontrer le théorème pour les substitutions de ces deux

types.

En ce qui concerne d'abord le second type, nous pourrons représenter notre

surface par un polyi;(jne fuchsien de la troisième famille, limité tant extérieu-

rement qu'intérieurement par 2/> courbes fermées

A,, A',; A3, A3; ...: Ao^-i, A;^,^,

conjuguées deux à fleux et correspondant aux/j cycles d'indice impair

Cl, Cj, . .
.

, L«p-\.

l'oiir construire les p cycles d'indice pair, il suffit d'opérer de la façon

suivante.

Soient

P points pris arbilrairemeiii sur les courbes Ai, A;,, . . ., Aop_,
;
soient P,,

Pj, ..., P.!,,., b's points correspondants sur les courbes conjuguées A',,
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K,i • • ' K,,-i- Joignons Pi à P|, P;, à P'., . . ., Po,,.! à P',^,^, par p lignes

Li, I>:, • • 1 L2/,_t

tracées de manière à ne pas se couper muluellement. Ces /; lignes seront

homologues auxy> cycles d'indice pair

Pour simplifier, nous supposerons que ce soit la courbe A;, (qui ne jouera

aucun rôle dans ce qui va suivre), qui limite extérieurement notre polygone

fuchsien. Construisons une courbe B qui enveloppe les deux courbes Ai et A;,,

et n'en enveloppant pas d'autres ; cette courbe B représentera un cycle

liomologue à

Ci+Cn.

Soit R la région limitée extérieurement par celte courbe B et intérieurement

par Al et A.,. Envisageons la substitution du groupe fuchsien qui change Ai

en A', (et qui correspond d'ailleurs au cycle Ci). Soit R' la transformée de la

région R par cette substitution; elle sera limitée extérieurement par A', et

intérieurement par deux courbes fermées B' et A, transformées de B et A;).

Modifions le polygone fuchsien en retranchant la région R et en y ajoutant

la région R'. Notre nouveau polygone fuchsien sera limité extérieurement par

A.-, et intérieurement par

A.5; B; B'; A';,, Aâ; A;, A',; ...; ^1p-,, k'^,,-i-

Deux points du plan, transformés l'un de l'autre par une substitution du

groupe fuchsien, correspondent évidemment à un même point de la surface S.

Notre nouveau polygone fuchsien correspondra donc comme l'ancien à la

surface S tout entière, puisque la région R supprimée a été remplacée par sa

transformée R'. D'ailleurs ces deux polygones qui sont tous deux des aires

planes limitées par -ip courbes fermées sont homéomorphes l'une à l'autre et

de telle façon que

Al, A'i ; A3, A'ji As, A'i ; ...; A^^-i, A',/,_,

correspondent à

B, B'; A3, Aâ; As, A'^ ; ...; Aï,,-,, A'„,,_,.

11 en résulte que dans cet homéomorphisme, les cycles impairs

Cl, C3, C.1, . .
.

, Co^-i
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corrcsponilroiii à des cvcles homologues à

^1 -t- ^-To ^a, tjj, •••y ^ip—\'

A (luoi coiTcspoiiiIronl les cycles d'onlre pair ? Cliacuu de ces cycles corres-

pond à une siihslilnlion du groupe l'iiciisien, par exemple Co à la suhsliluLion

T| qui change Ai en A',, C., à la substilulion Tu qui change A;, en A'^, etc.

Il esl évident d'ailleurs que dans rhoniéomorphismc en question la substitu-

tion Ti esl remplacée par celle qui change B en B' (cycles qui correspondent à

Al et A',) et (jiii esl encore Ti, la substitution T:, par celle cpii change A'^ en

A'^ et qui est Tj'T;,, et que les autres sui)stiiutions ne changent pas. Cela nous

tait déjà prévoir que les cycles

Co, Cl, Co, ...

correspondront à

Cs, Ci— Co, (-ifi, ....

Mais un doute pourrait subsister, car la substilulion Ti ne correspond pas

seulement au cycle C2, mais à tous les cycles C2+ K, K étant une combinaison

linéaire quelconque des cycles d'ordre impair.

11 nous faut donc revenir aux lignes L que nous venons de définir; nous

pouvons toujours supposer qu'aucune de ces lignes ne coupe B, à l'exception

des lignes Li el L;, qui couperont B en N| et N;,
;
je désignerai par Mi et M',,

M3 et M', les points d'intersection de Ai et A', avec Li, de A:j et A', avec L;,
;

par N', el N!, les transformés de Ni et N,i par Ti qui sont sur B', el j'envisagerai

les tronçons ]\', M', , IV';, M" qui sont les transformés par Ti des tronçons de

Ni Ml et N., M:, des lignes Li et L,. Le point M, esl sur A'!,. Les lignes L et les

nouveaux tronçons N', M', , N'^M" ne se coupent en aucun point.

\ous considérerons encore les tronçons N;,Ni sur B el N'^N', sur B', ou mieux

des tronçons NsNJ el N'^N'," aboutissant à des points NJ et N'," situés sur B elB'

infiniment près de Ni el N',, et de telle façon que Ni el N', ne soient pas sur les

arcs N:iNJ et N',N7; j'envisagerai, en outre, une ligne N^M^N" infiniment

voisine de N', M', N| et ne la coupant pas; à l'aide de ces divers tronçons je

pourrai construire les lignes
I.',, !-'=, ...

correspondant dans notre honiéoimirphisme aux lignes

Ij|, Lj, ....

La première sera la ligne NiM', N',; la s(;conde qui doit aller de M" en M',

sera
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d'ailleurs L'jj sera identique à L-, à L', à L,, etc. 11 sullil pour s'en rendre

compte de vérifier que ces diverses lignes ne se coupent pas.

On voit alors que ces lignes sonl liomologues à

1^1 j l>:i— L,, L.5, . .
.

,

ce qui vi'ul dire qu'aux cycles Ca, Ci, . . . correspondeul

^2î '^n — C2, Gg, ....

Nous avons donc, en résumé, C,' ^^C,, saul pour / = 1 ou 4, et

C'i '^ Cl -H C;[, C V
'^ Cl — Ca-

Si donc nous supposons ixC = -.r'C, on aura .7',= r,', sauf pour / =: 2

et 3 el

X'. = X3— Xi, x', = Xi-\- X:,.

Si l'on avait voulu avoir

J:'t. = a;3 -4- a:, , .r'„ = .r»— Xi,

il aurait l'allu tracer B autour de Ai et A' et non autour de A, et A;j. Si l'on

avait voulu avoir

X\ = X, — X-, X\ = X-, -+- Xi,

il aurait tallu tracer B autour de Ai et A) et transformer la région R, non plus

par Ti, mais par T^.

Ce procédé est donc applicable à toutes les substitutions du second type.

On opérera d'une façon analogue pour les substitutions du premier type; je

suppose, par exemple,

x\ = Xi^Xi, x'i = Xi {i>l)

c'est-à-dire

Cl -^^ C'i , C'i '^^ C-2— Cl.

Je ne représenterai notre surface ni par un polygone fuclisien delà troisième

famille, ni par un polygone fuclisien de la première famille comme je l'ai fait

plus liant, mais j'emploierai un mode de représentation analogue et pour ainsi

dire intermédiaire.

Remarquons, en efl'et, que rien ne nous oblige à nous restreindre à des poly-

gones fucbsiens proprement dits, c'est-à-dire à des polygones limités par des

arcs de cercle coupant orlliogonalemenl un même cercle fondamental. Dans

une question comme celle qui nous occupe, rien n'empêche de remplacer, par

H. P. — VI. 58
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cxcniplt', im |iolvi;i)n(' fuclisicn de la nii'iiiit^re riunillc par un aiilre polygone

curviliiiiii' i]>ii lui soit iiomùomorplu', mais qui soil iraillt'urs quelconque.

Nous pouvons profiler de celle élaslicilé pour a(lo|)ler le mode de représen-

talioa suivant.

Notre polvgone sera limilé extéri(!uremenl par un quadrilatère curviligne el

intérieurement par ip — 2 courbes fermées. Les côtés opposés du quadrilatère

seront conjugués el, d'autre part, les ip— 2 courbes fermées seront conjuguées

deux à deux d'une manière cjuelconque.

Soient a, h, c, d les quatre sommets du quadrilatère,

A3, Aâ; As, A's; ...; ^-ip-u Ao,,.,

les 2/)— 2 courbes fermées conjuguées deux à deux; ces courbes fermées

correspondront i\ p— i dos cycles d'ordre impair

Ca, C5, . .
.

, Co/j—i.

Les côtés ab et de du quadrilatère correspondront au cycle Ci; les côtés ad

el bc au cycle C2.

Nous prendrons sur les courbes fermées A, des points quelconques P,-; nous

joindrons chacun des points P, au point correspondant Pj de la courbe A',. La

ligne L, qui joint P, à P^ correspondra au cycle C,vi, à la condition que ces

lignes L aient été tracées de façon à ne pas couper les côtés du quadrilatère el

à ne pas se couper mutuellement.

.loignons les sommets opposés a el c du quadrilatère par une diagonale

curviligne ac, qui divisera ce quadrilatère en deux triangles acb el acd et qui

devra être tracée de telle façon que toutes les courbes fermées A et A' soient à

1 inlérieiir du premier triangle acb.

Le groupe qui jouera le rôle de nos groupes fuchsiens de tout à l'hcmre, sera

dérivé des substitutitnis suivantes ; T, (jui change ad en bc; To qui change ab

en c?c; T,(« = 3, 5, . . . , ip— i) qui change A/ en A).

Soit bcf \c transformé du triangle adc par Tj.

On peut remplacer le triangle adc par le triangle bcf el, par conséquent, on

peut remplacer notre polygone générateur par un nouveau polygone limité

extérieurement par le quadrilatère abfc el intérieurement par les 2p— 2 courbes

fermées Ael A'; ces courbes fermées sont encore conjuguées deux à deux et

les côtés opposés du quadrilatère sont conjugués.
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Ces deux polygones (qui tous deux correspondent à la surface S tout entière)

sont iioméomorphes l'un à l'autre et de telle façon que

ab, bc, cd, da, K/, A^ , L,

correspondent respectivement à

"b, b/, fc, ca, A„ A;, L,.

Les cjcles

^-JIj ^2j ^o ^i+l

correspondront donc dans cet homéomorphisme à

Cl, C2-1- Cl, C,-, C,+i.

Donc la surface S est homéomorphe à elle-même de telle façon qu'au cycle

C/. corresponde le cycle G',, en supposant

C'^.= Ct (A: = i, 3, 4, 5, ..•, 2/>),

a = Co+c,.

Dans ce cas, on a

C'est donc une substitution du premier type pour lequel le théorème se trouve

démontré, cl il est clair qu'on le démontrerait de même pour toutes les autres

substitutions du premier type.

Nous pouvons donc dire en résumé :

La condition nécessaire et suffisante pour que la surface S soit hoinco-

morphe à elle-même de telle façon qu'aux cycles C, correspondent des

cycles homologues aux cycles Cî, c'est que la furme¥[x, y) relati^'c aux

cycles C soit identique à la forme F(^', y') relative aux cycles C.

Il est aisé de conclure de là qu'un cycle irt,C, est toujours iiomologue à un

cycle non bouclé, c'est-à-dire ne se coupant pas lui-môme, si les entiers «,

sont premiers entre eux. Si, au contraire, ces entiers a, ne sont pas premiers

entre eux, il ne peut être homologue à un cycle non bouclé.

Etablissons d'abord le premier point.

Il suffira de démontrer que l'on peut trouver 2p cycles

C| , Co, . . ., Cj2/)

tels que
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Cl iiiu' lii lormo V(x',y') relative aux cycles C soil ideiilif[iie à la l'orme

\'{x, y) relative aux cycles C; tle telle façon que l'on ait

F(x', y') = J-'i v'a — .Cj)-', -\- x'sV^ — x\y',-i-...

si nous supposons, comme nous le faisons d'ordinaire, que les cycles C aient

j^lé choisis de telle sorte que la forme F{x, y) suit réduite.

En effet, si les cycles C satisfont à cette condition, la surface S sera homéo-

morphe à elle-même de telle sorte qu'au cycle C, corresponde un cycle homo-

logue à C) . Donc on pourra trouver un cycle homologue à C, qui dans cet

homéomorphisme correspondra à Ci et qui par conséquent ne sera pas bouclé,

puisque Ci n'est pas bouclé.

Remarquons d'abord que si les entiers a, sont premiers entre eux, on pourra

trouver 2p cycles

fi pn p II

<j,, Uj, . . . , ^ip

tels que

Cî = C, = 2a,C/, C;[.= Sô/tC,

les a,- et les bu, étant des entiers dont le déterminant soit égal à i

.

Soit F(a;", y") la forme relative aux cycles C".

Quelle relation doit-il y avoir entre les variables x' et a^"? Le cycle C, devant

être identique à C" , il est clair que

devront être les combinaisons linéaires de

X^^ X^i ...
5

^
'li>

et qu'il en devra être de même de la difTérence x\— x\.

Il reste à démontrer qu'il existe un changement linéaire de variables qui

satisfasse à cette condition et qui, en même temps, soittelquc la forme V ix',y)

soit réduite.

Or, nous pouvons écrire

F(^", y") = x'[\i— yl X,-H <I>(.r", r"),

où Xo est une combinaison linéaire de x\, .ï", . . ., x\^, dont les coefficients

sont des entiers premiers entre eux; où Yo est la même combinaison Ac y',,,

y\, . . . ,
y".', où enfin <& est une foriiK; bilinéaire de

^21 ^.11 •••) •^2/<; yi-: y-1 •i y-i/f

.lai dit que les coefficients de Xs sont d(!S entiers premiers entre eux, et en
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effet, si le plus grand commun diviseur était o > i , le déterminant de la forme

F(jc", y") serait divisible par «-, ce cpii est impossible puisque ce détemiinani

est égal à i

.

Ces coefficients élant premiers entre eux, nous pouvons trouver 2y>—

i

combinaisons linéaires

A», X3, . . . , Xî^

de x\, x"., . . . , x\i,, dont la première soil précisément Xo et dont les coef-

ficients soient des entiers dont le déterminant soit égal à i

.

Dans ces conditions, *b sera une forme bilinéaire de

X2, Xj, . . ., X2/,

et des combinaisons correspondantes

Y2, Y3, . .
.

, Y.j/,

formées avec les y". Nous pourrons alors écrire

<I) = Xî.Y-— Y,X'-+-6(X, Y),

où X' est une combinaison linéaire de X;,, X,, . . ., Xn^; où Y' est la nii^me

combinaison des Y; où '^ est une forme bilinéaire des 4/'— 4 variables

X3, X4, ..., \ip\ Yn, Yi, ..., \^p.

Le déterminant de cette forme i]> devra diviser celui de F; il sera donc égal

à I . La forme '\i ayant pour déterminant i, on peut trouver 2yy— 2 combinai-

sons linéaires

des variables X;,, X^, , ..., Xg/,, telles que la forme '\/ soit réduite quand on

prend les x' pour variables nouvelles, avec les combinaisons correspondantes y'

des Y.

Si alors nous posons

,t.< ^" Y' 1-' .,.11 Y'

x't^ = Xo, y\ = Yo,

il viendra

F = «'ir2— a^sj'i + ^

La forme <\i étant réduite, il en sera de même de F, de sorte que nos nouvelles

variables x' répondent bien à la question.

Le premier point est donc établi.
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Supposons inninlciianl (|iu' les iti ne soiciil j)iis pruiniers onlre eux; je dis

qui' loul cvclc li<iiiioli)i;ui' à if^C, t'sl lioiich'. Soil, eu cirel,

d l'iant k' pins i;r;uul CDiiiimin ilivisi-iir des r/,, l'I les bi étant premiers entre

eux. Soil alors

D'après ce qui précède, la surface S sera iioniéomorphe à elle-même, de telle

façon que C| corresponde à C, . Il nous suffit donc de montrer que tout cycle

homologue à o?Ci est bouclé; puisque dans notre homéomorphisme tout cycle

homologue à 2«,C, correspondra à un cycle homologue à c/Ci.

Pour cela, i-eprenons la représentation de notre surface S par un polygone

fuchsien Ro de ^p côtés et de la première famille, polygone qui avec ses

dillerents transformés remplira la surface du cercle fondamental.

Soil K notre cycle que nous supposons homologue à c/Ci. Ce cycle sera

représenté par une certaine ligne amb, allant d'un certain point // intérieur au

cercle fondamental à un point b transformé de a par une substitution du

groupe fuchsien. Outre cette ligne, nous devons envisager toutes ses trans-

formées par les différentes substitutions du groupe fuchsien; car une quel-

conque de ces transformées représente comme la ligne elle-même le cycle R.

Nous envisagerons, en particulier, les arcs de la ligne amb ou de ses trans-

formées qui seront à l'intérieur du polygone R(,. L'ensemble de ces arcs sera ce

que j'appellerai Yimage du cycle K.

Cette image se composera d'un certain nombre d'arcs

AiB,, A2B2, ..., A„B„

allant (h> certains points Ai, A2, . .
. , A„ situés sur le périmètre de Ro à

d'autres points Ri, Ro, . . ., B„, situés également sur le périmètre de Rq. Pour

que le cycle soit continu et fermé, il faut que les points Ri et Ao, R2 et

A:,, . . .; Rn_i et A„, B„ et Ai correspondent à un même point de S et, par

conséquent, que ce soient des points conjugués du périmètre de *Ro, c'est-

à-dire des points correspondants sur deux côtés conjugués.

Faisons correspondre un nombre à cha(pi(' |)oint du périmètre de Ro et cela

de la façon suivante : i" les nombres correspondant aux points A/ et B, seront

des entiers; 2" les nombres correspondant aux autres points (bi |iérimèlre

seront égaux à des entiers -\— ; 3° en suivant le périmètre dans le sens direct,
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notre nombre ne variera que quand on passera par un point A,- ou par un

point B,-; 4° •! augmentera brusquement d'une unité quand on francbira l'un

des points A,-, et il diminuera brusquement d'une unité quand on franchira l'un

des points B,-; 5° la valeur du nombre en un des points A,- ou en un des points

B, sera la moyenne arithmétique entre les deux valeurs constantes de ce

nombre le long des deux arcs qui aboutiront à ce point. Si, par exemple, en

suivant le périmètre dans le sens direct on rencontre successivement les points

A„ A,, B,, B,, A,, B.,

le nombre sera égal à o en A,, à - sur l'arc A:,A2, à i en Ao, à i -|— sur l'arc

AjBi, à i en B^, à - sur l'arc B1B2, à o en Bo, à sur l'arc B^Aj, à o en A|,

à - sur l'arc A| B3, à o en B;, et enfin à sur l'arc B:i Aj.

Comme il j a autant de points A que de points B, on retombera sur la

valeur initiale après avoir parcouru le périmètre tout entier.

Cela posé, je dis d'abord que si le cycle n'est pas bouclé ou, ce qui revient

au même, si les arcs A,B, ne se coupent pas mutuellement, les deux points A,-

et B/ correspondent à un même nombre. Soit, en effet, a l'un des deux arcs,

qui sur le périmètre de Bo vont de A,- en B,. Si le point A/,- se trouve sur cet

arc a, le point B/, devra s'y trouver également; car si les deux couples de

points A/B,, A/,B/, étaient croisés, c'est-à-dire s'ils étaient placés sur le péri-

mètre de façon à se séparer mutuellement, les deux arcs A, B, et A/, B/, devraient

se couper. Il résulte de là qu'il y a sur l'arc a autant de points A que de

points B, ce qui revient à dire que les deux extrémités A,- et B, de l'arc a cor-

respondent à un même nombre. c. y. f. d.

Comparons maintenant les nombres correspondants aux points B, et A,+i

(pour plus de symétrie dans les notations, je désignerai indifféremment le

point A| par les notations Ai et A„+^).

Ces points A, et B,^_i. nous l'avons dit, sont conjugués sur le périmètre

de R„.

Comment exprimerons-nous que notre cycle K est homologue à c?Ci ; cela

veut dire que si l'on considère les intersections du cycle K avec les différents

cycles fondamentaux C,-, et que l'on convienne de regarder ces intersections

comme positives ou négatives suivant le sens dans lequel les deux cycles se

couperont (cf. Analysis situs, Journal de l'Ecole Polytechnique) le nombre

des intersections positives sera le môme que celui des intersections négatives
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pour lous les cycles Cl,, saiii |)our C..>, el (|iie pour C^ le premier nombre sur-

passe le second de d unités. (Je dis Co, parce que Ci coupe Ca en un point, et

ne coupe pas les autres cycles C,. si nous choisissons les cycles fondamentaux

de façon qui' l;i toriiic F soil rOduile,)

En d'autres lermes, soient

P,, P,, P;, P',, P3, \\, V',. V\

les côtés successifs de Roi ji' suppose /j = 2 pour lîxer les idées; dans ce cas,

les côtés Pi, P>, P3, Pi sont respectivement conjugués de P', , P',, P',, P'^, Le

côlé P, correspond au cycle C, el le côlé V\ au cycle C, parcouru en sens

inverse. Telle est luen la loi de conjuf!;aison des côtés quand la forme V est

réduite.

Soil alors N, le nombre des points A qui se trouvent sur P, moins le nombre

des points B qui se trouvent sur ce même côlé P,-; soil lN| la dilTérence corres-

pondante pour le côté P)

.

On aura alors

N5=</, N', =— (/, Ni= N:;= N..= N', ==A':, = N'v = o.

Voilà les conditions qui expriment que le cycle K est homologue à rfCi.

Nous représenterons par Q,-, S, les deux sommets du côlé P,- de telle façon

qu'en parcourant ce côlé dans le sens direct on aille de Q,- en S,- ; de même Qî

,

S| seront les deux sommets de V\ . 11 est clair, d'après celte définition, que le

sommet S| sera identique au sommet Qn, le sommet So au sommet Q', , etc.

Le nombre correspondant à S,- sera égal à celui qui correspond à Q, augmenté

de N,-; et comme lous les N et les N' sont des multiples de d, nous devons

conclure que les nombres correspondant aux divers sommets de Rn diffèrent

entre eux de multiples de d.

Considérons maintenant deux côtés conjugués P, et P; et imaginons deux

points parcourant le premier le côlé P, dans le sens direct en allant de Q/ en S,-

et le second le côlé PJ dans le sens inverse en allant de SJ en Q) et defaçon à

rester constainmeni conjugués. Quand le premier passera par un point A, le

second passera par le point conjugué qui sera un point B; le nombre relatif au

premier augmentera d'une unité, el il en sera de même du nombre relatif au

second puisqu'on est passé p:ir un point B en nutrchanl dans le sens inverse.

\)c môme quand le premier point passera par un point B, le second passera

[)ar un point A et les deux nomhies diminueroiil d'une unile.
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La cliflérence des deux noinhri's demeure donc conslanle el comme elle était

originairement un multiple de d, elle sera toujours un multiple de d.

Ainsi, les deux nombres relatifs aux deux points conjugués h., et B,^i

diffèrent d'un multiple de d; et comme le nombre relatif à B, est égal au

iioihImc relalil à A,, nous conclurons linalement que les nombres relatifs aux

:>. n poinis

A,, A„ .... A„; H,, B.,, ..., H„

diH'èrenl entre eux de multiples de d.

Or suivons le périmètre de Ro dans le sens positif et envisageons deux

points consécutifs A,- A/,, ou A, B/,, ou B,B/, ; d'après notre définition, les nombres

relatifs à ces deux points seront égaux ou différeront d'une unité. Si les dillé-

rences ne peuvent être que des multiples de d, il faudra conclure que tous les

nombres relatifs aux points A el B sont égaux entre eux et, par exemple tous

cgMiix à zéro.

Ali)r> |)our le> autres points du pc-rimètic, notre noudire sera ± - • Si donc

nous considérons, en particulier, deux sommets de B,, la dillén-nce des deux

noudues sera o ou dr i . Or |)our les deux sommets P.j et Q.> cette différence

est N.j= <i.

Nous sommes donc (-onduit à une conliadiction, ce qui \('ut dire cpic

riivpotlièsc faite au début était absurde l'I (pie If cycle K doit être bouclé.

c, g. V. I).

t. Nous avons vu an |)aragraplie précédeni qu'il est rclaliveiucul aisé de

leconuaitre si un cjcle donné est liomologiie à un cycle non Ixiiiclé, ou si

deux cycles donnés sont respectivement homologues à deux cycles qui ne se

coupent pas. Nous allons dans le présent paragraphe examiner une (piestion

analogue :

Comment reconnaître si un cycle donne est écjuivalent à un cycle iiou

bouclé, ou si deux cycles donnés sont équivalents à diMix cycles qui ne se

coupent pas ?

Mais avant d'aborder cette question, revenons sur la définition de l'équi-

valence.

Jusqu'ici nous avons toujours entendu cette équivalence de la taCjOn

suivante :

(^iiand nous écrivons

H. P. - VI. .'iij
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imus onlouilons iiut' le poiiil iiiiliul et liiial du cycle ieriué C esl le mi?ine que

le point iuiliiil el final de C, el qu'il existe entre C et C une aire simplement

connexe dunl la iivnli^re complète est formée par C et C. Ou, en d'autres

termes, (uic Idu peut jiasser de C à CJ en taisant varier Ci d'une manière

continue et de façon tpie le cycle reste constamment formé d'une seule courbe

fermée el que le point initial et final demeure invarlahle. C'est ce ipi'on peut

appeler Véquivale/icc propre.

-Nous pouvons avoir avantage à écrire

C = C (iiii|)r. )

rpiand on peut passer de C à C eu faisant varier C d'une manière continue de

façon que le cycle reste constamment formé d'une seule courbe fermée, mais

en faisant varier le point initial et final. C'est ce qu'on peut appeler l'équi-

valence inipr(i//re. En d'autres termes, on aura l'équivalence imjiropn^

C=C' (impr. )

(piand on aura lécpilvalence propre

C=— a-h G'-+- a,

a étant un arc (pielconque, allant du |iolnl initial et final de C au point initial

el final de C.

Nous aurons donc quatre sortes de relations : les équivalences propres, où

l'on n'a pas le droit d'intervertir l'ordre des termes ; les équivalences impropres,

où l'on jieiil clianj^er l'ordre des termes, mais à la condition d'en respecter

Vordre circulaire; les lioniologies sans division où l'on peut intervertir cet

ordre d'une; manière quelconque et qu'on peut additionner, soustraire et

multiplier; enfin les liomologies par division qu'on peut, en outre, diviser.

Quand il n'y aura pas d'avis contraire, el cpie nous parlerons d'une équiva-

lence, il s'agira toujours d'une équivalence propre.

On peut se placer, dans l'étude de la question cjui nous occupe, à plusieurs

points de vue; différents. Rejjrésentons d'abord notre surface par un |)olygone

fiiclisien Ro de la première famille, construisons les diflerenls Iransformés de

ce polygone par les transformations du groupe fuchsien correspondante; ces

Iransformés reiii|ilir()iil le cercle fondamental. Un cycle quelconque C sera

alors représenté ])ar un an; de courbe MM', allant d'un |)oinl M à un de ses

Iransformés M'. iJeiix cycles pioprernenl équivalents seront rcprésenlés j)ar

deux arcs de courbe MPM' et MQM' ayant iiiéiiies extrémités el récipiofpie-
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ment deux arcs ajanl mêmes exlremilés représenleroni deux cycles équivalents.

Un arc Mj QM', représentera un cycle improprement équivalent au cycle

représenté par l'arc MM'; si la même suhstilulion du groupe G qui change M
en M' change également Mi en M',

.

Soit un arc MPM' représentant un cvcle G; considérons les divers trans-

formés de cet arc par les substitutions du groupe G; tous ces transformés

représenteront également le cycle G. La condition pour que le cycle G ne soil

pas bouclé, c'est que l'arc MPM' ne coupe aucun de ses transformés.

De môme, soient MPM', MiQM', deux arcs représentant deux cycles G
et G'; la condition pour que les deux cycles G et G' ne se coupent pas, c'est

que l'arc MPM' ne coupe ni l'arc MiQM', ni aucun de ses transformés.

Gela posé, cherchons si parmi les cycles improprement équivalents à G il y
en a qui ne soient pas bouclés; reprenons l'arc MPM' et la substitution S du

groupe G qui change M en M'. Gette substitution est iijperbolique; en efl'et,

dans le cas qui nous occupe, qui est celui d'un polygone R,, de la première

famille dont les sommets forment un cycle unique et dont la somme des angles

est 4 7r, toutes les substitutions de G sont hyperboliques.

La substitution S a donc deux points doubles a et (3 sur le ceicle fondamental.

Joignons ces deux points par une droite non euclidienne, c'est-à-dire,

d'après la terminologie adoptée dans la théorie des fonctions fuchsiennes, par

un cercle coupant orthogonalement le cercle fondamental. Soit Mi un point

quelconque de cette droite non euclidienne a,?, son transformé M', par la

substitution S sera également sur cette droite a(3. Soit MiQAI', l'arc de la

droite non-euclidienne compris entre M| et M',. Il représentera un cycle

improprement équivalent au cycle JNIPM'.

Gonsidérons maintenant les Iranformés de INLQM', par les diverses transfor-

mations de G, ce seront aussi des arcs de droite non euclidienne. Les trans-

formés par la substitution S et ses multiples nous donneront la droite a^ tout

entière; les autres transformés nous donneront d'autres droites non-eucli-

dienne, à savoir les droites a'(5' qui joignent les deux [loinls doubles a' et |3

des diverses substitutions transformées de S par les substitutions de G, c'est-

à-dire des diverses substitutions hyperboliques T-'ST, T étant une transfor-

mation de G.

Le cycle Mi QM', no sei-a donc pas bouclé si ces diverses droites non

euclidiennes ne se coupent pas; et pour qu'elles ne se coupent pas, il faut et il

suftil (pie pour aucune des substitutions T-'ST, les deux points doubles a'
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et (î' ne se croisent sur le cercle rondaiii(Mil;i] incc les deux points doubles a

el |3, c'esl-à-dire ne se présenlent dans l'ordre circulnire aa'(3(3' ou dans l'ordri;

inverse.

Réciprocjnenienl. je suppose cpie deux tie nos droites non euclidiennes se

coupent; je dis tpie tous les cycles improprement équivalents à MPM' seront

bouclés. Si elles se coupent, en ellel, c'est que les points doubles oc, (3 et a', (3'

de S et de T-'ST se croisent. Considérons un arc quelconque M2M', inipro-

premenl équivalent à MPM'; alors M', est le transformé de M» par S;

considérons d'abord les transformés de l'arc MaM'^ par la substitution S et ses

multiples; ils joindront (uilre eux les transformés successifs de M^ par les

iuulti])les de S; ils formeront ilonc un trait continu qui ira de 1 en (5.

Pour la même raison, les transformés de l'arc M2M', par les substitutions

S"'T (où m est un entier positif ou négatif) formeront un trait continu qui ira

de a! en (5'; comme les points a, |3, a!
,

(3' sont croisés, il faut que ces deux traits

continus se coupent; c'est-à-dire que deux des transformés de l'arc M2M', se

coupent, c'esl-à-dire que le cycle MaM^ soit bouclé. c. y. v. d.

De même, soient MPM' el NQN' deux arcs représentant deux cycles fermés.

Parmi les cycles improprement équivalents à MPM' et INQIN'', y en a-t-il qui

ne se coupent pas ? Soient S el Si les substitutions qui changent M en M', et IN

en N'. Soient a et ,3 les points doubles de S; «i el |3| les points doubles de Si.

Traçons les deux droites non euclidiennes aj3 et oti[3i, prenons sur ces deux

droites deux points quelconques Mi et Nj ; soit M', le transformé de Mi [par S,

el N', celui de N) par S| ; le point M', sera sur la droite a[3 et le point N', sur la

droite «iPi.

Considérons les arcs de droite non euclidienne. M) M', et NiN', ; ils repré-

senteront deux cycles impropremenl équivalents à MPM' et à INQÎN'.

l'ar un raisonnement tout pareil à celui qui précède, on verrait que si les

points doubles a et |j de S ne se croisent pas avec les points doubles «i et (3i

de Si, ni avec les points doubles des diverses transformées T-' SiT de Si, les

cycles Ml M', ellNiN', ne se coupent pas; (st que si, au contraire, a et fi se

croisent, soil avec a.^ et Pi, soit avec les points doubles de l'une des trans-

formées T~'SiT, non seulement les cycles MiM', et NiN', se coupent, mais

qu'il en est de môme de deux cycles quelconques improprement équivalents à

MPM' et NQ^'.

On peut encore présenter la chose sous une autre forme. Supposons que le

cycle Ml M', ne soit jjas iHniclé; alors la droite non euclidienne a(3 et ses
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diverses transformées ne se coupent pas
; ces droilcs non euclidiennes partage-

ront alors la surface du cercle fondamental en une infinité de régions. Si le

point N appartient à l'une de ces régions et si le point N' transformé de N par

Si appartient à une autre région, les cycles MiM', el NJN' se couperont, ainsi

que les cycles improprement équivalents; si les deux points N et i\' appar-

tiennent à la môme région, ces cycles ne se couperont pas.

Plaçons-nous maintenant à un autre point de vue. Envisageons un cycle C
représenté par un arc MPM' et tous les transformés de cet arc. Le cycle sera

bouclé si deux de ces transformés se coupent; mais s'il existe une intersection

de deux transformés, il y en aura une infinité qui se déduiront les unes des

antres par les substitutions de G et, en particulier, il y en aura une à l'intérieur

deR„.

Il suOira donc d'envisager les portions de l'arc MPM' et de ses transformés

qui sont à l'intérieur de Rq. Notre cycle sera alors représenté par un certain

nombre d'arcs A,B, qui iroiil d'un point du pi'rimètre de Ro à un autre point

de ce périmètre.

Quand un point décrira sur la surface fermée S le cycle fermé C tout entier,

le point correspondant sur Rq décrira successivement les arcs

A,B,, A,B,, ..., A„B„.

Les points A et B appartiendront au périmètre de Ro, on sait que ce péri-

mètre se compose d'un certain nombre de côtés conjugués deux à deux; il est

clair que les points Bi et A2, Bn el A;,, . . . , B„_i et A„, B,, et A, doivent être

conjugués.

Si les arcs A,B, ne se coupent pas entre eu.K, le cycle n'est pas bouclé.

De même, si au lieu d'un cycle, nous en considérons deux ou plusieurs, et

si les arcs représentatifs de ces divers cycles ne se coupent pas entre eux, ces

divers cycles ne se couperont pas entre eux.

Supposons, pour fixer les idées, p ^-- 1. Alors le polygone Rn est un octo-

gone dont les côtés consécutifs représentent respectivement les cycles

-H G,, -I- Co, — C, — C2, -I- C, -H Cl, — c,, —Cl,

ce qui montre d'abord que l'on a entre les quatre cycles fondamentaux l'équi-

valence

(26) G,-t-Co— Cl— C,-<-C:,-4-C..— C:,— C4=0,

|)uisque le polygone Rn est une aire simplement connexe.
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Siill M Mi\ |)()iiil inU'iiciir :\ Un, N iiu poini siliic siii- un des ((')l(''s fie R,,, cl

\ Ir [Kiinl corr-o.sjxiiulaul sur le cn\i' cnujuiiui'. \(uis viiyons toul do .suilc (|iu'

le i\ilt' MIN'+INM l'st ini|)i()|ucuu'ul l'cjuiviilcal

' Il -H <lo ^i le [Miiiit N osl sur le cùU' -I- Ci;

-G, .. " -H G,;

— G-j » » — Cl ;

H- Ci " i> — C2;

-i- Ci " » -h C: ;

- G, .. » -+- Ci ;

-Ci .. .. -G,;

-H C:, " " — G,.

("l'hi |)(is('. iKiu-. M'iiiius (|iu' Fntc A,B, o.sl ('(juiviilciil à l'nrc A,MB,; par

consc(|ui'iil, uolri' cyck'

G= AiB,-4- A2B.. + ...-(- A„B„

est c([ui\ak'nl à

A,MB,^A2MBo-l-...+ A„MB„

cl. \t;\v C()nsc(|ucnl. iui|ii(i|)i'cincnl ('(juivalciU à

(MB„-H A,M)-+-(MB,+ A2M)4-...-i-(MB„_,+ A„M).

Or lune (|uck'on{[uc des cx|)iessions ciitic paicullièscs, par cxcinpk^

MBi + AoM, csl analogue au cycle MN'+NM donl nous venons de parler.

Elle sera donc équivalente à l'un des cycles fondamentaux it: Ci, zhCo, dz G;,,

±0* et pour savoir auquel de ces cycles, il suffira d'examiner sur quel côté

de Ro se trouve le point A, et de se reporter au tableau (27).

Nous voyons ainsi que notre; cycle C est improprement équivaleni à une

combinaison des cycles fondamentaux t'I nous avons le moyen de déleiuiiner

celle combinaison. La eonihinaison ainsi trouvée n'est pas la seule à laquelle G

soit équivalent, car nous pouvons iransformer l'équivalence ainsi oi)tenue en

nous servant de ri'(piivalciice (26) qui est la seule qui ait lieu entre les cycles

fondamentaux.

Inversement, (Manl donnée une combinaison K qucleou(pic des cncIcs lunila-

inenlaux, nous avons lenio\endc fiuiuci' un cycle équivalent rt'présenlc' par

une série d'arcs \, H,, A-jB^., . . . , A„B/i-

Knivons notre combinaison K. par exem|)le. sous la foinie

K =-hG,-+- C,-t-C,— G3-<-Ci-t- Gi— G,— C.— G.;

ou sous une luriuc ;iaalo^uc; cliaciiii des Iciiues de la condjiuii ison st'ra un des
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cycles fondainenlaux C, afl'eclé fia coefficieiil + i ou — i. L'cîiiseiublc de deux

termes conséciilil's s'ap[)ellei';i une séquence el j'appellerai aussi séquence

l'enseinhlc du dernier el du premier lerme, de sorle qu'il y aura dans noire

combinaison autanl de séquences que de termes.

A chaque séquence correspondra un arc A,B,; le point A, se trouvera sur

le côté

-t-C, -4-c,, -r„, -c», +c,, -H Cl, -c-,, -C;

si le premier lerme de la séquence esl respectivement

-+- (jo, — Cl, — Co, -I- Cl, +- C/,, — Cn, — Ci, -+- Cj,

(;t 1(^ point B, se Irouvera sur le côté

-Cl, -C,, +C,, +C.., -C,, -Cl, +C3, +C,i

si le second lerme de la séquence esl respeclivemenl

H- C-j, — C], — C'2, -t- C|, -4* C4, — C.T, — (ji, -+- C:ï.

Deux ar(-s A,B, el A/, B/. se couperont forcément si les |)oinls A,B, .se croiseni

avec les points A/,B/, sur le périmèlr(î de W». Nous dirons alors que les deux

séquences correspondantes sont incompatibles. Si, au contraire, ces quatre

points ne se croiseni pas, nous pouirons tracer les deux arcs de façt)n qu'ils ne

se rencontrent pas.

Comment reconiiaîlrt)ns-nous si deux séquences sont iuconqjatililes
; cela ne

présentera aucune difficulté si les quatre points A,B,A/,B/, sont sur quatre

côtés différents; l'ordre circulaire de ces (jualre points sera celui des quatre

côtés qui est connu.

Mais si, par exemple, A,- el A/, sont sur un uièiue cùti', il faut envisager deux

séquences consécutives A,_i B,_i + A,B,- el A/,_i B/,_i + A/, B/,. Nous voulons

que les points A,_iB,_i et A/,_i B/,_i, d'une part ne se croissent pas et que les

points A,B, et A/, B^. d'autre pari ne se croiseni pas non plus. Pour désigner un

côté sur lequel se trouve un des points A,, .... nous emploierons cette même

lettre A,.

Par hypolliése, les points A/ et A/, se trouveront sur un môme côté A,- A/,, et

lien résulte que les points B,_i el B/,^t se trouvent également sur un même

côté B,_iB/,_i conjugué de A, A/,.

Gela posé, parcourons le périmètre d<' Ro de façon à rencontrer successive-

lueut les côtés A,_i, B,_i B/,_i, A/,_i; les points A,_iB,_i et A/,_iB/,_i ne devant

pas être croisés, nous rencontrerons B,_j avant B/,_i.
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Parcourons mainlenant le périmètre de Ro <'» sens contraire. «|iniii(l nous

parcourrons le côté conjugué A, A./,, nous devrons rencontrer A, avant A/,.

puisque A, est conjugué de B,_i, et A/, de B/._i ; el comme les points A,B,- el

VaB/. ne doivent pas être croisés, nous rencontrerons les côtés B,-, A/A/, el B/,

dans l'ordre que je viens d'indiquer.

Donc pour que les séquences soient conipalibles, il faut que pour rencontrer

successivement les côtés A,_i, B, iB/, ,, A/,
i
ou bien pour rencontrer succes-

sivement les côtés B,-, A,A/,, B/, on doive parcourir R„ dans deux sens opposés.

Les autres cas douteux se ramèneraient au précédent en renversant l'un des

deux arcs \,B,- ou A/,B/,.

Cela posé, un cvcle dont toutes les séquences sont compatibles sera équi-

valfiil à un cycle non bouclé; un cycle qui aura des séquences incompatibles

ne sera pas équivalent à un cycle non bouclé, à moins qu'on ne puisse faire

disparaître ces séquences par le moyen de l'équivalence (26). On reconnaîtrait

de la même manière si deux ou plusieurs cycles sont équivalents à des cycles

qui ne se coupent pas.

L'application de ces règles nous apprend, par exemple, que de Iciules Icn

combinaisons des cycles impairs Ci et C,, les seules qui soient équivalentes à

des cycles mm Ixiuelés sont les suivantes :

G], tj:î, Cl -+- 0:1, Ca-t-Ct.

Mais |)our ce (pii \a suivre, j'ai besoin de me placer encore à un autre point

de vue.

Représentons noire surface |)ar un polygone fuclisien R'„ de la troisième

i'aiiilllr (lui, ]ioury>^2, sera limité extérieurement par un cercle et intérieure-

ment par trois autres cercles. Construisons les divers transformés de R'(, parles

substitutions du groupe correspondant G'; ils rempliront cette fois le plan tout

entier, sauf une infinité de points singuliers répartis sur la circonférence du

cercle londaïuenliil.

lin cNcle sera eiiioïc ri'|)rr's('Ule par uii arc MM' allant d'un |ioinl "M à l'un

de ses Iranstornu's M'.

Mais deux arcs ayant rnémes extrémités ne représenteront pas toujours deux

cycles équivalents; il faut, en outre, que dans l'aire comprise entre ces deux

arcs, il n'y ail pas de point singulier. A part cela, ce que nous avons dit pour

les polygones fuchsiens dr la première famille subsiste.

('.«inslriiisous les divers transformés de l'arc MM' par les subslilnlioiis de G';
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conservons ensuite les portions de ces transformés qui sont à rintériciir de R'„
;

notre cycle se trouvera alors représenté par une série d'arcs

A,B,, A,B;, .. . A„B„

allant d'un point du périmètre de R„ à un autre point de ce périmètre, et tels

que les points B,_i et A,, B„ et Aj soient conjugués.

Pour cpi'un cycle ne soit pas bouclé, ou pour que les deux cycles ne se

coupent pas, la condition c'est que les arcs A,B, qui représentent ce ou ces

cycles ne se coupent pas; et on le reconnaîtra par des moyens analogues à

ceux que nous venons d'exposer.

Mais il nous reste une question à traiter. Klant donné un cvcle représenté

Fig.

|)ar un certain nouilire d'iucs A,H,, à quelle combinaison des cycles fonda-

mentaux est-il équivalent?

Pour résoudre cette question, clierclious à revenir au cas du polygone de la

j)remière famille Ro-

Notre polygone R,, est limité extericnirement par le cercle +A et intérieu-

rement par le cercle — A conjugué de +A et par les cercles -|-B et —

B

conjugués l'un de rniilre. Je vais cliercber à moflifier R„ de façon à le trans-

former en un polygone R'ô boméomorpbe de R,,.

Soient D et D' deux points conjugués sur + A et — A; soient E et El' deux

points conjugués sur +B el — B. .Joignons DD', DE, DE' par des arcs de

courl>e qui seront regardés comme des coupures. Enveloppons la coupure DE
t^t le cercle — B par une courbe fermée DMD qui en reste très peu distante.

Considérons la figure DE'M comprise entre cette courlie fermée et — B et sa

H. P. — VI. 60
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transformée 1)"E1\I' ])ar la siilisliluliun de (i' cpii cliangc — lî vn + lî. Relran-

chons du polvi^onc 1V„ la fimirt' DE'M et annexons-lui, en revanche, la

lii;uix' D"EM', n(nis oliliendruns un nouveau polygone R'^ qui représentera la

surfaee fennec au luènie litre que R„ ; ce polygone sera limité extéricuremenl

par le cercle + A cl inlérieuremeni, par le cercle—A et les courbes fermées DMD
et D"M'D"; uiais ce polygone R;, grâce aux coupures DD', DE, DE', D"E sera

(le\cuu simplenieni connexe; k's numéros 1,2, . . ., à 8 marqués sur la figure

inili(picut l'ordri; dans lequel on rencontrera les sommets de ce polygone sim-

|>lemenl connexe quand on en parcourra le périmètre. On voit, par l'orfire de

conjugaison des côtés, que ce polygone est homéomorplie à Ro et de telle façon

(pi'aux côtés de R'^.

81, 12, 2 3, 34, 45, 5 (i, 67, 7 S

correspondent les côtés de Ro

•+- Cil, •+- C12, — Cl, — C2, -t- Cj:i, -+- Cl, C;i, Ci.

Étant ainsi ramené au cas de R,, il nous est aisé d'énoncer la règle.

A chacun des arcs A,R/ qui traversent R'„ pourront correspondre plusieurs

arcs analogues traversant R'^, parce que l'arc primitif peut être partagé en

|)lusieurs tronçons par les coupures. A chacun des arcs partiels .traversant R'ô

correspondra, d'après la règle démontrée dans le cas de Ro, un terme et un seul

dans la combinaison de cycles fondamentaux cherchée. A chacun de nos arcs

|)riniitifs A,R, correspondra donc un ou plusieurs termes de cette combinaison.

Le |)remier de ces termes dépend de la position du point initial A,; si ce

point est sur les cercles

-t-A, —A, +B, — B,

ce premier terme sera respectivement

-}- C2, — Cîj — C4, H- Cv-

Les termes suivants dépendent des coupures DD', DE, DE' successivement

rencontrées par l'arc A,R,; si cet arc rencontre en allant de giuiche à droite

DD' ou DE ou DE',

les termes correspondants seront respectivcnicnl

+ C,, +C3, — Ci— Cs-f-Ct

et si ces coupures s(jnt rencontrées de druiie à gauche, ils seront

-C,, — C3, -C-t-C+Ci.
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Il l'st donc aisé, d'cTprès cette règle, de former la combinaison cherchée.

Dans tout ce chapitre, je me suis placé au point de vue de l'équivalence

impropre; si l'on voulait déduire de là des théorèmes analogues pour l'écpiiva-

lence propre, il suffirait d'observer que toute surface fermée est homéomorphc

à elle-même de telle façon qu'un priint (pielconque A de celte surface corres-

ponde à un autre point quelconque A' de cette même surface.

o. Envisageons, en particulier, une variété V à trois dimensions définie

comme au paragraphe 2; son squelette se réduira à un simple segment de droite

le long (lufpicl la variable que nous avons appelée / variera de o à i. Le

système W(<) se composera d'une variété unique; cette variété sera une surface

fermée ordinaire que nous supposerons bilalère, qui se i-éduira à un point

pour < = o el dont l'ordre de connexion ira sans cesse en croissant quand /

croîtra de o à i et sera égal à 'ip + i pour / = i

.

Il résulte de cette définition que la vaiirlr \ ii'cal jxis fi-tiitce.

D'après ce (jue nous avons vu au paragraphe 2, la droite qui foruu' le sqiu^-

lette de V sera subdivisée en tronçons par certaines valeurs remar(piiil]les de /.

Soient

'i, '2, • -, tp

ces valeurs remarquables; ce seront celles pour lesquelles la surface W(<) a un

point singulier et, d'après nos hypothèses, celles pour lesquelles l'ordre de

connexion de cette surface augmente de deux unités.

Ainsi W sera 1 fois connexe pour t compris entre o et li, 3 fois [)our /

compris entre ti et /.j, . . . , 2(/ + i fois entre tq et <,/+i, . . . , et enfin 2y> + 1 fois

entre tp et 1

.

La surface W reste homéomorphe à elle-même tant que la variable t reste

sur un même tronçon.

Supposons que nous fassions décroître l et que l passe par une des valeurs

remarquables; il arrive alors coninu' nous l'avons vu au paragraphes qu'un des

cycles C de la surface S se réduit à un point; que tous les cycles équivalents

à C deviennent équivalents à zéro et, d'autre part que tous les cycles qui ren-

contraient C cessent d'exister.

C'est ainsi que le nombre des cycles réellement distincts, et par conséquent,

l'ordre de connexion se trouve diminué de deux unités.

Nous allons maintenant définir le cycle Iv,y. Pour t =2t,/-\-E, il existe

sur W(<,y-1- e) un cycle infiniment petit qui se réduit à un point pour / ^= /,,.
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C'est Cl' cvcli' ([iif j'appelto K,,. La surface W(/) reste lioméoniorphe à elle-

inénio i|iianil / varie tle t,i à /,, . i ;
[et l'on peut supposer que l'homéomorphismc

est lel que pour deu\ valeurs infiniment voisines t et t' , les deux points corres-

pondants sur \\ (^"l et A\ (/') soient infiniment peu difieronls l'un de l'autre].

La surface \\ [t] l'este donc homt'iomorphe à W(<,,-t-£) et au cycle K, corres-

pondra sui- W(<) un cycle que j'appellerai encore R,,. Pour définir K, sur la

surface ^^ (^/,,-ti + e), il suffit ilc tlire cjuc ce cycle doit différer Irùs peu du

môme cycle sur la surface W(f,+ i
— s); comme W(<) reste honiéomorphe à

elle-même pour toutes les valeurs de I. comprises entre <,,+ i et iy+o, on peut

définir comme plus haut le cycle K,, pour ces valeurs de t, et ainsi de suite.

Le cycle K,, étant ainsi défini, j'arrive à la propriété essentielle, à savoir que

deux cycles R^ et Rp ne se coupent pas. Soient (3 > a, et soit d'abord < ;= ^.j -|- e
;

alors Rj3 est très petit et je dis qiu' R,; ne coupe pas Rj^. En efl'et, d'après sa

définition, le cycle R» existe encore pour t < t'i, or j'ai dit (jue les cycles qui

coupent le cycle très petit Rp disparaissent quand t devient < t^. Faisons

varier t de t'^ à ^p+i. Entre ces limites, toutes les surfaces W(i) sont homéo-

morplies entre elles et comme sur l'une d'elles les cycles Rj, et Rp ne se coupent

pas. les cycles correspondants R^; et Rp ne se couperont sur aucune d'elles.

Comme R, et Rp ne se coupent pas sur W(<fj+i— e), on conclura cjue sur la

surface infiniment voisine W(<3+i + e), les deux cycles Rj^ et Rp ne se

couperont pas non plus; pour ip+i < ^ < 'p+sj toutes les surfaces W(/) sont

lioméomorphes et comme sur l'une d'elles les cycles R^ et Rp ne se coupent

pas, ils ne se couperont sur aucune d'elles; et ainsi de suite.

Donc les cycles R^ et Rp ne se coupent pas. c. y. v. n.

.l'ajoute que le cycle R,y n'est pas bouclé ; il ne l'est pas pour t --^ t,i-\- i puis-

(pi'il se réduit à une courbe fermée très petite; donc à cause de l'homéonuu-

pliisme il ne l'est pas pour^ç< t < ^7+1 ; il ne l'est pas pour t = ^7+1 -f- e, parce

qu'alors il diffère 1res peu de ce qu'il est pour t =r tg+i— e ; et ainsi de suite.

Faisons varier t depuis ^^ jusqu'à i , le cycle Rfy variera d'une façon continue
;

pour / = <^ il se réduit à un point et pour t >> <,, à une courbe fermée unique.

Il engendrera donc une aire simplement connexe que j'appelle A,,.

Deux aires A^ et Afj n^ont aucunpoint commun ; et, en effet, s'ils en avaient

un, ce point appartiendrait à une surface W(<) et sur cette surface aux deux

cycles Rj et R^; or nous venons de voir que ces deux cycles ne se coupent pas.

Désignons encore par B,y l'aire partielle engendrée par R,y rjuand l varie

depuis /,/ jusqu'il t{i •< 1) et (pii, comme A,,, est simplement connexe. Nous
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allons traiter K,, A^ et B, comme des coupures; h cet efl'et, considérons deux

cycles K' et R" infiniment peu différents de R,, ; nous pouvons supposer que

ces deux cycles ne se coupent pas. La portion très petite de la surface W(<)

comprise entre ces deux cycles s'appellera Sq{t). Les deux cycles R'^ et R|^

engendreront deux aires A' et A" quand / variera de t,, à i et deux aires B]^ et B'^

quand / variera de tq à t.

Cela |jos(', retranchons de la surface fermée W [t] les aii-es 1res petites

S,(0, S,(0, •, S^(0-

Après eellc opérallou, la burl'ace restante W— iS^ ne sera plus une surface

fermée, elle admettra pour frontières les ip courbes fermées R'^ et R'^.

Ajoutons ensuite à cette surface les aires B'^ et B'^ ; le résultat de cette addition

sera une surface;

W, (/ ) = W — S S,, -+- i ir„ -H s b;;

qui sera fermée puisque B' adiiicl 1\' ciiinuie (rentière complète cl que B"

admet R"

.

Je dis que la surface Wi(/) ainsi obtenue est simplement connexe et sans

singularité. Elle n'a pas de singularité, parce que ses différentes parties ne se

coupent pas et n'ont d'autres points communs que ceux des courbes R',^ et iy^

qui leur servent de frontières. El, en efl'et, W(;) ne peut avoir aucun ])oinl

commun avec B' ou B", en dehors de R|^ et R" ; et, d'auln- [tari, eomuie les

aires Bjj et B3 ne se coupent pas, les aires B' , B", B^, B'^ n'auront non

plus aucun point commun.

D'autre part, la surface non fernu^e W— 2S,y est lioméomorphe à une aire

plane limitée extérieurement par une courbe fermée et intérieurement par ip— i

autres courbes fermées (cela n'est pas autre chose que la représentation de la

surface W par un polygone fuchsien de la troisième famille dont 11 a été ques-

tion plus haut au paragraphe 3) ou, ce qui revient au même, à une aire sphé-

rique, comprenant, ce qui reste d'une sphère quand on en a retranché -ip petites

aires a simplement connexes et extérieures les unes aux autres.

D'un autre côté, les ip aires B' et B" peuvent être considérées comme

homéomorphes aux ip aires a; on verra ainsi, en faisant attention à la façon

dont se fait le raccordement, que la surface totale

W,= VV — 2 S -+-215 -h SB"

est lioméomorphe à la sphère entière, c'est-à-dire simplement connexe.

c. y. F. i>.
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Faisons warior inaiiik'iianl / clciniis n jii,s([irà 1 , el en niônie temps imaginons

que les cvcles K' et K", se ra|ipni('lu'nl île K,, de farim à se confondre avec K,,

ponr / = I .

Je suppose que les posiiions successives de K' el de K" n'aient aucun poinl

coniniuu. pas jdu-- pai- C(iiise([uenl (pie les positions successives îles aires A'

et A', B' <Mi 15^ . Dans ces condilions, lout point intérieur à l\ (les points des

aires A,, exceptés) a|)parliendra à l'une des surfaces Wi et ii une seule, l^es

points de la surface limite \^ (i) appartiendront à Wi(i). Pour / =: 1 , les

aires B' el B" se réduiront à A'^ et A,^, et celles-ci elles-mêmes se réduiront aux

aires A,, puisque pour t = 1 les cycles K' et K" se réduisent à K,/.

Si nous considérons donc un piunt de A,,, ce point se trouvera encore sur \\ 1 ( 1
)

mais à ce point de A,, correspondront deux points tie Wi(i), l'un de ces points

de\ant être considéré comme appartenant à B' =: A' et l'autre à B" = A'^.

Les surfaces simplement connexes Wi(/) s'emhoîtant inutiiidlement en^en-

drei'ont (cf. § I ) une vaiiel(' siuipleinent connexe.

On |)eul donc dire qu'en pratiquant dans V les y> coupures A,, on rend cette

variété simplement connexe. Pratiquons ces p coupures, et déformons notre

variété de façon à écarter les deux lèvres de ces coupures ; la variété nouvelle U

ainsi obtenue sera simplement connexe, limitée par une surface simplement

connexe H homéomoiplie à une sphère. Sur cette surface simplement connexe

nous distinguerons ip aires simplement connexes qui seront les deux lèvres

des/; coui)ures, et que j'appellerai les cicatrices; ces cicatrices seront conjuguées

deux à deux.

A chaque point de U correspcnidra un point de V el un seul; de même à

chaque poinl de V correspondra un point de U el un seul, sauf pour les points

des aires A,, à chacun desquels correspondront deux points de U situés sur

deux cicatrices conjuguées.

Considérons deux variétés analogues à U; chacune d'idles sera simplement

connexe, chacune d'idles sera limitée par une surface simplement connexe por-

tant 2/» cicatric(!s simplement connexes conjuguées deux à deux et extérieures

les unes aux autres. Il est clair que les deux figures ainsi formées seront homéo-

morplies entre elles et homéomorphes à la figure formée |iar une i])lièi'e dont

la surface porte %]) cicatrices c(jnstiluées |Kir des petits cercles extérieurs les

uns aux autres.

D'où celle conséquence iiiiporlante ; toutes les variétiîs engendr(''es comme V
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et pour lesquelles le noinhre entier appelé pins liaiU/> esl le nii''nie sonl lidinéo-

morplies entre elles.

Supposons que dans l'espace ordinaire on construise une surface fermée

ip + I fois connexe et sans singularité. Celte surface partagera l'espace en deux

régions, l'une intérieure et l'autre extérieure. Soit R la région intérieure. C'est

une variété non fermée à trois dimensions susceptible de la même génération

que V. Donc V est homéomorphe à R pourvu qu(^ le nombre/) soit le même.

Donc, si j'appelle déseloppables les variétés non fermées qui sont lioméo-

morphes à une portion de l'espace plan, toutes les variétés engendrées commeV
sojil développables.

On peut en tirer en passant une conséquence; considérons dans l'espace

ordinaire deux surfaces fermées S et S', l'une et l'autre 2/> + i fois connexes.

Soit R le volume intérieur à S, et R' le volume intérieur à S'. On sait que les

deux surfaces S et S' sont iioméomorphes; mais l'on pourrait se demander s'il

en est de même des deux volumes R et R' et au premier abord on pourrait être

tenté de répondre négativement à cette question. On pourrait se représenter les

diverses nappes de la surface S' s'enchevêtrant les unes dans les autres d'une

façon compliquée et formant des nœuds qu'il serait impossible de dénouer sans

sortir de l'espace à trois dimensions. Loin de Là, nous sommes maintenant en

étal de conclure que les deux volumes R et R' sont toujours homéomorplies,

puisque ces deux volumes peuvent être engendrés comme \ , et que deux

variétés engendrées comme V sont toujours liomé(jmorphes.

J'arrive maintenant à une question importante pour ce qui va suivre. Je

reprends la variété V limitée par la surface W(i), et engendrée par la

surface W(<).

La même variété pourrait-elle; être engendrée par une autre surface \V (<),

(jui comme ^^(/) se réduirait à un point pour ^ = o, aurait un ordre de

connexion constamment croissant et finalement se réduirait à W( i
)
pour <^ i ?

Il est évident que V est susceptible d'une infinité de manières d'une pareille

génération. Il s'agit de comparer ces divers modes de génération.

Je désignerai par Iv', , . . . , R^ \es p cycles qui jouent dans la nouvelle géné-

ration le même rôle que les cycles Kj, . . . , R^ dans l'ancienne.

Quelle relation y a-t-il entre les cycles R et R'? Peut-on choisir arbitrai-

rement les cycles R', et quelles conditions doivent remplir p cycles de la

surface W(i) pour pouvoir être choisis pour jouer le rôle des cycles R'?

1" Ces cycles ne doivent pas être bouclés; 2° Ils ne doivent pas se coujier.
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Mais co n'esl pas loul. Le cvclc 1\,,, juir rapjMVl à lu varirlr V, est ('qui-

valcnl à zéro, piii>(iiril lormc la Ironlièrc (oin|)l(''l(' de Taire A,, (|ui f'iiil partie

clo \ . Nous aurons donc les équivalences

( 1 )
K

I
=E Ko H^ . . . î^ K,, E^ o ( mod V )

el l(>ule> ci'lies qui sCu tlcduiscnl. .le dis que nous n'eu aurons pa^ daulres.

Je veux dire pai- là ipie si nous avons par rapport à V une équivalence de la

toruie >ui\aiil(' :

(2) C = <> ( iiiod V),

( ". etaiil un CM'ie de la surface t'rcuitière VV ( 1 j, qui' j'appellerai pouialire^er \\
,

nous auions. jun- ydpjHiil à relie siiilnre Jiiinlièie \\ une éipiivalence de la

loruie

(3) C = — ai -)- [3| + «1 — a..+ 'io-t- a-j — . . .— a„-l- [J„-H «„ (liiodW),

OÙ les a, sonl des cveles ipudioiiipies de W et où les i5, sont des cveles de ('elle

.suiiaic leK (pie

fi,= niK (iiKid W),

lu étant un entier positif ou néf;atif et FV l'un des cycles K,, 1\... K,, ; et,

en ellet, si l'équivalence (3) a heu, on aura a fortiori

C^^ £(— ï -(- 'î-i- ï) (inodN)

ou, à eiiiise des eipiivah'iues ( i) qui enirainent ,3^0

(.;= ï(— a -t- 2j = u (niod V).

L'équivalence (2) est donc une conséquence des équivalences (i).

Pour établir la proposition énoncée, je suppose que l'équivalence (2) ait lieu
;

elle signifie que le cycle C est la frontière complète d'une certaine aire sim-

plement connexe D située dans V.

Celle aire pourra couper l'aire A,^ suivant une lij;iie L,, (pii ira tl'uii poiul

de ('. à un autre point de (>, |)uisqiie les extrémités de L.^ne peuvent se trouver

que sur la frontière de A,y c'est-à-dire sur W ,
ou puisqu'elles sont sur I), sur

rinlersectioa de W et de D, c'esl-à-dirc sur C L'aire D pourra aussi ne pas

couper A^, ou la couper suivant plusieurs lignes distinctes L,,. Dans tous les

cas les difTérentcs lignes L ne se couperont pas puisque les diverses aires A ne

se coupent pas et puisqu'on penl liMijoiirs supposer que les aires A et D n'ont

pa>î de singularité et ilidoiiiier au besoin un peu I) <le laeon fpie les siirlaces I)

et A ne se louchent |)as.
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Cliaciine dvs lignes L partage l'aire D en deux parties puisque celte aire est

simplement connexe. Cette aire D sera donc divisée par les diverses lignes L

en un certain nondire d'aires partielles S,, Ao, .... On peut parcourir succes-

sivement les contours des diverses aires partielles A de la façon suivante que je

ferai mieux comprendre par un exemple que par des explications.

Sur la figure le cycle ABCDEFGHNIKLMPA est le cycle C ; les lignes CE, BF

GK, HI, LP sont les lignes L.

Il est clair ([uc le cycle total peut être remplacé par la somme des arcs

suivants :

l (ABCDE-t- EGBA)-h(ABCE-)- EF + FBA)

^] -l-(ABF-i-FGH+ HNI-i-IHGFBA)
''^^ ""' +(ABFGlII + llv-f- IsGFBA)

-t- ( ABFGIv -I- l\L -+- I.PA ) -t- ( API> -<- I.MP + PA ).

On voit, en effet, que le dernier terme de chaque parenthèse est détruit par

le premier terme de la parenthèse suivante et qu'en supprimant les termes

ainsi détruits on retrouve le cycle total C.

Prenons niaiiilenant l'une de ces parenthèses, la troisième par exemple; elle

peut s'écrire

ABFGII -f- HNIIl + IIGFBA.

On volt (pie le premier et le dernier tenue repn'senteni un même arc A.BFGH

parcouru une fois dans le sens direct, une fois dans le sens inverse, et que le

second terme représente le contour de l'une des aires ]iarli(dles A, à savoir de

l'aire HIN ; il en est de même pour les autres parenthèses de l'expression 2^ qui

peut s'écrire

/ (ABCh-CDEC- CBA)-h(AB-i-BCEFB + BA)
(i)

I

-(-(ABFGHh- HNIH + HGFBA)

( -I- (ABFG -+- GHIKG -I- GFBA) + (ABFGKLPA) -+-(AP -f- PLMP + PA).

H. P. — VI, 6i
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Je vais oncoro iiuxlilîor le clieiniu i. C,v clieiuin si' coiu[)Ose d'iircs laistinl

partie du coiitmir primiurC cl d'arcs formés par les lignes L,/. Ces derniers arcs

se déiruisoni comme on l'a vu parce que dans l'expression (4) le dernier terme

de cliaipie parenllièse e^l dciniil par le premier de la suivante. Nous pouvons

transformer ces derniers arcs; nous leniplacerons la lii;ne 1,,, par un arc appar-

tenant au cycle K,, et avant luènies extrémités. Cela est possil)le parce (pii^ les

deux extrémités de la ligne L,, sont sur le cycle K.,y; cela est permis d'ailleurs

parce que ces nouveaux arcs, mis à la place des anciens, se détruiront comme

se détruisaient les anciens. Et si j'appelle 2' ce que devient le chemin ^ après

cette transformation, le cycle primitif C peut donc aussi bien (Hie considéré

comme identique au cliemiu i' (pi au cliemiu —

.

Ce chemin i'|iourra èlre mis comme — sous la forme (5); iisulïil simplement

d'admettre que, dans le second luemhre de (5), CE par exemple représente,

non la ligne h., qui a pour exliciiiilés C et E, mais l'arc du cycle k,, qui va

de C en E.

L'avantage de cette Iransloriiiation c'est que tous les points du chemin i'

sont sur la surface limite W, tandis qu'il n'en iiurail pas été de même de tous

les points du chemin It.

Revenons à la vaiiélc simplement connexe II définie plus haut.

Cette variété a pour frontière une surface simplemeni connexe que nous

avons appelée H et (pii |ioile >./> cicatrices. Les parties de H extérieures aux

cicatrices correspondent alors à la surface W et les cicatrices, comme nous

l'avons vu. aux aires A^.

Lu contour fermé quelconque (^ tracé sur celte surface K et restant en dehors

des cicatrices sera équivalent à zéro par rapport à la variété V, en vcr/u des

éf/ui\(f/ence.t (i). En ellet, ce contour enveloppera un cerlain nonihre dr cica-

trices; supposons pour (ixer les i(h''es ipiClIc iincloppc (h'ii\ cicatrict'S V, cl A.,.

.Soit M le point iuil ial cl II mil du conloiir fermé () ; soient, de même Mi et Ma

les points initiaux cl linaiix des deux contours Iciiués l\ , et lv._> ([ui servent

respectivement de périmètre aux deux cicatrices A| ei A...

Joignons M à Mi et à Ma par deux arcs MMi et MM-» ; on aura

Q = MM, -I- K, -(- M, M -H MMo.+ K,-+- M-M (iikkI W)

piiisipic la pallie delà surlace 11 ciuupiisc entre les conhnn s ( ), \\, et l\..appai-

tienl à cette région de H qui correspond à VV.
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Mais en vérlii îles étjmvak'nces (i)

Ki=K2= o (modV):

donc

Q = MM,-i- M,M-(- MM2-+- M2M = o (rnotl V)

i;l cela a lieu comme je l'avais annoncé en vcrla des équivalences (i).

Or, si nous envisageons le second terme de cliaque parenthèse dans l'expres-

sion (j) du chemin i', ce second terme représente sur W un conl(uir fermé;

il représentera également sur \l un contour fermé; cela n'est pas évident et

cela ne serait pas vrai pour un contour fermé de W qui rencontrerait l'un des

cycles K,,; à chaque point de K,, correspond sur U deux points distincts, de

telle façon que cpuuid un chemin continu sur W rencontre R,/, le chemin cor-

respondant sur U saule brusquement d'un de ces deux points à l'autre et devient

discontinu. Mais ici cette circonstance ne peul se présenter puisque le coulour

ferme (|ue nous envisageons ne francldl |aiuais K,, et se horne à le langer.

Le second terme de chaque jtarenlhèse esl donc équivalent à zéro ('/( vertu

des équivalenees (i). Donc il en est de môme delà parenthèse entière, puisque

le premier et le dernier termes s(! détruisent. Donc, il en esl de même du

chemin 2' tout entier et, par conséquent de C.

Donc, il n'y a pas d'autre équivalence entre les cycles de W que celles qui

sont des conséquences des équivalences (i). c. q. f. d.

Nous pouvons donc ajouter une troisième condition à celles qui, nous l'avons

vu, sont nécessaires pour que y> cycles |de W puissent être choisis pour jouer

le rôle des cycles K'.

Le système des équivalences

K', ^ K'., ss . . . s= 1\'^,^ o

ne doit pas différer du système des équivalences

K, = K2= . . .= K,, = o,

de sorte que chacun de ces systèmes doit être une conséquence de l'autre.

Ces trois conditions s(mt-elles suffisantes ?

Soient K', , K!, , . . ., K^,, p cycles non bouclés, ne se coupant pas mutuel-

lement et tels que Ion ait

K'i = K'^ = . . .
= KJ, = o ( mod V ).

L'écjuivalence K'^^o nous montre qu'il existe une aire A'^ simplement
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connexe et iIdiiI lii lidiilièrt' ('oiii|)l(''l(' csl K . .le ili> (|U(' Ton ))('iil luuioiirs

siipiiDSiT iiuc les tiivorsi'.-- aires V ndiil muciiii |i(iiiil eumiiHiii.

Im!ij;iiioiis, eu ell'el, que A,. A'. \. , ne se coupeul pas, mais ipi une

(Ml plusieurs de ces q— i aires soil ciiupée par A'^. Soil. V.i l'intersoclion de

l'aire \ el de 1 aire A ; icllc lulciseclion ii aura aucun |)t)iiil sui- K'. puisque l\'^

ne puurrail l'eiu'onlrci' A,' ipie sur W cl, pai- eousecpieul . sur \\\ el (pu' K, ne

ri'ueouli'e pas K' par li\ pnl lu'se. ('•elle intersecluui csl donc luul enlière à

1 interuur île \'
; nous pouviuis supposer ipu' la surlace A| n'a pas dt' sinj;ula-

rilé el u Csl pas langenle à la surlaci' V' , sans quoi \\ suHirait de la déiormer

lt'i;(;reiuenl : il eu résulle (pie noire iiiLerseclion esl uni' courlie sans puml

doiiMc. elle (Idil (l(Uic se ((uuposer de plusieurs coiirlu"' lerniécs ne se coupant

pas iiiiil uclleiuenl.

I )( plu--. I inleisccliou de A' avec A' ne e(uipera pas celle (le A'^ avt'c \'^ { si i

el /. --luil < (j) |)uis(pie Aj ne coupe pas A'^. par l'hypollièse.

i.es dixerses inlerseclions E,cl E/, se composeroni donc d'un cerlain nouilue

(le courbes fernicH's n'ayant aucun point couiniun. .Si luxis envisageons deux de

CCS courbes, ou liicu elles seroni exh'rieiires l'une à l'autre, ou bien l'une d'i'Ues

sera intérieure à l'autre; ces mois extérieur ou inti-neiir doivent s'entendre par

rapport à l'aire simplement connexe A' . Parmi nos courlies lermées nous ne

conserverons que celles qui ne sont intérieures à aucune autre; elles seront

alors toutes extérieures les unes aux autres. Soit //, l'une des courbes lermées

conservées, appartenant à E,. Cette courbe//, limilera une portion de l'aire

siiiipleiuenl ccumexe A' (pie |'ap|i('ll('rai ( i, et ipii sera elle-mèiiie siiii pleiueiil

connexe; de même elle li m itéra une porliiui de l'aire simplemeul connexe A^ que

j'appellerai M; el qui sera elle-iiième siiuplemenl connexe.

Nous [xuirrons tracer sur A' unecijurbe leruu'e li\ à lacjiielK' //, sera intérieure

el iuii en dillV-rera très peu. Alois li'. liniiliua une portion de l'aine \^ que

j'appellerai Vi. et (pii sera simplement connexe; de ménu' II] limitera une aire

simplement connexe .M| (pu dillerera iuliiiimeiil |icii de M, el (pii ne coupera

|)as l'aire A) .

Iiuriious ahu's une aire \ en enlevant de \' loiile-. les aires ( i, el en v ajiui-

tanl toutes les aires M)
A';=A^,-(-i:M;-i:G;.

( )ii volt que \' sera eoiiiiiic \ une aire simplcmcnl coiiiievc liiiiilce par K

puisqii on remplace l'aire ( i| par nue aiilre aire Mm|deiiieiil euiiiiexe liiuilee

également par li\ . Mai> l'aire \" ne cmipera ni A,, ni A',, . . . , ni A|^
,

.
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Nous pouvons donc supposer que les q premiùrcs aires A; ne si' coupent pas,

et en conlinuaiil de la sorte on verrait qu'on peut supposer que deux quel-

conques des/) aires Aj ne se coupent pas. C'est ce que nous ferons.

Un raisonnement analogue montrerait que les cycles K' n'étant pas bouclés

on peut toujours supposer que les aires Ajsonl des surfaces sans courbe double.

Je me propose maintenant d'établir que les cycles K' qui satisfont aux trois

conditions énoncées peuvent jouer le rôle des cycles Iv, c'est-à-dire : i" que V
peut être engendré par une surface W'(<) qui se réduit à un point pour t^o
et à W pour < = i , et f[ui pour tq<^t <i tq+i est 2 ^y + i fois connexe ;

2" que

pour tii<i t <Ct,i+i, W(f) coupe les aires A',, A',, .... A[^ suivant une seule

courbe fermée et ne coupe pas les aires A'^^,, A|^^„, . . ., A'^^.

Je suppose que cela ail été démontre; pour une variété \ 1 développable,

c'est-à-dire lioméomorphe à une portion de l'espace plan ordinaire cl limitée

par une surface ip— i fois connexe et je me propose de le démontrer pour une

variété ^" développable et limitée par une surface W de connexion 2/> + i.

Pratiquons dans \ la coupure A'^, et déformons légèrement celle variété après

avoir séparé les deux lèvres de la coupure ; nous obtiendrons une niuivelle

variété développable Vi limilée par une surface ^.p— t fois connexe ; cette

surface Wi se composera de deux parties, dont l'une correspond à la surface ^^

dans laquelle a été praticjuée la coupure R', et l'autre est formée des deux cica-

trices correspondant aux deux lèvres de la coujjure.

Nous pouvons particulariser cette variété développable ^ 1 et cette surface Wi
de la façon suivante. Considérons un point intérieur à \ et soit â la plus courte

distance de ce point à la surface limite ^\ ou à la coupure A' . Les points tels

que ô > £ (e petit) torniercuil le domaine \
1 ; les points tels que ô = £ formeront

la surface Wj ; les points tels que ô < £ formeront le domaine ^ — Vi. On voit

aisément que la surface ^^ i est 1])— 1 fois connexe, et qu'elle est lioméomorphe

à la frontière du domaine obtenu en pratiquant dans \ la C(jupure A'.

La surface W 1 ne coupera pas l'aire A' et coupera chacune des autres

aires A' suivant un cycle K" peu différent de K|^. Ces cycles R" ne seront pas

bouclés, ils ne se couperont pas mutuellement. De plus, le cycle R" découpera

dans l'aire simplement connexe A' un domaine A" simplement connexe dont il

sera la frontière complète. Ce domaine A'^ est la portion commune de A' et de \ i]

cela montre que Rl^^ o par rapport à \ 1. Cela montre cpie les cycles R" satis-

font par rapport à A , aux conditions du théorème; or le théorème est supposé

démontré poui- \ 1

.



186 CINQUIÈME COMPLÉMENT A L'ANALYSIS SITUS.

Donc ^
1
|M'ul t'Irc cnm'iidiv pur une smTucc \\ '( /) (|in |i<iiir / ;:= d sl' rédiiil

à nu |i(iinl, pdiir I ^ u (^où <,,_) < M < Ip") se réduit :i \\
i

, (|iii pour t,i<C, l <C. tq+i

i'i)n|i(_' A,, Aj, . . ., A" cl. par ooiiséqiu'ul, A',, A„, . . ., A|^ sulvani uik^ souIiî

courbo feriïH'O et ne eonpe pus A|^,,, A|^^,, .... AJ, ,, ni par cunséquenl A]^^,,

A' j, .... -V^,_|. 11' «railleurs A^,, puisque celle aire n'a aucun point commun

avec ^ i l'I que les A| n'oni d'aulres poiiiis eoiiuniins avec Vi (pie ceux de A".

Envisageons niainleiianl le domaine \ — Vi limité exlérieureineal par la

suilace \\ ipii est ip + i fois connexe el inléi'ieniemenl par la suriace W
i
cpii

est >./)— I lois connexe el (pii ni' eou])e pas l'aire A' laquelle se trouve 1(miL

enlière à linlérieiii' de \ — \ i. Il esl clair qu(! nous pourrons prendre sur A'

un poini M el eon>liiiire une surface W-j loul enlière inlérieure à \ — \ i,

aihuellaul ce poiul M coniiiu' poiul conique el n'ayanl aucun aulre |ioinl coiu-

luun a\cc V , |)uis eniieudi'ei' li' domaine \ — \i par une suriace \^'(/) ipii

pour / ^= u se réduil à \\
i ; cpii pour it <i l <^ t/, esl ip — i lois connexe, ne

coupe pas A' vl coupe les aiilres A' siiivanl une seule courbe tei'inée; (pii

pour / = /^, se r(''duil à \\ .. ;
ipii pour //,<'/ <! <'SL :>./; + ! lois connexe el

coupe lous les A' , y (X)nipiis A^, suivani une seule courbe i'ermée; qui, enfin,

pour / = I se ri''<luil à \\ i.

?\ous vovous (pu' la vari('le \ pourra èlre engendrée |)ar une sui la<(' A\ '(/)

salisfaisani à l'énonci' du lli(''orènu'; le lliéorème esl donc démonire el les Irois

ciuulihim-. l'iuiiuMv'-. soni non seulement nécessaires, mais sidfisanles.

il \ a plus; pour démontrer le dernier théorème, je me suis appuyé seu-

lement sur <'e lail «pie les équivalences K'^o sont une conséquence des équi-

valences Iv ^ o el je n'ai pas cli à m'a|)pujer sur le lail invei'se, «pu' les

éipiisaleiices Iv ^ o sohl une conséquence des équivalences Iv'^ o. Donc si les

cvcle-î K' ne sonl jias boiiclcvs et nv se coupeni pas muluellemenl el si les

équivalences K. ^ o enlrainenl les étjuivalences Iv'sso, inversement les éc[ui-

valences K'^ o enlraini'ronl les équivalences Iv ^ o. C'est ce qu'on pourrait

vérifier directement.

6. Considérons mainlenaiil uni' vaiH'lé \ à Irois dimensiiuis dont le squelette

se réduira à un sei;uieiil di' dnuli' le liui;;; «iuipiel la variable / \ariei'a de o à i.

Le système VV(/) se composera d'uru' \ariél«'' unifjue; celle varif'lé sera une

surface f'ermi'e bilatère, (|ui se r«'Mliiiia à un poiiil pour f - o el |)Our t :^ i
, el

dont l'ordre de connexion ira en ci'oissaiil île / _^ o i\ t = - el en di'croissanl
2

de / = - à i = I . \ii/ri' r/tr/r/i- \ rsl ihnic fi-i lui'-i'.
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Nous aurons ip valeurs remarquables de i, satisfaisant aux inégalités

o</i<<2<..<';,< ^ < ';<•••< '2 <''i<i,

de telle façon que, quand / passera de la valeur /,,— t à la valeur tq-\-z, la

surface W(<) passera de la connexion ny— i à la connexion 2<7+i, et que

quand / passera de la valeur /'^— £ à la valeur /' +£, la surface W(<) passera

de la connexion iq -\- \ à la connexion iq— i

.

La variété ^ pourra se décomposer en deux autres V et V" correspondant,

la première aux valeurs de t comprises entre o et -> la seconde aux valeurs dt^ /

Comprises entrr el i. Chacune de ces deux variétés partielles répond aux

conditions du paragraphe précédeiii ; elle est donc dévelojipable et c'est la

variété V formée par leur réunion tpi'il s'agit maintenant d'étudier.

Ces deux variétés \ 'el \ "oui pour frontière commune la surface W
( )

que

j'appellerai A\ et qui est 'ip -\- i fois connexe.

Sur celte surface, je puis tracer d'une part les/? cycles

K',, K',, ..., K'p

définis par rapporta la \ariété V comme l'ont été dans le paragraphe précédent

les cycles Ki, K^., . . . , 1\, par rapport à la variété V du paragraphe précédent.

Ces p cycles ne sont pas bouclés et ne se coupent pas. De plus, on a les

équivalences

(i) K', = K', =...= K/,= o (mod V).

D'autre part, sur cette même surface W
,
je puis tracer les/) cycles

K'i', \\\, ..., k;

définis par rappori à ^ " comme l'ont été au paragraphe précédent les cycles K,y

par rapport à la \ariété ^ du paragraphe précédent.

Les p cycles K" ne sont pas bouclés el ne se coupent pas; et l'on a les

équivalences

( 2 )
I\',' = K5 = . , . = k;; ( mod V").

Les cycles K' seront alors les cycles j)iincipau.T de V el les cycles K"

ceux de V".

Considérons uiainteiiaiU un cvcle C quelconque intérieur à V; si M est un

point quelconque de cec^cle, nous pouvons envisager le point correspondant N

du squelette. Quand Ir point M décrira le cycle tout entier, le point N restera
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sur la (I roi II' n i (lui ronsliUn' le s(|ii('l('ll(' il cxcciilcra sur ce II imI roi le une siM-ic

ili' uioiiN l'iÈK'uls o>.rill;iloii'rs à la suilc ilcscjucK il i r\ iciiilra à son |Miml ilr

lit- part.

Soii'iil A cl H k's lieux |)o>-iliiius rxlrruii's ilii |ioinl i\ ilaiis riMlc osrillaliou.

Sii|i|Hisoiis iiiir 11' juiiul A soil i(iin|)iis riilrr /,, el /,/ , i
ri ijur li' |)oinl iN jiarlaiil

(le 1,1 \ alriii' l ,1 ,
1
— £ liée rois sr |iisi|irà \ |iiiiir rcvi'iiir à la \ aiciii' /,^ , |

— i. Soil II

l'arc corrcsjtoiulaut ilii r\rlc (',
; soil î\l iiii |ioiiil ilc irl arc II, il apparlicntlra à

la surface ^^ (/), / l'Ianl compris culic A cl Z,,,! — £. INous savons tpic la

surface \N(,/) rcsic liomcouiorplic à cllc-niênic quand l varie de /,/+i— £

à t,/-\-s. et. |)ar conséquent, (|uaii(l / \arie île /,j+i — £ à A, puisque A est, plus

^rand que /,,. Donc ^^ (^ f**^ lioniéoniorplie à A\ (t,,+
i

— s). Soil donc M' le

point de W (/,,.-! — s) qui correspond à iM. (^uand le ])i)int M dr>ciira lare II,

le point M' décrira l'arc II' siliii' Imil c^iilier >ui- \\ (/,/^-t

—

') 'le di> qu'on a

rcqiii\ alence
H = ir (modV).

I''n eflet, roiisidiTons les ililli'rentes siirlaces \\ {/), où / a une \aleur inler-

nii'iliaire eul ir celle qui corres|uuul au point Met la valeur /,^, ,
— £ qui corres-

piiiid à ^r. ( .onsidérons sur cliacune de ces iliIférenLos surfaces qui sonl loules

liuniéomorplies entre elles, le poinl qui correspond à \J . Ce point engendrera

une ligne L donl les extrémités seront M et M'; cpiand le |)oint M décrira

l'arc II, celle ligne L engendrera une aire simplcmcnl connexe (|ui aura pour

fi'ontière conqjlète les deux arcs 11 el II': < c qui di^iuoiil re réquixalence

annoncée.

CiMisiili'i-ons luaintenanl les deux MiiTaces \\ (/,,.,. ,
— £) et \N(/,^+i + £);

sur la pii'iuière nous avons l'aie H' iliiiil les deux exlrémités D et E appar-

lienin-nl à l'arc II et, pur consi^queiil , au c\ile C; sur la seconde nous avons

les deux points D' et E', infiniuienl voisins de D et de E el qui apparlienncnl

ails-ii à ( ., de telle façon inie I )! )' el 1', 1'^' soieiil deux arcs iiiliiiiiiieiil pel ils de ce

cycle C. i^ou^ pouvons tracer >iir la siii-j'ace W (/,, , i
-[- s) un ai'c 1

1" allant de D'

(;n E' el inliniiiient jieii dilIiTeiil de II'. Ce dernier poiiil nii^rile quelque

atlenlion. Les deux surfaces \\ (/,, i- £) el \\ {/,/,, \- e. ) n'ont pas le luènie

ordre de connexion; il poiirrail donc se faire, hieii ipie ces deux siirlaces

dillerc^nl Irès iieu l'une de l'aulre. qu'on ne piii.s>e pas tracer sur riine un trait

continu \ir^ peu dili'i'reiil d'un Irait coiilinii tracé sur l'aulre. Si sur celle dont

la connexion esl la plus iMevi'c. on avait un trait coiilinu I, pas>anl |irès du

poinl ^iimulier el coupa ni le c\ ele ipii se ri'iliiil à nu pi oui pour / -/,,+ ,, on ne
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pourrait tracer sur l'autre un Irait continu très peu diflerenl de L. Par l'xcinple,

consifJércjiis trois surfaces très peu différentes l'une de l'autic; la jireniièrc sera

un lijperljoloïde à une nappe, la seronde un cône, la troisième un liyperboloïde

à deux nappes, le cycle qui se réduit à un point est l'ellipse de gorge de Tliyper-

boldïdi' à une nappe. Une génératrice rectiligne de riivperlxddïde à une na|ipc

coupera cette ellipse et il sera impossiiile de Iraci'r sur la troisième surface un

trail continu très peu différent de celte génératrice. Mais ici celt<' dilTiculté

n'est pas à craindre puisque c'est \V (?,,j.| -f- s) qui a la runnexion la plus l'devt'e.

Notre arc H" existera donc toujours et l'on aura

H"=D'D-f- H4-EE' (modV);
alors posons

C = C,-i- D'il- n-h F.K'

de telle taeon que notre cycle G se décompose en deux arcs, le premier C| et le

second D'D + II + EE', ayant tous deux pour extrémités D' et E'. Nous aurons

Ce^C, + 11" (modV).

Nous avons ainsi remplacé le cycle G ])ai' un autre cycle équivalent G, + II"

fpii |iJMil des mêmes propriétés, mais qui en diffère parce fpie le point rcpré-

senlatit N au lieu d'aller jusqu'en A dans ses oscillati(uis ne dépasse plus /,/^i + £.

Supposons d'aliiird (pie la valeur / ;= - soit comprise entre les points A et B

entre lesquels oscille le point N, et que le point A soit compris entre /,, et /,/+i,

et le point B entre //, et ^/,^i. Nous pouvons, par le |>roeéd(' que je \ieiis

d'exposer, remplacer le cycle G par un autre où le point N oscillera entre B

et le point /,/., + £, ce dernier point n'i'lant ])lus compris comme le point A
entre /,, et /,,_|, mais Lien entre Z,^^, et /,,^-i. Nous pouvons, en d'autres termes,

ramener le ponil \ entre ^^_| et /,^_2 ; en continuant nous le ramènerons entre /,/^-2

et /,/,.,, etc.. juils eiilin entre /^, et - En o[)érant sur B et^ "comme nous l'avons

lait sur A et \ ', nous ramènerons de même le point B entre - et /'
.

1 2 /.

En résumé, nous aurons remplacé le cycle G par un autre cycle ('qui

\

aient G',

tid ipie le point N reste toiiioiiis eoiiipiis entre //, et /' iMais cpiand / est

eoin|)iis entre /,, et /' la surface \\ (/) reste lioinéomorplie à elle-même et

à ^^
( )

"" \^ • Soit donc ^I un point fpielconqiie du cycle G' appar-

tenant à \\ (/^ et M' le |)oint cories]ioii(lanl de W . (^iiand le jioint ,M décrira

le cycle G', le |ioiiil M' décrira un cvcli; G" siliii' sur \\ et Wni aura

C'=C"

H. I'. — VI. fio
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par un raisonneniciil Imil |iai('il à icliii (|iii ikhis a iiKiiilrc' (iiic H s:; II'. On

aiiT'a (lune

C=eC" (inodV).

Si les poinls A ol 15 nélaicnt pas !>itii(''s de pari cl d'aiilrc de , si iiar exemple /

loslail < pour le evcle Ci loiil cnhrr, on rciiiplacerail le cycle G ]iar le cycle

(•qui\alenl

C -I- a — a,

(lù lai'c a, (pii est paiiouiii successi\eiiieiil dans le sens tlirecl, ixiis dans le

sens inverse, s'elendiail depuis le piunl linal du e\(le (], jus(pi'à un pciinl

<pude(iiupi(' de \ lel (pie / > • ( )n seiail ainsi ramène' au cas précédenl. INuiis

sommes donc <iuiduils a la coik lusinn i;én('i'ale sunanle :

y'(/«/ cycle (le \ est cquivdlciU à lin cycle de \\ .

Maiiilenanl l'iilic les cycles de A\ Udus avons U's écpii\alencos (i) et (a)

K; = o (moilV), K;'=o (modV")

el ncuis aurons a loiluiri

(3) k; = K;'=o (modV).

Je dis mainlenanl (piil n'v en aura pas tlauli'es.

Si, en (dlel, il ^ a une e(|ui\aleucc

K ^ o (raod V),

K étanl un cycle de W, cela veut dire qu'il existe dans V une aire siinplemeul

connexe A doni la liDnlière est formée ])ar le cycle K. Cela posé, nous distin-

guerons dans V les points qui npj)ai'tienuent à V et qui formeront l'aire A',

laquelle pourra ne pas être d'uu seul tenant, et les points qui appartiennent à V"

el qui formeront l'aire A". Si l'aire A' n'est pas d'un seul tenant, elle sera formée

de plusieurs aiies sé|iarées A',, A'^, . . . , donI cliacune seia d'un seul lenanl. De

iiii'iiie jiour \". Si ihius eiuisideroiis lune de ces aires parlielles, A', parexemijle,

il pourra se laii-e ipielle ne soil pas siiuplemenl connexe. Supposons, |)ar

exemple, qu'elle soil triplement connexe et limilée, par conséquent, extérieu-

rement par une ccurbe fermée L, et intérieurement par deux courbes fermées L'

el L" (les mots extérieurement el intérieurement doivent s'entendre par rapport

à l'aire totale \ ). .loij;nons un poiiil di' I, a un |h)iuI de \J pai' une coMpure P'

el, de in<5me. un |)Oinl de I, à un pcuul de I , par une coupure I'" ; ces deux ci mi-
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puros P' et P" seront des arcs de courbe situés sur A', et elles remlronl A', sim-

plement connexe. Soit B', l'aire simplement connexe ainsi obtenue ; et soit D\ son

contour qui sera formé des courbes fermées L, L' et L" et des deux coupures

parcourues une fois dans le sens direct el une fois dans le sens inverse.

L'aire B, fera tout enlière partie de \ ' et l'on aura

D'i s= o ( mod V").

Un opérera de même pour les aires A'^, ... et lou obheudra une série d'équi-

valences

U'o^s.-.^o (mod \' ).

( )n opérera de luèiue pour li's aires A'j , A.,, .... dont l'ensemble torme A", ce

ipii ilouneia les ('Hpiivalences

D'; = D': = ...= o (moav").

Comme 1 aiic A esl lormee par la réunion des aires \\\ , W,, ... : Hj. B... ... ;

léqun al eu Cl' l\ _; 1 j iiù K esl le i(iiiI(Mii' de laiii' h il a le \ sera uni' riiiist'ipii'iici'

des l'ipin alenees

D; = T)',=...^o (mod V),

D'i' = D;] = . . . = o ( mod V"),

où D, , !)',, ... ; i^,, D". . . . soni les contours des aires |iarlielles IV, . B'„, ... :

b;. b;

iNotre équivalence est doue une conséquence de diverses équivalences prises

les unes par ra|iport à ^ ', les aulres par rapport à \ ". Or loutes les équiva-

lences par rapport à \ ' sont ties conséquences des équivalences (i j d"a|)rès le

paragraphe précédent. Toutes les équivalences jiar rapport à V'sonl des consé-

(|uonces des équivalences (2). Donc noire équivalence est une consé(|uence des

équivalences (i) el (2) ou, ce qui revient au même dos équivalences (3 ).

c. y. F. I).

Possédant ainsi toutes les équivalences possibles, il est aisé d'eu déduire

loutes les lioinologies sans division possibles; il siillil d'interverl ir I onlir des

termes tlans les premiers meiulues de ces équivalences. Soient

les 2p cycles fondamentaux de la surface \\ .

Nous aurons des liomologies de la Irn'ine

k^ ~ /II',
, Cl -I- Di'i.. Co -H . . .

-!- iii'i^ ii.C-.p ( mod \V )
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l'I lie In liirnir

(les ut' l'I les /;/ cliiiil lies onliers), de sorlc (|ii(' wnw^ niiicins les liomolo^ics

<ni\;inl('-- ilcilnilcs des ('(jiii\nlou('('s (3) :

1 m.' , Cl -+- in'i ., C..-(- ...-+- m] .^,,G«„i^ o

(4)
' - " •'

' (iiiod V)
I /«,_, Cl + «(, 0L2 + . . .-I- Illi^«f,{j2/l '^ O

el nous lion anious piis il'anlros.

Disrnlons ces lioinologies; i'onnous le ilélcrnilnanl S îles cnlicis ///' vl m".

Trois (Ms soûl à ilislini;u('r :

1" On il

|A|>i.

Doiii' A l'sl lin l'iilii'r qui n'csl éj;al ni à o. ni à + i , ni à — 1 ; nous pouvons

al(n's di'iiiiirc des lioniolof^ies (4 ) vr^/zv f'iiirr i/r (Ii\isi(iii

Ar.,~ o (/ = I, >, ..., ->/>j

lit en iaisanl une di\ isiou
(,,~ o,

Lr iKiiiiliri' (II' lîrlli ri'liilil iiii.r liiiiiiiiliii;ifs l'vii division csI iIdiic rfiiil à 1.

Maison ne |)(Miri;ul olili'iiir ('i,^^^o sans lairo tic division, de soilc (|no les

« corlIiciiMi ls de lor-.ioii ( r/. p. .'Wi,! ) ni' snlil jnis r^nii.i 11 1 .

a" Ou a

1^1 = ';

i.\\\ en ih'diiil al(Ms .sv///.v (li\isinii

G," '^ o.

Diinr dans ce cas, lio}) si-idciin-lil h' inuiihii' ili- llrlli. mii/'s /rs riirf/ir/<'///.\-

ilr liiisinii siiiil i''i;iiu.r à 1 .

J.r iioiiilnr de hi'lli cl les roefficlcills de liirsion soni donc les mt^nies fine

pour une varu'li'' sinipjciiu'iil connexe. Cida ne veiil pas dire ciirmiic nous le

verrous liieulôl. que la variété V soit simpleinent connexe.

.')" Ou a

A = .).

I)c^ lioiiiologies {f\) nous ne pouMuis plus alors di'dnirc

C/~ 1),

iiièini' en taisani une dui^uin.

/,'• liiiliihrr ili' lii'l I i l'sl ihilir jillls i; rmiil ijnr \ .
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11 esl égal à 2, si le délerniiiiant A sanniile, mais si lous ses iiiinciirs du pre-

mier ordre ne s'anmileiit pas.

11 esl égal à A', si le délermiiiaiil saimule ainsi que luus ses iiiiueuis des

A'— 2 premiers ordres, mais si lous les mineurs du A— i*^ ordre ne sannulenl

pas.

Revenons au cas où A esl égal à itz 1 . Dans ce cas, on |)eul se deniiiiider si

la variété est simplement connexe, puisqu'elle a même nombre de lielti el

mêmes coefficients de torsion tpie les variétés simplement connexes. \ou>

allons voir, et c'est là le l)ut principal de ce travail, qu'il n'en est pas toujours

ainsi, el pour cela nous nous bornerons à donner un exemple.

Supposons que /' = 2, c'est-à-dire (jue la surlace \\ siul cinq lois connexe.

Je supposerai de plus que les cycles K', el K , soni deux des cycles liuida men-

taux de \\ , à sa\oir :

K', = ('.,, K'„=C:,.

Je re|)résenlerai la surl'ace \\ par un polygone fiiciisien R,, de la lr(usième

lainille limité par qualre circonlérenci's ne se coupant pas. Pour cela, nous

n'avons qu'à tracer sur la surlace \\ les deux cycles Ci et C;, qui ne se coupeni

j)as, à découper la surface le long de ces deux cycles regardés comme des cou-

pures cl à la dévidopper ensuite sur un plan.

Les cycles RJ el K'I seront représenlés alors sur ce plan ])ar un ceitain

nombre d'arcs de courbe allani d'un poiul du périmètre du polygone liiclisien Rd

à un antre point de ce périmètre.

Voici à quelles conditions sont assujettis ces arcs de courbe :

1" Ils ne doivent pas se couper miiluelleinenl ; c'est là la condition nécessaire

et suffisante pour que les cycles K", et Kl ne soient pas bouclés et ne se

coupent pas.

2" Considérons alors la série darcs dont l'ensemble représente le cycle Iv"

.

Ces arcs doixcnt être parcourus dans un certain ordre el chacun d'eux va d'un

ceitain ])oiiil initial situé sur le périmètre de Pvo à un certain point final situe

également sur le périmètre de Ro. Observons que le périmètre de Ro se com-

pose de quatre cercles conjugués deux à deux; à chaque poinl de l'un des

cercles correspond sur le cercle conjugué un point que j'appelle le conjugué

du premier.

Cela posé, le poinl (Inal de chacun des arcs qui représentent K" doit être
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COll)iii;iu' (lu |)oiiil iiiilKil (le laie siiivaul, cl le |i(iiiil liiial du ilciiiiL'i- aie doil

l'Ire le cimiu^iu' ilii jidiiil iiiilial du incuiicr aie.

Do niônu' pour los arcs ([ui ri'pré.senlenl K'^.

D ^

l'"i•'S- I-

\ oM.i I r\|ili('al KJii ilr la ligure : le |i('n iiièl l'c dr ISd rs| rcprésculc |iar les

i[uali(' cercles + A, — A, + B, — B représeiilés en Irail plein ; les cercles + A
el — A sont conjugués el correspondent à K', ^ Ci ; les cercles +B el —

B

sciiil conjugués el correspondent à Kj = C:i; les cycles K[ et K'ô sont repré-

siMilés par des arcs de courbe allant d'un point à l'autre du périmètre de Ro-

Les arcs (pu représentent R'J sont en Irait plein; ceux qui représenteiil Kl

soûl en Irait |i()intillé. Une pointe de riéche placée sur le trait lui-môme indique

daii> (picl sens ce liail doil (Hre parcouru.

Les jkiiiiIn où ces arcs coupent les cercles dz A el dz B sont désignés par des

numéros; ces numéros nous font connaître en mi^mc lemps quels sont ceux de

ces points qui sont con jugiK's ; ainsi le point + B5 est conjugué de — B5. le

point ^ A 5 de A .").

Près de chacun d(!s (piaire cercles ± A, zb 15 est plac.(''e une ll(;clie dont voici

la signiiicaliou ; (piaiid un point dccrii l'iiii des cercles dans le sens de la flôelie,

le point conjugiK' doil d('crire le ('ercle coujugiie dans le sens de la II(''< lie.

On vérifie aisément qu'en suivant soit + A, soit — A, dans le senl^ de la

flèche on rencoiilre siiccessi veineiil

el qu'en suivant soit -+- B, soil - 15 dans le sens de la llèclic on rencontre suc-

cfissivement

I. ?., 3,



CINQUIÈME COMPLÉMENT A L'ANALVSIS SITUS. 49^

L'ordre de conjugaison de nos points a donc été convenablenicnl clmisi.

Le cycle RJ est alors représenté par sept arcs qui se succèdent dans Tordre

suivant :

-t- A I à — A 2 ; -1- A 2 il — A 3 ;

-I- A 3 à — A 4 ;
-(- A 4 il -:- lî I ; — B i j -t- A 5 ;

— A 5 à -+- B 2 ; — B 2 il — AT.

Le cycle Ivj est re[>résenlé par les cinq arcs :

-f-nS il —B ',; H- B 4 à -»- A ; — A (i i'i -+- B 5 :

— B5à-(-A7; — A7.1— B3.

Il est aisé de voir sur la figure que ces 12 arcs ne se coupeul pas; nos deux

cycles ne sont donc pas bouclés et ne se coupent pas.

Nous pouvons donc construire une variété \', admetlani li's cycles K', = C|

et K', ^ C:i pour cycles principaux et une variété V" admettant les cycles K",

et R2 comme cycles principaux. La réunion des deux variétés V et \'" nous

donnera V.

On s'en rendra mieux compte encore de la façon suivante.

Reprenons notre figure et découpons le polygone Ro suivant les 1 2 arcs qui

représentent Ivj et Iv^ ; nous aurons ainsi décomposé Ro en 10 polygones par-

tiels; recollons ensuite ces polygones les uns aux autres en collant chacun des

arcs des divers cercles ± A, ± B aux arcs correspondants du cercle conjugué;

par exemple l'arc + A3, + A4 à l'arc — A3, — A4; nous obtiendrons ainsi

un nouveau polygone qui au même titre que Ro représentera la surfaceW avec

cette différence que les coupures au lieu d'être faites suivant les cycles R',

et Rj seront faites suivant les cycles R" et K.'[.

La figure ainsi obtenue est tout à fait pareille ;i la ligure i, mais la significa-

tion en est diflérente. Les cercles -i- Aet — A représentent R'^ et non plus K',

,

les cercles + B et — B représenteni RI : les arcs en trait plein à l'intérieur de

la figure représentent K', el non |)liis R", ; les arcs en trait pointillé repré-

sentent R',.

Les points

±Ai, ±A2, =bA3, ±A4, ±Ati, zh A 5, ±A-

représentenl respectivement les points

±Ai, ±A2, ±A3, ±A4, d:Bi. =n A 5, ± B 2.
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Les points

±Bi, ±B5, itBa, ±B3, ± B
/,

ri'prt'st'nlciil rcsix'cl ivciin'iil

± A 6, -+: B 5, ztA~, ± B 3, ± B 4.

On 11 ! iliiil [IMS s cldiiiici' ilr <(' s 11; ne ± ; les driix |ic)i ni •> -' - \ 1 ri A 1 cor-

ri'sponiloiil, on cllcl, :i un nn'iiic |)iiinl ilc hi shiImcc \\ .

1. iilcnlilc des deux fignit'.s nous nionlic ([iic hi Miiliiic ^^ ol li(iin(''i)in(ir|ilic

il (llc-iiiriiic (le Icllc fnrôn (|ij':ii[\ cvclcs

K,, K',, k;, K",

corropuntlcnl K's cyclos

Kl, K',;, K',, K',.

CluTclions à r\|)rMii('r K
j

cl K , en luncliun (les (|iiali(' cycles fondjiiiicn-

lan\ C.|. (-M. ("-;. ("-,. l'iiui- cola nons n'avons (juà ap|)liqiicr la règlo de la fin

du parai;raplM' 'l-, li |i(piir lac dilrr l'apitiical nui de colle ro};l(' nous avons Iracé

on lirols — — — los li'ois coupures DJ3', DE, DE' qui figurent dans son

énoncé.

L'arc -^ A i — A 2 pari de + A, ce qui donne + Co.

L'arc 4- A 2— A3 part de + A, ce qui donne + Co.

L'arc -^ A 3 — A4 part do + A, ce qui donne + Co

cl ic'ucuulre 1)1)' de i;au( lie à <lroile. ce cpii donne J- Ci.

L'arc +A4+B1 pari de + A, ce qui douiie -^ Co

el rencontre 1)1'] de <lr(^iU' à i;aiiche, ce qui donne — (j:i.

L'arc — B I + A J pari de — B, ce qui donne + Ci.

L'arc — A5 + B2 part de — A, ce qui donne — C-,

el rencontre DE' de gaiiclu! à droilo, ce (pii donne — C-,— C:i+ C^.

L'arc — B2 — Al part de — B, ce ipii donne 4- C,.

Doue

K", = 3 G. -I- ( ;
I
H- C, — C:i -I- Ci_ Cî— G ',

— C; -I- 2 G .,

.

Passons à K".

L'arc +B3 — 15 4 part de + B, ce (pu donne — C,

el rencontre DE' de droile à ganclie, ce (pu donne — Ci + C;, + C,.

L'arc -f- B 4 + A (j jiarl de + B, ce (|ui doniK! — C^.

L'arc — A 6 -f- B 5 pail de — A, ce <|ul doime — Cj

el rencontre DE' dogaiiclie a dniile. ce (|ui dmiue —d— C;, + C,.
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L'arc — B 5 + A 7 part de — B, ce qui donne 4- C4.

L'arc — A 7— B 3 part de

—

^A, ce qui donne — C3.

Donc

K'; =— 2Ci-i- Cj— c»— Cl— C3-+- 2C4— Cj.

Nous avons donc

K\ ^ Cl , Kj ^ C3,

K", = 3C2-t- C,+ C2— C3-(- Ci— C- C4- Cj-f-2C4,

K'i =— aCt-f- C3— G,— Cl— C3+ 2C4— C,.

Par rapport à V nous avons les équivalences

j
C1+C2— Cl — Cs+Cj-t-Ci— Cl — Ci^so,

Les équivalences K', ^K'^^o ou Ci^Gh^o permettent de simplifier les

autres; l'équivalence (1) se réduit à

C2-C,-i-C..-C,= o,

c'est-à-dire à une identité
; l'équivalence K", ^ o se réduit à

(2) 4C2-(-C,.— C,-+-CvEBO

et l'équivalence K'^^ o se réduit à

(3) — aCv— C.-t-Ci— Cî^o.

En résumé, il nous reste deux cycles distincts C-j et C4 entre lesquels nous

n'avons pas d'autre équivalence que (2) et (3).

Si nous transformons ces équivalences en hoinologies, il vient

3 C2-H 2C1 -^ o, — C4— 2C2'v/o.

Le déterminant est égal à — i ; nous sommes donc dans le cas où A = zh i

,

où le nombre de Betti et les coefficients de torsion sont égaux à i. Et cepen-

dant V n'est pas simplement connexe; car son groupe fondamental ne se réduit

pas à la substitution identique; en d'autres termes, des équivalences (2) et (3)

on ne peut déduire

C2^o, Gv^o.

Pour le montrer, j'adjoins à (2) et à (3) l'équivalence

(4) -C2-+-C4-C2-I-Ct=0,

d'où

Cl— C2-f-Ci— Co^o.

H. P. — VI. 63
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De (a), (3) ol
(.'i'^

ou dciluira

j
— C2-l-Cl-C2-+-C,ÏSO,

^^^
I :U\=o, ;iCv=o.

Or li's ri'Inlions (5) soni les rcliiliuiis de sinicliirc (|iii oui lieu un Ire les deux

suhsiilulions C2 cl Ci qui engeudrcul le Lfioupc icasdcdriquc. On ne saurait

doue en déduire CîSso, Ci^o, ni <i furlioti déduire ces deux équividenccs

de (a") el de (H") seuU'iuenL.

Il V M diUK deux cycles dr \ ([Ml ne Miiil |):is l'ijun mIcuIs iï zéro; ilonc

\ Il esi |iiis >jni|)iiiii('ul connexe.

En daiilrcs Irrincs, le groupe fondamenlal de V ne saurait se réduire à la

suiislilul loM ideiili(|u('. ]iuis([u'il contient comme sous-groupe le groupe ico-

saédrupic.

11 resU'rail une (iMeslinn à Irailer :

Esl-il possible que le groupe rdiKhiuiciihd de V se réduise à la subslitulion

idcHlupic, cl (|iii' pniirlanl \ ne soil pas simplement connexe?

En d'autres termes, peut-on tracer les cycles K'J et K'I de telle façon qu'ils

ne soient j>as bouclés et ne se coupent pas; que les équivalences

K'i ;^ K'o ^ o, K", ^ K 2 ^ o

entraînent les éipiivalences

Cl ^ C2^ C.i^ Cl^ o

et que cependant la surface W ne puisse être regardée comme lioinéomorphe à

elle-même de telle façon qu'aux cycles Ci, C2, C3, C4 correspondent les

cycles C'i , C',, C. , C,
;
que les équivalences

K', = k; = o

enlrainenl C, ^ C', ^ o cl recipnxpieineiil ; et (pi'enlin les équivalences

K'i s^ K'2 ^^ o

entraineul C'j ^ C'j^ o et récipro(pieineiil ?

Mais celle question nous entraînerait Irop loin.
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Bendiconti de/ Circolo matemntico di Palermo, t. 33, p. 37Ô-407 (1912).

§ 1. Introduction.

Je n'ai jamais préscnlû au pultlic un Iravail aussi inachevé; je crois donc

nécessaire d'expliquer en quelcjucs mois les raisons qui m'ont dclerminé à le

piddier, et d'aliord celles qui m'avaient engagea l'entreprendre. J'ai démontré,

il y a longtemps déjà, l'existence des solutions périodiques du proldème des

trois corps; le résultat laissait cependant encore à désirer; car, si l'existence

de chaque sorte de solution était établie pour les petites valeurs des masses, on

ne voyait pas ce qui devait arriver pour des valeurs plus grandes, quelles

étaient celles de ces solutions qui subsistaient et dans quel ordre elles dispa-

raissaient. En réflécliissant à cette question, je me suis assuré que la réponse

devait dépendre de l'exactitude ou de la fausseté d'un certain théorème de géo-

métrie dont l'énoncé est très simple, du moins dans le cas du problème res-

treint et des problèmes de Djnami(jue où il n'y a que deux degrés de liberté.

.l'ai donc été amené à recliercher si ce théorème est vrai ou taux, uuiisj'ai

rencontré des difficultés auxquelles je ne m'attendais pas. J'ai été obligé

d'envisager séparément un très grand nombre de cas particuliers; mais les cas

possibles stint trop nombreux pour que j'aie pu les étudier tous. J'ai reconnu

l'exactitude du théorème dans tous ceux que j'ai traités. Pendant deux ans, je

me suis efforcé sans succès, soit de trouver une démonstration générale, soit

de découvrir un exemple où le théorème soit en défaut.

Ma conviction qu'il est toujours vrai s'affermissait de jour en jour, mais je

restais incapable de l'asseoir sur des fondements solides.
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Il semble tjuo liaiis ces condilions, je tlevrals in'abslcnir de toute publicalion

tant que je n"aurai pas résolu la question; mais après les inutiles efforts que

j'ai laits pendant de longs mois, il m'a paru que le plus sage était de laisser le

problème mûrir, i>ii m'en reposant durant cjuelques années; cela serait très

bien si j'étais sûr de pouvoir le reprendre uu joui-; mais à mon âge je ne puis

en répondre. D'un auUe côté, rniqxirlaucc du sujet est trop grande (et je

chercherai plus loin à la faiic comprendre) et l'ensemlde des résultats obtenus

trop considérable déjà, pour que je me résigne à les laisser définitivement

infructueux. Je puis espérer que les géomètres qui s'intéresseront à ce pro-

blème et qui seront sans doute plus heureux que moi, pourront en tirer quelque

|)arti et s'en servir ])our lrnu\er la voie dans laquelle ils doivent se diriger.

Je pense que ces considérations suffisent à me justifier.

§ 2. Énoncé du théorème.

Je désigne par x et y les coordoniiées polaires d'un point el je considère une

couronne circulaire comprise entre deux circonférences extrêmes, l'une exté-

rieure a" r= a, l'autre intérieure .7:= /;. Je considère une transformation ponc-

luelle lilunlxiMpic T de celle couronne en elle-même. Je désigne par x el y les

coiirdonnees du jinint M, par \ el ^ celles de son transformé; el je fais les

deux hypothèses suivantes :

J'iciiitfie cuiiililidii. — Comme 1 Irausforiue la couronne l'n elle-même,

(die transformera en elles-mêmes les deux circonférences extrêmes x = a

el X = b, de sorte que l'on aura X = a? si l'on a x =: a ou x = b ; mais on aura

Y<^y sur a; = « et Y^y sur a; = è ou inversement; c'est-à-dire que la

transformation fait tourner sur elle-même chacune des circonférences extrêmes,

tous les points de chacune des circonférences avançant dans le même sens,

quoique en général de (piaulilc's inégales, mais de façon que les rotations des

deux circonférences se fassent ('/( sc/is contraire. On pourrait croire que cet

énoncé n'a aucun sens, puisque y et Y ne sont définis (jn'à un multiple de

2 7r près; mais si nous nous donnons, par une convention arbitraire, la valeur

exacte de Y

—

y en un point quelconque de la couronne, la valeur de Y

—

y
sera entièrement déterminée /»«; continuité, en tous les points de la couronne.

Deuxième comlilion. ~ La Irausformaliun conserve les aires ou, plus gêné-
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ralement, elle admet un invariant intégral positif, c'est-à-dire qu'il existe une

fonction positive y(iP, y), telle que l'on ait

Jf/{
X, y ) dx dy = ^f(\, Y ) d\ d\,

les deux inU'grales étant élenduos à une aire quelconque et à sa transformée.

Si CCS deux conditions sont lemplies, je dis qu il existera toujours à

V intérieur de la couronne deux points qui ne seront pas altérés par la

Iransj'onnatiou

.

Je supposerai, et général, pour simplilier, que la transformation est ana-

lytique; mais cela n'a rien d'essentiel.

On pourrait être tenté d'essayer une dénionsliation dans la voie suivante.

Il suffira de l'expliquer dans le cas simple où j\x^ y) = i . Alors X et Y, consi-

dérés comme fonctions de x et j', doi\ent satisfaire à l'équation aux dérivées

partielles

dX (A' _ ^ (>V _
()x dy dy àx '

c'est-à-dire que

rfZ = (X — x) dy — dX(Y —y)

est une différentielle exacte.

On voit sans peine que Z est une fonction uniforme de x et y, périodique

par rapport à y; elle doit avoir un maximum et un minimum qui ne peuvent

être atteints sur les circonférences extrêmes. Si donc x et y étaient fonctions

uniformes de X et de )% le maximum ne jioMiraii (Mre atteint que pour

X = x, Y=K

et 1 on pourrait ccjuclure qu il existe à l'inlérienr de la couronne lieux points

tels que X = a?, \ =yj c'est-à-dire deux points invariants. Mais il n'en est

pas toujours ainsi et le maximum pourrait encore avoir lieu pour des points

tels que

S=[<^-"-'v-.-f] = o,

et c'est ce qui fait que la démonstration n'est applicable qu'aux transformations

infinitésimales.

Le théorème peut être présenté sous une autre forme, tout à fait équivalente,

mais en quelque sorte inverse de la préc('denle. Imaginons que la transforma-
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lion T remplisse toujours la itreiiiièrc condilioii énoncée plus Imut, mais non

pas la seconde, en revanclic elle satisfera à une

Troisièini' rnnd/'/ion. - Il n'c.visir pas dans ton le ht couronne de point

in\iiriiin/

.

Je dis ijiie s'il en es/ ai/isi. la tnmsfonniilinn T ne saurait sallsl'uire à la

SKCOMiK CONDITION, c'csl-à-il iic //K.vAvv/c/' un iiisni inul ini < L;}'al posit if

.

Il est clair (|ue les deux éiionees soûl cquivalenls ; si toiilr tianslurnialion

(jui satisfait aux couditicuis I cl \\, lu' >aui"iil satisfaire à la coiulilion 2, toute

Iransioiinatidii ipii salislera aux conditions I l'I 2 ne pourra satisfaire à la

condition 3; elle aura donc au moins un point invariant et, par conséquent,

elle en aura au moins deux, puisque VAnalysis situs (et, en particulier, le

théor^nie de Kronccker) nous montre immédiatement qu'elle doit en avoir un

nomhre pair.

Pour laire vi)ir maintenant (pie la seconde condition ne peut (^Ire remplie

quand la première et la troisième le sont, je clierclierai à montrer cpie l'on peut

construire un contour fermé C jouissant des propriétés suivantes : i" 11 entoure

la circonférence extrême intérieure x^h, de sorte que, quand on en fait le

tour, y varie de o à 27r; a" 11 ne coupe pas son transformé C, de telle façon

<pi il lui esl, (lu tout entier iiiléiieur, nu tout entier extérieur. S'il en est ainsi,

laire annulaire comprise cnlre (', et x ^= h a pour transformée l'aire comprise

entre C et x := 6.

Or. l'une de ces aires esl une partie de l'autre. Si, par exemple, C est tout

entier extérieur à C, l'aire comprise entre C et x^h se compose de l'aire

comprise entre C et C, plus l'aire comprise entre C et ar = b. Il n'est donc pas

possible que la tiansloriualion conserve les aires; elle lU' peut pas non plus

admettre d'invariant intégral positif.

Dans les tentatives de dchnonstration qui \ont suivre, je prendrai ordinaire-

ment le tliéorème sous sa seconde forme; j'envisagerai donc les transformations

qui satisfont aux conditions 1 et 3; j'en ferai une classification et, pour chaque

classe, je chercherai à former le contour C défini plus haut. Au contraire, dans

les applications il sera plus coiuiinidc diililixT h' I li(h)rèiiie sous sa première

forme.

§.'5. Applications du théorème.

Si le théorème pouvail élre ('•laiili, Il ((impiiileiail plusieurs généralisations

immédiates.
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Imaginons, en effet, d'abord (juc la ciicont'érence extrême intérieure a? = 6

vienne à se réduire à un point, noire luuronne rirculaire se réduira à un cercle.

.Si alors sur la circonférence extérieure a? = «, mi a loujours Y > y, et dans

le voisinage du ccnlre \ <Z y ou inverscuieal ; si, de |)lus, la transtoruialiim

admel un invariani intégral, il y aura à 1 inléricui- du cercle au moins deux

|)oinl.s luallcics |)ar la lrnu-,(oruialion. Daulrc jiarl, nous pousons appliquer

les mêmes principes à une puissance (piclr()ui[ur \" de la liauslormalion T.

Vojons mainlenanl commeni cola pciil cire iippliipic aux proLlèmes de

Dynamique où il y a deux degrés de liiicrlc. l'uiir simplilier IV'xposition,

j'envisagerai parliculièremenl le plus >iinpl(' de ces pinMèmes, celui des lignes

géodésiques d'une surlace ciuncxc. .l'iii écrit sur ce sujet un Mémoire (*).

Il nous faut d'abord trouver une repr('sentalion géomélrifpu' convenable pour

notre objet; définissons ce (pie muis appellerons un l'irinctil] et cherchons à

faire correspondre à un chacun de ces éléments un point de l'espace. Un élé-

ment, ce sera l'ensemble d'une géodésicpie et d'un puint de cette géodésique;

une même courbe géodésique devra être regardée comme deux géodésiques

distinctes suivant (pi'elle sera parcourue dans uns(Misou dans laiitit'. A. chaque

élément correspond un trièdre défini comme il suit : nous aurons d'abord la

normale à la surface au point considéré, normale menée du côté extérieur; en

second lieu la tangente à la géodésique, dans le sens où cotle géodésique doit

être parcourue; enfin une perpendiculaire à ces doux droites menée aussi dans

un sens déterminé; nous transporterons ensuite par translation ce trièdre tri-

rectangle de façon que son sommet \ienne à l'origine. A tout trièdre trirec-

tangle ayant son sommet à l'origine correspond ainsi un l'irinent et un seul; et

d'abord la surface étant convexe, il n'y a que deux points où le plan tangent

soit perpendiculaire à la pi-emière arête du trièdre; il n'y a qu'un de ces points

où la normale extérieure soit parallèle à cette arête et de même sens.

En seconil lieu, par ce point passe une gi'odésique et une seule dont la tan-

gente soit parallèle à la seconde arête ilii trièdre; le sens dans lequel cette géo-

désicpie est parcourue est également défini.

Cela posé, chaque trièdn' sera défini par le (pialeiuion :

À, i-i, V, p ( À- -+- <j.- -+- -r- -+- 9- = i),

(111 i déliiiil la rolali(Ui nécessaire pour iimeiier le liièdre d'une position initiale,

(') Sur les lignes géométriques des surfaces convexes { Trans. Amer. Miitli. .Sor., l. G,

i)o5, p. l'i~-2^^|). Voir ce lnnie, p. 38.
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délerminée une fois pour loules, à la position iictuelle. Alors le demi-angle de

colle relation a pour cosinus X el pour sinus ^p.'-+ v'-+ p-; cl l'axe de rotation

a ses cosinus directeurs propt)rlionnels à p., v, p.

Nous remarquerons toutefois que les deux qnaternions : 1, p., v, p et — X,

— p.,
— V, — p représentent la nu^nu' i-otation el, par conséquent, le mônu'

Irièdrc et le môme clément.

Nous poserons ensuite

Ç- -4- -ri- -)- ^- I -H Ç- + ï,--^ + Ç-

iH- 1- + 7)- + ;- ' I -+- $" -h T,ï + ^-^

et nous représenterons notre élément par le point de l'espace dont les coordon-

nées rectangulaires sont ^, yj, Ç. A tout point de l'espace correspond un élément

et un seul; à tout élément correspondent deux points de l'espace, que l'on peut

déduire l'un de l'autre par une inversion ayant jjour pôle l'origine et pour

puissance — i

.

Une géodésique formée par une infinité de pareils éléments, sera représentée

dans cet espace par une courbe. Par chaque point de cet espace passe une de

ces courbes et une seule, et le sens dans lequel cette courbe doit être parcourue

est également déterminé. Je les appellerai les courbes G.

Dans le cas de la sphère, les géodésiques sont les grands cercles, et les

courbes C fuiincnl une famille dt; cercles, dont les plans passent par l'origine

cl qui ont pciui' puissance — i pai' rapjtorl à cette origine. Deux de ces

cercles C ne peuvent se rencontrer, el ils s^entrelacent toujours. Dans le cas

général, à toute solution périodique du problème, c'est-à-dire à toute géodé-

sique fermée, correspondra une courbe G fermée.

.le prendrai comme second exemple le cas particulier du problème des trois

corps connu sous le nom da problème restreint. Nous rapporterons le système

des trois corps à des axes tournants, ainsi qu'on le fait d'ordinaire, et nous

écrirons l'intégrale de Jacobi (ou intégrale des forces vives dans le mouvement

relatif) sous la forme

c étant une constante et J une fonction de nos (juatre variables, qui sont : x et

y coordonnées du corps troublé; x' el y' composantes de sa vitesse. Si c est

considérée comme une constante donnée, trois seulement de ces variables sont

indépendantes.
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Nous pourrons ('crire

J = —h H,

H ne dépendant que de x cl da y. Dans ces conditions, on aura

H <c.

Cette inégalité d(''rinil une ri'yion du plan et dans certains cas, auxquels nous

nous restreindrons, cette région (3 est limitée par une courlje fermée a; en

chaque point de la région |3, la vitesse est déterminée en grandeur par l'équa-

tion de Jacobi; mais sa direction reste arbitraire; en chaque point de la

courbe a, cette vitesse est nulle, de sorte que sa direction importe peu. Donc,

à chaque point de [3 correspondront une infinité (W/lrme/i/s, à chaque point

de a un seul élément; c'est ce qui imus a cDiidiiit à la représentation géomé-

trique suivante :

Nous pouvons faire correspondre point par point à l'aire |3 l'intérieur d'un

cercle (3', et à la courbe a sa circonférence a'. Cela posé, imaginons un cercle y

dont le plan soit perpendiculaire à celui du cercle (3' et dont la puissance par

rapport au centre de P' soit le carré du rayon de (3'; il coupera le plan de (3' en

deux points, l'un intérieur, l'autre extérieur à la circonférenci; et; soit M le

premier de ces points et x, y le point correspondant de l'aire |3. Nous repré-

"senlerons alors les divers /'/riiic/i/s par un point de l'espace de la façon sui-

vante : Quand le point représentatif décrira le cercle y, x (il y con^ei\eront

des valeurs constantes, celles qui correspondent au point M; et l'angle arc tg"—

;

qui définit la direction de lu \ilesse variera de o à 27r. A chacpie point de (3

correspondent donc ainsi une infinité d'éléments représentés par les divers

points d'un cercle y. Quand le point M est sur a' et, par consécjuent, le point

correspondant sur a, le cercle y se réduit à un point et c'est en elTet ce qui

convient, puisqu'à tout point de a correspond un seul élément.

A tout ('lément correspond donc un point de l'espace et un S(;ul, et inver-

sement.

Une trajectoire sera représentée par une courbe gauche C, et par chaque

point de l'espace passe une de ces courbes et une seule. Le sens dans lequel

cette courbe doit être parcourue est également déterminé. Les courbes C

fermées représentent les solutions périodiques.

Imaginons maintenant, dans l'un des deux exemples précédents, une

H. P. — VI. 64
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courlx' Co tcrnu'C n'iircsonliiiil une sululiim |iciiiKli(]iie, et uni' aire A limitée

par ci'tli' courlu'.

JNous .supi>osi'iiiii> (|ii(' ((ilc aire A csl Miiiplciiicnl coimcxc cl iiu se recoupe

pas i'll('-in(''iiie, el (le plus (|uV'lle osl s(nis ((intact, c't^st-à-dire qu'en aucun

iminl lie celle aire, une ciiurlie (
' ni' \ieul loucliei' la surlace couihe ilonl celle

aile lail parlie.

Soil alors I* un point (pielconipie de A; par ce point passe une courbe C et

une seule; sui\oiis ei'lle courlje jusqu'à ce tprelle lenconlre de nouveau A

en P'; le point 1" pourra s'appeler le ((>/is(-(jii('/it de 1'; la Iransfornialion T

(Hii lail passer d'un point à son consecpLenI esl une Iranslornialion poncluelle

de l'aire A en elle-inènu'. Il importe de remarcjuer (pie le point 1" varie d'une

nKini("'re continue quand I' \arie d'une manière continue. En ellel, on pounait

concevoir (pie la \arialioii esl dlsconiinue dans l'une des circonstances sui-

vantes :

i" Si, envisageant les points successifs P, P', P", P'", ... d'intersection de C

avec A, on voyait à un certain moment P' et P" se confondre puis devenir ima-

ginaires, de façon qu'à partir de ce moment le premier point d'intersection

de C avec A fût I"" el non j.lusP';

a" Si, an contraire, à un certain luonienl deux points nouveaux d'inleisec-

lion Pi et P.j apparussent de telle sorte que la première intersection de G

avec A lut désormais Pi et non plus P';

3" Si à un moment donné P' venait à sortir de l'aire A et que la première

intersection fût dc^-sormais P" el non plus P'; ou inversement si un nouveau

point d'inlerseetion l'i \('iiail à entrer dans l'aire A et à s'intercaler entre P

el P'.

Ici aucune de ces circonstances ne pouira se présenter, les deux premières

i)arc(! (pie la courbe C ne [)eut devenir lanti,enle à A (pii est sans contact ; la

troisième parce (pie par un point de Co, c'est-à-dire de la courlie ipii limite A,

ne |>eiil jamais [lasser une courbe (1 autre fpie Co.

.Si le point P se confond avec son premier consé(pieut 1*', (Ui avec un quel-

conque de ses conséquents successifs, la courbii C est fermée et la solution

périodi(pic. Observons, de plus, (|ue la trausformation T admet un in\arianl

intégral positif d après des principes (pie )"ai exposes ailleurs (-).

(- ) Les méthodes nouvettes de ta Mécanique céteste : Tome I ((Sjai, Sululioits périodiques

Non-existence des intégrales uniformes. Solutions iisymplotiques ; Tome It (1893), Méthodes
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Nous devons maintenant faire intervenir la notion des exposants caractéris-

tiques et de la stabilité des solutions périodiques. On sait que toute solution

périodique admet deux exposants caractéristiques égaux et de signe contraire

[loc. cit. ('-), t. I, chap. IV; loc. cit. ('),p- 6i]. Si la solution périodique est

stable, ces deux exposants sont imaginaires conjugués.

Dans ce cas, nous pouri'ous inlnuliilrc lu iioliou di' rarguiiicnl rédiiil ï/oc.

cit. ('), p. 62; /oc. cit. {-}, l. III, u" !5i7| cl ri'lii' des loyers cinétiques, qui

nous fera connaître de quelle manière varie le point P' quand le point P est

très voisin de la courbe limite Co. Qu'est-ce, en eilet, qu'un fov'r cinétique?

Considérons une courbe Ci, très peu différente de Co, représentant une trajec-

toire ou une géodésique très peu différente de celle que représente Co.

.Soient (i(, et Gj les deux géodésiques et les deux tnijccloiics représentées

respectivement par Co el Ci.

Pour écrire l'équation de la courbe Ci, nous prendrons un système parti-

culier de coordonnées u, r, u', de telle façon : 1" que les coordonnées d'un

point de la trajectoire ou de la géodésique envisagées dépendent seulement

de II el lie e, tandis que la direction de la langeute dépend à la lois de u, e

l't IV ;
2" que les équations de la courbe Co soient e ^ iv = o et que u varie

depuis o jusqu'à 271 quand on fail le lour de la courbe fermée Co. Dans ces

conditions, on verra [loc. cit. ('), [-)] que si la courbe Co correspond à une

trajectoire stable, les équations de la courbe Ci très peu différente de Co

pourront s'écrire

a
= psin(6 + A), - = pi sin(0 -(- A) -h p2 cos(0 -)- A),

où a el h sont des C(uistantes d'inlégraliou, la première très petite; p, pi, p., des

fonctions périodiques de m; 9 une fonction de ;/, toujours croissante, et dont

la dérivée est périodif[ue. On pourra écrire

U = 2 ;< + cp ( K ),

<P(m) étant périodirpie; el alors ix repn'-sentera ce qu'on appelle l'exposant

caractéristique.

On obtiendra les [loinls d lulersectiou île Ci a\ec Go en écrivant que

e s'annule, ce (pu donne
+ /i = K;r,

de NeiyromO, Gytdén, Lindsledl et Bolitin: Tome II! el dernier (iSyj), Invariants intégraux.

Solutions périodiques du deuxième genre. Solutions doublement asymptotiijaes, Paris,

Gautliier-\ illars.
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K iMant un ciilitT. Si M est un poiiil (rintciscrlion do Go avec Gi, et M' lo

point d'inU'i-soction suivant, M' s'appelle le premier f'ojer cinélique de M, et

alors si et 0' sont l(>s valeur-s correspondanles de 0, on aura

0'— = :x.

Lerixons niainlcnanl r('(pKilion de notre aire A sous la forme

F{ii, V, w) = o;

si nous di'veloppons le premier membre suivant les puissances de v et de iv, le

ternie de degré zéro si'ra nul, puisque l'aire A passe par la courbe Co ; nous

pouvons négliger les termes d'ortirc supérieur au premier puisque nous ne

devons donner à r et à iv ipie des Naleiirs 1res petites, et il restera

ffv -h ffiw = o,

g" et i'i étant des fonctions périodiques de ;/. Si nous reuqjlaçons c et iv par

leurs valeurs, il \iendia

p siii(6 -t- /i ) -*-^i cos(U -t- /() = o,

// et/»i «'tant de nouvelles fonctions périodiques de u. Si nous posons

/. sera une fonction de u dont la dériv(''e sera périodique et qui ne pourra

ddliTcr d'une fonction ])ériodique de u (pic jiar un multiple de u, que

j'appelle /nu ; notre (''ipialion deviendra aluis

sin(0 -(- À + /i) = o.

On obtiendra donc 1«ïs points d'intersection successifs de C, avec A, en

écrivant que ce sinus s'annule; l'argument du sinus doit être un multiple di; 7t;

mais on doit observer que l'aire A est limt'lw par ('.(, et ne s'étend pas au delà

«le cette courbe; les uiultqdi's piiirs c()nvi«'nnent donc seuls, et l'on doit écrire

fi -i- A -t- h = i k %

.

Si alois P et P' sont deux points d'Intersection consécutifs, et si 0, 1 et 0'

/.' sont les valeurs correspondanles de et di' /., on auia

(8'+ À') — (0 -+-/.) = 27:.

Il nnp(jite de remarquer que -|- /, est une louclion c«)nstamment croissante

de «; en eflel, poui' « et ii' tiès petits, on peut ('crire

F((/, c, w ) = H ^iii(() -h '/. +- h),
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OÙ R = y//> '-'+ />', est une fonction périodique de u. On obtiendra alors les

intersections de Ci avec A, en écrivant que F est nul, et les contacts de Ci

avec A en écrivant

F = F'=o,

F' étant la dérivée de F par rapport à m; cela donne

F = R sin(0 + X -I- A) = o,

F'= R' sin(fi -I- X -H /)) -4- R(0'-i- X') cos(0 -+- ), -t- A) = o.

Si l'on avait 0'+ X'= o, on pourrait prendre li =— — 1 et les conditions

seraient remplies. Or cela est impossible, parce que l'aire A est supposée sans

contact. La dérivée de + X ne peut donc s'annuler et + X varie toujours

dans le même sens : on peut toujours s'arranf^er pour que ce soit en croissant.

fi 1 \

La fonction peut s'appeler Vargument réduit^ en généralisant un peu

celte notion. La quantité a + ni ne diffère de a que par l'entier

X ( i< -t- 2 71 ) — X ( M )m = -^— )2-

qui se trouve être nul dans les deux exemples choisis. L'argument réduit aug-

mente de 271 quand on fait le tour de Co et comme c'est une fonction croissante

de ?/, il peut servir à définir la position d'un point sur Co; lorsque P est très

voisin de Co, l'argumenl réduit de I' et celui de son transformé P' diffèrent

I
2X

de
a -I- m
Cela posé, nous pouvons assimiler l'aire A à l'aire d'un cercle au point de

vue de VAnalysis sitiis. Nous pouvons donc définir la position d'un point de

cette aire par un système de coordonnées x q\. y analogues aux coordonnées

polaires, de telle façon que l'équation de la courbe Co soit

et que, sur cette courbe, y soit égal à l'argument réduit. Notre transforma-

tion T conserve donc la courbe a; ^ a et elle est telle que l'on ait

2K
1 — y = = consl.^ a + m

Le théorème de Kronecker nous jenseigne alors qu'il j a, à l'intérieur de A,

un nombre impair de points inaltérés par la transformation; à chacun de ses

points correspond une trajectoire périodique; une au moins de ces trajectoires

est stable.
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Soil Po II" poiiil coiTOspoiidanl ; nuus pouvons cliDlsir- mitre sysl(''mc (1(

coonlonm't's ilc Imçou (jno ce poiiil corrosponrlp an pôli!

r>ii Iransforinalion T conserve alors non seulemenl la eiiconférence a? ^ «,

mais aussi la cirroiifi'reiir(" e\lr(^me inli''rletiio .r = o (jiii se trouve réfluile à

un point.

Soit C'„ la courbe (î feruK'e qui jiasse eu P,, ; iiilroduisoiis un système de

coordonnées //', e', iv' (jul soit à ty„ ce (pie le sjstôme ?/, e, ir est à C,,. Nous

supposerons, de plus, ijue dans ce sysir-me l'équation cle \ soit »'=o; nous

pouvons le laire, mais à la condition de icuiuicer à la première liypollièse que

nous avions laite au sujet de //, r, iv [i\ savoir (nie le point de la géodési(nu' ou

de la lia|eeloire ne eliiiuf;(' pas, la direclion de la tangente variant seule, (piand

ou lail \ariein'. taudis (pie ii et r restent constants). A vrai dire, celte liypo-

llièse ne joue aucun r(')le (essentiel, et nous ne l'avons faite que pour faciliter

l'énoncé de la définition des foyers cini'îliques. Dans ces conditions, les équa-

tions d'une courbe C voisine de C'„ seront

—, = p siii(f) -I- /i ), —, = p'i siii(0'-i- /i') -I- p'., cop^O'-f- h )a a / r- \

el l'on aura

e'=[^«'+9'("').

<p' étant périodique; <(5 est l'exposant caractéristique, de sorte que, quand

f*' augmente de 2t:, 0' augmente de 2^1:. Nous pourrons ciioisir notre système

dp coordonnées x, y de telle sorte que l'on ait sensiblement dans le voisinage

de P„, c'est-à-dire pour x très petit

j = p siiij, -^ = Pi ^'",>' + p2 '^"'r-

en diiiiiiaiil iiii\ liiucliiuis p', p',
,

p', les \alciirs (pTelles preuiicul
|

r«'=(>.

Alors, (piand u' augmentera de :>.7:, c'est-à-dire quand ou passera du point P

au ])()inl 1", j' = 0'-|- A' augmentera de 2[37r, ou plut("il (car v n'i^st di'lerminé

(ju'à un multiple près de 27r) se changera en 27:((3 4- /t), n étant un entier; on

aura donc

Y-j = 2:u([l-Hn).

Il semble d'aitord (pie l'entier n soil arbitraire, tandis (pie /// ne l'i'tait pas;

mais si l'on parcourt l'aire A liuit entière, la dill'('renc(! Y

—

y devra varier

d une liiaiiière ( iiiiliiiiic, ce qui d<''leriiiiiie n

.
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Cela pose, envisageons la IransforniMllou T'', piiissnnco />''""' de T; celle

transformation conservera x^a eLa;=:n, vX elle, admcltra, cuinmi; T, un

invariant, intrgral positif, d'après les principes exposés dans mon livre

\^loc. cit. ('-)]; elle nous donnera, d'autre pari., sur x=a

•' a -t- m
Cl sur a: = o

Y — j' = 2 it y ( l'
-H « ).

Elle ne didérera pas ess('nti(!llemenl de celle (|u ou eu di'diiil eu cliau^eiiiil ^

en Y + 'i'/TT,
<J

él:iul un eulici-, puisipie ^ n'est dileiniini' (Ui'à un mulliple

près (le 'XT.. l'our cette nouvelle IrausioriualKUi, on aura sur jc ^ a

' \a -I- i

et sur x=^ o

Y— j- = 2;r|/)(fi+ 'O-f--/!-

A nuuns (pu'

(f-i + /l)(aH- w) =1,

on pourra trouver une iuliuili' de couples de nombres entiers p et q, tels rpu'

(7:f^ + '?)l^(''-^") + ^J<°'

c'esl-à-dif

ou

>_|>p+„

< - ^ < ;î -I- n.

Le théorème sera donc ajiplicalde, et il y aura au moins <leux points malléiés

par notre transformation. Ces deux points nous doiineroiil autant de solutions

périodiques.

C(uiime p et q peuvent prendre une inriiiiL('' de valeurs, cela nous lait une

infinité de solutions périodiques (ce (pii n'était (h'umuilré jusqu'ici que pour

de petites valeurs des masses).

Supposons que, pour certaines valeurs des données du [iroblème, on ait

construit les courbes Co et C',,, ainsi que l'aire A. Faisons varier maintenant

les données du problème. Co variera d'un(^ luanière continue; on pourra égale-

ment faire varier A d'une manière continue et en lui conservant ses propriétés

essentielles, eu parliculier celle d'èlre sans contact ; sous ce rapport on ne sera
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jaiiinis arrt^li' laiil (|iit' ('.„ existera. Oiiiic, tant ([iio Co l'I C'„ existeront, tout ce

que nous avons ilit Milisislera. Les solutions périodiques corrcspondanl au

couple d'entiers y. (/ ne pourront disparaître toutes qu'en se confondant

avec Co ou C'„, ce (pii arrive pour

— 2- = ——— OU a -h n.
p a -^ m

Gela nous donne des renseignements sur les rapports mutuels de ces solutions

périodiques et cela s'ajipliqueiail de même à l'étude des solutions p(''riodiques

du second genre.

J'entrevois aussi, mais d'une l'aeon heaucoiqi plus vague, que l'on jiourrait

se servir de cela pour montrer <pu' les solutions périodiques sont partout

denses.

Voyons ce qui arrive dans les deux exenqjles particuliers que nous avons

cités au début, et d'abord dans celui des géodésiques. Supposons que la surface

dilTère très peu d'une sphère; nous avons vu alors que les géodésiques fermées

sans point doulde [/oc. cit. ('), p. 5.5] correspcuidcnil aux uiaxima, minima et

inininiax d'une cerlaine quantité (pu n'es! autre (pie la longueur d'un « grand

cercle astronomique ».

Ces maxinia, etc., sont au nombre de l^n-\-^2, n étant entier; mais si l'on

ne considérait pas comme distinctes deux géodésiques, identiques d'ailleurs,

mais parcourues en sens contraire, cela ne nous donnerait ([u'uii nomlire

impair 2« + i de géodésiques; c'est ce que j'avais fait dans le Mémoire

cité (*). Ici, au contraire, deux géodésiques qui ne diffèrent que par le sens

du parcours nous donnent deux courbes C différentes. Le nombre des courbes C

fermées de cette catégorie est donc pair; toutes coupent A en un point, sauf Co

qui limite A; le nombre des courbes C qui coupent A est donc impair, ainsi

qu'il convient. On peut, si l'on veut, choisir C'j, de telle sorte que Co et C'„ cor-

respondent à deux géodésiques ne <lil]'ei:uit (pie [lar le sens du parcours.

Si la surface S se réduit à uni! sphc'i-e, la courbe C,, est une circonférence et

l'on peut prendre pour A l'aire plane limitée par cette circonféience.

Dans le cas du problème restreint, partons du cas où la masse troublante est

nulle; il y aura alors, pour le corps troublé, deux orbites circulaires compa-

tibles avec l'i^pialion de .Jacobi (voir plus haut). Ce sont ces deux orbites (jui

correspondront à Co et C'„.
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§ 1. Définitions et notations.

Après avoir expliqué le parti que l'on pourrait tirer du tliéorènie s'il était

vrai, je dois exposer les raisons qui nie portent à croire qu'il est vrai. Je pren-

drai alors le tlu'orème sous sa seconde forme; c'esl-à-dire que je supposerai

que \:\ I ransloi iiiMlion T ne laisse aucun point inaltéré et que je me proposerai

d'élalilir ipielie ne peut admelire d'inxarianl iiiléi;ral.

J'emploierai pour certaines raisons de commodité deux modes de représen-

tation : Tantôt je me servirai de la couronne circulaire elle-même, de sorte

que X et )' seront des coordonnées polaires; c'est ce que j'appellerai Ximage

circulaire. Tantôt je considérerai x et y comme des coordonnées rectangu-

laires, en supposant, contrairement à l'usui^e, l'axe des x vertical el l'axe des y
horizontal; c'est ce tpie j'appellerai Vimage rectifiée. Il est aisé de passer

d'une iiiia^'e à l'autre ; les courbes x = const. sont des circonférences sur l'une,

des horizontales sur l'autre; les courbes j'= const. sont des rayons vecteurs

sur l'une, des verticales sur l'autre.

Il importe toutefois de remarciuer (uià un [nunl de i'im.i'^e circulaire cor-

respondent une infinité de pdints de l'image rectifiée (x, y; x, y-i-zn;

a-, j + 47:; . . .).

Ou est ainsi amené à distinguer les courbes fermées au sens large el au

sens étroit, les premières sont fermées sur rimage circulaire et ne le sont pas

sur l'image rectifiée; les secondes le sont sur les deux images.

1-a Iransformation T sera toujours supjiosée I)iuiiivoque; le point M aura

pour coordonnées x et y et son transformé M' aura pour coordonnées X et \
;

son transformé par la transformation inverse T~' aura pour coordonnées (X)

el(Y).

Notre couronne circulaire est limitée par les deux circonférences extrêmes

a; = X = (f, X = \ = b,

la première extérieure, la seconde intérieure; toutes deux sont conservées par

la transformation.

Les courbes remarquables que nous aurons à envisager sont les suivantes :

1" Les circonférences (ou horizontales) a; = c;

2" Les courbes X = c dont les courbes x = c sont les transformées et qui

doivent être comme elles des courbes fermées au sens étroit;

3" Les courbes 'K = x, en regardant comme distinctes deux de ces courbes,

H. P. — VI. 65
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bien qiroUos aionl moiiu' cnuiitiuii, si l'on ne peut, piisscr de liuic à TMiiiru pîir

iiu trait continu satislaisant à cette ni6me équation;

4" Leurs Iranslorniécs (X) = x.

Si nous envisageons les trois courbes X = a?, X = c, x^=c, loul |miui ([ni

appartient à deux d'entre elles appartient à la troisième, (;t si deux (l'ciilrr elles

s'y touchent, la troisième les louche également.

Sur une courbe X = a;, il ne peut y avoir de poini m'i ^ ~ }", ear ce [xiiiu,

(PU l'on aurait \=:X, \ =^y, sérail nu pi>inl undlere p:ir T, cl nous avons

supposé qu'd n'y eu avait pas. Donc V —y conserve le môme signe loul le

long d'une même courbe X ;= x, ce qui m'amène à distinguer deux sortes de

courbes \ = x; les courbes positives el /K'gatives, suivant que Y —y est lui-

même posilil ou négatil. Par hypothèse ^ —y est toujours positif sur lune des

circonférences extrêmes, et négatif sni l'autre. Toutes les courbes X = .7- (pii

aboutissent à FLine de ces circonférences soûl donc posili\es, loules celles ([ni

aboutissent à l'autre sont négatives et aucune courbe X = x iw [leul aller d'une

circonférence à l'autre.

Les courbes X = a? se répartissent donc en trois catégories :

i" Les courbes ouvertes dont les deux extrémités sont siii' une même circon-

férence extrême
;

2" Les courbes fermées au sens large
;

3° Les courbes fermées au sens étroit.

Nous ne restreignons pas essentiellement la généralité en supposant (ju'au-

cune de ces courbes ne présente de point double.

Considérons l'image rectifiée, et sur cette image les points où la tangente à

une courbe X = a;esl horizontale; ces points s'appelleront y'o/iJi' ou io/«m''/.s-

suivant que l'altitude (mesurée par la coordonnée x) y est maximum nu

minimum. La partie d'une courbe X =; a; comprise entre un fond et un sommet

consécutifs, et sur laquelle, par conséquent, ne se trouve ni un autre fond, ni

un autre sommet, s'appellera une branche de la courbe X = a? et j'emploierai

toujours le mot branche dans ce sens spécial.

Si M un |)oiut de X ^a?; son transformé M' auia m("'MU' alliinde (c'est |)ré-

cisément ce qu'exprime l'équation \ ^= x) et il se Iriiuvera sur la trans-

formée (X) = X, d'où les conséquences suivantes : 1

" hnii loud on loni somuiei

de X := a; aura pour transformé un f(uid on nu soniniel de (\j = a; ayani
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même altitude; toute l)ranclio de X = 5; parcourue, par exemple, en nionlnul,

aura pour transi'ormée une branche de (X) = x parcourue en monlnnl.

Si une branche X = a? est positive, sa transformée (X) ^ a; ne pourra la

coiipcr et sera toul eulière à sa droite (toujours sur l'image reclifiée); elle

pourra aussi èlre dile |)0silive; elle serait au contraire loul enlière à gauche si

la courbe X = .r était négative.

§ 5. Intersection de deux courbes fermées.

Considérons la circont'érence x ^= c et sa transformée inverse \ = c. (pii e>l

aussi une couriie fermée au sens lar;j;i'; c((s deux courlies admettront sur l'image

circulair(^ un nombre pair ni de points d"inl<Msecliou, mais ces points seront

représentés par un nombre inlini de points sur l'image rectifiée. Commençons

par numéroter ces points d'intersection en suivant la couri)e X = c dans le

sens d(!s Y croissants. Si nous parcourons ensuite x = c dans le sens des y
croissants, nous rencontrerons tous ces points d'intersection, mais en général

dans un ordre différent; dans le cas où ils se succf-dent précisément dans

l'ordre de leur numérotage, nous dirons (pie la distribution est normale.

Nous avons du fpie le nombre/» ties points d'intersection réellement distincts

est loujoui-s pan-; en parcourant x=^c, depuis )' = jn jusqu'à >• =j-„ + 27r,

nous rencontrerons successivement les points numérotés

(l) 31,, a», ..., y.,,,.

La suite (1) définit le mode de (listriliulion îles jioints frintersection ; elle peu

évidemment être remplacée par la suivante :

tpii sont les numéros des points que ion rencontrerait en |iaicourant x=c
depuis j-:=j'o+27r jusqu'à )=:jo+4^- Si la distribution est normale, l(;s

nombres de la suite (1) sont ni entiers consécutifs. Dans tous les cas, ces

nombres seront alternativement pairs et impairs.

Un arc de X^c, compris entre deux de ces points d'intersection, sera dit

('Irnienlaive si, avant d'ailleurs ses deux extrémités sur a: = <? il ne coupe pas

X^^e. Les arcs élémentaires seront e.i Irrieurs ou inlciteurs suivant que sur

l'image circulaire ils seront à l'extérieur ou à l'intérieur de la circonférence x=c.

On peut supposer que les deux exliéinités (/'un arc élénienlaire extérieur
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soient toujours nu nirioicex 2 11 — i et m. cl ijne cfllcs iVnw nrc (''U'iiicnlain'

intérii'ur soicnl loujours nuniérolécs 2« el 2/; -(- i

.

Lhi arc élémeiitairo est direct si son oxlréniiU' de imiiuTd le plus élevé csl

sur riniage reciKit'c à flroiic de l'aiilro cxlirinilc. il vsl inverse dans le cas

contraire; en li'aiili-es h'rnies, si l'arc est direct, \ et )' \arienl dans le niènu'

sens imi.ukI ou passe d une exln'niilé à l'antre.

La conrlie \ = c transformée inverse d'une courber ^c sans point double,

n'a pas non plus de jioini doulde. Il en résulte que deux de ses arcs éléuu'nlaires

ne peuvent se coupei-; ce (pii peut s't'xprinier de la façon suivante : si A, li

el C, D sont les exlr(Mnités de deux arcs élémentaires extérieurs (ou de deux

arcs éléineulaires intérieurs), les deux segments AB et Cl) (pris sur l'Iiorizon-

Uile j: = fdans rima;;e rectifiée) ne pi'uvenl cltevmulii'r l'un sur l'autre,

c'est-à-dire que C et D sont tons deux intérieurs, ou Ions deux extérieurs à

l'intervalle AB.

Cette condition peut encore s'énoncer d'une autre manière. Considérons la

suite (i) et complétons-la en j adjoignant le nombre a, + m de façon à consti-

tuer une sorte de cycle fermé (je rappelle, en effet, que les points numérotés ai

et «|-f- ni sont identiques, sinon l'image rectifiée, du moins sur l'image circu-

laire). Dans la suite ainsi complétée, je puis distinguer — couples de deux

noiulires consécutifs, dtint le premier soit iuqjair el le second pair. Il laul alors

que. si l'on envisage deux (pielconques de ces couples, les deux nombres de

l'un des couples soient tous deux compris entre les deux noud)r(!s de l'autre

ou n'y soient compris ni l'un ni Vautre. (Un de ces couples ne peut pas, par

exemple, ôlre i4 et l'autre 02). Il existe également dans notre suite — couples

de deux nombres consécutifs dont le premier est pair et le second impair. La

même condition doit encore être remplie pour deux quelconques de ces

couples.

\ (lilà donc deux énoncés de la eondillon necessali-e el suffisante pour <pie la

suite (\) soit jinssihle. Ces deux énoncés sont éipiivalenls, ils s'appliquent

d'ailleurs à l'intersection de deu\ courbes fermées quelconques sans point

double. Dans le premier énoncé, on considère les deux courbes fermées (au

sens large) X =c et x = c, et l'on suppose X = c décomposée en arcs élé-

mentaires; dans le second, on intervertit les rôles des deux courbes et c'est

a" = c qui' Ion décompose en arcs élémentaires.

Considérons drux arcs idi'meiilaires extérieurs AB et CD. Si les deux
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extrémités C el D sont comprises sur le segment AB do l'horizonlalo x =^ c sur

l'image rectifiée, de façon que l'arc CD soit tout à fait compris dans l'aire

limitée par l'arc AB el par sa corde, nous dirons que CD est recouvert par AB.

La même définition s'appliquera naturellement aux arcs intérieurs.

Un arc ('lémeulaire sera dit jirhnaire s'il n'est recouvert par aucun autre et

ultime >^\\ n'en recouvre aucun autre. L'arc (ÎD sevix iitunédiatement recouvert

par AB, s'il n'existe aucun arc élémentaire ipii recouvre CD el soit recouvert

par AB.

Kifi

De ces définitions, on déduit facilement les propositions suivantes :

i" Si deux arcs se recouvrent iuiuK-dialeuieul, l'un est direct et l'autre

inverse.

9," Tout arc primaire est direct.

3" Si la distribution est normale, tous les arcs sont à la fois ])rimaires et

ultimes.

4" Prolongeons indéfiniment la suite (i), en y adjoignant celles que l'on en

déduit en changeant «,- en ai-+-k/ii, où k est un entier positif ou négatif; ou, ce

Cjui revient au même, formons celle suite (i) prolongée en écrivant les numéros

de tous les points que nous rencontrerons successivement en parrouiaat

riiorizoulale JT = f depuis ) =;— ao jusqu'à }' = + oo

Si dans celle suite prolongée nous cousitléruns les numéros qui corres-
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iHnuli'iil ;iii\ cxln'iuilcs dos iircs |Jiiiiiinn'S oxlrriciirs, ces numéros so suivioiil

daus l'orilrc iiiiiiui'i(|iic croissant.

.)" La (lillci'ciicc lies numi'ros tics deux exlrcuiilés d'un aie |iiiiMaiii' (cl

à loriiori d un .irc i|uclci)ni|uc ) csl au jUus (''s;ale à m— i.

I.c ra/ii; d un [lonil d lulcrsccliou sera, pai- dclinilion. la place (ju'occupe

son nuuu'i'o daus la suite ( i ). Ce (|ui caraclt'rise un are ultinu^, c'est que les

rangs de ses deux exirémités sont C(>usé<'ulits, ainsi que leurs numéros. Ce qui

caraclérise la ilistrihulitui ucuinale, c'est que les rangs se suivent dans le môme

ordre que les nunu'ros, et que l'on peut toujours s'arranger pour que le rang

d'un point -nil égal à son numéro.

Ou se rendra uiicux ciuuple de ce (jui précède en se reportant à la figure i;

sur celle ligner (ui s'est servi de l'image circulaire; les deux circonférences

cxlrriiies x = a el J' = 6 sont représenlées en Irait plein
; il en est de même de

la ((lurhe \ = r- ; (pniul à la circonfV'rence ./ = c, elle est en Irait pointillé; on

voit que les arcs élémentaires extérieurs sont la, 34, 56 et yS, el les arcs

élémentaires intérieurs 33, /p- 6- et Si ; les arcs iz, ^8, 67, 23 sont primaires,

les arcs 34, ~^. 4'''' ^^ soûl ulliiues. 34 est recou\erl par ^(j, et .j(> par la.

§6. Numérotage des branches.

CousidéiiuiN ^in l'iniiige recliiii'i' les dilléreules branclics \ ^^ a ;
taisons

corresjxjndi'c à eluque lu-an(die
I A) un nuuii>re //(A), en nous assujettissanl a

l:i ciindilion suivaule :

Si une liori/unlale x = c coupe i\c\\y^ Lrunclies (A) et (B), et que son inter-

section avec (Aj soit eà gauche de son intersection avec (B), on devra avoir

/((A)<«(B).

Il esl :ii>e de \eriiier qne celle II \ pi il hèse n'inqilicjue aucune contradiclion

el (|u'll esl pos-..iiile de choisir les lunidn-es 11 ( \) de façon à salistaire à la lois à

luules ces inégaliles. Le noudire in \.) s'appellera le rctiii: de la liianche (A).

Un peut choisir ces nciniliics de façon (ju'ils représenteni Ion le la série des

nomhres entiers depuis — ce jusqu'à + «J et cela sans Lacuiw; car s'il existait

des lacunes, il suffirait poui- les com!)ler de faire « serrer les rangs ».

Sur l'image reclifiéc, le unnilire des liraïuduis est infini el les rangs se

siiccèdenl depuis — ce jusqu'à +00; mais ces branches ne correspondent (ju'à

iiu uoiiiliie fini de lirunehe-, sur l'Image cii-cnlalre, pnis(jirà loiil point de
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l'image circulaire coiTespoiident une infinité de points de l'image rectifiée. Il

suffira donc de représenter la portion de l'image rectifiée comprise entre y^Vo
et y =zya+ 2t: et ne contenant qu'un nombre fini de branches, puisque

l'image rectifiée se reproduit périodiquement quand y augmente de 2 7î.

On définirait de la même façon les rangs des branches (X) r= x. Le numéro

d'une branche X = a? sera le rang de la branche (X) = x qui en est la trans-

formée; le numéro d'une branche (X) = x sera le rang de la branche X =: a?

qui en est la transformée inverse.

Il est aisé de se rendre compte des relations de ce numérotage des branches

X = a? avec le numérotage des intersections de X =; c et de x^c étudié au

paragraphe précédent.

Considérons la circonférence x = r représentée sur noire image rectifiée par

une horizontale; ses intersections avec X -.^ c seront sur une branche X :^ 37.

L'horizontale a? ;= c ne rcnconlrera pas toutes les branches X = jt, mais

tous ses points d'intersection avec lune de ces branches seront sur X^c; les

numéros et les rangs de ses points d'intersection avec X = c se succéderont

dans le même ordre que les numéros et les rangs des branches X = x corres-

pondantes. Mais, tandis que la suite des numéros (ou celle des rangs) des

points d'intersection X = c et x ^ c ne présente pas de lacune, la suite des

numéros (ou celle des rangs) des branches X = a? correspondantes en pourra

présenter, puisque x = c ne coupe pas toutes les branches. Pour passer de la

seconde suite à la première, il suffira donc de « serrer les rangs ». Il importe

de remarquer qu'en « serrant les rangs » on n'altérera pas la parité des numéros

(pas plus que celle des rangs).

Nous conviendrons de dire que les numéros (ou les rangs) de deux branches

sont consécutifs au nncau d'une horizontale x^c donnée, si celle horizon-

tale ne coupe aucune brandie dont les numéros (ou les rangs) soient compris

entre ceux de ces deux branches.

D'après toutes ces conventions, le numéro d'une branche X = ^, son rang

et le numéro du point correspondant d'intersection entre X =c et a; =c seront

toujours de môme parité.

Les courbes X = .z' partagent la couronne circulaire {on son image rectifiée)

en régions; on a X > a? dans les unes et X << a; dans les autres. Il résulte des

conventions de ce paragrapiie et de celles du paragraphe précédent, que les

régions X > x sont bornées à gauche par des branches de numéro pair et
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à droite par dcx branches de niuiirro ini/mn-. ('.'csl le rniili'airo puni- les

régions X •< ,/.

Consiiléroiis un loiul (^mi un MHiiiiirl ) dû Niciuiciil se liiccdidoi' cJ<'ux

branclii's: soiciil Xa cl p,, li' luiiiiérd cl le imiii; de cidlc do gaticlic; 3!i el (3i le

numéro l'I le laiig de ccllt' de dioilc; \r<. dcn\ iiinni'ros Xo l'I «i, de uiôiiii' (juc

les deux rangs {3o el 3i dcvronl Olrc co/isreii/ifs du niveau de re fond (ou de

ce sommet). Nou'- dirtms ([iic ce lniid i
ou ce; suinmcO est impair si z,, est

impair, el /)«/'/• si «„ est pair.

Kous dirons que le fond (ou le souuuel) est direct si a,, <; «i et inverse

si «o> 0(1.

§7. Régions interdites.

Considérons sur l'Image rectifii'e les deux courbes a: = r et X^r, el les

diverses régions qu'elles délerminenl. ÎVous distinguerons les régions permises

où le signe de X— c est le môme que le signe x— c, et les régions interdites

où. ces deux signes sont différents el où, par conséquent, les rourhes X ^ a? ne

peuvent pénétrer. La région coiu[)rise entre un arc éléineutaire IIK de X ^ c,

et les arcs qu'il recouvre immédiatement (au sen^ du paragraphe M ) est permise

si HK est inverse, et interdite si HK est direct.

Cela posé, soit S un sommet quelconque d'une courbe \.^^x quelconque;

soitx = c une horizontale située au-dessous de ce sommet et coupanlX=2' en

deux points A el B ti-ès voisins de ce sommet. Soit AiVIB l'arc éh'mentaire de la

courbe X = c ([ui va de A eu B el R la région coin|)nse entre ce! arc et Thon-

zontale AB. .Si cet arc est inverse (c'est-à-dire si le sommet S est inverse), la

région R est permise el les réglons limitrophes interdites, de telle sorte que

l'arc ASB de la courbe X = .r doit traverser celte région, cpii si; trouve ainsi

partagée en deux régions partielles AMBS et ASBA.

Dans la jiri'iuirrc on aura x > X > C el dans la seconde X > JT >- C ;
alors la

biaiK lir A.S liiniianl à gaiiclir une légion X >> ./• est de numéro pair, c'est-à-dire

que le s(jinini'l S est |)ali-. // m- iiciil dune r avoir de somme/ ///verse ////piz/r

et Ion verrai! de iiii''iiic qu // //< pi'i/l y i/vo/r de fond /nveise jii//i\

Il est aisé de voir, d'autre J)arl, i|iie le som///el le jilus élevé d' //ne coi/rbe

X = x quelconque est. toujours diicl : il eu est de même du fond le |)liis bas.

Soit en effet R la région enveloppée par la eonibe X = a? envisagée, si celle

courbe est fermée au sens étroil. un bien coniiiiise eulre celle courbe et I'Ikiii-
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zontalea^^ô {(\ni coirespoiid sur riniai;e circulaire à la circonférence exlrênie

intérieure). Soit R' la transformée de R; soit S le sommet le plus élevé de notre

courbe; son transformé S' sera le soniniel le plus élevé de la courbe (X) = ^

qui limite R'. Soit M un point qui décrit le contour de R en laissant cette

région à sa droite; son transformé M' décrira le contour de IV en laissant cette

région à sa droite; quand _M arrivera en S, il marchera de gauche à droite,

puisque S est le puinl \r plus éh'vé du contour dr R ; à ce moment. M' arrivera

Fig. :'.

en S' et marchera de gauche à droite poui- hi même raison. Dire que les deux

mobiles marchent dans le môme sens, c'est due que le sommet est direct.

c. y. F. 1).

§ 8. Conditions de possibilité.

Une transformation T sera ahus caractérisée par les données suivantes,

faciles à reconnaîtie sur l'image reclifiée :

i" l.a /'(iniic des courbes X ^ ./, le nombre et la disposition des branches

d(> chacune d'elles, l'ail ihide relative; des divers sommets ou fonds. Quand on

s'est donné ainsi la forme de ces courbes, le rano-de chaque branche se trouve

déterminé, puiscpi'il ne dépend que de la position géométrique relative de ces

branches.

a" Le inuiu'-ii) dv chaque liranche.

a" Le signe de chacune des courbes X := .r, (pii jieuvent être positives ou

n(''gatives au sens du paragrajdie i.

Ces données toutefois ne peuvent être choisies arbitrairement. Elles doivent

satisfaire à \\n cerlain nonilii'e de condilions que je vais énumérer :

i" Siipposiuis (pie l'on coupe nos courbes X ^ .r par une luirizontale

(pielcoaque .c=:r. Celle hurizoulale ne C(uipera pas tout<'S les blanches de ces

H. I*. - VI. lii;
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cmirlu's : mais si nous écrivons k-.s nimiiTos des liianclics (|u"cllt' conjn' clans

l'ordre on l'Ilc les renconirc, ou. ci' ijni i'c\i('nl <iii incnn', dans l'ordre des

rangs, nous oblieiidrons une snili' indéliiiic.

A cliacnne îles In-anches ainsi coupées correspond un îles points d'inter-

seclion de \^r et a' = c; le niiniéio de celle liiaiiclie n'est pas égal en

général au numéro de ce poinl d'inlecscclioii, |)nis([ue la série des nuiiu'ros des

branches comporte des lacunes correspinidanl aux liianclies qui ne sont pas

coupées parT = f', tandis que la série des numéros des points d'intersection

n'en comporte pas; mais ces deux séries de numéros se suivent dans le même

ordre (de telle sorte qu'on peut passer de Fiine à l'aulre en « serrant les

rangs »). La première de ces séries doit donc satisfaire comme la seconde à la

conililiiiii du paragraplie 3, (jiie Ion peut énoncer ainsi :

Considérons celte série de numéros, qui sont allernalivemeni pairs el

impairs: dislingnons-y deux couples de numéros consécutifs, lels que dans

chacun d'eux le premier numéro soit pair et le second impair; ces deux couples

ne devront ])as rlie^ducJier l'un sur l'autre au sens du paragraphe 5; el il en

devra être de même jiour deux couples di' iiuuii'ros consécutils où li' pi'eniier

est impair et le second pair.

p." Les numéros el les rangs des deux Inanclies qui se raccordeiil en un

soinmel ou eu un lond, doiveni èlre Cdiisrailifs au imeaii de ce souiiuel ou de

ce fond, an sens du paragraphe (i.

3" Il ne doit v aM)ir ni foiul iiniTsi' paiw ni sdiiiiiict iincrsc iiiijKdf.

4" IJans le voisinage des horizonlales evlrèmes .r t—- a el ,r = 6, les numéros

des diverses branches doiveni se succéder dans le même ordre que leurs rangs;

et en ellel X :^ ^/ , |iar exemple, se confond avec x^u\ donc, si c est voisin

de rt, X = c s'écartera peu de x^^c el de telle façon cpi'une tangente

quelconque à X = c fasse toujours un angle très petit avec l'horizontale x = c

et, lorsque deux courbes fermées s'écartent peu l'une de l'autre, la distribution

de leurs points dinlersectioii esl uorinale au sens du [laragraphe 5.

5" Deux Ijranchcs ijui apparlienuenl à nue même courbe el, en pari iculier,

deux bianche> qui alioulissenl à un même sommet ou à un niêiiie liuid. tloncnl

être de indine signe.

6" Nous avons vu que si une branche \ ;= x est positive, sa transformée

(X) = xdoil être située à sa droite. Soient donc deux branches A el H de X=a:;

supposons qn"(dles soienl " iiiler\ erl les », c'(!St-à-dire que le numéro de A soil

plus gl IIml iY\i' celui de l> el le rang de A jiltis pi'lil (pie celui de li : el de |)lus
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qu'elles soieni de sigiu; coittrairi'. Il i'aiil alors que A soil positive et B négative.

Il ne pourrait pas se faire que A tut négative et B positive; s'il en était ainsi en

effet, A serait à droite do sa transformée A', et B à gauche de sa transformée B';

cela ne se peul pas. car A esl à gauclie de B puisque son rang est plus petit,

et xV à (Iroile de IV puiscpie le iiumeni de A esl le jdiis grand.

§ 9. Arcs positifs et négatifs.

Pour aller plu-> l(iin, je vais inlrodulre une imlion nouvelle. Considérons un

conloiir Irniié C parc<iuru ilaus un sens déleiiiiiiie par un |ioinl nuihile P et un

poiul M; \v cocljicicnl du conlinirC sera le nondirc //( si l'angle ilu vecteur MI^

avec nue dirccl jnu li\e au" m en le de >.iii T. (lua iid le ikiiuI I' dcrrrl li' l'imldiir C

Fia

tout enlier. I,es angles seront ((iiiiplivs dans le sens opposé au sens trigono-

métri(|iie. In ((iiiloiir sera posilif si son coefficient par rapport à un point

quelconque du plan est loujonis posilif un nul; il seia dit négatif si ce

coefficieni esl loiijours négallf on uni: il sera défini i,'\\ est positif ou négatif.

Soieni VBCDyV et ECBMi deux contours fermés; on peut les réunir et

ohlenir iiii conlimr n'sullant ABFEGDA en supprimant les parlies communes

BC el CB (pii, dans les dt'ux Cdiiliiurs composants, elaieiil paicoiirnes en sens

conliaii'e. (_)n l'crira alors

ABCDA -^ W.V,V\i = ABFEGDA
on

ABCDA = ABFEGDA — EGBFE.

On aura ainsi déliiii la .soinntc ou la diIfércnt-e île deux contours et Ton

définirail de même celle de plusieurs contours. 11 est clair que si un conlour

est la somme lie |)lusieiirs aiilres. son coeflicienl par rapporta un point ipiel-

conqne INI sera la somme des coefficients des contours composants.
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Dc'liiiissuii'- iniiiiilfiiMiil le sit^nc d'im iiro X = jr, ini d'un arc X ^ r-. Un lire

\ =r .r sera jtositij > il a|>j)arli('iil à une IhmiicIic jxisilive jinifouviic eu

moulant on à imc lii-inrlic urf^alivc parcoiiriH' eu iloscondnnl ; il sorn iiri;atif

s'il a|>|iaili('iil à iiiic lnaiirlw ii('i;alivi' parromiic en iiioulani (iii à une ijiaiiclic

posilivc |>;n'('(Hiriit' en dcscciulaul . I,i' mol jxisilil n'a doiic |>as le iii(?mt' sens

selon i|n'd s ai;il d'nnr liranclic nu d'un arc. |iuis(|ur dans le cas d'uni' liranclie

(r/". î; V) le si^ne ne dépeml pas du sens du inuuveinenl.

Soil AB un arc positif apparleiuuil à une brandie positive X= a; parcourue

en montant comme l'indique la ilùclie sur la figure 3. Son tran.sformé A'B' sera

donc à sa droite; fermons le contour ARB'A'A en traçant les liorizonlales BB'

el A'A (ce sont des liorizonlales de l'image rectifiée ayant pour équations

j" = const.). On voit que le contour ainsi délini est jKisilif. cl c'est ce que

juslilic la di-noiniiialion il'arc posilil.

On peut giMK'ialiscr el inlroduire des arcs X = a? posilifs (ui m-\:^M\(s pur

riDii jirnsiilidii

.

Kit:- \-

Soit un arc DCBA apparlenani à une courlie X = .r posili\-e el jirésenlant

un sommet irwcise C et un fond Inverse B, de telle façon que A soit au-dessus

de D, laiidis qiH' (j cl H soni à uik' alliludc inicrinédiaire ; cel arc est parcouiu

dans le sens ^\^' la llcclic. On pciil construire aloi's le Iransloiiiu'' ])'('/B'V, (|ui

est disposé comme sui' la liL;urc, cl Icrmer pai' les luMi/oiilales AA' et D'I). il

est clair alors que h; contour DCBAA'B'C D'I) csi positif el l'arc DCBAesl dit

positif par compensation. Xous ne; ferons loulcfois aucun usage, dans ce qui

va suivre, des arcs positifs par compensalioii.

Pas.sons aux ans X =^ r'. Soit AMB un de ces arcs paicijuru dans le

sens AMB.
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Consitlériins sur riina^e ruclifiét' la corde BA de cet arc, clic appartiendra à

l'horizontale x = c si, comme nous le supposerons les deux exlrcmitcs A et B

sont deux points d'intersection de X =: c et de x = c. Considércuis le

contour AMBA formé par cel arc et sa corde. I^'arc sera dit drji/ii, positif ou.

ur'^rilif, si ce contour est lui-uiêuie dt'liui, posilil du n{'|j,alil.

Les arcs élémentaires sont liiujdurs drjinis] le sij.;ne de lare AMB sera celui

fin pnidiiil
5:,Î'Y-

"" •

a^+ 1 si le numéro et le rang de A sont iuipairs. et — i s'ils sont pairs;

(3^+1 si le lani; de A est plus petit (pu; celui de B, et — i dans le cas

contraire
;

-'^+1 SI le uuuK'ro de A est plus petit ipie celui de H, et — i dans le cas

Cduti'iiire; et en l'il'el l'ai-c AMB est parcouru de i;auclie à droite si (3 ^ + i , et

il est au-dessus île sa corde si ay = + i

.

Comme secoiul exemple, nous prendrons celui d un arc AMB tel (pie les

ranijs de A et B soient consécutifs au niveau considéré; un pareil arc est

toujours (Icjini; son signe sera encore celui du produit z[3y.

§ 10. Le contour C.

Imaginons un contour C, lermé au sell^ large et t(uiiie exciiisnemeiil

d'arcs X = a™ et d'arcs X = c, soit /ans posi/ifs. suii huis /ir^>a/ij's; le sens

dans lequel (1 est parccuiru est donné. Soit (".' le transformé de C, il sera formé

d'arcs (X) = x et d'arcs x =^ c.

Je dis que pour cfublir le llirnrriur qui est. l'objet de ce Mémoire, il

suffirait d^établir l'existence de ce contour C.

Pour cela je m'en vais déterminer les coefficients flu contour V, — C par

rapport à un point du plan, mais je me ser\irai de limage circulaire afin que

les contours C et C soient fermés.

Soit alors

A,r.,AI, A2Bj.\l....A,,r.„i\I,,A,

le contour C, et

A'.B',i\r,...M„A',

son transformé C; les arcs A,B,- seront des arcs \ =z x tous positifs, pour iixer

les id-ées, les arcs B,M,A,+i seront des arcs X = const. tous positifs également;

les arcs A| B' seront des arcs (X) = x, et les arcs B-M- A)^, des arcs x = c. Les
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noiilts A, t'I A^ (im liit'ii 1>, ri li) ) seruni h une [m'iiic alliliiili' sur l'imniic

reclilii'O. ilf soiio (|in' in>u> pourrons U'accr ilo arcs A,Aj cl H/B- (jui st'i'oiil

des arcs .r = c, cosl-à-dirc dos liorizoulalcs sui- l'iinagL' recliliéc et dos circon-

férences sur l'iinage lirculaire. ^olls aurons alors

C— C'= A.,r.,li', A'iA,+ B,M, \,A:,M', li', li, -i- A. B, H', A', A.

+ H, M, A:; A';, M., u:, n., -I- ... -I- iî„ m „ a , a ', M'„ b;, b„.

Si luius envisageons, en ellcl, les divers Icruu's du seennd uu^udire, nous

\ovons ([lie l'are H|B', du |)rciiiier- csl dclrnil par lare B'|B| du second,

l'arc AaA'., du seconil jiar l'are A!, Aj du Iroisiùuu', ele.. el enlin l'arc A, A', du

dernier par l'arc A', Ai du prenuci-.

Le contour Al BiB', A'i Aj esl anal()i;ue (si l'iui revienl à I iuiaj;e reeliliee) au

eoiilonr dr la li;;ure; le conloui' Bi iMi AaA^M'iB', Bi esl lonue par l'aie BiMiA^

el sa conle ( loujours sur liiua^c reelini'c^. etc. Joiis ces conluurs sanl

posili fs. [luisipie les ares A, Bi, B| Mj A._, sont jjositits.

Donc le eonloiir (i — C esl pusilii. .le dis rpic cela |iroiivi' ipi'// iir peut j)as

y avoir (V in'.dviaiil intvgrul positif. Sml, m ellcl, I un pari^il invarianl.

Soit I(R) ce que donne cet invariant quand l'intégration est étendue à la

région R.

Les conlours C et C partageroal le plan (sur l'iiuai;!' eireiilaire) en un

certain nombre de régions R/, ; nous poserons

I(C)=i:N<.I(H^.), I(C')=SNW(H*),

N/, étant le coelïicicnl du eonloiir C et N^. celui <lu ciuiloiir C par rajqiuri à uu

point quelconque de la région R/, (il est clair que ces cocllicients sont les

mêmes pour deux points appartenant à une même région R/.). Comme I est un

invariant, on devra avoir

UC)= f(G').

JJ'aulre iiail. cniiiiuc le conloiir C— C esl posilil, un aura

sans que l'égalile puisse siibsislci pour luules les régions, puisque les deux

contours ne coïncident pas; d'autre |)art, comme l'invariant esl positif, mi

aura

l(Bx)>o

el, par conséquent,

i(C)>r(G'),

ce qui esl une conli adieliou.



SUR UN THÉORÈME DE GEOMETRIE. 5i7

Si, vn particulier, le cunloiirC esl sans point double (sur l'image circulaire),

il ne pourra couper son Iransformé C, de telle sorte (jue l'un de ces contours

sera tout entier à l'intérieur de l'autre; c'est ce qui arrivera dans la plupart des

exemples C|ue nous envisagerons dans la suite.

Outre les contours C et C nous envisaj;erons d'autres conjoint (7' et C",

définis couiini' il suil. Ia' contour C" se déduira du coulour C eu y remplaçant

chacun des arcs X ^ c par sa corde (sur l'image rectifiée) ; le contour C" sera

son transformé, de sorte (pie

C sera foiiné d'aics X = r el d":ucs X = c.

C » (X) = a; " X = c,

C" » X = a; » X = c,

C" .. (X) = .c .. (X) = c,

Les contours C" et C" sont donc à la IriuisloiiHaliou iiiM'ise T"' ce que C et

C sont à T. On passe, en efl'et, d'un cas à l'autre en faisant jouer à (X) \k rôle

de X, et inversement.

•le dis maintenant que si les arcs dont est formé C sont tous de même signe,

tous positifs par exemple, ceux, dont va être formé C" seront aussi tous de

même signe, je veux dire tous négatifs.

Si A est un arc de C appartenant, par exemple, à une courbe X ;= x positiv

el parcourue en montant, son transformé A' fera partie de C", il sera aussi

parcouru en montant; mais par rapport à T""', il appartiendra à une courbe

(X) = a: négative ; si en etfet A', transformé de A par T, est à droite de A, c'est

que A, transformé de A' par T~*, esl à gauche de A'.

Soit maintenant AMB un arc X ^ c faisant partie de C et AB sa corde qui

fait partie de C"; soient A'M'B' et A'B' leurs transformés qui font respecti-

vement partie de C el de C". Alors AB et A'M'B' feront partie tie x ^= c

et A'B' de (X) = c, de sorte que sur l'image rectifiée AB sera la corde de AMB,

tandis que A'M'B' sera la corde de A'B'. Si alors le contour AMBA formé par

AMB et sa corde est positif, son Iransformé A'M'B' A' sera positif, et le ciuitour

inverse A'B'M'A' formé par l'arc A'B' et sa corde sera négatif.

c. Q. F. D.

e

On voit donc que si G— C est positif, il en esl de môme de G"— G'"; il est

donc indifférent d'envisager G, G' et T. ou bien G'", G" el T~'.
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S 11. Le réseau.

I iii;ii;iiiii|i^ 1111 ^^^(^ul ((iii>l iiii I de hi liiciiii Miiviiulc : lilix l.slii^ciill.s 1 iiiiii^c

circulaire: Iraidii'-. oiilri' li's liicuiilciciK r^ cxIimmiics. les ciicoulcrcnccs j;= c

(iiii --oui hiiii^ciilcs
I
mmI rii iiu xiiiiiiicl, soil eu un loud ) il une coiiiln' \ = a".

Cliiicuno de CCS cii cohIVtciiccs coupera les iIi\cim's coiirlx's \ ^^ ./ cl liiiiclicra

{"une (l"cll{"s. \ cliiuiiii des points d'inlcrseclioii ou de coiUacl correspondra

une sliiliiiii ilii leseau. Nous joindrons ces slalions par des voies corros|)ondanl

aux ar<s di'liiiis. doni nous axons parle au parai;raplie 9. Considérons, par

l'xeiuple. I une des circiuiférences .r = c que nniis xcnons de tracer; nous

lnieei()n> des voies correspondant à tous les arcs jiositifs el néi;atifs de la

courhe \ = f correspondante. (11 y aura donc des voies correspondant à tous

le>arcs (dénu'ulaires tic celte coui'i)e cpii, nous l'avons dit, sont tous définis; il

j en aura qui correspondront à tous les arcs de celte courbe liont les extrémités

ont des nuuK-ros consécutifs au niveau considéré; mais il y en aura encore

d'autres. j)uisqu'il y a en ;;énéral d'autres arcs définis.) Ce sont les voies lioii-

zontciles du ri'seau. Nous piindroiis, en oulre, les stations de a; = c à celles de

la clrconl'érence immédiatement extérieure, ou immédiatenieiil intérieure, par

des voies inclinées et qui correspondront aux arcs définis des courbes X = a;

dont une des extrémités se trouve en l'une de ces stations.

Nous coin ieiidrons que chacune de ces voies ne peut être parcourue que

daii> un seul sens, à savoir : ou liien Imilcs dans le sens où elles correspondent

à un arc posilil'. ou liieii taules dans le sens opposé. Voici coinmenl luuis

ferons le choix entre ces deux conventions : les branches X=:a; qui aboutissent

à la circonférence extrême extérieure x =^ a sont toutes de même signe

(c/". §3), tandis (pie celles ipii aboutissent à x z= b sont toutes d(! signe

opposé. .Si les |ueiiiières son! Iiuites positives, nous conviendrons (jue toutes

les \oies doiveiil (''tre parcourues dans le sens fies arcs positils; ce sera le

contraire dans le cas opposé.

iJunc, toute voie inclinée alidulissiinl à x r^ h (qui correspond sur l'image

rectifiée au niveau le |)lus bas, el sur rima;;e circulaire à la circonférence

extrême intérieure j devra être jiaicouiue en luoutani; toute voie inclinée

aboutissant à .r = a devra être parcourue en descendant.

Pour que notre th(''orènie soit vrai, c'est-à-dire que le contour C existe, il

sujfil que l'un puisse revenif nu /mini île ilépnrl en jxueouKinl des voies du

réseau dans le sens preserit.
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D'où la règle suivante : Appelons cul-de-sac convergent toute station du

réseau où aboutissent certaines voies, mais cVoù ne part aucune voie. Suppri-

mons dans notre réseau tous les culs-de-sac convergents, ainsi que toutes les

voies qui y aboutissent. Il peut se faire que le réseau ainsi modifié admette des

culs-de-sac convergents qui n'appartenaient pas au réseau primitif. Nous

opérerons sur ces culs-de-sac induits comme nous avons opéré sur les culs-

de-sac />77'mi'<<y'* et nous poursuivrons l'opération jusqu'à ce que nous soyons

arrêtés, ce qui pourra se faire de deux manières :

i" Ou bien nous serons arrêtés parce que nous arriverons à un réseau

modifié ne présentant plus de cul-de-sac convergent, ni induit ni primitif.

Dans ce cas, notre théorème sera vrai pour la transformation T considérée.

Parlons, en effet, dune station quelconque; cela est possible, puisque ce n'est

pas un cul-de-sac ; nous arriverons à une seconde station d'où nous pourrons

également partir; nous continuerons ainsi jusqu'à ce que nous revenions à une

station déjà visitée, ce qui arrivera, puisque ces stations sont en nombre fini.

Nous aurons ainsi décrit un contour fermé, en parcourant les voies dans le sens

prescrit, et ce contour sera le contour G.

2° Ou l)ien nous serons arrêtés parce que nous aurons supprimé toutes les

stations. On pourrait alors démontrer que l'on peut construire des transfor-

mations T pour lesquelles notre théorème n'est pas vrai.

Voici donc comment nous devrons opérer : nous construirons de toutes les

manières possibles les courbes X = x e« nous assujettissant aux conditions

du paragraphe '^\ nous construirons ensuite le réseau que nous venons de

définir, et nous opérerons sur ce réseau comme nous venons de le dire. Si,

dans tous les cas, nous sommes arrêtés de la première manière, notre théorème

est vrai ; un seul cas d'exception suffirait pour qu'il fût faux.

§ 12. Cas particuliers.

Premier cas particulier. — Le premier cas particulier que nous examine-

rons est celui où la distribution est normale, c'est-à-dire celui où les points

d'intersection de chacune des courbes x ^ c avec la courbe X ^ c correspon-

dante sont distribués d'une façon normale au sens du paragraphe 4; ou, ce qui

revient au même, celui où le numéro de cliaque branche est égal à son rang (et

où il n'y a, par conséquent, ni fond inverse ni sommet inverse).

H. P. — VI. 67
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Daus ce cas, je dis que noire réseau ue comporte |)as de cul-de-sac conver-

gent, el que l'on peut, par conséquent, former le coulour G. En effet, si nous

envisageons une courbe X = c, cette courbe ne comportera d'autre arc délini

que les arcs élémentaires qui seront à la fois primaires el ultimes, et qui seront

allernalivement positifs et négatifs (si l'on convient de parcourir X= c dans le

sens des Y croissants"). Il y aura exception quand la courbe x^ c touc/ieid la

courbe X= c et, par conséquent, la courbe X = a; en un fond ou eu un

sommet. Dans ce cas, en effet, deux des points d'intersection se confondront,

l'arc élémentaire qui allait de l'un à l'autre disparaîtra, de sorte que nous

aurons deux arcs consécutifs de môme signe; ce qui veut dire que, des deux

voies horizontales cpii aboutissent à un fond ou à un sommet, l'une s'en éloigne

et l'autre s'en approche.

Il ne peut donc y avoir de cul-de-sac convergent ni dans une station qui

n'est ni fond ni sommet, parce qu'une des deux voies inclinées qui y aboutissent

s'en éloigne; ni en un fond ou en un sommet, parce qu'une des deux voies

horizontales qui y aboutissent s'en éloigne.

Deuxième cas particulier. — Supposons que nous n'ayons cpie deux sortes

de courbes X= a;, les courbes L aboutissant à la circonférence extérieure x^a
et les courbes K aboutissant în x ^b.

Supposons qu'en parcourant les courbes L d'un bout à l'autre, on rencontre

des branches de rang sans cesse croissant, et qu'il en soit de même quand on

parcourt les courbes K. (Cela arrivera, en particulier, si nous supposons

qu'en aucun point des courbes L et K la tangente ne soit verticale sur l'image

rectifiée.)

Cela posé, voici comment nous pourrons construire le contour C; soient L'

el K' les transformées des courbes L et R; quand on parcourra une courbe L

de gauche à droite (sur l'image rectifiée), toutes les branches que l'on parcourra

en descendant seront, par exemple, paires (c'est-à-dire de numéro ou de rang

pair), el toutes celles que l'on parcourra en montant seront impaires; ce sera le

contraire pour les courbes R.

Les courbes L ne pourront avoir que des fonds pairs et des sommets impairs;

elles n'auront donc ni fond inverse, ni sommet inverse, c'est-à-dire que les

numéros s'y succéderont daus le même ordre que les rangs. Si, au contraire,

c'est sur les courbes L que les branches descendantes sont impaires et sur les

courbes R qu'elles soul paires, ce sont les courbes R pour lesquelles les
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numéros se succéderont dans le même ordre que les rangs; mais nous nous

placerons dans le premier cas.

Je suppose alors (toujours sur l'image rectifiée) que les courbes L' soient

lumineuses et les courbes R opaques; les courbes L sont lumineuses, mais

chacun de leurs points ne peut pas envoyer de lumière dans tous les sens; il ne

peut en envoyer qu'horizontalement (vers la droite si les courbes L soni

négatives et les courbes R positives, vers la gauche dans le cas contraire).

Tout se passe comme si en chacun de ces points il y avait un petit réflecteur

parabolique émettant un faisceau de rayons parallèles. Dans ces conditions,

une partie du plan sera éclairée, une partie dans l'ombre. La limite de

Vombre ne sera autre chose que le contour C. Je ne donne pas la démon-

stration qui est longue.

Troisième cas particulier. — Il n'y a que deux sortes de courbes X=;a; :

les courbes L aboutissant à x = a, les courbes R aboutissant k x = b', sur

chacune de ces courbes, parcourue de gauche à droite, on rencontre des

branches de numéro sans cesse croissant.

Ce troisième cas est à T""' ce que le deuxième était à T. On construira donc

le contour C" (d'où l'on peut déduire G et (7) en envisageant les courbes R
par exemple comme opaques, tandis que les courbes L émettent des rayons

lumineux horizontaux dans un sens convenable. La limite de l'ombre sera le

contour C".

§ 13. Explication des figures.

Outre les trois cas examinés dans le paragraphe précédent et qui présentent

un certain caractère de généralité, j'ai étudié un grand nombre de cas parti-

culiers et je suis toujours arrivé à former les contours C, C, C", C". Je ne puis

songer à les reproduire ici tous; j'en donne quelques exemples dans les figures

ci-jointes qui nécessitent quelques explications.

Je m'y suis servi de l'image rectifiée; on sait que sur cette image les courbes

se reproduisent périodiquement, puisqu'on retrouve les mêmes figures quand y
se change en j'-f-27r; je n^ai représenté quune période, et il est aisé de

suppléer aux autres.

Le contour représenté sur cliaque figure est le contour C", formé d'arcs

X = j? et d'arcs x = c représentés par des segments horizontaux. Les horizon-

tales extrêmes a* = a et ic ^ 6 sont en trait plein ainsi que le contour C"; au

67.
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conlraire, la poriiou des courbes X= ,/ (jiii ne l'nil pas jiartie de C" est en trait

pointillé. Le eliillVe cpii se trouve à côté de chaque hranclie X = a" est son

Cl.'

,' +

''U 5\

Fis. 5.

/6 7/

'< \ i

Kig. (J.

y
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sont satisfaites ; en ce qui concerne la première, on coupera par une horizontale

quelconque, et l'on obtiendra ainsi une suite de numéros dans un certain

Fig. r).

2'--.

J

Fis. ">

Fig. II.

3;-^;i

5/ \5
' + '

Fig. 12.

ordre, en ne tenant compte que des branches coupées par cette horizontale; on

verra ensuite que si l'on trace une courbe qui va couper l'horizontale aux

points d'intersection en suivant l'ordre numérique de ces numéros, cette courbe

ne se recoupe pas elle-même.
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En ce qui concerne la seconde, on consUtlera, par exemple [sur -la figure 14.

qu'au sommet 63 se raccordent les branches 6 et 3. mais que le' sommet 45

5; + ;6 /7—w_

Fig. i3.

Fig. 14.

FiR. i5

Fig. 16.

étant d'altitude plus basse, l'horizontale du sommet 63 ne rencontre pas les

branches 4 et 5, de sorte qu'à ce niveau les numéros 6 et 3 sont consécutifs.
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Pour la troisième, on verra sur la figure 8, par exemple, que le^fond 98. qui

esl inverse, est impair, tandis que le sommet 87, qui est inverse, est pair.

2'

'-.-'4 3; /S

Fig. 17.

,3 1/

Fie. 18.

Fig. 19.

7\ /6

8.' 9'.

Fig. 20.

Je n'insisterai ni sur la quatrième ni sur la cinquième dont la vérification est

aisée. Pour la sixième, nous prendrons pour exemple la figure 21
;
nous voyons

que les branches 8 et 7 sont positives, et les branches .S, 6, 5, 4 négatives; le
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r.ing des deux premières est plus petit; mais, comme ce sont les branches dont

le numéro est le plus grand (et le rang le plus petit) qui sont positives, la

condition est remplie.

Nous supposerons notre contour j)iircouru de gauche à droite; dans ces

conditions, les arcs X -— .r qui l'ont partie de C", et les arcs ;r= c de ce même

contour, ou plutôt les arcs X = c correspondants, sont tous définis et de

môme signe, à sa\t)ii' :

positifs sur les ligures 5 à ^, lo à i i, i8, 20, 28:

négatifs sur les figures 8 à 9, 12 a i^, 19, 21 à 22, 24.

On voit, eu eflet, sur la figure 5, par exemple, que les branches 'X. = a:

positives sont parcourues en montant et les branches négatives en descendant.

D'autre part, les arcs ,r^c, ou plutôt les arcs X = c correspondants sont

tous définis; considérons, par exemple, la figure 5, nous y voyons trois hori-

zontales; la première, que j'appellerai 12, va de la branche i à la branche 2, la

seconde de .3 à 4. hi troisième part de la branche 5, et si on la prolongeait elle

irait à une branche numérotée 6 (qui n'est pas représentée sur la figure), qui

dlfl'érerait d'une période de la branche numérotée o, que l'on voit sur la figure;

cette horizontale est arrêtée en A sur la figure, mais il faudrait la compléter

par un segment horizontal qui difl'érerait d'une période de celui qui est

représenté sur la figure et qui va du point B à la branche o. Toutes ces hori-

zontales correspondent à des arcs élémentaires et, par conséquent, définis,

|)uisquL' les numéros de leurs extrémités sont consécutifs. Il en serait encore

de même pour la figure 8, par exemple pour l'horizontale 25, car les numéros

2 et 5 sont consécutifs au niveau de cette horizontale qui ne coupe pas les

branches 3 et 4,

Considérons maintenant sur la figure 9, l'horizontale Cig; si on la prolonge,

elle coupe certaines branches \ = x, mais aucun point d'intersection ne se

trouve entre 6 et 9; les rangs des extrémités sont donc consécutifs au niveau

considéré; l'arc correspondant est donc encore défini. Sur la figure 19, l'hori-

zontale 10. 1.3 qui va de la bianche 10 à une branche i3, dillerant d'une période

de la branche i, correspond encore à un arc défini; en efTet, entre les extré-

mités 10 et 1 3 se trouvent les points d'intersection 5 et 4, mais leurs numéros

ne sont pas compris entre 10 et i3 ; il en résulte que l'arc X = c correspondant

ne coupe pas sa corde (sur l'image i-ectifiée).

Il reste à déterminer le signe de ces divers arcs. Je prendai pour exemple la
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figure 8; Tare 2;") est négatif parce qu'il esL parcouru de gauche à droite, et

que 2 est pair et < t ; *)7 est négatif parce qu'il est parcouru vers la droite, et
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Les Jîgures 5 à - correspoudenl au premier cas particulier du paragraphe 12

(distribution noriiitile); les figures 8 et 9 au troisième cas du paragraphe 12;

on Y reconnaît aisément les contours d'ombre définis dans ce paragraphe; les

figures 10. 11 et 20 correspondent au deuxième cas du paragraphe 12; les

ligures 10 et 11 se déduisent de 8 et 9 en passant île T à la iranslormalion

inverse T~'. Enfin, les figures 12 et i3 montrent comment les contours

d'ombre du paragraphe 12 doivent être modifiés quand interviennent des iles,

c'est-à-dire des courbes X ^ a? fermées au sens étroit.
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