Uber den algebraischen Inhalt topologischer Dualititssiitze.
Von

L. Pontrjagin in Moskau.

Zusammenfassung.

U und V seien zwei Abelsche Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden,
M eine (endliche oder unendliche) zyklische Gruppe. Die Gruppen U und V
bilden ein Gruppenpaar in bezug auf M, wenn je zwei Elementen » und v von
U bzw. V ein Element m von M, das Produkt der beiden Elemente % und v,
zugeordnet ist und dabei die Distributivgesetze in bezug auf die Addition (als
Gruppenverkniipfung in U und V), d. h. die Relationen (w,+ %,)-v = %, v+ ty-v
und u-(v;+ v,) = u- v+ u-v, gelten. Das Gruppenpaar U, V heilt primifiv, wenn
za jedem von Null verschiedenen Element der einen Gruppe ein solches Element
der zweiten gefunden werden kann, da8 das Produkt der beiden Elemente
von Null verschieden ist.

Sodann gilt folgender algebraischer Dualitatssatz: zwei Gruppen, die ein
primitives Gruppenpaar bilden, sind isomorph.

Wenn U und V die »- und (n—r)-dimensionale Bettische Gruppe einer
n-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit sind und man als w«-» die
Schnittzahl (bzw. die Schnittzahl nach einem festen Modul u) der zugehdrigen
Zyklen versteht, so bilden U und V ein primitives Gruppenpaar (wobei M ent-
weder die Gruppe aller ganzen Zahlen oder der Restklassen mod g ist), sind
also isomorph (Dualitdtssatz von Poincaré).

Wenn man fur U und V die r- bzw. (n—r— 1)-dimensionale Bettische
Gruppe eines Komplexes K C B® bzw. seiner Komplementirmenge R™— K
wihlt und anstatt der Schnittzahlen die Verschlingungszahlen ins Auge faft,
bilden die Gruppen U und ¥ wiederum ein primitives Gruppenpaar, sind also
ebenfalls isomorph (Dualitstssatz von Alexander),

In analoger Weise erhilt man alle bis jetzt bekannten topologischen Dualitits-
sétze (die als Verallgemeinerungen der obigen beiden anzusprechen sind).

Einleifung.

Poincaré hat 1895 in seiner berithmten Arbeit ,Analysis Situs“?) das
heute seinen Namen tragende Dualititsgesetz entdeckt, namlich die Tatsache,
da8 bei jedem 7 die r-te und n — r-te Bettische Zahl einer orientierbaren
7-dimensionalen Mannigfaltigkeit einander gleich sind. Ungefihr um die-
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%) Journ. Ec. Pol. 1895.
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selbe Zeit hat Jordan zum erstenmal seinen Kurvensatz ausgesprochen.
Damals aber ahnte kein Mensch, daBB diese beiden so total verschiedenen
Sitze in einen und denselben Ideenkreis gehéren und dafl insbesondere der
zweite zu ganz weiten und &duBerst bedeutungsvollen Verallgemeinerungen
fithren wird. Der Weg dieser Verallgemeinerungen ist in aller Kiirze der folgende.

1912 hat Brouwer®) den Satz von der Invarianz der geschlossenen
Kurve bewiesen, der den Jordanschen Satz als einen sehr speziellen Fall
enthilt und allgemein besagt, daB die Anzahl der Gebiete, die eine ab-
geschlossene Menge in der Ebene bestimmt, nur von den topologischen
Eigenschaften dieser Menge selbst abhingt. Auf diese Weise wurde zum
erstenmal die prinzipielle Moglichkeit gegeben, den Begriff der geschlossenen
Kurve von der Ebene loszuldsen und invariant zu definieren. Damit wurde
schon der Weg der Ubertragung der Invarianten der sogenannten kombi-
natorischen Topologie auf allgemeinste abgeschlossene Mengen angedeutet, ein
Weg, der in den letzten fiinf Jahren zu einer Fiille neuer Erkenntnisse gefiihrt
hat, die man in erster Linie Alexandroff, Lefschetz und Vietoris verdamktg).
Alle diese Brgebnisse lassen sich in das allgemeine Dualitdtsgesetz fir
abgeschlossene Mengen einordnen, welchem das dritie Kapitel der vorliegenden
Arbest gewidmet ist.

Aber es handelt sich bei diesen Untersuchungen nicht nur um Uber-
tragung von fiir elementare Gebilde bewiesenen Sitzen auf Gebilde all-
gemeinster Art, sondern auch um eine Verallgemeinerung in bezug auf die
dimensionellen Verhéltnisse: das, was der Jordansche Satz in bezug auf die
Dimensionen 2 (die Ebene) und 1 (die Kurve) behauptet, wird mutatis
mutandis fiir » und r formuliert und bewiesen. Den ersten Schritt in dieser
Richtung verdankt man Lebesgue, der 1911 als erster erkannt hat*), daB
die Eigenschaft einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (also fir n =1
einer Jordanschen Kurve), den » 4 1-dimensionalen Raum zu zerlegen, ein
Spezialfall der Eigenschaft einer r-dimensionalen Mannigfaltigkeit im -
dimensionalen Raum, eine % — r — 1-dimensionale Verschlingung zuzulassen,
ist. Auf diese Weise hat Lebesgue einen Teil des n-dimensionalen Jordan-
schen Satzes bewiesen; den Beweis der iibrighleibenden Teile sowie eine
vollstindige und invariant begriindete Theorie der Verschlingung hat um
dieselbe Zeit Brouwer erbracht®).

?) Math. Annalen 72 (1912), S. 422—425.

#) Alexandroff, Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen, Ann. of Math. (2) 36
(1928), 8.101—187. Dort befinden sich auch Hinweise auf die einschligigen Arbeiten
von Lefschetz, Viétoris u. a.

4 Comptes Rendus Acad. Sciences Paris 154, séance du 27 mars 1911.

% Brouwer, Beweis des Jordanschen Satzes fiir n-Dimensionen, Math. Annalen
71 (1911), S. 814—819 und On looping coefficients, Proc. Akad. Amsterdam 15 (1912)
8. 113—122.



Topologische Dualititssatze. 167

Einen wesentlich neuen und die weitesten Perspektiven erdfinenden
Schritt verdankt man Alexander®), der in einer ungewdhnlich einfachen und
eleganten Weise bewiesen hat, daB die (» — 7 —1)-te Bettische Zahl des
Komplementirraumes zu einem beliebigen Komplexe (im B")) gleich der
r-ten Bettischen Zahl des Komplexes selbst ist (Alexanderscher Dualitits-
satz). Das war eine gewaltige Verallgemeinerung aller bis damals bekannten
Satze aus dem Ideenkreise des Jordanschen Satzes, insofern sie sich auf
topologische Bilder von Polyedern (und nicht auf allgemeinere abgeschlossene
Mengen) bezogen. Die Ubertragung des Alexanderschen Dualitétssatzes auf
beliebige abgeschlossene Mengen wurde dann von Alexandrofi®) 1927 und
ungefihr um dieselbe Zeit von Lefschetz und Frankl geliefert®). Lefschetz
hat dabei Resultate erhalten, die sich auf den Fall der abgeschlossenen
Teilmengen beliebiger Mannigfaltigkeiten beziehen; das wesentliche Hilfs-
mittel, das er gebraucht, ist eine weitere Ausbildung der Verschlingungs-
theorie, d. h. letzten Endes der Theorie der sogenannten Kroneckerschen
Schnittzahlen, die er in einer solchen Allgemeinheit entwickelt, wie fiir die
neueren Probleme der Topologie nur irgend erwiinscht werden konnte.

Andererseits hat Veblen'®) bereits 1923 die Theorie der Schnitt-
zahlen zum Beweise und zur Verallgemeinerung des Poincaréschen Dualitéits-
satzes angewandt: er zeigt nimlich, daB man die #-te und n — r-te
Bettische Basis einer #-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit stets
so wahlen kann, daBl die Matrix der Schnittzahlen der Elemente der beiden
Basen die Einheitsmatrix ist, eine Tatsache, die den Satz von Poincaré
offenbar enthilt und wesentlich verallgemeinert. Wenn man den so formu-
lierten Poincaré-Veblenschen Dualititssatz mit einer Verallgemeinerung des
Alexanderschen Dualititssatzes vergleicht, welche behauptet, daf man die
r-dimensionale Bettische Basis eines Komplexes im B™ und die n — r — 1-
dimensionale Bettische Basis des Komplementirraumes R"™ — K stets so
wihlen kann, daf die Matrix der Verschlingungszahlen der Elemente der
beiden Basen die Einheitsmatrix ist’"), springt eine gewisse Analogie zwischen
diesen beiden Sitzen ohne weiteres in die Augen.

In der worliegenden Arbest wird diese Analogie vollstindig gekldrt,
indem die beiden Dualstitssitze — der Alexandersche sowse der Poincaré-

%) A Proof and Generalisation of the Jordan-Brouwer Theorem, Trans. Amer.
Math. Soc. 23 (1922), 8. 333—349.

) Mit R* wird in dieser Arbeit durchweg der durch den unendlich fernen Punkt
erganzte n-dimensionale Euklidische Raum bezeichnet.

%) Gott. Nachr., Math.-Phys. K1., 25. Nov. 1927.
S %) Lefschetz, Ann. of Math. (2) 29 (1928), 8.282; Frankl, Wien. Ber., Dez. 1927,

. 889,
10) Trans. Amer. Math. Soc. 25 (1923), 8. 540.
) Pontrjagin, G6tt. Nachr., Math.-Phys. Kl. 25. Nov. 1927 und Frankl a. a. 0.9).
12*
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Veblensche — auf die Anwendung eines und desselben rein algebraischen
Prinzips auf die Bettischen Gruppen der entsprechenden Dimensionen
zurickgefihrt werden. Dieses algebraische Prinzip bestebt darin, daf man
fiir zwei Abelsche Gruppen U und V (die man sich als additive Gruppen
denkt, d. h. die Gruppenoperation als Addition deutet) eine neue Operation,
die Multiplikation eines beliebigen Elementes % von U mit einem beliebigen
Element v von V einfithrt, wobei das Produkt #-v stets ein Element einer
dritten Gruppe, des Moduls M ist; M ist dabei eine endliche oder unendliche
zyklische Gruppe'?).

Die Einfithrung der soeben geschilderten Multiplikation verwandelt das
System der beiden Gruppen U und ¥ in ein Gruppenpaar nach dem Modul ¥;
dabei heilt ein Gruppenpaar primitiv, wenn es zu jedem von Null ver-
schiedenen Element # bzw. v der einen Gruppe ein Element w der anderen
Gruppe gibt, derart, daB %-w bzw. w-v von Null verschieden ist.

Der Hauptsatz von den primitiven Gruppenpaaren besteht darin, dab
die beiden Gruppen eines solchen Paares untereinander isomorph sind. Nun
ist ja in den letzteren Jahren ziemlich allgemein erkannt worden, dal nicht
die Bettischen Zahlen, sondern dariiber hinaus die Bettischen Gruppen den
Hauptgegenstand algebraisch topologischer Untersuchungen bilden*®) und
daB man dabei auch die sogenannten Bettischen Gruppen modulo x zu
berticksichtigen hat. Um terminologischen Verwirrungen aus dem Wege zu
gehen, stelle ich hier kurz diese Grundbegriffe zusammen. Die r-dimensionalen
orientierten Teilkomplexe eines gegebenen Komplexes sind Linearformen
mit ganzzahligen Koeffizienten in den r-dimensionalen Elementen des Kom-
plexes; sie bilden (in bezug auf die Addition) eine Abelsche Gruppe mit
endlichvielen Erzeugenden, welche L” heiflen mége. Wenn man die Ko-
effizienten in den obigen Linearformen modulo einer ganzen Zahl u >1
reduziert, entsteht die Gruppe L., die Gruppe aller Teilkomplexe mod u.
Fiir jeden Teilkomplex ist sein Rand als algebraische Summe der Rénder
seiner Elemente definiert'), ebenso ist fiir einen Teilkomplex mod u der
Rand mod p definiert. Teilkomplexe, die den Rand Null haben, heiflen
Zyklen; dergleichen fiir Teilkomplexe mod u. Die Zyklen bzw. die Zyklen

mod x bilden eine Untergruppe Z” bzw. Z; von L" bzw. L,. Die Gruppe
Z' bzw. Z, enthilt eine Untergruppe H’ bzw. H, derjenigen Zyklen, die
als Rinder (bzw. als Rinder mod u#) von (7 + l-dimensionalen) Tei-

12} Die unendliche zyklische Gruppe (also die Gruppe aller ganzen Zahlen) wird
gelegentlich auch als die zyklische Gruppe von der Ordnung Null bezeichnet. Diese
Redeweise wird sich im Laufe dieser Arbeit wiederholt als sehr bequem erweisen.

13) Vgl. hierzu z B, H. Hopf, Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen
Formel, Gott. Nachr., Math.-Phys. Ki., 1928.

14) Siehe die Literaturangaben unter %).
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komplexen (bzw. Teilkomplexen mod x) auftreten. Die Gruppe H” baw. H
soll schlechtweg die Gruppe der berandenden r-dimensionalen Zyklen (bzw.
der berandenden Zyklen mod x) heiBen. Die Faktorgruppe Z”|H'™ heiBt
die volle r-dimensionale Bettische Gruppe des gegebenen Komplexes, wihrend
die Gruppe Z,| H die Bettische Gruppe mod u heit. Die volle Bettische
Gruppe ist direkte Summe zweier Untergruppen: der Torsionsgruppe, die
von allen Elementen endlicher Ordnung erzeugt wird, und der reduzierten
Bettischen Gruppe, die von den Elementen unendlicher Ordnung der vollen
Bettischen Gruppe erzeugt wird. Einfachheitshalber bezeichnen wir die
reduzierte Bettische Gruppe als die Bettische Gruppe modulo Null, so dafl
jetzt die Zahlen 0,2, 3, ... als Werte von u auftreten?®).

Nach diesen Vorbereitungen koémnen wir die von uns erzielte Ver-
allgemeinerung des Poincaréschen Dualititssatzes einfach so aussprechen:
die r-te und n — r-te Bettische Gruppe mod u bilden in bezug auf die
2yklische Gruppe von der Ordnung p als Modul™®) ein primitives Gruppen-
paar. Als Produkt zweier Elemente ist die Schnitizahl der in Frage
kommenden Zyklen zu betrachien, wober im Falle u <=0 diese Schnitizahl
modulo u zu reduzieren isi. In einer ganz analogen Weise erhilt man
auch den Alexanderschen Dualititssatz in folgender Form: wenn X ein im
R” liegender Komplex ist, bilden die r-te Bettische Gruppe von K und
die n — r — 1-te Bettische Gruppe von R” — K ein primitives Gruppenpaar,
wenn man als Produkt die Verschlingungszahl der in Frage kommenden
Zyklen betrachtet. Dabei gelten in bezug auf die verschiedenen Moduln
dieselben Verabredungen wie im Falle des Poincaréschen Dualititssatzes®).

15) Offenbar konnen dabei die Gruppen L*, Z*, H" als die Gruppen Ly, z;, H’
mit 4 =0 betrachtet werden (Teilkomplexe, Zyklen, Berandungen modulo Null)
empfiehlt sich ferner im Falle y = 0 noch die Gruppe H”"= H{ aller derjenigen Zyklen
I'” einzufithren, fir die es positive ganze Zahlen %= 0 derart gibt, daB k I'” berandet
(also in A7 = A7 enthalten ist). Wenn man ganz allgemein eine Untergruppe U einer
Abelschen Gruppe G Untergruppe mit Division nennt, falls aus der Inklusion bz C U
(z ein Element von @, k eine positiv ganze Zahl) die Inklusion z C U folgt, kann
man HY als die kleinste Untergruppe mit Division iiber H] definieren. Man sieht
leicht ein, daB die reduzierte Bettische Gruppe (also die Bettische Gruppe modulo Null)
nichts anderes als die Faktorgruppe Z7 | Hy ist. Wir setzen jetzt deﬁmﬁonsgemiiﬁ fur

2340 H’~H’ und fithren im Falle eines belicbigen u = 0,2, 3, ... fir siamtliche
Elemente von H 7. die Bezeichnung homolog Null (in Zeichen ~ 0) ein. Im Falle p=0
ist also ein Zyklus dann und nor dann homolog Null, wenn er (mod x) berandet,
wahrend wir im Falle 4 = 0 sagen werden, daB I'” homolog Null ist, wenn es eine
von Null verschiedene ganze Zahl % gibt, so daB % I'” berandet. Bei jedem u kann
Yso die r-te Bettische Gruppe modulo u (den Fall = 0 nicht ausgeschlossen) als die
Fakitorgruppe 77, | HY, definiert werden.

%) Im Fa,lle # = 0 wird sogar ein schirferes Ergebnis bewiesen, nimlich die
Sogenannte Orthogonalitit der beiden Gruppen, eine stirkere Eigenschaft als die

imitivitat, auf die es uns aber im Augenblick nicht weiter ankommt. Es sei

(Fortsetzung der Fubnote %) anf nichster Seite.)
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Den soeben ausgesprochenen Satz nenne ich den Alexanderschen Saiz
im engeren Sinne: er bezieht sich auf Komplexe, die im R" liegen. Wir
untersuchen aber auch den viel allgemeineren Fall eines Komplexes, welcher
in eine belicbige M" eingebettet ist. Auch hier ergibt sich eine vollstandige
Losung des Problems; den entsprechenden Satz nenne ich den Alexander-
schen Dualitdtssalz tm weiteren Sinne; er ist als eine Verallgemeinerung
der von mir fiir den Fall ,modulo 2% schon frither bewiesenen Formel zu
betrachten?). Nebenbei sei bemerkt, da in der ganzen vorliegenden Arbeit
der Mannigfaltigkeitsbegriffi im viel allgemeineren Sinne verstanden wird,
als bis jetzt iiblich: es werden némlich durchweg die sogenannten z-Mannig-
faltigkeiten betrachtet, deren Definition ungefihr gleichzeitig von ver-
schiedenen Autoren, darunter Alexander, van Kampen, Vietoris und dem
Verfasser, als eine allein auf dem Homologiebegrifi beruhende und deshalb
leicht als invariant erkennbare Verallgemeinerung des klassischen Mannig-
faltigkeitshegriffes gefunden und im §1 des zweiten Kapitels wiedergegeben ist.

Nachdem der sozusagen klassische Fall der in Mannigfaltigkeiten ein-
gebetteten Komplexe erledigt ist, wende ich mich zu dem Fall einer
beliebigen abgeschlossenen Menge. Man konnte auch hier sofort den all-
gemeinsten Fall einer abgeschlossenen Menge in einer beliebigen Mannig-
faltigkeit behandeln (,Fall Fin M"“). Da aber alle prinzpiellen Schwierig-
keiten algebraischer Natur bereits im Falle ,K in M"“ und alle mengen-
theoretischen Schwierigkeiten im Falle ,# in B"“ auftreten, habe ich mich,
um technische Komplikationen zu vermeiden, auf den letzteren Fall be-
schrinkt. Der Fall der abgeschlossenen Mengen wird den algebraischen
Methoden dieser Arbeit dadurch zuginglich gemacht, da man sich konse-
quent der Darstellung einer abgeschlossenen Menge mittels der Alexandrofi-
schen Projektionsspektren bedient™®). Man hat auf diese Weise fiir jede
Dimension r anstatt einer einzigen Abelschen Gruppe eine Folge solcher
Gruppen, von denen jede endlichviele Erzeugenden besitzt; diese Gruppen
sind die 7-ten Bettischen Gruppen der im Projektionsspektrum vorkommenden

hier noch bemerkt, daB man in der Formulierung der beiden Dualitéitssitze notwendig
auf die hier gegebene Definition der Bettischen Gruppen modulo 0 als der reduzierten
Gruppen angewiesen ist: es 1aBt sich nimlich mit denselben Methoden zeigen, dab
die r-te Torsionsgruppe von M* nicht zu der n — r-ten, sondern zu der n — r —1-ten
Torsionsgruppe isomorph ist; ebenso ist die r-te Torsionsgruppe von X zu der
n —1r — 2-ten Torsionsgruppe von R — K isomorph (wenn K ein in R* liegender Kom-
plex ist). Infolgedessen ist im allgemeinen weder die n — r-te volle Bettische Gruppe
einer M” zu der r-ten vollen Bettischen Gruppe derselben Mannigfaltigkeit, noch die
n—7r— 1-te volle Bettische Gruppe von R*— K zu der r-ten Bettischen Gruppe von
K isomorph.

17y Gott. Nachr, 1927, 8. 323.

18) Alexandroff, a. a. 0. %), 8. 107.

v
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approximierenden Komplexe; die Gruppen sind miteinander durch homo-
morphe Abbildungen verbunden, die den simplizialen Abbildungen im
Projektionsspektrum entsprechen. Auf diese Weise entstehen die sogenannten
yinversen Homomorphismenfolgen®, die fiir.die Zusammenhangseigenschaften
der abgeschlossenen Menge mafgebend sind. Diese Homomorphismenfolgen
sind zwar mit Hilfe eines willkiirlich gewahlten Projektionsspektrums de-
finiert, es erweist sich aber, daB Projektionsspektra, die homdomorphe
Mengen definieren, in einem gewissen Sinne dgusvalente Homomorphismen-
folgen besitzen, so daB man berechtigt ist, den Inbegriff aller untereinander
dquivalenten Homomorphismenfolgen als eine neue topologische Invariante
die 7-dimensionale Zyklosis der Menge einzufithren. Es ergibt sich ferner,
dal die r-dimensionale Zyklosis, die ja selbst keine Gruppe ist, in ein-
deutiger Weise eine Gruppe definiert: die zu der Zyklosis duale Gruppe.
Und diese Gruppe ist mit der n — r — 1-dimensionalen Bettischen Gruppe
des Komplementdrraums R" — F isomorph. Die ganze Untersuchung a8t
sich wieder nach einem beliebigen Modul y fithren, wobei, wie immer, man
im Fall y =0 unter der Bettischen Gruppe modulo Null des B" — F die
reduzierte Bettische Gruppe zu verstehen hat. Die wichtigste Folge aus
dieser Theorie ist zweifellos der in ihr enthaltene Beweis der Tatsache, da8
die reduzierte Bettische Gruppe des Komplemenldirraumes zu einer ab-
geschlossenen Menge eine topologische Invariante dieser Menge ist. Man
kénnte iibrigens mit Hilfe derselben Methoden auch die Invarianz der
Torsionsgruppe von R"— F beweisen; dagegen bleibt die Frage iiber die
Invarianz der vollen Bettischen Gruppe von R™ — F gegeniiber topologischen
Transformationen von F unentschieden: im allgemeinen hat ja eine Bettische
Gruppe von R"— F keine endlichviele Erzeugenden, und sie braucht auch
nicht als direkte Summe ihrer reduzierten Gruppe und der Torsionsgruppe
darstellbar zu sein.

Die Invarianz. der Bettischen Gruppen modulo 2 des R"~— F wurde
schon von Alexandroff bewiesen'®). Der Beweis gilt wortlich auch fiir eine
beliebige Primzahl als Modul. Fiir den Fall modulo Null ist ein Invarianz-
beweis in den Sitzen von Lefschetz?®) enthalten, der aber nmur dann gilt,
wenn die Gruppen endlichviele Erzeugenden haben: in den erwihnten
Fillen folgt némlich die Invarianz der Gruppen aus der Invarianz ihrer
Rénge (es werden ja im Falle mod 0 nur die reduzerten, also in diesem
Fall die freien Gruppen betrachtet). Dagegen folgt im allgemeinen Falle
der unendlichvielen Erzeugenden die Isomorphie der Gruppen keineswegs
aus der Gleichheit der Rdnge, selbst im Falle, wo es keine Elemente end-
licher Ordnung gibt: schon die (additive) Gruppe aller rationalen Zahlen,

¥} a. a. 0. 8).
2} Lefschetz, a. a. 0. 9.
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ebenso wie die Gruppe aller dyadischen Briiche, liefern uns Beispiele von
zwei nicht-isomorphen Gruppen, deren Rang Eins ist, die aber kein Element
.endlicher Ordnung enthalten. Es wird iiberdies im Anhang III bewiesen,
‘daB jede aus abzihlbar vielen Elementen bestehende Abelsche Gruppe ohne
Elemente endlicher Ordnung als Bettische Gruppe eines R"— F (sogar fiir
n = 3) auftreten kann, Die Invarianz dieser Gruppen konnte mit Methoden,
die nur die Bettischen Zahlen, also die Rénge beriicksichtigt, prinzipiell
nicht bewiesen werden, so dafl unser Satz durchaus keine selbstverstindliche
Erweiterung der bekannten Invarianzsitze fiir Bettische Zahlen ist, sondem
grundsitzlich tiefer liegt. Um so mehr diirfte es von Interesse sein, auch die
Invarianz der vollen Bettischen Gruppen der R™— F zu beweisen.

Ich mdchte noch zum SchluBl erwihnen, daf diese Arbeit im hohen
MaBe durch eine Vorlesung von Herrn Alexandroff iiberkombinatorische
Topologie und eine Vorlesung von Friulein Emmy Noether iiber abstrakte
Algebra angeregt worden ist (beide Vorlesungen wurden im Winter 1928/29
an der Universitdt Moskau gehalten). Ich verdanke auch Herrn Alexandroff
mehrere Ratschlige bei der endgiiltigen Redaktion der vorliegenden Abhandlung.
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#1) Die Ausfithrungen des Kap. II beziehen sich auf Polyederkomplexe; der Fall
stetiger Komplexe (d. h. topologischer Bilder von Polyederkomplexen) wird im An-
hang I behandelt.
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das heiBen, daB M die unendliche zyklische Gruppe, d. h. die freie Gruppe
mit einer Erzeugenden ist. Wir denken uns die Gruppen U, V, M additiv
geschrieben; da in dieser Untersuchung M durch eine beliebige isomorphe
Gruppe ersetzt werden kann, treffen wir ein fiir allemal die Verabredung,
M sei im Falle u =0 die (additive) Gruppe aller ganzen Zahlen, wihrend
fir u >0 die Gruppe M durch das System der kleinsten nichtnegativen
Reste modulo u reprisentiert werden soll. In diesem Sinne ist ein Element
von M stets eine ganze Zahl .

2. DefinitionI. Zwei Gruppen U und ¥V bilden ein Gruppenpaar in
bezug auf (den Modul) M, wenn jedem geordneten Elementenpaar 2, y —
wobel z ein Element von U und y ein Element von V ist — ein Element &
von M, das Produkt der beiden Elemente z und y:

k=ux-y
zugeordnet ist, wobei stets
(x+2")y=2-y+ay (1. Distributivgesetz)
und
z(y+y)=2z-y+zy (2. Distributivgesetz )

gilt (daraus folgt insbesondere, da8
(1) 2-0=0=0.9
bei jeder Wahl von z bzw. y ist).

3. Definition IL. Essei A eine beliebige Untergruppe von U; die Gesamt-
heit aller Elemente y von V von der Eigenschaft, daf3 fir jedes x aus A

z-y=0

ist, heift der Annullator von A in V und wird mit (V, A) bezeichnet.
In analoger Weise definiert man den Annullator (U, B) fiir eine beliebige
Untergruppe B von V.

Es folgt zundchst aus dem 1. bzw. 2. Distributivgesetz, daBl bei jeder
Wahl von 2 und

2:0=0=0-y9,
(—2)y=—2y baw z(—y)=—2y

ist, so daB gleichzeitig mit 2-y =0 auch (—z)-y und z-(—y) Null ist;
m. a. W.: ein Annullator enthilt mit x auch — 2, mit y auch —y, und
es gehort zu ihm auch das Nullelement; es gilt somit der Satz:

L. Der Annullator ist esne Uniergruppe von U bzw. von V.

Definition III. Ein Gruppenpaar U,V heift primitiv, wenn der
Amnullator jeder der beiden Gruppen in der anderen nur aus dem Null-

element bestehi:
U,v)y=0, (V,U)=0.
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Wir sagen auch ofters, daB U und V zueinander primitiv (in bezug auf M)

sind. Es gilt sodann folgender Satz:

II. Falls U und V ein primitives Gruppenpaar bilden, so lassen sich
diese Gruppen derart in direkte Summen wvon zyklischen Untergruppen

(2) U=A+4,+...+4,
(3) V=2B,+B,+...+B,
ztrlegen, daff fir die Erzeugenden a,,a,,...,a, und b, b,,...,b, der
Gruppen A; und B, die Relationen
(4) a,-b;=0 (fiir 7 4=74),
a;-b,=1k,>0

mit k,,, =0 (mod k,) gelten; dabei sind die k; Teiler von p, und 75”— ist die
Ordnung von A; und B;. '

Bevor wir zum Beweis des Satzes II iibergehen, bemerken wir, da8
ihm zufolge die Gruppen U und V sich als direkte Summen von einer und
derselben Anzahl zyklischer Gruppen bzw. gleicher Ordnung darstellen lassen,
so daB man folgenden Zusatz formulieren kann:

Zueinander primitive Gruppen sind isomorph.

4. Beweis des Satzes II. Man bezeichne mit @, bzw. b, solche
Elemente von U bzw. V (solche ,Werte“ von z und y), dafl die Zahl x-y
einen moglichst kleinen positiven Wert &, enthilt.

Zunichst ist bei jeder Wahl von y bzw. von 2 k, ein Teiler von a,-y
und von z-b;; wenn nimlich z B.

ay=qk,+r=q(a;-b)+r
mit r > 0 wire, wire
al-(y——qbl):r, r<k1>
also wire b, falsch gewihlt.

Man bezeichne mit A, bzw. B, die von a, bzw. von b, erzeugte
zyklische Gruppe und betrachte ein beliebiges « CU. Aus dem soeben be-
wiesenen folgt die Existenz eines solchen ¢, daB z-b, = gk, = g(a,-b,), also
(x—qa,) b, =0 ist; somit ist 2 — ga, ein Element z” von (U, B,), und es ist
(5) r=2a"+2"
mit 'CA4,, 2”"C(U, B,). Ebenso 1iBt sich jedes Element y von ¥ in der
Form y =y +y” mit y' B, y"C(V, 4,) darstellen. Es sei @ ein gemein
sames Element von 4, und (U, B,)=U,; wir wihlen irgendem yCV,
y=19y"-+y". Sodann ist a-y = a-y" -+ a-y”. Nun ist aber a-y’ =0, dend
@ ist in (U, B,) und gy’ in B, enthalten. Andererseits ist wegen a4y
y"C(V, 4,) auch a-y"”"=0; somit ist bei jedem y(V a-y=10, worals
vermdge der Primitivitit des Gruppenpaares U,V die Identitit a = 0 folgh
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Hiermit ist bewiesen, daf U direkte Summe von 4, und U, ist. In der-
selben Weise beweist man, da V direkte Summe von B, und (V, 4,) =V, ist.

Wir beweisen jetzt, daf die Ordnung von A, bzw. von B, gleich _Ilci
1

ist. Fiir =0 ist dies klar: wenn in der Tat die Ordnung von 4, gleich
8§ == 0 wire, ware

sk,=s(a,-b))=s0a,-b,=0,
was unmdglich ist, denn %, ist ja von Null verschieden.

Man betrachte jetzt den Fall » 4-0. Es sei s die kleinste positive
Zahl von der Eigenschaft, daf sk, =0 (mod u), d. h. sa,-b, =0 ist; da
dann das Produkt von sa, mit einem beliebigen Element von B, Null ist;
ist sa, C(U, B,), folglich ist, da 4, und (U, B,) nur die Null im Durch-
schnitt haben, sa, = 0. Somit ist die Ordnung von 4 die kleinste Zahl s
von der Eigenschaft, daB u in sk, aufgeht; da aber u = 0 (mod &,) ist™),

ist diese Zahl gleich —k‘“-
1

Die Gruppen U; und V, bilden, wie leicht ersichtlich, wieder ein
primitives Gruppenpaar, und das obige Verfahren ergibt die Zerlegungen

U,=4,+ (U, B,), V,=B,+(Vy, 4,).
Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir die direkten Summenzerlegungen

U=A4,+4,+...+4,+7U,,
) V=B,+B,+...+B,+7V,
mit
Uii=(U; B; 11)s Vigr=(Vis 4;1)s U= 4, +U, 1, Vi= B, 1+ Vs
wobei bei jedem ¢ U; und V, zueinander primitiv sind. Das Verfahren
bricht nach endlich-vielen Schritten ab (denn U und V¥ hatten ja endlich-
viele Erzeugende), d. h. fiir ein bestimmtes n ist etwa V, die Nullgruppe;
da aber U, und 7, ein primitives Gruppenpaar bilden, muB auch U, die
Nullgruppe sein. Somit bricht das Verfahren in den U, und in den V,
gleichzestiy ab, und man erhdlt schlieflich U=A4,+4,+...+ 4,
V=B,+B,+...+B,. .
Bleibt nur noch iibrig zu zeigen, da8 %;,,=0 (mod k;) ist; pun
wirde aber aus k,,,=a,,,-b,,,=d-k;+r, mit 0 < r < k;, folgen, daB

(‘"d“i‘f‘ @) (b4 b, ,)=—d(a;b)+a, b, ,=—dk+k =7,

was der Definition von @, und b, widerspricht.
Der Satz II ist somit in allen seinen Teilen bewiesen.

#) Wenn u==0 mod %,, also etwa u=gqk, —r (mit positivem r <k ) wire,
hitte man gk = g(a,-b,) =p+7, 4. h. ga,-b = r <k, die Elemente a,, b, wiren
also falsch gewahlt.
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5. Definition IV. Die Summenzerlegungen (2), (3) bilden — falls sie
die Bedingungen des Satzes II erfiilllen — eine charakteristische Darstellung
des Gruppenpaares U, V. Die dabei auftretenden Konstanten k; heiflen
die ¢nvarianten Fakioren des Gruppenpaares.

Der Terminus ,invariante Faktoren“ wird durch folgende Bemerkung
gerechtfertigt. Es seien z,,%,,...,2, und y,,¥,, ..., y, zwei linear unab-
hingige Erzeugendensysteme der Gruppen U und V. Der Satz II besagt,
daB man von den 2; und y; zu neuen Erzeugenden a; und b; iibergehen
kann, so dal dabei @;-b,=0 (beis +7j), a;-b;= k, und k;, , = 0 (mod £,)
ist. Da aber der Ubergang von einem Erzeugendensystem zu einem anderen
durch unimodulare Substitution erfolgt, bedeutet das nichts anderes, als
den folgenden

Zusatz II zum Satz II. Die Zahlen k;, sind die Elementarteiler der
Matriz (x,-y;), wobet die x; bzw. y; ein beliebiges linear unabhdngiges
Erzeugendensystem von U bzw. V bilden.

Die invarianten Faktoren des Gruppenpaares sind also durch dieses
Gruppenpaar eindeutig bestimmt.

6. Man Dbetrachte jetzt: ein Gruppempaar U, V, eine Untergruppe 4
von U und eine Untergruppe B von V. Wenn A (U, V) und B (V, U) ist,
und die Elemente z und 2’ von U, sowie die Elemente , ¥” von V zu der-
selben Restklasse nach 4 bzw. nach B gebdren, so ist (wenn ¢ =2’ — 2 (4
und B =y — y B gesetzt wird)

zp=ay=apf=0,
folglich
gy =(z+e)(y+B) ==y.

Im Falle AC(U,V), B(V,U) induziert somit das Multiplikations-
gesetz des Gruppenpaares U,V ein Multiplikationsgesetz (nach demselben
Modul) fiir die Fakiorgruppen U| A und V|B. Wenn insbesondere A = (U, V)
und B=(V,U) ist, so ist das Gruppenpaar U\ 4, V|B primitiv.

7. Wir betrachten jetzt ausfithrlicher den Fall x =0 und fithren zu-
nichst folgende Definition ein.

Definition V. Im Falle u=0 heifit ein primitives Gruppenpaar
orthogonal, wenn seine tnvarianten Faktoren sdmilich gleich 1 sind.

Eine einfache Rechnung zeigt, daB, wenn im soeben formulierten
Sinne U, V zueinander orthogonal sind und man ein linear unabhingiges
Erzeugendensystem, etwa z,,%,,...,%, der einen Gruppe, etwa U, bat
man ein Erzeugendensystem y,,%,,...,y, der anderen Gruppe so finden
kann, daB z,-y,=,; ist, wobei — wie iiblich — &,;=0 fiir 74 und
d;,=1 ist.
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(Wenn @, und b; die Erzeugenden der charakteristischen Darstellung
sind und x; = Aja; die x; durch die @; ausdriickt, so hat man fiir die
i = ulb, die Bestimmungsgleichungen

> limi =iz,
o
die (wegen || 4[| =1) eindeutig und ganzzahlig losbar sind.)

Man konnte natiirlich den Begriff der Orthogonalitét in genau derselben
Weise auch fiir den Fall x> 0 einfithren; es wird sich aber zeigen, daB
dies unzweckmaBig ist, weil in diesem Falle schon die gewthnlichen primi-
tiven Gruppenpaare dasselbe leisten wie die orthogonalen Gruppenpaare im
Falle u =0. In der Mehrzahl der folgenden Satze werden also primitive
Gruppenpaare mit u > 0 parallel mit den orthogonalen Gruppenpaaren mit
p=0 auftreten, was dadurch zum Ausdruck gebracht wird, daB wir
,primitiv: und in Klammern ,orthogonal“ schreiben, wobei ein fiir allemal
die Verabredung getrofien wird, daB sich das erstere Adjektiv auf den
Fall 4 > 0, das letztere auf den Fall u =0 bezieht.

Definition VL. Wenn fir ein Gruppenpaar U, V im Falle u = 0 die
Faktorgruppen U|(U,V) und V|(V,U) nichi nur zueinander primitiv,
sondern auch orthogonal sind, so heifst U,V ein konjugiertes Gruppenpaar.

Im Falle 4> 0 leisten alle Gruppenpaare bereits dasselbe wie im
Falle 4 =0 die konjugierten Gruppenpaare. Dementsprechend wird 'im
folgenden von ,Eigenschaften (konjugierter) Gruppenpaare“ gesprochen in
dem Sinne, daB die betrefiende Eigenschaft im Falle 4 > 0 fiir alle Gruppen-
paare, im Falle u = 0 dagegen im allgemeinen nur fiir konjugierte Gruppen-
paare stattfindet.

Wir bemerken schlieBlich noch, dafl im Falle 4 = 0 unter einer Unter-
gruppe A von U stets eine Untergruppe mit Division®®) verstanden wird.

8. Es sei U, V ein (konjugieries) Gruppenpaar und z(v) eine homo-
morphe Abbildung von V in die Gruppe M, bei der similiche Elemente
von (V, U) auf das Nullelement von M abgebildet werden. Dann lift sich
dieser Homomorphismus durch ein Element x, von U erzeugen in dem
Sinne, daf fir samtliche vV

z2(v) = x40
ist. Falls dabei das Gruppenpaar U,V primitiv (orthogonal) ist, lift
sich das Element x, nur auf eine Weise bestimmen.

Man nehme zuerst an, U und V seien zueinander primitiv (orthogonal).

Es seien @y, a,, ..., @, bzw. b, b,, ..., b, die Erzeugenden der charak-
teristischen Darstellung von U/ und ¥, ky, k,, ..., k, ibre invarianten Faktoren.

\“—
) Untergruppen mit Division sind in der FuBnote 15) definiert.
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Man setze h;=2(b;) und beweise zundchst, daB %, in %, aufgeht. Fir

u =0 ist dies klar, denn %, ist ja in diesem Falle =—=1. Wenn x> 0 ist,

£

so hat man — da -~ die Ordnung von b, ist —

0=z/ﬁb>=%z(b¢)=% (mod )

woraus folgt, daB p in & kh" aufgeht und somit Z;é- eine ganze Zahl ist.
Man setze jetzt ' :
h

T .
At
(3

s

Zy =

=1

I

wenn v = 2 ,u]b ein beliebiges Element von V ist, so ist
xO”“Zk“ #%, Zk"a(“tba) 2 i(9°8:)
=Zhi:ui=z<2/"ibi> =z(v),

womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Wenn es zwei Elemente 2 und 2’ gibe, die der obigen Bedingung
geniigen, so wire fiir jedes v (¥ — z’)» =0, was nur dann mit der Primi-
tivitdt des Gruppenpaares U, V vertriglich ist, wenn z = 2’ ist.

" Es sei jetzt U, V ein (konjugiertes) — jedoch nicht notwendig primi-
tives — Gruppenpaar. Aus den Bedingungen unseres Satzes folgt unmittelbar,
dafl fiir alle », die zu derselben Restklasse nach (V, U) gehéren, z(v) den-
selben Wert hat, so daB die Abbildung z eine homomorphe Abbildung der
Faktorgruppe V, = V| (V, U) definiert, welche unseren Bedingungen geniigt;
V, ist aber zu U,= U|(U, V) primitiv (orthogonal), folglich existiert ein
Element &, von U, derart, daB fiir jedes n aus V, &,-n =2z(n) ist. Aus
der Multiplikationsdefinition fiir Restklassen (§ 6) folgt sodann, daB fiir
alle zur Restklasse £, gehérenden Elemente 2, von U und fiir jedes Element
y von V

zy Yy =& n=2(n)=2(y)
ist, wobei # die Restklasse bedeutet, zu der y gehért. Unser Satz ist hier-
mit bewiesen.

9. Hilfssatz. Wenn U,V ein primitives (orthogonales) Gruppen
paar und A eine Untergruppe von U ist, so ist A,V ein (konjugiertesy
Gruppenpaar.

Fir u <4 0 ist der Hilfssatz trivial. Im Fall u =0 sei u,, u,, ..., %
ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von U, welches so beschaffen
ist, daB etwa u,,..., u, die Untergruppe A4 erzeugen. Nach § 7 laBt sich
dann das Erzeugendensystem v,, v, ..., v, so bestimmen, daB u,. v, =05
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ist. Da bei beliebigem ¢ <+ und A >r wu,-v,=0 ist, gehbren die
0,45 -~ ¥, simtlich zu (V, 4); wenn andererseits v=rc's, irgendein
Element von V ist derart, daB fiir ein A <7 ¢" von Null verschieden ist,
ist u,-» von Null verschieden. Somit gehdren zu (V, 4) alle und nur die
yon 9,y ..., v, erzeugten Elemente; m.a. W. »,_,...., v, bilden ein un-
abhingiges Erzeugendensystem von (¥, 4).

Da offenbar (4, V) nur aus dem Nullelement besteht, haben wir zu
zeigen, daB 4, V|(V, 4) ein orthogonales Gruppenpaar ist. Bei der homo-
morphen Abbildung von V auf V|(V, 4) gehen die von v, _, ..., v, erzeugten
Elemente nach dem soeben bewiesenen in Null, die v ,...,», dagegen in
lauter von Null und voneinander verschiedenen Elemente f,,..., 8, iiber,
die ein Erzeugendensystem von V| (V, 4) bilden. Da ferner (fiir ¢, j <)
u; f; = u;-v;= 6/ gesetzt werden soll, sind die Gruppen 4 und V/(V, 4)
zueinander orthogonal, und der Hilfssatz ist bewiesen.

10. Satz III. Wenn U, V ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar,
4 eine Untergruppe von U und B = (V, A) ist, so ist A= (U, B).

Man bezeichne mit A’ die Gruppe (U, B); zundchst folgt aus der
Definition von B, da8 bei jeder Wahl der Elemente x4, y(B 2.y =0
ist, so daB jedenfalls die Relation 4 C 4’ gilt. Um die umgekehrte Inklusion
zu beweisen, betrachte man — in der Annahme, daB sie nicht zutrifft —
. irgendein Element z von A’'— A. Fiir dieses Element z und ein beliebiges v
aus V ist das Produkt z.v eindeutig bestimmt, wobei fiir sémtliche y aus B
2.y = 0 ausfillt. Somit ist eine homomorphe Abbildung z () = z-v definiert,
auf die der Satz des § 8 angewandt werden kann, wobei jetzt A4 die Rolle
von U iibernimmt (was erlaubt ist, denn die Gruppen 4 und ¥ sind ja nach
dem Hilfssatz zueinander konjugiert). Somit existiert ein Element , von 4
derart, daf fiir simtliche y CV x,-y =2, also (€, —2)-y = 0 ist; da die
Gruppen U und V zueinander primitiv sind, folgt aus der letzteren Gleichung,
daB z =z, C A ist, entgegen der Definition von z. Durch diesen Widerspruch
ist Satz ITT bewiesen.

11. Als Verallgemeinerung des Hilfssatzes des § 9 beweisen wir noch
den folgenden

Satz IV. U und V mdgen ein (konjugiertes) Gruppenpaar bilden;
wenn A und B Untergruppen von U und V sind, welche die Annullatoren
4'= (U, B) und B'= (V, A) baw. enthalten, so bilden (auf Grund des fir
Uund V erklirten Multiplikationsgeseizes) auch 4 und B ein (konjugiertes)
Gmppenpaar.

Beweis. Im Falle u + 0 ist die Behauptung trivial. Es sei also u = 0.
Wir beweisen zuniichst unseren Satz in der Annahme, da U und ¥ nicht
Bur konjugiert, sondern orthogonal sind,
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Es seien
(1) Qs Qgs ooy Qpes B g5 oo s By s By g5 o0 0r By
(2) bv b—z’ teey bk’ bk+1’ ce bk+r’ bk+r+1’ cees bn’
zwel Erzeugendensysteme von U bzw. ¥V mit @;-b,=9,,. Wir numerieren
die Elemente der Systeme (1) und (2) so, da a,, ..., @, ein Erzeugenden-
system von A" und a,, ..., a,,, ein Erzeugendensystem von A ist.

Da definitionsgemi A'= (U, B) ist, so ist vermége des Satzes III
B =(V, A"). Ein Element b von V gehért somit dann und nur dann zu B,
wenn fiir alle @; mit ¢+ <%k a;,-b=0 ist; dieser Bedingung geniigen aber
nur die Linearkombinationen der b mit j > k; folglich bilden die letzt-
genannten b; ein Erzeugendensystem von B. In analoger Weise gehort b
zu B'=(V, A), wenn fiir alle g, mit 7 < k --r a;-b = 0 ist, woraus wiederum
folgt, daB die b,,,,, ..., b, ein Erzeugendensystem von B’ bilden.

Wir betrachten jetzt die beiden Faktorgruppen 4|4’ und B|B’ und
die zugehérigen Homomorphismen. Es seien bei diesen Homomorphismen
«; das Bild von a;, §; das Bild von b,; dabel ist &, = ... =, = 0, wihrend
die «, 4, ..., &, voneinander und von Null verschieden sind und ein unab-
héingiges Erzeugendensystem von A| A bilden. Ebensoist 8, ,,,,=...= 8, =0,
und die S, ,,..., B,,, bilden ein unabhingiges Erzeugendensystem von
B|B'. Ferner ist «-f;,=a;-b, =0}, so da§ A|A" zu B|B’ orthogonal
ist. Tm Spezialfall des orthogonalen Gruppenpaares U, V ist der Satz hier-
mit bewiesen.

Es sei jetzt U, V ein konjugiertes Gruppenpaar, von dessen Ortho-
gonalitit nichts vorausgesetzt wird. Wir bezeichnen mit 4” bzw. B” die
beiden Annullatoren (U, V) bzw. (V, U). Man hat dann die Inklusionen

A”cA'c4, B'CB'CB,
wobei alle diese Gruppen Untergruppen mit Division sind.
Wir bilden jetzt die Faktorgruppen U =U|A” und V=V|B” und
betrachten die zugehdrigen Homomorphismen f und g:
U=rf@, V=g
Es sei dabel
A=f(d), A’=f(4') wd B=g(B), B'=¢(B');
diese Gruppen sind wieder Untergruppen mit Division.

Wegen des ersten Isomorphiesatzes?) ist 4|4’ mit 4| A’ sowie B|B’
mit B{B’ isomorph. Ferner sind U und V zueinander orthogonal, und es
gelten die Relationen

4'=(U,B)c4d; B'=(V,4)CB.
64

%) Vgl. etwa E. Noether, Math. Zeitschr. 30, S. 648.
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Aus der Orthogonalitit von U,V folgt sodann auf Grund des soeben
Bewiesenen die Orthogonalitit von A |A4’ und B|B’, woraus sich — ver-
moge der Isomorphie zwischen 4|4’ und A]A" und zwischen B{B’ und
B!B’ — die Orthogonalitit von 4|4’ und B|B’ ergibt. Dadurch ist der
Satz IV vollstindig bewiesen.

Kapitel IL

Die verallgemeinerten Dualitatssitze von Poincaré-Veblen und von
Alexander.

1. Geometrische Hilfshetrachtungen®).

1. Es sei K" ein simplizialer Komplex; a” sei ein Simplex von XK,
als a3, ..., ay seien die Simplexe von K", die a” auf ihrem Rande tragen;
diese Simplexe bilden den Stern um a”; die Gesamtheit der dem Simplex a”
gegeniiberliegenden Seiten der a;" bildet den Umgebungskomplex Z"~" " (a”)
von ¢ in K"

Ein zusammenhingender Komplex M" heiit eine Mannigfaltigkest,
wenn simtliche Umgebungskomplexe in ihm Sphiren der entsprechenden
Dimension homdomorph sind. Da die topologische Invarianz der soeben
formulierten Definition (d. h. ihre Unabhingigkeit von der speziellen Sim-
plizialzerlegung, in der M™ vorliegt) bis jetzt unbewiesen bleibt, werden
wir uns im folgenden des allgemeineren Begriffes der sogenannten %-Mannig-
faltigkeiten 2¢) bedienen.

Ein zusammenhingender Komplex M™ heilt eine k- Mannigfaltigkeit,
wenn an jedes # — 1-dimensionale Element von M” genau zwei n-dimen-
sionale Simplexe anschliefen, wihrend der Umgebungskomplex eines jeden
a* (k< n —1) folgende Eigenschaft hat: Z" *"*(a¥) ist ein zusammen-
hingender Komplex, in dem der r-dimensionale Zyklus (0 <r<n—k—1)
berandet und im wesentlichen ein einziger n — k — 1-dimensionaler Zyklus
existiert, welcher dortselbst micht homolog Null ist. Die Invarianz dieses
Begriffes 148t sich leicht nachweisen ).

*) Wegen der Grundbegriffe der Topologie der Komplexe und Mannigfaltigkeiten
vgl. etwa E. R. van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualitatssitze,
Dissertation, Leiden 1929, sowie Alexander, Combinatorial Analysis Situs, Trans.
Amer. Math. Soc. 28 (1926), S.301—329 und Ann. of Math. (2) 31 (1930), S.292-320
und Lefschetz, Intersections and transformations of complexes and manifolds, Trans,
Amer. Math. Soc. 28 (1926), S. 1—49. Weitere Literatur bei van der Waerden, Kom-
binatorische Topologie, Jahresber. d. D. M. V. 39 (1930), 8. 121. Man beachte im
folgenden die terminologischen Festsetzungen der Einleitungen, insbesondere die der
FuBnote 15),

) Vgl. Alexander, Ann. of Math. (2) 81, 8. 307 und Vietoris, Monatsh. f. Math. u.
Phys. 35 (1927), S. 165, sowie van Kampen a.a.0., S.13.

Mathematische Annalen. 105. 13



182 L. Pontrjagin.

Eine A-Mannigfaltigkeit (die iibrigens stets eine Pseudomannigfaltigkeit
im Brouwerschen Sinne ist) heilt orientierbar, wenn sich ihre 7 -dimen-
sionalen Elemente so orientieren lassen, dafl die algebraische Summe ihrer
orientierten Rinder gleich Null ist. Im folgenden werden wir nur solche
Orientierungen zulassen.

2. Es sei M" eine n-dimensionale orientierbare 7-Mannigfaltigkeit,
Man betrachte eine baryzentrische Unterteilung von M™ und orientiere die
Elemente derselben folgendermaBen: es selen a"=¢ (@, ay,...,a,) ein
positiv-orientiertes n-dimensionales Simplex von M", a"= 7y (a,, a,, ..., a,)
eine ebenfalls positiv orientierte Seite von a”; es sei endlich g, der Schwer-
punkt von (a,, a,, ..., a;) (dabei ist ¢ beliebig, also unabhéingig von 7). Die
positive Orientierung des durch die Eckpunkte 8,,8,,,,..., 8, bestimmten
baryzentrischen Simplexes ist dann definitionsgeméB e-n-(f8,, B, ,,--., B.)-
Wenn man auf alle moglichen Weisen die Reihenfolge der Eckpunkte
a,,,, & ,,-..,a, variert, erhilt man (» — #)! verschiedene baryzentrische
Simplexe; sie liegen in @™ und heiflen zu &¢” dual; wenn man diese Kon-
struktion in allen an a” anschlieBenden Simplexen " durchfithrt, erhilt
man die Gesamtheit aller zu " dualen baryzentrischen Simplexe; die al-
gebraische Summe dieser (nach obiger Vorschrift orientierten) Simplexe bildet
den zu a” dualen baryzentrischen Stern. Wir bezeichnen ihn mit ™~ " (a”).

Man sieht leicht ein, daB der Rand eines r-dimensionalen baryzentrischen
Sternes aus baryzentrischen Sternen von der Dimension » — 1 aufgebaut ist.
Dabei gilt folgende Vorzeichenregel: Wenn

k k-1
a —ea -+ ...

und 5" * bzw. b" *** die zu a* bzw. a*~' dualen baryzentrischen Sterne
sind, so ist
TR ()R b L

3. Wir betrachten jetzt zweierlei Arten von ,Bausteinen®, aus denen
wir Teilkomplexe von M" konstruieren werden: die Bausteine erster Art
(die zu Teilkomplexen erster Art fithren) sind die Elemente der gegebenen
Simplizialzerlegung von M", d. h. die Simplexe verschiedener Dimension;
es seien dies fiir die Dimension r etwa ay, as, ..., ar,. Ein Teilkomplex
erster Art ist dementsprechend als eine Linearform von der Gestalt i°a; auf-
zufassen. Die Bausteine zweiter Art sind die baryzentrischen Sterne. Da
die r-dimensionalen baryzentrischen Sterne eineindeutig den n — r-dimen-
sionalen Simplexen von M” entsprechen, lassen sie sich so numerieren:

r r 7
bi, bz, ..., be,_,,

dabei ist b/ =b"(a;""). Ein r-dimensionaler Teilkomplex zweiter Art isb
sodann definitionsgemiB eine Linearform von der Gestalt.i%5;.
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Es seien jetzt zwei Teilkomplexe A= A"=1"af und B=B" "= ' b’
bzw. erster und zweiter Art gegeben. Die Zahl

&%
2(4,8)= 3ty
heiBt die Kroneckersche Charakterisiik oder die Schnitizahl der beiden
Komplexe 4 und B.

4. Man betrachte jetzt zwei stetige Komplexe A" und B"~7, die in M"
(mit eventuellen Singularititen)?’) eingebettet seien; es wird vorausgesetzt,
da8 keiner der beiden Komplexe A" und B""” den Rand des anderen
trifit, daf also die Minimalentfernung des einen Komplexes vom Rande
des anderen eine positive Zahl ¢ ist. Man kann sodann annehmen, daB
die Simplexe von M" simtlich kleiner als etwa 1350 sind. Die Komplexe 4"
und B"~" lassen sich durch Teilkomplexe erster bzw. zweiter Art von M™
beliebig gut approximieren.

Man beweist ohne Miihe die folgenden Tatsachen:

1. Wenn A’ ein Teilkomplex erster, B’ ein Teilkomplex zweiter Art
ist und A’ bzw. B’ die Komplexe 4" und B"~" hinreichend gut approxi-
mieren, so hat die Zahl y(A4’, B’) einen von der speziellen Wahl der
approximierenden Komplexe 4’ und B’ unabhingigen Wert; dieser heiSt
die Kroneckersche Carakteristik (die Schnittzahl) der Komplexe 4" und
Bn—r, Z(Ary Bn—-r).

2. Die Kroneckersche Charakteristik zweier Komplexe 4” und B"™"
hingt nicht von der Wahl der Simplizialzerlegung von M” ab; sie stellt
also eine relative Invariante von 4 und B in bezug auf M" dar.

3. 2(A5 BV )= (=17 ¢ (B, 4).

Bemerkung. Wir bezeichnen mit K"~* den (orientierten) Rand des
(orientierten) Komplexes K.
Sodann gilt

Satz I. Wenn A"™* zu B™"" fremd ist, so ist
(1) . Z(Ar: Bn-—-r) — (_1>rZ(A'r—1’ Bn—-r+1)'

Es geniigt, diese Behauptung fiir den Fall zu beweisen, wo A" ein
Simplex, B”~"** ein baryzentrischer Stern ist. Falls dabei A” und B"~"+2

zemander fremd sind, ist die Behauptung trivial. Man nehme an, 4" und
B™™"** haben einen nichtleeren Durchschnitt. In diesem Fall ist der bary-
T ————————

*") Ein in M™ liegendes eindeutiges (jedoch nicht notwendig eineindeutiges)
stetiges Bild eines Polyederkomplexes heiBt ein in M* (mit eventuellen Singularitaten)
¢ingebetteter Komplex. Falls die Abbildung eineindeutig ist, spricht man von singu-
laritatentreier Einbettung. :
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zentrische Stern B® ™"+ zu einer Seite 4"~ von A" dual; wenn dabei etwa
A"—e A7 ..., B T=p"""(4")
ist, so ist
Z(A'r—l’ Bn—r+1>:__8’ Bn—r+1—*('-1)r'£'3”—r+...,
2(45B") =(=1)"e,
woraus die Behauptung folgt.
Satz II. Wenn A" und B"™" zwes Zyklen sind, von denen mindestens
einer in M" berandet, so ist
2(47, B""")=0.
Beweis. Es sei in der Tat z. B. B'— B"~"; dann ist
2(47, B ") =y(4",B") ==+ (4", B") =0,
W. Z. b. w.

4. Es seien A" und B° zwei zueinander fremde Zyklen in M mit
r+s=mn—1; diese Zyklen mogen ferner in M" beranden, und zwar sei
4A'—~4", B'—B’.

Die Zahl (A", B") heiBt die Verschlingungszahl von A" mit B’ und wird

mit v (A7, B®) bezeichnet. Sie hingt nicht von der Wakl von B’ ab, welil,

wenn B” ein zweiter durch B® berandeter Komplex ist, B'— B” ein Zyklus,

und 4" ein berandender Zyklus ist. Mithin folgt aus Satz II
2(A,B"—B"y=0, d h x(47,B)Y=yx(4",B"),

w.z. b.w.

Satz 1. Es seien wieder A" und B’ zwei zuesnander fremde be
randende Zyklen in M"™ mit r +s=mn—1; dann ist

(47, By =(—1)""""p (B’ 47).

Beweis. Es sei wie immer 4’— 4", B’— B’. Man hat vermige des
schon Bewiesenen
b(4",B*)=y (4, B)=(—1)"" 4 (4, B')=(—1)""* (= 1)+ 4 (B’ 4)

— (____ l)rs+nZ<Bs, Al) — (__ l)rs+nb (Bs’ Ar')’
w. z b. w.

Wenn die Zyklen A” und B®, r s =mn — 1, zueinander fremd und
in M" homolog Null sind, so daB z B. ¢c4” und dB® in M" beranden
(wobei ¢ und d passend gewihlte ganzzahlige Koeffizienten sind), kand
man die Verschlingungszahl v (4°, B) als ﬁw definieren; im all

gemeinen erhilt man auf diese Weise gebrochene Verschlingungszahlen; i
unserer weiteren Darstellung werden .jedoch die Verhiltnisse so liegen, daf
wir stets mit ganzzahligen Verschlingungszahlen auskommen werden.
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5. Wir schlieBen diese Hilfsbetrachtungen mit folgenden naheliegenden
Sitzen:

Satz IV. Es seien: M" eine h- Mannigfaltigkest, K ein aus Simplexen
von M" aufgebauter Komplex, L der aus simtlichen zu K fremden bary-
zentrischen Sternen (= Bausteinen zwester Art) bestehende Komplex,
I irgendein tn M"— K Uegender Zyklus. Unter diesen Bedingungen ist
I einem Teilzyklus A4 von L (der also ein Teilkomplex zweiter Art von
M™ ist) in M" — K homolog. Falls I' ein Teilzyklus von L ist, welcher
in M"— K berandet, ist I' Rand eines (aus Bausteinen zwester Art zu-
sammengesetzten) Teilkomplexes von L.

Beweis. Zuerst beweisen wir folgenden Hilfssatz:

Jede abgeschlossene Menge F C M"” — K 1aBt sich mittels einer stetigen
Deformation innerhalb von M" — K in eine in L gelegene Menge F' iiber-
fiihren, und zwar so, daf wihrend des ganzen Deformationsprozesses alle
zu L gehorenden Punkte von F fest bleiben.

Es sei § das System aller baryzentrischen Sterne von M”, die mit K
einen nicht leeren Durchschnitt haben, also zu den Simplexen von K dual
sind. Wir bezeichnen mit s die Hochstdimension der Sterne des Systems §,
die in ihrem Innern Punkte von F enthalten; es sei S einer unter jenen
Sternen. Da S zu einem Simplex dual ist, welcher keinen Punkt von F
enthilt, befordert man durch Zentralprojektion aus dem Schwerpunkte
dieses Simplexes (des ,Mittelpunktes des Sternes“) simtliche zu S ge-
hérenden Punkte von F auf den Rand des Sternes. Diese ,Ausfegung®
ist eine Deformation von F, welche alle aulerhalb und auf dem Rande
von S gelegenen Punkte dieser Menge festlaBt und die ganze Zeit F und K
fremd zueinander halt. Eine wiederholte Anwendung dieses Ausfegeverfahrens
verwandelt ¥ in eine abgeschlossene Menge F”, die keinen Punkt im Innern
eines zu ® gehorenden Sternes besitzt. Es sei z ein beliebiger Punkt von F';
dieser ist innerer Punkt eines baryzentrischen Sternes, der — da er nach
dem soeben Bewiesenen zu K fremd ist — in L enthalten sein muf}, womit
der Hilfssatz bewiesen ist.

Es sei jetzt L der (geometrisch mit L zusammenfallende) Komplex
erster Art, den man erhilt, wenn man die Bausteine zweiter Art, aus
denen I zusammengesetzt ist, wieder in Simplexe zerschligt. Aus dem
Hilfssatz folgt, daB jeder zu M" — K gehorende Zyklus I'” in einen in L
liegenden, also weiter in einen aus Simplexen von L aufgebauten Zyklus y”
durch eine Homotopie verwandelt werden kann; man betrachte jetzt die
Simplexe von y” als Teilsimplexe der Bausteine zweiter Art, die den Kom-
Plex I bilden. Wenn ein solcher Baustein 87 in " nur zum Teil enthalten
Wware, wiirde man ihn dadurch wegschafien konnen, daf man den in ihm
liegenden Teil von y” auf den Rand von S” befordert (was immer miihelos
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geht). Nachdem man dies endlich oft wiederholt hat, verwandelt sich y"
in einen aus Bausteinen zweiter Art aufgebauten Zyklus, also in einen
Teilzyklus von L. Genau dasselbe Verfahren 148t sich auch auf den am
SchluB des Satzes IV erwidhnten Homologietriger anwenden und ergibt
sodann den Beweis der beiden Behauptungen dieses Satzes.

H. Formulierung und Beweis der beiden Dualitiitssiitze.

1. M" sei eine orientierbare und orientierte 7%-Mannigfaltigkeit;
ai, s, ..., Aq, seien die r-dimensionalen Elemente der gegebenen Simplizial-
zerlegung von M", 517", 537", ..., by, ' die zu ihnen dualen baryzentrischen
Sterne; wir setzen z(ai, ") =4,,. K sei ein aus Simplexen von M
aufgebauter Komplex, wobei die in K auftretenden r-dimensionalen Sim-
plexe ay, as, ..., ajr sein mogen. Sodann haben unter den b ™" die mit
£ < %" und nur diese einen nichtleeren Durchschnitt mit K.

Der ganzen folgenden Untersuchung liege eine feste ganze Zahl u, die
gleich Null oder groBer als 1 ist, als Modul zugrunde. Die sich auf K be-
ziehenden Gruppen L, Z,, H,,, H, seien einfach mit L7, Z", H", H" be
zeichnet. Die Bettlschen Gruppen mod u von K seien einfach mit B”
bezeichnet, wobei die in der Einleitung gemachten Verabredungen (inshe-
sondere die der Fufnote %)) durchweg ihre Geltung behalten.

Wir bezeichnen ferner mit " die von den Elementen b7, k=1,2,...,5" "
erzeugte Abelsche Gruppe mit der einzigen Relation ubi = 0. Der Rand
mod u eines jeden Elementes von &7 (der ja ein Komplex zweiter Art ist)
kann als eine Linearform in den b * geschrieben werden; indem wir in
dieser Linearform nur die Glieder mit & < 4"~ """ behalten, bekommen wir
einen Komplex zweiter Art, den reduzierien Rand des gewihltes Elementes
von £". Die Komplexe, die als reduzierte Rénder der in " vorkommenden
Komplexe auftreten, bilden eine Untergruppe von £7~%, die wir mit "
bezeichnen; analog zu den fritheren Bezeichnungen setzen wir im Falle u =0
© =9", wihrend im Falle p=0 $” als die Kleinste Untergruppe mib
Division von £ iiber §” definiert wird. Es liegt ferner eine homomorphe
Abbildung von £” auf $"* vor; der Kern®®) dieses Homomorphismus sol
mit 8" bezeichnet werden; man sieht leicht ein, daB $” eine Untergruppe
von 37 ist.

2. Es soll jetzt ein Multiplikationsgesetz fiir die beiden Gruppen L'
und 8"77 festgelegt werden. Dies geschieht einfach dadurch, daB als Pro-
dukt der Elemente ¢ C L” und b C """ die Schnittzahl x(a, b) modp

25) Wenn eine Gruppe 4 auf eine Gruppe B homomorph abgebildet ist, so he}Bt
die Untergruppe von 4, die aus allen Elementen besteht, weleche auf das Einheits
(Null-)element von B abgebildet werden, der Kern der homomorphen Abbildung.
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gesetzt wird. Vermoge dieses Multiplikationsgesetzes bilden die Gruppen L
und "7 " ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar, denn die beiden Grup-
pen besitzen ja je ein Erzeugendensystem o bzw. b7~ mit ai.b/' " = oi.

3. Wir beweisen jetzt die Relationen

(1) (LT’ %n—r) j— Z?‘; (8"1*—7‘, HT) —_— 87}—)‘,
aus denen dann wegen Kap. I, § 10, Satz III die Relationen
(2) (811-‘7" ZT) — @n-—r; (Lr, 8“—7‘) —_ HT
folgen.

A. Es sei a CZ%, b CH"™"; wir beweisen, daB y(a,b) =0 (mod u)
ist. Wenn p = 0 ist, so existiert ein ¢ C "~ """, dessen reduzierter Rand b
ist. Folglich ist
¢c—b-+5, b =z K fremd.
b -5’ ist homolog Null, woraus y(a,b -+ b") =0 folgt; da aber b’ auBer-
halb von K liegt, ist #(a, b’ )—0 also x(a,0)=0, wie wir es haben
wollten,
Wenn u =0 ist, existiert ein von Null verschiedenes % und ein
¢ C Q7+ derart, daB
¢c—kb-4+5b, b mu K fremd;

kb b ist wieder homolog Null, also ist y(a, k6 -+b") =0, was vermoge
1(a,8)=0

0=x(a,kb)="Fky(a,b)
und schlieBlich y(a@,b) =0 ergibt.

B. Es sei @ ein nicht zu Z” gehorendes Element von L”; wir nehmen
uns vor, ein solches Element von 9" " zu finden, welches mit @ eine von
Null verschiedene Schnittzahl besitzt. Da @ nicht zu Z” gehért, also kein
Zyklus ist, ist

a—bCH™", b+0;

L'™" und "7 """ bilden aber ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar;
es existiert folglich ein solches ¢ C £"7"*%, daB x(b,¢) 40 ist. Wenn
wir mit ¢ den Rand, mit ¢ den reduzierten Rand von ¢ bezeichnen und
bemerken, daB wegen des Satzes I dieses Kapitels x(b, ¢) = £ x(a, ¢),
wahrend andererseits offenbar y(a, ¢) = y(a, €) ist, so sehen wir, daB
2(a@, &)+ 0 ist. Das Element ¢ geniigt also unseren Forderungen, und die
erste der beiden Formeln (1) ist somit bewiesen; die zweite beweist sich
auf genan dieselbe Weise.

Wir schlieBen an diese Ausfithrungen noch folgende Bemerkung an:
da L und Q""" ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar bilden und

(Lf" 8%—-7‘) < ZT’ (212—1', Zr) < 8”-—-?
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ist, so folgt aus Kap. I, § 6, daB auch die Faktorgruppen Z"!H”" und
B"77| 9" ebenfalls zueinander primitiv (orthogonal) sind.

4, Wir erhalten jetzt das Theorem von Poincaré-Veblen, wenn wir
K = M" setzen. In diesem Fall ist die Gruppe Z”|H” die r-dimensionale
und 3"77|9""" die n — r-dimensionale Bettische Gruppe von M". Wir
erhalten somit

Das verallgemeinerte Poincaré-Veblensche Dualititsgesets.
Die reduzierten Bettischen Gruppen der Dimensionen r und m — r einer
n-dimensionalen h- Mannigfaltighest sind zuesnander primitiv (orthogonal),
sobald man als Multiplikationsgesetz die Bildung der Schnitizahl betrachtet;
insbesondere sind die beiden Gruppen uniereinander isomorph.

5. Wir gehen jetzt zum Alexanderschen Dualititssatz iiber. Wir be-
weisen zunichst den Alexanderschen Satz im engeren Sinne (der dennoch
eine Verallgemeinerung des von Alexander selbst bewiesenen Resultates
bildet), indem wir voraussetzen, da8 in der %-Mannigfaltigkeit M" simt-
liche Zyklen beranden. Solche %-Mannigfaltigkeiten nennen wir (verallge-
meinerte) Poincarésche Riume. Es sei sodann K ein (aus den KElementen
der gegebenen Simplizialzerlegung von M") aufgebauter Komplex, von dem
wir nur voraussetzen, da8 er nicht mit M" zusammenfillt.

Bei der folgenden Untersuchung der Berandungsrelationen in M"— K
konnen wir uns auf die Betrachtung der aus baryzentrischen Sternen b
aufgebauten Komplexen beschranken. Wir tun das, ohne es jedesmal zu
erwihnen.

Es sei a ein s-dimensionaler Zyklus in M" — K. Da a in M" be
randet, existiert ein ¢— a; ¢ ist eine Linearform in den 6" und kann
in der Gestalt ¢ =b b dargestellt werden, wobei b ein Element von
8°"* und b zu K fremd ist. Ferner ist

b=c—b—t—b=a—b,

also a~b in M"— K.

Es sei o’ irgendein anderer Zyklus in M" — K, der dortselbst zu a
homolog ist. Wenn u == 0 ist, so gibt es einen e CM" — K,

e—a' —a.
Andererseits berandet o’ in M”, was zu
¢ — al, cl:: BI+ o’
fithrt. Ferner ist
¢c—¢c+e—a—a'+a'—a=0,

so daB ¢ — ¢’ ¢ ein Zyklus ist (der in M”" berandet). Folglich gibt es
einen | mit

f—oc—cd+e, f=i+71,
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wobei ' eQ°"? §"C M"— K. Der reduzierte Rand von {’ ist, wie leicht
ersichtlich, b —b’. Mit anderen Worten: Aus der Homologie a ~ a’ in
M"— K folgt, daf3 die entsprechenden Komplexe b und b’ (deren Rinder
a und a’ bzw. homolog in M"— K sind) Elemente von 3°** sind, die
aur selben Restklasse beziiglich $°*' gehoren. Dasselbe Ergebnis findet
auch im Falle yu =0 statt: dann ist nédmlich (fiir ein bestimmtes k 4= 0)
e—k(a’—a) (in M"—K),
fok(c—c)+e, f=i+i" §e@* {'CU"—K;
der reduzierte Rand von {’ ist diesmal % (b —b’), und die obige Behaup-
tung behilt ihre Giiltigkeit.

Wir fassen nochmals zusammen: Jeder s-dimensionale Zyklus a CM"— K
ist dortselbst dem Rande eines Elementes b von 3°*' homolog, wobei,
wenn a und g’ in M" — K homolog sind, b und b’ zur selben Restklasse
in bezug auf H°** gehdren; hieraus folgt aber ein Isomorphismus zwischen
der s-dimensionalen Bettischen Gruppe von M"— K, B°(M"— K) und
der Gruppe 3°7*{9°**. Nun ist aber die r-dimensionale Bettische Gruppe
von K, d. h. die Gruppe Z"!H” zu 3"~ 79" " primitiv (orthogonal), und
die Multiplikation ist dabei durch die Schnittbildung gegeben. Folglich
bilden auch Z”!H” und B""""*(M"— K) ein primitives (orthogonales)
Gruppenpaar, wobei die Schnittzahl des entsprechenden b mit dem 7-dimen-
sionalen Zyklus aus K nichts anderes als die Verschlingungszahl dieses
Zyklus mit dem entsprechenden Zyklus a aus M™ — K definiert. Wir er-
halten somit folgenden verallgemeinerten

Dualititssatz von Alexander im engeren Sinne. Es sez M” ein
verallgemesnerter Poincaréscher Raum von der Dimension n; wenn K einen
Komplex in M™ bedeutet, so ist die r-dimensionale Bettische Gruppe von K
zu der n — r — 1-dimensionalen Bettischen Qruppe von M" — K primitiv
(orthogonal), sobald man als Multiplikation die Bildung der Verschlingungs-
zahl der emtsprechenden Zyklen betrachiet; insbesondere sind die beiden
Gruppen untereinander tsomorph.

6. Es sei jetzt M™ eine beliebige A~-Mannigfaltigkeit. Wir betrachten
irgendeinen aus Simplexen von M" aufgebauten Komplex K, von dem nur
vorausgesetzt wird, da er nicht mit M" zusammenfillt. B’, B", W seien
bzw. die 7-dimensionalen Bettischen Gruppen von K, M"— K und M™
Wegen K ¢ M* wird B” auf eine Untergruppe V" und B~ auf die Unter-
gruppe B von W” homomorph abgebildet; die Kerne dieser H(imomorphismen
seien A” und U”. Bei p < 0 setzen wir V=V" und B”= 8", wihrend bei
#=0 durch V" bzw. 8" die kleinste Untergruppe mit Division von W"
tber V" bzw. B” bezeichnet wird. Offenbar besteht 4” aus allen den-
jenigen Elementen — d. h. Restklassen von Z” mod H™ —, die nur Zyklen,
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welche in M™ homolog Null sind, enthalten. Dementsprechend bezeichnen
wir mit A" die Gruppe aller derjenigen Elemente von B’, die Restklassen
sind, welche Zyklen enthalten, die in M" beranden. Offenbar ist A" eine
Untergruppe von 4", welche im Fall 4 4= 0 mit A" zusammenfillt; ferner
ist im Falle u=0 A" dle kleinste in B" enthaltene Obergruppe mit
Division fiir die Gruppe A" Analog wird auch die Gruppe 9" definier,
Der verallgemeinerte Alexandersche Dualitéitssatz 148t sich sodann in der
Gestalt der folgenden beiden Behauptungen aussprechen:

Dualititssatz von Alexander im weiteren Sinne.

Vorbemerkung. Wegen des Poincaré-Veblenschen Satzes ist W", W" ™"
ein Gruppenpaar.

Erste Behauptung:

(3) (W,8"")=vV" (W', V)=%8""".

Zweite Behauptung:

A" und A" baw. A und A7 bilden ein primitives (ortho-
gonales) Gruppenpaar (wobei als Produkte die Verschlingungszahlen der
entsprechenden Zyklen aufireten).

Beweis der ersten Behauptung. Vermoge des Satzes III des
Kap. I (§ 10) geniigt es, die eine der beiden Formeln (3) zu beweisen,
z. B. die zweite. Zu diesem Zweck bemerken wir zundchst, daB jeder
aullerhalb von K gelegene n — r-dimensionale Zyklus (sowie jeder ihm in M"
homologe Zyklus) selbstversténdlich mit jedem 7-dimensionalen Zyklus aus
K die Schnittzahl Null hat. Daraus folgt unmittelbar, daB 8"~ (W"~", V")
ist. Um die umgekehrte Inklusion nachzuweisen, betrachten wir irgendeinen
n — r-dimensionalen Zyklus a von M" und zeigen, daB, falls a mit simt-
lichen r-dimensionalen Zyklen von K die Schnittzahl Null hat, ein Zyklus o’
in M"— K existiert, welcher im Falle x 4=0 mit a, im Falle x4 =0 mit
ka, <=0, in M" homolog ist. Man kann sich dabei auf den Fall be-
schrinken, dal a eine Linearform in den zu den r-dimensionalen Simplexen
von M”™ dualen baryzentrischen Sternen ist. Sodann ist

a=b+b, be3"", b CM"—

Da die Schnittzahl von a mit simtlichen Zyklen aus K Null ist, ist b 9"
folglich existiert ein Element ¢ von £" """ und eine hochstens im Fall
# =0 von 1 verschiedene positive ganze Zahl % derart, dal %5 den re
duzierten Rand von ¢ bildet. Dann ist aber a’=ka — ¢ ein in Y"— K
gelegener Zyklus und (da offenbar ¢ ~ 0 in M" ist) ist

a'~ka (in M),
w.z b w
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Beweis der zweiten Behauptung. Wir beweisen in erster Linie, da8
A7 und 9" "' zueinander primitiv (orthogonal) sind. Zunichst ist klar,
daB jeder s-dimensionale Zyklus aus M"— K, welcher in M" berandet, in
M"— K dem Rande eines Elementes von 3°** homolog ist. Es geniigt
deshalb solche Zyklen zu betrachten, die Rénder der Elemente von 3"~ "
sind. Wir bezeichnen ferner mit H” baw. §° diejenige Untergruppe von Z”
bzw. von F°, welche aus allen Elementen besteht, die in M", bzw. deren
Rinder in M"— K homolog Null sind. Es soll jetzt die Formel

*) (8T H)=$

bewiesen werden. Die Inklusion §"~"C (8"~ ", H") ist wieder trivial; um
die umgekehrte Inklusion zu beweisen, hat man zu zeigen, daB, wenn fiir
ein bestimmtes a C 3" " fiir simtliche y aus H” y(a,y) =0 (mod x) ist,
¢ in M"— K notwendig homolog Null ist. Wir definieren zu diesem Zweck
fiir jedes Element y CB” das Produkt y-a als die Schnittzahl (mod u)
eines beliebigen Zyklus der Restklasse y mit a. Aus dieser Definition folgt,
dal fiir die Gruppe (Restklasse) A", als Element y, von B” betrachtet,
Yo+ @ = 0 ist, woraus sich eine natiirliche Definition der Produkte z- a ergibt,
wenn z ein beliebiges Element der Faktorgruppe B”|A7=TV" bedeutet.
Im Falle x4 40 ist dadurch automatisch ein Multiplikationsgesetz z-a fiir
die Elemente 2 von V7~ definiert (denn in diesem Fall ist ja V" mit ¥~
identisch); wenn dagegen u = 0 ist, definiert man das analoge Multiplikations-
gesetz folgendermaflen: z sei ein beliebiges Element von V"; es existiert
2-a
—}L—’
Briiche auftreten, da aber V endlichviele Erzeugenden besitzt, sind alle
Nenner beschrinkt, so daf fiir ein passend gewihltes % bei jeder Wahl
von x (V" z-ka eine ganze Zahl ist. Der Einheitlichkeit der Formel halber
fiihren wir auch im Fall u 4 0 den Koeffizienten % ein, nur soll er dann
definitionsgemif gleich 1 sein. Da W” und W"™" zueinander primitiv (ortho-
gonal) sind, bilden V" und W"™" (kraft des Hilfssatzes des § 9 des Kap. I)
ein konjugiertes Gruppenpaar. Da iiberdies (W", W"™") =0 ist, sind die
Voraussetzungen des § 8 des Kap. I reichlich erfiillt, und es gibt ein solches
Element b CW"~", daB bei jedem 2 (V" z-ka = z-b ist, dies bedeutet
aber, daB, wenn § ein beliebiger Zyklus aus der Restklasse b und & ein
beliehiger Zyklus einer beliebigen Restklasse (V7 also einfach ein be-
liebiger 7-dimensionaler Zyklus von K ist, z(&, ka — §) =0 ausfillt. Wir
zerlegen jetzt den Zyklus g wie iiblich in die Summe zweier Komplexe a’
und a”, wobei a’ ein Element von 3"~ " und a” zu K fremd ist. Aus
dem soeben Bewiesenen folgt, daB ka — a’ ein Element von (3"7", Z")
ist; also ist (bei einem nur im Fall u = 0 von 1 eventuell verschiedenen k')

dann ein 2 V" mit h-z =2z, und wir setzen z-a = Dabei konnen
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¥ (ka—a’) der reduzierte Rand eines gewissen ¢ aus €"~"** ist. Wir
haben ferner die Berandungsrelation

(5) Fka—¢—kp—Fka,

andererseits ist aber nach der Definition von a” und ¢ die linke Seite von

(5) ein in M"— K liegender Komplex, so dal aus (5) die Homologie
Fka~0 in M"—K

folgt, wie wir es beweisen wollten.

Nachdem die Formel (4) bewiesen ist, bleibt nur noch ein leichter
Schritt, und die zweite Behauptung des Alexanderschen Dualitétssatzes
wird erledigt. Zunichst ist nach dem § 2 dieses Abschnittes L” zu £"7"
primitiv (orthogonal); da (wegen § 3, Form. (2))

(LT’ 8”—T>=H1‘<ZT, (Sn—-r, ZT)=®7L—'T<8”_T

ist, bilden nach Satz IV des Kap. I Z" und 3" ein konjugiertes Gruppen-
paar; da ferner (Z”,3""")=H CH" ist, sind wegen des Satzes IV,
Kap. I auch die Gruppen H” und 3"~" konjugiert, so daB die Faktor-

gruppen nach den Annullatoren (H”, 3" ") =H und (3" ", H)=9"""
primitiv (orthogonal) sind. M. a. W.: die Gruppen H” H” und 3" |§"~"
sind zueinander primitiv (orthogonal). Die erste dieser Gruppen ist aber
definitionsgemil die Gruppe A”; ein Element { der zweiten Gruppe ist eine
Restklasse von §"~" mod $"~"; jedem Element 3 dieser Restklasse wird
sein Rand a"~ """ zugeordnet, und alle diese Riinder sind untereinander
homolog in M"— K (die Restklassen sind ja modulo $"~” genommen!);
mithin wird der ganzen Restklasse { ein Element von $"7 "%, und sogar
ein Element von 9["~"~* zugeordnet (die a™ """ beranden ja nach ihrer
Konstruktion in M", weil sie als Rénder definiert waren). Wenn umge-
kehrt ein Element von 9[""~* gegeben ist, so ist es eine Restklasse
modulo §"~"* der Gruppe aller Zyklen von M"— K, und in dieser Restklasse
ist ein Zyklus enthalten, der in M" berandet; dieser ist dem Rand emes
Elementes von 3"~ " homolog; folglich ist in der Restklasse der Rand eines
Elementes aus 3"7" enthalten; auf die Weise werden Zyklen, die einem
und demselben Element von 9["~"~* entspringen, Elemente von 8"~ zu-
geordnet, die zur selben Restklasse modulo §"~" gehéren, folglich ein und
dasselbe Element von 37| $""". Somit wird ein Isomorphismus zwischen
9"~ und 8" 7|9 hergestellt, welcher erlaubt, die fir A”=H"|H
und {"77| ™" erklirte Multiplikation unmittelbar auf 4” und ggn 7
zu iibertragen; dieses Multiplikationsgesetz ergibt als Produkt der Elemente
aCA” und aC """ die Verschlingungszah] eines Zyklus aus der Rest-
klasse @ mit einem solchen aus der Restklasse a.
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7. Somit ist bewiesen, daB A” und A"~ ein primitives (orthogonales)
Gruppenpaar bilden. Man kann dies als eine sich auf die beiden Komplexe
K und L beziehende Aussage auffassen, denn jede in M"— K stattfindende
Berandung 148t sich ja nach L wegzichen. Nun aber treten in unserem
Beweise die Elemente (erster Art) von K und die Elemente (zweiter Art)
von L in durchaus symmetrischer Weise auf, so daB man ihre Rollen
tauschen konnte. Dann aber wiirden die Uberlegungen der letzteren Para-
graphen uns zum Beweis der Primitivitdt (Orthogonalitét) des Gruppen-
paares A7 und 9" fihren, w. z. b. W.

8. Wir wollen zum Schluf noch zeigen, wie man aus dem soeben
Bewiesenen die Dualitdtsformeln ableitet, die fiir den Fall mod 2 noch
friiher aufgestellt worden sind™®). Dabei ist unter dem Modul x Null oder
eine beliebige Primzahl zu verstehen.

Wenn man im allgemeinen mit v (G) den Rang der Abelschen Gruppe G
bezeichnet, so hat man zundchst:

(6) r(@r ) = () = (A7) =1 (47)
und
(6") (B =1(8"7), (V) =1(V).

Da ferner (W', 8"~")=7V" ist, wihrend (8”77, W’) aus dem Nullelement
besteht, ist W| V" mit B""" isomorph, was unter Beachtung der all-
gemeinen Relation t(W") =t (W"| V") + (V")

(M (W) =x(V) +(8"7)
ergibt. Wir haben also
(8) 18" =T (B AT —n (Y ()
Aus (6) und (7) folgt ferner
(9) (BT = (W) — (V)
wenn man dies und (6) in (8) einsetzt und beachtet, dal

(B =1(4")+ (B 4") =1(4") + (V")
ist, erhilt man schlieBlich

(BT )=t (B) (W) — (V) — (V)

w. z. b. w.

1 ) Pontrjagin, Zum Alexanderschen Dualititssatz, zweite Mitteilung, Gott. Nachr.,
927, 8. 446.
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Kapitel IIL
Das allgemeine Dualititsgesetz fiir abgeschlossene Mengen.
I. Direkte und inverse Folgen von Homomorphismen.

1. Es se1
(1) U, Uyt Uy, ...

eine unendliche Folge von Gruppen, von denen jede Gruppe U, in®°) ihren
Nachfolger U,, , , mittels des Homomorphismus ¢,, abgebildet wird; die Folge

(2) Pys Porveos Ppyy oo+
heiBlt sodann eine direkte Homomorphismenfolge. Sie bestimmt folgender-
mafen eine neue Gruppe U — den Limes der Folge (1) in bezug auf
die Folge (2) oder kurz — die Limesgruppe. Zunichst nenne man eine
Fundamentalfolge jede Folge von der Gestalt

(3) Ly Ty gsves Ly oo

wobei z,, ein Element von U, und dabei stets z,,,,= @, (2,,) ist. Zwei
Fundamentalfolgen (3) und

(4) Yos Ynaas oo o> Yos o+ o
heiBen konfinal, wenn es ein x derart gibt, daB fiir m > % z,=y,, ist
Offenbar zerfdllt die Gesamtheit der Fundamentalfolgen in Klassen unter-
einander konfinaler Fundamentalfolgen. Diese Klassen werden zu Elementen
der Gruppe U gemacht. Die Gruppenoperation in U wird sodann wie folgt
erklirt. Es seien « und g zwei Klassen; man wihle in jeder je eine
Fundamentalfolge, etwa

G= &y By g5 oees Xy +--)
und

b= (Yps Ynsgr o> Ypso--+)
mit etwa k> k; die durch die Fundamentalfolge

C={Z Yp> Tpo1* Yns1> > Ton* Ypus - +)
bestimmte Klasse y heift dann das Produkt (im Sinne der Gruppenoperation in
U) der Elemente ¢ und 8. Offenbar ist y durch « und g eindeutig bestimmst
(d. h. y hingt von der Wahl der Folgen ¢ und b in den Klassen ¢ und
B nicht ab). Wenn e, das Einheitselement von U,, ist, so ist das durch
(€55 €, .-, €,,...) definierte Element von U das Einheitselement in bezug

%) Wenn jedem Element a einer Menge A ein Element b einer Menge B zt-
geordnet ist, und dabei jedes b mindestens einem @ entspricht, spricht man von einer
Abbildung von 4 auf B. Eine Abbildung von 4 auf eine echte oder unechte Teil-
menge von B heifit (nach Herrn van der Waerden) eine Abbildung von 4 iz B.
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suf die soeben definierte Gruppenoperation; man erhilt ferner zu jedem
Element ¢ von U das inverse «™, wenn man in den Folgen der Klasse «
alle Elemente durch ihre Inverse ersetzt. Da iiberdies unsere Operation
dem assoziativen Gesetz geniigt, sind alle Gruppenpostulate erfiillt, und U
ist eine Gruppe. Bevor wir weiter gehen, fithren wir folgende Bezeichnung
ein: @7 soll die Abbildung ¢, ,(...(¢,_,(®,))) von U, in U, bedeuten
(dabei ist natiirlich s > r).
Wenn
(5) Un,> Unys -5 Unys -«

eine Teilfolge der Folge (1) ist, so entspricht ihr die Homomorphismenfolge

(6> <P;, (P‘:” R (P;> LR mit (P; = ¢7ZL:+1’

und die Gruppe U, die als Limes von (5) in bezug auf (6) auftritt, ist,
wie leicht ersichtlich, mit dem Limes von (1) in bezug auf (2) isomorph.
Wir sagen in diesem Falle von der direkten Homomorphismenfolge (2), sie
umjasse die Folge (6). Zwei direkte Homomorphismenfolgen heilen ferner
dquivalent, wenn man in ihnen zwei solche Teilfolgen finden kann, welche
von einer dritten Folge umfaBt werden. Dieser Aquivalenzbegriff geniigt
den Gleichheitsaxiomen (der Reflektivitit, der Symmetrie und der Transi-
tivitdt)®), so da8 man von Klassen untereinander #quivalenter Homo-
morphismenfolgen sprechen kann. Da ferner zwei Folgen, von denen die
eine die andere umfaBt, im Limes isomorphe Gruppen bestimmen, ergibt
sich folgender Satz:

1. dquivalente Homomorphismenfolgen haben isomorphe Limesgruppen.

Eine direkte Homomorphismenfolge (1), (2) wird von jetzt an stets
mit f (U, ¢) bezeichnet.

2. Wir betrachten wieder eine Folge

(1) U,Uy, ..U, ...,

31} DaB unser Aquivalenzbegriff transitiv ist, ergibt sich aus den folgenden beiden
Bemerkungen, von denen die erste selbstverstindlich und die zweite miihelos nach-
zuweisen ist:

1. wenn I=1II und I'D I, II'D I ist, so ist I'=1II,
2. wenn I=II und II"CII ist, so ist I=II".
Zunachst folgt aus I=II, II = III die Existenz der Teﬂfolgen I, und II,, II” und
1", sowie der Folgen IV und ¥ mit
L+1L 1, o7+Harrdv.
Vermige der Bemerkungen 1 und 2 ergibt sich sodann der Reihe nach

I=11", I=V, I=11", I=1II,
W.z. b w. .
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nehmen aber jetzt an, da U, , in U, mittels des Homomorphismus »
abgebildet ist; die Folge

(7 TUys Tgs enny My vve

(dabei wird die Abbildung =, (...n,_,(7,_,)) von U, in U, (s> r) mit
7} bezeichnet) heilt sodann eine dnverse Homomorphismenfolge. Genau
wie vorher lassen sich auch fiir inverse Homomorphismenfolgen die Begriffe
der umfassenden bzw. dquivalenten Folgen einfilhren. Es gibt dabei kein
Analogon zum Satze I, da ja eine inverse Homomorphismenfolge keine
Limesgruppe besitat.

Eine inverse Homomorphismenfolge (1), (7) wird von jetzt an stets
wit F(U,, =) bezeichnet. Eine Homomorphismenfolge in (1), von der man
nicht weiB, ob sie direkt oder invers ist, soll schlechtweg mit f(U,,) be-
zeichnet werden.

3. Von jetzt an beschranken wir uns auf kommutative Gruppen und
bedienen uns dabei wie frither der additiven Schreibweise.

Hilfssatz. Es seien U, A bzw. V, B 2wei primitive (orthogonale)
Gruppenpaare in bezug auf den Modul M. Es sei ferner esn Homomorphismus
@ von U in V gegeben. Es ¢ibt dann etne und nur eine homomorphe
Abbildung v von B in A, welche folgender Bedingung geniigt: wenn u
bzw. b trgendein BElement von U bzw. B ist, so ist

(8) u-(8) = o (u)-b.
Beweis. Wenn u die ganze Gruppe U durchluft, nimmt ¢(u)-d
gewisse Werte aus M an, wobei stets @(u)b+ @(u’)-b=@(u 4+ u’)-b st
Man betrachte jetzt die homomorphe Abbildung
2(u) = @(u)-b
von U in M. Aus Kap. I, § 9 folgt sodann daBl es ein einziges Element a
von A gibt, welches fiir simtliche »

u-a=z(u)=q(u)d
leistet. Dieses @ bezeichnen wir mit v (b). Aus
w-(p(®) + @) =u-y(b) +u-y(b") = ¢(u)- b+ ¢(u)-b’
=@(u)(b+ ) =u-p(b+b)

folgt
u-((9(8) +y(8)) —p(b+b")) =0,

also (wegen der Primitivitit des Gruppenpaares U, 4)
v(8) +p(¥) =y(b+¥);
w ist also ein Homomorphismus, w. z. b. w.
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4. Definition. Es seien F(U,, ) und F(V,, =) gegeben. Diese
beiden Homomorphismenfolgen heiBen zueinander orthogonal (in bezug auf
den Modul M), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. U, und V,, bilden ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar (in
bezug auf M);

2. wenn % und v beliebige Elemente von U, bzw. V, ., sind, so ist

@ (%) v=12-n,(v).
Aus dem Hilfssatz des § 3 folgt unmittelbar der

Satz I1. Es ses F(U,,) gegeben, wobei die U,, so beschaffen sind, daf
2u jeder Gruppe U,, etne zu thr primitive (orthogonale) Gruppe V,, existiert
(die dann bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmt ist). In den V,
lpt sich eine Homomorphismenfolge F(V,) eindeutig (ebenfalls bis auf
Isomorphismen) so definieren, dafi F und F zueinander orthogonal (in
bezug auf den Modul M) sind.

Bemerkung. Wenn zwei Homomorphismenfolgen zueinander ortho-
gonal sind, so gilt dasselbe von je zwei Teilfolgen, die aus zueinander ent-
sprechenden (d.h. mit derselben Nummer m versehenen) Gliedern der beiden
Folgen bestehen.

Satz III. Es seien F(U,) und F(V,) zueinander orthogonal ebenso
wie F'(Uy,) und F'(V,,); wenn diberdies £ (U,) mit F'(Uy) dgquivalent ist,
s0 ist auch F(Vy) mit F'(V,) dgquivalent.

Beweis. Es gibt in F(U,) und F'(Uy,) je eine Teilfolge o und fg,
welche Teilfolgen eines und desselben F, sind; von der Homomorphismen-
folge F, diirfen wir dabei voraussetzen, daf sie nur aus den Elementen von
Fo und F{ besteht (indem wir alle iibrigen eventuell vorhandenen Elemente
einfach streichen); wir wihlen ferner aus F(V,,) und F'(V,) die den Teil-
folgen F, und F{ entsprechenden Teilfolgen Fy und fq. Da man zu jedem
Element von £, ein primitives (orthogonales) Element konstruieren kann,
existiert kraft des Satzes II eine zu f, orthogonale Homomorphismenfolge £
Fo und F§ kénnen als Teilfolgen von £, betrachtet werden, £ (V,,) und £ (Vy,)
sind also #quivalent.

5. Wir heben besonders hervor: eine inverse Homomorphismenfolge
F(U,,, n) definiert — unter der Voraussetzung, dafl es zu jedem U, eine
(also im wesentlichen nur eine) primitive (orthogonale) Gruppe V,, gibt —
eindeutig eine zu F(U,, n) orthogonale direkte Homomorphismenfolge
F(V,,p), und diese definiert eindeutig die Limesgruppe V. Diese durch
die Homomorphismenfolge 5 (U,,, n) eindeutig bestimmie Gruppe heift die
2u F(U,, n) duale Gruppe. Agquivalente Homomorphismenfolgen besitzen
isomorphe duale Gruppen.

Mathematische Annalen. 105. 14
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. Formulierung und Beweis des allzemeinen Dualitiitssatzes.

6. Es sei F eine im R" gelegene kompakte abgeschlossene Menge,
Man betrachte irgendein Projektionsspektrum 3?)
(1) A=(4;,,4;, .., 4,,...)
von F und die zugehorigen simplizialen Abbildungen 7, von 4,, ., auf 4, .

B,=B"(4,,) sei die r-te Bettische Gruppe von 4,. Vermoge der
simplizialen Abbildung =, entsteht ein Homomorphismus von B, , in B,
(den wir ebenfalls mit =, bezeichnen werden) und folglich eine inverse
Homomorphismenfolge F (B,,, 7). Man hat zunichst den

Hilfssatz. Es seien zwei verschiedene Projektionsspekira (1) und
(2) A'= (4], 4;,..., 45, ...)
der Menge F gegeben. Die diesen Spektra entsprechenden Homomorphismen-
folgen F(B,, =) und F (B, n) sind dquivalent.

Nehmen wir fiir einen Augenblick an, der Hilfssatz wire schon bewiesen.

Den Inbegriff aller untereinander dquivalenten Homomorphismenfolgen
F(B,,n), die durch die Projektionsspektra von F bestimmt werden, ist
offenbar eine topologische Invariante der Menge F. Wir nennen sie die
r-dimensionale Zyklosis der Menge F. Die Zyklosis bestimmt eindeutig
eine Gruppe, ndmlich die (bis auf Isomorphie) einzige zu allen Homo-
morphismenfolgen der Zyklosis duale Gruppe, die wir kurz die zur r-dimen-
stonalen Zyklosis duale Gruppe nennen. Diese Gruppe hat offenbar ebenfalls
eine invariante topologische Bedeutung fiir die Menge . Nun besteht der
Hauptzweck dieses Kapitels im Beweise des folgenden Satzes.

Allgemeiner Dualitdtssatz. Wenn F eine abgeschlossene kompalkie
Menge des R™ ist, so ist die zur r-dimensionalen Zyklosis von F duale
Gruppe mit der n — r — 1-ten Bettischen Gruppe des Komplementdrraumes
R™ — F isomorph.

Hieraus ergibt sich ohne weiteres der

Invarianzsatz. Die Bettischen Gruppen®®) des Komplementdrraumes
zu einer abgeschlossenen Menge F des R™ sind topologische Invarianten
der Menge F.

Beweis. Wir fithren den Beweis des Hilfssatzes und des Dualitits-
satzes gleichzeitig.

Es sei
(3) Q. Q- Q..
eine abnehmende Folge von Polyederumgebungen der Menge F, welche sich
auf diese Menge zusammenziehen.

3%) Alexandroff, a. a. O. 3), 8. 107.
%) Vgl. FuBnote %) und Anhang IIT.
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G, sei die zu @, komplementire offene Menge. Diese Mengen wachsen
mit 7, und ihre Vereinigungsmenge ist mit G = R"— F identisch. Wir
bezeichnen mit g, die -te Bettische Gruppe von @;, mit §; die n — r — 1-te
Bettische Gruppe von G;. Aus @;> ¢);,, folgt eine homomorphe Abbildung
®; von f,., in B, aus @;, ;> G, eine homomorphe Abbildung ¢; von B;
in ﬁw +1- Die so entstandenen Homomorphismenfolgen 7 (8,, @) und £ (8;, @)
sind zueinander orthogonal, denn g, ist ja zu f; primitiv (orthogonal)
Die durch die Homomorphismenfolge  (f;, ¢) bestimmte Limesgruppe § ist,
wie leicht ersichtlich, zur » — r — 1-ten Bettischen Gruppe von G isomorph.
Wir brauchen also — um alles zu beweisen ~— nur noch folgendes zu zeigen:

Bei jeder Wahl des Projektionsspektrums (1) der Menge F ist die
Homomorphismenfolge F(B,, =) mit F(B;, @) aquivalent.

8. Wir wenden uns jetzt dem Beweise der letzteren Behauptung zu.

Zunichst ist es vorteilhaft, durch einen leichten Kunstgriff zu erreichen,
daf die Komplexe 4, geometrisch, und zwar ohne Singularititen realisiert
seien. Zu diesem Zweck betrachten wir das topologische Produkt Z = R">< E
von R" mit einem hinreichend hoch dimensionalen Simplex E. Der Schwer-
punkt von E sei &; wir nehmen an, R” sei mit B”>< ¢ identisch, und
betrachten eine Folge konzentrischer Simplexe E,, E,,..., E,,... um &,
welche sich auf diesen Punkt zusammenziehen. Die

QIXEJ.’ Q2><E._p-"7 Q}Lx‘Eh""

bilden sodann eine Folge von sich auf F zusammenziehender Polyeder-
umgebungen von F in Z. Da Q,>< E; innerhalb von sich selbst in @),
stetig iibergefiihrt werden kann (so daf dabei @, punktweise festbleibt),
sind die Bettischen Gruppen von @,>< E; mit denen von @, isomorph, die
entsprechenden Homomorphismen sind dieselben, und man kann ruhig @,
durch Q,>< B, — also eine Umgebung von F in BR™ durch eine Umgebung
von F in Z — ersetzen. In den @,>< E, lassen sich aber — wenn nur
die Dimension von ¥ hinreichend groB ist — simtliche 4, (mit eventueller
Ausnahme von endlich vielen) singularititenfrei realisieren. Von jetzt an
bezeichnen wir die Q,>< E; einfach mit Q;.

Es sei ¢ beliebig, ¢ so gro8, dal 4, in @, liegt; daraus folgt die Exi-
stenz einer homomorphen Abbildung f, von B, in B;; wir schreiben dies so:
f;l(B q)Cﬁi'

Es ist nun bekannt, daB, wenn ein Komplex K in einer hinreichend
engen Umgebung von F liegt und aus geniigend kleinen Simplexen auf-

gebaut ist, man diesen Komplex mittels einer kleinen Verschiebung seiner
Eckpunkte simplizial in A, abbilden kann®!). Wenn man j hinreichend

#) Alexandroff, a. a. 0. %), 8. 117 (Cor. I).
14*
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groB und die Simplexe von ¢); hinreichend klein nimmt, kann @; fiir einen
solchen K gewshlt werden. Die erwihnte simpliziale Abbildung von @, in
A, bezeichne man mit g; wir wollen sie folgendermaflen konstruieren,
Zunichst sei s so groB, dal 4, in @, liegt. Man wihle jetzt eine solche
Simplizialzerlegung 3 von @;, dal eine gewisse Unterteilung 45 von 4, als
Teilkomplex der Zerlegung 3 betrachtet werden kann. Der simplizialen
Abbildung g von @, in A4, soll die Simplizialzerlegung 3 zugrunde gelegt
werden. Es sei also ¢ irgendein Eckpunkt von 3. Wir untersuchen in erster
Linie den Fall, wo a gleichzeitig ein Eckpunkt von 47 ist. In diesem Fall
ist @ ein innerer Punkt eines bestimmten (eventuell auch nulldimensionalen)
Simplex 7' von A; als Bild von g soll ein Eckpunkt o’ von 4, gewihlt
werden, in den vermdge der Projektion von A, auf 4, irgendein Eckpunkt
von 7 abgebildet wird; die iibrigen (also nicht zu A4, gehorenden) Eckpunkte
von 3 mogen in je einen der zu ihnen am néchsten liegenden Eckpunkte
von A, abgebildet werden. Wie leicht ersichtlich, stimmt die so definierte
Abbildung g auf den Komplex A, mit der Projektion von A4, auf 4
algebraisch iiberein®). Endlich kann von g noch vorausgesetzt werden,
daB sie mittels einer stetigen Deformation innerhalb von @, realisierbar sei.
Man erhilt also folgende Homomorphismen:

f‘z(Bs) < :Bj
(denn 4, ist ja in @ enthalten);
f:(8;) {B,
(vermége der Abbildung g von @, in 4, );
: &(8,) CB;
(denn @; ist in @, enthalten),
7 (B,)C B,
(Projektion). Dabei ist
(4) 111 (B;) = @ (8;)
(8) fy :(B,) ==(B,),
so daB die Gruppen §;, B,, f;, B, wie folgt ineinander abgebildet werden:
ﬂib—qu-—ﬁj«-Bs‘

Wenn man dieses Verfahren mit ¢=1 beginnt und immer weiter
fortsetzt, erhalt man ohne Miithe eine Homomorphismenfolge, welche wegen
(4) und (5) gewisse Teilfolgen der beiden Folgen F(B,,n) und F(B,, @)
umfaBt. Somit sind die beiden letztgenannten Homomorphismenfolgen
dquivalent, w.z. b. w.

) Beweis durch InduktionsschluB nach der Dimension der Elemente der Kom-
plexe; vgl. z.B. Alexander, Trans. Amer. Math. Soec. 28.
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Anhang L
Der Dualititssatz fiir stetige Komplexe.

Es sei X ein (singularitdtenireier) stetiger Komplex im R™. Man betrachte
einen zu K homdomorphen Polyederkomplex @ in einem hinreichend hoch
dimensionalen R™. Da K und @ homdomorphe abgeschlossene Mengen
sind, sind die zu den r-dimensionalen Zyklosen derselben dualen Gruppen,
also auch die n — r — 1-te Bettische Gruppe von R" — K und die m —r — 1-te
Bettische Gruppe von B™— @ zueinander isomorph. Nun ist aber letztere
Gruppe zur r-dimensjonalen Bettischen Gruppe von @ (also auch zu der
von K ) isomorph.

Mit anderen Worten:

Wenn K C R ein stetiger Komplex ist, so ist die n — r — 1-1e Beitische
Gruppe von R" — K 2u der r-dimensionalen Beitischen Gruppe von K tso-
morph.

Um aus dieser Isomorphie die (auf Verschlingung) beruhende Primi-
tivitdt (Orthogonalitiit)®®) der beiden Gruppen abzuleiten, betrachte man
eine Polyederumgebung ¥V von K, die den folgenden beiden Bedingungen geniigt:

a) jeder Zyklus von K, welcher in ¥V homolog Null ist, ist es auch
in K selbst;

b) zu jedem Zyklus z ( R"— K gibt es einen Zyklus 2’C R"—V von
der Eigenschaft, daB z~2" in BR"— K ist.

Es sei ferner UV eine solche Polyederumgebung von K, dafl es zu
jedem Zyklus z C U einen Zyklus 2’C K gibt derart, daB z ~ 2’ in V ist.

Wir bezeichnen mit B bzw. B’ die r-dimensionale Bettische Gruppe
von K bzw. U, mit § bzw. p’ die n — r — 1-dimensionale Bettische Gruppe
von R"— K bzw. R"— U. Wegen der Bedingung a) folgt aus KU eine
isomorphe Abbildung von B auf eine Untergruppe von B’, die wir ebenfalls
mit B bezeichnen. Wir beweisen zuniichst, daf im Falle u = 0 diese Uniter-
gruppe eine Unlergruppe mit Division von B’ ist. Es sei in der Tat
¢(B, y(B', x="Fky, k+0; wir zeigen, daB auch y B ist. Zu dem
Zweck bezeichnen wir mit Z bzw. 7 Zyklen in K bzw. U, die zu den Homo-
logieklassen 2 bzw. y gehéren. Sodann gilt

Z~ky (inT).
Aus der Definition von U folgt, daB es einen Zyklus 7’ in K gibt,
der ~ g in V ist, so daB

) Vgl. die Formulierung des Alexanderschen Dualititssatzes im engeren Sinne
- H: H’

(Kap § 5).
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also (wegen a))
Z~ky (inK)

ist. Wenn wir mit y’ das durch den Zyklus 3’ erzeugte Element von B
bezeichnen, so ist # == ky’; da aber andererseits x = ky und die Gruppe B’
frei ist, st y =y, also y (B.

Die Grupper B’ und B’ sind zueinander pmmtw (orthogonal), wihrend
B und g isomorph sind. Aus der Inklusion R"— UC R"— K und der Be-
dingung b) ergibt sich eine homomorphe Abbildung von B’ auf die ganze
Gruppe . Den Kern dieses Homomorphismus bezeichnen wir etwa mit 4
und beweisen, da A = (8, B) ist. Zunichst ist klar, daB A (f’, B) ist,
denn ein Zyklus von R"— K, der mit einem Zyklus von K verschlungen
ist, kann in R"— K nicht homolog Null sein. A4 kann aber auch nicht
eine echte Untergruppe von (B’, B) sein, denn sonst hitte die Gruppe
ﬂ'{A B (je nachdem p 40 oder = 0 ist) eine gréBere Ordnung bzw.
einen groBeren Rang als die Gruppe g’|(B’, B) ~ B, was der Isomorphie
zwischen g und B widersprechen wiirde. Somit ist 4 = (8, B), und, da
B~ B’'|(B’, B) ist, bilden B und § ein primitives (orthogonales) Gruppen-
paar, w.z. b. w.

Anhang IL

Einordnung des Lefschetzsechen Dualitifssatzes fiir abgeschlossene
Mengen in die Theorie des Kapitels III. %)

Definition I. Es sei F(V,, ) eine inverse Homomorphismenfolge.
Eine Folge

(1) Yi» Yys1o2 3 Ypso-es
wobei g, ein Element von V, ist, heiBt eine Kette, wenn fiir jedes n >k

nn(yn+1) = tn yn
und dabei 7, eine positive ganze Zahl ist.

Definition II. Ein System von Ketten heilt linear wunabhingiy:
wenn die entsprechenden (d. h. die gleiche Nummer habenden) Elemente
dieser Ketten, als Elemente der Gruppen, zu denen sie gehéren, betrachtet,
in diesen Gruppen linear unabhingig sind. Wenn man in einer gegebenen
Homomorphismenfolge beliebig viele untereinander unabhingige Ketten
finden kann, sagen wir, daB diese Homomorphismenfolge einen unendlichen
Rang hat, sonst aber heiBt die Hochstzahl der in der Homomorphismer-
folge vorkommenden unabhingigen Ketten der Rang derselben. Als Rang

#7) Wir betrachten nur den Fall, in dem M" ein verallgemeinerter Poincaréscher
Raum ist; der Fall einer allgemeinen M* 1aBt sich in analoger Weise erledigen.
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einer direkten Homomorphismenfolge soll der Rang ihrer Limesgruppe de-
finiert werden.

Die Einordnung des Lefschetzschen Satzes in unsere Theorie ist somit
durch folgenden Satz gegeben:

Zwei (modulo Null) orthogonale Homomorphismenfolgen haben den-
selben Rang.

Zunichst bemerken wir, daB dquivalente Homomorphismenfolgen den-
selben Rang haben. Fiir direkte Homomorphismenfolgen folgt dies daraus,
da8 dquivalente Folgen isomorphe Limesgruppen haben; was inverse Homo-
morphismenfolgen betrifft, so folgt fiir diese unsere Behauptung aus der
analogen Behauptung fiir zwei Folgen, von denen die erste eine Teilfolge
der zweiten ist; fiir diesen Spezialfall 148t sich aber die Behauptung sofort
begriinden.

Wir nennen jetzt eine inverse Homomorphismenfolge woll, falls bei
jedem 7 die einzige Untergruppe mit Division von V,, welche =,(V, )
enthilt, die Gruppe V, selbst ist.

Wenn F(V,, #) eine volle Homomorphismenfolge und a, irgendein
freies Element von V, ist, so gibt es ein Element a,,, von Vn +1» S0 daB
a,(a,,,)=1ta, bei passend gewahltem ganzzahligem ¢ <= 0 ist. Das heifit
aber, daB man zu jedem freien Element @, einer beliebigen Gruppe V, aus
.F(V , #) mindestens eine Kette finden kann, die mit g, beginnt. Wenn
man ferner ein System von linear-unabhingigen Elementen ak,ar, ..., a}f
von V, hat, so sind die in ihnen beginnenden Ketten offenbar auch linear
unabhéngig. Daraus folgt, daB der Rang einer vollen Homomorphismen-
folge gleich der endlichen oder unendlichen oberen Grenze der Réinge der
einzelnen Gruppen V, ist.

Jetzt beweisen wir die folgenden beiden Hilfssitze.

Hilfssatz I. Zu jeder snversen Homomorphismenjolge F(V,, =) gibt
es eine mit shr dgquivalente volle Homomorphismenfolge.

Es sei in der Tat V,, die kleinste Untergruppe mit Division von V,,
welche 7, "*V, ., enthilt. Wenn k wichst, kann ¥, nur abnehmen; unter
den ¥, (m fest!) existiert infolgedessen (¥, hat ja endlichviele Erzeugende)
eine kleinste Untergruppe, und diese soll ¥, heiBen. Man setze jetzt V, =7,
also auch V; =V und nehme an, V,, (also auch V,,) wiire bereits gefunden.
Vi, ist definitionsgem3B die kleinste unter den Gruppen Vi, ist also eine
bestimmte Gruppe V.. Wir setzen V,, 1= Ve,+s. Fiir 3edes h > 841 I8t
V., dle kleinste Untergruppe mit Division von Vg,, welche n) Vy oder auch
nur 7, V; enthilt. Daraus folgt, daB

@ { 1400 7N
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eine volle Homomorphismenfolge ist. Man kann aber auch in
(3) Vous Vios Vews Voo o Vo Vs - .

eine Homomorphismenfolge erkliren, indem man V,, in V,, . mittels der
Abbildungen #,”_| und V;, in V,, mittels der identischen Abbildung abbildet.
Die Folge (3) umfaBt (2) und die Teilfolge Vs, Vs, ..., Vs,, ... der ur-
spriinglich gegebenen Folge F(V,, #), also ist (2) wit F(V,, #) quivalent,
womit der Hilfssatz I bewiesen ist.

Hilfssatz IL Wenn F(V,, n) eine volle und F(U,, @) eine zu F(V,,x)
orthogonale Homomorphismenfolge ist, so sind die Homomorphismen ¢
lauter Isomorphismen.

Es sei in der Tat @ ein von Null verschiedenes Element von U,, das
vermige ¢, auf das Nullelement von U, , abgebildet ist. Infolge der
Orthogonalitét des Gruppenpaares U,, V, gibt es ein Element b von ¥,
derart, dal ¢ b <=0 ist; da f(Vn, 7) voll ist, existiert ein &'CV,,,, so
daB 7,(b')=1tb (mit > 0) ist. Nun hat man aber ¢, (a)d' =azn,(b)
=1tab<0, folglich auch ¢,(a) < 0; durch diesen Widerspruch ist Hilfs-
satz IT bewiesen.

Wenn man jetzt zwei orthogonale Homomorphismenfolgen f und f
hat, so ersetze man sie zunichst durch zwei ebenfalls orthogonale Folgen
F, und .!?1, die zu F bzw. F dquivalent sind, von denen die erste eine volle
Homomorphismenfolge, die zweite also eine direkte Isomorphismenfolge ist.
Der Rang einer Isomorphismenfolge ist offenbar gleich der oberen Grenze
der Rénge der betreffenden Gruppen; da das analoge auch von vollen
Homomorphismenfolgen gilt und die einander entsprechenden Gruppen der
beiden Folgen orthogonal, also isomorph sind, haben die beiden Folgen den-
selben Rang, w.z. b. w.

Anhang III. .

Beispiel einer Kurve im R°, deren Komplementiirraum eine beliehige
abzihlbare Abelsche Gruppe ohne Elemente endlicher Ordnung
als erste Bettische Gruppe hat.

U sei eine beliehige Abelsche Gruppe, welche aus abzahlbarvielen
freien Elementen a,, a,,...,a,, ... besteht; U, sei die von @, a,, ..., @,
erzeugte Untergruppe von U. Da U, Untergruppe von U, , ist, liegt ein
Homomorphismus ¢, von U, in U,,, und somit eine direkte Homomor-
phismenfolge F(U,, ¢) vor. Die entsprechende Limesgruppe ist, wie leicht
ersichtlich, zu U isomorph.

Da U, eine freie Gruppe mit endlichvielen Erzeugenden ist, so existiert
eine zu U, orthogonale Gruppe ¥, und folglich eine zu f(U,, ¢) ortho
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gonale (inverse) Homomorphismenfolge F (V,,=). Wenn T, Ty« r., T2 €in
System von freien Erzeugenden der Gruppe V,, ist, so ist (bei passend ge-
wahlten ganzzahligen ,c,)

@) T Znt1) = i T

Es sei jetzt K, der Streckenkomplex, den man erhilt, wenn man die
Eckpunkte eines a,-Ecks alle untereinander identifiziert. Wir bezeichnen
mit z, Z4, ..., z2* das in der einfachsten Weise gewahlte System von ein-
dimensionalen Zyklen von K,, die eine eindimensionale Basis dieses Kom-
plexes bilden. Es 1aBt sich nun leicht eine stetige Abbildung £, von K, ,,
in K, angeben, bei der . __
ﬁa("d;—i—i) ~ ncj sz
ist. Man bette jetzt K, als einen singularititenfreien polygonalen Strecken-
komplex in den R® ein und wihle eine solche Polyederumgebung @, von K,,
daB jeder Zyklus von ¢, dortselbst einem Zyklus von K, homolog ist und
dadurch eine Isomorphie zwischen den Bettischen Gruppen von K, und @,
erreicht wird. Das Bild 7,(K,) von K, liegt auf K, und man kann durch
eine beliebig kleine Abinderung von f, diese Abbildung in eine solche iiber-
fiihren, welche K, auf einen in @, singularitdtenfrei gelegenen, zu K, homdo-
morphen polygonalen Komplex K, abbildet. Man wahle jetzt eine in @,
enthaltene Polyederumgebung @, von K, derart, daB jeder in Q, gelegene
Zyklus dortselbst einem Zyklus von K, homolog ist und die Bettischen
Gruppen von @, und K, isomorph sind, und setze dieses Verfahren fort.
Es entsteht dabei eine Folge von ineinander geschachtelten zusammen-
hingenden Polyederbereichen @,, @,, ..., @,, ..., die so gewihlt werden
konnten, daB ihr Durchschnitt eine Kurve F ist. Dabei wird die Bettische
Gruppe von @,,, in die von @, gemifl den Formeln (1) homomorph ab-
gebildet. Die zu der so entstehenden inversen Homomorphismenfolge duale
Gruppe (die mit der zur Zyklosis von F dualen Gruppe iibereinstimmt)
ist offenbar die Gruppe U, welche somit zu der ersten Bettischen Gruppe
von R®— F isomorph ist.

Es mége zum SchluB noch bemerkt werden, daB schon die Menge der
aus abzhlbarvielen freien Elementen bestehenden, im Sinne der Isomorphie
voneinander paarweise verschiedenen Abelschen Gruppen vom Range 1 die
Michtigkeit des Kontinuums hat. Man sieht hieraus, in wie hohem MaSe
der Satz von der Invarianz der Bettischen Gruppen inhaltsreicher ist als
der Invarianzsatz fiir die Bettischen Zahlen.

(Eingegangen am 24. 12, 1930.)
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