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Homotopiemengen und ihre induzierten Abbildungen. I

Von
DIETER PUPPE

Einleitung

7 (X,Y) bezeichne die Homotopiemenge der topologischen Riume X und
v, d.h. die Menge der Homotopieklassen von Abbildungen X — V" (mit festem
Grundpunkt, vgl. 1.1—1.3). 7(X,Y) besitzt ein ausgezeichnetes Element 0,
reprisentiert durch die konstante Abbildung X—v,€V (vg= Grundpunkt
von V). Eine stetige Abbildung f: XY induziert

(Y, V)=>=nX,V).

* bildet die Homotopieklasse von a:Y—V in die Homotopieklasse von
aof:X—V ab. Insbesondere ist f*(0)=0. Wie bei Homomorphismen von
Gruppen wird Kern f*=f*1(0) gesetzt und damit der Begriff der exakten
Folge definiert.
Wir ordnen in §1 jeder Abbildung f:X—7Y eine unendliche Folge von
Abbildungen
SPf sof

9 x by e LsxtsyHse A sexTisey—.
zu, so daB die induzierte Folge der Homotopiemengen
@p*: X, N La @, N, N L a(sx, 1) Ea(SY, V) — -

exakt ist (fiir jeden Raum V, vgl. 1.12 Satz 6). C, ist dabei der ,,Abbildungs-
kegel“ von f. Er entsteht aus XxI+7Y durch folgende Identifizierungen
(vgl. 1.4):

XxId>(x,1)=f(x)€Y firalle x€ X,

Xx0uxyxI (CXxI) wird ein einziger Punkt.

Y 14Bt sich als Teilraum von C, auffassen; Pf: Y —C;ist die Injektion. Durch
Identifizieren von Y zu einem Punkt erhilt man aus C, die Einhdngung SX
von X (vgl. 1.8). Qf ist die natiirliche Projektion, und St ist die Einhdngung
von f.

Von der vierten Stelle an besteht die Folge (Uf)* aus Gruppen und Homo-
morphismen (4.2). Dieser Teil kann als Verallgemeinerung der ,,track group
sequence” von BARRATT [I] §5 aufgefalt werden. Ist nimlich X CY und
f:X Y die Injektion, so ist C; mit Y/X (d.h. X wird zu einem Punkt identi-
fiziert) homotopiedquivalent, falls das Paar (Y,X) eine gewisse Homotopie-
erweiterungseigenschaft besitzt (1.6). Andererseitssind 7 (S"X, V), n(S"Y,V),
7 (S"(Y/X), V) nichts anderes als die track groups (X, %0)* (V, vo; o),
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(Y, %0)* (V, vg; vo) bzw. (Y, X)"(V, vy; v,) (vgl. [1]). Man erhilt also die track
group sequence des Tripels {x,} CX CY. (Uber den allgemeinen Fall eines
beliebigen Tripels von Raumen vgl. 4.2.)

Wir werden zeigen: Die Folge Uf ist homotopiedquivalent mit der Folge

CUED EL I P fo M Yo s SO0
(111 Satz5). Demnach ergibt sich jede Abbildung der Folge Uf aus der
vorhergehenden bis auf Homotopiedquivalenz durch dieselbe Konstruktion.
Der Beweis fiir die Exaktheit von (% f)* wird dadurch vereinfacht : Man braucht
die Exaktheit nur an der ersten Stelle nachzupriifen, wihrend man bisher bei
der track group sequence drei verschiedene Arten von Stellen zu untersuchen
hatte.

In § 2 wird gezeigt, daB der Homotopietyp der F olge Uf nur vom Homotopie-
typ von [ abhingt (2.4 Satz 9). Die letzten drei Paragraphen bringen Anwen-
dungen: *

In §3 wird untersucht, fiir welche f: X —Y die induzierten Abbildungen
F*n(Y,V)—>a(X, V) fir jedes V monomorph') sind. Anders ausgedriickt:
Fiir welche f: X —Y folgt immer a =0 aus aof=~ 0 (V und a: Y —V beliebig) ?
Unter gewissen — nicht sehr einschneidenden — Voraussetzungen iiber X
und Y gilt: f*:x(Y, V)>a(X, V) ist genau dann monomorph fiir jeden Bild-
raum V, wenn die Einhingung Sf:SX—>SY von f: X —Y ein Rechis-Homo-
topieinverses besitzt (3.4 Satz 12). In einem zweiten Teil dieser Arbeit [12]
wird dieselbe Frage fiir einen Spezialfall noch genauer behandelt werden,
ndmlich fiir den Fall, daB f eine Abbildung einer orientierbaren #-dimensionalen
Pseudomannigfaltigkeit auf die n-Sphire vom Grade 1 ist.

Aus der Monomorphie von f*:7(Y, V) —n(X, V) folgt im allgemeinen
nicht, daB8 /* auch einwertig?) ist (vgl. die Beispiele in 4.1 und 4.6). Wenn es
aber in #(X, V) und # (Y, V) Gruppenstrukturen gibt, so daB /* ein Homo-
morphismus ist, z.B. wenn f (bis auf Homotopiedquivalenz) die Einhingung
S{" einer anderen Abbildung /' ist (vgl. 4.2), so ist das doch der Fall. Etwas
aligemeiner gilt dann: Die Mengen f*-1f*(y) haben fiir jedes nE€n(Y, V)
gleiche Mchtigkeit. Wir zeigen in § 4 (vgl. 4.4 Satz 13), daB letzteres auch dann
richtig ist, wenn f (bis auf Homotopieiquivalenz) von der Form Qf = P*f ist
(= bedeutet: homotopiedquivalent). Diese Voraussetzung ist offenbar all-
gemeiner als f=Sf'= P3f’. DaB eine weitere Verschirfung in derselben Rich-
tung nicht moglich ist, zeigen die Beispiele in 4.6.

In § 5 benutzen wir die Abbildungsfolge % der Injektion : XvY —>XxY
(vgl. 5.1) zum Beweis einer Formel siber die Einhingung eines topologischen Pro-
dukts S(XXY) [54 Satz15 und 5.6 (34)] bzw. S xX,x---xX,) (5.9
Satz 19). S(X;x X,X---x X,) spaltet in ein ,,Biischel (topologische Summe

!) Wir nennen eine Abbildung ¢ zwischen Mengen mit einem ausgezeichneten Element 0
monomorph, wenn Kern @ =g 1(0) =0 ist, und epimorph, wenn sie die eine Menge auf
die andere abbildet.

%) Eine Abbildung heiBt einwertig, wenn sie je zwei verschiedenen Elementen ver-
schiedene Bilder zuordnet (eineindeutig-in).
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mit Identifizierung der Grundpunkte) von Teilriumen auf. Diese Teilrdaume
sind Sphiren, wenn alle X; Sphiren sind (5.9 Satz 20). Im allgemeinen sind
es Einhingungen von A-Produkten der Riume X;, wobei wir (im Anschlu3
an HiLToN) als A-Produkt XAY den Raum bezeichnen, der aus X X Y durch
Identifizieren des Teilraums XvY zu einem Punkt entsteht (,,reduced join*
bei JamEs [10] § 14). Fiir den Fall, daB alle X; Sphéren sind, wurde die ge-
nannte Formel (mit anderen Methoden) zuerst von K. A. HARDIE bewiesen
(nach einer brieflichen Mitteilung von HILTON). Die allgemeine Formel fiir
zwei Faktoren
S(XXY)=SXvSYvS(XAY)

hat HiLTON angegeben (unter gewissen Voraussetzungen iiber die Erweiterungs-
moglichkeit von Homotopien). Neu ist also hier nur die Verallgemeinerung
auf mehrere Faktoren und zum Teil die genaue Untersuchung der Voraus-
setzungen, die iiber die Faktoren gemacht werden miissen. Ein wichtiger
Schritt ist dabei der Nachweis, daB das A-Produkt bis auf Homotopiedquivalenz
assoziativ ist (5.8 Satz 18), eine Tatsache, die keineswegs trivial ist und auch
nicht ganz allgemein gezeigt werden kann, sondern nur unter der Voraus-
setzung, daB die Grundpunkte ,nicht ausgeartet’* sind (zur Definition s. 5.5).
Das ist zugleich die einzige Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Formel fiir
S(X;x XX -++xX,). Wenn es nur auf den freien Homotopietyp der Rdume
ankommt und nicht auf die Wahl der Grundpunkte, so ist sie keine Ein-
schrinkung [vgl. 5.5. D)].

Sei f: X —Y eine Abbildung und Z ein weiterer Raum. f und die Identitét
1, von Z induzieren fA1;:XAY —YAZ [vgl. 5.3. A)]. Diese A-Multiplikation
mit 1, ist (bis auf Homotopiedquivalenz) mit der Bildung der Abbildungs-
folge UAf vertauschbar, d.h. man erhilt eine zu A(fA1z) homotopiedquivalente
Folge, wenn man jede Abbildung von Uf mit 15 A-multipliziert (5.10 Satz 21).
Ein Spezialfall davon ist [Z=S", vgl. 5.3 (33)], daB die Einhingung von Af
mit A (S/) homotopiedquivalent ist.

Weitere Anwendungen der Abbildungsfolge und der hier genannten Ergeb-
nisse werden im zweiten Teil der Arbeit [12] angegeben.

§ 1. Die Abbildungsfolge

1.1. In den topologischen Raumen, die in dieser Arbeit betrachtet werden,
soll immer ein bestimmter Punkt als Grundpunkt ausgezeichnet sein, es sei
denn, daB ausdriicklich etwas anderes gesagt ist. Unter einer Abbildung
f:X—Y zwischen zwei topologischen Réumen verstehen wir grundsitzlich
eine stetige Abbildung, die den Grundpunkt %, von X in den Grundpunkt y,
von Y iiberfiihrt.

I sei das Einheitsintervall der reellen Zahlen. (Als Grundpunkt wird etwa
0€ I genommen, was jedoch hier nebensachlich ist.) Eine Schar von Abbil-
dungen f,:X Y, t€ I, heiBt eine Homotopie, wenn (x, 1) —>f;(x) eine stetige
Abbildung X xI—Y definiert. Es wird bei einer Homotopie also f:(%0) = %o

21*
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fir alle £€ I verlangt. Zwei Abbildungen f, f: X —Y heiBen homotop — in
Zeichen: f~f —, wenn es eine Homotopie f,: X —>Y gibt mit fo=/{, f=/".

p:X—>X sei eine Abbildung auf X. Ist 4 X genau dann offen in X,
wenn p7(4) in X offen ist, so heiBt p eine Identifizierung. Ist p: XX eine
Identifizierung, so ist f: X —Y genau dann stetig, wenn die Zusammensetzung
fop stetig ist (s. BourBAKI [2] §9, No. 2). Dariiber hinaus gilt:

Hilfssatz 1. Ist p:X—>X eine Identifizierung, so auch die induzierte Ab-
bildung X xXI—>XxI. Ist also f,:X—Y eine Schar von Abbildungen (ohne
Voraussetzungen diber Stetigkeit) und ist f,op eine Homotopie, so auch f,.

Zum Beweis s. HiLToN [6] S. 109f., Lemma 3.4, 3.5.

Bemerkung. Man beachte, daB nicht etwa allgemein eine Identifizierung
X—>X mit der Multiplikation mit einem weiteren topologischen Raum Z
vertauschbar ist (vgl. BOURBAKI [2] §9, Exerc. 11). Entscheidend fiir Hilfs-
satz 1 ist, daB Z =1 lokal-kompakt ist.

1.2. Fiir jeden topologischen Raum X bezeichnen wir die Identitit X —X
mit 1 oder genauer mit 1x. Eine Abbildung f: X —Y heiBt Homotopiedqui-
valenz, wenn es eine Abbildung f: Y —X gibt mit

fof=1y und fof=1y.

(Nach 1.1 bleiben die Grundpunkte bei den Abbildungen und Homotopien
immer erhalten.) /' heiBt homotopieinvers zu f. Existiert zwischen X und Y
eine Homotopiedquivalenz f: X—Y, so heifen X und Y homotopiedquivalent
oder vom gleichen Homotopietyp — in Zeichen: X =Y.

Sind f:X—Y und f': X'~ Y’ irgend zwei Abbildungen, so heit ein Paar
(¢, ¥) von Abbildungen ¢: X — X', y: Y — Y” eine H, omotopiedquivalenz zwischen
fund f' — in Zeichen: (¢, y):f=f —, wenn ¢ und y Homotopieiquivalenzen
sind und das Diagramm

x-Ly
wl lw
XI_L) YI

bis auf Homotopie kommutativ ist, d.h. yof~f'o@. Existiert zwischen f
und /' eine Homotopiedquivalenz, so heiBen f und f’ homotopiedquivalent
oder vom gleichen Homotopietyp — in Zeichen: f=/".
In naheliegender Verallgemeinerung nennen wir zwei (endliche oder un-
endliche) Folgen von Abbildungen
/

X2 X, x,
) Bt fa s S

conle : X1_"'>X2"""X3_’"'

homotopiedquivalent oder vom gleichen Homotopietyp — in Zeichen:
(h, fas fas - 1=[f1, f2, f2, ...], wenn es ein System von Homotopieiquivalenzen
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¢ X,~X,, v=1,2,3,..., gibt, so da jedes Quadrat des Diagramms

X, 2 x, 2 X, I
l% lw: | s
r I y 1 , s
X —Xo— Xo— -
bis auf Homotopie kommutativ ist. Das System (@1, @5, @3, ...) heiBt Homo-
topieiquivalenz zwischen den Folgen [fy, fo, fs, ...] und (s for fas o)

Es ist klar, daB die Relation der Homotopiedquivalenz zwischen Abbil-
dungen und Folgen von Abbildungen reflexiv und transitiv ist. Die Sym-
metrie folgt aus:

Hilfssatz 2. Ist (¢, v) eine Homotopieiquivalenz zwischen f:X —Y und
f:X'>Y' und sind @',y homotopicinvers zu @ bzw. v, so ist (¢, y") eine
Homotopieiquivalenz zwischen [ und f.

Beweis. Da ¢,y offenbar Homotopieiquivalenzen sind, braucht nur
gezeigt zu werden, daB das Diagramm

X/ __f_’_’ Yl
Al
xLy
bis auf Homotopie kommutativ ist. In der Tat folgt aus der vorausgesetzten
Beziehung wof=f o ¢:
fog'=y opofop' =y ofopog=yof.

Um spiter darauf Bezug nehmen zu konnen, formulieren wir hier noch
einen Hilfssatz: A sei ein Teilraum des topologischen Raumes X. Wir meinen
damit (hier und im folgenden) zugleich, daB 4 und X denselben Punkt x,€ 4CX
als Grundpunkt haben. X/A sei der Raum, der aus X entsteht, wenn alle
Punkte von A miteinander identifiziert werden.

Hilfssatz 3. Gibt es eine Homotopie der Identitat 1y: XX, die den Teil-
rawm ACX in sich auf einen Punkt zusammenzieht, so ist die natiirliche Pro-
jektion p: X —>X|A eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Die Voraussetzung besagt: Es gibt eine Homotopie &,: X — X mit
ho=1x, M(d)=2x, M(4)C4 fiir alle ¢€1.

h, induziert eine Abbildung h:X]A—X, die durch Py op = h, charakterisiert
ist. poh, induziert in analoger Weise fiir alle ¢ eine Abbildung B X|A—~X|A.
Offenbar ist Ay=poh;. Nach Hilfssatz 1 ist #, eine Homotopie. Die Formeln
hop=m=hy=1x,
P Ohi = h’l,g-h;:—"— 1X/A

zeigen, daB A; zu p homotopieinvers ist.
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1.3. Fiir zwei topologische Riume X,V (mit den Grundpunkten x,, v,)
sei (X, V) die Menge aller Homotopieklassen von Abbildungen X -V (im
Sinne von 1.1, d.h. %, wird immer in v, abgebildet). Wir nennen (X, V)
die Homotopiemenge von X und V. Sie besitzt ein ausgezeichnetes Element 0,
représentiert durch die konstante Abbildung X —>1,. [a] bezeichne die Homo-
topieklasse von a: X — V.

Eine Abbildung f:X—Y induziert f*:7 (Y, V)—zn(X, V) mit f*(0)=0.
Man definiert ndmlich

f*la] = [aof]

fir jedes a:Y —V. Offenbar gilt (gof)*=f*og* fiir xLytz Fir f*1(0)
schreiben wir auch Kern f*.
Eine Folge von Abbildungen

f fs f
Xl—-—l—)- X2—> Xa—s;

soll in dieser Arbeit exakt heiBen, wenn die induzierte Folge

= 4 b it 3
T A a1 L, L
Xy, 1, N— =
X fiir jedes V' exakt ist, d.h.
X
Kern ff = Bild f,,  fiir alle »=1,2,3,....
1.4. Ist X irgendein topologischer Raum
(x0.,9) mit dem Grundpunkt x,, so nennen wir
Fig. 1. Die stark ausgezogene Linie ist
als ein einziger Punkt anzusehen CX = (X X I)/(X XO0u Xo X I)

den Kegel iiber X. Die Punkte von C X werden ebenso wie ihre Reprisentanten
in X XI mit (x,s), x€X, scI, bezeichnet, und (x,, 0) (=(x, 8) = (%, 0)) gilt
als Grundpunkt.

Zu einer (stetigen) Abbildung f: X — Y definieren wir nun den Abbildungs-
kegel C;: C; entsteht aus CX + Y (topologische Summe im Sinne von Boug-
BAKI [2] § 8, No. 10), wenn (x,1)€CX fiir jedes x€ X mit (%) € Y identifi-
ziert wird (Fig. 1). Die Punkte von C s werden ebenso wie ihre Reprisentanten
in CX + Y mit (%, s) (€CX) bzw. y (€Y) bezeichnet, und y, (= (%o, s) = (x, 0))
gilt als Grundpunkt. Beim Ubergang CX+ Y —C ; wird in Y nichts identi-
fiziert. Y kann also als Teilmenge von C; betrachtet werden. Die Injektion
Pf:Y —~C;ist (als Einschrinkung der Identifizierang CX + Y —C ;) offenbar
stetig. Dariiberhinaus stimmt die in Y als Teilmenge von C + induzierte Topo-
logie mit der urspriinglichen iiberein.

Beweis. Es ist zu zeigen, daB es zu jeder abgeschlossenen Menge ACY
(beztiglich der urspriinglichen Topologie) eine abgeschlossene Teilmenge BC
gibt, so daB 4 =B~Y. Ein solches B wird z.B. durch

It A)x104, falls y,& A4, also %, f1(A)
| CFY4)ud, falls y,€4, also x,€f1(A)
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definiert. Diese Mengen sind abgeschlossen in C,, weil f7(4) wegen der
Stetigkeit von f in X abgeschlossen ist. Man beachte, daB keine Trennungs-
axiome vorausgesetzt wurden. Insbesondere braucht x, in X nicht abgeschlos-
sen zu sein, und deshalb muBten die beiden Falle y,& 4 und y,€A unter-
schieden werden. Man kann im allgemeinen auch nicht behaupten, daBl Y
eine abgeschlossene Teilmenge von C; ist.

Beispiel. X =S""! [(n—1)-Sphére]. Dann ist C X eine n-Vollkugel E”
(vgl. Fig.2), und C; ist der Raum, der aus Y entsteht, wenn E" mittels
f:$"1>Y (S*~! = Randsphire von E") an Y ,ange-
heftet wird (vgl. HILTON [6] S. 76).

1.5. Satz 1. Die Folge , Kt

xLy e,

Fig. 2
ist exakt (vgl. 1.3), d.h. fiir jeden Bildraum V ist die induzierte Folge

(Ph*

(X, V) Ly, )<L a(C, V)

exakt, d.h. Kern f*= Bild (Pf)*.

Beweis. Aus der Definition von C; und Pf (= Injektion) ergibt sich un-
mittelbar Pfof=0, denn Pfof:X—C, laBt sich durch die Zuordnung
(x, s)—(, s) zu einer Abbildung CX —C,; fortsetzen [vgl. 1.4 Fig. 1]. Daraus
folgt (Pfof)*=f*o(Pf)*=0, d.h. Bild (Pf)* CKern 1*.

Zum Beweis der umgekehrten Inklusion betrachten wir ein a: Y -V mit
[a] € Kern f*. Das bedeutet f*[a] = [aof] =0, d.h. aof=0. Folglich gibt es
eine Abbildung 5:C X —V mit b(x, 1) =a(f(x)) fiir alle x€X. b und a zu-
sammen definieren eine Abbildung CX + Y —V, die mit der Identifizierung
CX+Y—C,; vertriglich ist. Sie induziert also »:C;—V, und nach Kon-
struktion gilt

(PH*[6'] = [ o Pf) = [¥'| Y] = [4],
d.h. [a] € Bild (Pf)*.

1.6. Sei speziell X C Y und f: X —Y die Injektion. Dann ist CX ein Teil-
raum von C; (man bestatigt leicht, daB er die induzierte Topologie trégt),
und es ist C X~ Y = X. Ferner nehmen wir an, daB das Paar (Y, X) folgende
Homotopieerweiterungseigenschaft besitzt:

HE: Zu jeder Abbildung g, von Y in einen beliebigen Bildraum und jeder
Homotopie h, von hy=go| X gibt es eine Homotopie g, von gy mit by=g,| X.

Einen Uberblick iiber Fragen der Homotopieerweiterung gibt BARRATT [1]
5.4. Wir heben hier nur hervor (vgl. HiLton [6] S. 97 Th. 1.4 oder J. H.C.
WHITEHEAD [19] §5 (J)):

Ist Y ein CW-Komplex im Sinne von J. H. C. WHITEHAED [19] und X ein
Teilkomplex, so ist HE erfiillt.
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Hilfssatz 4. Ist XY, f: XY die Injektion und geniigt (Y, X) der Be-
dingung HE, so gibt es eine Homotopie der Identitit C,—C;, die CX in sich
auf einen Punki zusammenzieht.

Den Beweis stellen wir fiir den Augenblick zuriick. Aus Hilfssatz 4 zu-
sammen mit 1.2 Hilfssatz 3 folgt, daB die natiirliche Projektion ¢: C,(—~CjJCX
eine Homotopiedquivalenz ist. Andererseits ist (fiir jede Injektion f:X C Y):

) CICX = (CX + Y)/(CX + X) = Y/X,

und bezeichnet p:Y —Y/X die natiirliche Projektion, so ist das Diagramm
v&

(2) lri lq
Y2 vx

kommutativ. Das bedeutet (vgl. 1.2):

Satz 2. Ist XY, :X—Y die Injektion und gemiigt (Y, X) der Be-
dingung HE, so ist Pf:Y—>C; mit der natiirlichen Projektion p:Y >Y|X
homotopiedquivalent. (1y, q) ist eine Homotopiedquivalenz zwischen Pf und p.

Beweis von Hilfssatz 4. %,:CX—C; sei die natiirliche Nullhomotopie
der Injektion %y:CX—C;, d.h.

h,(x,s):(x,sﬂ—t)), (x,8)€CX, tel.

M| X ist eine Nullhomotopie der Injektion ho| X: X —~C;. Wegen HE ist
h| X so zu g,: Y —C, fortsetzbar, daB g,: Y —C, die Injektion ist. 4, und g,
zusammen definieren eine Homotopie CX + Y —C 1, die mit der Identifizierung
CX +Y—C; (im Urbildraum) vertriglich ist; nach 1.1 Hilfssatz 1 wird also
eine Homotopie ¢,:C;—C, induziert. Nach Konstruktion ist @,=1, und
@|CX =h, zieht CX in sich auf einen Punkt zusammen.

1.7. Bemerkung. Das Resultat von 1.6 beleuchtet noch einmal die Defi-
nition von C;. Fiir eine Injektion f: X CY ist C; im wesentlichen Y/X (vor-
ausgesetzt, daB HE erfillt ist). Den Fall einer beliebigen Abbildung /:X —Y

Yo=F (o) y flz) kann man darauf mit Hilfe der bekannten
N Xx1 s Konstruktion des Abbildungszylinders zuriick-
(z5,1) (x.1) fihren. Ersetzt man f durch die Injektion

von X in den Abbildungszylinder Z;, die mit

7 Xxl . . . .
o ) { homotopiedquivalent ist, und bildet dann
Z,/X, so erhilt man gerade C,.
o 7 f 4
Fig.3. Die stark ausgezogene Linie ist als [Genauere Durchfiihrung: Der Abbildungs-
ein einziger Punkt h

zylinder Z; (Fig. 3) von f:X—Y entsteht aus
(XXI)[(xgx 1)+ Y, wenn (x, 1) € (X X I)/(x,x I) fiir jedes x€ X mit f(x) €Y
identifiziert wird. (Vgl. Fox [8] §3 oder HiLton [6] S.107f.; dort wird
allerdings %yxI in X xI nicht zu einem Punkt identifiziert.) Identifiziert
man jedes ¥ € X mit (x,0)€Z;, so wird X zu einem Teilraum von Z;.
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Auch Y kann man als Teilraum von Z; auffassen (analog wie bei Cy,
vgl. 1.4). Die Zuordnung x — (#, ¢) definiert eine Homotopie 7,: X —~Z;
zwischen der Injektion j, und j,=1of, wobei i:Y—~Z; die Injektion ist;
d.h. das Diagramm

xLy

1Xl li

Xz,

ist bis auf Homotopie kommutativ. Man sieht leicht (unter Benutzung von
1.1 Hilfssatz 1), daB Y Deformationsretrakt von Z; ist (vgl. [6] S. 109, Th. 3.2).
Folglich ist (1x,¢) eine Homotopieiquivalenz zwischen f und der Injektion
io:X—>Z;. DaB tatsichlich Z;/X =C, ist, ergibt sich unmittelbar aus den
Definitionen.]

1.8. Als Einhingung des Raumes X bezeichnet man den Raum
SX = (XxD(XXx0uXXx1uxexI).

Die Punkte von SX werden wie ihre Reprisentanten in X xI mit (x,s),
x € X, s¢ I, bezeichnet, und (x,, 0) (= (¥, 0) = (x, 1) = (%, s)) gilt als Grund-
punkt. Fiir eine Abbildung f:X—Y wird die Einhingung Sf:SX—SY
durch Sf(x,s)=(f(x),s) definiert. Offenbar ist S1x=1sx und S (gof) =
SgoSf fir XL V-5 2.

Ist 4,:X—Y eine Homotopie, so auch S#, (vgl. 1.1 Hilfssatz 1). Daraus
folgt leicht, daB die Einhdngung einer Homotopiedquivalenz wieder eine
Homotopiedquivalenz ist.

Fir f:X—>{y,) =Y ist offenbar C;=SX (vgl. 1.4).

Man bezeichnet auch manchmal den Raum SX, der aus X xI durch
Identifizieren von X X 0 und X X 1 zu je einem Punkt entsteht, als Einhdngung
von X. Der Unterschied ist fiir ,,verniinftige’ X nicht wesentlich; z.B. gilt:

Hilfssatz 5. Ist X ein CW-Komplex3), so ist die natiirliche Projektion
p:SX—>SX eine Homotopiedquivalenz.

Beweis. Nach 1.2 Hilfssatz 3 geniigt es zu zeigen, da sich eine Zusammen-
ziehung von xy X I C S X zu einer Homotopie der Identitit von S X fortsetzen
1a8t. Das ist moglich, weil (SX, xyxI) ein Paar von CW-Komplexen ist
(vgl. J. H. C. WHITEHEAD [19] (H)) und daher die Bedingung HE erfiillt (1.6).
(Wir haben bisher in S X keinen Grundpunkt festgelegt. Entweder verzichtet
man darauf ganz, dann ist unter ,,Homotopieiquivalenz* in Hilfssatz § freie
Homotopieiquivalenz ohne Festhaltung von Grundpunkten zu verstehen;
oder man wihlt irgendeinen Punkt von %X I als Grundpunkt fiir $X)

8) In einem CW-Komplex wird grundsitzlich eine 0-Zelle der Zerlegung als Grund-
punkt genommen. Das ist jedoch keine Einschrinkung, weil man durch geeignete Unter-
teilung einer gegebenen Zellenzerlegung jeden Punkt zu einer 0-Zelle machen kann.
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1.9. Nach Definition (vgl. 1.4) ist Pf:Y —C; fiir alle f: X —Y eine Injek-
tion. Wir wollen auf sie die Uberlegungen von 1.6 anwenden und haben dazu
zunéchst zu zeigen:

Hilfssatz 6. Das Paar (C;,Y) besitzt die Eigenschaft HE (vgl. 1.6).

Beweis. Sei g:C;—V und %:Y—V mit hy=g|Y gegeben. Zu zeigen
ist, daB8 es eine Fortsetzung g:C,—V von A, gibt mit g,=g¢. Eine solche
Fortsetzung 148t sich anschaulich so beschreiben: Die Deformationswege fiir
die Punkte y € Y sind durch %, gegeben. Der Bildpunkt von (¥, s) € C;s=4%,
durchlduft erst das g-Bild der Strecke von (#, s) nach (x, 1) =/(x) und dann
einen Teil des Deformationsweges von f(x) € Y. Die ,,Linge” dieses Teils
(gemessen durch den Parameter ¢ des Deformationsweges) nimmt vom vollen
Wert 1 bis auf 0 ab, wenn s von 1 nach § geht. Der Bildpunkt von (x, s) € C 15
$= #, durchlduft nur einen Teil des g-Bildes der Strecke von (x, s) nach (x, 1),
und dieser Teil nimmt von der vollen Linge bis auf 0 ab, wenn s von % nach 0
geht. Explizit kann man g,:C,—V etwa durch

& (y) = m(y), yeY
A >1 <o
g(x,s—l—z), s,:z,t:z 2s, xcX

g(%,8) = { hygp 5 (f(%)), sg—;, t=2—2s, x€X
A xcX

2

IA

g(x,s+st), s
definieren.

Demnach 148t sich 1.6 Satz 2 fiir jedes f: X —Y auf Pf:Y—C, (an Stelle
des dortigen f) anwenden. Aus den Definitionen in 1.4 und 1.8 geht unmittelbar
hervor, daB C)/Y = SX ist. Qf:C;—C;/Y = SX sei die natiirliche Projektion,
d.h.

) { Qf(x,5) = (%,9), x€X, sel

Qf(y) = (%p,1) = Grundpunkt, y€Y.
Cp; entsteht nach Definition aus CX 4 CY 4 Y durch die Identifizie-
Tungen CXY(w 1) =f(MEY fir alle x€X
CY>(y,1)=9y€Y fiur alle y€Y.
Man erhilt es aber offenbar auch aus CX + CY durch die Identifizierungen
(Fig. 4) CX3(w1) = (f(x),1)€CY fiir alle x€ X.
Die natiirliche Projektion [vgl. 1.6 (1)]

Rf:Cpy—>Cp,/CY =C/|]Y =SX
ist durch
() Rf(x,s) = (x,9), x€X, s€I
Rf(y,s) = (%, 1) = Grundpunkt, y€Y, scI

gegeben. Mit diesen Bezeichnungen geht 1.6 Satz 2 hier iiber in:
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Satz 3. Fiir jedes f: XY ist P*f:C;—Cp; mit Qf:C;—SX homotopie-
dquivalent. (1c,, Rf) ist eine Homotopiedquivalenz zwischen diesen Abbildungen.

Dem kommutativen Diagramm (2)
in 1.6 entspricht hier

Py
C;—>Cpy

(5) ON R

SX.

1.10. Das Diagramm

Py
CPf —_— C Py
6 R l P |RP,
( ) f orf l f Fig. 4. Die stark ausgezogenen Linien sind als ein
S X S Y einziger Punkt anzusehen

erhilt man aus (5), wenn man f durch Pf ersetzt und Rf hinzufiigt. Das
Dreieck in (6) ist daher kommutativ. Die untere Zeile soll nun so erganzt
werden, daBl (6) — wenigstens bis auf Homotopie — kommutativ bleibt. Sei
fiir jedes x€ X

W(x) = {(%,5)|s€EI}o{(f (%), s) | s€ I} L Cpy

(vgl. 1.9 Fig. 4). W(x) wird durch Rf [vgl. 1.9 (4)] auf die Strecke {(x, s)|s€ I}
¢SX und durch Q Pf [vgl. 1.9 (3)] auf {(f(x), s)|s€ [} {SY abgebildet. Wird
W(#) in der Richtung von (, 0) iiber (x, 1) =(f(#), 1) nach (f(x), 0) durch-
laufen, so bewegt sich der Bildpunkt bei Rf von (#, 0) nach (x, 1) und bei
QPjf von (f(x), 1) nach (f(x), 0). Daher ist zu vermuten, da§ S_f:SX—~>S7Y,
definiert durch S_f(x, s) = (f(x), 1—s) das Diagramm (6) so ergénzt, dal das
untere Dreieck und damit das ganze Diagramm bis auf Homotopie kommu-
tativ wird. Tatsichlich ist @,:Cp,—SY, definiert durch

@ (%, 5) = (f(x),1 —ts),  x€X, s€I
ey, s)= (v —19s),  ye¥,scl,

eine Homotopie zwischen @,=QPf und ¢, = S_foRf. Weil Rf und RPf
Homotopieiquivalenzen sind (1.9 Satz3), liestmanausdemdurch S_ f:SX—>SY
erginzten Diagramm (6) ab:

Satz 4. Fiir jedes f:X—Y ist P3f:Cp;—>Cps, mit S_.}/:SX—-SY homo-
topieiiquivalent. (Rf, RPf) ist eine H omotopiedquivalenz zwischen diesen Ab-
bildungen.

Sei oy:SX—>SX durch ox (%, s) = (¥, 1—s) definiert. Dann ist oyo ox=1
und S_f=Sfooxy=0yo Sf. Das Diagramm (6) bleibt also bis auf Homotopie
kommutativ, wenn man die untere Zeile nicht durch S_ f sondern durch
Sf:SX-—>SY erginzt und Rf durch R_f=0xoRf oder RPf durch R_Pf=
ayoR Pf ersetzt. Da oy und oy topologische Abbildungen sind, gilt erginzend
zu Satz 4:
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Satz 4'. Fiir jedes f: X —Y bestehen die Homotopieiquivalenzen
a) (R-/,RPf): P*f=Sf

b) (Rf, R_Pjf): P3f = Sjf.

1.11. Zur Abkiirzung setzen wir

Rf— RP"f, n gerade
| R.P f, m» ungerade.
Durch wiederholte Anwendung von 1.9 Satz 3, 1.10 Satz 4’ und der Tatsache,

daB die Einhingung einer Homotopiedquivalenz weder eine Homotopie-
dquivalenz ist (vgl. 1.8), erhilt man:

(@) (W Rf): Pf=0Qf (Satz3),

(b) (Rf,Rif): P’f=Sf ((Satz 4'D)),

(c) (Rif, Ryf): P*f = SPf ((Satz 4'a), angewandt auf Pf),
)

1,SRf): SPf=SQf

(e) (Raf,Rz;f):P“fES[mf
(SRf: Sle) . SPaf = Szf

(
((
((
@ { (Rof, Rsf) : P5f= SP2f ((b), angewandt auf P2f),
( (Einhingung von (a)),
((c), angewandt auf pP2f),
(

),
Einhéngung von (b)),

Durch entsprechende Fortsetzung des Verfahrens ergibt sich:

Satz 5. Zwischen den Folgen von Abbildungen

f Pf P Pf pPif
Bl: XY > C > Cpy > Cpyy b oo

und

w: xLyheLsx sy s, Y six

besteht die Homotopiedquivalenz

(1X,1y,1c,, Rf, R\f, R,f, SRfoR,f, SR foR,f, SRyfoR;f, ...,
< S”R/°Sn—lef°Snﬁ2Rsf°“‘ oRy,f, S"Rifo-- °R3n+1f»

S"Ryf o+ oRy, of,...)
(vgl. 1.2), d.h. in dem Diagramm

f Pf psf pif psf P'/
X— Yr_)(:/_—> Cpf""‘) CP)".? CP“/_»CP‘I

(7) 1i li 1 Rll ,rl ’/l lsto Ref

xLy2eSsx Lsy Hsc, Lax ..

sind die vertikalen Abbildungen Homotopiedquivalenzen, und jedes Quadrat ist
bis auf Homotopie kommutativ.
Af soll die Abbildungsfolge von f genannt werden.

1.12. Nach 1.5 Satz 1 ist die Folge X 2 Y—>C exakt, also auch die Folge
Bf. Nach 1.11 Satz 5 ist R/ mit der Abblldungsfolge UAf homotopiedquivalent.
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Eine solche Homotopieiquivalenz [vgl. (7)] induziert fiir jeden Bildraum V
ein Diagramm (vgl. 1.3)

2%, L2, V) L, M w(Cry, V)
) 1 *

X, V) L2y, M, ) L asx,v) L
Da die vertikalen Abbildungen in (7) Homotopiedquivalenzen sind, sind sie
hier Isomorphismen; da die einzelnen Quadrate in (7) bis auf Homotopie
kommutativ sind, besteht hier strenge Kommutativitit. Also ist mit der
oberen Zeile auch die untere exakt, d.h. es gilt:

Satz 6. Die Abbildungsfolge Uf irgendeiner Abbildung f:X —Y ist exakt,
d.h. sic induziert fiir jeden Bildraum V eine exakte Folge der entsprechenden
Homotopiemengen (vgl. 1.3).

§ 2. Invarianz der Abbildungsfolge

2.1. Das Hauptziel dieses Paragraphen ist es zu zeigen, daB die Abbil-
dungsfolge Af (vgl. 1.11) bis auf Homotopiedquivalenz nur vom Homotopie-
typ von f:X—Y abhingt (2.4 Satz9). Etwas allgemeiner untersuchen wir
das Verhalten von f bei einer ,,Transformation von f.

Unter einer Transformation von f:X —7Y in f:X'—Y" verstehen wir ein
Paar (¢, ) von Abbildungen ¢: X X', y: YY", so daBl das Diagramm

x-Ly

7| Ilw

xLy
bis auf Homotopie kommutativ ist, d.h. /' op=yof. Dementsprechend heift

ein System (¢y, @3, @5, ---) von Abbildungen @,: X,—~ X, eine Transformation
von h fo o b
) X1—~>X2—-—>X3—->...
in , , ,

X{léX;—’i»X;ﬁ»-.,
wenn f,op,~ ¢, 0f, gilt firv=1,2,3,.... Eine Transformation (g, y) oder
(@1, Pa» @3, ---) ist also eine Homotopiedquivalenz im Sinne von 1.2, wenn ¢
und y bzw. ¢, fiir alle » Homotopiedquivalenzen sind.

2.2. Zu einer Transformation (g, ) von f:X—Y in f: X'~ Y’ zusammen
mit einer bestimmten Homotopie ®@,:X Y’ zwischen @y=f op und D, =yof
definieren wir

g =Clp, 9, D) :C;—~Cp
(vgl. 1.4) durch

1) = v, yeyY
) [ (@(x),29) vE€X,s<3
25 9) *{¢2s_1<x), x€X, s= .
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Offenbar gilt yoPf=yx|Y=Pf oy (P{:Y—C, ist die Injektion, vgl. 1.4),
also ist (p, x) eine Transformation von Pf in P, bei der das Diagramm

sogar (streng) kommutativ ist. Hierzu kann man nun wieder
C(’(p, x, T) . CP/_> CP/’

bilden, wobei ¥,:Y —C, irgendeine Homotopie zwischen ¥= Pf oy und
Yi=yxoPf (=¥,) ist, z.B. die triviale Homotopie ¥ = Pf oy fiir alle t€ I.
Im letzteren Fall schreiben wir kurz C(y, y) fiir C(y, 3, ¥).

Durch Iteration erhilt man eine ,,durch (¢, v, D) induzierte’ Transforma-

tion (@, ¥, X, X1, X2, ---) von
B XL V5,2 Cp 2 Cpn—s e
in /', wenn man y, durch

xn=Cy7)
xe=Cl )
X —= C(Xv—2!%v—l)r v>2
definiert.
Fir die Abbildungsfolgen A/ bzw. A/’ (vgl. 1.11) liegt es nahe, das Dia-

gramm
SPf

xLy—cZsxLsyHse,—. ..
(10) lw va lx lS‘P lSw lsx

xLyZcLsxLsyTsc,—. .
zu betrachten. Das erste Quadrat ist nach Voraussetzung bis auf Homotopie
kommutativ. Vom zweiten haben wir die Kommutativitit oben schon fest-
gestellt. Im dritten geht Y CC; sowohl bei Sgo(Qf als auch bei Qf oy [vgl.
1.8, 1.9 (3)] in den Grundpunkt von SX’ iiber, und fiir (x, s) €C; (x€ X, s€ I)
gilt

(SgoQf) (x,5) = (p(x), )

(Qf',o ¥ (%, s) = { (p(x),2s),

s
(%9,1) = Grundpunkt, s=3%
[vgl. (3), (9)]. Daraus folgt leicht Qf ox=~Sg@oQf. Das vierte Quadrat in (10)
geht durch Einhidngung aus dem ersten, das fiinfte aus dem zweiten usw.
hervor. Folglich sind alle Quadrate in (10) mindestens bis auf Homotopie

kommutativ, d.h. (@, 9, x, S, Sy, Sx, S2@, ...) ist eine Transformation von
Af in Af'. Wir nennen sie die durch (p, p, D) induzierte Transformation.
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2.3. Satz 7. Ist (@,vy) eine Transformation von f:X—>Y in [:X'>Y'
(vgl. 2.1) und &, X—>Y' eine Homotopie zwischen Py={"o ¢ und Dy=yof,
so sind in den induzierien Tramsformationen (p, v, X, xa, Xz ---) von Bf in Pf’
und (@, v, 1, S@, Sv, ...) von Uf in Af' (vgl. 2.2) je zwei enisprechende Abbil-
dungen homotopiediquivalent, d.h.

S”(p = x3n—2
S™p = Y31
S"x = Xan

fiir alle n=1.

Beweis. Wir zeigen zunichst

(11) 1=Clp,2) =Cy.Clp.y, D) =Seo.
#1:Cpj—>Cpyp ist nach 2.2 durch

pn(xs)=yx(x59), xcX, sl

al S):{(w(y),%), s
n (Pfoy)(y) = (xoPN(), s=

definiert (iiber Cp; vgl. 1.9). In dem Diagramm

Cpy > Cpp
(12) R |&r
sx % sx’
sei Rf wie in 1.9 die natiirliche Projektion Cp;—C p/CY=SX. Jedes

(v,8) ECY CCp; geht sowohl bei Rf oy, als auch bei SpoRf in den Grund-
punkt von SX' iiber. Fir (, s)ECp (€X, s€I) gilt

, , Rf (p(x),25) = (9 (%), 29), s=3
(Rf'ox) (%, 5) = Rf (x(%,9) = ,( ) =1 . ) :

Rf'(Dy,—1(%)) = (%0, 1) = Grundpunkt, s =3
[vel. (9), (4)] und

(SpoRf) (x,5) = Sep(x5) = (p(»).5)-

Daraus entnimmt man leicht SpoRf=Rf oy,. Also ist (12) bis auf Homo-
topie kommutativ, und weil Rf, Rf’ Homotopiedquivalenzen sind (1.9 Satz 3),
ist (11) damit bewiesen.

Aus (11) gewinnt man

y2= Sy durch Anwendung auf (y, x) an Stelle von (,9),

ys= Sy durch Anwendung auf (¥, 11),

%= Sy,—3,v>3, durch Anwendung auf (y,_3, %y—2)»

%= Sxy_3=S?y,_¢="-- durch wiederholte Anwendung der vorigen Formel

und ihrer Einhdngungen.
Aus diesen Formeln ist Satz 7 leicht zu entnehmen.
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2.4. Wir werden nun zeigen, daB8 der Homotopietyp der Folgen 7 und Uf
(vgl. 1.11) nur vom Homotopietyp von f: X —Y abhingt. In diesem ganzen
Abschnitt sei (g, ¢) eine Transformation von f: X —Y in f: X' Y" (vgl. 2.1)
und &,: XY’ eine Homotopie zwischen @y=/"op und @, =yof.

Hilfssatz 7. Ist (p,y) eine Homotopieiquivalenz zwischen f und f', so ist
auch 3 =C(p,yp, D):C;—~C, (vgl. 2.2) eine Homotopiedquivalenz.

Der Beweis wird bis zum nichsten Abschnitt zuriickgestellt. Als Folgerung
ergibt sich:

Satz 8a). Sind in der durch (@, v, D) induzierten Transformation (p,y,

Lo X1s Xz» ---) von Bf in Pf (vgl. 2.2) zwei aufeinanderfolgende Abbildungen
Homotopiedquivalenzen, so auch alle folgenden.

Da nach 2.3 Satz 7 jede der Abbildungen ¢, v, %, 11, %2, - .. mit der ent-
sprechenden aus (p, v, x, S, Sy, Sy, S%¢, ...) homotopiedquivalent ist, folgt
aus Satz 8a):

Satz 8b). Sind in der durch (p,y, @) induzierten Transformation (g, y,
L Se, Sy, Sy, Ste, ...) von Uf in Uf' (vgl. 2.2) zwei aufeinanderfolgende Ab-
bildungen Homotopiedquivalenzen, so auch alle folgenden.

Die Sitze 8a) und 8b), angewandt auf die ersten beiden Abbildungen ¢, y
der genannten Transformationen, ergeben die Invarianzaussage:

Satz 9. Ist : X—=Y mit f':X'—>Y' homotopiedquivalent, so auch Pf mit
Bf" und Uf mat Af'.

2.5. Beweis von Hilfssatz 7. Zunichst einige Vorbemerkungen:

A) Zwei Transformationen (p,y) von f:X—Y in /:X'—>Y’ und (¢, ¢')
von /" in f":X"—Y" setzen sich offenbar zu einer Transformation (¢’o ¢,
y'oy) von fin f”’ zusammen. Sind @,;:X Y’ und @;:X’'—Y" Homotopien
zwischen @y=f"o @ und @;=yo f bzw. zwischen @y =/"0¢’ und G;=y'of,
so ist (@'OP),;: X —-Y", definiert durch

D00 1<
1 QOP),=1 ¥ " T
(13) @om={ T 12
eine Homotopie zwischen f"og¢’op und y'oyof. Es gilt
(14) Clgopy oy, P'OD)=C(¢', ¢y, @) o Clp,y, D)
(zur Definition dieser Abbildungen vgl. 2.2).

Beweis von (14). Wir bezeichnen die linke Seite von (14) zur Abkiirzung
mit y’, die rechte mit y". Nach Definition von C(p, y, ®):C;—~C, [2.2 (9)] ist

X0 =y (p®) =2"0 fiir alle y€Y CC;.

Die Strecke {(x, s)|s€ I} CC; (x € X fest) geht bei y’ und x” in denselben Weg
iiber, der lediglich in verschiedener Weise parametrisiert ist. Es ist ndmlich
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[vsl. (9), (13)]
(¢'(@ (%)), 25),
2%, 5) =1 Dy s (9(%),
'P’(@Als—a(x))»

(¢'(p(x)), 43),

2'(x,8) =1 Pys1 (9 (%)),

1/"(¢2s—1(x))'

Eine Homotopie der Identitat von I in diejenige stiickweise affine Selbst-

abbildung, die 0 in 0, 3 in %, 2 in  und 1 in 1 abbildet, liefert offenbar eine
Homotopie zwischen y' und y"'.

]

IA A IA
UAAA
el U

e e O

und

w»

A IA - TIA
IAIA A
- = R

M R O

B) Sei (¢,, v,), T€1, eine Schar von Transformationen von f:X—Y in
f:X'>Y" und &;:X—>Y' sei fir jedes 7€I eine Homotopie zwischen
Di=fogp, und Pi=y,of. Sind ¢,,y, Homotopien (d.h. stetig von v ab-
hiingig, vel. 1.1) und definiert die Zuordnung (x, ¢, 7)—>®j(x) eine stetige
Abbildung X x I XxI—Y’, so ist auch

Clg., ., D7) : C;—~Cp

(vgl. 2.2) eine Homotopie, wie man mit Hilfe von 1.1 Hilfssatz 1 leicht zeigt.
Ist @,, %, und @) mit den genannten Eigenschaften gegeben, jedoch zu-

nichst nicht @7 fiir >0, so kann man @) immer so zu @; fiir alle 7€ I

erweitern, daB alle obigen Eigenschaften erfiillt sind. Man setze z.B.

’ T
fo(p‘r—/ltr té—[
T T
Q)tv = (15?41—1)(4—21)“: “4’ é té 1— "4"
T
Ye_atarof, t=1 -

Daraus folgt: Sind (@o, w,) und (@1, y,) 2wei homotope Transformationen von
fin f (d.h. o=@, wo=1v,) und ist O} eine Homotopie zwischen [’ o, und
Woof, so gibt es eine Homotopie D} zwischen f o @y und p,of, so daf

C(go, o, P) = Cloy, y1, D).
C) Gibt es zu f:X—Y zwei Abbildungen g, g Y —>X mit

gof =1y (,Links-Homotopieinverses")

fog'=1y  (,,Rechts-Homotopieinverses),
so folgt g=~ gofog'=g’ und daraus fog=1y, d.h. gist (zweiseitig) homotopie-
invers zu f, f ist also eine Homotopieiquivalenz (vgl. auch Fox (8] Th. 2).

Der eigentliche Beweis von Hilfssatz 7 wird nun folgendermafen gefiihrt:
Sei (p, y) eine Homotopiedquivalenz zwischen f: X—Y und f:X'—Y’ und
Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 22
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®,: X — Y’ eine Homotopie zwischen /' o @ und yof. Sind ¢’ und ¢’ homotopie-
invers zu @ bzw. y, so ist (¢, y’) eine Homotopiedquivalenz zwischen /' und f
(1.2 Hilfssatz 2). Es gibt also eine Homotopie @;:X'—Y zwischen fo ¢’ und
' of’. Nach (14) ist

(15) Clg', ¢, @) o Clp,p, D)= C(g o,y o9, D'OP),
(16) Cle,p, D)o C¢', 9", D) =Clpog,poy,dOD).

Wir werden zeigen, daB auf den rechten Seiten von (15) und (16) Homotopie-
dquivalenzen stehen. Daraus folgt dann die Behauptung von Hilfssatz 7.
Multipliziert man ndmlich (15) von links mit einem Homotopieinversen der
rechten Seite, so sieht man, daB C(p, v, D) ein Links-Homotopieinverses be-
sitzt. Analog ergibt sich aus (16) die Existenz eines Rechts-Homotopieinver-
sen; also ist C(gp, y, @) eine Homotopiedquivalenz [vgl. C)].

Beim Nachweis, daB die rechten Seiten von (15) und (16) Homotopie-
dquivalenzen sind, kann man sich offenbar auf eine der beiden Formeln, etwa
(15) beschranken: Nach Voraussetzung ist ¢p'op=1y, ¢'oyp==1y. Daher gibt
es nach B) eine zu der Transformation (1x, 1y) von f in f gehdrende Homotopie
@}: XY zwischen @§=f und P} =/, so daB

(17) Clg'op,p oy, @OD)=C(1x,1y, D).
Setzen wir @;'= @} _,, so gilt nach (14)

(18) Clx, 1y, BY) 0 Clix, 1y, DY) = C(lx; 1y, P'ODY),
(19) Clix, 1y, B 0 Clix, 1y, B) =~ C(iy, 1y, PLOD).

Es gibt eine stetig von allen Variablen abhingende Schar ¥': X Y, ¢, t€1,
mit ¥ = (P1OP1), und W' =/ fiir alle £ €I; man braucht nur

wr { qj}l—r)-zt; !
[ -1
D e—2,= Dh_n@—sny, ¢

\ARITAY
= Ol

zu setzen [vgl. (13)]. Daher folgt aus B):
(20) C(1x,1y,¢lo¢_l)r~— C('IX,'ly,g’l):C“)(,'ly).
Nach Definition gilt [vgl. (9)]

Clix,1y) (») =, yeY

[ (%, 29), s=4§, 26X
C(1){:1Y) (x's)_{f(x)=(x,1); sg%—, 2€X,

woraus man leicht entnimmt, daB C(1y, 1y) zur Identitit von C; homotop
ist. Wegen (20) und (18) ist dann auch die linke Seite von (18) zur Identitit
homotop. Entsprechendes gilt fiir (19), d.h. C(1x, 1y, @) ist eine Homotopie-
dquivalenz und damit wegen (17) auch die rechte Seite von (15).
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§ 3. Bedingungen fiir die Monomorphie von f*a(Y,V)—>x(X,V)

3.1. Folgende Feststellungen sind nahezu trivial:

A) f: XY ist genau dann nullhomotop, wenn die induzierie Abbildung der
Homotopiemengen f*:7(Y, V)—>n(X, V) fir jeden Bildraum V die Nullabbil-
dung ist. [0€n (X, V) ist die Homotopieklasse von X —v,= Grundpunkt von V,
vgl. 1.3.]

B) f: XY besitat genau dann ein Links-Homotopieinverses 11 Y —X (d.h.
lof=1y), wenn f*:7(Y, V)—>n(X, V) fir jedes V epimorph?) 1st.

Beweis von A). Aus f=~0 folgt f*[a]=[aof]=0 (vgl. 1.3) fir alle
a:Y—V. Zum Nachweis der Umkehrung wihle man ¥ =7Y; dann ist nach
Voraussetzung insbesondere 0= f*[1y]=[f], d.h. f==0.

Beweis von B). Aus lof=1 folgt f*ol*=1 und daraus die Epimorphie
von f*. Zum Nachweis der Umkehrung wihle man V =X. Nach Voraus-
setzung gibt es dann ein 1: Y >V =X mit [1x]=/*[/]= [lof], d.h. lof=~1yx
(vel. 1.3).

Gibt es ein 7: Y —X mit for=1y, so folgt r*of*=1, d.h.

C) Besitzt f: X — Y ein Rechts-Homotopieinverses, so ist f*: 7 (Y, V)>n(X,V)
fiir jedes V monomorph?).

Im Gegensatz zu A) und B) wire hier die Umkehrung falsch, wie folgendes
Gegenbeispiel zeigt: Hat g:S'x S 5S? (S"= n-Sphére) den Grad 1, so ist
g*:7(S2, V) —>m(Stx S, V) fiir jedes V monomorph ([12] 6.4, Satz 5); es gibt
aber kein Rechts-Homotopieinverses zu g, denn jede Abbildung S5?— Stx St
ist nullhomotop (wegen 7 (S?%, SX S') =y (StX SY) =, (SY) + 7, (SY) =0, s.
STEENROD [15] 17.8 und 21.2 (2)). Mit Hilfe der Abbildungsfolge Af (vgl. 1.11)
kann man unter gewissen Voraussetzungen iiber X und Y aber doch ein
Kriterium fiir die Monomorphie von f* finden, das notwendig und hinreichend
ist (3.4 Satz 12).

Bemerkung. Die Aussage C) bleibt nach unserem Beweis richtig, wenn
man ,,monomorph‘‘ durch das schirfere ,einwertig’* ersetzt. Eine Abbildung
heiBt einwertig, wenn je zwei verschiedene Elemente verschiedene Bilder
haben. Bei der Monomorphie wird nur verlangt, daB kein von 0 verschie-
denes Element in 0 iibergeht. Tatsichlich gibt es Abbildungen [ XY,
deren induzierte Abbildung f*:z(Y, V)—>an(X, V) fir alle V monomorph,
aber fiir gewisse V nicht einwertig ist (vgl. 4.1 und 4.6 Beispiel A). Genaueres
dariiber findet man in § 4; hier steht die Frage nach der Monomorphie im
Vordergrund.

3.2. Ist /: X > Y die konstante Abbildung von X in den Grundpunkt von Y,
so ist C;=YvSX. Das Zeichen v bedeutet dabei die topologische Summe
mit Identifizierung der Grundpunkte, d.h.

A \% B = (A + B)/{ao, bo}»

4) Siehe FuBinote?!) S. 300.

22%
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wenn 4a,, b, die Grundpunkte der Rdume 4 bzw. B sind. Die Behauptung folgt
unmittelbar aus den Definitionen von C; (1.4) und SX (1.8). Pf:Y—>YvSX
(vgl. 1.4) ist die Injektion und Qf:YvSX—SX [vgl 1.9 (3)] die natiirliche
Projektion, bei der Y in den Grundpunkt iibergeht. Durchliuft man die
Abbildungsfolge Af (vgl. 1.11) weiter, so erhilt man:

a) Sf:SX—~SY ist die konstante Abbildung,
b) SPf:SY—>S(YvSX)=SYvS2X ist die Injektion,
c) SQf:S(YvSX)=SYvS2X —S2X ist die natiirliche Projektion, usw.

[Bei b) und c) wurde von der allgemeinen Beziehung S(AvB)=SAvSB
Gebrauch gemacht, die sich aus den Definitionen unter Benutzung von 1.1
Hilfssatz 1 leicht ergibt.] Da nach 2.4 Satz 9 der Homotopietyp von UAf nur
vom Homotopietyp von f abhingt, folgt:

Satz 10. Die Abbildungsfolge Uf (vgl. 1.11) einer nullhomotopen Abbildung
[: X =Y stimmt bis auf Homotopiedquivalenz mit der aus konstanten Abbil-
dungen, Injektionen und Projektionen (in periodischem Wechsel) bestehenden
Folge
X>Y->YvSX—>SX->SY—->SYvS:X—...
tiberein.

3.3. Satz11. Ist die durch f: X —Y induzierte Abbildung der Homotopie-
mengen [*:xn(Y, V)—>n(X, V) monomorph fiir jedes V, so besitzt die Einhin-
gung S|} ein Rechis-Homotopieinverses.

Beweis. Aus der Monomorphie von f* folgt wegen der Exaktheit der
Abbildungsfolge (1.12 Satz 6) (Pf)*=0. Da das fiir alle V' gilt, folgt nach
3.4 A) Pf~0. Wendet man Satz 10 auf Pf: Y —C; (an Stelle von /: X —Y)
an, so ergibt sich, da Q Pf mit der natiirlichen Projektion p:C;vSY—SY
homotopiedquivalent ist. Die Injektion SY —C,vSY ist rechts-(homotopie)-
invers zu p. Nach 1.11 Satz5ist Q Pf=P2Pfund P3f=Sfalso Sf=P3f=
QPf=p. Mit p hat daher auch Sf ein Rechts-Homotopieinverses.

Satz 11 ist eine ,,abgeschwichte Umkehrung’ von 3.1 C); denn wenn f
ein Rechts-Homotopieinverses besitzt, so auch Sf (aber nicht umgekehrt).
Im folgenden Abschnitt wird sich zeigen, daBl auch die genaue Umkehrung
von Satz 11 richtig ist (3.4 Satz 12), allerdings nicht ohne gewisse Voraus-
setzungen iiber die Rdume X und Y (vgl. das Beispiel am SchluB von 3.4).

3.4. Satz12. Sind X und Y zusammenhingende CW-Komplexe und ist Y
einfach zusammenhingend, so induziert f: X —Y genau dann Monomorphismen
(Y, V) —>n(X 1 V) der Homotopiemengen filr jeden Bildvaum V, wenn die
Einhingung Sf ein Rechts-Homotopieinverses besttzt.

Wir benétigen folgende Hilfssitze, deren Beweise in den nichsten Ab-
schnitten nachgeholt werden:

Hilfssatz 8. Wenn es zu Pf:Y —C; (fiir irgendein - X —Y, vgl. 1.4) ein
Rechts-Homotopieinverses v:C,—Y gibt, so ist die Einhdngung Svy der durch
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f und v gegebenen Abbildung w: XvC;—Y (d.h. y| X ={, p|C;=r) eine Homo-
topiedquivalenz.

Hilfssatz 9. Sind X und Y zusammenhingende C W-Komplexe und 1st Y
einfach zusammenhingend, so ist C, fiir jedes 1: X—>Y einfach zusammen-
hingend und zu einem CW-Komplex homotopiedquivalent.

Wihlt man fir Y speziell einen Raum, der nur aus dem Grundpunkt
besteht, so ist C;=SX (vgl. 1.8), und man erhilt aus Hilfssatz 9:

Folgerung. Ist X ein zusammenhingender C W-Komplex, so ist SX ein-
fach zusammenhingend.

Hilfssatz 10. Fiir jeden CW-Komplex A gibt es einen natiirlichen Isomor-
phismus H,(A) =H,.,(SA4), ¢>0, der H omologiegruppen zu beliebiger Koeffi-
zientengruppe. ‘

, Natiirlich® bedeutet hier, daB fiir jede Abbildung g:4—B zwischen
CW-Komplexen das Diagramm

H,(4) =H,.,(S4)
&) IR q>0
H,(B)=H, (S B)
kommutativ ist.

Beweis von Satz12. DaB die Bedingung fiir Monomorphie notwendig
ist (sogar ohne Voraussetzungen iiber X und Y), wurde schon in 3.3 Satz 11
festgestellt.

Wir miissen noch zeigen, daB sie hinreichend ist, gehen also davon aus,
daB Sf ein Rechts-Homotopieinverses besitzt. Nach 1.11 Satz 5 ist Sf= P3f
und P?f=Qf. Aus letzterem folgt P*f=PQf, wenn man auf beide Seiten
den Operator P anwendet (vgl. 2.4 Satz9). Mit Sf besitzt daher auch PQf
ein Rechts-Homotopieinverses. Wir wenden Hilfssatz8 auf @f:C/—>SX
(an Stelle von f:X—Y) an und erhalten eine Abbildung y:C;v Cyi—S X,
fir die y|C;= Qf gilt und deren Einhdngung Sy eine Homotopiedquivalenz
ist. Die Voraussetzungen iiber X und Y gestatten es, daraus zu folgern, daB
y selbst eine Homotopiedquivalenz ist. Stellen wir den Beweis dafiir zunichst
zuriick, so wird folgendermaBen weitergeschlossen:

Das Diagramm
(2

C—>Civ Cy

QN e

SX

worin 7 die Injektion bezeichnet, ist wegen y|C,= Qf kommutativ. Weil o
(wie wir noch zu zeigen haben) eine Homotopiedquivalenz ist, folgt Qf=1.
Die natiirliche Projektion C;vCq~C; ist links-(homotopie-)invers zu %, also
besitzt auch Qf ein Links-Homotopieinverses. Nach 3.1 B) ist dann

QH* :=(SX,V)—>n(C;, V)
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fiir jedes V' epimorph, und wegen der Exaktheit der Abbildungsfolge Af
(1.12 Satz 6) folgt nacheinander:

(PH*=o0,
/* ist monomorph,
und das war zu beweisen.

Es bleibt zu zeigen, daB y:C,;vCy;—SX eine Homotopiedquivalenz ist,
wenn Sy es ist: Wegen Qf= P%f (1.11 Satz 5) ist

Co;=Cpy (2.4 Satz 9 oder Hilfssatz 7)
=SY (1.1 Satzs).

Nach Hilfssatz 9 ist C; einfach zusammenhingend und zu einem CW-Komplex
homotopiedquivalent. Das gleiche gilt fiir SX und SY (Folgerung aus Hilfs-
satz 9) und folglich auch fiir C,vCo=C;vSY. Demnach ist p mit einer
Abbildung ’':4 — B zwischen zusammenhingenden und einfach zusammen-
hingenden CW-Komplexen A, B homotopiedquivalent. Aus p=qy’ folgt
Sy=_Sy" (vgl. 1.8), d.h. mit Sy ist auch Sy’ eine Homotopieiquivalenz.
Als solche induziert Sy’ Isomorphismen der Homologiegruppen H,_ ,(S54)—
Hg+1(S B) fiir alle g. Nach Hilfssatz 10 induziert dann auch ¢’ Isomorphismen
H,(A)—H,(B) fiir alle ¢>0. Nach einem bekannten Satz von J.H.C.
WHITEHEAD ([19] Th. 3) folgt daraus, daB ¢’ eine Homotopieiquivalenz ist.
Wegen yp=1y’ ist der Beweis von Satz 12 damit beendet.

Daf} die Voraussetzungen tiber X und Y in Satz 12 nicht entbehrlich sind,
zeigt folgendes Beispiel: X bestehe nur aus dem Grundpunkt x,, und Y sei
ein zusammenhéngender CW-Komplex mit H, (Y) =0 fiir alle g>>0, der aber
nicht einfach zusammenhéngend ist. (Ist M? ein Poincaréscher Raum, vgl.
SEIFERT-THRELFALL [13] S. 218 und ¢® eine 3-Zelle einer Zerlegung von M3,
so hat z.B. Y=M3—-¢ die geforderten Eigenschaften.) Die Abbildung
J: X = {x}—>9,€Y induziert nicht fiir jedes V einen Monomorphismus
*:w(Y,V)—>n(X, V); denn z.B. fiir V=7 ist [1y]==0 aber f*[1y] =[f] =0.
Die Einhéngung S{ besitzt jedoch trotzdem ein Rechts-Homotopieinverses,
ja sie ist sogar eine Homotopiedquivalenz nach J. H.C. WHITEHEAD [19]
Th. 3, denn SY ist ebenso wie SX einfach zusammenhingend (Folgerung aus
Hilfssatz 9), und Sfinduziert Isomorphismen der (trivialen) Homologiegruppen
(vgl. Hilfssatz 10).

3.5. Beweis von Hilfssatz 8. Bezeichnet i:X—>XvC, die Injektion, so
ist das Diagramm

' x5Sxve,
ix) b
xL v

nach Definition von y kommutativ. Also ist (1y,%) eine Transformation
von ¢ in f (vgl. 2.1) und induziert nach 2.2 die Transformation x, v 21
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S1x, Sy, ...) der Abbildungsfolge s in Af mit y =C(1x, y):C,~C;. Offenbar
ist C;=CXvC,. Nach Definition von y [2.2 (9)] gilt | (XvC) = Pfoy, also
insbesondere 3| C,= Pfor. Nach Voraussetzung ist diese Abbildung zur Iden-
titat von C; homotop. Ist j:C;—C XvC; die Injektion, so gilt also

gof =xlC,=1g,.

Weil sich CX auf den Grundpunkt zusammenziehen 148t, ist  eine Homo-
topiedquivalenz, und folglich auch y. Da demnach die beiden in (1x, v, ¥,
S1yx, Sy, ...) aufeinanderfolgenden Abbildungen y und S1x = 15 x Homotopie-
idquivalenzen sind, ist es nach 2.4 Satz 8b) auch die nichste Abbildung S,
und Hilfssatz 8 ist bewiesen.

Hilfssatz 9 148t sich mit geliufigen Methoden leicht beweisen, und Hilfs-
satz 10 ist bekannt, aber anscheinend nirgends in dieser Form verdffentlicht.
Der Vollstindigkeit halber fithren wir die Beweise aus:

3.6. Beweis von Hilfssatz 9. Sind X, Y CW-Komplexe®), so gibt es
zu jeder Abbildung f:X—Y eine homotope Zellenabbildung f/: X —7Y, d.h.
eine Abbildung f, die jedes Geriist X@ (Vereinigung aller Zellen von X,
deren Dimension héchstens g ist) in das entsprechende Geriist Y9 von Y
abbildet (J. H. C. WHITEHEAD [19] §5 (L)). Homotope Abbildungen sind
insbesondere homotopiedquivalent, also folgt aus 2.4 Hilfssatz 7: C,=Cp.
Fiir den Beweis von Hilfssatz 9 kann man sich daher auf den Fall beschrinken,
daB f schon eine Zellenabbildung ist:

Wir setzen C X = (X x I)/(X x 0) und betrachten an Stelle von C; zunéchst
den Raum 5,, der aus C X+ Y entsteht, wenn man (x, 1) cCX fir jedes
x€ X mit f(x) €Y identifiziert. (xo, 1) =2, sei der Grundpunkt von 5/-.
%o x I 1aBt sich als Teilraum von c ; auffassen, und es gilt o) (% x 1) =C;
(vgl. 1.4). Aus den Zellenzerlegungen von X und Y erhilt man in natiirlicher
Weise Zellenzerlegungen von X xI, € X und schlieBlich von C Iy C , ist mit
dieser Zerlegung ein CW-Komplex, weil / eine Zellenabbildung sein sollte
(vgl. J. H. C. Warreneap [19] §5 (H) und §8), und x,x I ist offenbar ein
Teilkomplex. Folglich ist auch C;= c /(%9 x I) ein CW-Komplex. Weil xgx 1
zusammenziehbar ist und sich eine solche Zusammenziehung zu einer Homo-
topie der Identitdt von o) ; fortsetzen 1aBt (vgl. 1.6), folgt aus 1.2 Hilfssatz 3:

Die natiirliche Projektion

p:C;—>Cyl(mxI)=C
ist eine Homotopiedquivalenz.

Es braucht nun nur noch gezeigt zu werden, daB o ; einfach zusammen-
hingend ist. Hierzu ist die Voraussetzung, daB X und Y CW-Komplexe
sind, iibrigens nicht mehr erforderlich. Die Teilmengen u=C i—{(%,0)}
und V=_C ;— Y= C X — X x1 bilden eine offene Uberdeckung von c ; (Fig. 5).
w:1—>C ; sei ein geschlossener Weg mit dem Anfangspunkt y,¢€ ycC B

%) Siehe FuBnote %) S. 307.



322 DIETER PUPPE:

Wegen der Kompaktheit von I gibt es eine positive Zahl ¢, so daB jedes
Teilintervall von I, dessen Linge kleiner als ¢ ist, entweder in w1 (U) oder
in w(V) liegt (Lebesguesche Zahl). Folglich setzt sich w aus endlich vielen
Wegen uy, vy, 4, v,, ... zusammen, so daB w, ganz in U und v, ganz in V
verlduft. Weil X zusammenhingend ist, lassen sich die Endpunkte von v,
innerhalb UnV =X x (I — {0, 1}) durch einen Weg v, verbinden. Wegen der
Zusammenziehbarkeit von V ist v, unter Festhaltung der Endpunkte mit v, also
(!/a y W=0 Uy ... Mit ©'=u,0 0,0, ...

~ homotop. w’ liegt ganz in U, Y ist
(1) ~ Deformationsretrakt von U und nach

u 4 Voraussetzung einfach zusammenhin-
v gend; folglich ist @’ = w nullhomotop,
- und Hilfssatz 9 ist bewiesen.

v 3.7. Beweis von Hilfssatz 10.
" Nach 1.8 Hilfssatz 5 ist die natiirliche
Projektion p:SA4—>SA eine Homo-
(x.0) topiedquivalenz, wenn A ein CW-Kom-
Fig. 5 plex ist. Ohne jede Voraussetzung

iiber 4 gilt:
Hilfssatz 11. Fiir jeden Rawm A und jedes g> 0 bestehen die I somorphismen

(1) H(A) < H,y (CA,A) 2 Hyyy (34, (a0, 1) =H, 1 (S 4).

~

Dabei istC 4 = (4 xI)/(4 x0) wie in 3.6; A wird mit 4 x1 CC 4 identifi-
ziert. 0y ist der Randhomomorphismus der Homologiefolge und $:CA—->CAJA
=S A die natiirliche Projektion. -

Wird im Fall der CW-Komplexe p,:H,,,(S4) — ¢+1(54) an (21) ange-
schlossen, so erhilt man den in Hilfssatz 10 behaupteten Isomorphismus
H,(A)=H,,(SA). Er ist natiirlich, weil bei jedem einzelnen Schritt ein
natiirlicher Isomorphismus vorliegt.

Beweis von Hilfssatz11. €4 ist zusammenziehbar, also Hq(EA) =0
fur alle g>0. DaB 9, ein Isomorphismus ist, folgt demnach aus der Exaktheit
der Homologiefolge

0=H,4y(CA) > H,,, (C4, 4) ™ H,(4) > H,(E4) =o.
Um zu zeigen, daB p, ein Isomorphismus ist, setzen wir

Uy={(a,s)|s=1}<C4

/ ~ A, sel.
Uy={(a,s)|s=%}<CA4 ag4, s¢€

Wie man leicht sieht, gibt es eine Homotopie der Identitit von CA, die U,
in sich auf A4 (=A4x1CCA4) zusammenzieht und 4 punktweise festliBt.
Daraus folgt

(22) H,.,(CA,A)=H,, ,(C4,U,).
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Nach dem Ausschneidungssatz fiir die Homologiegruppen (,,excision property*,
vgl. EILENBERG-STEENROD [§] Chap. VII, Th. 9.1) ist

(23) H, 1 (CAU)=H, ,(CA — U, U, —U,).

Setzt man (22) mit (23) zusammen und verfihrt man fiir SA analog, so
erhdlt man das kommutative Diagramm

Hq+1(6A,A) -qu+1(6A —0;, U, - U,)
(24) E‘L l(ﬂ(éA“Uz))t
H, 1 (54, (@, 1)) =H, 1 (S4 — % (Uy), p(U,— Uy).

Weil $|(CA4 — U,) eine Homoomorphie ist, ist (3| (CA — Uy)) und daher
auch py ein Isomorphismus.

§ 4. Algebraische Strukturen in (X, V)

4.1. In § 3 wurde untersucht, wann eine Abbildung f*:#x (Y, V) »>=n(X, V)
zwischen Homotopiemengen, die durch f: X —Y induziert wird, monomorph
ist. Es wurde schon erwihnt, daB dabei Monomorphie nicht mit Einwertigkeit
dquivalent ist (3.1 Bemerkung). Seiz.B. X=38% Y=V=8%d.h. =n(Y, V)=
7y (S?) = Z (= Gruppe der ganzen Zahlen) und = (X, V)=mn(S)=Z (vgl
STEENROD [15] 21.2). Hat f:S5%->S?% die Hopfsche Invatiante 1 (vgl. H.
Hopr [7]) und a,: S?>— S? den Grad #, so hat a,of die Hopfsche Invariante »?
([7] SatzIIb'). Da die Hopfsche Invariante einer Abbildung S°-S? ihre
Homotopieklasse bestimmt, gilt einerseits

*[a,] = [a,0f] = [d_”o]‘] = f*[a_,];

andererseits ist nur dann f*[a,] =0, wenn % =0, also [a,] =0 ist. Demnach
ist f* monomorph, bildet aber [a,] und [a_,], die fiir n=4=0 voneinander ver-
schieden sind, in dasselbe Element ab.

Im Gegensatz zu diesem Beispiel gilt

GM: f*71f*[a] besitzt fiir jedes [a) € n(Y, V) die gleiche Mdchtigkeit,
sicher dann, wenn es in z (X, V) und x(Y, V) Gruppenstrukturen gibt, so
daB f*:x (Y, V)—>=n(X, V) ein Homomorphismus ist. Wir werden in diesen
Paragraphen einige Bemerkungen iiber algebraische Strukturen in den Abbil-
dungsmengen sowie iiber die Giiltigkeit von GM machen. Unter anderem

ergidnzen wir dabei die Ergebnisse von §3 in bezug auf die Frage nach der
Einwertigkeit.

4.2. Fir Abbildungen «,8:SX—V (SX ist die Einhingung von X,
vgl. 1.8) liegt es nahe eine ,,Addition durch

(25) o+ B) (x9) ={ (x5 €SX

a(x,2s), s
s

B(x,25s —1),
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zu definieren. Es ist bekannt und man bestitigt ohne Schwierigkeiten, da3
diese Verkniipfung beim Ubergang zu den Homotopieklassen eine Gruppen-
operation in #(SX, V) induziert. Wir schreiben sie wieder additiv, obwohl
sie nicht abelsch zu sein braucht [Beispiel: #(S S, V) =m, (V) = Fundamen-
talgruppe von V7.

Fir die Einhdngung einer Abbildung S/:SX—SY gilt
(x+pB)oSf=a0Sf+ oS/,

wie man aus der Definition (25) unmittelbar entnimmt. Folglich induziert
S} einen Homomorphismus

(SH*:n(SY,V)>a(SX, V) (vgl.1.3).

Die durch die Abbildungsfolge A/ (vgl. 1.11) induzierte exakte Folge von
Homotopiemengen (vgl. 1.12)

(26) aX, V) LEav, V) L, v) L asx, v) L

besteht demnach von der vierten Stelle an aus Gruppen und Homomorphis-
men. Beschrankt man sich auf diesen Teil und nimmt man fiir / eine Injek-
tion X CY, bei der die Homotopieerweiterungseigenschaft H E von 1.6 erfiillt
ist, so erhdlt man die ,,track group sequence’ von BARRATT [I] fiir das Raum-
tripel {xo} CX CY. Nach 1.6 Satz 2 ist namlich C;=Y/X, folglich $"C,=
$*(Y/X) und daher z(S"C;, V) =#(S"(Y/X), V).

n(S"X,V), =«(S"Y,V) und =#(S*(Y/X),V)
sind aber gerade die Barrattschen track groups
(X, %0)" (V. vosv0), (Y, %)" (V,v5500)  bzw. (Y, X)"(V, v4; v,).

Die track group sequence fiir ein Raumtripel 4 (B CC mit beliebigem A
erhilt man, falls 4 nicht leer ist, aus der Abbildungsfolge von B/A CC/A.
Wenn 4 leer ist, kann man @ C B C C durch {ay} C B+ {a,} C C + {a,} ersetzen,
ohne die track group sequence zu d4ndern, und damit diesen Fall auf den vorigen
zuriickfithren. Unsere exakte Folge von Homotopiemengen (26) verallgemei-
nert und verlingert also die track group sequence.

4.3. Wir werden hier auch an der dritten Stelle der Folge (26) eine alge-
braische Struktur definieren ndmlich eine Operation von # (S X, V) in = (C,, V).
Fir a:SX—V, a:C;—V wird a T a:C;—V durch

’

_ fa(x,29), s
(T a) (x,5) = {a(x,2s —1), s=

(xTa)(y) =a(y), - yeY

definiert (Fig. 6). Durch Ubergang zu den Homotopieklassen ergibt sich eine
Verkniipfung n(SX, V)x#(C;, V)—n(C;, V), die wir auch mit T bezeichnen

xcX, sel

[T ST

(27)
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und die folgenden Regeln geniigt ([«], [8]€ 7 (SX, V), [a], [b] € =(C;, V)):
A) o] 7 (17 [a]) = ([o] + [B]) T [a],
B) o71[a] =[a],
C) [l T (@N*[B] = (@N*([«] + [B)).
Man bestitigt diese Regeln sehr leicht anhand der Definitionen (25) und (27).
Bei C) sei daran erinnert, daB Qf:C;,—C,/Y = S X die natiirliche Projektion

Ho AN N

14 Y
Yo
(.’to, 7) (xﬂr 7)\
&
—————— V
=

Fig. 6. Jede stark ausgezogene Linie ist als ein einziger Punkt anzusehen
ist (1.9). Ist [a] T [a]=[a] T [0], so folgt aus A) und B):

[4] = 07 [a] = (— [o] + [«]) T [a] = (— [a]) 7 ([oc] 7 [a))
= (— [a]) 7 ([] 7 [2]) = [0],

also

D) Die Zuordnung [a]—>[o] T [a] definiert fiir jedes [a] eine eimwertige
Abbildung.

Aus C) folgt insbesondere:
E) [a]T0=(QN)*[a.
4.4, Mit Hilfe von 4.3 kann man die Frage, wann zwei Elemente von

7(SX, V) durch (Qf)* in dasselbe Element von #(C,, V) abgebildet werden,
auf die Frage nach Kern (Qf)*=Bild (Sf)* (vgl. 1.12 Satz 6) zuriickfiihren:

(QN*[«] = (@NH*[B] ist nach 4.3 D) mit
(= () T(@N*[e] = (— [«]) T (@N*[B]
dquivalent. Nach 4.3 C) ist die rechte Seite hiervon (Qf)*(— [«]+ [8]) und

die linke (Qf)* (— [«] + [«]) =0. [«] und [#] haben also genau dann das gleiche
Bild bei (Qf)*, wenn

— [o] + [B] € Kern (Qf)* = Bild (Sf)*

ist. Insbesondere hat (Qf)*1(Qf)*[«] fiir jedes [a] € (SX, V) die gleiche
Michtigkeit, und zwar die Méchtigkeit von Bild (Sf)*.

Das gleiche gilt fiir jede Abbildung, die zu @/ homotopiedquivalent ist
(zur Definition vgl. 1.2), da eine Homotopiedquivalenz zwischen topologischen
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Rédumen einen Isomorphismus zwischen den entsprechenden Homotopiemengen
induziert. Wir fassen zusammen:

Satz13. Ist f:X—>Y fiir eine geeignete Abbildung ' mit Qf (= P2},
vgl. 1.11 Satz 5) homotopiedquivalent, so gilt GM (vgl. 4.1) fiir die induzierte
Abbildung f*:7(Y,V)—>n(X,V) (V beliebig), d.h. fir jedes [a]€ n(Y, V)
hat f*1f* o] die gleiche Michtigkeit. Ist insbesondere f* monomorph, so ist es
sogar einwertig.

Als Beispiel betrachten wir einen Raum Y ue”, der aus Y durch Anheften
einer n-Zelle entsteht, d.h. Yue'=C, fiir geeignetes f:S" 'Y (vgl. das
Beispiel in 1.4). Die natiirliche Projektion f: Y ue*— (Y ue”)/Y = S” ist nichts
anderes als Qf'(vgl. 1.9). Folglich gilt GM fiir f*. Wir werden einen Spezial-
fall dieses Beispiels, nimlich den Fall, daB Y ué” eine #-dimensionale Pseudo-
mannigfaltigkeit ist, im zweiten Teil der Arbeit [12] noch einmal aufgreifen.

4.5. Untersucht man die in 4.4 behandelte Frage fiir Pf: Y —C; (vgl. 1.4)
an Stelle von Qf, so ergibt sich:

Fiir a, b:C;—V ist genau dann (Pf)* [a] = (Pf)*[b], wenn es ein a: SX -V
mit [a] T [a] =[b] gibt.

Beweis. Pf:Y —C,ist die Injektion, also gilt (Pf)*[a] = [a| Y], und aus
der Definition (27) folgt

(PH*([x] 7 [a]) = (Pf)*[a].
Das beweist die Implikation in der einen Richtung.

Sei nun umgekehrt (Pf)*[a] = (P/)*[b], d.h. a|Y=b|Y vorausgesetzt.
Nach 1.9 Hilfssatz 6 hat (C;, Y) die Homotopieerweiterungseigenschaft HE
von 1.6, folglich gibt es ein 4":C;—V mit b'=~b und &'| Y =a|Y. Wegen der
Identifizierung CX3 (x,1)=f(x)€Y in C, folgt &'(x,1) =a(x, 1) fir alle
x€ X. Daher definiert die Festsetzung
a(x,2—2s),

oc(x,s):{

eine Abbildung a:SX—V. Man zeigt leicht a Ta=bd" (vgl. Fig.6); denn
Y CC; wird durch a7 a und &’ gleich abgebildet, und der Weg (« T )| I, mit
I,={(x, s)| s€ I} CC;setzt sich aus ¥’|I,, dem zu a| I, inversen Weg und dem
Weg a|I, selbst zusammen. Aus aTa=2b' und b'=~b folgt die Behauptung
[o] 7 [a] = [3].

Das hiermit bewiesene Kriterium 148t sich auch in der Form
(28) (PH*L(PH*[a] ==(SX, V)T [a] fiir alle [a]€n(C;, V)

ausdriicken. Man kann daraus jedoch nicht etwa folgern, daB (Pf)*1(Pf)*[a]
fir jedes [a] gleiche Michtigkeit hat. Es kann sogar vorkommen, da8
(Pf)*2(Pf)*[a] fur [a]=0 nur ein Element, fiir ein gewisses anderes [a]
aber unendlich viele Elemente besitzt — und umgekehrt. Das zeigen die fol-
genden Beispiele.
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4.6. Beispiel A. f:S'—>S1x St sei die Injektion des ersten Faktors, d.h.
(%) = (x, %) fir alle x€ SL. C; besteht dann aus dem Torus S*X S* und einer
2-Zelle ¢? (vgl. Fig. 7 und das Beispiel in 1.4). Die Projektion p;: 5! x S1—S!
auf den ersten Faktor ist links-(homotopie-)invers zu f, folglich S, links-
(homotopie-)invers zu Sf. Nach 3.1 B) ist dann (Sf)*:a(S(S*x SY), V)~
7(SSY, V) epimorph. Wegen der Exaktheit der Abblldungsfolge Af (112
Satz 6) folgt nacheinander: (Qf)*=0 und
(29) Kern (Pf)*=0
Das gilt fiir jedes V.
Sei andererseits V= Slv S? (zur Definition
vgl. 3.2). Wir definieren a:C;,—V durch
al(S1x SY) =7iop,
a(e?) = vy = Grundpunkt von V = S'v S?,
wobei 7:S1—>S!'v S? die Injektion und p,: Stv S-St die Projektion auf den
zweiten Faktor ist, und werden zeigen:

S'(1. Faktor)
Fig. 7

Hilfssatz 12. Die Zuordnung [o] —[a] T [a] definiert eine einwertige Ab-
bildung 7 (S S, V)—n(C;, V).
Daraus folgt, daB
(P*(Pf)*[a] ==(SSY V)T [a]

[vgl. 4.5 (28)] ebenso viele Elemente hat wie m(SS', V)=m,(S'vS?), also
abzdhlbar unendlich viele, wihrend (Pf)* nach (29) monomorph ist.

Beweis von Hilfssatz12. Wir miissen zeigen, daB fiir jedes Paar
«, B:SS= 52>V =StvS? mit a3 auch a T a BT a ist. Dazu denken wir
uns C; aus der Randsphére S* von E?X I (E*= abgeschlossene Krelsschelbe)
durch Identifizieren von E%X 0 mit E2x1 entstanden (Fig. 7). p:S%*—C; sei
die natiirliche Projektion. Nach Definition von aTa [vgl. (27) und Fig. 6]
reprisentiert («T @) op| (v xI) fiir jedes x aus dem Rand von E? eine Erzeu-
gende [{] =€ m, (StvS?), und

(T a) op| (E2X0) = (xT a) op|(E2X1)

reprisentiert [a] € 7, (S'v S?). Folglich ist [(« T a) 0p] das Whitehead-Produkt
[[], ¢] (vgl. [18] §3). Es geniigt nun zu zeigen, daB fiir § = [«] — [#] =40 auch

(o], o] = [[B) ] =& d=*0

ist (zur Bilinearitit des Whitehead-Produkts vgl. [18] Th. 1 und 3.3). Nach
[18] 3.2 ist [£, ¢]=1-&—&, wobei ¢- & das Bild von & bei Anwendung der
Operation ¢ €7, (S'v S?) bezeichnet. Sei 7 die universelle Uberlagerung von
¥V =SlvS? Die Operation ¢ in 7, (S'vS?) wird, wenn man n2(51v52) mit
7, (V) identifiziert, durch die zu ¢ gehorende Deckbewegung 4, von V induziert
(vgl. EILENBERG [4] §9). 77 besteht aus einer Geraden (der universellen
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Uberlagerung von S), an die abzihlbar viele 2-Sphiren in konstanten Ab-
stinden mit je einem Punkt angeheftet sind (Fig. 8). d, ,,verschiebt dieses
Gebilde um eine Stufe. Daraus entnimmt man leicht, daB die Operation ¢
kein von 0 verschiedenes Element & € 7, (S'v S?) = m, (7) in sich abbildet, d.h.
(&, ¢]=1¢-E—E&5=0. ’

Beispiel B. Das Produkt S°x S® kann man aus S5v S8 (vgl. 3.2) durch
Anheften einer 11-Zelle erhalten, d.h. es gibt eine Abbildung f: S10— S5y S8
mit C;= 5°x S® (vgl. das Beispiel in 1.4). Pf:S5vS8—S5x S¢ ist dann die

52 52 52 natiirliche Injektion, und wie

wir zeigen werden (5.1 Satz 14)

ist (P2f)*:7(Cpp, V) = m(Cy, V)

monomorph fiir jedes V. Wegen

P2f=Qf (1.9 Satz 3) ist daher

Fig. 8 7 auch (Qf)*:w(SSY, V)—>n(C, V)

monomorph und folglich einwertig

(4.4 Satz 13). Also hat Kern (Pf)* = Bild (Qf)* (vgl. 1.12 Satz 6) ebenso viele

Elemente wie 7 (S S, V) =z, (V). Nimmt man V=S8, so hat Kern (Pf*
unendlich viele Elemente, denn 7, (S®) ist frei zyklisch (SERRE [14]).

Andererseits besteht (Pf)*-1(Pf)* [a] nur aus [a] selbst, wenn a: S5 x S¢ — S6
die natiirliche Projektion ist.

Beweis. Sei ® der Raum der Abbildungen S8—S® vom Grade 1 (ohne
Festlegung eines Grundpunktes) und § der Teilraum derjenigen Abbildungen,
die den Grundpunkt y,€ S® in sich iiberfithren. & und & werden mit der
,,Kompakt-Offen-Topologie** versehen (Topologie der kompakten Konvergenz
bei BourBaki, vgl. [3] §1, No.3,III und §2, Prop.7), und die Identitit
S¢—>S% gilt als Grundpunkt. Man erhilt eine (natiirliche) Abbildung
75 (B) -7 (5% x S8, S%), wenn man jedem g: S5—® die durch

(%,9) = g(%) (y) = Bild von y€ S® bei Anwendung von g (x) € ®

gegebene Abbildung S S8 — S8 zuordnet und dann zu den Homotopieklassen
iibergeht. Bild w besteht aus den Homotopieklassen von solchen Abbildungen
S?X S§8— S8, deren Einschrinkung auf x,x S® (¥o= Grundpunkt von S%) die
natiirliche Abbildung x,x S8—S¢ [d.h. (x4, ¥)—y] ist. Andererseits ist fiir
b: 5% S8~ S% genau dann [b] € (Pf)*(Pf)*[a], wenn b| (S®v S8) ~a| (S5 v S°)
ist. Weil S5vS® Teilkomplex des CW-Komplexes S5x S8 ist, gibt es dann
ein b':S°X S8— S8 mit b'~b und b'|(S®v S% =a|(S5vS®). Nach Definition
von a ist a|(xyx S%):x,x S®—>S¢ die natiirliche Abbildung, also auch
b'| (%9 % S%). Folglich gilt:

(PN*1(Pf)*[a] CBild o = o (m5(®)).

Es gentigt nun, 7;(®) =0 zu beweisen. Dazu betrachten wir die Abbil-
dung ®— S8, definiert durch g—g(y,) fiir jedes g € ®. ®—> S ist eine Faserung
mit der Faser § (vgl. G. W. WHITEHEAD [16] (2.1)). Zu ihr gehort die exakte
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Homotopiefolge
(30) oo 715 () = 715 () — 715 (®) — 715(S%) = 0.

Nach [16] (2.10) ist 7, (F) = 7y, (S¥). Identifiziert man diese beiden Gruppen,
so ist (&) fiir jedes & € mq (S®) bis auf das Vorzeichen das Whitehead-Produkt
[¢, &] (zur Definition s. [18] §3), wobei ¢ eine Erzeugende von g (S ist
(vgl. [16] (3.2) und die Berichtigung von J. H.C. WHITEHEAD [20] (3.1)).
7111 (S8) ist frei zyklisch (SERRE [14]) und wird von [i, ¢] erzeugt; denn [, (]
hat die Hopfsche Invariante 2 (G. W. WHITEHEAD [17] (3.49)), und m, (S®)
enthilt nach [17] § 9 nur Elemente mit gerader Hopfscher Invariante. Daraus
folgt, daB p epimorph, also wegen der Exaktheit von (30) 5 (®) =0 ist.

§ 5. Produkte

5.1. Die Abbildungsfolge (vgl. 1.11) erweist sich als ein niitzliches Hilfs-
mittel fiir den Beweis einer zuerst von HILTON angegebenen Formel fiir die
Einhidngung eines topologischen Produkts von zwei Rdumen. Nachher werden
wir diese Formel auf mehrere Faktoren verallgemeinern.

Wir identifizieren XvY (zur Definition vgl. 3.2) im folgenden immer mit
der Teilmenge X X y,uxyX Y des topologischen Produkts X XY (x4, y, sind
die Grundpunkte von X bzw. Y). Man bestitigt leicht, daB XvY die durch
X XY induzierte Topologie triagt. i:XvY —-X XY sei die Injektion, (x, ¥,)
sei der gemeinsame Grundpunkt von XvY und XX Y. Bezeichnen wir C;
(vgl. 1.4) mit XAY, so lautet die Abbildungsfolge s von 7 (vgl. 1.11):

31) XvY-SXxY B XAY L SXvSYL S(XXY) ...
[Dabei wurde von der allgemeinen Beziehung S(XvY)=SXvSY Gebrauch
gemacht, vgl. 3.2.]

Hilfssatz 13. Fiir irgend zwei Raume X, Y ist in (31): Qi=20.

Der Beweis wird im nidchsten Abschnitt gefithrt. Als Folgerungen erhilt
man:

Satz 14. Fiir irgend zwei Raume X, Y induziert die Injektion Pi: X XY —
XRAY Monomorphismen der Homotopiemengen (zur Definition s. 1.3)
(P)* :n(XAY,V)—»>a(XXY,V)
fidr jedes V.
Satz 15. Fiir irgend zwei Raume X, Y gilt

S(XXY)=SXvSYVvS(XAY).

Beweis von Satz14. Aus Hilfssatz 13 folgt (Q¢)*=0 [vgl. 3.1 A)].
Wegen der Exaktheit der Abbildungsfolge U7 (1.12 Satz 6) ergibt sich daraus
die Behauptung.

Beweis von Satz15. Aus Hilfssatz 13 folgt
Coi=SXvSYVvS(XRY)
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(man setze f=(Q7 in 3.2 Satz10). Andererseits ist Qi= P2/ (1.11 Satz 5),
also Cy;=Cp; (2.4 Satz 9) und schlieBlich Cp:;=S(XxY) (1.11 Satz 5).

5.2, Beweis von Hilfssatz13. Ist :ACB irgendeine Injektion, so
1aBt sich C; als die Teilmenge

{(b,s)|bcA,s€I oder bEB,s=1}

von CB auffassen (vgl. 1.4). C; hat zwar im allgemeinen nicht die durch CB
induzierte Topologie (z.B. wenn B=1T und 4 nicht abgeschlossen ist), aber

(Yo.))=(%0,)

o,55.9) (Y0.9=(0,9)
XAV C(XxY) Sxvsy

Fig. 9. Schraffierte Teile und stark ausgezogene Linien sind als ein einziger Punkt anzusehen

die Injektion j:C,—CB ist jedenfalls stetig [da ihre Zusammensetzung mit
der Identifizierung (4 xXI)+ B—C; stetig ist]. Insbesondere haben wir fiir
A=XvY, B=XXxY die stetige Injektion j: XAY >C(XxY).
Qi:XAY —>SXvSY ist die natiirliche Projektion, d.h.
Qi(x,9,,5) = (x,8) €SX, x€X, sel
(32) Qi(%,y,8) = (1,9€SY,  yeY, sel
Qi(x,v,1) = Grundpunkt, =x€X,y€Y
[vgl. 1.9 (3)]. Sei
SX =SX[{(x IxEX s< 3}
SY=SY[(y,s)|y€Y, s=}}
(vgl. Fig. 9). Man konstruiert leicht eine Homotopie der Identitdt von SX,
die {(¥, s)|x€ X, s< %} in sich zusammenzieht, woraus nach 1.2 Hilfssatz 3
folgt, daB die natijrliche Projektion SX -5 X eine Homotopieiquivalenz ist.
Das gleiche zeigt man fiir SY—>SY, und da SX, SY in SXvSY nur den
Grundpunkt gemeinsam haben (der bei allen Abbildungen und Homotopien
erhalten bleibt), folgt: Die natiirliche Projektion
$p:SXvSY->SXvSY

ist eine Homotopiedquivalenz.
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Durch die Zuordnung
(5, 5) > { (v,9),

s=
(%,5), s=

(U U

wird eine Abbildung C(X X Y) S Xv SY definiert (Fig. 9), deren Zusammen-
setzung mit der Injektion j:XAY—->C(XXY) gleich poQi [vgl. (32)] ist.
Weil C(X x Y) zusammenziehbar ist, folgt po Q7220 und daher — weil p eine
Homotopieiquivalenz ist —: Q7=20.
5.3. Nach einem Vorschlag von HiLToN wird
XAY =(XxY)/(XvY)

gesetzt (,reduced join* bei James[10] §14). Als Grundpunkt in X AY
nehmen wir den Bildpunkt von X vY bei der Identifizierung. Das A-Produkt
ist offenbar kommutativ, jedoch im allgemeinen nicht assoziativ (vgl. 5.8).
Es ist ,,funktoriell”, d.h.

A) f: XX und g:Y —Y' induzieren fag: XAY —~X'AY', definiert durch
(fag) (. y) = (f (%), € (9))-

Aus 1.1 Hilfssatz 1 folgt:

B) Sind f;: X X' und g,:Y—>Y' (t€I) Homotopien (d.h. stetig in allen
Variablen), so gilt das gleiche fiir f,Ag,.

Aus A) und B) entnimmt man leicht:

C) Der Homotopietyp von XAY hingt nur vom Homotopietyp der ,,Fak-
toren' X, Y abd.

Beispiele:
XAS'=X
(33) XAl =CX
XASt=S5X

(S* = n-Sphire).

Zwischen der A- und der A-Operation (vgl. 5.1) besteht ein enger Zu-
sammenhang. Sind z.B. X und Y abzéhlbare CW-Komplexe (d.h. sie be-
sitzen hochstens abzihlbar viele Zellen), so ist auch X x Y ein CW-Komplex
(vgl. James [9] Th. 1.9 oder MILNOR [11] 21) und XvY ist ein Teilkomplex
[vorausgesetzt, daB die Grundpunkte in X, Y zugleich 0-Zellen sind, vgl.
FuBnote 3), S.307]. Wegen der Homotopieerweiterungseigenschaft der CW-
Komplexe (vgl. 1.6) erhilt man aus 1.6 Satz 2:

XAY=XRAY.

Wir werden sehen, daB das sogar unter wesentlich schwicheren Voraus-
setzungen gilt, die nur die Umgebung der Grundpunkte betreffen und ins-
besondere fiir alle CW-Komplexe erfiillt sind (5.6 Satz 16).

5.4, XvI (mit dem Grundpunkt x=0¢€ I) ist mit X homotopiedquivalent.
Nimmt man in XvI jedoch 1 €I CXvI als Grundpunkt — wir bezeichnen
Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 23
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den Raum dann mit X —, so kann sich der Homotopietyp (im Sinne von 1.2)
dndern.

Hilfssatz 14. Folgende Aussagen sind dquivalent:

a) X=X. _

b) Die natiirliche Projektion X —>X (Identifizieren von I zu einem Punkt )
ist eine Homotopiedquivalenz.

c) Es gibt eine Homotopie der Identitiit von X, die I in sich auf den Punkt 1
zusammenzieht. (1€ I bleibt als Grundpunkt wihrend der Homotopie immer fest.)

d) Es gibt eine Umgebung U des Grundpunktes x, von X, die sich in X
auf x, zusammenziehen lift, und eine stetige Funktion w:X —1I mit u (%) =1
und u(x) =0 fisr x§ U.

Beweis. a) folgt offenbar aus b), und b) folgt nach 1.2 Hilfssatz 3 aus c).

Sind die Abbildungen f:X —X und g XX homotopieinvers zueinander,
so erfilllt U =g(I) die Bedingung d): Die Injektion U—>X ist nullhomotop,
weil sie zu fog| U homotop ist und g| U= 0 gilt. Die Zusammensetzung von g
mit der natiirlichen Projektion X (=XvI)—>X|X =1 liefert eine Funktion
u:X—I mit den gewiinschten Eigenschaften. Damit ist d) aus a) gefolgert.

Es bleibt zu zeigen: d) impliziert c). Ausgehend von U und # kann man
leicht eine abgeschlossene Umgebung U’ von x, konstruieren, die wieder
die gleichen Eigenschaften hat. Man setzt etwa U’'= {#|u(x)=4} CU und
w'=Max (24 —1, 0). Wir kénnen daher von vornherein annehmen, da3 U
abgeschlossen ist. Nach Voraussetzung existiert eine Abbildung ¢: UXI—->X
mit

p(x0) =2 @x1) =1, @ 1)=x (xeU, tel).

Mit ihrer Hilfe definieren wir zunichst ¢': UxI—X durch

s t):{¢(x,zt) €XcX), t=} (x€U, tcl).
’ 20—1  (€ICX), t=} ’
Setzt man
(= xq¢U
(htlx)(x)_{<p’(x,t-u(x)), xcU
(htlI)(S)"‘{1_(1_3)(2—2t), t=3,

so erfiillt 4,:X X die Bedingung c).

5.5. In Anlehntng an 5.4 treffen wir die Definition:

Der Grundpunkt x, von X heiPt wicht ausgeartet, wenn X die (untereinander
dquivalenten) Bedingungen a) bis d) von Hilfssatz 14 erfillt.

Ist X ein CW-Komplex, so auch X (=XvI), und I ist ein Teilkomplex
von X. (Das ist klar, wenn der Grundpunkt x, von X zugleich eine 0-Zelle
der Zellenzerlegung ist. Ist das zunichst nicht der Fall, so erreicht man es
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durch geeignete Unterteilung.) Wegen der Homotopieerweiterungseigenschaft
der CW-Komplexe (vgl. 1.6) 1aBt sich die natiirliche Zusammenziehung von I
auf den Punkt 1 zu einer Homotopie der Identitit von X fortsetzen, d.h. die
Bedingung c) ist erfiillt, und wir koénnen feststellen:

A) Kein Punkt eines CW-Komplexes ist ausgeartet.

Aus X =X’ folgt offenbar X =X'; es gilt daher [vgl. 5.4a)]:

B) Ist X=X', so sind die Grundpunkie von X und X' entweder beide aus-
geartet oder beide wicht ausgeartet.

Die Umgebung U=1 von 1 €I CX erfillt 5.4d); folglich gilt:

C) Der Grundpunkt von X ist nicht ausgeartet (fiir beliebiges X).

Da X mit X frei homotopieiquivalent ist (d.h. homotopiedquivalent,

wenn nicht verlangt wird, daB die Grundpunkte bei allen Abbildungen und
Homotopien erhalten bleiben sollen), folgt aus C):

D) Zu jedem Rawm gibt es einen frei homotopiedquivalenten mit nicht aus-
geartetem Grundpunkt.
SchlieBlich kann man zeigen:

E) Haben die bogenweise zusammenhingenden Riume X und X' nicht aus-
geartete Grundpunkte und sind sie frei homotopiedquivalent, so sind sie awuch
homotopieiquivalent im strengen Sinn von 1.2.

Da diese Eigenschaft im folgenden nicht benutzt wird, fithren wir den
Beweis hier nicht durch. Er wird in einem Anhang (5.13) nachgeholt.

E) zeigt insbesondere, daB es im Rahmen der Homotopietheorie unwesent-
lich ist, welchen Punkt eines Raumes man als Grundpunkt wahlt, wenn er
nur nicht ausgeartet ist.

5.6. Satz16. Haben X und Y wicht ausgeartete Grundpunkte, so ist die
natiirliche Projektion

pIXRY - (XAY)CXVY) = (XxY)[(XvY)=XAY

(vgl. 1.6 (1) und die Definitionen von X und A in 8.1, 5.3) eine Homotopie-
dquivalenz.

Zusammen mit 5.1 Satz 15 ergibt das:

Folgerung. Haben X und Y nmicht ausgeartete Grundpunkte, so gilt

(34) S(XXY)=SXvSYvS(XnrY)
(Formel von HILTON).

Beweis von Satz 16. Nach Voraussetzung ist X=X, Y=Y [vgl. 5.42)].
Wir zeigen zuerst, daB die Projektion p": X "AY >XAY eine Homotopiedqui-
valenz ist. Dazu geniigt es nach 1.6 die Homotopieerweiterungseigenschaft HE
fiir das Paar (B, 4) = (XxY,Xv Y) nachzuweisen. HE besagt, daB sich jede
Abbildung f: BX0uwA XI—V (V beliebig) mit f(agxI ) =, (4, o= Grund-
punkte von A C B bzw. V) zu einer Abbildung Bx I —V fortsetzen laft. [In

23*
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der Formulierung in 1.6 ist f durch f(b 0)=go(b), f(a, ) =h,(a), b€ B,ac A,
t€ I, gegeben.] Fir (B, 4)=(Xx ¥, XvY) folgt also HE aus:
Hilfssatz 15. Fiir belicbige Riume X, Y gibt es eine Retraktion

Q:XXS?XI—»X‘X?XO\J(XV?)XI.

Dieser Hilfssatz wird im folgenden Abschnitt 5.7 bewiesen.
Um das Ergebnis iiber p’ auf p zu iibertragen, betrachten wir die natiir-
lichen Projektionen
P X>XI=X
b Y >V [=Y
und setzen
=P Ap: XAY > XAY [vgl. 5.3 A)]
=C(pyVpy, PrXps)  XAY > XAY  (vgl. 2.2).
[Dabei ist py X py: X X ¥ =X x Y durch (py X p5) (%, ¥) = (b (%), pa(y)) definiert
und  p;vpe= (1 X py)| (XvY).] ¢ wird also durch die Transformation

(b1vpy, 1 X py) der Injektion Xv¥ —>X x Y in die Injektion XvY —-XxY
induziert. Man bestitigt leicht, daB das Diagramm

XAV XAV
(35) 7 lq
XAY- XAy

>|

<«

kommutativ ist. Nach Voraussetzung sind p, und p, Homotopieiquivalenzen
[vgl. 5.4b)]. Aus 5.3 A) und B) folgt leicht, daB dann auch g=p,ap, eine
Homotopiedquivalenz ist. Aus analogen Griinden sind p,vp, und p, X p,
Homotopiedquivalenzen, also nach 2.4 Hilfssatz 7 auch §. Da wir von p’
oben gezeigt haben, daB es eine Homotopiedquivalenz ist, folgt aus (35) das
gleiche fiir , und Satz 16 ist bewiesen.

Bemerkung. Wie man leicht sieht, ist XA S0=CXvX=X (S°=o0-
Sphére). Andererseits gilt XAS°=X. Fiir die Aussage:

XAY=XAY fir alle Y

ist es also auch notwendig, daB X =X ist, d.h. daB X einen nicht ausge-
arteten Grundpunkt hat.

5.7. Zum Beweis von Hilfssatz 15 benétigen wir:

Hilfssatz 16. Seien X,Y irgend zwei topologische Riume, A eine kom-
pakte Teilmenge von X und p':X —X|A die natiirliche Projektion. Dann ist
p=p"X1y: XXY>X|AXY eine Identifizierung. (Vgl. auch die Bemerkung
am SchluB von 1.1.)

Beweis. p ist offenbar stetig, d.h.: Ist B X/4 X Y offen, so auch p71(B).
Es muB noch die Umkehrung gezeigt werden: Wir setzen also p71(B) als
offen voraus und wollen zeigen, daB B fiir jedes (%, y) € B eine Umgebung ist.
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1.Fall: X=¢'(4): Dann ist Axypt(B). Wegen der Kompaktheit
von A gibt es offene Mengen U, CX, ¥, (Y, so dall 4 Xy CUyx Vo Cp72(B).
$'(Up) X Vo C B ist dann eine Umgebung von (%, v) und daher auch B selbst.

2. Fall: ¥=4'(x)%=p'(4). Trivialerweise gibt es offene Mengen U X,
VY mit (x,9)EUXV p(B). p'(U)xV B ist dann eine Umgebung
von (%, y), falls UnA4 = @ ist; anderenfalls folgt ('(4), y) ¢ B, man kann das
zum 1. Fall Gesagte benutzen und erhilt mit p'(Uv Up) X (VA V) eine Um-
gebung von (%, y), die in B enthalten ist. In jedem Falle folgt, daB B eine
Umgebung von (X, y) ist.

Beweis von Hilfssatz15. X und Y entstehen aus X +1 bzw. Y41
durch Identifizieren von x,€ X mit 0€ 1 bzw. y,€ Y mit 0€I. Die natiir-
lichen Abbildungen

X+ DX (Y +1)>Xx(Y +1)>XxY
sind nach Hilfssatz 16 ebenfalls Identifizierungen, und schlieBlich folgt aus
1.1 Hilfssatz 1, daB auch
(36) (X + D)X (Y +D)xI-Xx¥xI
eine Identifizierung ist. Es geniigt daher, die gesuchte Retraktion ¢ auf

XxVYxI, XxIxI, IxYxI und I® getrennt zu definieren, wenn man nur
dafiir sorgt, daB sie mit der Identifizierung (36) vertriglich ist.

¢ u
(02 (002)
\
\
\ \\
\\ \\
NN
\
\ GOy
\ \\ 127
\ ©GY, t6)
\
Ix0 s
Fig. 10. Stark ausgezogen: IX0v1XxI Fig. 11. Schraffiert: I*x00Ix1xIv1xI*

Seien ¢, v:12—1I so erklirt, daB die Zuordnung
(5,9 > (a(s,0),7(s,8), st€l

die Zentralprojektion von I? auf Ix0u1xI vom Punkt (0,2) aus liefert
(Fig. 10).
o B>IPx0uIxX1 XTI XI?
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sei die Zentralprojektion vom Punkt (0, 0, 2) aus (Fig. 11). Eine Retraktion
@ der gesuchten Art erhilt man nun durch die Festsetzung

(%,9,0), X, yeY, tel
o,y 1) = (v, 0.0, 7(r,1), =x€X, yeI

(o(x 1.y, 7(x,8), =x€I, yeY

o'(x,9,%), x€l, yel.

5.8. Das A-Produkt ist im allgemeinen nicht assoziativ. Bezeichnet z.B.
Q den Raum der rationalen und N den der natiirlichen Zahlen, so kann man
(QAQ)AN und QA(QAN) zwar als dieselbe Menge auffassen, aber die Topo-
logien sind verschieden (vgl. BOURBAKI [2] §9, Exerc. 11, wo ein sehr dhn-
liches Beispiel genannt ist). Es gilt jedoch:

Satz17. Haben X und Y nicht ausgeartete Grundpunkie, so ist auch der
Grundpunkt von XAY wicht ausgeartet.

Satz 18. Inmerhalb der Klasse der Riume mit wicht ausgeartetem Grund-
punkt ist das A-Produkt bis auf Homotopieiquivalenz assoziativ.

Beweis von Satz17. Die Retraktion ¢ von 5.6 Hilfssatz 15 induziert
eine Retraktion

(37) 0 (XAY)XI > (XAY)vI.

[Der Ubergang von e zu g erfolgt durch die Identifizierung X x ¥ xI—
(XaY)xI, vgl. 1.1 Hilfssatz 1.] Definiert man

B (XaY) > (X AY)”
[(XAY) = (XAY)vI mit 1€ als Grundpunkt] durch

hl(x’y):é-(xiy’t)) xeX—: yEY', tEI
M(s)=1—(1—s)(1—1), scIc(XAY)",

so ist /, eine Homotopie der Identitit /,, bei der 1< (XAY) in sich auf
1€ I zusammengezogen wird. Daher ist der Grundpunkt von X AY nicht
ausgeartet [vgl. 5.4 c)]. Aus der Voraussetzung X=X, Y=Y [vgl. 5.4a)]
folgt nach 5.3C) XAV =XAY. Nach 5.5 B) ist also auch der Grundpunkt
von XAY nicht ausgeartet.

Beweis von Satz18. Wir haben zu zeigen: (XAY)AZ=XA(YrZ)
wenn X, Y,Z nicht ausgeartete Grundpunkte haben, d.h. wenn X=2X:
Y=Y, Z=17 ist [vgl. 5.4 a)]. Aus dieser Voraussetzung folgt nach 5.3 C):
(XAY)AZ=(XAY)AZ. Sei M die Menge der Punkte von (XA¥)AZ und &
die Topologie. Aus der natiirlichen Projektion X x ¥ x Z —> M erhilt man auf
M andererseits die Identifizierungstopologie Z.

Unter Benutzung der obigen Retraktion ¢ [vgl. (37)] und der natiirlichen
Projektion 2:(XAY)vI>XAY (Identifizieren von I zu einem Punkt) defi-
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nieren wir #,: M —M durch

h(x,y.2) = (pa(%v.0,2),  »€X, ye¥, z€Z, t€l.

Nach 5.3 B) ist %, eine Homotopie, wenn man M mit der Topologie T ver-
sieht. Nach 1.1 Hilfssatz 1 ist %, auch eine Homotopie, wenn man auf M die
Topologie T nimmt, denn %, wird durch eine Homotopie von Xx¥xZ in
sich induziert [gegeben durch (x, y, 2) > (pe (¥, y,1),2), wobei o die Retrak-
tion von 5.6 Hilfssatz 15 und p:X x ¥ xI—-X x Y die natiirliche Projektion
ist].

Die Identitit (M, %) — (M, ) ist
stetig, weil ihre Zusammensetzung mit
der Identifizierung X x ¥ xZ —(M,%) 4
stetig ist. SchlieBlich werden wir p. A
zeigen: 030 K
(38) hy:(M,T)—(M,T) ist stetig. ;
Daraus folgt leicht die Behauptung des A1 7
Satzes: Setzt man A : (M, T)— (M, T) 1T 0=xp X
mit der Identitit (M, T)— (M, T) zu- - ~ 4
sammen, S0 ergibt sich ] e nach der Fig. 12. Stark ausgezogene Lir’l\i,en sind als ein einziger
Reihenfolge 4,: (M, T) - (M, ¥) oder Punkt anzusehen

hy: (M, T)— (M, T). Beide Abbildungen .
sind vermoge k, zur Identitit k, homotop, also ist (M, %)z()\f A 17) N
(XAY)AZ mit (M, T) homotopiedquivalent. Da (M, T) in X, Y, Z symme-
trisch ist, folgt ebenso XA(YAZ)=(M, %) und damit die behauptete Asso-
ziativitét.

Es ist also nur noch (38) zu beweisen. Wir definieren dazu zwei Teil-
mengen A,, 4, von XAY durch (Fig. 12)

Alz{(x,y)‘xEI<X, x=1 oder yeICY, y=13}
Ay={(x,9)| (x4 I oder x<%}) und (y€1I oder y= 3)}.

Diese Mengen sind abgeschlossen, weil ihre Urbilder in X xY es sind. Die
Projektion (XaY)xZ —(XaY)aZ = (M, Q) ist eine abgeschlossene Identifi-
zierung (vgl. BourBAKI [2] § 9, No. 7), weil lediglich die abgeschlossene Teil-
menge (XAY)vZ zu einem Punkt identifiziert wird. Insbesondere ist das
Bild M, von A,xZ in M (i=1, 2) beziiglich der Topologie T abgeschlossen.
Da M,, M, ganz M iiberdecken, geniigt es zu zeigen, daB hy| M; stetig ist. Fir
i=1 ist das trivial, weil &, (M) nur aus dem Grundpunkt besteht (vgl. die
Definition von #,). Fiir =2 bemerken wir zunichst, dal M; als Menge mit
(A Z)[(Agx %) iibereinstimmt (Zy=1€1C Z ist der Grundpunkt von 7).
Aber auch die Topologie von (A2><f )[(Agx %) stimmt sowohl mit der durch

% als auch mit der durch T in M, induzierten iiberein. Das folgt aus [2]
§ 9, Prop. 8, weil A, X Z eine abgeschlossene Teilmenge sowohl von XAY)xZ
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als auch von X x ¥V x 7 ist (4, bleibt von der Identifizierung X x Y XAV
unberiihrt) und weil

XAY)xZ - (M, %)

XxY x7 > (M,T)
abgeschlossene Identifizierungen sind. ¥ und ¥ induzieren also in M, dieselbe
Topologie. Weil I | My: (M, T) — (M, T) stetig ist, wie wir oben sahen, ist
es auch 7| M,: (M,, T)— (M, ).

5.9. Wir sind nun in der Lage, die Formel 5.6 (34) fiir die Einhdngung eines
Produkts von zwei Raumen auf mehrere Faktoren zu verallgemeinern. Dazu
zunichst:

Hilfssatz17. Haben X und Y wicht ausgeartete Grundpunkte x, bzw. y,,
80 ist auch der Grundpunkt (%,, vo) von X XY nicht ausgeartet.

[Beweis. Nach Voraussetzung [vgl. 5.4 d)] gibt es Umgebungen U, V
von x, bzw. y,, die sich in X bzw. Y zusammenziehen lassen, und stetige
Funktionen 4:X —1I, v: Y —I mit

u(x) =1, u(x)=0 fir x4 U
v(¥o) =1, v(y)=0 fir y§V.

Die Umgebung W=UXV von (x,, y,) und die durch w(x, y) =u(x) - v(y)
definierte Funktion w: X X Y —I leisten dann das Entsprechende fiir X x Y.]

Seien nun X, X,, ..., X, topologische Riume mit nicht ausgearteten
Grundpunkten. [Interessiert nur der freie Homotopietyp, nicht aber der
Grundpunkt, so ist das wegen 5.5 D) keine Einschrinkung.] Unter Beach-
tung von SX=S'AX [vgl. 5.3 (33)] LiBt sich 5.6 (34) in der Form

(39) SIA(XXY) = (S'AX)v (SIAY) v (SIAXAY)

schreiben. Wegen 5.8 Satz 18 ist es nicht noétig im letzten Glied weitere
Klammern zu setzen. Nach Hilfssatz 17 ist (39) auf X =X, x X, x---x X,_,,
Y =X, anwendbar und ergibt

S'A (XX - X X,)
= (S'A Xy X+ X X, ) V(SPAX,) v (STA (XX - X X,_) A X,).

Das ist eine Rekursionsformel zur Berechnung von S'A(X;x---xX,), aus
der man leicht schlieBt — wir schreiben wieder SX fiir S'AX:

Satz 19. Habew die Riume X,, X,, ..., X, nicht ausgeartete Grundpunkie,
S0 ist

(40) S(XIXXQX“.XX”)ExSié\NXi’

worin N alle nichtleeren Teilmengen der M. enge aller ganzen Zahlen von 1 bis n
durchliuft,
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Fiir Sphiren S?, S?ist SPAS7= SP*4. [S?x S? besitzt ndmlich eine Zellen-
zerlegung, bei der das Komplement von S”vS? eine einzige (p + ¢)-Zelle ist,
also besteht SPAS?=(S?x S%/(SPvS?) aus einer (p-g¢)-Zelle und einer
0-Zelle.] Man erhilt daher aus Satz 19:

Satz 20%). Haben die Sphiren S; die Dimensionen k; (0=Fk; <oo, i=1,
2,...,m), so ist
S(S; X Syx---%XS,) EI\V'/SN,

wobei N alle nicht leeven Teilmengen der Menge aller ganzen Zahlen von 1 bis n
durchliuft und Sy eine Sphire der Dimension 1+ X k; ist.
iEN

Bemerkung. Sind X, X,, ..., X, abzihlbare CW-Komplexe, so ver-
einfacht sich der Beweis von (40) erheblich. Man kommt ohne die Abschnitte
5.4 bis 5.8 aus: A-Produkte von abzihlbaren CW-Komplexen sind ndmlich
wieder abzihlbare CW-Komplexe (vgl. den SchluB von 5.3) und das A-Pro-
dukt ist fiir sie sogar streng assoziativ, weil (wie aus MILNOR [1I] 2.9 leicht
folgt) die natiirliche Abbildung X XY xXZ—(XAY)AZ eine Identifizierung
ist. AuBerdem wird nur noch die Formel (34) bzw. (39) gebraucht, die man
in diesem Fall aus 5.1 Satz 15 und der SchluBbemerkung in 5.3 entnehmen
kann.

5.10. Die A-Multiplikation mit einem festen Raum Z hat die bemerkens-
werte Eigenschaft, eine Abbildungsfolge im Sinne von 1.11 (bis auf Homo-
topiedquivalenz) wieder in eine Abbildungsfolge iiberzufiihren. Es gilt namlich:

Hilfssatz 18. Fiir jede Abbildung f:X —Y und jeden Rauwm Z gibt es
Homotopiedquivalenzen
9:CAZ—>Cpy und  9:C—>CAZ,

so daf die Diagramme

Pin CnZ Cinz

Pfal
(a)  YaZl ‘| (@b) YAz v

PIN) > Cy PN) > Cpyy

Ekommutativ sind. 1 bezeichnet dabei die Identitit 1 =1;.Z—>Z.
Satz 21. Die Abbildungsfolge W(falz) (vgl. 1.11) ist mit der Folge

Pfal Qfal

Uinty: XnZ 5y az B Cnz ¥ sxaz25SYNZ— -

homotopiedquivalent.

Hilfssatz 18 wird in 5.12 bewiesen.

®) Dieser Satz wurde mit anderen Methoden zuerst von K. A. HARDIE bewiesen und
mir durch P. HiLtoN brieflich mitgeteilt.
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Beweis von Satz 21. Wir erginzen das Diagramm (41a) zu

CpAZ
P2al !
/ iw’
) P(PfA1)
(42) o2 CIAZT Cpg
/ lw lx
P(fA1) P2(fA1)
YAZ- > Cf/\l —> CP(fAl)'

Darin ist ¢’ eine zu ¢ analoge Homotopieiquivalenz mit Pf an Stelle von f.
x=C(lysz, ) wird durch die Transformation (1y,z, ¢) von Pfa1 in P(fa1)
induziert (vgl. 2.2), ist also auch eine Homotopiedquivalenz (2.4 Hilfssatz 7).
Man entnimmt daher aus (42), daB nicht nur

[fa1, Pfa1]l = [fa1, P(fa1)]
ist, wie schon aus (41a) hervorgeht, sondern sogar
[fa1, Pfad, PPfa1] = [fa1, P(fa1), PE(fa1)]

(vgl. 1.2 zur Definition der Homotopiedquivalenz zwischen Folgen von Ab-
bildungen). Analog schlieBt man weiter und erhilt

(43) Pia1z=P(fr1y)

(zur Definition von B/ vgl. 1.11). Nach 1.11 Satz 5 ist Pr=Ufund P(fa1,) =
A(fa1z). Aus ersterem gewinnt man Rfa1, = Afa1, durch A-Multiplikation
aller vorkommenden Abbildungen mit 1,. Also folgt aus (43)

Ufa1,=UF A1y
und damit Satz 21.
Bemerkungen. 1. Nach Satz 21 ist insbesondere S(XAZ)=SXAZ, d.h.

[vgl. 5.3 (33)]
SINXAZ)=(S'AX)AZ

ohne jede Voraussetzung iiber X und Z (vgl. im Gegensatz dazu 5.8). Ent-
scheidend fiir dieses besondere Verhalten, das mit Hilfssatz 16 zusammen-
hidngt, ist die Kompaktheit von St

2. Mit & an Stelle von A wire Satz 21 im allgemeinen falsch. Insbesondere
ist nicht immer S(X AZ) = SX A Z. Gegenbeispiel: X = {i |n=1,2,.. .}u{O}
mit 0 als Grundpunkt, Z = S°. "

5.11. Induziert f: X — Y Monomorphismen f*: 7 (Y, V) -z (X, V) fir jeden
Bildraum V, so ist wegen der Exaktheit der Abbildungsfolge A/ (1.12 Satz 6)
(Pf)*=0 fiir alle V und daher Pf=0 [vgl. 3.1 A)]. Dann ist auch Pfa1,=~
0A1z=0 fiir alle Z. (0 bezeichnet darin die konstante Abbildung, die den gan-
zen Urbildraum in den Grundpunkt des Bildraumes iiberfiihrt.) Wegen
Pianz=P(fr1;) (510 Satz 21) folgt P(fa1,)=0. Also ist (P(fa12))* =0,
und mit Hilfe der Exaktheit von % (fa1,) schlieBt man auf die Monomorphie
von (fAa1,)*.
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Etwas allgemeiner betrachten wir faf: XAX'>YAY’ (mit f:X'—Y’).
Wegen fAaf = (fA1y) o(1xAf’) erhdlt man durch zweimalige Anwendung dieser
SchluBweise:

Satz 22. Induzieren f: X —Y und f': X'—Y' Monomorphismen der Homo-
topiemengen f*:m(Y,V)—>n(X,V), f*:@(Y',V)—>n(X', V) (zur Definition
s. 1.3) fir jeden Bildvauwm V, so ist auch
(fAf")* monomorph.

Eine Anwendung dieses Satzes in
Verbindung mit 5.1 Satz 14 werden wir
im zweiten Teil der Arbeit angeben
(vgl. [12] 6.4 Satz 4).

5.12. Beweis von Hilfssatz 18.
Der Grundgedanke des Beweises ist
dhnlich wie bei 5.8 Satz 18.

Wie in 3.6 sei CX = (X xI)/(X x0)
und 5, entstehe aus CX+ Y durch
die Identifizierungen

CX3(x1)=f(x)€Y fir alle x€X.

%0, 20,0)
Dann ist offenbar (Vgl '14) Fig. 13. Jede stark ausgezogene Linie ist als ein
einziger Punkt anzusehen. Die schraffierten Teile
~ stehen fiir die ,,vertikale‘* Strecke I
@) C=C(x5)|sET}. o

Sei M die Menge der Punkte von o m (1=1z:Z—Z) und T, die Topologie.
M kann man auch aus C ;xZ durch die Identifizierungen

(%0, 2, 8) = (%,2,9)7) fiir alle x€ X, 2627, s€1
(e, 2) = (¥, %) fiir alle y€Y, z€Z
erhalten (Fig.13). ¥, sei die Identifizierungstopologie. Mit der Abkiirzung

Io:{(xmzms)lsEI}(M

gilt
(45) (M, Z)Iy=CinZ,
(40) (M, T[Ty = Cpus-

(46) geht aus (44) hervor, wenn man f durch fa1 ersetzt. Beweis von (45)
Mit der natiirlichen Projektion p:C ;—C; [vgl. (44)] ist auch px1 2:C i XZ—>
C,xZ eine Identifizierung, weil bei p lediglich eine kompakte Teilmenge von
C ; zu einem Punkt identifiziert wird (5.7 Hilfssatz 16). C;AZ trigt daher die

Identifizierungstopologie beziiglich
CoxzP5 ¢ x2—CaZ.

) Die Punkte von Efo miiBten eigentlich mit (#, s, 2) bzw. (y,2) (»€X,y€Y,
2€2Z,s€I) bezeichnet werden. Um die Ubereinstimmung mit M zu erreichen, haben
wir hier (#,s,2) durch (x,z,s) ersetzt.
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Hierbei werden im Endglied dieselben Punkte gleichgesetzt wie bei
CyxZ — (M, T) — (M, /I,
(natiirliche Projektionen). Da es sich wieder um Identifizierungen handelt,
folgt (45).
Wir betrachten nun folgende drei Teilmengen von M (vgl. Fig. 13):

My={(%,2,9)|s= 1}

My={(x,z9)|t=s=%

My={(x, 2z, 5)[s= o {(y, 2)}
(x€X, yeY, z€Z, s¢I). Sie sind in beiden Topologien ¥, und ¥, abge-
schlossen. #,: I—1I (t€ I) sei eine Homotopie der Identitit 7o von I, die das

Teilintervall [0, 1] C I auf 0 und [2,1]CI auf 1 (unter Festhaltung von 0
und 1) zusammenzieht. Definieren wir 4,: M —M durch

(47) { ht(x: 2, S) = (xx 2, nt(s))

h’t(y» Z) = (y! Z)r
so zieht &, (wenn ¢ von 0 nach 1 lauft) M, auf den Punkt (x,, z,, 0) zusammen
und M; auf My = {(y, 2)}.

1.1 Hilfssatz 1 liefert: 4, ist eine Homotopie von (M, ¥,) in sich fiir i =1, 2.
Wir werden ferner zeigen:

(48) T, und T, induzieren sowohl in M, als auch in M dieselbe Topologie.

Daraus folgt, daB %, auch als Abbildung von (M, %)) in (M, T,) und von
(M, T,) in (M, T,) stetig ist; denn diese Abbildungen sind auf den drei abge-
schlossenen Teilmengen M,, M,, M, die M iiberdecken stetig: A, (M) ist ein
einziger Punkt, auf M, sind die Topologien ¥, und Z, gleich, und M, wird
durch & in My abgebildet, wo ¥, und ¥, ebenfalls gleich sind.

Da 7, die Teilmenge I, in sich abbildet, induziert h, stetige Abbildungen
P:CAZ—>Chy
p:Cu—>CAZ
[vel. (45), (46)]. yog und goy werden durch h,oh,: (M, T,)—(M, T,) mit
¢ =1 bzw. 2 induziert. Vermoge h,oh,: (M, T,)— (M, T,) ist hyo M= hyo hy=1y,
(beztiglich ¥;). Wegen A, (I,) CI, ist ko h, mit dem Identifizieren von I o ZU
einem Punkt vertriglich und liefert (vgl. 1.1 Hilfssatz 1)

' yop=1, @oyp=1.
Nach Konstruktion von @ und ¢ [vgl. (47)] sind die Diagramme (41a) und
(41b) von Hilfssatz 18 kommutativ.
Es ist also nur noch (48) zu beweisen: Wie man (unter Benutzung der
Stetigkeit von f) leicht bestitigt, wird Y bei der Identifizierung CX +Y - C,
topologisch auf eine abgeschlossene Teilmenge von C ; abgebildet, die wir mit
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Y identifizieren. Auf fa1 angewandt, besagt das:

(Mg, T,) =YAZ.
Andererseits ist Y X Z ein abgeschlossener Teilraum von C ;X Z (mit der indu-
zierten Topologie), der beziiglich der Identifizierung o) (X Z—(M, T,) saturiert®)

ist. Daraus folgt nach Boursaki [2] §9, No. 5, Corr. 1, daB (M;, T,) durch
Identifizieren aus Y xXZ entsteht, d.h.

My, E) = YAZ.

Der Beweis fiir M, verlduft analog: Mit der Abkiirzung I'= {s|s€l,
ist offenbar

<s=§

(M, E,) = (X AZ)xT".

Andererseits ist XXZxI' ein abgeschlossener Teilraum von 5,><Z 9), der
beziiglich der Identifizierung C i XZ—(M, T,) saturiert ist, und daraus folgt,
daB (M,, T,) durch Identifizieren
aus X XZ xI' entsteht, d.h. (un-
ter Beachtung von 1.1 Hilfs-
satz 1)

(M, Ty) = (X AZ)xI". 7

5.13. Anhang. Beweis
von 5.5 E). Seien f:X — X',
g:X'—>X f{rei homotopieinvers Fig. 14
zueinander. Wir werden f zu
einer gebundenen Homotopiedquivalenz J:X X' fortsetzen. Wegen der Vor-
aussetzung X=X, X'=X'[vgl. 5.4a)] geniigt das zum Beweis von 5.5 E).

Seien u:I—X, v:I— X’ Wege, die g (%) mit x, bzw. f(%,) mit xo verbinden
(%4, %o = Grundpunkte von X bzw. X', vgl. Fig. 14, die den ersten der beiden
Fille veranschaulicht). e:I—I sei die Identitit. Wie {iblich wird die Zusam-
mensetzung w - w' zweier Wege w, w' [falls w (1) =%'(0)] durch

) (9 = |

~Q ®

~

w(25), s
w'(2s—1), s

(sel)

[\ARTAN
[N S

und der inverse Weg w™ durch
wl(s)=w(1—s), sel

definiert. Fortsetzungen [ XX, g:X'~>X von f bzw. g, die Grundpunkte
in Grundpunkte abbilden, erhdlt man nun, wenn man

flI=v-e gI=u-e

pip(4)) =4 ist.
9) Statt X x Z x I’ miiBte es eigentlich X X I" X Z heilen, vgl. aber FuBnote?), S. 341.
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Nach Voraussetzung bestehen die freien Homotopien gof =1y und fog=1y.
Die Grundpunkte x, bzw. x, mégen bei diesen Homotopien die Wege w bzw.
@’ durchlaufen. Kann man # und v so wihlen, daB der Weg

gof|[I=(800) - Foe)=(gov)- (u-¢)

mit w-e, d.h. (gov) - # mit w homotop ist (Fig. 15), so 1aBt sich die freie
Homotopie gof=21y zu einer gebundenen Homotopie §of=~1 x fortsetzen.

an @1)=(x0.1) Analog erhdlt man fog=~{;,,

P Tx wenn (fou) - v=w’ ist.
Wir wihlen nun fiir # irgend-
Ixl w Xxl einen Weg von g(xg) nach x,.
Dann setzen wir v=(fou)1.w’,
(7’0()7‘”’)'(“'3) DEEY) gof wodurch (fou) -v=~w’ und daher

" fog =21y erfiillt wird. Dann setzen
XxI . ’ a
Fig. 15 wir #'=(gov)™-w und erhalten
(ov) - u'~w, also §of=~1y,
wenn g’ die zu u’ gehérende Fortsetzung von g bezeichnet. f besitzt demnach
sowohl ein Rechts- als auch ein Links-Homotopieinverses und ist daher eine
Homotopiedquivalenz [vgl. 2.5 C)].
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