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Homotopiemengen
und ihre induzierten Abbildungen. II
Sphirenihnliche Mannigfaltigkeiten

Von
DIETER PUPPE

Einleitung

Unter einer Pseudomannigfaltigkeit verstehen wir im folgenden grund-
sitzlich eine orientierbare und in bestimmter Weise orientierte geschlossene
Pseudomannigfaltigkeit im Sinne von SEIFERT-THRELFALL [9]. Sei P" eine
solche Pseudomannigfaltigkeit und g:P"—S" eine stetige Abbildung vom
Grade 1 auf die #-Sphire. V sei irgendein weiterer topologischer Raum. Wir
werden folgende Frage untersuchen:

Wann folgt fiir alle a:S"—V aus aog=0 sogar a==0? (== bedeutet: homo-
top) — oder in der Terminologie von Teil I dieser Arbeit:

Wamnn ist die durch g induzierte Abbildung der Homotopiemengen g*: 7 (S", V)
=, (V) —>n(P", V) monomorph (d.h. Kern g*=g*1(0)=0, vgl. [§] 1.3)?

Unter einem gewissen Aspekt wurde die Frage schon in [7] behandelt.
Sei ¢ ein (offenes) »-Simplex einer simplizialen Zerlegung von P" und
g: P"— P"/(P"—0¢)Y) = S" die Identifizierung von P"—g¢ zu einem Punkt.
g hat offenbar den Grad1. Ist ferner a={[a] €z, (V) die Homotopieklasse
von a:S5"—V, so ist aog eine Abbildung von der Art, wie sie in [7] mit f,
bezeichnet wurde. aog ist auf dem (n —1)-dimensionalen Geriist konstant,
und die Hinderniskohomologieklasse gegeniiber einer Deformation von aog in
die konstante Abbildung ist d (aog) =a«, wenn wir die Kohomologiegruppe
H*(P*, 7, (V)) mit s, (V) identifizieren (vgl. [7] §4). Nach [7] Satz1 ist
«CH} (P*, 7, (V) mit aog=0 gleichwertig, d.h. es ist Hy(P", =,(V))=
Kern g* (vgl. [8] 1.3). Man erhilt daher aus [7] Satz 4a):

Fiir festes V ist g*:q,(V)—>n(P", V) genau dann fir alle Pseudomannig-
faltigkeiten P monomorph, wenn der Hurewiczsche Homomorphismus m, (V)=
7, 1(QV)—H,_(2V) monomorph ist. (2V ist der Raum der geschlossenen

Wege in V mit festem Anfangspunkt.)

DaB fiir g: P*— S" eine spezielle Abbildung vom Grade 1 gewahlt wurde,
ist unwesentlich, da alle Abbildungen P"—S" vom Grade 1 untereinander
homotop sind (Hopf-Whitneyscher Klassifikationssatz [21] Th. 4).

1) Fiir 4 ¢ X bezeichnet X/4 wie in Teil I [8] den Raum, der aus X durch Identifi-
zieren von A zu einem Punkt entsteht.
Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 27
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Wir fragen hier umgekehrt:

Fitr welche Pseudomannigfaltigkeiten P* ist g*: 7, (V) —>m (P*, V), induziert
durch eine Abbildung g: P"—>S™ vom Grade 1, fiir alle V monomorph?

Die Sphdre P"= S" hat diese Eigenschaft offenbar. Zur Abkiirzung nennen
wir die Pseudomannigfaltigkeiten mit dieser Eigenschaft sphdrenihnlich. Wir
werden zuerst einige Sitze iiber sphirendhnliche Pseudomannigfaltigkeiten
allgemein beweisen und dann den Spezialfall der kompakten differenzierbaren
Mannigfaltigkeiten noch genauer untersuchen. Die wichtigsten Ergebnisse
sind:

1) P" ist genau dann sphirenihnlich, wenn sich die Sphére S$**! mit dem
Grad 1 auf die Einhingung SP" abbilden 1iBt (6.3 Satz 3).

2) Produkte und ,,Summen (zur Definition s. 6.5) von sphirenihnlichen
Pseudomannigfaltigkeiten sind wieder sphirenahnlich (6.4 Satz 4, 6.5 Satz 7).
Insbesondere ist jedes Produkt von Sphiren sphirenihnlich.

3) Jede kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit M”, die topologisch
und differenzierbar in den euklidischen Raum R**+! eingebettet werden kann,
ist sphdrendhnlich (7.1).

4) Eine kompakte differenzierbare Mannigfaltigkeit M” ist genau dann
sphérendhnlich, wenn es eine kompakte differenzierbare Teilmannigfaltigkeit
"M” von R**1 gibt, die sich mit dem Grad 1 auf M” abbilden liBt (7.2 Satz 12).

5) Die Stiefel-Whitneyschen Klassen einer sphirenihnlichen (kompakten,
differenzierbaren) Mannigfaltigkeit sind trivial (7.5 Satz 13).

AuBerdem wird gezeigt werden, daB alle zweidimensionalen Pseudomannig-
faltigkeiten sphérendhnlich sind (6.8 Satz 9), und daB sich die Sphérenihnlich-
keit in der Dimension 3 durch eine bekannte Kohomologieoperation, nimlich
das ,,Postnikow-Quadrat” (6.8 Satz 10, 6.9 Satz 11) — im Fall der Mannig-
faltigkeiten auch durch Verschlingungszahlen (7.6 Satz 16) — charakterisieren
1aBt.

Die Beweise stiitzen sich ganz entscheidend auf die Ergebnisse und Me-
thoden von Teill [8]. Die Bezeichnungen und grundsitzlichen Verein-
barungen von TeilI gelten auch hier (vgl. TeilI 1.1—1.4). Insbesondere
werden — von Ausnahmen abgesehen — in den Riumen Grundpunkte fest-
gelegt und nur solche Abbildungen und Homotopien zugelassen, die die
Grundpunkte ineinander iiberfiihren. Welche speziellen Punkte man als
Grundpunkte nimmt, ist jedoch bei CW-Komplexen, also z.B. bei Pseudo-
mannigfaltigkeiten von untergeordneter Bedeutung [vgl. Teil I 5.5.A) und E)].

Die Numerierung der Paragraphen von Teil I wird hier mit § 6 und § 7
weitergefithrt. Bei Hinweisen auf §§1—5 ist immer Teil I dieser Arbeit [8]
gemeint, sofern nicht ausdriicklich eine andere Arbeit zitiert wird.

§ 6. Sphirendhnliche Pseudomannigfaltigkeiten
6.1. Wie in der Einleitung bereits erklirt, nennen wir eine Pseudomannig-
faltigkeit P" sphirendhnlich, wenn g*:x(S*, V) =z, (V)—n(P", V) (zur De-
finition s. 1.3), induziert durch eine Abbildung g: P"—>S" vom Grade 1, fiir
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jedes ¥V monomorph ist. Es wurde auch darauf hingewiesen, daB es gleich-
giiltig ist, welche Abbildung g: P"—S" vom Grade 1 man dabei zugrunde
legt, weil alle untereinander homotop sind.

Sei ¢" C P" eine n-Zelle, und P” entstehe aus P"— ¢ dadurch, daB eine
Vollkugel E” mittels f:S"~'— P"—¢* angeheftet wird (8"~ = Randsphire
von E”)%). Dann ist P* der Abbildungskegel C ; von f, und Pf ist die Injek-
tion P"— ¢"— P" (vgl. 1.4). Qf: P*— P*|(P"— ¢") = S" ist die natiirliche Projek-
tion (vgl. 1.9), hat also den Grad 1. Jede Abbildung g: P*— S" vom Grade 1
ist daher mit Qf homotop, und aus 4.4 Satz 13 folgt:

Satz 4. Ist P* sphirenihnlich und hat g: P"—S* den Grad 1, so ist die
induzierte Abbildung der Homotopiemengen g*:m,(V)—>n(P", V) fir jedes V
einwertig, d.h. fir alle a,a’:S"—>V folgt a=~a’ aus goaszgoa'.

Bemerkung. GemiB der Vereinbarung in 1.1 ist hier unter ,, == immer
Homotopie relativ zum Grundpunkt zu verstehen. Unter Benutzung von [7]

Hilfssatz 2 kann man aber auch zeigen: Sind goa und goa’ frei homotop, so
auch 4 und a’.

6.2. Satz 2. Eine Pseudomannigfaltigkeit P ist schon dann sphirendhnlich,
wenn eine Abbildung g:P"—>S" vom Grade fiir den speziellen Bildraum
V = S(P"—¢") einen Monomorphismus g*:m,, (V) (P*, V) induziert. (e” ist
eine Zelle auf P” wie in 6.1, und S ist der Einhéngungsoperator, vgl. 1.8.)

Beweis. Nach 6.1 ist g mit Qf homotop, wenn f:5" 1 P"—¢" eine
anheftende Abbildung fiir die Zelle ¢” ist. Man kann daher g = Qf annehmen.
Wegen der Exaktheit der Abbildungsfolge A/ (1.12 Satz 6) ist

(@N* 7, (V) > m(P", V)
fiir jedes einzelne V genau dann monomorph, wenn
(SH*:m (S (P — "), V) —>n, (V)

verschwindet. Ist (Qf)* monomorph, also (Sf)*=o0 fiir V=S(P"—e", so
gilt (SH)*[1]=[Sf]=0 [vgl. 1.3, 1 bezeichnet die Identitit von S (P*—e")],
d.h. Sf=0. Es folgt (Sf)*=0 und damit die Monomorphie von (QH* fur
alle V, d.h. P”" ist sphirenihnlich.

6.3. Satz 3. Eine Pseudomannigfaltigkeit P* ist genan dann sphirendhnlich,
wenn es eine Abbildung S**'—~ S P* (S P* = Einhingung von P™) vom Grade 1
gibt, d.h. wenn der (n+1)-dimensionale Grundzykel von S P" sphérisch ist.

Beweis. Fiir n =1 ist die Behauptung trivial, denn die einzige 1-dimen-
sionale Pseudomannigfaltigkeit ist die 1-Sphire SL. Fiir n>1 ist 3.4 Satz 12
anwendbar. Demnach ist P* genau dann sphirenihnlich, wenn die Einhingung
Sg:SP"—S"*1 einer Abbildung g: P*—>S” vom Grade 1 ein Rechts-Homo-
topieinverses 7 besitzt. Fir jede Abbildung 7:5"+1—SP* ist Grad(Sgo7) =
(Grad Sg) - (Grad7) =Grad r. Ist also Sgor==1, so folgt Gradr=1; und
wird Grad r =1 vorausgesetzt, so folgt Grad (Sgo#) =1 und damit S gor==1,

%) Insbesondere muB der Grundpunkt von P* in f(S*~1) C Pr—¢” liegen. Man kann
(bei vorgegebenem Grundpunkt) e” immer so wihlen, daB das der Fall ist.

27*
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weil Sgor eine Selbstabbildung von S**! ist. DaB 7 rechts-homotopieinvers
zu Sg ist, ist also mit Grad =1 4quivalent.

6.4. Satz 4. Sind die Pseudomannigfaltigkeiten PP und E" sphirendhnlich,
so auch ihr Produkt B! x B*.

Beweis. Nach 5.1 Satz 14 induziert die Injektion F'XE"— B'R B
Monomorphismen der Homotopiemengen fiir jeden Bildraum. Weil kein
Punkt einer Pseudomannigfaltigkeit ausgeartet ist [5.5.A)], gilt P*"AR"=
Pra B (= (B*XE")|(P!'v B")) nach 5.6 Satz 16. Dabei geht die obige Injek-
tion in die natiirliche Projektion p: P X F*— F'A B* iiber. Diese induziert
also ebenfalls Monomorphismen der Homotopiemengen.

Seien g,: B*—S” und g,: B~ S™ Abbildungen vom Grade 1. Nach Vor-
aussetzung sind die induzierten Abbildungen der Homotopiemengen gf und g5
fiir jeden Bildraum monomorph. Nach 5.11 Satz 22 folgt das gleiche fiir
(g17go)*. Also ist auch ((gl/\g2)ogb)*:;b*o (g17g2)* monomorph.

Andererseits ist S"AS™=S"*" (vgl. 5.9) und (g,Agy) 0 p: B X B —S"A S™
= S"*™ hat den Grad 1. (Man erhilt nimlich dieselbe Abbildung, wenn man
g1 X gs: B X B"—S™x S™ mit der Projektion S”X S"—S"AS"= S"*" zusam-
mensetzt, und fiir diese beiden Abbildungen sieht man leicht, daB3 sie den
Grad 1 haben.)

Als Folgerung aus Satz 4 ergibt sich:
Satz 5. Jedes Produkt von Sphiren ist sphirendhnlich.

(Bemerkung: Satz 5 kénnte man auch aus 6.3 Satz3 und 5.9 Satz 20
folgern.)

Satz 5 enthilt (bei weiterer Spezialisierung auf 1-Sphiren) den Satz von
R. H. Fox [4], daB die natiirliche Abbildung der Homotopiegruppen irgend-
eines Raumes in die Torus-Homotopiegruppen monomorph ist.

Fiir ,,gruppenartige’ (group-like) Bildrdume V7 wurde die Monomorphie
von g*:m, (V)—>m(S™x---x 8™, V), induziert durch eine Abbildung

g:SMmx . X S S

vom Grade 1 (n=mn;+ - +n;) auch von G.W. WHITEHEAD [16] bewiesen.
6.5. Zu zwei Pseudomannigfaltigkeiten gleicher Dimension Fy', B wird
eine ,,Summe’‘ besonderer Art definiert, die wir (zum Unterschied von der
topologischen Summe im Sinne von BoURBAKI [2]) mit F'@ B bezeichnen:
Analog wie in 6.1 sei ¢} CE* eine n-Zelle, und B* entstehe aus F”— ¢
durch Anheften der Vollkugel E” mittels f;: S" " '>F"—¢! (i=0,1, " '=
Randsphire von E”). Um nicht daran gebunden zu sein, daB f,(S""') den
Grundpunkt von F—¢! C P* enthilt, legen wir hier ausnahmsweise
keine Grundpunkte fest. ]‘~,~:E”—->Pi” sei die natiirliche Abbildung [Ein-
schrinkung der Identifizierung E"+ (B —¢!) — B* auf E”]. Wir orientieren
E" und nehmen an, daB /70 die Orientierung erhilt und f, sie umkehrt. Das
wird durch geeignete Wahl von f; erreicht. Wenn es zunichst nicht der Fall
ist, braucht man nur vor f; eine orientierungsumkehrende Selbstabbildung
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von S"~! vorzuschalten. Die ,,Summe‘ F'@ B wird nun als derjenige Raum
definiert, der aus

(B —ep) + (B —ep) + (5" )

durch folgende Identifizierungen hervorgeht (Fig. 1):
SIS (%, 0) = fo(x) € B — &
S"IXIS (3, 1) = h(x) € B — 4.

Wird P} simplizial zerlegt, und wihlt man bei der obigen Konstruktion fiir
die Zelle ¢! ein (offenes) Simplex dieser Zerlegung, soist i ® B", wie man sehr
leicht bestétigt, eine orientierbare
Pseudomannigfaltigkeit3). Die Orien-
tierung wird so festgelegt, daB sie auf
Pr—¢e! ¢ BP@ B (¢ =0, 1) mit der ur-
spriinglichen {ibereinstimmt. Dal} das
moglich ist, wurde durch die Wahl des Fig. 1

Orientierungscharakters von f: erreicht.

Es scheint plausibel, daBl F @ B nur von den Pseudomannigfaltigkeiten
P? und nicht von den bei der Konstruktion getroffenen Auswahlen abhdngt.
Ich kenne jedoch keinen Beweis dafiir. Dagegen gilt sicher:

Satz 6. Der Homotopietyp von B} B B hingt nur von den Pseudomannig-
faltigkeiten B ab (und wnicht von der Wahl der Zellen ¢ und der anheftenden
Abbildungen f;:S"t—P'—é?).

Der Beweis wird in 6.10 gefithrt. Da es hier immer nur auf den Homotopie-
typ der Rdume ankommt, geniigt uns dieses Ergebnis. Insbesondere ist
E!'® B in jedem Falle einer orientierbaren Pseudomannigfaltigkeit homotopie-

dquivalent, und man kann den Begriff der Sphirendhnlichkeit darauf an-
wenden?).

Satz 7. Die Summe F} @ B zweier Pseudomannigfaltigkeiten ist genau
dann sphirendhnlich, wenn es beide Summanden P sind (i=0,1).

Beweis. Wir wihlen (fiir 4=0, 1) eine Zellenzerlegung von B, die B"
zu einem CW-Komplex im Sinne von J. H. C. WHITEHEAD [18] macht (z.B.
eine simpliziale Zerlegung), und benutzen zur Konstruktion von F'@® B je
eine n-Zelle ¢} dieser Zerlegungen. Um die allgemeine Theorie anwenden zu
konnen, die in Teil I dieser Arbeit entwickelt wurde, ist es bequem, nun doch
Grundpunkte festzulegen: Sei x, der Grundpunkt von S"~!. Die anheftende

3) Sie unterscheidet sich von der in [7] S. 314 definierten ,,Summe’ von Pseudo-
mannigfaltigkeiten nur dadurch, daB dort die Rander der herausgenommenen Simplex-
direkt miteinander identifiziert werden, wihrend hier der ,,Schlauch* S*—1x I eingefiigt
wird. Bis auf Homotopiedquivalenz liefert beides das gleiche.

1) Werden bei der Definition von Fj* @ B als Zellen ¢} von vornherein nur Simplexe
einer simplizialen Zerlegung zugelassen, so kann man im folgenden ohne Satz 6 auskom-
men. Man wei8 dann allerdings nichts dariiber, ob FJ' @ B von den bei der Konstruktion
getroffenen Auswahlen unabhéngig ist.
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Abbildung f;: S"~'—B" — ¢! wird so gewihlt, daB f,(x,) eine 0-Zelle der Zer-
legung von B" ist, und diese sei der gemeinsame Grundpunkt von B —¢?
und E”. Unter diesen Voraussetzungen (die nach Satz 6 die Allgemeinheit
des Beweises nicht einschranken) 1iit sich P*@ B" als CW-Komplex auf-
fassen: Auf B"—¢} bleibt die urspriingliche Zerlegung, und

(BOR") — (B — ) v (P —el)] = $"71 X (I —{0,1})
zerlegt man in die 1-Zelle x,X (I — {0, 1}) und ihr Komplement, das eine
n-Zelle ist.

Da F'—ef und B*—e¢f in B"@ B punktfremd sind, gibt es keinen ge-
meinsamen Grundpunkt fiir diese drei Rdume. Um diesem Nachteil abzu-
helfen, gehen wir zu

BOR =R |(xnx1I)

tiber und legen das Bild von x,x[I in B'@ B als Grundpunkt fest. XX I
ist zusammenziehbar, und ('@ B, x,x I) ist ein Paar von CW-Komplexen,
besitzt also die Homotopieerweiterungseigenschaft HE (vgl. 1.6; als Grund-
punkt fiir i @ K" kann man irgendeinen Punkt von wx,xI wihlen). Eine
Zusammenziehung von %, I 148t sich daher zu einer Homotopie der Identitit
von '@ B fortsetzen, und es folgt (1.2 Hilfssatz 3)

ReRr=RoR.

Es geniigt also, die Behauptung von Satz 7 fiir ' @ B an Stelle von B ® B!
zu beweisen:

('@ B, R —e¢p) ist ein Paar von CW-Komplexen und hat daher die
Homotopieerweiterungseigenschaft HE (vgl. 1.6). Fiir die Injektion

h:B— >R
folgt also aus 1.6 Satz 2, daB
Ph:RROR —C,
mit der natiirlichen Projektion
e ROR—~ROR)(R—é) =1

(vgl. Fig. 1) homotopiedquivalent ist. g hat offenbar den Grad 1. Wir setzen
ferner g;= Qf;: B —S" (vgl. 6.1), wobei f;:S"'—P" —¢? die bei der Kon-
struktion vou F@® B benutzte anheftende Abbildung fiir e ist. g; hat
dann ebenfalls ded Grad 1.

Ist nun F'@® B sphirenihnlich, d.h. ist
(@10 g)*=g*o gt 7, (V) >a(BOR", V)

monomorph fiir jeden Bildraum V, so ist offenbar auch gf:z, (V) —>n(B", V)
monomorph. Aus Symmetriegriinden gilt das gleiche fiir B, d.h. B* und B*
sind sphéirenidhnlich.
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Setzt man umgekehrt B und B als sphirendhnlich voraus, so ist
(g108)*=g* o g¥ monomorph fiir jedes V (d.h. Py @ B" sphirenihnlich), weil
g und g* es sind — g¥ nach Voraussetzung und g* nach

Hilfssatz 1. Ist gf:n, (V)—>n (B, V) monomorph (fiir ein bestimmies V),
so auch g*:n (B, V)—>n(Br DB, V).

Beweis. Nach Definition ist go=Qf, mit f,:S"'—F—¢§. Aus der
Monomorphie von gF = (Qf,)* folgt wegen der Exaktheit der Abbildungsfolge
Af, (1.12 Satz 6) nacheinander, daB (Sf,)* verschwindet und (S Pf,)* epi-
morph ist. Sei

RO~ EO P —d) =1

die natiirliche Projektion (vgl. Fig.1). Offenbar ist Pfy=g'oh (denn
Pfy: B —ep— R und h: B — ¢y —~EB® P sind die Injektionen). Es folgt
SPfy=5Sg'oShund (SPf)*=(Sh)*o (Sg')*. Mit (S Pfy)* ist also auch (Skh)*
epimorph. Aus der Exaktheit der Abbildungsfolge % erhdlt man nun riick-
wirts: (QA)*=0, und (Ph)* ist monomorph. Damit ist alles gezeigt, weil
Ph mit g homotopiedquivalent ist.

6.6. Bemerkung. Der Beweis von Satz 7 zeigt, daB man ihn schirfer
so aussprechen konnte:

Satz 7'. Induzieren die Abbildungen g;: B — S™ vom Grade 1 Monomorphis-
men der Homotopiemengen g : v, (V) —n(B*, V) fiir einen bestimmten Bild-
raum V (i=0,1), so gilt das Enisprechende fiir eine Abbildung g: Fy' P P'— S"
vom Grade 1 — und wmgekehrt.

Im Gegensatz hierzu kann man Satz 4 in 6.4 nicht in analoger Weise ver-
schirfen, wie folgendes Beispiel zeigt: Sei M* die komplexe projektive Ebene,
die eine 4-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, und g:M*— S* eine Abbildung
vom Grade 1. Nimmt man V= S$* als Bildraum, so ist g*:7,(S%) —n (M4, S%)
monomorph, weil fiir jedes a:S*— S*

Grad (a0 g) = Grad a

ist. Die Identitdt 1:S'—S! induziert trivialerweise einen Monomorphismus
7, (S —> 7 (SY, $%) =7, (S%) =0. Dagegen ist 7;(S*) —>n(M*x St S%, indu-
ziert durch eine Abbildung M*x S'— S% vom Grade 1, nicht monomorph.
Beweis. Sei p:M*x S'-—>M*AS'=SM* die natiirliche Projektion (vgl.
5.3). Sgop:M4x S'— S5 hat den Grad 1 (vgl. den Beweis von Satz 4 in 6.4).
Wire (Sgop)*=p*o(Sg)*:m;(SY) —>m(M*x S, S%) monomorph, so auch
(Sg)*: 75 (SY) —>n(SM?, S%. Das ist aber unmdoglich, denn 7;(S*) =0 und
7w (SM?4, S =0. Letzteres folgt z.B. aus dem Steenrodschen Klassifikations-
satz [10] Th. 28.1, wenn man beachtet, daB das ,,Steenrodsche Quadrat‘
Sq2:H3(SM?*, Z,) - H®(SM?*, Z,)®) epimorph ist ([10] § 20). Man kann es aber

5) Zur Definition s. STEENROD [10], [12], [13], [14]. Z, bezeichnet die zyklische
Gruppe der Ordnung m. Sg¢t ist die heute iibliche Bezeichnung fiir S g,—iin [10], wenn es
sich um die Abbildung der g-ten in die (g4 7)-te Kohomologiegruppe handelt. Sq°=
Identitit, und S¢f=0 fiir i >q.
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auch dem Beweis von Satz 9 in [7] entnehmen: Bei Benutzung der dortigen
Bezeichnungen ist die Ordnung s von 75(S%) gleich 2, und nimmt man fiir
f,: S— S8 die konstante Abbildung und fiir f,: S;—S3 die Einhingung der
Hopfschen Faserung S®— S2 so stimmt die dort konstruierte Pseudomannig-
faltigkeit P mit S M* iiberein (vgl. auch [10] § 20, wo M* genau beschrieben ist).

6.7. Satz 8. Ist die Pseudomannigfaltigkeit P" sphirvendhnlich, so ver-
schwinden fiir ithre Einhidngung S P" alle Kohomologieoperationen (zur Defi-
nition s. STEENROD [12])

ke Hq(SP", G) —>H"+1(SP”, G')

mit 0<q<<n-—+1 und mit beliebigen Koeffizientengruppen G, G'.

Beweis. Nach 6.3 Satz3 gibt es eine Abbildung 7:S""'—SP" vom
Grade 1. 7* sei der induzierte Homomorphismus der Kohomologiegruppen.
Fiir jedes c€ HY(S P*,G) gilt r*k (¢c) = kr*(c) =k (0) =0, denn »*(c) € H? (S"*1, G)
=0. Daraus folgt %(c) =0, da 7* in der Dimension # 4 1 ein Isomorphismus ist.

Die ,,Steenrodschen Quadrate” S¢':HY(X, Z,) — H"*(X, Z,)%) sind Ko-
homologieoperationen, die mit der Einhdngung vertauschbar sind, d.h. das
Diagramm

(P z) 5 HM (P Z)
i i 0=i<n

H"_H_I(SP",Zz) ﬁ; Hrt1 (SP", 22)

ist kommutativ (STEENROD [10] (11.5), (11.6)%)). Aus Satz 8 ergibt sich daher:

Folgerung 1. Fiir jede sphivenihnliche Pseudomannigfaltigkeit P" ver-
schwinden die Steenrodschen Quadrate Sq': H"~*(P*, Z,) —H" (P", Z,) fiir i>0.

Auch die ,,zyklischen reduzierten Potenzen‘’
P HI(X,Z,)—~HI* V(X 7,)
[ =ungerade Primzahl, zur Definition s. STEENROD [14] (6.8)] sind mit der

Einhéngung vertauschbar ([14] (6.16)), und man erhilt analog:

Folgerung 2. Fiir jede sphirvenihnliche Pseudomannigfaltigkeit P" ver-
schwinden die zyklischen reduzierten Potenzen

P HHO-N (Pr 7)) > HY(P%,Z,)  fir i>0.

Als weiteres spezielles Beispiel interessieren die bei J. H. C. WHITEHEAD
[20] § 5 definierten Kohomologieoperationen

po: HY(X,G) > H** (X, I'(G)), ,Postnikow-Quadrat*
p:HY(X,G)—>H*(X,I'G)), ¢ =gerade, ,Pontrjagin-Quadrat®.

%) DaB in [10] ein etwas anderer Begriff der Einhdngung benutzt wird ist unwesent-
lich, da die beiden verschiedenen Einhidngungen fiir CIW-Komplexe homotopiedquivalent
sind (1.8 Hilfssatz 5).
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(Zur Definition von I'(G) s. J. H.C. WHITEHEAD [19] Chap. II.) Der Iso-
morphismus H?*! (S P", G)=H?(P", G) (¢> 0) ist im wesentlichen durch den
Korandhomomorphismus

H?(P*,G) — 6% : H'+1(C P*, P*; G)

gegeben (s. STEENRoD [10] §11; C P* bezeichnet den Kegel iiber P*, vgl.
auch [8] 3.7, wo der analoge Isomorphismus der Homologiegruppen aus-
fihrlich behandelt wird). Daher besagt die Formel (5.5) in [20], daB das
Diagramm

HY(P*,G) H"(P",I(G))
i I
HPY(S P*,G) 2> HM (S P, I'(G))

n=2q-+1,
0 < g = ungerade

kommutativ ist. Wir erhalten also aus Satz 8:

Folgerung 3. [Fir jede sphirenihnliche Pseudomannigfaltigheit P*
(n=2q+1, g =ungerade) verschwindet das Postnikow-Quadrat p,: H' (P", G) —
H"(P", I'(G)) fiir jede Koeffizientengruppe G.

6.8. Satz 9. Jede zweidimensionale Pseudomannigfaltigkeit P? ist sphiren-
ahmlich.

Satz 10. Eine dreidimensionale Pseudomannigfaltigkeit P3 ist genau dann
sphirendhnlich, wenn das Postnikow-Quadrat p,: H'(P3, G)—H?(P?, I'(G)) fiir
jede Koeffizientengruppe G verschwindet. (Vgi. auch 6.9 Satz 11.)

Um die tibliche Hindernistheorie anwenden zu kénnen, wihlen wir zum
Beweis dieser Sitze eine simpliziale Zerlegung von P" (n=2,3). o sei ein
(offenes) n-Simplex dieser Zerlegung und

g: P*— P"(P*"—o¢) = S"

die Identifizierung von P"—¢ zu einem Punkt, die offenbar den Grad 1 hat.
Fir jedes a: S"—V (V zunichst beliebig) ist dann [a] € 7, (V) = H» (P", x,, (V)
die Hinderniskohomologieklasse gegeniiber einer Deformation von aog in die
konstante Abbildung P"—V. Das wurde in der Einleitung unter Berufung
auf [7] bereits ausgefiihrt.

Beweis von Satz 9. Nach 6.2 Satz 2 geniigt es zu zeigen, daB die eben
konstruierte Abbildung g: P2— S? fiir den speziellen Bildraum V= S (P?—g)
einen Monomorphismus g*:7, (V) -z (P2, V) induziert. Weil V= S(P"— )
einfach zusammenhédngend ist (s. 3.4 Folgerung aus Hilfssatz 9), stehen die
Homotopieklassen von Abbildungen P?*—7V in umkehrbar eindeutiger Be-
ziehung zu den Elementen von H? (P2, r, (V) =7, (V) (WHITNEY [21] Th. 4.5).
Fiir jedes a: S"—V entspricht [aog] = g*[a] dabei seiner Hinderniskohomolo-
gieklasse [a]. Folglich wird diese umkehrbar eindeutige Beziehung gerade
durch g* geliefert. Insbesondere ist g* monomorph.

Beweis von Satz10. Ist P? sphidrendhnlich, so ergibt sich das Ver-
schwinden des Postnikow-Quadrats aus 6.7 Folgerung 3.
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Zum Nachweis der Umkehrung geniigt es nach 6.2 Satz 2 zu zeigen, daB
die oben konstruierte Abbildung g:P3—S3 fir V= S(P3%—g¢) einen Mono-
morphismus g*:7,(V)—>z(P3, V) induziert. V=S(P3—o0) ist einfach zu-
sammenhdngend (s. 3.4 Folgerung aus Hilfssatz 9). Nach J. H. C. WHITE-
HEAD [20] §7 ist aog:P3—V (fir irgendein a:S53—>V) genau dann null-
homotop, wenn die Hinderniskohomologieklasse [a]€ m, (V) =H?3(P?, m3(V))
im Bild von

HY(P3, (V) 25 H3 (P, T (7, (V))) 5 H (P%, 7, (V)

liegt. [iy wird dabei durch den Homomorphismus i: I' (7, (V) = I3 (V) > 73 (V)
aus der exakten Folge 2'(V) induziert, vgl. [19] §§1, 10, 13]. Verschwindet p,,
so folgt also [a] =0 aus [aog]=0.

6.9. In Erginzung zu 6.7 Folgerung 3 und 6.8 Satz 10 stellen wir einige
Eigenschaften des Postnikow-Quadrats

po(G) : H(X, G) > H*"" (X, I'(G))
zusammen :
Eine ausfiihrliche Untersuchung von I'(G) findet man bei J.H.C. WHITE-
HEAD [19] Chap.II. Ist Z die Gruppe der ganzen Zahlen und Z,=Z/mZ
zyklisch von der Ordnung m, so gilt

Iz =z ([19] §5 (4))

Iz, = {

Z,  fir ungerades m

((19] §5 (B)).

Z,,, fir gerades m

Nach [20] (5.1) wird py(Z) und p,(Z,,) durch ¢—c wdc (6 = Korandoperator)
induziert, wobei ¢ eine ganzzahlige g¢-Kokette von X mit dc=0 bzw.
0c=0 mod m ist. Daraus folgt:

Po(2) und po(Z,,) fir ungerades m verschwinden tmmer.

Fiir gerades m ist dagegen nicht von vornherein p,(Z,)=0, da dann
cudc nicht mod m sondern nur mod 2 zu reduzieren ist.

Satz 11. Das Postnikow-Quadrat 9,(G):H?(X, G)—H?*"** (X, I'(G)) ver-
schwindet schon dann fiir jede Koeffizientengruppe G, wenn es fiir die speziellen
Gruppen Zp, k=1,2, ..., verschwindet.

Beweis. Ein Homomorphismus &:G'—G induziert I'&:I'(G')—1I(G)
(s.[19] §6). Aué den Definitionen von I'é und p, (s. [20] (5.1)) folgt un-
mittelbar, daB das Diagramm

(X, 6 25 qreny(x, 1(GY))
&) | 0.

(X, G) 2 grov1 (X, T(G))

kommutativ ist.



Homotopiemengen und ihre induzierten Abbildungen. II 405

Sei nun zunichst G endlich erzeugt. Dann ist G=3 G® mit G¥ —=Z
oder Zy (p=Primzahl). Ist £”:G"—G die Injektion und z®:G—G" die
Projektion, so gilt

9o (G) 0 &) = (I'E¥) 40 p, (GY) =o,

denn po(G") verschwindet (fiir G¥=2Z oder Z, mit ungeradem p immer,
und fiir G¥=2Zy nach Voraussetzung). Wegen >, &¥o 5 =1 folgt

Po(G) = po(G) 0 2 & o) = T po(G) 0 £P 0y = 0.

Im allgemeinen Fall (G eventuell nicht endlich erzeugt) gibt es zu jedem
¢ € H?(X, G) eine endlich erzeugte Untergruppe G’ C G, so daB3 c€ &HI(X, G,
wenn £:G'—G die Injektion bezeichnet. Nun ist, wie oben gezeigt wurde,
99(G) 0 &x=(I'€)x0 9y (G') =0, also p,(G) (¢c) =0.

Fig. 2

6.10. Beweis von Satz 6. Es soll gezeigt werden, daB der Homotopie-
typ von F;'@® P! erhalten bleibt, wenn man die bei der Konstruktion be-
nutzten Zellen ¢} C " und anheftenden Abbildungen f;: S" =P — ¢! (i =0, 1,
vgl. 6.5) durch andere Zellen und anheftende Abbildungen ersetzt. Man be-
achte, daB hier ausnahmsweise keine Grundpunkte festgelegt wurden; es
wird sich also immer um freie Homotopien und Homotopieiquivalenzen han-
deln.

I. Wir andern zunichst nur ¢f in ‘ef, f, in f3: S*~1 =B —'¢% ab, und zwar
so, daB die abgeschlossene Hiille e} von ’e? in ep liegt. Sei m ein Punkt in
‘e und A bzw. A’ entstehe aus

(B —m) + (B — &) + (S"*x 1)
durch die Identifizierungen (Fig. 2)
S"IXTIS (x,0) =fo(x) baw. [fo(x) ER'—m
S"TEXIS (1) = A(x) ER' —of.

Weil Fy' —¢§ und B —'¢f Deformationsretrakte von Py —m sind, ist Py @ Py
Deformationsretrakt von 4, wenn man F'® B mit Hilfe von €}, %, f,, ,
konstruiert, und Deformationsretrakt von A’, wenn man ‘e}, e}, f, f; zur
Konstruktion benutzt (vgl. 6.5). Um zu sehen, daB sich der Homotopietyp
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von PP @ P bei Ersetzung von e}, f, durch ‘e§, fo nicht dndert, geniigt es
also zu zeigen, daB8 A mit A’ homotopiedquivalent ist:

P sollte aus Py — e durch Anheften einer Vollkugel E” mittels f,: Sl
P} — ¢ entstehen (S"~!= Randsphire von E”). Man kann daher '¢j als Teil-
menge von E"— S$”~! und f; als Abbildung in E*— S"~* CE” auffassen. Weil
fo(S*~%) in E” die Verschlingungszahl 1 mit » hat (vgl. die Orientierungsvor-
schriften in 6.5), ist fg: S*~'—E"—m zu der Injektion S"~'— E"—m homotop.
Durch Zusammensetzen mit der Identifizierung (E"—m) + (B — €)= Ig' —m
gehen diese Abbildungen in

he ST By G CRY —
bzw.
fo: TR — By —m

iiber, die infolgedessen als Abbildungen in Fy*—m homotop sind. Sei
®,:S" ' >P—m (tcI) eine Homotopie zwischen f, und fo, d.h. @y=1,,
®,=f,. Wir definieren y:4—A’ und y':A’—>A durch

2| (B — m) v (B — ¢f)] = Identitat
x(x,s):{(pzs(x), s<1

, S ixI
(%,2s —1), s=1% ()€

\\/

2| [P — m)u (P — €)] = Identitit

%:(x’ S) :{¢1—2s(x)’ S
(x,2s—1), s

V1A
(S

(%,s)€S"tx1T.

Wic man leicht sieht, ist dann
rox=1, goyx =1

denn y'oy ist auf (B —m) ~(H —¢}) die Identitit, und die Strecke xXI C
S§"~1x I geht in einen Weg iiber, der sich aus dem Deformationsweg von x
bei der Homotopie @,, dem Inversen davon und der Strecke x X I zusammen-
setzt. Analoges gilt fiir yoy'. Es ist also bewiesen, da 4 mit A’ homotopie-
dquivalent ist.

II. Nun werden wir uns von der Voraussetzung ’ej C ¢i befreien: Seien
eg1, o C Iy irgend zwei n-Zellen. Man wihle eine simpliziale Zerlegung von
B} und zwei n-Zellen ey, 'ehs C Py, so daB ' eo, (=1, 2) ganz im Inneren
eines #-Simplexes von Fy* und zugleich in ¢f; enthalten ist (Fig. 3). Man ver-
binde einen Punkt von ’‘e}; mit einem Punkt von ’‘efp durch einen doppel-
punktfreien Weg, der das (n — 2)-dimensionale Geriist von F* nicht trifft.
Nach Definition der Pseudomannigfaltigkeit ist das moglich (Verbindbarkeit,
vgl. SEIFERT-THRELFALL [9] §24). Eine geeignete ,schlauchartige” Um-
gebung ef; dieses Weges ist eine #-Zelle und enthdlt ‘eg, und ‘ef2.
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Haben die Ausgangszellen ej; die Eigenschaft, daB B aus P — ¢g; durch
Anheften einer Vollkugel entsteht?), so kann man die drei weiteren hier
betrachteten Zellen offenbar so wihlen, daB sie auch die entsprechende Eigen-
schaft haben. Nach dem Beweisschritt I dndert sich der Homotopietyp von
F' ® P nicht, wenn man bei der Konstruktion von Fror:

¢g1 durch ‘egy, ‘e§; durch efy, ey durch ‘efy, oder ‘e, durch €

ersetzt (und dabei beliebige anheftende Abbildungen benutzt), also auch dann
nicht, wenn man ef, durch e}, ersetzt.

III. Entsprechend kann man die aus P herausgenommene Zelle e beliebig
abidndern, und Satz 6 ist bewiesen.

Fig. 3

§ 7. Spharendhnliche Mannigfaltigkeiten

7.1. Unter einer Mannigfaltigkeit M verstehen wir hier eine kompakte,
orientierbare und orientierte, homogene Mannigfaltigkeit, die sich mit einer
Differenzierbarkeitsstruktur®) versehen 14B8t. Jede solche Mannigfaltigkeit ist
eine Pseudomannigfaltigkeit im Sinne der Einleitung und des vorigen Para-
graphen. (Zur Frage der simplizialen Zerlegbarkeit vgl. J. H. C. WHITEHEAD
[17] Th. 7.)

Ist M" einer differenzierbaren Teilmannigfaltigkeit des euklidischen Rau-
mes R""' homdomorph (nicht notwendig differenzierbar homéomorph), so
nennen wir M" einbettbar. ‘

Sei M" eine differenzierbare Teilmannigfaltigkeit von R*t1, Wir erweitern
R**' durch den Punkt oo zur Sphire S"*!. Trigt man auf jeder Normalen
durch einen Punkt von M" nach beiden Seiten eine (abgeschlossene) Strecke
der Linge ¢>0 ab, so erhilt man, falls ¢ geniigend klein ist, eine (abgeschlos-
sene) Umgebung U von M", die dem Produkt M"x I homdomorph ist (vgl.
Taowm [15] I1.3, ,,voisinage tubulaire’?)). Die natiirliche Projektion M"x I
—SM" auf die Einhdngung von M" (vgl. 1.8) ldBt sich zu einer Abbildung

7) Mir ist nicht bekannt, ob das eine echte Einschrinkung ist.

8) ,,Differenzierbar’’ bedeutet hier immer: beliebig oft differenzierbar.

%) Im allgemeinen ist die ,,voisinage tubulaire’* ein (nichttrivialer) Faserraum iiber
M. In unserem Fall ist der Faserraum trivial, weil M* als orientierbare Hyperfliche
in R+l zweiseitig ist.
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7:S"*1>SM" erweitern (das Komplement von U=M"x1I geht in den
Grundpunkt iiber), die offenbar den Grad 1 hat. Daraus und aus 6.3 Satz 3
folgt:

Jede einbettbare Mannigfaltigkeit ist sphirendhnlich.

Bemerkungen. 1. Hier wurde die Tatsache, daB M" eine Mannigfaltig-
keit ist (und nicht bloB eine Pseudomannigfaltigkeit) nur benutzt, um die
Existenz von U, d.h. die Moglichkeit, M"x I topologisch in R"*! einzulagern,
zu zeigen. Fir Pseudomannigfaltigkeiten P” gilt also: Ldgt sich P"X I topo-
logisch in R**1 einbetten, so ist P" spharendhnlich.

2. Es ist leicht zu zeigen, daB jedes Produkt von Sphéren einbettbar ist.
Man kénnte also 6.4 Satz 5 auch hier gewinnen.

7.2. Nicht jede sphirenihnliche Mannigfaltigkeit ist einbettbar, wie die
Linsenrdume (p, ¢) mit ungeradem p zeigen (vgl. 7.7). Es gilt jedoch:

Satz 12. Eine Mannigfaltigkeit M™* ist genau dann sphdrendhnlich, wenn
es eine einbettbare Mannigfaltigheit 'M™ gibt, die sich durch eine Abbildung
'M*—>M" vom Grade1 auf M" abbilden ligt.

Beweis. I. Haben 4:'M"—M" und g:M"—S" den Grad 1, so auch ihre
Zusammensetzung ‘g =gok. Ist ‘M" einbettbar, so ist es nach 7.1 sphéren-
dhnlich; nach Definition (s. Einleitung oder 1.1) ist also die induzierte Abbil-
dung der Homotopiemengen 'g* =h*og*:m, (V) —>n("M", V) fiir jeden Bild-
raum V monomorph. Folglich ist auch g* monomorph. Das zeigt, daB3 die
Bedingung fiir Sphirenidhnlichkeit hinreichend ist.

II. Wir setzen nun umgekehrt voraus, daB M” sphirendhnlich ist. Dann
gibt es nach 6.3 Satz 3 eine Abbildung S**'—SM" vom Grade 1. Statt SM"

benutzen wir hier besser die andere Art der Einhéingung SM* (vgl. 1.8) und

verzichten auf die Festlegung von Grundpunkten. SM" entsteht aus M"x I
durch Identifizieren von M”x0 und M"x1 zu je einem Punkt s_ bzw. s, .
Nach 1.8 Hilfssatz 5 ist SM” mit SM" homotopieiquivalent, also gibt es
auch eine Abbildung f':S"*1— SM" vom Grade1. SM"— {s_,s,} ist das
Produkt von M” mit einer offenen Strecke, die wir fiir den Augenblick durch
die euklidische Gerade R! reprisentieren. Wir wéhlen auf M" eine Differen-
zierbarkeitsstruktur8) und eine Metrik (im Sinne der Topologie, nicht Rie-
mannsche Metrik). Die Metrik sei etwa dadurch bestimmt, daB M" in einen
euklidischen Raum R™ geniigend hoher Dimension topologisch (nicht unbe-
dingt differenzierbar) eingebettet wird. Damit ist eine Differenzierbarkeits-
struktur auf SM"— {s_,s,}=M"xR! gegeben und eine Metrik g (die Pro-
duktmetrik mit der euklidischen Metrik von RY). Auch S"*'—fs_,s.}=
f'1(M" X RY) ist eine differenzierbare Mannigfaltigkeit (allerdings nicht kom-
pakt und eventuell nicht zusammenhingend). Nach STEENROD [1I] 6.7 gibt
es zu jedem &>>0 eine differenzierbare e-Approximation von 1 (M"xRY),
d.h. eine differenzierbare®) Abbildung

£ fUMP X RY) —> MPX RLC SM”
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mit g (f'(x), /(%)) <e fiir alle x€f'-1(M"x RY). Die Festsetzung f'(x) =f'(x)
fur alle x€f'1{s_,s,} erginzt /' zu einer stetigen Abbildung S"*!— SM*,
denn wegen g (f'(x), 1"(%)) <e strebt f"(x) zugleich mit f'(x) gegen s_ bzw. s, .
Wird & geniigend klein gewihlt, so ist f'=f'1), also hat mit f auch f” den
Grad 1.

Wir identifizieren M" mit M"x0C M"xR'C SM*. Nach THoM [15]
Th. .5 gibt es einen differenzierbaren Homé6omorphismus 4 von M*x R! auf
sich mit folgenden Eigenschaften:

a) h ist auBerhalb von {(y, §)| y€ M*, tc Ry, [¢| =<1} die Identitit.
b) % bildet yx R! fiir jedes y € M" in sich ab.

¢) Setzt man f=hof”, so besteht /1(M*) aus (einer oder mehreren) di-
ferenzierbaren Teilmannigfaltigkeiten ‘MY, i=1,2,..., q’, von S"*1,

Wegen a) 148t sich 4 durch die Festsetzungen h(s_)=s_, k(s,) =s, auf
ganz SM" und damit f auf S"*1 erweitern. Wegen b) ist =1 |man kann
(¥, %) mit &(y, t) in ¥y x R! durch eine Strecke verbinden]. Folglich ist f=~f";
/ hat daher ebenso wie f den Grad 1.

Zur Abkiirzung wird definiert

C.M"={(y,t)|yEM", <0} {s.}C SM*
C.M"={(y, )|y € M", t= 0} 0{s,} < SM
f=11 ).

Das Diagramm der Homologiegruppen

Hyia (S = Hyy (S, 3(CLM™) <= H, o ((C. M%), 13 (M%) — H, (/2 (M)
| | | i
H,o(SM") = H, (SM", C.M") < H, (€M% M) = H (uv,

in dem die vertikalen Homomorphismen durch die Abbildung f und ihre Ein-
schrinkungen, die horizontalen durch Injektionen bzw. durch den Randhomo-
morphismus induziert sind, ist kommutativ. Einige Homomorphismen sind
als Isomorphismen gekennzeichnet. DaB das richtig ist, folgt aus dem Aus-
schneidungssatz fiir die Homologiegruppen (,,excision property‘) bzw. aus
der Zusammenziehbarkeit von C_M" und C,M". Weil { den Grad 1 hat, ist
/ epimorph. Aus dem Diagramm ergibt sich, daB dann alle vertikalen Abbil-
dungen Epimorphismen sein miissen, insbesondere auch f*. Sind 7 und z
Erzeugende von H, ('M?) C H, (f* (M™) [vgl. oben c)] bzw. H,(M"), so gibt

10) Beweis. Nach Voraussetzung liegt M” in R™ und trigt die induzierte Metrik.
In naheliegender Weise 1Bt sich SM* so in R™+1 einbetten, daB die induzierte Metrik g

auf SMm_ {s_, s;}=Mnx R' durchweg kleiner ist als @. Es ist also erst recht
o(f(#), f'(x)) < e fiir alle ¥ € S*+1, Nun folgt die Behauptung aus Satz IT und III bei
ALEXANDROFF-HOPF [1] S. 343f.
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es demnach eine Linearkombination ) y;z mit

z ist durch die Orientierung von M" festgelegt; z, und damit die Orientierung
von 'M? wihlen wir so, daB y;=0 ist fiir alle 4.

Fiir jedes ¢ nehmen wir nun y; Exemplare von ‘M. Die Gesamtheit
dieser Mannigfaltigkeiten wird in der Form MF, j=1,2,...,q, neu durch-
numeriert; d.h. jedes M} ist ein ‘M, und jedes "M} kommt unter den M/
genau y;-mal vor. Wird

@ 0 =T\0ap = 11

gesetzt, und bezeichnet man die durch die Orientierung bestimmte Erzeugende
von H"(M!) mit z (=2 fir ein gewisses i), so kann man (1) in der Form

g .
) _Zl ) ==
=
schreiben.
Eine einbettbare Mannigfaltigkeit ‘M", die sich mit dem Grade 1 auf M”
abbilden 148t, erhilt man nun in der Form "Mr=MIOMyOM;D--- DMy
(Summe im Sinne von 6.5). Wir werden niamlich zeigen:

A) Man kann die Konstruktion von M @Mp®D--- DM (vgl.6.5) so aus-
fiihren, daf eine differenzierbare Teilmannigfaltigkeit 'M" des euklidischen
Rawmes R" entsteht.

B) Es gibt eine Abbildung 'M"—>M" vom Grade 1.

Beweis von A). Nach Konstruktion sind die Mannigfaltigkeiten M}
(='Mp fiir geeignetes 1) einbettbar. Wir legen sie disjunkt in den R**'. Um
zuniichst M? @ M$ zu bilden, wihlen wir auf M7 und M3 je eine (kleine)
abgeschlossene Vollkugel. Ihr Inneres sei die Zelle e (i=1,2). DaB sich
die Rinder von M7 — ¢ und My — ¢} iiberhaupt in R"*1 durch einen,,Schlauch®
S§*-1x I verbinden lassen, der topologisch eingelagert ist und abgesehen von
seinen Randsphiren, keine Punkte mit Mp Mg gemeinsam hat, ist klar.
Durch ,,Abrunden‘‘ an den Ansatzstellen sorgt man dafiir, daB eine differen-
zierbare Mannigfaltigkeit entsteht. Um wirklich M} @ M zu erhalten, mu8
man jedoch noch auf die Orientierungen achten: Wenn der Verbindungs-
schlauch S"1x I an M# ,von auBen‘‘ angesetzt wird, so wird durch die Orien-
tierungen festgélegt, ob er an M} ,,von aulen’ oder ,,von innen‘‘ angesetzt
werden muB. Je nachdem ob das eine oder andere der Fall ist, legen wir
M in das AuBen- oder Innengebiet von M7 (eventuell unter Abinderung der
zuerst gewihlten Einbettung). Dann sind auch die Orientierungsvorschriften
erfilllt. Analog wird (M} @ MZ') ® Mg aus M? @ M und My gebildet, und in
dieser Weise fortfahrend, ganz '‘M"=M;® Mz ©- @M als differenzierbare
Teilmannigfaltigkeit von R"** konstruiert.
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Beweis von B). Um die Vorstellung zu fixieren, wollen wir fiir die Zellen,
die bei der Konstruktion von

MroMy, (MoMp)oM;, ((MyPoM;)oeM;)oM,...
aus
My, MioMy, (MPOM:)OMs,...

herausgenommen werden, disjunkte Zellen auf My wahlen. Identifiziert man
dann in den ,,Verbindungsschlduchen* S*~'x I, die in 'M" auftreten, jeweils
die ,,mittlere Sphire” S""'x % zu einem Punkt, so entsteht ein Raum X,
den man aus der topologischen Summe M} + M§ +---- + M7 dadurch erhalten
kann, daB je ein Punkt m;€ M (j=2,3,...,¢) mit einem gewissen Punkt
my; € M} identifiziert wird. y:"M"— X sei die natiirliche Projektion. Setzt man
KD — {0 [vgl. (2)] und deformiert man f@ in 'f: M?—M" so, daB 'f% (m;) =
fD(my,) ist ((=2,3,...,9), so induzieren die 'f? zusammen (j=1,2,...,9)
eine Abbildung ¢:X—M", definiert durch |M!="f". oy’ M"—>M" hat
den Grad 1, denn sind z, 2’ und z; die durch die Orientierung bestimmten Er-
zeugenden von H,(M"), H,('M") bzw. H,(M}") CH,(X), so ist

Px s (2') = P (12 z,-) = Z "9 (z) = z]:f(;) (),

also nach (3)
Pxyx (2) = 2.

7.3. Bemerkung. Bekanntlich bedeutet die Existenz einer Abbildung
g:'M"—M" vom Grade 1 eine starke Einschrinkung fiir das Paar von Mannig-
faltigkeiten ('M”, M"). Wir heben hier zwei Punkte hervor (vgl. auch 7.5
Satz 15):

A) g induziert Epimorphismen der Homologie- und Monomorphismen der
Kohomologiegruppen (mit beliebigen Koeffizientengruppen).

Beweis. Sind gy: H,('M", G)— H,(M", G), g*:H'(M", G)—-H'(M", G)
die induzierten Homomorphismen der Homologie- bzw. Kohomologiegruppen,
so gilt fiir alle ¢ € H*(M", G), 2’ € H;("M", Z) (G ist irgendeine abelsche Gruppe,
Z die Gruppe der ganzen Zahlen):

(4) gx (g*(0)n2) = cngu ().

(Vgl. Gysix [5] (5.11), das n-Produkt ist eine bilineare Abbildung H Y(M", G) x
H,(M*, Z)— H;_;(M", G), die in gewisser Weise —s. [§] — durch die natiirliche
bilineare Abbildung GxZ -G induziert wird.) Ist 2’ speziell die durch die
Orientierung bestimmte Erzeugende von H, ('M", Z), so ist z =gy (¢') die durch
die Orientierung bestimmte Erzeugende von H,(M",Z). Die Zuordnung
¢—>cnz definiert einen Isomorphismus H(M*, G) - H,,_,(M", G) (Poincaréscher
Dualititssatz, vgl. [§] §6). Daher 1aBt sich jede Homologieklasse von M"
in der Form cnz schreiben, ist also nach (4) g4-Bild von g*(c)nz’, d.h. gy ist
epimorph. Aus g*(c)=0 folgt cnz=0 nach (4) und daraus ¢=0 nach dem
Poincaréschen Dualititssatz, d.h. g* ist monomorph.
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B) Ist '"M"* vom Homotopietyp der Sphire S*, so auch M".

Beweis. Ausden Voraussetzungen folgt, daB es eine Abbildung g’: S*—> M*
vom Grade 1 gibt. Ist M* eine Uberlagerung von M”, so 148t sich g :S"—>M"
in eine Abbildung §:S”—>Jl~l?‘ und die Projektion p:]VI”—>M” zerlegen (vgl.
z.B. STEENROD [11] 17.6). g'=p og kann nur dann den Grad 1 haben, wenn
M kompakt ist [denn sonst ist H, (M ")=0] und p den Grad + 1 hat. Dann
ist aber M" keine echte Uberlagerung von M", sondern p ist eine Homéoo-
morphie. Daraus folgt z,(M")=0. Nach A) ist g}: H,(S") — H,(M") epi-
morph und wegen der speziellen Struktur von H,(S") sogar isomorph. Folg-
lich ist ¢’ eine Homotopiedquivalenz (vgl. J. H. C. WHITEHEAD [18] Th. 3).

o]

7.4. Sei H*(X,Z,)= > H'(X, Z,) der Kohomologiering mod 2 des Rau-
—o

mes X. Das u-Produkt liéfert die multiplikative Struktur. Die Steenrodschen
Quadrate S¢':HY(X,Z,)—~H'"""(X,Z;)) (1=0,1,2,...) definieren additive
Endomorphismen S¢’ von H*(X, Z;) mit S¢° = Identitit und S¢' (H(X, Z 2)
=0 fiir i>g [vgl. FuBnote®) S.401]. Aus letzterem folgt, daB S¢'(c) fiir
ein festes ¢ € H*(X, Z,) nur fiir endlich viele ¢ von 0 verschieden ist. Man kann

o]
daher den Endomorphismus S¢= }} S¢’ bilden. Die Cartansche Produktfor-
i—o

mel [3] (5) besagt, daB Sq auch in bezug auf die multiplikative Struktur von
H*(X, Z,) ein Endomorphismus ist.

Fir jedes c¢ H*(X,Z,) bezeichne ¢, den homogenen Bestandteil vom
Grade ¢, d.h.

c=2¢, CcEHI(X,Z,).
q

Ist ¢=#=0 und ¢ die kleinste Zahl mit ¢,7F0, so gilt

(S9(0)g=(S"(c)), = ¢, % 0;
folglich ist S¢ monomorph.
Der Endomorphismus 14+ Sg= :.v; S¢' bildet § H'(X,Z,) in io H (X, Z,)
ab. Ist also H'(X, Z,) =0 fiir alle 2=>1 n, so ist (11:Z Sq)"tt=o. 1=]§:r111”ch Bino-
mialentwicklung der linken Seite folgt

n+1

Sqoz(n—v}-1) (Sq)"'lzl

r=1
und damit die Epimorphie von Sg. Zusammenfassend stellen wir fest:
Fiir einen Rawum X mit endlicher Kohomologiedimension (genauer: H' (X, Z,)
=0 fiir alle gentigend grofen i) ist Sq ein Ringautomorphismus von H *(X, Z,).

7.5. Nach Wu [23] 148t sich die Stiefel-Whitneysche Klasse einer Mannig-
faltigkeit M" folgendermaBen aus ihrem Kohomologiering mod 2 und dem
Automorphismus S¢ bestimmen:
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Ist w,CH'(M",Z,), so definiert die Zuordnung c,_,~u;uc,_; (c, ;€
H"~"(M", Z,)) einen Homomorphismus H"~*(M", Z,)—H"(M",Z,). Nach
dem Poincareschen Dualititssatz erhilt man auf diese Weise einen Isomor-
phismus zwischen H*(M",Z,) und der Gruppe der Homomorphismen von
H"*(M",Z,) in H*(M", Z,) = Z,. Sei nun u; dasjenige Element von H (M, Z,),
das dem Homomorphismus S¢': H*~*(M", Z,)—H" (M", Z,) entspricht, d.h.

w;uc,_;=Sq¢'(c,_;)  fir alle ¢, ,€ H"(M", Z,).

Wir bilden % = ) u;, das auch durch

(5) (woc),=(Sq(e),  fir alle c€ Hy(M", Z,)

definiert werden kann. (Wie in 7.4 bezeichnet der Index # den homogenen
Bestandteil vom Grade #.) Nach Wu [23] ist dann w= Sq(u) die Stiefel-

Whitneysche Klasse von M* (d.h. w = } w;, w,=1= Einselement des Koho-
i=0

mologierings, w;= Stiefel-Whitneysche Klasse der Dimension ¢ fiir > 0).
Fiir eine sphirenahnliche Mannigfaltigkeit M" ist nach 6.7 Folgerung 1:

(S9(0)n=1(S¢(c)), =c¢, fir alle c€ Hy(M",Z,),
also nach (5)
u=1 und w= Squ)=1.
Das zeigt:

Satz 13. Die Stiefel-Whitneysche Klasse w einer sphéirenihnlichen Mannig-
faltigkeit ist trivial (d.h. w=wy=1, w,=0 fiir 1>0).

Insbesondere verschwinden fiir sphirendhnliche Mannigfaltigkeiten alle
Stiefel-Whitneyschen ,,Zahlen, d.h. alle Elemente von H"(M", Z,) = Z,, die
sich im Kohomologiering H*(M", Z,) als Polynome in den Stiefel-Whitney-
schen Klassen w; darstellen lassen. Nach Trom [15] Th. IV.10 folgt daraus:

Satz 14. Jede sphirenihnliche Manwigfaltigkeit ist (im Sinme von THOM
[15] IV. 1) Rand mod 2 einer geeigneten berandeten Mannigfaltigheit.

Satz 13 hitte man statt aus 6.7 auch aus 7.2 Satz 12 folgern konnen:
Die Stiefel-Whitneysche Klasse einer einbettbaren Mannigfaltigkeit ist nimlich
triviall!), und es gilt:

Satz 15. Gibt es eine Abbildung g:'M"— M" vom Grade 1 und ist die Stiefel-
Whitneysche Klasse w' von 'M™ trivial, so auch die von M".

1) Beweis. Sei M" eine differenzierbare Teilmannigfaltigkeit von R#+1, w€ H*(M®,Z,)
ihre Stiefel-Whitneysche Klasse und w € H*(M", Z,) die Whitneysche Klasse des Faser-
raums der Normalenvektoren von M? in R#»+1, Da dieser Faserraum trivial ist, gilt
w=1. Nach der Whitneyschen Dualititsformel (s. Wu [22] Th.II) ist wuww=w die
Whitneysche Klasse des Faserraums der Tangentenvektoren von R#*1, eingeschrinkt
auf M». Dieser ist ebenfalls trivial, also w=1.

28*
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Beweis. Nach der beschriebenen Konstruktion von Wu ist »'= S q(u'),
wobei #’ durch eine zu (5) analoge Formel in ‘M” definiert ist. Aus der Vor-
aussetzung w’'=1 folgt #'=1, weil Sq ein Automorphismus ist (7.4); also

(6) (Sq(e))n= @' ve),=c, fir alle '€ H*(M*", Z,).

H*(M", Z,) wird nach 7.3.A) durch g* monomorph in H*('M*, Z,) abgebildet,
man kann also H*(M", Z,) mittels g* als Unterring in H *('M", Z,) einbetten.
Weil die S¢* Kohomologieoperationen sind (vgl. 6.7), ist S¢q mit dieser Ein-
bettung vertriglich, und aus (6) folgt insbesondere

(Sq(©)p=c, fir alle cc H*(M",Z,).

Bei der Berechnung der Stiefel-Whitneyschen Klasse w von M” nach der
Wuschen Methode ergibt sich also =1 [vgl. (5)] und w=S q(u) =1.

7.6. Das Postnikow-Quadrat py: H1(P3, G) — H?3 (P%, I'(G)), das in 6.8 ein
Kriterium fiir die Sphirendhnlichkeit dreidimensionaler Pseudomannigfaltig-
keiten P®lieferte (Satz 10), hangt im Spezialfall einer Mannigfaltigkeit P3= M3
eng mit den Verschlingungszahlen zusammen. Wir beschrianken uns auf den
Fall G=Z,, mit geradem m, was durch 6.9 gerechtfertigt wird.

Zundchst eine allgemeine Vorbemerkung (fiir die » nicht gerade zu sein
braucht): Die exakte Folge

0->2Z—~>72-2,—>0,

bei der die Injektion Z—Z durch Multiplikation mit m gebildet wird, induziert
fir jeden Raum X exakte Folgen der Homologie- bzw. Kohomologiegruppen,
in denen die Rand- bzw. Korandhomomorphismen

0, H(X,Z,)—~H;_,(X,2)

o, H'(X,Z,) > H*' (X, Z)
auftreten. Wird a€ H,(X, Z,) durch die ganzzahlige Kette @ mit 04 —mb
(d.h. @ ist ein Zykel mod m) reprisentiert, so ist d,,(a) die Homologieklasse
von b. Entsprechendes gilt fiir §,,.

Nun sei m gerade und a € HY(X, Z,,), reprasentiert durch die ganzzahlige
Kokette & mit 64 =mb. Dann ist Po(@) €H*Y (X, Z,,) die Kohomologie-
klasse von 4udd@ = m(ﬁuZ) (vgl.6.9). Andererseitsist aud,, (a) € H*7T1 (X, Z,)12)
die Kohomologieklasse von @ ub. Tst w:Z,—~Z,, die Multiplikation mit m

und wird ‘ '
e HY(X,Z,) -~ H' (X, Z,,,)

durch g induziert, so gilt also

(7) Po(a) = pux (a8,,(a)).

1%) Hier wird das w-Produkt einer Kohomologieklasse mod # mit einer ganzzahligen
Kohomologieklasse gebildet. Dem liegt die natiirliche Paarung Z,,xZ—>Z, in den
Koeffizientengruppen zugrunde.
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Falls X =M3 eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist, 1iBt sich der
Ausdruck alud,, (at), at € H (M3, Z,,) leicht dualisieren und fithrt dann zu den
Verschlingungszahlen. Bei den Isomorphismen b:H!(M3,Z)—H,_;(M3, Z)
bzw. b:H!(M3, Z,)—>H,_;(M3, Z,) des Poincaréschen Dualititssatzes gehen
w-Produkte in Schnitte von Homologieklassen (vgl. GvsiN [5] (6.11)) und
d,, geht in 9,, tiber (denn benutzt man zur Berechnung der Homologie- und
Kohomologiegruppen duale Zellteilungen von M3, so ist der Randoperator 0
dem Korandoperator 6 dual). Folglich ist

8) b (a1 0,(a) = & (b(a)), 8,0 (@) - o, @€ HY(M3,Z,).

Mit & bezeichnen wir die Schnittzahl sowohl von Ketten als auch von Homo-
logieklassen. In (8) handelt es sich um die Schnittzahl zwischen einer Homo-
logieklasse mod m und einer ganzzahligen Homologieklasse; das Ergebnis ist
also eine Zahl mod m. ¢, ist die Homologieklasse mod m eines Punktes von
M3, Ist ¢ die durch die Orientierung bestimmte Erzeugende von H3 (M3, Z ),
so gilt b (c®) =c¢,, und aus (8) folgt weiter

) @b, (@) =S (b(al), 9,0(a) -3, @€ HY(MB,Z,).

Zu zwei Elementen a,, b, € H; (M3, Z) mit endlicher Ordnung gehort eine
Verschlingungszahl B (a,, b;). Sie ist eine rationale Zahl mod 1 und wird fol-
gendermaBen definiert: Seien a,, l;l punktfremde (singuldre) Zykel, die a,
bzw. b, reprisentieren, und sei dd,=ma,. (Weil a; endliche Ordnung haben
sollte, gibt es eine 2-Kette @, und eine ganze Zahl m mit dieser Eigenschaft.)

Dann wird

(10) Bag, by) = &(dy, b) mod 1

gesetzt, und man zeigt, daB B (a,, b;) mod 1 von den getroffenen Auswahlen
unabhingig ist (vgl. SEIFERT-THRELFALL [9] §77). Ist ay,€ H,(M3, Z,) die
Homologieklasse mod m von @,, so gilt 9,,(a,) =a, nach Definition von 0,
also kann man (10) auch in der Form

(11) B (9,,(ay), b)) = —- - & (ay, b;) mod 1

m
schreiben. Damit geht (9) iiber in
(12)  atud, (@) =m-B(9,0(aY),d,b(a)) -  a€H (M3 Z,).

Zusammen mit (7) stellt das eine Beziehung zwischen dem Postnikow-Quadrat
und der ,,Eigenverschiingung'‘ von Elementen aus H, (M3, Z) her. Im Hinblick
auf das genannte Kriterium fiir die Sphiarendhnlichkeit einer dreidimensionalen
Pseudomannigfaltigkeit (6.8 Satz 10, 6.9 Satz 11) formulieren wir ausdriicklich:

Satz 16. Fiir eine Mannigfaltigkeit M3 verschwindet das Postnikow-Quadrat
Po(Zu) : HY (M3, Zy2) > HY (M, Zyesa)
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genaudann, wenn fiir die Eigenverschlingung B (a,, a,) der Elemente a, € Hy(M?3,2)
mit endlicher Ordnung gilt:

(13) 2*7'-B(a,a)=0mod1 fir alle a,€ H, (M? 2) mit 2*.a, — 0.

[Man beachte: 2*. B(a;, a)=0mod 1 ist fiir die in (13) betrachteten
Elemente @, immer erfiillt, weil man bei der Definition (10) von B(ay, a)
m =2* nehmen kann.]

Beweis von Satz16. pg(ay) € H3(M3, Zy.) verschwindet nach (7) genau
dann, wenn

(14) atud, (@) =0mod2  (m =2

ist, denn puy:H3(M3, Zy) =Zgp—> H3 (M3, Zyin1) = Zyi ist die Multiplikation
mit m=2* (14) ist nach (12) mit

241 8(8,,0(a?), 9,0 (a") = 0mod 1

dquivalent. Es geniigt daher zu zeigen, dafB 0,,0(aY) genau die Elemente
a, € Hy (M3, Z) mit m - a=0 durchlduft. Das ergibt sich aber sofort aus der
Definition von &,,, wenn man beriicksichtigt, daB b ein Isomorphismus ist.

7.7. HANTZSCHE gibt in [6] Satz 4 eine notwendige Bedingung fiir die
Einbettbarkeit einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M3 in den euklidi-
schen Raum R% an:

M3 ist hichstens dann einbettbar, wenn die Torsionsgruppe von H, (M3, Z)
direkte Summe zweier isomorpher Gruppen ist.

Daraus folgt, daB die dreidimensionalen Linsenriume (p, g) (Vgl. SEIFERT-
THRELFALL [9] S. 210, p, ¢ sind teilerfremde natiirliche Zahlen mit 0 =¢= %)

nicht einbettbar sind, denn H, ((p, g), Z) ist zyklisch von der Ordnung p. Die
Linsenrdume (p, ¢) mit ungeradem  sind aber sphirenihnlich: Das Postnikow-
Quadrat po(Zy):H ((p, 9), Zgr)—>H? ((, g), Zyen1) verschwindet in ihnen fiir
jedes k, weil H'((p,q), Zo) = 0 ist. Nach 6.9 Satz 11 verschwindet p,(G)
dann auch fiir jede andere Koeffizientengruppe G, und daraus folgt die
Sphédrendhnlichkeit (6.8 Satz 10). Es gibt also sphireniahnliche Mannigfaltig-
keiten, die nicht einbettbar sind.

Die Linsenrdume (p, g) mit geradem p sind dagegen auch nicht sphéren-
dhnlich: Fiir ein erzeugendes Element b von H, ((p, 9),Z) gilt B, b) =

+ %mod 1 (s. [9] S.279). Ist p=2".7, r=ungerade und a=r- b, so folgt

1. B(a,a) =+ 21. ’:;‘1 =+ "% % omod1
(weil ¢ ungerade ist). Andererseits ist 2*-a=p-b=0, also kann Do (Zat)
nicht verschwinden (7.6 Satz 16) und der Linsenraum (p, ¢) nicht sphédren-
dhnlich sein (6.8 Satz 10). Auch die Summe M3 zweier Linsenriume (#,9)
und (p, ¢') mit geradem p (Summe im Sinne von 6.5) ist nicht sphirenihnlich
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(6.5 Satz 7) und daher nicht einbettbar (7.1). Die Bedingung von HANTZSCHE
ist dagegen fiir M?® erfiilllt. Man gewinnt also aus unseren Untersuchungen
notwendige Bedingungen fiir Einbettbarkeit, die in manchen Fillen schirfer
sind als die von HANTzscHE. (Allerdings wird bei HANTZSCHE nicht voraus-
gesetzt, daB es sich um differenzierbare Mannigfaltigkeiten und differenzier-
bare Einbettungen handeln soll.)
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