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Minkowskische Einheiten 
und Verschlingungsinvarianten von Knoten. 

Von 

S. D. Puppe in Heidelberg. 

Einleitung. 

FOr das Isotopieproblem der Knotentheorie wurden bisher zwei 
Methoden mit Erfolg augewandt,  um die Verschiedenheit yon Knoten 
mit gleicher Knotengruppe, insbesondere yon einander spiegelbildlichen 
Knoten, nachzuweisen. Die erste, auf GOERITZ [1] 1) zuriickgehende 
Methode beruht auf den MINKOWSKIsehen Einheiten der quadratischen 
Form eines Knotens, die zweite bentttzt die yon SEIFERT [5] einge- 
ffihrten Verschlingungsinvarianten von Uberlagerungen des Knoten- 
aul~enraumes. Es sind Beispiele bekannt, bei denen die Unterschei- 
dung zweier Knoten durch die Verschlingungsinvarianten mSglich ist~ 
wghrend ihre MINKOWSKISChen Einheiten tibereinstimmen (SEIFERT [6] 
S. 92). Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, .zu zeigen, dal~ das Um- 
gekehrte nicht m6glich ist, sondern dal~ die MINKOWSKISChen Einheiten 
dutch die Verschlingungsinvarianten der zweifachen zyklischen ~'rber- 
lagerung bestimmt sind und sich aus ihnen bereehnen lassen. 

K a p i g e l  I. 

Minkowskisehe Einheiten. 

w 
Zahlentheoretisehe Hilfsmittei. 

Wir  beginnen mit der Zusammenstellung einiger Definitionen und 
S~tze aus der elementaren Zahlentheorie. Die Beweise f indet  man in 
den entsprechenden Lehrbiichern (vgl. etwa LANDAU [2]). Sofern niehts 
Besonderes gesagt ist ,  ednd die auftretenden GrSlten ganze Zalflen 
oder ganzzahlige Matrizen. 

Ist p eine Primzahl ~ 2 und n ~ 0 (mod p), so ist das LF.~ENI)RE: 
sche Restsymbol definiert durch 

(1) i --1,  wenn das nielit d e r  Fall ist. 

1) Die Zahlen in .eckigen Klammern verweisen auf alas Literaturverzeichnis 
am Sclflul~ der Arbeit. 
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Es gilt dann:  

(3) Aus 

Ist  n > 0 , A  ~ (a~,~) eine symmetr ische quadrat isehe Matrix u n d x  --~ (x,,) 
eine variable Spalt% so he is t  

2 ~ i  
- -  ~' A x  

(4) G~(A) = ~ e '~ 
x m o d  n 

die GAusssehe Summe yon A (bzw. v o n d e r  durch A bes t immten q u a -  
drat ischen Form x ' A  x) zum Modul n. Bei der Summat ion  sollen die 
x~ unabh~ngig voneinander  ein vollst~tndiges Res tsys tem rood n durch- 
laufen, also e twa die Zahlen yon 0 bis n -  1. 

S/~tze und Formeln tiber GAvsssche Summen:  
Geht B aus A durch unimodulare  Transformat ion  hervor,  d. h. ist 

S ' A S  = B r u i t  ]SI ~ + 1 ,  so gilt 

(5) = G.(B). 

(6) Ist A ~ B (mod n), so gil t  6 , (A)  = 6 , (B) .  

(0 A' 0 ) gilt G,(A)----G,(AO.G,,(A,) .  (7) Fill" A : _ A ,  

Ftir ~ > t ' ~ 0  i s t  
(8) Gpt (pV a) = Gpt - t, (a). pV 

w o  a als einreihige Matrix aufzufassen ist und p wieder  eine Prim- 
zahl ~= 2 bedeutet .  

Wenn a ,  0 (rood p) ist, so gilt wel ter  
t 

(9) Gpt(a) = " p t  ~-lt .~ 
(rood 2) 

�9 [p 2 .Gp(a), t ~  l ( m o d 2 ) ,  

(10) G , ( a ) =  ( ~ ) G , ( I ) ,  
/ l ' r - ~  l ( m o d 4 )  

(11) Gv(l) : ,o(p).Vp mit o ( r ) = / i ,  r ~ 3 (mod 4). 

Minkowskische Einheiten einer quadratisdlen Form. 

Bei MINKOW~KL [3] wird einer quadrat ischen Form ftir jede Prim- 
zab! p eine Zahl C~ ~ _+ 1 zugeordnet ,  und es wird gezeigt, daf~ diese 
Zahlen gegentiber rat ionalen Transformat ionen in:cariant sind. Ftir 
(lie Anwendung in der Knotentheor ie  scheidet C, ganz aus ,  und es 
gentigt zu wissen, da[.~ die anderen Cp gegentiber unimodularen Trans- 
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formationen invariant sind. Der Einfachheit halber besehriinken wir 
uns von vornherein auf den Fall p 4= 2 und den Nachweis der letzt: 
genannten Eigenschaft. 

Sei A eine ganzzahlige symmetrische Matrix mit tA] =~ 0. Wir be- 
zeichnen mit m z re(A) die Reihenzahl von A und (ftir e ine  Prim- 
zahl p =I= 2) mit ca = cap (A) dfin Exponenten yon p in der Primfaktor- 
zerlegung yon [AI. t sei in folgendem immer eine gerade Zahl >0 ,  
und u n t e r  Q(r ) i s t  die in (l l) definierte Funktion zu verstehen. Es  
'wird dann zun~chst die Zahl 

1 
1 --  -- (mr + a}) 

(12) = . % , ( a )  

eingeftihrt. Aus (5) entnimmt man, daf~ C~(A) bereits eine Invariante 
gegeniiber unimodularen Transformationen yon A ist; denn es ist 
I A], damit cop(A) und offenbar auch re(A) invariant. Ferner folgt fiir 
zwei Matrizen A , B  mit gleicher Reihenzahl aus A ~ B (rood pV) die 
gleiche Kongruenz fiir die Determinanten: IAI ~ IB] (mod pV). Daraus 
ergibt sieh ca (A)=  ca(B) fiir v >ca(A), und wenn auch v ~ t gilt, ist 
nach (6) C ~ ( A ) =  C~(B). C~(A) ist also zweitens invariant bei Er- 
setzung yon A durch eine rood pV kongruente Matrix, vorausgesetzt  
daB v gentigend grol~ ist. _Diese beiden Eigenschaften gestattan as, 
den allgemeinen Fai l  auf den Fall, dal~ A eir/e Diagonalmatrix ist , 
zuriiekzuftihren. Dadurch wird die Abhgngigkeit yon dam Parameter 
t in natfir]icher Weise beseitigt und ein einfaehes Bereehnungsvar- 
fahren fiir die C~ angegeban werden kSnnen. Es dient dazu folgender 

H i l f s s a t z  1. F//r jedes v > 0 gibt es eine unimodulare Matrix S, 
so da~ 

S' A S ~ D (mod p~') 

und D ei~e Diagonalmatrix ist. 
B e w e i s .  Ftir r e ( A ) =  1 ist niehts zu beweisen, sei also m(A)> l :  

Ist A ~---p~.A und leistet S fiir .4 das Geforderte,  so auch fiir A, 
es geniigt also, den Nachweis ftir A e> 0 (rood p) zu ftihren. Man kann 
annehmen, daf~ es in der Hauptdiagonale yon A ein Element a,.,,~ 0 
(rood p) gibt;  denn andernfalls betrachte man irgendein nicht dureh 
p teilbares Element a,,,. Addiert man die ~-te Spalte zur v-ten und 
dann die #-te Zeile zur v-ten (das ist eine unimodulare Transforma- 
tion), so wird a~,~ dutch a,,,, + 2 a,:,, + a,u ~ 0 (mod p) ersetzt ~). Dem- 
nach kann a,,, falls es nicht sehon selbst prim zu p ist, immer dutch 
Zeilen- und Spaltenvertauschung in ein nicht durch p teilbares Ele- 
ment iibergefiihrt werden. Dies wird als gesehehen angenommen. 
Addiert man dann die mit x multiplizierte erste Spalte zur /c-tan 
und anschlieBend die mit x multiplizierte erste Zeile z.ur k-ten (k> 1), 
so tritt a,,. x + a,,,: an die Stelle von a,k und a~, ( =  a,k). Wird fiir x 

2,) An d ie se r  St elle g e h t  die V o r a u s s e t z u n ~ '  p =[= 2 e n t s c h e i d e n d  ein. 

3* 
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eine L6sung yon a,,. x + a,k----0 (rood p~) gew/~hlt und der ProzeB ftir 
alle k > 1 durchgefiihrt, so erh~lt man 

(0" O)  (m~ mit unim~ S' A S =-- A, 

Dureh Induktionssehlug folgt die Behauptung. 
Far  eine DiagonMmatrix kann Cry mit Hilfe der Formeln (7)--(11) 

explizit bereehnet werden. Es gilt n~tmlieh: 
H i l f s s a t z  ~. 1st D = (c~,p~6~,.), c~ ~ O (mod p) und t>Maxco,, ,  

so ist 

(13) Cry(D) = ( ) 
wv ~- 1 (rood 2) 

mit. 

(14)' ,o _ e(_~w)- p 

ca =----ca(D)~---~co,,, Z ~--Anzaht  der ungeraden co,, (&,:~ ist bier das 

K~oNEcKEn-Symbol, und [r] bedeutet  die gr6Bte ganze Zahl <__ r). 
B e w e i s .  

Gd(D) = I ]  Gv'(c,'P '~ = H Gvt-~v(c,)P '~ naeh (7) u. (8) 
IJ  .}, 

~,--- ~mod 2) p[ (t+o~,). OJv ~ tH(mod 2) Gp (c,,) p{ ( t + ~ -  1) naeh (9) 

p-~- (,,l +,,,) . Q (p)X . [[.  ( ) ) .  naeh (10)u.  (11) 
oJv ~ 1 (rood 2) 

Nach Definition von C~ ist das schon die Behauptung, wobei ffir O 
der erste der beiden angegebenen Ausdrticke steht; die grbereinstim- 
mung mit dem zweiten best~ttigt man durch Fallunterscheidung. 

Offenbar ist Cry(D) unabh~ngig von t ffir a l le  t>Maxca,,~ Zu- 

sammen mit dem Hilfssatz 1 folgt daraus allgemein 
H il f s s a t z 3. Fi~r beliebiges A ist C~ (A) unabhdngig von t :i~r 

alle t > co(A). 
B e w e i s .  Ist h > co(A), i ~ 1, 2, so gibt es nach Hilfssatz 1 eine 

Diagonalmatrix D, so dal~ S ' A S  ~ - D  (modp ti+t'~) gilt mit unimodu- 
', (A) larem S. Naeh den Bemerkungen im Anschlul3 an (12) ist C~ 

----= C~ (D); C~ (D) u n d  U~;~ (D) stimmen abet" wie eben gezeigt tiberein 
(da h >  co(A) = co(D) >= Max ca, ist). 

l ,  

t)ieses Ergebnis berechtigt zff der endgiiltigen D e f in  i t io n : 

C v(A) C~ (A) mit t > co(A). 

Cp(A) wird (lie MINKOWSKIsche Einheit von A zur Primzahl p genannt. 
(Da[~ C~(A) tats~tchlieh eine Einheit, d. h. = :t:1 ist, folgt aus Hilfs- 
satz 2 zusammen mit Hilfssat~ 1.) 
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Es ist Mar, wie sich die F.~igenschaften yon Ctp(A) auf C~(A) iiber- 
t ragen.  Wit  fassen nochmals  zusammen:  

S a t z 1. Cp (A) ist invariant gegeniiber unimodularen Transforma- 
tionen von A and fi~r hinreichend gro~es v gegenigber Ersetzung von 
A durch eine too4 pv kongruente Matrix. Dabei geniggt es, da~ v >= t o 
gilt, wo to die kleinste gerade Zahl > ro(A ) ist. 

S a t z  2. Man kann Cp(A) berechnen, indem man mit v >= t o nach 
Hilfssatz 1 ein D = (cl.p~t~,,,,) ~ S ' A S  (mod p';) bestimmt, und man 
erhalt 

toy ~ I ( r ood  2)  

(vgl. (13) und (14)), speziell 

c~( ,4)  = 1 f/~r 1,41 �9 o (mod p). 
Von en tsche idender  Bcdeu tung  in der Knoten theor ie  ist ferner  

S a t z  3. Ist A = ( A 1  0 ) ,  A., t% (Ai) = coi, so gilt  

Cp(.4)' = (-- 1) �88 ( p O ) l ~ i ) ( p V ,  a _  1 ) .  Cp(A,) . Cp(A,),  

speziell  C,(A) ~- Cp(A,) /i~r IaJ ~ 0 (mod p). 
B e w e i s .  Mit m ( A ~ ) =  mil und gentigend grolSem t gilt nach der 

Definition yon  Cp 

1 -~,, ((,,~ + ,~ ) t  + ~o, + o,~)) - Uvt(A,)~ . Up ~(A._.) (vgi. (7)) ( ; ,  (A) = q (p,o) �9 p 

= 0 (p_,o_,)_: o ( p ~ , ) .  c,, (a,). (:,, ( & ) .  

�9 o ~ Dutch  l~allunterseheldm~ e e rkenn t  man die {rbereinstimmung dieses 
Koeft izienten mit dcm i n  der Beha.uptung angegebenen.  Die spezielle 
Fo lgerung  ergibt  sieh sofort,  wenn man Cp(A.J = 1 and co., := 0 beaehtet .  

Wit" zeigen zum Sehlul~ , dab diese Definition von Up mit der bei 
CxOER1TZ [1] und REIDEMElSTEII [4] (8. 28) t ibereinstimmt, die durch fol- 
gende Vorsehrif t  gegeben ist: 

Man t ransformiere  A rat ional  in B ---= D (mod p") mit 

(~< ~ s g~,, I g,,, == -~ = c,, -~: 0 (rood p) 
~c,.p, v > m - -  a, 

und setz.e 

(17) c,,(~4) = G(D-)  = ( ~(- 
l ) / ,..--m--;,.q-l. P " 

Fiir den Beweis, (ta15 dicse Vorschrif t  immer atusfiilfl'lmr Jst mad zu  
keinen Widerspri ichen fiihrt, wird auf M1NI,:OWSKI [3] verwiesen.  

Wir erhal ten bier retch Satz 2 
I ) . l  

(18) Cp(A) = C,(D) .... 11 i, ' 
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wenn S ' A S  ~--D (mod p~+"), D-- (c~p~d , ,~ , )  ist m)d wenn man die 
offenbar erlaubte Annahme macht, dal~ gerade die letzten ~, ~ 1 (mod 2) 
sind. Setzt: man 

[~o,,j 
R = ( p - q -  ~,,,.), 

so e r g i b t  sieh aus  A dureh rationale Transformation 

B ---- R ' S ' A S R .  

Es ist B =-- D(modp'~), wo D die in (16) geforderte Gestalt hat. Die 
dort angegebene Vorsehrift (17) liefert mit diesem D gerade dasselbe 
wie (18). 

w  

Die quadratisehe Form eines Knotens. 

Untcr einer Knotenlinie wird hier ein geschlossenes, doppelpunkt- 
freies, orientiertes Polygon in dam (durch einen unendlich fernen 
Punkt) zur 3-SphSre S ~ geschlossenen dreidimensionalen eukiidischen 
Raum R ~ verstanden. Dabe i  sei in R '~ eine bestimmte Orientierung 
festgelegt .  Zwei Kn0tenlinien heigen isotop, we nn sie dutch kombi- 
natorische Deformationen (REIDEMEISTER [4]) ineinander tibergeftihrt 
werden kSnnen. Ein Knoten ist e ine !sotopieklasse yon Knotentinien. 

Ist ~ eine Knotenlinie,  so betr~chten wit Projektionen yon ~ auf 
Ebenen E von R'~ die so orientiert werden, dag sie zusammen mit 
der Projektionsrichtung einen fest vorgegebenen Schraubsinn im R ~ 
bestimmen. Eine solche Projektion heiigt regul~tr ~(REIDEMEISTER [4]), 
wenn die Doppelpunkte des entstehenden Polygons ~([) htiehstens 
zweifacli sind Und inneren Punkten  der Kanten von ~ entsprechen; 

ihre Anzahl ist dann sicher endlieh. Es gibt zu 
~ ~ s  j ~ f z ~  jeder Knotenlinie regul~tre Projektionen. ~(~) heiBt 

normiert, wenn bei jedem Doppelpunkt  D der tiber- 
kreuzende Bogen gekennzei'ehnet ist. 

Einer regul~tren normierten Knotenprojekt ion 
-wird naeh GOERITZ [1] folgendermagen eine symme- 
trisehe Matrix und damit eine quadratisehe Form 
zugeordnet : 

Die GebSete, in die E dutch z(~) zerlegt wird, 
lassen sieh auf g e n a u  eine Weise se in zwei Klas- 
sen a und fi einteilen, dag zwei Gebiete derselben 
Klasse h6cflstens Doppelpunkte yon g(t) als ge- Fig. 1. 
meinsame Randpunkte  haben. Es sei ~ die Klasse, 

zu der d a s  Augengebiet Go yon ~(~) geh6rt ;  die iibrigen a-@ebiete 
werden mit G , , . . . ,  Gh bezeichnet. In einem Doppelpunkt D von ~(~) 
stogen vier Gebiete aneinander (Fig. 1), yon denen  j e  zwei gegen- 
iiberliegende zur gleichen Klasse geh(iren (sie sind nicht notwendig 
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voneinander verschieden) .  Ist vD die Drehung um D, die die tiber- 
kreuzende Strecke so in die unterkreuzende tiberffihrt, da~ sie dabei in 
der Umgebung yon D nur die a-Gebiete tiberstreicht, so wird definiert: 

/0, wenn in D ein a-Gebiet an sich anstiil]t, 
(D) ~ / ~ -  1 0der -- 1 je nachdem, ob vD in E positiv oder negativ 

ist, wenn die beiden a-Gebiete verschieden sind. 
Mit q,i--~ ~ ~(D), summiert fiber alle mit G~ inzidenten D ,  

qi~---- ~ - - 7  (D), summiert tiber alle zugleich mit Gi und G, inzi- 
denten D (i ~ k) ,  

ist Q ~- (qi,), i, k ~- 1, . . . ,  h die gesuehte Matrix. 
Es l aftt sich zeigen (GOERITZ [1]), dab man die Veranderungen yon 

Q, d i e  der t~bergang zu einer anderen Projektion von,[  oder zu e iner  
isotopefi Knotenlinie bewirkt, durch geeignete Verkntipfung von Ope- 
rationen der folgenden Art erhalten kann:  

(0 0) 1. Q geht tiber in Q = Q~ mit IQ, I--~ -+ 1 ,  

2. Q geht tiber in Q = S 'QS  mit unimodularem SI 
Ferner ist immer 

I Q t :i: 0 3). 
Nach w 2 ist also Cp(Q) definiert, und aus den S~ttzen 1 und 3 

ergibt :sich, daft bei den obigen Operationen 

Cp (q) ---~ Cp (q) 
gilt. Cp(Q) ist daher eine Knoteninvariante. Wit nennen sie MINKOWS- 
KIsche Einheit oder auch MINKOWSKISche Invariante des Knotens. 

K a p i t e l  II. 

Verschlingungsinvarianten. 

w 
Abstrakte Gruppen mit Verschlingung. 

Im Anschlul5 a n  S~.IFERT [5] wird der BegriO einer Gruppe mit 
Verschlingung eingeftihrt. Die Anwendung dieses Begriffs auf die 
Torsionsgruppe ~ einer orientierbaren dreidimensionalen Manni~faltig- 
keit (w 2) liefert die Verschlingungsinvaria'nten. 

Sei (~ eine e-ndliche ABELSChe Gruppe. Wir nennen ein Erzeugenden- 
system b ~ (b~) eine Basis yon @, wenn (~ die direkte Summe der 
yon d e n  b~ erzeugten zyktischen Untergruppen ist und w.enn ftir di~ 
0rdnungen ci yon b~ gilt c,+1------0(modc~). Die Zahlen ci sind dann 
bekanntlich durch $ eindeutig bestimmt. Sie m6gen (ira Hinblick auf die 
topologische Anwendung) als Torsionskoeffizienten bezeichnet werden.- 

3) Tatsgchlich ist I QI sogar immer ungerade. 
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D e f i n i t i o n .  (~ heil~t Gruppe mit Ver~ch[ingung - -  odor Kfirzer 
V=Gruppe - - ,  wenn ~ eine endliche Am~Lschc Gruppe ist u,~,~ ,~v,m 
fiir a, b E (g eine Funk t ion  V(a, b) definiert  ist, deren Werte I,:Ia~,, .... 
ra t ionaler  Zahlen rood 1 sind mid die folgenden Axiome~i genug t :  
V,: Y(a, b) = V(O, a) 
V~: V ( a + b ,  c) = V(a, c ) + V ( b ,  c) 
V.~: Es gibt zwei Basen (bi), (1)i) yon 63, genann t  duale Basen, so da[.~ 

V (&, b~) = ~, d,k 

ist, wo ci die Torsionskoeff iz ienten v o n @  sind~). Dabei bedeu te t  }: 
fiir rat.ionales r die Klasse rood 1. 

Einige einfache Fo lgerungen  sind:  

(1) V(c, a + b) ----- V(c, a) § V(c, b), 

(9.) v ( o ,  a) = v ( a ,  o) = 6. 

8ind a und fl die  Ordnungeh  von a bzw. b und bezeiehnet  (a, fl) ihren 
grSf~ten gemeinsamen Teller,  so gilt 

(3) (a, fl). Y(a, b) = 0. 

B e w e i s .  (l) und (9.) e rgeben  sich unmit te lbar  aus V, und V~. Bei 
(3) ist nach (2) a.  V(a, b) - -  [~. V(a, b) ~--- (), und da (a, fl) sich als ganz- 
zahlige Linearkombinat ion  von a und fl dars te l len l~gt, folgt die Behaup- 
tung.  

Das Ergebnis  yon Smt:'t~RT{5J ist die folgende Charakter i s ie rung 
t ier  m0gliehen Versehl ingungen (V-Oruppen-Strukturen / einer endl iehen 
A~ELschen Gruppe | Die hier nicht  ausgefi ihr ten Beweise finder man 
in dieser Arbeit.  

Sei @ eine Gruppe mit Verschlingung.  Wir zerlegen 1~ in eine direkte  
Summe yon Pr imzahlpotenzgruppen  (d. h. yon Gruppen,  deren  Elemente  
nu t  Potenzen  einer festen Primzahl  ats Ordnung haben), was bekannt -  
lieh - -  abgesehen yon der Reihenfolge - -  auf genau eine Weise 
m6glieh ist. Sei p Nne Primzahl  =4= 9, und | die zugeh0rige Gruppe 
dieser Zerlegung. Ihre Torsionskoeff iz ienten habcn die Form p% wobei 
etwa 

(4) 0 < e, ---~ . . . .  e,, < e , ,+~ =- . . . .  e,,,-< e , . 2 + ~  . . . . . .  < . . . .  G , .  

~) V8 ist gquivalent mit dot vom algebraischen Standpunkt einfacheren ~'or- 
derung (vgl. [8], [9]) 

V~: Zu jedem aE@ mit a=l=0 gibt es ein b, so dal~ V(a,b)=l ='0. 
Hier wurde trotzdem V 3 vorgezogen, um die Darstellung m6glich~t eng an 

SEIFm~r [5] ansciiliegen zu kSnnen und well bei der Torsionsgruppe einer Mamfig- 
faltigkeit der Pm~caRF,-VauLV, Nsche Dualitgtssatz direkt auf V~ ffihrt (vgl. II w 2). 
{?brigens ist V 3 bzw. V~ nut fiir den Beweis von (6) erforderlich. 
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gilt. I s t  (&) eine Basis yon @V und ( V ( & ,  b~)) -~- ~1, m eine rationale 
Matri-x, so unterteilen wit M den Zahlen v,, . . . ,  v~ entsprechend in 
Teihnatrizen und erhalten naeh (3) 

. . .  

! 

(5) M = M " P - %  M = p - %  M,,p % ]  
�9 5 

! 
- -  - - ' g l '  Mr, p % M,.,p '- . . .  Mr~p-% ] 

wo die M ganzzahlig sind. Wegen V, ist M symnmtriseh, man kann 
daher dasselbe yon M annehmen. 

Aus V~ l~l~t sioh 
(6) tM.I o (rood p) 
folgel'n, und. eine Unterbuehung der mSgliehen Basen yon (~p lehrt 

It i l f s s a t z 4. Der quadratische Res tcharakter  yon  [ Mii] beziiglich 
p, also die Zahl 

l) / 
ist u**abhangig yon der speziellen Basis (b d und u~abhiingiq yon der 
Wahl  von M allein durch die Str~uktur der V-Gruppe @ best immt.  

Dementsprechend werden einer V-Gruppe ~ Verschlingungsinvari- 
anten I0~ zugeordnet dutch die 

D e f i n i t i o n .  

1, wenn p~ nicht untcr den Torsionskoeffizienten 
yon ~7, vorkommt, 

lop~((~)--~ ]I / ,Mu[ ] wenn e ~- e, i (wo e,.i und Mu nach (5)best immt 
l i  p / '  wird). 

Dureh diese GrSften ist die Struktur  yon ~ tats~tehlich in gewissem 
Sinn bestimmt; es gilt n~tmlieh 

S a tz 4. 1st ~ eine V-Gruppe,  (lie keine Elemente  der Ordnung 2 
enthdl t, so ist ihre S t ruk tur  dutch  die gew6tlnliche Gruppens t ruk tur  
und durch die Verschl ingungsinvar ianten  eindeutig best immt.  

Wir werden yon diesem Satz keinen Gebrauch machen und gehen 
deshMb nicht auf seinen Beweis ein. Es sei jedoeh bemerkt ,  daft der 
folgende Hilfssatz, den wit hier mit Rticksicht auf eine Anwendung 
in Kapitel III ableiten, einen wichtigen Schritt zu diesem Beweis dar- 
stellt (vgl. [5] S. 821 f.). 

H il f s s a t  z 5. 1st b ~-(hi)  irgendeine Basis yon ~p ,  so kann man 
eine Basis b = (1)i) finden, die mit  b du tch  e i n e u n i m o d u l a r e  Matrix F 
zusammenh~ngt ,  b ~ Fb ,  und  fi~r die 

V (b~, b~i --- l) mit  O ~- Diagonalmatrix ,  also D -~- (d~ p--e! CYik), 
gilt. 
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B e w e i s .  b wird schrittweise i n b  tibergefiihrt dutch folgende Ope- 
rationen : 

1. bi bleibt ffir i ~ v, b~ wird durch b, + b, ersetzt mit ~ < v. 
2. bi bleibt ftir i =l= v, b~ wird durch b~ + p~,,-~bt~ ersetzt mit p >v.  
3. b~ bleibt ftir i.=~ v, ~, b~ und b ,  werden vertauscht mit solchem 

v, ~, dal~ e~ ~ e,~, dab also v und ~ in demselben Intervall  (vi, Vi+l) 
liegen. 

Jede dieser Operationen ftihrt b wieder in eine Basis fiber, und die 

zugeh(irigen Matrizen F sind unimodular. Ist (V(bi ,  bk)) ~ /~, so erh~tlt 
man aus M entsprechen~le Matrizen,fiir die neuen Basen, indem m~n 
bei  1. nacheinander die ~-te Spalte zur v-ten und die g-te Zeile zur 

v-ten addiert, 

bei 2. die mit p~,,,-~, multiplizierte ~-te Spalte und Zeile (analog i )  
zur v-ten addiert, 

bei 3. die v-re und /~-te Zeile und Spalte miteinander vertauscht. 

Sei nun U gemi~fl (5) zerlegt (und sYmmetrisch ). Gibt es Jn M H = (m~k) 
e in  m~ ~ 0(rood p), s o  kann man ~s durch die Operation 3. an die 
Stelle yon m ,  bringen; andernfalls gibt es wegen (6) ein m,, = m,.~ ~ 0 
(mod p), und die Anwendung der~ Operation 2. mit v"----1 bringt 
m~ + 2m,~ + m ~  ~ 0~mod p) an die Stelle von m , .  Man kann also 
m .  ~ 0 (rood p) annehmen, x:maliges Anwenden von 1. mit ~ ---- i suk- 
zessiv ffi~" alle v > 1  fiihrt bei geeigneter Wahl yon x die Matrix M 
in e ine  Matrix der Form 

fiber," wo G ganzzahlig ist und M* wieder  die Eigenschaften von M 
besitzt. Durch Induktionsschlufl f01gt, dafl M mit Hilfe der 0perationen 1. 
bis 3. in ein M ~ D (rood 1) mit D ----- Diagonalmatrix tiberfiihrbar ist. 
Die Basis b, zu der man auf diese Weise gelangt, hat offenbar die 
geforderten Eigenschaften. 

2r 

Die Torsionsgruppe ~ einer Mannigfahigkeit ~j~3 
als Gruppe mit Verschlingung. 

Sei !!J~ a eine dreidimensionale orientierte Mannigfaltigkeit. Um in 
i h r e r  Torsionsgruppe ~:' der Dimension 1 eine Verschlingung im Sinne 
von w 1 dieses Kapi te ls  einzuffihren, sei da ran  erinnert, dafl zwei 
punktfremden divisions-nullhomologen singul~ren"l-Ketten A 1, B ' in !rJ~ 8 
eine rationale Zahl V(A',  B ~) als Verschlingungszahl zugeordnet ist 
(SEIFERT-TtIRF~LFALL [7] S. 277). Ftir diese Zahlen gilt: 
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v (A', B') = V (B', A'). 
2. V ( A ' +  B', C ' ) =  V(A', C')+ V(B', C'). 
3. Es gibt in ~)~' zwei Torsionsbasen (B~) und (Bi), so dal~ 

v(B , B-~) =---~ ~i~ gilt, mit c~-----Ordnung yon S~ und Bl. (Diese 

Eigenschaft  ist ein Tell des POINCARE-VEBLmqsehen Dualitgtssatzes, 
vgl. [7] S. 253). 

4. Aus A ' , ~  'A' und B ' -~  'B' folgt V ( A ' , B ' ) ~  V('A', 'B')(mod 1). 
Danach ist  Mar, dab die Festsetzung 

V (a, b ) ~  V (A', B.'), 

wo a, b C X' und A', B' punktfremde Reprgsentante n yon a bzw. b 
sind, die Gruppe ~'  zu.einer V-Gruppe macht ; die Eigenschaft 4. sichert 
die Eindeutigkeit  der Definition, und 1. his 3. liefert die Axiome V,--V, .  

Die V-Gruppe %' ist allein durch die topo!ogische Struktur  und 
d i e  Orientierung yon ~ s  definiert; also sind die Verschlingungs- 
invarianten Vp~(~P) zugleich Invarianten der orientierten Mann!gfaltig- 
keit. I nsbesondere gilt das ffir den Fall, dal~ ~ eine ~berlagerung 
des Au~enraumes einer Knotenlinie ~ in einer 3-Sphgre S ~ ist. Da die 
kombinatorischen Knotendeformationen durch orientierungserhaltende 
topologische Abbildungen der S ~ auf sich bewirkt werden kSnnen, sind 
die t~p~ auch Invar ianten des Knotens. 

Nach SEIFEaT [6] kSnnen die Verschlingungsinvarianten der z:~kli- 
schen Knotentiberlagerungen berechnet werden, und zwar erhttlt man 
([6] S. 100) fiir die zweifache ~3berlagerung ~ ]  den 

S a t  z 5. Die Torsionsgruppe ?:' yon !)~ besitzt ein Erzeugendensystem 
q-----(qi) mit d e n  definierenden Relationen Q q = 0 und der Verschlin- 

gung (V (q~, qk)) ---- ~-'~-1 wobei Q die Matrix einer quadratischen Form 
des Knotens ist. e ist +1 oder --1, je nachdem wie sich die Orien- 
tierung von ~J~] zu dem bei der Definition yon Q zuqrundegelegten 
Schraubsinn (I w 3) verhdlt. 

Dieses Ergebnis weist deut l ich  auf einen engen Zusammenhang 
hin z~dsehen den Verschlingungsinvarianten yon ~ und den MINK0WSKI- 
schen Einheiten, eine Vermutung,  die in dem nun folgenden Kapitel III  
bestatigt  wird. 

K a p i t e l  I I I .  

Bestimmung der Minkowskisehen Einheiten 
aus den Verschlingungsinvarianten 

der zweifachen (Jberlagerung des Knotenauflenraumes. 

Ankntipfend an den Schlul~ des vorigen Kapitels, w~hlen wir die 
Orientierung yon ~j~ so, dab in Satz 5 e----+ 1 wird. Dann liegt 
folgendes Problem vor:  
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Gegeben ist eine V-Gruppe ~ durch ([QI :#: 0) 

(1) ~/---~ (q~), i = 1 , . . . ,  h, Q q  -~- O, (V(q~,  qk)) ~ Q-'.  

Es sollen die C~,(Q) aus den 0~(~'), berechnet  werden.  
Vereinfachung durch Einfiihrung eines neuen Er- E r s t e r  Schr i t t .  

zeugendensystems.  
Sei 

$ 

die Zerlegung von ~ '  in Primzahlpotenzgruppen.  Wir bezeichnen mit ]a 
diejenige Matrix,.die in der~Hauptdiagonale der Reihe nach die Torsions- 
koeffizienten der ~pj und sonst  lauter  Nullen enth~ilt. Mit geeigneten 
Einhei tsmatr izen E kann man .erreichen, dal~ 

Q , : ( Q  O) und P l = ( O  E 0) 

gleiche Reihenzahl m haben. Die yon 1 verschiedenen Elementar te i ler  
yon P u n d  Q sind die Torsionskoeffizienten yon %', a l so  haben Q, 
und P, gleiche E!ementarteiler .  und es gibt unimodulare Mati'izen R, S, 
so da$ 
(2)  Q, = R P ,  S 
ist. 

Kommt die Primzahl p, ffir die Cp berechnet  werden  soll, unter  
den Ps nicht vor~ so ist ]Q] ~ _+IF] ~ 0 (modp), also nach Satz 2 

Cp(Q) = 1. 

Wit schliel]en diesen Fall yon jetzt  ab aus und kOnnen p ~ p, annehmen. 
Erg~i, n zt man q formal zu einer m-zeiligen Spalte q'~ so is t  dieselbe 

V-Gruppe ~ '  gegebe~ dutch 

(U) q' - -  (q,), i =- 1, : .  . ,  m,  Q, q' ~ -  O, (V(q~,qz:))~-Q~" 

und~ wenn b ~ ~- S q '  gesetzt  wird (S nach (2) bestimmt), auch dutch  

(4) b' ~--- (b~), P , b '  ~ O, (V(b~, be)) ~ r  

Nach Definition von P,  bilden die ersten b~ - -  die entsprechende 
Teilspalte yon b' sei b --~ (bi), i ----- 1, . . . ,  n~, - -  eine Basis yon ~:p, ~---~p. 
Nach Hilfssatz 5 g i b t  es ein unimodulares  / ' ,  so dais fiir die Basis 

= g i l t  

(5) (V(b~,  bk)) = 5 ,  D = (d ip  - ~  ~k), i~ k : =  1 , . . . ,  np, 

wo p*~ die Torsionskoeffizienten von ~p sind. Hieraus wird ~ , , (~ ' )  
bestimmt. Es ist nach Definition 

(6) t ~ p ~ -  l-[ da. und t~,~= 1 far e 4  =e~, i~---1, . r, 

wcnn wic in II (4) 0 < e~ . . . . .  e~.~ < e ~ + l . .  < ..- e~, und v o = 0 is t. 
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Anderersei ts  wird 

so gebildet, 
Dann ist 

(7) 
mit 
(s) M, 

o) 
da~ F, +77-reihig wirdl und F, b' ----1)' ----- (b+) gesetzt. 

V (bi, b k ) -  ~l, 

- - F ,  SQ-[ 'S 'F~,  d . h .  M-[ '=:F ' , - 'S ' - 'Q ,S: - 'F~ ' ,  

und nach den S~tzen 3 und 1 folgt 

(9) Cv (Q) = Cp (Q,) - -  Cv ( i [ ' ) .  

Damit  ist das Problem auf  die Berechnung von Cp(M:') reduziert.  
Zwei ter  Schritt .  Unter.suchung yon M:'. 
Unter te i l t  man M, zwischen der nv-ten und r ip+ 1-ten Zeile und 

Spalte, so ergibt sich 

wobei wegen (7) und II (3+) U ganzzahlig ist und die Elemente  von N 
die Primzahl p nieht  im Nenner enthal ten.  Wegen (5) ist 

(11) M = D (mod 1). 

Die Determinantente i ler  yon M2 ~ st immen naeh (g) mit denen yon Q, 
und. naeh (2) aueh mit denen von P, iiberein. Speziell ist 

(12) J = [M~-'~ = -r:_ IP, I = pZ~id, d =e 0 (rood p), 

(13) .J~_.p ~ 0  (mod p), 

wenn mit J~: der gr5fite g+meinsame Teiler aller k-reihtgen Unter- 
de terminanten  bezeichnet wird. 

Wir setzen MT' - -  A - -  (a+,~), M, --~ (m++)p und es sei  M+~, die Matrix, 
die aus M, durch S t r e i ehen  der v-ten Zeile und /~-ten Spalte hervor- 
geht. Dann ist bekan~itlich 

Hieraus e rg ib t  sJch 

l (mod p") 
(14) - o i (,nod p o) 

( (rood p+~+ ~,~') 

ffir v_< n~, 

fiir # ~ nv, 

fiir v, ~ t ~ n p ,  v # ~ t .  

In der Ta t  enth~tlt M,, in den Nennern seiner Elemente  als Potenzen 
yon p nur  die pe+ je e i n m a l , , u n d  zwar ftir v ~ n v  oder # ~ n p  nur  
die pei mit i 4= v bzw. i 4= 9 und fiir v, g <__ np stogar nu t  die mit i 4= v 
und i # ~, Da J nach (12) durch v z~ teilbar ist, folgt die Behauptung.  
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Streicht m a n  in A die up ersten Zeilen und  Spalten, so gilt ftir 
die ents tehende Matrix A~p 

(15) IA~I @ 0 (modp). 

W~re das n~mlich ~Jicht der Fall, so  w~tren wegen (14) alle ( m - n ~ ) -  
reihigen Unterde terminanten  yon ,4 durch p tei lbar im Widerspruch 
z u  

Wegen M~ A ~- E ist ~ m~ a ~  - -  1. Ftir v ~ np, ~, ~: ~ ist m~, n a c h  
/z 

(10) und (l l) ganz und nach (14) a , ~ -  0 (modp~);  also ist 

1 ~ ~ m ~  a ~  m~,, a.,  (rood p). 
# 

Nach (11) und (5) ist m~, ~ d~p -~  (mod.1)~ und es  folgt 

(16) d~,a,~p .... - -= l (modp)  fiir v ~ n ~ .  

Dritter Schritt.  Bes t immung yon C~(,4). 
H i 1 f s s a t z 6. Is t A irgendeine ganzzahlige ~ymmetrische Matrix 

mi t  den Eigenschaften (14), (15) und (16) und v > 0 ,  so gibt es ein 
unimodulares S, so da/3 

( C O )  
S'AS=--- 0 T (modp~), C - -  ( c i p " ~ ) ,  i, k = 1 , .  , n~, 

d, c~ --= 1 .(rood p) und I TI �9 0 (rood p) 
ist. 

B e w e i s .  E s  gentigt offenbar, den Beweis fiir gentigeud grol3e v 
zu fiihren. Wir nehmen v > co(A) ~ Ze~ an. Die Kons t ruk t ion  geschieht  
dann nach  dem tiblichen Ausr~umverfahren.  Wi t  w~hlen x so, dab 
all x +  a m -- 0 (rood pV) wird. ) a s  ist m6glich, da a11 und a,~ dutch pel 
teilbar sind und ali p-~l ~ 0 (modp)l is t .  Addier t  man die mit x multi- 
plizierte erste Spalte  zur ~-ten, so wird a, ,  durch a ~ , x +  air ersetzt.  
Dabei bleiben die Eigenschaf ten (14), (15), und (16) erhalten. Wir b e s t ~ t i g e n  
d a s  im Einzelnen:  

(14), ist ftir t~>np klar  und fo lg t  fiir t~.~ np daraus,  d a b  dann 
x -- 0 (mod pe,,) ist. 

(15): A~p i~ndert sich bei t~ ~ np gar nicht und wird sonst  dutch 
eine (modp) kongruente  Matrix ersetzt.  

(i6)= E s  ist nur e twas  zu beweise~,  wenn t~ ~ np ist;  dann wird 
am, durch a~,,x+ a~, t, ersetzt,  und es gilt 

d~ (a:,, x + a~)  p-e,, --_ d~a~,~ p-e,  (rood pe,) ~ 1 (rood p). 

Addier t  man nun die mit x multipiizierte ers,te Zeile zur / l - ten ,  so gilt 
das gleiche, und man hat!ira g a n z e n  eine unimodulare  Transformat ion  
ausgefiihrt .  Geschieht  das sukzessiv  fiir alle t~ > 1, so, erh~ilt man 

s, As___(ol  �9 o:) 
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wobei  A' wieder den Vorausse tzungen  genfigt. Durch Ind,uktion ergibt  
sich die Beh.auptung. 

Aus deri in I w 2 hergele i te ten  Eigenschaf ten  yon-Cp (S.atz 1--3)  
folgt 

C - -  C p ( C )  = o "  C~(A) = C~ 0 ~,,~ od~) 

und damit  

ev ~ 1 (mod) 

denn 

Kehren wi t  wieder  speziell zu A ~ Mi --1 zurtick, so lehrt d e r  
Vergleich von (17) mit (6) und (9)  

(18) C~(Q) = O" Y[ o/(~'). 
e =-- 1 (rood 2) 

Diese Formel  gilt offenbar auch ffir den oben aUsgeschlossenen Fall, 
dag eine Gruppe ~;p in der Zer legung von ~1 g a r  nicht vorl~ommt 
(0 = 1 wegea  ~t = 0 vgl. ! (14)), und wit  erhMten als Ergebnis  

, S~ttz 6. Die MZNKOWSKzschen Einheiten eines Knotens sind dutch 
.die Torsivnskoeffizienten und die Verschlingungsinvarianten der z~ei- 
fachen zyklischen ~berlagerung bestimmt, und zwar gi l t  bei geeigneter 
Festsetzung der Orientierungen (E = + 1 in Satz 5) 

Cp = l-[ ~/; 
\ P ] e ~  l(mod2} 

dabei ist ~ die Anzahl der Torsionskoeffizienten, die die Primzahl p 
in ungerader Potenz enthalten. 
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