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Minkowskische Einheiten
und Verschlingungsinvarianten von Knoten.

Von

S. D. Puppe in Heidelberg.

Einleitung.

Fiir das Isotopieproblem der Knotentheorie wurden bisher zwei
Methoden mit Erfolg angewandt, um die Verschiedenheit von Knoten
mit gleicher Knotengruppe, insbesondere von einander spiegelbildlichen
Knoten, nachzuweisen. Die erste, auf Gocgritz [1]) zuriickgehende
Methode beruht auf den Minkowskischen Einheiten der quadratischen
Form eines Knotens, die zweite benutzt die von Seirert [5] einge-
fiihrten Verschlingungsinvarianten von Uberlagerungen des Knoten-
auBenraumes. Es sind Beispiele bekannt, bei denen die Unterschei-
dung zweier Knoten durch die Verschlingungsinvarianten moglich ist,
wihrend ihre Mivkowskischen Einheiten iibereinstimmen (SEiFerT [6]
S. 92). Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, zu zeigen, daB das Um-
gekehrte nicht mdglich ist, sondern daf} die Mixkowskischen Einheiten
durch die Verschlingungsinvarianten der zweifachen zyklischen Uber-
lagerung bestimmt sind und sich aus ihnen berechnen lassen.

Kapitel L
Minkowskische Einheiten.

§ 1.

Zahlentheoretische Hilfsmittel.

“Wir beginnen mit der Zusammenstellung einiger Definitionen und .
Sitze aus der elementaren Zahlentheorie. Die Beweise findet man in
den entsprechenden Lehrbiichern (vgl. etwa Lanpnav [2]). Sofern nichts
Besonderes gesagt ist, sind die auftretenden GroBlen ganze Zahlen
oder ganzzahlige Matrizen.

Ist p eine Primzahl == 2 und n == 0 (mod p), so ist das LEGENDRE-
sche Restsymbol definiert durch

(ﬂ) | 1, wenn n.= 2’ (mod p) losbar ist,
2/ |—1, wenn das nicht der. Fall ist.

(1

1) Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis
am Schluf§ der Arbeit.
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Es gilt dann:

? () = (5)-(5).

( ) 2 p p
- R R 1

(3) Aus n, = n, (mod p) folgt (p) = (p)

Ist n>0,4 == (a,,) eine symmetrische quadratische Matrix und z = (z,)

eine variable Spalte, so heifit

27 ds

4) G, ()= 3 e”

2 mod n

die Gausssche Summe von 4 (bzw. von der durch 4 bestimmten qua-
dratischen Form 2z’ 4 %) zum Modul ». Bei der Summation sollen die
z, unabhingig voneinander ein vollstindiges Restsystem mod » durech-
laufen, also etwa die Zahlen von 0 bis n — 1.

Sitze und Formeln iiber Gausssche Summen:
~ Geht B aus 4 durch unimodulare Transformation hervor, d. h. ist
S48 = B mit |S] = +1, so gilt

(5) G.(4) = G,(B).
6) Ist 4 = B (mod n), so gilt G,(4) = G,(B).
™) Fur 4 = () gilt G,(4) = Gul4)- G4y,

Fir £>¢ =0 ist
) Gp('a) = Gy —v(a) 1",
wo a als einreihige Matrix aufzufassen ist und p wieder eine Prim-
zahl == 2 bedeutet.

Wenn a == 0 (mod p) ist, so gilt weiter

Ip‘ﬁ’, t = 0 (mod 2)

N _ t—1

) Gyla) = lp 2 -Gpla), t =1 (mod 2),

(10) Gyla) = (5) G (D) |

(11) Go(1) = o(p)- Vp mit o(r) = @1 i 2223 3

g 2.

Minkowskische Einheiten einer quadratischen Form.

Bei Mivkowski [3] wird einer quadratischen Form fiir jede Prim-
zahl p eine Zahl Cp = + 1 zugeordnet, und es wird gezeigt, dall diese
Zahlen gegeniiber rationalen Transformationen invariant sind. Fir
die Anwendung in der Knotentheorie scheidet €, ganz aus, und es
geniigt zu wissen, daB die anderen C, gegeniiber unimodularen Trans-
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formationen invariant sind. Der Einfachheit halber beschrinken wir
uns von vornherein auf den Fall p == 2 und den Nachweis der letzt-
genannten Eigenschaft.

Sei 4 eine ganzzahlige symmetrische Matrix mit {4| &= 0. Wir be-
zeichnen mit m = m(A4) die Reihenzahl von 4 und (fiir eine Prim-
zahl p & 2) mit ® = w,(4) den Exponenten von p in der Primfaktor-
zerlegung von |4|. ¢ sei in folvendem immer eine gerade Zahl > 0,
und unter o(r) ist die in (11) definierte Funktion zu verstehen. Es
‘wird dann zunichst die Zahl

- —l- mi -+

12 )= iy Ty

eingefiihrt. Aus (5) entnimmt man, dafi C; (4) bereits eine Invariante
gegeniiber unimodularen Transformationen von A4 ist: denn es ist
|Al, damit op(4) und offenbar auch m(4) invariant. Ferner folgt fiir
zwei Matrizen 4, B mit gleicher Reihenzahl aus 4 = B (mod p°) die
gleiche Kongruenz fiur die Determinanten: | 4| = |B] (mod g°. Daraus
ergibt sich @(4) = w(B) fiir v > a(4), und wenn auch » > ¢ gilt, ist
nach (6) C,(4) = C,(B). C,(4) ist also zweitens invariant bei Er-
setzung von 4 durch eine mod p° kongruente Matrix, vorausgesetzt
daf v geniigend grof ist. Diese beiden Eigenschaften gestatten es,
den allgemeinen -Fall auf den Fall, dal 4 eine Diagonalmatrix ist,
zuriickzufiihren. Dadurch wird die Abbhingigkeit von dem Parameter
¢ in natiirlicher Weise beseitigt und ein einfaches Berechnungsver-
fahren fiir die €}, angegeben werden konnen. Es dient dazu folgender

Hilfssatz 1. Fir jedes v >0 gibt es eine unimodulare Matriz S,
so dap

S'AS = D (mod p*)

und. D eine Dingonalmatriz ist.
Beweis. Fiir m(4) = 1 ist nichts zu beweisen, sei also m(4)> 1.

Ist 4 =p"-4 und leistet S fiir 4 das Geforderte, so auch fiir A,
es geniigt also, den Nachweis fiir 4 == 0 (mod p) zu fiihren. Man kann
annehmen, daf es in der Hauptdiagonale von 4 ein Element ay, =0
(nod p) gibt; denn andernfalls betrachte man irgendein nicht durch
p teilbares Llement a,,. Addiert man die u-te Spalte zur »-ten und
dann die p-te Zeile zur »-ten (das ist eine unimodulare Transforma-
tion), so wird @,, durch @, + 2a,, + @u = 0 (mod p) ersetzt %). Dem-
nach kann a,,, falls es nicht schon selbst prim zu p ist, immer durch
Zeilen- und Spaltenvertauschung in ein nicht durch p teilbares Ele-
ment tbergefithrt werden. Dies wird als geschehen angenommen.
Addiert man dann die mit z multiplizierte erste Spalte zur %-ten
und anschlieBend die mit 2 multiplizierte erste Zeile zur k-ten (k> 1),
so tritt a,,-x + a,; an die Stelle von @, und e, (= a,). Wird fiir z

%) An dieser Stelle geht die Voraussetzung p 4 2 entscheidend ein.
g%
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eine Losung von @,,-z+ a, = 0 (mod p*) gewihlt und der Prozel fiir
alle %> 1 durchgefiihrt, so erhilt man

a, 0
0 4,

Durch InduktionsschiuB folgt die Behauptung.

Fiir eine Diagonalmatrix kann C, mit Hilfe der Formeln: (7)—(11)
explizit berechnet werden. Es gilt nimlich:

Hilfssatz 2. Ist D == (¢, p** ), ¢ = 0 (mod p) und t > Max o,,

S48 = ( ) (mod p”) mit unimodularem S.

so ist
13 CL(D) = =3
(18) » (D) waall—(!nodz)(f’)
ik
mi [i]
” oo (=)
T el P

a = o{D)= > o, L= Anzahl der ungeraden v, {0, ist hier das

KRONECKER—Symb‘Ol, und [r} bedeuté_t die grofte ganze Zahl < 7).

Beweis.
G,i(D) = [ Gp(crp®) = [T Gpt—ev(cy)p nach (7) u. (8)
— : p% ¢ta) | : Gy (c)) pr.gr ¢+o—1  nach (9)
oy = 0 (mod 2} wyp =1 (mod 2)

— p%_(mt-}—a))_g(p);. ,(,:1‘) nach (]0) u. (11)

Wy = il_('!;nodz)(p
Nach Definition von Ch ist das schon die Behauptung, wobei fir ¢
der erste der beiden angegebenen Ausdriicke steht; die Ubereinstim-
mung mit dem zweiten bestitigt man durch Fallunterscheidung.
Offenbar ist Ch(D) unabhiingig von ¢ fiir "alle ¢> Maxw,. Zu-

sammen mit dem Hilfssatz 1 folgt daraus allgemein

Hilfssatz 8. Fir beliebiges A ist Ch(A) unabhingiq wvon t fiir
alle t> w(A). ’

Beweis. Ist &> w(d), i =1, 2, so gibt es nach Hilfssatz 1 eine
Diagonalmatrix D, so daB S'48 = D (mod p" +%) gilt mit unimodn-
larem S. Nach den Bemerkungen im AnschluBl an (12) ist C;‘ (4)
= C4(D); Ci(D) und C%(D) stimmen aber wie eben gezeigt iiberein
(da t;> w(A) = o(D) = Max o, ist).

Dieses Ergebnis berechtigt zu der endgiiltigen Definition:
Cp(d) = Cp(4) mit > o(4).

Cp(A) wird die Mixkowskische Einbeit von 4 zur Primzahl p genannt.
(Dafl Cp(A4) tatsichlich eine Einheit, d. h. = 41 ist, folgt aus Hilfs-
satz 2 zusammen mit Hilfssatz 1.)
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Es ist klar, wie sich die Eigenschaften von Cj(4) auf Cyp(d4) iiber-
tragen. Wir fassen nochmals zusammen:

Satz 1. Cp(d4) ist invariant gegeniiber unimodularen Transforma-
tionen von A und fiir hinreichend grofies v gegeniiber Ersetzung von
A durch eine mod p° kongruente Matrixz. Dabei geniigt es, daff v = t,
yilt, wo t, die kleinste gerade Zahl > o(A4) ist.

Satz 2. Man kann Cp(A4) berechnen, indem man mit v = t, nach
Hilfssatz 1 ein D = (¢, p®0,) = S’ A S (mod p*) bestimmi, und man
erhalt

Cold) =D =e T (%)
wy=1(mod 2}
(vgl. (13) und (14)), speziell
Cp(d) =1 tir |A] = 0 (mod p).
Von entscheidender Bedeutung in der Knotentheorie ist ferner

Satz 3. Ist A = (gll ?4), wp(4:) = w;, so gilt
1 (p®1 . Wy __ .
()= (YOI G4 Cy (),
speziell Cp(A) = Cy(A,) fir |4,] = 0 (mod p). -
Beweis. Mit m(4;) = m; und geniigend grofiem ¢ gilt nach der
Definition von Cp '

1 — 1 (n1 g 1oy + @ ' v _
Cold) = gy 2 2T G Gt (gl (D)
. epe-elper) ¢
- g(pml—i—wz) C?’(Al) (’I’(‘-‘;)'

Durch Fallunterscheidung erkennt man die Ubereinstimmung dieses
Koeftizienten mit dem in der Behauptung angegebenen. Die spezielle
Folgerung ergibt sich sofort, wenn man (',(4,) =1 und o, = 0 beachtet.

Wir zeigen zum SchluB, daB diese Definition von Cp, mit der bei
Goeritz [1] und Rewsmerster (4] (3. 28) iibereinstimmt, die durch fol-
gende Vorschrift gegeben ist:

Man transformiere 4 rational in B = D (mod p*) mit
(16) D = (ddy), d.= {E”’ v=moh ¢, % 0 (mod p)

Copy  V>I—A,

und setze

(17) @w:@m:(“M) (%),

P vz 1\

Fiir den Beweis, dafl diese Vorsehrift immer ausfiihrbar ist und zu
keinen Widerspriichen fithrt, wird auf Minkowsk: |3] verwiesen.
Wir erhalten hier nach Satz 2

[21

(1) “@:@Wﬁﬁikfmﬁwﬁm
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wenn 8’48 = D (mod p*+2), D == (¢, p**d,,) ist und wenn man die
offenbar erlaubte Annahme macht, daff gerade die letzten @, = 1 (mod 2)
sind. Setzt man

R— [%la,)

so ergibt sich aus 4 durch rationale Transformation
B==R'S'ASR.

Es ist B = D (mod p*), wo D die in (16) geforderte Gestalt hat. Die

dort angegebene Vorschrift (17) liefert mit diesem D gerade dasselbe
wie (18).

Die quadratische Form eines Knotens.

Unter einer Knotenlinie wird hier ein geschlossenes, doppelpunkt-
freies, orientiertes Polygon in dem (durch einen unendlich fernen
Punkt} zur 3-Sphire S° geschlossenen dreidimensionalen euklidischen
Raum R® verstanden. Dabei sei in R* eine bestimmte Orientierung
festgelegt. Zwel Knotenlinien heiBen isotop, wenn sie durch kombi-
natorische Deformationen (REmeMEisTER [4]) ineinander iibergefiihrt
werden konnen. Ein Knoten ist eine Isotopieklasse von Knotenlinien.

Ist £ eine Knotenlinie, so betrachten wir Projektionen von f auf
Ebenen E von R’ die so orientiert werden, daf sie zusammen mit
der Projektionsrichtung einen fest vorgegebenen Schraubsinn im R*
bestimmen. Eine solche Projektion heift regulir (REipEMEISTER [4]),
wenn die Doppelpunkte des entstehenden Polygons =(f) hochstens
zweifach sind und inneren Punkten der Kanten von I entsprechen;
' ihre Anzahl ist dann sicher endlich. Es gibt zu
jeder Knotenlinie regulire Projektionen. = (f) heifit
normiert, wenn bei jedem Doppelpunkt D der iiber-
kreuzende Bogen gekennzeichnet ist.

Einer regulidren normierten Knotenprojektion
wird nach Gogritz [1] folgendermafien eine symme-
trische Matrix und damit eine quadratische Form
zugeordnet: )

Die Gehiste, in die E durch =(f) zerlegt wird,
lassen sich auf genau eine Weise so in zwel Klas-
sen « und f einteilen, daBl zwei Gebiete derselben
Klasse hochstens Doppelpunkte von =z(f) als ge-
meinsame Randpunkte haben. Es sei « die Klasse,
zu der das Auflengebiet G, von =(f) gehort; die ilibrigen «-Gebiete
werden mit G, ..., Gy bezeichnet. In einem Doppelpunkt D von =(f)
stoBen vier Gebiete aneinander (Fig. 1), von denen je zwei gegen-
tiberliegende zur gleichen Klasse gehdren (sie sind nicht notwendig

Fig. 1.
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voneinander verschieden). Ist 7p die Drehung um D, die die tiber-
kreuzende Strecke so in die unterkreuzende iiberfiihrt, daf sie dabei in
der Umgebung von D nur die «-Gebiete iiberstreicht, so wird definiert:

(D) = {0, wenn in D ein a-Gebiet an sich anstoBt,
K +1 oder —1 je nachdem, ob 7p in E positiv oder negativ
ist, wenn die beiden «-Gebiete verschieden sind. '
Mit ¢i = > (D), summiert iiber alle mit G; inzidenten D,
g = >, — (D), summiert tiber alle zugleich mit G; und G inzi-
denten D (i = k),
ist Q= (qu), ,k=1,...,h die gesuchte Matrix.
Es 146t 's‘ich zeigen (GOEmTz (1]),-daB man die Verdnderungen von
Q, die der Ubergang zu einer anderen Projektion von.f oder zu einer
isdtoperi Knotenlinie bewirkt, durch geeignete Verkniipfung von Ope-
rationen der folgenden Art erhalten kann:
1. Q geht iiber in Q = ((? Q()) mit [Q,| = +1,
2. @ geht tber in Q= S’ QS mit unimodularem S.
Ferner ist immer
|Qf == 0%).
Nach § 2 ist also C,(Q) definiert, und aus den Sidtzer 1 und 3
ergibt sich, daB bei den obigen Operationen

Cr(Q) = Cp(Q)
gilt. Cp(Q) ist daher eine Knoteninvariante. Wir nennen sie MINKOWs-
kis¢he Einheit oder auch Mmvkowskisehe Invariante des Knotens.

Kapitel IL

Verschlingungsinvarianten.

§ 1.
Abstrakté Gruppen mit Verschlingung.

Im AnschluB an Sewrert [B] wird der Begriff einer Gruppe mit
Verschlingung eingefiihrt. Die Anwendung dieses Begriffs auf die
Torsionsgruppe T einer orientierbaren dreidimensionalen Mannigfaltig-
keit (§2) liefert die Verschlingungsinvarianten.

Sei @ eine endliche ABeLsche Gruppe. Wir nennen ein Erzeugenden-
system b = (b;) eine Basis von ®, wenn & die direkte Summe der
von den. b; erzeugten zyklischen Untergruppen ist und wenn fiir dic
Ordnungen c¢; von b; gilt ¢iyq = 0(mod ¢;). Die Zahlen ¢; sind dann
bekanntlich durch @ eindeutig bestimmt. Sie mogen (im Hinblick auf die
topologische Anwendung) als Torsionskoeffizienten bezeichnet werden.

%) Tats#ichlich ist | @| sogar immer ungerade.
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Definition. & heit Gruppe mit Verschlingung — oder kiirzer
V-Gruppe —, wenn & eine endliche Asgrsche Gruppe ist tuu woenn
fir @, b € @ eine Funktion V (e, b) definiert ist, deren Werte Klussuu
rationaler Zahlen mod 1 sind und die folgenden Axiomen genugt:
V,: Vg, 6) = V{b, a)

V,: Vie+b,¢) = Vg )+ Vb, ¢)
V,: Es gibt zwei Basen (&), (b) von &, genannt duale Basen, so daf

V(l)q;, 55) = *01“511.,

ist, wo ¢; die Torsionskoeffizienten von & sind*). Dabel bedeutet 7
fitr rationales » die Klasse mod 1.
Einige einfache Folgerungen sind:

(1) Vie,a-+b)=V(c,a)+ Vi, b),
(2) V{0, a) = V(a, 0) = 0.

Sind « und g die Ordnungen von ¢ bzw. b und bezeichnet («, g) ihren
groBten gemeinsamen Teiler, so gilt

(3) (a, B}V {a, b) = 0.

Beweis. (1) und (2) ergeben sich unmittelbar aus V, und V,. Bei
(3) ist nach (2) «-V(a, b) = $-V(a, b) = 0, und da («, ) sich als ganz-
zahlige Linearkombination von « und j darstellen 1i8t, folgt die Behaup-
tung. 4 ,
Das Ergebnis von Sewrert {5] ist die folgende Charakterisierung
der moglichen Verschlingungen (V-Gruppen-Strukturen) einer endlichen
Aperschen Gruppe ©. Die hier nicht ausgefiibhrten Beweise findet man
in dieser Arbeit.

Sei & eine Gruppe mit Verschlingung., Wir zerlegen & in eine direkte
Sumime von Primzahlpotenzgruppen (d.h. von Gruppen, deren Elemente
nur Potenzen einer festen Primzahl als Ordnung haben), was bekannt-
lich — abgesehen von der Reihenfolge — auf genau eine Weise
moglich ist. Sei p tine Primzabl = 2 und ®, die zugehdrige Gruppe
dieser Zerlegung. Thre Torsionskoeffizienten haben die Form p%, wobei
etwa
4) O<e =+ -=8,<€, 1= " =€,<Cyry = < =0,

) V, ist dquivalent mit der vom algebraischen Standpuukt einfacheren For-
derung (vgl. [8], [9])

Vi: Zu jedem a € ® mit @ == 0 gibt es ein b, so daB Vi(a, b) + 0.

Hier wurde trotzdem V, vorgezogen, um die Darstellung maglichst eng an
SewrkrT [5] anschilieBen zu konnen und weil bei der Torsionsgruppe einer Mannig-
faltigkeit der Pomvcarg-VesLiNsche Dualitdtssatz direkt auf -V, fihrt (vgl. I1 § 2).
Ubrigens ist V; bzw. V] nur fir den Beweis von (6) erforderlich.
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gilt. Ist (b)) eine Basis von &, und (V (bi, b)) = ]Tl, M eine rationale
Matrix, so unterteilen wir # den Zahlen w», ..., v, entsprechend in
Teilmatrizen und erhalten nach (3)

Myp™™ My,p~™ .. M, ™

o) o | Moy My p e My

UM p7 Mo ™ o My

wo die M ganzzahlig sind. Wegen V, ist M symmetrisch, man kann
daher dasselbe von M annehmen.
Aus V, liBt sich
(6) | M) 3= 0(mod p)
folgern, und-eine Untersuchung der moglichen Basen von &, lehrt
Hilfssatz 4. Der quadratische Restcharakter von |My| beziiglich
P, also die Zahl
- Mt
( P )

ist unabhingiy von der spenellen Basis (0:) und unabhingiqg von der
Wahl von M allein durch die Struktur der V- Gruppe & bestimmt.

Dementsprechend werden einer V- Gruppe & Verschlingungsinvari-
anten b . zugeordnet durch die

Definition.

1, wenn p° nicht unter den Torsionskoeffizienten
, von &, vorkommt,
b (G =

M| wenn e = e,; (wo e, und M;; nach (5) bestimmt
( P '>’ Wil‘d).

Durch diese Grofen ist die Struktur von @ tatséchlich in gewissem
Sinn bestimmt; es gilt nimlich

Satz 4. Ist & eine V-Gruppe, die keine Elemente der Ordnung 2
enthdlt, so ist ihre Struktur durch die gewéhnliche Gruppenstruktur
und durch die Verschlingungsinvarianten eindeutig bestimmt.

Wir werden von diesem Satz keinen Gebrauch machen und gehen
deshalb nicht auf seinen Beweis ein. Es sei jedoch bemerkt, daB der
folgende Hilfssatz, den wir hier mit Riicksicht auf eine Anwendung
in Kapitel 111 dblelten einen wichtigen Schritt zu diesem Beweis dar-
stellt (vgl. [5] S. 821 f)

Hilfssatz 5. Ist b = (b;) irgendeine Basis von &,, so kann man
eine Basis b = (b)) finden, die mit b durch eine unimodulare Matriz I’
zusammenhdngt, b = I'b, und tir die

V(bi, by) = D mit D = Diagonalmatrix, also D = (d; p~* dy),
gilt.
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Beweis. b wird schrittweise in b iibergefiihrt durch folgende Ope-
rationen:

1. b; bleibt fiir i &= v, b, wird durch b, + b, ersetzt mit g <w,

2. b; bleibt fir i &= », b, wird durch b, + p—b, ersetzt mit g >».

3. b; bleibt fiir i-== v, w, b, und b, werden vertauscht mit solchem
v, u, daB e, = e,, daB also » und p in demselben Intervall (v;, viy)
liegen.

Jede dieser Operationen fiihrt & wieder in eine Basis iiber, und die
zugehdrigen Matrizen T” sind unimodular. Ist (V' (b;, b)) = M, so erhiilt
man aus M entsprechende Matrizen fiir die neuen Basen, indem man
bei- 1. nacheinander die u-te Spalte zur »-ten und die u-te Zeile zur

v-ten addiert,
bei 2. die mit p%—* multiplizierte u-te Spalte und Zeile {analog 1.)
zur »-ten addiert,

bei 3. die o-te und p-te Zeile und Spalte miteinander vertauscht.
Sei nun M gemiB (5) zerlegt (und symmetrisch). Gibt es in M,, = (mq)

ein. my; %= O(mod p), so. kann man &s durch die Operation 3. an die
Stelle von m,, bringen; andernfalls gibt es wegen (6) ein m,, = m,, == 0
(mod p), und die Anwendung der' Operation 2. mit »'= 1 bringt
Mgy + 2my + My, == 0{mod p) an die Stelle von m,,. Man kann also
m,, = 0(mod p) annehmen. z-maliges Anwenden von 1. mit g = 1 suk-
zessiv fiir alle »> 1 fiihrt bei geeigneter Wahl von z die Matrix M
in eine Matrix der Form

m, p~ G

"

iiber, wo G ganzzahlig ist und M* wieder die Eigenschaften von M
bes1tzt Durch InduktlonsschluB folgt, daBl M mit Hilfe der Operationen 1.
bis 3. in ein M = D(mod 1) mit D = Diagonalmatrix iiberfiihrbar ist.
Die Basis b, zu der man auf diese Weise gelangt, hat offenbar die
geforderten Eigenschaften. '

§2
Die Torsionsgruppe &' einer Mannigfaltigkeit 3%°
als Gruppe mit Verschlingung

Sei IMM* einé dreidimensionale orientierte Manmgfaltlgkelt Um in
ihrer Torsionsgruppe €' der Dimension 1 eine Verschlingung im Sinne
von &1 dieses Kapitels. einzufiihren, sei daran erinnert, daf zwei
punktfremden divisions-nullhomologen singuliren-1-Ketten A‘ B! in I
~eine rationale Zahl V(4% BY) als Verschlingungszahl zugeordnet ist
(SErrErRT-THRELFALL [7] 8. 277). Fiir diese Zahlen gilt:
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1. v(4', B)= V(B 4").

2. V(4'+B,C)=V(4,C)+V(B,C). _

3. Es gibt in I’ zwei Torsionsbasen (B und (B}), so daf
V(Bi, B_z',)=%5m gilt, mit ¢; = Ordnung von B} und B!. (Diese
Eigenschaft ist ein Teil des PoiNcarg-VEBLENschen Dualitdtssatzes,
vgl. [7] 8. 253). ,

4. Aus 4, ~'4"' und B' ~ 'B' folgt V(4', B')y= V('4", 'B')(mod 1).

Danach ist. klar, daB die Festsetzung

SN—
V((l, b) == V(Ala B,l)>

wo @, b€ZE und 4', B' punktfremde Reprisentanten von & bzw. b
sind, die Gruppe X' zu -einer V-Gruppe macht; die Eigensehaft 4. sichert
die Eindeutigkeit der Definition, und 1. bis 3. liefert die Axiome V,—V,.

Die V-Gruppe &' ist allein durch die topologische Struktur und
die- Orientierung von IN° definiert; also sind die Verschlingungs-
invarianten vy (T') zugleich Invarianten der orientierten Mannigfaltig-
keit. Insbesondere gilt das fiir den Fall, daB 9% eine Uberlagerung
des AuBenranmes einer Knotenlinie & in einer 3-Sphire S* ist. Da die
kombinatorischen Knotendeformationen durch qrientierungserhaltende
topologische Abbildungen der S* auf sich bewirkt werden kdnnen, sind
die bpe auch Invarianten des Knotens.

Nach Serrert [6] kdnnen die Verschlingungsinvarianten der zykli-
schen Knoteniiberlagerungen berechnet werden, und zwar erhilt man
([6] S. 100) fiir die zweifache Uberlagerung I den ’

Satz 5. Die Torsionsgruppe X' von I besitzt ein Erzeugendensystem
g = (¢:) mit den. definierenden Relationen Qq = 0 und der Verschlin-
gung (V(q:, qv) == s\Q-—/l, wobei Q die Matrix einer quadratischen Form
des Knotens ist. & ist +1 oder —1, je nachdem wie sich die Orien-
tierung von MM, 2u dem bei der Definition von Q zugrundegelegten
Schraubsinn (1 § 3) verhdlt.

Dieses Ergebnis weist deutlich auf einen engen Zusammenhang
hin zwischen- den Verschlingungsinvarianten von IR und den MinkowsKi-
schen Einheiten, eine Vermutung, die in dem nun folgenden Kapitel IIT
bestitigt wird.

Kapitel IIL

Bestimmung der Minkowskischen Einheiten
aus den Verschlingungsinvarianten
der zweifachen Uberlagerung des KnotenauBenraumes.

Ankniipfend an den SchluB des vorigen Kapitels, wihlen wir die

Orientierung von IR} so, daB in Satz 5 ¢ = + 1 wird. Dann liegt
folgendes Problem vor:
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Gegeben ist eine V-Gruppe ¥' durch ([Q| == 0)
M g=hi=1.uh Q=0 Vg, @) =7
Es sollen die C,(Q) aus den 9, (%) berechnet werden.

Erster Schritt. Vereinfachung durch Einfilhrung eines neuen Er-
zeugendensystems.

Sei

s
El = E czpj
j=1

die Zerlegung von X' in Primzahlpotenzgruppen. Wir bezeichnen mit B
diejenige Matrix, die in derHauptdiagonale der Reihe nach die Torsions-
koeffizienten der ¥, und sonst lauter Nullen enthilt. Mit geeigneten
Einheitsmatrizen E kann iman .erreichen, daf

=3y wa e[l

gleiche Reihenzahl m haben. Die von 1 verschiedenen Elementarteiler
von P und @ sind die Torsionskoeffizienten von ', 'also haben @,
und P, gleiche Elementarteiler, und es gibt unimodulare Matrizen R, S,
g0 dafl
(@ Q. =RPS
ist. )
Kommt die Primzahl p, fir die Cp berechnet werden soll, unter
den p; nicht vor, so ist |Q} = 4+ | P} == 0 (mod p), also nach Satz 2
Cp(Q) == 1.
Wir schlieBen diesen Fall von jetzt ab aus und konnen p = p, annehmen.
Erginzt man ¢ formal zu einer m-zeiligen Spalte ¢', so ist dieselbe
V-Gruppe €' gegeben durch
G g=hi=1!um Q¢ =0 Vg ¢)=0"
und, wenn &' = S¢' gesetzt wird (S nach (2) bestimmt), auch durch
(4) b = (b, Pb'=0, (V(bi,bs)=5Q"S"
Nach Definition von P, bilden die ersten & — die entsprechende
Teilspalte von &' sei b = (by), i =1, ..., n, — eine Basis von T, =F,,.
Nach Hilfssatz 5 gibt_es ein unimodulares I', so daB fiir die Basis
b= I'b gilt o _
() (V(b‘i7 bk)) =D, D = (dipﬂei 6’57»‘): Lo=1,..., 1,
wo p% die Torsionskoeffizienten von ¥, sind. Hieraus wird p,.(2")
bestimmt. Es ist nach Definition
. _ “ d; )
(6) bp,,i :§:H+l(?) und Be=1"{ire=+e,, =1, ...,

wenn wie in I1 (4) 0<e, =--. = ¢, <e€y41--<--¢, und v, = 0 ist.
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I 0
r=( g

so gebildet, daf I, m-reihig wird, und I ' = b' = (b)) gesetzt.
Dann ist

Andererseits wird

(M) V(bi, bs) = M,

mit ,

8 M =IS8Q'S T, dh M= I[78§7QS8 7,
und nach den Sitzen 3 und 1 folgt

) Cr(Q) = Cp(Q) = Cp (M)

Damit ist das Problem auf die Berechnung von C,(M;") reduziert.

Zweiter Schritt. Untersuchung von M;".

Unterteilt man- M, zwischen der n,-ten und 7,4 1-ten Zeile und
Spalte, so ergibt sich

M G

(10) w=(g 3
wobei wegen (7) und II (8) G ganzzahlig ist und die Elemente von N
die Primzahl p nicht im Nenner enthalten. Wegen (5) ist

(11) M = D (mod 1).

Die Determinantenteiler von M;" stimmen naech (8) mit denen von Q,
und nach (2) auch mit denen von P, iiberein. Speziell ist

(12) 4 = M} = £ |P| = p*id, d =0 (mod p),

(18) Ay -, %0 (mod p),

wenn mit 45 der grofte gemeinsame Teiler aller k-reihigen Unter-
determinanten bezeichnet wird.

~ Wir setzen M7 = 4 = (a,.), M, = (m,,), und es sei M,, die Matrix,
die aus M, durch Streichen der »-ten Zeile und p-ten Spalte hervor-
geht. Dann ist bekanntlich

Ay == = |Mvp|d-

Hieraus ergibt sich

] (mOd pey) fir »=< Ny,
19 w0 i) G ez,
(mod pertex) fiir v, p<ap, v4p.

In der Tat enthilt M,, in den Nennern seiner Elemente als Potenzen
von p nur die p? je einmal, und zwar fiir » < n, oder p < 7, nur
die p% mit i & v bzw. i &= g und fiir v, p < n, sogar nur die mit i & v
und ¢ = p. Da & nach (12) durch p*¢ teilbar ist, folgt die Behauptung.
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Streicht ‘man in 4 die n, ersten Zeilen und Spalten, so gilt fiir
die entstehende Matrix A4,

(15) | 4n,) £ 0 (mod p).

Wire das nédmlich uvicht der Fall, so- wiren wegen (14) alle (m — n,)-
reihigen Unterdeterminanten von 4 durch p teilbar im Widerspruch
zu (13).

Wegen M, 4 = E ist 3 My @y = 1. Fiir v < np, v = u ist m,, nach

“
(10) und (11) ganz und nach (14) a,, = 0 (mod p*); also ist

1= Mo, @y = My, s, (Mod p).
3

Nach (11) und (5) ist m,, = d, p~ (mod.1), und es folgt
(16) &y p~ =1 (mod p) fir » < n,.

Dritter Schritt. Bestimmung von Cy(4).

Hiltssatz 6. Ist A irgendeine ganzzahlige symmetrische Matriz
mit den Eigenschaften (14), (15) und (16) und v >0, so gibt es ein
unimodulares S, so daf '

, c 0 . .
§'48 = (O 'T) (mod p?), C == (c;p®du), 4L Ek=1,...,ny,
d,cy=1(modp) wund |T|==0 (mod p)
ist.

Beweis. Es geniigt offenbar, den Beweis fiir geniigend grofie »
zu fithren. Wir nehmen v > o(4) = X¢; an. Die Konstruktion geschieht
dann nach dem iiblichen Ausrdumverfahren. Wir wihlen 2 so, daf
a, z+ a,, =0 (mod ) wird. Das ist moglich, da a,, und e,, durch p*
teilbar sind und @, p—* == 0 (mod p) ist. Addiert man die mit z multi-
plizierte erste Spalte zur u-ten, so wird a, durch a,, z+ a,, ersetzt.
Dabei bleiben die Eigenschaften (14),(15), und (16) erhalten. Wir bestéitigen
das im Einzelnen:

(14) ist fiir p>#np, klar und folgt fiir u.<< n, daraus, daB dann

= 0 (mod p%) ist.

(15): A, 4ndert sich bei g < n, gar nicht und wird sonst durch
eine (mod p) kongruente Matrix ersetzt.

(16): Es ist nur etwas zu beweisen, wenn p < n, ist; dann wird
@ durch @,z -+ a,, ersetzt, und es gilt

B {8y @ + Gyp) P~ = Ay p~% (mod ) = 1 (mod p).
Addiert man nun die mit z multiplizierte erste Zeile zur g-ten, so gilt
das gleiche, und man hat im ‘ganzen eine unimodulare Transformation
ausgefiibrt. Geschieht das sukzessiv fiir alle g > 1, so. erhilt man

7 — all' O 0}
8’48 _(0 A‘) (mod 2?),
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wobei A' wieder den Voraussetzungen geniigt. Durch Induktion ergibt
sich die Behauptung.

Aus den in I §2 hergeleiteten Eigenschaften von- C, (Satz 1—38)
folgt

C o S
Cp(d) = Cp(o T) = Cp(C) = Q'G,EHOaz)(?)
und damit
7 == “ idl
(1() CI’(A)‘—Q 9,21]'(_}10112)(2)),

denn wegen d,c, = 1 (mod p) ist (%) = (%’—) (vgl. I(2), (3)).

Kehren wir wieder speziell zu A4 = Mfl zuriick, so lehrt der
Vergleich von (17) mit (6) und (9)
(18) Co(@=0- TI v,&)

e=1(mod2)

Diese Formel gilt offenbar auch fiir den oben ausgeschlossenen Fall,
daf eine Gruppe ¥, in der Zerlegung von ¥' gar unicht vorKommt
(e =1 wegen 4 =0 vgl. I (14)), und wir erhalten als Ergebnis

. 8atz 6. Die Minkowskischen Einheiten eines Knotens sind durch
-dte Torsionskoeffizienten und die Verschlingungsinvarianten der zwei-
fachen zyklischen Uberlagerung bestimmt, und zwar gilt bei geeigneter
Festsetzung der Orientierungen (¢ = +1 in Satz 5)

Cp = ((‘—&] ‘

) 0o
p £ =1 (mod 2)

?
dabei ist A die Anzahl'der Torsionskoeffizienten, die die Primzahl p
in ungerader Potenz enthalten.
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