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Z u r  T h e o r i e  d e r  D e d e k i n d s c h e n  S u m m e n  

I. ScI~IJR zum Ged~chtnis 

W o n  

H A N S  R A D E M A C H E R  1) 

1. Die Dedekindschen Summen s (h, k), die in der Theorie der Dedekind- 
schen Funktion log ,/(3) auftreten, sind definiert als 

(1) s (h, k) = ; 
/* modk 

wo ffir r6elles x 
(2) ((x)) : l0 ftir ganzes x 

ix  - -  Ix] -- �89 sonst 

gesetzt ist. Ihre bemerkenswerteste Eigenschaft wird durch die Reziprozi- 
t~ttsformel 

(3) s ( h , k ) + s ( k , h ) = - - ~ -  ~ + T +  

ausgedrf ickt ,  die einerseits aus dem Verhalten von log~(z) unter Modul- 
substitutionen abzulesen ist, ffir die aber auch eine Anzahl direkter Beweise 
bekannt sind. Man kann (2)~ mit Hilfe ~eines Euklidischen Algorithmus, da 
s (h 1, k) = s (h,, k), ffir h i ~ h 2 (rood k) ist, zweckm~tBigerweise zur numerischen 
Berechnung yon s (h, k) ftir gr6Bere Werte yon k, wo die Summendefinition 
unbequem ware, benutzen. 

Es treten in (2) und in einigen Verallgemeinerungen, die in verschiedener 
Richtung von MORDELL [1] und von mir .[2] gegeben worden Sind, jedoch 
mehrere s (h, k) zugleieh auf. Im folgenden will ieh nun Eigenschaften stu- 
dieren, die der  einzelnen Summe s (h, k) zukommen. Absehnitt I soll sich mit 
den Werten yon s (h, k) besch~ftigen, Abschnitt II yon einer  Anwendung der 
Dedekindsehen Summen auf das Problem der Transformationsklassen der 
Modulgruppe handeln, und Abschnitt I I I  zieht quadratische Formen heran. 

I 
Wenn h' durch 

h h' = t (mod k) 

2. H i l f s s a t z  t. 

(4) 
bestimmt wird, ist 

(4a) 
Ferner ist 
(4b) , 

s(h'i k) = s~h, k). 

s ( -  h, k) = - ~ (h, k). 

2) John Simon-Guggenheim Memorial Fellow 1954/55. 
Mathematische Zeitschrift. Bd. 63 31 
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und somit 
/~--1 

s (h, k) = 

Explizit heiflt dies ~=1 
k--1  

s (h, k) = 

Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der Tatsache, dab ((x)) eine 
ungerade Funktion yon x ist. 

Wenn f e m e r / ,  ein roUes Restsystem modulo k durchl~iuft, so tut  dies 
auch  h'lz. Wir haben also 

# m o d k  /~ rood k /~ mod k 

3. Da ((x)) eine ungerade Funktion der Periode t i s t ,  folgt sofort 

r((r 

(5) 

t * = l  
k--1  k - - i  k - - I  

h I 

I i I 

h(k-- l) (2k-- l) 1 k-- t Et 
6k k ~ 4 ' 

wo g eine ganze gahl ist. Man sieht daher, dab der Nenner von s (h, k) h6ch- 
stens .6k sein kann. D a  ferner in (5) der Nenner des einzelnen Summanden 
h6chstens k 2 flit gerages k und 2 k 2 fiir ungerades k betr~igt, so ist der Nenner 
yon S(h, k) h6chstens 

ftir k gerade" (6k, k ~) = k ( 6 ,  k) = 2k.  (3, k), 

:ffir k ungerade: (6 k, 2 k *) = 2 k (3, k). 

Damit haben wir erhalten den 

H i l f s s a t z  2. Der Nenner yon s(h, k) ist h6chstens 2 k .  (3, k)., 

Dieser Weft des Nenners wird erreicht, z.B. ist s (1, 3) = ~ .  Der Nenner 
kann aber auch ein echter Teller des angegebenen Wertes sein: s (3,251 = ~. 

Multiplikation yon (3) mit t 2 h k  ergibt 

(6) 12hk  s (h, k) + t 2 h k  s (k, h) = - -  3 hk  + h 2 + k 2 + t .  

Im Hinblick auf Hilfssatz 2 lesen wit hieraus leicht ab den 

H i l f s s a t z  3- Es sei 6 )=  (3, k). Dann ist 

(7) 12.hks(h,k)  ~ : h 2 +  t (modOk). 

4. Wit beweisen nun den 

S a t z  t .  Der einzige ganzzahlige We;t, den t2s(h, k) annimmt, ist Null .  
Dies tritt dann und nur dann ein, wenn 

(8) .h 2 + t ~ 0 (mod k). 
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Beweis. Es sei zun/~chst (8) erfiillt. Dann ist, in der Bezeichnung Hilfs- 
satz t 

h ' = - - h ,  
also 

s (h~ k) = s ( -  h, k) = -  s(h,  k),  

woraus die zweite H/ilfte des Satzes *olgt. 

Sei nun umgekehrt t2s(h, k) ganz- Dann ist nach (6) und Hilfssatz 2 
die Kongruenz (8)erftillt. 

5. S a t z  2. Es ist s(h,k)<s(t,k) [r t<h<ff .  

Beweis. Wir haben nach (5) 

,) k . s ( t , k )  = ~ ~ ' 7  ' 
p=X 

k - 1  

k s(h, k) h~ . 
t*=l 

Es geni~gt also zu zeigen, dal3 
k--I k--I 

ist. Hier sind die Zahlen 

eine Permutation der Zahlen 1, 2 , . . . ,  k - - t .  Ffir alte m6glichen Permuta- 
tionen {%} der Zahlen t b i s  k - -1  erreicht aber die Summe 

F, ~ a. 

ihr Maximum ftir die Anordnung %----#." In der Tat, wenn nicht durchg~ngig 
# = av ist, dann gibt es in der Anordnung al, a 2, . . . ,  ak_ 1 ein gr6Btes # =Po ,  
so dab %o@f~o, w/ihrend %=/~  ffir ~>/~o (sofern ein solches/~ vorr/~fig ist). 
Dann ist jedoch sogar %o</~o, denn die %>/Jo  sind besetzt durch % = ~ .  
Es sei dann/~o=%1 m i t / ~  <#o .  Wir vertauschen dann %~ und %~, ersetzen 
also die beiden Summanden J/lam+/~o% ~ durch #~a~,o+/~oa~,~, was eine 
Vergr6Berung bedeutet : 

t,~ %,  + ~o %~ - ( ~  %,  + vo %~ = (~o " ~ )  (a,,, - %~ = (vo - ~q) (t'o - %~ > o . 

S a t z 3 .  Es ist s(h,k)>0 /~r O<h<Vk- - t .  

Beweis. Nach  (3) und nach Satz 2 haben wir 

~.(h~+~ k/_s(k,h ) 
s ( h , k ) = - - ~ +  t2\~hk + h/ 

31" 



448 HANS R A D E M A C H E R  : 

Nun folgt aus (3), da s(h, t ) = 0  ist, 

so dab wir erhalten 

1 " +  1 { h ~ + 1  ~ )  
s O ,  ~) = - - #  " i i  [ ~ U -  + ' 

s 
- -  12hk  ' 

(9) 

Beweis. 
h~ h~ ist ~;< 

woraus die Behauptung des Satzes folgt. 
Da in diesex (Tberlegung das Ungleichheitszeichen nur bei der Ersetzung 

von s (k, h) durch s (t, h) auftritt, so haben wit das 

K o r o l l a r .  s(h, k) = t2k [i~r k--=t (modh).  

h~ < h2 zwei benachbarte Briiche in einer Farey-Reihe. 5. S a t z  4. Es seien ~ k2 
Dann ist 

S (hx, k~) - -  ~ (h 2, k2) --  ~ I + ~ + '~  
4 ~2k 1 k~ 

Die kennzeichnende Eigenschaft ffir benachbarte Farey-Brfiehe 

[k lh1~I : - - 1 '  

so dab also 
h lk  2 ~ - -  1 (modkl) ,  

h~ k~ ~ t (rood k~). 

Dann ist aber naeh Hilfssatz t 

(k~ ,  k l )  = - ~ (h~,  k l ) ,  

womit (9)aus (3) folgt, wenn dort h, k dutch ka, k~ ersetzt werd.en. 

Sa t z  5. Uber ha/k 1 und h2/k ~ m6gen die Voraussetzungen yon Satz 4 gelten. 
Dann ist 

(1 O) s (h~ + h2, k~ + k2) = ~t {s (h a, ki) + s (h~, k.,)} + - - - ~ k i ( k  - ~  0 +k~+klk2+k~)i~ -~" 

Beweis. Die Anwendung von (9) auf thk~ < k~h'~ ++ k~h2 < k;h2 ergibt 

s (h~, kl) - -  s (h~ + h2, kl + k2) = ~- I + k~ + (k~ + k~)~ 
4 12kl(k x + k2) ' 

s (h~+h2 ,  kx+k2)  _ s ( h 2 , k 2  ) = I t + (k~+k2)2+k ~ 
4 t~-(k1+ k2) k~ 

Durch Subtraktion dieser beiden Gleiehungen voneinander ergibt sich (t0). 
Die Formel (10) eignet sieh besonders gut zur sch~ittweisen tabellarischen 

Berechnung.von s(h, k), ausgehend yon s(0, l)-----s(t, t)-----" 0. 
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6. Die Siitze 4 und 5 legen nahe, s (h/k) statt  s(h, k) zu schreiben. Dies 
kann man unbedenklich tun, wenn man vortibergehend die Bedingung 
(h, k)----l fallen l~iBt. In der Tat  h~irigt dann s (h, k) nur von dem Verh~iltnis 
h: k ab, wie man ersieht aus 

H i l f s s a t z  4. Fi~r games positives q ist 

 (qh, qk) = k). 

Dies gilt nur ftir die Definition (1 )yon  S(h, k), nicht etwa fiir Formel (5). 
Dieser Hilfssatz ist Theorem t in [3J und dort bewiesen. EAlle Formeln 
setzen abet bisher (h, k) = t voraus.] Damit ist eine Funktion s (p) ffir alle 
rationalen p = h/k definiert. Ober den Verlauf dieser Funktion x macht der 
folgende Satz eine Aussage. 

S a t z  6. Die liar rationale e = h / k  de/inierte Funktion s(o~) ist in jedem 
Intervall nac/* oben und unten unbeschr~nkt. 

Beweis. In (9) mSge hl/k 1 festgehalten werden und h2/k ~ eine Folge von 
benachbarten Brfichen durchlaufen die von oben gegen hl/k 1 gehen (z.B. 
durch festgesetze Mediantenbildung). Mit k 1 lest, k2-+ + c~ geht die rechte 
Seite yon (9) gegen -- ~ ,  also s (h~/k~) --> + oo. Ebenso, wenn man h2/k 2 fest-  
h~ilt und hJk 1 gegen h2/k 2 gehen Eil3t, folgt s (hi~k1):-->- oo. 

I I  

7. Es sei I '  die Gruppe aller homogenen Modulsubstitutionen 

Zwei Substitutionen 311, M 2 heiBen ~hnlich, wenn ein L E T' existiert, so dab 

M 1 = L-1M~L.  

Die Gruppe / '  zerf~illt durch die J~hnlichkeitsrelation in Klassen. Die Spur 
a + d ist offenbar eine Invariante der :4hnlichkeffsklassen. In  diesem Ab- 
schnitt behandeln wit eine weitere Invariante. 

S a t z  7. Die Funktion 

b 1 
\cd! 

= 

d t 2 s i g n c . s ( a ,  l c [ ) - - 3 s i g n ( c ( a + d ) )  /fir c~. 0 

ist eine Klasseninvariante. Auflerdem ist 

(12) ~ ( M ) =  ~ ( - - M ) ,  ~ ( i  -~) = -- ~ ( M ) ,  

und ~ ist eine game Zahl. 
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(t3) 

(~4) 
mit 

Beweis. Die Aussagen (t2) folgen aus der Definition (t t), wenn man noch 

beachtet. Ferner kann man aus (7) entnehmen 

t21cls(a, l c l ) - ~ + d  (rood c), 
also 

a + _ d _ t 2 s ( a , [ c ] )  
1~1 

ganzzahlig, woraus die Ganzzahligkeit yon ~ in (tl) folgt. 

Fiir die Invarianz yon ~(M)  brauchen wir nur die Gleichungen 

~ ( S - ~ M  S) = ~ i M ) ,  

~ (  T - 1 M  T) = ~ (M) , 

zu beweisen. 

Mit 

haben wir 

(t 3 a) 

,(;:) 

(t4a) T - 1 M  T =  _ b " 

Dann ist (13) unmittelbar ans der Definition yon ~ abzulesen. Wir. h~iben 
also nur noch (t4) zu untersuchen. Zunfichst bemerken wir, dab 

2 (15) t 2 s ( t , k )  = -  3 + k + k '  

was aus dem Korollar zu Satz 3, oder auch direkt aus (3) folgt. Ftir den 
Beweis yon (14) unterscheiden wir drei F~/lle. 

I. c=O, dann ist a = d : - t .  [ a = d ~ - - - - t  kann auf Grund von (t2) bei- 
seite gelassen werden.] Dann lautet (t4), (i4a): 

oder, nach (1t), 
{ 0 ffir b = 0 

b-- 2i_+12signb.s( t ,  lbi ) + 3 s i g  n b ,  

was in der Tat durch (15) ftir k = [ b  I best~itigt wir& 
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H. c~=O, b = O. Dann handelt es sich um 

was aus (t6) durch Vertauschung von c und -- b hervorgeht und somit unter I 
erledigt ist. 

III.  b ~ 0, c =t= 0. Hier ist also im Hinblick auf (t t), (14), (~4 a)zu  beweisen: 

12 sign c : s(a, Icl) + t2 sign b. s(d, [bl) 
a + d  (t 7) _ a +de -~ b 3 sign (c (a + d)) -- 3 sign (b (a -t- d)). 

Wenn d = 0  ist, dann muB b = -  c = 4-t  sein, und (1.7) ist dann trivialer- 
weise erftillt. 

W e n n  d:t=0, dann kann wegen (12) d > 0 angenommen werden. Dann 
ergibt (3) 

, 
d + dlcl' tzs(d, I~1) + 12s(l~l, d) = - 3 q- ~ + 

, d 
12s(a, t b l / +  t 2 s ( I b l , a / =  3 + ~ + ~ + d-a~l �9 

Die erste dieser Gleichungen multiplizieren wir mit sign c, die zwelte mit 
sign b und lJeachten, dab zufolge (4b) 

s(h, k) = sign/, .~([h[, k) 
ist, so dab 

12signc.  s(a, lcl) q- 12s(c,d) = -- 3 sight + 7- 

(t8) a b t 
t2 sign b. s,(d, I b D + 12 s (b, d) = - :  3 sign b + ~- + ~- + -rib 

hervorgeht. N a c h  Hilfssatz t ist 

s(a, led = s(a, leD, 

s (c, d) = --  s (b, a). 

Addition der Gin. (t8) ergibt also 

t 2 s i g n c ' s ( a ' l c D + t 2 s i g n b ' s ( d ' l b [ )  d b 
c a d - - b c  d + ~  ad--bc  + + + db (t 9) = -- 3 sign c -- 3 sign b + T d ~  

Ein Vergleich yon (t7) und (19) zeigt, daft (t7) bewiesen sein wird, sobald 
die Richtigkeit yon 

(20) sign (c (a + d)) + sign (b (a + d)) ~- sign c + sign b 
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gezeigt ist. Nun ist (20) klar ffir a + d > 0. Fiir a + d_~0 und d ~ 0 (wa, wir 
annehmen durften) folgt ad<O,  und sOmit b c = a d - - l < O ,  was entgegen- 
gesetzte Vorzeichen yon b und c bedeutet. Dann sind beide Seiten yon (20) 
gleich Null. Somit ist (t 7) bewiesen und damit der Beweis yon Satz 7 erbracht.  

8. Unter Einft~hrung der Matrix U----S T m i t  

(21) T~ = U~ = t 

(wo Faktoren • 1 vernachl~issigt, d.h. die inhomogenen Modulsubstitutionen 
gemeint sind) kann jede Modulsubstitution eindeutig in ktirzester Form dar- 
gestellt werden ~) als 

M =  (f~~ T U ~  T . . .  T U  "~+~, (22) 
WO 

s0, e~+~=0 oder •  

Elemente M, die durch zyklische Vertauschung der Faktoren der Dar- 
stellung (22) auseinander-hervorgehen, geh6ren zur selben Klasse. Wenn man 
das Produkt (22) zyklisch schlieBt, wird im allgemeinen eine Reduktion 
durch Anwendung von (21) eintreten. Dann gibt es also in einer Klasse immer 
eine Transformation von folgender Art 

I. die etliptischen T, U, U -1 

oder 

2. T U  ~ , T U ~ . . . T U %  e = ~ : l .  

H i l f s s a t z  4. Ist 

(23) 

dann  gilt ~) 

(24) 

Beweis. 

a < 0 ,  d < 0 ,  b ~ 0 ,  c ~ 0  

Diese Behauptungen sind richtig ffir v = t, also ftir 

Angenommen die Behauptungen (24) w~ren ffir M in der Form (23) gtiltig, 
dann haben wir zu zeigen, dab sie auch ftir 

M .  T U ~+I 

~) Den  Hinweis  au f  die I~edeutung der  ldirzesten D 'ars te lhmg in d iesem Z u s a m m e n -  
h a n g  v e r d a n k e  ich Her rn  REIDEME1STER, vgl. [41, S. 42, 43. 

3) M6glicherweise zu erreicht.1 d u t c h  Mul t ip l ika t ion  der  Ma t r ix  m i t  - -  1. 
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zutreffen. Nun ist 

und  

M T U - I =  

. c  + d  - - - d  c' d' 

- t  - c  c -  . d -  d " j "  

Aus (24) folgt dann dieselbeBehauptung auch ffir a', b', c', d ' ,und a", b'!, c , d " 
womit  der Hilfssatz bewiesen ist. 

ft. Nunmehr  kann man der Klasseninvariante ~ eine neue Bedeutung 
geben. Es gilt n~tmlieh der 

S a t z  8. Es sei M in seiner Klasse in der zyklisch reduzierten Form an- 
genommen. Dann gilt: 

(25) 

und im Fall, e (23) 

(26) ~ ( ~  = y, ~;. 
i = l  

- - i ) = 2  
t 

Beweis. Die Formeln (25) liest man  direkt  aus der Definition ( t t )  von 
ab. Die G1. (26) wird durch d ie  flit den Beweis yon Hilfssatz 4 angewandte 
Indukt ion  bewiesen. 

Zun~chst ist 

~ ( T U )  -- ~ ( - -  ta _ ~ ) =  t , 

wie aus (I t)  folgt. Also s t immt (26) fiir v = 1. 

Es sei nun (26) fiir ein v erffillt, dann bleibt nur  zu zeigen, dab 

(27) ~ ( M  T U ".1) = ~ ( M )  + e,.+ a, 

ist. Sei 

dann ist 

:) M T U =  " d  ' 

e,.+l = 4- I 
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also 

(28a) 

(28b) 

l b fiir c - - 0  

~I (M)  = ( .  a + - d  t 2 s ( d , c ) + 3 ,  c~>O, 

I V ( M T U ) - -  a - - b + d  c ~ a t 2 s (d, c - -  d) + 3, 

wo n a c h  (24) c - -  d = 0 n i c h t  v o r k o m m t ,  u n d  wo, wieder  n a c h ( 2 4 ) ,  a + d < 0, 

a - -  b + d < 0 b e n u t z t  ist. 

Sei zun~ichst c = 0, also a = d = -  t .  D a n n  is t  

b b, I V ( M T U ) - -  - - 1 - - b - - t  +3 
(29) IV(M) = d -- d 

= - - b + 1 ,  

in  ~3be re in s t immung  m i t  (27). 

Sei zwei tens  c > 0, also n a c h  (28a), (28b) 

IV(M T U) - -  IV(M) - -  a - b + d a ~- d 
c-~d  c 

N u n  ist  a b e t  n a c h  (3) 

- - 1 2 s ( d , c - - d )  = t 2 s ( c , d )  + 3 - -  

u n d  somi t  

IV(M T U) - -  IV(M) : t2s (c ,  d) + t 2 s  (d, c) + 

d 2 +. (c - -  d)~ + 
+ 3 -  d (~ -- a) 

E i n e  nochma l ige  A n w e n d u n g  y o n  (3) e rg ib t  d a n n  

IV (M T U) - -  IV(M) - -  c~ + d 2 + i a + d 
cd 

12s(d, C -- d) + t 2 s ( d ,  c). 

d 2 + (c -- d) ~ + I 

+ 

a (c -- ~) 

a - - b . + d  a + d  
C- -d  c 

b - - c + d  + - -  
c d 

- - t  �9 

Diese Gle ichung  u n d  (29) bes t~ t igen  (27) fiir den  Fa l l  s ,+l  = + 1. 

F e r n e r  ist  
a + b  

' - - c + d  a - - c + d  1 2 s ( d , c ) + 3 ;  
s 

u n d  somi t  fiir c = O ,  a = d = - - t :  

c > 0  

IV(M) = - -  b, IV(M r U -1) ---- - -  t - -  b, 

w/ ihrend  sich fiir c > .  0 aus  (28a) amd (30) 

IV(M T U - ! )  - -  IV(M) = - -  . c  = _ t 
c 
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ergibt. Damit ist (27) auch fiir den Fall e,$1 = - - t  bewiesen und der Induk- 
tionsbeweis yon Satz 8 zu Ende geftihrt. 

10. Im allgemeinen kann man nur anssagen, dab ~(MxM,) und kg(M1) + 
kg(M,) sich nut  um u v~ 3 unterscheiden k6nnen. Jedoch gilt der 

S a t z  9 .  Wenn M keine elliptische Substitution ist, dann ist ]i~r games k 

W(M k) = k W(M). 

Beweis. Dies folgt zunliehst Iiir k > 0 daraus, dab in dem zyklischen 
ZusammenschluB von M~ k real die gleichen Reduktionen auftreten, die nur 
einmal bei dem zyklischen Zusammenschlul~ von M auftreten. Also besteht 
das zyklisch reduzierte M~ aus k Wiederholungen des zyklisch reduzierten M, 
was den Satz  ftir k > 0 beweist. Ffir k < 0 folgt der Satz dann aus der zweiten 
G1. (t2), und ftir k = 0 aus ~ ( E ) =  0, wo E die Einheitsmatrix ist. 

In etwas anderer Richtung liegt der 

S a t z  t0. Wenn ]iir 

die Ungleichungen 
{ a l < 0 ,  d l < 0 ,  c 1 > 0 ,  b l > 0  

(32) a i < 0 ,  d ~ < 0 ,  c2>0,  d ~ > 0  
gelten, so ist 

(33) ~(MIM2) = ~/~(MI) + ~(M2).  

Beweis. Die  Ungleichungen (32) sorgen daftir, dab in der Normaldar- 
stellung (22) M 1 so endet und 3//2 so anf~ingt, dab keine gegenseitigen Reduk- 
tionen in dem Produkt M1M 2 stattfinden. 

Ura dies einzusehen, /indern w i r  die Bedingungen zu (22) dahin ab, dab 
wir nur nicht-negative Potenzen zulassen, was.dadurch geschieht, dab jeder 
etwa auftretende Exponent - - t  dnrch 2 ersetzt wird. Dann werde die Deft- 
nition U-~ S T benutzt, so dab (22) umgeformt wird in 

M : (S T) ro T(S T)':~ T . . .  (S T) ~,~ T(S T)n,'+L 
{34) 

: .o ,~+1=0,  t ,2 ,  ~yi--t,2, j = t , . . . , v .  

Dann und nur dann, wenn To = 0, ~7~ + 1 > 0 wird M in (22) die spezielle Form 
(23) haben, d.h. mit T anfangen und mit einer Potenz von" U enden. Wir 
wollen zeigen, dab aus 

(35) a < o ,  d < 0 ,  c > 0  

folgt ~7o: 0, ~ + 1 > 0. 
In der Tat, (34) kann nach geh6rigem Zusammenziehen auf Grund yon 

T2----1 geschrieben werden: 

(36) M:S qoTSq , . . .TSqzTSq ,+~ ,  q ~  1, j : l  . . . .  l, qo~--O, q t + ~ O ,  
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wo q 0 > 0  aus 7 0 > 0 ,  und  q , + l > 0  :aus ~ , + x = 0  folgen wfirde. Man sieht 
f e r n e r  leicht, dab wegen (34) von den nicht-verschwindenden qj nur  das 
erste mad letzte gleich I sein k6nnen, w~hrend ftir die tibrigen sogar qi ~ 2 gilt. 
Nach (36) kann man 

M(z) = a ~ + b, 
c ~ + d  

als einen Ket tenbruch  

a T + b  t 
c z + d  - -qo  qx--" 

schreiben, woraus durch ~ -+ 0 

c ql--  

folgt, so dab q o >  0 

a_~o 
g 

qz 

1 

q 

�9 q l + l  + -c 

nach sich ziehen wfirde, gegen die Ungleichungen .(35). Ebenso beweist man  
a l l S  

M - l =  s-q~+I T S - q  . . .  T S-gl  T ,  

�9 also aus 
d l 

- -  q l + ~  
c -- qt --. 

dab q~ + ~ > 0 die Ungleichung 
d 

- -  - ~ 0  
c 

1 

- -  qx 

zur Fo lge  Mt te ,  wieder gegen .(35). Es ist also q o = q ~ + l = O  und folglich 
7o---- 0, ~ + 1 > 0, und  M hat  die Form (23), wobei nur  e~ + a start  e, zu schreiben ist. 

Daher  haben infolge yon (32) die Substi tut ionen M 1 und M s auch die 
Form (23). Dann  aber tr i t t  in dem Produkt  M~M~ keine Redukt ion  ein, da auf 
das letzte U*, yon M ,  das erste T yon M s folgt. Damit  ist Satz t0  bewiesen. 

Wenn man in (33) die Matrizen yon (3t) eintr~igt und die Definition (It)  
yon 7I aus Satz 7 heranzieht, so folgt naeh einigen Rechnungen das 

K o r o l l a r .  Unter den Bedingungen (32) ist 

t c~ + c~ + c 2 
s (d ' lc l )  @ S(dl'Cl) + s(d2'c2) = dr - i~c~l~21ci-- 

mi t  
C = C 117/3 + d 1 c2,  ' d : c 1 b 2 + d ld~. 
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Diese Formel kSnnte anch analytisch aus der Theorie der Funktion log r/(3) 
gewonnen werden. Sie folgt iibrigens auch aus der dreigliedrigen Formel  (30) 
in [gJ. 

III 

! !. Ffir die elliptischen Substitutionen, die mit T oder U oder U -1 ~iqui- 
valent sind, also nur zu 3 Klassen gehSren kSnnen, ist die Spur a + d gleich 0 
oder q- t. Wenn man die Spur a + d = m m i t  ] m I ~ 2 vorgibt, wobei man a + d 
negativ w~ihlen kann, so kann man naeh dem Hilfssatz 4 und den ihm vor- 
ausgehenden Er6rterungen in derselben Klasse stets eine Substltution in der 
Form (23) finden, ffir die a < 0, d < 0 ist. Solche a, d gibt es aber bei festem 
a + d = m nur endlich viele. 

Ist r a N - - 3 ,  so ist a .  d4= t,  also 

b c =  a d - -  l =t=O, 

und von den b, c (die beide nach Hilfssatz 4 positiv zu sein haben), gibt es 
daher wieder nur endlich viele. Also gibt es mit vorgegebener Spur a + d----- 
m ~ -  3 nut  ie endlich viele Klassen von Modulsubstitutionen. 

Fiir a + d  = -  2, also a = d = -  t, bc = 0  gibt es die unendlich vielen 
Substitutionen 

( u ) ' =  , c > O ,  

( r  U - l )  b = 0 ' 

die verschiedene Normalformen (23)zeigen, und also zu verschiedenen Klassen 
geh6ren. Dies sind die parabolischen Substitutionen. Es ist iibrigens 

T ( ( T  U) c) = c, T ( ( T U - 1 )  b) -= -- b. 

12. Einen anderen Einblick in die Verteilung auf die Klassen bei gegebenem 
m-----a + d  gewinnt man durch eine Zu0rdnung yon quadratischen Formen 
zu den Modulsubstitutionen. 

Wir-gehen dazu wieder zu den homogenen Modulsubstitutionen fiber, 
unterscheiden also die unimodularen Matrizen M und - -M.  Dann werde der 
Moduisubstitution 

die quadratisehe Form 

(36) Q~cx,-y) = c x~ + (d - -  a) x y - -  b y~ 

mit der Diskriminante 

A = (d - -  a) ~ + 4 b c  = (a q -d )~  - - 4  = m 2 - -  4 
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zugeordnet. Es ist klar, dab zu 

dieselbe Form Q geh6rt wie zu M. 

Umgekehrt, hat 

(37) O(x, y) = A x~+ B x y  + Cy ~ 
die Diskriminante 

(38) A ----- B * -  4A C = ms- -  4, 

dann geh6rt sie zu 

M =  [ ( n  - -B}  { ( r e + B )  und - - M - l =  { ( m - - B )  " 

Die Elemente in M sind ganz, da aus (38) 

B ~ m (mod 2) 
folgt. 

Im allgemeinen liegen M und - - M  -1 in verschiedenen Xhnlichkeitsklassen 
der homogenen Modulgruppe, da sie verschiedene Spuren a + d und - - a -  d 
haben. In derselben Klasse k6nnen sie nur ffir a + d = 0 liegen, und tun es 
auch wirklich, weil dann M = - - M  -I. 

Der Ahnlichkeitsklasseneinteilung der Nodulgruppe entspricht nun die 
Einteilung der quadratischen Formen in eigentliche Xqfiivalenzklassen. Wenn 
die Koeffizienten der qnadratischen Form (37) die Matrix 

bilden, so handelt es sich also um den folgenden 

S at  z t t. Wenn, der quadratischen Form (oder ihrer Koe/fizientenmatrix) Q 
die Modulsubstitution M (zusammen mit - - M  -1) zugeordnet ist, dann gehgrt 
zu L' QL die Matrix L-~ML (zusammen mit - -L-1M-1L),  wo L eine beliebige 
Modulsubstitution ist und L' die Transponierte yon L bedeutet. 

Beweis. Der Satz braucht nur fiir L --= S und L ---- T bewiesen zu werden. 

Es sei 

m ~  

dann ist Is. (t3a)] 

S-1M S = = 
c' d' 

Zu M geh6rt nach (36) die Koeffizientenmatfix 

Q 
~ d - - a  

2 
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und in der Ta t  gilt dann 

c c ~ ' d  2 
S ' Q S =  d--a c - - b + d  

c +  2 

wie es sein muB. Ebenso ist Is. (14a)] 

Ct dr--at)" 

--= d" --a ~ 
_ _  b ! 2 

T -1M T = \c" d"] -- b 

und 

- - d  C 

wie es der zu. beweisende. Satz verlangt. 

(Bemerkung. LATIMER und  MAcDUF~EE [5] Und O. TAUSSKY [6] haben 
'eine Zuordnung ~r Matrizen n-ter 0rdnung zu  Idealen in algebraischen 
K6rpern n-ten Grades studiert. Wir  ziehen Mer start der Ideale in quadrati- 
Schen,K6rpern die quadratischen Formen vor, d i e  auch ffir A = o  b rauchbar  
sind.) , 

13. Satz 7 zusammen m i t  Sa t z  t t ergeben nun den 

S a t z  12. Fiir die, quadratischen Formen O(x, y) = A x~+ B 2 y  + C y 2 m #  
der Diskriminante zt = B* =- 4A C =.ms - -4  bildet die F unk'tion 

2 -  

eine Klasseninvariante. 

Das folgende BeisPiel ist lehrreiCh ; Ffir m = 45, A "=4 5 2 -  4 = 43 �9 47 = 202.1 
gehSren die beiden Formen 

x~ + x y - -  5OSy ~ und 17x ~ -  7 x y -  29y z 

verschiedenen Klassen an,. denn ffir die ers teref indet  man 

und ffir die letztere 
, 2 3 /  

:9)__66 
Die beiden Formen geh6ren aber demselben .Geschlecht an, weil 

A = + 1 ,  4 = + t  

fiir A = 1 und A = t 7  ist4). Die Funktion ~ ist also keine ger~erische In- 
variante. 

4) Ein anderes Beispiel dieser Art, fiir z 1 = 2 5 2 - - 4 ~ 6 2 1  wurd~e 'nlir von Herrn 
R. Ayoub mitgeteilt.  
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14. Man kann  nun umgekehr t  den Satz 12 benutzen, um in vielen FAllen 
s(h, k) ohne eine auf G1. (3) gegrtindete Rekursion zu finden, n/imlich zu- 
n~chst, wenn die Klassenzahl zu A-----m 2 -  4 gleich I i s t .  Dies trifft nur  fiir 
[ m[ = 0, t ,  3, also fiir A = - -  4, - -  3, 5 zu. Da  fiir diese m alle unimodularen 
Substi tut ionen der Spur  a + d = m zur gleichen Klasse geh6ren mfissen, so 
haben wir hier 

mit  a(m--a)--bc---- l ,  m = 0 ,  4 - t ,  4-3, wobei wir r  nehmen k6nnen. 
W e n n  man in diese Gleichung die Werte  aus ( t!)  einsetzt, so erh/ilt m a n  den 

S a t z  13. Es ist /iir c > 0  und a(m--a)~--I  (modc) 

S(a ,C)- -  ( |  --c) m 
t2c 

/at r e = o ,  4 - t ,  4-3. 

Dieser Satz besagt fiir m = 0, also a2___- 1 (mod c) nur  einen Teil yon  
Satz I. Ftir ungerades m abet  ist a ( m - - a )  gerade, also c ungerade. Dann  
lassen sich die Aussagen ffir m = 4- l,  4- 3 auch folgendermagen schreiben: 

Fiir ungerades c > 0 und (2a 4- l) ~ ~ - -  3 (rood c) ist 

(39) s(a,c) = 4- c -__!.; 
1 2 c  

und ffir ( 2 a 4 - 3 ) ~ 5  (mod c) ist 

( 4 0 )  s ( a ,  c)  = 4 -  c - i 
4 c  

Dieser Fall ist besonders bemerkenswert,  da er zu A > 0 geh6rt,  wo M(z) 
hyperbolisch ist und nur  Fixpunkte  auf der reellen Achse hat.  Ein Beispiel 
ffir (40) ist 

a = t6, c = 6t ,  m = +-3,  (32 + 3) ~ = t 2 2 5  ~- 5 (mod6t ) ,  
also 

60  ~ 15 
s (16, 61) ----- 4--6i  -" -di-" 

Auch wenn die Klassenzahl von A nicht t aber klein ist, k6nnte man Ergeb- 
nisse erzielen. Zmn Beispiel ffir m = 4 ,  A = t2 gibt es zwei Klassen quadra-  
fischer Formen, von denen 

x 2 -  4 x y  + y2 und - -  x ~ +  4 x y - -  y~ 

Repr~tsentanten sind. Diesen Formen sind beziehungsweise die unimodularen 
Matrizen 

zugeordnet,  ftir die man erhiilt: 
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Wir haben also m i t c  > 0, a(4 -- a) -- b c = 1 

ba)=• 
oder 
(4t) s(a,c)  - -  r " 3e ~: c 

t 2c  

Sei zun~ichst 3 4"c. Dann wissen wir nach Hilfssatz 2, dab 3 kein Teiler 
des Nenners von s (a, c) sein kann, so dab also folgt 

4 - - 4 c  l - - c  
(42) s ( a , c ) =  12c = 3 - ~ 7 - . c ~ t  (m0d3), 

4 - 2 c  _ 2 - c  c ~ 2  (mod3). 
t2c  6c 

Ist ferner 3/c,, so zeigt die BedingUng a ( 4 -  a)-~ t (mod c) oder 

(43) (a --  2) 2 ~ 3 (modc), 

dab 9 ~'c, also nur c ~ • 3 (mod 9) in Frage kommen. 

Nun folgt aus (4t) 
12 c s (a, c) ~ 4 q: c (mod 3 c), 

anderseits aus (7), Hilfssatz 3, 

12acs(a,c)-----a 2 + t  (mod3c), 
also 

4 a T a c ~ - a ~ + t  (mod 9). 
Wegen (43) • 

a--2------0 (mod3), ( a - - 2 )  2 ~ 0  (mod9), 
~lso 

3 q : a c ~ O  (mod9), 
oder 

3 •  (mod 9), 

so daB, da die oberen und unteren Vorzeichen hier und in (4t) sich entsprechen, 

f 4 - - 4 c  = ----~2c~ c ---- -- 3 (mod 9) 

s ( a ,  c) / 4 - -  2c 
( ~ c ------ 3 (mod 9). 

Zusammenfassend haben wir also 

S a t z t 4 .  W e n n  c > 0 ,  ( a - - 2 ) 2 = 3  (modc), so • 

l - - f  /ar  c ~ t  (mod3) u n d  /~r c ~ - - 3  (mod9), 
s (a ,  c) = 3c 

2 -  c /~r  c -~ - l (mod 3) u n a  ] a r  c ~- 3 (rood9). 

Von dieser Art k6nnte map  noch weitere Siitze ftir geeignetes d > 0 
aufstellen. 
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l 5. Es bleibt noch der parabolische Fall A = 0, m ~ - ~  2 zu diskutieren. 
H ie r  haben wir, wie schon in w t I erw~ihnt ist, uiaendlich Viele Klassen. 

Sei zun~ch'st 

(44) 
also 

a--}-d=2, 

(d- -  1)3= -- bc. 
Zu 

geh6rt die quadratische Form 

Q(x, y) =cx~ + 2(d + t) x y - - b y  ~ 

- -  

Wenn 

(45) 2 = (c, d - -~) ,  

c = 2 9 , ,  d = t = , ~  

gesetzt wird, erhalten wir 

Q (x, y) = -~ (r x + ~ y) ~, 

Hier ist einerseits 22/c ganz, denn 

a s =  (c~, ( a -  t) ~) 
zugleich mit 
(46) (d -- 1) 3 ~- 0 (mod c). 

Anderseits ist 

It, 6 ) =  1, 

also lassen sich 0t, fl finden, so dab 

:~'=~x + fly 

y ' = y x  + rSy 

eine Modulsubstitution darstellt, und s'omit ist 

9(x, y) , - . ,~  y ~. 

Daher gilt innerhalb der Modulgruppe die Aquivalenz 

(::)-(:-S), 
3o dab also 
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ist. Ausfiihrlich heiBt dies, unter der Annahme c > 0 (sonst k6nnte man die 
Vorzeichen umkehren und a + d  = -  2 betrachten), 

- - . - -  ~ 2  (47) 2 t 2 s (a, c) -- 3 . . . . .  , 
C C 

unter der Bedingung (46). 

Wenn .man endl ich statt  .(44)' die Bedingung 

a + d =  - -2  

nimmt, so werden (45), (46)' dutch 

2 = (c, d + . t ) ,  

(d + t)2----- 0 (rood c) 

ersetzt, und stat t  (47) erscheint, c > 0 vorausgesetzt, 

2 
t2s(a,c) + 3 -- 

r C 

SchlieBlich beachten wit noch s(a, c)=s(d,  c) mad erhalten sornit den 

S a t z  15. Ist c > 0 ,  (d:~.t)~_----0 (modc), so ist 

s (d, = : F  
12c 

mit 2=(c,  d4-t) ,  wobei die unteren und die oberen Vorzeichen zusammen- 
geh6ren. 

Ffir quadratfre!es c ist stets 2 = c, und der Satz besagt dann nicht mehr 
als (15). Er  enthiilt jedoch eine neue Aussage ffir cmi t  quadratischem Faktor:  
Wir erhalten z.B. ffir 

c = 5 0 ,  d = t O i ~ t ,  / = 1 , 2 , 3 , 4 ,  also 2 = t 0  

s(t0i-4- t ,  50) = ~: 1oo+2-15o  = - c  2 
600 2~-"  
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