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Zur Theorie der Dedekindschen Summen

1. ScHUR zum Gedichtnis

Von
HANS RADEMACHERY)

1. Die Dedekindschen Summen s(#, &), die in der Theorie der Dedekind-
schen Funktion log #(7) auftreten, sind definiert als

(1) stB = ((_g)) ((l‘%’i)) (k) =1, k>0,

. . pumodk
wo fiir reelles x

) ((2) = {O fiir ganzes x

% — [x] — Lsonst

gesetzt ist. Thre bemerkenswerteste Eigenschaft wird durch die Reziprozi-
tatsformel ’

3) st B) sk ) =— ¢ + o5 (5 + 5+ 55

" ausgedriickt, die einerseits aus dem Verhalten von log#(t) unter Modul-
substitutionen abzulesen ist, fiir die aber auch eine Anzahl direkter Beweise
bekannt sind. Man kann (2) mit Hilfe eines Euklidischen Algorithmus, da
s{hy, kY =s(hy, k), fiir by = h, (mod &) ist, zweckmiBigerweise zur numerischen
Berechnung von s(#, k) fir groBere Werte von &, wo die Summendefinition
unbequem wire, benutzen.

Es treten in (2) und in einigen Verallgemeinerungen, die in verschiedener
Richtung von MorbeLr [7] und von mir [2] gegeben worden sind, jedoch
mehrere s(h, k) zugleéich auf. Im folgenden will ich nun Eigenschaften stu-
dieren, die der einzelnen Summe s (%, £) zukommen. Abschnitt I soll sich mit
den Werten von s(%, k) beschiftigen, Abschnitt I1 von einer Anwendung der
Dedekindschen Summen auf das Problem der Transformationsklassen der
Modulgruppe handeln, und Abschnitt ITT zieht quadratische Formen heran.

I
2. Hilfssatz 1. Wenn &' durch
(4) AW =1 . (mod#)
bestimmi wird, 1st ]
(4a) s(h', Ry =s(h k).
Ferner ist
(4b) s(—h k)= —s(h k).

1) John Simon ‘Guggenheim Memorial Fellow 1954/55.
Mathematische Zeitschrift. Bd. 63 31
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Beweis. Die zweite Aussage folgt sofort aus der Tatsache, daB ((x)) eine
ungerade Funktion von x ist. _

Wenn ferner g ein volles Restsystem modulo %2 durchliuft, so tut dies
auch #'p. Wir haben also

w= S (E)EE) = SR (5 = S A () - wn

10

3. Da ((#)) eine ungerade Funktion der Periode 1 ist, folgt sofort

imodk

und somit - 1 . . h

=3 (1) () - 24 ()

Explizit heiBt dies  “7 u=1

k—1
) = D £ 4 )

(5) ”;lk_l e Al
- ‘;aZuz—?ZM [TM] - Zk‘;ﬂ
_—_h(k-—“(zk”‘}‘)___i k=1

6k k- e

wo g eine ganze Zahl ist. Man sieht daher, daB der Nenner von s (%, k) hoch-
stens 6% sein kanm. Da ferner in (5) der Nenner des einzelnen Summanden
hochstens &2 fiir gerades % und 242 fiir ungerades % betrégt, so ist der Nenner
von -s{h, k). hochstens
fiir k gerade: (6k, k2) =k (6, k) = 2k- (3, k),
fiir 2 ungerade: Ok, 2k%) =2k (3, k).
Damit haben wir erhalten den
Hilfssatz 2. Der Nenner von s(h, k) ist hichstens 2k - (3, k).,

Dieser Wert des Nenners wird erreicht, z.B. ist s(1, 3) = 5. Der Nenner
kann aber auch ein echter Teiler des angegebenen Wertes sein: s(3, 25) =£.

Multiplikation von (3) mit 124% ergibt
(6) 12hks(h, k) +12hks(k )= —3hk + A2 4 R2+1.
Im Hinblick auf Hilfssati 2 lesen wir hieraus leicht ab den
Hilfssatz 3. Es sei ©@=(3, k). Dann ist
(7)- 12hks(h ) = +1 (mod OF).
4. Wir beweisen nun den

Satz 1. Der einzige ganzzahlige Wert, den 12s(h, k) annimmt, ist Null.
Dies tritt dann und nur dann ein, wenn

(8) A4 1=0 (modk?).
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Beweis. Es sei zunichst (8) erfiillt. Dann ist, in der Bezeichnung Hilfs-
satz 1
B =—h,
also
s(h k) =s(—h k) = —s(h, E),

woraus die zweite Hilfte des Satzes folgt.

Sei nun umgekehrt 12s(k, k) ganz. Dann ist nach (6) und Hilfssatz 2
die Kongruenz (8) -erfiillt.

5. Satz 2. Esist s(h,k)<<s(1, k) filr 1<h<FE
Beweis. Wir haben nach (5)
#i=3):

e

k-1

|l

I!

=2,
03

u=1
Es geniigt also zu zeigen, daB

E-1 -
3> Yo 122
u=1 u=1

ist. Hier sind die Zahlen

eine Permutation der Zahlen 1,2, ..., 2—1. Fiir alle moglichen Permuta-
tionen {a,} der Zahlen 1 bis & —1 erreicht aber die Summe

Zpa,

ihr Maximum fiir die Anordnung ¢, = u. In der Tat, wenn nicht durchgingig
.p=a, ist, dann gibt es in der Anordnung a,, 4,, ..., @,_, ein groBtes u=p,,
so daB a, 3=u,, wihrend a, =y fiir 4>y, (sofern ein solches u vorritig ist).
Dann ist jedoch sogar a, <p,, denn die a,>u, sind besetzt durch a,=pu.
Es sei dann po=a, mit u, <p, Wir vertauschen dann 2, und a,, ersetzen
also die beiden Summanden M1“u1+ ted,, durch u,a, -+ poa,, was eine
VergroBerung bedeutet:

Hr @y o @y, — (18 + o 4) = (o — i) (@, — @) = (o — p1i) (o — 2,) > 0.
Satz 3. Es ist s(h, k) >0 fiir 0<h<]/k—1.
Beweis. Nach (3) und nach Satz 2 haben wir

A k
s(h, k) = fi‘* ! ( h“;—’——Jr h-)~s(k,h)
, k2 k 5
2—“%’*715("751 + h)—s“””'
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Nun folgt aus (3), da s(h, 1) =0 ist,

1 (k41 1
sl = — -+ (5 + ),

so daBl wir erhalten

(f—1) (R — k2 —1)
sth ) 2 12h % ’

woraus die Behauptung des Satzes folgt.

Da in dieser Uberlegung das Ungleichheitszeichen nur bei der Ersetzung
von s(k, #) durch s{1, &) auftritt SO haben wir das

Korollar. s(h, k) = fitr k=1 (mod A).

5. Satz 4. Es seien %1— <™ rwei benachbarte Briiche in einer F arey-Reihe.
Dann ist b 2

y 1 +HAHR
©) s(hl’kl)_S(hz'k2)—T_ﬁuklkz_g_'

Beweis. Die kennzeichnende Eigénschaft fiir benachbarte Farey-Briiche

< h2 ist
2

by hy

=1,
Ry Ry

so daB3 also
hky=—1 {(modk),

ho by =1 (mod &) .
Dann ist aber nach Hilfssatz 1
s{ky, b)) = — s(hy, &),
S(ky, ke) = s(hy, k),
womit (9) aus (3) folgt, wenn dort %, k durch %,, %, ersetzt werden.

Satz 5. Uber hyjk, und hylky miogen die Voraussetzungen von Satz 4 gelten.
Dann ist

' . : Ry Byt B
(10) s(h1+h2,k1+k2)=%{s(l¢i,k1)+s(h2, AV 2lé‘j(kt;2)+ B

Beweis. Die Anwendung von (9) auf hl < Zlizz <» erg1bt
2

_ 71v__1+k¥+(k1+k2)2
s(hy, Ry) — s (by+ Dy, By + k) = T2k + By

4
2 2
S(h1+h2:k1+k)__s(h2’k) 1_ 1.{;2(?’131_:‘1332)):2_]22 '

Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen voneinander ergibt sich (10).

Die Formel (10) eignet sich besonders gut zur schrittweisen tabellarischen
Berechnung .von s{#, k), ausgehend von s(0, 1) =s(1, 1) ==0.
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6. Die Sitze 4 und 5 legen nahe, s(k/k) statt s(h, ) zu schreiben. Dies
kann man unbedenklich tun, wenn man voriibergehend die Bedingung
(h, k) =1 fallen 148t. In der Tat hidngt dann s(k, k) nur von dem Verhiltnis
k:k ab, wie man ersiecht aus

Hilfssatz 4. Fiir ganzes positives g ist
s(gh,qk) =s{h, k).

Dies gilt nur fiir die Definition (1) von s (k, k), nicht etwa fiir Formel (5).
Dieser Hilfssatz ist Theorem 1 in [3] und dort bewiesen. [Alle Formeln
setzen aber bisher (%, k) =1 voraus.] Damit ist eine Funktion s(p) fiir alle
rationalen g=»A/k definiert. Uber den Verlauf dieser Funktion x macht der
folgende Satz eine Aussage.

Satz 6. Die fiir rationale o =hlk definierte Funktion s(o) ist in fedem
Intervall nach oben und unten unbeschrinkt.

Beweis. In (9) moge h,/k, festgehalten werden und 4,/k, eine Folge von
benachbarten Briichen durchlaufen die von oben gegen ’;/k, gehen (z.B.
durch festgesetze Mediantenbildung). Mit #; fest, &,— + oo geht die rechte
Seite von (9) gegen — oo, also s (ky/ky) — -+ oo. Ebenso, wenn man %,/k, fest-
hilt und h,/k, gegen h,lk, gehen 14Bt, folgt s(h/k,)—>—o0.

II

7. Es sei I' die Gruppe aller homogenen Modulsubstitutionen

M:ab ‘a'b
cdl’ c d

Zwei Substitutionen M, M, heiBen dhnlich, wenn ein L € I" existiert, so daB

M,=L1M,L.

=1.

Die Gruppe I" zerfillt durch die Ahnlichkeitsrelation in Klassen. Die Spur
a-+d ist offenbar eine Invariante der Ahnlichkeitsklassen. In diesem Ab-
schnitt behandeln wir eine weitere Invariante.

Satz 7. Die Funktion

ab
WM=WQJ)

(11) _ % fiir ¢=0
e

+d

—12signe-s(a,|c|) — 3sign (c(a +4)) fir ¢=+0

ist eine Klasseninvariante. Auferdem ist
(12) PMy=P(—M), WM =—¥M),

und ¥ ist eine ganze Zahl.
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Beweis. Die Aussagen (12) folgen aus der Definition (11), wenn man noch

wa—(? b ‘1= d —b
cd —¢ a
beachtet. Ferner kann man aus (7) entnehmen
12|¢c|s(a,|c]) =a+d (modc),
also
a+d i
—— —12s{a,|c
| l "l ( I I)
ganzzahlig, woraus die Ganzzahligkeit von ¥ in (11) folgt.
Fiir die Invarianz von ¥(M) brauchen wir nur die Gleichungen

(13) P(S1MS) =P (M),
(14) Y(IT'MT)=Y (M),
mit

52(1 1),
01

zu beweisen.

Mit
M:(ﬂ b)

cd
haben wir

a—c¢c a—c+-b—d\
1 SIMS = R
(13a) ( c c--d )
(14a) :r»lMT:( d“‘c).

—b a

Dann ist (13) unmittelbar aus der Definition von ¥ abzulesen. Wir. haben
also nur noch (14) zu untersuchen. Zunichst bemerken wir, dal

(15) 125(1,) = =3+ k+ 3,

was aus dem Korollar zu Satz 3, oder auch direkt aus (3) folgt. Fiir den
Beweis von (14) unterscheiden wir drei Fille.

I. c=0, dann ist a==d=1. [@=d=—1 kann auf Grund von (12) bei-
seite gelassen werden.] Dann lautet (14), (14a):

(16) » llj<1 b)zlp( 1 0)
: : 01 —b1

oder, nach (11),
0 fiir 5=0
b=/, k X
‘ i—_2-b-+125ignb-s(1,!b])+35ignb:

was in der Tat durch (15) fir k=|| bestatigt wird.
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H. ¢30, b=0. Dann handelt es sich um

‘F(1 0);1_,,(1 —c),
c 1 0o 1

was aus (16) durch Vertauschung von ¢ und — b hervorgeht und somit unter I
erledigt ist.

III. 5==0, c4=0. Hier ist also im Hinblick auf (11), (14), (14a) zu beweisen:

12signec:s(a,|c|) +12signb-s(d, |b))
17 a .
(7) N L ’Il;d—jslgn(c(a—l—d))—351gn( (@a+a)).

4

Wenn 4 =0 ist, dann muB b= —c¢=-+1 sein, und (17) ist dann trivialer-
weise erfiillt. '

Wenn 4==0, dann kann wegen (12) d >0 angenommen werden. Dann
ergibt (3) '
+1d 4

12sd|c}—i—12s||d——~3—i—|| ——h,

125(d,]8)) + 12s(|b], d) = — 3 + = Ibl + Ibl d;bi

Die erste dieser Gleichungen multiplizieren wir mit sign ¢, die zweite mit
sign b und beachten, dafl zufolge (4b)

s(h, k) =signh-s(| |, k)

ist, so daB
12signe-s(d, |c|) +12s(c, @) = —3signc+§+%+%,
(18)
12sign b - s(d, |b]) + 125 (b, d) = —-'3signb—[—-g—+%+~é%
hervorgeht. Nach Hilfssatz 1 ist
s(a,|¢c|) = s(d,|¢cl),
s(c,d) = —s(b,d).
Addition der GIn. (18) ergibt also
12signc- s(a, |c) +125ignb' s(d,]3])
(19) —351gnc—3sxgnb+ +° +ad—bc+ +2 +ad—-bc.

Ein Vergleich von (17) und (19) zeigt, daB (17) bewiesen sein wird, sobald
die Richtigkeit von

(20) sign (c(a + 4)) + sign (b(a + d)) = sign ¢ + sign b
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gezeigt ist. Nun ist (20) klar fiir a +d > 0. Fiir a4+ 4 <0 und 4 >0 (was wir
annehmen durften) folgt ad <0, und sbmit bc=ad —1<C0, was entgegen-
gesetzte Vorzeichen von b und ¢ bedeutet. Dann sind beide Seiten von (20)
gleich Null. Somit ist (17) bewiesen und damit der Beweis von Satz 7 erbracht.

8. Unter Einfithrung der Matrix U= ST mit
(21) Te— Us =1

(Wo Faktoren -1 vernachlissigt, d.h. die inhomogenen Modulsubstitutionen
gemeint sind) kann jede Modulsubstitution e/ndeutig in kiirzester Form dar-
gestellt werden?) als
(22) M=U0«TUsT...TU,
wo
Ej::t1, 7‘21,.,.,'1}
€, &1 =0 oder 1.

Elemente M, die durch zyklische Vertauschung der Faktoren der Dar-
stellung (22) auseinander hervorgehen, gehoéren zur selben Klasse. Wenn man
das Produkt (22) zyklisch schlieBt, wird im allgemeinen eine Reduktion
durch Anwendung von {21) eintreten. Dann gibt es also in einer Klasse immer
eine Transformation von folgender Art

1. die elliptischen 7, U, U-?

oder
2. TUSTU...TU>, &=-1.
Hilfssatz 4. Ist

(23) M:%az)zTU“TWRHTU% g=+1,
c

dann gilt®)

(24) a<0, d<0, bx=0, ¢=0

Beweis. Diese Behauptungen sind richtig fiir =1, also fiir

TU:TST:(—1 0)

1 —1
TU4:54=(~1 U.
0 —1

Angenommen die Behaupturnigen (24) wiren fiir M in der Form (23) giltig,
dann haben wir zu zeigen, daf} sie auch fiir

M. T U+t

2) Den Hinweis auf die Bedeutung der kiirzesten Dérstellung in diesem Zusammen-
hang verdanke ich Herrn REIDEMEISTER; vgl. [4], S. 42, 43.
3) Moglicherweise zu erreichca durch Multiplikation der Matrix mit — 1.
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zutreffen. Nun ist

MTU:(“ b)(——d 0)=<——a—i—b -—b)=(a—b 'b)=(a’ b’)
cd 1 —1 —ct+d —d c—d d ¢ d
und
MTU"i:(a b)(-—1 1)=(——a a——b)=(a b——a>=(a” b">
cd 0 —1 —c c—d c d—c ¢ d)
Aus (24) folgt dann dieselbe Behauptung auch fiir a’, ¥, ¢, d',unda”, b”,¢", 4",

womit der Hilfssatz bewiesen ist.

9. Nunmehr kann man der Klasseninvariante ¥ eine neue Bedeutung
geben. Es gilt nimlich der

Satz 8. Es sei M in seiner Klasse in der - zyklisch reduzierten Form an-
genommen. Dann gilt:

‘F(T):‘P(O _1)=0,
1 0

@) 1 —1 0 —1
Y(U) = EP<1 o 0) =2, PUY =_11rf(1 :1> =2
und im Falle (23) |

(26) P(M) =Y.

Beweis. Die Formeln (25) liest man direkt aus der Definition (11) von ¥
ab. Die Gl. (26) wird durch die fiir den Beweis von Hilfssatz 4 angewandte
Induktion bewiesen.

Zunichst ist _
(T V) =1P<_: ?): 1,

(T U =IP(“.1 1): —1,
0 —1

wie aus (11) folgt. Also stimmt (20) fir y=1.
Es sei nun (26) fiir ein » erfiillt, dann bleibt nur zu zeigen, daBl

(27) PMTUY) =¥ (M)+¢6,.1, &p1==+1
ist. Sei
M= (“ b).
c d/’

MTU=[*"" b),
c—d d

dann ist
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also

% fir ¢=0
(284) v =1 ¢

2L _12s(d, ) +3, ¢>0,
(28b) PMTU) =" aasdc—d) +3,

wo nach (24) ¢ —d =0 nicht vorkommt, und wo, wieder nach’'(24), a 44 <0,
a—b-d <0 benutzt ist.

Sei zundchst ¢=0, also g=d=—1. Dann ist

W — b WMTU) = —1=b—1 1,
29) {(m b, (M T U) o +3

=—b+1,
in Ubereinstimmung mit (27).
Sei zweitens ¢ >0, also nach (28a), (28b)

P(MTU)—PM) = “:fj;d —Ejd —12s(d,¢c —d) +125(d, ¢).

Nun ist aber nach (3)

T

und somit
YMTU)—YM =12s(c,d) +12s(d, c) +
py_Phl—dPt1  a—btd atd

d(c — d) c—d ¢

Eine nochmalige Anwendung von (3) ergibt dann

M TU) Py =000 etd | boehd g,

Diese Gleichung und (29) bestitigen (27) fiir den Fall ¢,,,=+1.

Ferner ist
. a4 b
— c=20
(30) !P(MTUﬁ):l.P(“ _“ib)z dd
¢ —c+d a—_—‘;+——123(d,c)+3; c>0
und somit fiir c¢=0, a=d=—1:

YMy=—b, PMTUYH=—1-10,
wihrend sich fiir ¢ > 0 aus (28a) und (30)

YMTUY —PM) = —_%z —1
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ergibt. Damit ist (27) auch fir den Fall ¢,;, = —1 bewiesen und der Induk-
tionsbeweis von Satz 8 zu Ende gefiihrt.

10. Im allgemeinen kann man nur aussagen, daB ¥'(M,M,) und ¥(M,) -+
Y(M,) sich nur um Vielfache von 3 unterscheiden konnen. Jedoch gilt der

Satz 9. Wenn M keine elliptische Substitution ist, dann ist fir ganzes k
Y(MH = kP (M).

Beweis. Dies folgt zunichst fiir #>>0 daraus, da8 in dem zyklischen
Zusammenschlufl von M, & mal die gleichen Reduktionen auftreten, die nur
einmal bei dem zyklischen Zusammenschlufi von M auftreten. Also besteht
das zyklisch reduzierte M, aus & Wiederholungen des zyklisch reduzierten M,
was den Satz fiir £ >0 beweist. Fiir 2 < 0 folgt der Satz dann aus der zweiten
Gl. (12), und fiir k=0 aus ¥Y(E)=0, wo E die Einheitsmatrix ist.

In etwas anderer Richtung liegt der
Satz 10. Wenn fiir

61) = (2 0] (),
¢ dy ¢y dy
die Ungleichungen
(32) {%<Q@<Q 6>0, b,>0
a4, <0, dy <0, €0, d3>0

gelten, so ist

(33) T(Mle) =T(M1) +5U(M2)-

Beweis. Die Ungleichungen (32) sorgen dafiir, daB in der Normaldar-
stellung (22) M; so endet und M, so anfingt, daBl keine gegenseitigen Reduk-
tionen in dem Produkt M, M, stattfinden.

Um dies einzusehen, dndern wir die Bedingungen zu (22) dahin ab, daf
wir nur nicht-negative Potenzen zulassen, was.dadurch geschieht, daB jeder
etwa auftretende Exponent —1 durch 2 ersetzt wird. Dann werde die Defi-
nition U= ST benutzt, so daB (22) umgeformt wird in

{ M= (ST)ysT(ST)" T...(ST)» T(S T)™+,

34) .
o e1=0,1,2, =12, 7=1,...,v.

Dann und nur dann, wenn 7,=0, 7, <, >0 wird M in (22) die spezielle Form
(23) haben, d.h. mit 7 anfangen und mit einer Potenz von U enden. Wir
wollen zeigen, daB aus
(35) a<0, 4<0, ¢>0
folgt =0, 1, +1>0.

In der Tat, (34) kann nach gehorigem Zusammenziehen auf Grund von
T?=1 geschrieben werden:

(36) M=5nTS5%  TStTSh, ¢g=1,7=1,...1, =20 ¢.1=0,
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WO ¢g>0 aus 7,>0, und ¢,,,>0.aus 7,.,=0 folgen wiirde. Man sieht
ferner leicht, daB wegen (34) von den nicht-verschwindenden ¢, nur - das
erste und letzte gleich 1 sein konnen, wihrend fiir die ibrigen sogar ¢; = 2 gilt.
Nach (36) kann man ‘

__at+b
M(T) T er+d
als einen Kettenbruch
ar—{—bA: __1_~
ct+4d 7o 'q1—~'
N 1 S —
1
aQ

schreiben, woraus durch % -0

folgt, so daBl ¢,>0
“zo0

nach sich ziehen wiirde, gegen die Ungleichungen (35). Ebenso beweist man
aus

Mri=S"09TS?..TSaT,
‘also aus

d g 1
— =g~
p AT

daB ¢;,,>0 die Ungleichung
— % <o

c
zur Folge hitte, wieder gegen .(35). Es ist also g,=¢;.,=0 und folglich
7o =0, 7, +.1>>0,und M hat die Form (23), wobeinur ¢, , , statt ¢, zu schreiben ist.
Daher haben infolge von (32) die Substitutionen M; und M, auch die
Form (23). Dann aber tritt in dem Produkt M, M, keine Reduktion ein, da auf
das letzte U™ von M, das erste T von M, folgt. Damit ist Satz 10 bewiesen.
Wenn man in (33) die Matrizen von (31) eintrdgt und die Definition (11)
von ¥ aus Satz 7 heranzieht, so folgt nach einigen Rechnungen das

Korollar. Unter den Bedingungen (32) ist
s(d, [e]) + s, e)) + s(dg, 0) =

e+ 8+ e

A _eatrete
4 1264 65} ¢}
mit :

c=1Ca,+dic,, - d=c b, dyd,.
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Diese Formel kénnte auch analytisch aus der Theorie der Funktion log #(7)
gewonnen werden. Sie folgt iibrigens auch aus der dreigliedrigen Formel (30)
in [2].

III

11. Fir die elliptischen Substitutionen, die mit T oder U oder U-! aqui-
valent sind, also nur zu 3 Klassen gehéren konnen, ist die Spur a +-d gleich 0
oder --1. Wenn man die Spur a + d =m mit |m| =2 vorgibt, wobei man a +4
negativ wihlen kann, so kann man nach dem Hilfssatz 4 und den ihm vor-
ausgehenden Erérterungen in derselben Klasse stets eine Substitution in der
Form (23) finden, fiir die a <0, d< 0 ist. Solche 4, 4 gibt es aber bei festem
a--d=m nur endlich viele.

Ist m<—3, so ist a-d==1, also
be=ad—1=0,

und von den b, ¢ (die beide nach Hilfssatz 4 positiv zu sein haben), gibt es
daher wieder nur endlich viele. Also gibt es mit vorgegebener Spur a+d—
m< —3 nur je endlich viele Klassen von Modulsubstitutionen.

Fir a+d=—2, also a—d_- —1, bc=0 gibt es die unendlich vielen
Substitutionen

<TU>’=(‘Z f) c>0,
(TU—1>".=(":) : ’1’) b0,

die verschiedene Normalformen (23) zeigen, und also zu verschiedenen Klassen
gehéren. Dies sind die parabolischen Substitutionen. Es ist i{ibrigens

P(TU¥) =c, P(TU)=—b.

12. Einen anderen Einblick in die Verteilung auf die Klassen bei-gegebenem
m=a-+d gewinnt man durch eine Zuordnung von quadratischen Formen
zu den Modulsubstitutionen.

Wir-gehen dazu wieder zu den homogenen Modulsubst;tu’uonen iiber,
unterscheiden also die unimodularen Matrizen M und — M. Dann werde der

Modulsubstitution
M= ab
“\ed
die quadratische Form
(36) Qtxiy) =cx®+ (d—a)xy —by®

mit der Diskrifninant_e

A=(@—a)P+4bc= (a4 d2—4=mr—4
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zugeordnet. Es ist klar, daB zu

(———d b)
M=
¢ —a

dieselbe Form Q gehért wie zu M.
Umgekehrt, hat

(37) Qlx,y) =Ax*+ Bxy+Cy?
die Diskriminante ‘
(38) A=B*—44AC=m*—4,
dann gehort sie zu
M:(;-(m—B) - C ) und _M_lz(—-;(m—{'—B) ~C )
4 § (m+ B) 4 1 (m— B)
Die Elemente in M sind ganz, da aus (38)
B=m (mod2)
folgt.

Im allgemeinen liegen M und — M- in verschiedenen Ahnlichkeitsklassen
der homogenen Modulgruppe, da sie verschiedene Spuren ¢+44 und —a—d
haben. In derselben Klasse kénnen sie nur fiir ¢ +-d=0 liegen, und tun es
auch wirklich, weil dann M = — M1,

Der Ahnlichkeitsklasseneinteilung der Modulgruppe entspricht nun die
Einteilung der quadratischen Formen in eigentliche Aqdivalenzklassen. Wenn
die Koeffizienten der quadratischen Form (37) die Matrix

45
0=

B ¢

2

bilden, so handelt es sich also um den folgenden

Satz 11. Wenn-der quadratischen Form (oder ihrer Koeffizientenmatrix} Q
die Modulsubstitution M (zusammen mit — M) zugeordnet ist, dann gehirt
zu L'QL die Matrix LIML (zusammen mit — LML), wo L eine beliebige
Modulsubstitution ist und L' die Transponierte von L bedeutet.

Beweis. Der Satz braucht nur fiir L =S und L =T bewiesen zu werden.

Es sei
we(c )
c d).
dann ist [s. (13a)]

sapys—(* b _[a—c¢ a—-c—{—b——d.
¢ d ¢ c+d

Zu M gehért nach (36) die Koeffizientenmatgix

‘ d—a
¢ 2
Q= d—a _b)'

2
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rund in der Tat gilt dann

o e ro e
SQS= | =, 2

wie es sein muBl. Ebenso ist [s. (14a)]

TAMT— a’ b _ d —e
T\ dt) \-b a
und ’ a—d / e d”_—a”
T'QT= ) 2 — . 2

a—d- ar —a”’ __bl’

wie es der zu, beweisende . Satz verlangt.

(Bemerkung. LATIMER und MAacDuFrek [5] und O. Taussky [6] haben
‘eine Zuordnung von Matrizen #-ter Ordnung zu Idealen in algebraischen:
Korpern n-ten Grades studiert. Wir. ziehen hier statt der Ideale in quadrati-
schen Kérpern die quadratischen Formen vor, -die auch fiir 4'=0 brauchbar.
sind.)

13. Satz 7 zusammen mit Satz 11 ergeben nun den

Satz 12. Eﬁridz"e. quadratischen. Formen Q(x,y) = Ax*+Bxy 4 Cy? mib
der Diskviminante 4= B*—4AC=m>—4 bildet die Funktion

p(im—B)  —c
. 4 3(@m+ B
etne Klasseninvariante.
Das folgende Beispiel ist lehrreich: Fiir m =45, 4 =452— 4 =43 - 47 =204
gehdren die beiden Formen
¥+ xy — 50592 und 17x%— 7xy — 2942
vérschiedenen Klassen an, denn fiir die erstefe ‘findet man

l},(22 505)____42
1. 23

(19 .29) 6
17 26
Die beiden Formen‘»gehéren aber demselben Geschlecht an, weil

)=+t ()=

und fiir die letztefe

fir A=1 und 4 =17 ist%). Die Funktjbn ¥ ist also keine generische In-
variante.

4)’ Em anderes Beispiel dieser Art, fiir 4=252—4 =621 wurde ‘mir von Herrn
R. Ayoub miitgeteilt.
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14. Man kann nun umgekehrt den Satz 12 benutzen, um in vielen Fillen
s(h, k) ohne eine auf Gl (3) gegriindete Rekursion zu finden, nimlich zu-
néchst, wenn die Klassenzahl zu A4 =m?— 4 gleich 1 ist. Dies trifft nur fiir
|m|=0,1,3, also fir 4=—4, —3,5 zu. Da fiir diese m alle unimodularen
Substitutionen der Spur a-+d=wm zur gleichen Klasse gehéren miissen, so

haben wir hier
!p(a b ) !p(m —1)
cm—a 1 0

mit a(m-—a)—bc=1, m=0, +1, =3, wobei wir ¢>0 nehmen kénnen.
Wenn man in diese Gleichung die Werte aus (11) einsetzt, so erhilt man den

Satz 13. Es ist fiir ¢>0 und a(m—a)=1 (mod ¢)

1—cm
s(a,c) = L?;)"
filr m=o0, +1, +3.

Dieser Satz besagt fiir m =0, also a?=—1 (mod ¢) nur einen Teil von
Satz 1. Fiir ungerades m aber ist a(m —a) gerade, also ¢ ungerade. Dann
lassen sich die Aussagen fiir m=--1, 4-3 auch folgendermaflen schreiben:

Fiir ungerades ¢ >0 und (2a-+1)%= —3 (mod ¢) ist

| c—1
(39) s(a, ¢) = =+ ‘150:
und fiir (2244-3)2=5 (mod ¢) ist

(40) s(a,0) =+ ="

Dieser Fall ist besonders bemerkenswert, da er zu 4 >0 gehért, wo M(z)
hyperbolisch ist und nur Fixpunkte auf der reellen Achse hat. Ein Beispiel
fiir (40) ist

a=16, c=01, m= 43, (32 +3)2=1225 =5 (mod 61),
also 6 s

5(16, 61) == Z—'—~61 == '6’1“ .

Auch wenn die KIaséenzahl von A nicht 1 aber klein ist, kénnte man Ergeb-
nisse erzielen. Zuin Beispiel filr m =4, A =12 gibt es zwei Klassen quadra-
tischer Formen, von denen

22— 4xy+9y* und —2244xy— y?

Reprisentanten sind. Diesen Formen sind beziehungsweise die unimodularen

Matrizen
4 —1 01
und
(5 7o) e (54)

zugeordnet, fiir die man erhilt:

g,(4—1)=1, yj( 01)_2__1
1 0 —14
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Wir haben also mit ¢>0, a(4—a)—bc=1

a b
L' =41
(c '4—a) =%
oder '

(41) ‘s{a,c) —4-3cFc

Sei zunichst 3 tc. Dann‘ wissen wir nach Hilfssatz 2, daB 3 kein Teiler
des Nenners von s{a, ¢) sein kann, so daB also folgt

4 —4c 1—c

— = = == (de 3),
(42) . S(ll; C) = 4 1_2(;0 23__0_ ;'
__126 = ——6;‘ c=2 (mOd 3)

Ist ferner 3/c, so zeigt die Bedingung a(4—a)=1 (mod ¢) oder
(43) (a—2)2=1% (modc),

daB 9 t¢, also nur ¢= 43 (mod 9) in Frage kommen.
Nun folgt aus (41)
12¢s(a,¢) =4F ¢ (mod3c),
anderseits aus (7), Hilfssatz 3,
v 12acs(a,c)=a*+1 (mod3c),
also
4aTac=a+1 (modQ).
Wegen (43) ist '
a—2=0 (modj3), (a—2)2=0 (mod9),
also
3Fac=0 (mod9),
oder
3+c=0 (mod9),

so daB, da die oberen und unteren Vorzeichen hier und in (41) sich entsprechen,

y ~ ,.4__;2,545 c=—3 (mod 9)A
a,¢) =. t=2 s (medo)
12¢ - )

Zusammenfassend haben wir also
Satz 14. Wenn ¢>0, (a—2)2=3 (mod c), so ist .

S5 fiar e=1 (mod3) ~und fir c=—3 (mod9),

.?a.“c..” fir c=—1 (mod3) wund fir c=3 (mod9).
Von dieser Art konnte man noch weitere Sitze fiir geeignetes 4>0
aufstellen.

Mathematische Zeitschrift, Bd. 63 32
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15. Es bleibt noch der parabolische Fall A==0, m== 42 zu diskutieren.
Hier haben wir, wie schon in § 11 erwihnt ist, unendlich viele Klassen.

Sei zunichst

(44) a+d=2,
also

(d—1)2= —bec.
Zn

-t}
cd
gehort die quadratische Form
Qx, ) =cat-F2[d+ 1) xy — by?
= %(cx + @ —1)y)2
Wenn
(45) A=(c,d —1),
c=Ay, d=1=28
gesetzt wird, erhalten wir
. A2
Q%) =2 ya+oyy
Hier ist einerseits A%/c ganz, denn

2= (c% (d —1)?)
zugleich mit

(46) @—1)2=0 (modo).
Anderseits ist

(y,0) =1,
also lassen sich «, § finden, so dal
¥ =ax+f5y
y'=yx+dy

eine Modulsubstitution darstellt, und somit ist
. 2
Q% 9) ~—5"

Daher gilt innerhalb der Modulgruppe die Aquivalenz

(a b)~(1 —. ;:)
cd 0 1 . ’
. a2 .
tp(“ b): yf(1 - ‘7): o
cd 0o 1, c

so daB also
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ist. Ausfithrlich heiBt dies, unter der Annahme ¢> 0 (sonst kénnte man die
Vorzeichen umkehren und a4 = —2 betrachten),
22

»

4

(47) ;"— ~ 12s(a,¢) — 3 = —

unter der Bedingung (46).
Wenn man endlich statt -(44) die Bedingung

at+d=—2
nimmt, so werden (45), (46) durch
A={(c,d+1),

(d4+1)2=0 (modc)
ersetzt, und statt (47) erscheint, ¢>> 0 vorausgesetzt,

2 ' R
———;——123((1,0) +3 =
SchlieBlich beachten wir noch s(a, ¢) =s(d, ¢) und erhalten ‘somit den
Satz 15. Ist ¢>0, (d£4)*=0 (modc), so st
; 2L 3¢
s, =5 BE2=3e

mit A=(c, d-+1), wobei die unteren und die oberen Vorzeichen zusammen-
gehoren,

Fiir quadratireies ¢ ist stets A= ¢, und der Satz besagt dann nicht mehr
als (15). Er enthilt jedoch eine neue Aussage fiir ¢ mit quadratischem Faktor.
Wir erhalten z.B. fiir

¢c=50, d=10j41, §=1,2,3,4, also A=10

s(10f 41, 50) = _’%830;@ = 52?
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