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Von 

Hans Rademacher in Hamburg. 

Einleitung. 
Der Riesz-Fischersche Satz, der besagt, dab es zu jeder Folge yon 

reellen Zahlen o~, c~, % , . . . ,  c,, . . .  mit konvergenter Quadratsumme eme 
hSchstens bis auf eine Nul|menge bestimmte Funktion f(x) gibt, deren 
Fourierko'effizienten in bezug auf ein vorgegebenes System yon Orthogonal- 
funktionen ~ (x), ~ (x), . .  ~, ~, (x), . . .  die Zahlen c, stud, hat  eine Reihe 
yon u hervorgebracht, jene Ftmktion.~[.~Z ) in rectmerisch einiaohe 
Beziehung z u d e h  c,, uncl den ~ (x) ,zu se~z~u. ~ u a s  at~gemems~e Ergebnie 
in dieser Riehtuug ist wohl der Satz yon Weyli) ,  n~oh dem man ads 
der Reihe 

stets eine fast iiberaU konvergente Folge yon Teilsummer/ auswEhlen kann, 
deren Limesfunktion, wie man leicht sieh.t, die yore Riesz-Fischerschen 
Satz behaupteten Eigenschaften besitzt. Dieser Weylsche Satz soll im 
folgenden dahin pr~.zisiert werden, dab zu vorgelegter konvergenter Reihe 

flZo~-die Indizes der Teilsummen einer konvergenten Folge explizi~e an- 
v----1 

gegeben Werden. 
Uber die' Konvergenz der Reihe Z cv q~ (x) selbst hat man bisher nut 

Aussagen maehe~kSnnen,, indem man fiber die c, nocti m.ehr,als nut di 9 
Konvergcnz v o ~ . ~  o,, ~, voraussetzte. Jerosc~h~) updWey! 8) haben hierin den 

~) Uber die Konvergenz yon Reihen, die naoh Drtli6gonalfunktibnen fortsoh~i~ten; 
Hath. Ann. 67 (1909), S. 225--245, insbes. S. 243--245. 

~) F. Jerosch und H. Weyl~ Uber" die I~onvergenz yon Reihen, die naoh perio- 
disohen Funktionen fortschreiten, Math. Ann. 66 (1909), S. 67--80; vgl. auoh die 
uniter ~) zitierte Arbeit yon Weyl, S. 229 oben. 

*) A. a. O. ~) S. 226 it. 
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(v T M  ,) 
Anfang gemacht, jener, indem er unter der Voraussetzung c, = O ~ , 

~/~- bewies, dieser, indem er unter Voraussetzung der Konvergenz yon 2" c~ 
da$ die Reihe (1) fast iiberall konvergent ist. Der n~iehste Sehritt wurde 
yon Hobson getan ~), der zeigte, dal3 zu der Konvergenz bis auf eine Null- 
menge (der ,,fast ausnahmslosen" Konvergenz, wie wit im folgenden sagen 
werden) schon die Voraussetzung der Konvergenz yon , ~ ' c ~ v  ~' bei irgend- 
einem a ~> 0 hinreicht. Endlich hat Planeherel bewiesen~), da~ fiir dieses 

)s Konvergenzverhalten yon (1) schon die Konvergenz yon 2" cv (log ~ hin- 
reicht. Aus einem Satze yon Hardy'), auf den Hobson 7) und neuerdings 

Neder s) hingewiesen haben, folgt, datl die Reihe ~ (a,, cos 'vx + b,, sin vx) 
v = l  

schon dann fast iiberall konvergiert, wenn Z ( a ~  + b : ) ( l o g v )  e konvergent 
v = l  

ist. Die n'aheliegende Frage, ob sick in dem Planeherelsehen Satze diesem 
Hardysehen Satze entsprechend fiir allgemeine 0rthogonalfunktionen der 
Exponent 3 des Logarithmus dutch 2 ersetzen l~$t, wird im iolgenden 
bejahend beantwortet. In diesem Zusammenhange sei endlich noeh er- 
w ~ m t ,  dall Herr Neder neuerdings durch Beispiele klargestellt hat, dalt 
die Konvergenz yon 2c,,~(Iogv) * fiir irgendein a < 0  gewill nicht aus- 
reieht, um fast iiberaU die Konvergenz yon (1) zu siehern 9). 

AuBer der sehon erwiihnten Erg~nzung des Weylschen und der Ver- 
seh~rfung des Plaueherelschen Satzes enthalt die folgende Untersuchung 
noeh asymptotisehe Absehi~tzungon fiber Summen yon Orthogonaliunktionen. 
Mit Hilfe eines Satzes yon I. Sehur werden viele Eigensehaften yon Ortho- 
gonalfunktionen auf eine weitere Klasse yon Funktionen iibertragen. Auller- 
dora ~r die verallgemeinerten ,,Lebesguesehen Konstanten" auf ihr 
infmitares Verhalten bin untersueht. Ein durehgefiihrtes Beispiel greuzt 

~) On the convergence of series of orthogonal functions. Prec. of the London 
Math. See. (2) 12 (1913), S. 297--308. 

5) Sur la convergence des s~ries de fonctions orthogona]es. Comptes Rendus de 
I'Acad. des Sciences de Paris 157 (1913), S. 539-542. 

6) On the summability of Fourier's series, Prec. of theLondonMath. Soc. (2) 12(1918), 

s. 365-372. Der erw hnte Sat  tauter genau: ,I t + Z  % cos + ei e 

a v cos vx + by sin vx 
fast iiberalt konvergent." (Theorem 8, Fourierreihe, so ist log 

S. 870.) ~Die oben hervorgehobene Konsequenz erhiilt mma in dam Sp~zialfall, we 
die Fourierreihe zu oiner sam~ ihrem Q~adrate integrierbaren Funktion geh6~t. 

~) Prec. of the London Math. She. (2) 14, S. 428-439, insbes. S. 429. 
s) Math. Ann. 8~ (t921,) [S. 117-136], S. 181. 
~) A. a. O. 8) 

Mat hematitohe Annalen. 87. 8 
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dann den Spielraum ab, in 
noch verbessern kSnnte. 

H. R a d e m a c h e r .  

dem man die erhaltenen Absch~itzungen etwa 

L Fast iiberail konvergente Teilfolgen yon ~' c, fp, ( x ) .  

I. Es sei cp~(x),q%(x),.. . ,cf,(x),. . ,  ein System yon saint ihrem 
Quadrate im Lebesguesehen Sinne integrierbaren Funktionen, die im Inter- 
vall ( 0 . . .  1) orthogonal und normiert sind: 

1 r l ,  # - - 0  
(2) f { 

o tO, / ~ + ~ .  
o~  

Ferner sei el, % , . . . ,  c~, . . .  eine Folge yon reellen Zahlen und 3_. ~c) sei 

konvergent. Dann gibt es stets monoton ins Unendliche wachsende Folgen 
yon positiven Zahlen ~(v), so da~ 

.gleichfalls konvergent ausfiillt. Ist r~ = ~ v ~ ,  so kann man z.B. iiir 
;~" ~ 

~rgendem 0 < ~, ~ 1 setzen "=" 

k!einste ~, f/it das ~ ( ~ ) ~  ,o.aud~lit , q --  1, 2, 3 , . . .  Dann ~t  )-.(A.t,~,~ ~. 
Unter diesen Voraussetzungen u'nd Bezeiclmungen gilt nun. d e r  

21 e 
.S~t.z I..." . D~:".Folg~ vor~ Teilsumme~ .Z r ~, (~) 

: f a ~  iiberall konverge~t. ,=i 
Bomerkenswert ist an diesem Satz, daf3 er die Auswahl der Teil- 

summen nur aus der Folge (c~} bestimmt, unabh~ingig yon dem zugrunde 
gelegten 0rthogonalsystem. 

Wir fiihren die Bezeichnungen ein 
n n 

~ = m + l  ~= fr$-t 1 ~'=m-P1 

Dann ergibt, sich miter Benutzuag von (2) fiir 0 < N < n 

/ ~ - - I  n - - I  1 n--  1 

~--1 n--1 n - - l ' "  #--1 

...~-~. .,~, o(Ao, A,+l ) ~=Z,.(e-- N +  I)a(Ao,Ao+,) ~_.~,I (Ao.)a(Ae,Ae+,) 
r= ' .~ Q.fr- e=2 ~, o ~  

n--1 A~o+I As 

@=N ~'--Ao+ 1 / = A ~ v + I  

(~e = I., 2, . . )  is t 

wofiir man die Konve~genz yon (3) leicht einsieht~ Ferner sei Ae: das 
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Also ist der positive Integrand 

in einer Menge E~v,n, 
Erst recht ist also 

und in E s , .  

rt--1 

Z -~ {s(x ;  Ar, A . } ' <  *(A~, A.)  i 
r = N  

deren Mag '~ gr6fler oder gleieh 1 -  ~(A~v,A.) t. 

in der fiir alle 

mE~,,,~ 1 -- ~ ( A ~ , ~ )  ~ 

t 

: s(x; A,,A,,)I < ~(A~,eo)", 

s(x;  Ar, Ar,)I <__ Is(x; Ar, A,~)I + Is(x; Ar,,Ah)]. 

P 

fiir jedes r, das N ~ r ~ n geniigt. Die Menge E # , , ,  
ganzen r u n d  r 1 unter der Bedingung N ~ r __< r I ~ n 

Is(x; Ar, A,,)l < 2v(A~r, cr �89 

stattfindet, enthiilt E~,~ wegen 

t 

Folglich ist erst recht 

Nun ist 

(4) 
was aus der 
Durchschnitt 

mE~,,,> l -- , (As,  oo) ~. 

E' E' E' ~,~+1>- lv,.v+~:> .v, zc+s>- 

Definition dieser Mengen unmittelbar folgt. 

' ' �9 E~v Dlv = E,v,~+l .E~v,~+, ,~+3 . . . .  

Wir bilden' den 

Wegen (4) ist dann nach einem Theorem der MaBtheorie 

(5) 
In D~ ist nun 

(6) 
fiir alle r u n d  rl, 

mD~ = lim m E~+k ~ 1 -- ~(A2r oo) ~. 
k . -~  oo 

Is (x ;  A~,A~,)] < 2z(Alv, oo) ~ 

die nur N ~ r ~ r a erfiillen. Aus den D~ bilden ,wit 

Vlv ---- D~v + D~v+l + D~+~-}-. . . ; .  

wegen (5) ergibt sich 

(7) 
Endlich sei 

a u s  

mV~v---- 1. 

. . . ;  

xo) Das MaB einer Menge E wird dureh m E  beze iehn~.  
8* 
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und aus (6) folgt dann auch 

m V = l .  

Jeder Punkt yon V gehSrt aber zu unendlich vielen D~. In jedem 
Punkt x o yon V gibt es daher zu beliebigem positiven ~ ein N, so dal~ 

I  (Xo; At, A,,)i < 
ist, fiir alle r und r~, die N ~ r ~ r~ erfiillen. Wegen (6) braucht man 
niimlieh sin solches N aus den unendlich vielen 2r fiir die Xo in D~v lie~, 

~3 
nur so grog zu wiihlen, dal~ z'(A~, oo) < ~- ausf~illt. Damit isg bewiessn, dab 

A. 

(8) f(x) = lira ~cvq~,,(x) 

in jedem Punkte yon V, also fast iiberall im Orthogonalit/itsintervalle, 
als endliche Funktion existiert. 

Diesen Sa~ h~itte man iibrigens aueh erhalten kSnnen dutch Weiter- 
verfolgung der Gedanksn, die Weyl a. a. O. fiir den Beweis seines Auswahl- 
satzes vsrwendet. 

2. Unter leiehter Modifikation einer schon yon Weyl ausgefiihrten 
Ubexlegung ~) kSnnen wit den in der Einleitung erwiihnten Zusammen- 
hang unssres Satzes I mi t  dem Riesz-Fisshersohen' Sa~ze herstellen, indem 
wir diessn aus Satz I herleiten. 

Zu jedem positiven e gibt ss niimlich offslibar sine Teilmenge A. yon 
und sine .Zahl Me, so dal~ in At 

gilt und zugleish 
If(x)l < M. 

m A , >  1--e  

ist. Wegen der Konvergenz in (8) gibe 
menge B,,  mit 

m B , > l  --2e, 

und einen Index n,, so da$ f i i rn  > n~ 

blsibt. 

es ferner in At sins Tell- 

A n 

Aus der lstzten Unglsidhung kann man schlisllen, dall 

A n 

f )' f 
~9 A. ~. O. ~) S. 22S-~27. 
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ist. Da nurl 
+1 n 1 . l  n ~o 

B~. r = l  0 ~ = 1  v = l  

ist, so gilt 

f �9 r~(,)d~ , < ~  ~.-. 
B ~  J ' = l  

Setzt man f ( x )  aul~erhalb von V im Orthogonalit~.tsintervalle irgendwie 
willkiirlich lest, so folgt, da die Vereinigungsmenge aller B, die Menge 'V 
ausfiillen muB, 

1 

f f-'(~)a~, < ~- 'd .  
0 ~----I 

Ebenso wie diese Ungleichung aus (8) fo]gt, so zieht die Relation 

. I rn . I  

f(x)--.~,c,,@,,(x) = lira 2 -~ c,,@,,(x) 
~'=1 n ' - > ~  v = A m + l  

die Ungleichung 
1 . t  m 

2 ~ 2 

O 1'-~1 r - - - - , tm+ l 

nach sich. Hieraus schliel~t man 

1 " |m 

5{ z )}' lim f ( x )  -- c,.q),(x dx.-= O, 
m " ~  0 ~,~1 

also auch, zufolge der Schwarzschen Ungleichung, bei festem ,u 
1 A m 

lim f {f(x)--Ze,,~,,(x)}q;,,(x)d~--O. 
~ -.~ oo 0 v-----1 

Dies bedeutet aber 
1 

~,< = / f ( ~ ) % , ( ~ ) d x ,  
0 

worin der Riesz-l~ischersche "Satz ausgesprochen ist. 

H. Fast ausnahmslose Konvergenz yon ~' c ,~ ,  (x ) .  

3. U hez d ~  F.olge der c~ sei jetzt noch weiter vorausg~etzt, da~ 
~ (c ; logy)~konve rgen t  ist. Im folgenden sei der Einiachheit halber 
unter ,,log" der Logarithmus zur Basis 2 verstanden. Unter der neuen 
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Voraussetzung kSnnen wit das 2 (~) des Satzes I gleich log v, also A~, = 2'-', 
se~en und erhalten dann die Konvergenz yon 

in einer mal~gleichen Teilmenge V des OrthogonafitiitsintervaUs. 
Die Bezeichrmngen yon w 1 m6gen beibehalter~ werden; aufierdem 

setzen wit 
n 

log 

Es sei nun n eine ganze Zahl 2"<: n <: 2r+~; sie lii, i~t sich auf dyadische 
Ar~; darstellen dutch 

n ----- 2'-~- O~ 2 r-~ + ~ 2 '-u --~... -~ 0,._~ 2 -k 0~, O~ = 0 oder 1. 

Hieraus ergib~ sich die Zerlegung 

(10) ~(x; 2~,n) : ~ ( x ;  2r, 2 " +  vq~ 2 "-~) 

+ e(x; 2" + 0, 2 '-~, 2" + O~ 2 '-~ + ,~2 '-~) ~ - . . .  

+ s ( x ;  2r-{ - t~ 2r-~-4-...--b 0,_~ 2, 2"-+- O, 2r- ' -+-. . .  -[- 0,._~ 2 -4- Or), 

worin diejenigen Klammern, deren Ietztes .0~ glei~h 0 i~t, selbst gleich 0 
ZU se~zen sind. Die nicht versehwi/aderrden Gl ied~ de~ reehten Seite 
sind siimtlich yon der Form 

(11) s ( x ; a  u ' ) - - s ( x ; 2 ' + h - 2 ~ , 2 " q - h . 2 ~ q - 2  j - l )  j = l ,  2, ..., r,  
, , h = 0 ,  1, 2, . . . ,  ( 2 , - i _  1 ) ,  

and arts diesen Ausdriieken la~sen sich aUe ~(x; 2 r, n) fiir 2r<:n < 2 "+j 
zus&mme~iigen. 

Nun folgt aus (10) durch Anwendung der Sehwarzschen Ungleichung: 

i--- 1 ~= 1 

r 

und ers~ rech~ also 

(12) 2', n)} < 
~ O~ r 

~orin (a, a') alle in (11 ) angegebenen Zahlenpaare durchli~uf%. Fiir 

!.~r.'~.<.n < 9, r+l h~ngt die rechte 8eite der Ungleichung (12) nicht inel/r 
,~on n ab. 

, 2"-~+1+0~ 2~-r ~ 2'+. . .§  

.. + 0~_~ 2 ~-~§ 2~+. . .  + 0~_~ 2 ~ - "  § ~i 2"-~)} ~ 
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Nun ist 
1 

r 2 r "]--1 

=ZZ'  
g=  1 h = O  

l r 2 r -~ -  1 

=f 2 X~, {s(x;2~th'2~'2~+h'2J+2J-1)} ~dx 
0 ~ = t  h = 0  

r 

o(2 ' + h. 2~, 2" ~ - h.2~+ 2 ~-') < ~ "  o (2', 2 '§ = r. o (2', 2'+'), 
j - - 1  

und somit 

1 

(18) f 
0 

~ '  {8(~;., .')}~ d~ _~ ~ o (2', ~ "§ < ~ (2', 2"§ 
~ ,  0t  t 

Es sei nun G~((~) 
in der 

diejenige Teilmenge des 0rthogonalitiitsintervalls, 

a ~  a * 

positive Zahl sei, fiber die noeh verfiigt werden soll. worin (5 eine 
( 13 ) ist 

1 2,+1), (14) mG~(~) > 1 -- ~ o~(2', 

und wegen (12) gilt in G~(~) f~ir alle n zwisehen 

1,(~; 9.~, n)l < 0. 

Wegen 

2'  und 2 ~+1 

Wir bilden nun den Durchschnitt 

d a n n i s t  infolge yon (14) 

1 2r+1 1 ~ H ~ ( ~ ) _ ~  1 - ~ - ~ Z  ~(~, )= 1 - ~ ( 2 ~ , o o ) ,  
r = N  

und flit jedes x in HN(&) ist 

l , (~;  2',n)l < ~, 

wenn nut N ~ r u n d  2 ~ < n < 2 r+x gewonnen wird. Wghlt 

yon vornherein ~ = e o ( 2 ~ , c r  i, so fiihrt diese Konstruktion 

Menge H~v(co(21v,~)~), die wir kurz mit H2r bezeichnen 
/:tr< weii~ man 

(1U 
v 

und in H2~ gil~ 

(16) 

~ H ~ _ I - ~  

man nun 

auf ein~ 

wolien.. Von 
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fiir N ~ r, 2 r<  n < 2r+I Nun sei 

Us = H s  -4-- H~+1 + H~v+~ + . . .  

Wegen (15) ist dann 

Endlich bilden wit 
m U . v =  1. 

es ist 
U = U , .  U~. U s . . . ;  

und jeder Punkt von 

4. Jetzt betrachten wir den Durchschnitt 

m U = l ,  

U kommt in unendlich vielen H~v v o r .  

W =  U.V ,  

wo V die in w 1 konstruierte Menge in der 
teilten Spezialisation ist. Wir haben 

m W = l .  

In W ist nan z~ r q~, (x) konvergent. 

w 8 erwiihnten Konvergenz yon ~ (x; 0 .2  ~) 
yon W zu beliebigem positivem e ein Nx, so dal~ 

$ 

t S(Zo; 2',2")1 < -g 

ihr am Anfang yon w 3 er- 

Denn wegen der zu Anfsng des 

in V gibt es in jodem Punkte x o 

'~iir.alle r und ra, die N a < ' r  5~ rx erfiillen. Der Pu~k~ z o yon IV. liegt 
"ferner in unendlieh vielen H~,  und unter den ~ v o ~ d e n  Indizes N 
i~ei N~ so grol3 gewitlalt, d ~  

8 ~ ( 2 ~ ' , ~ )  < ~ .  

Da x o in H•, angenommen ist, so gilt wegen (16) 

Is(x; 2',n)l < -~  

far N , _ ~ r ,  2 " ~  n < 2 r+l. Von den beiden Zahlen Na und N~ 
die grSllere. Da stets die Zerlegung 

s (x; m, n) = s (x;  2r, 2") q- s (x;  2 r', n) -- s (x;  2r, m) 

mit 2 ' < m  < 2 '+~, 2 r ' < : n , <  2 r'+l mSglieh ist, so hat 
a l l e  m und n, die 2 ~ ; Z m  < n erfiillen, 

m, )l < , ,  

womit  wir den folgenden Sstz bewiesen haben: 

Sstz  "II. /~st ~ ( e ,  logv) g konvergent, so 

last ~eral l  im Orthogbnalitdtsintervall. 

sei N ,  

man endlich fiir 

kon~ergiert Z r cp,, ( x ) 
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5. Da~ die soeben bewiesene Konvergenz nach der Bezeichnung 
Weyls eine ,,wesentlich gleichm~ige" ist, folgt aus einem allgemeinen 
Satze yon Egoroff 10,), wonach eine in einer Menge C konvergente Folge 
meBbarer Funktionen in gewissen Teilmengen, deren MaI~ beliebig wenig 
unter dem yon C bleibt, gleichmh~ig konvergent ist. Man kann im 
vorliegenden Falle aber Ieicht Mengen dieser Art herausheben. Die in 
w 1 auftretenden Mengen denken wir uns, dem zu An/ang yon w 3 
Gesagten getable, ftir ~ (u) ----- log v und A~= 2 ~~ gebildet, was unter 
der Annahme der Konvergenz yon ~V(c~ log v) ~ m6glich ist. Nun sei 
N1, N~, N a, . . . ,  N~, . . .  eine solche monotone Folge yon natiirlichen 
Zahlen, dal~ 

(17a) 

und also erst recht auch 

(l?b) 
QO 

p=l 
n 

~ log ~, vsrst~nden. Aus konvergent ausfiillt, unter ~(m,n)  hierbei .~e,  
~'------'m + 1 

den Mengen DN des w 1 und den Mengen Hzr des w 3 bilden wit nun die 
Durel~chnitte ' 

K~ = D ~ .  HN,. Dlv,+~. H~,+~ . . . .  

Da die Mengen D~ und H~v s~imtlich im Einheitsintervall liegen, so 
liegt .wegen (5) und (15) und wegen der Konvergenz yon (17 a) und 
(17b) das Mal3 yon K~ bei hinreichend h o l m  p beliebig nahe bei 1. 
In K~ ist nun die Konvergenz yon 2c,  cp,(x) gleiehm~il3ig. Denn wegen 

(6) und (16) ist fiir 2 ~'+~ _~ m < n stets in K v 

n 

Z < 2 �9 + 
m + l  

HI. Absehiitzmagen endlieher Summen yon 0rthogonalf lmktionen.  

konvergent, so ist nach Satz II die Reihe 6. Ist 27 c, 

(18) l-~y r (x) 

i m  - Intervall (0 . . .  1) fast iiberall lronvergent. 

monoton abnehmend mit dem 'Lim~ Null. 

�9 1 
Die ~'olge {1~--;} ist 

Darsus sch]ie~t man nach 

~) Sur les sui.tes de fonetions mesarables, Co.mptee Rendus de l'Aead, des 
Soiences de Paris 152 (1911), S. 244. 
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einem 8atze yon Kroneeker ~) leicht, da~ an den Konvergenzstellen 
yon ( lS)  

sein muB, was daher fast iiberall im Orthogonalitiitsintervall gelten muB. 
Sind die T,(x) die trigonometrischen Funktionen und die c, die gewShn- 
lichen Fourierschen Konstanten einer integrierbaren Funktion, so finder 
sich diese Abschiitzung schon bei Hardy'4), doch sagt der ttardysche 
Satz auch hier wieder mehr aus (vgl. Einleitung, FuBnote ~)), denn die 
Voraussetzung der Konvergenz von 27 c~ ist ~quivalent mit der Annahme, 
dab die c, die Fourierkonstanten einer 8amt ihrem Quadrat integrierbaren 
Funktion seien. 

Der eben erwi~hnte Kroneckersehe Satz liil3t noch mehrfache An- 
wendungen folgender Art zu. Es sei 

+ 

v, v -�89 ~-+ = , e > 0 ,  v - -  2, 3, . . . ,  

fiir diese Wahl ist Z (c ,  log v) ~ konvergent. F olglich ist 
O o  

Z, , -+  (log ,,)-+-" ~, (~,) 

f ~ .  ~ber~m im Intea',,~n~ (0. . .  1) k.on.v~r~,~t.... ~.pi~.$~e :.d~+-~q, ist 
aber monoton'abnehmencl :mit dora Limes.,NaiL-, ,Aja~.dQn, Ko~v, e r ~  .u~' 

' 2 ;  ' �9 �9 ' �9 �9 �9 

st ellen ist daher notwendig. 
f l  

(2o) Z ~-(~)= o("+ (t~ ")++'), 

was somit fast iiberall im Orthogonalitiitsintervalle der q~ (x) gelten muB. 

Ferner, ist al ,  a.z, a 8, . . . ,  a,,  . . .  irgendeine Folgo von reellen Zahlen, 
so ist nach einem Satze yon Pringsheim 15) die Reihe 

~ (: > o) Z aJ) 

~) Quolques remerques sur la d&ermination des valeurs moyennes, Comptes 
Rendus de l'Acad, des Sciences do Paris 108 (1886), S. 980-987. Vgl. auoh Rade'- 
macher, 1Ubor die asymptotische Verteilung gewjsser konvergenzerzeugender Faktoren. 

t~) A. a. O. e) S. 3~9, Theorem 2. 
~*) Uber Konvergenz und Divergenz yon unendlichen Reihen,. Math. Ann. 85 

(1890), S. 297--394, insbesondere S. 329. 
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konvergent. Folglich geniigen die Konstanten 

a ~  

log ~' %, 

der Bedingung des Satzes II, und 
e~ a,.v,,(x) 

,.=2 l og  ~, a ~ 

(,___2) 

ist wieder fast iiberall im Orthogonalitiitsintervall konvergent. Da iiberdios 

1 

1og~ ( ~;,) 
t =  

monoton gegen Null strebt, so gilt wegen des Kroneckerschen Satzes bis 
auf h6chsiens einer Nullmenge 

n N ( ) (21) ~ , a , , c p , [ x ) - - O  logn a,, . 
1,=1  ~----1 

Diese Formel erreicht fiir a~--_--1 die Abschiitzung (20) nicht ganz 
an Sch/irfe, doch k6nnte man start (21) leicht dieselbe Genauigkeit wie 
in (20) erhalten, wenn man statt des oben angewandten Konvergenz- 
satzes yon Pringsheim gewisse logarithmisch verschiirfte Siitze desselben 
Autors h~ranzSge x6). 

7. Die eben erhaltenen Gr6flenordnungen gelten auch ,,wesentlich 
gleichm~i~ig", d.h. gleichm~it}ig in Mengen, deren YIa~ beliebig wenig unter 
dem des Orthogonalit~itsintervalles liegt. Fiir (19), d.h. fiir 

n 

lira ~=i = 0 n_~| log n 

folgt dies einfach aus dem schon erwiihnten 8atze von Egoroff. Welter 
mSge etwa die wesentliche Gleichm~lligkeit yon (20) gezeigt werden: "Es 
sei A~,r die Menge, in der 

n 8 1 

(22) Z < 

yon einem gewissen n----n(x, k, l) an ist. Es ist 

~6) A.  a.  O. ~5) S. 338.  
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und wenn 
Az = AI,~ § A~,z § As,~ § . . .  

gesetzt wird. so 
m A ~ =  1, 

1 
da (20) fiir e ---- T fast iiberall gilt. Bei vorgeschriebenem positiven 5 gibt 
es a]so zu 1 ein kl, so dal~ 

m A~t,z > 1 
2/+1 

ist. Zur Abkiirzung sei A~,,~ mit B z bezeichnet. In B z gilt also (22) 
flit /r yon einem gewissen Index n - - n ( x ,  l) an. Nun sei Bz,,~ die 
Teilmenge yon Bz, in der (22) yon n----m an gilt. Da 

Bzl -9 B~  -9 Bzs -9 . . .  = B l 
und 

Bz~ -<  Bz,~+l, 

so gibt es ein m - - - m  z, so dab 

mBz,,,,t >mBz 2~+~ >1--2~ 

ist. Sei C~----B~,~ gesetzt. Bilden wir endlich" den Durehschnitt 

C =  C~.C~.C s . . . ,  
so ist 

toO:> 1 - - ~ .  

Diese Menge C hat" dann die Eigenseha~, ' d~l] e~ ztt jedem e ein k = / r  (e 
~nd ein n = n(/~',.~e~" ~bt,  so daB 

#t 

[ Z  q~, (z)[ </r (e).~�89 ~+' 

yon n = n (k ,  e) an fiir alle x, d. h. g l e i c h m g ~  in 0 gilt. 

IV. Eine allgemeinere Klasse yon Funktionensystemen. 

8. Herr I. Schur machte reich darauf aufmerkam, dal] die bisher er- 
haltenen Ergebnisse fiber Konvergenzen und Gr6Benordnungen ja .aueh i,n 
jedem Teilintervall des Orthogonalitiitsintervalles fast iiberall stattfiniten 
und daher auch 'v~n einer l~unkti0nsfolge gelten, die in einem gewissen 
Intervall ( a . . .  b) definiert ist und deren Funktionen in einem gr6Beren 
Intervall so erg~mzenc~ deAnlert werden kfnnen, dab die ergiinzten Funk- 
tionen ein normiertes ()rthog6n~i~stem bflden. Die.C-harakterisierung solcher 
zu Orthogonalsystemen erg~nzbaren Funktionensysteme leistet der folgende 

Satz~ III (.von Sabnr). E~z~e Po~e ton P u ~ o n e n  fl (x), f2(x), . . . ,  
~ie im Interval~ (a . . .  b ), 0 <.a < b ~ 1,'- gegeben und dort saint ihrem 
Quadrate im Lebe~ueschen Sinne integrabel sind, ldflt sich dann unv~ 
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nur  dann  zu einem Sys tem yon 
~ionen gl (x) ,  go. ( x ) , . . .  ergdnzen, derart, daft f, (x) --  g,, (x )  in ( a .  
wenn die quadrati~che Form van unendlich vielen Variablen 

b 

F (  z 1, z.,., z.,, . . . )  --- f (z, f~ (z)  + z~f~(x) + Zs f  s (x)-+- . . . ) ~ d x  

im  Hilbert ,  chen S inne  beschrdnkt ist und die Schranke 1 besitzJ. 

In der Tat, es sei 

in  ( 0 . . .  1) normierten Orthogonal/unk- 
. . b ) ~  

b 

f G, (x )  f , . ( x ) d x  - -  c,,,. . 
a 

flit lu = r 
fiir ~ # v  

Da nun fi, (x) - e .  (x) in ( a . . .  b) and 

o 0 

sein soll, so mu~ 

sein. 

a 1 ~ 1 -- % ,, �9 f-fir 
f g.(x)g,,fx)dx + f g~(x)g,,(x)dx= 

Die Formen 
o b  

F .  (Zl, ~, . . . ,  z . ) =  f (z , f ,  + z,f, + . .  
a 

�9 + z.f.)~d~ 

a 1 

a.  (Zl, Z~, ..,, z . ) =  f + f (zlgl +z~g~ + . . .  
0 b 

und 

i I--c11 --Ci~ " "  - - C l n \  
G,," 0~1. 1 %g . o~n) . 

, cn I c .  ~. �9 1 c . .  

s ind nichtnegativ.  Ihre Matrizen sind 

/ 11 . . .  

\ % 1  Cno~ Cn~ 
Also ist 

F ,  (Zl, z,~, .-.., z,) + a , (z l ,  zo., . . . ,  z,) = z~ + z~ + . . .  + z~, 

lind folglich 
8 0 ~ F .  (~1, z~, . . . ,  ~) ~ z~ + z~ + . . .  + z~. 

Da diese Ungle ichung fiir alle n 

besitzt die Schranke 1. 
Ist nun umgekehrt die Form 

s a  ist auch die Form 

gilt, ist P in der Tat beschriinkt und 

F --- ~v c~ ~ z~, z, besehr~,nkt und ~ 2' z~, 
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nichtnegativ. Dann kann man aber nach einem Satz von I. Schur 1:) in 
den Ingervallen (0 . . .  a) und (b . . .  1) Funktionen g., (x) bestimmen, so dal] 

l 1 - -  c~:, fiir ,u ~ ~, 
a 1 2 

f g,. (x)g. (x) dx = f g:, (x)g,,(x)dx = 

o b I c,,, fiir # + 
t 2 

ist. Solohe Funktionen g~, (x) erg•nzen aber nach den schon angestellten 
Uberlegungen die Funktionen f,,(x) zu einem im Intervall (0 . . .  1) nor- 
mierten Orthogonalsystem. 

Fiir die Anwendung des somit bewiesenen Satzes III auf die frfiheren 
Ergebnisse braucht oiienbar das Intervall (a . . .  b) nicht notwendig im 
Innern yon ( 0 . . .  1) zu liegen und die Schranke der quadratischen Form 
nicht gera~te 1 zu sein. Zusammenfassend erhalten wit: 

Satz IV. Ist im Intervall (a . . .  b) eine Folge yon samt ihrem 
Quadrate integrierbaren Funktionen fz (x), f~ (x), . : .  gegeben und ist 

b 

~v (z,, z.,., . . . )  = f (z, f, (x) + z.,. f~ ( x ) + . . . ) ~ d z  
~t 

eine im Hilbertschen Sinne beschrdnkte quadratische Form yon unendlic, h 
vielen Yariablen, so gelten last i~erall in (a . . .  b) /iir die f, (x) die 
Konvergenzaussayen der Sdtze I und II und die Abschdtzungen (19), 
(20) und (21). 

V. Lebesguesche Konstanten nnd Funktionen. 

9. Zu einem normierten Orthogonalsyst~m ~ (x), ~2 (x ) , . . . ,  ~,, (x ) , . . .  
fiihr~ man nach Lebesgue is) die oberen Grenzen ~,(x)  yon 

n 1 

#•(x) = Z q~,(x) f q~,(y) f(y)  dy 
~,=I 0 

ein, wobei als f (y)  a]le quadratisch integrierbaren Funktionen vom Be- 
trage I f(Y) I _ 1 zugelassen sind. Es ist 

1 n 1 , . ~  

0 ~----I 0 ~ = I  

and diese obexe Grenze wird auch wirklich erreicht dutch die FunktionL 
n 

f(y)--- sign ( ~  q~,,(x) 9 , , ( y ) ) , .  
J, 

z~) Uber endliche Gruppen und Hermitesche Formen, M~th:'Zeitschr. 1 (1918) 
S. 183---~(~7, Satz VII. 

is) Le~on~ mr lee s6ries trigono~6triques. [ P~ris, 1"906 ], S. ~6-- 87. 
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in der x als Parameter auftritt. Also ist 
I n 

0 ~=1 

Im Falle der trigonometrischen Funktionen erweisen sich die 0n(x) als 
yon x unabhingig, nnd man spricht daher yon den ,,Lebesgueschen Kon- 
stanten". Allgemein aber h~itte man die ,,Lebesguesehen Funktionen" 
~. (x) zu befraehten. Es sind ffir spezielle Orthogonalsysteme viele Unter. 
suchungen fiber das infinitgre Verhalten der Q, (x) ffir waehsendes n an- 
gesteltt werden, und zwar hat man, sobald 0,,(x) yon x abhgngig ist, 
meist die Konstanten 

~ = obere Grenze 0, (x) 
o~z~i 

betraehtet. Im folgenden sollen nun mit den Methoden der w167 1 und ;~ 
die Funktionen 0~ (x) selbst abgesehgtzt werden, was Mlerdings nut wieder 
bis auf eine Nullmenge gelingen wizd. 

Solehe Absehgtzungen von On(x) sind dsrum yon Weft, weil das 
Waohstum der 0.(x) aufs engste mit der Darstellungskraft yon Reihen, 
die naeh den Orthogonalfunktionen des Systems fortsehreiten, zusammen- 
hingt. Wenn f(x) eine Funktion ist, die sieh dutch lineare Verbindungen 
der %,(x) mit konstanten Koeffizienten (z. B. durch trigonometrische Poly- 
home) beliebig gut approximieren lgBt, so mSge ((x)  als zum ,,Bereiche" 
des Orthogonalsystems gehSrend bezeiehnet werden. Dann kann man 
zeigen: Sind die Lebesgueschen Funktionen eines OrthogonMsystems gleich- 
mg~ig beschrinkt, so wird jede Funktion seines Bereiehes dutch die auf 
Fouriersehe Art gebildete Orthogonalfunktionenreihe dargestellt. Wit be- 
weisen gleich noch mehr. Die Funktion f(z) mSge sieh dutch ein lineares 
Aggregat der ersten n :Funktionen des Orthogonalsystems bis auf eine ge- 
wisse Genauigkeit approximieren lassen: 

~t 

"~'=1 

Wit betraehten die Reihe mit den Fourierkoefilzienten 
1 

=.t'r(y) 
])ann ist o 

1 

~'=I v=l 0 ~'=I ~=I 

i t  
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also zusammen mit (24) 

i f ( x )  --x..~ c,q~,,(x) ~ ~,(o.,(x)-r- 1,. 
I 

Hieraus ersieht man, dab auch bei wachsendem o,,(x~ 

sein kann, wenn nut die e,, derart gegen Null streben, dal~ ~, ~,,(x)--* 0. 
Aui diese Weise lii]t sich also die Theorie der Approximation reeller Funk- 
tionen dutch Orthogonalfunlaionen in den Dienst der Theorie der Reihen 
yon Orthogonalfunktionen stellen. 

10. Zur Abl6irzung werde die Bezeichnung 

n 

eingefiihrt. 
Um zu einer Abseh/itzung der ~ , (x)  zu gelangen, gehen wir aus yon 

1 r--I 2r-J--I I t - I  I T- j - I ,  

0 j = l  h=O 0 ~ 1  l = O  

]~n der D~ppelsamme 
Integr~g der Form 

r--1 

=~2,-~2J-I 
i = 1  

=(r-1)2' 

unter dem iiuBeren Integ~| "~d alle m6glichel 

1 

0 

oBdie~, wobei ( ~ , - ' )  Zahlenpaare yon folgenden Igigensch~ ~'ten sind: 

0 ~ a < e '  ~ 2', a = h. 2 j, e '  = e -{- 2 ~-I. 

Wir schreiben somit kurz fiir (25) 
1 1 

0 (a, et'} ~ 

Hieraus sehliegt man nun, gag der positive Integrand 

1 

(s6) Z fK( , ey < 
(a, a ')  0 

in einer Menge ~q~ sein mug, deren Marl nicht unter 1 
1 liegt. 

r l+ge 
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Ist nun n e i n e  ganze positive Zahl, n < 2', so l~iBt sich n stets als 
8umme yon gewissen der Zweierpotenzen 2'-*, 2'-9, . . . ,  21, 20 darstellen 
und somit K(O,n) als Summe von hSchstens r der K ( a , a ' ) .  Wit  
schreiben etwa 

g (o, .>= Z'K (~, ,~'>, 
(a, a') 

worin dutch fl_?* die Auswahl aus den Paaren (a, a') angedeutet werden 

m6ge. Dann ist 
1 1 

<f 1' <z'f (e,,(x)) ~'-- {K(O,n)ldy ~_ IK(a,~')ldy 
0 (a, a ) 0 

1 1 1 

I I 

= _,Z (.,.')~ 
(a, a ') "6  ( a, a') 

Diese Ungleichung gilt fiir a l l e n  < 2 r. Die letz~e Summe der Ungleichung 
ist nun in (26) schon abgesch~itzt worden, so dal] man im ganzen erh~ilt: 

AM einer Menge S~, deren Mail nicht klein'er als 1 1 ist, gilt 
Fl+9~  

(27) 5, (x) < 1/'r (r -- 1 ) 2 ' - '  r ~ +~" < 1/~ ' + " .  2 ' -* ,  

sobald n < 2 ' .  Es sei nun 

T,v = S; .S_~+~.S#+. . . . . . ,  
darm ist 

undin T~ gilt (27) fiir she r~h r . Sei nun 

U= T I + T~+.T,+..., 
so ist 

mU--1. 

Jeder Punkt z o yon U ist in einem T~ mit niedrigstem Index N - - N ( z o )  
enthalten, uud f i i r r  > N (xo) gilt dann 

r--1 

(2s) o.(Xo) < ,.I+,. 2-, 
bei n < 2'. Zu n ~ 2 Iv('~ gibt dann stets ein r ~ hr (Zo) yon der Be- 
sc~flenheit, dab ~ < 2 ' ~  2n ist~ so dsl~ also aus (28) fo!gt: 

",~r z d. in U und ~>_ 21v<~~ ' Dieses Ergebnis spzechen wiz aus sls 
Mathemattzohe Annalen. 87. 9 
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Satz  V. Aufler hSchstens in einer Nullmenge des Orthogonalitdts- 
i~ervalles gilt/fir ]ede8 x die Abschdtzung der ,,Lebesgueschen Funktionen" 

(29) ~), (x) = O ((log n)~+~.n�89 
Ist iibrigens irgendwie bekannt, dais die en(x)von x unabhiingig sind, 

so kann man leicht eine etwas bessere Absch~itzung erhalten: 
1 1 1 

2 e , = ( f : K ( O , n ) l d y ) ' z ( f  f K(O,n) 
0 0 0 

1 l  1 1  

<_ f f dxdy f  f K(o, n)~dxdy= n, 
U 0  O O  

o(Vg) 

dxdy) ~ 

(30) 
An einem Beispiele werden wir zeigen, daI3 diese GrSl]enordnung auch 
wirklich erreieht werden kann. 

YI. Ein spezielles Orthogonalsystem. 

11. Man bemerkt leicht, dab man in (20) und (29) die GrSl]enordnung 

auf O(n}(logn)](loglogn) 1+~) herunterdriicken kSnnte, wenn man, ohno 
1 

den Gang der Reehnung zu iindern, die Reihe ~n~ iogn)~u  7 .  als kon- 

vergente Reihe von positiven Gliedern anstatt ~ '  1 benutzte. An 
n l + ~  

einem Beispiel wollen wir nun zeigen, dal~ in (20) gewifl nicht O(n":), 
in (29) abet niehts Besseres als O(n~) stehen daft. 

Es se i e , (x )  die ~-te Stelle der dyadisehen Bruchentwieklung von x, 
0"~ x ~  1. Als Fun~ion  von x aufgefal]t ist e~(x) stiickweise kon- 

stant in ( 0 . . .  1), und zwar ist e,(x) in den Stricken-q-< x < q + l  
2 ~,--~- 2 ~ , 

q = 0, 1 , . . .  2 " -  1, abwechselnd 0 und 1. Als System yon Orthogonal- 
f~nktionen fiihren wir nun ein 

( 3 1 )  (z)  = 2 e, 1 1 , 2 ,  3, ...). 
Da ~ , (x)  im Intervall ( 0 . . .  1) abwechselnd - -1  und + 1  ist, so ist 
~ , ( z )  in der Tat normiert 

1 

0 

Ist terner ~ ~ r, so ist 
1 

f w,,(x)w,(x)dx=O, 
0 

denn in jeder der 2 ~.' gleiehlangen Strecken der Konstanz von W~, (x) gibt 
2 "-~ gleiehlange Streeken abweehselnden Vorzeichens von W, (x), so dab 
die Integ~ale fiber die Streeken der Konstanz yon ~,,. einzeln verschwinden 
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und somit auch des yon 0 bis 1 erstreckte Integral. (Das System der 
~,~ (x) ist iibrigens ke in  v o l l s t ~ n d i g e 8 0 r t h o g o n a l s y s t e m ,  da z. B. y~ (x)" V'~, (x) 
fiir ~ 0= # zu allen y~,, (x) orthogonal ist. Die Vollstiindigkeit eines Ortho- 
gonalsystems spielt aber in den vorliegenden Untersuchungen iiberhaupt 
keine Rolle.) 

Nun ist 
n n 

v =  1 v = l  

gleich der Differenz der Anzahl der Einsen und der Nullen in den ersten 
n Stellen der dyadischen Bruchentwicklung yon z. Nach einem Satz yon 
Hardy und Littlewood 19) kann abet 

n 

n u t  in ei.rier Nullmenge der x gelten, womit also gezeigt ist, daft  d ie  i n  

einer M e n g e  v o m  M a f l e  1 giiltige A b s c h d t z u n g  (20) n i t h t  bib a u /  O ( V n )  

herabgedr i~k t  werden k a n n .  

Ubrigens kann man aus (20) umgekehrt sehliei~en, dal~ 
n 

2 ~ e,(x) -- n --== 0 (n ~ (log n) j+~) 

auBer hSchstens in einer Nullmenge der x sein muG, ein Resultat iibrigens, des 
schon auf direktem Wege und sehi~rier Hardy und Littlewood gefunden haben ~o) 
und zu dem ich an anderer Ste]le auf einem dri~ten Wege gelangt binet). 

12. Die ,,Lebesgueschen Funktionen" ~), (x) des Systems (y,,, (x)),  
definiert dutch 

1 n 

0 ~'=1 

werden sich als yon x unabh~ingig herausstellen, so dal~ man es in diesem 
Falle mit ,,Lebesgueschen Konstanten" zu tun hat. 

Da die Funktionen y~,(x) nur die Werte + 1 annehmen, so kann 
n 

Z ~'~ (x) yJ, (y) nut ganzzahlige Werte annehmen. Und zwar mull stets 

S 

Z Y~, (z) ~, (y) --  n (rood 2) sein, und man sieht genauer, dal~ nut die Werte 
Ir 1 

(32) - -  n ,  - -  n ..~.- 2 ,  - -  n -~- 4,  . . . -~ n - -  2 ,  + n 

10.) Some Problems of Diopha~tme Approximation, Aeta Mathem. $7 (1914), 
S. 155-239, ir, s b~ondere S. 187, Theorem 1.47, und S. 189, Theorem 1. 471. 

~) A. a. O. Theorem 1.45, S. 185. 
gl) A. a .  O. ~). 

9* 
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mSglieh sin& Es werde nun ~'~v, (x o) ~ (y) -- K ,  (x~, y) bei festem 
x = z o als Funktion yon y betrachtet. In gleichlangen Intervallen der 

I ist sie konstant und nimmt dort einen der eben gekennzeichneten Liinge ~ 

ganzzahligen Werte an. Wit fragen nun naeh der Gesamtl/inge der Infer- 
valle eines gewissen Funktionswertes. Wit wollen diese Gesamtl~ngen 
einfach hintereinander nach der GrS~enanordnung der in ihnei~ ange- 
nommenen Funktionswerte aufsehreiben, wobei wit diese Funktionswerte 
als ohnehin bekannt nicht mehr zu erw/ihnen brauchen. Zu K l ( x  o, y) 
geh6ren z. B. die Gesamtliingen t 1 ~ , ~ .  

In jedes, der 2" gleichlangen Teilintervalle, in denen K,, (x o, y) gewitt 
konstant fat, fallen ge~ade zwei gleichlange Teilintervalle yon Wa+ ~ (Xo) Y~.+x (Y) 
yon entgegengesetztem Weft. Die H~lfte der Intervalle eines konstanten 
Wertes k yon K.(x,), y) wird dutch Addition yon yJn+~(Xo)Wn+~(y ) zu 
den Intervallen des Wertes k + 1  der Funktion K.+~(xo, y) gesehlagen, 
die andere Hiilfte fiillt den Intervallen des Wertes k -  1 ~u. Daher bietet 
sieh folgendes Schema fiir die Wertverteilung in den K.(xo, y) dar: 

1 I 
K 1 �9 ~-, ~ ,  

1 1 1 
K~ 2- ~, 2 . - -  2~ 

and allgemein 

(as) K. (zo, y): 

1 1 1 1 

was man sofort dutch vollst~ndige Induktion bestiitigt. Diese hiermit 
charakterisiorte Verteilung des Wertevorrats auf die Intervalliingen, oder 
die rdative H~ufi~keit eines Funktionswertes ist yon x o vSllig unabh~ingig, 
dar Ver/au/der Funktionen K,, (z o, g) is~ aber ers~ dutch die Anordnung 
der Intervalle konstanter Werte gegeben und hiing~ yon x o ab. 

Worm man den Wertevorrat (32) ins Aage faint und seine in (33) 
angedeutete Yerteflung hi~unimmt, so erschlieBt man ohne weiteres 

1 



womit die schon 
gewiesen ist ~ 

13. Was nun 
dal~ 0o ~, = 0~ ~_, ist, denn 
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behauptete Unabhiingigkeit der ~ , (x )  yon x nach- 

das Waehstum der o betrifft, so zeigt sich zuniiehst, 

' {  ,,,)} 
, n  -~) (~:") + <~ ~-, > (~;')+... +~ (:_, 

+ < ~ - 2 > ( (  ~ , )+ ))+. . .+~, ._~)  +,~_,  )); 
, {  (2 

- - .2 ,m_~ ( 2 m - -  1) 

Dagegen ist 

+ 
m- 1 = 9~,n-t" 

~),m+1-- 2,m (2rrt 2r- 1) 0 -{- ( 2 m - -  1) 1 2 

+ . . . +  1(~ '+~)}  ,, 

1 

+ <2~ - 3)((~7)+ ( ~ g ) ) +  + ~((--~) + ~ - , ' ~ t "  "~"'"' 

Da aul~erdem ~--- -1 ,  so ergibt dies, Reehdung die neue Darstellung 

l 
aus der unmittelbar hervorgeht, da(~ die ~. hie abnehmen bei waehsen- 
dem n. 

~) Diese Eigensohaft der Lebesgueeohen Funktionen seheint unter den btsher 
daraufhin untersuehten Systemen nut dem System der trigonometrisohen Funktionen 
[vgl. L?besgue a. a. O. t~) and neuerdings vor allem O. Szeg6, ~ber die Lebesguesehen 
Konstante~: bei deh Fourierschen Reihen, Math. ZeitBohr. 9, 161-166] und dem 
Hsmltohen OrthogonMsystem zuzukommen [ Haar, Zur Thcorie dot orthogonalen Funk- 
tionr .Dim. GSttingen 1909, auoh Math. Ann. 69 (][910)~ S. 331-371]. Es 
ist dol, t; n~olit~.besonders hervorgehoben, ergibt sieh aber leieht aug den Betraehlungen 

�9 K~.p.n~'~i2, dab die Lbbesguesehen Funktionen ~ (x )  des Haarsehen Systems yon 
x urn/ n uflabh~ingig und ~mtlieh gleich 1 sind. 
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Fiii den Zweck einer Absch~tzung werde 
andere Form gebracht. Es ist 

o,,, ,+, o + + . . . + l  

woraus durch Addition yon 

= 1 .l' 1 (2 2s l ( 2 m  + ) 

folgt_ 

2 m q - 1  . . . . . .  

2 m + l  
2~-t 

0 + ( 2 m +  1)( ~ 

Q,m+l+ 2m + 1 = - -  

jedoch (34) noch auf eine 

also 

"+ '1} m ~ 

22m+t 
2 

re+l)  1 -t- "" " "@ (2 m -~- 1) (2 ~ :  1) / 

1 {(4 m -1-- 2) (2 m -4- l) (2m-t-l) ... )} 2 ' m  0 - ~ 4 m  1 -~- -~- ( 2 m ~ -  2) (2 m J  2 

1 { (2mo+l) (2m+l )~_ ~_(m_~.l)(2m ,-+-1)} 
- - 2 ~ . _  1 ( 2 m + l )  + 2 m  1 "" " \  m 

2 m + l  
__ 22ra-I {(~,0/!,) + (2?)_j__ (27) -'~-... I-~-(~lt/,)} 

2 . + 1  ( 2,,, 't " / 

+ -  .:2~,,, . ,  

= 2 m + l _  2.ore ~ m J '  

2 m §  ( 2 m  1 
~ 2 r n + x - -  2~ra \ m / " 

Dieser Ausdruek flit C'n eignet sich gut fiir eine asymptotische 
Approximation: Mit 

2 m + 1  (2m)! 
QBm+I . . . . .  -2~-m-- m! m~ = 

I 2 m + 1 . e 2 t m  
e , , .  + , = -r  " v ' -~  

und endlich, da 02m+ 1 

Hilfe der Stirlingsehen Formel erhiil~ man 

2 m + l  . 1._.(2m)2'~+�89 e ~i'~- s--~- (0 <tg, O ' <  1), 
~/2 :r m ~ra+l ~ -~- ~2m 

6ra 
V I ~r 

~ 
On r :t " 

Hierrait ist in der Tat gez~igt, daft die AbseMitzung (80) nicht ver- 
bessert werden kann. 

14. Da~ betraehtete Orthogonalsystem besitzt noch eine weitere' be- 
merkenswert~ Eigensehaf~. Es gilt niimlieh in diesem Falle, hinausgehend 
fiber unsern allgemeinen 8atz II: 
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Die Reihe ~ c,.,f,.(x) konvergiert /ast iiberall in (0 . . .  1), sobald 
r = l  

nut ~v e~ konvergent ist ~.s). 
Der Beweis fiir diese Tatsache finder sieh eigentlich sehon in meiner 

in Anmerkung 1~) zitierten Arbeit (S. 283 f.), er mSge hier jedoch, auf den 
gegenw~rtigen Zweck zugeschnitten, in neuer Fassung dargestellt werden. 

Ohne Einschriinkung der Allgemeinheit kann man I t , ! <  1 fiir nile 
v annehmen. Nun sei 

ar 

g , ( x ) - - f ( 1  +e,W,(t))d$ (v- -  1, 2, 3, . . .).  
O. 

Da der Integrand stets posi t iv is t ,  so sind die g,.(x) monoton 
waehsende Funktionen, und zwar ist 

g, (0)--- 0, g,(1)----- 1. 

Sind 0 = X(o'~, ~1-~ x~ "), . . . ,  x ('1,.,, = 1 iiquidistante Teilpunkte (die End- 

punkte mitgez~ihlt) des Intervalls ( 0 . . .  1) yon der Anzahl 2"-+-1, so 
folgt aus der Definition der ~, (x) unmittelbar 

was 

f o 
0 

(i ----- 0, 1 ,2 ,  . . . ,  2"), 

sO,,) 
i 

(35) g,.+a (x~'") ---- f (1 + c,.+1 y),+l (#))dr = x!') 
0 * 

zur Folge hat. Zwischen aufeinandeffolgenden Teilpunkten x~")und ~ 1  

ist ferner g,(x) linear, fiir g,(x) sind also die Teilpunkte x~') Knick- 

punkte der Funktion. Innerhal'b eines der 2" gleichlangen Teilinter- 
valle gilt 

g z + r (x). 

Es sell nun mittels der g, (x) eine Folge yon gleichfalls monotonen 

und stetigen Ftmktionen f~ (x) bestimmr werden. Es sei 1'1 (x) = g, (x). 
Femer sell f ,+l(s)  mit f ,(x) an den 2 " +  1 Teilpunkten x~ "~ iiberein- 
stimmen, deren innere iibrigens Knielrpunkte yon f,.(w) sein werden. 

-gs) Es dfirfte nicht genfigend bekannt sein, da9 auoh dem Ha~rschen 0rtho- 
~bnalsystem diese Eigenschaft zukommt. Dean ist 2 c~ konvergent, so sind ns~h 
dem Riesz-Fisoherschen Satze die c~ die Fourierkoeffizlenten einer integrierbaren 
Funktion f(x) in bezug auf "das Ha~rsche System. Die Fourierentwioklung yon 

f ( z ) :  naoh den Haarschen Funktionen konvergiert abet iiberall da, we f(z) gleich 
;~erAbleitung seinee unbestimmten Integrals let, also, naeh Lebesgue, fast iiberall 
~(vgl. Hast, a. a. O. gl), Kap. llI,  w 2 am Sohlu6). 
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ode~ wegen (35) 

Zwischen je zwei aufeinanderfolgende der so festge]egten Punkte von 
f,+~(x) abet soil das zwischen denselben Abszissen liegende Stiick yon 
~,+~(~) eingespannt werden, indem es in seiner Ordinatenrichtung passend 
affm verzerrt und verschoben wird. Genauer ausgedriickt' Sind x~"~ und 
x(') zwei aufeinanderfolgende Teilpunkte aus der Teilung des Intervalls 

(0 1) in 2" gleiche Teile, und ist x ~') ( x  (~-(') so soll sein 
�9 " * i ~ ~ " i + 1  ~ 

f , ,+l(x)=Ag,+1(x)+B, 

worin die Konstanten A und ~ so bestimmt werden, dab der Anschlul~ 
an-d ie  schon festgelegten Punkte yon f,+~ (x) also an die Punkte 
(-(')~i , f,(x,"))) und ,(x("),+~, f,, ,~+(~r t)) s~etig erfolgt, was 

f,,(x'~)--f,,(x'~ ~'') f~(~c~"))g,,+~(x~i)--f,, ,."'i+~)'~(") g,,+z (x~"!) + 
~/ ,+l  ,~ i+  l :  - - g w + t  g v + l  + 1 

f,.bl(~)..._~,.i.l(~)f~,(~1~1)_f,,(;r :~,(_(~,),_(v) _5( ,..I-1,'--, 
~ (*') 0') - ~  _ (~') (*') 

ergibt. Diese fiir x~ ~) ~ x ~ x (~) definierben Funktionsstiicke schliel~en 
sich'zu einer im ganzen Intervall ( 0 . . .  l )  stetigen Funktion f ,+l(x)  zu- 
sammen. Zwischen den 2 " + ~  1 Knick- und EndpunkCen yon g,.+~(x) 
ist f,+~(z) diiiezenzierbar, und zwar ist dort 

:,,-~+~, :, (4 "~) 
= = 

I ~  nooh f~ ( .~)~  171 (x) festgesetzt war, so ist 

(.g?.) f,:(:r = / / g ; ,  (~) = 1 / ( 1  § c~, ~, (x)), 

woraus sich auch ergibt, da~ alle f , (x / monoton wachsende Funkfionen 
shad.. Die f~(x) konvergieren gleichm~i~i ~ gegen einen Limes. Zwischen 
z(. ~ und ~,r ist n~mlich ~ ( x )  linear, da g~Ix / ~ ( x )  . g~(x) in 

�9 - - i + 1  �9 ~ ~, " " ~  

4iesewl Intervall linea~ sind; daher l~,~t sioh schre~ben fiir x~ (') ~ x ~ x ~  

x .  f,,( (+z.-f,,(a:~ (')) _1_ 
,,.(~') __ X~ ~') ,,.(~') ,,.0') 
~ 1  ~ + 1  - -  "1: 

h,lso ist wegen (36) 

f,+1 5(x) f ,  ~") - 5 ( ~ " ) )  (X~-I- 1 ) 

"4,+ I 

f 
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Einerseits ist nun 

x = 

o 

and somit, wegen der Definition der ~ ) :  

i l 
2~+I" 

Anderseits gibt es, da I c~ ! ~ 1 und c~ �9 , 0, eine Zahl k, 0 ~ k < 1, so 
daI] !c~ t < k fiir alle ~,. Aus (37) folgt daher, dab 0 <: f~(x) < (1 + k) ~ 
ist, so dal] (38) ergibt 

( 1 +  k)" I - < 21,+1 

woraus man durch Vergleich mit der geometrischen Reihe die gleich- 
m~Bige Konvergenz der f,,(x) sofort abliest. Es sei 

lim f,, (x)~- f (x ) ;  

f ( x )  ist eine monotone und stetige Funktioa. Fib diese Ftmktion isb 
es wesentlich, dal] sie mit f,,(x) an den Teilpunkten x ~  iibereinstimmt, 
da die Funktionswerte an diesen Teilpunkten fiir alle auf f,(x) folgenden 
Funktionen festbleiben. 

Nun gilt der Lebesguesche Satz, dab jede monotone Funktion auBer 
h6chstens in einer Nullmenge eine e~dliche Ableitung besitzt. Schliel3t 
man nun einen Punkt x in eine Intervallschachtelung ein, die nut ihn 
als gemeinsamen Punkt besitzt, so kann in x nur dann Difbrenzietbar- 
keit herrschen, wenn die Folge der zu jedem Intervalt der Schachtelung 
gebildeten Differenzenquotienten konvergent ist. Jeden Punkt  x nun, 
der nicht gemde der Nullmenge der endlichen dyadischen Briiche an- 
gel~Srt, kann man in eine Intervallschachtelung einschliel~en, deren ~-tes 
Intervall yon zwei Teilpunkten x, r und x~)~+l begrenzt wird. Der hierfiir 
gebildete Differenzenquotient yon f (x)  stimmt abet mit dem yon f , (z )  
iiberein, der seinerseits gleich f~(x) ist. Also muB, aul~er h6chstens in 
einer Nullmenge der x, der Limes yon f / ( x )  bei ~ --+ co existieren. Nach 
(37) heil3t dss abe, dab 

n 

fI (1 --}- C,, V,,, (.~)) 

aUBer h6chstens in einer N ~  existiert. Dabei w~e dieses unend- 
"tiche Produkt, entgegen einer gebr~uchlichen Terminologie, such dann 
kohvergent zu nennen, wenn sein Limes Null ist. 
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Nun war aber Z c~ oder, was dasselbe ist, ~.7 c",. ~p~ (x) als konver. 

gent vorausgesetzt. Uberall, wo (39) konvergent ist, muI~ daher 

entweder konvergieren oder bestimmt gegen --cc divergieren. Letzteres 

kann abet auch nut auf einer Nullmenge geschehen. Denn ~_~ (-- c,.) y,, (x) 

ist eine Reihe yon demselben Typ wie (40-) und kann daher hSchstens 
auf einer Nullmenge gegen -~-(x~ divergieren. Somit ist (40) /ast i~berall 
im IntervaU (0 . . .  1) lconvergent. 

Das hier betrachtete Orthogonalsystem teilt mit dem Haarschen die 
Eigensehaft, aus unstetigen, stiickweise konstaaten Funktionen zu be- 
stehen. Im iibrigen zeigen aber die beiden Systeme ein durchaus ver- 
schiedenes Verhalten: Das Haarsche System ist vollstgndig, seine Funk- 
tionen verschwinden auf beliebig langen Teilstrecken des Intervalls und 
besitzen s~imtlich nut einen Vorzeichenweehsel, die Funktionen sind bei 
hobem Index beliebig gro~er Werte fiihig und die Lebesgueschen Kon- 
stanten des Systems sind sgmtlich gleich 1; unser System dagegen ist 
unvollst~ndig, seine Funktionen nehmen den Weft Null nicht an, sind 
beliebig vieler Zeiehenwechsel f~hig, bleiben gleichmgilig beschr~nkt, und 
die Lebesgueschen Konstanten wachsen in der grSl~tmSglichen Ordnung. 
Die Tatsache, daI~ zwei so versehiedene Systeme sehon bei Konvergenz 
yon -Yc~ fast iiberall konvergente Reihen liefern, legt aufs neue die 
Frage nahe, ob nieht unser Satz II  einer weiteren Verseh~rfung fghig sei, 
und insbesondere aueh die Frage naeh dem maximalen Mai~ der Diver- 
genzmenge einer Fourierreihe. 

(Eingegangen am 8. 10. 1921.) 


