Einige Siitze iiber Reihen von allgemeinen
Orthogonalfunktionen.

Von

Hans Rademacher in Hamburg.

Einleitung.

Der Riesz-Fischersche Satz, der besagt, dal es zu jeder Folge von
reellen Zahlen ¢,,¢,,¢c;, ..., ¢,, ... mit konvergenter Quadratsumme eine
hochstens bis auf eine Nullmenge bestimmte Funktion f(z) gibt, deren
Founerkoefﬁmenten in bezug auf ein vorgegebenes System von Orthogonal-
funktionen ¢, (%), @, (@), ..., @, (), ... die Zahlen ¢, sind, hat eine Reihe
von Versuchen hervorgebracht jene thktmn £ (ﬂ’) in rechnensch einfache
Beziehung zu deh ¢, und den ¢ () zu setzen 'Das allgememste Ergebms
in dieser Richtung ist wohl der Satz von Weyl?), néch dem man aus
der Reihe

(1) ¢, @ (%) + 95 (%) + ...

stets eine fast {iberall konvergente Folge von Teilsummen auswihlen kann,
deren Limesfunktion, wie man leicht sieht, die vom Riesz-Fischerschen
Satz behaupteten Eigenschaften besitzt. Dieser Weylsche Satz soll im
folgenden dahin prézisiert werden, da zu vorgelegter konvergenter Reihe

Y ¢, die Indizes der Teilsummen einer konvergenten Folge explizite an-
v=1 .

gegeben werden.

Uber die Konvergenz der Reihe 2 ¢, ;(z) selbst hat man bisher nur
Aussagen machen konnen, indem man iiber die ¢, noch mehr als nur dig
Konvergenz von.,.X ¢, voraussetzte. Jerosch?) und Weyl #) haben hierin den

1) Uber die Konvergenz von Reihen, die nach Orthogonalfunktionen fortsohreiten;
Math. Aon. 67 (1909), S. 225—245, insbes. S. 243—245.

%) F. Jerosch und H. Weyl, Uber die Konvergenz von Reihen, die nach perio-
dischen Funktionen fortschreiten, Math. Ann. 68 (1909), 8. 67—80; vgl. auch dle
unter ) zitierte Arbeit von Weyl, S. 229 oben.

% A.a. 0.1 S. 226f.
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V17—1
Anfang gemacht, jener, indem er unter der Voraussetzung ¢, = 0(1:“ 4 _a) ’
dieser, indem er unter Voraussetzung der Konvergenz von X ¢lVy bewies,
daB die Reihe (1) fast iiberall konvergent ist. Der nachste Schritt wurde
von Hobson getan*), der zeigte, dal zu der Konvergenz bis auf eine Null-
menge (der ,fast ausnahmslosen‘* Konvergenz, wie wir im folgenden sagen
werden) schon die Voraussetzung der Konvergenz von X ¢;»* bei irgend-
einem « > 0 hinreicht. Endlich hat Plancherel bewiesen®), daB fiir dieses
Konvergenzverhalten von (1) schon die Konvergenz von 3¢ (log»)® hin-
reicht. Aus einem Satze von Hardy?®), auf den Hobson®) und neuerdings

Neder®) hingewiesen haben, folgt, daB die Reihe 5 (a, cos vz -+ b, sin vx)
r=1

schon dann fast iiberall konvergiert, wenn 2’ (@) -+ b;) (log»)® konvergent
r=1

ist. Die naheliegende Frage, ob sich in dem Plancherelschen Satze diesem
Hardyschen Satze entsprechend fiir allgemeine Orthogonalfunktionen der
Exponent 3 des Logarithmus durch 2 ersetzen laft, wird im folgenden
bejahend beantwortet. In diesem Zusammenhange sei endlich noch er-
wihnt, daB Herr Neder neuerdings durch Beispiele klargestellt hat, daB
die Konvergenz von X¢, (log»)” fiir irgendein o << 0 gewiB nicht aus-
reicht, um fast iiberall die Konvergenz von (1) zu sichern®).

AuBer der schon erwéhnten Ergéinzung des Weylschen und der Ver-
scharfung des Plancherelschen Satzes enthilt die folgende Untersuchung
noch asymptotische Abschitzungen iiber Summen von Orthogonalfunktionen.
Mit Hilfe eines Satzes von I. Schur werden viele Eigenschaften von Ortho-
gonalfunktionen auf eine weitere Klasse von Funktionen iibertragen. AuBer-
dem werden die verallgemeinerten ,Lebesgueschen Konstanten auf ihr
infinitédres Verhalten hin untersucht. Ein durchgefiihrtes Beispiel grenzt

%) On the convergence of series of orthogonal functions. Proc. of the London
Math. Soc. (2) 12 (1913), 8. 297-308.

8) Sur la convergence des séries de fonctions orthogonales. Comptes Rendus de
PAcad. des Sciences de Paris 157 (1913), S. 539—542.

%) On the summability of Fourier’s series, Proc. of the London Math. Soc. (2) 12 (1918),
S. 365—372. Der erwdhnte Satz lautet genau: ,Ist %‘1 +2 a, co8 v -+ b, sin v& eine
L4

- N S.,a, cos vz + b, sin v
ourierreihe, so ist
A ’ ] log »

8. 870.) 'Die oben hervorgehobene Konsequenz erhilt man in dem Spezialfall, wo
die Fourierreihe zu einer samt ithrem Quadrate integrierbaren Funktion gehort.
" Proc. of the London Math. Soc. (2) 14, S. 428—439, insbes. 8. 429.
%) Math. Ann. 84 (1921) [S. 117-1363, §. 181.
9 A. a 0.9 )
Mathematische Annalen. 87. 8 .

fast iiberall konvergent. (Theorem 8,
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dann den Spielraum ab, in dem man die erhaltenen Abschdtzungen ctwa
noch verbessern koénnte.

I. Fast iiberall konvergente Teilfolgen von } ¢, ¢, ().

1. Es sei @,(x), @,(x),..., @, (x),... ein System von samt ihrem
Quadrate im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktionen, die im Inter-
vall (0...1) orthogonal und normiert sind:

- (1, u=0
2 x z)dx =14’
(2) 5[%( )o, () {\O, .
Ferner sei ¢,, ¢y, ..., Cy, ... eine Folge von reellen Zahlen und E’c,‘." gei

ry=1

konvergent. Dann gibt es stets monoton ins Unendliche wachsende Folgen
von positiven Zahlen 1(v), so daf

(3) Setae)

rye=1

.gleichfaﬂs konvergent ausféllt. Ist r,= Zo?cf , 80 kann man z. B. fiir
irgendein 0 < y < 1 setzen rEn

A(v)=r,7,
wotiir man die Konvergenz von (8) leicht einsieht. Ferner sei 4, das
kleinste », fiir das 1(¥) 2 o ausfallt e=1,2,8,... Dannist 1(4,) ;:_ Q.
Unter diesen Voraussetzungen und Bezelchnungen gﬂ.t nun der

Satz I.: - Die.Folgs von Teilsummen 2’0. @ (2) (6=1,2,...) ist
‘fast iiberall konvergent.

Bemerkenswert ist an diesemn Satz, da er die Auswahl der Teil-
summen nur sus der Folge {c,} bestimmt, unabhingig von dem zugrunde

gelegten Orthogonalsystem.
Wir fithren die Bezeichnungen ein

s(a:;m,n)=20,<p,(z), o(m,n)=203, z(m,n)=20f).(v).

ry=m-+1 r=m-+1 r=m+1

Dann ergibt. sich unter Benutzung von (2) fir 0 <N < n

n-2 n—1
f e 4, 4 de= ) f (s(2: 4, 4,)) dz = Yo (4
r=N =Ny r=N
n-—-l n—1 1 a—1
=D Ae,Aw “2 — N+41)0(dg, Ags1) £, 4(4s) 6(Ag, Agsr)
r—-N e=r. Q"‘N o=

9+1

SZ S i) et = D oti(v)=1(4n, 4,).

e=N v=d4,+1 r=Ay+1
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Also ist der positive Integrand

n—1
S {s(m; Ay, 4,3 < 2{Ay, Ay)}

r=N

in einer Menge Ey ,, deren Mal!'%) gr6Ber oder gleich 1 — r(AN,A,.)‘% .
Erst recht ist also

mEy .21 — ﬂz(AN,oo)’l'r

und in Ey ,
‘s (23 Ay, A,)] < ©(Ay, )},

fiir jedes r, das N <7 < n geniigt. Die Menge E&,n, in der fiir alle
ganzen r und 7, unter der Bedingung N <r <7, <n

|s(z; Ay, Ay)| < 27 (Ay, oo)*
stattfindet, enthélt Ey , wegen
s (x5 Ap, Ar) | S| s(@5 Ay, An)| 4| 8(25 Ay, A7)
Folglich ist erst recht

mByn>1—1(Ay, o).
Nun ist

(4) By yer>=Eyyee> By s>,

was aus der Definition dieser Mengen unmittelbar folgt. Wir bilden' den
Durchschnitt

Dy =EBvy+1-Exn e Byyes ...
Wegen (4) ist dann nach einem Theorem der MaBtheorie

(5) mDy = lim m Eyop =1 — 1(dy, o)*.
k-» o
In Dy ist nun

(6) |8 (23 A, 4,,)] < 27(dy, )

fiir alle » und r,, die nur N <r <, erfiillen. Aus den Dy bilden wir
Vy==Dy+ Dys1-+Dyse+...;

wegen (5) ergibt sich

(7) mVy =1.

Endlich sei
V=V, V,-V;...;

V>V, >V > ...

10) Das MaB einer Menge E wird durch m E bezeichnet.

aus

8#
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und aus (6) folgt dann auch
mYV =1.

Jeder Punkt von V gehort aber zu wunendlich wielen Dy. In jedem
Punkt z, von V gibt es daher zu beliebigem positiven ¢ ein N, so daB

|8 (%05 Ay Ay) ]| < &
ist, fiir alle » und ¢,, die N <r < r, erfiilllen. Wegen (6) braucht man
namlich ein solches N aus den unendlich vielen &, fiir die z, in Dy liegt,

nur so groB zu wahlen, dall »( Ay, 00) < %—3 ausfillt, Damit ist bewiesen, dal

A n

(8) flz) =lim > ¢ . ()

n—>o r=1

in jedem Punkte von V, also fast iiberall im Orthogonalitatsintervalle,
als endliche Funktion existiert.

Diesen Satz hitte man iibrigens auch erhalten kénnen durch Weiter-
verfolgung der Gedanken, die Weyl a. a. O. fiir den Beweis seines Auswahl-
satzes verwendet.

2. Unter leichter Modifikation einer schon von Weyl ausgefiihrten
Uberlegung **) konnen wir den in der Einleitung erwihnten Zusammen-
hang unseres Satzes I mit dem Riesz-Fischerschen Satze herstellen, indem
wir diesen aus Satz I herleiten.

Zu jedem positiven & gibt es némlich offenbar eine Teilmenge 4, von ¥
und eine Zahl M,, so daB in A4,

[f(z)] < M,
gilt und zugleich
mAd,>1—¢
ist. Wegen der Konvergenz in (8) gibt es ferner in A4, eine Teil-
menge B,, mit
mB,>1—-2¢,
und einen Index n., so daB fiir n > n,
4

|Zn'cy<py(w)| <2M.

y=1

-bleibt. Aus der letzten Ungleichung kann man schlieBen, daB

lim | ( jb,qm(é:))adx = f f*(x)dz
B,

n->»o y=1
B,

1) A, a 0. 1) S. 226—927.
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ist. Da nun
A 1. . 3}
[(San@Vis < [(Seop)deg 3o
B, =1 J =1 -

ist, so gilt
[ rz)a .__<.2,
B, =1

Setzt man f(z) auBerhalb von ¥V im Orthogonalititsintervalle irgendwie
willkiirlich fest, so folgt, da die Vereinigungsmenge aller B, die Menge 'V

ausfiillen muB,
1
ff"’(x)clx <Dl
0 =1

Ebenso wie diese Ungleichung aus (8) folgt, so zieht die Relation

x)»-Zc,%(x = lim 2, o (x

die Ungleichung

f{f(x) —éc,%(x)}gdx < Zw’cf

r=Am+l

nach sich. Hieraus schliet man

1

lim {f(x Zc,q),(x} dx =0,

m->wo
also auch, zufolge der Schwarzschen Ungleichung, bei festem u
L

lim [ {7(2) = 3 o.0.(2)} @, (x) do =

m-»>x
(1)

Dies bedeutet aber
1
o= 1(z) pu(2) da,

worin der Riesz-Fischersche -Satz ausgesprochen ist.

II. Fast ausnahmslose Konvergenz von X ¢, ¢, ().

3. ,U.be.i:.die Folge der c, sei jetzt noch weiter vorausgesetzt, daB
Z{c, log »)? konvergent ist. Im folgenden sei der Kinfachheit halber
unter ,log“ der Logarithmus zur Basis 2 verstanden. Unter der neuen
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Voraussetzung konnen wir das 2(») des Satzes I gleich log », also 4, = 22,
setzen und erhalten dann die Konvergenz von

(9) %—,:Cy(]?,. (QJ) n— oo

in einer maflgleichen Teilmenge V des Orthogonalititsintervalls.
Die Bezeichnungen von § 1 mdégen beibehalten werden; auflerdem

setzen wir
n

w(m,n) -——2 (¢, log »)".

y=m+l

Es sei nun n eine ganze Zahl 2" < n < 2"%'; sie laBt sich auf dyadische
Art darstellen durch

n=2"-}4, 2" LB, 22, LB 2B
Hieraus ergibt sich die Zerlegung
(10) 8(x;2",n) =s(®; 27,2749, 2"t
+e(x; 2749, 27 2T 9,27 0,270 ...
o2 B 2 £, 2,27 8,27 24 D),

worin diejenigen Klammern, deren letztes #; gleich O ist, selbst gleich 0
zu setzen sind. Die nicht verschwinderrden Glieder. der rechten Seite
sind simtlich von der Form

#,= 0 oder 1.

r!

=1,2,..,r,
’k =0,1,2,..., (277 =1),
und aus diesen Ausdriicken lassen sich alle s(x; 2", n) fiir 2r<n < 9’

zusammenfiigen.
Nun folgt aus (10) durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung:

(11) o(z; a, o) =s(z; 2"+ h-27, 2"+ k.2 - 2i-1)

{s(x; 2",n)} <20 Z{S(x 2" .. k9, 27T 2 49, 27T g, 27

£=1
gf'Z{S(Z; 2’+ -+ 6i—1 2r-i+l’ 2r+...+19i-1 2r—i+1+?9i2,-_,')} o
t=1

und erst recht also

(12) {s(z; 2", 2)}" <r D) {8(=; e, )},

morin («,o’) alle in (11) angegebenen Zahlenpaare durchlduft. Fir
&-k.m < 27" hingt die rechte Seite der Ungleichung (12) nicht mehr
von 7 ab,
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Nun ist
r 2774
fZ{s(x o, o)) dx——fZZ{s ;2 +h-2,2" 4 h-27 27 g
j=1 h=0
r 2771
_—22 2r+k 2?2+h 27_;__27 1)32 (2 2r+1)——70(r27+1),
=1 h= j=1
und somit

1

(138) frZ {s(z; e, )Y de <r%0(27,277) L w (2,27,

0

Es sei nun G, (8) diejenige Teilmenge des Orthogonalititsintervalls,
in der

rZ{s(x; oc,oc’)}3< 6%,
a, o

worin ¢ eine positive Zahl sei, iiber die noch verfligt werden soll. Wegen
(13) ist

(14) m@,(8) =1 -—-§ (2,2,

und wegen (12) gilt in @, (8) fir alle n zwischen 2" und 2"*!
|s(a; 2, m)| < 9.
Wir bilden nun den Durchschnitt
Hy(0)=Gyx(8) Gy:+1(8)-Gyn12(8)...;
dann ist infolge von (14)

o

mHy(8)>1 — 3% o,y =1- 31—250(21\7,00),

r=N
und fiir jedes & in Hy (d) ist
le(z; 2", n)| <4,
wenn nur N <r und 2"<n < 2" gewonnen wird. Wahlt man nun

1 . - " -t
von vornherein 6 =w (2%,00)*, so fithrt diese Konstruktion suf eind

Menge Hy(w (2¥ ,oo)*), die wir kurz mit Hy bezeichnen wollen. . Von
Hy weil man

(15*) m Hﬁf;g l—w (ZN»OO)%:
und in Hy gilt N
(16) |8 (e; 27,n)] <w(2N’, cc)%"
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fir N<r, 2"<n <2, Nun sei
Uv=Hy+Hyx1+ Hyo ...
Wegen (15) ist dann

mUy=]
Endlich bilden wir
U=U,-U,-Us...;
es 1st
mU =1

und jeder Punkt von U kommt in unendlich vielen Hy vor.
4. Jetzt betrachten wir den Durchschnitt

W=U.V,

wo V die in § 1 konstruierte Menge in der ihr am Anfang von § 3 er-
teilten Spezialisation ist. Wir haben

mW=1.
In W ist nun j‘ ¢, @y (%) konvergent. Denn wegen der zu Anfang des
v=1

§ 8 erwihnten Konvergenz von 3(z; 0.2") in V gibt es in jedem Punkte z,
von W zu beliebigem positivem ¢ ein N,, so daB

|8 (2g; 27, 2™) | < f—

tiir.alle r und r,, die N, <¥ <, ‘erfiillen. Der Punkt z, von W liegt
‘ferner in unendlich vielen H ~, und unter den hier vorkommenden Indizes N
gei N, so groB gewihlt, daB

N 4
w(27 ) < 57
Da z, in Hy, angenommen ist, so gilt wegen (16)

ls(z;2,n)| < < T
fir ¥,<r, 2°<n <2 Von den belden Zahlen N, und N, sei N,
die groBere. Da stets die Zerlegung

s(z;m,n)=s(x;2,2")+3(x;2™n) —s(x; 2",m)

mit 2" <m < 2™, 2" <m < 2™ moglich ist, so hat man endlich fiir
-alle m und n, die 2N‘<m <n erfullen

s(xo, m,n)l <e,
‘'womit wir den folgenden Satz bewiesen haben:

Satz II. Fst j’(c, log »)" - konvergent, so komvergiert X ¢, ¢, (x)

r=1

fast diberall im Orthogonalitdtsintervall.
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5. DaB die soeben bewiesene Konvergenz nach der Bezeichnung
Weyls eine ,wesentlich gleichmaBige® ist, folgt aus einem allgemeinen
Satze von Egoroff !*), wonach eine in einer Menge C konvergente Folge
mefBbarer Funktionen in gewissen Teilmengen, deren Mafl beliebig wenig
unter dem von C bleibt, gleichméBig konvergent ist. Man kann im
vorliegenden Falle aber leicht Mengen dieser Art herausheben. Die in
§ 1 auftretenden Mengen denken wir uns, dem 2zu Anfang von § 3
Gesagten geméB, fir A(v)=Ilogy und A4,= 2‘ gebildet, was unter
der Annahme der Konvergenz von 2'(c, log »)° moglich ist. Nun sei

N,N,,N,,..,N,, ... eine solche monotone Folge von natiirlichen
Zahlen, da.B

(17a) 3w (2%, o)t
p=1

und also erst recht auch

(17b) Z 2%, o0)t

n
konvergent ausfillt, unter r(m n) hierbei 3 c¢}log» verstanden. Aus
v=m+1

den Mengen Dy des §1 und den Mengen Hy des § 3 bilden wir nun die
Durchschnitte
K,=Dn,-Hy, Dy, -Hxy

pHr t

Da die Mengen Dy und Hy simtlich im Einheitsintervall liegen, so
liegt wegen (5) und (15) und wegen der Konvergenz von (17a) und

(17b) das MaB von K bei hinreichend hohem p beliebig nahe bei 1.
In K, ist nun die Konvergenz von 2 ¢, @, (z) gleichmaBig. Denn wegen

(6) und (16) ist fiir 277 +¥ < m < n stets in K,

| Zc, 7. (2)] < 27 (2%+% co)t 4 200 (2744, 00t

m+1
III. Abschitzungen endlicher Summen von Orthogonalfunktionen.
6. Ist = ¢® konvergent, so ist nach Satz II die Reihe

(18) 2108,%( )

y=x?2
‘im- Intervall (0...1) fast iiberall konvergent. Die Folge {-—lg——} ist
monoton abnehmend mit dem ‘Limes Null. Daraus schlieBt man nach

) Sur les suites de fonctions mesurables, Comptes Rendus de VAcad. des
Sciences de Paris 152 (1911), S. 244. ,
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einem Satze von Kronecker!?) leicht, daB an den Konvergenzstellen
von (18)

n

(19) 2,1 ¢, o, (z) = o (log n)
r=1

sein muBl, was daher fast iiberall im Orthogonalititsintervall gelten muB.
Sind die ¢, (z) die trigonometrischen Funktionen und die ¢, die gewdhn-
lichen Fourierschen Konstanten einer integrierbaren Funktion, so findet
sich diese Abschitzung schon bei Hardy'*), doch sagt der Hardysche
Satz auch hier wieder mehr aus (vgl. Einleitung, Fufinote ¢)), denn die
Voraussetzung der Konvergenz von X c? ist dquivalent mit der Annahme,
daB die ¢, die Fourierkonstanten einer samt shrem Quadrat integrierbaren
Funktion seien.

Der eben erwiahnte Kroneckersche Satz 1aBt noch mehrfache An-
wendungen folgender Art zu. Es sei

c,=v_*(logv)—;_f, e>0, »=2,3,...;

fir diese Wahl ist 2 (c, log »)° konvergent. Folglich ist

v og ) g, (2)

r=¢
fast {iberall im Intervalle (0...1) konvergent. Dig. Folge .der.(¢, ist
sber monotan, abnehmand mit dem Limes,.Null, . .An.den. Konvergpnz‘-r'
stellen ist daher notwendig_

(20) 3 o, (z) = 0(n* (log )F*),

was somit fast iiberall im Orthogonalititsintervalle der ¢, (z) gelten mub.

Ferner, ist a,, a,, @y, . - -, @, ... irgendeine Folge von reellen Zahlen,
go ist nach einem Satze von Pringsheim®?) die Reihe

j '(E%?rs' (e>0)
a

,ul‘u

12) Quelques remerques sur la détermination des valeurs moyennes, Comptes
Rendus de I’Acad. des Sciences de Paris 103 (1886), S. 980—987. Vgl. auch Rade-
macher Uber die asymptotische Vertellung gewisser konvergenzerzeugender Faktoren.
M Zoitsehe. Fi,-S. 276288,

4) A a 0.% S. 389, Theorem 2.

3%) Uber Konvergenz und Divergenz' von unendlichen Reihen, Math. Ann 35
(1890), S. 297—394, insbesondere S. 329.
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konvergent. Folglich geniigen die Konstanten

. S (v22)
Iogr( a/f>g+

der Bedingung des Satzes II, und

» - -}—‘f{.
l 3
og ¥ (/ ‘é,’l a !‘>
monoton gegen Null strebt, so gilt wegen des Kroneckerschen Satzes bis
auf hochstens einer Nullmenge

n n e
(21) Za,,q),(x)=0(logn<2aﬁ>) )
y=1 =1

Diese Formel erreicht fiir @, =1 die Abschitzung (20) nicht ganz
an Schirfe, doch kénnte man statt (21) leicht dieselbe Genauigkeit wie
in (20) erhalten, wenn man statt des oben angewandten Konvergenz-
satzes von Pringsheim gewisse logarithmisch verschirfte Sdtze desselben
Autors haranzdge'¢).

7. Die eben erhaltenen GréBenordnungen gelten auch ,,wesentlich
gleichméaBig®, d. h. gleichm&Big in Mengen, deren Ma8 beliebig wenig unter
dem des Orthogonalitdtsintervalles liegt. Fiir (19), d. h. fiir

ch,w,(x)

17 R S——
"> m logn

folgt dies einfach aus dem schon erwéhnten Satze von Egoroff. Weiter
moége etwa die wesentliche GleichméBigkeit von (20) gezeigt werden. Es
sei A, , die Menge, in der

8

(22) |2 q),(x)l <k-n'}(logn)8

WL
4

von einem gewissen n = n(x, k, 1) an ist. Es ist
. Ak,l'<Ak+1,l?
1) A. 8. 0. 1) S. 338
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und wenn
. A1=A1,1+A9,1+A3,z+"'
gesetzt wird. so
mA,=1,
da (20) fiir ¢ = % fast iiberall gilt. Bei vorgeschriebenem positiven 6 gibt

es also zu [ ein %k, so daf

é

mAkl l >1-— 2l+1

ist. Zur Abkiirzung sei 4, , mit B, bezeichnet. In B, gilt also (22)
fiir k =k, von einem gewissen Index » =n(x,l) an. Nun sei B, , die
Teilmenge von B,, in der (22) von n=m an gilt. Da

By + B+ B3+ ... =B,
und
Blm < Bl,m+1 ’
so gibt es ein m =m,, so daB
0 0
mB,’ml>mBl 2l+1>1 —2—1
ist. Sei O, = B, ,, gesetzt. Bilden wir endlich’den Durchschnitt
. C=0,-C,-C4 ...,
80 18t
mC>1-—34.

Diese Menge C hat" dann die Eigenschaft, daB es = jedem & ein k = k(&)
ynd ein n = n{K)e) gibt, so dab

PRAOIE k(e)nt (logm)t*

=1

von n=n(k, ¢) an fiir alle z, d. h. gleschmdpig in C gilt.

IV. Eine allgemeinere Klasse von Funktionensystemen.

8. Herr I. Schur machte mich darauf aufmerkam, da8 die bisher er-
haltenen Ergebnisse iiber Konvergenzen und GroSenordnungen ja such in
jedem Teilintervall des Orthogonalitiitsintervalles fast iiberall stattfinden
und dsher auch von einer Funktionsfolge gelten, die in einem gewissen
Intervall (@ ...b) definiert ist und deren Funktionen in einem groBeren
Intervall so erganzen& deﬁmert werden kénnen, daB die erginzten Funk-
tionen ein normiertes Orthogtinalsysteri bilder. Die-Charakterisierung solcher
zu Orthogonalsystemen- ergénzbaren Funktlonensysteme leistet der folgende

Satz III (von Schnr). Fine Folge von Funltionen f,(z), f, (%),

die im Intervall (a...b), 0 <.a <b < 1, gegeben und dort samt zhrem
Quadrate im Lebesqueschen Stnne integrabel sind, lift sich dann und
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nur dann zu einem System wvon in (0 ... 1) normserten Orthogonalfunk-
tionen g, (x), g,(x), ... erginzen, derart, daf f,(z) =g.(z) n (a...b),
wenn die quadratische Form von unendlich wvielen Variablen

F(z,2,2,. )hf(z f, (@) F+ 25 fy(2) F 2y (2)+ ...) dz

em Hilbertschen Sinne beschrinkt i1st und die Schranke 1 besitzt.
In der Tat, es sei

b
!f,t(x)f;.(x)dx =Gy -
Da nun f,(z) = gu.(z) in (@ ... d) und

fg,‘ gv(x)dx—{

1 fir u=v»
0 fir pus»

sein soll, so muf
l—cﬂ‘u'fﬁr M=V

fo.@a @as+fa@g@ar={ "0

sein. Die Formen

Y
F, (24,25, s zn)=f(z1 f,+ 245+ ... —-|~z,,fn)2da:

und
a 1 g
G, (24525, «u0s z,,)—:qul—bf(.'alg1 +2,9,+ ... +2,9,) d=

sind nichtnegativ. Ihre Matrizen sind

€1 Cig o+ Cip 1—¢, —¢Co-.. —¢C,
Cqy Cog ++- € —Cpy 1 —Cgq ... —¢C
' 21 V22 2n . 21 29 2n
Fn- : . Gno :
Cpri Cpo <+~ Cpp . —C,y —Cup...1—c,,

Also 1st
Fn(zl, Ras o700y zn)+ Gn(zla 295 ¢ 0y zn) = zl‘l.!+ z‘32+ v +zﬁ,
und folglich
0L Fol2y, 2asvvns 2) <23+ 25+ oo + 200

Da diese Ungleichung fiir alle n gilt, ist F in der Tat beschrinkt und
besitzt die Schranke 1.
Ist nun umgekehrt die Form F = 3 ¢,, 2,2, beschrinkt und < 3'z,,

80. ist auch die Form
E 7 9 E !
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nichtnegativ. Dann kann man aber nach einem Satz von I. Schur!®) in
den Intervallen (0 ...a)und (... 1) Funktionen g, () bestimmen, so daf

1—e¢
2”‘“ fir u=v»

fgu )9 () dw—-fgu(x )Gy (x)dx_l

¢
"2“' fir w<r

ist. Solohe Funktionen g, (x) ergdnzen aber nach den schon angestellten
Uberlegungen die Funktionen f, (z) zu einem im Intervall (0...1) nor-
mierten Orthogonalsystem.

Fiir die Anwendung des somit bewiesenen Satzes III auf die friiheren
Ergebnisse braucht offenbar das Intervall (@ ...b) nicht notwendig im
Innern von (0...1) zu liegen und die Schranke der quadratischen Form
nicht gerade 1 zu sein. Zusammenfassend erhalten wir:

Satz IV. Ist wm Intervall (a...b) etne Folge von samt threm
Quadrate iniegrierbaren Funktionen f,(z), f, (x), ... gegeben und ist

F(zl,z.z,..d—f(zlfl 2+ 2 f @)+ ...) dz

eine tm Hilbertschen Sinne beschrinkte quadratische Form von unendlich
vielen Variablen, so gelten fast uberall in (a...b) fir die f,(x) die
Konvergenzaussagen dér Sdtze I und 11 und die Abschdtzungen (19),
(20) und (21).

Y. Lebesguesche Konstanten und Funktionen.

9. Zu einem normierten Orthogonalsystem ¢, (2), @, (2),..., ¢, (z),...
filhrt man nach Lebesgue'®) die oberen Grenzen g,(x) von

sn () =Z %(x)ftpv(y) fly)dy

ein, wobéi als f(y) alle quadratisch integrierbaren Funktionen vom Be-
trage |f(y)| <1 zugelassen sind. Es ist
1

6,() = obereGrensevon [ 7(y) 3 o+(x)(v)dy < [ fg%(w) 7(v)|dy

r=1

und diese obere Grenze wird auch wirklich erreicht durch die Funktion

n
f(y)=sign( 3 ¢.(z) . (9)),-
r=1
17) Uber endliche Gruppen und Hermitesche Formen, Math. Zeitschr. 1 (1918)

S. 188—207, Satz VII.
18) Legons sur les séries trigonométriques. [ Paris, 1906], S. 86— 87.
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in der z als Parameter auftritt. Also 1st

(23) en(w)==ﬂé %(x)%(y)tdy-

Im Falle der trigonometrischen Funktionen erweisen sich die o, (z) als
von x unabhéingig, nnd man spricht daher von den ,,Lebesgueschen Kon-
stanten*. Allgemein aber hdtte man die ,,Lebesgueschen Funktionen‘
o, (x) zu betrachten. Es sind fiir spezielle Orthogonalsysteme viele Unter-
suchungen iiber das infinitdre Verhalten der o, (x) fiir wachsendes n an-
gestellt werden, und zwar hat man, sobald o (z) von x abhiingig ist,

meist die Konstanten
0, = obere Grenze g, ()

0<zL1
betrachtet. Im folgenden sollen nun mit den Methoden der §§ 1 und 3
die Funktionen g (z) selbst abgeschitzt werden, was allerdings nur wieder
bis auf eine Nullmenge gelingen wird.

Solche Abschétzungen von g, (x) sind darum von Wert, weil das
Wachstum deér o (x) aufs engste mit der Darstellungskraft von Reihen,
die nach den Orthogonalfunktionen des Systems fortschreiten, zusammen-
hdngt. Wenn f(z) eine Funktion ist, die sich durch lineare Verbindungen
der ¢,(x) mit konstanten Koeffizienten (z. B. durch trigonometrische Poly-
nome) beliebig gut approximieren 1dBt, so moge f(«) als zum ,Bereiche*
des Orthogonalsystems gehorend bezeichnet werden. Dann kann man
zeigen: Sind die Lebesgueschen Funktionen eines Orthogonalsystems gleich-
maBig beschrinkt, so wird jede Funktion seines Bereiches durch die auf
Fouriersche Art gebildete Orthogonalfunktionenreihe dargestellt. Wir be-
weisen gleich noch mehr. Die Funktion f(x) moge sich durch ein lineares
Aggregat der ersten n Funktionen des Orthogonalsystems bis auf eine ge-
wisse Genauigkeit approximieren lassen:

(24) (@) = g (2)] < o

p=]
Wir betrachten die Reihe mit den Fourierkoeffizienten

1

& =J1(y) o (y) dy.

Dann ist v
. n n 1 n 7n
Do @)= e @)= UZ @:() 0 (y) |1 (4) — P o ou(y)| dy |
r=1 pa=1 o v=1 y=

éﬁz @ (%) Py (y) Hf(y) ——Zn’,av%(y)fdy < tn-on(®),

ye=l
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also zusammen mit (24)

{

;f(x)—z"cvw»'(x)| /:5n(9u(2')+1)-

Hieraus ersieht man, dafl auch bei wachsendem o, (x)
-n

f(z)= D ¢.p, ()

sein kann, wenn nur die ¢, derart gegen Null streben, daB ¢, ¢, (%) — 0.
Auf diese Weise liBt sich also die Theorie der Approximation reeller Funk-
tionen durch Orthogonslfunktionen in den Dienst der Theorie der Reiben
von Orthogonalfunktionen stellen.

10. Zur Abkiirzung werde die Bezeichnung

D) v (x) @ (y) = K (m, n)

eingefiihrt. e
Um zu einer Abschitzung der g, (x) zu gelangen, gehen wir aus von
1 ,qger—j-y !l r—1 9771
(25) f[Z > fK(h-zf, hoo! 40l dylda =3 3 27
o J=1 &a=0 g §=1 R=0
r—1
=Dl = (r—1)277
j=1

Ih der Doppelsumme unter dem &uBeren Integral sind alle moglicher
Integrale der Form

1
[K (e, a")dy
0
addiert, wobei («, «’) Zahlenpaare von folgenden Bigenschaften sind:
0La<e’' < 2", = B2, o =a+ 271,

Wir schreiben somit kurz fiir (25)
1

f[ZfK(“’ “')’dy] de=(r—1)2""%

0 {n, a’) 0

Hieraus schlieBt man nun, da der positive Integrand

1

(26) Z fK(a, a')edy < (r-—-1 )2"“1 pltae

{a, &) 0

in einer Menge S, sein muB, deren Ma8 nicht unter 1— ,,11“ liegt.
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Ist nun n eine ganze positive Zahl, n < 27, so 188t sich n stets als
Summe von gewissen der Zweierpotenzen 2% 2778 | . 2! 2° darstellen
und somit K (0,n) als Summe von hochstens r der K(e«,«'). Wir
schreiben etwa .

K (0, n)=2 Ka, o),
(@,a’)
worin durch ¥™* die Auswahl aus den Paaren (, «’) angedeutet werden
moge. Dann 1st

(0, ()" fK(o n Idy quc(a « [dy

{a,a’') g
__<:Z' fKaa)dy ngfdny(a «)dy
a) (a') g (a,0) §
_rzwa (e, &) dySerK (¢, ')’ dy.
(aa') g (@,a") §

Diese Ungleichung gilt fiir alle n < 2", Die letzte Summe der Ungleichung
ist nun in (26) schon abgeschdtzt worden, so daB man 1m ganzen erhélt:

Auf einer Menge S,, deren MaB nicht kleiner als 1—

ist, gilt

r1+‘3l

(27) 0, () < Vr(r—1)27 7 r' ™ < Vot tirg7,
sobald n < 2". Es sel nun
Ty=0Sy8v¢1'SNio-vns

dann st
“7 1
mTy 21—
r=Nr

und in 7'y gilt (27) fiir alle r > N. Sei nun
U=T,4+T,+Ts+...,
mU =1.

Jeder Punkt z, von U ist in einem T'y mit niedrigstem Index N = N(z,)
enthalten, und fiir » = N (z,) gilt dann
r—1

(28) ea(@o) < rH+1.2 T

bei n < 2" Zu n>2"** gibt dann stets ein r > N (x,) von der Be-
schaffenheit, daB n < 2" < 2n ist, so daB also aus (28) folgt:

0, (%) < (log 2'"')‘“ . V;t

. Ni{zs)—1 - . . .
vhife ;. in U und n 2> 2 @=1 - Dieses Ergebnis sprechen wir aus als
Mathematische Apnslen. 87. 9

g0 1st
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Satz V. Aufer hichstens in einer N ullmenge des Orthogonalitdits-
tntervalles gilt fiir jedes x die Abschdtzung der ,,Lebesgueschen Funktionen

(29) Qﬂ(x)=0((logn)%+e~n%).

Ist iibrigens irgendwie bekannt, daf die g, (x) von x unabhingig sind,
so kann man leicht eine etwas bessere Abschitzung erhalten:

1 11
e = (J K (0, m)|dy)*= ([ [IK(0,m) dwdy)’

< [fdzd flfK(o n)dzdy = n,
(30) 0,= 0(Vn).

An einem Beispiele werden wir zeigen, daBl diese Grofenordnung auch
wirklich erreicht werden kann.

V1. Ein spezielles Orthogonalsystem.
11. Man bemerkt leicht, dafl man in (20) und (29) die GréBenordnung

auf O(n{'(log n)’%(log logn)'*°) herunterdriicken kénnte, wenn man, ohne

den Gang der Rechnung zu &ndern, die Reihe 2 1 als kon-

n( log ) te
vergente Reihe von positiven Gliedern anstatt 2 —; benutzte. An
n

einem Beispiel wollen wir nun zeigen, daB in (20) gewiB nicht O (n?),
in (29) aber nichts Besseres als O(n?) stehen darf.
Es sei e, (x) die »-te Stelle der dyadischen Bruchentwicklung von z,

0 <x<1. Als Funktion von z aufgefalt ist e,(x) stiickweise kon-
q+1

27’
g=0,1,...2" -1, abwechselnd 0 und 1. Als System von Orthogonal-
funktlonen fuhren WIr nun ein

(31) w,(x)_:2ey(x)—1 (»=1,2,8,...).

Da y,(z) im Intervall (0...1) abwechselnd —1 und {1 ist, so ist
yw,(z) in der Tat normiert

stant in (0...1), und zwar ist e,(x) in den Stiicken é—<x<

[, (2)da=1.

0
Ist ferner u < », so ist

J%&@wdﬂdx=0,

denn in jeder der 2" gleichlangen Strecken der Konstanz von y, () gibt
2""* gleichlange Strecken abwechselnden Vorzeichens von v, (z), so daf
die Integrale iiber die Strecken der Konstanz von wy, einzeln verschwinden
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und somit auch das von 0 bis 1 erstreckte Integral. (Das System der
w, () ist tibrigens kein vollstdndiges Orthogonalsystem, da z. B. y; (z)- v, (%)
fir 1< u zu allen v, () orthogonal ist. Die Vollstéindigkeit eines Ortho-
gonalsystems spielt aber in den vorliegenden Untersuchungen iiberhaupt
keine Rolle.)

Nun ist

Z y, (2) = e, (z)—mn

y=1

gleich der Differenz der Anzahl der Einsen und der Nullen in den ersten
n Stellen der dyadischen Bruchentwicklung von 2. Nach einem Satz von
Hardy und Littlewood'?) kann aber

22”’&(95) —n=0(Vn)

y=1
nur in eiier Nullmenge der z gelten, womit also gezeigt ist, daf} die in
einer Menge vom Mafe 1 giiltige Abschdtzung (20) nicht bis auf O(Vn)
herabgedriickt werden kann.
Ubrigens kann man aus (20) umgekehrt schlieBen, daB

22e,(x) —n = O(n;'(log n)sﬂ)

auller hochstens in einer Nullmenge der a sein mul, ein Resultat iibrigens, das
schon auf direktem Wege und scharfer Hardy und Littlewood gefunden haben 2°)
und zu dem ich an anderer Stelle auf einem dritten Wege gelangt bin®!),

12. Die ,Lebesgueschen Funktionen* g, () des Systems {v,(z)},
definiert durch

en (%) =f| é’% (=) wv(y)ldy

werden sich als von z unabhingig herausstellen, so da man es in diesem
Falle mit ,,Lebesgueschen Konstanten‘* zu tun hat.
Da die Funktionen w,(z) nur die Werte + 1 annehmen, so kann

j’zp, (x)y,(y) nur ganzzahlige Werte annehmen. Und zwar muB stets
‘=1

2” vy ()P, (y) = n(mod 2) sein, und man sieht genauer, daB nur die Werte
=1

(32) -, —n+2, —n+t+4,...4+n—-2, +n

19) Some Problems of Diophantine Approximation, Acta Mathem. 87 (1914),
S. 155—289, insbesondere S. 187, Theorem 1.47, und 8. 189, Theorem 1.471.
%) A g O. Theorem 1.43, S.185.
ﬁl) A. a. O 12)
9*
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n
méglich sind. Es werde nun Ny, (z,) . (y) = K, (x4, y) bel festem
z = z. als Funktion von ¥ betrachtet. In gleichlangen Intervallen der
%0

Lange 1 .t sie konstant und nimmt dort einen der eben gekennzeichneten
2”

ganzzahligen Werte an. Wir fragen nun nach der Gesamtlinge der Inter-
valle eines gewissen Funktionswertes. Wir wollen diese Gesamtléngen
einfach hintereinander nach der Grofenanordnung der in ihnen ange-
nommenen Funktionswerte aufschreiben, wobei wir diese Funktionswerte
als ohnehin bekannt nicht mehr zu erwihnen brauchen. Zu X (z,, y)
gehoren z. B. die Gesamtléngen 3, 3.

In jedes. der 2" gleichlangen Teilintervalle, in denen K, (z,, y) gewiB
konstant ist, fallen gerade zwei gleichlange Teilintervalle von yn (%)) ¥n+1(¥)
von entgegengesetztem Wert. Die Hilfte der Intervalle eines konstanten
Wertes k von K_(,, y) wird durch Addition von wnis(%,)yn+1(¥) 2u
den Intervallen des Wertes k -+ 1 der Funktion X,.,(z,, y) geschlagen,
die andere Halfte fallt den Intervallen des Wertes £ —1 zu. Daher bietet

gich folgendes Schema fiir die Wertverteilung in den K (z,, y) dar:

1 1
Kl: 'Q', )
1 1 1
K,: 58° 2'2*5, et
1° 1 1 1
Ks: 2""3’ S'é;, 3"2~8" é-a-‘

und allgemein
(33)  Ku(mo) (0)5a (1) (5)gw-o ()gm

was man sofort durch vollstindige Induktion bestdtigt. Diese hiermit
charakterisierte Verteilung des Wertevorrats auf die Intervallingen, oder
die relatsve Haufigkett eines Funktionswertes ist von x, v6llig unabhéngig,
der Verlauf der Funktionen K, (z,,y) ist aber erst durch die Anordnung
der Intervalle konstanter Werte gegeben und hingt von z, ab.

Wenn msn den Wertevorrat (32) ins Auge faBt und seine in (33)
angedeutete Verteilung hinzunimmt, so erschlieBt man ohne weiteres

(84) 2n (%) ==I,IK,,(%, y)ldy

==t O+ =23+ - )+ ””"‘2[3’])([:})}’
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womit die schon behauptete Unabhingigkeit der g, (z) von =z nach-
gewiesen ist®?).

13. Was nun dag Wachstum der ¢, betrifit, so zeigt sich zunéchst,
daB 0oy = Qam-, ist, denn

99m=é'271n'—_1{2m(2(;n>+( )( )+(2m 4) K )+"'+2<nf’f‘])}
zéz;:z{m(zm >+km ')((2m0—])+(2m1—1)>
- (m_z)((2m1—1)+(2m—l))+ +<(2”¢:t 2)+(2m_—ll)>}
L {om— 12"y 2m— 32" 827

22m 21 0 m -2
2m —1
+1(0m >}"=92m-1'

Dagegen ist
Comin= 5raq(2m+ D)+ @m— 1) (M) 2m - 3)(
+...+1<2ﬂ11~1)}

m
=il @m+ 1) (") + @m = () + (1)
(2m = 8) (1) () ot 1 () + o)
= 5%’5{41” (20m) +(4m —4) <21m> .ot 4 (mg—’?l)} + —2‘2!{72 (21)’:')
= 0y 1 é-};ﬁ (2»?)
Da aulerdem g, =1, so ergibt diese Rechnung die neue Darstellung

Qrm—-1= Qo = 1+ ;9 (?) + 2]_‘ (3) +.e 5—#—2(2”:”——12)’

aus der unmittelbar hervorgeht, daB die g, nie abnehmen bei wachsen-
dem ».

2nH1)

#) Diese Eigensohaft der Lebesgueschen Funktionen scheint unter den bisher
daraufhin untersuchten Systemen nur dem System der trigonometrischen Funktionen
(vgl. Lebesgue a.a.0.'") und neuerdings vor allem G. Szegd, Uber die Lebesgueschen
Konstanter” bei den Fourierschen Reihen, Math. Zeitechr. 9, 161—166] und dem
Haardchen Orthogonalsystem zuzukommen [ Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funk-
tionedayateme, .Diss. Gottingen 1909, auch Math. Ann. 69 (1910), S. 331-371). Es
ist dart nicht.besonders hervorgehoben, ergibt sich aber leicht aus den Betrachtungen

Kap.TIT, §'2, daB die Labesgueschen Funktionen g, (z) des Haarschen Systems von
z und n uriabhingig und simtlich gleich 1 sind.
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Fiir den Zweck einer Abschitzung werde jedoch (34) noch .auf eine
andere Form gebracht. Es ist

temin= g @+ D) b @m— D (),

woraus durch Addition von

_2m+1 22m+1
om 1= 2021200

{(2 +1)(2m+1)—}—(27n+1)(2m+ )+ +(2m+1)<2m+1>}

folgt
Camint2m+ 1= fam 2 (M) L am (P A (2mp2) (")

=§”2":T—_x{(2m+l) <2m0+])+2m(2m1+1) e (m 1) (2’)7:n+1)}
=IO e ()
imiigem e >+(_- )

+‘2m+l (Qm)

2%m n

—ame 1 ()

also
2m+1 ( )
g2m+1 22m m/’

Dieser Ausdruck fiir o, eignet sich gut fiir eine asymptotische
Approximation. Mit Hilfe der Stirlingschen Formel erhdlt man
? a4’

. 2m+4 -
Cmi1 = 21;&;;1 (3.1111")'" _2’:2:1"/;‘“ (%";)hh M (0L 8, 9'<1),
I 2m4+1 ﬁqﬁ -
Oym+1 = v '“;F;-’—:“"e ‘V‘;V‘m )
und endlich, da @, ., = 05,9
o~ |5

74

Hiermit ist sn der Tat gezesgt, daf3 die Abschitzung (30) nicht ver-
bessert werden kann.

14. Das betrachtete Orthogonalsystem besitzt noch eine weitere be-
merkenswerte Eigenschaft. Es gilt namlich in diesem Falle, hinausgehend
iiber unsern allgemeinen Satz IT:
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Die Rethe Zx‘ ¢ (%) konvergiert fast diberall in (0...1), sobald

r=1
nur 2 c¢? konvergent ist®®).

Der Beweis fiir diese Tatsache findet sich eigentlich schon in meiner
in Anmerkung '?) zitierten Arbeit (8. 2831.), er moge hier jedoch, auf den
gegenwartigen Zweck zugeschnitten, in neuer Fassung dargestellt werden.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann man |¢,! < 1 fiir alle
» annehmen. Nun sei

o (2)=[(1+oyp,@)dt  (v=1,2,3,..).

Da der Integrand stets positiv ist, so sind die g,(2) monoton
wachsende Funktionen, und zwar ist

9-(0)=0, g (1)=1.
Sind 0 = z, 0, M, ..., xi’v’ = 1 dquidistante Teilpunkte (die End-

punkte mitgézéihlt) des Intervalls (0...1) von der Anzahl 2"+ 1, so
folgt aus der Definition der y (x) unmittelbar

(»)
s
S, (t)dt=0 (i=0,1,2,...,2"),
0
was
z:.")
(35) g,, () =6f(1 + Crr1 Pyar (8))dE = 2

zur Folge hat. Zwischen aufeinanderfolgenden Teilpunkten z{” und z*)
ist ferner g (z) linear, fiir g (2) sind also die Teilpunkte z{” Knick-

punkte der Funktion. Innerhalb eines der 2 gleichlangen Teilinter-
valle gilt

g, () =140y, ()
Es soll nun mittels der g (z) eine Folge von gleichfalls monotonen

und stetigen Funktionen f, (z) bestimmt werden. Es sei f,(z)=g, (z).
Ferner soll f,4y(2) mit f,(«x) an den 2”4 1 Teilpunkten x iiberein-
stimmen, deren innere iibrigens Knickpunkte von f.(x) sein werden.

R
v v

"%3) Es diirfte nicht geniigend bekannt sein, da8 auch dem Haarschen Ortho-
gonalsystem diese Eigenschaft zukommt. Denn ist 3 ¢! konvergent, so sind nach
dem Riesz-Fisoherschen Satze die ¢, die Fourierkoeffizienten einer integrierbaren
Bunktion f(x) in bezug auf das Haarsche System. Die Fourierentwioklung von
7 (z) naoh den Haarschen Funktionen konvergiert aber iiberall da, wo f(z) gleich
“der Ableitung seines unbestimmten Integrals ist, also, nach Lebesgue, fast iiberall
i(vgl. Haar, a. a. 0.%%), Kap, III, § 2 am SchluB).
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Zwischen je zwei sufeinanderfolgende der so festgelegten Punkte von
fo+1(x) aber soll das zwischen denselben Abszissen liegende Stiick von
g,,,(x) eingespannt werden, indem es in seiner Ordinatenrichtung passend
affin verzerrt und verschoben wird. Genauer ausgedriickt: Sind 2 und
xz{, zwel aufeinanderfolgende Teilpunkte aus der Teilung des Intervalls

(0...1) in 2" gleiche Teile, und ist 2 <2 Lz
f,+1( )=Ag~y+1( )+B,

worin die Konstanten 4 und B so bestimmt werden, daB der AnschluB
an- die schon festgelegten Punkte von f,.,(x) also an die Punkte
(0, f, () und (z{ f(x,)) stetig erfolgt, was

> so soll sein

$+1?
f,1()=9,,, (%) LERD=1,6M) @ g @)=, @) 001 &)
r+1 v+l gv-&-l (.‘tf_? 1) gv+1 (xéy)) gv+1 (zl(:gl) gv+1 (xtf,))

oder wegen (35)
f, @00 —f,&") | @0~ e8) =

(36) fy+1(x)=gv+1( ) (v) (¥) (v) _x(v)

Tiv1— % it ‘
ergibt. Diese fiir z” <z <) definierten Funktionsstiicke schlieflen
sich’zu einer im ganzen Intervall (0...1) stetigen Funktion f,.(z) zu-
sammen. Zwischen den 2°*'4 1 Knick- und Endpunkten von g L (%)
ist f,41(x) differenzierbar, und zwar ist dort

, f, (z7) —f, (&) g’
(@) =9, () +(v1) ) =9, (2)-1) (%)
Ti+1 '

D# noch f, (x) = ¢, (x) festgesetzt war, so ist

(87) i (w) = II (2 = I (1+ 0 vu @)

u=1
woraus sich auch ergibt, daB alle f,(z) monoton wachsende Funktionen
sind.. Die f,(z) konvergieren gleichmiBig gegen einen Limes. Zwischen
xj”’ und ), ist némlich f, (z) linear, da g,(2), g,(2), ..., g,(2) In
dieseni  Intervall linear sind; daher 1Bt sich schreiben fiir 2 < » < 2,

LR —F, @ f, @ el ~f, (=8 =
fy (x)_——‘ = _ (v) -+ 2™ _ 2 :
Q+ ‘i+1 1'-

Also ist wegen (36)

f, @) -1, =)
y+1 (x) f (x) = (gy-?&x(x) ) * x-:s;?l - x'(_v)

(38) f,+1(x)—f*(x)ﬁ,#=4@g,+i(x) *:x)" fv’(z)'
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Einerseits ist nun

z
g,.1(%)—x=1cpu1 [, (3)d1,
0

und somit, wegen der Definition der ¢ :

1 1
{g'y-}-l(x) _xl glcv; 21'-}-1 < 21’+1.

Anderseits gibt es, da |¢,| < 1 und ¢,— 0, eine Zahl k, 0 <k <1, so
daB |¢,| < k fiir alle ». Aus (87) folgt daher, daB 0 < f/(x) < (1 + k)"
ist, so daB (38) ergibt
+k)

(@) — h (@) | < S

woraus man durch Vergleich mit der geometrischen Reihe die gleich-
méfige Konvergenz der f,(x) sofort abliest. Es sei

lim £, (%) = f(x);

Y>>
f(z) ist eine monotone und stetige Funktion. Fiir diese Funktion ist
es wesentlich, dall sie mit f,(x) an den Teilpunkten z{ iibereinstimmt,
da die Funktionswerte an diesen Teilpunkten fiir alle auf f,(z) folgenden
Funktionen festbleiben.

Nun gilt der Lebesguesche Satz, daf jede monotone Funktion auBer
hochstens in einer Nullmenge eine endliche Ableitung besitzt. Schlieft
man nun einen Punkt 2 in eine Intervallschachtelung ein, die nur ihn
als gemeinsamen Punkt besitzt, so kann in x nur dann Differenzierbar-
keit herrschen, wenn die Folge der zu jedem Intervall der Schachtelung
gebildeten Differenzenquotienten konvergent ist. Jeden Punkt 2 nun,
der nicht gerade der Nullmenge der endlichen dyadischen Briiche an-
gehort, kann man in eine Intervallschachtelung einschlieBen, deren »- tes
Intervall von zwei Teilpunkten z und x{), begrenzt wird. Der hierfiir
gebildete Differenzenquotient von f(z) stimmt aber mit dem von f£,(z)
iiberein, der seinerseits gleich f/(x) ist. Also muB, auBer hochstens in
einer Nullmenge der z, der Limes von f,; (2) bei » — oo existieren. Nach
(87) heift das aber, da

(89) lim ][(1+omv w))—[[ (14cu (2

auBer hochstens in einer Nullmenge existiert. Dabei wire dieses unend-
Tiche Produkt, entgegen einer gebriuchlichen Terminologie, auch dann
konvergent zu nennen, wenn sein Limes Null ist.
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2 . L
Nun war aber Y ¢? oder, was dagselbe ist, Yciy2(z) als konver.
r=1

gent vorausgesetzt. Uberall, wo (39) konvergent ist, mufl daher

(40 2 e, ()
r»=1

entweder konvergieren oder bestimmt gegen — co divergieren. Letzteres

kann aber auch nur auf einer Nullmenge geschehen. Denn by (—¢)yn ()
=1

ist eine Reihe von demselben Typ wie (40 und kann daher héchstens
auf einer Nullmenge gegen -+ oo divergieren. Somit ist (40) fast tiberall
am Intervall (0...1) konvergent.

Das hier betrachtete Orthogonalsystem teilt mit dem Haarschen die
Eigenschaft, aus unstetigen, stiickweise konstanten Funktionen zu be-
stehen. Im iibrigen zeigen aber die beiden Systeme ein durchaus ver-
schiedenes Verhalten: Das Haarsche System ist vollstindig, seine Funk-
tionen verschwinden auf beliebig langen Teilstrecken des Intervalls und
besitzen sidmtlich nur einen Vorzeichenwechsel, die Funktionen sind be:
hohem Index beliebig grofler Werte fihig und die Lebesgueschen Kon-
stanten des Systems sind s@mtlich gleich 1; unser System dagegen ist
unvollstandig, seine Funktionen nehmen den Wert Null nicht an, sind
beliebig vieler Zeichenwechsel féhig, bleiben gleichmifBig beschrinkt, und
die Lebesgueschen Konstanten wachsen in der gréBtmdéglichen Ordnung.
Die Tatsache, da zwei so verschiedene Systeme schon bei Konvergenz
von ¢! fast iiberall konvergente Reihen liefern, legt aufs neue die
Frage nahe, ob nicht unser Satz II einer weiteren Verschirfung fihig sei,
und insbesondere auch die Frage nach dem maximalen Mafl der Diver-
genzmenge einer Fourierreihe.

(Eingegangen am 8. 10. 1921.)



