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Durchschnitt und Schnitt von Homotopieketten.

Von Kurt Reidemeister in Marburg a. L.

Mit Hilfe des Durchschnitts lassen sich neuartige Invarianten aus
den Homotopieketten von Mannigfaltigkeiten bilden, zu denen im Fol-
genden der Zugang erschlossen werden soll. Die Schwierigkeit, die da-~
bei zu iiberwinden ist, beruht auf der Unmoglichkeit, den Durchschnitt
fiir Ketten von Uberdeckungen analog wie bei gewdhnlichen Ketten
oder wie bei Homotopieketten zu erkldren. Es it sich aber aus dem
Durchschnitt ein gleichwertiger Prozefl ¢ und ein abgeschwichter Pro-
zeB « fiir Homotopieketten erkldren, der auch in den Uberdeckungen
die zu den Rechtsidealen des Gruppenringes der Fundamentalgruppe
gehoren, also in allen topologisch wesentlichen Uberdeckungen seinen
Sinn behiilt. Insbesondere lassen sich allgemeine Schnitt- und Ver-
schlingungszahlen angeben, welche die bisher bekannten, die Ver-
schlingungszahlen fiir Homologiegruppen und die Schnittklassensysteme
fir Kurven auf Fldachen als Spezialfille enthalten.

§ 1. Es sei zun#chst an die Grundtatsachen erinnert.r) Wir be-
trachten zwei duale universelle Uberlagerungskomplexe A, A derselben
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M/ ™ und verstehen unter A den durch
A, ‘X festgelegten Durchschnittskomplex, der also ebenfalls J/™ uni-
versell iiberlagert. Mit ‘

d. "n—d ;-
a;, a; (=1,2, ..., % d=0,1, ... n

seien die orientierten Zellen eines Fundamentalbereichs von A bzw. A
beziiglich der Gruppe & der Decktransformationen bezeichnet. Durch-
laufen die Elemente g,; fiir jedes d und i die Gruppe ® unabhingig
voneinander, so erhalten wir in

igdiafa igdif&/?_da
die simtlichen orientierten Zellen von A und A genau einmal.
Zur bequemen Schreibung der Ketten von A, A fithren wir den
Gruppenring X der Gruppe & ein; er besteht aus den Elementen

wizﬂkx,,k Gres

1} Vgl. hierzu K. Reidemeister, Topologie der Polyeder, Leipzig 1938, § 17.
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wo gr (k=1, 2, ...,) die Gruppe ® durchliuft und die y;. ganze
rationale Zahlen sind, von denen bei festem ¢ nur endlich viele von
Null verschieden sind. Dann erhalten ‘wir in

d
o
2'=Y xiaf, =2y a,’-‘_d(d‘zo, 1, ..., n)

i=1 t=1

die Ketten von A und A , die wir anch Homotopieketten von M" nennen,
Unter X ¢, X ¢y werde die Gesamtheit der Ketten von A, A verstanden.
Unter zy? wird die Kette

Zxxiﬂ?

verstanden. Offenbar ist

2 (G+10) =28+ 2.
Die Ketten bilden daher eine Abelsche Gruppe mit der Addition als

Verkniipfung und mit dem Operatorenbereich ¥. Jede Kette 1, £ "
von grofierer Dimension als Null besitzt eine Randkette

*d *d 4 ~p—d
¥ =inai7 Iz :inai 3
welche durch die Randketten der orientierten Zellen
*d a a—1 A d ~p e d ™ — d—1
ai:ZVajaj s al :Z rix Qg
J k

festgelegt ist. Offenbar ist

Z L §k Z Ly @k

Eine Kette, deren Randkette die Nulikette ist, heilit- geschlossen, eine
Kette, die Randkette einer anderen ist, berandend; zwei geschlossene
Ketten sind homolog, wenn ihre. Differenz eine berandende Kette ist.
Eine berandende Kette ist stets geschlossen.

Der Durchschnitt von zwei Zellen gaf, g a;  “"/ in Zeichen

)

(1) ga’f .g a] o fa

ist entweder leer oder eine orientierte Zelle des Komplexes A, und
zwar erhalten wir in der Gesamtheit der Durchschnitte (1) bis auf die

Orientierung jede Zelle von A genan einmal. Es gilt dann die folgende
Regel: es ist

(2) ggai-g’ g a; =y (gal g a; ),

zu jedem Zellenpaar af, Ac(}‘_d gibt es hochstens ein Gruppenele-
a, w—d+f o
ment g;} , fir welches

15%
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(3) af gy " TIATT k0

ist. Wir finden also in den von Null verschiedenen Elementen (3) einen
Fundamentalbereich von A gegeniiber der Gruppe von Deckiransfor-
mationen.

Der Durchschnitt der Ketten

=Y ggeah T =g 0T
wird durch
2T =Y g (eal-gial T
erklirt. Diese Mlﬂtlpllkatloﬂ geniigt den beiden distributiven Gesetzen
(x‘f+x§)-?”’”f=£d-?"“f+ reer
(4) . '

—a f_l_g TS

T Ty =t ey L

Die Randkette des Durchschnitts ist
Ty =X e ol g a0,
wobei
(geat-gi 8 "~y =geale(ga; "N+ (" Y (a0 T

ist. Es ist also allgemein

(6) @Iy =gt T g (T

Hieraus ergeben sich leicht die beiden wichtigen Sitze:

Der Durchschwitt geschlossener Ketten ist geschlossen.

Der Durchschnitt einer geschlossenen und einer berandenden Kette
ist berandend.

Die Gesamtheit der Ketten von A, die also zagleich Homotopie-
ketten von M* sind, werde mit ¥ r* bezeichnet.

§ 2. Um die Bezichungen zwischen Durchschniti und Decktrans-
formationen iibersichtlich machen zu kionnen, miissen wir ein weiteres
algebraisches Hilfsmittel heranziehen. Unter k=1, 2, ... ver-
stehen wir die Elemente einer zu ® einstufig isomorphen Gruppe 9; die
Numerierung vermittle einen Isomorphismus zwischen $ und ®; es ist
also stets gleichzeitig

gigr=—9, wnd k="
Unter ® § werde das direkte Produkt der Gruppen ® und H

verstanden. ® § bestehe m. a. W. aus den Elementen g;k; mit der
Multiplikationsregel
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(6) (9: Fx) (93 10) = (g1 95) (u Jo).
Ist g; —h, das Einheitselement, so schreiben wir statt ¢,/ auch Ay
und statt g; 2 auch ¢;; die Elemente g; sind dann mit simtlichen Ele-
menten %, vertauschbar,

Unter §) verstehen wir den Gruppenring von ®$ mit ganzen
rationalen Koeffizienten; die Elemente y von §) sind also

Yy = Z YixGi hk,
wobei nur endlich viele y;x von Null verschieden sind; ¥ enthilt den
Gruppenring X, und jedes y liBt sich eindeutig als Summe
y= 2wl

mit z, aus ¥ schreiben; unter X' werde der Gruppenring von  ver-
standen, unter X” der Gruppenring der Gruppe mit den Elementen g; A;;
beide sind in ) enthalten und zu X einstufig isomorph.

Zun 9) gehort eine bestimmte Uberdeckung des Komplexes A,
deren Ketten y in der folgenden Weise erklirt sind: sind

al (=1, 2, ..., 2% d=0,1, ... n)
die orientierten Zellen eines Fundamentalbereiches von A, so ist die

Kette y¢ durch

Y “Z?/Luz

i=1

gegeben:
Unter yy* verstehen wir die Kette

N &
Xyya;”
und unter y? 2" mit 2’ aus X' die Kette

Eyix’ a;

y (91-+12) =y 91+ 98

Es ist

und

(i +v3) 2’ =i +yia’
Die Ketten bilden daher eine Abelsche Gruppe mit den zwei Opera-
torenbereichen ¢) und X"
Die Randkette von p? ist
(7)‘. D(Z=Z%a§‘d
mit

(8) a = Zm a;t”
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Darin sind a;° die Randketten von a;%, so wie sie in § 1. erklirt
wurden; neu ist, daB » aus ¥ zugleich in 9) liegt und daher 2 aus (7),
(8) und den Multiplikationsregeln in 9 erklirt ist.

Offenbar ist.

2 ehe) =Xy

und weil die Elemente 2" aus X' mit den Elementen rf}i aus X ver-
tauschbar sind, ist auch

Yi= ;x”hkv gzd =Zwik a:d,
K2

Ist

80 146t sich

p =y = X

setzen. Darin sind 1,* Ketten aus X r*; die Komponenten " sind y°
in eindeutiger Weise zugeordnet, und es ist

) h =X 5"
Die Gesamtheit der Ketten y* (=0, 1, ..., #) bezeichnen wir mit

9) ¢ Die Begriffe geschlossen, berandend und homolog iibertragen sich
ohne weiteres.

Unter dem Schnitt der Kette t* aus Bcg mit der Kette "~ "

aus X werde nun die Kette y” —o (1°, %) ans 91 verstanden,
welche durch
(10) o, ¥ =E0" g )k

erklirt ist. Darin ist % .gs ~ “™/ der in §1 erklirte Durchschnitt
der Ketten 1* und g2 1 "~ %", Die Summe enthilt wegen (3) nur end-
lich viele Glieder, die von der Nullkette verschieden sind. Aus (4)
folgen die beiden distributiven Gesetze auch fiir den Schnitt, néimlich

s+, 17T ) =s T T ) el 1)
o, LT g T =, T ) +e 0 T ),
Ferner ist
s g T TN =20 g T T ) e

— (X" geg T ) R,

wenn % das g isomorph entsprechende Element ist, und daher

(1)
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(12) s, g T T )= T TR
Andrerseits ist nach (2)
a9 ) =X lr" 1" e
=29 g g T
=Xgh@ g g TR T
also

(13) s(grh " T ) =ghs (", T ),
Verstehen wir fiir jedes Gruppenringelement
3 T=2\7:g:
unter x das Element
- —1
e=2 09
unter x/, #” das isomorph entsprechende Element aus X', X”
& = Z i ki, x" = 2 Yigi hi,
-so folgt aus (11), (12) und (13) die allgemeine Rechenregel
(14) @y’ o " ) =ales, T ey
In der Tat ist nach den distributiven Gesetzen

s(@t’, 2 1 " T =Dnivess (g’ ¢ 1" );

unter Verwendung von (12) und (13) folgt

(@’ 2 " )= Eodeagibis 6, T )
——\Z.t/,u',%kz)' (@ » L ”N'{H_f) (Zk:)(,wehk_l)
und damit die behauptete Gleichung (14).
Die Rechenregeln (11) und (14) erlauben den Schnitt einfach zu
berechnen, weun der Schnitt fiir die orientierten Zellen eines Funda-

mentalbereichs von A mit denjenigen eines Fundamentalbereichs von
A bekannt ist. Denn ist

a a —a —a
=Y waf T = Y,
80 ist

15 o, T = ool 2y 84

( ) ~n—dtr\
’—quc(al, a VEZTR

unter Beachtung von (3) ergibt sich

(16) o, T )l gl " T,

wenn 3" 7 das g% "% isomorph entsprechende Element ist.
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Fiir die Randkette des Schnittes folgt aus (9)

. (Ed’ ”‘én—«d—{-'f) :E<gd ‘glg?n_d_l_f)'hk
und aus (5) weiter
o, TN =Bt T e (1) T (g s T

also nach der Definition von o

) 5@ Tt =, T (= T a1, T ).

Hieraus ergeben sich ganz analog wie fiir den Durchschnitt die beiden
folgenden Sitze: .

Der Schnitt zweier geschlossenen Ketten ist geschlossen.

Der Schwitt zweier geschlossenen Ketten, von denen eine idberdies
berandend ist, ist berandend.

§ 8. Wir wenden uns nun zu der Betrachtung des Schnittes fiir
die Ketten von Uberdeckungen, die zu den Rechisidealen des Gruppen-
ringes gehoren. Eine Menge U von-Elementen « aus X ist ein Rechts-
ideal, wenn U mit ,, %, auch die Summe u, +u, und mit « auch u
mit beliebigem x aus X enthilt. Unter der Gesamtheit 11 ¢ der Ketten
der zu U gehtrigen Uberdeckung von M™ verstehen wir die Ketten

u =Y u af (mit %; aus 1).

Die Aussonderung dieser Ketten ist von der Wahl des Funda-
mentalbereichs unabhiingig, weil 11 ein Rechtsideal ist. Mit uf, us ge-
hort auch u{+u; zn Uy und mit u® anch wu’. Die Ketten U bilden
also eine Abelsche Gruppe mit 1l als Operatorenbereich. Ist U ein
Ideal, so gehort mit # auch zu 2 « zu 11, und Uy besitzt X selbst
als Operatorenbereich. Mit u® gehort auch

=Y uirg ai

zu Uy, weil wirf, zu Ul gehdrt. Der Begriff ,geschlossen® wird wie
in § 1 erklirt; dao"egen werden die Begriffe ,berandend® und ,homolog®

verschirft zu ,in Uy berandend® und ,in 1y homolog“. Die Kette
u? heift in Uy berandend, wenn es eine Kette uttt mit ué+t—ud gibt.
Zwei Ketten uf, u} heiBen in Uy homolog, wenn ihre Differenz in U g
berandend ist, Analog werden die Kétten 1y der zu 11 gehérigen
Uberdeckung von M* erklirt.

In einer etwas anderen, aber dhnlichen Weise kinnen wir aus
9 r* die Ketten von den Uberdeckungen aussondern. Es sei 28 eine
Teilmenge von KElementen » aus ¢), welche mit '

(18) w,, w, aunch w, +10,
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enthélt und
(19) mit w auch w x

fiir beliebiges » aus X. Unter B 1* verstehen wir alsdann die Ketten
w' = X w; 0/

mit w; aus W. Diese Erkldrung ist wieder von der Wahl des Funda-

mentalbereichs unabhiingig. Die Begriffe in 8 ¢* berandend und in 2 r*

homolog lassen sich ohne weiteres iibertragen.

Sind U, B zwei Rechtsideale von X, so werde unter 1" B die
Menge der Elemente '

Xui v (u; aus 1, v; ans B)

aus J) verstanden. Sie bilden eine Teilmenge B von 9); denn (18) ist
offenbar erfiillt und (19) folgt, weil nach (6)

n—1

Z(“z ;)9 J—Z“t gUJ

und

i gvj= 2o gh-hoj=Xi(uig)" - (0j9)
ist wnd #;g, v;9 zu U bzw. ¥ gehoren.

Sind i, 0= zwei Ketten aus Wy baw. BT, so liegt ihr Schnitt
in U7 B'r* Denn es ist

(ud Y ”—’H'f) _’(Zut az, Zvy n_d+f)_—2u: ala aJ d+f)

— Z ”kd n—d—|—f J( gf;z—d+f n— d—|—f)

Der zweite Satz am Ende von § 2 lafit sich leicht zm dem fol-
genden verschirfen:.

" Ist u? in 11; berandend und ‘0™ “* geschlossen oder ist u¢ ge-
schlossen und o "V in By I berandend, so ist ¢ @, o " i W
berandend. Denn ist z. B u =, so ist

ST — (1) s F)

md s @, o) gehort U7 B’ g* an.

Folglich ordnet der Schnitt je zwei Klassen in Uy und
By geschlossener homologer Ketten eine Klasse in W B ¢* ge-
schlossener homologer Ketten zu.

§ 4. Aus einem Rechtsideal I 146t sich auf eine zweite Weise eine
Uberdeckung, die Uberdeckung ¥ /U erkliren, deren Ketten aus den
Klabsen modulo 1 ¢ kongruenter Ketten y* bestehen. Zwei Ketten
t5,.rs heiben kongruent modulo 1 r, in Zeichen
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ri=13 mod g

wenn £y —1s in Uy liegt. Fine Kette 1* heiBt geschlossen modulo U g,
wenn ihre Randkette r* in Uy liegt. Eine Kette heift berandend mo-
dulo U r, wenn sie zu einer berandenden Kette (im Sinne von § 1 also)
kongruent modulo 1y ist; schlieBlich heifien zwei Ketten i, 3 ho-
molog modulo 1 p, wenn- ibre Differenz berandend modulo U y ist.

In analoger Weise erkldren wir die Kongruenz modulo 8 y* fiir
Ketten aus 9) ¢*.

Sind U, B zwei Rechtsideale von ¥, so werde unter 11" ¥’ +¥"%’
die Menge der Elemente

Y ui oyt X a0y (mit w; ans U und o aus %)
aus 9) verstanden. Man bestitigt wie in § 3, daf U’ ¥ 4+ %" 8’ die
Eigenschaften (18) und (19) einer Menge 8 hat.

Sind gl, 13 swei modulo Wt kongruente Ketten aus Xy, t T d+f

T swei modulo By kongruente Ketten aus Xy, so Smd dw

Schmitte ¢ (65, t1 ") und o (x3, s ) modulo WX +X" B kon-
gruente Ketten von 9) r*.
Denn - ist ’
pi=rin’ =g,
so ist
s, TIT) —o(ed TI) 40, T
+a (e, o) F o, v,
Nun liegt
s, T i W g et v ) in X7y
G(ll "d‘i-f) in u//g/g’
also sowohl in 11”7 ¥ r* wie ¥” ' y* und daher ist tatséichlich

G (gg, Lo )_r(g T ;‘“"H‘f) modulo (1”7 X +X" )

Ist t* modulo Wy geschlossen, T modulo By geschlossen,

so ist der Schuitt o (", ’;E/"*‘“rf) modulo W X' +%X" B’ geschlossen.
‘Denn es ist

S T e T (T (3 T,
und nach dem soeben Bewiesenen liegen die beiden Summanden der
rechten Seite dieser Gleichung in (0”7 X' +X” B') r*.
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n—d-+f

Ist " wmodulo Wy berandend und g modulo %_E ge-
schlossen, oder ist " modulo U ¢ geschlossen und T " modulo By
berandend, so ist der Schuitt 5 (1%, T " Y modulo N X +X" B be-
randend.

Ist nimlich etwa =1t +u’ so ist

s (1%, g”“”‘f)——r(ld“ Ty mod WX +X Y
andrerseits ist
S, T s, T (T s (1, )
und da der erste Summand auf der rechten Seite dieser Gleichung in
W F+%" B ¢* liegt, ist

S, T =1 S ) mod WE 4R E,

Zusammengefalit ergibt sich:

Sind 13, 15 geschlossen und homolog imodulo Uy und
PR e geschlosseh wid homolog modulo By , so sind
die Schnitte o(x), Ty d+f) und (13, gf‘“’f) geschlossen und
homolog modulo W ¥ +x %)

§ 5. Es ist zweckmibig, aus dem Schnitt o (!, T ") einen
vereinfachten Schnitt ~ (r%, T~ “*/) zu bilden, indem man die Ketten-
gruppe 91" homomorph auf eine Kettengruppe X’ p* abbildet. Es sei

M3 der Zerlegungskomplex der Mannigfaltigkeit M", welche von dem

Komplex A fiiberlagert wird. Dann entspricht jeder Homotopiekette

r* von M” aus X" eine wohlbestimmte Homologiekette p™¢ aus Mg

(5 =9
Sind + ¢ (=1, 2, ..., &) die orientierten Zellen der Dimension
d von M3, so verstehen wir unter X' p* die Gesamtheit der Ketten
(l*d

. ; % . >
g =225 ¢ (mit i aus ).
=1

Es sei
gt =X xc" und 02 = Data %
dann ist
o (') =2’ g+ o 0,
und

(' + q2) & =i o gl
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Die Ketten bilden also eine Abelsche Gruppe mit dem doppelten Ope-
ratorenbereich X', Ist

ZTy== Z Lk hi s
50 sei

p:’f = o Sik C:d;
alsdann ist

(20) q*d =2 ?Z(l hy.

Hierin sind p;° Homologieketten von M3; eine Kette g* laft sich nur
auf eine Weise in die Gestalt (20) setzen.

Der Kette

y’ =21’ ks werde nun die Kette (y?) =2 (£:%) Ju

zugeordnet. Diese Zuordnung ist ein Homomorphismus; es ist
(07 +95) — (93 + (92,
?/ '**(Z 7”‘911?4‘ Z<2 Aue) hk,

und setzen wir

so ist
(yv'a) =y (Y.
Die Randkette g™ von 0% wird durch

*xq

q :Eﬁzdkk
erklirt, wo ia:d die Randkette von p,” in M} ist. Alsdann ist

() =7
Die Begriffe geschlossen, berandend und homolog iibertragen sich auf
den Bereich X p* ohne weiteres.

Wir erkliren nun
O S B T R &

etwas ansfiihrlicher geschrieben ist

2t T =@ T Y e

Aus den Rechenregeln fir s in § 2 und den Regeln des Homomor-
phismus (y?) —q*@ ergibt sich

(g gty £ =@t )
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dabei bedeute 2z’

fir #—2.7.9; das Element o= Y y;h,

Fiir die Basen af, aJ" 7 ergibt sich

T(anm,zg@, T d+f quT(au a’n d+f)x2,7

Da nach. (16)

~ d—[—f) ~ e dobf hd N—d-F-f

~(af, a; —al aj

ist, folgt
1) ”‘(Ex“a“ ZxEJ aJ_d+f)—#Z7“ hd’n B g, a Cl,'-d-i—f

aia }77 ist eine orientierte Zelle aus Mj.

Sind U, B Rechtsideale von X, so werde unter 11’ R die Ge-
samtheit der Elemente

Zu@’_v, (mit #; aus U, v; aus B)

von X’ verstanden. Die Menge 11’ ¥’ enthilt mit zwei Elementen auch
deren Summe. Sind U, ¥ Ideale in ¥, so ist W B’ ein Ideal in X'.
Unter W +% werde die Gesamtheit der Elemente

w 4o’ (u aus U, v aus B)

von X’ verstanden. Auch diese Menge enthilt mit je zwei Elementen
auch deren Summe und bildet ein Ideal in X', falls es U, B in X sind.

Wie in § 3 und § 4 folgt dann:

Ist u? eine Kette aus Uy, 0" *7 eine Kette aus B ¢, so ist
T(ud,gn_dw ) ¢ine Kette aus W& p* Und zwar werden durch +
Klassen in Wy und in B T geschlossener homologer Ketten auf Klassen
n W p* geschlossener homologer Ketten abgebildet.

T g“;'d” modulo

Sind 15, s modulo 0 ¢ kongruent wid ¥ 4
BT kongruent, so sind = (11, t Y und « 5, Ty ) modulo
W+ kongruent. Und zwar werden durch © Klassen modulo Uy und

B v geschlossener homologer Ketten auf Klassen modulo (1 +%) p*
geschlossener homologer Ketten abgebildet.

“Wir fassen nun den Fall /=0 n#her ins Auge. Jeder null-dimen-
sionalen Kette q**— X a;¢;, werde das Gruppenringelement Y, ; als
Rand, in Zeichen . ’

q 0= Z ;Z'i,

zugeordnet. Die ¢;° entsprechen den Punkten von Mj}: ihre Orientierung
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ist so getroffen, daf die Randkette jeder Strecke aus Mj eine Diffe-
renz ¢;'— ¢ ist. Hieraus folgt, dab stets
(22) (a7)'=0
ist.

Den Rand = (x%, ¥ ") nennen wir die Schnittzahl von z* ¢
Die Schnittzahl berechnet sich nach (21) zu

T 29311' af, szfa”“l)=2 kd " dﬁzj

Tn—d T m—d

Sind y1, 13 geschlossen und komolog modulo Wy, 11 5 Lo - ge-
schlossen und homolog modulo B T , so sind die Schnittzahlen = 2 T

und = (v3, £s ) kongruent modulo W+

Denn die Ketten

—d

T T A T = T ) wd s p i T )
sind modulo (W +%) p* berandend, weil g‘;f— ti modulo Uy und
n—d T n—d

"% modulo ¥ T berandend und r; modulo Ug und 7 ;

modulo B T geschlossen ist; liegt q* in (1'+%) p*, so liegt q*° in
W' +%B’; folglich liegen nach (22

~pg o~
s — &

T T ) T 1 Tl T )
in W4+, und es ist

T TE ) =T, T (T )

— (5}, T modulo W+%.

§ 6. Es werde in diesem Abschnitt eine weitere Annahme fiber
die zugrunde gelegte Mannigfaltigkeit gemacht, n&mlich die folgende:
Jede geschlossene Homotopiekette r? (0<<d<n) ist berandend.

Die Homologiegruppen der universellen Uberlagerung sind also
hier fiir die Dimensionen d =0, » simtlich gleich der Identitit. Es
gibt eine umfassende Klasse von Mannigfaltigkeiten, die diese zusitz-
liche Forderung erfiillen. Alsdann lassen sich die Homologieklassen
modulo U yund die Homologieklassen in 1 ¢ eineindeutig auf ein-
ander beziehen, und es lassen sich ans den Schnittzablen gewisse Ver-
schlingungszahlen ableiten.

Sind 11, 13 geschlossen und homolog modulo Ny, so sind ikre
Randketten 19 13 geschlossen und homolog in 1l r. Denn nach Voraus-
setzung  gibt es Ketten ™, u¢ mit f —ri— r“7+u’ also ist
(ti—19) — 1% also sind r{, re in U homolog.
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Sind nf_l, ug™? in W1 geschlossen und homolog em_d gf, gff z2wei

Ketten mit yi—ui"", ra "—us ", so sind i, 13 modulo 1 1 geschlossen
und homolog

Denn nach Voraussetzung gibt es eine Kette u” mit uy " —uz ™ =u".
Die Kette r7—13-—u® “ist also geschlossen; es gibt also eine Kette
g’“’? mit
=gl

und r7—p3 ist modulo 11p berandend.
Wir erkldren nun die folgenden Verschlingungszahlen:

4-1 = — il
Ist u in Uy geschlossen, v b n B r geschlossen, und
rf=u" Tt ="p""" so ist die Verschlingungszahl von
ud—l’ ’B”’n—d—l

o VT =<0 Y,
st u¥" in U ¢ geschlossen, T _d‘ modulo By geschlossen und

_ r?=u"", so ist die Verschlingungszahl von u"™", "™

P (ud—17 ’En—d)z - (gd’ L n-d)-

Ist * modulo 1l ¢ geschlossen, v " "' in ? geschlossen und
T 3" g0 ist die Verschlingungszahl von i, v """

n—d)

o (18 DY =30 T

Aus den am Beginn dieses Abschnitts angegebenen Sétzen und
dem Ergebuis von § b tiber die Schnittzahlen folgt, dafi der Prozef p

je zwei Homologieklassen modulo 1y, 8 T baw. in Uy, BT eindeutig
eine Restklasse von ¥ modulo /4%’ zuordnet.

(Eingegangen: 23. 1. 1939)



