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Durchschnitt und Schnitt yon Homotopieke~ten. 

Von Kurt Reidemeister in Marburg a. L. 

Mit Hilfc des Durchschnitts lassen sich neuarfige Invarianten aus 
den Homotopieketten yon Mannigfaltigkeiten bilden, zu denen im Fol- 
genden der Zugang erschlossen werden soll. Die Sehwierigkeit, die da- 
bei zu tiberwinden ist~ beruht auf der UnmSgliehkeit, den Durchsehnitt 
fiir Ketten yon ~berdeckungen analog wie bei gew5hnlichen Ketten 
oder wie bei Homotopieketten zu erkli~ren. Es li~l~t sich aber aus dem 
Durchschnitt ein gleichwertiger Prozel] ~ und ein abgesehw~chter Pro- 
zel~ v fiir Homotopieketten erkli~ren, der aueh in den ~berdeekungen 
die zu den Reehtsidealen des Gruppenringes der Fundamentalgruppe 
gehSren, also in allen topologisch wesentlichen ~berdeckungen seinen 
Sinn behi~lt. Insbesondere lassen sich allgemeine Schnitt- und Ver- 
schlingungszahlen angeben, welehe die bisher bekannten, die Vcr- 
schlingungszahlen fiir Homologiegruppen und die Sehnittklassensysteme 
flit Kurven auf Fli~ehen als Spezialfiille enthalten. 

w 1. Es sei zun~tchst an die Grundtatsachen erinnert. 1) Wit be- 
trachten zwei duale uni-cerselle ~berlagerungskomplexe A, A derselben 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M ~ und verstehen unter • den dureh 
A, A festgelegten Durehsehnittskomplex , der also ebenfalls M ~ uni- 
versell Uberlagert. Mit 

~ - ~  ( i = 1 ,  2, :d d ~ 0 ,  1, . n) 

seien die orientierten Zellen eines Fundamentalbereiehs yon A bzw. A 
beziiglieh der Gruppe | der Deektransformationen bezeichnet. Durch- 
laufen die E]emente g~,~ fiir jedes d und i die Gruppe | unabhangig 
voneinander, so erhalten wir in 

d ~ n  d 
-~-gdlal,  @_gd~ n~ , 

die s~tmtlichen orientierten Zellen von A nnd A genau einmal. 
-t �9 o"  Zur bequemen Schre~bun~, der Ketten yon A, A fiihren wir den 

Gruppenring ~ der Gruppe (~ ein; er besteht aus den Elementen 

x l  ~ ~ Z'~ k gk~ 
k 

~) Vgl. hierzu K. Reidemeis te r ,  Topologie der Polyeder, Leipzig 1938~ w 17. 
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wo gk ( k = l ,  2, . . . , )  die Gruppe | durchlauft und die Zik ganze 
rationale Zahlen sind, yon denen bei festem i nur endlieh viele yon 
Null versehieden sind. Dann erhalten w i r  in 

ad  a d 

x ~ = E x ,  a~, x = E x i  ai  (d=O,  1 , . . . ,  n) 
i ~ l  i~l 

die Ketten yon A und A ,  die wir auch Homotopieketten yon M n nennen. 
Unter 9~ ~, 5 ~ werde die Gesamtheit der Ketten yon A, A verstanden. 
Unter x ~a wird die Kette 

~XX, n~ 
verstanden. Offenbar ist 

d d d d 
. = x ~ l + x ~ 2 .  

Die Ketten bilden daher eine Abel sehe Gruppe mit der Addition als 
Verkniipfung und mit dem Operatorenbereich 5. Jede Kette ~ " ~ - ~  
yon grS$erer Dimension als Null besitzt eine Randkette 

* d ~ . ~  x i ~ d " ~  rt - -  d " - -  d 

welche dutch die Randketten der orientierten Zellen 

�9 d ~ d d - -  1 ~ n  - -  d d ' ~ n - -  d - - 1  
r i k  f f k  

j k 

festgelegt ist. Offenbar ist 

Eine Kette~ deren Randkette die Nullkette ist, heis t  geschlossen~ eine 
Kette, die Randkette eincr anderen ist, berandendi zwei gesehlossene 
Ketten sind homolog, wenn ihre. Differenz eine berandende Kette ist. 
Eine berandende Kette ist stets geschlossen. 

Der Durchschnitt yon zwei Zellen g n~ ~ - d + I  a ~ , in Zeichen 

(1) 

ist entweder leer oder eine orientierte Zelle des Komplexes A, and 
zwar erhalten wir in der Gesamtheit der Durchschnitte (1) bis auf die 
Oricntierung jede Zelle yon A genau einmal. Es gilt dann die folgende 
Regel: es ist 

(2)  'ga .S (ga  �9 g ; 

zu jedem Zellenpaar a .~ n'~-~+'~ gibt es hSehstens ein Gruppenele- 

ment g~ ~.-d+~ ftir welches 
15" 
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l id  d, n (3) ~ .g~.: - ~+J a?  - ~ + j  ~ o 

ist. Wir finden also in den yon Null verschiedcnen Elementen (3) einen 
Fundamcntalbereich yon A gegentiber der Gruppe yon Decktransfor- 
mationen. 

Der Durchsehnitt der Ketten 

Z 
wird dutch 

d ~ n - - d + f _ _  : ~  : aa ~ .Vn_d_t_:~ 

erkli~rt. Diese Multiplikation geniigt den beiden distributiven Gesetzen 

(4) ~ ~ _  ~+: ~ ~ _ ~ + f ~  ~ .  ~ _ _ ~  ~ _ 

Die Randkette des Durehsehnitts ist 

wobei 
(g~a~. :"~-~+:'" ~<~ :- :~"-~+:)" " ~'-~ +: 

ist. Es ist also allgemein 

(5) (~d 'T~-~+f ) '=~d '~ -a+:  + ( - - 1 ) " - ~ + : ~  :~" 7 ~-d+:. 

Hieraus ergeben sich leicht die beiden wichtigen SAtze: 

Der Durchschnitt geschlossener Ketten ist geschlossen. 
Der Durchschnitt einer geschlossenen und einer berandenden Kette 

ist berandend. 
Die Gesamtheit der Ketten yon A, die also zugleich Homotopie- 

ketten yon M r sind~ werde mit ~ *  bezeichnet.. 
w 2. Um die Beziehungen zwischen Durehsehnitt und Deektrans- 

formationen tibersichtlich machen zu kSnnen~ miissen wir ein weiteres 
algebraisehes Hilfsmittel heranziehen. Unter h~, ( k = l ,  2 , . . . )  ver- 
stehen wir die Elemente einer zu | einstufig isomorphen Gruppe ~ ;  die 
Numerierung vermittle einen Isomorphismus zwisehen ~ und (~; es ist 
also stets gleiehzeitig 

g~, g ~ = g~ und h~ hk = h~ 

Unter | werde das direkte Produkt der Gruppen (~ und $~ 
verstanden. |  bestehe m. a. W. aus den Elementen g~h~ mit der 
Multiplikationsregel 
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(6) (g, a~) (~j a~) = (g~ g~) (a,~ h,). 
Ist g, = h ,  das  Einheitsclemcnt~ so schreiben wir statt g,h~ auch h~ 
und start gi hi auch gi; die Elemente g~ sind dann mit si~mtlichcn Ele- 
menten hk vertauschbar, 

Unter ~ vcrstehen wir den Gruppenring yon |  mit ganzen 
rationalen Koeffizienten; die Elemente y yon ~ sind also 

Y = ~ Xi ~ gi hk, 

wobd nur endlich vide Z~ yon Null verschieden sind; 0 enthi~lt den 
Gruppenring :~i und jcdes y lii~t sich eindcutig als Summe 

niit xk aus E schreiben; unter 5' werde der Gruppenring yon ~ ver- 
Standen~ untcr ~" der Gruppcnring der Gruppe mit den Elementcn g~ hi; 
beide sind in ~ enthalten und zu ~ einstufig isomorph. 

Zu 0 geh{irt eine bestimmte ~berdeckung des Komplexes 5~ 
dercn Ketten 0 i n  der folgenden Weise erkliirt sind: sind 

ai ( i ~ 1 ,  2~ . . .~ ~ e ; d ~ 0 ,  1, . . .  n) 

die orientierten Zellen eines Fundamentalbereiches yon A, so ist die 
Kette 9 a durch 

ct* d 
* d  

~f = ~ y~ ai 
i ~ 1  

gegeben. 
Unter y l) ~ verstehen wir die Kette 

E , Sf  yy~a~ 

und untcr 0 f x' mit x' aus ~( die Kette 

~ , ~ t i X '  *el f f i  . 
Es ist 

y (~ + 0~) ---- y + y >- 
und 

X r _ d  , _ _ , g  ", ( ~ + ~ )  = ~ , x - ~ . .  

Die Ketten bilden daher eine Abelsche Gruppe mit den zwei Opera- 
torenbcreichen ~) und g" 

Die Randkette yon 0 f i s t  

mit 

,/ 
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�9 .4 a~g 
Darin sind a~ die Randketten yon , , so wie sic in w 1 erkliirt 
wurden; neu ist, dal~ r~*/ aus ~ zugleieh in ~ liegt und daher t / aus  (7), 
(8) und den Multiplikationsregeln in ~ erk|iirt ist. 

Offenbar i s t  
d , ~ 

* d  x' aus Y' mit den Elementen r~j aus Y ver- und weil die Elemente 
tauschbar sind, ist auch 

Ist 

so l~i~t sieh 

d X, ~ , 

*d 

k i 

setzen. Darin sind ~ ~* *d ~)d ~k ~ Ketten aus ~ ; die Komponenten ~k sind 
in eindeutiger Weise zugeordnet, u n d e s  ist 

?d ' ~ ' * d h k "  (9) t) ~ z~ ~I~ 

Die Gesamtheit der Ketten t f~(d~0 ,  1, . . . ,  n) bezeiehnen wir mit 
0 ~*" Die Begriffe geschlossen, berandend und homolog iibertragen sich 
ohne weiteres. 

n -- d--b 
Unter dem Schn i t t  der Kette a aus ~ ~ mit der Kette 

aus ~ ~ werde nun die Uette O f ~---z(~ ~t, ~ - ~ + 5  aus ~ *  verstanden, 
welche dureh 

k 

erklfirt ist. Darin.ist d .gk"~'~--d+f der in w 1 erklirte Durehsehnitt 
der Ketten ~ und gk ~ . Die Summe enthiilt wegen (3) nur end= 
lieh vide Glieder, die yon der Nullketie versehieden sind. Aus (4) 
folgen die beiden distributiven Gesetze auch ftir dan Schnitt, n~mlich 

7 
(11) 

Ferner ist 

wenn h das g isomorph entspreehende Element ist, und daher 
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(12) ~(~% 9 ~ (~, ~ j,~ . 

Andrerseits ist nach (2) 

~(9~ ~, ~ ~ - ~ + ~ ) =  ~ - . - ~ + ~  
E d --1 ~9$ g ( ~ , g  gk~ -~+f)  hk 

also 

Verstehen wir fiir jedes Gruppenringelement 

x = ~  l~gi 
unter x das Element 

unter x', x" das isomorph entspreehende Element aus ~', 3~" 

x'-~]~z, hi, x" ='iLZigi hi, 
�9 so folgt aus (11), (12) und (13) die allgemeine Reehenregel 

(1~) ~(x~ ~, x~ ~ -  ~ +S) = ~; ~ (~, ~ " - ~ +  f ~  )~.=' 

In de r  Tat ist naeh den distributiven Gesetzen 

unter Verwendung yon (12) und (13) folgt 

(z~ ~, x~ ~ " - ~  +z) = Z z .  z~9~ h~ ~ ( ~ , ~ " -  ~+z) h7 ~ 

k 

und damit die behauptete Gleiehung (14). 
Die Reehenregeln (11) und (14) erlauben den Sehnitt einfaeh zu 

berechnen, wean der Sehnitt fiir die orientierten Zellen eines Fnnda- 
mentalbereichs yon A mit denjenigen eines Fundamentalbereichs yon 
A bekannt ist. Denn ist 

so ist 

(15) ~({' ~ " -  ~+~) = E ~(x, ~ ,  ~ ~ ~ 
" :(a~, a )x~,; = X l i  

unter Beaehtung yon (3) ergib t sieh 

(16) ~,(a~, %. )=cti "gu a j  ~+~h~j. -~'+'f,. 

hd,. n- -d-~- f  das g~.~--d+f isomorph entspreehende Element ist. w e n n  sj 
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Ptir die Randkette des Schnittes folgt aus (9) 

�9 ~ ,  d - ~ - ~ + I )  

und aus (5) welter 

g .gk~  + ( - - l ) ' - e + l (  "gk~ . . . .  z+f)h 

also naeh der Definition ~ron 

(17) ;(~e, ~ , ~ - e + z ) = ~ ( ~  ~ - e + f ) + ( _ _ l ) , , - e + f ~ ( ~  ' ~ - e + f ) .  

Hieraus ergeben sieh ganz analog wie ftir den Durchsehnitt die beiden 
folgenden Satze : 

Der Schnitt zweier geschlossenen Ketten ist geschlossen. 
Der Schnitt zweier geschlossenen .Ketten~ yon denen eine iiberdies 

berandend ist~ ist berandend. 
w 3. Wir wenden uns nun zn der Betraehtung des Sehnittes ftir 

die Ketten yon ~berdeckungen~ die zu den Reehtsicrealen des Gruppen- 
ringes geh(iren. Eine Menge 11 vonElementen u aus ~ ist ein Beehts- 

ideal, wenn 11 mit u~, u2 aueh die Summe u~+u~ und mi tu  aueh u x  
mit beliebigem x aus ~ enthiilt. Unter der Gesamtheit 1I ~ der Ketten 
der zu 1I gehSrigen r yon M ~ verstehen wir die Ketten 

u d =  E U~ a/~ (mit u~ aus 11), 

Die Aussonderung dieser Ketten ist yon der Wahl des Funda- 
u: e ge- mentalbereichs unabhiingig, well 11 ein Rechtsideal ist. Mit u~, 

hSrt aueh u~+u~ zu 11~ und mit u ~ aueh u u  d. Die Ketten 11~ bilden 
also eine Abelsche Gruppe mit 11 als Operatorenbereieh. Ist 1I tin 

Idea l ,  so gehSrt mit u aueh zu x u zu 1I, und 11~ besitzt ~ selbst 

als Operatorenbereich. Mit u d gehSrt aueh 

~1 d ~-~ U r d d--1 

zu 1I~, weil u~r d. zu 11 geh5rt. Der Begriff ,,gesehlossen" wird wie 
t3 

in w 1 erklRrt; dagegen werden die Begriffe ,,berandend" und ,,homolog" 
verseh~rft zu ,,in l i t  berandend" nnd ,in 11g homolog". Die Kette 
tte heigt in lI ~ berandend, wenn es eine Kette tt~+ ~ mit tt e+~ = u e gibt. 
Zwei Ketten u~, u~ heigen in 1I ~ homolog, wenn ihre Differenz in 1I ~. 

berandend ist. Analog werden die Ketten 11~ der zu 11 gehgrigen 
~berdeekung y o n  M n erkl~rt. 

In einer etwas anderen, abet ~thnliehen Weise k6nnen wir aus 
~* die Ketten yon den Dberdeckungen aussondern. Es sei ~ eine 

Teilmenge yon Elementen w aus ~, welche mit 

(18) w~, w~ aueh w~ +w~ 
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enth~tlt und 
(19) mit w aueh w x 

flit beliebiges x aus 2~. Unter ~ ~* verstehen wir alsdann die Ketten 

~o s = ]~ w, a*g 

mit w~ aus ~ .  Diese Erklarung ist wieder gon der Wahl des Funda- 
mentalbereichs unabhangig. Die Begriffe in ~ ~* berandend und in ~ ~* 
homolog lassen sich ohne weiteres ttbertragen. 

Sind 1I, ~ zwei Reehtsideale yon 2~, so werde unter 11" ~ '  die 
Menge der glemente 

!2 ~:.' v-j ( . ,  aus U, v~ aus ~) 

aus ~ verstandon. Sie bilden eine Teilmenge ~ yon ~;  denn (18) ist 
offenbar erfiillt und (19) folgt, well nach (6) 

r ~ - - t  I f  - - r  

X (.4 v;) g = E , ~  g ~j 

und 
n - ~ n - - 1 - - r  

ist und u~g, v~g zu 11 bzw. !~ gehiiren. 

Sind u ~, t) ~-s+r zwei Ketten aus 1I ~ bzw. fB ~, so liegt ihr Schnitt 
in 11" ~'~*. Denn es ist 

E s j a  ~. )=Y.u~(a.  a2-~+I) vs 
~ u v n i j  v j  ~f~ �9 gig ff j ). 

Der zweite Satz am Ende yon w 2 ]iil~t sich leicht zu dem fol. 
genden verschiirfen: 

1st u s in 11 ~ berandend und "'~'~ s+r geschlossen oder ist u a ge- 

~hlo~n u ~  ~ - s + s  i~ ~ b ~ e ~ d ,  ~o i~t : (u s, ~ - s+~)  i~ u" ~' 
berandend. Denn ist z: B. 1I s+~=  ue, so ist 

;(ud+, "~ - s+ / )  = (__l)~-s+~ a (u s, "~-a+y) 

und a (u s+x, ~ , - s + f )  gehi3rt 1Y' ,~' ~* an. 
Folglich o r d n e t  der  S c h n i t t  j e  z w e i  K l a s s e n  in 11~ und  

~ gesch lossener  homOloger K e t t e n  eine K l a s s e  in 11" f~' ~* ge- 
sch lossener  homologer  K e t t e n  zu. 

w 4. Aus einem Rechtsideal 1I lligt sieh auf eine zweite Weise eine 
t~berdeckung, die ~berdeckung N/11 erkliiren, deren Ketten aus den 
Klassen modulo 1I ~ kongruenter Ketten ~s bestehen. Zwei Ketten 

S d gl , .~  heigen kongruent modulo 11 ~, in Zeichen 
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d d 

d d wenn ~1--~2 in 1I ~ liegt. Eine Kette ~a hcil~t geschlossen modulo 11 ~, 
wenn ihre Randkette ~ in 11 ~ liegt. Eine Kette heil~t berandend mo- 
dulo 11 ~, wenn sie zu einer berandenden Kettc (ira Sinne yon w 1 also) 
kongruent modulo 1I ~ ist; schliel~lieh heil~en zwei Ketten ~1 ~, ~ ho- 
molog modulo 11 ~, wenn ihre Differenz berandend modulo 11 ~ ist. 

In analoger Weise erkl~iren wir die Kongraenz modulo ~ ~* flit 
Ketten aus 0 ~*. 

Sind 11, !~ zwei Rechtsideale yon ~ so werde unter 1I" ~:+~"!~ '  
die Menge der Elemente 

rr - - t  If - - t  

~u~ x l i + ~ x : j v ~  (mit ui aus 11 and vj. aus ~) 

aus ~ verstanden. Man bestiitigt wio in w 3: dal~ 1 I ' : 5 '+~ ' !~ '  die 
Eigenschaften (18) und (19) einer Menge !~ hat. 

--U~-d+f Sind ~1) ~ zwei modulo 11 ~ kongruente Ketten aus ~ ~, ~ ~ 
~-~+:2 zwei modulo !8 ~ kongruente Ketten aus ~ ~, so sind die 
Schnitte a t~, a ~ ) und a (~, e ~ ] modulo 
gruente Ketten yon ~ ~*. 

Denn ist 
d d d ~ ~ ~i + a ~ ~-~+: = ~ 1-<~-~:+ ~ ~-~+f, 

so ist 
(~, ~-<~+:~ ~ ~,<-~+:- ~(u ~, 7~-~+:~ 

+ + 

Nan liegt 

: . - d + / . ,  11. ,, y , ,  

also sowohl in 11" ~' ~* wie ~" i~' ~*, and daher ist tatsfichlich 

~ ) ~  z C~, ~ ~ ) modulo ~ '  + ~2" ~ ' )  

Ist ~ modulo ll ~. geschlossen, ~ - ~ + f  modulo ~ geschlossen, 

so ist der Schnitt a (~, ~'~-~+i) modulo 11" ~'+~'~ ~'  geschlossen. 

Denn es ist 

und nach dem soeben Bewiesenen liegen die beiden Summanden der 

reehten Scite dieser Gleichung in ( 1 1 " - ~ + ~ : " ~ ) ~ .  
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Ist ~ modulo 11 ~ berandend und ~"-~+: modulo ~ ~. ge. 

schlossen: oder ist ~ modulo 11 ~ geschlossen und ~"-~+: modulo ~ 

berandend: so ist der Schnitt ~ (~d, ~, ,~+:) modulo 1I" ~: +~"-~  be- 
randend. 

Ist n~imlieh etwa ~ "d+~_. :  = ~  -t-a, so ist 

�9 �9 1 1 .  

andrerseits ist 

; (  d@i ?~-=d+f)=t~( ".-~-t ~.--d~-f) jl_(__l)n:d+f ~( i d'~-l, ?n--d-~-f); 
und du der erste Summand auf der reehten Seite dieser Gleiehung in 

(11" 3~' + 3~f' !8 ') ~* liegt, ist 

Zusammengefagt ergibt sich: 

Sind ~, ~ geschlossen und homolog m o d u l o t t [  und 
t. , ~ ~,-d+f geschlossen und homolog modulo f~ ~ , so sind 

die Schnit te  ~ ( ~  ~ ) und ~ ( ~  ~ ~ geschlossen und 
homolog modulo (11'~ ~ +~" ~3'--) ~*. 

w 5. Es ist zweekmfiiiig, aus dem Schnitt ~ (a,  ~,-~+y) einen 

vereinfaehten Sehnitt v (~,  ~ '~-~:)  zu bilden, indem man die Ketten- 
gruppe ~ g* homomorph auf eine Kettengruppe ~' p* abbildet Es sei 

n Ma der Zerlegungskomplex der Mannigfaltigkeit M , welche yon dem 
Komplex A tiberlagert wird Dann entspricht jeder Homotopiekette 

�9 ~ M,~ ~, yon aus ~ eine wohlbestimmte Homologiekette p*~ aus M~ 

(:,,)' =,p~ 
�9 d ~* d) Sind + c~ ( i~1~  2 , . . . ,  die orientierten Zellen der Dimension 

d yon :vl]~ so verstehen wir unter Y' p* die Gesamtheit der Ketten 

~.*d 

q~a= V~x~ c~/ (mit x'~ aus Y'). 

Es sei 

dann ist 

und 

x 'q*~=~x'x ic~ '~ und q * ' ~ x ' ~ x l x  q ; 

. * d _ _  *d. X z *d__ t *d x (.qt "+'q~ ) qt -t-x q2 

( q ~ +  *~ x' "~ *~x' q2) =q , .  x'-kq., ,~ 
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Die Ketten bilden also eine Abelsche Gruppe mit dem doppelten 0pe- 
ratorenlJereich ~'. Ist 

xz ~ ~ Z~k h+, 

so sei 

t 

alsdann ist 

(20) *~ -~_~d 

Hierin sind p~d Homologieketten yon M]; eine Kette q,a liigt sieh nut 
auf eine Weise in die Gestalt (20) setzen. 

Der Kette 

9 a = Z ~a hk werde nun die Kette (tkd) ' = Z  (~;~)'h,, 
zugeordnet. Diese Zuordnung ist ein Homomorphismus i es ist 

und setzen wir 

k 

so ist 
(y 9~x') ' = u '  (9~) 'x ' .  

Die Randkette h *d yon q*d wird durch 

.p,,,: G 
"~,1I n erkliirt, wo p~d die Randkette von p~d in -~s ist. Alsdann ist 

Die Begriffe gesehlossen~ berandend und homolog tibertragen sieh auf 
den Bereich Y p* ohne weiteres. 

Wir erkli~ren nun 

etwas ausftihrlicher geschrieben ist 

Aus den Rechenregeln ftir ,z in w 2 und den Regeln des Homomor- 
phismus ( t~a/~q *a ergibt sieh 
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dabei bedeute x' 

fiir x : ~ z i g i  das Element x ' = ~  7.ih~. 

Ftir die Basen a~, ~'~-d+f ergibt sieh 

x2i a~ ) = ~ x~z(a~, ~ - ~ + J "  ' g d )x2j. 

Da nach  (16) 

ist, folgt 

a~ a j ist eine orientierte Zelle aus MA. 

Sind 11, ~ Rechtsideale yon ~i so werde unter 11( ~ '  die Ge- 
samtheit der E!emente 

~u~v~. (mit u~ aus 1I, vj aus 93) 

yon ~' verstandem Die Menge 1I' ~ '  enthalt mit zwei Elementeu aueh 

deren Summe. Sind 11, 93 Ideale in 3~, so ist 11' ~8' ein Ideal in 3~'. 

Unter 1Y+~ '  werde die Gesamtheit der Elemente 

u ' + v '  (u aus 11. v aus ~) 

yon ~' verstanden. Auch diese Menge enthalt mit je zwei Elementen 
auch deren Summe und bildet ein Ideal in 3~', falls es 11, ~ in 3~ sind. 

Wie in w 3 und w 4 folgt dann: 

Ist u ~ eine Kette aus 11 ~ ~ - d + f  eine Kette aus ~ ~, so ist 

~- (u~ -~-d+y)  eine Kette aus 1Y-~' p*. Und zwar werden durch z 

Klassen in li ~ und in ~ ~ yeschlossener homoloyer Ketten au f  Klassen 

n 11 -v ~ '  p* geschlossener homoloyer Ketten abgebildet. 

Sind ~,  ~ modulo 1I ~ kongruent, und "V~-J+f~ 1 , ~-d+s~ 2 modulo 
~Z n - a + f  ~ a ~ ' ~ - ~ + f  ~ ~ kongruent~ so sind "r (~, ~ ~ und z (~, ~ ~ ~ modulo 

U '+  ~ '  konyruent. Und zwar werden durch "v Klassen modulo 11 g und 

"~ yeschlosse~er homoloyer Ketten au f  Klassen ~odulo ( l l ' +~ ' )p*  
geschlossener homoloyer Ketten abgebildet. 

Wir fassen nun den Fall f~-~-0 n~iher ins Auge. Jeder null-dimen- 
sionalen Kette q * O = ~  ' *o Xi Ci werde das Grupp'enringelement ~x~  als 
Ran d~ in Zeichcn 

d*o=Xxl, 
zugeordnet. Die c~ ~ entsprechen den Punkten yon M]; ihre Orientierung 
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ist so getroffen~ dal~ die Randkette jeder Strecke aus ) i ]  eine Diffe- 
*0 *0 renz c~ i c a ist. Hieraus folgt, dafl stets 

(~2) ( ~ .1 ) .=  0 
ist. 

Den Rand "~ (~, ~ - ' ~ )  nennen wit die S c h n i t t z a h l  yon <~ ~n--~. 
Die Sehnittzahl bereehnet Rich nach (21) zu 

�9 d r id~ n--d~,s ~ 
%" ( Z / i /  [~i, Z ~ 2 j ~ ;  - d )  = Z ~ l i f l i j  ~ 2 j .  

~ n - - d  ~ n - - d  
Sind ~ ~a2 geschlossen und homolog modulo 11 ~, ~ ~ , ~ : ge- 

ho. oZog modulo T,   ind S l. itt ma n 
und v (~2~ ~ ~ ) kongruent modulo 1I' § ~ .  

Denn die Ketten 
d d ~ n - - d ~  r d ~ n - - d  ~ n--(l~ d d ~ n - - d  ~ n - - g ~  

- -  d d sind modulo (11,+~')p* berandend~ well ~2--~  modulo 11 ~ und 
~ n - - d  ~ n - - d  ~ ~ 1 .o -- ~ ~ modulo ~ ~ berandend und ~ modulo 1I ~ und ~'~-~ 

modulo !~ ~ gesehlossen ist; liegt q*~ (11'§ ~o liegt ~*o in 
11 '+~ ' ;  folglieh liegen nach (22) 

�9 d d " -~n - -d  " 4 ~ n - - d  * d d ~ n - - d  ~ - - d  

in 11'§ und es ist 

= ,i- 7 7  -<') modulo 
w 6. Es werdc in diesem Abschnitt eine weitere Annahme tiber 

die zugrunde gelegte Mannigfaltigkeit gemach L niimlieh die folgende: 
Jede geschlossene ttomotopiekette ~ ( 0 ~ d ~ n )  ist berandend. 

Die Homologiegruppen der nniversellen Oberlagerung Rind also 
hier ftir die Dimensionen d ~: 0~ n S~imtlieh gleich der Identit~t. Es 
gibt eine umfassende Klasse yon Mannigfaltigkeiten~ die diese zusiitz- 
fiche Forderung erfiillen. Alsdann lassen Rich die H o m o l o g i e k l a s s e n  
m o d u l o  1I ~und die H 0 m o l o g i e k l a s s e n  in U g eineindeutig auf ein- 
ander beziehen~ and es lassen sich aus den Schnittzahlen gewisse Ver- 
sehlingnngszahlen ableiten. 

Sind ~ a geschlossen und homolog modulo 1I ~, so sind ihre 

Randketten ~ ~ " ~ ~ ~ geschlossen und homolog in 11 r. Denn nach Voraus- 
d d ~ d @ l ~ d  setzung gibt es Ketten ~e+~, u ~ m i t  ~ 1 - - ~  -va ,  also ist 

d d �9 
( g 1 - - ~ 2 )  = ~ld, also sind ~<~ :, ~7 ill 11 ~ homolog. 
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Sind ~-~ u ~-1 ul , 2 in 1I ~ geschlossen und homolog und ~ ,  ~.~ zwei 

Ketten mi t ~ a-1 "d-1 . a:-I ,~ ~ u l  ~ g~ = u 2  , so sind ~1, ~ modulo 1I ~ geschlossen 
und homolog. 

Denn nach Voraussetzung gibt es eine Kette u ~ mit u ~ - : - - u ~ - ~ u  a. 

Die Kette ~ d a ~ - - ~ 2 - - u  i s t  also geschlossen; es gibt also eine Kette 
~a+t mit 

d d und g~--~2 ist modulo 1I g beraadend. 
Wir erkliiren nun die folgenden V e r s c h l i n g u n g s z a h l e n :  

Ist u ~-~ in 11 ~ geschlossen~ ~'~-~-~ in ! ~  geschlossen, und 

�9 ~ a-~ ~ , - a  ~ , - a - a  so ist die Verschtingungszahi yon 
1-[ d--l~ ~ n - - d - - 1  

:st u ~ ~ in 11 ~ geschlossen, ~ - ~  modulo ~ ~ geschlossen und 
�9 d ud--1 lld--1 ~ n - - d  

~--- , so ist die Verschlingungszahl van 

Ist ~ modulo 1I ~ gesehlossen~ ~ - ~ - ~  in !~ ~ gesehlossen und 

~ - ~  ~ ' ~ - ~ ,  so ist die Versehlingungszahl yon ~ ~ - ~ - ~  

Aus den am Beginn dieses Abschnitts angegebenen Satzen und 
dem Ergebuis yon w 5 tiber die Sehnittzahlen folgt~ dal~ der Prozel~ o 

je zwei Homologieklassen modulo 11 ~, !~ ~bzw. in 1t ~ ! ~  eindeutig 

eine Restklasse yon ~' modulo 1Y+!~--' zuordnet. 

(Eingegangen: 23. I. 1939.) 


