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IV. NOUVEAUX RESULTATS DANS LA THEORIE

DES VARIETES DE DIMENSION 4

On sait gue toute surface close orientée est le bord d'une variété orientée de
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Jdimension 3 . Dans ma note III, il est démontré que toute variété close orientée de
Jdimension 3 est le bord d'une variété orientée de dimension 4 . Le théoréme analogue
pour les variétés orientées de dimension 4 est faux ; par exemple, le plan projectif
ut 8tre un bord. Dans i 0.
nécessaire et suffisante pour qu'une variété close orientée de dimension 4 puisse étre
i bord d'une variété orientée de dimension 5. Il s'avére que toute varidté close
orientée de dimension 4 devient un bord aprés qu'on lui ait ajouté un certain nombre
Jde plans projectifs complexes convenablement orientés. A 1'aide de ce résultat, on
arrive a exprimer le nombre caractéristique de Pontriaguine ([12], [13]) en fonction
des invariants homologiques de la variété. Des résultats analogues sont obtenus pour
les variétés non-orientées. De plus, a partir des résultats de cette note, on corrige
I'erreur contenue dans mes notes I et II consacrées au calcul du (n+3)-éme groupe

J'homotopie de la n-sphere.

1. Définitions.

Par variété, nous entendrons une variété lisse compacte, avec ou sans bord. Pour

{oute variété orientée 1\/1k , on note -M‘K la mé&me variété munie de 1'orientation
opposée, et a toute paire Mk , Nk de variétés orientées, on associe leur somme
NS+ Nk (réunion disjointe de Mk et Nk) et leur différence Mk - Nk = MK 4 (—Nk) .
C.onvenons de dire qu'une variété orientée Mk borde ou encore qu'elle est homologue
1 zéro, et de noter I\/Ik ~ 0, s'il existe un difféomorphisme préservant 1'orientation
vlilre Mk et le bord d'une v kot

variété orientée M . Convenons ensuite de dire que

k

additif, le k-éme groupe d'homologie, que nous allons noter 2" . Des considérations

clémentaires montrent que les groupes 221 et 2 sont nuls, alors que le résultat de
ma note I affirme la nullité de 23 .

Le groupe 2'24 n'est pas nul et il contient méme un sous-groupe cyclique infini.
I cffet, soient P4 le plan projectif complexe muni de son orientation naturelle,
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S un nombre entier et s P4 la variété composée de s exemplaires (disjoints) de la
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rombre caractéristique de Pontriaguine de sP" est 3s (ct. [13], §3, E), alors
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sP sont donc deux a deux non homologues.
4

Soit M~ une variété close orientée arbitraire de dimension 4. Notons B le
second groupe d'homologie réduit de M4 et (x,y), x,y€ B, lenombre d'inter-
section des classes d'homologie x et y . Alors (x,x) est une forme quadratique
entiére a discriminant ¥ 1 définie sur le rédseau B . La signature de cette forme
sera appelee 51gnature de la variété M4 et notée © (M4) . Il est clair que
o (-M ) =~0 (M ) .

2. Principaux résultats.

> 7 Ve . /7 4 . . . . -
Une variété close orientée M~ de dimension 4 borde si et seulement si sa signa-

ture 0 =0 (M4) est nulle, Dans le cas général, M* est homologue a la variété o pt.

Ainsi, le groupe d'homologie 524 en dimension 4 est un groupe cyclique libre engendré

par la classe d'homologie du plan projectif complexe P" . Le nombre caractéristique

de la variété est donné par :
. A A
X22(M ) =30M).

de Pontriaguine X

22

Ces théoreme sont des conséquences directes des 5 lemmes suivants :
a) Pourtout M, il existeun s tel que M*~ sP” ;

b) si MP~N*, alors o MY = o (N}

c) o(sP4) =5 3

d) Si M4~N4 al X ’M4‘ - X.(NY
4

e) X22(sP) =

Les propositions d) et e), déja citées, appartiennent a Pontriaguine. Le lemme b)
est démontré a 1'aide des théorémes de dualité classiques. Le lemmec) est évident.
La difficulté principale réside dans la démonstration du lemme a). Elle se déroule de
la maniere suivante. Il est facile de démontrer que, la variété M4 étant donnée, il
existe une variété connexe M‘: qui lui est homologue, dont le groupe fondamental est
trivial et qui admet un plongement dans 1'espace euclidien R7 . Dans R7 , on peut

A
toujours construire sur M, un champ de vecteurs normaux dont les points singuliers

1
sont isolés et sont d'indice ¥ 1 . En enlevant des voisinages sphériques des points

singuliers et en les remplagant par des plans projectifs compiexes trouds de la méme
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maniére, on transforme M‘: en une variété Mg c R7 sur laquelle il existe un champ

de vecteurs normaux sans point singulier. Il est clair que M4 ~ M‘,‘) + mF’4 , ol m est

un nombre entier. Soit S7 la sphere obtenue en ajoutant un point a R7 et soient L7
7 5
et U

d'homologie entiere relative de L’ en dimension 5 choisi en accord avec 1'orientation

5

de la variété Mg . 1l se trouve que parmi les cycles relatifs de la classe U~ , on

peut trouver une variété dont le bord est homologue, au sens du n® 1, a la variété

M4 -n P4 , ou n estun nombre entier. Donc M; ~ nP4 et M4 ~ M;+mP4 ~ (m+n)~P4

2

l¢ complément d'un voisinage régulier de Mg dans S le générateur du groupe

Remarque. Notre connaissance des groupes d'homologie Dk pour k> 4 se réduit

P VO ni? ket

P | . B Y 4 P
Slaus caracierisugues qge

pour 1'essentiel, a ce qu
1

des nombres et des r
Pontriaguine {[12], [13 e

I
les nombres et les résidus caractéristiques de

nuls pour une variété homologue
ombre caractéristigue en dimension k définit
un homomorphisme du groupe Dk dans le groupe des entiers, alors que chaque résidu
caractéristique définit un homomorphisme dans le groupe des entiers modulo 2. A

L' exception de la caractéristique d' Euler (qu'il convient de considérer ici comme
résidu) et du nombre caractéristique X.,, de dimension 4 trouvé dans le présent
travail, aucun de ces invariants n'a été-(_:alculé. Seules les variétés de dimension
divisible par 4 ont des nombres caractéristiques (cf. [12], §6, D). Il est intéres-
sant de noter que la définition de la signature donnée ci-dessus pour les variétés de
dimension 4 admet également une généralisation aux variétés de dimension divisible
par 4 (il faut alors entendre par B le (k2)-&éme groupe d'homologie réduit de la
variété Mk) , et que la signature d'une telle variété est nulle, si la variété borde.

3. Le cas non-orienté.

Négligeons maintenant les orientations et considérons les variétés closes de
dimension k qu'elles soient orientables ou pas. Si la variété Mk est difféomorphe
L k+1 R - K
au bord d'une variété Mt (orientable ou non orientable), nous allons dire que M~

est homologue a zéro modulo 2 et écrire Mk ~ 0 (mod 2) . A toute paire de variétés
k .

K K - KK N s I . £ 1
M , NN correspond ieur somme M +IN , etondiraque M el N SOIL Nnomoiogues

modulo 2 , et on écrira Mk ~ Nk (mod 2) , si cette somme est homologue a zéro

maAdil~ D T s rlncons AlhAamAala~ o ~ A U Ao Alacac Ao ~
HIVUULILY & uTO LiAaooTo U LIVHIVIY, LY O VALLUTITO LIVUDCTD UT wiiusiioiwal
forment un groupe additif, le k-&me groupe d'homologie modulo 2 , que nous allons
noter n Tous les éléments non nuls du groupe n“ sont évidemment d'ordre 2 .

Des considérations élémentaires montrent que le groupe h1 est nul, alors que le
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groupe h2 a deux éléments (son générateur est la classe du plan projectif réel P2 :

si la caractéristique d'Euler d'une variété M2 est paire, M2 ~ 0 (mod 2) , sinon

M2 ~ p? (mod 2)). Il découle des résultats de ma note III que le groupe W est nul.
et qu'il est engendré par la classe du

(1)

plan projectif complexe P4 . Une variété close M4 est homologue a zéro modulo 2

Il s'avere que le groupe h4 a deux éléments

si et seulemant si sa caractéristique d! Euler est paire. Si elle est impaire,
M* ~ P* (mod 2) .

4. Le (n+3)-&éme groupe d'homotopie de la n-sphere.

Au calcul de ce groupe sont consacrées mes notes I et I, Elles contiennent une
erreur qui a conduit a des résultats incorrects. Cette erreur sera maintenant corrigée.

Nous utiliserons les notations wP(Sn) R wr?(Sn) » £ (n=3) et g, (n=4) dela
note Il et la notation h, (n=2) delanotel . Dans I, on affirme que h =0 pour
n23 . En réalité, la classe h N n'est nulle pour aucune valeur de n . La preuve
s'appuie sur les résultats de la présente note. En effet, on peut prouver par les
méthodes de lanote I que h =0 (n23) est équivalent  1'existence d'une variété

ad ~

close orientée Q° ayant les deux propriétés suivantes {(cf. I, n® 4)

a) Il existe dans Q un tore lisse T2 qui d'une part a un voisinage E4 décom-
posable en un produit de T2 et d'un 2-disque, et qui d'autre part est un 2-cycle
caractéristique de la variété Q4 et le reste si on enleve I-Z4 de Q4 et on le replace
diune maniére (lisse) différente ;

b) X, () =

D'aprés les résultats de la présente note, la condition b) est équivalente & 1'affir-
mation que la variété Q4 borde, et on peut démontrer que ceci contredit la condition a).
L'erreur de la note I apparaft dans le n°® 4 & 1'endroit ou intervient la sphére z? . En
réalité, il n'existe pas de spheére 22 ayant les propriétés annoncées. Cette erreur
est répétée dans la note II (n° 3, paragraphe 3} ol elle a entrainé 1' affirmation
erronnée 12 g, = 0 . En réalité, la construction décrite au n° 4 de II, conduit al éga—
lité 12g =h, (;éO) Comme 2h =0, ona 24g =0. L'égalité 7 3(S ) = m’3(8 )
prouvée au n°® 3 de Il reste vraie (dans sa démonstration, au lieu d' apphquer implici-
tement 1'égalité h L= 0, il convient d'utiliser 1'égalité h =12 gn) . Donc, les
générateurs des groupes L 3(5 ) (n=3) sont cor'rectement indiqués dans II , mais
en rdéalité deux fois piu

un

us gre
_groupe cyclique d'ordre 12 de générateur f3

176(5 est , le groupe
a7(S ) est somme directe de son sous—groupe cycligue d'ordre 12 engendré par £ 4

(1) Ceci est faux ; cf. les commentaires (N.d.T.)

G
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et du sous-groupe cyclique libre engendré par g 40 le groupe L +3(S4) pour n=5

est cyclique d'ordre 24 et est engendré par g .

5. Une relation entre les cycles caractéristiques.

Nous avons identifié 1'ordre de 1'élément g , comme dtant la moitié de la valeur
minimale que peut prendre le nombre caractéristique X22 d'une variété orientée M4
de dimension 4 dont la classe caractéristique zz(Mz) de dimension 2 est nulle
(ct. II, n® 4). Comme cette valeur minimale du nombre X22 ést48 , ona :
x22(M4) = 0(mod 48) et o (M4) = 0 (mod 16) pour toute variété M4 telle que

Ce théoréme a une application intéressante. Whitehead [19] et Pontriaguine [14]
ont démontré que le type d'homotopie d'une variété ciose M4 connexe et simpiement
connexe est déterminé par le type arithmétique de la forme quadratique (x,x) (cf. n®1).

......... 1 Foaame

Cependant, la question de 1'existence d'une variété dont la forme (x,x) ale type
on se limite aux formes entieres de

arithmétique donné (étant entendu, bien siir, qu'
e

question. Par exemple, la forme (x,x) ne peut pas étre définie positive, de rang 8
de discriminant +1 et ne prendre que des valeurs paires (une telle forme a été cons-
truite par A. Korkine et G. Zolotareff [9]). En effet, si la forme (x,x) d'une
variété M4 simplement connexe ne prend que des valeurs paires, alors zz(M4) =0
(ct. [22]) et par conséquent o(M4) = 0 (mod 16) , donc o (M4) £8.

T Dans leur note [10], Massey et Whitehead affirment également que h L # 0
{(nz=3) et que les groupes 176(83 ) et ﬁn+3(sn) {n=5) sont respectivement d'ordre

12 et 24 (la structure exacte des groupes 7. .(S") n'est pas déterminée dans [10]).

n+3
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tement différentes des miennes.
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