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Zur Faserung von Graphenmannigfaltigkeiten 

Atois Scharf 

Einleitung 

Graphenmannigfattigkeitcn trctcn in nattirticher Weise (und historisch zum 
ersten Mal) beim Studium yon isoticrten normalen Singularit~iten 2-dimensio- 
naler komplexer R~iume auf (vgl. Mumford [3], Hirzebruch [1]). 

Bekanntlich definiert man eine Aufltisung einer solchen Singularit~it p e V 
als holomorphe Abbildung f einer komplexen 2-dimensionalen Mannigfaltigkeit 
V in V, so dab V - f -  1 (p) unter f biholomorph auf V -  p abgebildet wird. Dann 
ist f -  1 (p) eine i. a. reduzible Kurve C in V. Die lokale topologische Struktur dieser 
Singularit~it ist durch die Geschlechter und Selbstschnittzahlen der Komponenten 
von C sowie durch die Schnittkonfiguration eindeutig bestimmt (w~ihrend man 
fiir die holomorphe Struktur natiJrlich zus~itzliche Bestimmungsstticke ben6tigt). 

Sind, was wir im folgenden immer voraussetzen wollen, alle Komponenten 
von C vom Geschlecht 0, so kann man also die Topologie der Singularit~it durch 
einen bewerteten Graphen F beschreiben, wobei die Eckpunkte des Graphen in 
eineindeutiger Beziehung zu den Komponenten von C stehen, die Kanten des 
Graphen das Schnittverhalten dieser Komponenten untereinander beschreiben 
und die Bewertungen der Ecken von F die Selbstschnittzahlen der entsprechenden 
Komponenten in l? angeben. Die Schnittmatrix von F is t  negativ definit; insbe- 
sondere sind alle Bewertungen von F negativ. 

Von dieser Situation ausgehend definiert nun Hirzebruch [1] ftir einen 
beliebigen bewerteten Graphen F eine 4-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit 
N mit Rand. Den Rand M = 0N nennt man die Graphenmannigfaltigkeit M = M r 
von F. (In der obigen Situation ist N eine Umgebung von C in V.) Diese Graphen- 
mannigfaltigkeiten wurden erstmals ftir den Spezialfall yon bewerteten B~iumen 
von v. Randow [5] fiir sich untersucht. 

Wie yon Kodaira [2] gezeigt wurde, definieren die Ausnahmefasern bestimmter 
elliptischer Fl~ichen bewertete Graphen im obigen Sinn. Die zugeh6rigen 
Graphenmannigfattigkeiten sind Torusbtindel mit Basis S 1. Davon ausgehend 
wird in dieser Arbeit untersucht, welche Graphenmannigfaltigkeiten beliebiger 
bewerteter Graphen sich auf diese Art fasern lassen. 

Da eine notwendige Bedingung daftir die Aufl6sbarkeit der Fundamental- 
gruppe der Graphenmannigfaltigkeit ist, werden zun~ichst alle Graphen bestimmt, 
deren Graphenmannigfaltigkeit eine aufl6sbare Fundamentalgruppe besitzt. 
Ftir Graphen mit negativer definiter Schnittmatrix wurde dies von Wagreich [8] 
durchgefiihrt. Die von Wagreich entwickelten Methoden lassen sich weitgehend 
auch auf beliebig bewertete Graphen anwenden. Mit Hilfe des Satzes von 
StaUings [7] werden sodann die Graphenmannigfaltigkeiten mit aufl6sbarer 
Fundamentalgruppe auf Faserbarkeit mit Basis S 1 untersucht. Es zeigt sich, 
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dab alle Graphen bestimmt werden k6nnen, deren Graphenmannigfaltigkeiten 
S 2- oder T2-Bfindel fiber S 1 sind. 

Mit den yon v. Randow [-5] ffir B~iume bewiesenen Reduktionsverfahren 
R I u n d  R II, die sich auch auf Graphen mit Zykeln fibertragen lassen, ist es 
mi3glich, die kanonische Vorstellung (Pr~isentation) der Fundamentalgruppe 
von Mr, Gr~-~l(Mr), in eine Gestalt zu bringen, durch die Beweise vereinfacht 
werden. Ein weiteres Reduktionsverfahren, R III, wird mit der Poincar&Ver- 
mutung ffir Graphenmannigfaltigkeiten definiert. Da der Beweis der Poincar6- 
Vermutung ffir Baumannigfaltigkeiten in [-5] eine Lficke enth~ilt, die sich mit den 
dort verwendeten Beweismethoden nicht schlieBen l~iBt, wurde dieser Satz auf 
anderem Weg bewiesen. 

Setzt man voraus, dab die Graphen so weit wie m6glich reduziert sin& so 
ergeben sich folgende Resultate fiber die Faserbarkeit von Mr: 

1) Eine Graphenmannigfaltigkeit M r ist genau dann ein S2-Bfindel fiber 
S 1, wenn  nl(Mr) unendlich zyklisch ist. 

2) Eine Graphenmannigfaltigkeit ist genau dann ein Torusbfindel fiber S 1, 
wenn entweder 

a) Y ein reiner Zyklus ist, oder 
b) F ein Baum ist, die Determinante der Schnittmatrix yon F verschwindet 

und tel(Mr) eine nicht zyklische aufl6sbare Gruppe ist. 
Diejenigen Graphen, deren Graphenmannigfaltigkeit als S 2- oder T2-Bfindel 

fiber S 1 fasert, werden in Satz 6.1 aufgezO, hlt. 
Diese Arbeit ist die Zusammenfassung einer demn~ichst in den Bonner 

Mathematischen Schriften erscheinenden Arbeit. 
Der 9 l enth~ilt die wesentlichen Begriffe im Zusammenhang mit bewerteten 

Graphen. In den 99 2 und 3 werden die Graphenmannigfaltigkeit konstruiert 
und die einem Graphen zugeordnete Gruppe definiert. Die von v. Randow 
definierten Reduktionsverfahren sind im 94 zitiert. In 95 werden diejenigen 
Graphen bestimmt, deren Graphenmannigfaltigkeit eine aufl6sbare Fundamental- 
gruppe besitzt, in § 6 diejenigen, deren Graphenmannigfaltigkeit wie oben be- 
schrieben fasert. 

§ 1. Bewertete Graphen 

1.1. Definition. (i) Ein Graph Y sei ein endlicher, l-dimensionaler, zusammen- 
hS~ngender Simplizialkomplex, dessen Ecken numeriert und (mit ganzen Zahlen) 
bewertet sind. Die Ecken bezeichnen wir mit x 1 . . . . .  x,, die Bewertung der /-ten 
Ecke xi sei ai. 

(ii) Zwei Ecken heiBen benachbart, wenn sie durch eine Kante miteinander 
verbunden sind. 

(iii) Wir nennen xi eine pi-Ecke, wenn xl Eckpunkt von Pi Kanten ist. Wir 
nennen x~ eine Verzweigungsecke, falls p~ > 3 ist. 

(iv) Ein zusammenziebarer Graph heiBt Baum. 
(v) Eine ~-Ecke sei eine 1-Ecke mit Bewertung 0, die einer Verzweigungsecke 

benachbart ist. 
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1.2. Zu jeder Ecke x~ wird eine Anordnung der xi benachbarten Ecken 
x,, ~ . . . . .  x;,p, gew~ihlt. Mit dieser Anordnung wird in § 3 die einem Graphen zu- 
geordnete Gruppe definiert. 

§ 2. Konstruktion der Graphenmannigfaltigkeit 

2.1. Wir skizzieren in diesem Abschnitt kurz ein Konstruktionsverfahren, 
wie jedem bewerteten Graphen F eine 3-dimensionale, geschlossene, orientierte 
Mannigfaltigkeit M r zugeordnet wird. Der Graph F habe die Ecken x~ . . . . .  x, 
mit den Bewertungen a 1 . . . . .  a,. Ist x; eine pi-Ecke, so w/ihlen wir zu xl als Baustein 
einen orientierten Linsenraum L(ai,  1), aus dem p~ offene Volltori ausgebohrt 
sind, Fiir die Ausbohrung betrachtet man L(az, 1) als S~-Biindel fiber S 2 und 
entfernt aus L(a~, l) die Urbilder yon p~ offenen Scheiben in S 2 unter der Faser- 
abbildung. Der ausgebohrte Linsenraum L'(a;, 1) wird yon p; Tori berandet, die wir 
mit den Indizes der x~ benachbarten Ecken indizieren: T/, 1 . . . . .  T;,p,. Die Indizierung 
der Randtori mul3 vertr~iglich mit der in 1,2 gew~ihlten Anordnung der xi benach- 
barten Ecken erfolgen. Als Meridiankreis M~, k auf Ti, k w~ihlen wit einen Meridian- 
kreis auf der AbschlieBung des Bohrkernes, als Breitenkreis B;, k w~ihlen wir eine 
Faser bezfiglich der oben erw/ihnten Faserung, die auf T~,k liegt. Meridian- und 
Breitenkreis seien so orientiert, dab M~,k, B~,k in dieser Reihenfolge mit der Orien- 
tierung des Randes des Bohrkernes fibereinstimmen. 

Sind x~ und x~ in F durch eine Kante verbunden, dann ist xj eine der Ecken 
xi,~, .. . ,  x~,p~, etwa x~ =xi,;  und, entsprechend, x ~ = x j , ~ .  Der Kante zwischen x~ 
und xj wird eine Verklebung yon T~, z und T~,,, zugeordnet. Diese erfolgt mit den 
Homologien M~, t~B~,~  und B~, t~M~,  m. Werden die Verklebungen ffir alle 
Kanten yon F durchgeffihrt, so erhalten wir die zu F geh6rende Graphenmannig- 
faltigkeit M r. 

§ 3. Die einem Graphen zugeordnete Gruppe G r 

3.1. Durch einen bewerteten Graphen F u n d  die in 1.2 festgelegte Anordnung 
der einer Ecke benachbarten Ecken ist eine Gruppe Gr bestimmt, die durch Er- 
zeugende und Relationen definiert wird. Mit dem Satz von van Kampen und einer 
Verallgemeinerung dieses Satzes l~iBt sich zeigen, dab G r eine Vorstellung 
(Pr~isentation) der Fundamentalgruppe yon M r i s t  (vgl. [8]). 

3.2. Ist F ein Baum mit den Ecken x~ . . . . .  x, und den Bewertungen a 1 . . . . .  a,, 
so nehmen wir als Erzeugende Elemente ffir Gr die Ecken x~ . . . . .  x,. Definierende 
Relationen sind 

x~' = xi,1 . . . . .  xl.p~, i = 1 . . . . .  n, die rechte Seite in der in t.2 gew~ihlten 
Reihenfolge, 

[xl, x~] = 1, i, j = 1 . . . . .  n, falls x~ und x~ in F benachbart sind. 

3.3. Enth~lt F genau einen Zyklus, so seien xr und x s zwei Ecken auf dem 
Zyktus, die durch eine Kante verbunden sind. In diesem Fall w~hlt man als 
Erzeugende von G r die Ecken x I . . . . .  x~ yon F und ein zus~,tzliches erzeugendes 
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Element y, das dem Zyklus von F entspricht. Definierende Retationen von Gr 
sind: 

a ' -  ie{1 ..., n} und i # r , s ,  X i  - -  X i ,  t " • " X i , p i  ~ 

gray _~. Xr, 1 . . . y x s y -  1 . . . x , . p , ,  

xas s = Xs, 1 . . .  y -  1 x r y . . . X s , p ~  , 

[xl, x2] = 1, falls xi, x~ # xr, x~ und xi ,  x j  in F benachbart sind, 

[x~, y x ~ y -  t] = 1. 

3.4. Enth~ilt der Graph F mehr als einen Zyklus, so wird wie in 3.3 verfahren, 
d. h. ftir jeden Zyklus wird ein weiteres Erzeugendes genommen und Relationen 
werden wie in 3.3 zu ersehen ist ge~indert. 

Wie schon erw/ihnt gilt 

3.5. Satz. 7rl(Mr)-- Gr. 

Augerdem folgt aus der Definition yon Gr sofort 

3.6. Lemma. G r / ( X l ,  . . . , x n ) = Z y  1 *ZY2 * ' "  * ZYk,  wenn k die Anzah l  der 
Z y k e l n  yon F i s t  und Yl . . . . .  Yk die den Z y k e l n  entsprechenden Erzeugenden  yon 
Gr sind. 

3.7. Koroilar. Enthi i l t  F mindes tens  zwe i  Zy k e ln ,  dann ist Gr nicht aufl6sbar. 

§ 4. Reduktionsverfahren RI und RII 

Gewisse Graphen lassen sich mit Hilfe der von v. Randow [5] eingefiihrten 
Reduktionsverfahren ,,verkleinern", ohne dab sich dabei die Graphenmannig- 
faltigkeit (bis auf orientierungserhaltende Hom6omorphie)~indert. Die beschriebe- 
nen Reduktionen lassen sich durch wiederholtes ,,Nieder- und Aufbtasen" erhalten. 
Durch Reduktionen und Erweiterungen (d. h. Einsetzen yon Teilen in einen 
Graphen, die reduzierbar sind) k6nnen Graphen in eine ffir Beweise giinstigere 
Gestalt gebracht werden. 

4. I. Definition. Ftir a 1 . . . .  , a k E Z sei die Zahl p(al  . . . . .  ak) E 2g rekursiv definiert 
durch 

p( . )=  

P(aO = al  

p(al  . . . .  , at) = atp(al  . . . . .  a l -  1) - p(al  . . . . .  a l -  z) . 

4.2. Lemma. F sei ein re ihenf6rmiger  Graph mit  der Bewer tung  a 1 . . . . .  a,. 

Behauptung  

M r  .~ L(p(aa . . . . .  a,), p(a 2 . . . . .  a~)) 

G r ~ n~ (Mr) ~ Zip(a , . . . . . . .  )r" 

4.3. Satz. (Reduktionssatz, vgl. [5]). F 1 sei ein reihenJ6rmiger Teilgraph yon F 
mit  Grl = (1). 
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RI F 1 habe in F die Gestalt 

a~ a~.l ak-1 ak ak+~ / 

Fig. 1 

dabei sei Xk+ 1 eine Pk+ 1 "Ecke, Pk+ 1 > |" 
144rd F 1 aus F weggelassen und ak+ 1 durch a k - p(ai . . . . .  ak) p(ai . . . . .  ak-  t) er- 

setzt, so ist die Graphenmannigfaltigkeit des so reduzierten Graphen hom6omorph 
zu M r. 

RII F 1 habe in F die Gestalt 

~ a~ at+ 1 ak~ 1 a k ak+ ~ 
to c,.--- . - . ~ 

Fig. 2 

xi_ 1 bzw. Xk+ 1 seien Pi - l"  bzw. pk+l-Ecken, Pi-l,Pk+l >= 1. Wir setzen voraus, 
dab x i -a  und Xk+l in F weder gleich noch benachbart sind (das kann aufireten, 
wenn xi_ 1 . . . . .  Xk+ 1 in F einen Zyk lus  bitden). Ersetzt  man FI durch eine Kante  und 
dndert ai-1 in a i_ l - -p (a i , . . . , ak )p (a i+  1 . . . . .  ak) und ak+l in ak+l- -p(a l  . . . . .  ak) 
• P(ai . . . . .  ak- 1), SO ist die Graphenmannigfaltigkeit des geiinderten Graphen hom6o- 
morph zu Mr.  

Mit dem folgenden Lemma ist schnell zu entscheiden, ob ein Graph reduziert 
ist. 

4.4. Lemma. (A) Ein Baum F, der nicht aus einer Ecke besteht, ist genau dann 
reduziert, wenn fiir die Bewertungen yon F gilt: 

(i) ist ai = + t, dann ist x i eine Verzweigungsecke, 
(ii) ist ai = O, dann muff eine der folgenden Bedingungen erj~llt sein: 

a) F besteht aus zwei Ecken, 
b) x i is t  eine Verzweigungsecke, 
c) xi ist eine ~-Eeke, 
d) xi ist eine 2-Ecke, die zwei Verzweigungsecken benachbart ist. 

(B) Enthdlt F Zyketn,  dann ist F genau dann reduziert, wenn f~r die Bewertungen 
gilt : 

(i) f~r Ecken, die nicht auf  einem Zyk lus  liegen, muff (A)(i) und ( i i)b)-d) er- 
ffillt sein, 

(ii) besteht ein Zyklus  aus 3 Ecken, dann k6nnen die Bewertungen dieser Ecken 
beliebig sein, 

(iii) besteht ein Zyk tus  aus 4 Ecken, dann haben h6chstens Verzweigungsecken 
auf  dem Zyk lus  die Bewertun 9 4- 1, 

(iv) besteht ein Zyk lus  aus mehr ats 4 Ecken, so gelten far  die Bewertungen 
dieser Ecken die Bedingungen (A) (i) und (ii) b), d). 
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§ 5. Graphen F mit aufl/isbarer Gruppe Gr 

Wagreich [8] hat diejenigen Graphen mit aufl6sbarer Gruppe G r bestimmt, 
die aus Aufl6sungen von Singularit~iten entstehen. Mit ghnlichen Methoden lassen 
sich alle Graphen bestimmen, deren Gruppe aufl/Ssbar ist. Wit zitieren die fiJr 
die Beweise notwendigen S~itze - ausgenommen die schon yon Wagreich ver- 
wendeten - und geben eine Beweisidee. Dabei wird vorausgesetzt, alle Graphen 
sind nach RI und RII reduziert. 

5.1. Lemma. F sei reihenf6rmig. 

Behauptung. (i) Gr=(I),*c-F besteht aus einer Ecke mit der Bewertun9 +_1 
oder F i s t  yon der Gestalt ,.~ ......... a c ;g. 

(ii) Gr ~ ;E,c*F besteht aus einer Ecke mit der Bewertun9 0. 

5.2. Ist F ein sternf6rmiger Graph, d. h. ein Baum mit genau einer Verzwei- 
gungsecke, und enth~ilt F keine ~*-Ecke, dann kann M r i m  Seiffertschen Sinn mit 
Zerlegungsfl~iche S z gefasert werden [5]. Unter diesen Graphenmannigfaltig- 
keiten wurden in [6] diejenigen bestimmt, deren Fundamentalgruppe endlich 
ist. Es sind die B~iume der Gestalt 

0 0 . - . . . , . -  - - - - - - - - - - O  

Fig. 3 

und (ord Grl, ord Gr~, ord Gr~) = (2, 3, 3) 

(2,3,4) 

(2,3,5) 

(2,2,n) 2 < n < ~ .  

5.3. Satz. Sei F ein Baum ohne ~-Ecken, Gr= ( x  1 . . . .  x ,  I Ru(xi)). 

Behauptun9. (i) G r i s t  ,qenau dann zyklisch, wenn F reihenf6rmig ist. 
(ii) Sei F nicht reihenf6rmi 9 und keiner der in 5.2 aufgez~ihlten B~tume. Dann ist 

Gr nicht endlich und alle xi, i = l . . . . .  n, haben unendliche Ordnun9 in Gr. 

Mit diesem Satz ist es m6glich, ffir viele Graphen Restklassengruppen yon 
G r als fiber Z amalgamiertes Produkt  zu schreiben, was ftir den Beweis der Nicht- 
aufl6sbarkeit yon G r yon Vorteil ist. 

Der Beweis des Satzes 5.3 beruht wesentlich auf Satz 5 [4] : 

5.4. Satz. M sei eine 3-dimensionale, orientierte Mannigfaltigkeit, nl(M) sei 
nieht endlich, nicht zykliseh und kein freies Produkt. 

Behauptung. 7z I ( M) enthiilt keine Elemente endticher Ordnung. 
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U m  Satz 5.4 anwenden zu k6nnen,  beweist man zun~ichst 

5.5. Satz. F sei ein Baum ohne ~-Ecken, G r = ( X  t . . . . .  x , ]Ru(x i ) ) , x  ~ . . . . .  x ,  
seien verschieden yon I ~ G r. 

Behauptung. Falls ein x i endliche Ordnung in Gr hat, ist G r kein J?eies Produkt. 

Mit Satz 5.5 gentigt es wegen 5.4 zu zeigen, dab f'tir die in 5.3 (ii) voraus- 
gesetzten B~iume F die Gruppe  G r nicht endlich und nicht zyklisch ist und alle 
Erzeugenden xl,  ..., x,  verschieden von 1 sind. Der  Beweis ist recht umfangreich 
und bedarf  vieler Fal lunterscheidungen.  Er enth//,lt j edoch  schon einen groBen 
Teil des Beweises von 

5.6. Satz  Sei F ein Graph ohne ~-Ecken mit aufl6sbarer Gruppe G r. Dann ist F 
einer der Jblgenden Graphen : 

(i) F i s t  reihenJ~irmi9, 
(ii) F ist sternJ~Jrmig yon der Gestalt 

a 

- f  , g  

Fig. 4 

a ~ Z und (ord Grl, ord G~5, ord Gx?) = (2,3,3) 

(2,3,4) 

(2,3,6) 

(2,4,4) 

(3,3,3) 

(2,2,n) 

(iii) F i s t  yon der Gestalt 

2 e~ ~ . , , ,  a5 a6 
o.-.....- . . . .  

2e 2 ~ "  

Fig. 5 

2 < n < ( z ~ ,  

/ ~ 2 q  
an, o-1 a ~  

2e~ 

ei = -_+ 1, i = t . . . . .  4, n > 5 ( fur  n = 5 ist F sternf6rmig), 
(iv) F i s t  rein zyktisch, d. h. jede Ecke ist 2-Ecke. 

Bemerkung. Der  Beweis, dab die Gruppen  der aufgez/ihlten Graphen  auf- 
16sbar sind, l~il3t sich fast wSrtlich aus [8] tibernehmen. 
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5.7. Enth~ilt F eine *~-Ecke, so sind folgende Fiille zu untersuchen: 
(A) Eine #-Ecke, z.B. x~, ist einer Verzweigungsecke, die nicht auf einem 

Zyklus liegt, benachbart: 

×i 

Fig, 6 

Dann ist Gt -~ GI~ * " "  * G r . .  

(B) Eine i*-Ecke ist einer Verzweigungsecke auf einem Zyklus benachbart: 

x 

Fig. 7 

Wir erhalten G r - ~ Z ,  Gro, Gr, * ... * Grr, wobei F o der Graph F - { x i ,  x i+l}  
- r l  . . . . .  F i s t .  

Wie nun leicht zu sehen ist gilt 

5.8. Satz. Der Graph F enthalte mindestens eine g-Eeke xi. 
(i) 1st xi yon der Gestalt (A), dann ist Gr 9enau dann aufl6sbar, wenn entweder ein 

j existiert, so dab Gr: aufl6sbar ist und Grk = ( t ) J ~ r  k =  1, ..., r, k4: j ,  oder es gibt 
j, k e  {t . . . . .  r), so dab G r ~ G x ~ Z z  und Gn =(1) J~r 1= t . . . .  , r , l : ~ j , k .  

(ii) Fiir #-Ecken der Gestalt (B) ist G r genau dann aufl~sbar, wenn Gro . . . . .  Grr 
=(1) ist. 

Wie schon Waldhausen [9] gezeigt hat, lassen sich Graphenmannigfattigkeiten, 
deren Graph eine ~-Ecke enth/ilt, in eine zusammenh~ingende Summe zerlegen, 
woraus der Satz 5.8 ebenfalls folgt. 

5.9. Satz. F enthalte eine #-Ecke. Dann ist J~r Graphen yore Typ (A) 

Mr  ~ Mr,# . . . # Mr, , 
J~r Graphen yore Typ (B) 

Mr ~ Mro#Mr,  lt... # M r  #S 2 x S 1 . 

Aus den Siitzen 5.1, 5.3, 5.7, 5.9 und einer leichten Induktion tiber die Anzahl 
der lt-Ecken erhalten wir 
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5.10. Satz. Sei F ein Graph mit G r = ( l  ). 
Behauptun,q. 

M r , ~  S 3 . 

Mit Satz5.10 definieren wir ein weiteres Reduktionsverfahren (RIII) fi, ir 
Graphen. 

5.1 t. Satz. F sei ein Graph der Gestalt (A) oder (B), sei Gr. = (1) fftr i ~ { 1 . . . . .  r} 
und F = F -  F i. 

Behauptung. 
M r ~ M r .  

Sind alle Graphen so weit wie m~glich reduziert, d. h. sie erffilten Lemma 4.4 
und es existieren keine nach 5.tl reduzierbare Teilgraphen, dann lassen sich 
5.6 und 5.8 zusammenfassen: 

5.12. Satz. G r i s t  genau dann aufl6sbar, wenn F einer der folgenden Graphen 
ist : 

(i) F i s t  einer der in Satz  5.6 aufgez5htten Graphen, 
(ii) F i s t  vom Typ (A) mit r = 2 und Gri ~ Gr2 ~ ;E2, (Gr ~ Z2 * •2, Mr  "~ L(2,1 ) 

(iii) F i s t  yore Typ (B) mit r = 0  und Gr=(1  ), (Gr~-;E, M r ~ S 2 ×  S1). 

Aus 5.1, 5.3 und 5.12 folgt 

5.13. Satz. Sei F ein Graph mit G r ~-7Z. 
Behauptung. 

M r ~ S 2 x S  1 . 

Den zitierten S~itzen ist sofort zu entnehmen, ffir welche Graphen Gr -~ Z 
auftritt. 

§ 6. Faserbarkeit vom M r iiber S 1 

Oben wurde gezeigt, wann Graphenmannigfaltigkeiten S2-Bfindel fiber S 1 
sind. Wir werden nun diejenigen Graphen bestimmen, deren Graphenmannig- 
faltigkeiten als Torusbfindel fiber S 1 fasern. Aus der exakten Homotopiesequenz 
sieht man sofort notwendige Bedingungen ffir die Faserbarkeit yon M r in diesem 
Sinn: 

(i) Gr aufliSsbar und 
(ii) ord(Ht (Mr, Z)) nicht endlich. 
Wie es sich zeigt, sind diese Bedingungen und Gr + Z auch hinreichend. 
Ffir Baummannigfaltigkeiten sternfi3rmiger Graphen ohne ~-Ecken (Sei- 

fertsche Fasemiume mit Zerlegungsfl~iche S z) folgt aus den Resultaten von 
Orlik-Vogt-Zieschang [4] sogar, dab (ii) hinreichend ffir Faserbarkeit von M r 
als Fl~ichenbfindel fiber S 1 ist. 

Falls eine Graphenmannigfaltigkeit Mr als Fl~ichenbiindel fiber S I fasert, 
ist G r genau dann aufl6sbar, wenn das Geschlecht der Faser <1 ist. Aus den 
Resultaten von Watdhausen [9] folgt die Irreduzibilit~it der Graphenmannig- 
faltigkeiten mit aufl6sbarer Fundamentalgruppe und unendlicher erster Homo- 
logiegruppe. Mit dem Faserungssatz von Stallings [7] erhalten wir, indem wir 
nachprfifen, dab geeignete Normalteiler von G r endlich erzeugt sind, den 
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6.1. Satz.  Sei F ein Graph und G r aufidsbar. 
Behauptung. M r fasert  #enau dann fiber S 1 als S 2- oder T2-Biindel, wenn 

ord(Gr/[Gr,  Gr]) unendlich ist. 

Genau  folgende Graphenmannigfa l t igke i t en  M r lassen sich tiber S 1 mit  
Faser  S 2 oder  T 2 fasern (wir setzen F natiirl ich nach R I - R I I I  reduziert  voraus):  

(a) F ist eine Ecke mit  Bewertung 0, 
(b) F i s t  sternf/Srmig 

al,nl a16 2 a~ a a23 a2, 2 a2~n2 

a3,~ 

~t3, 2 

• a3, n3 
Fig. 8 

und ist ~i = P(ac 1 . . . . .  ai,,,), 

[3i = P(ai, 2 . . . . .  ai,,,) , i = 1,2, 3, 

dann mul3 (tcq 1, I~21 , Ia3J) eins der Tripel  (2, 3, 6), (2, 4, 4) oder  (3, 3, 3) sein und a die 
Gle ichung 

ao~ l 0~2°c3 - -  ~10~20~3 -- f120~1 ~3 -- ~30~I 0(2 = 0 

erf'tilten. 
(c) F i s t  der G r a p h  

1 
2e~ 

2 e 1 ~ ~ 2 e 2  2e3 

Fig. 9 

und e i=  + l , a = ½ ( e l  + e z  + %  +~4)- 

(d) r i s t  v o n d e r  Ges ta l t  

2e- 1 o,,.. 

2 e 2 c ~  s 

~ 2 q  a 6 ~tn_ I a~%,~ 

2e~ 
Fig. i0 
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mi t  ~,i = --+ 1, n > 6 u n d  

P(a5 - ½(gi + e2), a6 . . . . .  a , _  1, a ,  - ½(e 3 + e4) ) = 0 .  

(e) F i s t  re in  zykl isch.  

(f) F i s t  ein G r a p h  mi t  e i n e m  Z y k l u s  u n d  e iner  #-Ecke ,  

x,l° 
\ 

>,%. yJ 
"~. / ~ \ /  ~ "~ .  / / ~ /  

Fig. 11 
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SO d a b  F = F -  {x 1, X2} ein B a u m  mi t  G ? = ( 1 )  ist. 
In  den  F~illen (a) u n d  (f) ist MF,.~S2)< S1, in den  a n d e r e n  F~illen faser t  M r 

als T o r u s b i i n d e l  t iber  S 1. 
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