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Knoten mit zwei Briicken 
Won 

H O R S T  SCHUBERT 

Briickendarstellungen von Knoten und Verkettungen warden yon TORm~S 
und F o x  [10] und dem Verfasser [6] unabh~ingig voneinander eingefiihrt. Da 
der Kreis der einzige Knoten ist, der eine solche Darstellung mit  nut  einer 
Brticke besitzt, liegt es nahe, diejenigen Knoten und Verkettungen zu klassi- 
fizieren, die Briickendarstellungen mit  zwei Briicken besitzen. Dies sind gerade 
diejenigen, die frtiher als Vierge]lechte Interesse gefunden habenl). 

Es seien E 1 und E~ zwei parallele Ebenen im 3-dimensionalen euklidischen 
Raum R ~. Wir bezeichnen sie als waagerecht und E 1 als die obere yon beiden. 
Eine Bri~ckendarstellung mit zwei Bri~cken besteht aus je zwei Streckenztigen in 
E1 und E~ and vier dazu senkrechten Strecken, die sich zu einer oder zwei 
orientierten Knotenlinien zusammensetzen. 

Is t  k eine solche Brtickendarstellung, so l~il3t sich durch Deformation yon k 
eine Normal/orm herstellen, die bei senkrechter Projektion nur endlich viele 
Doppelpunkte 5esitzt und bei der die beiden Streckenztige auf E~ yon den 
Projektionen der auf E 1 liegenden Streckenztige abwechselnd getroffen werden, 
sofern k nicht zwei unverkettete Kreise darstellt (w 3). S'ieht man yon den 
Endpunkten der Streckenztige ab, so erh~lt man Unterkreuzungen, deren 
Anzahl v o n d e r  Form 2n ist. Falls n 4:0  ist, also Unterkreuzungen vorhanden 
sind, bezeichnen wir ct = n + 1 als Torsion yon k. AuBerdem betrachten wir 
fiir einen auf E 2 liegenden Streckenzug yon k den ersten Unterkreuzungspunkt 
im Sinne der Orientierung yon k. l~lber ihm liegt ein Punkt  eines Streckenzuges 
auf E 1, welcher der m-te ~Jberkreuzungspunkt dieses Streckenzuges sei. Wit  
setzen /5=c~--m,  wenn die Unterkreuzung von rechts nach links erfolgt, 
/5 = m--c t  im anderen Falle und bezeichnen /5 als Kreuzungsklasse von k. 
Besitzt die Normalform keine Unterkreuzungen, so stellt sie entweder den 
Kreis oder zwei unverkettete Kreise dar. I m  ersten Falle setzen wir ~ =/5 = I,  
im zweiten ~ =/5 = 0. Dutch Angabe von ct und/5 ist die Normalform his auf 
unwesentliche Deformationen best immt,  so dab wir sie durch das Paar  (a,/5) 
bezeichnen k6nnen. Ftir a > I i s t /5  ungerade, teilerfremd zu a und 1/51 < ~ ,  und 
zu jedem Paar  (ct,/5), das diesen Bedingungen gentigt, geh6rt eine Normalform. 
Bei ungeradem a stellt die Normalform einen einzigen Knoten dar, bei geradem 

zwei verkettete Kreise. 

Zwei Normalformen (a,/5) und (~',/5') stellen genau dann denselben Knoten 
bzw. dieselbe Verkettung dar, wenn ct =0~' und /5=/5 '  oder /5/5 '= 1 modulo 2a 

1) Dies folgt  unmi t t e lba r  aus der  Defini t ion der Viergei lechte und  SCHUBERT [a] w 2. 
0 b e r  u  s. BANKWlTZ und  SCHUMANN [1] und  REIDEMEISTER [4]. 
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ist (w 3)- Die hier betrachteten Knoten und Verkettungen sind also durch die 
Brfickenzahl 2, die Torsion und die beiden m6glichen Werte der Kreuzungs- 
klasse vollst~ndig charakterisiert. Sie sind s~mtlich symmetrisch (w 3)- Da aus 
der Normalform (~, fl) dutch Spiegelung an einer senkreehten Ebene die Normal- 
form (~,--fl) entsteht, ist ein Knoten zur Normalform (~, fl) genau dann 
amphieheiral, wenn f l ~ -  t modulo 2~ ist, und nur die Normalform (0,0) 
stellt eine amphicheirale Verkettung dar. 

Zu den betrachteten Knoten geh6ren die Torusknoten der Umlaufzahl 2. 
Ffir diese ist fl = 4- t u n d  ~fl die Versehlingungszahl. Ferner geh6ren hierher 
diejenigen Schlingknoten, deren Diagonalknoten der Kreis ist (w 3). Diese 
besitzen Normalformen der Gestalt (~, 4- (~ -- 2)), womit sieh eine Vermutung 
von H. SEIFERT [91 best~itigt, dab der Kreis und der Viererknoten die einzigen 
amphicheiralen Schlingknoten sind. 

Die hier betrachteten Knoten und Verkettungen stehen in einer engen 
]3eziehung zu den Linsenr~umen, die von H. SEIFERT bemerkt wurde. Sei k 
eine Brfickendarstellung mit zwei Brticken. Wird der R ~ zur 3-Sph~tre S 3 
geschlossen, so ist die zweibl~ttrige, l~ngs k verzweigte ~berlagerung der S 8 
ein Linsenraum, und es k6nnen alle Linsenr~ume so dargestellt werden (w 4). 
Damit l~13t sich die angegebene Klassifikation erhalten bis auf dieienigen Ver- 
l~ettungen, deren Verschlingungszahl null ist. Um auch diese mit zu erfassen, 
wird der Klassifikationssatz mit kombinatorischen Methoden bewiesen (w167 5 
bis t0). 

Im Anhang geben wir Normalformen fiir diej enigen Knoten der ALEXANDER- 
BRIGGSschen Tabelle an, ffir die Briickendarstellungen mit zwei Brficken ge- 
funden wurden. 

w 1. Brfickendarstellungen 
Es sei ~3 ein 3-Simplex, das der euklidische Raum R 3 mit einer 3-Sphere S 3 

gemein hat, die Rand eines euklidischen 4-Simplexes ist. R 3 und S 3 seien mit 
einer festen Orientierung versehen und zwar so, dab die Orientierungen auf ~ 
iibereinstimmen. Alle zu betrachtenden Knotenlinien und Fl~chen sollen in ~z 
liegen, was weder fiir die Einbettung in den R 3 noch fiir die Einbettung in die 
S a eine Einschr~tnkung der Allgemeinheit bedeutet2). Werden semilineare 
Abbildungen (s-Abbildungen) des R 3 oder der S 3 ausgeffihrt 8), so sollen auch 
die Bilder der jeweils betrachteten Knotenlinien und Fl~chen in ~ liegen. Die 
s-Abbildungen des R 3 sind dabei immer noch so abge~ndert zu denken, dab 
sie aul3erhalb ~3 die Identit~tt sind und somit eine s-Abbildung der S 3 indu- 
zieren. Alle Komplexe sollen stets eine Zerlegung in euklidische Simplexe 
besitzen. 

Sei ~ eine Kugel4). kl, k 2 . . . . .  k~ seien Sehnen von ~, d .h .  paarweise 
disiunkte, orientierte Streckenzfige auf ~, die mit dem Rande yon ~ nur die 

3) Vgl. hierzu [6] w t .  
3) ~)ber s-Abbi ldungen s. GRAEUB ~3]. Die benu tz t en  Resul ta te  l inden sich auch in [7] 

zusammengeste l l t .  AIle s -Abbi ldungen sollen or ient ierungserhal tend sein. 
a) VCir vers tehen hierunter  das semilineare ]3ild t ines  3-Simplexes.  
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Endpunkte  gemein haben. Wenn es n paarweise disiunkte Elementarfl~chen- 
stiicke el, % . . . . .  % auf ~ gibt mit  der Eigenschaft, dab der Rand yon ei 
(i = t ,  2 . . . . .  n) aus ki und einem Streekenzug l i auf dem Rande yon ~ besteht 
und dab l i den Durchschnitt  yon ei mit  dem Rande yon ~ ausmacht, so sagen 
wir, dab die Sehnen ki in ~ ein/ach sind oder dab eine Kugel mit n einJachen 
Sehnen vorliegt und dab die Elementarfl~chensti~cke ei in die Sehnen ki von 

eingespannt sin& 

Wie wir unten zeigen, stehen Kugeln mit  einfachen Sehnen in engem 
Zusammenhang mit Bri~ckendarstellungen, bei denen wit durchweg die folgende 
Gestalt benutzen wollen : Es seien T 1 und T~ zwei konzentrische Tetraeder, die 
beztiglich des gemeinsamen Mittelpunktes Z ~ihnlich liegen und von denen T 1 
das innere bezfiglich des R 3 sei. Eine Bri~ckendarstellung k mit n Bri~cken besteht 
aus je n paarweise disjunkten Streckenztigen auf T 1 und auf T, und 2 n  Strecken 
auf Geraden durch Z, die sich zu einer oder mehreren orientierten Knotenlinien 
zusammensetzen. Dabei liegt k auf der yon T 1 und T,.berandeten Kugelschale, 
und wir bezeichnen T 1 als das inhere, T~ als das guflere Grenztetraeder von k. 
Es kann angenommen werden, dab k im Inneren des Projektionskegels von Z 
nach einer (2-dimensionalen) Seite yon T, liegt, da sich dies stets durch eine 
zentrische Abbildung erreichen l~13t, d. h. durch eine s-Abbildung des R 3, welche 
jedes zu T 1 konzentrische und ~ihnlich gelegene Tetraeder in sich fiberfiihrtS). 

Sei T ein solches Tetraeder zwischen T 1 und Tz. Durch T wird die S 3 in 
zwei Kugeln ~ und g zerlegt, und es bildet k in ~ und g je n Sehnen. Diese 
sind in ~ bzw. g einfach. Man erh~ilt n~imlich Elementarfl~ichenstiicke, die in 
diese Sehnen eingespannt sind, wenn man k v o n Z  aus projiziert. Eine Briicken- 
darstellung mit  n Bracken gibt also Anlal3 zu einer Zerlegung der S 3 in zwei 
Kugeln mit  j e n einfachen Sehnen. Davon gilt auch die Umkehrung: 

S a t z  1. Die Verkettung ~ yon m ~ 1 Knoten werde durch ein System k yon 
m Knotenlinien dargestellt. ~ besitzt genau dann eine Bri~ckendarstellung mit 
n Bri~cken, wenn sich die S 8 durch eine 2-Sphgre so in zwei Kugeln zerlegen lgflt, 
daft k in ieder der beiden Kugeln n ein/ache Sehnen bildet. 

Beweis. Besitzt n e i n e  Briickendarstellung k' mit n Briicken, so gibt es 
nach d e m  Vorangehenden zu k' eine 2-SpNire T' mit den genannten Eigen- 
schaften. Eine s-Abbildung, die k' auf k abbildet, ffihrt T' in eine 2-Sphitre der 
gewtinschten Art fiber. 

Sei umgekehrt  T eine 2-Sphere, welche die S 8 so in zwei Kugeln ~, g zerlegt, 
dab k in ~ und g je n einfache Sehnen bildet. In die Sehnen von ~ bzw. 
spannen wir die Elementarfl~ichenstficke ei bzw. ~i (i = 1, 2 . . . . .  n) ein. Dutch 
eine geeignete s-Abbildung wird T in ein Tetraeder fibergeftihrt, wobei ~ in 
das Innere yon T (beztiglich des R 3) fibergehe. Wird T auf seinen Mittelpunkt 
hinreichend wenig stetig zusammengezogen, so trifft das dabei aus Tentstehende 
Tetraeder jedes der Elementarfl~ichenstficke ei nut  in einem einzigen Quer- 
schnitt. Es werde T so zu T 1 zusammengezogen. Entsprechend entstehe T, aus 

5) Vgl. [6] w 2. 
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T durch stetige Dehnung, wobei w~hrend der Dehnung das aus T entstehende 
Tetraeder jedes Elementarfl~chenstfick ~i in nur  einem Querschnitt  treffe. T 1 
bzw. T 2 schneidet von ei bzw. fi ein Elementarflitchensttick im Inneren von 
T~ bzw. im ~uBeren von T~ ab. ~lber dieses l~iI3t sich das yon k herrfihrende 
Randstt ick kombinatorisch isotop in den Schnitt  von T 1 bzw. T~ mit  ei bzw. ~ 
deformierenB), k ist danach eine verallgemeinerte Brtickendarstellung 2. Ar t  
mit  n Brticken im Sinne yon [6] und l~Bt sich durch eine zentrische Abbildung 
in eine Brfickendarstellung der oben beschriebenen Art  fiberfiihren 7). 

Hi l f s sa tz l .  Es sei k ein System von Knotenlinien, dessen Durchschnitt mit 
der Kugel 2 aus n Sehnen k~ (i = t,  2 . . . . .  n) yon 2 bestehe. 2 werde durch ein 
Elementarflgchensti~ck e so in zwei Kugeln zerlegt, daft die Sehnen ki au] e liegen 
und yon e paarweise disjunkte Elementarfldchensti~cke abschneiden. W sei eine 
Kuget im Inneren yon 2, deren Durchsehnitt m i t e  ein Elementarfliiehensti~ck e' 
ist, das mit jeder der Sehnen k~ genau eine Sehne k~ yon W gemein hat. Dann gibt 
es eine s-Abbildung, die 2'  au] 2, e' au] e und k au/ sich abbildet. 

Beweis. Durch eine semilineare Hilfsabbildung kann  erreicht werden, dab 
ein euklidischer Wfirfel ist, in dem e eben und parallel zu einer Wiirfelseite 

liegt s). Die Abbildung kann zudem so geschehen, dab eine der Sehnen, etwa ki, 
eine Strecke auf e ist und dab k den Wfirfelrand in den Endpunk ten  von k~ 
geradlinig durchsetzt.  Man erkennt  nun, dab sich 2 ' +  k so deformieren l~iBt, 
dab k in sich iibergeht und  k~ so auf W zu liegen kommt ,  daB die Endpunk te  
yon ki und  nur  diese gemeinsame Punkte  der R~inder von ~ und W werden, 
w/ihrend der Durchschnit t  yon W m i t e  ein Elementarfl~chensttick bleibt und 
sich auf den yon ki verschiedenen Sehnen nicht ~ndert. Die entsprechende 
Konstrukt ion kann der Reihe nach ffir alle Sehnen yon  ~ ausgeftihrt werden. 
Die R~tnder von 2 und W haben dann die Endpunkte  der Sehnen k i ( i =  t, 
2 . . . . .  n) gemein. Der Durchschnit t  yon W mit  r ist ein Elementarfl~chenstfick 
e', das die Sehnen k~ en tMl t  und dessen Komplement  bezfiglich e aus n E!emen- 
tarfl~ichenstticken ~1, ~. . . . . .  ~ besteht.  Den Rand  von ~ bilden ein Strecken- 
zug s~ auf dem Rande von 2 und ein Streckenzug sl- auf dem Rande yon W, 
wobei ~ mit  den Sehnen von ~ nur  die Endpunk te  von ss und s~ gemein hat. 
Da  sich s'~ fiber ~i kombinatorisch isotop in s~ deformieren l~il3t, kann  man  e' so 
in e iiber.fiihren, dab k punktweise festbleibt und  dab der Rand  yon e der Durch-  
schnitt  der R~inder von 2 und W wirdg). Das Komplement  von W bezt~glich 

besteht  dann aus zwei Kugeln, deren Durchschnit t  mit  k nur  aus den Sehnen- 
endpunkten besteht  und verm6ge deren man den Rand  von W in den Rand  
yon ~ bei festem k fiberftihren kann. 

S) GRAEUB E3], S. 33- 
~) [6] w 2. Der dortige Hilfssatz 1 iibers sich ohne weiteres auf den bier ben6tigten 

SachverhMt, bei dem start senkrechter Strecken zwischen waagerechten Ebenen zentral 
gerichtete StreckerL zwischen T 1 und T 2 ben6tigt werden. 

s) Vgl. hierzu die Konstruktion in [8] S. 42, 43. 
9) Vgl. [7] S. 27t .  
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w 2. Kugeln mit zwei einfachen Sehnen 

Ft i r  eine Kugel  mi t  zwei einfachen Sehnen sind die beiden E lemen ta r -  
fl~chenstticke, die m a n  in die beiden Sehnen e inspannen kann,  bis auf  De- 
fo rmat ion  1~ e indeut ig  bes t immt .  Dies ergibt  sich aus dem Beweis von 

Sa tz  2. k sei eine Knotenlinie, deren Durchschni# mit der Kugel ~ aus zwei 
ein[achen Sehnen von ~ bestehe, el, e~ und e~,-e~ seien ie zwei Elementar]ldchen- 
sti~cke au] ~, die in diese Sehnen eingespannt sind. Dann #bt  es eine s-Abbildung, 
die ~ au] sich und el, e~ au] el, e~ abbildet und die au] k und auflerhalb einer 
beliebig kleinen Umgebung von ~ die Identit~t ist. 

A n m e r k u n g .  Der Saiz bleibt richtig, wenn k aus zwei Knotenlinien besteht. 
Ein entsprechender Satz gilt nati~rlich ]i~r Kugeln mit einer ein]achen Sehne, 
dagegen nicht ]i~r mehr als zwei Sehnen. 

W i r  beweisen zun~chst :  

H i l f s sa t z  2. Au] einem Elementar]l~chensti~ck e seien zwei mittlere Punkte A,  B 
durch zwei doppelpunkt]reie Streckenzi~ge v, w verbunden. Dann l~flt sich v au] e 
kombinatorisch isotop in w de]ormieren. 

Beweis. Dutch  kombina to r i sch  isotope Deformat ion  von v 1ABt sich zu- 
n~chst  erreichen, dab  der  Durchschn i t t  yon v und  w nu t  aus den E n d p u n k t e n  
und isol ier ten Schn i t t punk ten  besteht .  Haben  nun v und  w nur  die E n d p u n k t e  
gemein,  so be randen  sie auf e ein Elementarf l~chenst t ick ,  ~iber welches v in w 
deformier t  werden kann.  Den Fal l ,  dab  v und  w noch Schn i t t punk te  gemein 
haben,  f i ihren wir  hierauf  zurfick du tch  folgende Re duk t i on :  

W i t  zAhlen die E n d p u n k t e  A und  B als Schn i t tpunkte ,  solange noch min- 
destens ein echter  Schn i t t punk t  vorhanden  ist. Seien C und D zwei auf w 
aufeinanderfolgende Schn i t tpunk te .  Sie schneiden aus w ein yon wei teren 
Schn i t t punk ten  freies St~ick w' aus und  aus v ein StrUck v', das zusammen mi t  
w' auf e ein Elementar f l~chens t i ick  ~ berandet .  Fa l l s  ~ keinen der  Punk te  A,  B 
im Inneren  enth~lt ,  so m a c h t  v' den Durchschn i t t  von v und  fi aus, und  es kann  
mindes tens  ein Schn i t t punk t  von v und w dadurch  besei t ig t  werden,  dab  m a n  
v' fiber ~ in w' deformier t  und anschlieBend auf das g gegentiberl iegende Ufer 
von w abhebt .  Wenn  A oder B E n d p u n k t  yon w' ist, so is t  dieser P u n k t  be im 
Abheben  festzulassen. 

Die geschi lder te  Reduk t ion  ffihren wir  so oft wie mSglich fiir auf w be- 
nachba r t e  Schn i t t punk te  aus. Der  Durchschn i t t  yon v und w bes teh t  dann  
nur  noch aus den E n d p u n k t e n  A und  B. Der  Nachweis  erfolgt indirekt .  
Seien A = C o, C1 . . . . .  C~= B die verb l iebenen Schn i t t punk te  von v und  w 
in ihrer  Reihenfolge auf  w, und  nehmen wir  an, dab  n > t ist. Ci-1 und  C~ 
(i ---- 1, 2 . . . . .  n) schneiden dann  aus w ein St~ick w i und aus v e i n  St t ick v~ aus. 
Das von C~ nach B ffihrende St~ick yon v bezeichnen wir  mi t  ui. Nun  beranden  
wl und  vl auf e ein Elementarf l~chenst f ick  fl~, das nach  dem Vorangehenden 
den P u n k t  B en tha l t en  muB. u~ l iegt  daher  auf ~t und auch w2, weil sich v und  w 
in C 1 durchsetzen.  C 2 muB auf u 1 l iegen (Fig. t ) ,  da  andernfal ls  w 2 von gl ein 

lo) i m  S i n n e  y o n  ~7] w I.  
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yon v s und w 2 berandetes Elementarfl~chensttick g' abschnitte, das weder A 
iloch B im Inneren enthielte, weil w 1 und damit u 1 nicht auf g' liegen kSnnte. 
v 2 und w s beranden also auf ~1 ein Elelnentarfl~chensttick g~, das Init deln Rande 
yon ~ nur den Punkt  C~ gelnein hat und daher A nicht enth~lt. Also liegt B 
und dalnit u s auf gs. Diese Schlui3weise l~13t sich unter jeweiliger ErhShung der 
Indizes um I wiederholen. Man gelangt so zu eineln yon v~_ 1 und w~_ 1 be- 
randeten Elelnentarfl~chensttick g~_l, das den Punkt  B, nicht aber A enth~lt 

F i g .  1 

und das auf gn-s C. . .  C gl liegt. Dann liegen 
aber v, und w, auf ft,-1 und beranden auf 
~,-1 ein Elementarfl~chenstfick %, das A 
nicht enth~lt und B als Randpunkt  besitzt, 
womit sich ein Widerspruch ergibt und die 
Behauptung folgt. 

Beweis yon Satz 2. Es seien k~, k~ die 
beiden Sehnen und T der Rand von ~. In k 1 
seien el und el eingespannt, und es seien w 
bzw. v die auf T liegenden Randstiicke yon r 

t t bzw. e~. Wir ffihren zun~chst el in e 1 tiber. 

1. Schritt. Redukt ion  der Schnit te yon w und  v. 

Die Reduktion entspricht derjenigen iln Beweise von Hilfssatz 2, wobei hier 
verlangt wird, dab die dort Init v' und w' bezeichneten Stt~cke voll v und w auf 
T ein Elelnentarfl~chensttick ~ beranden, das keinen der Endpunkte yon k 1 
und k s i m  Inneren enth~lt. Sie werde so oft wie InSglich ausgefiihrt. Jede 
Reduktion l~13t sich auch durch eine s-Abbildung erhalten, die T in sich fiber- 
fiihrt und k punktweise festl~Bt. 

2. Schritt. Redukt ion  der Schnit te yon e 1 und el. 

Durch isotope silnpliziale Deforlnation yon k + T + e'l, die T in sich t~ber- 
ftihrt, k punktweise festl~13t und die Zahl der Schnittpunkte yon v und w nicht 
~ndert, kann erreicht werden, dab der Durchschnitt yon r und el aus deln 
gelneinsalnen Randsttick k~ und Schnittlinien besteht, die geschlossen oder 
mSglicherweise Querschnitte sind und die h6chstens Punkte yon kl gelnein 
haben. Querschnitte, Jeren beide Endpunkte auf k 1 liegen, denken wir uns 
dutch das yon den Endpunkten aus k 1 ausgeschnittene Stiick geschlossen. 
Unter den geschlossenen Schnitten gibt es einen auf e~ innersten s, der auf e~ 
ein yon weiteren Schnitten freies Elelnentarfl~chensttick 4 berandet. Auf el 
berandet s ein Elementarfl~chensttick 4', wobei 4 und 4' mit  T hSchstens die 
Endpunkte von k 1 gelnein haben. 4 und 4' beranden auf ~ eine Kugel g. Ge- 
Ineinsame Punkte yon k und g kSnnen nur auf s liegen und Inachen dann ent- 
weder nut  einen Punkt  oder ein zusamlnenh~ngendes Sttick yon kl aus. Durch 
eine s-Abbildung, die auf k und iln Kolnplement yon ~ die Identit~t ist, kann 
der Schnitt s so beseitigt werden, dab keine neuen Schnitte entstehen. Es 
werden so der Reihe nach alle geschlossenen Schnitte yon el und el beseitigt. 
Danach sind alle Schnitte verschwunden: 
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3 .Schr i t t .  Nachweis ,  daft der Durchschni t t  yon e~ und  e~ nur  noch aus k 1 

besteht. 
Nehmen wir  an, dab  noch Querschni t te  yon  el und  e~ vorhanden  sind. Unter  

diesen k6nnen solche sein, die einell E n d p u n k t  auf k~ besi tzen,  der  n icht  zugleich 
E n d p u n k t  yon kl ist. Wi r  denken uns diese durch ein St i ick yon k 1 so ver-  
l~ingert, dab  beide  E n d p u n k t e  auf  T liegen. Jede r  Querschl l i t t  schneidet  dann  
yon  el ein Elementar f l~chens t i ick  ab, das mi t  T genau ein zusammenh~ingendes 
Stt ick des Randes  gemein hat .  Sei ~ ein auf el inners tes  solches E lemen ta r -  
fi~ichenstiick. 'Es  wird b e r a n d e t  yon e inem Querschni t t  s ul ld einem St i ick t 
yon w, und  es enth~ilt ~ aul3er dem Randbogen  s keinen wei teren Querschni t t .  
Von e~ schneidet  s ein Elementarf l~ichenst i ick ~' ab, das  yon S und  einem St i ick t '  
yon  v be rande t  wird,  wobei  t und  t' genau die E n d p u n k t e  gemeill  haben.  

+ ~' is t  ein Elementarfl~ichenstt ick,  das ~ ill zwei Kugeln  zerlegt.  Eine von 

Fig. 2 a Fig. 2 b 

beiden,  sie heiBe ~, enth~ilt keinen P u n k t  yon k 1 im Inneren.  Der  Durchschn i t t  
yon ~ und  T ist  ein Elementarf l~ichenst i ick %, das  yon  t und  t' be rande t  wird  
und  keinen E n d p u n k t  yon kl im Inneren  enth~ilt. Der  Durchschn i t t  yon  go 
und  v bes teh t  daher  aus t' �9 k s l iegt  auf ~, well  andernfal ls  go keinen der  End-  
punk te  yon k 1 und  k s im Innerel l  enthie l te  im Wide r sp ruch  zum t .  Schr i t t .  

Seien C_ 1 und  C o die E n d p u n k t e  yon t. Mindestens einer yon beiden,  
e twa  C o, is t  n icht  E n d p u n k t  yon  k~. C o zerlegt  w in zwei Stiicke. Dabei  sei 
w o dasjenige,  das m i t t  nur  den E n d p u n k t  C o gemeiI1 hat .  W i r  denken uns 
w o in C o en t spr ingend  und  be t r ach t en  den auf w o n~ichsten S c h n i t t p u n k t  C 1 
yon  v und  w. C o und  C 1 schneiden aus w ein St i ick  w 1 und  aus ve in  St i ick v 1 aus. 
w 1 h a t  mi t  % h6chstens die E n d p u n k t e  gemein,  weil  sich v und  w in C o schneiden 
und  der  Durchschn i t t  von go und  v aus t '  bes teht ,  und  es be randen  vl und  w~ 
auf T ein Elementarfl~ichenstt ick g~, das  mi t  go keine inneren P u n k t e  gemein 
hat .  g~ enth~ilt mindes tens  einen der  E n d p u n k t e  yon k 1 im Inneren,  da  sonst  
ein Wide r sp ruch  zum t .  Schr i t t  vorl~ige. Es kann  auch nur  ein E n d p u n k t  von 
k 1 im Inneren  von gl liegen (Fig. 2a  und  b). D a  sich ll~imlich v und  w in C o 
durchse tzen  und  da  go und  gl in der  Umgebung  yon  C o a n  verschiedene Ufer  
von v anstoBen, kann  n u t  eines der  be iden  Stiicke,  in welches v durch  C o zer- 
legt  wird,  auf  gl liegen, w~ihrend das  andere  mi t  gl n u t  dell E n d p u n k t  C o gemein 
hat .  Sei B der  auf  g~ l iegende E l ldpu l lk t  yon  k~ und  v o das  yon  C o l lach B 
f i ihrende St i ick yon v. Es  kann  nun die Schlul3weise des Beweises yon Hilfs- 
sa tz  2 auf w o und  v o angewand t  werdell ,  womi t  sich der  gesuchte  Wide r sp ruch  
ergibt .  
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4. Schritt. Abschlu~ des Beweises. 

Nach dem Vorangehenden bilden el und e~ zusammen ein Elementar- 
fl~ichensttick, welches yon ~ eine Kugel ~ abschneidet, die k2 nicht enth~tlt. 
Der Durchschnitt  yon ~ und T ist ein von v und w berandetes Elementar- 
fl~ichensttick, tiber welches v kombinatorisch isotop in w deformiert werden 
kann. Da man annehmen kann, dab T ein Tetraeder und r eben ist, l~tBt 
sich das Deformationsresultat durch eine s-Abbildung erhalten, die k punkt-  
weise festl~iBt, T auf sich abbildet und e~ so, daB der Durchschnitt  von e 1 
und e~ aus dem gemeinsamen Rande bestehtn).  Danach l~iBt sich r bei festem 
k und T in el tiberftihren. 

e~ wird nun bei festem el = r entsprechend in e3 tibergeftihrt. Der 3. S chritt 
ist dabei tiberfltissig, da man verm6ge Hilfssatz 2 schlieBen kann, dab der 
t. Schritt fiir r und e~ alle Schnittpunkte der auf T liegenden Randstticke 
beseitigt. 

Aus dem vorangehenden ]3eweis ergibt sich noch: 

Hilfssatz 3. Es sei ~ eine Kugel mit zwei ein/achen Sehnen und T der 
Rand yon ~. el, e~ und e'l, e'2 seien ie zwei Elementar]ldchenst~cke au] ~, die 
in die Sehnen eingespannt sin& Die au/ T liegenden Randsti~cke yon r und e~ 
sind dann au] T kombinatorisch isotop zu den entsprechenden Randsti~cken 
yon el und r 

w 3. Normalformen 

Es sei k eine Briickendarstellung im Sinne yon w ~ mit  zwei Brticken, 
T x das inhere, T 2 das ~iuBere Grenztetraeder und Z ihr Mittelpunkt. Die 
beiden auf T 1 bzw. T 3 liegenden Stticke von k bezeichnen wir als inhere bzw. 
4u~ere Wege. Eine Strecke heiBe zentral, wenn sie auf einer Geraden durch Z 
liegt, k besteht also aus den beiden inneren Wegen, den beiden ~iuBeren Wegen 
und vier zentralen Strecken zwischen T 1 und T 3. Eine Br~cke yon k wird 
yon einem inneren Weg und den beiden anstoBenden Strecken gebildet. 
Projiziert man k yon Z aus auf T 3, so bildet sich jede zentrale Strecke in einen 
Punkt  ab, w~thrend ieder andere Doppelpunkt der Projektion Bild yon genau 
zwei Punkten auf k ist, n~imlich von einem Uberkreuzungspunkt auf einem 
inneren Weg und einem Unterkreuzungspunkt auf einem ~iuBeren Weg. 

Wir normieren die Brtickendarstellung dadurch, dab wir Unterkreuzungen 
so weit wie mSglich beseitigen. Seien wl, w 3 die Projektionen der inneren 
Wege, v~, v~ die iiuBeren Wege. Z u n ~ h s t  k6nnen v~ und v 2 bei festen End- 
punkten auf T 3 so deformiert werden, dab vl und v~ mit  w 1 und w 2 nur die 
Endpunkte und Schnittpunkte gemein haben. Die Endpunkte yon v~ und v~ 
z~thlen als Schnittpunkte, solange auf vl bzw. v 2 noch mindestens ein weiterer 
Schnittpunkt liegt. 

Nehmen wit an, dab einer der beiden Wege w 1, w3, etwa wl, zweimal 
hintereinander denselben ~iuBeren Weg, etwa vz, schneider. Die beiden 

~) Vgl. [z] s. 27~. 
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Schni t tpunkte  schneiden aus w 1 ein yon  weiteren Schnit ten freies Stiick w', 
aus v 2 ein Stfick v' aus. Es gibt dann ein Elementarfl~chenstfick 0, das yon 
w' und v' berandet  wird und das, abgesehen yon  seinem Rande,  auSerhalb T 2 
liegt. Ober  0 l~Bt sich v' kombinatorisch isotop in w' deformieren und danach 
so yon w' abheben, dab mindestens ein Schni t tpunkt  verschwunden ist. Die 
Endpunk te  von v~ und v 2 sind dabei festzulassen. Die angegebene Reduktion 
werde so oft wie m6glich ausgefiihrt. Dalaach ist eine Normalform von k 
erreicht:  Entweder  haben w~, w 2 mit  v~, v 2 nur  noch die Endpunk te  gemein 
oder jeder der beiden Wege w 1 und w~ trifft abwechselnd v~ und v~. Im 

5 
q $ 

/ a -z 

\ 
\ 

Fig. 3 Fig, 4 

zweiten Falle trifft auch jeder der beiden Wege v 1 und v 2 abwechselnd w 1 
und w2: TrAfe etwa v~ zweimal hintereinander w~, so berandeten diese beiden 
Schni t tpunkte  auf v~ ein yon weiteren Schnit ten freies Stiick, w~hrend sie 
auf w~ ein Sttick mit  einer ungeraden Anzahl yon Schni t tpunkten yon w 2 
mit  vl, v 2 berandeten,  weil w 2 abwechselnd vl und v 2 trifft. Dies ist aber 
unm6glich, weil sich wl, w2, vl, v~ zu eillem oder zwei geschlossenen Wegen 
(mit Doppelpunkten) zusamrnensetzen. 

Besitzt die Normal]otto keine Oberkreuzungen, so stellt sie entweder den 
Kreis oder zwei unverket te te  Kreise dar. Im  ersten Falle bezeichnen wir sie 
mit  (t, 1), im zweiten Falle mit  (0, 0). 

Besitzt die Normal]orm k Oberkreuzungen, so rechnen wir die Endpunkte  
der inneren Wege darunter.  Jeder  innere Weg tiberkreuzt die ~uBeren Wege 
abwechselnd, und jeder ~uBere Weg unterkreuzt  die inneren Wege ab- 
wechselnd. Die Anzahl  der Uberkreuzungen ist yon der Form 2n mit  n > 2 .  
Wir  bezeichnen c~----n- 1 als Torsion 12) yon k. Fig. 3--5 zeigen Projektionen 
von Normalformen fiir ~ ---- 7. Ist  ~ gerade, so sind die Endpunkte  eines ~ul3eren 

13) Die Abwe i chung  gegeniiber  der E in le i tung  b e r u h t  darauf ,  dab  bier  die E n d p u n k t e  
der  inne ren  "vVege als ?2berkreuzungen z~.hlen, 
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Weges yon k Endpunkte derselben Briicke, weft die ~ul3eren Wege die beiden 
inneren abwechselnd unterkreuzen, und es stellt k zwei verkettete Kreise dar. 
Ist cc ungerade, so steltt k einen einzigen Knoten dar. 

Seien u 1, u 2 die inneren, v 1, v 2 die ~uBeren Wege der Normalform k, wobei 
v I unter dem Endpunkt .,con u z entspringe. Fiir cc >1  bezeichnen wit die 
13berkreuzungspunkte auf u 1 und auf u 2 mit 0, 1 . . . . .  ,c, und zwar in der 
Reihenfolge, in der sie entgegen der Orientierung yon k auftreten. Den 
Unterkreuzungspunkten ordnen wit Restklassen modulo 2cc zu, die wit durch 
die ganzen Zahlen des halboffenen Intervalls (--co, ~] repr~sentieren: Der 

i 
. . . . . . . . . . . . . . . . .  ,_i 

Fig. 5 

Unterkreuzungspunkt unter dem 13berkreuzungspunkt y erh~It die Rest- 
klasse 7 zugeordnet, wenn die Unterkreuzung von rechts nach links erfolgt, 
- -7  im anderen Falle. Diese Zuordnung ist auch in den Endpunkten yon 
v 1 und v~ wegen y----0 bzw. 7=cc  sinnvoll (Fig. 3--5). Durch die Unter- 
kreuzung.spunkte zerfallen v 1 und v2 in je cr Stficke. Ffir diese subtrahieren 
wir die Restklasse des Anfangspunktes von derjenigen des Endpunktes. Die 
Differenz /5 ist eine yon der Auswahl des Stiickes unabh~ngige Restklasse: 
vl, v, und die Projektionen wl, w, yon ul, u s zerlegen, das ~ul3ere Grenz- 
tetraeder T~ in 2cc Elementarfl~chenstticke, wobei jedes yon je einem Sttick 
yon vl, v,, w 1, wi berandet wird. Sei e ein solches Elementarfl~chenstfick, 
dessen Ecken den l~lberkreuzungen der Nummern #, # + t u n d  v, v + 1 ent- 
~prechen m6gen. Fig. 6 a - - f  zeigt flit alle m6gtichen Orientierungen der 
Randst~cke von e, dab den zu v z und v~ geh6rigen Randstficken dieselbe 
Differenzklasse zugeordnet ist. Dabei sind die zu wl, w~ geh6rigen Rand- 
stiicke senkrecht, die zu vl, v~ geh6rigen Randstficke waagerecht gezeichnet, 
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und an jeder Ecke ist die zur Unterkreuzung geh6rige Restklasse ange- 
schrieben. Da  jedes der Elementarfl~ichenstticke, in welche T 2 durch v 1, %, w 1 
und w~ zerlegt wird, die Eigenschaft  hat,  dab seinen beiden zu vl, v 2 geh6rigen 
Randstt icken dieselbe Restklasse zugeordnet  wird, ist die Restklasse /5 ftir 
alle Stiicke yon v~ und  v 2 dieselbe. 

Wir bezeichnen/5 als die K r e u z u n g s k l a s s e  der Normalform k. Durchl~uft  
man einen ~iuBeren Weg, etwa vx, so gelangt" man der Reihe nach zu Unter-  
kreuzungen, die abwechselnd unter  u I und u 2 liegen und denen ~ die Restklassen 

0, fl, 2/5 . . . . .  (~ --  t)/5, cr modulo 2~ (t) 

wegen ,r ------ m modulo 20r und teilerfremd 
doppelt  auftreten kann. Durch Angabe 

# + 7  �9 v + 7  /1+7 . - v  

/x v ix - gv + ~ 
#~= ~'-Z t ~ = - ~ +  ~+~) 

zugeordnet sind. /5 ist ungerade 
zu ~, da  in (1) keine Restklasse 
von ~ und /5 ist das ~lberkreu- 
zungsschema der Normalform k 
vollstandig bes t immt und damit  k 
his auf eine zentrische Abbildung, 
welche die von Z ausgehenden 
Halbgeraden permutiert ,  also auch 
der von k dargestellte Knoten bzw. 
die yon k dargestellte Verkettung. 
Wir bezeichnen daher die N o r m a l -  

/ o r m  mit (c~,/5). 

Gibt man sich eine ganze Zahl 
0r und fiir ~ > t  eine zu 
teilerfremde, ungerade ganze Zahl/5 
im Interval l  (--cr ~) vor, so ge- 
h6rt  dazu offenbar auch eine 
Normalform. 

- ~ + ~ )  , ~' 

i x  - ( v + O  

#s= - ( t ,  + ,, ,,~) 

Fiir sp~tere Anwendung bemer- 
ken wir : Werden bei einer Normal- 

-(/2+ zj , .  

~ t 
-,a 

,a= v-u 

- Iv , l ]  -(~u+y . v 

t ' , t  t 
- ~  -12 v + l  

Fig, 6 a - - f  

form (~,/5) mit  ~ ~ t auf dem ~ufleren Grenztetraeder ~ geschlossene, paarweise 
punktfremde Wege gezeichnet, so dab jeder dieser Wege die ~iut3eren Wege 
der Normalform trennt,  so kann  dies so geschehen, da0 die geschlossenen 
Wege die inneren Wege der Normalform abwechselnd unterkreuzen, und  
zwar je c~-mal. Z~hlt man die so erhaltenen Unterkreuzungen mit, so liest 
man  an Stelle von ,r und /5  nun ~----*r und ~ : - - / 5 ( ~ + t )  ab, und es ist 

+ t tier grSl3te gemeinsame Teiler yon ~ und ~. 

Orientiert man eine Normalform (~,/5) urn, wobei im Falle einer Ver- 
ket tung beide Komponenten  umzuorientieren sind, so bleiben ~ und die 
Unterkreuzungssinne erhalten. Eine bisher mit  V bezeichnete Uberkreuzung 
wird nun mit  ~ - - ~  bezeichnet, und ftir jedes Stiick der ~uBeren Wege ver- 
tauschen sich Anfangs- und Endpunkt ,  woraus folgt, dab auch /5 erhalten 
bleibt. Bezeichnet man eine Verket tung als symmetrisch,  wenn sie bei Um-  
orientierung aller Komponenten  in sich iibergeht, so gilt also 
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Satz 3. Knoten und Verkettungen, die Br~ckendarstellungen mit zwei 
Bri~cken besitzen, sind symmetrischla). 

Stellt k eine Verkettung dar und orientiert man nur eine der Komponenten 
um, so geht fl in die Klasse ~ + f l  modulo 2~ tiber. 

Wir batten bemerkt, dab ein Paar (~, fl), das den oben angegebenen 
Bedingungen genfigt, eindeutig einen Knoten bzw. eine Verkettung bestimmt. 
Das Umgekehrt~ gilt im allgemeinen nicht. Dies beruht darauf, dab bei der 
Definition der Kreuzungsklasse die ~ul3eren vor den inneren Wegen aus- 
gezeichnet gin& Es gibt offenbar eine (orientierungserhaltende) s-Abbildung 
der S a, welche die Grenztetraeder T1, T~ vertauscht und ~ede zentrale Strecke 
zwischen T 1 und Tz wieder in eine solche tiberffihrt. Die Normalform (~, fl) 
geht dabei in eine Normalform (~, fl') fiber. Zur Bestimmung yon fl' be- 
merken wir zun~chst, dab bei der betrachteten Abbildung jeder Unter- 
kreuzung eine gleichsinnige entspricht. Ein Oberkreuzungspunkt der Nummer 7 
(0 ~ y ~ ~) geht in einen Unterkreuzung~punkt zur Klasse (x--y)fl '  tiber, ein 
Unterkreuzungspunkt zur Klasse n/5 (0 ~ n ~ c~) in einen ~3berkreuzungspunkt 
der Nummer ~- -n .  Wird n zu gegebenem y so gew~hlt, dab nfl =--ey mit 
e-~ 4-1 ist (aUe Kongruellzen sind modulo 2~ zu verstehen), so gibt e den 
Unterkreuzungssinn unter dem ~3berkreuzungspunkt der Nummer y an, und 
wegen der Invarianz des Unterkreuzungssinnes bei der betrachteten Ab- 
bildung gilt: 

--- - 

Daraus folgt 
(~ -- y) flfl' -- e ( ~ - -  n) fl = - - ~ f l - - y ,  

und weil fl und fl' ungerade sind: 

insbesondere ftir y---- t : 
8 / 5 ' - 1 .  

Zwei Normalformen (cr und (~, fl') stellen also denselben Knoten bzw. 
dieselbe Verkettung dar, wenn/5/5'~ t modulo 2~ ist. Dies ist beispielsweise 
far Fig. 4 und Fig. 5 der Fall. Damit sind abet alle DarsteUungsm6glich- 
keiten ersch6pft. Es gilt: 

Satz 4. Zwei Normal]ormen (oc, fl) und (~', 8') stellen genau dann denselben 
Knoten bzw. dieselbe Verkettung dar, wenn ~: =o:' und /5 =8 '  oder /5/5'----1 
modulo 2o: ist. 

Den Beweis dieses Klassifikationssatzes erbringen wir in den w167 5--t0. 
Durch Spiegelung an einer Ebene im R a erh~lt man aus der Normalform 

(~, fl) die Normalform (~, --fl), weil sich die Ullterkreuzungssinne umkehren. 
Daher gilt: 

xa) Ffir K n o t e n  wurde  dies yon  :BANKWlTZ u n d  SCHUMAN~I [1~ au f  a n d e r e m  Wege  
bewiesen.  
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Korollar zu Satz 4. Ein durch 
die Normal/orm (~, fl) darstellbarer 
Knoten ist genau dann amphi- 
cheiral, wenn f12= _ 1 modulo 2o~ 
ist. Keine yon (0, O) verschiedene 
Normal/orm stellt eine amphichei- 
rale Verkettung dar. 

Fiir ungerades ~ >  t und 
fl = 4- t stellt die Normalform 
(~, fl) offenbar einen Torusknoten 
der Umlaufzahl 2 und der Ver- 
schlingungszahl ~fl  dar (vgl. 
Fig. 3). Wegen Satz 4 sind damit 
alle in Frage kommenden Torus- 
knoten erfaBt, da unter den 
Torusknoten nur diejenigen der 
Umlaufzahl 2 eine Brfickendar- 
stellung mit zwei Brt~cken be- 
sitzen14). 

Satz 5. Jeder Schlingknoten, 
der den Kreis als Diagonalknoten 
besitzt, l~flt sich durch, eine Nor- 
mal/orm der Gestalt (c~, 4- ( ~ -  2)) 
darstellen. Kreis und Viererknoten 
sind die einzigen amphicheiralen 
Sehlingknoten15). 

Beweis. Schlingknoten, deren 
Diagonalknoten vom Kreis ver- 
schieden ist, besitzen keine Brtik- 
kendarstellung mit zwei Briicken 
(Sc~IUBERT [61) und sind nicht 
amphicheiral (SEIFERT [91). Der 
Kreis wird dutch die Normal- 
form (~, t) dargestellt und kann 
daher im Folgenden ausgeschlos- 
sen werden. Wir k6nnen anneh- 
men, dab die Verdrillungszahl 
des Schlingknotens positivist,  da 
sich negative Verdrillungszahlen 
durch Spiegelung erhalten lassen. 
Wit benutzen die Konstruktion 

14) [6~ Satz 10. 
15) t3ber Schlingknoten s. SEIFERT 

[9], GRAEUB [3], SCHUBERT [6], [7t. 
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yon [6] w t0 und gehen v o n d e r  Normalform (20, t) aus. Die beiden Kreise 
dieser Verkettung k6nnen als gleichsinnig orientierte R~nder eines Kreis- 
tinges r mit  der Verdrillungszahl 6 aufgefaBt werden (Fig. 7). Es kann 
angenommen werden, dab der Durchschnitt yon r mit  dem inneren Grenz- 
tetraeder Tz der Normalform ein rechteckiges Elementarfl~chenstfick e ist, 
das die inneren Wege u~, u 2 der Normalform als Kanten besitzt und dessen 
beide anderen Kanten s~, s~ die ~uBeren Wege der Normalform nicht fiber- 
kreuzen, u 1, u 2 werden nun dutch Zwei Wege u~, u~ auf T 1 so ersetzt, dab 
u~ bzw. u~ m i t  s 1 bzw. s 2 genau die Endpunkte ufld mit  s~ bzw. s 1 genau 
einen Schnittpunkt gemein hat und dab u~ und u'~ die ~uBeren Wege ab- 
wechselnd fiberkreuzen (Fig. 8a  und b). Durch koh~rente Orientierung ent- 
steht eine Knotenlinie, die einen Schlingknoten mit der Verdrillungszahl 
darstellt. Die Wahl yon u~, u.~ kann auf zwei zueinander spiegelbildliche 
Weisen erfolgen, die beiden zugeh6rigen Schlingknoten unterscheiden sich 
durch das Vorzeichen der Eigenschnittzahl. In dem einen Falle erhAlt man die 
Normalform ( 4 0 - - t ,  I -  2 ~), im anderen (40 + 1, t + 2d). Wegen Satz 4 und 

--  (4 ~ - -  3) (t - -  20) ---= t modulo (8 0 - -  2) 
und 

- - ( 4 d - - t ) ( t + 2 d ) = l  modulo ( 8 0 + 2 )  

ergibt sich die erste Aussage des Satzes. Die zweite folgt wegen des Korollars 
zu Satz 4 aus der Tatsache, dab 

( e - - 2 )  3 = - 1  modulo2~ 

nur die L6sungen e =  t u n d  e =  5 besitzt, denn es stellt (1, t) den Kreis, 
(5, 3) den Viererknoten dar. 

w 4. Die Beziehung zu den Linsenr~umen 
Satz 6. Ist k eine Bri~ckendarstellung mit zwei Bri~cken vonder Normal/orm 

(oL fl), so ist die zweibl~ittrige, liings k verzweigte Uberlagerung der 53 ein orien- 
tierter Linsenraum, der dutch das Paar (~, fli charakterisiert ist, wenn fl als 
Restklasse modulo o~ au]ge/aflt wird16). 

Beweis. Nach w 1 ist die S 3 orientiert, die Orientier~ng der ~lberlagerung 
entsteht hieraus auf natfirliche Weise. 

Zu der Normalform k betrachten wir ein zu den Grenztetraedern T~, T 2 
bezfiglich des Mittelpunktes Z ~hnlich gelegenes Tetraeder T zwischen T 1 
und T~. Die S a wird durch T in zwei Kugeln ~ und ~ zerlegt, wobei Z auf 
liege. In ~ u n d ~  bildet k je zwei einfache Sehnen. In diese spannen wir 
Elementarfl~chenst~cke el, % bzw. ~1, ~2 dadurch ein, dab wit sie yon Z aus 
auf T projizieren. Die zweibl~ttrige, l~ngs der Sehnen verzweigte ~3ber- 
lagerung yon ~ bzw. ~ ist ein orientierter VolMng ~ bzw. ~, und es sind 
el, % bzw. ~1, ~2 Bilder zweier Meridianfl~chen yon ~ bzw. ~. Auf T w~hlen 
wir einen geschlossenen Weg m, welcher die auf T liegenden Randst~cke von 

lS) Dieser Satz stammt yon H. SEIFERT. 
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el und e~ trennt und d i e  Randstticke yon ~1, ~2 abwechselnd und damit je 
a-inal trifft. In Fig. 5 ist m gestriclaelt eingezeichnet. Entsprechend kann 
auf T ein Weg n gezeichnet werden, so dab dabei die Rollen von r e2 und 
~1, ~2 vertauscht sind tmd sich m u n d  n in 2~ Punkten schneiden. Uber m 
liegen zwei Meridiane yon ~, sei r~ einer davon. Entsprechend sei ~ ein tiber n 
liegender Meridian yon ~. ~ und ~ schneiden sich in c~ Punkten, und jeder 
zweite Schnittpunkt von m u n d  n ist Bild eines Schnittpunktes yon rh und ~. 
Ist ~ = 0, so ist die 13berlagerung der S ~ das topologische Produkt $ I •  S 2. 
Ist ~ > 0, so orientieren wir rh und ~ so, dab yon ,~ aus gesehen ~r yon ~ yon 
links nach rechts durchsetzt wird. (Der Kreuzungssinn ist in allen Schnitt- 
punkten derselbe.) Geht man nun auf~ von einern Schnittpunkt zurn n~chsten, 
so rtickt man auf ~ irn Sinne der Orientierung urn/5 Schnittpunkte vor. Dies 
ist die Behauptung. 

Nach REIDEMEISTER I6~ ergeben zwei Paar e (~,/5) und (~',/5') denselben 
orientierten Linsenraurn, wenn ~ = ~ '  und fl=/5'  oder /5/5'~1 modulo x ist. 
Damit folgt Satz 4 aus Satz 6 ftir Knoten, also ftir ungerades ~, weil die 
ungeraden Restklassen modulo 2~ in eineindeutiger Beziehung zu den yon 
null verschiedenen Restklassen modulo ~ stehen und die Kongruenzen 
/5/5'--= t modulo 2c~ und/5/5 '~ f modulo ~ fiir ungerade Repr '~entanten gleich- 
wertig sin& Ftir Verkettungen liefert Satz 6 die Klassifikation nur, wenn 
v o n d e r  Orientierung der Verkettung abges@en wird. Wegen Satz 3 kann 
die Orientierung durch die Verschlingungszahl erfal3t werden, wenn diese 
nicht null ist. Es gibt jedoch Verkettungen, deren Verschlingungszahl null 
ist und die nicht in sich iibergehen, wenn eine der beiden Kornponenten 
urnorientiert wird. Beispiele hierftir sind (3 2, 7), (48, t 7), (64,15), (64, 23), (72,1 t ). 
Wir mtissen daher Satz 4 auf anderern Wege beweisen. 

w 5. Ansatz zum Beweise des Klassifikationssatzes 
Urn zus~tzliche Komplikationen zu vermeiden, schliel3en wir die Norrnal- 

formen (0, 0) und (4, 4) irn Folgenden aus. Dies ist wegen Satz 6 rn6glich. 
Alle anderen Norrnalformen lassen wir zu, well eine weitere Einschr~nkung, 
die nach Satz 6 rn6glich w~re, keine Vereinfachung unseres Beweises ergibt. 

Seien k und k' zwei Brtickendarstellungen rnit zwei Brticken desselben 
Knotens bzw. derselben Verkettung in den Normalforrnen (~,/5) und (~',/5'). 
T 1 sei das innere, T 2 das ~tuSere Grenztetraeder yon k und Z ihr gemeinsamer 
Mittelpunkt. TI", T2', Z" sollen die entsprechende Bedeutung ffir k' haben. 
Das Tetraeder S' liege zwischen TI' und T~ und entstehe aus TI' durch Dehnung 
mit dem Zentrurn Z'. S' zerlegt die S* in zwei Kugeln W und ~', wobei Z' 
auf W liege, k' bildet in ~' und ~' je zwei einfache Sehnen. Werden diese 
yon Z' aus auf S' projiziert, so erh~tlt man je zwei Elernentarfl~chenstticke 
e~, e~ und ~,  ~, die in die Sehnen von W bzw. ~' eingespannt sin& Die auf 
S' liegenden Randbogen dieser Elernentarfl~chenstficke geben das Kreu- 
zungsscherna der Norrnalform k' wieder. Nach Voraussetzung gibt es eine 
s-Abbildung ~0 der S 8 auf sich, die k' in k fiberftihrt. Die Bilder von S', e~, e~, 

to* 
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~,  ~, W, ~' bezeichnen wir durch die entsprechenden ungestrichenen Buch- 
staben. 

Zum Beweise des Satzes wird 9 so abge~indert, dab die Behauptung er- 
sichtlich wird. Hierfiir benutzen wir die Schar konzentrischer Tetraeder (T), 
die aus T 1 durch Dehnung mit dem Zentrum Z entsteht17). 9 wird zun~ichst 
so gew~hlt werden, dab die Schar (T) zul~issig beziiglich S, el, e,, ~1, ~ ist 
und dab el, e2 keine Ausnahmeecken besitzen. Danach werden die Ausnahme- 
ecken yon S, ~1 und ~2 beseitigt (w167 6--8), wobei wir zulassen, dab neue Aus- 
nahmeecken auf ~1 und ~ entstehen, wenn solche von S beseitigt werden. 
Nachdem alle Ausnahmeecken verschwunden sind, l~iBt sich zeigen (w 9), 
dab S, ~1 und Is eines der beiden Grenztetraeder nicht durchsetzen, womit 
sich schlieBlich (w t0) die Behaupttmg ergiht. 

Wir beginnen damit, dab wit zun~ichst ~, e~, e3 und danach ~, ~2 in spe- 
zielle Lage bringen. 

1. Schritt. No~mierung der Gestalt von ~. 

Durch geeignete Anderung yon 9~ soll ~ folgende ,,wurmf6rmige" Gestalt 
erhalten : 

1. Die Sehnen yon ~ liegen auf zentralen Strecken yon k. Je ein End- 
punkt dieser beiden Sehnen ist auf dem Rande S von ~ ein Extremum der 
zentrischen DistanzlS), w~ihrend das Schartetraeder durch den anderen 
Sehnenendpunkt von S ein ausnahmeeckenfreies Elementarfl~chenst~ck ab- 
sehneidet, fiir welches der eine Sehnenendpunkt mittlerer Punkt, der andere 
Randpunkt ist. Die beiden so erhaltenen Elementarfl~ichenstticke auf S 
werden als K6p]e bezeichnet, ihr Rand als Grenzlinie des Kopfes. 

2. Jeder Kopf berandet zusammen mit einem Elementarfl~chensttick auf 
dem Schartetraeder durch seine Grenzlinie eine auf ~ liegende Kugel. Auf 
dieser liegt eines der beiden Elementarfl~chenstiicke el, e~, und zwar so, dab 
es yon den Schartetraedern durch die Endpunkte der zugeh6rigen Sehne nur 
in diesen Endpunkten getroffen wird und yon den dazwischen liegenden 
Schartetraedern in nur je einem Querschnitt. 

3. ~ liegt zwischen T I u n d  T~. Der Rand S besteht auBer den beiden 
K6pfen aus Knien und Schenkeln. Jeder Schnitt yon S mit einem Schar- 
tetraeder berandet auf diesem ein ganz auf ~ liegendes Elementarfl~ichensttick. 
Es sind also keine ,,Einsttilpungen" vorhanden. 

Um zu zeigen, dab wir q~ so ah~indern k6nnen, bemerken wir zun~ichst, 
dab es auf W ein Elementarfl~ichensttick e' gibt, das W so in zwei Kugeln 
zerlegt, dab e'~ und e~ auf e' liegen. Man kann e' beispielsweise so erhalten, 
dab man die inneren Wege von k' auf T~' zu dem Rande eines Elementar- 
fl~ichensttickes erg~inzt und diesen Rand yon Z' aus auf S' projiziert. Sei q' 
ein Streckenzug auf e', der die beiden Sehnen von W verbindet und mit 
diesen nur seine Endpunkte gemein hat. Es kann angenommen werden, dab 

x~) Vgl. h ierzu u n d  fiir das  Folgende  [61 w 3. 
is) Zwe[ P u n k t e  h a b e n  gleiche zent r i sche  Dis tanz ,  wenn  sie au f  demse lben  Schar-  

t e t r aede r  liegen. 
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die Bilder tier Endpunkte  von q' auf zentralen Strecken yon k liegen, da sich 
dies dutch eine s-Abbildung erreichen l~Bt, die k auf sich abbildet. Ferner 
kann angenommen werden, dab diese Punkte in einer Triangulation des 
Bildes yon e' nicht Ecken sind, andernfalls ist q' geeignet abzu~ndern. Das 
Bild von q' ist ein Streckenzug q, der bei festen Enden und festem k kom- 
binatorisch isotop so deformiert werden kann, dab er zwischen T 1 und T~ 
liegt. Es kann nun fiir q eine simpliziale Umgebung so gew~hlt werden, dab 
diese eine Kugel ~ der oben beschriebenen Gestalt ausmacht, wobei der 
Durchschnitt  von ~ und dem Bilde yon e' aus einem Elementarfi~chensttick e'" 
besteht, dessen Durchschnitte mit  den Bildern von el und e~ ebene Elementar-  
fl~ichenstficke sind, die der Forderung 2. genfigen. Das Urbfld yon ~ ist eine 
Kugel W'. Ffir W und W' treffen die Voraussetzungen yon Hilfssatz t zu, 
womit man die gewtinschte Ab~nderung yon 9 erh~lt. 

2. Schritt. Normierung der Gestalt yon ~1 und ~2. 

~1 und ~2 werden von je einem Streckenzug r 1 bzw. r 2 auf S und je einer von 
k herrtihrenden Sehne l I bzw. 12 yon ~ berandet. Bei festen el und e3 kann 
~0 so abge~ndert werden, dab S und k in sich tibergehen und Folgendes gilt: 

1. Ffir r 1 und r 2 sind Ext rema der zentrischen Distanz die Endpunkte  
und die Schnitte mit  den R~ndern von el und e2. Die iibrigen Ext rema liegen 
auf Knien yon S, und zwar so, dab keine zwei aufeinanderfolgenden Ext rema 
auf demselben Knie tiegen und dab r 1 und r 3 je ~ '-mal tiber ieden Schenkel 
yon S laufen, r 1 und r,~ gehen nicht durch die Ausnahmeecken yon S. 

2. Soweit 11 und 13 mit  inneren oder /iuBeren Wegen von k zusammen- 
fallen, stoBen ~1, ~ yon auBen an T 1 bzw. von innen an T~ an. 

3. Die Schar (T) ist zul~issig in bezug auf ~1 nnd {3. Diejenigen Sehnen- 
endpunkte, die auf den Grenzlinien der K6pfe von S liegen, sind Ext rema 
der zentrischen Distanz auf {~ und ~2, w/ihrend die iibrigen Ext rema der 
zentrischen Distanz auf r 1 und r 2 nicht zugleich Ext rema auf ~1 und {3 sind. 
Auf dem Rande yon ~1 und ~3 liegen keine Ausnahmeecken beziiglich (T). 

4. Mle Ansnahmeecken von {1 und ~3 haben die Ordnung l, wobei keine 
zwei Ausnahmeecken dieselbe zentrische Distanz besitzen. 

Es ist noch genauer zu sagen, was unter der Zul/issigkeit der Schar (T) 
beztiglich {1 und {~ in den Randpunkten von ~1 und ~3 verstanden werden soll. 
Die Forderung 2. fixiert den Sachverhalt fiir die auf T 1 und T 3 liegenden 
Randpunkte.  Ftir die iibrigen ist Forderung 3- maBgebend. Fiir einen Rand- 
punkt  P, der nicht auf T~ oder T 3 liegt und der nicht Ex t remum der zen- 
trischen Distanz auf r~ oder r 3 ist, wird verlangt, dab in P genau ein Schnitt 
yon {1 bzw. ~3 mit  dem Schartetraeder durch P entspringt. Das Verhalten 
in den Sehnenendpunkten zeigt Fig. 9; Fig. 10 zeigt das Verhalten in einem 
anderen Ex t remum der zentrischen Distanz auf r 1 oder r~. 

Forderung 1.1/iBt sich dadurch erfiillen, dab man ~ mit  einer s-Abbildung 
zusammensetzt,  die S in sich iiberfiihrt und auf k, el und e3 die Identit/it ist. 
Betrachtet  man n/imlich fiir die Grenzlinien der Schenkel von S die Urbilder 
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auf S', so findet man geschlossene Wege, welche die auf S' liegenden Rand- 
! 

stiicke, yon e~ und e2 trennen und die unter Vermeidung dieser Randstiicke 
auf S' kombinatorisch isotop gleichzeitig so deformiert werden k6nnen, dab 
sie die auf S' liegenden Randstiicke r~ und r~ yon ~ und f~ je ~'-mal schneiden, 
und zwar dann notwendig abwechselnd, wie in Fig. 5 durch die gestrichelte 
Linie m angedeutet ist. Fiir die Grenzlinien der K6pfe ist dabei der zu- 
geh6rige Sehnenendpunkt als Schnittpunkt zu z~ihlen. Wird ~0 entsprechend 
deformiert, so treffen r 1 und r~ jede Grenzlinie je ~'-mal, und anschlieBend 
k6nnen noch r~ tmd ra auf S kombinatorisch isotop bei festen Endpunkten 
und festen Schnittpunkten mit den R~indern yon ez und e2 so deformiert 

Fig. 9 Fig. tO 

werden, dab Forderung 1. 
erfiillt ist. 

Forderung 2. ist in nahe- 
liegender Weise zu er- 
fiillen: L~ings der inneren 
und /iul3eren Wege yon k 
drille man ~1 und ~t in die 
gewiinschte Gestalt, wobei 
sieh Drillungen yon ~1 und 
~2 um die zentralen Strek- 
ken yon k ergeben. Das 

gewtinschte Resultat l~iBt sich durr eine s-Abbildung erreichen, die auf 
die Identit~it ist und k in sich fiberfiihrt. 
Forderung 4. fiir die mittleren Punkte von ~1 und ~ l~13t sich dutch [61 

Hilfssatz 5 erftillen, Forderung 3. ftir die Randpunkte zuvor durch eine ent- 
sprechende Konstruktion, wobei an Stelle des dortigen Wiirfels ~ eine ge- 
eignete abgeschlossene Umgebung ~ beztiglich 9 fiir den jeweils betrachteten 
Punkt zu verwenden ist und der Schnitt yon ~l bzw. ~2 mit deln Rande yon ~3 
unter Umst~tnden noch geeignet kombinatorisch isotop zu deformieren ist. 

3. Sehritt. Ver~nderungen an Knien und K6p/en yon S. 

Wir ~indern S noch so ab, dab Folgendes gilt: 

I. Haben zwei Punkte a'uf den Knien lind K6pfen yon S dieselbe zentrische 
Distanz, so liegen sie auf demselben Knie oder demselben Kopf. 

2. Keine Ausnahmeecke von ~1 und ~2 hat dieselbe zentrische Distanz wie 
ein Punkt  auf einem Knie oder Kopf yon S. 

Dabei sollen keine neuen Ausnahmeecken auf S, ~1 und ~ erzeugt werden. 

Da r 1 und r 2 nicht durch die Ausnahmeecken yon S gehen, kann S in 
den Ausnahmeecken l~ings der anstoBenden Schenkel hinreichend wenig so 
ausgebeult werden19), dab keine zwei Ausnahmeecken yon S dieselbe zen- 
trische Distanz haben und dab diese zentrisehen Distanzen yon denjenigen 
der Sehnenendpunkte und der Ausnahmeecken von ~1 und ~ verschieden sind. 
AuBerdem kann angenommen werden, dab keine Ausnahmeecke yon ~1 und ~2 

1~) VgL [6j w 6. 
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dieselbe zentrische Distanz wie ein Sehnenendpunkt  h a t .  Die beiden For- 
derungen lassen sich nun dadurch erfrillen, dab die Knie und K6pfe von S 
bei festen Grenzlinien hinreichend s tark zusammengezogen werden. 

Wir  beschreiben das Zusammenziehen zun~ichst frir ein Knie. Der An- 
schaulichkeit halber nehmen wir an, dab das betrachtete  Knie innerhalb des 
Projektionskegels yon Z nach den , ,waagerechten" Tetraederseiten liegt, so 
dab wir die Einbet tung  in den R ~ benutzen k6nnen 20). Stat t  von zentrischer 
Distanz k6nnen wir dann yon HShe sprechen. Dabei sei Z der h6chste 
Punk t  des Projektionskegels. Ein inneres Knie yon S kann als ,;oberes 
Knie"  aufgefaBt werden. Zur Fixierung der Sprechweise legen wir ein solches 
zugrunde. 

Das betrachtete  Knie ~ liegt oberhalb der waagerechten Ebene E durch 
seine Grenzlinien. Von den auf ~ liegenden Stricken yon r 1 und r 2 betrachten 
wir zuerst dasjenige, es heil3e t, das die geringste H6he erreicht, t kann tiber 
ein Elementarfl~ichenstrick g auf ~ so deformiert  werden, dab t beliebig nahe 
an E zu liegen kommt.  Dabei wird g so gew~ll t ,  dab  es von  jeder zu E 
parallelen Ebene in h6chstens einem Querschnitt  getroffen wird, was of fenbar  
mSglich ist. Geh6rt t zum Rande yon ~1, so l~il3t sich ~1 durch g erg~nzen und 
anschlieBend g yon ~ bei festem t abheben, indem man die Ecken einer ge- 
eigneten Triangulat ion von ~1 + g, die auf g, nicht  aber auf t liegen, hinreichend 
wenig waagerecht  ins Aul3ere von ~ verschiebt. Das Resul ta t  l~iBt sich auch 
durch eine s-Abbildung erreichen, die S in sich riberfrihrt und auBerhalb einer 
beliebig kleinen Umgebung  yon g die Identit~it ist. Es k6nnen so der Reihe 
nach alle auf ~ liegenden Stricke yon r 1 und r 2 hinreichend nahe an E heran- 
deformiert werden, wobei nur  das jeweils benutzte  Elementarfl~ichenstrick 
oberhalb der bereits deformierten Stricke yon r 1 und r~ liegen mul3. Nachdem 
dies geschehen ist, kann  I bei festem fl und ~2 so deformiert werden, dab 
ein Knie bleibt und  ganz unterhalb einer waagerechten Ebene liegt, die 
beliebig dicht  oberhalb des h6chsten Punktes  der auf ~ liegenden Stricke yon 
r I und r 2 verl~uft. 

Frir einen Kopf  ~ yon S benutzen wir entsprechend die Einbet tung  in 
den R ~, und wir nehmen an, dab ~ oberhalb der waagerechten Ebene E durch 
seine Grenzlinie liegt. Innerhalb  ~ liegt eines der beiden Elementarfl~tchen- 
stricke el, %, e twa el. ~hnl ich wie im Falle eines Knies kSnnen hier die auf 
liegenden Stricke yon r 1 und r~ an E herandeformiert  werden bis auf dasjenige, 
das im h6chsten Punkte  yon ~ endet. Nur  ist hier die entsprechende Abbildung 
so vorzunehmen,  dab el in sich ribergeht und die Schnitte yon r 1 und  r~ mit  
dem Rande yon el Maxima der H6he auf r I und  r 2 bleiben, was bei geeigneter 
Wahl  der zur Deformat ion-benu tz ten  Elementarfl~chenstricke m6glich ist. 
Das Zusammenziehen des Kopfes kann danach so geschehen, dab k auf sich 
und r in sich abgebildet wird Und dab das im hSchsten Punkte  yon ~ endende 
Strick yon r~ oder r 2 monot,on bleibt. 

20) Vgl. den wiederholt benutztei1 Sachverhalt in [6]. 
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w 6. Beseitigung yon Ausnahmeecken auf ~1 und ~2 

Wir betrachten alle Schartetraeder durch die Ausnahmeecken yon ~1 und 
fiir jedes solche Schartetraeder die Schnitte mit  ~1, die dutch die betreffende 
Ausnahmeecke gehen. Diese Schnitte sind geschlossen oder gehen zum 
Rande von ~1. Unter den geschlossenen gibt es einen auf ~1 innersten, der auf 
~1 ein yon weiteren Schnitten freies Elementarfl~ichenstiick, also eine Haube, 
berandet. Wit werden zun~ichst alle Hauben beseitigen. 

Die danach verbleibenden Schnitte durch Ausnahmeecken yon ~1 mit  
Schartetraedern ftihren s~mtlich zum Rande yon ~1. Dabei gehen von jeder 
Ausnahmeecke, wegen der Ordnung 1, vier solche Schnitte aus, wodurch ~1 
jeweils in vier Elementarfl/ichenstiicke zerlegt wird. Wir nennen ein solches 
Elementarfl~ichensttick einen zip/el, wenn auf ihm keine weitere Ausnahme- 
ecke liegt. 

Ein Zipfel von ~1 hat mit  dem Rande yon ~x ein Sttick t gemein, das ent- 
weder auf S oder auf k 0der teilweise auf S und teilweise auf k liegt. Es 
verschwinden alle Ausnahmeecken, wenn man der Reihe nach diejenigen 
beseitigt, yon denen ein zu k punktfremder Zipfel ausgeht. Andernfalls g~tbe 
es dann zwei yon derselben Ausnahmeecke ausgehende Zipfel, die in einem 
Schnitt aneinanderstogen und S nicht treffen. Das auf dem Rande der beiden 
Zipfel liegende Stiick von k lieBe sich fiber die beiden Zipfel deformieren, 
und man erhielte, dab k in eine Briickendarstellung mit nur einer Briicke 
verwandelt werden k6nnte, also deh Kreis darstellte, was ausgeschlossen 
wurde. 

Wir brauchen also nur solche Zipfel zu betrachten, bei denen das mit  t 
bezeichnete Randstiick ganz auf S liegt. Wegen des 3. Schrittes v o n w  5 
kann dabei t nicht ganz auI einem Knie oder Kopf von S liegen. Wir be- 
trachten bier nut  solche Zipfel, bei denen das Randstiick t die KOpfe yon S 
nicht trifft, und behandeln die verbteibenden in w 8. 

1. Schritt. Beseitigung yon Hauben. 

Da wit ausgeschlossen haben, dab k zwei unverkettete Kreise darstellt, 
ist eine Kugel, deren Rand k nicht trifft, entweder punktfremd zu k oder 
sie enth/ilt k im Inneren. Hierauf beruht es, dab wir die Hauben von ~lUnd ~2 
nach dem Verfahren von [6] w 5 beseitigen k~nnen. Zun/ichst werden wie 
dort im t. Schritt alle diejenigen Ausnahmeecken yon ~1 und ~ beseitigt, 
durch welche eine geschlossene Schnittlinie von ~1 bzw. ~ mit dem zugeh6rigen 
Schartetraeder geht, die auf dem Schartetraeder ein zu k und S punktfremdes 
Elementarfl/ichenstiick berandet. Insbesondere verschwinden dabei alle Aus- 
nahmeecken yon ~1 und ~2 innerhalb T 1 und auBerhalb T2, und es bleiben k 
und S unge~indert. 

Die weitere Beseitigung yon Hauben verl~tuft entsprechend dem 2. bis 
5. Schritt yon [6] w 5. Bei dem Ausschieben (5. Schritt) ist zu beachten, 
dab der dort mit  h bezeichnete Streckenzug k und S nicht und ~i und ~, nur 
in solchen Punkten treffen darf, die Minima bzw. Maxima der zentrischen 
Distanz auf ~1 und ~2 sind, je nachdem eine innere oder ~iuBere Haube 
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beseitigt wird. Diese Wahl yon h ist mSglich wegen Forderung 3. des 
2. Schrittes in w 5. 

Bei diesem Vorgang ~ndert sich die Gestalt von k. Die urspriingliche 
Gestalt yon k l~tgt sich jedoch durch eine zentrische Abbildung wieder her- 
stellen: Zur Fixierung der Sprechweise nehmen wit an, dab eine innere Haube 
beseitigt wurde. Man kann dann zun~chst alle bei der Beseitigung der Haube 
benutzten zentrischen Hilfsabbildungen rtickg~ngig machen, so dab also die 
Haube dutch eine s-Abbildung Z beseitigt wird, die auBerhalb T 2 die Identit~it 
ist. Nach dem Verfahren yon E6] Hilfssatz t kann X durch eine zentrische 
Abbildung, die im Komplement von T 2 die Identit~tt ist, so abge~indert 
werden, dab die zentralen Strecken von k in zentrale Strecken iibergehen, 
also festbleiben, k und g (k) sind dann Briickendarstellungen mit zwei Briicken 
im Sinne yon w t u n d  stimmen in den zentralen Strecken und den ~tul3eren 
Wegen tiberein. Die Brticken von k und % (k) bilden in der von T 2 berandeten 
Kugel, die das Innere von T s ausmacht, je zwei einfache Sehnen. In die 
yon k herrtihrenden Sehnen spannen wir Elementarfl~chenstiicke ml, ms ein, 
indem wir die Briicken von k von Z aus auf T s projizieren. Entsprechend 
werden die Elementarfl~ichenstticke •1, ns in die yon 9/(k) herriihrenden Sehnen 
eingespannt. In diese Sehnen kSnnen aber auch die Elementarfl~chenstiicke 
% (ml), Z (ms) eingespannt werden. Nach Hilfssatz 3 sind die auf T 2 liegenden 
Randstficke yon 1tl, Its zu den entsprechenden Randstticken von % (ml), % (m2) 
kombinatorisch isotop auf T 2. Da die bezeichneten Randstticke Zentral- 
projektionen der inneren Wege von g(k) und k sind, lassen sich die inneren 
Wege von Z (k) auf T I kombinatorisch isotop in die inneren Wege von k defor- 
mieren, wodurch % (k) in k iibergeht. Das Deformationsresultat l~tBt sich auch 
durch eine zentrische Abbildung erhaltenSl). 

2. Schritt. Beseitigung yon zip/eln, die k und die K6p/e yon S nicht tre]]en. 

Es sei 3 ein Zipfel tier genannten Art, etwa auf ~1. ~ wird berandet yon zwei 
Schnitten s 1, s s yon ~1 mit einem Schartetraeder T durch eine Ausnahmeecke A 
yon ~1, wobei s~ und s 2 yon A ausgehen und zum Rande von [~ tiihren, und 
einem Randstiick t yon fl, das auf S liegt und die K6pfe yon S nicht trifft. 
Nach der Gestalt yon t unterscheiden wir zwei F~ille. 

Fall a. t liegt au/ einem Knie und den beiden anstoflenden Schenkeln von S. 

Das Verfahren besteht darin, dag wir das Sttick yon S, auf dem t ver- 
l~uft, verm6ge ~ so abbiegen, dab A Extremum der zentrischen Distanz des 
Randes yon ~1 wird und auf ein Knie yon S zu liegen kommt. Es entstehen 
dabei neue Ausnahmeecken, die jedoch nach dem Verfahren des t. Schrittes 
beseitigt werden k6nnen. 

t liege auf dem Knie { und den beiden anstoBenden Schenkeln ~1 und ~2 
yon S. Zur Fixierung der Sprechweise nehmen wir an, dal3 f e i n  inheres 
Knie ist. Durch eine zentrische Abbildung kann erreicht werden, dab L ~, ~ 
und ~ im Inneren des Projektionskegels yon Z nach den ,,waagerechten" 

21) Vgl. die Konstruktion in [7] S. 144. 
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Tetraederseiten liegen, so daI3 wir die Einbettung in den R 3 wie im 3. Schritt 
yon w 5 benutzen und yon H6he stat t  yon zentrischer Distanz sprechen k6nnen. 
Der Sattelpunkt A yon ~1 liegt nun in einer waagerechten Ebene E, in tier 
sl und s 2 verlaufen, und es liegt 3 oberhalb E. Der h6chste Punkt  H yon / 
ist nach dem 2. Schritt yon w 5 nicht zugleich h6chster Punkt  von 3. Daher 
wird 3 yon der waagerechten Ebene durch H in einer geschlossenen Schnitt- 
linie geschnitten und besitzt oberhalb dieser Ebene haubenf6rmige Gestalt. 
Durch eine s-Abbildung, die auBerhalb einer beliebig kleinen Umgebung 
von ~, insbesondere auf k, ~ ,  el, e2 und den K6pfen yon S die Identit~t ist 
und die ~1 in sich abbildet, kann Folgendes erreicht werden: 

Die yon S berandete Kugel ~ wird l~ngs 3 und dann noch etwas weiter 
unterhalb s 1 und s 2 ausgebeult, wobei gleichzeitig ~1 in sich zusammengezogen 
wird, und zwar so, dab der ausgebeulte Tell yon ~ hinreichend dicht unter 3 
liegt und dab auf S nut  zwei neue Ausnahmeecken entstehen, n~mlich der 
h6chste Punkt  H yon t und eine neue Ausnahmeecke Q dicht unterhalb A. 
Das auf ~1, ~ und ~ liegende Stfick von ~;~, das t umfal3t, geht dabei in ein 
s61ches dutch A fiber, wobei A das einzige Maximum der H6he ft~r dieses 
Stfick ist. 

Ahnlich wie im 3. Schritt yon w 5 werden nun die fibrigen auf ~ ,  L ~2 
verlaufenden Stficke yon r 1 und r~ mittels geeigneter Elementarfl~chenstficke 
auf S so deformiert, dab auf ihnen die H6he wieder nut ein einziges Maximum 
annimmt und dab dieses auf dem ausgebeulten Stfick hinreichend dicht fiber 
A liegt. Bei dieser Deformation werden die anstoBenden Stficke yon ~1 und ~2 
,,mitgezogen". Es entstehen dabei neue Ausnahmeecken auf ~1 und ~2. Die 
zur Deformation benutzten Elementarfl~ichenstficke k6nnen jedoch so ge- 
w~hlt werden, dab sie die Ausnahmeecke in den Grenzlinien des Knies 
vermeiden. Kann ein solches Elementarfl~chenstfick zudem so gew~hlt wer- 
den, dab es auch den h6chsten Punkt  yon ~ vermeidet, so l~Bt es sich so 
bestimmen, dab auf dem mitgezogenen Stfick von ~1 bzw. ~2 nut  eine einzige 
Ausnahmeecke entsteht, die dicht bei H liegt. Mul3 das benutzte Elementar- 
flAchenstfick so gewAhlt werden, dab der h6chste Punkt  yon ~ auf ihm liegt, 
so 1ABt es sich einrichten, dab auf dem entsprechend mitgezogenen Stfick 
von ~ bzw. ~2 nut  zwei Ausnahmeecken entstehen, die eine dicht bei H, die 
andere dicht bei dem bisherigen Maximum der H6he des Randbogens. Durch 
die neu entstehenden Ausnahmeecken yon ~1 und ~ gehen geschlossene Schnitt- 
linien vbn ~1 bzw. ~2 mit den zugeh6rigen Schartetraedern, wie sich aus der 
Gestalt yon f u n d  der Gestalt yon $ oberhalb der waagerechten Ebene durch H 
ergibt, und k6nnen anschliel3end wieder nach dem Verfahren des t. Schrittes 
beseitigt werden. Zuvor ist noch das oberhalb E liegende, ausgebeulte Stfick 
von ~ dieht an E heranzuziehen, so dab ~1 und ~2 festbleiben und Q als einzige 
Ausnahmeecke des verbeulten Stfickes verbleibt. Dies ist m6glich, da eine 
�9 waagerechte Ebene hinreichend dicht fiber E das ausgebeUlte Sttick von 
in nut  einem Elementarflitchenstfick schneidet. 

Das geschilderte Verfahren soll ffir ~1 und ~2 so oft wie m6glich angewandt 
werden. 
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Fall b. t verldu]t i~ber mindestens zwei Knie yon S. 

Das Schartetraeder T dutch die Ausnahmeecke A schneidet S in zwei 
Schnit ten ul und u S, auf denen s 1 und s~ enden, u~ und u 2 schneiden aus S 
einen Kreisring ~ aus, der t enth~lt und auf dem mindestens zwei Knie liegen. 
Auf T beranden u~ und u 2 zwei auf ~ liegende Elementarfl~chenst~icke, die 
zusammen mit  ~ eine auf ~ liegende Kugel 9~ beranden. Durch eine s-Abbil- 
dung, die k, e~, e2 und  die K6pfe yon S festl~13t, kann ~ l~ngs des Zipfels 
so abgebogen werden, dab s~ und s 2 ins Innere von ~ geraten, dab S weiterhin 
aus Knien, Schenkeln und den beiden K6pfen besteht und dal3 an Stelle der 
auf ~ liegenden Knie kein oder ein Knie tri t t ,  je nachdem die Anzahl  der 
Knie auf ~ gerade oder ungerade ist, w~hrend die tibrigen Knie unver~ndert  
erhalten bleiben. Die Zahl der Ausnahmeecken yon S vermindert  sich auf 
diese Weise um mindestens zwei. Das Beweisverfahren ist hierauf voIn 
2. Schrit t  des w 5 an zu wiederholen, und zwar so oft, bis Zipfel der hier be- 
t rachte ten Art  auf ~l und ~ nicht  mehr  vorhanden sind. 

w 7. Beseitigung der Ausnahmeecken yon 

Wir haben soeben einen Sachverhalt  betrachtet ,  der zu einer Redukt ion 
der Ausnahmeecken yon S Anlal3 gab. Ahnliche Redukt ionen k6nnen m/Sglich 
sein, wenn mall an Stelle yon  Ausnahmeecken die Ex t r ema  der zentrischen 
Distanz auf r~ und  r 2 betrachtet .  Das Schartetraeder durch ein solches Ex-  
t r emum A, das nicht  Sehnenendpunkt  ist, schneidet ~1 bzw. ~ entweder in 
einer geschlossenen Schnittlinie durch A oder in zwei yon A ausgehenden 
Querschnitten. Im  ersten Falle nennen wir das Extremum A regular, im zweiten 
singuliir. Zwei der Sehnenendpunkte sind Ex t rema  der zentrischen Distanz 
auf ~1 oder ~.  Wir  bezeichnen auch diese beiden Punkte  als regulAre Ex t rema  
der zentrischen Distanz auf r~ und rz. Die beiden anderen Sehnenendpunkte 
z~hlen zu den singul~ren Extrema.  Das Schartetraeder durch einen solchen 
Punk t  schneidet ~1 oder ~ in einem Querschnitt ,  der yon diesem Punkte  aus- 
geht. Wir  beseitigen zun~chst Ausnahmeecken yon S verm6ge der Quer- 
schnitte auf ~ und  ~,  die yon singulAren Ex t rema  ausgehen, und danach 
die restlichen Ausnahlneecken yon S. Nach ieder solchen Redukt ion ist das 
Beweisverfahren erneut mit  dem 2. Schrit t  yon  w 5 zu beginnen. 

1. Schritt .  Reduktionen verm~ge singul~rer Extrema au] Knien. 

Sei A ein solches E x t r e m u m  der zentrischen Distanz, etwa auf r 1, und 
es liege A auf dem Knie ~ yon S. Das Schartetraeder T durch A schneidet ~1 
in zwei Querschnitten s 1 und s 2, die yon A ausgehen, s~ und sz schneiden 
yon ~1 zwei Elementarfl~chenstiicke gl und ~ ab, die yon s 1 bzw. s~ und einem 
Sttick t 1 bzw. tz des Randes yon ~1 berandet  werden. Eine Redukt ion ist 
m6glich, wenn eines der beiden Randsti icke tl, t 2 entweder keinen der beiden 
K6pfe yon S trifft oder nur  einen von beiden und dann ein Stfick mit  k 
gemein hat. Es liege etwa ft~r t 1 einer dieser beiden F~lle vor. 
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Fall a. t 1 triHt keinen der beiden K6p]e von S. 

In  diesem Falle liegt t 1 auf S. Seien v 1 und v 2 die Grenzlinien des Knies ~. 
Nur  eine von beiden, etwa v~, wird yon t 1 getroffen, und zwar nur  einmal. 
Wegen des 3. Schrittes yon w 5 endet t 1 auf einem Schnitte u yon T mit  
einem Schenkel yon S im E n d p u n k t  von s 1. Aus S wird yon v 1 und u ein 
Kreisring 8 ausgeschnitten, auf dem tl verl~uft. Auf 8 liegt mindestens ein 
von ~ verschiedenes Knie, und es berandet  8 zusammen rnit j e einem Elementar-  
fl~chensttick auf den Schartetraedern durch v~ und u eine auf ~ liegende 
Kugel ~X. Wie in w 6, 2. Schritt, Fall b kann nun ~X l~ngs 0~ so abgebogen 
werden, dab s 1 ins Innere von ~ gelangt, S weiterhin aus Knien, Schenkeln 
und den beiden K5pfen besteht  und mindestens zwei Knie yon  S verschwinden. 

Fall b. t 1 hat ein Sti~ck mit k gemein und tri]]t nur einen tier beiden K6p/e 
yon S. 

Sind v 1 und v~ wieder die Grenzlinien von ~, so wird auch in diesem Falle 
nur  eine von beiden, etwa v~, von t 1 getroffen, v~ zerlegt S in zwei Elementar-  
fl~chenstticke. Auf einem yon beiden, es hei{3e 8, liegt ein Stiick yon t~, 
wAhrend der Rest yon t 1 ein Sttick von k ausmacht,  vx berandet  auf seinem 
Schartetraeder ein Elementarfl~chenstfick, das zusammen mit  8 eine auf 
liegende Kugel ~X berandet.  Entsprechend dem Vorangehenden wird 
l~ngs ~ abgebogen, so dab 8 in einen Kopf und ein Stfick eines Schenkels 
tibergeht. Der auf 6 liegende Kopf ist hierbei l~ngs k zu verschieben, mSg- 
licherweise i~ber innere und ~uSere Wege yon k hinweg. Die hierzu benStigte 
s-Abbfldung ist so zu w~hlen, da~ k in sich ~bergeht und dab das an den 
Kopf yon 8 anstoBende Elementarfl~chenstfick r oder e2 wieder die geforderte 
Gestalt (w 5, 1. Schritt) erh~lt. 

2. Schritt .  Reduktionen vermSge singul~rer Extrema au] den K~p/en. 

Sei A ein solches E x t r e m u m  der zentrischen Distanz, etwa auf r~. Ist  A 
nicht Sehnenendpunkt,  so gehen yon A zwei Querschnitte s 1 und s~ aus, 
die auf dem Schartetraeder T durch A liegen. Eine Redukt ion ist dann 
mSglich, wenn einer dieser beiden Querschnitte yon h ein Elementarfl~chen- 
sttick abschneidet, das k und den zweiten Kopf yon S nicht trifft. Sei dies 
etwa fiir s 1 der Fall. s 1 schneidet von ~1 ein Elementarfl~chenstiick 01 ab, 
das von s~ und einem Randst~ck tl von ~1 berandet  wird. t 1 trifft k und den 
zweiten Kopf von S nicht und endet auf einem Schnitt  u von T m i t  einem 
Schenkel yon S. Auf S berandet  u ein Elementarfl~chenst~ck 8, das t I ent-  
h~lt und auf dem mindestens ein Knie liegt. ~ berandet  zusammen mit  einem 
Elementarfl~chenstfick aui  T eine auf ~ liegende Kugel ~X. Wie oben wird 

l~ngs ~1 so abgebogen, dab ~ in einen Kopf und ein Sti~ck eines Schenkels 
fibergeht. Dies kann so geschehen, dab k in sich und das an den Kopf yon 
anstoBende Elementarfl~chensttick el oder r wieder in ein solches mit  den 
geforderten Eigenschaften iibergeht. 

Ist  A Sehnenendpunkt,  so wird ~ yon dem Schartetraeder durch A in 
einem yon A ausgehenden Querschnitt  s getroffen. Wenn s von ~1 ein Ele- 
mentarfl~chenstiick abschneidet,  das den zweiten Kopf  von S nicht trifft 
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und das mit  k nur  den Punk t  A gemein hat,  so kann eine Redukt ion  aus- 
geffihrt werden, die der eben beschriebenen entspricht.  

3. Schritt .  Vorbereitung fi~r die weitere Reduktion. 

Es sei keine der vorangehenden Redukt ionen mehr  ausffihrbar aber noch 
mindestens ein Knie von S vorhanden.  Wir best immen ein Elementar-  
flAchenstfick g, verm6ge dessen eine weitere Redukt ion m6glich ist. 

Nehmen wir zun~chst an, dab auf ~i noch Ausnahmeecken vorhanden sin& 
Ffir mindestens eine Ausnahmeecke A tr i t t  dann der Fall ein, dab voi~ A 
zwei , ,benachbarte" Zipfel ausgehen, die einen yon A ausgehenden Schnit t  
von ~1 mit  dem Schartetraeder  dutch A als gemeinsames Randstf ick besitzen 
und  yon  denen mindestens einer zu k punkt f remd ist. Wenn m6glich, w~hlen 
wir A so, dab beide Zipfel zu k punkt f remd sind, und betrachten den dann 
vorliegenden Sachverhalt .  

Fall a. Au] ~1 existieren zwei bcnachbarte zip]el 31 und 32, die k nicht treffen. 

31 und 33 haben mit  r 1 je ein Stfick des Randes t 1 bzw. tz gemein. Wegen 
w 6 ffihren t 1 und t 2 mindestens je einmal fiber einen Kopf. Da t I und  t 2 einen 
E n d p u n k t  gemein haben und mindestens ein Knie yon S vorhanden ist, gibt 
es auf t 1 oder t 2 mindestens ein E x t r e m u m  der zentrischen Distanz, das auf 
einem Knie liegt. Sei dies etwa ffir t 1 der Fall. Wi t  bet rachten alle Schnitte 
yon 31 mit  Schartetraedern,  die durch die Ex t r ema  der zentrischen Distanz 
yon t 1 gehen. Sind unter  diesen Querschnitte,  so gibt es einen solchen q, tier 
yon 31 ein Elementarfl~chenstfick g abschneidet,  das keinen weiteren Quer- 
schnit t  enth~lt und das yon q und einem Stfick ~ yon t 1 berandet  wird. Sollte 
kein Querschnitt  vorhanden sein, was sich als unm6glich erweisen wird, so 
setzen wir g = ~1 und t~ = t 1. Wegen der vorangehenden Redukt ionen geht. t~ 
mindestens einmal fiber einen Kopf  '1, und es sei A 1 ein E x t r e m u m  der zentri- 
schen Distanz yon tl, das auf fl liegt. Nach Wahl  yon q ist A 1 regular. Das 
Schartetraeder TI' durch A 1 schneidet g in einer geschlossenen Schnittlinie sl 
durch A 1. ~ sei der an ~1 anstol3ende Schenkel, ~ das folgende Knie. Wir  
dehnen T~' stetig in dem Sinne22), dab aus dem Schnit t  yon T; mit  fl ein 
solcher mit  6 und schlieglich ein solcher mit  '2 entsteht,  und verfolgen dabei 
den aus s 1 entstehenden Schnit t  mit  g. Dieser geht zun~chst in einen Quer- 
schnit t  von g t~ber, der auf ~1 entspringt und endet, danach in einen solchen, 
der auf ~ entspringt und endet, schlieBlich in einen solchen, dessen End-  
punkte  auf ~2 liegen, bis wir zu einem E x t r e m u m  der zentrischen Distanz 
yon t'l auf fz gelangen. Dieser Sachverhalt  muB nach Wahl  von g eintreten, 
weft auf g auger q keine Querschnitte dutch Ex t r ema  der zentrischen Distanz 
yon t 1 und keine Querschnitte durch Ausnahmeecken liegen. Bei stetigem 
Dehnen yon T~ im angegebenen Sinne geht  also Sl in einen Querschnitt  von 31 
fiber, der yon einem E x t r e m u m  A S der zentrischen Distanz yon t~ auf ~2 
ausgeht, und dieser Querschnitt  mug  q sein. Nach Wahl  yon tl bemerkt  man 
zugleich, dab die Annahme g =~1 widerspruchsvoll ist. Das Auffinden des 

2~) Es sind Dehnungsfaktoren kleiner als t zugelassen. 
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Elementarfl~chenstfickes g, dessen Gestalt sich aus dem Vorangehenden 
ergibt, war unser Ziel. 

Fall b. Sind 31 und 32 zwei 6enachbarte zip]el  au[ ~1, so tri]fl einer yon 
beiden k. 

In diesem Falle k6nnen. 31 und 32 so gew~hlt werden, dab h zu k punktfremd 
ist, w~hrend auf dem Rande yon 32 ein Sehnenendpunkt P liegt. 31 bzw. 32 
hat mit  dem Rande yon ~1 ein StUck t 1 bzw. t 2 gemein, t 1 geht fiber einen Kopf 
von S; geht t 1 auch fiber ein Knie, so kann auf h ein Elementarfl~chenstfck g 
wie im Falle a gefunden werden. Andernfalls geht t 2 t~ber alle Knie. Wit  
betrachten dann alte Schnitte von 33 mit  Schartetraedern durch Ext rema der 
zentrischen Distanz yon t2. Gibt es darunter einen Querschnitt, der yon 32 
ein zu k punktfremdes Elementarfl~chenstiick abschneidet, so wird das 
Elementarfl~claenstfick fl wie im Falle a bestimmt.  Die Annahme, dab es keinen 
solchen Querschnitt yon 32 gibt, ftihrt zu einem Widerspruch: Wir betrachten 
das Schartetraeder durch P u n d  dehnen es stetig in dem Sinne, dab der 
entstehende Querschnitt auf 33 yon 32 ein Elementarfl~chenstfick abschneidet, 
das P a l s  Randpunkt  besitzt, nicht aber die Ausnahmeecke anf dem Rande 
yon 32. Nach Annahme k6nnte dies solange geschehen, his man erstmals zu 
einem yon P verschiedenen Ext remum der zentrischen Distanz yon t 2 gelangte, 
womit sich ein Widerspruch zu Fall b des 1. Schrittes ergibt. 

Fall c. Au]  ~1 liegen keine Ausnahmeecken. 

Das Elementarfl~chenstfick ~ kann wie im Falle b gefunden werden, wo- 
bei ~1 an die Stelle yon 32 tritt. 

4. Schritt. Beseitigung der restlichen Ausnahmeecken yon S. 

8, ~1, ~, ~2 mbgen dieselbe Bedeutung wie im 3. Schritt haben, ebenso t~ und 
q. Das Schartetraeder durch q sei T2'. Es schneidet ~2 in einer geschlossenen 
Schnittlinie. Ein Sttick q' dieses Schnittes berandet zusammen mit t'~ ein 
Elementarfl~chensttick m, das auf dem von ~, ~ und ~ gebildeten ,,Endstfick" 
yon S liegt und das T~ nicht durchsetzt. Die Ausnahmeecke von ~2 liegt daher 
nicht auf m. Es beranden g, m u n d  ein von q und q' auf T~ berandetes Elemen- 
tarfl~chenstfck n zusammen eine Kugel ~ ,  deren Durchschnitt mit  dem, ,End-  
struck'" von S aus m besteht und die mit  n an T~' ohne Durchdringung anstb~3t. 
Verm6ge ~ werden wir das Endstfick yon S so abbiegen, dal3 das Knie ~2 
verschwindet. 

Zur Fixierung der Sprechweise nehmen wir an, dab ~2 ein ~u~eres Knie ist. 
liegt dann innerhalb T2'. Auf m liegt ein Schnittpunkt Q von S und k, der 

Endpunkt  eines auf ~J~ liegenden Sttickes k 1 von k ist. k 1 liegt entweder auf 
einer zentralen Strecke yon k, oder es besteht k~ aus einem inneren Wege yon 
k und je einem Sttick der anstoBenden zentralen Strecken. 

Fall a. k 1 liegt au] einer zentralen Strecke yon k. 

In diesem Falle liegt k 1 zwischen T2' und dem Schartetraeder durch Q. Wir 
betrachten die auf ~J~ liegenden Stticke von S und lassen fl und ~ auBer Be- 
tracht. Durch Deformation yon S erreichen wit zun~chst, dab kein ~uBeres 
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Knie yon S a u f  ~ liegt: Man kann diese Knie zun~tchst l~tngs geeigneter, 
zentrisch monotoner  Streckenzt~ge so ausbeulen 23), dal3 die Maxima der zentri- 
schen Distanz auBerhalb T~ gelangen, und anschliel3end von ihrer Ausnahme- 
ecke her (in das Knie hinein) so, dab die Ausnahmeecken ebenfalls auBerhalb 
T~' gelangen 24). 

Wenn nun auf k 1 aul3er dem Endpunk t  Q kein weiterer Schni t tpunkt  mit S 
liegt, so l~iBt sich ein Elementarfl~chenstticl~ a so best immen ~5), dab erstens a 
berandet  wird von kl, einem zentrisch monotonen Streckenzug m auf m yon Q 
nach einem Punkte  yon T~' und yon einem Streckenzug auf T2', der die End-  
punkte  yon m u n d  k 1 verbindet, dal3 zweitens S und k yon a nur  in m u n d  k~ 
getroffen werden und dab drit tens a yon jedem Schartetraeder zwischen T~' 
und Q in nur  einem Querschnitt  und von dem Schartetraeder durch Q nur  
in Q getroffen wird. Dal3 a so best immt werden kann, erkennt man, wenn man 
das Schartetraeder durch Q stetig dehnt,  weil die Ausnahmeecke yon ~ nicht 
auf 9X liegt. Das Knie f2 l~tBt sich nun dadurch beseitigen, dab man das End-  
sttick yon S l~tngs a entsprechend dem Fall b des t. Schrittes abbiegt. 

Wenn auf k 1 aul3er Q noch Schni t tpunkte  mit  S liegen, so sind es die Schnitte 
yon k mit  dem von ~1 verschiedenen Kopf  V yon S. Wenn der an V anstoBende 
Schenkel nach aul3en ftihrt, so schneidet er T~', well auf 9X keine ~tuBeren Knie 
mehr liegen, und es kann V nach dem eben beschriebenen Verfahren l~ngs k~ 
aul3erhalb ~ geschoben werden, worauf das aus ~1, ~1 und ~2 bestehende End-  
sttick yon S wie oben abgebogen werden kann. Wenn der an f' anstol3ende 
Schenkel nach innen ftihrt, so l~iBt sich V l~ings k 1 ebenfalls aus 9X heraus- 
schieben, worauf  a wie oben best immt werden kann. 

Fall b. k 1 urn]a~t einen inneren Weg yon k, hat aber mit S nur einen End- 
punkt gemein. 

Der Endpunk t  Q yon kl ist Minimum der zentrischen Distanz auf dem 
Kopf  ~1. Wir  beulen zun~tchst ~1 l~tngs k 1 so aus, dal3 der Sehnenendpunkt  Q 
auf die zweite zentrale Strecke von k~ ger~it, dab auf dem ausgebeulten Sttick 
nur  ein E x t r e m u m  der zentrischen Distanz, und zwar ein Minimum innerhalb 
des Grenztetraeders T 1 yon k, entsteht  und dab die tibrigen Teile von S und 
die Elementarfl~chenstticke g und n festbleiben. Dabei geht k in sich tiber. 
Daraufhin wird t~ tiber das ausgebeulte Sttick so deformiert, dab auf t'~ nur ein 
Minimum der zentrischen Distanz dicht bei dem jetzigen Endpunk t  Q von k 1 
entsteht,  und dabei wird g so mitgezogen, dab auf g nu t  eine einzige Ausnahme- 
ecke in der N~the des bisherigen Minimums der zentrischen Distanz yon t~ 
entsteht.  Diese liegt dann auf dem Rande einer inneren Haube yon g und kann 
daher so beseitigt werden, dal3 T~ punktweise festbleibt. Nunmehr  wird das 
aus ~2, ~ und dem deformierten Knie ~ bestehende Endstt ick yon S l~tngs k 
so verbeult,  dab es wieder aus einem Knie, einem Schenkel und einem Kopf  
besteht und dal3 der auf der Grenzlinie yon ~1 liegende Sehnenendpunkt  auf  
dieselbe zentrale Strecke ger~tt, auf der jetzt  Q liegt. Insgesamt wird also der 

~3) Vgl. [6] w 5, 5. Schritt. 
24) Vgl. [6] w 6, 2. Schritt. 
25) Vgl. [6~ w 6, 1. Schritt. 
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Kopf ~1 von einer zentralen Strecke von k tiber einen inneren Weg hinweg auf 
eine andere verschoben. Damit entsteht der Fall a. 

Fall  c. k 1 um]aflt einen inneren Weg yon k und schneider S. 

Auf k 1 liegen also jetzt die beiden Schnittpunkte yon k mit dem zweiten 
Kopf V yon S. Liegen diese nicht auf derselben zentralen Strecke wie Q, so 
kann das Verfahren des Falles b angewandt werden. Liegen beide Schnitt- 
punkte auf derselben zentralen Strecke wie Q, so betrachten wir den an i' 
anstol3enden Schenkel. Ftihrt dieser yon V nach auBen, so kann zun~chst ~' 
1Angs kl fiber den inneren Weg hinweg auf die zweite zentrale Strecke geschoben 
werden und danach ~1 wie im Falle b. 

Nehmen wir nun an, dab die Schnittpunkte yon k mit dem zweiten Knie 
V auf kl auf derselben zentralen Strecke wie Q liegen und dab der an ~' an- 
stoBende SchenkelV yon V nach innen ftihrt. Wie im Falle a erreichen Wit 
zun~chst, dab auf ~X nur inhere Knie liegen. Durch ein entsprechendes Ver- 
fahren kSnnen wit erreichen, dab auf ~J~ alle inneren Knie innerhalb des Grenz- 
tetraeders T 1 yon k gelangen. Auf ~X liegt mSglicherweise auBer k 1 noch ein 
zweites Sttick k s yon k ,das dann einen inneren Weg u s yon k umfal3t. Wenn 
dies der Fall ist, so heben wir u s unter Verl~ngerung der anstol3enden zentralen 
Strecken ins Inhere yon T 1 ab, so dab u s auf ein Schartetraeder zwischen T 1 
und der Aul3ersten Ausnahmeecke der auf ~JX liegenden inneren Knie gelangt. 
Dadurch wird es mSglich, den Kopf V l~ngs k 1 ~hnlich wie im Falle b auf die 
zweite zentrale Strecke zu verschieben. Daraufhin kann u s l~ngs eines ge- 
eigneten Elementarfl~chensttickes auf T~ zurtickdeformiert werden und zwar 
so, dal3 wieder zentrale Strecken an u S anstoBen und dab S und k~ yon u s nicht 
getroffen werden, d .h .  man weiche den Schenkeln yon S und dem inneren 
Weg auf k~ bei der Deformation aus. Die Gestalt yon u~ ~ndert sich dabei, sie 
kann jedoch wie im I. Schritt yon w 6 durch eine zentrische Abbildung, die 
aul3erhalb T~ die Identit~t ist, wiederhergestellt werden. Nunmehr kSnnen die 
innerhalb T 1 liegenden Knie yon S verm6ge geeigneter Elementarfl~chenstticke 
so abgebogen werden, dal3 sie wieder auBerhalb T 1 gelangen, wobei man den 
inneren Wegen yon k offenbar ausweichen kann. Das Verfahren des Falles b 
ist nunmehr anwendbar. 

Bei den vorangehenden Deformationen werden die Elementarfl~chenstticke 
q und es in Mitleidenschaft gezogen. Die Deformationen kSnnen jedoch stets 
so vorgenommen werden, dab el und es wieder die Forderungen des w 5 erft~llen. 
Wit haben erhalten, dab sich stets ein Knie von S beseitigen l~Bt, solange noch 
Knie vorhanden sind. Da bei keiner Reduktion neue Knie entstehen, kSnnen 
wir weiterhin annehmen, dal3 S keine Ausnahmeecken besitzt, also aus den 
beiden KSpfen und einem einzigen Schenkel besteht. 

w 8. Abschliel3ende Reduktionen ffir ~1 und ~ 

Wir beseitigen zunAchst alle noch verbliebenen Ausnahmeecken yon fl 
und ~s und nehmen anschliel3end im 4. Schritt eine Reduktion der Schnitte 
yon ~1 und ~ mit den Grenztetraedern yon k vor. 
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Nehmen wir an, dab etwa auf fl noch Ausnahmeecken vorhanden sind. 
Wegen w 5, 3. Schritt und w 6, 1. Schritt liegt jede Ausnahmeecke zwischen 
den Tetraedern durch die Grenzlinien der beiden K6pfe yon S. Wir betrachten 
auf ~ alle diejenigen Schnitte mit  Schartetraedern, die yon Ausnahmeecken 
und den singul~ren Ext rema der zentrischen Distanz yon rl ausgehen. Es 
existiert dann auf ~1 ein zu k punktfremdes Elementarfl/ichenstfick g, das 
entweder ein Zipfel ist oder yon einem Querschnitt der angegebenen Art 
abgeschnitten wird und das keine weiteren solchen Schnitte enth~tlt. 

1. Schritt. Reduktion, ]alls g ein Z@/el ist. 

Es sei A die Ausnahmeecke auf dem Rande yon g und T das Schar- 
tetraeder durch A. Mit dem Rande yon ~1 hat g ein Stfick t[ gemein, das 
auf r 1 liegt, und es wird g yon t~ und einem Querschnitt q yon ~1 durch A 
berandet, t[ fiihrt mindestens einmal fiber einen 
Kopf von S, etwa fiber den Kopf ~1" Zur Fixie- 
rung der Sprechweise nehmen wir an, dab ~1 
der innere der beiden KSpfe ist. Auf ~1 liegt 
ein regutAres Minimum A~ der zentrischen Di- 
stanz yon t~. Das Schartetraeder T '  durch A~ 
schneidet [1 in einer geschlossenen Schnittlinie s 
durch A 1, die auf g liegt. Dehnt man T' stetig, 

Fig. tt 

so geht s in einen Schnitt fiber, der auf S entspringt und endet und in q 
fibergeht, wenn T' iri T gedehnt ist. W~ire dies n~mlich nicht der Fall, so 
kSnnte man die Detlnung tiber T hinaus fortsetzen, bis der aus s entstandene 
Schnitt in einen Quersehnitt yon g fibergeht, der in einem Ext remum der 
zentrischen Distanz yon t[ auf dem ~iuBeren Kopf yon S entspringt, was der 
Wahl yon g widerspricht, g hat  also ~ihnliche Gestalt wie das im 3. Schritt 
yon w 7 bestimmte, dort ebenfalls mit  g bezeichnete Elementarfl~chenstiick, 
und iihnlich wie dort wird eine innerhalb T liegende Kugel g2 best immt:  
q berandet auf T zusammen mit einem geeigneten Stiick q' des Schnittes 
von S und T ein Elementarfl/ichenstfick It, das an ~ yon auBen in q' anst613t 
und mit k nur einen Schnittpunkt gemein hat. q' und t'l beranden auf S 
ein Elementarfl~ichenstiick m, das innerhalb T liegt und k in einem Sehnen- 
endpunkt Q trifft, g, m u n d  n beranden eine innerhalb T liegende Kugel g2. 
Ihr  Durchschnitt  mit  k besteht aus einem Stfick k 1 yon k, ihr Durchschnitt  
mit  ~ besteht ans m nach Bestimmung yon m kl liegt entweder auf einer 
zentralen Strecke yon k oder umfal3t einen inneren Weg. Wir betrachten hier 
nur den ersten Fall und zeigen im 3. Schritt, dab sieh der zweite Fall auf 
den ersten zurfickffihren l~it3t. 

Im  betrachteten Fall liegt der Endpunkt  Q yon k~ auf der Grenzlinie 
yon *~. Durchl~iuft man diese Grenzlinie, so trifft man abwechselnd anf die 
R~tnder yon ~1 und ~2. Die Schnitte des Tetraeders durch die Grenzlinie 
yon ~1 mit  ~1 und ~ haben daher, soweit sie auf ~ liegen, folgendes Aussehen 
(Fig. t t ) :  Es sind Schnitte, die auf der Grenzlinie yon ~1 entspringen und 
enden, Q trennt die Endpunkte  jeder Schnittlinie auf demjenigen Sttick der 
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Grenzlinie von ~1, das auf m liegt, und der ~uBerste dieser Schnitte liegt auf g. 
Weitere Schnitte k6nnen nicht vorhanden sein, weil solche geschlossen sein 
und auf einer Haube yon ~1 oder ~ liegen mfiBten, wie man erkennt, wenn 
man das Schartetraeder durch die Grenzlinie von ~1 in geeignetem Sinne 
stetig dehnt. Dehnt man das Schartetraeder durch die Grenzlinie yon '1 
stetig nach T, so entsteht aus Q ein Querschnitt von ~1 oder ~,  etwa yon ~ ,  
wAhrend die fibrigen auf ~J~ liegellden Schnitte ihre Gestalt behalten. Von 
zwei auf dem Tetraeder benachbarten Schnitten liegt n~mlich einer auf ~1, 
der andere auf ~ ,  so dab eine Ver~nderung des Schnittbildes nur dann m6glich 
w~re, wenn noch Hauben vorhanden w~rell. Zugleich bemerkt  man, dab yon 
den vier Schnitten, die auf T yon A ausgehen, nur die beiden, die zusammen q 
ausmachen, auf n liegen. 

Auf ~t liegt ein Querschnitt, der den Endpunkt  von k 1 rnit einem Punkte 
von r 2 verbindet und yon ~2 ein ausnahmeeckenfreies, auf ~J~ liegendes Ele- 
mentarfl~chensttick a abschneidet, das Q als innersten Punkt  besitzt. L~ngs 
dieses Elementarfl~chenstiickes kann f~ und das anschlieBende Schenkelstfick 
so ausgebeult werden, dab die Grenzlinie yon ~1 auBerhalb T gelangt, k ill 
sich tibergeht ulld ~2 stetig in sich zusammengezogen wird, so dab a ins Illllere 
von ~ gelangt, w~hrend sich ~1 und ~2 sonst llicht ~ndern. Nach dem Ver- 
fatfren des 3. Schrittes v o n w  5 kann null ~1 so zusammengezogell werden, 
dab ~1 allBerhalb T zu liegen komlnt. ~ geht dabei in eine Haube fiber, und 
die Ausnahmeecke A kann beseitigt werden. Bei dem Verbeulen yon ~1 ist 
so vorzugehen, dab das allstoBende der beiden Elementarfliichenstticke e~, e~ 
auch anschlieBelld den Forderullgen des w 5 genfigt. 

2. Schritt. Reduktion, ]alls ~ yon einem Querschnitt abgeschnitten wird, der 
yon einem singul~ren Ex t remum der zentrischen Distanz yon r~ ausgeht. 

Sei t 1 das Stfick von r 1, das g und ~1 gemeill haben. Da r 1 abwechselnd 
tiber die beiden K6pfe roll S geht, liegt auf t~ eill Ext remum A1 der zentri- 
schell Distanz, das nicht Endpunkt  ist. Zur Fixierung der Sprechweise 
nehmen wir wieder an, daB A 1 auf dem inneren der beiden K6pfe von S liegt. 

Es sei jetzt T ein Schartetraeder, das dell Schenkel von S schneidet, 
und zwar so dicht an der Grenzlinie des ~uBeren Kopfes, dab auf T und 
auBerhalb T keine Ausnahmeecken yon ~1 lind ~2 ]iegen. T schneidet g in 
einem Querschnitt q, und es berandet q zusamlnen mit einem Stiick t~ yon t 1, 
das A~ enth~lt, eill Elementarfl~chellstiick auf 8, dem wit yon jetzt an die 
Bezeichnung g erteilen. Nun kann die Kugel ~X wie im t. Schritt best immt 
werden, wobei die Bezeichllungen entsprechend zu w~hlen silld. Der Durch- 
schnitt yon ~J~ ulld k besteht wieder aus einem Sttick k~ yon k, wobei k~ ent- 
weder auf einer zentralen Strecke von k liegt oder eillen inneren Weg um- 
faBt. Der zweite Fall wird durch den 3. Schritt auf den erstell zurfickgeftihrt, 
so dab wit hier nut  diesen zu betrachten habell. Der Vorgang elltspricht 
nun dem 1. Schritt. Wie dort kann das Elemelltarfl~chenstfick ~ best immt 
und S 1Angs a so verbeult werden, dab die Grenzlinie von ~1 auBerhalb T 
gelangt aber noch innerhalb des Schartetraeders durch die Grellzlinie des 
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~ul3eren Kopfes liegt, und es l~iBt sich dann fl auBerhalb T bringen. Dann 
hat keine Ausnahmeecke yon [~ und [2 dieselbe zentrische Distanz wie ein 
Punkt  yon S, und es verschwinden alle, wenn man Hauben auf ~1 und ~, be- 
seitigt, well yon einer Ausnahmeecke nicht alle Schnitte mit dem zugehSrigen 
Schartetraeder zu k fiihren k6nnen (vgl. w 6). 

3. Schritt. Reduktion, ]alls k 1 in den vor.angehenden Schritten einen inneren 
Weg yon k um]aflt. 

Sei u 1 dieser innere Weg, die iibrigen Bezeichnungen seien dieselben wie 
im Vorangehenden. Die Reduktion besteht darin, dab ~1 fiber u 1 hinweggezogen 
wird, worauf der bisher betrachtete Sachverhalt des 1. oder 2. Schrittes 
entsteht. 

Der auf ~1 liegende Endpunkt  Q von 
k 1 ist jetzt der innerste Punkt  yon S. 
An ~1 stSl3t eines der beiden Elementar- 
fl~chenstiicke el, e~ an, etwa e~. Die 
Schnitte yon ~1 und ~2 mit dem Schar- 
tetraeder T' durch die Grenzlinie yon ~1 
haben, soweit sie auf ~ liegen, das Aus- 
sehen yon Fig. t t ,  wobei jetzt nur an 
Stelle des dort mit Q bezeichneten 
Punktes ein Querschnitt p etwa yon [~ 
tritt ,  der einen Punkt  yon k 1 mit einem 
Punkt  yon rz verbindet, p schneidet 

T' 

\ 

U7 

Fig. t2 

von ~ ein Elementarfl~ichenstiick l) ab, das auf ~J~ liegt und das yon p, einem 
Stiick yon kl und einem in Q entspringenden Sttick von r~ berandet wird 
(Fig. t 2). L~tngs b kann 31 und das anstoBende Schenkelstiick so ausgebeult 
werden, dab k in sich tibergeht, dab auf S keine Ausnahmeecke entsteht 
und dab 5 ins Innere yon ~ gelangt, .wobei ~2 in sich zusammengezogen wird, 
w~thrend sich ~1 und ~ sonst nicht iindern, el ist dabei so mitzunehmen, dab 
auf el keine Ausnahmeecken entstehen, dab el an u 1 vom Inneren des Grenz- 
tetraeders T 1 her anst6Bt und dab der innerste Punkt  des deformierten 
Kopfes tl auf dem Rande yon el liegt. Bei der Deformation gelangt Q aut3er- 
halb T'. Die innerhalb T liegenden Stiicke von r 1 und r 2 (T hat die Bedeu- 
tung wie im 1. oder 2. Schritt) werden nun auf dem ausgebeulten Stiick so 
deformiert, dab wieder jewefls nur ein Minimum der zentlt':chen Distanz 
vorhanden ist und dab dieses dicht bei dem jetzigen Sehnenendpunkt Q 
auBerhalb T' liegt. Die Deformation geschieht wie in w 6, 2. Schritt, Falla. 
Die anstoBenden Teile yon ~I und ~ sind mitzuziehen, wobei neue Ausnahme- 
ecken entstehen, die jedoch innerhalb T' liegen. Nun wird 31 weiter l~tngs el 
und eines Teiles yon 3 so verbeult, dab der Schnittpunkt Q' mit k, der anfangs 
auf der Grenzlinie yon 11 lag, auf dieselbe zentrale Strecke wie Q gelangt, 
zum Minimum der zentrischen Distanz auf S wird und auBerhalb T'  zu 
Iiegen kommt. Dies muB so geschehen, dab auf S keine Ausnahmeecken 
entstehen und k in sich iibergeht. Q' ist anfangs Minimum der zentrischen 

I t *  
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Distanz auf ~1 oder ~2. Das anstoBende Sttick yon ~1 oder ~2 kann bei der 
Deformation so mitgezogen werden, dab es aul3erhalb des Grenztetraeders T 1 
verbleibt und keine Ausnahmeecken entstehen, weil el und das betreffende 
Sttick yon ~l oder ~ nur den Punkt Q' gemein haben. S liegt nunmehr aui3er- 
halb T', und die bei der Deformation entstandenen Ausnahmeecken ver- 
schwinden, wenn Hauben auf ~1 und ~ wieder beseitigt werden. Der ge- 
wtinschte Sachverhalt ist damit erreicht. 

4. Schritt. Korrektur der Schnitte durch die regul~ren Extrema. 

Sei A ein solches Extremum etwa auf rl,  das nicht Sehnenendpunkt ist. 
Das Schartetraeder T dutch A schneidet ~1 in einer geschlossenen S~hnitt- 
linie s durch A, und es berandet s auf T ein Elementarfl~chenstiick it, das 
mit S nut  dell Punkt  A gemein hat. Auf ~1 berandet s ein Elementarfl~ichen- 
sttick m. Sei ~l der Kopf, auf dem A liegt, rt trifft die Sehne von ~1 nicht, und 
m i s t  punktfremd zu k. Auf ~t liegen daher zwei oder keine Schnittpunkte 
mit k. Wenn k von rt nicht getroffen wird, so beranden m u n d  n eine zu k 
punktfremde Kugel ~X, die mit S nur den Punkt  A gemein hat, und in diesem 
Falle k6nnen ~l nnd ~2 folgendermaBen deformiert werden: 

Auf a liegen aul3er dem Rande s m6glicherweise noch geschlossene Schnitte 
mit ~i und ~2. Indem man mit einem auf rt innersten beginnt, k6nnen diese 
der Reihe nach so beseitigt werden, dal3 keine Ausnahmeecken entstehen. 
AnschlieBend wird m iiber ~ in ~t deformiert und so yon It abgehoben, dab 
k, S und A festbleiben, A z u m  Extremum der zentrischen Distanz auf ~l 
wird und keine Ausnahmeecken entstehen. Das Verfahren son so oft wie 
m6glich auf ~1 und ~2 angewandt werden. 

w 9. Nachweis, dab ~1 und ~ eines der beiden Grenztetraeder yon k nicht 
mehr schneiden und in je einem Stiick yon k ber/ihren 

1. Schritt. Nachweis, da~ au/ r 1 und r~ insgesamt ~' reguldre Extrema der 
zentrischen Distanz vorhanden sind. 

Auf r 1 und rz liegen j e c ( - -  l Extrema der zentrischen Distanz, die nicht 
Sehnenendpunkte sind. Unter diesen betrachten wir die singul~ren. Von 
jedem solchen Extremum gehen zwei Querschnitte yon" ~l oder ~2 auf dem 
zugeh~rigen Schartetraeder aus, die ~l bzw. ~2 jeweils in drei Rlementar- 
fl~ichenstticke zerlegen, wobei eines yon beiden Querschnitten und einem 
Sttick des Randes yon ~l bzw. ~z berandet wird, also ,,zipfelartige" Gestalt 
hat, w~ihrend die anderen beiden von je einem Querschnitt und einem Sttick 
des Randes yon ~l bzw. ~ berandet werden. Auf ~l und ~ betrachten wit alle 
diese Querschnittpaare zugleich, und es m6gen ?l bzw. Y2 solche Paare auf 
~l bzw. ~ liegen. Von ~l bzw. ~ werden dann ? l +  2 bzw. ?2+ 2 Elementar- 
fl~ichenstticke abgeschnitten, die mit den Querschnitten nur Randpunkte 
gemein haben, wie durch vollst~ndige Induktion nach Yl, V2 folgt. Sei ~ ein 
solches Elementarfl~chensttick, etwa auf ~1. Ftir die Lage yon g sind drei 
F~ille m6glich: 
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a) ~ trifft k nicht, 

b) ~ hat  mit  k ein Stfick gemein, das einen Sehnenendpunkt als End- 
punkt  besitzt, 

c) ~ hat  zipfelartige Gestalt und mit  r 1 nur einen Punkt,  die ,,Spitze des 
Zipfels", gemein. 

Im  Falle a liegen auf dem Rande von ,~ genau zwei Ext rema der zentri- 
schen Distanz yon r 1, nAmlich ein singulAres, von dem zwei Querschnitte 
yon ~1 mit  dem zugeh6rigen Schartetraeder ausgehen, yon denen einer ocher 
beide zum Rande yon g geh6ren, w~hrend das andere Ext remum regular ist. 
Man erkennt dies, wenn man das Schartetraeder durch das singulAre Ex t remum 
in geeignetem Sinne stetig dehnt, so dab auf g ein Schnitt entsteht, und 
diesen Schnitt verfolgt. 

Im  Falle b erh~lt man entsprechend zwei Ext rema der zentrischen Distanz 
von r 1, wobei das zweite bier ein Sehnenendpunkt ist. Is t  dieses ein regul~res 
Extrernum, so hat  ~ mit  k nut  ein Sttick einer zentralen Strecke gemein, 
andernfalls liegt auf dem Rande yon ~ ein innerer oder ein AuBerer Weg yon k 
und nur einer. 

Im  Falle c liegt auf dem Rande von ~ nur ein Ext remum der zentrischen 
Distanz yon r 1, nAmlich die Spitze des Zipfels, auBerdem aber genau ein 
innerer oder AuBerer Weg yon k, wie sich durch stefige Dehnung des Schar- 
tetraeders dutch die Spitze des Zipfels in geeignetem Sinne ergibt. 

Befiicksichtigt man, dab auf k zwei innere und zwei itul3ere Wege liegen 
sowie vier Sehnenendpunkte, yon denen zwei regulate Ext rema sind, so 
bemerkt  man, dal3 fiir ~1 und ~ zusammen der Fall b genau viermal, der 
Fall c genau zweimal, der Fall a also (y l+y , - -2 ) - rna l  eintritt. 

Betrachten wir nun ein Schartetraeder durch ein regul~res Ext remum der 
zentrischen Distanz auf r 1 oder r2, das nicht Sehnenendpunkt ist. Wenn man 
das Tetraeder in geeignetem Sinne stetig dehnt, erkennt man, dab das 
Extremuln auf einem ElementarflAchenstfick g yon ~ bzw. ~l liegt, das zum 
Fall a gehSrt. Zugleich ergibt sich, dab 71 und 78 yon null verschieden sind, 
was oben stillschweigend vorausgesetzt wurde. Wir erhalten, dab auf r 1 
und r e zusamrnen 271 + 272--2 Ext rema der zentrisehen Distanz liegen, die 
nicht Sehnenendpunkte sind. Also ist 71+Y~=~' ,  und dies ist auch die 
Anzahl der regulAren Ext rema der zentrischen Distanz auf r 1 und r2, weil 
genau zwei Sehnenendpunkte solche Ext rema darstellen. 

2. Sehritt. Verhalten der Schnitte von ~1 und ~ mit einem stetig gedehnten 
Schartetraeder. 

Es sei T ein Schartetraeder, das den Schenkel yon S schneidet. Es liegt 
also einer der beiden K6pfe yon S innerhalb T, der andere aul3erhalb. Der 
Schnitt von S und T sei s. Durchl~uft man s einmal, so gelangt man abwech- 
selnd zu Schnitten von r 1 und r 2 mit  T, und zwar je ~'-mal. I)er Durchschnitt  
von T und ~1, ~, besteht daher (Fig. t3) aus vier Querschnitten ql, q~, q3, q4, 
die yon s nach je einem der vier Schnittpunkte von k und T ftihren, und 
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Querschnitten, die auf s entspringen und enden und dabei jeweils genau einen 
der Querschnitte ql, q2, %, q4 umfassen. Weitere Schnitte von T m i t  ~1 und Y2 
sind nicht vorhanden, weil es auf ~1 und ~2 keine Ausnahmeecken mehr gibt. 
Der Querschnitt qi (i = t, 2, 3, 4) werde von ni Querschnitten umfal3t, wobei 
die Numerierung der q~ entsprechend Fig. t3 gew~hlt sei. Dann ist 

(1) n 1 + % + % -[- n4 = 0~' -- 2. 

Zieht man T stetig auf seinen Mittelpunkt zusammen, so ~tndert sich das 
Schnittbild erst dann, wenn T durch die Grenzlinie des inneren Kopfes yon S 
geht, und es verschwindet dort einer der Querschnitte qi. Die Bezeichnung 

/ 
Fig. 13 

sei so gew~hlt, dal3 dies q~ ist. 
Wird T welter zusammengezogen, 
so schrumpfen die nl Schnitte, 
die vorher ql ~mfal3ten, der Reihe 
nach auf einen Punkt  zusammen 
wegen des 4. Schrittes yon w 9. 
Man erh/ilt so zun/~chst n l + t  
regul~tre Extrema der zentrischen 
Distanz yon rl und r~. Nehmen 
wir an, dal3 n~ ~ n 4 ist, so ver- 
schmelzen bei weiterem Zusam- 
menziehen yon T nun n~ Quer- 
schnitte, die q~ umfassen, mit 
solchen, die q4 umfassen, und ein 
solches Verschmelzen von Quer- 
schnitten tr i t t  auch weiterhin 

solange ein, his ein Schnitt entsteht, der zwei Punkte yon k verbindet. 
Danach entsteht eine gewisse Anzahl d geschlossener Schnitte, bis schliel3- 
lich T durch den innersten Punkt yon S geht und zwei Querschnitte auf ~1 
und ~2 vorhanden sind, die je zwei Punkte yon k verbinden, und ~ ge- 
schlossene Schnitte, welche die beiden Querschnitte auf T trennen und bei 
weiterem Zusammenziehen in b geschlossene Schnitte yon ~1 und ~ mit dem 
inneren Grenztetraeder T~ tibergehen. Das Verschmelzen der Schnitte ist in 
Fig. t3 gestriehett angedeutet. 

Urn ~ zu bestimmen, betrachten wir T in derjenigen Lage, in der q2 mit 
einem anderen Querschnitt verschmilzt, und lassen q2 fort. Auf dem yon T 
aus ~ ausgeschnittenen Elementarfl~chensttick ~ verbinden wir die Schnitte 
yon T mit ~1 und ~2 entsprechend dem weiteren Verschmelzen (Fig. t4). Wit 
erhalten dann zwei nicht geschlossene Wege und ~ geschlossene, welche die 
beiden ersten trennen. Auf dem Rande s yon ~ liegen zwei Endpunkte und 
2n3+ 2n4 Schnittpunkte mit diesen Wegen. Die beiden auf s liegenden End- 
punkte k6nnen tiber ~ hinweg durch einen Weg w 1 so verbunden werden, dag 
n3+n4 Schnittpunkte entstehen. Entsprechend k6nnen die beiden anderen 
Endpunkte der nicht geschlossenen Wege durch einen Weg w 2 aul3erhalb 
verbunden werden. Das entstehende Bild kann als Projektion einer Normal- 
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form mit zwei Briicken aufgefaBt werden, zu der zus/itzlich ~ geschlossene 
Wege gezeichnet sind, welche die beiden/tuBeren Wege trennen und die Briicken 
al~wechselnd unterkreuzen 36). Z/ihlt man die geschlossenen Wege mit, so liest 
man % + n , + t  als die der Torsion entsprechende Zahl und n 4 - - n  , oder 
n~+ % +  1 als Betrag der der Kreuzungsklasse entsprechenden Zahl ab. Nach 
einer Bemerkung in w 3 erh/ilt man fiir die Anzahl der geschlossenen Wege 
j edenfalls: 
(2) ~ = (n4--  n2, n3Av na + t) - -  t = (nz + ~a-J- t ,  n3--~ n4 + t) - -  t , 

wobei die Klammer den gr6Bten gemeinsamen Teiler bezeichnet. 
Wit erhalten: Die Anzahl der Schnitte yon T x rnit ~1 und ~ ist (n ,+  % +  1, 

% +  n , +  4) -- t ,  wenn die inneren Wege yon k, in denen T x yon ~1 und ~. beriihrt 
wird, nicht als Schnitte gez/ihlt 
werden. Zugleich hat sich er- 
geben, dab auf dem inneren Kopf 
yon S insgesamt n l +  (n~+ n3+ t,  
%-~- n4+ 4) regul~ire Extrerna der 
zentrischen Distanz yon r 1 und r~ 
liegen. Diese Aussagen wurden 
unter der Annahme n 2 ~ n~ her- 
geleitet, gelten aber wegen der 
Symmetrie in n, und n 4 aUgemein. 

3. Schr i t t  Nachweis, daft eines 
der beiden Grenztetraeder yon ~1 
und ~ nicht geschnitten wird. 

Das im Vorangehenden be- 
nutzte Tetraeder T betrachten wir 

Fig. 14 

t 
wieder in der Ausgangslage (Fig. 13) und dehnen es stetig bis zur Grenzlinie 
des/iuBeren Kopfes yon S. Es verschwindet dann einer der Querschnitte qi. 
Dies kann nicht ql sein, da sonst r 1 oder r 2 rnit den K6pfen nur die End- 
punkte gemein h/itte und somit x ' =  1 w/ire, was ausgeschlossen wurde. Es 
sind zwei F/ille zu unterscheiden, je nachdem qa oder einer der beiden Quer- 
schnitte q~, q~ verschwindet. 

Fall a. A u /  der Grenzlinie des ~ufleren Kop/es verschwindet qz oder q4. 
Wir k6nnen annehmen, dab q2 verschwindet, der andere Fall entsteht 

dutch Umbezeichnung. Entsprechend dem 2. Schritt ergeben sich auf dem 
/iufleren Kopf n2+ (%+ n4+ t,  n l +  n4+ 1) regul/ire Extrema der zentrischen 
Distanz yon rl und r 2. Wegen der beiden vorangehenden Schritte und G1. (t) 
muff sein 

(3) n s + n 4 + 2 : ( n 2 + n s + ~ , n 3 + n 4 + t ) + ( n 1 + n 4 + l ,  n s + n 4 + t ) .  

Diese Beziehung kann abet nut  bestehen, wenn einer der beiden gr6Bten 
gemeinsarnen Teller gleich 4, der andere gleich ha+ n4+ t i s t .  Hieraus folgt 

~) Der Sachverhalt l~Bt sich leicht verfolgen, wenn man das Schartetraeder dutch 
den innersten tMnkt yon S stetig dehnt. 
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wegen G1. (2) und der entsprechenden Gleichung ftir das ~iuBere Grenztetra- 
eder, dab eines der beiden Grenztetraeder yon ~1 und ~2 nicht geschnitten wird. 

Fall b. Au[ der Grenzlinie des ~ufleren Kop/es verschwindet qs. 
Dieser Fall ist llicht m6glich. Entsprechend G1. (3) erhielte man 

(3a) n 2 + n 4 + 2 = ( n 2 + % + t ,  n 3 + n 4 + t ) + ( n l + n ~ + t , n l + n 4 + l ) .  

Nach Definition von fl' erhielte man ferner, dal3 unter der unwesentlichen An- 
nahme n 2 ~ n 4 entweder I f l ' ]=  n l +  2n2+ •3-J- 2 oder a ' - -  I '1 = nlq-2n2-{- ha+2 
w/ire. Wegell der Teilerfremdheit von ~' und 8' und wegen G1. (t) mtiBte 
jedenfalls sein 

(4a) (nl + 2n2 + n3 + 2, nl + n= + na + n4 + 2) = t .  

Gin. (3a) und (4a) sind gleichwertig mit 

n2 + n4 + 2 = (n~ + n s + 1, n4 - -  n~) + (nl + n2 + t ,  n~ - -  n2) 

(n 1 + 2hi + n a + 2, n4 -- n,) = t .  

Diese Gleichungen widersprechen sich: Die zweite besagt, dab n, 4= n 2 ist und 
dab die beiden Teiler von n 4 -  n~ auf der rechten Seite der ersten Gleichung 
zueinander teilerfremd sind. Dann kann aber ihre Summe nicht gr613er als 
n 4 -  n2+ 1 sein. 

4. Schritt. Nachweis, daft ein Grenztetraeder, das von ~1 und ~ nicht ge- 
schnitten wird, von ~1 und f, in je einem Stiick yon k beriihrt wird. 

Der Nachweis erfolgt indirekt. Nehmen wir etwa an, dab das /iul3ere 
Grenztetraeder T= von f~ und f2 nicht geschnitten wird und von einem der 
beiden Elementarfl/ichenstticke, etwa yon ~, in beiden /iuBeren Wegen von k 
beriihrt wird. Wir k6nnen die Bezeichnungen des Falles a i m  3. Schritt 
zugrunde legen. Es gelten also Gln. (i), (2) und (3). Betrachten wit wieder 
den Schnitt mit einem Schartetraeder T zwischen den beiden K6pfen yon S 
(Fig. t3), so mfil3ten ql, qs und q~ auf ~1 tmld q2 auf {2 liegell. Da auf T die 
Schnitte mit ~1 und ~2 abwechseln, mfil3ten n l +  n 4 und na+ n~ ungerade sein, 
was der Aussage (nl+ n4+ t,  na+ n~+ t) = t,  dab also T 2 nicht geschnitten 
wird, widerspricht. 

w 10. Abschlull des Beweises 
~, und ~2 schneiden eines der beiden Grenztetraeder T 1, T~ yon k nicht. 

Nehmen wir zun/ichst an, dab dies fiir das /iul3ere Grenztetraeder T 2 der 
Fall ist. Dann gibt es ein Tetraeder T zwischen T 1 und T2, das S im Inneren 
enth~ilt und ~, nnd f2 in nur je einem Qnerschnitt schneidet, wobei dieser 
Querschnitt ~1 bzw. ~2 in ein auBerhalb T liegendes und ein innerhalb T 
liegendes Elementarfl/ichellstiick zerlegt. 

L/ings der innerhalb T liegenden Stiicke yon ~ und f~ beulen wit ~ so 
aus, dab der Durchschnitt yon T und ~ aus zwei Elementarfl/ichenstiickell 
I h nnd ~2 auf S besteht, wobei I)~ bzw. t)~ den bisherigen Sctlnitt yon ~1 bzw. ~2 
mit T umfal3t. Das Ausbeulen soil so geschehen, dab dabei k ill sich tiber- 
geht und ~ und ~2 anf die aul3erhalb T liegenden Stiicke zusammengezogen 
werden, el nnd e= verlieren dabei ihre bisherige Gestalt, jedoch spielt diese 
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keine Rolle mehr. Nun bildet ~ zusammen mit der Kugel, die das ,,J~ul3ere" 
yon T beztiglich der S 8 ausmacht, einen Vollring, ftir den 91 und 92 Meridian- 
fl~ichen sind. Dieser Vollring ist unverknotet.  Man erh~ilt n~imlich leicht eine 
Seele, die eine verallgemeinerte Brtickendarstellung mit einer Brticke ist, 
wenn man vor dem Ausbeulen die Sehnen yon ~ innerhalb ~ durch einen 
zentrisch monotonen Streckenzug verbindet und diesen verm6ge zweier ge- 
eigneter Stticke der Brticken von k und eines Weges auf T~ zu einer Knoten- 
linie erg~inzt. Daraus folgt27), dab das Komplement yon ~ beziiglich des 
Inneren yon T ein unverknoteter Vollring ist, ftir den die R~inder yon 91 
und 92 Breitenkreise sind, und es lttBt sich ~ bei festem k und festem ~1 und ~2 
in das Innere yon T tiberftihreniS). 

In die Sehnen yon ~ und der komplement~iren Kugel ~ spannen wit nun 
Elementaril~ichenstiicke gl, e2 bzw. ~1, ~ ein, indem wir diese Sehnen von Z 
aus auf T projizieren. Nach Hilfssatz 3 lassen sich die auf S = T liegenden 
Randstticke s 1 und s 2 der in die Sehnen yon ~ eingespannten Elementar- 
fliichenstticke el, % in diejenigen yon e 1, % dadurch tiberftihren, dab man sie 
auf T kombinatorisch isotop deformiert. Dies kann auch durctl eine zentrische 
Abbildung geschehen, die auf T~, T~ und k die Identit~it ist, und dutch eine 
s-Abbildung, die auf k und aul3erhalb T die Identit~it ist, kann noch erreicht 
werden, dab el, % mit el, % zusammenfallen. Nun sind nach Hilfssatz 3 die 
auf T liegenden Randstticke r 1 und r 2 von [1 und ~2 kombinatorisch isotop zu 
den entsprechenden Randstticken rl und Ks von ~1 und ~e- Bei dieser Defor- 
mation ~indert sich das Kreuzungsschema von r~ und r e mit  den Randstticken 
s~ und s~ yon el und % nicht: 

Dureh Deformation yon s~, s 2, r 1, r~, die s~ und s 2 in sich tiberftihrt, kann 
zun~chst erreicht werden, dab der Durchschnitt  yon r~ und r 2 mit rl  und r2 
nur aus den Endpunkten und solchen Schnittpunkten besteht, die nicht auf 
sl oder s~ liegen. Die weitere Deformation erfolgt wie im t. Schritt des Be- 
weises yon Satz 2 (w 2). Es erfolgen j eweils Deformationen tiber Elementar- 
fl~ichenstticke g, die "con je einem Sttick w' auf ~ oder r-e und einem Sttick v' 
auf r 1 oder r e berandet werden, wobei w' aul3er seinen Endpunkten keine 
Schnittpunkte mit  r~ und r e besitzt und g keinen der Endpunkte von rl und r 2 
im Inneren entMlt,  s~ und s~ mtissen auf einem solchen Elementarfl~ichen- 
stiick g Querschnitte bilden, die jeweils einen Punkt  von w' mit einem Punkt  
yon v' verbinden. Andernfalls wtirde w' oder v' zweimal hintereinander von 
s~ oder se geschnitten. Dies ist aber nicht m6glich, weft s~, s~ mit  r~, r~ und 
mit gl, Ks Kreuzungsschemata von Normalformen bilden, wie aus der Wahl 
der zugehSrigen Elementarfl~ichenstiicke auf ~ und g folgt. Jede Deformation 
l~iBt sich also durch eine s-Abbildung yon T auf sich bewirken, die s~ und s e 
in sich tiberftihrt, und dies kann auch durch eine zentrische Abbildung ge- 
schehen, die auf k, T~ und T~ die Identit~it i s t .  

Wir haben erreicht, dab r~ und r,  mit  g~ und ~ zusammenfallen. Unter 
tier Annahme, dab T~ yon ~ und ~ nicht geschnitten wird, ergibt sich also 

~) [7] w 7, Satz 2. 
~) [~] w ~. 
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c~=~' und fl=fl'. Wenn T 1 v o n  ~1 und [2 nicht geschnitten wird, l~igt sich 
entsprechend vorgehen, wobei nur ~ in das AuBere eines geeigneten Tetraeders 
iiberzufiihren ist. Nach w ergibt sich entsprechend ,r und f l f l ' ~ l  
modulo 2~. Der Beweis des Satzes ist damit beendet. 

Anhang: Knoten der Alexander-Briggsschen Tabelle, fiir die Darstellungen 
mit zwei Briieken gefunden wurden 

Alle Knoten der ALEXANI~ER-BRIGGSschen Tabelle 29) besitzen Brticken- 
darstellungen mit drei Bracken. Dies wurde mit Hilfe der Tatsache fest- 
gesteUt, daB sich in einer Brtickendarstellung eines Knotens eine Briicke 
stets dann beseitigen l~iBt, wenn sie yon einem der beiden anstoBenden 
/iugeren Wege nicht unterkreuzt wird. Brtickendarsteltungen mit zwei 
Briicken wurden Itir die folgenden Knoten gefunden: 

Bezeichnung Normalform Bezeichnung Bezeichnung Normalform in Tabelle in Tabelle ,Normatform in TabeUe 

3, t 
4,1 
5, t 
5,2 
6,1 
6,2 
6,3 
7,t 
7,2 
7,3 
7,4 
7,5 
7,6 
7,7 
8,1 
8,2 

(3,1) 
(5,3) 
(5,t) 
(7,3) 
(9,5) 

( t t ,3)  
(t3,5) 

(7,1) 
(11,5) 
(~3,3) 
(15,tl) 
(17,5) 
(19,7) 
(21,t3) 
(t3,7) 
(17,3) 

8,3 
8,4 
8,6 
8,7 
8,8 
8,9 
8 , t l  
8,12 
8,t3 
8,14 
9,t 
9,2 
9,3 
9,4 
9,5 
9,6 

(17,t3) 
(t9,5) 
(23,7) 
(23,5) 
(25,9) 
(25,7) 
(27217) 
(29, t 7) 
(29,11) 
(31,13) 

(9,1) 
(15,7) 
(t9,3) 
(2t,5) 
(23, t 7) 
(27,5) 

9,7 
9,8 
9,9 
9,10 
9 , t l  
9 , t2 
9,t3 
9, t4 
9,15 
9,t7 
9,18 
9,20 
9,21 
9,27 
9,31 

(29, 9) 
(31,1t) 
(31,7) 
(33,23) 
(33,7) 
(35,t3) 
(37,t t)  
(37,23) 
(39,17) 
(39,25) 
(41,17) 
(41,11) 
(43,25) 
(49, t 9) 
(55,21) 

Nach dem Korollar zu Satz4 sind die Knoten 4,1; 6,3; 8,3; 8,9; 8,12 
der Tabdle amphicheiral, was bereits von GOEmTZ [2] bemerkt wurde. 
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