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Knoten mit zwei Briicken

Von
HORST SCHUBERT

Briickendarstellungen von Knoten und Verkettungen wurden von TORRES
und Fox [10] und dem Verfasser [6] unabhingig voneinander eingefiithrt. Da
der Kreis der einzige Knoten ist, der eine solche Darstellung mit nur einer
Briicke besitzt, liegt es nahe, diejenigen Knoten und Verkettungen zu klassi-
fizieren, die Briickendarstellungen mit zwei Briicken besitzen. Dies sind gerade
diejenigen, die frither als Viergeflechte Interesse gefunden haben?).

Es seien E; und E, zwei parallele Ebenen im 3-dimensionalen euklidischen
Raum R3. Wir bezeichnen sie als waagerecht und E, als die obere von beiden.
Eine Briickendarstellung mit zwei Briicken besteht aus je zwei Streckenziigen in
E, und E, und vier dazu senkrechten Strecken, die sich zu einer oder zwei
orientierten Knotenlinien zusammensetzen.

Ist % eine solche Briickendarstellung, so 148t sich durch Deformation von %
eine Normalform herstellen, die bei senkrechter Projektion nur endlich viele
Doppelpunkte besitzt und bei der die beiden Streckenziige auf E, von den
Projektionen der auf E, liegenden Streckenziige abwechselnd getroffen werden,
sofern % nicht zwel unverkettete Kreise darstellt (§3). Sieht man von den
Endpunkten der Streckenziige ab, so erhédlt man Unterkreuzungen, deren
Anzahl von der Form 2# ist. Falls #==0 ist, also Unterkrenzungen vorhanden
sind, bezeichnen wir «=#x -1 als Torsion von k. AuBerdem betrachten wir
fiir einen auf E, liegenden Streckenzug von % den ersten Unterkreuzungspunkt
im Sinne der Orientierung von k. Uber ihm liegt ein Punkt eines Streckenzuges
auf E,, welcher der m-te Uberkreuzungspunkt dieses Streckenzuges sei. Wir
setzen f=a —m, wenn die Unterkreuzung von rechts nach links erfolgt,
p=m—a« im anderen Falle und bezeichnen g als Krewzungsklasse von k.
Besitzt die Normalform keine Unterkreuzungen, so stellt sie entweder den
Kreis oder zwei unverkettete Kreise dar. Im ersten Falle setzen wir a =f=1,
im zweiten o =g =0. Durch Angabe von « und g ist die Normalform bis auf
unwesentliche Deformationen bestimmt, so daB3 wir sie durch das Paar («, §)
bezeichnen kénnen. Fiir o> 1 ist f ungerade, teilérfremd zu o und | 8] <e, und
zu jedem Paar («, 8), das diesen Bedingungen geniigt, gehort eine Normalform.
Bei ungeradem « stellt die Normalform einen einzigen Knoten dar, bei geradem
o zwei verkettete Kreise.

Zwei Normalformen («, §) und (o', §’) stellen genan dann denselben Knoten
bzw. dieselbe Verkettung dar, wenn o« =o' und =4’ oder 8§’ =1 modulo 2«

1) Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Viergeflechte und ScHUBERT [6] § 2.
Uber Viergeflechte s. Bankwitz und ScHUMANN [I] und REIDEMEISTER [4].
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ist (§3). Die hier betrachteten Knoten und Verkettungen sind also durch die
Briickenzahl 2, die Torsion und die beiden moglichen Werte der Kreuzungs-
klasse volistandig charakterisiert. Sie sind simtlich symmetrisch (§ 3). Da aus
der Normalform {«, §) durch Spiegelung an einer senkrechten Ebene die Normal-
form (x, —p) entsteht, ist ein Knoten zur Normalform (x, §) genau dann
amphicheiral, wenn f2= —1 modulo 2« ist, und nur die Normalform (0,0)
stellt eine amphicheirale Verkettung dar.

Zu den betrachteten Knoten gehéren die Torusknoten der Umlaufzahl 2.
Fiir diese ist =41 und af die Verschlingungszahl. Ferner gehoren hierher
diejenigen Schlingknoten, deren Diagonalknoten der Kreis ist (§3). Diese
besitzen Normalformen der Gestalt («, 4 (x —2)), womit sich eine Vermutung
von H. SEIFERT [9] bestitigt, daB der Kreis und der Viererknoten die einzigen
amphicheiralen Schlingknoten sind..

Die hier betrachteten Knoten und Verkettungen stehen in einer engen
Beziehung zu den Linsenrdumen, die von H. SEIFERT bemerkt wurde. Sei %
eine Briickendarstellung mit zwei Briicken. Wird der R® zur 3-Sphire S8
geschlossen, so ist die zweibldttrige, lings % verzweigte Uberlagerung der S3
ein Linsenraum, und es kénnen alle Linsenriume so dargestellt werden (§ 4).
Damit 148t sich die angegebene Klassifikation erhalten bis auf diejenigen Ver-
kettungen, deren Verschlingungszahl null ist. Um auch diese mit zu erfassen,
wird der Klassifikationssatz mit kombinatorischen Methoden bewiesen (§§ 5
bis 10).

Im Anhang geben wir Normalformen fiir diejenigen Knoten der ALEXANDER-
Bricesschen Tabelle an, fiir die Briickendarstellungen mit zwei Briicken ge-
funden wurden.

§ 1. Briickendarstellungen

Es sei @3 ein 3-Simplex, das der euklidische Raum R3 mit einer 3-Sphére S3
gemein hat, die Rand eines euklidischen 4-Simplexes ist. R® und S3 seien mit
einer festen Orientierung versehen und zwar so, da8 die Orientierungen auf &2
iibereinstimmen. Alle zu betrachtenden Knotenlinien und Flichen sollen in &3
liegen, was weder fiir die Einbettung in den R® noch fiir die Einbettung in die
S8 eine Einschrinkung der Allgemeinheit bedeutet?). Werden semilineare
Abbildungen (s-Abbildungen) des R® oder der S® ausgefiihrt?®), so sollen auch
die Bilder der jeweils betrachteten Knotenlinien und Flichen in &2 liegen. Die
s-Abbildungen des R® sind dabei immer noch so abgedndert zu denken, daf}
sie auBerhalb @ die Identitit sind und somit eine s-Abbildung der $® indu-
zieren. Alle Komplexe sollen stets eine Zerlegung in euklidische Simplexe
besitzen.

Sei & eine Kugel%). %, k,, ..., &, seien Sehnen von &, d.h. paarweise
disjunkte, orientierte Streckenziige auf &, die mit dem Rande von & nur die

2) Vgl. hierzu [6] §1.

3) Uber s-Abbildungen s. GRAEUE [3]. Die benutzten Resultate finden sich auch in [7]
zusammengestellt. Alle s-Abbildungen sollen orientierungserhaltend sein.

4) Wir verstehen hierunter das semilineare Bild eines 3-Simplexes.
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Endpunkte gemein haben. Wenn es # paarweise disjunkte Elementarflichen-
stiicke ¢, €, ..., ¢, auf & gibt mit der Eigenschaft, daB der Rand von e;
(=1, 2, ..., n) aus k; und einem Streckenzug /; auf dem Ranhde von & besteht
und daB /; den Durchschnitt von e; mit dem Rande von & ausmacht, so sagen
wir, daB die Sehnen k; in & einfach sind oder daB eine Kugel mit n einfachen
Sehnen vorliegt und daB die Elementarflichenstiicke e; in die Sehmen k; von
R eingespannt sind.

Wie wir unten zeigen, stehen Kugeln mit einfachen Sehnen in engem
Zusammenhang mit Briickendarstellungen, bei denen wir durchweg die folgende
Gestalt benutzen wollen: Es seien T; und 7, zwei konzentrische Tetraeder, die
beziiglich des gemeinsamen Mittelpunktes Z &hnlich liegen und von denen T;
das innere beziiglich des R3sei. Eine Briickendarstellung k mit n Briicken besteht
aus je # paarweise disjunkten Streckenzligen auf T, und auf 7; und 2% Strecken
auf Geraden durch Z, die sich zu einer oder mehreren orientierten Knotenlinien
zusammensetzen. Dabei liegt % auf der von 7 und 7, berandeten Kugelschale,
und wir bezeichnen T; als das tnunere, T, als das dufere Grenztetraeder von k.
Es kann angenommen werden, dafl z im Inneren des Projektionskegels von Z
nach einer (2-dimensionalen) Seite von T, liegt, da sich dies stets durch eine
zentrische Abbildung erreichen 148t, d. h. durch eine s-Abbildung des R?, welche
jedes zu T konzentrische und dhnlich gelegene Tetraeder in sich iiberfithrt?).

Sei T ein solches Tetraeder zwischen 7; und 7,. Durch T wird die S® in
zweil Kugeln & und & zerlegt, und es bildet £ in & und € je #» Sehnen. Diese
sind in ® bzw. € einfach. Man erhilt nimlich Elementarflichenstiicke, die in
diese Sehnén eingespannt sind, wenn man %k von Z aus projiziert. Eine Briicken-
darstellung mit » Briicken gibt also Anlall zu einer Zerlegung der S in zwei
Kugeln mit je » einfachen Sehnen. Davon gilt auch die Umkehrung:

Satz1. Die Verkettung x von m =1 Knoten werde durch ein System k von
m Knotenlinien dargestellt. x besitzt genau dann eine Briickendarstellung mit
n Briicken, wenn sich die S® durch eine 2-Sphiire so in zwei Kugeln zerlegen lift,
daf k in jeder der beiden Kugeln n einfache Sehnen bildet.

Beweis. Besitzt » eine Briickendarstellung 2" mit # Briicken, so gibt es
nach dem.Vorangehenden zu %’ eine 2-Sphire 7" mit den genannten Eigen-
schaften. Eine s-Abbildung, die &’ auf % abbildet, fithrt 7" in eine 2-Sphire der
gewtinschten Art iiber.

Sei umgekehrt T eine 2-Sphire, welche die S® so in zwei Kugeln &, £ zerlegt,
daB % in ® und & je # einfache Sehnen bildet. In die Sehnen von & bzw. &
spannen wir die Elementarfldchenstiicke e; bzw. §; (=1, 2, ..., #) ein. Durch
eine geeignete s-Abbildung wird 7 in ein Tetraeder iibergefithrt, wobei & in
das Innere von T (beziiglich des R®) {ibergehe. Wird T auf seinen Mittelpunkt
hinreichend wenig stetig zusammengezogen, so trifft das dabei ausTentstehende
Tetraeder jedes der Elementarflichenstiicke e; nur in einem einzigen Quer-
schnitt. Es werde T so zu T; zusammengezogen. Entsprechend entstehe T, aus

5) Vgl. [6] § 2.
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T durch stetige Dehnung, wobei wihrend der Dehnung das aus T entstehende
Tetraeder jedes Elementarflichenstiick f; in nur einem Querschnitt treffe. T;
bzw. T, schneidet von e; bzw. j; ein Elementarflichenstiick im Inneren von
T; bzw. im AuBeren von T, ab. Uber dieses 14Bt sich das von % herriithrende
Randstiick kombinatorisch isotop in den Schnitt von T; bzw. T, mit ¢; bzw. f;
deformieren®). % ist danach eine verallgemeinerte Briickendarstellung 2. Art
mit # Briicken im Sinne von [6] und 148t sich durch eine zentrische Abbildung
in eine Briickendarstellung der oben beschriebenen Art iiberfiihren?).

Hilfssatz1. Es sei & ein System von Kuotenlinien, dessen Durchschnitt mit
der Kugel & aus n Sehnen k; (1=1, 2, ..., n) von K besiehe. K werde durch ein
Elementarfléchenstilck e so in zwei Kugeln zerlegt, daf die Sehnen k; auf ¢ legen
und von e paarweise disjunkie Elementarflichenstiicke abschneiden. ®' sei eine
Kugel im Inneren von ®, deven Durchschnitt mit e ein Elementarflichenstiick ¢
ist, das mit jeder dev Sehnen k; genaw eine Sehne k; von & gemein hat. Dann gibt
es eine s-Abbildung, die R auf K, e’ auf e und k auf sich abbildet.

Beweis. Durch eine semilineare Hilfsabbildung kann erreicht werden, daB
f ein euklidischer Wiirfel ist, in dem e eben und parallel zu einer Wiirfelseite
liegt®). Die Abbildung kann zudem so geschehen, daB eine der Sehnen, etwa &;,
eine Strecke auf e ist und daB % den Wiirfelrand in den Endpunkten von %,
geradlinig durchsetzt. Man erkennt nun, daB sich & <4 & so deformieren LiBt,
daB % in sich iibergeht und %; so anf & zu liegen kommt, daB die Endpunkte
von k; und nur diese gemeinsame Punkte der Rinder von & und & werden,
wihrend der Durchschnitt von & mit e ein Elementarflichenstiick bleibt und
sich auf den von &; verschiedenen Sehnen nicht 4dndert. Die entsprechende
Konstruktion kann der Reihe nach fiir alle Sehnen von & ausgefiihrt werden.
Die Rénder von & und & haben dann die Endpunkte der Sehnen k; (=1,
2, ..., n) gemein. Der Durchschnitt von & mit e ist ein Elementarflichenstiick
¢/, das die Sehnen %; enthilt und dessen Komplement beziiglich e aus # Elemen-
tarflichenstiicken f;, f5,..., f, besteht. Den Rand von §; bilden ein Strecken-
zug 5; auf dem Rande von ® und ein Streckenzug s; auf dem Rande von &,
wobei f; mit den Sehnen von & nur die Endpunkte von s; und s; gemein hat.
Da. sich s; iiber {; kombinatorisch isotop in s; deformieren 148t, kann man e’ so
in e tiberfithren, daB & punktweise festbleibt und dafi der Rand von e der Durch-
schnitt der Rdnder von & und & wird®). Das Komplement von & beziiglich
R besteht dann aus zwei Kugeln, deren Durchschnitt mit 2 nur aus den Sehnen-
endpunkten besteht und vermége deren man den Rand von & in den Rand
von & bei festem % iiberfithren kann.

%) Graeus [3], S. 33.

%) [6] § 2. Der dortige Hilfssatz 1 iibertragt sich ohne weiteres auf den hier benétigten
Sachverhalt, bei dem statt senkrechter Strecken zwischen waagerechten Ebenen zentral
gerichtete Strecken zwischen 7, und T, bend&tigt werden.

8) Vgl. hierzu die Konstruktion in [§] S. 42, 43.
%) Vgl. [7] S.271.
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§ 2. Kugeln mit zwei einfachen Sehnen

Fiir eine Kugel mit zwei einfachen Sehnen sind die beiden Elementar-
flichenstiicke, die man in die beiden Sehnen einspannen kann, bis auf De-
formation®) eindeutig bestimmt. Dies ergibt sich aus dem Beweis von

Satz2. k sei eine Knotenlinie, deven Durchschwitt mit der Kugel & aus zwel
einfachen Sehnen von R bestehe. ey, e, und ey ,e; seien je zwei Elementarflichen-
stiicke auf &, die in diese Sehnen eingespannt sind. Dann gibt es eine s-Abbildung,
die R auf sich und ey, ¢ auf e, e, abbildet und die auf k und auBerhalb einer
beliebig Rleinen Umgebung von & die Identitdt ist.

Anmerkung. Der Satz bleibt vichiig, wenn k aus zwei Knolenlinien besteht.
Ein entsprechender Satz gilt wnatiirlich fir Kugeln mit einer einfachen Sehne,
dagegen nicht filr mehr als zwei Sehnen. '

Wir beweisen zunichst:

Hilfssatz 2. Auf esnem Elementarflichenstiick e seien zwei mattlere Punkie A, B
durch zwes doppelpunkifreie Streckenziige v, w verbunden. Dann 1Gft sich v auf e
kombinatorisch isotop in w deformieren.

Beweis. Durch kombinatorisch isotope Deformation von v 148t sich zu-
nichst erreichen, da der Durchschnitt von v und w nur aus den Endpunkten
und isolierten Schnittpunkten besteht. Haben nun v und w nur die Endpunkte
gemein, so beranden sie auf e ein Elementarflichenstiick, iiber welches v in w
deformiert werden kann. Den Fall, daB v und w noch Schnittpunkte gemein
haben, fithren wir hieranf zurtick durch folgende Reduktion:

Wir zdhlen die Endpunkte 4 und B als Schnittpunkte, solange noch min-
destens ein echter Schnittpunkt vorhanden ist. Seien C und D zwei auf w»
aufeinanderfolgende Schnittpunkte. Sie schneiden aus w ein von weiteren
Schnittpunkten freies Stiick »’ aus und aus v ein Stiick v’, das zusammen mit
w’ auf e ein Elementarflichenstiick g berandet. Falls g keinen der Punkte 4, B
im Inneren enthilt, so macht 9" den Durchschnitt von v und g aus, und es kann
mindestens ein Schnittpunkt von v und w dadurch beseitigt werden, daBl man
v’ iiber g in w’ deformiert und anschlieBend auf das g gegeniiberliegende Ufer
von w abhebt. Wenn 4 oder B Endpunkt von w' ist, so ist dieser Punkt beim
Abheben festzulassen.

Die geschilderte Reduktion fithren wir so oft wie mdoglich fir auf w be-
nachbarte Schnittpunkte aus. Der Durchschnitt von v und w besteht dann
nur noch aus den Endpunkten 4 und B. Der Nachweis erfolgt indirekt.
Seien 4 =C,, Cy, ..., C,= DB die verbliebenen Schnittpunkte von v und w
in ihrer Reihenfolge auf w, und nehmen wir an, dal »>1 ist. C,_; und C;
{¢=1, 2, ..., n) schneiden dann aus w ein Stiick w; und aus v ein Stiick v; aus.
Das von C; nach B fiihrende Stiick von v bezeichnen wir mit #;. Nun beranden
w; und v; auf e ein Elementarflichenstiick ¢;, das nach dem Vorangehenden
den Punkt B enthalten muB. #, liegt daher auf g; und auch w,, weil sich v und »
in C; durchsetzen. C, muB auf #, liegen (Fig. 1), da andernfalls w, von g, ein

10) im Sinne von {7] § 1.
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von v, und w, berandetes Elementarflichenstiick g abschnitte, das weder 4
noch B im Inneren enthielte, weil w, und damit %, nicht auf g’ liegen kénnte.
v, und w, beranden also auf g; ein Elementarflichenstiick g,, das mit dem Rande
von g; nur den Punkt C; gemein hat und daher 4 nicht enthilt. Also liegt B
und damit #, auf g,. Diese SchluBweise 146t sich unter jeweiliger Erh6hung der
Indizes um 1 wiederholen. Man gelangt so zu einem von v,_, und w®,_, be-
randeten Elementarflichenstiick g,._,, das den Punkt B, nicht aber 4 enthilt
und das auf g,_, ... (g liegt. Dann liegen
aber v, und w, auf g,_, und beranden auf
g,_, ein Elementarflichenstiick g,, das 4
nicht enthilt und B als Randpunkt besitzt,
8 womit sich ein Widerspruch ergibt und die
Behauptung folgt.

aeiy Y

8z
Beweis von Satz 2. Es seien %y, %, die

beiden Sehnen und 7 der Rand von &. In %,
seien e, und e; eingespannt, und es seien w
bzw. v die auf T liegenden Randstiicke von e;
bzw. e;. Wir fithren zunichst ¢; in e, iiber.

1. Schritt. Redukiion der Schnitte von w und v.

Wy

Fig.1

Die Reduktion entspricht derjenigen im Beweise von Hilfssatz 2, wobei hier
verlangt wird, daB die dort mit »* und w’ bezeichneten Stticke von v und w auf
T ein Elementarflichenstiick g beranden, das keinen der Endpunkte von %,
und %, im Inneren enthilt. Sie werde so oft wie mdglich ausgefithrt. Jede
Reduktion 148t sich auch durch eine s-Abbildung erhalten, die 7 in sich tiber-
fithrt und % punktweise festlaft.

2. Schritt. Reduktion der Schuitie von e, und e;.

Durch isotope simpliziale Deformation von &+ T +e¢;, die T in sich tiber-
fithrt, £ punktweise festlift und die Zahl der Schnittpunkte von v und w nicht
indert, kann erreicht werden, daB8 der Durchschnitt von ¢, und ¢; aus dem
gemeinsamen Randstiick 4, und Schnittlinien besteht, die geschlossen oder
moglicherweise Querschnitte sind und die hochstens Punkte von %; gemein
haben. Querschnitte, Jeren beide Endpunkte auf %, liegen, denken wir uns
durch das von den Endpunkten aus k, ausgeschnittene Stiick geschlossen.
Unter den geschlossenen Schnitten gibt es einen auf e; innersten s, der auf ¢,
ein von weiteren Schnitten freies Elementarflichenstiick { berandet. Auf e;
berandet s ein Elementarflichenstiick f’, wobei f und §’ mit 7" héchstens die
Endpunkte von %, gemein haben. { und {’ beranden auf & eine Kugel & Ge-
meinsame Punkte von % und & kénnen nur auf s liegen und machen dann ent-
weder nur einen Punkt oder ein zusammenhingendes Stiick von %, aus. Durch
eine s-Abbildung, die auf # und im Komplement von & die Identitdt ist, kann
der Schnitt s so beseitigt werden, dal keine neuen Schnitte entstehen. Es
werden so der Reihe nach alle geschlossenen Schnitte von e, und e; beseitigt.
Danach sind alle Schnitte verschwunden:
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3.Schritt. Nachwers, daff der Durchschwitt von e, und ey nur noch aus k,
besteht.

Nehmen wir an, daB noch Querschnitte von e, und e; vorhanden sind. Unter
diesen kénnen solche sein, die einen Endpunkt auf %, besitzen, der nicht zugleich
Endpunkt von %; ist. Wir denken uns diese durch ein Stiick von %, so ver-
lingert, daB beide Endpunkte auf T liegen. Jeder Querschnitt schneidet dann
von e, ein Elementarflichenstiick ab, das mit T genau ein zusammenhingendes
Stiick des Randes gemein hat. Sei f ein auf ¢, innerstes solches Elementar-
flichenstiick. Es wird berandet von einem Querschnitt s und einem Stiick ¢
von w, und es enthilt f auBer dem Randbogen s keinen weiteren Querschnitt.
Von ¢; schneidet s ein Elementarflichenstiick {* ab, das von s und einem Stiick ¢
von v berandet wird, wobei ¢ und # genau die Endpunkte gemein haben.
f4+§ ist ein Elementarflichenstiick, das & in zwei Kugeln zerlegt. Eine von

wy

Fig. 2a Fig.2b

beiden, sie heille €, enthilt keinen Punkt von %, im Inneren. Der Durchschnitt
von @ und T ist ein Elementarflichenstiick g,, das von ¢ und ¢ berandet wird
und keinen Endpunkt von %; im Inneren enthilt. Der Durchschnitt von g,
und v besteht daher aus ¢’ - %, liegt auf €, weil andernfalls g, keinen der End-
punkte von %, und %, im Inneren enthielte im Widerspruch zum 1. Schritt.

Seien C_; und C, die Endpunkte von # Mindestens einer von beiden,
etwa C,, ist nicht Endpunkt von %,. C, zerlegt w in zwei Stiicke. Dabei sei
w, dasjenige, das mit ¢ nur den Endpunkt C, gemein hat. Wir denken uns
w, in C, entspringend und betrachten den auf w, nichsten Schnittpunkt C;
von v und w. Cyund C; schneiden aus w ein Stiick w, und aus v ein Stiick v; aus.
w, hat mit g, héchstens die Endpunkte gemein, weil sich v und w in C; schneiden
und der Durchschnitt von gound v aus # besteht, und es beranden v; und w;
auf T ein Elementarflichenstiick g,, das mit g, keine inneren Punkte gemein
hat. g, enthilt mindestens einen der Endpunkte von %, im Inneren, da sonst
ein Widerspruch zum 1. Schritt vorlige. Es kann auch nur ein Endpunkt von
k, im Inneren von g, liegen (Fig.2a und b). Da sich ndmlich v und w in C,
durchsetzen und da g, und g, in der Umgebung von C, an verschiedene Ufer
von v anstoBen, kann nur eines der beiden Stiicke, in welches v durch C, zer-
legt wird, auf g, liegen, wihrend das andere mit g, nur den Endpunkt C, gemein
hat. Sei B der auf g; liegende Endpunkt von %, und v, das von C, nach B
fithrende Stiick von ». Es kann nun die SchluBweise des Beweises von Hilfs-
satz 2 auf w, und v, angewandt werden, womit sich der gesuchte Widerspruch
ergibt.
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4, Schritt. Abschiuf des Beweises.

Nach dem Vorangehenden bilden e; und e; zusammen ein Elementar-
flichenstiick, welches von & eine Kugel & abschneidet, die k, nicht enthilt.
Der Durchschnitt von & und 7 ist ein von v und w berandetes Elementar-
flichenstiick, tiber welches v kombinatorisch isotop in w deformiert werden
kann. Da man annehmen kann, daB 7 ein Tetraeder und e, eben ist, 148t
sich das Deformationsresultat durch eine s-Abbildung erhalten, die £ punkt-
weise festlaBt, 7 auf sich abbildet und e; so, daB der Durchschnitt von e
und e; aus dem gemeinsamen Rande besteht). Danach 148t sich e bei festem
k und T in e; tiberfithren.

e; wird nun bei festem e; = ¢, entsprechend in e, iibergefithrt. Der 3. Schritt
ist dabei iiberfliissig, da man vermédge Hilfssatz 2 schlieBen kann, daB der
1. Schritt fiir ¢, und e; alle Schnittpunkte der auf 7" liegenden Randstiicke
beseitigt.

Aus dem vorangehenden Beweis ergibt sich noch:

Hilfssatz 3. Es sei & eine Kugel mit zwei einfachen Sehnen und T der
Rand von R. e,, e, und ey, e seien je zwei Elementarflichenstiicke auf ®, die
in die Sehmen eingespannt sind. Die auf T liegenden Randstiicke von e und e,
sind dann auf T kombinatorisch isotop zu den emtsprechenden Randstiicken
von e, und e,.

§ 3. Normalformen

Es sei k eine Briickendarstellung im Sinne von §1 mit zwei Briicken,
T, das innere, T, das 4uBlere Grenztetraeder und Z ihr Mittelpunkt. Die
beiden auf 7; bzw. T, liegenden Stiicke von & bezeichnen wir als innere bzw.
dupere Wege. Eine Strecke heiBle zentral, wenn sie auf einer Geraden durch Z
liegt. % besteht also aus den beiden inneren Wegen, den beiden duBeren Wegen
und vier zentralen Strecken zwischen 7; und 7,. Eine Bricke von k wird
von einem inneren Weg und den beiden anstoBenden Strecken gebildet.
Projiziert man & von Z aus auf 7;, so bildet sich jede zentrale Strecke in einen
Punkt ab, wihrend jeder andere Doppelpunkt der Projektion Bild von genau
zwei Punkten auf % ist, ndmlich von einem Uberkreuzungspunkt auf einem
inneren Weg und einem Uwnierkreuzungspunkt auf einem duleren Weg.

Wir normieren die Briickendarstellung dadurch, da3 wir Unterkreuzungen
so weit wie mdoglich beseitigen. Seien wy, w, die Projektionen der inneren
Wege, v;, v, die duBeren Wege. Zunichst kénnen v; und v, bei festen End-
punkten auf T, so deformiert werden, daBl v; und v, mit w, und w, nur die
Endpunkte und Schnittpunkte gemein haben. Die Endpunkte von v, und v,
zihlen als Schnittpunkte, solange auf v; bzw. v, noch mindestens ein weiterer
Schnittpunkt liegt.

Nehmen wir an, daB einer der beiden Wege w,, w,, etwa w,, zweimal
hintereinander denselben AduBeren Weg, etwa wv,, schneidet. Die beiden

) Vgl [7] S.271.
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Schnittpunkte schneiden ans w, ein von weiteren Schnitten freies Stiick ',
aus v, ein Stiick v’ aus. Es gibt dann ein Elementarflichenstiick ¢, das von
w’ und o’ berandet wird und das, abgesehen von seinem Rande, auflerhalb 7,
liegt. Uber g 148t sich v’ kombinatorisch isotop in w’ deformieren und danach
so von w’' abheben, daBl mindestens ein Schnittpunkt verschwunden ist. Die
Endpunkte von v, und v, sind dabei festzulassen. Die angegebene Reduktion
werde so oft wie moglich ausgefiihrt. Dahach ist eine Normalform von %
erreicht: Entweder haben w,, w, mit v;, v, nur noch die Endpunkte gemein
oder jeder der beiden Wege w; und w, trifft abwechselnd »; und v,. Im
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zweiten Falle trifft auch jeder der beiden Wege v, und v, abwechselnd w,
und w,: Trife etwa v; zweimal hintereinander w,, so berandeten diese beiden
Schnittpunkte auf »; ein von weiteren Schnitten freies Stiick, wihrend sie
auf w, ein Stiick mit einer ungeraden Anzahl von Schnittpunkten von w,
mit v;, v, berandeten, weil w, abwechselnd v, und v, trifft. Dies ist aber
unmoglich, weil sich »y, w,, v, v, zu einem oder zwei geschlossenen Wegen
{mit Doppelpunkten) zusammensetzen.

Besitzt die Normalform keine Uberkreuzungen, so stellt sie entweder den
Kreis oder zwei unverkettete Kreise dar. Im ersten Falle bezeichnen wir sie
mit {1, 1}, im zweiten Falle mit (0, 0).

Besitzt die Normalform k Uberkreuzungen, so rechnen wir die Endpunkte
der inneren Wege darunter. Jeder innere Weg iiberkreuzt die duBeren Wege
abwechselnd, und jeder ZuBere Weg unterkreuzt die inneren Wege ab-
wechselnd. Die Anzahl der Uberkreuzungen ist von der Form 2# mit # >2.
Wir bezeichnen «=n —1 als Torsionl?) von k. Fig. 3—5 zeigen Projektionen
von Normalformen fiir o = 7. Ist « gerade, so sind die Endpunkte eines duBeren

12) Die Abweichung gegeniiber der Einleitung beruht daraunf, daB hier die Endpunkte
der inneren Wege als Uberkreuzungen zihlen.
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Weges von & Endpunkte derselben Briicke, weil die dulleren Wege die beiden
inneren abwechselnd unterkreuzen, und es stellt 2 zwel verkettete Kreise dar.
Ist « ungerade, so stellt %2 einen einzigen Knoten dar.

Seien #;, #, die inneren, v;, v, die dulleren Wege der Normalform %, wobei
v, unter dem Endpunkt von u, entspringe. Fiir « >1 bezeichnen wir die
Uberkreuzungspunkte auf #; und auf #, mit 0,1, ...,%, und zwar in der
Reihenfolge, in der sie entgegen der Orientierung von % auftreten. Den
Unterkreuzungspunkten ordnen wir Restklassen modulo 2« zu, die wir durch
die ganzen Zahlen des halboffenen Intervalls (—a, o] reprisentieren: Der

Fig. 5

Unterkreuzungspunkt unter dem Uberkreuzungspunkt y erhilt die Rest-
klasse y zugeordnet, wenn die Unterkreuzung von rechts nach links erfolgt,
—y im anderen Falle. Diese Zuordnung ist auch in den Endpunkten von
v, und v, wegen y=0 bzw. y=¢ sinnvoll (Fig.3—5). Durch die Unter-
kreuzungspunkte zerfallen v; und v, in je « Stiicke. Fiir diese subtrahieren
wir die Restklasse des Anfangspunktes von derjenigen des Endpunktes. Die
Differenz 8 ist eine von der Auswahl des Stiickes unabhingige Restklasse:
vy, v, und die Projektionen wy,w, von w, #, zerlegen das dullere Grenz-
tetraeder T, in 2« Elementarflichenstiicke, wobei jedes von je einem Stiick
von v, Vg, @y, @, berandet wird. Sei e ein solches Elementarflichenstiick,
dessen Ecken den Uberkreuzungen der Nummern g, -1 und », 41 ent-
sprechen mogen. Fig. 6a—f zeigt fir alle moglichen Orientierungen der
Randstiicke von e, daBl den zn »; und v, gehérigen Randstiicken dieselbe
Differenzklasse zugeordnet ist. Dabei sind die zu w,, w, gehorigen Rand-
stiicke senkrecht, die zu »,, v, gehérigen Randstiicke waagerecht gezeichnet,
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und an jeder Ecke ist die zur Unterkreuzung gehérige Restklasse ange-
schrieben. Da jedes der Elementarflichenstiicke, in welche T, durch v;, v,, w;
und w, zerlegt wird, die Eigenschaft hat, daf} seinen beiden zu v, v, gehorigen
Randstiicken dieselbe Restklasse zugeordnet wird, ist die Restklasse g fiir
alle Stiicke von v; und v, dieselbe,

Wir bezeichnen § als die Kreuzungskiasse der Normalform %. Durchliuft
man einen duBeren Weg, etwa v;, so gelangt man der Reihe nach zu Unter-
kreuzungen, die abwechselnd unter %, und %, liegen und dener' die Restklassen

0,8,28,..., (@« — 1), af modulo 2a (1)

zugeordnet sind. B ist ungerade wegen «ff =« modulo 2« und teilerfremd
zu «, da in (1) keine Restklasse doppelt auftreten kann. Durch Angabe
von o und B ist das Uberkreu- .., po? e -
zungsschema der Normalform £
vollstindig bestimmt und damit %
bis auf eine zentrische Abbildung, # v P “tvey)
welche die von Z ausgehenden vy B==furv+)
Halbgeraden permutiert, also auch
der von k dargestellte Knoten bzw. -2 =(v+) () ¥
die von % dargestellte Verkettung.
Wir bezeichnen daher die Normal-
form mit (e, B). y2 v “ ~fv+1)
Gibt man sich eine ganze Zahl P=rp B=~(p+v+7)
=0 und fir «>1 eine zu «
teilerfremde, ungerade ganze Zahl
im Intervall (— «, &) vor, so ge- ¢ f)
hort dazu offenbar auch eine
Normalform. “ i # a4
Fiir spitere Anwendung bemer- pore Fig. 6a—t Aoty
ken wir: Werden bei einer Normal-
form («, f) mit « =1 auf dem duBeren Grenztetraeder § geschlossene, paarweise
punktfremde Wege gezeichnet, so daB jeder dieser Wege die duBeren Wege
der Normalform trennt, so kann dies so geschehen, da8 die geschlossenen
Wege die inneren Wege der Normalform abwechselnd unterkreuzen, und
zwar je a-mal. Zidhlt man die so erhaltenen Unterkreuzungen mit, so liest
man an Stelle von o und B nun & =u«(d-+1) und B=8(8+1) ab, und es ist
8-+1 der groBte gemeinsame Teiler von & und B.

—(u+1) =(¥+1) ~(u+7) v

Orientiert man eine Normalform («,8) um, wobel im Falle einer Ver-
kettung beide Komponenten umzuorientieren sind, so bleiben « und die
Unterkreuzungssinne erhalten. Eine bisher mit y bezeichnete Uberkreuzung
wird nun mit & —9 bezeichnet, und fiir jedes Stiick der duBeren Wege ver-
tauschen sich Anfangs- und Endpunkt, woraus folgt, daB auch f erhalten
bleibt. Bezeichnet man eine Verkettung als symmetrisch, wenn sie bei Um-
orientierung aller Komponenten in sich iibergeht, so gilt also
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Satz 3. Knoten und Verkettungen, die Briickendarstellungen wmit zwer
Briicken besitzen, sind symmetrisch'3),

Stellt % eine Verkettung dar und orientiert man nur eine der Komponenten
um, so geht f§ in die Klasse a4 8 modulo 2« iiber.

Wir hatten bemerkt, daB ein Paar («,f), das den oben angegebenen
Bedingungen geniigt, eindeutig einen Knoten bzw. eine Verkettung bestimmt.
Das Umgekehrtg gilt im allgemeinen nicht. Dies beruht darauf, daB bei der
Definition der Kreuzungsklasse die Zufleren vor den inneren Wegen aus-
gezeichnet sind. Es gibt offenbar eine (orientierungserhaltende) s-Abbildung
der S3, welche die Grenztetraeder T, 7, vertauscht und jede zentrale Strecke
zwischen 7, und T, wieder in eine solche iiberfithrt. Die Normalform (x, f)
geht dabei in eine Normalform (x, §’) iber. Zur Bestimmung von 8 be-
merken wir zunichst, daB bei der betrachteten Abbildung jeder Unter-
kreuzung eine gleichsinnige entspricht. Ein Uberkreuzungspunkt der Nummery
(0<y < «) geht in einen Unterkreuzungspunkt zur Klasse (x —9) g’ iiber, ein
Unterkreuzungspunkt zur Klasse #n8 (0 < # < ) in einen Uberkreuzungspunkt
der Nummer «—#. Wird # zu gegebenem p so gewéhlt, daB nf=¢y mit
g=41 ist (alle Kongruenzen sind modulo 2« zu verstehen), so gibt ¢ den
Unterkreuzungssinn unter dem Uberkreuzungspunkt der Nummer ¥ an, und
wegen der Invarianz des Unterkreuzungssinnes bei der betrachteten Ab-
bildung gilt:

sl —m)=(x—7p.

=B =cla—np=caf—y,
und weil § und 8’ ungerade sind:

yBp =y,
BB =1.

Zwei Normalformen (x, f) und («, ') stellen also denselben Knoten bzw.
dieselbe Verkettung dar, wenn ff’==1 modulo 2« ist. Dies ist beispielsweise
fiir Fig. 4 und Fig. 5 der Fall. Damit sind aber alle Darstellungsméglich-
keiten erschopft. Es gilt:

Daraus folgt

insbesondere fiir y=1:

Satz 4. Zwei Normalformen (u, §) und (&', B') stellen genaw dann denselben
Knoten bzw. dieselbe Verkettung dar, wenn a=o' und B=pf" oder ff'=1
modulo 2o ist.

Den Beweis dieses Klassifikationssatzes erbringen wir in den §§ 5—10.

Durch Spiegelung an einer Ebene im R? erhilt man aus der Normalform
{«, B) die Normalform («, — f), weil sich die Unterkreuzungssinne umkehren.
Daher gilt:

13) Fir Knoten wurde dies von BANKwWITZ und ScHUMANN [I] auf anderem Wege
bewiesen.
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Korollar zu Satz 4. Ein durch
die Normalform (o, f) darstellbarer
Knoten st gemau dann amphi-
cheiral, wenn = —1 modulo 2a
ist. Keine von (0, 0) verschiedene
Normalform stellt eine amphichei-
rale Verkettung dar.

Fir ungerades a«>1 und
B = +1 stellt die Normalform
(e, B) offenbar einen Torusknoten
der Umlaufzahl 2 und der Ver-
schlingungszahl « 8 dar (vgl
Fig.3). Wegen Satz 4 sind damit
alle in Frage kommenden Torus-
knoten erfaBt, da unter den
Torusknoten nur diejenigen der
Umlaufzahl 2 eine Briickendar-
stellung mit zwei Briicken be-
sitzen'4).

Satz 5. Jeder Schlingknoten,
der den Kreis als Diagonalknoten
besiizt, lapt sich durch. eine Nor-
malform der Gestalt (o, + (o — 2))
darstellen. Kreis und Viererknoten
sind die einzigen amphicheiralen
Schlingknoten's).

Beweis. Schlingknoten, deren
Diagonalknoten vom Kreis ver-
schieden ist, besitzen keine Briik-
kendarstellung mit zwei Briicken
(ScruBERT [6]) und sind nicht
amphicheiral (SEIFERT [9]). Der
Kreis wird durch die Normal-
form (1, 1) dargestellt und kann
daher im Folgenden ausgeschlos-
sen werden. Wir kénnen anneh-
men, daB die Verdrillungszahl ¢
des Schlingknotens positiv ist, da
sich negative Verdrillungszahlen
durch Spiegelung erhalten lassen.
Wir benutzen die Konstruktion

1) (4] Satz 10.
15) Uber Schlingknoten s. SEIFERT
[91, GraEUB [3], ScHUBERT [6], [7]

Mathematische Zeitschrift. Bd. 65

Fig.8a
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von [6] §10 und gehen von der Normalform (24, 1) aus. Die beiden Kreise
dieser Verkettung koénnen als gleichsinnig orientierte Rinder eines Kreis-
ringes v mit der Verdrillungszahl § aufgefaBt werden (Fig.7). Es kann
angenommen werden, daB der Durchschnitt von r mit dem inneren Grenz-
tetraeder 77 der Normalform ein rechteckiges Elementarflichenstiick e ist,
das die inneren Wege #,, u, der Normalform als Kanten besitzt und dessen
beide anderen Kanten s, s, die dulleren Wege der Normalform nicht iiber-
kreuzen. u,, #, werden nun durch zwei Wege uy, uy auf 7; so ersetzt, daB
uy bzw. uy mit s, bzw. s, genau die Endpunkte und mit s, bzw. s, genau
einen Schnittpunkt gemein hat und daB «; und #, die duBeren Wege ab-
wechselnd iiberkreuzen (Fig. 8a und b). Durch kohdrente Orientierung ent-
steht eine Knotenlinie, die einen Schlingknoten mit der Verdrillungszahl §
darstellt. Die Wahl von g, #; kann auf zwei zueinander spiegelbildliche
Weisen erfolgen, die beiden zugehérigen Schlingknoten unterscheiden' sich
durch das Vorzeichen der Eigenschnittzahl. In dem einen Falle erhilt man die
Normalform (46 —1, 1—24), im anderen (441, 1+ 24). Wegen Satz 4 und

— (40 —3)(1 —26) =1 modulo (86 — 2)
und

— (46 —1){1+26) =1 modulo (86 + 2)

ergibt sich die erste Aussage des Satzes. Die zweite folgt wegen des Korollars
zu Satz 4 aus der Tatsache, daB

(# —2)2= — 1 modulo 2«

nur die Loésungen =1 und «=75 besitzt, denn es stellt (1,1) den Kreis,
(5,3) den Viererknoten dar.

§ 4. Die Beziehung zu den Linsenrdumen
Satz 6. Ist k eine Briickendarstellung mit zwei Briicken von dey Normalform
(@, B), so ist die zweiblitirige, lings k verzweigte Uberlagerung der S® ein orien-
tievter Linsenvaum, der durch das Paar («,B) chavakierisiert ist, wenn B als
Restklasse modulo « aufgefaft wird'®).

Beweis. Nach §1 ist die S® orientiert, die Orientieryng der Uberlagerung
entsteht hieraus auf natiirliche Weise.

Zu der Normalform % betrachten wir ein zu den Grenztetraedern 7, T,
beziiglich des Mittelpunktes Z &dhnlich gelegenes Tetraeder 7  zwischen T,
und 7,. Die S3 wird durch 7 in zwei Kugeln & und € zerlegt, wobei Z auf &
liege. In & und Q bildet % je zwei einfache Sehnen. In diese spannen wir
Elementarflichenstiicke e, e, bzw. f;, f, dadurch ein, dal wir sie von Z aus
auf T projizieren. Die zweiblittrige, lings der Sehnen verzweigte Uber-
lagerung von & bzw. € ist ein orientierter Vollring R bzw. €, und es sind
¢, €, bzw. §,, f, Bilder zweier Meridianflichen von @ bzw. . Auf T wihlen
wir einen geschlossenen Weg m, welcher die auf T liegenden Randstiicke von

16} Dieser Satz stammt von H. SEIFERT.
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e, und e, trennt und die Randstiicke von f,, f, abwechselnd und damit je
«-mal trifft. In Fig. 5 ist m gestrichelt eingezeichnet. Entsprechend kann
auf T ein Weg n gezeichnet werden, so-daB3 dabei die Rollen von e, ¢, und
f1, f2 vertauscht sind und sich s und # in 2« Punkten schneiden. Uber m
liegen zwei Meridiane von &, sei 7 einer davon. Entsprechend sei ein iiber n
liegender Meridian von €. 7 und # schneiden sich in « Punkten, und jeder
zweite Schnittpunkt von # und # ist Bild eines Schnittpunktes von # und 7.
Ist =0, so ist die Uberlagerung der S® das topologische Produkt S!x SZ.
Ist & >0, so orientieren wir # und # so, da von ® aus gesehen 7 von 7 von
links nach rechts durchsetzt wird. (Der Kreuzungssinn ist in allen Schnitt-
punkten derselbe.) Geht man nun auf# von einem Schnittpunkt zum néchsten,
so riickt man auf# im Sinne der Orientierung um # Schnittpunkte vor. Dies
ist die Behauptung.

Nach REIDEMEISTER [§] ergeben zwei Paare {«, f) und (o', §') denselben
orientierten Linsenraum, wenn a=a’ und f=p’ oder ff'=1 modulo « ist.
Damit folgt Satz 4 aus Satz 6 fiir Knoten, also fiir ungerades «, weil die
ungeraden Restklassen modulo 2o in eineindeutiger Beziehung zu den von
null verschiedenen Restklassen modulo o stehen und die Kongruenzen
Bf’'=1 modulo 2« und #§'=1 modulo « fiir ungerade Reprisentanten gleich-
wertig sind. Fiir Verkettungen liefert Satz 6 die Klassifikation nur, wenn
von der Orientierung der Verkettung abgesehen wird. Wegen Satz 3 kann
die Orientierung durch die Verschlingungszahl erfaBt werden, wenn diese
nicht null ist. Es gibt jedoch Verkettungen, deren Verschlingungszahl null
ist und die nicht in sich iibergehen, wenn eine der beiden Komponenten
umorientiert wird. Beispiele hierfiir sind (32,7), (48,17), (64,15), (64,23), (72,11).
Wir miissen daher Satz 4 auf anderem Wege beweisen.

§ 5. Ansatz zum Beweise des Klassifikationssatzes
Um zusitzliche Komplikationen zu vermeiden, schlieBen wir die Normal-
formen (0, 0) und (1, 1) im Folgenden aus. Dies ist wegen Satz 6 méglich.
Alle anderen Normalformen lassen wir zu, weil eine weitere Einschrinkung,
die nach Satz 6 mdglich wire, keine Vereinfachung unseres Beweises ergibt.

Seien & und %’ zwei Briickendarstellungen mit zwei Briicken desselben
Knotens bzw. derselben Verkettung in den Normalformen («, ) und (o', 8).
T, sei das innere, T, das duBere Grenztetraeder von 4 und Z ihr gemeinsamer
Mittelpunkt. 7y, 7y, Z” sollen die entsprechende Bedeutung fiir 2’ haben.
Das Tetraeder S’ liege zwischen 7, und 7; und entstehe aus 7y durch Dehnung
mit dem Zentrum Z’. S’ zerlegt die S3 in zwei Kugeln ® und &, wobei Z’
auf & liege. %' bildet in ® und ¥ je zwei einfache Sehnen. Werden diese
von Z’ aus auf S’ projiziert, so erhilt man je zwei Elementarflichenstiicke
e1, e und fy, fz, die in die Sehnen von & bzw. €' eingespannt sind. Die auf
S’ liegenden Randbogen dieser Elementarflichenstiicke geben das Kreu-
zungsschema der Normalform %' wieder. Nach Voraussetzung gibt es eine
s-Abbildung ¢ der 5% auf sich, die %' in % iiberfiihrt. Die Bilder von S, ¢}, ej,

10*
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fi,fs, &, & bezeichnen wir durch die entsprechenden ungestrichenen Buch-
staben.

Zum Beweise des Satzes wird ¢ so abgeindert, daB die Behauptung er-
sichtlich wird. Hierfiir benutzen wir die Schar konzentrischer Tetraeder (T),
die aus T; durch Dehnung mit dem Zentrum Z entsteht!). ¢ wird zunichst
so gewdhlt werden, daB die Schar (T) zulidssig beziiglich S, ¢, e,, f;, f, ist
und daB e,, e, keine Ausnahmeecken besitzen. Danach werden die Ausnahme-
ecken von S, f; und f, beseitigt (§§ 6—8), wobei wir zulassen, daBl neue Aus-
nahmeecken auf §; und f{, entstehen, wenn solche von S beseitigt werden.
Nachdem alle Ausnahmeecken verschwunden sind, 148t sich zeigen (§9),
daB S, §, und f, eines der beiden Grenztetraeder nicht durchsetzen, womit
sich schlieBlich (§10) die Behauptung ergibt.

Wir beginnen damit, daB wir zunichst &, e,, e, und danach f;, f, in spe-
zielle Lage bringen.

1. Schritt. Normierung der Gestalt von K.

Durch geeignete Anderung von ¢ soll & folgende ,,wurmférmige* Gestalt
erhalten:

1. Die Sehnen von ® liegen auf zentralen Strecken von k. Je ein End-
punkt dieser beiden Sehnen ist auf dem Rande S von ® ein Extremum der
zentrischen Distanz!8), wihrend das Schartetraeder durch den anderen
Sehnenendpunkt von S ein ausnahmeeckenireies Elementarflichenstiick ab-
schneidet, fiir welches der eine Sehnenendpunkt mittlerer Punkt, der andere
Randpunkt ist. Die beiden so erhaltenen Elementarflichenstiicke auf S
werden als Kdpfe bezeichnet, ihr Rand als Grenziinie des Kopfes.

2. Jeder Kopf berandet zusammen mit einem Elementarflichenstiick auf
dem Schartetraeder durch seine Grenzlinie eine auf & liegende Kugel. Auf
dieser liegt eines der beiden Elementarflichenstiicke e, e,, und zwar so, daB3
es von den Schartetraedern durch die Endpunkte der zugehérigen Sehne nur
in diesen Endpunkten getroffen wird und von den dazwischen liegenden
Schartetraedern in nur je einem Querschnitt.

3. ® liegt zwischen T; und 7,. Der Rand S besteht auBer den beiden
Kopfen aus Knien und Schenkeln. Jeder Schnitt von S mit einem Schar-
tetraeder berandet auf diesem ein ganz auf & liegendes Elementarflichenstiick.
Es sind also keine ,,Einstiilpungen’‘ vorhanden.

Um zu zeigen, daB wir ¢ so abidndern kénnen, bemerken wir zunichst,
daB es auf & ein Elementarflichenstiick e’ gibt, das & so in zwei Kugeln
zerlegt, dafBl e; und e; auf e’ liegen. Man kann ¢’ beispiclsweise so erhalten,
daB man die inneren Wege von A’ auf 77 zu dem Rande eines Elementar-
flachenstiickes ergdnzt und diesen Rand von Z’ aus auf S’ projiziert. Sei ¢’
ein Streckenzug auf e, der die beiden Sehnen von & verbindet und mit
diesen nur seine Endpunkte gemein hat. Es kann angenommen werden, daB

17y Vgl. hierzu und fiir das Folgende [6] § 3.
18) Zwei Punkte haben gleiche zentrische Distanz, wenn sie auf demselben Schar-
tetraeder liegen.
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die Bilder der Endpunkte von g’ auf zentralen Strecken von % liegen, da sich
dies durch eine s-Abbildung erreichen lift, die 2 auf sich abbildet. Ferner
kann angenommen werden, daB diese Punkte in einer Triangulation des
Bildes von e’ nicht Ecken sind, andernfalls ist ¢' geeignet abzuindern. Das
Bild von ¢’ ist ein Streckenzug ¢, der bei festen Enden und festem % kom-
binatorisch isotop so deformiert werden kann, daB er zwischen T, und T,
liegt. Es kann nun fiir ¢ eine simpliziale Umgebung so gewdhlt werden, daB
diese eine Kugel ® der oben beschriebenen Gestalt ausmacht, wobei der
Durchschnitt von & und dem Bilde von e’ aus einem Elementarflichenstiick e’
besteht, dessen Durchschnitte mit den Bildern von e; und ¢; ebene Elementar-
flichenstiicke sind, die der Forderung 2. geniigen. Das Urbild von & ist eine
Kugel &”. Fir & und & treffen die Voraussetzungen von Hilfssatz 1 zu,
womit man die gewiinschte Abdnderung von ¢ erhilt.

2. Schritt. Normierung der Gestalt von §, und f{,.

f, und §, werden von je einem Streckenzug #; bzw. 7, auf S und je einer von
k herrithrenden Sehne /; bzw. [, von & berandet. Bei festen e; und e, kann
@ so abgedndert werden, daB S und % in sich libergehen und Folgendes gilt:

4. Fiir », und 7, sind Extrema der zentrischen Distanz die Endpunkte
und die Schnitte mit den Réndern von e, und e,. Die tibrigen Extrema liegen
auf Knien von S, und zwar so, daf3 keine zwei aufeinanderfolgenden Extrema
auf demselben Knie liegen und daB 7, und 7, je «’-mal iiber jeden Schenkel
von S laufen. 7, und 7, gehen nicht durch die Ausnahmeecken von S.

2. Soweit [, und /, mit inneren oder duBeren Wegen von % zusammen-
fallen, stoBen f;, f; von auBen an 7; bzw. von innen an T, an.

3. Die Schar (7T) ist zulidssig in bezug auf f, und f,. Diejenigen Sehnen-
endpunkte, die auf den Grenzlinien der Képfe von S liegen, sind Extrema
der zentrischen Distanz auf {; und f,, wihrend die iibrigen Extrema der
zentrischen Distanz auf #; und 7, nicht zugleich Extrema auf {; und {, sind.
Auf dem Rande von {, und {, liegen keine Ausnahmeecken beziiglich (7).

4. Alle Ausnahmeecken von {; und f, haben die Ordnung 1, wobei keine
zwel Ausnahmeecken dieselbe zentrische Distanz besitzen.

Es ist noch genauer zu sagen, was unter der Zuldssigkeit der Schar (T)
beziiglich f; und f, in den Randpunkten von f, und j, verstanden werden soll.
Die Forderung 2. fixiert den Sachverhalt fiir die auf 7, und T, liegenden
Randpunkte. Fiir die tibrigen ist Forderung 3. maBgebend. Fiir einen Rand-
punkt P, der nicht auf 7; oder T, liegt und der nicht Extremum der zen-
trischen Distanz auf », oder 7, ist, wird verlangt, daB} in P genau ein Schnitt
von f; bzw. j, mit dem Schartetraeder durch P entspringt. Das Verhalten
in den Sehnenendpunkten zeigt Fig. 9; Fig. 10 zeigt das Verhalten in einem
anderen Extremum der zentrischen Distanz auf »; oder 7,.

Forderung 1. 14Bt sich dadurch erfiillen, daB man ¢ mit einer s-Abbildung
zusammensetzt, die S in sich iiberfithrt und auf %, e, und e, die Identitit ist.
Betrachtet man némlich fiir die Grenzlinien der Schenkel von S die Urbilder
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auf S’, so findet man geschlossene Wege, welche die auf S’ liegenden Rand-
stiicke von e; und e, trennen und die unter Vermeidung dieser Randstiicke
auf S’ kombinatorisch isotop gleichzeitig so deformiert werden kénnen, daB
* sie die auf S’ liegenden Randstiicke 7, und #; von f; und §; je a«’-mal schneiden,
und zwar dann notwendig abwechselnd, wie in Fig. 5 durch die gestrichelte
Linie # angedeutet ist. Fiir die Grenzlinien der Kopfe ist dabei der zu-
gehdrige Sehnenendpunkt als Schnittpunkt zu zdhlen. Wird ¢ entsprechend
deformiert, so treffen »; und 7, jede Grenzlinie je a’-mal, und anschlieBend
kénnen noch #; und 7, auf S kombinatorisch isotop bei festen Endpunkten
und festen Schnittpunkten mit den Réindern von e; und e, so deformiert
werden, daB3 Forderung 1.
erfiillt ist.

Forderung 2. ist in nahe-
liegender Weise zu er-
fiillen: .Lings der inneren
und duBeren Wege von %
drille man §; und {, in die
gewlinschte Gestalt, wobeil
sich Drillungen von f; und
fo um die zentralen Strek-
ken von & ergeben. Das
gewiinschte Resultat 148t sich durch eine s-Abbildung erreichen, die auf
® die Identitit ist und % in sich {iberfiihrt.

Forderung 4. fiir die mittleren Punkte von f; und f, 148t sich durch [6]
Hilfssatz 5 erfiillen, Forderung 3. fiir die Randpunkte zuvor durch eine ent-
sprechende Konstruktion, wobei an Stelle des dortigen Wiirfels 8 eine ge-
eignete abgeschlossene Umgebung % beziiglich € fiir den jeweils betrachteten
Punkt zu verwenden ist und der Schuitt von f; bzw. f, mit dem Rande von
unter Umstinden noch geeignet kombinatorisch isotop zu deformieren ist.

Wmmvu

Fig.9

3. Schritt. Verinderungen an Knien und Kopfen von S.

Wir dndern S noch so ab, daB8 Folgendes gilt:

1. Haben zwei Punkte auf den Knien und Kopfen von S dieselbe zentrische
Distanz, so liegen sie auf demselben Knie oder demselben Kopf.

2. Keine Ausnahmeecke von f; und f, hat dieselbe zentrische Distanz wie
ein Punkt auf einem Knie oder Kopf von 5.

Dabei sollen keine neuen Ausnahmeecken auf S, f; und f, erzeugt werden.

Da 7, und 7, nicht durch die Ausnahmeecken von S gehen, kann S in
den Ausnahmeecken lings der anstoBenden Schenkel hinreichend wenig so
ausgebeult werden®), daB keine zwei Ausnahmeecken von S dieselbe zen-
trische Distanz haben und daB diese zentrischen Distanzen von denjenigen
der Sehnenendpunkte und der Ausnahmeecken von f; und f, verschieden sind.
AuBerdem kann angenommen werden, da keine Ausnahmeecke von f; und f,

1) Vgl. [6] § 6.
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dieselbe zentrische Distanz wie ein Sehnenendpunkt hat. Die beiden For-
derungen lassen sich nun dadurch erfiillen, da8 die Knie und Képfe von S
bei festen Grenzlinien hinreichend stark zusammengezogen werden.

Wir beschreiben das Zusammenziehen zunichst fiir ein Knie. Der An-
schaulichkeit halber nehmen wir an, daB das betrachtete Knie innerhalb des.
Projektionskegels von Z nach den ,,waagerechten* Tetraederseiten liegt, so
daB wir die Einbettung in den R® benutzen kénnen?). Statt von zentrischer
Distanz konnen wir dann von Hohe sprechen. Dabei sei Z der héchste
Punkt des Projektionskegels. Ein inneres Knie von S kann als ,,oberes
Knie“ aufgefaBt werden. Zur Fixierung der Sprechweise legen wir ein solches
zugrunde.

Das betrachtete Knie f liegt oberhalb der waagerechten Ebene E durch
seine Grenzlinien. Von den auf f liegenden Stiicken von #, und 7, betrachten
wir zuerst dasjenige, es heiBe £, das die geringste Hohe erreicht. ¢ kann {iber
ein Elementarflichenstiick g auf f so deformiert werden, daB ¢ beliebig nahe
an E zu liegen kommt. Dabei wird g so gewihlt, daB es von jeder zu E
parallelen Ebene in hochstens einem Querschnitt getroffen wird, was offenbar
moglich ist. Gehért # zum Rande von f;, so 148t sich f, durch g ergénzen und
anschlieBend g von f bei festem ¢ abheben, indem man die Ecken einer ge-
eigneten Triangulation von f, + g, die auf g, nicht aber auf ¢ liegen, hinreichend
wenig waagerecht ins AuBere von ® verschiebt. Das Resultat 148t sich auch
durch cine s-Abbildung erreichen, die S in sich iiberfithrt und auBerhalb einer
beliebig kleinen Umgebung von g die Identitat ist. Es konnen so der Reihe
nach alle auf  liegenden Stiicke von #; und 7, hinreichend nahe an E heran-
deformiert werden, wobei nur das jeweils benutzte Elementarflichenstiick
oberhalb der bereits deformierten Stiicke von #; und 7, liegen muB. Nachdem
dies geschehen ist, kann ¥ bei festem f, und f, so deformiert werden, dal f
ein Knie bleibt und ganz unterhalb einer waagerechten Ebene liegt, die
beliebig dicht oberhalb des héchsten Punktes der auf f liegenden Stiicke von
7, und 7, verlduft.

Fiir einen Kopf f von S benutzen wir entsprechend die Einbettung in
den R3, und wir nehmen an, daB f oberhalb der waagerechten Ebene E durch
seine Grenzlinie liegt. Innerhalb f liegt eines der beiden Elementarflichen-
stiicke ¢;, e,, etwa ¢;. Ahnlich wie im Falle eines Knies konnen hier die auf ¥
liegenden Stiicke von 7, und 7, an E herandeformiert werden bis auf dasjenige,
das im héchsten Punkte von f endet. Nur ist hier die entsprechende Abbildung
so vorzunehmen, daB e, in sich iibergeht und die Schnitte von #, und 7, mit
dem Rande von ¢; Maxima der Hohe auf , und 7, bleiben, was bei geeigneter
Wahl der zur Deformation -benutzten Elementarflichenstiicke méglich ist.
Das Zusammenziehen des Kopfes kann danach so geschehen, daB % auf sich
und ¢, in sich abgebildet wird und daB das im hochsten Punkte von f endende
Stiick von 7; oder 7, monoton bleibt.

20) Vgl. den wiederholt benutzten Sachverhalt in [6].
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§ 6. Beseitigung von Ausnahmeecken auf f; und f,

Wir betrachten alle Schartetraeder durch die Ausnahmeecken von f; und
fiir jedes solche Schartetraeder die Schnitte mit §;, die durch die betreffende
Ausnahmeecke gehen. Diese Schnitte sind geschlossen oder gehen zum
Rande von f;. Unter den geschlossenen gibt es einen auf f, innersten, der auf
f, ein von weiteren Schnitten freies Elementarflichenstiick, also eine Haube,
berandet. Wir werden zunichst alle Hauben beseitigen.

Die danach verbleibenden Schnifte durch Ausnahmeecken von §, mit
Schartetraedern fithren simtlich zum Rande von f,. Dabei gehen von jeder
Ausnahmeecke, wegen der Ordnung 1, vier solche Schnitte aus, wodurch f;
jeweils in vier Elementarflichenstiicke zerlegt wird. Wir nennen ein solches
Elementarflichenstiick einen Zipfel, wenn auf ihm keine weitere Ausnahme-
ecke liegt.

Ein Zipfel von f; hat mit dem Rande von f, ein Stiick ¢ gemein, das ent-
weder auf S oder auf % oder teilweise auf S und teilweise auf % liegt. Es
verschwinden alle Ausnahmeecken, wenn man der Reihe nach diejenigen
beseitigt, von denen ein zu & punktfremder Zipfel ausgeht. Andernfalls gébe
es dann zwei von derselben Ausnahmeecke ausgehende Zipfel, die in einem
Schnitt aneinanderstoBen und S nicht treffen. Das auf dem Rande der beiden
Zipfel Hegende Stiick von k lieBe sich {iber die beiden Zipfel deformieren,
und man erhielte, daB % in eine Briickendarstellung mit nur einer Briicke
verwandelt werden konnte, also den Kreis darstellte, was ausgeschlossen
wurde.

Wir brauchen also nur solche Zipfel zu betrachten, bei denen das mit ¢
bezeichnete Randstiick ganz auf S liegt. Wegen des 3. Schrittes von §5
kann dabei ¢ nicht ganz auf einem Knie oder Kopf von S liegen. Wir be-
trachten hier nur solche Zipfel, bei denen das Randstiick ¢ die Képfe von S
nicht trifft, und behandeln die verbleibenden in § 8.

1, Schritt. Beseitigung von Hauben.

Da wir ausgeschlossen haben, daBl & zwel unverkettete Kreise darstellt,
ist eine Kugel, deren Rand % nicht trifft, entweder punktfremd zu & oder
sie enthilt % im Inneren. Hierauf beruht es, daB wir die Hauben von f, und f,
nach dem Verfahren von [6] §5 beseitigen kénnen. Zunichst werden wie
dort im 1. Schritt alle diejenigen Ausnahmeecken von f; und f, beseitigt,
durch welche eine geschlossene Schnittlinie von f; bzw. f, mit dem zugehérigen
Schartetraeder geht, die auf dem Schartetraeder ein zu % und S punktfremdes
Elementarflichenstiick berandet. Insbesondere verschwinden dabei alle Aus-
nahmeecken von f, und f, innerhalb 7; und auBerhalb 7,, und es bleiben %
und S ungedndert.

Die weitere Beseitigung von Hauben verlduft entsprechend dem 2. bis
5. Schritt von [6] §5. Bei dem Ausschieben (5. Schritt) ist zu beachten,
daB der dort mit % bezeichnete Streckenzug % und S nicht und f; und f, nur
in solchen Punkten treffen darf, die Minima bzw. Maxima der zentrischen
Distanz auf §, und f, sind, je nachdem eine innere oder &uBere Haube
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beseitigt wird. Diese Wahl von 7% ist moéglich wegen Forderung 3. des
2. Schrittes in § 5.

Bei diesem Vorgang idndert sich die Gestalt von k. Die urspriingliche
Gestalt von k 148t sich jedoch durch eine zentrische Abbildung wieder her-
stellen: Zur Fixierung der Sprechweise nehmen wir an, daf} eine innere Haube
beseitigt wurde. Man kann dann zunichst alle bei der Beseitigung der Haube
benutzten zentrischen Hilfsabbildungen riickgingig machen, so daB also die
Haube durch eine s-Abbildung y beseitigt wird, die auBerhalb T, die Identitat
ist. Nach dem Verfahren von [6] Hilfssatz { kann y durch eine zentrische
Abbildung, die im Komplement von 7, die Identitit ist, so abgeidndert
werden, daB3 die zentralen Strecken von % in zentrale Strecken iibergehen,
also festbleiben. %k und y (%) sind dann Briickendarstellungen mit zwei Briicken
im Sinne von §1 und stimmen in den zentralen Strecken und den duBeren
Wegen iiberein. Die Briicken von % und y (k) bilden in der von T, berandeten
Kugel, die das Innere von T, ausmacht, je zwei einfache Sehnen. In die
von k herriihrenden Sehnen spannen wir Elementarflichenstiicke m,, m, ein,
indem wir die Briicken von & von Z aus auf T, projizieren. Entsprechend
werden die Elementarflichenstiicke ny, n, in die von y (k) herrithrenden Sehnen
eingespannt. In diese Sehnen konnen aber auch die Elementarflichenstiicke
z{my), ¥ {m,) eingespannt werden. Nach Hilfssatz 3 sind die auf T, liegenden
Randstiicke von ny, 1t, zu den entsprechenden Randstiicken von y (1), ¥ (m,)
kombinatorisch isotop auf T,. Da die bezeichneten Randstiicke Zentral-
projektionen der inneren Wege von y (k) und % sind, lassen sich die inneren
Wege von y (k) auf T; kombinatorisch isotop in die inneren Wege von k& defor-
mieren, wodurch y (k) in & tibergeht. Das Deformationsresultat 148t sich auch
durch eine zentrische Abbildung erhalten?l).

2. Schritt. Beseitigung von Zipfeln, die k und die Kopfe von S nicht treffen.

Es sei 3 ein Zipfel der genannten Art, etwa auff,. 3 wird berandet von zwei
Schnitten s, s, von {; mit einem Schartetraeder T durch eine Ausnahmeecke 4
von f,, wobei s, und s, von A ausgehen und zum Rande von f, tiihren, und
einem Randstiick ¢ von f,, das auf S liegt und die Kopfe von S nicht trifft.
Nach der Gestalt von ¢ unterscheiden wir zwei Fille.

Fall a. t legt auf einem Knie und den beiden anstofenden Schenkeln von S.

Das Verfahren besteht darin, daB wir das Stiick von S, auf dem ¢ ver-
lauft, vermoge 4 so abbiegen, daB 4 Extremum der zentrischen Distanz des
Randes von {; wird und auf ein Knie von S zu liegen kommt. Es entstehen
dabei neue Ausnahmeecken, die jedoch nach dem Verfahren des 1. Schrittes
beseitigt werden kénnen.

¢ liege auf dem Knie ¥ und den beiden anstoBenden Schenkeln 3, und 3,
von S. Zur Fixierung der Sprechweise nehmen wir an, daB ! ein inneres
Knie ist. Durch eine zentrische Abbildung kann erreicht werden, daB §, &, 3,
und 3 im Inneren des Projektionskegels von Z mnach den ,,waagerechten‘

21 Vgl. die Konstruktion in [7] S. 144.
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Tetraederseiten liegen, so da8 wir die Einbettung in den R® wie im 3. Schritt
von § 5 benutzen und von Hohe statt von zentrischer Distanz sprechen kénnen.
Der Sattelpunkt A4 von f, liegt nun in einer waagerechten Ebene E, in der
s; und s, verlaufen, und es liegt 3 oberhalb E. Der héchste Punkt H von ¢
ist nach dem 2. Schritt von § 5 nicht zugleich hichster Punkt von 3. Daher
wird 3 von der waagerechten Ebene durch H in einer geschlossenen Schnitt-
linie geschnitten und besitzt oberhalb dieser Ebene haubenférmige Gestalt.
Durch eine s-Abbildung, die auBerhalb einer beliebig kleinen Umgebung
von 3, insbesondere auf %, f,, ¢;, e, und den Képfen von S die Identitit ist
und die {; in sich abbildet, kann Folgendes erreicht werden:

Die von S berandete Kugel & wird lings 3 und dann noch etwas weiter
unterhalb s; und s, ausgebeult, wobei gleichzeitig f, in sich zusammengezogen
wird, und zwar so, daB der ausgebeulte Teil von & hinreichend dicht unter 3
liegt und daB auf S nur zwei neue Ausnahmeecken entstehen, ndmlich der
hochste Punkt H von ¢ und eine neue Ausnahmeecke Q dicht unterhalb A.
Das auf 3;, f und 3, liegende Stiick von #,, das £ umfaBt, geht dabei in ein
solches durch A 1iiber, wobei 4 das einzige Maximum der Hohe fiir dieses
Stiick ist.

Ahnlich wie im 3. Schritt von §5 werden nun die iibrigen auf &, ¥, 3,
verlaufenden Stiicke von 7, und 7, mittels geeigneter Elementarflichenstiicke
auf S so deformiert, daB auf ihnen die Hohe wieder nur ein einziges Maximum
annimmt und daf dieses auf dem ausgebeulten Stiick hinreichend dicht iiber
4 liegt. Bei dieser Deformation werden die anstoBenden Stiicke von f; und f,
,,nitgezogen’. Es entstehen dabei neue Ausnahmeecken auf f; und f,. Die
zur Deformation benutzten Elementarflichenstiicke koénnen jedoch so ge-
wihlt werden, daB sie die Ausnahmeecke in den Grenzlinien des Knies f
vermeiden. Kann ein solches Elementarflichenstiick zudem so gewdhlt wer-
den, daB es auch den héchsten Punkt von ¥ vermeidet, so 148t es sich so
bestimmen, daB auf dem mitgezogenen Stiick von §, bzw. {, nur eine einzige
Ausnahmeecke entsteht, -die dicht bei H liegt. MuB das benutzte Elementar-
flichenstiick so gewdhlt werden, daB der hochste Punkt von ¥ auf ihm liegt,
so 148t es sich einrichten, daB auf dem entsprechend mitgezogenen Stiick
von f, bzw. {, nur zwei Ausnahmeecken entstehen, die eine dicht bei H, die
andere dicht bei dem bisherigen Maximum der Hohe des Randbogens. Durch
die neu entstehenden Ausnahmeecken von f, und f, gehen geschlossene Schnitt-
linien von f;, bzw. f, mit den zugehérigen Schartetraedern, wie sich aus der
Gestalt von f und der Gestalt von 3 oberhalb der waagerechten Ebene durch H
ergibt, und konnen anschlieBend wieder nach dem Verfahren des 1. Schrittes
beseitigt werden. Zuvor ist noch das oberhalb E liegende, ausgebeulte Stiick
von ® dicht an E heranzuziehen, so daB f, und f, festbleiben und Q als einzige
Ausnahmeecke des verbeulten Stiickes verbleibt. Dies ist moglich, da eine
‘waagerechte Ebene hinreichend dicht tiber £ das ausgebeulte Stiick von &
in nur einem Elementarflichenstiick schneidet.

Das geschilderte Verfahren soll fiir f; und {, so oft wie moglich angewandt
werden.
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Fall b, t verlduft iiber mindestens zwer Knie von S,

Das Schartetraeder 7' durch die Ausnahmeecke A schneidet S in zwel
Schnitten #, und #,, auf denen s, und s, enden. #; und #, schneiden aus S
einen Kreisring 8 aus, der ¢ enthilt und auf dem mindestens zwei Knie liegen.
Auf T beranden #, und #, zwei auf ® liegende Elementarflichenstiicke, die
zusammen mit 3 eine auf @ liegende Kugel #M beranden. Durch eine s-Abbil-
dung, die %, e;, e, und die Xopfe von S festlat, kann IN lings des Zipfels 3
so abgebogen werden, daB s; und s, ins Innere von & geraten, daBl S weiterhin
aus Knien, Schenkeln und den beiden Kopfen besteht und dall an Stelle der
auf § liegenden Knie kein oder ein Knie tritt, je nachdem die Anzahl der
Knie auf § gerade oder ungerade ist, wihrend die iibrigen Knie unverdndert
erhalten bleiben. Die Zahl der Ausnahmeecken von S vermindert sich auf
diese Weise um mindestens zwei. Das Beweisverfahren ist hierauf vom
2. Schritt des § 5 an zu wiederholen, und zwar so oft, bis Zipfel der hier be-
trachteten Art auf f; und {, nicht mehr vorhanden sind.

§ 7. Beseitigung der Ausnahmeecken von §

Wir haben soeben einen Sachverhalt betrachtet, der zu einer Reduktion
der Ausnahmeecken von S AnlaB gab. Ahnliche Reduktionen kénnen méglich
sein, wenn man an Stelle von Ausnahmeecken die Extrema der zentrischen
Distanz auf », und 7, betrachtet. Das Schartetraeder durch ein solches Ex-
tremum A4, das nicht Sehnenendpunkt ist, schneidet §, bzw. f, entweder in
einer geschlossenen Schnittlinie durch A oder in zwei von A ausgehenden
Querschnitten. Im ersten Falle nennen wir das Extremum A reguliir, im zweiten
singuldr. Zwei der Sehnenendpunkte sind Extrema der zentrischen Distanz
auf {, oder {,. . Wir bezeichnen auch diese beiden Punkte als regulidre Extrema.
der zentrischen Distanz auf 7, und #,. Die beiden anderen Sehnenendpunkte
zdhlen zu den singuldren Extrema. Das Schartetraeder durch einen solchen
Punkt schneidet §; oder f, in einem Querschnitt, der von diesem Punkte aus-
geht. Wir beseitigen zunichst Ausnahmeecken von S vermoge der Quer-
schnitte auf f;, und f,, die von singuliren Extrema ausgehen, und danach
die restlichen Ausnahmeecken von S. Nach jeder solchen Reduktion ist das
Beweisverfahren erneut mit dem 2. Schritt von § 5 zu beginnen.

1. Schritt. Reduktionen vermoge singulirer Extrema auf Kwnien.

Sei 4 ein solches Extremum der zentrischen Distanz, etwa auf »,, und
es liege A auf dem Knie f von S. Das Schartetraeder T durch 4 schneidet §;
in zwei Querschnitten s; und s,, die von A ausgehen. s, und s, schneiden
von f; zwei Elementarflichenstiicke g, und g, ab, die von s, bzw. s, und einem
Stiick # bzw. #, des Randes von f{, berandet werden. Eine Reduktion ist
moglich, wenn eines der beiden Randstiicke {;, #, entweder keinen der beiden
Kopfe von S trifft oder nur einen von beiden und dann ein Stiick mit %
gemein hat. Es liege etwa fiir ¢, einer dieser beiden Fille vor.
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Fall a. t, trifft keinen der beiden Kdpfe von S.

In diesem Falle liegt ¢, auf S. Seien v, und v, die Grenzlinien des Knies f.
Nur eine von beiden, etwa v,, wird von # getroffen, und zwar nur einmal.
Wegen des 3. Schrittes von §5 endet £ auf einem Schnitte # von 7 mit
einem Schenkel von S im Endpunkt von s;. Aus S wird von v, und # ein
Kreisring § ausgeschnitten, auf dem ¢ verlduft. Auf 3 liegt mindestens ein
von f verschiedenes Knie, und es berandet § zusammen mit je einem Elementar-
flachenstiick auf den Schartetraedern durch v»; und # eine auf & liegende
Kugel 3. Wie in § 6, 2. Schritt, Fallb kann nun % lings g, so abgebogen
werden, daB s; ins Innere von I gelangt, S weiterhin aus Knien, Schenkeln
und den beiden Kopfen besteht und mindestens zwei Knie von S verschwinden.

Fall b. t, hat ein Stiick mit k gemein und trifft nur einen der beiden Kipfe
von S.

Sind v»; und v, wieder die Grenzlinien von f, so wird auch in diesem Falle
nur eine von beiden, etwa v,, von ¢, getroffen. v, zerlegt S in zwei Elementar-
flichenstiicke. Auf einem von beiden, es heiBe 3, liegt ein Stiick von £,
wihrend der Rest von #; ein Stiick von % ausmacht. v, berandet auf seinem
Schartetraeder ein Elementarflichenstiick, das zusammen mit 3 eine auf &
liegende Kugel IR berandet. Entsprechend dem Vorangehenden wird It
lings g, abgebogen, so daB 3 in einen Kopf und ein Stiick eines Schenkels
ibergeht. Der auf § liegende Kopf ist hierbei lings % zu verschieben, még-
licherweise iiber innere und dullere Wege von % hinweg. Die hierzu benétigte
s-Abbildung ist so zu wahlen, dall % in sich iibergeht und daB das an den
Kopf von 3 anstoBende Elementarflichenstiick e; oder e, wieder die geforderte
Gestalt (§ 5, 1. Schritt) erhilt.

2. Schritt. Reduktionen vermoge singuldrer Extrema auf den Kopfen.

Sei 4 ein solches Extremum der zentrischen Distanz, etwa auf »;. Ist 4
nicht Sehnenendpunkt, so gehen von A zwei Querschnitte s; und s, aus,
die auf dem Schartetraeder 7 durch 4 liegen. Eine Reduktion ist dann
moglich, wenn einer dieser beiden Querschnitte von f, ein Elementarflichen-
stiick abschneidet, das £ und den zweiten Kopf von S nicht trifft. Sei dies
etwa fiir s; der Fall. s; schneidet von f, ein Elementarflichenstiick g, ab,
das von s, und einem Randstiick ¢, von {, berandet wird. ¢, trifft 2 und den
zweiten Kopf von S nicht und endet auf einem Schnitt # von T mit einem
Schenkel von S. Auf S berandet # ein Elementarflichenstiick 8, das ¢, ent-
hdlt und auf dem mindestens ein Knie liegt. 3 berandet zusammen mit einem
Elementarflichenstiick auf T eine auf & liegende Kugel M. Wie oben wird
9% lings g, so abgebogen, daB 8 in einen Kopf und ein Stiick eines Schenkels
iibergeht. Dies kann so geschehen, daB % in sich und das an den Kopf von 3
anstolende Elementarflichenstiick e, oder e, wieder in ein solches mit den
geforderten Eigenschaften iibergeht.

Ist A Sehnenendpunkt, so wird f; von dem Schartetraeder durch 4 in
einem von A ausgehenden Querschnitt s getroffen. Wenn s von §; ein Ele-
mentarflachenstiick abschneidet, das den zweiten Kopf von S nicht trifft
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und das mit £ nur den Punkt 4 gemein hat, so kann eine Reduktion aus-
gefiihrt werden, die der eben beschriebenen entspricht.

3. Schritt. Vorberestung fiir die weitere Reduktion.

Es sei keine der vorangehenden Reduktionen mehr ausfithrbar aber noch
mindestens ein Knie von S vorhanden. Wir bestimmen ein Elementar-
flichenstiick g, vermdge dessen eine weitere Reduktion méoglich ist.

Nehmen wir zunéchst an, daB auf f; noch Ausnahmeecken vorhanden sind.
Fiir mindestens eine Ausnahmeecke A4 tritt dann der Fall ein, daB von 4
zwei ,,benachbarte” Zipfel ausgehen, die einen von A ausgehenden Schnitt
von f; mit dem Schartetraeder durch A4 als gemeinsames- Randstiick besitzen
und von denen mindestens einer zu £ punktfremd ist. Wenn méglich, wihlen
wir A so, daB beide Zipfel zu & punktfremd sind, und betrachten den dann
vorliegenden Sachverhalt.

Fall a. Auf ¥, existieren zwei benachbarie Zipfel 3, und 3,, die k nicht treffen.

# und 3, haben mit #, je ein Stiick des Randes #, bzw. {, gemein. Wegen
§ 6 fithren ¢, und #, mindestens je einmal iiber einen Kopf. Da ¢, und ¢, einen
Endpunkt gemein haben und mindestens ein Knie von S vorhanden ist, gibt
es auf # oder #, mindestens ein Extremum der zentrischen Distanz, das auf
einem Knie liegt. Sei dies etwa fiir ¢, der Fall. Wir betrachten alle Schnitte
von 3 mit Schartetraedern, die durch die Extrema der zentrischen Distanz
von 4, gehen. Sind unter diesen Querschnitie, so gibt es einen solchen ¢, der
von 3 ein Elementarflichenstiick g abschneidet, das keinen weiteren Quer-
schnitt enthalt und das von ¢ und einem Stiick # von #, berandet wird. Sollte
kein Querschnitt vorhanden sein, was sich als unméglich erweisen wird, so
setzen wir g=3, und 4 =¢#. Wegen der vorangehenden Reduktionen geht #
mindestens einmal iiber einen Kopf f,, und es sei 4, ein Extremnum der zentri-
schen Distanz von #, das auf f; liegt. Nach Wahl von ¢ ist A4, regulir. Das
Schartetraeder Ty durch 4, schneidet g in einer geschlossenen Schnittlinie s,
durch A;. 3 sei der an f, anstoBende Schenkel, f, das folgende Knie. Wir
dehnen 7y stetig in dem Sinne??), daB aus dem Schnitt von 7; mit ¥, ein
solcher mit § und schlieBlich ein solcher mit f, entsteht, und verfolgen dabei
den aus s, entstehenden Schnitt mit g. Dieser geht zunichst in einen Quer-
schnitt von g iiber, der auf ¥, entspringt und endet, danach in einen solchen,
der auf 3 entspringt und endet, schlieBlich in einen solchen, dessen End-
punkte auf ¥, liegen, bis wir zu einem Extremum der zentrischen Distanz
von # auf ¥, gelangen. Dieser Sachverhalt muB nach Wahl von g eintreten,
weil auf g auBer ¢ keine Querschnitte durch Extrema der zentrischen Distanz
von f, und keine Querschnitte durch Ausnahmeecken liegen. Bei stetigem
Dehnen von T; im angegebenen Sinne geht also s, in einen Querschnitt von 3,
itber, der von einem Extremum A, der zentrischen Distanz von ¢ auf ¥,
ausgeht, und dieser Querschnitt muB ¢ sein. Nach Wahl von ¢, bemerkt man
zugleich, daB die Annahme g=3, widerspruchsvoll ist. Das Auffinden des

22) Es sind Dehnungsfaktoren kleiner als 1 zugelassen.
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Elementarflichenstiickes g, dessen Gestalt sich aus dem Vorangehenden
ergibt, war unser Ziel.

Fall b. Sind 3 und 3, zwei benachbarte Zipfel auf iy, so trifft einer von
beiden k.

In diesem Falle kénnen. 3, und 3, so gewahlt werden, daB 3; zu %2 punktfremd
ist, wihrend auf dem Rande von 3, ein Sehnenendpunkt P liegt. 3, bzw. 3,
hat mit dem Rande von {; ein Stiick #; bzw. ¢, gemein. ¢, geht iiber einen Kopf
von S; geht ¢, auch iiber ein Knie, so kann auf 3, ein Elementarflichenstiick g
wie im Falle a gefunden werden. Andernfalls geht £, iiber alle Knie. Wir
betrachten dann alle Schnitte von 3, mit Schartetraedern durch Extrema der
zentrischen Distanz von 4,. Gibt es darunter einen Querschnitt, der von 3,
ein zu %k punktfremdes Elementarflichenstiick abschneidet, so wird das
Elementarflichenstiick g wie im Falle a bestimmt. Die Annahme, daB es keinen
solchen Querschnitt von 3, gibt, fiihrt zu einem Widerspruch: Wir betrachten
das Schartetraeder durch P und' dehnen es stetig in dem Sinne, daf3 der
entstehende Querschnitt auf 3, von 3, ein Elementarflichenstiick abschneidet,
das P als Randpunkt besitzt, nicht aber die Ausnahmeecke auf dem Rande
von 3,. Nach Annahme konnte dies solange geschehen, bis man erstmals zu
einem von P verschiedenen Extremum der zentrischen Distanz von ¢, gelangte,
womit sich ein Widerspruch zu Fallb des 1. Schrittes ergibt.

Fall c. Auf {, liegen keine Ausnahmeecken.

Das Elementarflidchenstiick g kann wie im Falle b gefunden werden, wo-
bei f; an die Stelle von 3, tritt.

4, Schritt. Beseitigung der rvestlichen Ausnahmeecken von S.

g, %, 8, T, mogen dieselbe Bedeutung wie im 3. Schritt haben, ebenso # und
g. Das Schartetraeder durch g sei 7;. Es schneidet f, in einer geschlossenen
Schnittlinie. Ein Stiick ¢’ dieses Schnittes berandet zusammen mit # ein
Elementarflichenstiick m, das auf dem von f;, 3 und ¥, gebildeten ,,Endsttick‘
von S liegt und das 7; nicht durchsetzt. Die Ausnahmeecke von ¥, liegt daher
nicht auf m. Es beranden g, m und ein von ¢ und ¢’ auf 7, berandetes Elemen-
tarflichenstiick n zusammen eine Kugel M, deren Durchschnitt mit dem ,,End-
stiick von S aus m besteht und die mit n-an 7; ohne Durchdringung anst6Bt.
Vermoge It werden wir das Endstiick von S so abbiegen, daB3 das Knie f,
verschwindet.

Zur Fixierung der Sprechweise nehmen wir an, daf f, ein duleres Knie ist.
M liegt dann innerhalb 7; . Auf m liegt ein Schnittpunkt Q von S und %, der
Endpunkt eines auf 9 liegenden Stiickes %, von & ist. &, liegt entweder auf
einer zentralen Strecke von %, oder es besteht %, aus einem inneren Wege von
£ und je einem Stiick der anstoBeénden zentralen Strecken.

Fall a. ky liegt auf einer zentralen Strecke von k.

In diesem Falle liegt %, zwischen 7; und dem Schartetraeder durch Q. Wir
betrachten die auf 98 liegenden Stiicke von S und lassen f; und f, auBer Be-
tracht. Durch Deformation von S erreichen wir zunichst, dall kein duBeres
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Knie von S auf I liegt: Man kann diese Knie zunichst lings geeigneter,
zentrisch monotoner Streckenziige so ausbeulen®), da3 die Maxima der zentri-
schen Distanz auBlerhalb 7, gelangen, und anschlieBend von ihrer Ausnahme-
ecke her (in das Knie hinein) so, daB die Ausnahmeecken ebenfalls auBerhalb
T; gelangen®d).

Wenn nun auf £; auBer dem Endpunkt @ kein weiterer Schnittpunkt mit S
liegt, so 14Bt sich ein Elementarflichenstiick a so bestimmen?®), daf} erstens a
berandet wird von #,, einem zentrisch monotonen Streckenzug m auf m von @
nach einem Punkte von 7, und von einem Streckenzug auf 7, , der die End-
punkte von # und %, verbindet, daB zweitens S und £ von a nur in » und &
getroffen werden und daB drittens a von jedem Schartetraeder zwischen 7,
und @ in nur einem Querschnitt und von dem Schartetraeder durch Q nur
in Q getroffen wird. DaB a so bestimmt werden kann, erkennt man, wenn man
das Schartetraeder durch Q stetig dehnt, weil die Ausnahmeecke von f, nicht
auf Pt liegt. Das Knie §, 14Bt sich nun dadurch beseitigen, daB man das End-
stiick von S lings a entsprechend dem Fall b des 1. Schrittes abbiegt.

Wenn auf %, auBer @ noch Schnittpunkte mit S liegen, so sind es die Schnitte
von k mit dem von f; verschiedenen Kopf ¥’ von S. Wenn der an {' anstoBende
Schenkel nach auBen fiihrt, so schneidet er 7y, weil auf I keine duBeren Knie
mehr liegen, und es kann ¥ nach dem eben beschriebenen Verfahren lings %,
auBerhalb It geschoben werden, worauf das aus f;, 8, und f, bestehende End-
stiick von S wie oben abgebogen werden kann. Wenn der an ¥’ anstoBende
Schenkel nach innen fithrt, so 1Bt sich ¥ lings %, ebenfalls aus IR heraus-
schieben, worauf a wie oben bestimmt werden kann.

Fall b. ky, umfapft einen inneven Weg von k, hat aber mit S nur einen End-
punkt gemein.

Der Endpunkt @ von £k, ist Minimum der zentrischen Distanz auf dem
Kopf £;,. Wir beulen zunichst ¥; lings %, so aus, daB der Sehnenendpunkt @
auf die zweite zentrale Strecke von %, gerit, daB auf dem ausgebeulten Stiick
nur ein Extremum der zentrischen Distanz, und zwar ein Minimum innerhalb
des Grenztetraeders 7 von &, entsteht und daB die tibrigen Teile von S und
die Elementarflichenstiicke g und n festbleiben. Dabei geht % in sich iiber.
Daraufhin wird #; iiber das ausgebeulte Stiick so deformiert, daB auf # nur ein
Minimum der zentrischen Distanz dicht bei dem jetzigen Endpunkt @ von &,
entsteht, und dabei wird g so mitgezogen, daB auf g nur eine einzige Ausnahme-
ecke in der Nihe des bisherigen Minimums der zentrischen Distanz von #;
entsteht. Diese liegt dann auf dem Rande einer inneren Haube von g und kann
daher so beseitigt werden, daB 7, punktweise festbleibt. Nunmehr wird das
aus §,, 8; und dem deformierten Knie ¥, bestehende Endstiick von S lings %
so verbeult, daB es wieder aus einem Knie, einem Schenkel und einem Kopf
besteht und daB der auf der Grenzlinie von ¥, liegende Sehnenendpunkt auf
dieselbe zentrale Strecke gerdt, auf der jetzt Q liegt. Insgesamt wird also der

28) Vgl. [6] § 5, 5. Schritt.

24) Vgl. [6] § 6, 2. Schritt.
) Vgl. [6] § 6, 1. Schritt.
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Kopf f; von einer zentralen Strecke von % {iber einen inneren Weg hinweg auf
eine andere verschoben. Damit entsteht der Fall a.

Fall c. k, umfaPt einen inneren Weg von k und schneidet S.

Auf &, liegen also jetzt die beiden Schnittpunkte von %2 mit dem zweiten
Kopf ¥ von S. Liegen diese nicht auf derselben zentralen Strecke wie @, so
kann das Verfahren des Falles b angewandt werden. Liegen beide Schnitt-
punkte auf derselben zentralen Strecke wie Q, so betrachten wir den an ¥
anstoBenden Schenkel. Fiihrt dieser von ¥ nach auBen, so kann zunichst ¥
langs %, iiber den inneren Weg hinweg auf die zweite zentrale Strecke geschoben
werden und danach ¥, wie im Falle b.

Nehmen wir nun an, daB die Schnittpunkte von % mit dem zweiten Knie
¥ auf %, auf derselben zentralen Strecke wie Q liegen und daB der an ¥ an-
stoBende Schenkel 8’ von ¥ nach innen fithrt. Wie im Falle a erreichen wir
zunichst, daB auf M nur innere Knie liegen. Durch ein entsprechendes Ver-
fahren kénnen wir erreichen, daB auf 3¢ alle inneren Knie innerhalb des Grenz-
tetraeders 7; von k gelangen. Auf It liegt mdglicherweise auBer %, noch ein
zweites Stiick &, von £ ,das dann einen inneren Weg #, von %2 umfafit. Wenn
dies der Fall ist, so heben wir #, unter Verlingerung der anstoBenden zentralen
Strecken ins Innere von 7 ab, so daB #, auf ein Schartetraeder zwischen T}
und der duBersten Ausnahmeecke der auf I liegenden inneren Knie gelangt.
Dadurch wird es méglich, den Kopf ¥ lings &, dhnlich wie im Falle b auf die
zweite zentrale Strecke zu verschieben. Daraufhin kann #, lings eines ge-
eigneten Elementarflichenstiickes auf 7} zurfickdeformiert werden und zwar
so, daB wieder zentrale Strecken an #, anstoBen und dafl S und %, von #%, nicht
getroffen werden, d. h. man weiche den Schenkeln von S und dem inneren
Weg auf %, bei der Deformation aus. Die Gestalt von w, dndert sich dabei, sie
kann jedoch wie im 1. Schritt von § 6 durch eine zentrische Abbildung, die
auBerhalb T, die Identitit ist, wiederhergestellt werden. Nunmehr konnen die
innerhalb T; liegenden Knie von S vermoge geeigneter Elementarflichenstiicke
so abgebogen werden, daB sie wieder auBerhalb 7] gelangen, wobei man den
inneren Wegen von % offenbar ausweichen kann. Das Verfahren des Falles b
ist nunmehr anwendbar.

Bei den vorangehenden Deformationen werden die Elementarflichenstiicke
¢, und e, in Mitleidenschaft gezogen. Die Deformationen kénnen jedoch stets
so vorgenommen werden, daBl e; und e, wieder die Forderungen des § 5 erfiillen.
Wir haben erhalten, daB sich stets ein Knie von S beseitigen 148t, solange noch
Knie vorhanden sind. Da bei keiner Reduktion neue Knie entstehen, k6nnen
wir weiterhin annehmen, dal3 S keine Ausnahmeecken besitzt, also aus den
beiden Képien und einem einzigen Schenkel besteht.

§ 8. AbschlieBende Reduktionen fiir f; und fp

Wir beseitigen zunichst alle noch verbliebenen Ausnahmeecken von f;
und f, und nehmen anschlieBend im 4. Schritt eine Reduktion der Schnitte
von f, und f, mit den Grenztetraedern von % vor.
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Nehmen wir an, daB etwa auf {; noch Ausnahmeecken vorhanden sind.
Wegen §5, 3. Schritt und § 6, 1. Schritt liegt jede Ausnahmeecke zwischen
den Tetraedern durch die Grenzlinien der beiden Képfe von S. Wir betrachten
auf f; alle diejenigen Schnitte mit Schartetraedern, die von Ausnahmeecken
und den singuliren Extrema der zentrischen Distanz von 7, ausgehen. Es
existiert dann auf §; ein zu % punktfremdes Elementarflichenstiick g, das
entweder ein Zipfel ist oder von einem Querschnitt der angegebenen Art
abgeschnitten wird und das keine weiteren solchen Schnitte enthilt.

1. Schritt. Reduktion, falls g ein Zipfel ist.

Es sei 4 die Ausnahmeecke auf dem Rande von g und I" das Schar-
tetraeder durch 4. Mit dem Rande von f; hat g ein Stiick # gemein, das
auf 7, liegt, und es wird g von #; und einem Querschnitt ¢ von f, durch A
berandet. #; fiihrt mindestens einmal {iber einen
Kopf von S, etwa itber den Kopf ;. Zur Fixie-
rung der Sprechweise nehmen wir an, daB f;
der innere der beiden Kopfe ist. Auf f; liegt D " A
ein reguldres Minimum A; der zentrischen Di-
stanz von 4. Das Schartetraeder 7° durch A,
schneidet §, in einer geschlossenen Schnittlinie s Fig. 11
durch 4,, die auf g liegt. Dehnt man 7 stetig,
so geht s in einen Schnitt iber, der auf S entspringt und endet und in ¢
iibergeht, wenn T in T gedehnt ist. Wire dies ndmlich nicht der Fall, so
konnte man die Dehnung iiber T hinaus fortsetzen, bis der aus s entstandene
Schnitt in einen Querschnitt von g iibergeht, der in einem Extremum der
zentrischen Distanz von # auf dem ZuBeren Kopf von S entspringt, was der
Wahl von g widerspricht. g hat also dhnliche Gestalt wie das im 3. Schritt
von § 7 bestimmte, dort ebenfalls mit g bezeichnete Elementarflichenstiick,
und #hnlich wie dort wird eine innerhalb T liegende Kugel % bestimmt:
g berandet auf 7' zusammen mit einem geeigneten Stiick ¢’ des Schnittes
von S und T ein Elementarflichenstiick n, das an & von auBen in ¢" anst6Bt
und mit % nur einen Schnittpunkt gemein hat. ¢’ und # beranden auf S
ein Elementarflichenstiick m, das innerhalb T liegt und % in einem Sehnen-
endpunkt Q trifft. g, m und n beranden eine innerhalb T liegende Kugel JR.
Thr Durchschnitt mit % besteht aus einem Stiick %, von %, ihr Durchschnitt
mit ® besteht aus m nach Bestimmung von n. &, liegt entweder auf einer
zentralen Strecke von % oder umfaBt einen inneren Weg. Wir betrachten hier
nur den ersten Fall und zeigen im 3. Schritt, daB sich der zweite Fall auf
den ersten zuriickfithren laft.

Im betrachteten Fall liegt der Endpunkt Q von k, auf der Grenzlinie
von ¥;. Durchliuft man diese Grenzlinie, so trifft man abwechselnd auf die
Rinder von f, und f,. Die Schnitte des Tetraeders durch die Grenzlinie
von f; mit f; und f, haben daher, soweit sie auf It liegen, folgendes Aussehen
(Fig. 11): Es sind Schnitte, die auf der Grenzlinie von ¥, entspringen und
enden, Q trennt die Endpunkte jeder Schnittlinie auf demjenigen Stiick der
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Grenzlinie von {,, das auf m liegt, und der duBerste dieser Schnitte liegt auf g.
Weitere Schnitte konnen nicht vorhanden sein, weil solche geschlossen sein
und auf einer Haube von f{; oder {, liegen miiBiten, wie man erkennt, wenn
man das Schartetraeder durch die Grenzlinie von f;, in geeignetem Sinne
stetig dehnt. Dehnt man das Schartetraeder durch die Grenzlinie von
stetig nach T, so entsteht aus Q ein Querschnitt von {; oder f,, etwa von {,,
wihrend die iibrigen auf N liegenden Schnitte ihre Gestalt behalten. Von
zwei auf dem Tetraeder benachbarten Schnitten liegt nidmlich einer auf f;,
der andere auf {,, so daB eine Verinderung des Schnittbildes nur dann méglich
wire, wenn noch Hauben vorhanden wiren. Zugleich bemerkt man, daB von
den vier Schnitten, die auf 7" von A ausgehen, nur die beiden, die zusammen ¢
ausmachen, auf n liegen.

Auf n liegt ein Querschnitt, der den Endpunkt von %, mit einem Punkte
von 7, verbindet und von {, ein ausnahmeeckenfreies, auf I liegendes Ele-
mentarflichenstiick a abschneidet, das Q als innersten Punkt besitzt. Lings
dieses Elementarflichenstiickes kann ¥, und das anschlieBende Schenkelstiick
so ausgebeult werden, daBl die Grenzlinie von ¥, auBerhalb T gelangt, % in
sich fibergeht und f, stetig in sich zusammengezogen wird, so daB a ins Innere
von ® gelangt, wihrend sich f, und f, sonst nicht dndern. Nach dem Ver-
fahren des 3. Schrittes von §5 kann nun ¥, so zusammengezogen werden,
daB f; aulerhalb T zu liegen kommt. g geht dabei in eine Haube tiber, und
die Ausnahmeecke 4 kann beseitigt werden. Bei dem Verbeulen von f; ist
so vorzugehen, daB das anstoBende der beiden Elementarflichenstiicke e, e,
auch anschliefend den Forderungen des §5 geniigt.

2. Schritt. Reduktion, falls g von einem Querschunitt abgeschwitten wivd, der
von eimem singulirven Extremum der zemtvischem Distanz von vy ausgeht.

Sei ¢, das Stiick von 7, das g und f, gemein haben. Da 7, abwechselnd
iiber die beiden Képfe von S geht, liegt auf 4 ein Extremum 4, der zentri-
schen Distanz, das nicht Endpunkt ist. Zur Fixierung der Sprechweise
nehmen wir wieder an, daBl 4; auf dem inneren der beiden Képfe von S liegt.

Es sei jetzt T ein Schartetraeder, das den Schenkel von S schneidet,
und zwar so dicht an der Grenzlinie des duBeren Kopfes, daB auf T und
auBerhalb 7 keine Ausnahmeecken von f; und f, liegen. T schneidet g in
einem Querschnitt ¢, und es berandet ¢ zusammen mit einem Stiick # von ¢,
das A, enthiilt, ein Elementarflichenstiick auf g, dem wir von jetzt an die
Bezeichnung g erteilen. Nun kann die Kugel I wie im 1. Schritt bestimmt
werden, wobei die Bezeichnungen entsprechend zu wihlen sind. Der Durch-
schnitt von M und % besteht wieder aus einem Stiick %, von k&, wobei £; ent-
weder auf einer zentralen Strecke von k liegt oder einen inneren Weg um-
faBt. Der zweite Fall wird durch den 3. Schritt auf den ersten zuriickgefithrt,
so daB wir hier nur diesen zu betrachten haben. Der Vorgang entspricht
nun dem 1. Schritt. Wie dort kann das Elementarflichenstiick a bestimmt
und S lings o so verbeult werden, daB die Grenzlinie von ¥, aulerhalb T
gelangt aber noch innerhalb des Schartetraeders durch die Grenzlinie des
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duBeren Kopfes liegt, und es 10t sich dann ¥, auBerhalb T bringen. Dann
hat keine Ausnahmeecke von f{, und {, dieselbe zentrische Distanz wie ein
Punkt von S, und es verschwinden alle, wenn man Hauben auf f, und f, be-
seitigt, weil von einer Ausnahmeecke nicht alle Schnitte mit dem zugehéorigen
Schartetraeder zu % fithren kénnen (vgl. § 6).

3. Schritt. Reduktion, falls k, in den vorangehenden Schritten einen inneren
Weg von k wmfaft.

Sei u, dieser innere Weg, die iibrigen Bezeichnungen seien dieselben wie
im Vorangehenden. Die Reduktion besteht darin, daB ¥§, iiber #, hinweggezogen
wird, worauf der bisher betrachtete Sachverhalt des 4. oder 2. Schrittes
entsteht.

Der auf ¥, liegende Endpunkt Q von ‘
ky ist jetzt der innerste Punkt von S.
An §, st6Bt eines der beiden Elementar-
flichenstiicke e;, e, an, etwa e;. Die
Schnitte von f; und f, mit dem Schar-
tetraeder 7" durch die Grenzlinie von ¥;

Uy

L)
o

haben, soweit sie auf IN liegen, das Aus- 7 7 Y
sehen von Fig. 11, wobei jetzt nur an \
Stelle des dort mit @ bezeichneten

Punktes ein Querschnitt $ etwa von {, \ \
tritt, der einen Punkt von k, mit einem Fig. 12

Punkt von 7, verbindet. $ schneidet

von f, ein Elementarflichenstiick b ab, das auf I liegt und das von p, einem
Stiick von k; und einem in @ entspringenden Stiick von 7, berandet wird
(Fig. 12). Langs b kann f; und das anstoBende Schenkelstiick so ausgebeult
werden, daB % in sich fibergeht, daB auf S keine Ausnahmeecke entsteht
und daB b ins Innere von & gelangt, wobei f, in sich zusammengezogen wird,
wihrend sich f, und f, sonst nicht &ndern. e, ist dabei so mitzunehmen, daB
auf e; keine Ausnahmeecken entstehen, daB e; an #; vom Inneren des Grenz-
tetraeders 7, her anst6Bt und daB der innerste Punkt des deformierten
Kopfes f; auf dem Rande von e; liegt. Bei der Deformation gelangt Q auBer-
halb 7. Die innerhalb T liegenden Stiicke von 7, und 7, (T hat die Bedeu-
tung wie im 1. oder 2. Schritt) werden nun auf dem ausgebeulten Stiick so
deformiert, daB wieder jeweils nur ein Minimum der zentr.cchen Distanz
vorhanden ist und daB dieses dicht bei dem jetzigen Sehnenendpunkt Q
auBerhalb 7" liegt. Die Deformation geschieht wie in § 6, 2. Schritt, Falla.
Die anstoBenden Teile von f; und f, sind mitzuziehen, wobei neue Ausnahme-
ecken entstehen, die jedoch innerhalb 7" liegen. Nun wird ¥, weiter lings e,
und eines Teiles von b so verbeult, daBl der Schnittpunkt Q' mit %, der anfangs
auf der Grenzlinie von ¥, lag, auf dieselbe zentrale Strecke wie Q gelangt,
zum Minimum der zentrischen Distanz auf S wird und auBerhalb 7' zu
liegen kommt. Dies muB so geschehen, daB auf S keine Ausnahmeecken
entstehen und % in sich {ibergeht. @’ ist anfangs Minimum der zentrischen

11*
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Distanz auf f; oder {,. Das anstoBende Stiick von f; oder f, kann bei der
Deformation so mitgezogen werden, daBl es auBerhalb des Grenztetraeders T,
verbleibt und keine Ausnahmeecken entstehen, weil ¢; und das betreffende
Stiick von f, oder f, nur den Punkt @ gemein haben. S liegt nunmehr auBer-
halb 77, und die bei der Deformation entstandenen Ausnahmeecken ver-
schwinden, wenn Hauben auf f, und f{, wieder beseitigt werden. Der ge-
wiinschte Sachverhalt ist damit erreicht.

4. Schritt. Korrektur der Schwitte durch dic veguliren Extrema.

Sei A4 ein solches Extremum etwa auf #;, das nicht Sehnenendpunkt ist.
Das Schartetraeder T" durch A schneidet f; in einer geschlossenen Schnitt-
linie s durch 4, und es berandet s auf T ein Elementarflichenstiick u, das
mit S nur den Punkt 4 gemein hat. Auf f; berandet s ein Elementarflichen-
stiick m. Sei¥; der Kopf, auf dem A liegt. n trifft die Sehne von ¥; nicht, und
m ist punktfremd zu k2. Auf n liegen daher zwei oder keine Schnittpunkte
mit 2. Wenn % von n nicht getroffen wird, so beranden m und n eine zu %
punktfremde Kugel I, die mit S nur den Punkt 4 gemein hat, und in diesem
Falle kénnen f; und {, folgendermaBen deformiert werden:

Auf n liegen auBer dem Rande s moglicherweise noch geschlossene Schnitte
mit f; und f,. Indem man mit einem auf n innersten beginnt, kénnen diese
der Reihe nach so beseitigt werden, daB keine Ausnahmeecken entstehen.
AnschlieBend wird m iber 9% in n deformiert und so von 1 abgehoben, daB
%k, S und A festbleiben, A zum Extremum der zentrischen Distanz auf f;
wird und keine Ausnahmeecken entstehen. Das Verfahren soll so oft wie
moglich auf f; und §, angewandt werden.

§9. Nachweis, daB f; und f, eines der beiden Grenztetraeder von k nicht
mehr schneiden und in je einem Stiick von k beriihren

1. Schritt. Nachweis, daf auf v, und v, insgesami o' vegulive Extrema der
zentrischen Distanz vorhanden sind.

Auf 7, und 7, liegen je o’'—1 Extrema der zentrischen Distanz, die nicht
Sehnenendpunkte sind. Unter diesen betrachten wir die singuldren. Von
jedem solchen Extremum gehen zwei Querschnitte von’f{; oder f, auf dem
zugehorigen Schartetraeder aus, die f; bzw. {, jeweils in drei Elementar-
flichenstiicke zerlegen, wobei eines von beiden Querschnitten und einem
Stiick des Randes von {; bzw. j, berandet wird, also ,,zipfelartige’* Gestalt
hat, wihrend die anderen beiden von je einem Querschnitt und einem Stiick
des Randes von f; bzw. f, berandet werden. Auf f; und f, betrachten wir alle
diese Querschnittpaare zugleich, und es mogen v, bzw. y, solche Paare auf
§, bzw. f, liegen. Von f; bzw. f, werden dann y,+2 bzw. y,+ 2 Elementar-
flichenstiicke abgeschnitten, die mit den Querschnitten nur Randpunkte
gemein haben, wie durch vollstindige Induktion nach 4, p, folgt. Sei g ein
solches Elementarflichenstiick, etwa auf {;. Fiir die Lage von g sind drei
Falle moglich:



Knoten mit zwei Briicken 165

a) ¢ trifft 2 nicht,

b) g hat mit % ein Stiick gemein, das einen Sehnenendpunkt als End-
punkt besitzt,

¢} g hat zipfelartige Gestalt und mit »; nur einen Punkt, die ,,Spitze des
Zipfels*‘, gemein.

Im Falle a liegen auf dem Rande von g genau zwei Extrema deér zentri-
schen Distanz von 7,, ndmlich ein singuldres, von dem zwei Querschnitte
von f, mit dem zugehorigen Schartetraeder ausgehen, von denen einer oder
beide zum Rande von g gehoren, wihrend das andere Extremum regulir ist.
Man erkennt dies, wenn man das Schartetraeder durch das singulire Extremum
in geeignetem Sinne stetig dehnt, so daB auf g ein Schnitt entsteht, und
diesen Schnitt verfolgt.

Im Falle b erhilt man entsprechend zwei Extrema der zentrischen Distanz
von 7;, wobei das zweite hier ein Sehnenendpunkt ist. Ist dieses ein regulires
Extremum, so hat g mit % nur ein Stiick einer zentralen Strecke gemein,
andernfalls liegt auf dem Rande von g ein innerer oder ein duBerer Weg von k&
und nur einer.

Im Falle c liegt auf dem Rande von g nur ein Extremum der zentrischen
Distanz von #;, nidmlich die Spitze des Zipfels, auBerdem aber genau ein
innerer oder duBerer Weg von %, wie sich durch stetige Dehnung des Schar-
tetraeders durch die Spitze des Zipfels in geeignetem Sinne ergibt.

Berticksichtigt man, daB auf % zwei innere und zwei #duBere Wege liegen
sowie vier Sehnenendpunkte, von denen zwei regulire Extrema sind, so
bemerkt man, da fir j; und f, zusammen der Fallb genau viermal, der
Fall ¢ genau zweimal, der Fall a also (y,+y,— 2)-mal eintritt.

- Betrachten wir nun ein Schartetraeder durch ein regulires Extremum der
zentrischen Distanz auf #, oder #,, das nicht Sehnenendpunkt ist. Wenn man
das Tetraeder in geeignetem Sinne stetig dehnt, erkennt man, daB das
Extremum auf einem Elementarflichenstiick g von §, bzw. {, liegt, das zum
Fall a gehort. Zugleich ergibt sich, daB y; und 9, von null verschieden sind,
was oben stillschweigend vorausgesetzt wurde. Wir erhalten, daB auf #
und 7, zusammen 2,4 2y,— 2 Extrema der zentrischen. Distanz liegen, die
nicht Sehnenendpunkte sind. Also ist p,+y,=«’, und dies ist auch die
Anzahl der reguliren Extrema der zentrischen Distanz auf 7, und 7,, weil
genau zwei Sehnenendpunkte solche Extrema darstellen.

2. Schritt. Verhalten der Schwitte von |, und fy mit einem stetig gedehmien
Schartetraeder.

Es sei T ein Schartetraeder, das den Schenkel von S schneidet. Es liegt
also einer der beiden Képfe von S innerhalb T, der andere auflerhalb. Der
Schnitt von S und T seis. Durchliuft man s einmal, so gelangt man abwech-
selnd zu Schnitten von 7, und 7, mit 7', und zwar je a’-mal. Der Durchschnitt
von T und f;, f, besteht daher (Fig. 13) aus vier Querschnitten g;, g5, 93, ¢4,
die von s nach je einem der vier Schnittpunkte von % und T fiihren, und
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Querschnitten, die auf s entspringen und enden und dabei jeweils genau einen
der Querschnitte ¢,, ¢5, g5, ¢4 wnfassen. Weitere Schnitte von 7" mit f, und f,
sind nicht vorhanden, weil es auf {, und f, keine Ausnahmeecken mehr gibt.
Der Querschnitt ¢; (i =1, 2, 3, 4) werde von »; Querschnitten umfalBt, wobei
die Numerierung der g¢; entsprechend Fig. 13 gewdhlt sei. Dann ist

(1) nyF 1y A 1y my =o' — 2.

Zieht man T stetig auf seinen Mittelpunkt zusammen, so dndert sich das
Schnittbild erst dann, wenn 7" durch die Grenzlinie des inneren Kopfes von S
geht, und es verschwindet dort einer der Querschnitte g;. Die Bezeichnung
sei so gewdhlt, daB dies ¢, ist.
Wird T weiter zusammengezogen,
so schrumpfen die #; Schnitte,
die vorher ¢, umfa3ten, der Reihe
nach auf einen Punkt zusammen
wegen des 4. Schrittes von §9.
Man erhdlt so zunichst #,-4+1
regulire Extrema der zentrischen
Distanz von 7; und 7,. Nehmen
wir an, daB #,< n, ist, so ver-
schmelzen bei weiterem Zusam-
menzichen von 7 nun #, Quer-
schnitte, die ¢, umfassen, mit
solchen, die ¢, umfassen, und ein

Fig. 13 solches Verschmelzen von Quer-

schnitten tritt auch weiterhin

solange ein, bis ein Schnitt entsteht, der zwei Punkte von % verbindet.

Danach entsteht eine gewisse Anzahl § geschlossener Schnitte, bis schlieB-

lich 7 durch den innersten Punkt von S geht und zwei Querschnitte auf f;

und f§, vorhanden sind, die je zwei Punkte von % verbinden, und & ge-

schlossene Schnitte, welche die beiden Querschnitte auf T trennen und bei

weiterem Zusammenziehen in ¢ geschlossene Schnitte von f; und f, mit dem

inneren Grenztetraeder T iibergehen. Das Verschmelzen der Schnitte ist in
Fig. 13 gestrichelt angedeutet.

Um & zu bestimmen, betrachten wir T in derjenigen Lage, in der ¢, mit
einem anderen Querschnitt verschmilzt, und lassen ¢, fort. Auf dem von T
aus ® ausgeschnittenen Elementarflichenstiick §) verbinden wir die Schnitte
von T mit f; und f, entsprechend dem weiteren Verschmelzen (Fig. 14). Wir
erhalten dann zwei nicht geschlossene Wege und & geschlossene, welche die
beiden ersten trennen. Auf dem Rande s von § liegen zwei Endpunkte und
2m5+ 2n, Schnittpunkte mit diesen Wegen. Die beiden auf s liegenden End-
punkte kénnen iiber § hinweg durch einen Weg w, so verbunden werden, daB
ng-+n, Schnittpunkte entstehen. Entsprechend kénnen die beiden anderen
Endpunkte der nicht geschlossenen Wege durch einen Weg w, auBerhalb
verbunden werden. Das entstehende Bild kann als Projektion einer Normal-
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form mit zwei Briicken aufgefaBt werden, zu der zus#tzlich § geschlossene
Wege gezeichnet sind, welche die beiden duBeren Wege trennen und die Briicken
abwechselnd unterkreuzen?). Zihlt man die geschlossenen Wege mit, so liest
man #ng+#,-+1 als die der Torsion entsprechende Zahl und #,—#, oder
75+ #5311 als Betrag der der Kreuzungsklasse entsprechenden Zahl ab. Nach
einer Bemerkung in §3 erhidlt man fiir die Anzahl der geschlossenen Wege
jedenfalls:

(2) 0= (ng—ng, Ng+ny+1) —1=(mg+n3+1,n5+n,+1) — 1,
wobei die Klammer den gréBten gemeinsamen Teiler bezeichnet.

Wir erhalten: Die Anzah! der Schnitte von 7; mit {; und §, ist (my-+n+1,
fig~+ 14+ 1) — 4, wenn die inneren Wege von %, in denen ] von §, und §; beriihrt
wird, nicht als Schnitte gezéhlt
werden. Zugleich hat sich er-
geben, daB auf dem inneren Kopt
von S insgesamt 7,4 (#y+ 1511,
g~ ny~ 1) regulire Extrema der
zentrischen Distanz von 7, und 7,
liegen. Diese Aussagen wurden
unter der Annahme #,< n, her-
geleitet, gelten aber wegen der
Symmetrie in #,und »n, allgemein.

3. Schritt. Nachweis, daf eines
dev beiden Grematetraeder von f;
und §5 nicht geschuitien wird.

Das im Vorangehenden be- Fig. 14
nutzte Tetraeder T betrachten wir
wieder in der Ausgangslage (Fig. 13) und dehnen es stetig bis zur Grenzlinie
des duleren Kopfes von S. Es verschwindet dann einer der Querschnitte g;.
Dies kann nicht ¢, sein, da sonst 7, oder #, mit den K&pfen nur die End-
punkte gemein hitte und somit «’=1 wire, was ausgeschlossen wurde. Es
sind zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem ¢, oder einer der beiden Quer-
schnitte ¢,, g, verschwindet.

Fall a. Auf der Gremzlinie des duferen Kopfes verschwindet q, oder q,.

Wir koénnen annehmen, daB ¢, verschwindet, der andere Fall entsteht
durch Umbezeichnung. Entsprechend dem 2. Schritt ergeben sich auf dem
duBeren Kopf ny+ (w34 n,-+1, #,-+n,-+1) regulire Extrema der zentrischen
Distanz von 7, und 7,. Wegen der beiden vorangehenden Schritte und Gl. (1)
muf} sein
B) mgtmgt2={(ny+ng+ 1, n5+ng+1) + (1 + ng+ 1, 34+ n,4+1).
Diese Beziehung kann aber nur bestehen, wenn einer der beiden groBten
gemeinsamen Teiler gleich 1, der andere gleich #,4 7,1 ist. Hieraus folgt

26) Der Sachverhalt 148t sich leicht verfolgen, wenn man das Schartetraeder durch
den innersten Punkt von S stetig dehnt.
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wegen Gl (2) und der entsprechenden Gleichung fiir das duBere Grenztetra-
eder, daB eines der beiden Grenztetraeder von f; und f, nicht geschnitten wird.

Fall b. Auf der Grenzlinie des dufleren Kopfes verschwindet gs.
Dieser Fall ist nicht mdglich. Entsprechend Gl (3) erhielte man

(3a) #ot+mg+2=mg+nys+1,n3+n,+1)+ (n,+n,+1, 8,4+ n,+1).
Nach Definition von §’ erhielte man ferner, dal unter der unwesentlichen An-
nahme n, < n, entweder | §'| =n,+ 2n,+ 13+ 2 oder o' — | f'| =ny+2n,+ ng+2
wire. Wegen der Teilerfremdheit von «' und " und wegen Gl (1) miiBite
jedenfalls sein

(4a) (ny+ 2my + ng -+ 2, 1y + 1y + 1+ 0y -+ 2) = 1.

Gln. (3a) und (4a) sind gleichwertig mit
g+ Mg+ 2 = (g + g+ 1, 1y — ng) + (ny+ g+ 1, my — 1)
(g + 2mg+ ny+ 2,y — mg) = 1.

Diese Gleichungen widersprechen sich: Die zweite besagt, daB #n,==#, ist und
daB die beiden Teiler von n,—#, auf der rechten Seite der ersten Gleichung
zueinander teilerfremd sind. Dann kann aber ihre Summe nicht grofer als
ny— Mg+ 1 sein.

4. Schritt. Nachwess, daf ein Grenzteiraeder, das von §, und {, nicht ge-
schmitten wird, von §, und ¥, in je etnem Stiick von R beriihrt wird.

Der Nachweis erfolgt indirekt. Nehmen wir etwa an, daB das duBere
Grenztetraeder 7, von §; und f, nicht geschnitten wird und von einem der
beiden Elementarflichenstiicke, etwa von f;, in beiden duBeren Wegen von &
bertihrt wird. Wir kénnen die Bezeichnungen des Fallesa im 3. Schritt
zugrunde legen. Es gelten also Gln. (1), (2) und (3). Betrachten wir wieder
den Schnitt mit einem Schartetraeder T zwischen den beiden Kopfen von S
(Fig. 13), so miiBten ¢y, ¢, und g, auf §, und ¢, auf {, liegen. Da auf T die
Schnitte mit f, und §, abwechseln, miiten #,+ #, und #;—+#, ungerade sein,
was der Aussage (n,+n,+1, ny+n,+1)=1, daB also T, nicht geschnitten
wird, widerspricht. '

§ 10. AbschluB des Beweises

f, und f, schneiden eines der beiden Grenztetraeder T, T, von % nicht.
Nehmen wir zunichst an, daB dies fiir das duBere Grenztetraeder T, der
Fall ist. Dann gibt es ein Tetraeder T zwischen 7; und T,, das S im Inneren
enthilt und f, und f, in nur je einem Querschnitt schneidet, wobei dieser
Querschnitt §; bzw. f, in ein auBerhalb T liegendes und ein innerhalb T
liegendes Elementarflichenstiick zerlegt.

Lings der innerhalb T liegenden Stiicke von f, und {, beulen wir & so
aus, daB der Durchschnitt von 7 und & aus zwei Elementarflichenstticken
b, und b, auf S besteht, wobei §; bzw. §, den bisherigen Schnitt von f, bzw. {,
mit T umfaBt. Das Ausbeulen soll so geschehen, daB dabei % in sich {iber-
geht und f; und f, auf die auBerhalb T liegenden Stiicke zusammengezogen
werden. ¢, und e, verlieren dabei ihre bisherige Gestalt, jedoch spielt diese
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keine Rolle mehr. Nun bildet & zusammen mit der Kugel, die das ,,AuBere"
von T beziiglich der S® ausmacht, einen Vollring, fiir den §;, und §, Meridian-
flichen sind. Dieser Vollring ist unverknotet. Man erhilt ndmlich leicht eine
Seele, die eine verallgemeinerte Briickendarstellung mit einer Briicke ist,
wenn man vor dem Ausbeulen die Sehnen von & innerhalb & durch einen
zentrisch monotonen Streckenzug verbindet und diesen vermége zweier ge-
eigneter Stiicke der Briicken von £ und eines Weges auf T, zu einer Knoten-
linie erginzt. Daraus folgt¥), daB das Komplement von & beziiglich des
Inneren von T ein unverknoteter Vollring ist, fiir den die Rénder von 1§,
und §, Breitenkreise sind, und es 1Bt sich & bei festem % und festem {; und j,
in das Innere von T iiberfithrenZ).

In die Sehnen von & und der komplementaren Kugel & spannen wir nun
Elementarflichenstiicke €, €, bzw. T;, f, ein, indem wir diese Sehnen von Z
aus auf 7 projizieren. Nach Hilfssatz 3 lassen sich die auf S= T liegenden
Randstiicke s; und s, der in die Sehnen von § eingespannten Elementar-
flichenstiicke e, e, in diejenigen von ¢,, €, dadurch tiberfiihren, dafl man sie
auf T kombinatorisch isotop deformiert. Dies kann auch durch eine zentrische
Abbildung geschehen, die auf 73, T, und % die Tdentitdt ist, und durch eine
s-Abbildung, die auf 2 und auBerhalb 7T die Identitdt ist, kann noch erreicht
werden, daB e, ¢, mit &, €, zusammenfallen. Nun sind nach Hilfssatz 3 die
auf T liegenden Randstiicke #; und 7, von f; und f, kombinatorisch isotop zu
den entsprechenden Randstiicken 7, und 7, von f; und §,. Bei dieser Defor-
mation dndert sich das Kreuzungsschema von 7, und 7, mit den Randstiicken
s; und s, von e, und e, nicht:

Durch Deformation von s;, $,, #;, #3, die s; und s, in sich tiberfiihrt, kann
zunidchst erreicht werden, daB der Durchschnitt von 7, und 7, mit 7; und 7,
nur aus den Endpunkten und solchen Schnittpunkten besteht, die nicht auf
s; oder s, liegen. Die weitere Deformation erfolgt wie im 1. Schritt des Be-
weises von Satz 2 (§2). Es erfolgen jeweils Deformationen iiber Elementar-
flichenstiicke g, die von je einem Stiick »' auf 7; oder 7, und einem Stiick v’
auf 7, oder 7, berandet werden, wobei ' auBler seinen Endpunkten keine
Schnittpunkte mit 7, und 7, besitzt und g keinen der Endpunkte von #, und 7,
im Inneren enthilt. s; und s, miissen auf einem solchen Elementarfldchen-
stiick g Querschnitte bilden, die jeweils einen Punkt von »’ mit einem Punkt
von v’ verbinden. Andernfalls wiirde w’ oder v’ zweimal hintereinander von
s, oder s, geschnitten. Dies ist aber nicht méglich, weil s,, s, mit 7;, 7, und
mit 7, 7 Kreuzungsschemata von Normalformen bilden, wie aus der Wahl
der zugehérigen Elementarflichenstiicke auf & und & folgt. Jede Deformation
148t sich also durch eine s-Abbildung von T auf sich bewirken, die s, und s,
in sich iiberfiihrt, und dies kann auch durch eine zentrische Abbildung ge-
schehen, die auf &, T; und 7, die Identitdt ist.

Wir haben erreicht, daB », und #, mit #; und 7, zusammenfallen. Unter
der Annahme, daBl T, von f, und f; nicht geschnitten wird, ergibt sich also

27 [71 § 7, Satz 2.

®)[71 88



170 HorsT ScuUBERT: Knoten mit zwei Briicken

a=a und §=f". Wenn T; von {, und f, nicht geschnitten wird, 148t sich
entsprechend vorgehen, wobei nur & in das AuBere eines geeigneten Tetraeders
iiberzufithren ist. Nach §3 ergibt sich entsprechend w=«' und Bf'=1
modulo 2¢. Der Beweis des Satzes ist damit beendet.

Anhang: Knoten der Alexander-Briggsschen Tabelle, fiir die Darstellungen
mit zwei Briicken gefunden wurden

Alle Knoten der ALEXANDER-BRricGsschen Tabelle?) besitzen Briicken-
darstellungen mit drei Briicken. Dies wurde mit Hilfe der Tatsache fest-
gestellt, daB sich in einer Briickendarstellung eines Knotens eine Briicke
stets dann beseitigen 148t, wenn sie von einem der beiden anstoBenden
julBeren Wege nicht unterkreuzt wird. Briickendarstellungen mit zwei
Briicken wurden fiir die folgenden Knoten gefunden:

Bizz-?ggzl]i‘:g Normalform %iz%zggﬁgg Normalform B;f%;%gﬁ‘:g Normalform
3.1 (3.1) 8,3 (17,13) 9,7 (29,9)
4,1 (5.3 8,4 (19,5) 0,8 (31,11)
51 (5.1) 8,6 (23,7) 9,9 (31,7)
5,2 (7.3) 8,7 (23,5) 9,10 (33,23)
6,1 {9,5) 8,8 (25,9) 9,11 (33,7)
6,2 (11,3) 8,9 (25,7} 9,12 (35,13)
6.3 (13.5) 8,11 (27.17) 9,13 (37.11)
7.1 (7.1) 8,12 (29,17) 9,14 (37,23)
7,2 (11,5) 8,13 {29,11) 9,15 (39,17)
7.3 (13,3) 8,14 {31,13) 9,17 (39,25)
7.4 (15.11) 9,1 (9,1) 9,18 (41,17)
7.5 (17,5) 9,2 (15,7) 9,20 (41,11)
7,6 (19,7) 9,3 (19,3) 9,21 (43,25)
77 (21,13) 9.4 (21,5) 9,27 (49,19)
3,1 (13,7) 9,5 (23,17) 9,31 (55,21)
8,2 (17,3) 9,6 (27.5)

Nach dem Korollar zu Satz 4 sind die Knoten 4,1; 6,3; 8,3; 8,9; 8,12
der Tabelle amphicheiral, was bereits von GOERITZ [2] bemerkt wurde.
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