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Die Vorschlingungsinvarianten der zyklischen
Knoteniiberlagerungen.
Von H, SEIPERT in Dresden.

In einen belichigen Knoten £ des cuklidischen Raumes R 1l sich
eine sinevloritdtentreie Fliche § einspannen, 4, h. es gibt eine Kugel mit
B Henkel wnd cinem Lucl, so daf der Lochrand gerade der Kuoten f
ist, F kenn aufgefafit werden als ein Hiementarflichenstiick mit 27
angesetzien Bindern.  Aus dicser Darstelling von § leitet sich eine
2 J-reibice anadvatische Matrix T oab, deven Elemente die gegeuscitigen
L Uberkrenznugszahlen® der Binder sind. Iy einer frilheren Avuzit!h
Iinbe ieh gezeigt, wie sich aus der Matrix I die Homologicgruppen einer
beliehigen gyklisehen Uherlagernngsmannigfaltigkeit des Knotenaunfien-
rawmes obleiten lassew.  Im folgenden soll gezeigt werden, dafi auch

 Versehlineurasinvarianten derv zyKischen Uberlagermgsmannigfaltig-
kcm'n dureh die Mateix T bestimm? sind.  Hieraus ergibt sich zugleich
ein einfaches Verfabren, nm die Verschlingungsinvavianten fiir einen
vorgeleaten Knoten wirklich swszwrechnen. — Bosonders einfach legen
die Verhiltnisse bei den zweiblattorigen Uberlagerunzsmannigfaltigkeiten,
da danm an Stelle von § anci cine nicut-orientierbare Fliche verwendet
werden kann, Die VersebUagungsinvaianten der zweiblittvizen Cher
lagevung stehen in einem einfachen Musammenhang mit der quadratischen
Foerm des Knotens. '

& 1. Bestimmung der Verschlingungsinvarianten in einer
beliebigen Kannigialtigkeit.
1. Ieh erinnere kurz an die Vrklivung der Verschlingungsinvarianten®,
W osel eine dreidimensionale, (n'ieniim'b‘n-o und in bestimmter Weise

ovientiorte Mannigtaltiekeit und I ihre Torsionsgruppe der Dimension 1:
T st wlso die von den Eleme: ncn cwditcher Ovdonng gebildete Unter-
cruppe der Homologiegrnppe $. Je zwei Ilementen {a} und {b} —- das

sind Klassen untereinander homologer [-Ketten®) - von T kommt dann

D] H Sereert, Cher das Geschlechi von Knoten, Math. Am. 110 (1934), 8. 571—502,
Im felgenden zitiert wmit Gesehh™.

2 Vel H. Sewewwer, Verschlingungsinvavianten, X B. Preufy CAkad. Wiss, 26 (1958,
8. 811—823. L folgemden siticrt mit , Verschl.®,

% Uper die Terminologie vel. 1. Swirerr und W, Tunkrwavy, Lehbuch der
Topslogie (Leipaig 1934, Iis genitgt, wenn man sich unto - ciner geschlossenen 1-Keffr
eine geschlossene orvientierte Korve und unter ciner 2-Kette eine orientierte Fliche
vorstelit.
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pine bis auf ganze Zahlen bestimmte rationale Verschlingungszahl
62)((((] {l)})

st man wimmt aus den omologicklassen {«} und {0} punktiremde
seschlossene [-Ketten a und 03 da {a] eine endliche Ordnung hat, so
1»t ein Vielfaches von « homolog Null, d. h. es §ibt cine 2-Kette A,
deren Rand ein Vielfaches von « ist:

RoA == «a.

Unter der Verschlingungszahl €0 («, 1) der beiden punktfremden 1-Ketten «
und b versteht man dann die durch e dividierte Schnittzahl S0, ) der
2-Kette 4 mit der 1-Kette b, Ersetat man « und b durch homologe
Ketten ¢ mnd ¥/, so wnterscheiden sich 92 (u, 5) und 9 (¢, ¥) um eine
ganze Zahl, so dafl dic Versehlingungszahl 9 (l¢}, {5)) durch die
Festsetzung

"')({a}. ) = V{a, 1) (mod1)

und die Ungleichung

einaentig festgelegt ist.

Kemnt man in der Gruppe T die Verschlingungszahl je zweier
Elemence, so ergeben sich nmimehr die Verschlingungsinvarianten
von T auf rein gruppentheoretischem Wege als gewisse Legendresche
Restsymbole, deren genaue Defluition wir zuniichst nicht bendtigen,
Wir werden alst unsere Aufoabe, die Ermittlung der Versehlingungs-
invarianten, als gelist betrachten, wemn wir von je zwei Klementen
von T die Versehlingungszahbl er m1tLeTt haben.

2. In den konkreten Fillen, inshesondere bei den zykl is¢hen I\n(non-
ubmlagerunwen ist nun die Homologiegruppe $ fast stets durch luueugende
und Relationen bestimmt.  Man kennt also ein System von posehlacennon
I-Ketten
(1) 1y lay = vy n,

so daf jede beliebigze geschlossene 1-Kette bomolog einer ganzzahlige:
linearen Kombination der a; ist. Die definierenden Relationen von §

sind dann gewisse Homologien
n
53 Wl
(2) ;‘_/ g e 0
)

(=

(6==1,2,.--,m).

Kine beliebige in $ giiltige Homologic kamn aus diesen ,fundamentalen A
Homologien® durch ganzzahlice lineare Zeilenkombination erhalten
werden.  Dureh die Homologien (2) ist die Homologicgruppe $ und
damit anch die Torsionsgruppe I vollig bestimmt. Um aber die gegen-

-

seitigen Verschlingungszahlen der Elemente von T zu ermitteln, bedarf




36 ‘ H. Seifert.
es dariber hinans noch der Kenntnis der 2-Ketten
(3) . X P PRI P

die die 1-Kette X« @ zum Rand haben:

% ”
. Al . BN
(4) BRIy = ) e i (o 102, o),
[SESS )
schlietlich seien
B 5
¥, al ay
AN Gy, (s e o PNkt fremde T-Ketten, und es seia)f ~ay (k== 1,2, -, n.

< Yann 7 B. durch eine kleine Deformation aus ap erhalten werden.
J)mm sind die Schnittzahlen
(D) S, a.

da «f den Rand von ., nicht tritfe, wohldefinicrt.  Teh behaupte, dal)
die Schnitfzahlen (5) zusammen mit den ,fundamentalen Berandnngs-
yelationen® (1) die Verseblingungszahl zweicr belichiger I<1(‘mente .rrt;
upd {HY von T Destimmen. Sind nimlich o == N «;a; nnd b= > N3
Repritsentanten avs Lo} und {5, so ist die Homologie ¢ ~0 eine IFolge
der Homologien (2). s bestelit also cine Bezichung

tit

&2 > yidp = owad.
141

Da ferner

so hat man

T BN P T
Qatf, thy) == T S .A-”Vz‘lw 2 B0y
§ i1
1< . ,
o 8,30, a)  (mod 1)

Die Zahlen S(A,, af) sind aber nach Voraussetzung hekaunt.

Es kommt also nur daranf an, ein System von fundamentalen
Berandungsrelationen (4) wnd die Sehmittzahlen (5) zu ermitteln.  Das
ist aber cerade bei den zyklischen Kuoteniberlagerungen schr feicht.

& 2. Die zyklischen Knoteniiherlagerungen.

{. Die zu dem Kuoten £ geharige g-blittvige zyklisehe Ubherlagerungx
mannigfaltigkeit M, ist eine verzweigte g-blitttrige Uberlagerungsmannic-
faltigheit des durch cinen unendlich fernen Punkt zme 3-Sphére 4
geschlossenen  cuklidiseben Rawwmes, in dem der Knoten liegt, Die

e
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cinzige Verzweigungslinie ist der Kuoten f. Die g dreidimensionalen
Blitter® setzen sich zyklisch nm den Knoten hermm aneinander und
werden voneinander getrennt durceh die g orientierbaren Iflichen

31/ '(r;},' rety, ;1;.’/—41 %7

Jie alle den Knoten f zum Rand haben wund die sich alle eineindeutig
i ein und dieselbe in den Knoten eingespannte und ebenfalls mit §
hezeichnete liche des Grandvaumes & durchdriteken. Wk, gestattet
cine zvklische Grappe topologischer Selbstabbildungen, bei der sich die
o Blatter aykliseh vertauschen, withrend der Knoten f, die Verzweigungs-
Hnje, punktweise fest bleibt.  dst o diejenige A blnldunﬂ der Gruppe,
Jie ein Blatt € in das angrenzende tiberfiihrt (dabei muli eine bestimmte
U'msehlingung des Knotens als die positive angenommen werden), so0
dind die Bliatter dev Reilie nach mit

&,u8, ..., 1S

il bo70it*hnon Nehmen wir noeh an, das S von den beiden Flichen §
md #F cingesehlossen wird, so hat man bei einer Umschlingung des
l\xm ,unaf dic zyklische Iolge

%, S, a¥. 2.

- ] O —1 ==
LG, R, T G

[dentifiziert man in eizem Blait, efwa &, die Randflichen §F und o §F.
so sehlieht sich & zir 3-Sphive 3. ‘

9. Wir missen m die Berandungs- und Sehnitte elationen (4) und (D)
aufstellen. Diese sind, wie wir sehen werden, durch cine einzige ganz-
saitdize Matvix T bestivi, 2t der wan aul dic {olgende Welse golangis
Wir fassen wie in Gesenl. S 584 die im Grund-
ranm S liegende Tlitche §F als ein Klementarflichen-
stick & mit 2/ angesetzien Bindern auf, Dabei
ditrfen wir anuelmen, dafi § o der chenen Pro-
ektion cine Kreisscelieibe ist, die von deu Bandern
nieht @bersehnitten wird und dafh die Biuder in
der Projektion unverdrilit evscheinen.

Wir zichen nnn auf §F 2 Paare von kouju-
sierten Ritekkehrschnitten

tyy Cay Upy (gt = v o5 oy, 2hy

von denen jeder ein angesctztes Band durchliuft und die so orientiert
werden, dall 0 VON azepn in dem gemeinsamen Punkt von links nach

a2

e e o Y LD s o A R AT A S AR £ S
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rechts durchsetzt wird (die Fig. 1 zeiot den Fall i === 23 die gestrichelten
Teile der Binder sollen andeuten, dab sich die Binder untereinander noch
belicbig verschlingen kdnnen). Man hat also bei richtiger Orientierung
der Fliche ¥ die Schnittzahlen

S(ttgy 1, tyyrn) == -1
(6) und daher Canf e 0o )
5 (gm0, (o ‘1) N J

andercn Sehnittzahlen =+ 0 sind,

s bezeichne ¢ die Uberkrenzungszabl von @ und ai, d. . die
Anzahl der Uberkrenzuungen, bei denen ap von liuks naech reehts iiber
a; eeht, vermindert um die Anzahl dev Uberkreuznneen, bel denen ax vou
rechte nach links @iber «; geht. (Sind «; und «; konjugierte Ritekkehr-

sehnitte, so zihlt ihr gemeinsamer Schmittpunkt natiwlich nicht als
Lb(\ll\leu/mm) Die 2/-reihige Matrix | == (yz) wWird nun erhaiten,
wenn man in der Matrix (/z;.) die (2 - 1)-te Spalte mit der (27 + 2)-ten
vertauscht, for +» == 0, 1, , h—1, uml danach in allen geraden \palten
die Vorzei’chen umkehrt. Ls ist also

withrend alle

O o= (o) B,
wo
' 0—1
1 0
0--1
®) - !

0-—1
I 0]

gesetzt ist (freie Platze sind mit N Nullen gefitllt zu denken).

Den 2/ Riickkehrschnitten g, @a, - -+, @z cntsprechen anf der
Fliche 2% die Ritckkehrsehnitte a® ey, oy, - - -, a% e, die wir zu
einein Vektor (einspaltige Matrix)

a1y
at

o == - (s == 0, 1, , g—1)
a? tan

zusammenfassen.

Was nun die Homologiegruppe 8, von ‘UE,, betrifft, so stiitzen wir
uns anf den foleenden Satz (vol. Gesehl
aylelischen Uber layerungsiannigfaltigheit Wy wird creaugt von den
1-Ketten
(9)

S.576): Die Homologiegruppe Hy der
Dy

Uy, wvmy oy =cc e q9-1 oy, . 9L ol

e g Ao AT T S B S AT SN RS 579 S

i g R R S
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wiilirend die Relationen in M

ar

, rae
(10)

adtyr

Divse Belationen gelten der Red

In 28 gibt es also 27
any a5 4y,
mit den Rindern
(12) R3ar A; == af

oder in Matrizenschreibung, v

at A

setzen,

(13) Ryt A == (E-

dabed ist 9 @ == ¢ z1 setzen un

Die Gleichungen {13) sind
des vorigen Paragraphen. k
m ermitteln.  Dies it bei
semeinen nicht ohne genaue

rorliogenden LFalle (71/://»/!'“" "y

{; 7
a, ein S\.

au machen, imlu n, dafl o®
unter «f, ai, -,
dureh eine (kleine) Deforma
hervorgelien.

\\ egen der zyklischen |
Schnittzallen 3 G4, o af) o
S liegt, so ist sicher

Um  die Sehnittzahlen & (4
ermitteln, bedenken wir, dab

dem aus der Flache §F--a
henden Rand von & liegt

~

@i dem Rand von © sehr )
paukt von A, mit ) ein Sehuit
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Fall /i == 2; die gestricheltoy
1 die Binder untereinander noel,
- also bei riehtiger Orienticrung

Yf;? (’r'_—_‘:: (),19"‘,/l ,,,,, 1)

¥ sind.

sszabl von o und ag, 4. b, die
ar von links nach rechts ither
rerkreazungen, bei denen ay von
cund oy Kenjugierte Rickkehr-
hnittpunkt natinlich nicht als
[ == (yy) wird nun erhalten,
t)-te Spalte mit der (21 - 2)-ten
danach in allen geraden Spalten

01
10

gofitllt zu denken).
-y g entsprochion auf der
£ iy, -, 2% ay, die wir zn

(5’ ey U’ 17 RN ‘(/~—~~1)

O O ——

o W, betriflft, se stiitzen wiv
6): Die Homologieyruppe Hy der
Wy wivd erzeugt von den 2hy

iy oty '7/0*1 2h
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" u/n('nrl die Relationen in Matrizenschreibung lauten
ae~T (a— u(),

za~T{ra—2*a),
(10) ( )

af- l(l'\f (1, t—a).

Dicse Relationen gelten der Reile nach in den Blittern €, 2&, - -, 29718,
In 2°@ gibt es also 2/ 2-Ketien

(11) . IUSAx, LL'QA“/IQ, ey msx‘igh
mit den Réandern
2h
(12) Rt Ay == af ay— 2, D (2% ap— 25T ap),
1=
ader in Matvizenselhreibung, wenn wir
:r A
. ‘J,
af A = (8 ==0,1, -+, g—1)
“/1
setzen,
am Rt d = (E-Dyata-+-Taa {s==0,1,---, 5—1);

dabei ist 29 @ == @ zu setzen und E bezeichnet die 2/-reihige Einheitsmatrix.
Die Gleichungen (13) sind die fundamentalen Berandungsrelationen (4)
des vorigen Paragraphen. Es bleiben somit noel die Schuittzahlen (5)
/u ermitteln.  Dies ist bei einer beliebigen Mannigfaltigkeit im  all-
cemeinen nicht ohne genaue Kenntnis der 2-Ketten 4; maglich.  JIm
vorliegenden Fulle degeqen werden wiv s von der Tatsache Gebrauch
a0 machen haben, daffi % Ay gunz im Blatt 253 verliuft. Wir verstchen
wnter «f . a¥, -, af cin System von 1-Ketten, die aus o5, a,, -+, a,,
durch ecine (kleine) Deformation in das Innere des Blattes © hinein
hervorgelion.
Wegen der zyklischen Symmetrie von IR, gonuot s oﬁonlnr dl(‘
*f‘hnltt/\hlon S{d,, ¥ af) vu betrachten. Da A, in © und o° «f in
& liegt, so ist ﬂmhm

p)
5 (."1‘7., .’L‘S (I;:;) T U \) )

(14) ‘ AR —
fir ¢« = 1,2, -+, g—1. o S
. o N . o~ ,// 7 B34,
Um die Sechmittzahlen & {4, «J) zu - n*//
.., . * F+x§
crmitteln, bedenken wir, dah B, aut ’

dem aus der Fliche F+aF boste-
henden Rand von © liogt und dab g o

@ dem Rand von © selr nahekommt. Es wird also jedem Schnitt-
punkt vor A, mit ¢ ein Schuittpunkt von &3 .1, mit ¢, entspreclen (T'ig. 2),
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und man hat, wenn die Orientierung von § die von © induzierte ist,
wag wir annchmen wollen?),
: o & . =
S (4, «f) (in &)
== S(RI i, ax) (auf ).
21 2h

; v ) \
RAA, = a; — :/: yij ¢t :;L Vi,
FARRS Jool

Nach (12) ist

Da v wnd die wa; anf verschicdenen Flichen §F und 2 legen, als
punktfremd sind, so lefert Xy o keinen Beitrag zur Schnittzahl, und
man findet wit Hilfe von (6) fir die Schnittmatrix (S (R Ai, @)
(DRI oAy, ar)) (auf %)
= (E—T) (—A).

(0L, af)
s (T —E) A,

alxo

(15) (in M)

.

3. Mit der Aufstellung der Schnittzahlen konnen die Verschlingungs-
fnvarianten als crmittelt betrachtet werden.  Is bedeutet aber fir die
praktisehen Reelmungen eine grofie Vercinfachung, wenn man von der
Jemerkung Gebrauch maeht, dall von den 2g/ 1-Ketten «% aj bereits die
92nh 1-Ketten ay, ag, - - -, az die Homologiegruppe £, crzeugen.

Wir betrachten die Relationen (13) fir s == 0 und s == 1:

(16,) Ry A = (E-—-Dat+Txa,
(16,) Rz d == (E—DaxaTa27ua.

Duareh Addition der zweiten Zeile zur ersten erkilt man dic dquivalenten
Relationen

(16} RIAFad)= (E-—-DNa+za-tTza,
(16.) Rz .l = (B Daat+T2Pa.

(161) bringt zum Ausdruck, dalf die xra; homolog Lincarkombinationen
der a; nud 2% a;, . . eliminierbar sind. Die Klimination gesehicht durch
Addition der mit F—FE von links multiplizierten Relation (165) zu (16.):

17,) K[ —E) A+ Tad] = —T —EYu-t+T*2"a.
Hicvzu wird die dvitte Relation (13) hinzugenommen:

, o 3
(179) Rowrd = (E—-DNa?a-+Taba.

%) Hier treten die Regeln fir die Destimmung der induzierfen Orientierung und
des Vorzeichens einer Schnittzahl in Kraft; vgl. das wnter ) angefihrte Lehrhueh
S. 99 und 8. 242,

e S AT P

cone vy s
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vt snaloge Weise liaft sich
Vian addiert die mit E--T mult
(17,) fibergeht in

, RKR[r—ge)d
‘) e (P — EP?

-1

(1

Daraut wird die mit —& mu
%) RIA[(F —E)y* b+ -

o falet man fort. Man addiert
viorte Relation (13) und elimi
lbst fibrig und eine einzige

R — By 1t

Il(,‘\l 3

e

Darin bezeichnen A, Ao
<nd die fundamentalen Beraw
iy, fls, -+, (i, bestehen,
Qetzen wir zur Abkitrzm
Dy
13,
(20) G le= B o= (T
Bi.'h
« sind nunmehr wieder dis 8
R T IR
(M-~Ep=1 .1 ersetzen und find

21) S,
Das Ergebnis ist der

Satz 1. Liegt die i den .
als Flementarfliichenséicl it
die Uberkrenzungsz alden va: der
(Formel (7Y wund (8)) bestinmt
die Verseldingungsinedarianten
munnigfalligheit ergeben: Die
Lperungsinanigfultigheit Mg ¢
v die die Juedamentalen Be
i) RI Ly = ZQ[}; a

Fstehen, und die Matric der

=1 (S (B,

P e T s



S

m § die von © induzierte jy

(in &)
{auf ).

2h i
4

+ 2 riaag.
J=1

Mie “a 1c

Lichen & und « & liegen, also
ien Beitrag zuv Schuittzall, ung
Enittmatrix (3 (R34, ap)):

(auf ¥)
(in 9M,)

ken koonen die Versehlingunes-
i, ls bedeutet aber “for die
dAnfachung, wenn man von der
200 1-Ketten 2 a;; bereits die
BEruppe 9, erzengen,

#Hir ¢ = 0 und s == 1:

i

- r M ATTAN
4T 2a.

enerhilt man die &quivaleaten

v T
v T aia,
nomolog Lincarkombinationen

ke Ilimination geschieht duveh
Aerten Reiation (167) zu (16.):

F—E)a—4-Tafa.
renommaen,
a-+Tada.

sg-der induzierten Orienticrung und
dis unter %) angefiihrte Lebrbuch
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wif analoge Weise Lifit sich nun aus (17,) wnd (17,) 2®a eliminieren.
yan addiert die mit E - T multiplizierte Relation (17) zu (17,), wodurch
17,) iibergeht in

. R —E) A + T4 (E-FT)a”d]
1) ez e (T —EVa-tate+ T+ aba.

Daranf wird die mit [—E multiplizierte Relation (171) zu (17) addiert:
(18) RA[T—EYP LA - 1= — (T —EPatTata,

<o filrt man fort. Man addiert zu (18,) die mit E - - M2 multiplizierte
vierte Relation (13) und eliminiert «®«a. Schliefiliel bleibt nur noch a
wlbst iibrig und eine einzige Matrizenrclation, die die Form hat:

R —E)7 kb Ard e Agaa? ]

(19) e [ (T — E)7 -+ T9) a;

Darin bezeichnen Ay, As, -+, A, gewisse Polynome in T. Das
cind die fundamentalen Berandungsrelationen, die fir die Erzeugenden
ity e ey oy, bestehen.
Setzen wir zur Abkiiwzung
By
)

(20) e e (T—EW b A wd o A a8t

‘BQh)
<0 sind nunmehr wicder die Schnittzahlen S (B, af) zu ermitteln.  Da

wf oo owel, o e 2T punistfremd ist, kann man B durch

(’f--—» Eptd ersetzer und findet mit Hilfe von (1D): -
(21) (S (B, 0p) — T—EVA.

Dag Ergebuis ist der

Satz L Liegt die in den Knotei £ eingespannte orientierbare Fliiche §
als Elewentarfliichenstiick it 2l angeselzten: Bindern vor, so st durch
die Uberlvewzongszalden vy doy Bituder die 2h-reihige quadratische Matricl
(Formel (73 el (8)) bestimmnt, ans e sicle die Hoiologicgrippen e
div Versehlingungsinearicnten eiuer belichigen ziglelischen Uherlageriungs-
sutiaigfaltigheit evgebei: Dic Homologiegrppe 2y der g-blittrigen Uher-
lgerungsmiqfulltigheit Wy wird ron O V-Netften ay, (g, -+, oy erzenyt,

7

Jiir diée die fundamentalen Berawdungsrelationen

(19) RIB: = 2, o an, (oir) = M0 —(—E)
hestehen, wund die Matiis der Selocittzahlen heifil
(21) 3By, af)) = —EYA.
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Dabei bezeichnet € die 2h-reilige Kinleidsmatrie, & die Motriz (8), wnd

5 ist eine (/(‘(‘/(/71(’?‘(’ 2 a,, homologe wnd zi @y sy (y, kit fremd.
1]\0(/6’ Nach §1 sind auf Grund dieser ml;mb«n Homologiegruppe
und Verschlingungsinvarianten von 9y bercchenbar.

$ 3. Beispiele.

1. Die Berechuing der Verschlinounesinvariauten einer Knoten-
iiberlagerung zerfallt in cinen topologischen und einen algebraischen
Teil: a) Bestimmung der Matrix [, by Bestimmung der Verschlingungs-
invarianten aus der Matrix T mit Hilfe von Satz I.

Die Flemente »y der Matrix [ lassen
sich sofort ablesen, wemn die in den Knoten
eingespanite  Fliche als Elementarflichen-
stiick mit 2/ angesetzten DBandern g(‘g(*bon
ist. Das Band a, in der Fig. 3 geht z
pyy = — 1 mal iiber sich selbst und ¢y == ()
mal @ber @ hinweg; dabel sind UGher-
kreuzungen von links nach rechts mit dem
Fig. 3. positiven, Uberkreuzungen von rechts nach

Jinks mit dem negativen Vorzeichen zu nehmen.

Man findet so:
vy = “_], Ty == 2, Uy = 1, oy = 0
md damit

P (1712 —ur ) (1 1)

Tog ~ " Upt } \2 0)
Die Relationen der Homologiegruppe 9, der zweiblittrigen Uberlagerung
ergeben sich d=nn nach (19) aus der Matrix

RAB, = uy+2as~0,
RAB; = 4ay—az~0.

Daraus folgt
éﬂa (B, -+21B,) == 9a; ~0.

£, ist daher die von der Homologieklasse {as} erzeugte zyklische Gruppe
der Orduung 9.
Die Matrix (T — E)? A der Formel (21) heilit

—1 —2 S
( 5 2) == (S(By, 4)-

Man hat also
5(131 +4-2B,, af) =

TR T

Die Verschlingungsinvariantel

and damit die Verschlingungs

.I.lldhltl\(l)(‘ Nichtrest mod 3
cohivige Verschlingungsinvarial

Kehrt man die vénmliche
hlingungszahlen  ihe Vorzeic
wird gleich dem [eocndrescher
G der Wnoten, der ibrigens 1
Shen Tabelle tibereinstimmt, 1B
cine Tatsache, die mit  den
quadratisehe Form des Knoter

Analeg  berechuet man
Wittrigen Uberlagerung. Die R
dehoans der Matrix

(T

KL
Ral

4oL D, ist direkte Suwimme 7

iy} erzeagten Gruppen der O
Da '

- e

(\~> (B,‘s a‘/;)) -

st <o hat man

D (), {a,))
md entsprechend

Q)({“i}y {f{,,)
W (e} teah)

Die zu 7 gehorige Verschlingun
Resteh {u.,lktu der Determinan

T {uid, fo

de0 V(T) === —1.

Da eine Anderung alles
Jven Wert olme Finflub ist,
Vmorientiernng des Raumes e

2. Ist mit dem Knoten
Fornn eines Klementarilichensti



tmatrie, & die Matriz (8), wng
UMy, (e oy Uy, pURkEfremd.
ser Angaben Homologicgruppe
berechenbanr,

ele.
sungsinvarianten einer Knoten-
schen und einen  algebraischey
stimmung  der Verschlingungs-
won Satz 1.

gmente vy der Matrix T Jassen
desen, wemn die in den Kuoien
Fliche als Elementarflichen-
i angesetzten Bindern gegeben
ud @ in der Fig. 3 geht z B.
al tiber sich celbst und ¢y, = 0
v hinweg;  dabei sind Uber-
on links nach rechts mit dem
wrkrenzungen von rechts nach
regativen Vorzeiehen zu nehmen.

i 1>

lz o)
iwr zweiblittrigen Uberlagerung
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~ry e~ QL
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Loty } erxéugtc zyklische Gruppe
21) heifit
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. . . b)
and damit  die Verschlingnngszahl & ({a}, {a}) == ,i_,@)_,.. Da -+5
adratiseher Niehtrest mod 3 ist, so ist die zwr Primzahlpotenz 32
soehiirige Versehlinguugsinvariante V3 = —1,
Kehrt man die riumliche Orientierung wm, so dndern die Ver-
«whlingnngszahlen  ihr Vorzeichen, und die Verschlingungsinvariante
J
. . - —D .
wird gleich dem TLegendreschen Symbol ( 3~‘~> == - 1. Hieraus folgt,
.
dad der Knoten, der itbrigens mit dem Knoten 6; der Alexander-Briggs-
cchen Tabelle fibereinstimmt, nicht in scin Spiegelbild deformierbar ist,
eine Tatsache, die mit den anderen bisher bekannten Methoden
fquadratisehe Form des Knotens) nicht beweisbar ist.
Analog berechnet man die Verschlingungsinvarianten der drei-
plittrigen Uberlagerung. Die Relationen der Homologiegruppe D3 ergeben
sich aus der Matrix

RADB, = Ta,~0,
éRa_[))g = 7((-_)’\‘0,

d. . Oy ist divekte Summe zweier von den Homologieklassen {ay} und

tny) erzeugten Gruppen der Orvdnung 7.
Da
- , [ 3 21
(S, af) ~ T—Epd | o ]
v e — 0
ist, so hat man ,
1 . :
62)({'“1}7 {[(’1}) e 7‘: < (B]’ ”1) = -
und entsprechend
1 ' \
9 ! 5 EETTR S |
V() fas)) = o [ wod )
2
W ({a}, {as}) = W ({ae), la}) == 7

Die zu 7 gehorige Versehlingungsinvariante 17(7) ist nun der quadratische
Resteharakter -der Determinante

-y ! ; 3 2
TV )=, (e

also V(7) = —1.

Da eine Anderung aller Vorzeichen in dieser Determinante auf
ren Wert ohne Kinflull ist, so bleibt die Verschlingungsinvariante bei
Uniorientiernng des Raumes erhalten.

9, Ist mit dem Knoten nicht zugleich die eingespannte Iliche in
Form eines EKlementarfliichenstiickes mit 2/ angesetzten Bandern gegeben,
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94 H. seifert.

sondern licgt ctwa der Knoten in einer beliebigen ebenen Projektion vor
(die Fig. + zeigt eine Projektion der Kleeblattschlinge), so gew innt man
die Matrix T folgendermafien. Man spannt in den Km)ten eine vrientier-
pare Fliche ¥ vom Gesellechte 2 nach dem in Gescehl. 8. 572 2 beschriebenen
Verfahren ein (in Fig. 4 ist die Fliche schrarfiert), und zicht auf ihr
von einem festen Punkte 72 aus /o Paave konjugicrter Rilckkehesehnitte
Ay flanenet g oy (Fig D) Sehmeidet man nun aus F langs dieser Riek-

kelrsehnitte je einen schwalen Streifen aus, so bilden diese Streifen
susammen  ein  Blementavilichenstick  mit 27 angesetzten  Binden,
' (Pig. 63 - Man kann sich § aus F durch eine Deformation von Ry
(Zusammenschrumpfung) entstanden denken. Der Rand von ¥ ist also
¢in dem Rand von ¥ fquivalenter Kuoten. Sehliefilich lassen sich in §
noch die Verdrillungen der Binder durch Selbstiibersehneidungen ersetzen
(Fig. 7). worauf man die Matvix I wie zuvor abliest.

§ 4. Die z,welblattrwe Uberlagerung.

Wihrend man zur Konstruktion der g-blittrigen zyklischen Uher-
legerungsmannigialtigkeit (7 == 3, 4. -+ ) eine orientierbare ITiche in
den Knoten cinspannen mub, leistet hei der zweiblittirizen Uherlagerung
auch  eine nichtorientierbarve Fliche dieselben ,I)wuste. Die zwei-
blittrige  Uberlagernng ist nimlich dadurch charakterisiort, dab ein
geschlossener, den Kuooten £ nielit treffender Weg - danu wind pur dann
vou geschlossenen Wegen iiberlagert wird, wenn die Verschlinguugszahl
von ¢« und f==0(mod 2) ist.  Die Versehlingungszahl mod 2 wird aber
mit lilfe einer 2-Ketfe mod 2 mit dem Rande [ hestimmt, also etwi
mit Hilfe einer in £ cingespanuten ovientierbaren oder nichtorientier-
baren Flache. Dann und nur dann, wenn o0 cige solche Flache el
gerade Anzahl von Malen durehsetst, wird w von geschlossenen Wegen
iiberlagert. )

[5in bekanntes Verfaliren, in £ cine orientierbare oder nichtorientier-
bare Fliche cinzuspannen, ist das folgende. Man fiubt die Gebicte.

i i N TS S T YV T N v s aets '

it bt R S B B .

Die Verschlingungsinvaria

in die die Ebene durch die b
wellh, so dall zwei Gebiete

schieden gefirbt siud,  Dies
welld Ut immer und aur anf
tiebiete blldun dann, wenn i
ichenstiteke betrachiet, zn:
witdem Randet, Schnei-
det man die S-Sphire &
Jangs der Flaehe @y anf,
<0 ergibt sich eine von
cwel Bnes fozasammen-
stofienden  Kxemplaren
der Ilitelie D berandets
dreidimensionale Mau-

nigfaltigheit B, ind zwvar

ist dies cine \4)]11)1“/,01

vont Gesehleehte 4 (Voll-
kueel mit 4 angesetzten
Vollhenkeln), Dic Vell-
henkel entsprechen dabel m
der Wnotenproiektion mit Amw
ist somit cine orienticrbare
ist diese Fliche gezeichnet,

w Y ane D n}l{..n\ iy
1331 i S P

~ AT Ay

Ve
md 2 von . die nur dan
Knotens ist.

Die zweiblattrize C 101'1
ein zur Vollbrezel 8 homoom
bezogen ist.  Enisprieht be
Pandiliche @7 von 8" cin
mit 22 und erhalt ans Bund B
keit M. Ky handelt sich a
i zwel Vollbrezeln, wie sie ve
hekannt ist.

Bevor wir die Verschiir
cinige Bezeichnungen eing M
die den o Doppelponkten de
lierdureh der hneten in 24
Frojektton und sind @, und
=0 bezeichnen wiv die geradl
sivecke™,  Sie liegh offenba
i daher auf der Fliche 8
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aeliebigen ebenen Projektion v,
seblatixchiinge), =0 gewinnt my,,
ant i den Kuooten eine orientiey.
arin Geschl 80072 beschriehenoy,
s schraffiert), und zicht anf iy
¢ konjugicrter Riekkehrschnitte.
RUE D aus § ldngs dieser Rilek-

Fig.

-1

voaus, so bilden dicse Streifen
mit 27 angesetzien  Biandern,
dureh eine Treformation von §
se Lrer Rand von ' ist also
8. Schlieflich lassen sieh in §
Selbstitbersehneiduneen ersetzen
avor abliest,

Uberlagerung.
T g-blittrigen zyklischen Uber-
Poeiing vrichucibare hiche
der zweiblittrigen Uherlagerung
fleselben  Dienste.  Die zwel-
furch  charvakterisiort, daf) ein
der Weg oo dann und nur duan
d, wenn die Versehlingungszahl
chlimameszalil mod 2 wird aber
Fande { Lestimint, also etwa
derbaven oder ndelitorientier-
oo cine solehe Fliche eine
ed w von geschlossenen Wegen

vienticrhare oder niehtorientier-
ade. Man farbt die Gebicte,
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in die die Ebene durch die Knotenprojektion zerlegt wird, sehwarz oder
weih, so dab zwei Gebiete mit einem gemeinsamen Bogen immer ver-
<hieden gefirbt sind.  Diese Firbung ist, wenn man das Auflengebict
woib Tibt, immer und nwr auf eine Weise maglich (Fig. 8). Dic schwarzen
Gebiete bilden daum, wenn man sie als im Raam gelegene lementar-
fichienstiicke betrachtet, zusammen eine singnlavititenfreie Fliche 2y
mit dem Randef. Schnei-
Jet man die 3-Sphive &
lings der Fliche D, auf,
<0 ergibt sich cine von
zwei Lings f zusammen-
dofienden  Exemplaren
der Fliche By, berandete
dreidimensionale  Man-
niglaltigheit ¥, wnd zwar
ist dies eme Vollbrezel
vom Geschlechte 2 (Voll-
Kueel mit £ oangesetzten
Vollhenkeln)., Die Voll-
henkel entsprechen dabei umkehrbar eindertig den /o weifien Gebieten
der Knotenprojektion mit Ausschluf des Auiengebietes. Der Rand von B
ist somit eine orientierbare fliche ® vom Geschlechte 725 in-der Fig. 9
ist diese Fliche gezeichnet, ex ist iner /== 3. Gemil der Intstelmg
vou ® aus D, entsprechen jedem Punkie 4, von v, zwel Punkte [?

und P von D, die nur dann zusammentallen, wenn 2% ein Junkt des

Fig. 8. _ Fig. 9.

Knotens ist. .

Die zweiblittrige Uherlagernng wird nun so erhalten”™ Man nimmt
ein zur Vollbrezel B homdomorphes Exemplar @', das auf 8 cineindeutig
bezogen ist.  Fnisprichi bel divser Abbildung  eluei Pankic 27 dev
Randfliche " von ¥ ecin Punkt 72 von D, so identifiziert man 2
mit 77 und erhilt aus B und ¥ die zweiblittrige Uberlagerungsmannigfaitio-
keit W&.  Ks handelt sich also hier nm diesclbe Zerschneidung von G
in zwei Vollbrezeln. wie sie von der Theorie der Heegaard-Diagramme her

bekannt ist,

Bevor wir die Verschilingungsinvarianten ableiten, fithven wir noch
einige Bezeichuungen ein. Mariiert sman anf dem Knoten £ die 2 Punkte,
die den d Doppelpuukten der Knotenprojektion entsprechen, so zertillt
hierdureh der Knoten in 24 ,Teilstrecken®.  Ist @ ein Doppelpunkt der
Projektion und sind ©, und @, die beiden entsprechenden Dunkte von f,
s0 bezeichnen wir die geradlinige Strecke (Q, 0) als eine Verbindungs-
stiecke®.  Sie liegt offenbar auf der Fliche Dy, und es entsprechen
iht dalier auf der Fliche ® zwel ,konjugierte® Verbindungsstrecken,
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die die gleichen Randpunkte ) und Qu haben und zusammen  einen
, Verbindungskreis® ausmachen. Die weiflen Gebiete der Knoten-
projektion mit Ansschlufi des Aubengebietes werden gleichsinnig orientiert
und mit

M. My oo, My

bezeichnet. Dabei fassen wir M als ein in dem ldngs ®, =ur Voll-
brezel B aufgeschuitienen Raumr gelegenes Elementaviliichenstiick anf,
dessen Rand wg somit cine geschlossene 1-Kette ist. die abwechselnd
von Teilstreeken nnd Verbindungsstreexen oebildet wird, 3/ stellt also
einen Quersehnitt durch den /-ten Henkel von 8 dar, und

My, Mgy =+ 0e 0,

sind die ,Meridiankreise® von B.

Wir konstruieren nun anf der Randfliche  von R eine Homologie-
Basie,  Dazn verwenden wiv zimiichst die 2 1-Ietten my, g, -« -, i and
Konstruieren dazu weitere % 1-Ketten auf die folgende Weise.  Wir
zichen in der Kuotenprojektion von einem inneren Punkte des Cebietes M,
ans cinen Weg w; nach dem unendlich fernen Punkte der Ebene, so dah
w; die Knotenprojektion nur in Doppelpunkten durchsetzt und  ein
Gebiet My (0} /) hochstens einual darehgnert (vol. z B, den gestrichelten
Weg w, in Fig. 8). Den Doppelpuikten der notenprojektion, die ay
der Reihe nach berithrt, entsprechen mm eine Reihe von Verbindungs-
Da genau einer dieser Verbindungskreise die 1-Kette oz triitt,
withrend eine beliebige andere 1-Kette m entweder von kebrem oder
von zwei Verbindungskreisen getroffen wird, so lassen sieh diese Ver-
bindungskreise aul genau eine Weise so orientieven, daf ihre Svmme g
die Sechnittrelationen (anf D) hefriedigt:

(22) = -} 1, S Gy i) = 0 (k0.
Damit die Schnittzahlen cinen Sinn haben, mub die Fliche © mit einer

dall es die von
Weiter

kreisen.

8 (g, qi)

bestimmten Orientictung versehen sein. Wir nchmen an,
der ritumlichen Orjentierung von B induzicrte Orientieruny ist.
hat man offenbar fir beliebige 4, k

(23) S Gy, mi) === 0, sowie 3(g, q) == 0.

Denn zwei Verbindungskreise haben stets die Schnittzahl 0, da sie ent-
weder identisch oder punkifremd sind.

Die Schuittrelationen (22) und (28) drilcken aus, daB amy, my,
A1y Qus » -y gr dic gesuchte IHomologiebasis bilden. Beweis: s seien
li sy -y b dic 1-Ketten eines Kanonisehen Sehuittsystems auf dey
Tjache ©. Dieses ist sicher cine [Tomologicbasis und die 2 fi-reihige
quzmdrutis'chc Matrix A der Schnittzahlen S(/, i) hat die Determinante 1.

ooy P

o
[ —— A A S e e ey R R

JR—
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It
Rl f
{24 e Y e myg
[t
dareiellen,  Dabei ist auf Grw
(2-')) M = 5(1:/;. (11‘-}
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Sehnittzahl eines belichigen V
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S(mi, ) = St

d.
{26) T
“7nr Bestimmnung der i
projektion in arei Arten ein. hY
awvel versehicdene weilie Gebie
den dberkrenzenden Ast des W
den unterkrenzenden iibertiin
Ulnzeigersinn erfolet, heibt de
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beiden mit ibm inzidenten we
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Siduneskreise zu der Sehnif
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es werden gleiehsinnie orlenticy

)

ein in dem lings D, zur Voll-
nes Elementarflichenstiiek auf,
wo l-Kette ist, die abwechselng
w o gebildet wird, A1 stellt also
el von T dar, und

my

fliche D von G eine Homologie-
ko 1-Ketten iy, my, -, my, wnd
auf die folgende Weise,  Wip
isieren Punkte des Gebietes
wrnen Pankte der Ebene, so dal
wlpunkten duarchsetzt wnd ein
mert {vel. z. B. den gestrichelten
i der Kuotenprojekiion, die
n eine Reihe von Verbindungs-
ungskreise die 1-Ketie s trifft.
s eitweder von kelnem oder
vird, so lassen sieh dicse Ver-
orientieren, daf ihre Sumnme ¢

(i, i) == 0 (4 9).

a, muf die Fliche © mit ciner
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zierte Orvientieruny ist,  Weiter

Syiy qi) == 0.
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henso hat wegen (22) und (238) die Matrix £ der Schuittzalilen des
SUSTCIS My, - sl qn eine Determinante vom Werte 1. Die Ketten dieses
~ystems lassen sich nun durch die /; linear ansdritcken. Ist T die Prans-
formationsmatrix, so besteht die Beziehuuy

$ == TAT,

wobei T die transponierte Matrix T Dbedeutet.  Darans folgt sofort
Toe= -1, d b der Ubergang von li, -, lop 20 g, - -, qn crfolgt
dureh eine unimodulave Transformation.  Dabel geht eine Homologicbasis
wieder in eine Homologiebasis itber, was zu beweisen war,

Frsetzt man in s jede Verbindungsstreeke duveh thre konjugierte,
<o ergibt sich eine 1-Kette mf. g ist, wie ans der Konstruktion von Wi,
hervorgeht, der Meridiankreis des J-ten Henkels von 9. e TSt sicly,
wie jede geschlossene 1-Kette auf 2. in der Form

) b
v24) mp e~ Z it My - _\_7 vicqr (auf D) (/=-1,2,....0)
cot A i

I i "

darstellen.  Dabei st auf Grand von (22) und (23
129) e == S{mi. ). v = — S (i, my).

Zur Bestimmung der Selmittzahlen (25) bemerken wir, daf n; aus m,
dnreh Hinzunahme gewisser Verbindungskreise entsteht, Da nun die
sehnittzahl eines beliehigen Verbindungskreises mit g, gleich 0 ist, so

Jat man

1 fitv b==i, w
10 flll‘ ]ﬁ lf 7’,

>/ N ~
:\(H/;, qr) D (s, t]/;)

.3() Hii 1, Mife ~+ 0 (l ’ I’.’).

Zur Bestimmung der vy teilen wiv die Doppelpunkte der Kuoten-
prejektion in drei Arten ein. Mit einem Doppelpunkt sind im allgemeinen
zwel versehiedene weilie Gebiete inzident. Je nachdeni die Drehune, die
den herkretizenden Ast des Knotens itber die weiflen Gebicte hinweg in
dens nnterkveuzenden tbertithet, im Ulozeigersinn oder entgegen dem
Ulirzeigersinn erfolet, heibt der Doppelpunkt von dey ersten oder zweiten
At (Fig. 10 1 und 1), Er heilt aber von der dvitten Art, wemn die
beiden mit ihm inzidenten weilien Gebiete identiseh sind.

Wegen (23) ist nun & (nj, ) === 8 (mg—mps, my). mj—my == 2 r,
bestehit aus ebenso vielen Verbindungskreisen i, wie das Gebiet 3; Keken
hat, wobei etwa vorhandene Feken dritter Avt doppelt zun zahlen sind.
Man hat also nmr nachzuschen, welechen Beitrag die einzelnen Ver-
hindungskreise zu der Sehuittzall liefern.  Wir bestimmen  zunichst

SN, m). Bsoist S0, ) o be oder m —e (e o0 1), je nach-
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dem der zu ¢, ¢ gchirige Doppelpunkt von der evsten oder zweiten At
ist.  Ks gebt nitmlich ein Doppelpunkt (*I\Ttl Art durch eine Spiegelune
an der Zeichenebene in einey
Doppelpunkt  zweiter  An
Gber. (In Fie 11 ist der ovi-
entierte Verbindungskreis ¢
fiir einen Doppelpunkt er xm
md zweiter Art dargestelly
und der Deuatlichkeit wegen
cotrennt von ug wnd g Hock
cinmal  gezeichoet worden.
Ist aber der Doppelpunk
von der dritfen Art. so st
S my) 0, dae, vou
zweimal, und zwar in ent-
cegengesetzten Richtungen.
durehsetzt sind, Ovdnet man
alzo allen l)<mp(‘tlp1mlm\n
erster, zweiter, dritter Ay
—e g 0der U
7. o hraneht wan nur die
Indizes der Eeken des Gebietes 3 zu addieren. .um S Guiy mi) 7
crhalten.
Fiir die Sehnittzahl (O, ) kommt es anf die den ebieten
M und My gemeinsamen Keken an. Gehort der Verbindungskreis r; 2
piner solehen Feke, sowivd ¢ vou e, und iy, in entocgengesctater
Riehtung durehsetzt.  Man erhilt alko (e, my) == —¢ oder - e, je
nachdem der Doppelpunkt vou der ersten o(lu P mt(n Artist. S (i, o)
ist also die negative algebraische Summe aller Indizes, die zu den ge-
meinsamen Doppelpunkten von 3 und My gehdren G S I R )
Hiermit ist aueh oo Matrie (e der Formel (24 bestinent, nd es (/(71/
ans dem Bestimmungseerfahren hereor. dafi sic (his winf dus Vorzeichen.

Fig, 111 Yo 1111 die Tndizes -k £,

dus con der rionlichen Orienticrung  ablingt) gerade die Matriz da
qitadratischen Fori des Knotens ist).

Die Homologicgruppe von 96 ergibt sich nun nach dem Satz von
der Homologiceruppe cines /u\(mnnen“(s(\t/tvn Komplexes, der im vor-
legenden Tall anf die heidew Teilkomyplexe W ound Womit der gemein-
samen Randfliche © angewendet wird.  Die Howmologiegrappe von B

5 L, Goerirz, Knoten und guadyatische Foren, M wh, Ztsehr. 36 (1938) 8, 647624
Gelit man von einer Knotenprojektion zu einer anderen nhu7 so didert sich die g
dratische Form.  Unter der quadvatischen Form des Kuotens wird der Tnbegriff all
zu seinen Projektionen gehirigen quadeatisehen Formen vorstanden,

Die Versehlingunesinvarianten

ist die freie abelsche Gruppe
was dasselbe ist. die abelsehe Gru
Goo Qa0 und den Relatione

intsprechend bestehen in W dic
3 . !
(2%) Oty =Y,

Die Homologieeruppe von W h
Naeh Flimination der w; blethen
swischen denen die Relationen
(29) ' >
hestehen,

s st nun leieht, die 2-K
vou {z¥) zum Rande haben. M
;-ten Henkels von B bezeicime
i-ten tlenkels von B, so dad man
Gaif D) folgt. dall es anf 2 eine 2
eibt.  Setzt man zur- Abkiwzung

. v=
so wird
30) R,

Damit sind die fundamentalen U
mnd es bleiben noch die Sehnitt
ans g durch eine Deform:ation
entstanden sein moge,  Dann it
wid nian hat daher

SWeap)
Fhenso wie auf S, 90 zeigt ma
S(Jli, /1,)
SR M. ) -
Wegen (22) ist daher die Seln
31) (2

He J-rveihige Finheitsmatrix.
Nummnchr lassen sieh die \
Lheen des § 1 berechnen, I




o der ersten oder zweiten A
erster Art durch eine Spiogelun.
an der Zeichenebene in eigye,
iflk Doppelpunkt  zweiter A
her. n Fig 11 ist dey ay.
enticrte Verbindungskreis |
fiir einen Doppelpumkt ersier
WU Zweiter Avt dargestoll
N und der Deutlichkeit wegoy
getrennt von e und wy, nock
eimual  gezeicknet worden. -
S Istoaber der Doppelpunk
> von der dritten Art, so iy
Sy m) = 0, da v, VON i
zweimal, und zwar iy ont-
cegengesetzten Richtungen,
durehsetzt sind. Ovduet may
'\~\ also allen  Doppelpunkten
= erster, zaweiter, dritier An
die Indizes 46, — & oder o
7Zu, so brancht man nure die
addieven. w8 Oug, ) 7

—

winmt s auf die den Gebietey
aort der Verbindungskreis Py
yound g i entgegengesetzter
S(rym) = —e oder -Le, i
ader zweiten Avt ist, S Opl, g
o aller Indizes, die zu den oc-
Lo geldiven (0 10200 I
ciel (24) Desidmmt, wnd ex gl
Sl sie (hix ant das Vorzeichon,
diing!) gerade die Matriv e

ot sieh nun wach dem Satz von
etzten Komplexes, der im vor-
e B oand B omit der gemein-

Die Homologicoruppe von ¥
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i<t dic freie abelsche Gruppe mit den Erzeugenden ¢, ¢,, - -, ¢, oder
was dasselbe ist, die abelsehie Gruppe mit den Evzeugenden ), my, -+, my,,
g tfye oo, und den Relationen

27 i~ 0.
Fautsprechend bestehen in R die Homologien
S0 : ) ! o ST

(2%) (m; ) P Vi~ 0.

IYie Homologiegruppe von M, hat somit die Relationen (27) und (28).
Nach Elimination dev i, blethen als einzige Evzeugende dic gy, qu. -+ -2 g
zwischen denen die Relationen

(29) ' v g~ 0
hestelien,

Es ist nun leicht, die 2-KNetten anzugeben, die die linken Seiten
von (29) znm Rande haben.  Mit Jf; hatten wir den Querselmitt dex
-ten Henkels von 8 bezeichnet.  Analog sei M7 der Querschnitt dex
i-ten Henkels von B, so dal man hat 83 I == mi. Aus mijeom; -+ vie g
(auf D) folgt, dali es anf D cine 2-Kette D wmit RI D == mi— ;- X vpq
vibf.  Setzt man zur Abkivzunge

() == J/[/ — Mi— 1),
s0 wird )
(30) RIQ; = 4\_,‘ Vi (i

Damit xind die fundamentalen Berandungsrelationen des $T avfgestellt,
und es bleiben noch die Schnittrelationen 8 (Q,, ¢f) aufzusteilen, wo g
as e dnveh eine Dofarmatinn i das Innore der Vollhennnl M hinein

cutstanden sein miage.  Dann ist ¢ sicher punktfremd zu 17 wnd D,
d man hat daher

S, af) = S(M,, ¢f) (in B).
Fbenso wie auf 8. 90 zeier man:
S(M.L g9 (in V)
= S(RING, i) == Smyy, qu) (anf D),
Wegen (22) ist (‘Iﬁher die Schnittmatrix

die J-reihige Einheitsmatrix.
Nunmehr lassen sich die Versehlingungsinvasianten nach dem Ver-
fabren des § 1 berechnen,  Es kinnen aber die Ergebnisse noeh etwas

R¥
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cinfacher formuliert werden, wenn man bedenkt, dal bei einer zweifachen
Uberlagerung die Torsionsgruppe mit der Homologiegruppe zusammen-
filllt, d. . daf alle Klemente g endliche Ordnungen haben, oder was
dasselbe besagt, dalb die Determinante des Relationensystems (29)

11’,‘7;? B l 0

ist®). s ist daher rapee O, (e vibt ecine 2-Kette N mit
\‘RJ l\'i == VAl
Somit ist wegen (50)
< < Y T
RIr ) = cRa:/_’_, vi. N

Die geschlossene 2-Kette » OQi-— Ny Ky hat also”) mit der I-Kette ¢ dic

Schinitizaid O, da gy wie joide geschlossene 1-Werte von Wi divisions-
nullhomolog ist.  Daraus folgt

0 47) = 8 (27 Kpe 1)

»

Links steht wegen (31) die mit » multiplizierte Kinheitsmatrix E. rechts
das Produkt ans der Matrix N == () wit der Mamvix (S (K. g

rE = NEW ).
oder

1 X - s _

b (3(7\,\, (]i")) e N1,

Diese (Heichung ikt sich, wenn man bedenkt, daf nach Definition dev
- . | I ey .
Versehlingungszahlen o (S (K, qi) == D ({g,), 1g,)) mod L ist. auch s0

sehreiben: :
@ (gd- fg) =N ¥ (mod D).

Wir fassen das Ergebnis zusammen in den

Satz 1. Ist N == (vp) die aus emer chenen Projektion abgelesenr
Matriz der quadratischen form des Rnotens, so ist die Homologiegrappe
dor zveibliittrigen Uherlageriung M duzel die Relationen

Z Vot~ O

5) Val. K. REIDEMEISTER, Knofentheorie (Berlin 1932), 80210 Bs folgt auch

T Javaus, dah die die Homologiegruppe bestimmende Mairix [7— (I'— £)" des Satzes 1 fiir

g=2 zn 9T - E wird; deren Detenminante ist offenbar = 1 (mod 2), also sicher 4.
Ty Vel das unter ¥ angefiihrte Buch K. 2650,

< b o s A
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gegeben, awiilend die Muiria d
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denkt, dafl bei ciner zweifachey
r Homologicgruppe zusammen-
» Orduungen haben, oder was
e Relationensyatems (29

0

it oeine 2-Kette A mit

' »

v N

hat also®) mit der 1-Kette ¢/ dic
ene 1-Kette von W& divisions-
e N @)

izierte Kinkettsmatriy £, reehis
mit dev Matrix (S (A, 4):

/
).

= N"T_

cenky, daly nach Defnnon der

M1, s g b)Y mod Uist anch o

T {mod 1).

vil

st ehenen Progelibon abgolesen
s, s st die Howologiograppe
die Relationen

Berlin 1932), 821, Ts folgt awvi
Matrix TP (I — E)” dos Satzes T v
fenhar == 1 (mod 2), also sicher {0,

BN
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geyeben, aciilirend die Matrie der Vevschlingungszalden

(g ) == =N (ned 1)

ity das Vorzeichen Litugt von der viiumlbichen Ovientieruny ab.

Wenn hicrnach die Verschlingungsinvarvianten der zweiblitivigen
Uberlagerung dureh die quadratische Form des Knotens bestimmt sind,
<« bleibt die Fraee offen, ob die qnadratisehe Form durel die Ver-
sellingnngsinvarianten erschopft wird, ob also die Kluasse der ans allen
miglichen Inotenprojektionen abgelesenen quadratischen Formen durch
die Versehingimesinvavianten charakterisiert wird oder ob es etwa vor-
kommen kamy, daf die Matrizen N zweier Knoten bei jeder beliebigen
Projektion der Knoten verschicden ausfallen, wihvend die Versehlingungs-
invarianten iibereinstimmen. Sicher gehen die Verschlingungsinvariauten,
wie das Beispiel 1 des § 2 zeigt., in gewissen Fillen itber die ans der
quadvatischen Form abieitbaren Minkewskischen Kinheiten hinaus. Ein
Bewniel fitr das wwgekehrte Vorkommnis Ist wiv nicht bekannt.
Kine weitere ungeklirte Frage ist es, inwieweit die Homologiegrappen
upd Versehlingungsinvarianten der mehrblittvigen Cherlagerungen dureh
dicjenigen der zweiblitttrigen bestimmt <iud. Dafl diese Tnvarviauten
nicht unabbingie veneinander sind, zeigen bereits die Knoten vom
Gesellechte 1, fie die man nachweisen kann, dafi aus der Homologie-
oruppe  der  zweiblittrigen Uberlagerung  dic Homologiegrappen  devr
simtlichen mehrblittrigen Cherlagerangen einsehlicBiich des J-Polynows
s wie die Versehlingnnesinvarianten aller zykiizechen Uberlagerungen
mit ungeiader Blatterzanl berechenbar sind,




