Verschlingungsinvarianten.
Von Dr. Herbert Seifert

in Dresden.

(Vorgelegt von:Hrn. Bieberbach.)

Das Problem, dem sich die folgenden Uberlegungen unterordnen, ist das
Hombomorphieproblem dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten: wir wollen
- wissen, welche topologisch verschiedenen geschlossenen Mannigfaltigkeiten !
- & in drei Dimensionen gibt. :
- Inzwei Dimensionen fallt die Gesamtheit der geschlossenen Mannigfaltig-

seiten mit der Gesamtheit der geschlossenen Flichen zusammen, und diese
assen sich vollsténdig tiberblicken, weil schon die Homologiegruppen zu ihrer
Unterscheidung hinreichen. In drei Dimensionen steht an bekannten Inva-
ranten die Orientierbarkeit und die Fundamentalgruppe zur Verfiigung, woraus
~ dann die Homologiegruppen folgen. Diese Invarianten bilden aber jetzt nicht
- das volle Invariantensystem, denn man kennt orientierbare Mannigfaltigkeiten
~ geicher Fundamentalgruppe, die sich doch, und zwar durch Invarianten, die
I'W.Alexander? angegeben hat, als voneinander verschieden erweisen.
- Diese Invarianten nehmen auf das gegenseitige Verhalten zweier geschlossener
- Rurven der Mannigfaltigkeit bezug. Mit derartigen Invarianten haben auch
- #ir es hier zu tun.

§ 1. Verschlingungszahlen.

- Wir betrachten zwei geschlossene punktfremde Kurven o' und &* im ge-
wohnlichen, mit einer bestimmten Orientierung versehenen dreidimensionalen

- Raume ™3 (obere Indizes deuten immer die Dimension an). Zwei solchen

 Kurven kommt nach L. E. J. Brouwer? eine bestimmte Verschlingungszahl
2

; 2V (a', bY);

¢ wird so ermittelt: man spannt in a' eine orientierbare Fliche a* ein, die
- “cht notwendig singularititenfrei im R zu liegen braucht. Jedem Schnitt-

- Punkte von @® mit &' wird dann ein Index + 1 oder — 1 zugeordnet, je nach-

= ‘ Eine dreidimensionale geschlossene Mannigfaltigkeit ist ein dreidimensionaler zusammen-
: ‘ff%ﬁndcr endlicher homogener Komplex, vgl. H. Seifert u. W. Threlfall, Topologie § 59. Er-
“int demnichst bei B. G. Teubner.

- J.W.Alexander, Proc. Nat. Acad. 10 (1924), S. 101—103.

" L.E.].Brouwer, On looping coefficients, Amsterdam Proc. 15 (1912), S. 113—122,
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g

dem die Kurve b* die Fliche a* von rechts nach links oder von links nach
rechts durchsetzt. Die Summe dieser Indizes, die die Schnittzahl

5 .

S (az b‘)
der Fliche a* mit der Kurve b* genannt wird, ist die Verschlingungszahl 2 (a*, b)
In Formeln O
2 (@', b) = ¢ (a?, b). (I) j

In dem Beispiele der Fig. 1 betrigt die Verschlingungszahl = 1. Das Vor-
zeichen hingt dabei von der Orientierung der Kurven a* und 4" und von der
Orientierung des Raumes ab. Kehrt man eine dieser drei Onennerungen um,
so wechselt auch die Verschhncungszahl ihr Vorzeichen.

P
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Betrachten wir noch ein zweites Beispiel, das die Fig. 2 angibt! Die Ver-
schlingungszahl ist hier o, denn b* durchsetzt a* in beiden Richtungen. -

Die Definition hingt nur scheinbar von der emgespannten Flichea® ab (s. u.)
Spannt man eine andere Fliche ein, so bildet sie zusammen mit der ersten
eine geschlossene Fliche, die im euklidischen Raume von jeder geschlossenen
‘Kurve ebensooft von rechts nach links wie von links nach rechts durchsetzt’
wird.

Ebenso wie im euklidischen Raume kann man in einer beheblgen orientier-
baren und in bestimmter Weise orientierten Mannigfaltigkeit W* die Ver-
schlingungszahl zweier Kurven ¢* und b* erklaren. Nur miissen sich orientier-
bare Flichen in sie einspannen lassen, wofiir man auch sagt, dafl die Kurven
berandend oder nullhomolog sind, in Formeln ‘

a'~ o0, b'~ 0.

Es ist nun bemerkenswert, daf3 sich die Verschlingungszahl auch dann nOCh
definieren 148t, wenn die Kurven a* und b* selbst zwar nicht nullhomolog sind,
wohl aber Vielfache von ihnen. Das einfachste Beispiel einer solchen Kurve

o
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r die projektive Gerade im projektiven Raume, die erst zweimal durchlaufen
<1 Fiachenstiick, namlich eine von ihr aufgeschnittene projektive Ebene be-
cndet. :

Es sei demgemafl
xa'~0, Bb'~o0, (2)

und die beiden Flichen, die von a4’ und £ b* berandet werden, mdgen @

und b° heiflen:
war = nat, Wb = Bo. o @7

Dann ist die Verschlingungszahl so erklart:

I
2(a*, b)=—3(a% b, 3)

*®L

vobei die Schnittzahl § wie oben als Indexsumme zu verstehen ist. Die Ver-
«chlingungszahl ist jetzt im allgemeinen eine gebrochene Zahl. Zwei punkt-
emde projektive Geraden des projektiven Raumes haben z. B. die Verschlin-
cungszahl & 4, denn als o kann man eine projektive Ebene benutzen, die von
» in einem Punkte getroffen wird; es ist also o =2, §(a?, b") = 1.
\Wir lassen auch zu, dad die betrachteten geschlossenen Kurven aus mehreren
wetrennten Teilen bestehen und schreiben fiir die aus den Teilen b* und ¢’

sestehende Kurve b* + ¢*. Auch fiir solche Kurven lassen sich die Verschlin- -
rungszahlen definieren, und es gilt das distributive Gesetz

2 (a, b +c) = 2(a", b) + P(at ¢). (4)

Ubrigens gilt fir die Verschlingungszahlen auch das kommutative Gesetz

o (@, bY) = 2 (b, @). ()

Es ist eine unmittelbare Folge aus der Hauptformel der Theorie der Schnitt-

zahlen: Lot b
S (a:'., KA b2> — (3,,‘\\ a?-, b2) . (6) . W \3;'
o h Seent
™A . . . wrv ——
Denn aus dieser Formel ergibt sich su Af,ﬁﬁf,,;A ,
‘ 1 S fnt g
2 (a’,b‘):-;e(a’, bY) = B s(a*, BbY) . @) e
1 1. '
= —3(aa', b*) =7 (a*, b*) = 2 (b, a). (8)
“f )

Hieraus folgt fiberdies die zuvor behauptete Unabhingigkeit der Verschin-
cungszahl von der eingespannten Fliche a*; denn in (8) tritt @* nicht mehr auf.
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Es ist klar, da8 Begriffe wie geschlossene Kurve, eingespannte Flache, Schnitt-
zahl, Addition von Kurven noch einer priziseren Definition bedirfen. Wir
haben keinen Anlaf}, an dieser Stelle niher darauf einzugehen, weil es uns im
folgenden hauptsichlich auf die gruppentheoretische Seite des Problems an-
kommt . .

Bisher haben wir nur die Verschlingungszahl von zwei einzelnen Kurven a*
und b* gebildet. Wir wollen nun an Stelle von a* und 4* die Homologieklassen
‘betrachten, in denen a* und &* liegen; sie mdgen 4 und B heiflfen. Zwei Kurven
heiflen bekanntlich homolog, wenn sie zusammen eine orientierbare Fliche
beranden. A umfafit also die Kurve a* und alle zu ihr homologen.

Man kann dann auch den Homologieklassen A und B eine Verschlingungszahl

?(4, B)

zuordnen, die freilich nur bis auf ganze Zahlen bestimmt ist. Ersetzt man
niamlich a* durch eine homologe Kurve ‘a*, so dndert sich 2’(a*, b") um eine
ganze Zahl, denn es ist : :

2(a, o) — 2(a, b) = ¥ (a'—"a’, b),

und das ist eine ganze Zahl, weil a*—’a* ~ o ist, also selbst eine Fliche be-
randet. Es kommt also in der Tat den beiden Homologieklassen eine bis auf
ganze Zahlen bestimmte Verschlingungszahl zu, die wir im folgenden stets in
dem Intervalle 0 < x< 1 gelegen denken. E .

Es sei nun $ die Homologiegruppe der Mannigfaltigkeit, also die Abelsche
Gruppe, deren Elemente die simtlichen Homologieklassen sind. T set die
“Untergruppe von $, die von den Elementen endlicher Ordnung gebildet wird.
Man nennt sie die Torsionsgruppe. Und es seien o

Ax:Az: "‘:An

die Elemente von €. Dann haben wir eben gezeigt, dafl zu zwei Elementen 4,
A, eine zwischen 0 und 1 gelegene Verschlingungszahl

2 (d4is Ay
gehort. Die Matrix der Verschlingungszahlen
(:"”(Ai: Ak)) (i:lk'—':I: 23"';") (9)

ist offenbar eine Invariante der Mannigfaltigkeit W?. Genauer: Damit zwei
orientierte Mannigfaltigkeiten sich mit Erhaltung der Orientierung topologisch

1 Um den Anschluf an die strenge Theorie zu erreichen, hat man nur die Begriffe Kurve und
Flache durch singulire 1-Kette und 2-Kette zu ersetzen. Die Definition der Schnittzahl geschieht
dann mittels Approximation der singuliren Ketten in dualen Zellteilungen.
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L ienander abbilden lassen, miissen die Torsionsgruppen sich so isomorph aufein-
ier pizichen lassen, daf3 die Verschlingungsmatrizen iibereinstimmen.

O» cine solche isomorphe Beziehung moglich ist, lafit sich grundsatzlich
o jedem einzelnen Falle durch Probieren entscheiden, denn es gibt nur endlich
e isomorphe Abbildungen zweier endlicher Gruppen aufeinander. Die
~aktischen Schwierigkeiten eines solchen Verfahrens werden indessen bei
wmplizierteren Gruppen so erheblich sein, daf} es erwiinscht ist, einfachere
ennzeichen fiir die Ubereinstimmung zweier Verschlingungsmatrizen zu
inden. Wir werden im folgenden bis auf einen Ausnahmefall einen vollstin-
- digen Uberblick itber die Verschlingungsmatrizen gewinnen. Zu dem Zwecke

qallen wir zunichst das rein arithmetische Wesen der Frage heraus.

§ 2. Gruppen mit Verschlinguﬁg.
Fiir die Verschlingungszahlen gilt, wie wir sahen,
1. Jdas kommutative Gesetz: ¥ (A;, Ay) = 2 (s, 4)
11 as distributive Gesetz: 2(A;, A, +A)= 2 (4;, A)+2(4;, 4) (mod 1).

Eine weitere weniger triviale Eigenschaft ergibt sich aus dem Poincaré-
Veblenschen Dualititssatze. Die Torsionsgruppe T 1aBt sich (auf mannigfache
Weise als direkte Summe?! zyklischer Gruppen der Ordnungenc,, ¢,, -5 ¢,
arswellen, wobei ¢, durch ¢, (=1,2, -+, o—1) teilbar ist. Diese
Ordnungen heiflen die Torsionskoeffizienten der Gruppe ¥. Versteht man
.nter siner Basis von T ein System von erzeugenden Elementen C,, C,, -+, C,
deser - zyklischen Gruppen, so behauptet der Dualitatssatz

1. Sind c,, ¢, -+ - ¢, die Torsionskoeffizienten der Gruppe T, so gibt es
wwei wduale« Basen C,, C,,+ -+ C,und C,, C,, - - - , C,, fiir die die Matrix der
Verschlingungszahlen

‘1Jc, 0-0

@@,y =| 1% ° e

Lo - 0-1Ifc,
3ihi.
Wenn immer in einer endlichen Abelschen Gruppe T je zwei Elementen 4;
und 4. eine zwischen o und 1 gelegene »Verschlingungszahl« (4;, 4,) zu-
geordnet ist, SO daf die Bedingungen I bis IIT erfiillt sind, so wollen wir sagen,

@ Y s2i eine Verschlingung definiert oder T sei eine Gruppe mit Verschlingung.

sche Gruppen schreiben wir, vielfachem Brauch folgend, additiv und setzen dement-
direkte Summe statt direktes Produkt.

~:r phvs.-math, KL 1933, 69
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Dieser rein gmppentheoretxsche Begriff gestattet es, das topologische -
‘Problem des vorigen Paragraphen in folgender rein gruppentheoretxscher Ge- :
stalt auszusprechen:

Hauptproblem: Zu vorgegebener Gruppe ¥ alle moalzcken Verscklmaungen 2
Sfinden.

Wir zeigen zunichst, daf es geniigt, das Hauptproblem ﬁlr Gruppen von
Primzahlpotenzordnung zu 16sen, und beweisen zu dem Zwecke den . - .

Hilfssatz: Ist in einer Gruppe ¥ mit Verschlingung A, ein Element der
Ordnung «, und A, eines der Ordnung «,, so ist

m

(axﬁ ,O{.,_) ?

wo m eine ganze Zahl ist und («,, «,) den grofiten gemeinsamen Texler be-
zeichnet. Insbesondere ist immer 2'(4,, 0) = o.

ob(A,, 4) =

Beweis: Wegen
2(d.,4,+0)=2(4,,4)+ 2 (A,, o) (mod 1)
1st 2 (A,,0) = o. Hiernach hat man
o 2 (A4,,4,) = (4, 4,) = 2(0,4,) =0 (mod 1),
und entsprechend |
. 2(A4,,A4,)=o0(mod 1).
Daher

r $
2 (Ax’Az) = '&— - 'OT':
2

T

woraus die Behauptung folgt.

Die Gruppe ¥ 1aBit sich nun als direkte Summe von Gruppen darsteﬂen, {
deren Ordnungen Potenzen verschiedener Primzahlen p, gq,---, 2 smd ‘

T=7,+9, +---+%

Sind dann 4, und 4, Elemente aus verschiedenen dieser Gruppen, etwa aus 4 ‘
und T, so ist nach dem Hilfssatz 2(d4,, 4,) = o. Um die ganze Verschhn
gungsmatrix (2 (4;, 4,)) zu kennen, braucht man also wegen des distributiven  °
Gesetzes nur die Verschlingungszahlen zu kennen, fiir die 4; und 4, beldc 0!
zu T, oder beide zu ¥, usw. gehoren. &
er betrachten hmfort die Untergruppe ¥, und behaupten, daf} die Ver— , 3
schlingungszahlen, die den Elementpaaren von ‘Z zugeordnet sind, eine Verschlin- 3
gung von X, bilden. In der Tat ist das kommutatwe und distributive Gesez °
erfiillt, we11 es in T gilt. Dafl auch die Eigenschaft IIT erfiillt ist, folgt so:
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F {ater den Torsionskoeffizienten ¢,, ¢, -+ ¢, Von T sei ¢, .., der erste, der
1 Faktor'p enthilt: SRR
Cs+x :P"x d!) cs+2 zpezdzﬁ tt T cs+r .__:Pe, dr;
r s+r =73, d = o (mod p).
Dann bilden die Elemente

Bx = dxcs+x> Bz = dzcs+23 ] Br = drcs+r

 ne Basis der Gruppe I, und gleiches gilt von den Elementen

Exzdxc.;+1) B;‘zdzcs’+z> T Er:drcs‘+r'.

Man hat wegen (10)

cdjpre 0
(2(B, BY) = ( Lo ) (mod 1).
\ 0 . dF/Per

- Wihlt man noch §, so, daf

d, 8, =1 (mod p%)

ard, so bilden

Bx = Swa Bz = 82B:z) Tt Br, = 8rBr

vieder eine Basis, fur die

Ifpre O
('y (Bz"i Bk)) = <o ) (13)
» o - I/p%
womit 111 bewiesen ist.
Die Ordnungen
1 Pel> Pe2> R ) Per (14)
der Basiselemente
anBzJ M 1 Br (IS)

werden im allgemeinen nicht simtlich verschieden sein. Es sei etwa

(=, == e,<e,, = =< <, = =6 (16)

Die Verschlingung der Gruppe I, ist nun auf Grund des distributiven Ge-
setzes vollkommen bestimmt, wenn man die Matrix

(2B, BY)
69*
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kennt. Sie ist wegen I symmetrisch und hat nach dem Hilfssatze die G&talt

’ n Bx ’ B.u l B/u+r

BI “u/Pe‘ : OC”/P‘x */Pg!
(2(B:> By) = Bﬂ' o«-,u}p‘r an;/p‘! */’P:"
Byt o - Mlpre I

- . -

Entsprechend der Einteilung der Exponenten in Systeme untereinander -
gleicher 148t sich die Matrix in Késtchen einteilen. Von diesen interessieren
uns besonders die Hauptkdstchen, durch die die Hauptdiagonale hindurchgeht.
Wir bezeichnen diese Teilmatrizen der Reihe nach mit ' g

f}_x_ Ay-l»x Ve Ar+x
~Pe‘ > ""pel-'"“l Pef—'-l 2

3 )
so dafl die Matrix (17) lautet:

A
'z

(Q') (Bia Bk)) -

‘Sterne stehen fiir .ganzzahlige Teilnia’trizen, die nicht niher bezeichnet Z&
werden brauchen. L

Nun folgt aus III die wichtige Tatsache: Die Determinanten der Haupl=
kdstchen '

i[\xls l‘l&/&")'ll’ tt "XT—Fxl

sind alle prim zu p.

Beweis: Die beiden Basen B,, B,, - -, B, und B}, B}, - -+, B/ in Formel (1
hingen durch eine lineare Transformation e

Bl.::'z-\{i}lBj E=1y25...57)
j=1
zasammen.
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Fs ist daher | | |
2(B, B = (S, By B) = 37,2 (B, By (mod 1),
~der in Matrizenschreibung, wenn man (v,;;) = I' setzt:
(2(B!,By)) = T'-(2(B;, By) (mod 1). . (20)

Multipliziert man in den Matrizen (2 (B;, B,)) und (2 (B;, By) die k-te Spalte
h=1,2,--+,7) mit p%, so folgt ‘

Y \
i T O -« O Ax ‘*PE‘“*—I"% . *pﬂr-l-x"‘;
o I - © * A, c s
,. = e | (mod 7).
L0 0 - I} o * AL

Geht man zu den Determinanten iiber, so ergibt sich
1= IFHAI! IA#+1l e JAL ] (mOdp):

woraus die Behauptung folgt.

Dic Matrix (2 (B;, B,)) hingt natiirlich von der gewahlten Basis ab. Wir
werden nun versuchen, durch Abianderung der Basis die Matrix auf eine mog-
lichst einfache Gestalt zu bringen. Der Ubergang von einer Basis zur anderen

arfolgt durch einen Automorphismus der GruppeT,. Wir stellen daher zu-
nichst einige Hilfssitze iiber Automorphismen Abelscher Gruppen zusammen.

§ 3. Automorphismen Abelscher Gruppen.

Gehen die Basiselemente bei einem Automorphismus von ¥, in B,, B,,---, B,
iiber, so driicken sich die neuen Basiselemente durch die alten vermdge einer
linearen Transformation aus: :

B;"—:erikBk' (i=1,2,...,7 (21)
k=1 )

Da p B, das Nullelement ist und dieses bei einem Automorphismus wieder
m das Nullelement iibergeht, so ist

P B = EP” YirBe = 0,

was der Unabhangigkeit der Basisclemente wegen dann und nur dann der Fall
5L, wenn einzeln
P Y =0 (mod p*%)
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ist. Es muf} also .v;, von der Form sein
Yie = % PFTE, (fur i<k) (22)

worin «;, eine ganze Zahl ist. Fiir = k dagegen erglbt sich keine Emschmn,
kung der v,; es kann v;, irgendeine ganze Zahl sein:

Yie = %ip. ‘ (fiir iz k)
Die Matrix I' = (v;,) hat also die Gestalt

2% xzpez ‘re acxr';pe';-_CI

1 ’ Uyy gz ° azupe’;_ez . ) &
P P - . . X ' . R ) o (2‘3) ; q
| U"! y‘nz "Lnn : ?
Aufler der Bedingung (23) mufl die Transformationsmatrix I' noch eine
. weitere ‘Bedingung erfiillen, damit sie einen Automorphismus vemnttelt,
‘muf} ihre Determinante prim zu p sein: T
it
| Dl =k o (mod p). @
Bezeichnet namlich I' die zum inversen Automorphismus gehdrige Matrix, ;.
so vermittelt I'T"* = A den identischen Automorphlsmus. Es gilt daher ﬁ:r
die Elemente von A
8 =1 (mod p*) fir i =&, .,f

!

3, = o (mod p*) fiir 1 &=k,
woraus (24) folgt.

In den beiden Bedingungen (23) und (24) hat man bekanntlich alle Bedm-
gungen, die die Matrix I' erfillen muf}, um einen Automorphismus zu ver-
mitteln. Diese Tatsache wird sich als Nebenergcbms herausstellen, wenn wir ‘
jetzt einen beliebigen Automorphismus aus gewissen elementaren Automor~
phismen zusammensetzen. Sales

An elementaren Automorphismen gibt es drei Arten, die durch die folgenden o

drei elementaren Transformationen der Basis bewirkt werden: - e
1. Alle Basisclemente bleiben ungeindert bis auf B;, das ersetzt w1rd durch {

B, =B, +B,. " '>k)‘?

2. Es wird nur B, ersetzt durch

_ B o5, £ o, e
3. Es wird nur B, ersetzt durch -
B =xB;, xs=Eo0 (mod p).

.
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Die zu den drei elementaren Transformationen gehdrigen Transformations-
marrizen seien I, T),, T),. T, trdgt in der Hauptdiagonale lauter Einsen und
an der Stelle (7, k), also unterhalb der Hauptdiagonale, die Zahl == 1, sonst
uter Nullen; T, trigt an der Stelle (7, &), also oberhalb der Hauptdiagonale,
die Zahl == pe+~¢i; in T, ist die Eins der Stelle (i, ) durch die Zahl x ersetzt.
Dementsprechend bewirkt Rechtsmultiplikation einer beliebigen Matrix

mit I, Addition der mit == 1 multiplizierten i-ten Spalte zur k-ten,
mit T', Addition der mit =+ p**~< multiplizierten i-ten Spalte zur k-ten,
mit I, Multiplikation der i-ten Spalte mit x.

Um nun zu zeigen, daf} jeder Automorphismus ein Produkt elementarer Auto-
morphismen ist, weisen wir nach, dafl jede Matrix I" mit den Eigenschaften (23)
und (24) sich als Produkt elementarer Matrizen darstellen 1483t, bis auf einen
Fakror A, der den identischen Automorphismus bewirkt. Damit ist dann zu-
gleich gezeigt, daf} auch eine beliebige Matrix mit den Eigenschaften (23) und (24)
mmer einen Automorphismus bewirkt. Der Nachweis wird so gefithrt, dafl wir
durch Rechtsmultiplikation mit elementaren Matrizen I' in die Matrix A iiber-
fihren. Die ersten u Elemente in der ersten Zeile von I enthalten wegen (16)
den Faktor ps~* = 1. Sie kdnnen wegen (24) nicht alle durch p teilbar sein.
Durch Spaltenvertauschung (Transformationen 1 und 2) bringe man ein
nicht durch p teilbares Element an erste Stelle und multipliziere es danach mit
cinem geeigneten Faktor x (Transformation 3), so daf es = 1 (mod p*) wird.
Danach kann man durch geniigend oft wiederholte Addition der mit = p% ™=
multiplizierten ersten Spalte zur k-ten es erreichen, dafl an die Stelle (1, %)
¢ine durch p* teilbare Zahl kommt. Streicht man danach die erste Zeile und
erste Spalte, so bleibt eine Matrix iibrig, die die gleichen Eigenschaften wie I'
hat und auf die das Verfahren von neuem angewendet werden kann. Schlieflich
ergibt sich eine Matrix, die in und oberhalb der Hauptdiagonale bereits die
Gestalt von A hat. Nun kann man durch das gleiche Verfahren auch unterhalb
der Hauptdiagonale Ubereinstimmung mit A ‘erzielen. Man hat nur mit der

—

h-ten zu addieren. Dadurch erreicht man, daff das k-te Element der letzten
Lele (k =1,2,+ -, r—1) durch p* teilbar wird. Indem man gleiches Ver-
fahren mit der (r—1)ten Spalte und Zeile vornimmt und so fortschreitet, wird
die Uberfithrung in A beendet.

§ 4. Verschlingungsinvarianten.

Die Reduktion der Matrix (2'(B;, By)) auf eine Normalform wird nun
schrittweise vorgenommen, indem auf die Basis B,,B,,---,B, jeweils eine

clementare Transformation 1, 2 oder 3 ausgeiibt wird, der eine bestimmte

etzten Spalte zu beginnen und diese, mit = 1 multipliziert, gentigend oft zur -

TrrTyoreT
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Umformung der’ Matrix entsprichtl. Wir beginnen den Normalisierungs-
prozel mit den ersten u Zeilen und Spalten. Diese schneiden sich in der
w-reihigen linken oberen Matrix A,/p=. Man kann annehmen, daf} in A, links
oben ein nicht durch p teilbares Element steht. Denn entweder steht in der
Hauptdiagonale von A, ein nicht durch p teilbares Element; dann kann man eg
durch Transformationen 1 und 2 der Basis an die Stelle (1, 1) bringen. Oder alle
Elemente der Hauptdiagonale sind durch p teilbar. Wegen | A, lsE=0 (mod )]
gibt es in der ersten Zeile von A, ein nicht durch p teilbares Element, etwa das
Element «,;,. Durch eine geeignete Transformation 2, die sich in (¥(B;, BY)
als eine Addition der k-ten Spalte zur ersten Spalte und darauffolgende
Addition der k-ten Zeile zur ersten Zeile auswirkt, kann man dann an die Stelle
(1, 1) von A, das Element «,, + 2, -+ o, bringen, und dies ist, wenn wir
die Primzahl p = 2 ausschlieflen, was wir von jetzt ab tun wollen, nicht durch 2. .
teilbar. e :
Danach kann man durch geeignete Transformationen 1 die erste Zeile und
Spalte von (¥ (B,, By) bis auf das Element links oben ausriumen. Man hat

nur, um das Element «,, zum Verschwinden zu bringen, die Kongruenz zu
16sen
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und auf die Basis y-mal die Transformation 1 anzuwenden, die B, dﬁ:ch B;
= B, — B, ersetzt®. Fortsetzung dieses Verfahrens fithrt (2(B;, By) in die
Diagonalform iiber,in der die Diagonalelemente e

e

“x/p's‘, az/lpcza SRR 3/, 8

alle tibrigen Elemente = o sind. Die Exponenten geniigen hierbei der Groflen-
beziehung (16) und die ersten y erfiillen die Diagonale des ersten Kistchens
A,/p*, die nichsten v—yu. die des zweiten Kistchens A,/pz usw. - -siiic
Durch eine Transformation 3 kann man irgendein Diagonalelement «, mit £*
multiplizieren. Ist «, quadratischer Rest mod p, so kann man bekanntlich auf
diese Weise jeden beliebigen Rest mod p% attStelle von «, bringen. Ist
Nichtrest, so kann man ebenso alle moglichen Nichtreste erzielen. Es kommt
also nur darauf an, ob «; Rest oder Nichtrest mod p ist. ‘
Kommt jetzt in jedem Kistchen kein oder nur ein einziger Nichtrest vor,
so ist die Normalform von (2 (B;, B,)) bereits erreicht. Andernfalls kann man

£

At YU e ot
- e

PSP

! Im Falle die Torsionskoeffizienten der Torsionsgruppe T alle einander gleich sind, also der

Gruppe T, nur ein einziges Késtchen A, zukommt, gehen die elementaren Transformationen von
S:820 in ganzzahlige Transformationen mit zu p primer Determinante iiber; A; hat val§daﬂﬂ i
Tensorcharakter, ‘Diesen Tensor benutzt J.W.Alexander in der S. 811 angefiihrten A:bch Zur o 7
Unterscheidung von Mannigfaltigkeiten gleicher Fundamentalgruppe. s oo

* Wir erinnern daran, daf die Verschlingungszahlen auf das Intervall 0 s x < 1 normiert worden ‘ :

sind.




H. Seifert: Verschlingungsinvarianten 823

lichtreste desselben Kastchens durch zwei Reste ersetzen ! und damit

EY

zwel N
> Normalform erzielen. Wir stellen in der Normalform jedes Kastchens den-
1zigen etwa vorhandenen Nichtrest an die erste Stelle und wihlen die Diagonal-
.mente moglichst klein. Dann behaupten wir: Zwei so normierte verschiedene
amvizen lassen sich wicht durch die Transformationen I bis 3 ineinander iiber-
wron. Die Eigenschaft einer Kastchendeterminante, quadratischer Rest oder
ichrrest mod p zu sein, bleibt namlich bei den Transformationen 1 bis 3 un-
sandert. In der Tat andert sich bei 1 und 2 die Determinante (mod p) fiber-
wpt nicht, bei 3 dagegen multipliziert sich die i-te Zeile und die i-te Spalte
i« x, die betroffene Kistchendeterminante also mit x*>. Die Restcharak-
re der Kastchendeterminanten sind also bereits durch die Verschlingung der
ruppe T, bestimmt und héngen nicht von der besonderen Wahl der Basis ab.
-r wollen sie die Verschlingungsinvarianten der Gruppe ¥, nennen.

Die Losung des Hauptproblems lautet nunmehr so:

Ist eine Abelsche Gruppe X, won Primzahlpotenzordnung p* (p == 2) direkte
e von zyklischen Gruppen der Ordnungen p'x, P, = -« 5 p* (e, =€, ="---
o< =g, Kl = =c¢,), und sind B, B,, -+,

' Erzeugende dieser v Gruppen, so wird die allgemeinste Verschlingung von I,
urch eine symmetrische Matrix

A~I * *
' P P P
oA
(,":§ (Bi’ Bk)) - ‘Pej Peﬂ i peﬂ b
* * . AT -+ 1
Pel P'{u + 1 per + 1 /

geben. Darin sind Ay, A, s A,.. Matrizen, deren Determinanten
iz prim zu p sind, und die Sterne stehen fiir Teilmatrizen, die nicht ndher be-
cichnet su werden brauchen. Zwei Verschlingungen lassen sich dann und nur

* Wenn z. B. im ersten Kistchen zwel Reste vorhanden sind, so darf man annehmen, dad

. . . . J1 o0 . .
ks oben in A, die Matrix ( ) steht. Durch a-malige Anwendung der Transformation 1 B, =

’. + B, geht diese Matrix in (; . +a2) iiber. Durch geeignete Wahl von a machen wir I +a? zum
chirest; wir suchen ndmlich den kleinsten Restr, auf den ein Nichtrest folgt, dann nehmen wir
eine Losung der Kongruenz a2 = r (mod p). Addition der mit b multiplizierten zweiten Zeile
2d Spalte zur ersten bringt an die Stelle (1, 2) die Zahl a +b(1 + a2), die man, da 1 +ga* prim
£ ist, durch geeignete Wahl von b = o (mod p#r) machen kann. An der Stelle (2, 1) steht dieselbe
. an der Stelle (1, 1) aber ein Nichtrest, weil 1+a? Nichtrest ist und die Determinante durch die
mformungen ihre Eigenschaft Rest zu sein nicht verloren hat. — Durch den umgekehrten Prozef3

2mn man zwei Nichtreste durch zwel Reste ersetzen.
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dann durch einen Automorphismus von X, inetnander iiberfithren, wenn entspré;"
chende Kastchendeterminanten A, A, .5 - -+, A, ., denselben Restcharakter
(mod p) haben. g

Da die Torsionsgruppe T =%, + I, + +-- + 3, einer orientierten drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit W3 exne Gruppe 'mit Verschlingung ist, so %
sind die Verschlingungsinvarianten von ¥, T , - - - , ¥, topologische Invarianten  *
von M3, e

Wir haben also den :
Satz: In einer orientierten dreidimensionalen Manmofaltzgkezt M ser T die
Torsionsgruppe, also die von den Elementen endlicher Ordnung der Hamologie-’ifj
L gruppe § gebildete Untergruppe. T ist direkte Summe von zyklischen Gruppem
SR von Primzahlpotenzordnung. Gibt es unter ihnen genau yGruppen der Ord:
o ' nung p° (p==2) und sind B, B,, - -, B, Erzeugende dieser u. Gruppen, so hat dze
Matrix der Verschlingungszahlen (m (B,, B,)) die Gestalt

- ) ' . (Q"(Bn Bk)) = —PLA,

wo A eine ganzzahlige Matrix und |A| prim zu p ist. Dann ist die Ezgenschaf

von |A|, quadratischer Rest oder Nichtrest (mod p) zu sein, eine topologische
Invariante von M3, Auf diese Weise gehort 2u jedem Systeme untereinander.

_ gleicher zyklischer Summanden wvon ¥, eine solche »Verscklmaungsmvanante«,,,

Wir wollen noch zeigen, dafl es Mannigfaltigkeiten mit beliebig vorgegebenen -
Verschlingungsinvarianten gibt. Solche Manmgfalngl\exten kann man aus.
lauter Linsenrdumen durch ~>Summenb11dung« gewinnen. Der Lmsenraum

(9., ¢,) entsteht, wenn man in einer von zwei Kugelkalotten begrenzten Linse

: die beiden Kalotten, um den Winkel 27q,/p, verschraubt, identifiziert’. Di

o Homologiegruppe dieser Mannigfaltigkeit ist zyklisch von der Ordnung 17

' Als erzeugendes Element kann die Homologieklasse B, dienen, der die Linsen-
achse angehort. Dann ist die Verschlingungszahl @' (B,, B) = q,/p, bei rich

- tiger Orientierung der Mannigfaltigkeit. Man bohre nun aus dem Linsen

raume eine kleine Kugel aus und tue dasselbe fiir einen zweiten Linsem:

raum (p,, ¢,). Identifiziert man die Randkugelflichen der beiden Linsen:

rdume so, dafl von beiden Linsenriumen in der gemeinsamen Randkugel,

fliche entgegengesetzte Orientierungen induziert werden, so entsteht eine neu

Mannigfaltigkeit, deren Homologiegruppe direkte Summe einer Gruppe der s

Ordnung p, und einer der Ordnung p, ist. Die Verschlingungsmatrix laute

jetzt:

, q./p, © )
Q B., Bk == .
(B, B) ( o alp.,

v Vgl z. B, W. Threlfall u. H. Scifert, Topologische Untersuchung Math. Ann. 104 S-_:7
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Durch mehrfaches Aneinandersetzen erhilt man Mannigfaltigkeiten mit
heliebig vorgegebenen Torsionsgruppen und Verschlingungsvarianten, wobei
ireilich zu bedenken ist, daB die Verschlingungsinvarianten nur fiir p==2
definiert sind. Ob allgemein zu einer beliebigen Gruppe mit vorgegebener
verschlingung es eine Mannigfaltigkeit gibt, ist unentschieden, da die Prim-
,ahl 2 in algebraischer und topologischer Hinsicht bei dieser Frage eine Aus-
nahmerolle spielt.

Die Verschlingungsinvarianten lassen sich ohne Schwierigkeit auf (47 + 3)-
dimensionale Mannigfaltigkeiten iibertragen. Zur Verschlingung kommen
dann (272 + 1)-dimensionale geschlossene Ketten. Man hat dementsprechend
die Torsionsgruppe der Dimension 27 + 1 als Gruppe mit Verschlingung auf-
qufassen. — In (47 + 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten ist die Verschlin-
qungsmatrix der 2 7-dimensionalen Homologieklassen schiefsymmetrisch. Dieser
Fall wird von G.de Rham behandelt (vgl. den Zusatz zur Korrektur am
Ende der Arbeit.

§ 5. Anwendungen.

I. Unterscheidung von Mannigfaltigkeiten mit gleicher Fundamentalgruppe.

Hieriiber vergleiche man die Seite 811 angefithrte Arbeit und das Seite 811
angefithrte Buch, X. Kap.

I1. Asymmetrie von Manmigfaltigkeiten.

Eine Mannigfaltigkeit heifit nach Hrn. H. Kneser! asymmetrisch, wenn es
unméglich ist, sie mit Umkehrung der Orientierung topologisch auf sich ab-
zubilden. Nun sind die Verschlingungsinvarianten Invarianten der orientierten
Mannigfaltigkeit. Bei Umorientierung kehren alle Verschlingungszahlen
ihre Vorzeichen um. Eine Kastchendeterminante | A | kehrt also ihr Vorzeichen
um, wenn sie eine ungerade Anzahl von Reihen hat. Ist nun p eine Primzahl

~2

der Form 4x + 3, so vertauschen sich bei Vorzeicheninderung quadratische -

Reste und Nichtreste mod p. Damit ist bewiesen: Die Verschlingungsinvarianten
indern sich bei Umkehrung der Orientierung dann und nur dann, wenn in
der Zerlegung der Torsionsgruppe X in zyklische Summanden wvon Primzahl-
potenzordmung eine ungerade Anzahl von zykiischen Gruppen einer bestimmten
Ordnung

P = (4x+3)

auftritt. In diesem Falle ist also die Mannigfaltigkeit sicher asymmetrisch. Der
Fall tritt z. B. immer dann ein, wenn eine Primzahl der Form 4x + 3 in un-

" H. Kneser, Geschlossene Flichen in dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten. Jahresber,
d Deurschen Math. Ver. 38 (1929) S. 256.
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gerader hochster Potenz in der Ordnung der Torsionsgruppe enthalten jsr.
Deshalb sind alle Mannigfaltigkeiten asymmetrisch, deren ’Iorsmnsgruppe
eine Ordmung der Form 4%+ 3 hat, also z. B. alle Linsenrdume dieser Art;

Man kann somit in gewissen Fillen allein aus der Kenntnis der Torsxons-
gruppe auf die Asymmetrie der Mannigfaltigkeit schlieflen.

III. Amphicheirale Knoten.

Es sei K ein amphicheiraler Knoten im euklidischen %3, also ein solcher;, ‘
der sich in sein Spiegelbild deformieren 1488t. Es gibt dann auch eine topo.
logische Selbstabbxldung des Raumes mit Umkehrung der Orientierung, bet
der der Knoten in sich iibergeht. Folglich lifit auch die g-fache zykhscheﬁ;
Uberlagerung des 3, die den Knoten zur einzigen Verzweigungslinie hat,
eine solche Selbstabbildung mit Umkehrung der Orientierung zu. Die Uber~
lagerungsmannigfaltigkeit ist also symmetrisch. Wenn man nun die Asymmetrie,.
der Uberlagerungsmanmgfaltigkeit etwa auf Grund des Satzes unter II beweisen |
‘kann, so folgt, daf3 der Knoten nicht amphicheiral ist. Hierin ist insbesondere -
das Ergebnis des Hrn. L. Goeritz! enthalten, dafl ein Knoten nicht amphi--
cheiral ist, wenn die Ordnung der Torsionsgruppe der zweifachen Uber-
lagerungsmannigfaltigkeit eine Primzahl der Form 4x+3 in ungeraden :
héchster Potenz enthilt. e :

v, Unterschezdung von Knoten mut glezcher Knotengmppe. o

Lmksheeblattschlmge (Fig. 4) zusammensetzt. In beiden Fillen ist dJe TO
slonsgruppe der zweifachen Uberlagerung die direkte Summe von

t L. Goeritz, Knoten und quadratische Formen, Math. Ztschr. 36 (1933).
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wnen der Ordnung 3% Die Verschlingungsmatrix (2'(B;, By)) Ist also
und sie lautet im ersten bzw. zweiten Falle: -

(J O) (L O)
bl 2 .
o % o 3

Es gibt ein einziges Kastchen und die Determinante | A| ist = I bzw.
— ». also das eine Mal quadratischer Rest, das andere Mal Nichtrest mod 3.
Dic beiden Uberlagerungsmannigfaltigkeiten und damit die Knoten sind also

verschieden.

Zusatz bei der Korrektur.

Hr. K. Reidemeister haf in einer demnichst erscheinenden Arbeit? In-

L.

carianten  dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten angegeben und aus einem
Heegaarddiagramm zu berechnen gelehrt, die sich folgendermafien den Ver-
schlingungsinvarianten einordnen lassen. Die geschlossenen Kurven s; in

L

Formel (1) der angefithrten Arbeit bilden eine Torsionsbasis, und die Zahl
I o ist die Verschlingungszahl 2 (s;, s,). Es sei namlich F, eine im Voll-

BN

ringe V. liegende Fliche mit dem Rande g;s; + > Mty

WoF; = g5+ Zh,-k L. (A)
Ferner sei 7, ein Meridianschnitt von V, mit dem Rande ¢;:
ST, =t. - (B)

Zur Berechnung von 2'(s;, 5,) ersetzen wir s, durch eine benachbarte homo-
loge Kurve s, ~ s, die ganz in V, verlauft, und bringen sie zum Schnitt
mit ciner in g5 eingespannten Flache. Als solche kann man wegen (A)
und ‘B) F,— >k, T, benutzen. Dann ist

V(s ) = :gI—TS(F" — > hy Ty, 5,) = —%} (mod 1). ©

Denn s (F,, s;) ist o, weil F; und s, in verschiedenen Vollringen liegen, und
T, s) st = —1 fiir ¢ = L und = o fiir 7= k.

Enthalt nun ¢, den Primfaktor 7, , SO heiit dies, dafl in der Reihe
9., -y Ziy, jeder Torsionskoeffizient den Faktor r,, mindestens einmal

7
LSRR

Das folgt daraus, daf§ die zweifache Uterlagerung des Auflenraums einer Kleeblattschlinge
zur Torsionsgruppe die zyklische Gruppe der Ordnung 3 hat. (Vgl. K. Reidemeister, Knoten-
. Berlin 1932, S.25.) Ist B erzeugendes Element dicser Gruppe, so ist nach S.824 (B, B)
+ oder %, je nach der riumlichen Orientierung.

: W Reidemeister, Heegaarddiagramme und Invarianten von Mannigfaltigkeiten. Hamb.

Abhdiz. Bd. ro.

£

)
Fey
v

it




828 Sitzung der physikalisch-mathematischen Klasse vom 2. November 1933

weniger enthilt als der vorangehende. Enthilt nun etwa g; den Primfakeor
in der hochsten Potenz o,

gi == :I;'rm .yimJ

so gibt es in der Zerlegung der Homologiegruppe nach zyklischen Gruppen
von Primzahlpotenzordnung genau eine Gruppe der Ordnung . Als

me

erzeugendes Element dieser Gruppe kann man y,, s; nehmen. Es ist nach (C)

by v hii y;
D (YinSis Vip§) = ——= = . (mod I).
(ylm i3 yzm 1) g“ n::m A ( \ )
Der Restcharakter (mod 7;,) der einreihigen Kastchendeterminante 4 Fim
ist nun eine Verschlingungsinvariante der orientierten Mannigfaltigkeit. Also
ist der Restcharakter von %;; ebenfalls eine topologische Invariante.

Hr. K. Reidemeister machte mich iiberdies darauf aufmerksam, daf§ Ver--

‘schlingungsmatrizen bereits von Hrn. G.de Rham, Journ. de Math. 10 (1931)
eingefithrt worden sind. Ihre Klassifikation wird dort fir (47 -+ 1)-dimen-
sionale, aber nicht fiir (47 -+ 3)-dimensionale Mannigfaltigkeiten durchgefiihrt.

Ausgegeben am §. Januar 1934.




