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Es

Vorwort.

Den ersten Anlaf zur Abfassung des vorliegenden Lehrbuches gab eine
Vorlesung, die der eine von uns (Threlfall) an der Technischen Hochschule
Dresden gehalten hat. Aber nur ein Téil dieser Vorlesung ist in das Buch
itbernommen worden, Der Hauptinhalt ist in der Folgezeit in engem tég-
lichem Gedankenaustausch zwischen beiden Verfassern entstanden.

Wenn wir in diesem Buche eine Einfithrung und einen Uberblick ither
die zur Zeit in Bliite stehende Disziplin der Topologie zu geben versuchen,
g0 wollen wir wnser Ziel nicht dadurch erreichen, dafi wir die allgemeinen
Satze in méglichster Vollstindigkeit zusammenstellen und beweisen. Viel-
mehr werden wir die Begriffe, die sich als brauchbar erwiesen haben,
definieren und die Methoden, die von Erfolg gewesen sind und uns ans-
sichtsreich erscheinen, systematisch entwickeln und an Beispielen durch-
fithren.

Besondere Vorkenntnisse werden nicht vorausgesetzt. Fiir die wenigen

" allgemein bekannten Sitze, die ohne eigene Beweisfilbrung benutzt werden,

gind in Fufnoten Literaturstellen angegeben, wo man den Beweis in der
gerade bendtigten Form findet. — Wir beschrinken uns auf die kombi-
natorische oder algebraische Topologie, machen aber unter méglichster
Umgehung mengentheoretizcher Schwierigkeiten von der méthode mixte
(Gebranch. Im Mittelpunkt der Betrachtungen steht demnach der von
L. E. J. Brouwer eingefithrte Begriff des simplizialen Komplexes und der
der Mannigfaltigheit. - Fiir einen mit der Gruppentheorie und den darin
heute iiblichen Bezeichnungen nicht vertrauten Leser haben wir in einem
SehluBkapitel die benutzten Hilfssitze zusammengestellt; man mag es nétigen-
falls zwischen dem zweiten und dritten Kapitel lesen. Nach Moglichkeit

sind die Kapitel unabhingig voneinander lesbar gemacht worden. Auf ein

brauchbares; ausfithrliches alphabetisches Sachverzeichnis wurde Wert ge-

-legt. Die Anmerkungen am Schlusse des Buches geben Hinweise auf

weitere Literatur und sollen das Fortschreiten in Theorien erméglichen,
in die im Buche nur der erste Schritt getan werden konnte. Mehrere
Theorien kounten des beschrinkten Raumes wegen tiberhaupt nicht auf-
genommen werden. Besonders schmerzlich war es uns, den Alexanderschen,
Dualititssatz sowie die Alexandroffsche Theorie der abgeschlossenen Punkt-
mengen und Projektionsspekiren fortlassen zu miissen. Wir hoffen diese
Liicken in einem weiteren Bande auszufiillen, falls nicht inzwischen andere
Lehrbiicher der Topologie wus diese Aufgabe abnehmen.

Herrn Professor E. Trefftz sind wir in erster Linie fir das Zustande-
kommen. des Buches verpflichtet, da er uns nickt nur unter eigenen Opfern
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an Arbeitszeit die MuBie gegeben hat, die uns zur Ausarbeitung ‘néti

war, sondern uns auch hiiufig durch verstindnisvolles Kingehen anf unser%
Sqrgen und durch sachlichen Rat aufmunterte. Tn gleicher Weise danken
wir der Arbeitsgemeinschaft der Dresdener Mathematiker, inshesondere
Hrerm Prof. . Weber, fiir wissenschaftliche Mitarbeit. Von auswirtigen
Ixo_ilegen haben uns unterstiitzt die Herren L. Bieberbach und K Reibdé—
meister, die die Korrektur gelesen haben, ferner F. Hauvsdorft, H.'Kneser

Vorwort

(vgl. inshesondere § 58), B. L. van der Waerden, dessen Prager Vortrag [1]

und dessen miindliche Anregungen auf die Anlage des Buches von Finfluf
gewesen sind. Fiir zahlreiche einzelne Hinweise bei der Korrektur danken
wir fiberdies den Herren cand. math. W, Hantzsche und cand. math, Fl, Wendt
in Dresden. Der Verlag hat uns in vorbildlicher Weise die Miike c.’:er Kor-
rektur erleichtert und unsere typographischen Wiinsche erfiillt.

Dresden, im Januar 1934. K
H. Seifert. 'W. Threlfall.

. dZifi'eri 'tin Eckigen K]}l&mmern weisen auf das alphabefisch .llR-Ch Verfassern ge-
__ ordnete Literaturverzeichnis, kleine hochgestellte Ziffern auf die : :
e dos Becher n . o iffern wuf die Anmerkungen am
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Erstes Kapitel.

Anschauungsmaterial.

§ I. Hauptproblem der Topologie;

Die Topoiogie hat es mit solchen Eigenschaften geometrischer Figuren zu
tun, diebel topologischenAbbildungen, d b umkehrbar eindsutigen
und umkehrbar stetigen Abbildungen ungesndert bleiben. Unter einer geo-

metrischen Figur verstehen wir zungchst eine Punktmenge im dreidimen-

sionalen {oder einem hdherdimensionalen) Raume; eine stetige Abbildung
ist eine solche, die in einem kartesischen Koordmatensystem dieses Hau-
mes durch stetlge Funktionen vermittelt wird. Die abbildenden Funktionen
brauchen nur fiir die Punkte der Figur, nicht fiir den ganzen Ranm defi-
niert zu sein. Die Eigenschaften, die bei topologischen Abbildungen un-
gedindert bleiben, heifien topologische Eigenschaften der Figur, und zwei
Figuren, die sich topologisch aufeinander abbilden lassen, heifien h omdéo-
morph. e '

Homoomorph gind z, B. Halbkugelfliche und Kreisscheibe, deun man
kann durch Orthogonalprojektion die Halbkugel auf die (111 der Fig. 1
schraffierte) Kreisscheibe topologisch ab-
bilden. Allgemeiner sind zwei Flichen,
die man durch Verbiegen und Ver-
zerren ineinander deformieren kann, wie
Kugelfliche, Wiirfeloberfliche und Etlip-
gold oder wie Krelsring und Zylinder-
mantel (endlicher Linge), homdomorph, ~

Leicht lassen sich beliebig viele Bei- Fig. 1.
spiele homomorpher Figuren angeben, darunter auch solche, denen man
die Hom8omorphie nicht auf den ersten Blick ansieht, wie z. B. die eukli-
dische Fbene und die punktierte Kugelfliche, das ist die Kugelfliche, aus
der man einen Punkt emtfernt hat. Beide lassen sich durch stereographi-

sche Projektion topologisch aufeinander beziehen, und sie sind iiberdies

dem Inneren einer Kreischeibe homdomorph (§ 6, 2. und 3. Beispiel).
Mehr Schwierigkeiten bictet es im allgemeinen, nachzuweisen, daB zwei
Punktmengen nicht homSomorph sind. Klar ist, dafl Punkt und Strecke
nicht homGomorph sind, da diese beiden Punktmengen nicht einmal ein-
eindeutig aufeinander abgebildet werden kSnmen. Leicht sieht man auch
noch ein, dafl Strecke und Kreisscheibe sich nicht topologiseh aufeinander
abbilden lassen; denn sind 4, B, O drei Punkte der Kreisscheibe, so
S8eifert-Threlfall, Topologie . i



2 Anschanungsmaterial §1

kann man A stetig in B iiberfithren, ohne C zu treffen. Diese Eigenschaft
der Kreisscheibe bleibt bei topologischer Abbildung erhalten, sie kommt
aber der Strecke nicht zv, da man bei stetiger Uberfilhrung des einen
Endpunktes der Strecke in den anderen notwendig iiber den Mittelpunkt
kommt. Dieser einfache Schinf versagi dagegen, wenn man eine Kreis-
scheibe mit einer Vollkugel vergleicht. Denn wollte man die Kreisscheibe
dadurch auszeichnen, daB es in ibr geschlossene, sie zerlegende Kurven
gibt, s0 miifite man von der Vollkugel zeigen, dafl eine geschlossene Kurve
sie niemals zerlegh, Warum aber kann eine geschlossene Kurve nicht so
in der Vollkugel liegen, daf sie alle Punkte einer die Vollkugel zer-
legenden Fliche durchliuft? Zwar kann dergleichen nieht vorkommen.
Doch 188t sich mit s o einfachen Hilfsmitteln wie die topologische Ver-
schiedenheit von Strecke und Kreisschelbe nicht mehr beweisen, dafl
Kreisscheibe, Vollkugel und die entsprechenden hsherdimensionalen Ge-
bilde nichthomSomorph sind (Beweis siche § 33). '
Der Hom8omorphiebegriff spielt in der Topologie dieselbe Rolle
wie der Kongruenzbegriff in der Elementargeometrie. Wie zwet Fi-
guren elementargeometrisch nicht wesentlich verschieden sind, wenn sie
- einander kongruent sind, so sind sie topologisch nicht wesentlich verschieden,

wenn sie gich topologisch aufeinander abbilden lassen, d. i hom@&omorph
- gind. Wihrend aber zwel kongruente Figuren immer durch eine kongru-
ente Abbildung des ganzen Raumes starr ineinander bewegt werden
ktnnen, braueht es fiir homSomorphe Figuren keine topologisehe Abbil-
dung des ganzen Raumes zu geben, die sie ineinander iiberfiihrt.

Beispielsweige ist eine Kreislinie in eine verknotete Kurve, z. B.
in die sog. Kleeblattechlinge (Fig. 2), nicht durch eine topologische Ab-
bildung (also erst recht micht durch eine Deformation) des ganzen Raumes
fiberfithrbar (8.180). Dagegen sind beide Kuwrven hom@omorph, denn man
kann die Punkte des Knotens umkehrbar eindeutig und stetig auf die der

Kreislinie abbilden, und nur auf diese Punkte, nicht
auf die des einbettenden Raumes kommt es filr die
Bezichung der Homdomorphie an.

Ebenso sind hombo-
morph, aber nicht durch
eine topologische Selbst-
abbildung des ganzen Rau-
mes ineinander therfiibrbar
ein um ein Vielfaches von
2a tordiertes geschlossenes Band (Fig. 3) und ein untordiertes Band, was
man erkennt, wenn man die Binder zu zwei kongruenten rechteckigen Streifen
aufschneidet und entsprechende Punkté dieser Streifen einander zuordnet.

Knoten und Kreislinie, tordiertes und untordiertes Band sind topo-
logisch #gquivalente Figuren, die sich nur durch ihre Hinlagerung in
den dreidimensionalen Raum voneinander unterscheiden. Der Untersehied
ywischen beiden wiirde verschwinden, wenn man den dreidimensionalen

Fig. 2. Pig. 3.

§t Hauptproblem der Topologie 3

-Raum als Teilrauﬁ des vierdimensionalen betrachtete und Deformationen

in diesem zulieBe; dann wiren Kreis und Knoten so gut wie Kreis wnd
Ellipse ineinander obne Selbstdurchdringnngen deformierbar.!

Wir trennen daher hinfort die ,inneren® topologischen Higenschaf-
ten einer Figur, das sind die, die bei allen topologischen A’i?bild"i'i'ngen
der Figur erhalten bleiben, von den fibrigen Eigenschaften,’ die von der
Einlagerung abhingen und die nur. bei topologischen Abbildungen des
gesamten Raumes sich nicht &ndern. _ o )

Diesen Unterschied wollen wir noch an einem weiteren Beispiel erldu-
tern. Wenn eine Kreislinie im Raume um eine Gerade rotiert, die in ihrer
Elene liegt, aber sie nicht trifit, so iiberstreicht sie eine Ringfldche, die man
auch einen Torus nennt. Durch irgendeinen Punkt O der Rij%gﬂ%iche geht eine
erzeugende Kreislinie hindurch; wir nen- ;
nen sie einen Meridiankreis a der Ring-
fliche. Uberdies geht durch den Punkt
der Kreis hindurch, der von ihm wih-
rend der Rotation beschrieben wird; er
mége ein Breifenkreis b heifien (Fig. 4).
Meridian- und Breitenkreis sind in einer
von topologischen Selbstabbildungen des
Raumes unabhingigen Weise voreinander
ausgezeichnet. Jenmer niimlich 188t sich
durch das Innere des von der Ringfliche
berandeten Vollringes hindurch auf einen §
Punkt zusammenziehen, dieser nicht. Die \
aus Ringfliche und Meridiankreis be-
stehende Figur 1aft sich daher nicht in
die aus Ringfliche und Breitenkreis be-
stehende durch eine topologische Selbst-
abbildung des gesamten Raumes dberfithren. Diese Bevorzugung des Meri-
diankreises vor dem Breitenkreise ist aber keine innere Figenschaft der

— —

Fig. 4.

- Ringfliche. Denn man kann die Ringfliiche, wenn anch nicht durch De-

formation im Raume, fopologisch so auf sich abbilden, daff Meridian- und
Breitenkreis ihre Rollen vertauschen. Zu dem Zwecke [
denke man sich die Ringfliche als eine elastische Haut
und schuneide diese lings ¢ und b anf. Man kann dann -
die aufgeschnittene Fliche durch Verbiegen und Ver- af ( )
zerren in ein ehenes Quadrat auseinanderbreiten (Fig. 5).
‘Wenn man nun das Quadrat um eine Diagonale um-
klappt, so ist das eine topologische Selbstabbildung des - b
Quadrates, bei der sich @ und b vertauschen; ihr ent- Fig. 5.

_ spricht eine ebensolche Selbstabbildung der Ringfliche. — Kin weiteres

typisches Beispiel fiir den Gegensatz zwischen topologischen inneren und

. Einbettungseigenschaften ist die im nichsten Paragraphen erwihnte Orien-
" fierbarkeit nnd Zweiseitigheit einer Fliche. ;

.1*
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Unter den topologischen Eigenschaften macht sich daher ein ana-
loger Unterschied geltend wie in der Differentialgecmetrie, wo bekannt-
lich die inneren metrischen Bigenschaften, die einer Fliche unabhingig
von ihrer Lage im Raume zukommen und die durch die erste m-etriszhe

. Grundform bestimmt sind, den metrischen Higenschaften der aus Fliche
- und Baum hestehenden Figur gegeniibertreten, die durch die zweite Grund-
. form festgelegt werden. :

Das Haunptproblem der Topologie besteht darin, zu entscheiden,
ob zwei vorgelegte Figuren hom&omorph sind und wo méglich alle Klassen
nichthombomorpher Figuren aufzuzihlen. Obwohl es ausgedehnte Theorien
iiber beliebige Teilmengen des euklidischen Raumes gibt*), werden wir es
nieht mit einem so allgemeinen Begriff der Figur zu tun haben. Er wirde
uns in unerwiinschte mengentheoretische Schwierigkeiten verwickeln. Eng
genug, um diesen Schwierigkeiten zu entgehen, und weit genug, um fast
alle interessanten Figaren zu umfassen, ist der von L. E. J. Brouwer ein-
gefithrte Begriff des Komplexes, der sich im Laufe der Untersuchungen
- weiter zu dem der Mannigfaltigkeit verengt. Die hier behandelte Topo-

logie wird also nicht eine mengentheoretische, sondern eine Topologie
der Komplexe und Mannigfaltigkeiten sein.

- Die Bigenschaft, die den Komplex vor beliebigen Punktmengen eines
. Raumes auszeichnet, ist seine Triangulierbarkeit: Er ist eine Punktmenge,

die sich aus endlich oder abzahlbar unendlich vielen nicht notwendig ge-
radlinigen Strecken, Dreiecken, Tetraedern oder den entsprechenden hher-
dimensionalen Bausteinen zusammensetzt. Dieses Zusammensetzen braucht
aber nicht notwendig in einem Raume zn erfolgen, man kann vielmehr,
wenn man will, von einem einbettenden Raume v5llig absehen. Durch dié
Triangulierbarkeit werden die meisten der sog. pathologischen Punkt-
mengen von der Betrachtung ausgeschlossen, und es wird ein enger An-
schlufl an die Gegenstinde geometrischer Anschauung erreicht, so daf
man die Topologie der Komplexe auch eine Kautschuktopologie genannt
hat. Komplexe sind z B. alle Riemannschen Flichen, die euklidischen
Riume beliebiger Dimension selbst sowie die in ibnen liegenden offenen
Teilmengen und algebraischen Kurven und Flichen, die projektive Ebene
und der projektive Raum, alle enklidischen und nichteuklidischen Raum-
formen und Diskontinuititsbereiche metrischer Bewegungsgruppen, ferner
Lagen- und Phasenrdume mechanischer Systeme.

Um der Lésung des Hauptproblems niherzukommen, werden wir topo-
logisch invariante und der Berechnung zugingliche Eigenschaften der
Komplexe suchen, die als Unterscheiduingsmerkmale ‘dienen kénnen. Die
wichtigsten solchen Figenschaften, die im Mittelpunkt unserer Unter-
suchungen stehen, sind die Homologiegruppen und die Fundamental-

~ gruppe eines Komplexes. - o
Einstweilen aber wollen wir zusehen, wie weit wir das Hauptproblem

*) Literatur bei Tietze-Vietoris [8] 1 e. L

§2 : Geschlossene Fliachen b

ohne diese Hilfsmittel fordern konmen. Wir versuchen wos daher ohne
weitere Vorbereitungen an einem Teilproblem, indem wir fragen, welche

nichthomdomorphen geschlossenen Flichen es gibt.

§ 2. Geschlossene Flachen. w

Im vorigen Paragraphen haben wir die Ringfliche lings Meridian- und
Breitenkreis zu einem cbenen Quadrate auseinandergeschnitten. Dieses
Quadrat zusammen mit der Angabe, daf gegeniiberliegende Seiten als
aquivalent, d. h. als nicht verschieden zu betrachten sind, heifit das Poin-
carésche Fundamentalpolygon der Ringfldche. Ks bestimmt die
Ringflache, wenigstens was ihre inneren topologischen Eigenschaften be-
trifft, vollstindig. Nicht bestimmt sind dagegen die zufilligen metrischen
und die Einbettungseigenschaften wie Flicheninhalt, Lage im KRaume
usw. Aber mit diesen Figenschaften hat es die Flichentopologie nicht
zu tun. Vom Standpunkte der Flichentopologie sus sind alle Ringflichen,
die man aus dem Fundamentalpolygon durch Zusammenhiegen und An-
einanderhieften zugeordneter Seiten erhalten kann, gleichwertig, z. B. ist

_ die Rotationsringfiiche flichentopologisch von einem verknoteten Sehlauche

nicht zu unterscheiden. Man wird die Moglichkeit der Zerschueidung
einer Fliche in ein oder mehrere Polygone direkt zur Definition der ge-
schlossenen Fliche erheben und unter einer geschlossenen Fliche ein
solches Gebilde verstehen, das aus endlich vielen Polygonen dureh paar-
weises Aneinanderheften der Polygonseiten erhalten werden kann. Damit
wird die Figur der geschlossenen Fliche aus dem umgebenden Raume
herausgehoben und erhilt eine von diesem unabhingige Fxistenz als
zweidimensionale Mannigfaltigleit, ein Begriff, der spiter seine genaue
Definition finden wird. S

Die Zerschneidung der Ringfliche zum Quadrat fithrt nun dazo, eine
ganze unendliche Reihe geschlossener Flichen durch Polygone mit paar-
weiser Kantenzuordnung darzustellen. Zu dem Zwecke schneiden wir
aus der Ringflache ein ungefihr kreisfrmiges Loch herauns. Der Loch-
rand ! moge durch den Punkt O hindurchgehen. Nach einer Deformation
entsteht die gelochte Ringfliche oder der Henkel (Fig. 6). Das Loch
konnen wir auch in die zum Quadrat anfgeschnittene Ringfliche eintragen
(Fig. 7) und danach den kreisférmigen Loch-
rand ! im Punkte O aufschueiden. Hs ent-

Fig. 6. Fig. 7.
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steht ein Finfeck (Fig. 8), in das sich der Henkel nach Aufschneiden
lings der beiden Kurven o und b ausbreiten 1aBt. Das Fimfeck hat eine
freie Kante, den Lochrand 7, wihrend die fibrigen Kanten wieder paar-
weise iiber Kreuz einander zugeordnet sind.

Nimmt man nun zwei zn Finfecken aufgeschnittene Henkel und heftet
sie mit ihren Lochrindern aufeinander (Fig. 9), so entsteht nach Weg-
© loschen des gemeinsamen Lochrandes 7

- o . - 0
ein Achteck mit einer paarweisen Seiten- By
zuordnung, wie sie Fig. 10 zeigt In o,gé\ﬂ
dieses kann man daher die Doppelring- £ S
0 0 ¥ =]
[ & bfl’ I . “311
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fléiche (anch Brezelfliche genannt) einwickeln, indem man die acht Zipfel
in einen Punkt zusammenbiegt? In der Figur bringen wir, wie wir es
schon im Falle der Ringfliche getan haben, die paarweise Zuordnung
dadurch zum Awusdruck, daB wir zugeordnete Seiten mit dem gleichen
Buchstaben bezeichnen und Pfeile derart auf sie setzen, daf bei der
Zuordnung Pfeilspitze auf Pfeilspitze fillt. Alsdann kann man die Zuord-
nung und damit die geschlossene Fliche durch eine einzige Formel be-
schreiben; sie wird erhalten, indem man den Rand des Polygons in
bestimmtern Sinne durchlinft und die Seiten mit dem Xxponenten 41
(den wir meist fortlassen werden) oder mit —1 versieht, je nachdem die
betreffende Seite in der Pfeilrichtung oder entgegen der Pfeilrichtung
durchlaufen wird. Im Falle der Doppelringfliche lautet der Ausdruck bei
der aus der Figur ersichtlichen Wahl der Seitenorientierungen und bei
geeignet vorgegebenem Umlaufsinn des Achteckes
| ay by a7 bt agbyag thT

‘An ein kreisférmiges Loch der Doppelringfliche, dessen Rand dureh
den Punkt O hindurchgeht, 138t sich ein weiterer Henkel ansetzen. Nach
Wegléschen des Lochrandes erhilt man ein 12-Eck. Wie man die Doppel-
ringfliche nach einer unwesentlichen Deformation auch als Kugel mit
zwei angesetzten Henkeln auffassen kann, so wickelt dieses 12-Eck die
* Kugel mit drei angesetzten Henkeln ein. Allgemein gewinnt man die zum
-_473-Eek aufgeschnittene Kugel mit h angesetzien Henkeln, wofir wir, da
es uns auf Deformationen nicht ankommt, auch sagen kbnnen: die Ring-
fliche mit % —1 angesetzten Henkeln. Die paarweise Seitenzuordnung

~ihrem Mittelpunkte

g2 Geschlossene Flachen i

des 4h-Ecks, des Fundamentalpolygons der Kugel mit A Hénkeln,3 ig

durch dis Seitenfolge - . .
a bar bt aba Tt (%)

auf dem Randkreise bestimmt, Jede Folge a;b.a;?b;' entspricht einem
Henkel, den man zum Fiinfeck aufgeschnitten erhiilt, wenn man die
vier Seiten vom Polygon durch eine Diagonale ! abschneidet.

Auch der Kugelfliche selbst kommt ein bestimmtes Fundamentalpolygon
zu, auf das man sie nach Seitenidentifizierung umkehrbar eindeuntig und
stetig abbilden kann. Man. erhilt es, wenn man sie lings eines Bogens a
mit den Endpunkten O und P aufschneidet. Es entsteht
dadurch ein Zweieck mit dem Randkreise

aa? ()

das im Glegensatze zu den ibrigen Fundamentalpoly-
gonen zwei verschiedene, d. h. nicht zu identifizierende
Eckpunkte O and P auf sich tragt (Fig. 11). Um die
Kugelfliche zu erhalten, werden die beiden Seiten des
Ziweiecks wie zwei Biigel eines Portemonnaies um die ‘
Scharniere O und P zusammengeklappt, wobei sich die Kreisfliche zum
kugelférmigen Beutel schliefit. '
In der Kugel mit % angesetzten Henkeln (h=0,1,2,...) haben wir
nur die eine Hilfte aller topologisch verschiedenen geschlossenen Flichen
vor uns. Wie diese erste Hilfte sich aus dem Henkel ableitet, so die
andere Hilfte aus dem |
Mébiushande. — Das '
Mobiusband ist ein
um 7 tordiertes ge-
schlossenes  Band
(Fig.12). Es wird von
einer Strecke ¢ mit
dem Anfangspunkte
0 und dem Xnd-
punkte P iiberstri-
chen, wenn sie mit

M um eine sie nicht
treffende Achse ro-
tiert, und zwar so, : ‘
daf sie immer mit der Achse in einer Ebene bleibt und sich wihrend
einer vollen Umdrebung der Ebene um die Achse selbst in der gedrehten
Ebene durch den Winkel m um ihren Mittelpunkt dreht. ‘

Schneidet man das Mdbiushand langs der Strecke ¢ anf, so entsteht ein
Rechteck mit dem Randkreise '

cr’cr—t




8 Anschaunungsmaterial

und zwei verschiedenen (nicht dquivalenten) Eckpunkten O und P (Fig. 13).
Die beiden freien Seiten 7" und 7" sefzen sich zum Rande des M&bius-
bandes zusammen, der eine einzige geschlossene Kurve, ein topologischer
Kreis ist. Die beiden anderen
zusamnenzuschliefenden Sei-
e ten ¢ und ¢ treten jetzt aber

nicht, wie im Falle der bisher

o r" p

f 2 T 2 123 betrachteten Fundamentalpoly-

l ] ”T 111 gone, mit verschiedenen .BExpo-

¢ ' ‘ nenten auf dem Randkreise auf,
. > b sondern beziehen beide vom
Fie. 12, Umlaufsinn  des Randkreises

den gleichen Exponenten. Da-
fir sagt men auch: sie sind verkebrt oder mach der zweiten Art ein-
ander zugeordnet, wihrend man den fritheren Fall als Zuordnung nach
der ersten Art oder direkte Zuordnung bezeichnet.

Der Henkel und das Mdbiusband werden beide von einem einzigen

topologischen Kreise berandet, d. i. von einer dem Kreise hom&omorphen
Kurve. Aber sie unterscheiden sich dadurch, daf der Henkel zweiseitig,
das Mébiushand einseitig im eukhdlschen Ranme liegt. Damit ist fol-
gendes gemeint. Wenn eine Fliege anf dem Mobiusband herumkriecht, ohne
seinen Rand zu iiberschreiten, so wird sie einmal — z. B. wenn sie die
Mittellinie. des Mébiusbandes durchlanfen hat ~— in- eine zu ihrer Aus-
gangsstellung antipodische Stellung geraten. Das Mabiusband hat also
nicht wie der Henkel zwei durch den Rand getrennte Seiten, deren eine
man schwarz, deren andere man weill anstreichen kann, so daB die Farben
nirgends als am Rande zusammenstofien, sondern es hat nur eine ein-
zige Seite.

Mit Hecht kann man einwenden, daB diese Einseitigkeit noch keine
innere Eigenschaft der Fliche zu sein braucht und daB sie daher noch
keinen Grund fir die Unmoglichkeit einer topologischen Abbildung des
um 7 tordierten auf das untordierte Band abgibt. Verschiebt man aber,
statt die Fliege auf der Fliche kriechen zu lassen, einen kleinen gerich-
teten Kreis mit drei numerierten Punkten 123 in der Fliche, der man
keine noch so geringe Dicke zusprechen darf, so gelingt es beim Mébius-
band, den Kreis verkehrt mit sich zur Decku.ng zu bringen, so daf die
Punkte 123 in der Fliche in die Punkte 32 1 fallen (Fig. 13). st dies
bei einer Fliche moglich, so nennen wir sie nichtorientierbar, im
anderen Falle orientierbar, weil man alsdann die durch einen kleinen
gerichteten Kreis gegebene Onentlerung der Umgebung eines Punktes in
eindentiger Weise an jede Stelle der Fliche verschieben kann. Die Orien-
tierbarkeit ist eine innere Figenschaft der Fliche. Die Zweiseitigkeit da-
gegen 138t sich nur definieren, wenn man die Fliche in einen dreidimen-
sionalen Ranm einbettet; sie hingt von der Art dieser Einbettung ab und
darf nicht mit der Orientierbarkeit verwechselt werden. Orientierbare Fli-

§2 -— (Feschlossene Flichen R 9

chen kann man in der Tat, wie sich spiter zeigen wird, zwar nicht in
den eulklidischen, aber in andere dreidimensionale Riume so einbetten,
dab sie einseitig darin liegen (§ 76).

Wie man nun vom Henkel zur geschlossenen Ringfliche gelangt, wenn
mant seinen kreisférmigen Rand mit einer Kreisscheibe zudeckelt oder,
was dasselbe besagt, den Lochrand des Henkels auf den Rand einer ge-

lochten Kugel aufsefzt, so erhilt man aus dem berandeten Mabiusband

eine geschlossene Fliche, indem man seinen Randkreis mit einer Kreis-
scheibe verschlieBt oder an thn den Rand einer gelochien Kugel ansetzt.
Freilich, im dreidimensionalen Raume 148t sich dieses Zudeckeln nieht
bewirken (§ 64), es sei denn, daf man Selbstdurchdringung zulifit. Nun
kann man allerdings zeigen, dafl sich die Zusammenheftung in einem
vierdimensionalen Reum ohne Selbstdurchdringung bewirken liBt, das
geschlossene Mobiusband also eine Fliche des vierdimensionalen Raumes
ist.” Fiir die inneren topologischen Eigenschaften dieser geschlossenen
Fliche ist aber die Moglichkeit der Einbettung unwesentlich; wir werden
sie schon vollstindig diskutieren konmen, wenn wir den Rand einer Kreis-
scheibe topologisch auf den Rand des Mohiusbandes abbilden und ent-
sprechende Punkte als nichtverschieden voneinander ansehen. In der
Nihe jedes Punktes wird sick dann das geschlossene Mébiushand wie ein
ebenes Flachenstiick verhalten. Die Frage aber, ob sich die so definierte
Fliche im groflen in den Raum legen 146} und ob man die Verheftung
lings des ganzen Randkreises im Raume vornehmen kann, bleibt un-
erdrtert.

Das so geschlossene Mobiusband ist nichst der Kugelfiiche die wich-
tigste geschlossene Fliche der Mathematik, die projektive Ebene.
Man pflegt sie in der projektiven Geometrie nicht als geschlossenes Ma-
biusband einzufiihren, sondern durch Schliefen der euklidischen Fbene
mit einer uneigentlichen Geraden. Bei dieser Auffassung entspréchen die
Punkte der projektiven Ebene in einem projektiven Koordinatensystem
umkehrbar eindentig den Systemen dreier reeller Verhdltniszahlen o :2y: %,
wobei nur das System 0:0:0 auszuschliefen ist. Deutet man a:l, a"z, @y
als homogene kartesische Koordinaten*), so dal « = =* und y =% ge-
withnliche kartesische Koordinaten der euklidischen Ebene sind, so schlleﬁt
sich diese durch die uneigentliche (unendlich ferne) Gerade mit der Glei-
chung &; == 0 zur projektiven Ebene. Deutet man z,, z,, x, als kartesische
Koordinaten des dreidimensionalen Raumes, so lassen sich hiernach die
projektiven Punkte nmkehrbar eindeutig den durch den Nullpunkt gehen-

den Geraden zuordnen.

") G. Kowalewski, Avalytische Geometrie (Leipzig 1928), § 14, 8. 82, Im iibrigen

" findet man Grundtatsachen der projektiven Geometrie in einer fiir unsere Zwecke

geeigneten Form dargestellt z. B. in F. Klein, Nichteuklidische Geometrie (Berlin 1928},
Eap. I; L. Bieberbach, Projektive Geometrie (Leipzig 1931); Hilbert Cohn-Vossen,
Anschauhche Geometrie (Berlm 1932); H. Weyl, Die Idee der Riemannschen Fliche
(Leipzig 1923).
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Wir wollen jetzt die topologische Ubereinstimmung der Mannigfaltig-
keit dieser Geraden mit der Mannigfaltigkeit der Punkte, die das ge-
sechlosseneMobiusband ausmachen, nachweisen. Schligt man um das Zentrom
des Geradenbiischels die Kugel vom Radius 1, so wird sie von jeder Biischel-
geraden in zwei Diametralpunkten durchstofen. Es sind damit die Punkte
der projektiven Ebene ebenfalls in umkehrbar eindeutiger und stetiger
Weise auf die Paare von Diametralpunkter der Einheitskugel abgebildet,
und man erhilt sowit die projektive Ebene, wenn man in der Menge aller
“ Punkte der Kugelfliche Diametralpunkte als nicht verschieden amsieht.

Fig. 14

Um die projektive Ebene darzustellen, kann man sich daher auf die
Punkte der unteren Halbkugelfiiche als Reprisentanten projektiver Punkte
beschriinken, und wenn man die Grenze der unteren Halbkugel, den Aqua-
torkreis, tiberschreitet, zum Diametralpunkte dieses Kreises @iberspringen.
Projiziert man jetzt moch die unfere Halbkugelfidche normal auf die
Tangentialebene ¥ im Stdpol S (Fig. 14), so hat man die projektive
Ebene damit anf die Binheitskreisfliche abgebildet, die durch Identifi-
zieren von Diametralpunkfen ihres Randkreises zn schliefen ist. Die
“Punkte des Randkreises entsprechen dabei paarweise demen der uneigent-
lichen (unendlich fernen) projektiven Geraden, mit der die euklidische
Ebene zur projektiven geschlossen wurde.

Aus dieser Abbildung erkennt man erstens die Ubereinstimmung der
. projeltiven Ebene mit dem geschlossenen Mobiusbande. Man hat nur aus
der Kreisfliche ein mittleres Band durch zwei vom Mittelpunkt gleich
weit abstehende parallele Strecken r’ und »" herauszuschueiden (Fig. 15),
es wird dann durch Diametralpunktidentifizierong des berandenden Kreises
zum Mébinsband., Die beiden iibrigbleibenden Kreissegmente aber setzen
sich lings der beiden Kanten b zu der das Mohiusband schlieBenden
Kreisscheibe mit dem Rande #'7" zusammen (Fig. 16).

Wie sich die projektive Ebene topologiseh als geschlossenes M&bins-
band darstellt, so liBt sich das Mobiusband hiernach als eine gelochte
projektive Ebene auffassen. Daraus ergibt sich eine neue Darstelluncr des
Mibiusbandes. Denn es ist offenbar fiir die entstehende berandete Flache

 nicht in dem Mafle wie etwa die Ringfliche als geschlossene Fliche des
~ euklidischen Raum legen 14t (Beweis siehe § 64).

~ einen Randkreises versehenen Kreisringes folgh, dal man aus einer be-

§2 Geschlossene Flichen - 11

topologisch gleichgiiltig, wo das kreisférmige Loch in der projektiven
Ebene angebracht wird. Wir kdunen es also auvch in die Mitte der Kreis-
" scheibe setzen, die durch Diametralpunktidentifizierung ihres Randes zur
-projektiven Ebene geschlossen wird, und erhalten damit die in Fig. 17
gegebene Darstellung des Mobiusbandes. Diametralpunkte des #uBeren

Fig. 15. o ig. 16. Fig, 17.

Randkreises sind zu identifizieren. Der innere Kreis ist der Rand des
Méobingbandes. Der Zusammenhang mit der urspringlichen Form des
Mbbiusbandes {Fig. 18) wird durch Zerschneiden des Kreisringes lings
der gestrichelten Btrecken und Zusammensetzen lings der duferen Halb-
kzeise hergestellt.

Zweitens verschafft uns die Abbildung auf die Kreisfliche das Fumn-
damentalpolygon der projeltiven. Ebene. Wir haben nur den Einbeitskreis
als ein Polygon, ind zwar als ein Zweieck aufzufassen, das von zwei Sei-
ten ¢ und & berandet wird. Alsdann driickt sich
die Diametralpunktidentifizierung des Randkreises
durch die Formel

aa

aus. Dabei fillt der Anfangspunkt der Seite o %{
mit ihrem Endpunkt in den Punkt O der projek- ¥
tiven Ebene zusammen (Fig. 18), und ¢ ist das
Bild einer projektiven Geraden, durch die man die
projektive Ebene somit zum Fundamentalpolygon
aufschneiden kann. _

Hiermit ist die projektive Ebene in die Reihe der durch ein Funda-
mentalpolygon dargestellten geschlossenen Flichen eingeordnet. Dal sie

euklidischen Raumes bekannt ist, liegt daran, daf sie sich — wie alle
nichtorientierbaren Flachen — nicht ohne SBelbstdurchdringung in den

Aus der topologischen Ubereinstimmung des Mobiusbandes, der ge-
lochten projektiven Ebene und des mit Diametralpunktidentifizierung des

liebigen geschlossenen Fliche ein und dieselbe neue Fliche erbilt, wenn
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man ein kreisformiges Lioch in sie schneidet und dann entweder auf den
Lochrand ein Mébiusband oder eine gelochte projektive Ebene aufsetzt
oder den Lochrand durch Diametralpunktidentifizierung schlieft. Das auf
ein kreisffrmiges Loch aufgesetzte Mébiushand nennt man zuweilen eine
Kreuzhaube.)

Die uns noeh fehlenden geschlossenen Flichen gewinnen wir nun, wenn
wir an eine Kugel mehrere Mabinsbinder ansetzen. Gleiches Verfahren
wie mit den Henkeln: wir schneiden in die projektive Ebene (Fig. 18) ein
Loch mit dem Rande { hinein, der durch dem Punkt O hindurchgeht.
Durch Anfschneiden des Lochrandes im Punkte O entsteht aus dem Fun-
damentalpolygon der projektiven Ebene ein Dreieck mit dem Randkreise
aal und durch Aneinandersetzen zweier solcher Dreiecke mit den Rand-
kreisen a,a,] und aga0~* lings der Lochrinder und Wegldschen der
Nahtlinie [ ein Viereck mit dem Randkreise

€y Gy G

(Fig. 19). Es ist das Fundamentalpolygon der Kugel mit zwei anfgesetzten
Mébiugbandern.

Diese Fliche ist unter dem Namen des einseitigen Schlauches oder der '

nichiorientierbaren Ringfliche belannt. Schneidet man nimlich das Fon-
damentalpolygon lings der von der Nahtlinie ! verschiedenen Diago-
nale m in zwei Dreiecke auseinander und setzt diese lings ihrer Kanten o,
wieder zusammen, so erhilt man ein mneues Viereck (Fig.20) mif dem

Randkreise a, matm, mn
o ]
\\\ ak
L l
k\
@ & X
'\\‘. \
X
Lo 7] L- T
L Ry
0 mn 0 m
Fig. 10. Tig. 20. TFig. 21.

in das sich offenbar dieselbe Fliche einwickeln lift. Dieses Viereck kann
man, wenn man die beiden Kanten ¢, zusammenbiegt, als einen Zylinder
auffassen (Fig.21); seine beiden begrenzenden Kreise m sind punktweise,
aber so zu identifizieren, daB sie micht lings der Mantellinie parallel ver-
schoben zur Declung kommen — dies wiirde zur orientierbaren

*) Die Rechtfertigung dieser Benennung sowie eine ausfiibrliche Darlegung der
anschaulichen Verbidltnisse findet sich in dem 8, 9 angefithrten Buche von Hilbers
Cohn-Vossen auf 8. 2791

Kugel erhslt man eine

§3 Isetop, homotop, homolog 13

Ringfliche fiihren -—, sondern dab solche Punkte zusammenfallen, die
durch Umklappen um eine mittelsenkrechte Gerade z der Zylinderachse
ineinander tibergehen. -

Durch Aneinandersetzen der Randkreise im euklidischen Raume 16t
gich diese Identifizierung nur bewirken, wenn man den Zylinder sich
selbst durchdringen l4fit (Fig. 22). Schneidet man den so erhaltenen ein-
seitigen Bchlauch der
Linge nach durch, so
zerfallt er in zwei M-
biusbidnder, deren eines
in Fig. 23 gezeichnet ist.

Duarch Aufsetzen von
kEMébhinsbindern auf die

geschlossene Fliche, die
sich in das Fundamental-
polygon mit dem Rand-
kreise

a0 Ay y ... 0 (k)
einwickeln 1aBt. .

Weder wissen wir, ob die geschlossenen Flichen, die wir so erhalten
haben, alle geschlossenen Flichen ausmachen, noch haben wir bisher
bewiesen, dab sich keine zwei von ihnen topologisch aufeinander abbilden
lassen. Der erste Zweifel liefe sich leicht beheben; wir tun es in § 38.
Die topologische Verschiedenheit dagegen erfordert zu ihrem Beweise
(§ 39) den Begriff und die topologische Invarianz der Homologiegruppen.

Mit den eben-aufgezéhlien Flichen sind noch nicht alle Flichen er-
schipft. Nur die geschlossenen Flachen haben wir hisher gewonnen;
sie sind dadurch charakterisiert, daB sie sich mib endlich vielen Polygonen
iiberdecken lagsen und unberandet sind. Flichen, zu deren Parkettierung

_unendlich viele Polygone erforderlick sind, heifien wnendlich.* Zu ihnen

gehort die euklidische Ebene und das einschalige Hyperboloid des eukli-
dischen Raumes. '

§ 3. Isotop, homotop, homolog.

‘Die Methoden, mit denen wir die NichthomSomorphie von Mannig-
faltigheiten, z. B. der geschlossenen Flichen, beweisen werden, beruhen
grob gesprochen auf einer Klassifikation der niederdimensionalen Gebilde,
die sich in die Mannigfaltigkeiten hineinlegen lassen. Wir wollen dies am

- einfachsten Beispiele, den Kurven auf Flichen erliuntern.

Wir betrachten zunéchst deppelpunkifreie, mit einem bestimmten Durch-

- lanfungssinne versehene Kurven, also topologische Bilder von orientierten

Kreisen. Zu einer naheliegenden Iinfeilung aller solchen geschlossenen
Kurven gelangt man, wenn man zwei Kurven # und b, die sich auf der
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Fliche ineinander stetig deformieren lassen, als &quivalent betrachtet. Da-
bei haben wir zuniichst sog. isotope Deformationen im Auge, das sind
solche, bei denen alle Zwischenlagen, die o bei der Uberfithrung in b an-
nimmt, wieder doppelpunktfreie Kurven sind, o und b heifien als-
dann isotop. Isotop sind z. B. irgend zwei

gleich orientierte Meridiankreise auf der Ring-

fliche, ebenso die beiden ebenen Kurven I und I

der Fig. 24, nicht aber ist T isotop mit TIL

Die isotopen Deformationen, die sich mathe-

matisch schwer behandeln lassen, werden im

folgenden nur eine untergeordnete Rolle spielen

im Vergleich zu den homotopen Deformationen.

Bei einer homotopen Deformation von a in

b wird nicht gefordert, daf alle Zwischenlagen

I
ir : g

doppelpunktfreiec Kurven sind, vielmehr kann

sich @ bei seiner Uberfithrung in b beliebig

iberschneiden. Lassen sich ¢ und b, die wir

selbst jetzt micht mehr als doppelpunkifrei

' v vorauszusetzen brauchen, durch eine homotope
Deformation ineinander iiberfithren, so heilen
sie homotop, genauer frei homotop. Isotope Kurven sind natiirlich erst
recht homotop. Alle vier Kurven der Fig. 24 sind einander homotop
in der Fhbene, denn jede ist sogar nullhomotop, d. h. in einen Punkt
susammenziehbar. Binander nicht homotop sind ein Meridiankreis der
Ringfliche und der entgegengesetzt durchlanfene; ebensowenig sind ein
Meridiankreis und ein Breitenkreis homotop, und
alle Meridian- und Breitenkreise sind nicht null-
homotop. — Obne Bezugnahme auf eine Deforma-
tion hitten wir die Homotopie zweier Kurven auch
o erkliren kopnen: Zwei Kurven ¢ und b sind
homotop auf der Flache 5§, wenn sich ein Kreis-
ring (Fig. 25) stetig (nicht notwendig topologisch)
so in die Fliche 5§ abbilden 1afit, daB die beiden
orientierten Randkreise @ und b in a und b iiber-
gehen, Wenn dies namlich mdglich ist, so ent-

Tig. 24.

Fig. 25.

gpricht . einer konzentrischen Uberfilhrung von @ in b eine homotope De- -

- formation von @ in b, und umgekehrt: wenn man @ homotop in & tber-
fiihrt, so wird dabei gerade ein ,singulirer” Kreisring, d. h. das stetige
Bild eines Kreisringes iiberstrichen,

Hier liegt nun eine Verallgemeinerung nahe, die uns zn der gribsten
wnd gicher wichtigsten Klasseneinteilung der geschlossenen Kurven, zu
den Homologieklassen, fithrt. Man braucht nur den Kreisring — das ist
topologisch eine zweifach gelochte Kugelfidche — durch eine zweifach ge-
lochte orientierbare Fliche beliehigen Geschlechies & zu ersetzen (die Fig. 26
zeigt den Fall 7 =1) und sie stetig (nicht notwendig umkehrbar ein-

§4 Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten 15
dentig) in §§ abzubilden. Wenn sich diese Abbildung so vornehmen lifit,

~ dafl die (wie in der Figur orientierten) Lochrinder & und b in zwei vor-

gegebene Kurven @ und & tibergehen, so heifen ¢ und b einander homolog.
Bo sind z. B. die beiden Kurven «
und b auf der in Fig. 27 gezeichnetén
Flache 5 (Kugel mit 3 Henkeln) ho-
molog. Denn sie bilden den Rand

Fig. 246. Fig. 27,

einer jeden der beiden zweifach gelochten Ringfliichen, in die i§ durch a 1ind &
zerlegt wird. Die Homologieklassen lassen sich, wie wir spéter zeigen
werden, als Tlemente einer abelschen Gruppe, der Homologiegruppe der
Dimension 1, anffassen. Sie ist eine topologische Invariante der Fléche .

"Mit ihrer Hilfe gelingt es, die im vorigen Paragraphen aufgezihlten Fli-

chen als verschieden zu erweisen. Beispielsweise gibt es auf der Kugel-
fliche nur ein e Homologieklasse, auf der projektiven Ebene zwei, wihrend
die Homologiegruppen der tibrigen geschlossenen Flichen unendlich sind.
Natiirlich bediirfen die hier nur fliichtig angedeuteten Begriffe einer ge-

. naueren Definition und die Sitze der Beweise, die den Hauptgegenstand

der folgenden Kapitel ausmachen werden.

§ 4. Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten.

Wihrend die Frage nach den topologisch verschiedenen Flachen
durch eine vollstindige Theorie beantwortet werden kann, ist das ent-
gprechende Problem in drei und mehr Dimensionen ungeldst. Man kann schon
die dreidimensionalen topologisch verschiedenen Raunme nicht vollstindig
aufziblen, Die mehrdimensionale Frage ist nicht nur an sich interessant,
sondern auf sie haben Probleme aus der Theorie der Differentialgleichun-
gen und aus der Funktionentheorie zweier unabhingiger komplexer Ver-
anderlicher gefiihrt. Freilich liegt der Gegenstand einer solchen Theorie
der Anschauvung ferner. Wahrend alle orientierbaren geschlossenen Fli-
chen als Riemannsche Flichen in der Funktionentheorie auftreten, haben
von dreidimensionalen geschlossenen Riunmen vor allem zwei eine Rolle
in der aufertopologischen Mathematik gespielt: der projektive und der
sphirische Raum. .

Der (reelle) projektive Rawm entsteht aus der Forderung, den euklidischen

Raum durch neue Punkte so zu erginzers, dafl in der neuen Punktmenge

die projektiven Transformationen wmkehrbar eindeutig werden. Man er-
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reicht dies in bekannter Weise, indem man den euklidischen Raum durch
eine uneigentliche Ebene, die Bildebene der Fluchtebene einer projektiven
Abbildang des euklidischen Raumes, schliebt. Der projektive Raum ist im
Gegensatz zum euklidischen Raum ein geschlossener Raum; er 1aft sich
mit endlich vielen Tetraedern iiberdecken (§ 14).

Zum sphérischen Raume aber schliebt sich der guklidische Raum, wenn
man die Forderung der umkehrbaren Eindeutigkeit an die konformen
Abbildungen, das sind die Kugelverwandtschaften des euklidischen Rau-
mes, stells.*) Unter diesen befindet sich die Abbildung durch reziproke
Radien, bei der der Mittelpunkt der Einheitskugel (Inversionskugel) kein
Bild im euklidischen Raume hat. Man hat nun den euklidischen Raum
durch den Bildpunkt dieses einen Punktes (und nicht durch die Punkte
einer ganzen uneigentlichen Ebene) zu sehliefen, um zum sphirischen
Raume zu gelangen. Die hier vorgenommene SchlieBung ist das drei-
dimensionale Analogon der Schliefung der Zahlenebene zur Zahlen-
kugel. In der Tat werden wir in § 14 sehen, dafy der sphiirische Raum
die zwangliufige Verallgemeinerung der Kugelfliche auf ‘drei Dimen-
sionen ist’ ' ‘

Die fibrigen mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten, die in der Mathe-
matik auftreten, sind hiufig nicht Punktmannigfaltigkeiten, sondern ibre
Blemente sind Gegenstinde anderer Art. Hinen Fall einer nicht aus
Punkten bestehenden, allerdings noch zweidimensionalen Mannigfaltigheit
haben wir bereits kennengelernt: die Menge aller durch einen Punkt des
dreidimensionalen ewklidischen Raumes gehenden nichtorientierten Ge-
raden. Diese Mannigfaltigkeit lief sich auf die projektive Ebene so ab-
bilden, daf benachbarte Geraden in benachbarte Punkte {ibergehen. Andere
Beispiele liefern die simtlichen Lagen eines mechanischen Systems. Hin
besonders einfacher Fall ist z. B. das ebene Doppelpendel. Es be-
steht aus zwei in einem Gelenke B miteinander verbundenen starren Sti-
i ben f, und I; deren einer mit seinem freien Hinde an einem
fosten Aufhiingepunkte A befestigt ist (Fig. 28). Im iibrigen
ist das Doppelpendel in der Ebene frei beweglich. Die
samtlichen verschiedenen Lagen, die es anzunehmen vermag,
lagsen sich durch die beiden Winkel beschreiben, die die
beiden Stibe mit der vertikalen Richtung bilden. Jede Lage
ist also durch zwei bis auf Vielfache von 2z bestimmte
Parameterwerte @ und ¢ festgelegt. Die Gesamtheit der
Lagen 138t sich daher durch ein Quadrab einer pv-Ebene
von der Seitenlinge 27 darstellen, dessen Gegenseiten zu
identifizieren sind. Auf die gleiche Punktmenge lief sich die Ringfliche
stetig abbilden. Die simtlichen Lagen des Doppelpendels kénnen wir da-
her auf die Punkte der Ringfiiche derart beziehen, dafi nahe beieinander
gelegene Punkte der Ringfidches wenig versehiedenen Lagen des Doppel-

*) ¥, Klein, Hohere Geometrie {Berlin 1926) § 50; W: Blaschke, Differential-
geometrie I (Berlin 1921) § 40. .

Fig. 28.

§4 Mehrdimensionale Mannigfaltigkeiten 17

pendels entsprechen. Fine periodische Bewegung des Doppelpendels;
das ist eine solche, die in die Anfangslage zuriickkehrt, bildet sich alsdann
in eine geschlossene Kurve auf der Ringfliche ab®, '

~ Statt die beiden Stibe mit Scharnieren zu befestigen, kénnen wir Kugel-
gelenke benutzen. Die siimtlichen Lagen des so entstehenden sphdri-
schern Doppelpendels lagsen sich auf die Paare von Punkten zweief’
Kugelflichen so abbilden, daB benachbarte Lagen benachbarten Paaren
von Punkten der beiden Kugeln entsprechen. Jede Lage ist durch vier
Parameter, etwa durch die geographische Breite und Linge auf den beiden
Kugeln bestimmt, der ,Lagenraum® des spharischen Doppelpendels ist
daher eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit.

Eine andere vierdimensiomale Mannigfaltigkeit, von der wir sogleich zeigen
werden, dab sie auf dieselbe Weise wie die eben betrachtete aus Paaren der Punkte
zweior Kugeln besteht und daher mit dieser topologisch #bereinstimmt, wird von
den simtlichen orientierten Geraden des dreidimensionalen projektiven Raumes ge-
bildet. Wir denken uns diesen reellen projektiven Raum in den komplezen projek-
tiven Raum eingebettef, dessen Punkte die Quadrupel komplexer Verhiliniszahlen
@, 1, iy s, sind, wobel nur das Quadropel 0:0:0:0 auszuschliefen ist Wir
bekanpten mun zundchst, dad sich die Menge der orientierten reellen Geraden um-
kehrbar eindeutig und stetig auf die Punkte der nullteiligen Kugel

oL aiad b at=0

{derem Punkte alle komplex sind, d. h. komplexe Koordinaten haben) abbilden I8t
Jede reelle Gerade schneidet die nullteilige Engel in zwei verschiedenen konjugiert
komplezen Punkten P und P, und umgekehrt bestimmt jedes Paar konjugiert kom-
plexer Punkte der nullteiligen Kugel eine reelle Verbindungsgerade g. Sind F,,
P,, P, drei reelle Punkte auf g, so ist durch eine Orientierung von g eine be-
stimmte zyklische Heihenfolge der drei Punkie, etwa die Folge P, P, P, gegeben.
Da die Doppelverhiltnisse ]

(PP, P, P =1 wud (PP P, P)=1

k_onjugiertl ]_;omplexe nichtreelle Zahlen sind, so hab genau eines von beiden, etwa 1
einen ypositiven Imaginirteil. Diese Eigenschaft des Doppelverhilinisses 1 bleibt
ungeiindert bei zyklischer Vertauschung von Py, P,, F;. Denn ee ist

1
) (-PP:»PsPJ:l—_“i
und
. !
PP P P2)=T"‘

Damit ist der orientierten Geraden g in eindeutiger Weise der Punikt P zugeordnet.

Die umgekehrt orientierte Gerade g fithrt dann zum Punkte 7. Demn

(PPz.PsPs):%

hat negativen Imagindrteil. Damit ist eine umkebrbar eindeutige Bezichung zwi-

schen den orientierten Geraden und den Punkten der nullteiligen Kugel hergestellt.

. Nuz wird die nullteilige Kngsl von zwei Scharen komplexer Geraden tibersponnen.®)

*) ¥, Klein, Hohere Geometrie (Berlin 1926) § 45 oder E. Study, Geometrie der

. Kretse und Kugeln. Math, Ann. 86 (1922) oder L. Bieberbach, Hohere Geometrie

(Leipzig 1933).
Beifert-Threlfall, Topologie .9
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r gel eine Gerade der ,rechten” und 7 eine der ,linken® Bchar. Durch jeden
Punkt P der mullteiligen Kugel geht dann genau eine Gerade der linken [rechten]
Schar, die #[I] in einem bestimmten Punkte P.[P;] trifft. Jedem Punkte P der
Kugel entspricht damit umkehrbar eindeutig ein Paar eines Purkies auf r und
eines Punktes anf I. Uusere Behauptung, daf die orientierten reellen Geraden des
projektiven Raumes sich umkehrbar eindeutig der Punktpaaren zweier Kugelflichen
zaordnen lassen, wird aleo erbracht sein, wenn wir gezeigt haben, daf die s&mt-
lichen Punkte von #{I], d. h. aber die simtlichen (reellen und komplexen) Punkte
einer projektiven Geraden eine reelle Kugelfliche ausmachen. Hiervon #iberzeugt
man sich, wenn man auf der projektiven Geraden ein projektives Koordinaten-
gystem g, : pu, einfilhrt. p, :u, dorchlinft dann alle miglichen komplexem Zahlen
einschlieBlich oo. Dieze Zahlen aber erfilllen gerade die Zahlenkugel.

Anschauungsmaterial

Wie der Lagenraum des sphirischen Doppelpendels, so ist damit anch
- die' Mannigfaltigkeit aller reellen orientierten Geraden des projektiven
Raumes anf die Mannigfaltigkeit der Punktepaare zweier Kugelflichen
derart bezogen, dafi wenig verschiedenen Geraden benachbarte Ptmktepaare
entsprechen. .

Nicht nur die L age mechanischer Systeme, auch ihre Bewegungs-
zustdnde geben zur Bildung mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten,
der sog. Phasenrdume AnlaB? Unter dem Bewegungszustand eines Massen-
punktes wird dabei seine Lage im Raume und seine Gesehwindigkeit der
Grife und Richtung nach verstanden. Sei z B. ein einzelner Massenpunkt
gezwungen, sich im Sechwerefeld auf einer festen Kugelfliche zu bewegen,
und sei ihm eine ein fiir allemal feste Energie, die sich aus kinetischer
und potentieller Energie zusammensetzt und so grof sei, dafl er den
bochsten Kugelpunkt - durchlaufen kann, auf den Weg gegeben. Jeder
mégliche Bewegungszustand ist dann durch die Lage des Punktes auf der
Kugelfliche gegeben — das erfordert zwei Bestimmungsstiicke — und durch
die Richtung der Geschwindigkeit — das ist ein drittes Bestimmungs-
stiick, denn der Betrag der Geschwindigkeit ist durch die vorgeschriebene
Gesamtenergie und die Lage bereits festgelegt. Die Bewegungszustinde
sind daher umkehrbar eindentig den gerichteten Linienelementen der Kugel-
flache zugeordnet: Der Phasenraum ist eine dreidimensionale Mannigfaltig-
keit, und zwar [abt er sich auf den dreidimensiomalen projektiven Raum
abbilden, wie wir in § 14 Aufgabe 2 sehen werden. Die Bewegungszusiinde
entsprechen somit den Punkten des (reellen) dreidimensionalen projektiven
Raumes in der Weise, dafi wenig verschiedene Bewegungszustdnde sich in
benachbarte Punkte abbﬂden

.Schon bei Schliefung des M&biusbandes zur projektiven Ebene haben
wir den naiven Begriff der Figur als einer Punktmenge des euklidischen
Raumes verlassen und die Flichen durch Aneinanderheften von Poly-
gonen erklirt. Wihrend aber fiir die zweidimensionalen Mannigfaltig-
keiten die Einbettung in den Raum noch als eine natiirliche Gegeben-
heit der Anschaung zu rechtfertigen wire, wird die Befreiung vom um-
gebenden Raum zur Notwendigkeit, sobald man sich den h&herdimensio-
nalen Mannigfaltigkeiten zuwendet, deren Elemente nicht aus Punkten
bestehen. Sie durch Punkimengen zu reprisentieren und in einen mehr-

v
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dimensionalen enklidischen Raum einzubetten, wire im allgemeinen eine

kiinstliche und unsachgemiBe Zufat. Mit der Hinbettung in den Raum

fillt aber zugleich unser bisheriger Begriff der topologischen Abbildung
und der der Hom&omorphie. Denn die Stetigkeit der Abbildung zweier

Figuren haiten wir anfangs als Stetigkeit der abbildemden KoordinHten-

funktionen erklirt. Trotzdem haben wir auch von der Mannigfaltigkeit

der Lagen des Doppelpendels ausgesagt, sie stimme mit der Punktmenge
der ngﬂache iberein. Es mub also das Wesen der Stetigkeit noch auf
andere Weise als auf dem Umwege fiber die Koordinatenfunktionen er-
fafbar sein.

_ Was ist es nun, das die Lagen- und Phasenréiume mit den Punktmengen

. des euklidischen Raumes gemeinsam haben und das sie einer stetigen Ab-

bildung fihig macht? In ihnen wei man, welche Elemente (Lagen und

Bewegungszustéinde) die unmittelbare Nachbarschaft eines Elementes

ausmachen; zu jedem Elemente gibt es — freilich vielfdltig wihlbare —

Teilmengen, die Umgebungen des Punktes bilden. Eine umkehrbar

eindeutige Abbildung ist nun stetig, wenn sie Umgebungen in Umgebun-

gen - iiberfithrt. Umkehrbar eindeutig lassen sich auch die Punktmengen
der Kugelfliche und der Ringfliche aufeinander beziehen, da sie gleiche

- Miichtigkeit haben. Dafl beide Flichen nicht homdomorph sind, besagt,

daB die eineindeutige Abbildung nicht so gewihlt werden kann, daf dabei

benachbarte Punkte stets in benachbarte Punkte tibergehen. Damit also
eine Menge mathematischer Dinge Gegenstand der Topologie sei, damit
gie einen raumartigen Charakter erhalte, ist die Festsetzung von Um-
gebungen die Mindestforderung. Welche Teilmengen die Umgebung eines

Elementes ausmachen, dariiber wird man im allgemeinen nicht inn Zweifel-

sein. Im euklidischen Raume z. B. wird eine Umgebung eines Punktes

jedenfalls alle Punkte einer um den Punkt geschlagenen Kugel enthalten
- miissen; je nachdem wir die Kugel groBer oder kleiner wihlen, erhalten
© wir eine griBere oder kleinere Umgebung. Im sphérischen Raume ist eine
Punktmenge nur dsnn Umgebung des neu hinzugekommenen uneigent-
lichen Punktes, wenn sie alle Punkte auflerhalb einer geniigend groRlen
Kugel enthilt. Die Umgebung einer projektiven Geraden wird alle Ge-
raden enthalten miissen, die ganz im Innern eines die betreffende Gerade
' als Achse umgebenden gentigend ,sehlanken® einschaligen Hyperboloides
. liegen; usw.

Mit der Zuriickfithrung der Stetigheit und der topologischen Abbildung
auf den Umgebungsbegriffi haben wir die zu betrachtenden Figuren so
weit von dem einbettenden Raume der Anschawung befreit, dab dieser
selbst den dhrigen raumartigen Gegenstinden der Topologie, z. B. den
geschlossenen Flichen, als gleichberechtigte Figur an- die Seite tritt.
Wenn man, was wir tun wollen, daran festhilt, den Raum als konti-
nuierliche Punktmenge in die Geometrie einzufithren, so ist der Um-
gebungsbegriff am tiefsten mit dem Wesen des Raumes iiberhaupt ver-

knipft, Wir werden bedeutsame Begriffe und Bitze kennemlernen, die
2*
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von der Entfernung, der Geradlinigkeit, ja sogar der Dimension des Raumes
nichts enthalten. Welche Punkte aber in der Nihe eines Punkfes liegen,
das muB feststehen, wenn man eine Punktmenge noch als Raum ansprechen
soll. Steht niehts weiter von der Punktmenge fest, so wollen wir sie einen
Umgebungsraum nennen (§5).

Der Umgebungshegriff dient dazu, den allgememsten Raumbegriff aller-
erst mathematisch zu definieren, d. h. ihn zu konstruieren, von der vagen
Anschauung unabhingig zu machen und auf die derzeiﬁgen Grundbegriffe
der Mengenlehre zurlickzufithren. Dariiber hinaus aber liegt die mathe-
matische Brauchbarkeit des so erhaltenen Begriffes in seiner Weite:
wo jmmer in einer Menge mathematischer Gegenstinde sich uns eine
Festsetzung von Umgebungen darbietet, die gewissen Axiomen geniigt,
da werden wir diese Menge als einen Raum im weitesten Sinne ansprechen
und die fiir einen beliebigen Umgebungsraum abgeleiteten Begriffe und
Sitze auf den betreffenden Gegenstundsbereich tibertragen. -

Wenn wir nunmehr daran gehen, die in diesen einleitenden Betrach-
tungen gestreiften Begriffe und Sitze nach dem Vorbilde der synthetischen
Greomefrie streng zu begriinden, indem wir sie einer Theorie der Um-
gebungsriume unterordnen, so miissen wir von neuem anheben und uns
zunichst weit von aller unmittelbaren Anschauung entfernen. Nur ge-
* legentlich werden Beispiele die Beziehung zwischen den allgemeinen Unter-
suchungen und den geomefrischen Problemen dieses ersten Kapitels er-
kennen lassen. Erst vom VI Kapitel, der Flichentopologie an treten die
geometrischen Finzelprobleme wieder in den Vordergrund. Trotzdem
werden auch das Thema des niichsten Kapitels nicht ausschliefilich all-
gemeine Umgebungsriume ausmachen. Wir werden uns vielmehr sehr
bald ganz speziellen Umgebungsriumen, den schon erwihnten Komplexen,
zuwenden. Zwischen dem von ums benutzten sehr weiten Begriff des Um-
gebungsraumes und dem des Komplexes hat ihren Platz die von uns nicht
behandelte mengentheoretische Topologis, die die Theorie der topologischen
Riume*) und der Punktmengen in ihnen, darunter die Dimensionstheorie **)
umfafit.

" %) Vgl. F. Hausdorff [1], [2] und P. Alexandroff [16].
*#) Vgl, Tietze-Vietoris {8] L. ¢. V. und Nobeling [1].

gebenden Wiirfels enthdlt; d. h. alle Punkte (z,, 2., .-
Ungleichungen geniigen

Zweites Kapitel
Simplizialer Komplex.

§ 5. Umgebungsraum.

Eine endliche oder unendliche nichtleere Menge mathematischer Gegen-
stinde, welche Punkte der Menge genannt werden, heifit ein Umgebungs-
raum, wenn zu jedem Punkte gewisse Teﬂmengen als seine Umgebungen
deﬁmer’c sind; diese Umgebungen sollen den beiden folgenden Axiomen
geniigen:

Axiom A: Zu jedem Punkte P des Umgebungsraumes gibt es wenigstens
eine Umgebung; jede Umgebung von P enthdlt P.

Ist Wt der Umgebungsraum, so bezeichnen wir eine Umgebung von P mit
1(P|m).

A:x1 om B: Mit einer Umgebung (P |IN) ist auch jede diese Umgebung
enthaltende Teilmenge von W eine Umgebung von P.

Beispiele von Umgebungsrdumen sind: 1. Die Menge IR aller ganzen
Zahlen, in der als Umgebung einer beliebigen Zahl jede diese Zahl ent-
haltende Teilmenge von 9 erklirt wird; 2. dieselbe Menge, wenn als
Umgebung einer Zahl jede Teilmenge erklirt wird, die die Zahl selbst, die
vorangehende und die zweitfolgende Zahl enthilt; 3. dieselbe Menge, wenn
als einzige Umgebung jeden Punkies die ganze Menge erklirt wird.

Dies e Beispiele wollen nur die Allgemeinheit des Begriffes Umgebungs-
raum deutlich machen, sonst haben sie keine Bedeutung fiir die folgenden

- Untersuchungen.?

Von. Wichtigkeit ist dagegen das Beispiel des n-dimensionalen Zahlen-

“raumes W Ein Punkt ist hier ein #n-tupel von reellen Zahlen
&y Xy ouny By AP besteht aus der Gesamtheit dieser Zahlen-ntupel®
&y, Xay ., &, heiben die Koordinaten des Punktes (z, T3, - R
einer Umgebung des Pinlites (Ty, Ea, . .

s Zn). Unter
, ) verstehen wir 4 ede Teilmenge
des M», die alle inneren Punlic emes den Punkt (T, Ty, . . o Ex) tim-
vy @)y -dié - den

('£=1,2,,..;7%) (1)
Gibt es also ein % derart, daf der w-Wiirfel um (%, @, . .

‘.’L‘g; ""':E«;| <%,

.» &y) Zu einer

-vorgegebenen Teilmenge gelitrt, dann und nur dann ist die Teilmenge
- Umgebung des Punktes (Z,, %, .. .,

&n). Insbesondere ist der ganze R
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Umgebung jedes seiner Punkte. Durch diese Festsetzung von Umgebungen
wird der Zahlenraum zu einem Umgebungsraum.

Unter der Entfernung zweier Punkte (%3, g, . - ., &) und (Z1, s, - -, Tn)
versteht man die nichtnegative Zahl

2(.’:55 e 57"5)2 . (2)
i=1 ‘
Fine mit der bisherigen iibereinstimmende Umgebungsdefinition ist dann
die folgende: Umgebung ven (%, &y, . - ., &) ist jede Teilmenge des ain,
die alle Punkte einer Umgebungskugel enthilt; die Punkte der Umgebungs-
kugel sind diejenigen, deren Entfernung von (%, ®s, . - ., Zn.) kleiner als
ein geeignet gewdhltes & > O ist; sie gentigen also der Ungleichun_g

Se—sp<e . ®

Tnsbesondere machen die Punkte dieser Kugel, fiir sich allein genommen,

eine Umgebung von (Zy, Z3, .. ., Zy) aus. Kine solche Umgebung nennen
wir bisweilen eine (kugelformige) s - Umgebung des Punktes (%1, %, .. ., Tu);
je nach Wahl von & erhalten wir eine grofere oder kleinere #- [Tmgebung
Der Sprachgebrauch des biirgerlichen Lebens wird unter einer Umgebung
eine solche Punktmenge verstehen, die keine allzuweit entfernten Punkte
enthilt. Wir bezeichnen eine Punktmenge bereits als Umgebung, wenn
_nur in ihr sich alle Punkte einer hinreichend kleinen Umgebungskugel
befinden. ‘
Sind uns zwei Mengen ¥ und B gegeben, so verstehen wir unter ihrer
Vereinigungsmenge % + B die Menge derjenigen Punkte, die zu % oder
Zu B (oder auch zu beiden) gehdren, und wnter ihrem Durchschwitt die
Menge der Punkte, die sowohl zu ¥ als zu B gehtren. Ist der Durech-
gchnitt zweier Mengen leer; so sagen wir, die Mengen sind punkifremd.
TIst N eine nichtleere Teilmenge eines Umgebungsraumes M, so setzen
wir ein fir alle mal als Umgebung 11(Q|M) eines Punktes § von M

in M den’ Durchschnitt irgendeiner Umgebung U (Q|M) mit T fest.

N wird dadurch zum Umgebungsraume. Denn Axiom A ist offenbar er

fullt. Axiom B ist erfillt, denn eine die Umgebung U{Q ' N) umfassende

Teilmenge B von M ist Durchschuitt der Umgebung (@ |M) + B von
Q in M. mit der Teilmenge N, also Umgebung von @ in N. Jede wichtleere
Teilmenge eines Umgebungsraumes ist daher wieder ein Umgebungsromm.
Da der Zahlenraum bereits zum Umgebungsraum gemacht wurde, so
werden durch diese Erkildrung olle Teilmengen eines Zahlenrawmes, ins-
besondere alle Kurven wnd Flichen des dreidimensionalen Rewmes eu
Umgebungsriumen, und die Umgebungen ouf ihnen sind villig bestimmd.

Sei z. B. M die Zahlengerade K%, % die Punktmenge 0 L <C 1. Kine 'I‘e?]menge
" yor % ist hier Umgebung 11(0]9%) des Punktes x == 0, wenn es ein & s gibt, daf
alle Punkte 0 < & <C ¢ zu dieser Teilmenge gehoren.
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M sei jetzt eine beliebige, mdglicherweise leere Teilmenge cines Um-
gebungsranmes M und P ein Punkt von M. P heiBt

Haufungspunkt von 9, wenn jede Umgebung W{P|M) von P un-
endlich viele Punkte von 9 enthilt;

Begrenzungspunkt von N, wenn in jeder Umgebung 11{P|M) sawohl
Punkte von 9t als auch solche liegen, die nicht zu R gehéren;

innerer Punkt von M, wenn es eine nur aus Punkten von I bestehende
Umgebung W (P|IM) gibt; alsdann gehsrt P notwendig zu 9.

Die Gesamtheit der Begremzungspunkte bildet die Begrenzung von .
Jeder Punkt von 9t ist entweder Begrenzungspunkt oder inmerer Punkt.

In dem oben erwihnten Beispiel der Teilmenge M: 0 Lo <1 anf der Zahlen-
geraden M sind alle Punkie 0 <z <1 Hinfongspunklie von M, o =0 und a2 =1
gind Begrenzungspunkte, die Punkte 0 «Z 2 < 1 innere Punkte. — Die lesre Teil-

menge hat weder Hinfungspunkte, noch Begrenzungspunkte, noch innere Punkte.
Fillt 9t mit M zusammen, so sind alle Pankte innere Punkte.

Die Teilmenge 9 von M heiBt offer in bezug auf MM, wenn kein Be- -
grenzangspunkt von < zu N gehdrt, abgeschlossen, wenn alle Begrenzungs-
punkte zu R gehdren. . :

Es hat keinen Sinm, von einem einzelnen Umgebungsraume R zu
sagen, er sei offen oder abgeschlossen, oder ein Punkt von | sei Be-
grenzungspunkt oder innerer Punkt, wenn nicht zugleich der umfassende
Umgebungsraum M mit angegeben wird, in bezug auf den diese Begriffe
allein definiert sind. Eine Teilmenge 9 ist z. B. moglicherweise in bezug

. auf M nicht offen, wihrend sie in bezng auf eine Teilmenge von M (z. B.

immer in bezug auf sich selbst) offen ist.

Die Strecke 0 <z <1 ist eine abgeschlossene Teilmenge der Zahlengeraden,
0<Cx<{1 eine offene. 0Lz <1 st weder offen noch abgeschloscen. Die leere
Teilmenge, ebenso wie die Teilmenge R == ist zugleich offen und abgeschlossen.

Klar ist: Die Vereinigungsmenge beliebig vieler offener Teilmengen ist.
selbst offen; der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Teilmengen

* ist abgeschlossen.

Eine offene Teilmenge ist aunch dadurch charakterisiert, mit jedem
Punkte eine ganze Umgebung zu enthalten, eine abgeschlossene Teilmenge
dadurch, Komplementirmenge einer offenen zu sein.*)

Unter der abgeschlossenen Hiille einer Teilmenge St von MM wird der

-Durchschnitt aller ;8 umfassenden abgeschlossenen Teilmengen von I

verstanden. Die abgeschlossene Hiille ist also die kleinste abgeschlossene
Teilmenge von IR, die 9t umfafit.

- Vom Begrenzungspunkte einer Teilmenge ist der Begriff des Grene-
punktes einer Folge wohl zu unterscheiden. Eine unendliche Folge (in der
ein und derselbe Punkt mehrfach auftreten darf) komvergiert nach einem
Punkte, ¢inem Grenzpunkte der Folge, wenn in heliebig vorgegebener
Umgebung des Punktes fast alle Punkte der Folge, d. h. alle bis auf
endlich viele, liegen. Bei dem zugrunde gelegten allgemeinen Begriffe

%} Unter der Komplementirmenge der Teilmenge Tt einer Menge M versteht man die
Gesamtheit der Punkte von 9, die nicht zu N gehdren: man bezeichnet sie mit I — 9.
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des Umgebrugsraumes kann es eintreten, daff eine Folge konvergent ist
und doch nach verschiedenen Punkten konvergiert®), ein Ubelstand, den
Punktfolgen von Zahlenrdumen und Komplexen nicht mehr aufweisen.

§ 0. Abbildungen.

Ist jedem Punkte P eines Umgebungsraumes ¥ genan ein Punkt P’
eines Umgebungsraumes B zugeordnet, so ist damit eine eindeutige .Ab-
bildung T von ¥ in B gegeben. P’ = T(P) heilit der Bildpunkt von P,
_ die Menge % aller Bildpunkte von U die Bildmenge von H. W ist eine
- Teilmenge von B, die auch mit ganz % zusammenfallen kavn. Die Ab-
bildung von U in B heibt eineindeutry, wenn je zwei verschiedene Punkte
von ¥ verschicdene Bildpunkte haben. In diesem Falle gibt es eine regt-
proke Abbildung von U auf U, die jedem Punkte 7’ den Originalpunkt P
zuordnet; sie wird mit 7—* bezeichnet. — Man pflegt von einer-Abbildung

der Menge 9 in die Menge % zu sprechen, wemnn die Bildpunkte eine .- ..

(méglicherweise mit B zusammenfallende) Teilmenge von B ausmachen,
und von einer Abbildung von ¥ anf B, wenn sicher jeder Punkt von B
Bildpunkt, also A" = B ist. '

Geht U bei der Abbildung 7 in eine Teilmenge von B und B bei einer
weiteren Abbildung U in eine Teilmenge eines Umgebungsraumes (S
iiber, so ist damit zugleich ¥ in € abgebildet. Diese Abbildung heifit das
Prodult der Abbildungen T und U und wird mit UT bezeichnet {man
achte auf die Reihenfolge der Faktoren, die so festgesetzt wird, weil der
Bildpunkt eines Punktes P durch U(T(P)) = UT(P) gegeben wird].

Tine Abbildung von o in B heiBt stetig in einem Punkte P von ¥,
wenn es zu jeder Umgebung 11(P!|B) des Bildpunktes P’ eine Umgebung
U(P| ) gibt, deren Bild ganz zn U(P'|DB) gehtrt. Die Abbildung heifit

Y stetig schlechthin, wenn sie in jedem

Puonkte stetig ist.
oy Tk Diese Definition ist mit der klassischen
Ty Y% Definition der Stetigkeit in Binklang. Bine
= P i L Funktion % = f(x) z. B. vermittelt eine
= ) Abbildung der z-Achse, einer Zahlen-
B O i s geraden, in die y-Achse, eine andere
: : Zahlengerade, und sie heilit stetig im
L gehd Punkte P = Z, wenn es za vorgegebenem
¥ - > ? x &0 ein 0 >0 so gibt, daf fiir alle z des
' L Intervalles |z — Z| < & gilt |f(z) —f(Z)
i’_@ll’g < & Das heiBt zu vorgegebener &-Um-

ig. 20.

S gebung U (P'|B) des Bildpunktes y =1 (x)
mub es eine d-Umgebung (P ¥) des Originalpunktes Z geben, die
sich ganz in die e-Umgebung abbildet (Fig. 20).

*) Wenn z. B. als einzige Umgebung eines jeden Punktes die ganze Menge de-
finiert ist, so konvergiert jede unendliche Folge gegen jeden Punlkt, o
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Aligemeiner 148t sich jede Abbildung T’ einer Teilmenge A des m-di-

§6

mensionalen Zahlenraumes ™ mit den Koordinaten i, @, ..., Zm auf
eine Teilmenge %’ des R* mit den Koordinaten ¢y, 4, - .., ¥ durch
» Funktionen

s == Fi(%1, Zay o - -y Tm) Ek=1.2,....n ()

 vermitteln. s gilt der

Satz I: Die Abbildung T ist dann und nur dann stetig, wenn die
Abbildungsfunktionen (1) stetig sind. [Eine Funktion y = (21, @s, .- ., ¥m)
von mehreren Verinderlichen mennt man bekanntlich in der Analysis in.
einem Punkte &, s, . . ., &y, stetig, wenn es zu vorgegebenem s (> 0) ein -
8(> 0) so gibt, daB fiir alle Punkte des Definitionsbereiches von f; deren
Koordinaten @, &, . . ., n den Ungleichungen '

:‘xi . f,‘% <4

genligen,
! }f (xl: Tgy - -
gt |
Beweis: Unter der -Wiirfelumgebung %;(P | %) eines Punktes P
- von % sei die Menge aller Punkte von ¥ verstanden, die innerhalb des
. §-Wiirfels um P liegen. In jeder Umgebung 1 (P| ) Liegt eine &-Wiirfel- .
umgebung bei hinreichend kleiner Wakl von d. Denn U(P|A) ist der
Durchsehnitt von ¥ mit einer Umgebung U (P|%™), und diese enthdlt
- einen §-Wiirfel.

2) Die Abbildung 7' sei stetig. 8, (P’|W’) sei eine vorgegebene & - Wiirfel-
umgebung des Bildpunktes P’ von P. Wegen der Stetigkeit von I’ gibt
' es eine Umgebung W(P|¥), deren Bild in T,(F’| W) liegt. In nr |

" liegh eine §-Wiirfslumgebung, die sich somit ebenfalls in die vorgelegte
¢-Wiirfelumgebung abbildet; d. h. aber, daf die Abbildungsfunktionen (1)
stetig sind.

b) Die Abbhildungsfunktionen (1) seien stetig. Zu vorgelegter Umgebung
W(P'|9") gibt es eine darin enthaltene s-Wilrfelumgebhung ¥,(P"|2)
und dazu wieder eine &-Wiirfelumgebung 8,(P|%), deren Bild zu
W, (P’ | U, also erst recht zu U(P’|A) gehdrt, d. h. T ist stetig.

- Satz I: Ist die Abbildung des Umgebungsrommes A in den Um-
gebungsraum B stetig, so auch die Abbildung von U auf die Teilmenge W
“der Bildpunkte von N, wnd wmgekehrt folgt aus der Stetigheit der Abbil-
dung von U auf W auch die vor A in B.

Beweis: Eine beliebige Umgebung W(F'{U’) ist Durchschnitt einer
Umgebung U(P'|B) mit W', Ist nun A in B stetig abgebildet, so gibt
“es eine Umgehung U(P|%), deren Bild ganz in U(F'|B), also schon im
Durchsehnitt von (| B) und ¥, also in W(F'|U") liegt. Da N(F'|A’)
‘beliebig angenommen war, so heifit das, daf die Abbildung von % auf A’
“stetig ist.— Ist umgekehrt die Abbildung von ¥ auf U stetig, so bilde man
zu beliebig vorgegebenem U (2'|B) die Umgebung W (| A) = Durch-
“schnitt von 1 (P |B) wed . Wegen der Stetigheit der Abbildung von

-y xm) — f(‘fly Z‘L’“g, .y .'fm)| < &
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9 auf U’ gibt es eine Umgebung W(P|A), deren Bild ganz zn 11(1‘9’1[91’),
also erst recht zu W(P'|B) gehdrt. — Mit anderen Worten: es dst fuir
die Definition der Stetigheit gleichgiiltig, ob man die Umgebungen von P’
in W oder B wahli. :

Satz [L: Ist 9 auf U stetig abgebildet und geht daber eine Teilmenge N
von N in die Teilmenge ' von W diber, 5o ist auch die Abbildung von R
auf T stetiy. ,,

Beweis: Wegen der Stetigkeit der Abbildung von % auf N gibt es
zu einer beliebigen Umgebung U(P'| ) des Bildpunltes P eines Punktes
P von N eine Umgebung U(P|), die sich in L(P'| %) abbildet. Der Darch-
sehmitt von 11{P |} mit N ist eine Umgebung von P in M, die sich erst
recht in W(P'| ') abbildet, also ist die Abbildung von N in A’ stetig, also
nach dem vorigen Satze auch die von 3 anf .

Satz IV: Wenn U auf U und W auf W stetig abgebildet ist, so auch
A auf A’ — offenbar. :

Tine Abbildung 7 von ¥ auf U heiBt fopologisch, wenn sie einein-
dentig und samt ihrer reziproken Abbildung T-1 stetig ist. Ir?*t N(PA)
eine Umgebung eines Punktes P, so gibt es wegen der Stetigkeit von T~
eine Umgebung U(P'|A"), die sich in IL{P{A) abhildet. Das Bild von
U(P| ) bei der Abbildung 7' ist also eine WP |U) wnfagsende Punkt-
menge, also wieder eine Umgebung von F'. Daher gilt

Satz V: FEine topologische Abbildung fithrt, ebenso wie thre wemjoro{ce,
Umgebungen in Umgebungen iiber, und wmgekehrt ist jede eineindeutige
Abbildung mit dieser Eigenschaft topologisch.

Von einer topologischen Abbildung von U in B sprechen wir, wenn

9 sich auf eine Teilmenge U’ von B topologisch abbildet, die auch mit B |

zgusammenfallen kann. _
Zwei Umgebungsrinme heiffien homiomorph, wenn sie gich topologisch
aufeinander abbilden lassen. '
“Die beiden Satze (1) und (IV) gelten anch dann noch, wenn man sie
statt fir stetige fir topologische Abbildungen ausspricht. Daraus folgt
insbesondere, daB zwei Umgebungsriume, die einem dritten homﬁo.morph
sind, auch einander homdomorph sind (Transitivitit des Homdomor-
phismus).
Wir interessieren uns nur fiir solehe Figenschaften von Umg‘ebm?gs-
riumen und ihren Teilmengen, die durch topologische Abbildungen nicht

gerstort werden. Die Bigenschaft einer Teilmenge eines Zahlenrauwes, .

eine (terade zu sein, gehdrt z. B. nicht zu diesen Eigenschaften; denn bei
topologischer Abbildung auf einen anderen Zahlenraum geht die Gerad-
linigkeit im allgemeinen verloren. :

Dagegen ist die Eigenschaft einer Teilmenge eines Umgebungsr_aumgs am,
Umgebung eines Punktes P zn sein, eine topologische invariante
Eigenschaft; denn bei einer topologischen Abbildang von M auf WM gfaht
eine Umgebung eines Punktes P von I in eine Umgebung des Bild-
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punktes P’ von I’ tiber. Das gleiche gilt von den Begriffen Begren-
zungspunkt, innerer Punkt, Hiufungspunkt einer Teil-
menge, Grenzpunkt einer Folge, offene Teilmenge, abge-
schlossene Teilmenge — Z. B. wird die Eigenschatt eines Punktes

- R von I, Begrenzungspunkt einer Teilmenge N zu sein, nicht zerstont bei

einer topologischen Abbildung von I auf PM’, d. h., geht bei dieser Ab-

. bildung 9 in W, R in R’ iiber, so ist auch B’ Begrenzungspunkt von M.

Da niimlich die Umgebungen von B in I und die von R in M’ einander
umkehrbar eindeutig entsprechem, so gibt es in jeder Umgebung von R
sowohl Punkte von ®’ als auch solche, die nicht zu ' gehdren, da das
Entsprechende fir die Umgebungen von R in M richtig ist. — Ahnlich be-
weist man die topologische Invarianz der iibrigen angefilorten Begriffe. —
Auch die Eigenschaft einer Abbildung von U in B, stetig oder
topologisch zu sein, ist topologisch invariant, d. h. ersetzt man ¥
und B dureh homomorphe Umgebungsrinme %' und B, so ist die ent-
sprechende Abbildung von U’ in B’ ebenfalls stetig-bzw. topelogiseh.

1.Beispiel: DieSirecke 0 < 2 < 1 einer Zahlengeraden auf die Strecke 0 Sy =1
einer anderen Zohlengeraden iopologisch wbazubilden. — Die Abbildung wird nach
Satz I von einer stetigen Funktion y == f(x) bewirkt. F(x) muB iiberdies jeden Wext
zwischen 0 und 1 genau einmal annehmen, Aus der Analysis ist bekannt, dad eine
solche Funktion entweder monoton ansteigt oder abnimmi. Darauns folgt, dab flz)
fiir ;=0 entweder seinen kleinsten oder griSten Wert hat, daB also die Rand-
punkte der einen in die der andern Strecke iibergehen.

2. Beispiel: Stereographische Projeltion der punktierten HKugelfliche auf die
Zahlenebene, Als Teilmenge des dreidimensionalen Zahlenraumes ist die Einheits-
kugelfliche

oot faie=1

ein Umgebungsraum, und sie bleibt es, wenn man sie punktiert, d. h. einen Punkt,
ebwa den Nordpol (0,0,1), aus ihr entfernt. Die punkiierte Kugel ist der Zahlen-
ebene homdomorph, Eine topologische Abbildung wird durch stereographische Pro-
jektion der Kugelfiseche vom Nordpol auf die Zahlenebeme r,==0, die Aquator-
ebene, hergestellt, Die Abbildung ist eineindeutig, da der einzige Kugelflichenpunkt,
der nicht abgebildet wird, der Nordpol, entfernt worden war. Um. die Stetighkeit in

.Richtung von Kugel auf Ebene zu zeigen, miissen wir zu einer vorgegebenen Um-

gebung eines Punktes P’ der Ebene eine Umgebung des Originalpunktes P auf der
Kugel angeben, die sich ganz in sie abbildet, Eine beliebige Umgebung von P -
enthdlt nun immer eine ¢-Umgebung (Kreisscheibe mit P/ als Mittelpunkt), Eine
Kalotte um den Originalpunkt £, die als Durchsehnift mib einer riumlichen &-Uwn-
gebung zugleich eine Umgebung von P ist, bildet sich bekanntlich bei der stereo-
graphischen Projektion in eine Kreisscheibe ab, die P’ zum inmeren Punkte, aber
im allgemeinen nicht zum Mitéelpunkte hat. Wahlt man diese Kalotfe hinreichend
Klein, so kann man es daher erreichen, daf ibr Bild in die vorgegebene #-Um-
gebung von P’ filll. — Fbenso zeigt man, dad die Abbildung in Richteng von

. Ebene auf Kugel stetig ist. Also ist sie topologisch.

Ein anderer Beweis ergibt sich nach Satz I, wenn man die Abbildungsfunktionen
aufstellt vnd ihre Btefigheit nachweist. Um Bildpunkt- und Origiralpunktkoordi-
naten unterscheiden zu kbnnen, fihren wir ein mit dem wx,x,-System zusammen-
fallendes £,§,-System in die Aquatorebene ein. Dann lauten die abbildenden Fank-
tionen, wenn der Kugelradins, der in unserem Falle = 1 ist, mit » bezeichnet wird
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und wir die Formeln gleich fiir » Dimensionen anschreiben:
r .
giﬁ}—:’—‘é‘c—;x’:; (ie=1,2, ..,n--1)
22
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Sie sind in der Tat beide fiiv alle Punlte der punktierten Kugel und der Aquator-

ehene eindentig und stetig,

8. Beispiel: Die Zohlenebene dst dem Tnneren einer Kreisscheibe homdomorph
Um die topologische Abbildung herzustellen, hat man die Punkte der unteren Ein-
heitshalbkugelflicke ausschliefilick des berandenden Aquatorkreises einmal zen-
trigeb vom Mittelpunkt 3 aus (Fig. 14 8.10), das andere Mal orthogonal
auf die im Sidpole § berithrende Zablenebene zu projizieren. Beide Abbildungen
sind topologisch, und da zwei topologische Abbildungen nacheinander aunsgefithrt
wieder eine topologische Abhildung ergeben, so ist damit eine topologisehe Ab-
bildung der inneren Punkie des Einheitskreizes auf die Zahlenebene hergestellt.

Aufgaben: 1. Man zeige, daB homdomorph sind: eine Zylinderfliche von end-
ficher Tighe & susschlieBlich ihrer beidem Randkreiee, ein einscholiges Hyperbo-
loid des Zahlenraumes, eine Kreisringfliche ausschlieBlich ihrer beiden Randkreise

und die zweimal punkiierte Eugelfidche. .
9 Der Randkreis einer Kreisscheibe get topologisch auf sich selbst abgebildet. Man
zeige, dad sich diese Abbildung zu einer topologischen Belbatabbildung der ganzen

Kreisscheibe vervollsténdigen a8t
3. 9t sei eine Teilmenge eines Zahlemraumes und P ein nichf zu it gehoriger

Punkt, Zu beweisen: Jst P Begrenzungspunkt von 9, so ist T auch Hinfungspunkt
und umgekehrt,

§ 7. Punktmengen in Zahlenrdumen.

Die Umgebungsriume, mit denen wir es spiter zu tun haben, sind von
besonderer Art: sie sind Teilmengen eines Zahlenraumes hom&omorph.
Thre Struktur ist erheblich spezieller als die der allgemeinen Umgebungs-
riume, was darin seinen Ausdruck findet, daf fiir Teilmengen von Zahlen-
riumen viele Satze gelten, die sich aus den Axiomen A und Bvon §5
nicht folgern lassen. Wir betrachten in diesem Paragraphen Umgebungs-
riume M, die selbst Teilmengen von Zahlenrdumen sind.

Auf Grund der Umgebungsdefinition in Zahlenriumen (8. 21) und der
Definition von Umgebungen in Teilmengen (8. 22) ist eine Teilmenge bl
von 9% dann und nur dann Umgebung U({P|M) eines Punktes P in I,
wenn zu 9t alle Punkte von 9N gehdren, deren Abstand von P kleiner
als ein gewisses ¢ (> 0) ist. Die Gesamtheit der Punkte von A, die weniger
als ¢ von P entfernt sind, also der Durchschnitt der um P geschlagenen
&Kugel mit M, heiBt eine & Urngebung U, (£ IM). U, (P|IM) ist offenbar
eine in bezug auf M offene Teilmenge von M, weil in Ungleichung (3)
von § b das Zeichen <C und nicht = steht.

Tine wichtige Eigenschaft, die nicht jedem Umgebungsraume, wohl
aber jeder Teilmenge M eines Zahlenraumes zukommd, ist nun die, dab
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zwei verschiedene Punkte P und ¢ punktfremde Umgebuﬁgen haben. Solche
werden z. B, von zwei hinreichend kleinen &Kugeln um P und € aus IR

_ ausgeschnitben.

Hieraus folgt, daB eine konvergente Folge, also eine solche, deren Punkte

- fast alle in jeder Umgebung eines Punktes P liegen, den Punkt P zum

einzigen Grenzpunkte hat; denn es kénnen wegen der Existenz punkt-
fremder Umgebungen nicht fast alle Punkte zugleich in jeder Umgebung
von P und von einem andern Punkte @ liegen. )

Von den Sitzen, die tiber Teilmengen von Zahlenrdumen in den Ele-
menten der Analysis hewiesen zu werden pflegen, brauchen wir im fol-
genden den Haufungsstellensatz, den Satz vom Maximum einer stetigen
Funktion und den Satz von der gleichm#Bigen Stetigkeit. i

Satz I (Héufungsstellensatz): Jede umendliche beschrimkte
Teilmenge eines Zohlenroumes hat wenigstens einen Hiufungspunkt.™) Un-
endlich heifit eine Punkbmenge, wenn sie unendlich viele Punkte enthilt,
Leschriink? heiBt eine Teilmenge eines Zahlenraumes, wenn die Absolut-
werte aller Koordinaten unterhalb einer endlichen Schranke liegen.

Satz_II: Das stetige Bild einer beschrinliten abgeschiossenen Punkt-
menge eines Zohlenraumes in cinem anderen Zohlenroume ist wieder be-

sehrinkt und abgeschiossen.

Beweis: Angenommen, das stetige Bild I’ der beschrinkten, abge-
schlossenen Menge 2t sei nicht beschrinkt und abgeschlossen. Dann gibt
es eine aus lauter verschiedenen Punkten von M hestehende Punktfolge
Pi, P;,..., die nach einem nicht zu MM’ gehorigen Begrenzungspunkte 2
konvergiert oder ilberhaupt keinen Hiufungspunkt besitzt. Wahl man
zu jedem P; einen Originalpunkt P; in 9N, so besitzt die Menge Py, Ps,. ..
nach Voraussetzung einen zu R gehdrigen Haufungspunkt E. In jeder
Umgebung seines Bildpunktes B’ liegen dann unendlich viele Punkte der
Folge P, P;, ..., was der angenommenen Beschaffenheit dieser Punki-
folge widerspricht.

Eine unmittelbare Folge hiervon ist der

Satz III (Satz vom Maximum): Eine stefige Funktion, die in
einer beschriinkten abgeschlossenen Teilmenge eines Zahlenrawmes definiert
ist, nimmi einen Eleinstén wnd einen grifiten Wert an.

" Denn durch die stetige Funktion wird eine stetige Abbildung der Teil-

- menge in die Zahlengerade vermittelt.

Den Satz von der gleichmipigen Stetigheit kann man folgendermaBen
faszen:

Satz IV: Ist eine beschrimkte abgeschlossene Punkimenge U eines
Zahlenrawmes stetig in einen Umgebungsraum B abgebildet wund ist jedem

- Punlite @ von B willkiirlich eine bestimmte Umgebung U*(Q|B) eugeordnet,

*1 Den Bewels findet man z. B. in X Enopp, Funkitionentheorie I. Teil B. 22

'_ (S-’. (oschen 1926). Der dort fiir zwei Dimensionen angegebene Beweis iibertrigt
sich unmittelbar anf » Dimensionen. ' '
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; ] ; - | ; r 0-Umgebung eines

so gibt es ein 8 > 0 von der Art, dafp das Bild der gebun

j egen Punkites P von 3 von einer solchen Umgebung U (Q|B) eines ge-

eignet gewdhlien Punktes ¢ iiberdeckt wird. o
Beweis: Angenommen, der Satz sel falsch; dann gibt es fiir jedes &

1
der Folge —};, —%—, —i—, sy %—; -+ - einen Punkt P;, desse —@.—-Umgebung

nicht in eine Umgebung 11%(Q|B) abgebildet wird. Die Folge 1?1, P, e
hat wegen der Beschranktheit und Abgeschlossenheit von U einen H_au-
fongspunkt P in U, Lst 1#(P’|B) die vorgegebene Umgebung (?les Bild-
punktes P’, so gibt es wegen der Stetigkeit der A_bk.)ildung.eme Um-
gebung (£ %), deren Bild von U (P’ %) tberdeckt wn‘d."Da in 11(}_’[91')
anendlich viele Punkte der Folge liegen, so gibt es ein gentigend grobes ¢,
fiir das die -}-Umgebung von P; ganz in U(P|N) Megt, ibr Bild/also
ganz von U#(P'|B) tberdecks wird. Damit ist ein Widerspruch aufge-
wiesen.

Fallen die Mengen % und B zusammen und ist die stetige Abbildung
die identische, so ergibt sich als Folgerung

Satz V: Ist jedem Punkie @ eimer beschrdnkten abgeschlossinen Punlki-
menge W eines Zohlenraumes eine willkiirliche Umgebung 11(@191) 2u-
geordnet, so gibt es ein 0 > 0 derart, daf3 die 6—Umgeb‘@mg eines jeden
Puniies P von U von einer solchen Umgebung N” (@) eines gecignet ge-
wiihlten Punlites  iiberdeckt wird. o

Die ibliche Fassung des Satzes von der gleichmifigen Stetigkeit
lantet so: '

Satz VI: Wird eine beschrinkte abgeschlossene Punktmenge U eines
Zahlenrawmes eindeutiy und stetig in einen anderen Zahlenroum B abge_—
bildet, so gibt es zu jedem vorgegebenen & >_0 ¢in .6 > (O derart, dcﬁﬁ je
swei Punkte von U, deren Abstand < § ust, #uwes Punkcte von B iiber-
gehen, die um weniger als & voneinander enifernt sind. -

Beweis: Man wahle in Satz IV fiir alle Punkbe ¢ von B als N=(Q|B)

die —;—-Umgebung von . Dann gibt es ein d>>0 so, daB die ¢-Um-

- . & -
gebung eines beliebigen Pinktes von ¥ in eine solche ?-Umgebung eines

geeignet gewiihlten Punktes Q abgebildet wird. Sind (ia.:'m P, und P
swei Punkte von ¥ mit einer Entfernung <9, 50 gehdrt der 6-Um-
gebung von P; auch der Punkt P, an, und da das Bild der - Umgebung

in B von einer —S-Umgebung iberdeckt wird, so haben die Bildpunkte Py
und P in B einen Abstand < &.

7u spiterem Gebrauche stellen wir noch einige weitere Sitze tber
Punktmengen in Zahlenriumen zusammen.

Satz VII: Es set I eine Teilmenge eines Zohlenraumes (oder homdo-
morph etner solchen Teilmenge), P ein Punkt von M, Q eine Umgebung

§8 Identifizieren 31

von P besiiglich MM, @ cine Umgebung von P begiiglich Q. Dann ist @
auch Umgebung von P beziiglich .

- Beweis: Q enthilt als Umgebung von P in M eine ¢-Umgebung
U, (P|M). Ebenso enthilt Q, eine §-Umgebung U;(P| Q). Ist dann g
der kleinere der heiden Radien & und &, so gehort erst recht 1, (P zu

- Qund W (P|Q) zn . Daher gehdrt I, (P M) sogar zu Q. Q; enthilt

also alle Punkte von IR, die von P einen Abstand < % haben, und ist
daher eine Umgebung von P besiiglich IR, was zu beweisen war.

Es seijetzt M eine Teilmenge von . Die abgeschlossene Hiille N’ von
9t beziiglich St war 8. 25 erklirt als der Durchschnitt aller 9t umfassenden
abgeschlossenen Teilmengen von Y. Somit gehiren inshesondere alle Begren-
zungspunkte von M (beziiglich ) zu N'. Bs gilt sogar: Die abgeschiossene
Hiille W wird genau von N und seiner Begrensung N gebilder. Man mub

-zeigen, dab die Vereinigungsmenge N + 9% eine abgeschlossene Teilmenge

von M ist. Ist R ein Begrenzungspunkt von N+ R beziiglich 2, so enthilt
eine &-Umgebung U,(R | IM) einen Punkt von N -+ N, der entweder selbst

- ein Punkt von 9 oder ein Begrenzungspunkt B von 3 ist. In letzterem

Falle liegt B um weniger als & von R entfernt, und da es Punkte von R
gibt, die beliebig wenig von E entfernt sind (Definition des Be-
grenzungspunktes!), so gibt es in jedem Falle Punkte von 9, die um
weniger als ¢ von B entfernt sind, d. h. R ist auch Begrenzungspunkt
von M, gehort also zu M. — Ebenso beweist man, daf die Begrenzung
von 9t beztiglich N eine abgeschlossene Teilmenge von M ist.

oM, und W, seien zwei punktfremde beschrinkte abgeschlossene Mengen

. imR* und d(Py, P,) die Entfernung eines Punktes P, aus I, von einem

Punkte P, aus M. Die untere Grenze ¢ aller Entfernungen d(P,, P,)

-heift die Entfornung der beiden Mengen IRy und M,;. — Die untere

Grenze wird wegen der Beschrinktheit und Abgeschlossenheit von I,
und M, wirklich angenommen und ist daher wegen der Punktfremd-

17 heit > 0.

Unter dem Durchmesser einer beschrinkten abgeschlossenen Menge im

. fi" wird die obere Grenze der Entfernungen je zweier Punkte der Menge
1 verstanden.

§ 8. Identifizieren.

Es kommt in der Geometrie hiufig vor, daf man die Punkte eines Un-

97 gebungsraumes in Klassen #quivalenter zerlegen und diese Klassen als
1, Punkte” eines nenen Umgebungsranmes einfithren muBl. Projiziert man
7. B. die Punkte des euklidischen Raumes parallel auf eine Ebene, so 1ift
~gich dieser ProzeB als eine Klasseneinteilung auffassen: alle Raumpunkte,
die denselben Projektionspunkt haben, also alle Punkte einer projizierenden
: Geraden, bilden eine Klasse, und der Projektionspunkt gebt aus ihnen gleich-
vsam dadurch hervor, daf man sie als nicht verschieden betrachtet und mit
“dem Projekiionspunkt identifiziert. — Kin anderes Beispiel! Es liege eine
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Translationengruppe der euklidischen Ebene vor, die yon einer Verschie-
bung in der x-Richtung, 2= %+ a, und einer in der y-Richting, ¥’ =y + b
erzeugt wird. Man plegt dann alle Punkte als dquivalent anzusehen und
in eine Klasse zu tun, die durch Translationen der Gruppe ineinander
iibergefihrt werden konnen, deren Koordinaten sich also voneinander nur
¥ durch Vielfache von a bezw. b unterscheiden.

| Nimmt man aus jeder Klasse einen geeignet
H gewahlten Reprisentanten heraus, so machen
diese Reprisentanten die inneren Punkie

‘ eines Rechteckes aus (Fig. 80), zu dem noch
ein Bekpunkt und zwei Seiten hinzukommen,
also alle Punkte mit Koordinaten, die den
Ungleichungen 0 =2 < g, O=Zy<b ge
niigen. Durch ,Jdentifizieren® squivalenter
Punkte entsteht jetzt aus der euklidischen

Fig. 30.

Ehene die Ringfliche (§ 1), da die Seite z = @ der Seite z = 0 und die .
Seite ¢ = b der Seite y = 0 #quivalent ist. — SchlieBlich branchen wir -
den Prozef des Identifizierens, um Flichenstiicke lings Seiten aneinander |
za heften und daraus Flachen zu gewinnen. 7. B. erkisren wir in der |
Punktmenge der Zahlen-
ebene, die aus zwei Drei-

ecken gebildet wird (Fig.

* Qeite des eimen Dreiecks |
auf eine des anderen ein-
ander entsprechen, und -

Fig. 51. identifizieren. sie. Danm

fiigen sich die beiden Drei-

ecke zu einem Viereck znsammen. Diesen Prozef des Identifizierens wollen
wir jetzt auf die Grundbegriffe der Mengenlehre: Menge, Teilmenge, Zn
ordnung zurtickfithren.

Die Punkte eines Umgebungsraumes I seien in Klassen (Teilmengen)
so eingeteilt, daf jeder Punkt zu genau ciner Klasse gehort. Die Punkte.
einer Klasse mdgen dquivalente Punkte heifien. Es wird z. B. zugelassen, .
daB in eiper Klasse ein einziger Punkt, in einer anderen unendlich viele
Punkte liegen. Wir bilden eine mneue Menge ', deren yPunkte die-
Klassen. #quivalenter Punkte von M sind. Dadurch ist eine Abbildung :
von M anf P gegeben; man hat mur cinem Punkte P von 3R seine:
Klasse P von DU als Bild zuzvordnen. M soll durch folgende Fest-:
setzung zu einem Umgebungsraume gemacht werden: Sind Py, Fo, .. o
alle Punkte von SR, die sich in ein und denselben Punkt P von MM’ ab-
bilden, so wihle man zu jedem Punkte P, eine Umgebung W(P;| D) und
bilde die Vereinigungsmenge W(P;|M) AP M) - in DY ab.

1‘ 31), die Punkte als &qui-
valent, die bei einer topo- L
logischen Abbildung einer i
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Die Bildmenge wird als Umgebung W(P' |2 definiert. Diese Umgebun-
gen in M’ erfiillen offenbar Axiom A. Sie erfiillen auch Axiom B. Denn
ist W eine W(F M) umfassende Teilmenge von W', so ist die Original-
- menge 1 von W, d. h. die Menge aller Punkte, die sich in Punkte von 1
abbilden, eine Umgebung N(P;|M) des beliebigen Originalpunktes F;
von P’; denn UW(P;| M) umfaft die Umgebung U (P | ). 1 ist das Bild
der Vereinignngsmenge U (P, | M)+ U (P, M} +---- = 11 und daher nach
Definition Umgeburg von F'.

.Ma.n sagt, I’ sowie jeder zu MM’ homdomorphe Umgelbungsraun entstehe
avis I durch Idewtifizieren dquivalenter Punkie.
~ Ersetzt man 3¢ durch einen homBomorphen Umgebungsraum M, er-
lirt man in M die entsprechenden Punkte wie in Pt als ﬁquivaleniu 0
erhalt man dureh Identifizieren der quivalenten Punkte von M einen
Umgebungsraum M, der offenbar zu N’ homdomorph ist.

Da es zu jeder Umgebung UW(P' |9 eine Umgebung des Original-
punktes P;, nimlich 1L(P; | M), gibt, deren Bild ganz zu WP IMY ge-
T, so gilt = A

Satz L: Die Abbildung von M auf WM ist stetig.

Wird umgekehrt ein Umgebungsraum I stetig auf einen beliebigen
anderen I abgebildet, so fragt es sich, wann M’ aus M durch Identifi-
zieren derjenigen Punkte entstanden gedacht werden kamn, die sich in
“denselben Punkt von I’ abbilden. Hierfir gilt ’

S atz T1: Der Bildraum ' ist nur dann aus dem stelig ae@f ihn ob-
gebildeten Umgebungsraum I durch Identifizieren aller Punlde mit glei-
. chem DBildpunkte entstonden, wenn das Bild der Vere-inégfamgsmenge
CU(P | M) + WP, | M) + - - eine Umgebung des Bildpunktes P von I’

_ qusmachﬁ; dabei sind Py, P, ... die sémtlichen Punkte von MM, die sich
in P abbilden, und die Umgebungen W(P, | ), WL IN), - .. sind be-
Tichig gewdiRlt. | ’

- Beweis: BEs ist zu zeigen, da8 jede Umgebung 1L(P'| M) das Bild
einer solchen Vereinigungsmenge WP, M)+ U(P, | IR+ <.« ist. Wegen
der voransgesetzten Stetigkeit gibt es zu irgendeinem der Punkte Py, By, ...,
etwa zu P,, eine Umgebung T(P;| M), die sich in L(F[D) abbildet.
Die Menge 11, die aus allen sich in U(F'| M abbildenden Punkten von
9 besteht, enthalt (P, | M) als Teilmenge und ist somit nach Axiom B
selbst eine Umgebung W(P; | M) von P;. Daher ist L(F' IR7) Bild der
Vereinigungsmenge 11(P;! M) + WP, [M) +---. .

Wir geben uns jetzt Rechenschaft von der fast selbstverstandlichen
Tatsache, daf man das Identifizieren von Punkten schrittweise vor-
‘nehmen kann ucd unabhingig vom der Reihenfolge immer zum selben
Ergebnis gelangt: Entsteht M’ aus M durch Identifizieren dguivalenter
.mekte wund M ebenso aus W', so ist dadurch eine Abbildung vor M
auf W gegeben; M entsteht dann aus M, indem man alle Punkte von m
identifiziert, die sich in denselben, Punkt von " abbilden.

Seifert-Threlfall, Topologic 3
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Beweis: Kin Punkt P’ von MM ist Bildpunkt der Punkte Py, Ps, ...
von M'; P; ist seinerseits Bildpunkt der Punkte P;, P;s, ... von IN. Die
Abbildung von W auf I ist stetig, also gentig es nach Satz I zu

zeigen, daB > ZN(P;;: M) sich auf eive Umgebung von P abbildet.
i
Nun geht EH(PMIE!R) in eine Umgebung W(P;| M) tber. Denn I’

? .
entsteht durch Idemtifizieren der Punkte Piy, Pia, .... Weiter geht
SU(F,|M) in eine Umgebung W(P7|IM”) tber; denn IM” entsteht

aus Y durch Identifizieren der Punkte Pi, Pi, .... Also bildet gich
3 SNU(Pis| M) anf die Umgebung UW(P"[IM”) ab. -
i g

Satz IIT: M sei insbesondere eine beschrimkte abgeschlossene Punki-

menge emes Zahlenraumes, deren Punkte in Klassen dquivalenter -

aufgeteili seien. M sei auf eine Punltmenge MM’ eines arideren Zahlen-
raumes eindeutiq und stetig so abgebildet, daf jeder Punkt von I Bild-
punft wird, daf dquivalente Punkte von MM in dencelben Punkt von m’
' dibergehen und wichtdquivalente Punkie in verschiedene™); danm enisteht W’
aus WM durch Identifizieren dquivalenter Punkte.

Beweis: Nach Satz II braucht man nur zu zeigen: Sind Py, Py, ...
die simtlichen in P’ abgebildeten Punkte und ist W(P;|IM) eine will-
kiirliche Umgebung von P;, so ist das Bild der Vereinigungsmenge
NP, | T) + U(Py | M) + -+ eine Umgebung U(F"|T'). Offenbar ist
dies Bild eine Teilmenge %' von TN, die P’ enthilt. Angenommen, 3’
ist keine Umgebung von P’; dann gibt es in jeder &-Umgebung von P’
Punkte von T, die nicht zu N gehdren. Insbesondere also gibt es zu

1 1 k| - . . 1
jedem & der Folge 5, ¢, ..., =, ... eimen Ponkt @, der.zur -;—-Um—

gebung von P, aber nicht zu 9N gehort. Sind ¢, @, .- irgendwelche
Originalpunkte der Folge ¢, 4, ..., so haben sie wegen der Beschrénkt-
heit nnd Abgeschlossenbeit von MM mindestens einen Haufungspumkt Q.
Der Bildpunkt ¢ von @ enthdlt dann wegen der Stefigkeit der Ab-
bildung in jeder Umgebung unendlich viele Punkte der Folge o, Os, -,
und da P’ der einzige Hiufungspunkt dieser Folge ist, so ist = 1"
Q ist also einer der Punkte Py, P, ..., etwa P;. Dann liegen unendlich
viele der Punkte Q;, @, ... in U(Py| M), also liegen unendlich viele der
Punkte @1, Qs,...in . Das ist ein Widerspruch.

Wir kénnen jetzt die Frage kliren, wann aus der Stetigkeit zweier von
drei durch die Beziehung ¥ g = 7 (erst g, dann ¢!) verkniipften Abbildungen
die Stetigkeit der dritten folgh. Wie bereits frither (§ 6) bemerkt, ist
stetig, wenn @ und % es sind. Dagegen folgt aus der Stetigkeit von
% und g wmicht diejenige von ¢, da g z. B. bei beliebiger ‘Wahl von ¢
stetig ist, wenn ¢ alle Punkte in einen einzigen Punkt iibergehen lafit.

#y Dies ist freilich bel beliebiger Klasseneinteilang nicht immer méglich.

“alle in U(P”
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Aug Satz IIT folgt nun aber, daB die Stetigleit von ¢ und y diejenige von
% unter gewissen Bedingungen nach sich zieht. Eg gilt nimlich

Satz IV: Eine Dbeschrinite abgeschlossene Menge IR eines Zohlen-
raumes werde vermige einer stetigen Abbildung © in einen anderen Zuhlen-
vaum abgebildet und das Dild ' abermals vermige einer Abbildung ¢

" (vow der wir keine Stetigheit voraussetzen) in einen beliebigen Umgebungs-

raum. Ist donp WM das Bild von M und st die Abbildung po =g
eine stetige Abbildung von M auf WM, so ist auch y stetig.

Beweis: P sei ein beliebiger Punkt von I wnd P = ¢(P’) sein
Bildpunkt in M. Ferner seien Pp, Py, ... alle Punkte von IR, die sich
bei ¢ in P’ abbilden. Wegen der Stetigkeit von g gibt es zu vorgegebener
Umgebung 1L{P"|{M") Umgebungen WP, | IM), W(P,| M), ..., die sich

i) abbilden. Erklirt man nun in IR alle Punkte als
dquivalent, die in denselben Punkt von %' iibergehen, so entsteht nach
Satz TIL M’ aus M durch Identifizieren HZquivalenter Punkte. Die Ver-
einigungsmenge 11{P; | M) 4+ W (P, | M) +--- geht also in eine Umgebung
WP | M) tber, die sich ihrerseits in W(P"|I") abbildet. D.h. ¥ ist
in P, also in jedem Punkte von M’ stetig.

Ist in Satz IV @ eine eineindentige, in der Richtung M — P stetige

A ~Abbildung und setzt man ¢ = ¢~1, o ist Yo die identische Selbst-

abbildung von I, also sicher stetig. Daher ist auch @~! stetig. Damit
ist bewiesen

Satz V: Bine eincindentige und stetige Abbildung einer beschrinkten ab-

o geschlossenen Punlimenge eines Zahlenrawmes besitet eine stetige Um-
Tehrung, st also sogar topologisch.

1. Beispiel: Die Menge It sei eine Kreisscheibe (einschlieBlich Randkreis).
Alle Punkte des Randkreises sind zu identifizieren. -— Es ergibt sich die Kngel-
fliche. Denn man kann die Kreisscheibe so stetig auf die Kugelfiiche abhilden,
daf immer nur dquivalente Punkte in denselben Kugelpunkt iibergehen. Die vom

" Kreisscheibenmittelpunkt nach dem Rand filhrenden Radien bilde man etwa auf

die vom Bidpol nach dem Nordpol zielenden Meridiankreise ab, den Rand-
punkt eines Radiug also immer in den Nordpol. Nach Sate III entsteht dann die
Kugelfiiche durch Idemtifizieren aller sich in den Nordpel abbildenden Pumlkte
der Kreisscheibe,

2, Beispiel: Erklirt man als eire Umgebung einer Geraden g in der Menge
der durch einen Punkf gehenden Geraden des Zahlemraumes alle Geraden, die

‘einem Kreiskegel um die Gerade gy angehiren (und alle diesen Kegel enthaltenden

Teilmengen von Geraden), so entsteht ein zu diesem Umgebungsraume [{dessen
~Punkie“ Gerade sind) homdomorpher Umgebungsraum durch Identifizieren von
Diametralpunkten einer Eugelfliche des Zahlenranmes. Es ist der ,projektive

. Ebene“ genannte, in § 2 eingefihrte Umgebungsranm.
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§ 0. #-Simplex.

Ts seien im m-dimensionalen Zahlenraum R™ n -+ 1 linear unabhiingige

- Punkte
. .P[”PI,...,P%

- gegeben; 0 = n = m. Lillﬁzm‘{__,l};;gl.?hangig heitﬁen %+ .1. Pug]iftg ) Wen*r\l
sie micht in einem (#—T)-dimensionalen linearen Teilrann: liegen™)

Es¢ seien die Koordinaten des Punktes P;
_p'il; _pi2) ey pz‘m- ({=0,1.....%) (1)

Der Punkt P; sei mit einer Masse

u; =0 2

helegt, und die Gesamtsumme der Massen sei = 1:
S A oty ot =L (3)
Die Massen haben einen bestimmten Schwerpunkt X mit den Koordinaten
&Ly = EH@PH; &Ly z%#i?iz; <oy Tm :%Mpim‘ (4)
o .
io, fi, - - -, Wn heiBen die baryeentrischen Koordinaten von X, sie sind

an die Bedingungen (2) und (3) gebunden. Die Menge aller Punkte X
macht ein (geradliniges) n- Simplez @ des Zahlenraumes R™ aus. E» ist
" hiernach eine abgeschlossene Teilmenge des Zahlenraumes. Die
Punkte Py, Py, ..., P, heifen die FEcken des n Simplexes. Durch An-

gabe seiner Hcken ist das Simplex vollstindig besiimmt und kann daher .

ebensogut wie mit einem einzigen Buchstahen €* durch die Hcken be-
zelchnet werden.

Fithrt man an Stelle der Koordinaten y, s, - . ., &, ein Parallelkoor -

dinatensystem &, &, . .., &, durch eine lineare Transformation mit nicht-

verschwindender Determinante ein, so transformieren sich die beiden Seiten :

von {4) in gleicher Weise, und man erhilt die (Hleichungen

it T 18 L
- o~ . = :Z
b= Dy, b= D@, oy b= _2&%‘ Tim- (5)
i={ i =0 i=0 ‘ -
Darin sind @y, @ia, . . ., Tm die Koordinaten von P; im neuen Koordi--

natensystem. Die Koordinaten des Schwerpunktes driicken sich also in
allen Parallelkoordinatensystemen in gleicher Weise durch die baryzen-:

trischen Koordinaten aus.

Tnsbesondere kann man das Koordinatensystem £, &, . . ., £, so wihlen,"
dab &, £, ..., &, Parallelkoordinaten in dem linearen Raum £* sind,

# {ber die hier nicht ausfilbelich erklirten Grundbegriffe der affinen Goometris

vergleiche man Schreier-Sperner, Analytische Greometrie (Leiprig 1931).

§9 #- Simplex a7

dem € angehdrt. Dann sind 7; ny 1, i nya, -« Tim 2lle gleich Null, und
das System (5) wird zu

(3 , #n . #
51:_2;!1@%‘1, £2=_2;mm-z, sy &n:_z‘)'ﬂiﬁin- - (6)
. T = 2 == g T

Spezialisiert man noch weiter und macht die von P, nach den Ecken
Py, P,, ..., P, ausgehenden Vektoren zu Basisvektoren des Koordinaten-

L. . .-
systems, so wird m;; = 1 fiir s==1, 2, ..., #n, und alle anderen xr;; sind
= 0, so daB sich das Gleichungssystem

51:{*1, Ezﬂ.u-z,-'

-7 En:l"n . (7)

. ergibt. In diesem Koordinatensystem stimmen also die baryzentrischen
. Koordinaten u,,

- Punkte von €” geniigen darin den Ungleichungen

oy .., by, mit den Parallelkoordinaten iiberein. Die

gléoj EZEOJ R g'fbgof
b+ --FE =1
" Das Simplex ist als Teilmenge des Zahlenraumes selbst ein Umgebungs-

- raum. Eine ¢Umgebung eines geiner Punkte besteht aus den Punkten,

die es mit einer um den Punkt geschlagenen ¢-Kugel gemein hat.

Das O-Simplex ist ein einzelner Punkt, das 1-Simplex eine Strecke, das
2-Simplex ein Dreieck, das 3-Simplex ein Tetraeder.

Diejenigen Simplespunkte, deren baryzentrische Koordinate g, = 0

- ist, machen ein (% — 1)-Simplex aus, die (#» — 1)-dimensionale Seite

€21 von €~ die dem Punkte P, gegeniiberliegt; denn die Formeln (2)
bis (4) gelten fiir diese Punktmenge, wenn man nur den Index # durch

~(w — 1) ersetzt. Ebenso liegt der Ecke P; eine Seite Er—1 gegeniiber.

Fine k-dimensionale Seite des Simplexes €" ist eine Punktmenge, fiir

- -die » —k baryzentrische Koordinaten = (0 sind und nur die itbrigen

%+ 1 Koordinaten im Einklange mit (2) und (3) variieren. Auch eine
k-dimensionale Seite ist ein Simplex ©* Insbesondere heifien die ein-

~dimensionalen Seitensimplexe die Kanfen von & Die Ecken einer k-di-

mensionalen Seite sind zugleich Ecken von @, und umgekehrt spannen

je B+ 1 beliebige Hcken von €” ein A-dimensionales Seitensimplex auf.

41

Es gibt somit (z H 1) k-dimensionale Seitensimplexe.

- @" besteht ans der Gesamtheit der geradlinigen Verbindungsstrecken
.der Punkte der Seite &*—1 mit der gegeniiberliegenden Eecke P,. Um den
‘Schwerpunkt aller # - 1 Massen zu erhalten, kann man nimlich erst den
Behwerpunkt der Massen pg, gy, ..., #t,_, bilden — das ist ein Punkt
von &7~ — und dann den Schwerpunkt der in ihm konzentrierten Masse
o+ @1+ -+ -+ #bu—y und der Masse u, — der liegt auf der Verbindungs-
strecke. Jeder Punkt der Verbindungsstrecke ist ein Simplexpunkt, da
‘man.die Masse g, von 1 his 0 abnehmen lassen kann, ohne das Verhiltnis
der tibrigen » Massen zu verindern; dabei bewegt sich der Gesamtschwer-
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punkt auf der Verbindungsstrecke von P, mach dem durch das feste
Massenverhiltnis bestimmten Punkte der gegentiberliegenden Seite.

Verbindet man alle Punkte einer Punktmenge I eines Zahlenraumes
mit einem festen Punkte P durch geradlinige Streckem, so nennt man
diesen Vorgang die Projelition der Punktmenge M vom Projektionszentrom
P aus und die Gesamtheit der Verbindungsstrecken den Projektionskegel.
Das n-Simplex entsteht alsdann durch Projektion einer seiner (% —-1)-dimen-
sionalen Seiten vom gegeniiberliegenden Eckpunkte aus. Man kann da-
her das n-Simplex G durch fortgesetze Projektion aus einem 0-Sim-
plexe erzeugen: durch Projektion einer Ecke von &, etwa Py, vor einer
anderen Ecke, etwa Py, aus entsteht zungchst eine Kante, durch deren
Projektion von einer meuen Teke P, aus eine 2-dimensionale Seite und
so fort, biz durch Projektion einer (n — 1)-dimensionalen Seite von der
letzten noch micht als Projektionszentrum benutzten Heke P, avs ganz €
entsteht. i

Hine wichtige Bigenschaft eines n-Simplexes ist seine Konvexitit. Unter
einem konvenen Bereich eines Zahlenraumes versiehen wir eine beschrinkte
abgeschlossene Menge, dic mit je zwei Punkten auch ihre Verbindungs-
strecke. enthilt. — Die Dimension eines konvexen Bereiches ist diejenige
des linearen Raumes ©7 niederster Dimension, der ihn enthilt. In bezog
auf ©7 hat der konvexe Bereich innmere Pumnkte, da er 7 - 1 linear un-
abhiingige Punkte und damit ein ganzes r-Simplex enthilt, das innere
Punkte in bezng auf & besitzt. Wir nennen die Menge der Begrenzungs-
punkte innerhalb 27 den Rand des konvezen Bereiches, die inneren Punkte
in bezng auf 7 seine mittleren Punkite. Frst spiter (V. Kapitel) konnen
wir zeigen, dab die Randpunkte und die mittleren Punkte eines kon-
vexen Bereiches durch innere topologische Higenschaften, die von
der Einbettung in einen Zahlenraum unabhingig gind, sich unterscheiden,
— Man hiite sich, die mittleren Punkte mit den inneren Punkten eines
konvexen Bereiches beziiglich irgen deines einbettenden Zahlenraumes
qu verwechseln. Mittlere Punkte sind nur dann innere Punkte, wenn

die Dimension des einbettenden Rauxes mit der des konmvexen Bereiches

iibereinstimmt; andernfalls ist je der Punkt des konvexen Bereiches Be-
grenzungspunkt. — Hin 0-dimensionaler konvexer Bereich besteht aus
einem einzigen mittleren Punkte. '

Der Projektionskegel eines konvexen Bereiches B von einem Punkte
aus ist wieder ein konvexer Bereich; denn zwei Punkte @, und ¢, des
Projektionskegels werden in gewisse (nicht notwendig eindeutig bestimmte)
Bildpunkte von B projiziert; diese haben eine ganz zu % gehorige Ver-
bindungsstrecke, und deren Projektionskegel enthalt die Verbindungs-
strecke (@, Us)-

Nunmehr folgt: Weil ein Punkt P, ein 0-dimensionaler konvexer
 Pereich ist und das n-Simplex aus ihm durch fortgesetzte Projektion ent-
steht, ist es selbst ein konvexer Bereich, und zwar offenbar ein n-dimen-
sionaler. — Es ist iberdies der kleinste konvexe Bereich, der die » + 1

- brachten Massen uq, g, -
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Fcken von " enthilt, wofiir man auch sagt: es ist die konveve Hiille der
%+ 1 Punkte. )

Als konvexem Bereich kommt einem »-Simplex ein bestimmter Rand
zu; ex besteht offenbar aus seinen sémtlichen Seiten. Seine tibrigen Punkte
sind mittlere Punkte. — Ein O-Simplex hat keinen Rand, sondern be-
steht aus einem einzigen mittleren Punlte.

Jedes Simplex hat einen bestimmten Mittelpunkt, das ist der Ponkt M
mit den baryzentrischen Koordinaten:

1
My == by == =+ == Uy (=m)

Eine lineare (affine) Abbidung eines n-SBimplexes € auf ein r-Simplex

M@ (r = n) wird dadurch hergestellt, daf man die Ecken von €” in die

Ficken von ‘@ abbildet, also jeder Ecke von €™ eine von "€ zuordnet und
keine Eecke von ‘G leer ausgehen 1dft, die Massen von €” in die Bild-
‘ecken hinfibernimmé und dem Sehwerpunkt den Schwerpunkt zuordnet.
Damit erhilt jeder Punkt von €” einen eindeutig bestimmten Bildpunkt
in 'C7, und diese lineare Abbildung ist bereits durch die Abbildung der
Ecken bestimmt. -— Die Abbildung von € auf '€ heifit awusgeariet
wenn r << ist. Alsdann fallen mindestens zwei Ecken von €" in dieselbe

I Eeke von ‘6. Wenn dagegen # = r ist, so ist die lineare Abbildung topo-

lt?gisch. — Jede Seite von & wird linear auf die Seite von '€" abgebildet,
fhe von den Bildern der Ecken ,aufgespannt® wird. Wenn also zwei Ecken
in eine zusammenfallen, so fillt die ganze ven ihnen aufgespannte Kante
in diese Kcke zusammen.

Will man die lineare Abbildung von €” auf 'E" analytisch verfolgen,
g0 wihle man in den linearen Réumen £~ und ‘Y, denen &® und '€" an-
gehdren, je ein Parallelkoordinatensystem &, &, .. ., €, bezw. &1, 5y, ..., &,

Ty (i=0,1,...,0;§=1,2, ..., %)
seien die Koordinaten der Ecken Py, Py, ..., P, von € und

.

iz He=0,1,.. ., k=1,2,...,%)

d.ie.Koordinaten der Bildpunkte Py, ‘Py, ..., "P,, von denen nabiirlich
einige zusammenfallen kinnen. Die Koordinaten des Schwerpunktes der

in Py, P, ..., P, angebrachten Massen o, u;, ..., ¢, sind nach Glei-
. chung (4)
: k13 1w ki
‘212 _%pimily 523_2”1’“1‘2) LRI gnzzf‘iﬂriny (8>
i= i=g t=0
und der Schwerpunkt der in den Bildpunkten 'Py, "Py, .. ., ’P.n ange-

-« by, entsprechend

T

2 ’gv' - 2(”’2 ,7":2'7’- (9)

.

1 - ke
e ' e
-1 —"ZM Ti1, B2 2&%’?’%2, .-
4= 0

Ta= )
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List man das Gleichungssystem (8), dem man noch die Gleichung (3)
o+t =1

hinzugefiigt' hat, nach den Massen o, {1, - - - #n auf (was wegen der Un-
abhingigkeit der Punkte Py, Py, ..., P, moglich ist) und setzt ihre Werte
~in (Y) ein, so erhilt man ein lineares (leichungssystem von der Form

n » Lid
'8y = .210515' &, '§Z‘=_21°529‘E1‘; N ﬁ.zl'u”‘ &
§ = F= i=

Die lineare Abbildang von & auf ‘€ wird also durch eine eindeutig be-
stimmte lineare Abbildung von £ auf ‘2" bewirkt.

Fin Simples wird orientiert, indem eine bis auf gerade Permutationen®)

bestimmte Reihenfolge seiner Ecken festgelegt wird. Ein orientiertes Sim-
plex En (fir das wir zum Unterschiede vom nichtorientierten lateinische
Buchstaben verwenden) ist z. B. durch die Eckenreihenfolge Py, Pk, . ,P,
gegeben, und wir bezeichnen es mit

Fnoe 4 (Py Py ... P ‘
Bei Vertauschung von P, mit P, kehrt sich die Orientierung des Sim-
plexes um, und wir bezeichnen das umgekehrt orientierte Simplex mit

Wenn wir ein nichtorientiertes Simplex durch seine Ecken bezeichnen
wollen, so schreiben wir

G = (PyPr... P,

ohne Vorzeichen. Diese Definition der Orientierung ist dadurch nahege-
© legt, daf die lineare Selbstabbildung des n-Simplexes, die durch eine Per-
" mutation seiner Hcken festgelegt ist, eine positive oder negative Deter--
minante hat, je nachdem die Permutation gerade oder ungerade ist. Denn
jede Permutation der » + 1 Ecken kann man bekanntlich durch eine Folge
. von Transpositionen, d. h. Vertauschungen von nur zwei Eecken, erhalten.
Tine lineare Abbildung, die eine Vertauschung zweier Hcken, sagen wir
P, und P,, bewirkt, hat aber negative Determinante. Wir haben nur P,
gum Anfangspunkte und die nach den fibrigen Ecken zielenden Kanten
zu Basisvektoren zn machen, danu hat in diesem Koordinatensystem die

- Abbildeng die Gestals

r r I r
Xy = gy .ﬂ’)gﬁiﬂhiﬂgzmg,..-, Tp = Ln,

also die Determinante — 1. Der SchluB versagt, aber die Behauptung bleibt
richtig fiir den trivialen Fall n = 1. — Alle geraden Permutationen eines
regelmifigen Tetraeders sind hiernach dadurch vor den ungeraden geo-
metrisch ausgezeichnet, daf sie sich durch starre Drehungen um den Te-

traedermittelpunkt bewirken lassen.

* Vgl z B, B. L. van der Waerden, Moderne Algebra (Berlin 1980} I, 8. 24,
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) Zur formalen Vereinfachung orientieren wir aunch 0-Simplexe; die Orien-
tierung besteht hier nur in der Zuordnung eines Plus- oder Mi;luszeiehens
zu dem betreffenden Simplexe.

Fir n =1 ist darch die Orientierung + (P, ;) eine Durchlaufung
der Strecke festgelegt, indem P, als ,Anfangsecke®, P, als En’d‘eckez
gekennzeichnet wird. Ein orientiertes 1-Simplex kann daher gurch eine
Strecke mit einem aufgeseizten Pfeil dargestellt werden, der vom Anfangs-
punkt zum Fpdpunkt weist. — Fir » = 2 ist durch die Reihenfolgé
+ (Lo Py Py) und die darans durch gerade Permutstionen hervorgehenden

L+ (PR P, + (PP, Py) ein und dieselbe zyklische Durchlaufung der

Ecken, also ein bestimmter Umlaufssinn des Dreiecks gegeben. Die Orien-
tleljllﬂg eines Dreiecks kann man daher durch einen eingezeichneten Kreis-
pfeil angeben. — Fiir » == 3 bestimmt die Orientierung + (£, P, P, P,)

einen Schraubsinn. Fine Schraube, die man von der Ecke P, aus in die

gegeniiberliegende Seite bohrt und dabei gemif der Reihenfolge der tibrigen
¥icken dreht, ist eine Rechtsschraube oder eine Linksschraube, je nz,eh
der Orientierung des Tetraeders. ~ ’

B1_sher haben- wir Simplexe eines Zahlenraumes und ihre linearen
Abbx_ldu_ngen betrachtet. Bilden wir jetzt ein solches n-Simplex ¢* topo-
logisch auf einen anderen Umgebungsraum MM ab (also so, daff jeder
Punkt von 3t Bildpunkt wird), so nennen wir auch das Bild.ein éimplex &~
genaver ein fopologisches Simplex, vnd e* ist das Urbild von G Falﬁ’;
man denselben Umgebungsraum I als Bild eines anderen Urbildes e~
auf, so betrachten wir die fopolagischen Simplexe € und G* dann und
wur danm als gleich, wenn sich ¢ auf € limear so abbilden 1apt, daf wu-
gfqulnete Punlte denselben Bildpunki in I haben. Auf ein top(;locrisches
_Suzuplex tibertragen sich daher von seinen Urbildern her die Begriﬂ’: Ecke
t-dimensionale Seite, Mittelpunkt, geradlinige Verbindungsstrecke zweie;
Pun.kte, Rand, mittlerer Punkt; nicht aber kann man von der Entfernung
zweier Punkte reden, da diese bei linearen Abbildungen zweier Urbilder
a!rlfelnander sich #ndert. Auch die bisher betrachteten geradlinigen
S_}mplexe des Zahlenraumes kann man als topologische Simplexe a,uffasbsen-
hier fallen Urhild und Bild zusammen, und die Abbildung ist die identischei

: Wenn von einem Simplex schlechthin die Rede ist, so ist immer ein tope-

logise]:‘t_es. gemeint, das natiirlich unter Umsténden anch geradlinig sein kann.
.Prot]lmeren wir z. B. die Oberfliche eines Tetraeders vom Tetraeder-
mittelpunkte auf die Umkugel, so gehen ihre vier geradlinigen 2-Simplexe

. in vier topc.olog_ische Simplexe der Kugelfliche (sphiirische Dreiecke) tiber.
. Genau wie ein geradliniges Simplex kann man ein topologisches Sim- -
plex durch Angabe einer Reihenfolge seiner Hcken, und zwar auf zwei

entgegengesetzte Weisen, orientieren..
Auch ist klar, was unter einer linearen Abbildung wweier topologischer

Sémp?eme (E” und 'G” zu verstehen ist: eine topologische Abbildung, bei
der dl(? Urbllder zugeordneter Punkte durch eine lineare Abbildung der
geradlinigen Urbildsimplexe ¢ und ‘e" ineinander iibergehben.
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§ 10. Simplizialer Komplex.

Aus Simplexen setzen sich die Komplexe zusammen. Komplexe sind
hesondere Umgebungsrinme; nux mit ihunen haben wir es hinfort zu tun.
"Von dem allgemeinen Komplexe handeln die Kapitel 11—V, VII, VI, X1,
wibrend VI, IX, X besondere Komplexe, die Mannigfaltigkeiten, betreffen.
Der Komplex steht daher m Mittelpunkt aller folgenden Uberlegungen.

Tin Komplex ist ein Umgebungsraum, der einer simplizialen Zerlegung
fibig ist. Die simpliziale Zerlegung eimes Umgebungsraumes & ist =0
definjert: Fs mogen auf & endlich oder abzihibar unendlich viele Sim-
plexe der Dimensionen 0 bis » liegen, also topologische Bilder gerad-
liniger Simplexe. Mit jedem Simplex sollen zur Menge dieser Simplexe
alle seine Seitensimplexe gehoren. Die Simplexe machen eine simplisinle
Zerlegung des Umgebungsraumes aus, WeIl folgende vier- Bedingungen
erfillt sind: s

(%) Jeder Punkt gehort “wenigstens einem Simplex an.

(ks) Jeder Punkt gehort nur endlich vielen Simplexen an.

(kq) Zwei Simplexe sind entweder punktfremd, oder das gine ist Seite
des anderen, oder sie haben eine gemeinsame Seite, die den Durchschnitt
der beiden Simplexe ansmacht. — Hierbei ist an die Gleichheitsdefinition
topologischer Simplexe zu erinnern. Z.B. geniigt es dafiir, dab zwei topo-
logische 2-Simplexe von R cine gemeinsame Seite haben, noch nicht, dab
bei der topologischen Abbildung der beiden geradlinigen Urbilddreiecke
in den Komplex die beiden geradlinigen Utbildseiten in ein und dieselbe
Punkimenge von & tbergehen. Die Abbildung der Urbilddreiecke in ®
mub vielmehr derart sein, daf aufeinander linear (und nicht beliebig
topologisch) bezogene Punkte der beiden geradlinigen Urbildseiten den-
selben Bildpunkt in & haben.

" (k) Ist P ein Punkt des Umgebungsraumes & und sind (P Ey),
W(P|Gy), ..., W(P|C,) Umgebungen innerhalb der simtlichen Simplexe
G, G, ..., € der simplizialen Zerlegung®), denen_ P angehért, so ist die
Vereinigungsmenge W{P|E,) -+ WPIE,) + - -+ WP €,) eine Um-
gebung N(P|K) von P in K.

Lt der Umgebungsraum & sich in dieser ‘Weise in Simplexe einteilen,
¢0 heiBt er ein Komplex. Ist aus den verschiedenen Moglichkeiten, einen
EKomplex in Simplexe zu zerlegen, eine herausgegriffen, so nennen wir-

den auf diese bestimmte Weise in Simplexe eingeteilten Komplex einen

simpliziaten Komplex, wofdr wir also genauer sagen milfiten: gimplizial -
zerlegter Komplex oder Komplex mit simplizialer Zerlegung. — Hs ist
ithlich, zwei Simplexe auf @ als inzident 7o bezeichnen, wenn eines Beite
{des anderen ist. Hin simplizialer Komplex heillt n-dimensional,” wenn er

! mindestens ein n-Simplex, aber keines hoherer Dimension enthilt.

#) Die Dimensionen der Simplexe €, E,, .. - &, liegen zwischen 0 und 7; den
Pimensionsindex, den wir stets hochstellen, haben wir hier nicht mit angeschrieben.
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Wir werden im Laufe der Entwicklung sehen, daB i
wichtigen Gebilde Komplexe sind. Zu diezs:en Nac’hweiseiuxiufsf ﬁgg lflfi

H_ilf ssatz: Fine Punkimenge 8 eines Zohlenraumes N7, die aus
_ ef.l'?,dlwh oder abzihlbayr wnendlich vielen geradlinigen Stmplexen dér Diwmzl:
| Ston 0 bis n bestebt, ist e simplizicler Komplex, wenn fiv die Sind -Ze;;r:e
und thre Seiten aufer der Bedingung (kg) (welche aussagt, dab die %im-
p_l_exe_sich nichb. iiberschneiden oder durchdringen) %ochbcfie weitere er-
fullt_wt: zu jedem Punkte von R gibt es eme Umgebung, die nur a;ait
endlich vielen Simplexen Punkie gemein hot. ' v ' |

_B eweis: R ist als Teilmenge des Zahlenraumes ein Umgebungsraum
Die gegebenen Simplexe und ihre Seiten machen eine simpliziale Zer:
legung von & avs. Denn aufier (k,) sind offenbar die Bedingungen (%)

und (k) erfilllt, und es bleibt nur (k) zu beweisen. Die Umgebung

3_,1_(13 | €,) von (k;) umfabt eine gewisse 5,-Umgebung von P beztiglich €; sie
wird von allén Punkten vor €, gebildet, die von P im R um Welg er
als & entfernt sind. Wahlt man dann % positiv und kleiner als &, ¢ ge .
und iberdies so klein, daB die n-Umgebung von P nur mit deaniri; .1-33;3111‘
@1", @?, s €, Punkte gemein hat, was nach der Bedingung des Hillf)sa.tzes
{Ilwg]_llch ist, 80 ist'diese n-Umgebung von P beziiglich & ein: Teilmenge von
eb(ei’ i!a%l) {Il— 11(}1)3' [ &) +--- + 11"(P.| €., also ist diese Vereinigungs;aenge
chent s Umgebung von P heziiglich & und damit die Bedingung (%)

1, Beispiel: Die Kugelfldche ist el
: . n Komplex, denn das ebenflichige -
Tetraeder des Zahlenrawmes ist ein simplizialer Komplex ;1ach dem letzten&é}at]zg:

. und er liBt sich topologisch durch Projektion vom Mittelpunkte auns auf eine um den

Ngi.tt_ellpunkt gelegte Kugelfliche abbilden. 8ein topologisches Bild liefert eine sim-
pliziale Ze'J_rlegung der Kugelfliche. Andere simpliziale Zerlegungen desselben Koni-
plexes erhilt man ans dem Oktaeder oder lkosa- '
eder. Man vgl. hierzu § 14.

2. Beiapiel: Die Zahlenebene ist ein Kom-

- plex, da man sie mit gleichseitigen Dreiecke -
- kettieren kann. N .

N Bfaislniel: Natiirlich ist auch ein eingel-
nes Dreiecl der Zahlenebene ein Komplex &, aber

.ej.ne Zerleg'ung‘in unendlich viele Dreiecke, wie ?
..szle z. B. die Fig. 32 zeigh, ist keine simpliziale
erflegung, da fir den Eckpunki P die Bedingung (k,) verletzt ist. Die Vereinigungs-

Fig. 52.

menge W(P |G + U(P|E) 4+ -4 U(P! €, der Bedingung {L,) isbt nimlich hier

;. .keine Umgebﬁng U(P| &), denn sie besteht nur aus dem Punkte P, da es anfer
: -%ﬁgﬁﬁﬁ:ﬁ Ifa feﬁl ?ﬁylplex der Zerlegung gibt, dem P angehirt. — Weitere

: -Z.'L'l spiterem Gebrauche wollen wir noch angeben, wie man einen sim-
pl_lzm]en Komplex aus. seinen einzelnen Simpleer,J durch [dentifi-
‘zieren aufbauen kanm. Man denke sich zu den Simplexen der Zerlegun:
je ein Urbild in einem Zahlentaume geniigend hoher Dimension gele er? -
* Diese Urbilder, die punktfremd nebeneinander liegen mdgen bildengzu-‘
sammMen einen Umgebungsraum 3R, der stefig anf & abgebiléet Adst, weil -
. jedes einzelne Simplex sogar topologisch auf eine Teilmenge von R ab-
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i :<t. Wenn man jetzt alle Punkte, die denselben Bildpunkt in &
%Z?;Lliei'i;stﬁquivalent erleﬁ,rt und identifiziert, so erhdlt Tan gerade den.
@ Denn wenn man in I8 irgendwelche Umgebungen
kte eines Punktes von & auswihlt; so ist nach
dieser Originalumgebungen eine
atz 11 aus It durch

simplizialen Komplex
der simtlichen Originalpun
L) das Bild der Vereinigungsmenge
%J:r)lgebung des Bildpunktes, also entsteht & nach § 8 S
Tdentifizieren #quivalenter Punkte.

§ 11. Schema eines simplizialen Komplexes.

imyplizi i lexes haben nie-

-¢i Simplexe der simplizialen Zerlegung eines Komp_
ma%: :fallie glel':L)chen Ecken, wegen (ks). Auf Grund dieser Elgenschaf:t kann
man den simplizialen Komplex durch seine sdmtlichen Ec?;en und ein Ve‘r—
zeichnis, in welche von ihnen Simplexe cingespannt sind, geben. Ein

ichni i t Sehema des in
hnis heift das Schema des Komplexes. Das Se :
solohes Vermels Fig. 33 gezéichneten, aus einem Dreieck und

einer Strecke bestehenden Kompleses lautet

hiernach ‘ ‘
(PoPl-Pz)S (POPI)E (Ple); (P2P0>5

(P2P3)5 (Po)5 (-Pl)i (Pz)S (PB)-

Spater werden wir eine andere Art von Schema,
die Inzidenzmatrizen, zur Beschreibung des
Komplexes benutzen. _
Haben zwei simpliziale Komplexe & und & das gle'iche Sche.ma, g0 sn:}t)d
sie homomorph. Genauer lassen sie sich 50 tol?ologisch a.ufen.l.acaderha -
bilden, dafi die Simplexe des einen linear 1n die des andem. ubergie he:;.
Um diese topologische Abbildung zu bewirken, bemen"ken wir zunfie ds X
daB ein Punkt P von & mittlerer Punkt von genau emem -Slmplexs er
simplizialen Zerlegung ist, denn P gehért wegen (}’51) Iglnldes e;ls
einem Simplexe an und ist daher mittlerer Punkt dieses $1mp exes O'tir
einer seiner Seiten. Es kann nicht zwei Simplexe geben, die P zam mitt-
' Fs). :
lerfslfﬁ iﬂktcg ]éz}s)eg}ir:;ge:{nv(mi).@, das P zum mittleren Punkte hat,_ £0
sucht man zu den Beken von € die entsprechen‘den Ecken von &' :Plese
sind die Ecken eines Simplexes €', das durch d_1o3 Eckenz‘uordnungljlfngar
“auf @ abgebildet wird. Der Bildpunkt von_P 1st"der B‘lldpgnk_t o er
gesuckten Abbildung von & auf K. Damit 1st’zu_nachst eine el:,ne%nt e: ige
Abbildung der Punkte von & auf die von ® hergeste}lif. Sé% is ; OP(E -5
logisch. Ist nimlich M(P’|&’) eine Umgebu‘l‘lg von.P in : 11,;)1 hilj-:-ltt _:
©;, &, ..., € die Simplexe, denmen ;”.angehort, so ist der urel ch ¢
von (P’ &) mit dem Simplexe & (2 :’1 oder 2, ..., ode_i_r) eéne U::i
gebung U(P'|€) von P’ im Simplexe &;, nach der Defini 1311 Se_r_ -
gebung in einer Teilmenge eines Umgebungsranmes. Da -m_mhas%o 11;1{dEt
&, anf G durch die konstruierte lineare Abbildung topologisch abgebi

Fig. 33.

%

. Pl: P2’ -

» Punkte P, P, ...

Bchema eines simplizialen Komplexes
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ist, so entspricht der Umgebung U(P’|E}) eine Umgebung U(P|E)
in ;. Nach (%) ist dann die Vereinigungsmenge W(P!€,) + N(P|E,) + - - -
+U(P'E,) eine Umgebung von P in §. Ihr Bild in & gehirt zu
WP &). Also ist die Abbildung in Richtung & - £’ stetig, und da &
nicht vor & ansgezeichnet ist, anch in der entgegengesetsten Richtung,
also topologisch. -

Wir beantworten jetat die Frage, wann eine Menge %8 von endlich oder
abzihlbar unendlich vielen Elementen, in der gewisse ,ansgezeichnete”
Teilmengen definiert sind, das Schema eines n-dimensionalen simplizialen
Komplexes in dem Sinne ist, daf die Elemente von %8 den Foken des
Komplexes umkehrbar eindentig entsprechen und die ansgezeichneten
Teilmengen den Fickenmengen von Simplexen. Folgende drei Bedingungen
sind hierftir offenbar notwendig:

% {Schy) Jede Teilmenge einer ausgezeichneten Teilmenge ist wieder eine
ausgezeichnete Teilmenge, denn mit einem Simplexe gehdren alle seine
Seitensimplexe zum simplizialen Komplexe,

(Schy) Die Hochstzahl der Elemente in einer aus
betrigt # 4 1.

(Schs) Jedes Element kommt nur in endlich vielen ansgezeichrieten Teil-

gezeichneten Teilmenge

- mengen vor, wegen Bedingung (k).

Um zu zeigen, daf die Bedingungen auch hinreichend sind, konstruieren

~ wir den zugehbrigen Komplex geradlinig im (2% -- 1)- dimensionalen

Zahlenraume R2"+1 Wir stiften zu diesem Zwecke eine eineindeutige
Bezichung zwischen den Elementen von %% und ebenso vielen Punkten
. des 2 +1, Diese Punkte sollen die beiden Bedingungen erfiillen:

(1) Sie haben keinen Hiufungspunict,

(2) je & + 1 Punkte spanunen einen A-dimensionalen linearen Raum auf,
fiir £#< 20+ 1, d. h. der kleinste lineare Raum, dem sie angehdren, ist
k-dimensional.

- Die beiden Bedingungen sind immer erfiillbar, denn hat man die ersten
, P gemiif der Bedingung (2) angenommen, so wihlt
man den Punkt P, ; so, daB seine 2,-Koordinate mindestens um 1 grifer
ist als jede der z,-Koordinaten von Py, P,,..., P, und daB auferdem
P,y keinem der linearen Riume angehirt, die von je % der Punkte

Py, Py, ..., P (k=2n+ 1) aufgespannt werden. Die letate Bedingung
ist deshalb erfiillbar, weil die zu meidenden endlich vielen lnearen
Réume hochstens die Dimension 2# haben. Alsdann ist (2) anch fir die
Punkte Py, P, ...
(1) gilt, weil die z,-Koordinaten itber alle Grenzen wachsen, falls die .
Punktmenge unendlich ist. :

- Einer ausgezeichneten Teilmenge von p -+ 1 Elementen in % lassen

wir nun das von den zugeordneten Punkten der Folge aufgespannte

_p-Simplex entsprechen. So erhilt man eine endliche oder unendliche

‘Menge & von geradlinigen Simplexen der Dimension 0 bis # im HR2e+1

» £y.q und entsprechend fiir die ganze Folge erfillt.
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Daf § ein Komplex ist, ergibt sich leicht aus dem Hilfssatz von . 43:
Wir betrachten zwei Simplexe G und ¢ von . Ist k+1 die Angzahl
der zu wenigstens einem der beiden Simplexe & und &7 gehdrigen
Peken, so ist B+ 1520+ 2 wegen p <n wnd ¢ <n Wegen (2)
spannen diese %+ 1 Ecken ein %-Simplex & auf, von dem &” und &
Seiten sind. @ und G¢ sind also entweder punktfremd oder haben eine
gemeinsame Seite zum Durchschnitt. Wir miissen ferner zeigen, dab es
za jedem Punkte § von  eine Umgebung gibt, die nur mit endlich
vielen Simplexen Punkte gemeinsam hat. Wir schlagen nm § eine Kugel
von beliebigem Radius ¢ > 0. #; sei die x,-Koordinate von @. Es gibt
in ® nur endlich viele Ecken, deren ,- Koordinaten kleiner als Z, -+ ¢
cind. Die mit diesen Ecken inzidenten Simplexe von & sind nach {Schy}
endlich viele. Nur sic kénnen in die &Kugel um ¢ hineinragen. Daher
ist ® nach dem Hilfssatze ein Komplex. — DaBl § gerade-das Schema T
hat, folgt unmittelbar aus der Konstruktion von ]

Zugleich isgt damit der Satz bewiesen:

Man kann jeden n-dimensionalen Komplex geradiinig n den (2n + 1)~
dimensionalen. Zahlenrawm legen, d.h. es gibt zu jedem #-dimensionalen
Komplex einen geradlinigen Komplex im R2ze+t mit demselben Schema.

Das Schema eines Komplexes gibt einen besseren Uberblick tiber die Struktur
mbglicher simplizialer Komplexe als die weniger einfache urspriingliche Definition.
Tartiber hinaus aber eriffnet es unms einen Ausbiick auf ein Verfahren, Topologie
zu treiben, das wir in diesem Buche nicht ausbauen werden, das streng kom-
binatorische In ikm hitte man das Schema nicht als eine bloBe zweckmifige
Beschreibung des als Umgebungsraum  definierten Eomplexes anzusehen,
somdern das Schemsa selbst wire die Definition des gimplizialen Komplexes,
aus dem andere ,elementarverwandte* Kompleze durch gewisse Ablinderungen
{kembinatorische Unterteilungen z. B} hervorgehen, Die Beziehung der Elementar-
verwandtachaft wiirde an Steile des Hombomorphismus treten; wie man sia gich im
einzelnen etwa zu denken hat, zeigh das Beispiel, das wir gelegentlich in der
Flichentopologie benutzen miissen (3. 134). Das einzelne Simplex wire in der streng
fombinatorischen Topologie also eine ausgezeicknete Menge endiich vieler Heken,
die nicht mit ,kontinuierlicher Raumsance® ausgegossen werden. Die hochstens
abzahlbar vielen Ecken des Schemas und ihve ausgereichneten Teilmengen machen
die urspringlicken (legenstinde, die Elementarverwandtschaft die Relation der
streng kombinatoxischen Topologie aus, wihhrend fiir uns die (kontinuierlich vielen)
Pupnkie und ihre Umgebungen die urspriinglichen Gegenstinde und die stetige Ab-
bildong die urspriingliche Relation sind.?®

§ 12. Endlich, rein, homogen.

' Tin simplizialer Komplex & heift endlich oder unendlich, je nachdem er aus
endlich oder unendlich vielen Simplexen aufgebaut ist. In einem endlichen
Komplexe hat jede unendliche Punktmenge wenigstens einen Héufungs-
punkt; denn da nur endlich viele Simplexe vorhanden sind, so mub es ein

- Simplex geben, in dem unendlich viele Punkte der Menge liegen. Ist &

. dagegen unendlich, so bilden die Mittelpunkte aller Simplexe ein Beispiel-

 fiir eine unendliche Menge ohne Hiufungspunkt. Ist namlich P ein be-
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heblgcir Punkt von &, so machen die Simplexe €, §, E&,, denen P
a?gehort, nac.h (ky) zusammen eine Umgebung von ’P a’u's‘ ‘:mc;’diese ];nt-
Jé_alt-nur endlich viele Punkte der Menge, nimlich die Mittelpunkte der
ufnplexe €y, €, ..., € und die von deren Seiten. Damit sind dip Be-
griffe ,,en‘dlich“ und ,unendlich als topologiseh invariant M
kannt: 'Em engllicker simplizialer Komplex Fann wicht homéomorph ei om
u.gl@endl@chen sein, oder: 1Bt ein Komplex eine Zerlegung in end]};ch ’”’fﬂ;@
S?mplexe zu, so gibt es keine simpliziale Zerlegung in unendlich E:IZ
Simplexe (vgl. 3. Beisp.iel von § 10). Wir sind also berechtigt, unter Fort-
lassung des Wortes ,simplizial“ einfach von endlichen un%’unend]ichen
K:omplexen zu reden. — Der endliche Komplex, den die Kugelflich
bﬂdc?t, wird durch Entfernen eines Punktes, ,,Pun];tieren“ Zu eiﬁe s
endlxcl_]en Komplexe, némlich zur Zahlenebene, wie wir S.,27 sarhenm .
Greift man aus einem simplizialen Komplexe eine beliebige, nic];tleere

- Menge von Simplexen heraus, so bilden diese Simplexe zusammen mit

ihren Seiten einen ZTeilkomplez 8, vo T { i i
ot T T , von & Dies ist offenbar wieder ein
Ein Teilkomplex & heiBt isoliert (in & i
Ein Tei n ), wenn jedes Simplex von ®
d'as ein Sxmplgx von fy zur Seite hat, ebenfalls zu &, gehb‘rﬁ Lo is;l aus?’
emd(?utlge Weise in faine bestimmte maximale Anzahl v (einschlieBlich co)
von isolierten punktfremden Teilkomplexen zerlegbar. Ist = = 1, so heibt

& zusammenhingend. Ein zusammenhiingender simplizialer Komplex ist

oﬂ'enbznj auch dadurch charakferisiert, daB man je zwei Feken P und ¢
d.urch einen Kantenweg verbinden kann; das ist eine Reike von orien-
;1;1:-11:;: E(:ntenl,l defienii erste P zum Anfangspunkt, deren letzte ¢ zum End-
at, wihrend der Endpunkt einer beliebi i
der folgenden ﬁbereinstimmt}.) v heliebigen it dem Anfungspunis
Einen isolierten Teilkomplex lk: i
is plex kann man topologisch i i
chzra];tens;;ren ale eine nichtleere Teilmenge von S’%D, die 2111;1;?]: 10%1:111:
und abgese i ist, ei i i
Begmngung_ ossen ist, oder was dasselbe ist, eine nichtleere Teilmenge ohne
Beweis: Klar ist, dab ein isolierter Teilk i
; da ) omplex eine nichtleere Teil-
g,e.};ge ohne Begrenzung ist. — Sei umgekehrt 3 eine beliebige nichtleere
. eilmenge ohx%e B?g_renz_ung auf §. Ist P ein Punkt von N und @ ein
: 1mp1ez§ der simplizialen Zerlegung von &, auf dem P legt, so gendrh
ga,nzGE EE zu <. Angenommen P’ wire ein nickt zu N gehb’r’icrer Punkt
vo? . Wir bezmherf dann die geradlinige Verbindungsstrecke Ptlp” (linear)
aéu einer von 0 bis 1 wachsenden Parameter s und bilden die obere
r]:nze 5 der Pairame?erwerte aller zu N gehorigen Punkte. In jeder Um-
gle ung des zu ¥ gehor_igen Punktes £ gibt es dann sowoht Punkte von 9
als auch solche, die nicht zu % gehbren, d.h. P ist Begrenzungspunkt
von Sg? dentgegen dder Voraussetzung., Somit ist R ein %eilkomplex 8
von &, der mif jedem Punkt P alle Simples 5 :
Fogh: alze int B sons e plexe von & enthilt, auf denen P
- Aus dieser topologischen Kennzeichnung des isolierten Teilkomplexes
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ergibt sich auch die topologische Invarianz des Begriffs ausammenhingend®
und die der Zahl T. :

Tin n-dimensionaler simplizialer Komplex Leift rein, wenn jedes f-Sim-
plex (% << n) Seite von wenigstens einem n-dimensionalen igt, anderenfalls
Weibt er wirein. Unter dem Rande eines reinen n-dimensionalen Komplexes
versteht man die Gesamtheit der (n — 1) Simplexe, die mit einer unge-
raden Anzahl von r-Simplexen inzident ¢ind. Bestehe der reine Komplex
7. B. aus vier ebenflichigen Dreiccken des euklidischen Raumes, die eine
Kante gemein haben und sich um diese wie die Blatter eines facher-
artig auseinander geschlagenen Buches um den Buchriicken herumlagern.
Dann wird der Rand von allen Dreieckskanien mit Ansnahme der gemein-
samen Kante gebildet. — Diese Randdefinition steht im Einklange mit
der fritheren Definition des Randes eines Simplexes 8. 39, denn das ein-
zeine Simplex ist ein reiner Komplex. Auch der Rand eines konvexen
Bereiches S. 38 sowie der eines Elementes S. 51 ordnet sich der hier ge-
gebenen Randdefinition unter, sobald wir den konvexen Bereich und das
Flement als einen reinen Komplex erkannt haben werden (8. 52).

Dab auch die Begriffe m-dimensional”, ,rein’ yRand® topologisch in-
variant sind, konnen wir erst spéter heweisen (V. Kap.). Durch dieses

spatere Yrgebnis rechtfertigt es sich, wenn wir bisweilen an den Kom- b

plex & die Dimension ols oberen Index setzten: & Nur die Di-
mension O konnen wir schon jetzt als topologisch invariant erkennen:

Fin nulldimensionaler Komplex besteht aus lauter isolierten Punlten, |
deren jeder seine eigene Umgebung ist, was fiir keine hihere Dimension |

mehr gilt.

Unter den Komplexen nehmen die homogenen Komplexe eine Vorzugs-
stelle ein. Homogen heifit ein n-dimensionaler Komplex, wenn es zu jedem
seiner Punkte eine Umgebung gibt, die sich topologisch anf das Innere

einer n-dimensionalen Vollkugel abbilden laBt. Das Inuere der sm-dimen
sionalen Vollkugel wird von den Pankten des n-dimensionalen Zahlen

raumes gebildet, deren Koordinaten der Ungleichung % +a5+--- —+ 21’
geniigen. — Beispielsweise ist die Kugelfliche ein homogener zweidimensio- -
naler Komplex; der Vollkreis (mit Randkreislinie) dagegen ein nicht-
homogener, da die Randpunkte, wie sich im V. Kapitel zeigen wird, die -
Homogenititsbedingung nicht erfiillen. Ebenso ist der Kantenkomplex ;

des Tetraeders ein nichthomogener eindimensionaler Komplex. — So an-.
schaulich nahe die Homogenitat eines Komplexes liegt — ist doch der
dreidimensionale euklidische Raum ein homogener Komplex —, so ist sie

dennoch der mathematischen Behandlung in mehr als drei Dimensionen'
nicht so leicht znginglich (§ 68), daf wir sie in den Mittelpunkt unserer

Untersuchungen stellen kinnten.

“im Verhiltnis (
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§ 13. Normalunterteilung..

Unser spiteres Ziel, aus einer gegebenen simplizi . ines
Komplexes Kigenschaften dieses f{og:;uplexes abzﬁﬁzzilen dZi:ﬂ\(:g;lm ge:u;)es
souc.leren Wahl der Zerlegung unabhéngig sind, 138t :sich nicht dadurc?c;
er;gmhen, dafl man die moglichen verschiedenen Zerlegungen ein und des-
ie en Konfplex?s chla.rakterisiert; denn die Mannigfaltigkeit dieser Ze;—
;S:gel}hlam ksmh nieht tiberblicken. Dennoch miissen wir, wm unserem

le naherzukommen, aus einer vorgelegten simplizialen Zerl )
r;;te;e }%erledgungen dessel].oen Komplexes durch U?:Lterteilung ealfl%ﬁi
o en. Nur ad.ure_h, da{?\ w1r‘eine gegebene Zerlegung beliebig fein unter-
eilen, setzen wir sie spiter (im IV. Kap.) zu einer beliebigen andern Zer-

- legung und zu dem Komplexe als bloBer Punktmenge in Beziehung:
g.

Die Unterteilung des simplizi
. . . : plizialen Komplexes besteht darin, daf
jedes Simplex in kleinere Teilsimplexe so zerlegt, daB wieder ’einasin:;?)?i

+ ‘mialer Komplex entstebt. Wir brauchen spiter nur eine bestimmte solche

Unterteilung, die sogenannte Noymaluntertei ie wi

erhalte%u Man unterteile zuerst jede Kailzimg%s S;fm‘;ggiiﬁﬁe%ier%aﬁen
durch 1hr-€hm_ Mittelpunkt; sie zerfallt dadurch in zwei 1-Sim lefeP GEGS
ngch projiziere man vom Mittelpunkt eines jeden 2-Simplexesp or él' v
die bereits unterteilten Randsimplexe. Den Mittelpunkt emesgtogolt)z{ig

: “schen Simplexes haben wir mit Benntzung des geradlinigen Urbildsim-

plexes d'eﬁmert_ (8. 41); ebenso wird die Projektion der unterteilten Rand
kanten im Urbilde vorgenommen, und sie tibertriigt sich o
: da.nach. auf das topologische Simplex. Dieses zerfillt da-
d}lrch in ‘6 Teil-2-Bimplexe, weil der Projektionskegel
-eines 1-Simplexes ein 2-Simplex ist. — Weiter projizitért
mnan danach vom Mittelpunkte jedes 3-Simplexes seine
ber«_elts unterteilten Randseiten und erhilf aus jedem
: .?—S.lmplexe 4! Teil-3 - Simplexe und iiberdies neue 2- und
b Er]giilzﬁedund e1SrE neues O‘Slfflplex, das Projektionszentrum. So fihrt man
L bie en n- 1mplexen. ?‘jlg. 34 zeigt ein normalunterteiltes 2-Simplex.
_ Die 1 ormalunterteilung eines simplizialen Komplexes § ist wieder ei
simplizialer Komplex. Dies folgt z. B. aus dem Hilfssatze von § 10 Wee;i

Fig. 34.

~man & geradlinig in ei ;
:-VOrnimmgt, ig in einen Zahlenraum legt und dort die Untertgiluﬂg

. Da dievllforl?laluntfzrteilung als simplizialer Komplex erkannt ist, kann
man von ihr wieder die Normalunterteilung bilden. So fortfahrend g,elancrt
? (=]

“wan zur g-fachen Normalunterteilung. Durch gentigend groBe Wahl von

g kann man es erreich ; i L2 .
maver gilt der rreichen, dafi die Teilsimplexe beliebig klein werden, Ge-

"Hilfssatez: Fi {52 y
radimon g: é;ﬁ;;e Tezlg:zj;zlef Igi;’er g-fachen Normalunterteilung eines
-5 res o alz in emen & Ghili »
" ; 2 tn emem zuw @ dhnlich gelegenen,
n 1
~Beifert-Threifall, Topologie

g
) verkleinerten Simplexe.
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Beweis: Bs geniigt, den Spezialfall g = 1 zu beweisen,. da sich dei
Hilfssatz durch g-malige Anwendung dieses Spezialfalles ergﬂ?t. —- I8t .E
das hetrachtete Teilsimplex von. & = (PyPy...Py), so ist es keine
Finschrinkung, anzunehmen, daf seine Tcken My, M, .- . M’?_3 ger%d.e
die Mittelpunkte der Seiten (Po) (Po P,y (PoPr.- Pu) sind. - Die
baryzentrischen Koordinaten von M, sind (nach 8.39)

1 e fhe g e e == =0. (1
.'-bo"':&h:"'z.ui:gjr“—l, Wi = Lite fhn 0 ()

Tn dem Parallelkoordinatensystem 1, Eay - - oy Eny dossen Basisvektore'n von
P, nach den Ecken Py, Ps,. .., P, filhren, stimmen die Koordinaten

£, E2, -« -y Eu, der Reihe nach mit den baryzentrischen Koordinaten
yll} ‘w;. - ;ﬂ iiberein (mach 8. 37). €* ist durch die Ungleichungen be-
stimmt

5120152303"‘,&1%05 El+g2+"'+gn\'§1' (2>
s . ¥
Wir betrachten das zu @ #hnlich gelegene, im Verh#ltnis ar ver
Kleinerte Simplex “€* i
5120}22%03"329120) El‘+g2"'+‘gné 1' (3)

"

Da die Koordinaten (1) von M; 6=10,1,..., n') den Ungle.:ichungen (3)
gentigen, so gehbren e Feken von E* und damit wegen seiner Konvexi-
3 3

tat E* selbst zu '€” 1 .

ie [ i J i in Simplexze aufgetells,

Aufgabe: Die Punkbe elnes Umgebungsraumes selen 80 in

daB (k? (k) und (k) erftillt gind und zwei Bimplexe fantwede.r punktframd}oder
inziderlu‘; sind oder ein oder mehrere gemeinsame Seiten “bemt'zgn; dann. ge ;mgt
man durch Normalunterteillung aller Bimplexe zu einem simplizialen Komplexe,

[Man filhre den Wachweis, daf fir die Normalunterifeilung anch (k) vou § 1‘0.:161:% .

fallt ist. dab also zwei ibrer Simplexe, wemn sie nicht punktfremed oder n{mds.an

gind m:’r lings einer gemeinsamen Seite aneinander grenszen, durch vollstindige .'
t)

Induktion iber die Dimension des Eomplexes.]

§ 14. Beispiele von Komplexen.

das einfachste Beispielmaterial dienen sollen.

n-dimensionales BElement.

. o .
Die Menge von Punkten des n-dimensionalen Zahlenranms R*, deren

Koordinaten der Ungleichung

Bt tan=l CESY (1)5.

" gentigen, heibt die Einheitsvollkugel des Zahlenraums. Ein topoﬂlog"isches :
Bild der Vollkugel wird n-dimensionales Element gegannt. FII].? "= 2-:
heilt es auch Elementarflichenstick. Die Punkte, fir die das Glelchhel‘ts—;

Da der Begrifi des Komplexes von grofier Allgemeinheit ist, erweisen e Punkte der Bildfolge Py, Py, ..

wir jetzt, um uns Gber seinen Umfang zu unterrichten, _fainige belj:an_ute
und wichtige Umgebungsrﬁume als Komplexe, die uns spéter zugleich als ¢

§14 Beispiele von Komplexen H1

zeichen in (1) gilt, machen den Rand der Vollkugel bzw. nach topologi-
scher Abbildung den Rand des FElementes aus (vgl 8. 38). Die topo- -
logisch invariante Bedeutung des Randes wird sich erst im fiinften Kapitel
herausstellen.

Jeder Lowvexe n-dimensionale Bereich B™ dm R ist ein n-dimensio-
nales Element.

Zum Beweise schlagen wir um einen mittleren Punkt O von B eine
ganz zu B gehorige Vollkugel f, deren Rand I heiBen moge (Fig 35).
Wir zeigen zuerst, dah ein von O ausgehen-
der Strahl den Rand B von B in genau einem
Punkite trifft. Wegen der Beschriinktheit von

- % trifft der Strahl mindestens einen Rand-
“punkt von B. Weil B als Rand von B eine
-abgeschlossene Teilmenge des :™ ist (8. 31),
s0 gibt es unter den Punkten, die der Strahl
mit B gemein hat, einen mit grofter Ent-
fernung von O, er heifie P. Alle Punkte
auf OF mit Ausnahme von P sind mittlere
Punkte von B. Um dies einzusehen, ver-
binde man P mit allen Punkten von E.
Wegen der Konvexitit gehdren alle Verbin-
dungsstrecken zu ®. Man kann daher um jeden Punkt der Strecke OP
cine Kugel schlagen, die ganz zu B gehért, nimlich die zu ¥ beziiglich
des Ahnlichkeitszentrums P dhulich gelegene Kugel.

Der Schuittpunkt von OP mit f heife 7. Durch die Zuorduung P <5

ist eine eineindeutige Abbildung von B auf £ gegeben. Diese Abbildung
ist in Richtung F-»P stetig. Wire nimlich die Abbildung in einem

Fig. 85,

" Punkte P unstetig, so giibe es za einer vorgegebenen Umgebung U(P|%B)

auf f eine nach 7 konvergierende Punktfolge %,, s, ... derart, daB alle

ld . auRerhalb U(P|B) liegen. Diese Bild-
folge hat auf B einen Hivfungspunkt, der auf dem Strahle QP liegen

" muB und daher nur der Punkt P sein kann, so daB im Widerspruch zur
- Annahme fast alle Prnkte P,P,,.
1 ist dann nach Satz V 8.35 auch in Richtung P> 7 stetig, also topologisch.—

.. in WP

B) liegen. Die Abbildung

Die Abbildung von B auf f kann man zu einer des ganzen Bereiches B

auf die Vollkungel f vervollstindigen, indem man die Strecken OF linear
auf die Strecken (7 abbildet.

Da das geradlinige #%-Simplex ein konvexer Bereich des Zahlen-
raumes R” ist, so ist es topologisch auf die Vollkugel abbildbar. Diese
und damit das n-dimensionale Element ist Werdwrch als (reiner) Kom-

i plex erwiesen.

4:*
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n-Sphire &~

Die Menge von Punkten des (n 4 1)-dimensionalen Zahlenraumes R,
deren Koordinaten der Gleichung

Bradt -t ga=1 ®z0

geniigen, heibt die n-dimensionale Einheitssphire des Eﬂn*‘l; ein topo-
logisches Bild von ihr heiBt n-Sphire schlechthin oder n—dimens%onal?,r
sphiirischer Rowm und wird mit @ bezeichnet. Die O-Sphire ist ein
Punktepaar. '

Der Tand eines (n - 1)-dimensionalen fonvexen Bereiches B™*L st
eine n-Sphiire, denn wir haben soeben eine topologische Abbildung von
Bn+1 auf die (# + 1)-dimensionale Tinheitsvollkugel angegeben, bei der
der Rand von B+ in den Rend der Vollkugel iibergeht. Inshesondere
ist daher die n-Sphire homdomorph dem Rande eines (n + 1)-Simplexes,
womit zugleich die einfachste simpliziale Zerlegung der u—Sph%ire ange-
geben ist. Fir # = 2 wird diese Zerlegung von den 4 Dreiecken eines
Tetraeders gebildet.

Wir brauchen gelegentlich neben dieser tetraedralen Zerlegung noch
eine andere simpliziale Zerlegung von &7, die Verallgemeinerung. der Ok-
" taederteilung der Kugelfidche auf # Dimensionen. Seien -

U]J ng, e ey Un+1

die Einheitsvektoren, die vom Nullpunke O des Rr+1 nach den Punkben
(1:050'-'10)7 (O} 1:'07-' 70)7 ---:(070>07---: 1}

fithren, Die Vektoren
&0y, €209, -+, Ens10nin

Hspannen® ein (n + 1)-Simplex auf, nimlich das (» + 1)-Simplex, dessen 3

Token O und die Endpunkte der Vektoren (1)} sind. Hs gibt 27 Vor-
seichenkombinationen in (1) und daher ebenso viele Simplexe. Je zwei

haben zom Durchschnitt eine Seite, die von den gemeinsamen Vektoren |-
aufgespannt wird, oder sie haben nur den Punkt 0 gemeinsam; alsdann |-
sind . die Vektoren des einen {n + 1)-Simplexes entgegengesetzt denen des -

andern. Die 27+1 Simplexe bilden also einen simplizialen Komplex nach
dem Hilfssatz von § 10. Er ist, wie leicht zu sehen, konvex und daher
ein (# + 1)-dimensionales Element. Sein Rand, eine n-Sphire, wird-von

9n+1 y-Sjmplexen gebildet, deren Eeken je die Endpunkte eines Vektor- |

systemes (2) sind. Dies ist die oktaedrale® Zerlegung der n-Sphére. Sie
ist im Cegensatz zur tedraedralen zentrisch symmetrisch, d. h. sie geht
bei Diametralpunktvertauschung, also bei der Abbildung

ﬂ’/"li——fcl, !L'fz'—"*ﬁ“ﬁz, e Tar1 = Tnil

in sich iiber.

=0 (2)

* dessen Schema aus demjenigen von & ~* dadureh
‘hervorgeht, dall man eine neue Eeke O hinzu-

_ mit O zu einem (i 4 1)-Simplexe (0P, Py... ;) ¢
“gasammenfabt. Der Punkt O heilt Mittelpunki,
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Durch die Hyperebene #,., = 0 wird die #-Sphire in zwei Halb-
n-Sphiren zerlegt, das sind n-dimensionale Elemente, was man z. B. er-
kennt, wenn man sie parallel zur &,,i-Achse in die Hyperebene #,,,= 0
projiziert. Die n-Sphiire entsteht also aus zwein-dimensionalen Vollkugeln
dadurch, dah man ibre Rénder topologisch aufeinander abbildeb und iden-
“tifiziert. 1t

Eine weitere Erzeugungsweise der n-Sphire besteht darin, daff man
solche Randpunkte der n-dimensionalen Vollkugel

a4+ tmEl,

die spiegelbildlich zur Aquatorhyperebene z,, = 0 liegen, identifiziert. Denn
die Aquatorhyperebene zerlegt die Vollkugel in zwei n-dimensionale Xle-
mente, deren Randsphiren zu identifizieren sind. -

Die punktierte n-Sphiive, das ist die »-Sphiire nach Entfernung eines
ihrer Punkte, ist dem Zahlenraum $” homomorph; denn die Formeln der
stereographischen Projektion (8. 28) gelten fiir beliebige Dimension . Man
kann die stereographische Projektion dadurch kiinstlich umkehrbax eindeutig

"machen, dah man einen uneigentlichen (oder unendlich fernen) Punkt —

Bild des Projektionszentrums — zum 3* hinzunimmt wnd als seine Um-
gebungen die Bilder von Umgebungen des Projektionszentrums auf der
w-Sphiire erklart, das sind im R* Punktmengen, die alle Punkte anber-
halb einer geniigend grofen Kugel und natiirlich den uneigentlichen
Punkt selbst umfassen. Man kann also sagen, dall die n-Sphire durch
Schliebung des Zahlemraumes mit einem einzigen uneigentlichen Punkte
entsteht. ' '

Simplexstern &tn

 Ist @71 ein (n— 1)-dimensionaler endlicher simplizialer Komplex, so
erhalt man daraus einen Simplexstern genannten, spater vielfach gebrauch-
ten n-dimensionalen simplizialen Komplex &t"

nimmt und jedes i-Simplex & = (P Py, ..., ;)

der Komplex &7~ Auflenrand des Simplex-
sternes; der AuBenrand eines Simplexsternes
hat nichts mit dem Rande eines Simplexes oder
eines konvexen Bereiches zu tun. Beispielsweise
bilden alle Simplexe eines simplizialen Komplexes, die eine Kcke gemein
haben, einen Simplexstern. Einen &t* zeigt Fig. 36; die Simplexe des
Auflenrandes & sind darin stark ausgezogen.

Jeder komvexe n-dimensionale Bereich eines Zahlenraumes %, dessen

' Rand ein aus geradlinigen (» — 1)- Simplexen bestehender Komplex &1

ist, gibt zur Bildung eines &t* AnlaB. Man hat nur die geradlinigen Sim-
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plexe von einem mittleren Punkte O des konvexen Bereiches aus zu .pro-
jizieren, Nach dem Hilfssatze von § 10 iiber Komplexe im Zahlenraume
entsteht hierdurch nimlich ein #-dimensionaler Komples, der ein &t* ist,
weil sein Schema dasjenige eines &t” ist.

w-dimengionaler projektiver Raum P~

Die durch den Nullpunkt O gehenden Geraden des (n + 1) - dimensio-
nalen Zahlenraumes R7*1 bilden, als ,Punkte’ eines Umgebungsraumes
aufgefaBt, fiir » = 2, wie wir zeigen werden, einen Komplex 7, den
n-dimensionalen projeltiven Fawm, wenn Iman zur Umgebung einer (re-
raden g die Geraden rechnet, die durch die Punkte einer riumlichen Unm-
gebung irgendeines Punktes von g hindurchgehen. Inshesondere erfilllen
die Geraden, die O mit allen Punkten einer kugelférmigen ¢-Umgebung
ines von ) verschisdenen Punktes von ¢ verbinden, eine spezielle Um-
gebung von ¢, einen ,Kreiskegel“ um g. N

Tine Gerade g durchstobt die Einheits-n-Sphire &» des A7+l in zwel
diametralen Punkten P; und Py Man erhilt den projektiven Rawin, indem
mam in der Menge M = & aller n-Sphirenpunkte Diametralpunkte fiir
dquivalent erliliivt und identtfiziert. Die Paare von Diametralpunkten der
n-Sphire sind nimlich eineindeutig auf die CGeraden abgebildet, die den
B ausmachen. Um einzuseben, daf der %" durch Tdentifizieren der Paare
entsteht, hat man daher nur moch zu zeigen, dafl die Vereinignngsmenge
sweier beliebiger. Umgebungen W(P;{M) und U(P;|M) bei dieser Zu-
ordnung in eine Umgebung von g iihergeht und dal man so alle Um-
gebungen von ¢ erhilt, ein Bewels, den wir dem Leser iiberlassen.

Man erhillt den B auch, indem man in emer n-dimensionalen Voll-
kugel Diametralpunkte des Randes, einer (n— 1)-Sphiire, identifiziert.
Diese Darstellung des " haben wir in § 2 fiir n = 2 durchgefihrt; sie
iibertragt sich offenbar auf beliebige Dimensioner.

Die simtlichen Punkte einer durch dem Nullpunkt des R+t gehenden
Geraden haben (reelle) Koordinaten

Ty, Xay « - oy Trsay

die sich nur durch einen gemeinsamen Faktor unterscheiden. Man kann
daher diese Geraden und damit die projektiven Punkte umkehrbar ein-
deutig den Systemen von n 1 Verhiltniszablen, das sind bis auf einen
von O verschiedenen Faktor bestimmbe Zahlen &y, Z2, .. .; % v 1 guordnen.
Nur das aus lauter Nullen bestehende System ist auszuschlieBen, da ihm
keine bestimmte Gerade entsprieht. Eine Umgebung eines projekiiven
Punktes Ty : -+ Fpyq wird von allen Ponkten oy : @y - o1 By O
bildet, fiir die bei festen Werten F;, &y, .. -, Fnsa

};;[:lﬁ—fl[(&,...,‘$n+1_“£n+1\<8

ist. Denn diesen. projektiven Punkten entsprechen alle (Geraden, die vom
Anfangspunkt O des 7+ nach den Punkten einer riumlichen Wiirfel-
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umgebung des Ravmpunktes (F;, &, ..., £nvy) fithren. Die Grofe einer
solchen Umgebung hingt nicht nur von dem projektiven Punkte

 EFy:&at...:&n,; und der Wahl von s ab, sondern auch von der Wahl

dey gemeinsamen Faktors der Z.

Line simpliziale Zerlegung von B* gewinnt man, wenn mau~in der
oktaedralen Teilung der n-Sphire &" zur Normalunterteilung tbergeht
(die immer noch zentrisch symmetrisch ist) und deren diamefral gegen-
tiberliegende Simplexe identifiziert. Der Ubergang zur Normalunterteilung .
ist deshalb erforderlich, weil sonst die Komplexbedingung (k;) verletzt “

whre. Denn zwei beliebige »-Simplexe der oktraedralen Zerlegung von €»

haben nach Diametralpunktidentifizierung dieselben Ecken (vgl. die Aufg.
in § 13).
Topologisehe Produkte.

Aus zwei Umgebungsraumen % und B leitet sich ein neuer Umgebungs-

- yaum % x B, das fopologische Produkt durch folgende Definition ab: Einem

Punktepaare, bestehend aus einem Punkte 4 von ¥ und einem Punkte B
von B entspricht umkehrbar eindeutig ein Punkt 4 X B des topologischen
Produktes ¥ x B. Eine Umgebung des Punktes 4 x B wird von allen

Punkten gebildet, fir die 4 in einer Umgebung von 4 in % und B in

einer Umgebung von B in B liegt; ilberdies wird jede eine solche Menge
umfassende Menge als eine Umgebung von A4 x B erklirt.
Beispielsweise ist die Zahlemebene das topologische Produkt zweier
_Zahlengeraden, der #;- und der z,-Achse. — Sind allgemeiner % und B
Pupktmengen eines Zahlenraumes $* bezw. 3%, so Libt sich A x B als eine
Punktmenge des Zahlenranmes e = R* x N auffassen. Sind némlich

Zy, Ty ey Lo (4)
die Koordinaten eines Punktes 4 von U in %% und

Lay1y Tatay - Tars (5)

die Koordinaten eines Punktes B von B in R?, so wihlen wir als Punkt

A % B den Punkt mit den Koordinaten

Fyy B2y ooy Loy Tap1y « - o5 Tags

{4 x B)

offenbar ist dann die Menge der Punkte 4 X B, als Teilmenge von H*+?
betrachtet, ein zum topologischen Produkte U X B homdomorpher Um-

gebungsraum,

Aufg;‘abe: Sind % und B konvexe Bereiche der Dimensionmen o und £ in den
Zahlenriumen He und P, =0 ist das fopologische Produkt A K B, wenn man es

wie so‘eben g.ls Teilmenge eines Zaklenraumes e +? anffaft, ein konvexer Bereich
der Dlmensmnen' o« f; sein .Rand wird von dem topologischen Produkte des
‘Randes von % mit B und demjenigen des Randes von % mit U gebildet,

Satz: Das topologische Produkt sweier Komplexe ist wieder ein Komples.
Beweis: Man lege eine simpliziale Zerlegung des Komplexes % ge-

‘radlinig in einen Zahlenraum R und eine Zerlegung von B geradlinig
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in einen Zahlenraum W, was nach S.46 miglich ist. Dann ist A x B
eine Punktmenge des Zahlenraumes $* X R, und zwar die Vereinigungs-
menge der Produkte je eines Simplexes von 2 mit je einem Simplexe von B.
Jedes solehe Produkt ©<x & ist ein konvexer Bereich der Dimension
e+ B, dessen Rand von den (& + f—1)-dimensionalen Bereichen_ (Efi—% x &*
und &= x 3~ gebildet wird (vgl.die vorstehende Aufgabe). Dabei bezeichnet
§2 eine Seite von €% und €7~ * eine Seite von & Die simpliziale Zerlegung
von ¥ x B in Re+? wird durch schrittweise Projektion konstruiert: man
teile zanichst die eindimensionalen konvexen Bereiche (geradlinige Strecken)
je durch ihren Mittelpunkt. Nachdem die (k— 1)-dimensionalen Bereiche
simplizial zerlegt sind, projiziere man den Rand eines A-dimensionalen Be-
reiches von eimem mittleren Punkte aus und gewinnt dadurch die sim-
pliziale Zerlegung der k-dimensionalen Bereiche. Auf diese Weise kann
man die Bereiche jeder Dimension simplizial zerlegen. Fiir die Menge der
so erhaltenen Simplexe sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes von §10
erfiillt, es liegt also eine simpliziale Zerlegung von A x B vor. _

Zu spaterem Gebrauche stellen wir den folgenden Hilfssatz bereit.

Hilfssatz: Das topologische Produkt & t aus einem Komplexe /e
wnd der Einheitsstrecke 0 < ¢ = 1 sei vermoge einer Abbildung /' in einen
simplizialen Komplex K™ folgendermalBen abgebildet: fiir jeden Punkt P
von & sollen F(P x 0) und (P x 1) demselben Simplexe von K™ ange-
héren, und es soll die Strecke P x t linear in die Verbindungsstrecke
von £(P x 0) und f(P x 1) dibergehen. Wenn dann die Teilmengen |/~ x 0
and & x 1 bei [ stetig abgebildet werden, so ist [ tiberhaupt stetig.

Beweis: Wir denken uns & als Teilmenge eines Zahlenraumes R* mit
den Koordinaten #,, s, . ., %. £” X t ist dann eine Teilmenge des Zahlen-
raumes e x L wobei ! die Zahlengerade mit der Koordinate ¢ be-
seicknet. Ebenso denken wir uns K™ geradlinig in einem Zahlenraume H°
mit den Koordinaten ¢, ¥, - - -+ % gelegen. Dann wird die Abbildung §
dureh die Abbildungsfunktionen

yi(wl,a:z,...,wa,t)xyi(ml,xg,...,wm 0V« (1 1) + g (1, @y ey Tay 1)+ F

G=1,2...,5

vermittolt. Da v, (21, Za, - - - %o, 0) vnd (21, s, - - -, oy 1) nac}j\ Voraus-
setzang stetige Funktionen von &y, %, - .-, Za sind‘ .(vgl. S: 25), so ist
Yilty, Tay - - - Bay £) stetig iD @1, Loy - ooy Tay £ d. h. 7 ist stetig.

Aufeaben: [ Man zeige, daB & durch Identifizieren aller Randpunkte einer
s-dimensionalen Vollkugel entsteht. :

2 Ordnet man jedem Punkte 4 X B des topologischen Produkies % X B den
Punkt A von % zu, so ist dies eine stetige Abbildung von % X B auf 2.

3. Fin Massenpunkt sei gezwungen, sich mit konstanter Ge_schwindigkeit a} auf
einer Ringfliche, b} anf einer Kugelfiiche zu bewegen. Man zeige, dal der Phasen-
raam {§ 4}

a) das topologische Produkt aus Ringfliche und Kreislinie,

“b) der projektive Raum B? Isi'?

‘.erfiillen, in eine Rotationsringfliche mit der &;- Achse

L &, Achse (Fig. 31).
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4, Man beweise: Die Hinheits-3-Bphiéire des vierdimensionalen Zahlenraumes 4,
die die Gleichung
o+ ot el daie=1 ®

hat, 1iBt sich in zwel kongruente (durch eine euklidisch starre Bewegung um den
Mittelpunkt ineinander iiberfilhrbare) Vollringe (topologische Produkte aus Kreis-
scheibe und Kreislinie) zerlegen:

i tai=ait @i uwd  ai 4 @) = af ol

Bei stereographiccher Projektion vom Nordpol {0, 0, 0, 1) in die Squatorhyperebene

@, = 0 mit den kartesischen Koordinaten &;, £,, &; (8. 28) geht die gemeinsame
Randringfliiche, deren Punkte aufier (3) die Glei-
chong 42

wt + of = o} + o )

als Rotationsachse iiber, Diese zerlegh die durch
das Bild  des Nordpols zum sphirischer Raume
geschlossene Aquatorhyperebene somit ebenfalls in
wwel Vollringe. Die ,,Seelet des ersten ist der Bin-
heitskreis der £ £,-Ebene, die des zweiten die

5. Die Ringfliche der Aufgabe 4 1aft sich (sogar
durch eine sphivisch starre Bewegung) so im
gphirischen Raume deformieren, dafl sie mit sich
selbst wieder zur Deckung kommt und Breiten-
und Meridiankreis vertanscht werden. [Vgl 8. 3 Tig. 37.
nnd 8. 188, Aufgabe.]

6. Wenn man in der Einheits-3-Sphédre Diametralpunkie identifiziert, also zum
projektiven Raume 92 {ibergeht, so wird aus der eben erwihnten Ringfliche ein ein-
schaliges Hyperboloid, das in den projektiven Koordinaten z, : x, : x, : &, die Glei-
chung (4) hat; es ist der Ringfliche hom&omorph und zerlegt dem % ebenfalls in
gwel Vollringe. Projekiiver und sphirischer dreidimensionaler Raum lassen sich
daher beide durch eine Ringfliche in zwei (projektiv hew. sphirischstarr ineinander
fiberfiihrbare) Vollringe zerlegen. Man filhre den Bewels durch. .

7. Man beweise: Jede (wichtleere) Teilmenge des n - dimensionclen Zahlenraumes
ist ein unendlicher Kompler. [Man schépfe die Teilmenge durch immer feiner
werdende #»-dimensionale Wiirfel aus und unterteile diese simplizial.]




Drittes Kapitel

Homologiegruppen.

Wir haben bisher den Begriff des Komplexes und seiner simplizizlen Zerlegung
kennengelernt. Alle unsere folgenden Untersuchungen stehen in mehy oder minder
unmittelbarer Beziehung zu dem ungelosten Probleme, die KEomplexe vollstindig zu
klassifizieren und auf ihre Higenschaften =zt untersuchen. Dabei sind Bigen-
schaften des Komplexes nur solche, die nicht an der einzelnen gimplizialen Zer-
legung haften und durch topologische Abbildungen nicht zersttrt werden. Trotzdem be-
ginnen wir damit, eine einzelne simpliziale Zexlegung eines Komplezes zu unter-
gsuchen, und wir werden erst im nachsten Kapitel beweisen, daB die wichtigen aus
der simplizialen Zerlegung ermittelien Bigenschaften, nimlich die Homologiegroppen,
von der gewshlten simplizialen Zerlegung unabhiingig und topologisch invariant sind.

Die Betrachtungen dieses Kapitels sind insofern rein kombinatorisch, als
nirgends von den Begriffen Umgebung, stetig wew, der Eontinuumstopologie Ge-
brauck gemacht wird.: Vielmehr geniigh es, unter dem n-dimensionalen Komplexe
&n gich einfach sein Schems vorzustellen, also eine Menge von ,Ecken®, in der ge-
wisse ausgezeichnete Teilmengen als ,Simplexe* erklirt sind, wobei nur die Be-
dingungen (Sch;) bis (Behg) von § 11 erfiillt sein missen. Der REinfachheit halber
betrachten wir immer einen endlichen Komplex.

§ 15. Ketten.

Eine simpliziale L-dimensionale Kette oder simpliziale -Kefte auf dem
endlichen #-dimensionalen simplizialen Komplexe §* besteht aus einigen
~ I-Simplexen von &, deren jedes mit einer bestimmten Orientierung and
~¢iner bestimmten positiven Vielfachheit genommen ist.

. Tine bhesondere &-Kette ist die x-Kette 0, die aus () £-Simplexen besteht.

Fiir & = n ist die k-Kette O die einzige k-Kette. Ferner ist jedes orientierte
" k-Simplex einfach gezihlt eine k-Kette. .

Kommt eiu k-Simplex in einer %-Kette tiberhaupt nicht vox, so sagt man
auch, daf es mit der Vielfachheit O vorkommé, und dafiir, daBl ein orien-

tiertes Simplex E* mit der Vielfachheit ¢ vorkomms, sagt man, daf das:
entgegengesetzt orientierte Simplex — E¥ mit der Vielfachheit — a in der

Kette vorkomms.
Wir definieren jetzt die Summe zweier Ketten U* und V¥ Sie ist wie

der eine h-Kette U* -+ V¥, die man auf folgende Weise erhilt: Kommit:
ein orientiertes Simplex F* in [ mit der Vielfachheit «, und in ¥* mit

der Vielfachheit », vor, so kommt EF in der Kette U*+ V* mit der
Vielfachheit w, -+ v, vor. Denkt man sich also alle k-Bimplexe von &”

fost orientiert und mit E*(x = 1, 2, ..., «*) bezeichnet*), so ist eine .

* Das & an oF weist, wie obere Indizes tiberhaupt, auf die Dimension hin und
ist nicht als Exponent zu verstehen,
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k-Kette umkehrbar eindeutiz durch einen of-dimensionalen ganzzahligen

Vektor®) -
(big, ttgy < oy Uy) (T*%)

gegeben, und zwei Ketten U'* und ¥* werden addiert, indem man ihre
zugeordneten Vektoren addiert. Das heifit aber, daB die k-Ketten eine abel-
sche Gruppe, nimlich ein «*-dimensionales Gitter i* bilden. Als Basis
(§ 86) kann man die orientierten Simplexe E¥, Ef, ..., E%, benutzen.
Dann ist, wenn wir, wie immer bei abelschen Gruppen, additive Schreibung
benutzen,

UF =y BY - g BE - o u g B

Als eine Rechenregel notieren wir:
aus mU*=0 und m=0 folgt [ =0,

Denn alle Elemente von T* haben unendliche Ordnung.

§ 10. Rand, geschlossene Ketten.

Tst @*—% eine Seite des orientierten Simplexes F£¥, so ist durch die
Orientierung von E* zugleich in €*—1! eine bestimmte ,induszierie” Orien-
tierung festgelegt mach der folgenden Regel: Ist Py die dor Seite G+
gegeniiberliegende Beke von E* und E* = (P, P, ... Py), so ist die in
-1 induzierte Orientierung durch e(F; P, ... Py) gegeben. Unter dem
Rande eines orientierten Simplexes £* versteht man dann die von
den. (k- 1)-dimensionalen Seiten gebildete ( — 1)-Kette, in der jedes Sim-

‘plex mit der induzierten Orientierung und der Vielfachheit 1 genommen

wird.**) Bezeichnen jetzt E¥-% E¥-1 . . FEF-! die mit willkiirlich vor-

‘gegebenen Orientierangen versehenen (k— 1)-dimensionalen Seitensimplexe

von E* so ist der Rand von E* hiernach die (k— 1)-Kette

% &
c‘/?'f)E"*-———EED(—-— 1)1(P0P1....P¢_.1 ,+1..._Pk) b zélEIk_i'.
= =0

‘Hierin ist g, ==+ 1 oder == — 1, je nachdem das willkiirlich orientierte
Simplex E¥~* die induzierte Orientierung besitzt oder nicht. Der Rand
; wird mit dem Symbole &2 bezeichnet.

ak

- Unter dem Rande einer belichigen i-Kette U* = S, EF wird die
=1 ’

Summe der Rinder der einzelnen k-Simplexe verstanden:

) llk B:*
FAIU* = G2 D, EF = Su GIEE.
) g 3 4 k4

#=1

* Die im folgenden benutzten Begriffe: Vektor, Gitter, abelsche Gruppe, direkte

“Summe usw. finden sich im XIT. Kapitel definiert.

 *) Rand{-kette) eines orientierten Simplexes und Rand eines nichtorientierten Sim-

‘. plexes, allgemeiner eines reinen Komplexes (8. 48) sind wohl zu unterscheiden:
Jener ist eine lineare Kombination von orientierten Simplexen, dieser eine Panktmenge.
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Demnach gelten die Rechenregeln:

F(U* £ V) = RIU* £ K2 VP, (1)
FamUTr=m&AU*, 2)
ause AamU*=0 wnd m==0 folgt &H2U*=0; (3)

nach (2) ist nimlich &#3m UF = m & UL, und daraus folgt &2 U* = 0.
Als Rand einer nulldimensionalen Kette wird die Zahl 0 festgesetat.
Fine F-Kette heiBt geschlossen oder ein Zykel, wenn ihr Rand ver-

schwindet, d.h. die (k—1)-Kette 0 oder im Falle k=0 die Zahl O 1ist,

Jede O-Kette ist also gesehlossen.

Wegen {1) sind Summe und Differenz zweier geschlossener Ketten wie-
der geschlossene Ketten. Die geschlossenen %-Ketten machen daher ein
Teilgitter @* im Gither T* aller A-Ketten aus. Fiir % = 0 fallt @° mit &0
zusammen. S

Von den Randketten gilt der wichtige

Satz: Jede Randkette ist geschlossen.

Beweis: Da jede (h— 1)-dimensionale Randkette Summe von Rand-
ketten von orientierten k-Simplexen ist, so geniigh es zu zeigen, daB der
Rand eines orientierten k-Simplexes E* geschlossen ist. Dabei kann /> 1

angenommen werden, da die Randkette eines I-Simplexes wie jede O-Kette -

geschlossen ist. Sei also
Etm (Py Py Py. .. Py > 1)

and @2 ein vorgegebenes mit E* inzidentes (& — 2)-Simplex. Dann ist
es keine Finschrinkung anzunehmen, dafi gerade Py, Py, ..., P, seine
Ecken sind, da man in dem Symbol (PP Py ... By irgendwelche
%—1 Eeken durch eine gerade Permutation an die letzte Stelle bringen
kann. Nach der Definition des Randes ist

g)\,aEkE(P]_Pz---Pk)m(PO-PE""PIC)_E_”
und daher
anEanEkm(Png _(P2P75)+‘:

enthalten alle Bcken Py, ..., Fy. Da sie sich

also R2RSE* = 0.
Beispiel: 87 sei der in der Fig. 88 gezeich-
nete Komplex £2, eine simpliziale Zerlegung des

Kreispfeile angegebenen Orientierung. eine 2-Ketbe

Uz Um &en Rand von % zu bestimmen, gehen wir die sﬁmtlich.en ‘Kanten durch, Die
Kante (P, Ps) koramt sicher nicht in &8 U* vor, da die beiden einzigen aqlgrenzen@en
Dreiecke + (P, P, P;) und -+ (P, P Py in dhr entgegengesetzte Orientierungen in-

nur die beiden hingeschriebenen Simplexe

gegenseitig wegheben, kommt das Simplex
(P;... Py nicht in RIRIE" vor, es ist

Kreisringes. Die Dreiecke, jedes mit der
Vielfachheit 1 genommen, bilden bei der durch die

o §17 Homologe Ketten 61

duzieren, nimlich die Orientiernngen + (7} F,) uwnd + (P; P,). Ebensowenig trité
die Kante (P, P,) oder irgendeine andere mittlere Kante in &8 [/ auf. Dagegen
wird in der Eante (P, P,) der &uBeren Kontur von dem einzigen daran grenzenden
Dreiecke + (P P, Py) die Orientierang - (F; P,) induziert. 4 (P, P,) kommt also
im Rande von IJ* mit der Vielfachheit 1 vor. &9 I7® besteht daher aus den.simit-
lichen Kanten der inneren und duBeren Kontur, wobei jede Kante einfach zu zihlen
und mit der durch den Pfeil angegebenen Orientierung zn nehmen ist. #¢ U2 ist

"~ in der Tat geschlossen. Es bilden sogar die Kanten der inneren und duferen Kontar

fiir sich jo eine geschlossene Kette B} und BL. Z.B. wird in der Feke P, vor der
EKaunte - (P, P;) die Orientierung -+ (F,), von der Kante - (P, P,) dagegen die
Orientierung — (F,) induziert.

§ 17. Homologe Ketten.

Wenn auch jede Randkette auf §* geschlossen ist, so ist darum nichi
jede geschlossene Kette Randkette. Z. B. berandet die dufiere Kontur B}

" des eben angefiihrten Kreisringes nicht. Wenn eine geschlossene £-Kette U

Rand einer (k + 1)-Kette U%*+! auf & ist, so heift ['* berandend oder
nullhoniolog; in Zeichen ’ ,
: 07 ~ 3.

© Genauer miiffite man sagen: U% ~ O auf &, was bedeuten soll, daff T*+?

auf §* liegt, entsprechend ‘
[~ 0 auf f,

- wenn f ein Teilkomplex von & ist, dem U*+! apgehdrt. Ist I ~ O auf f,

g0 erst recht auf &, aber nicht notwendig umgekehrt. ‘
Allgemeiner heiflen zwei geschlossene oder ungeschlossene Ketten ein-
ander homolog, wenn sie sich um eine nullhomologe Kette unterscheiden,

d. h. wenn ihre Differenz nullhomolog ist:

UF e ¥% wenn  UF — 7%~ 0,

‘Eine Beziehung U* ~ T* heiBt eine Homologie.

" Wegen der Geschlossenheit der nullhomologen Ketten folgt aus I7#~ 7%

PR (U* —TE) = 0, also R2T* == R2 V%, d. h. homologe Ketten haben
denselben Rand. Ist U~ 0 und 7% ~ 0, also

. U = R TF+2, TF e RO TEHT,
so ist nach-§ 16 (1)
Uk V% = RA(DFH1 . FRT),

gomit U* 4= V%~ 0. Summe und Differenz nullhomologer Keften sind
wieder mullhomologe Ketten. Darum bilden die nullhomologen %-Ketten
‘ein Teilgitter M* im Gitter @* aller geschlossenen %-Ketten, Man darf
also Homologien addieren, subtrahieren und mit einer ganzen Zabl multi-
plizieren. Dagegen ist es, wie wir sogleich an einem Beispiel sehen werden,
_'nicht erlaubt, dureh einen Faktor zu dividieren:

aus m U% ~ 0 folgt im allgemeinen wicht U% ~ 0.
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Ferper gilt: ist U*~T* und VP~ W, g0 ist UF ~ W% Mit den
Ketten U — FFund 7% — T ist nimlich auch ihre Summe U e~ (.
Man kamn daber die simtlichen geschlossenen k-Ketten in Klagsen
untereinander homologer Ketten, sog. Homologieklassen einteilen, z. B.
bilden die nulihomologen %-Ketten eine solche Homologieklasse.

i.Beispiel: Wir wollen die eindimensionalen Homologieklagsen am Beispiele
des Kreisringes (Fig. 88) anfsiellen, Wir benutzen die Bezeichnung und das Ex-
gebnis des vorigen Paragraphen; es war

&o U= BL+ B},
also
BL L B}~0 oder Bj~—B}

Bl und — B} gehiren daker derselben Homologieklasse an. — Jede beliebige ge-
conhlossene 1-Kette U* ist homolog einem Vielfachen von Bj. Enthilt U = B. eine
Kante der juBeren Kontur, so kann man diese durch die beiden anderen Seiten des
avgrenzenden Dreiecks ersefzen, indem mam zu I/t den Rand A!. dieses passend
ovientierten. Dreiecks addiert. Da A~ 0, ist man dadurch zu einer mit U* homo-
logen Kette ibergegangen. Es gibt daher eine zu % homologe Kette ‘172, die keine
Kante der duberen Kontur mehr enthilt. Kommt nun in ‘U1 eine ,diagonale®™ Kante,
z. B. - (P, P;} vor, so kann man diese ebenso durch die Kanten <4 (Py P) - (FPy Py)
ersetzen und erhili, wenn man mit allen in "7 suftretenden diagonalen Kanten
ebenso verfihrt, eine Kette /I, die weder dufere neeh diagonale Eanten enthilt,
geschlossen wnd homolog I ist; dann kann aber U nur Kanten der inneren
Ronbur enthalten, Wirde eine radiale Kante, etwa (F; Py} darin auftreten, so miiften
sich wegen der Geschlossenheit von ™ [t die in der Leke P, induzierten Orien-
tierungen wegheben, und da es auBer (PP, keine mit Py inzidenten Kanben in
" gibt, so miiBte (P; P,) nollmal in [ yorkommen. U liegt alse ganz auf
der inneren Kortnr und mub wegen der (eschlossenheit alle Kanten der inneren
Eontur gleich oft enthalten, also ist in der Tat '

: U = m B},
wo m eine ganze Zahl ist
. Wihrend somit jede geschlossene 1-Kefte auf der angegebenen Zerlegung des
Kreisringes als homolog mit einer der Ketten

0, + B, 4-2B, 4354 ...
erwiesen ist, sind keine zwel von diesen Ketten einander homolog. Ist nimlick
m Blrwm'" B,

50 ist (m' —m'") Bl=m B}~ 0, Hierans folgt m =0, also m’ ==m". Denn wenn
die Eette m B! Rand einer 2-Kette ist, so0 kommt in dieser irgendeines der an die
inmere Kontur grenzenden Dreiecke mit der Vielfachheit m vor. Dann miissen aber,
da im Rande der 2-Kette keine mittieren Kanten anftreten kénnen, auch alle anderen
Dreiecke mit der Vielfachheit w vorkommen, alse muB die 2-Keite == m U® sein.
Deren Rand ist wm (BL-+ BY), also nur dann == Bj, weun m =0 ist. Damit ist ge-
zeigh, daB es unendlich viele Homologieklassen gibt und die Vielfachen von B}
Reprisentanten aus ihner sind.

2.Beispiel: R7 sei die projektive Ebene P mit der in der Fig. 39 angegebenen .

simplizialen Zerlegung. Die gezeichnete Kreisscheibe schlieft sich nach § 2 zux projek-
tiven Ebene, wenn man diametral gegeniiberliegende Eeken und Kanten des Rand-

kreiges als nicht verschieden ansieht. Nach dieser Festsetzung ist die Figur nichts

anderes als eine abkirzende Beschreibung des Sechemas des simplizialen Kom-
plexes 2, als der die projeltive Ebeme damit dargestellt ist. So sind z. B. die
beidep Punkte P der Figur ein und derselbe Punkt in der projektiven Ehene,

- aine mittlere Kante der Kreisscheibe nicht

§18 Homologisgruppen 63

und die 1-Kette 4!, die aus den vier orientiertem einfach zu zihlenden Kanten des
oberen Halbkreises besteht, ist dieselbe, die von den vier Kanten des onteren Halb-
kreises gebildet wird, Orientiert man alle Dreiecke se, daf in jeder mittleren Kante
der XKreisscheibe von den beiden daran gremzenden Dreiecken enfgegengesetzte
Orientierungen induziert werden, so srhilt
man eine 2-Kette U2 mit #8 U2 = -+ 247,
bei der in der Figur gewihlien Orien-
tiernng der Dreiecke; also ist 2.4'~~0,
Die allgemeinste 2-Kette, die ein Viel-
faches von A! zum Rande hat, ist ein
Vielfaches von 02, etwa ==k U2 Denn da

im Rande dieser 2.Kette auftreten kanm,
so missen alle Drelecke gleich oft darin
vorkommen. Der Rand von % U* ist aber
-2k AL; d. h. 4, das eine geschlossene
1-Kette der projektiven Ebene (projektive -
Gerade) ist, ist nicht~0, wohlaber das Dop-
‘pelte. Aus 241~ 0 folgt also nicht 41~ 0.

Eine heliebige geschlossene 1-Kette I
jst entweder ~~0 oder ~ 41 d. h. es
gibt nur zwei 1-dimensionale Homologie-
klassen. Liegt nimlich die Kette U noch

“picht auf dem Rande der Kreisscheibe der Figur, so kann man sie, wie im Falle

des Kreisringes, Sehritt fiir Schyitt auf den Rand dringen, indem man eine mittlere
Kante durch die beiden anderen eines passenden, daran grenzenden Dreiecks er-
setzt. Man erhdlt so eine auf der Kreisperipherie liegende 1-Kette "T'~ UL, die
wegen ihrer (teschlossenheit in P2 nur ein Vielfaches von A* sein kann und da
ein gerades Vielfaches von 4! nullhemolog ist, so igt "U' und damit I7 :entweder
~0 oder ~ 4%

§18. Homoldgiegruppen.

- In gruppentheoretischer Hinsicht sind die Homologieklassen nichts
anderes als die Restklassen der Zerlegung des Gitters ®* der geschlossenen
h-Ketten nach dem eingelagerten Gitter * der nullhomologen. Denn es

gind zwei geschlossene Ketten U”* und ¥* dann und nur dann homoleg,

enn ih_re Differenz nullhomolog ist, wenn sie also derselben Restklasse
von N* in &* angehdren. Daher bilden die %-dimensionalen Homologie-
klassen selbst eine abelsche Gruppe, wenn unter der Summe zweier Ho-

‘mologieklassen H¥ und Hl+die Homologieklasse verstanden wird, in der

gich die Summe je einer Kette aus HF und HY befindet (elementweise

_'.fddition). Diese Gruppe, die also die Faktorgruppe &F/M* ist, heifit die

;te l_ffomolagiegmppe H* des simplizialen Komplexes &°. Solange wir es
mit einer hestimmten simplizialen Zerlegung eines Komplexes zu tun

‘haben, ist nicht ersichtlich, warnm wir gerade Wert auf die Faktorgruppe
~des Gitters der geschlossenen und der nullhomologen Ketten legen und
nicht z. B. auf die aller %-Ketten und der geschlossenen. Der Grund liegt
“darin, daf die Homologiegruppen von der gewdhlten simplizialen Zer-

lr::gung unabhingige topologisch invariante Eigenschaften des Komplexes
ind. Thre topologische Invarianz ist, wie die folgenden Beispiele des
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isri rojektiven Ebene und der Ringfliche zeigen, le_icht ks
ii?ilégfl S’Si;1 eil;tpabir nicht ebenso leicht zu beweisen; der Beweis wird
dasVé‘gtg:;Ziflediagiﬁsi);;:f%%e%k, 9% Gitter, d.h. freie abelsc.he Gruppeli
von endlich vielen Erzeugenden sind, enthilt d_ie Homologlegrulzﬁ.e }?
im allgemeinen aufier dem Nullelement moch we%tere Elemente en dw at;z
'Ordnung, dagegen hat aunch $* immer nur endlich viele Erzzu%en fat '-St
Faktorgruppe der Gruppe &, die endlich \fle_le Frzeugende ha oll?nh i 6
$* direkte Summe aus endlich vielen zyklischen Gruppen, nimlich p*

freien zyklischen Gruppen und einer Anzahl ¢* zyklischer Gruppen mit

ichen Ordnungen ¢, ¢, ..., i, wobei jedes ¢* a}s Tellfar des voran-
Zlglilénden a.ngenorngmen werden darf (§ 86).*). Die Zahl P 1.1nd die Osdl?uggﬁ:‘
¢k, &, ..., ch sind durch die Gruppe " eindeutig bestlmm’g wnd sind fi
ch'; drruppe charakteristisch. p* heiBt die k-te Bef-tzsche Za:hl, o, 6, - 1{, s
heiBen die Torsionskoeffizienten der Dimension ?a;_ des _sn;ap]{@alen ]%n’%—
plexes $= Die Bezeichnung Torsionskoeffizient wird. sich spéter am Bei-
~ spiele der Tinsenriiume rechtfertigen (§ 61).

Greift man aus jeder der g® - p* zyklischen Gruppen, deren direkte

Summe $F ist, ein erzeugendes Element heraus, UJ:.Ld wihlf man We?’uer in
jedem der erzeugenden Flemente, die ja Homologieklagsen sind, eine re-
prisentierende %-Kette aus, so ergeben sich ¢" -+ e geschlos-sene k-Ketten

"

. Kombination

Uk oy A+ Epdf+ oo - B Al A+ Bl ¥ 2 BE 4 - + i B (2)

i kann man wegen ¢ A% ~ 0 es erreichen, daB. 0§, <.cﬁ ist,
Egﬁi:ngaﬁe 1, unbesfhr'zinﬁt 1cfau-iie:ren kiinnefn. Nach d};jser Normtlerﬁng
sind die Koeffizienten £,, n, offenbar eindeutig durch U bestlmml. Lan,
‘nennt ein solches System von ¢F - p* ges.chlossene]fl k?KetteI?( ) et;;e
Homologiebasis der Dimension k. Bs ist vielfach wichtig, chGa,- g.ﬂaél ﬁ
Ji-te Homologiegruppe nicht nur als abstrakte Gru_ppe ken_nd und ugc
die Torsionskoeffizienten und die Bettische Zahl bestimmt, sondern dariiber

hinaus auch noch eine Homologiebasis ermitteln kann.

Das Auftreten eines Torsionskoeffizienten ¢} bedeutet topologisch ;di:; :
' Fixistenz einer geschlossenen k-Kette, die erst ¢j-mal genlommen 1;-}:(31 :;f].t; n._ |
Die Bettische Zahl p* gibt die Maximalzahl der homolog u-r’taw;a ht.; i%‘en

geschlossenen %-Ketten .an. HEndlich viele Ti:iKetteu UE, ..
homolog unabhingig, wenn keine Homologie

GO+ U+ 4, UF 0

A, .. A, B o, Bheo ON

.Je;le‘belieb;ige geséhlossene Kette U'* ist dann homolog einer linearen .
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hingig. In der Homologiebasis (1) ist jede der Ketten A% fiir sich homolog
abhingig, wegen ¢ A% ~ 0; dagegen sind die Ketten BY, BE, ..., B%, ho-
molog unabhingig, weil

"71-Bf - 'quf;f + -4 nkafk

nur dann ~ 0 ist, wenn alle 5 verschwinden. Es kann nicht mehr als Fia
homolog unabhingige k-Ketten geben, da wegen (2) ein geeignetes Viel-
faches, z. B. das ¢f-fache einer beliehigen geschlossenen k-Kette homolog .
einer linearen Kombination der p* Ketten BY, B, . . ., B ist.

Die O-te Homologiegruppe ecines rusammenhdngenden

-

- simplizialen Komplexes ist immer die freie zyklische Gruppe. Als Homo-

logiebasis kann man ein orientiertes 0O-Simplex, z. B. E, nehmen. Denkt

+. " man sich nimlich alle O-Simplexe By, F3, ..., E% mit dem Vorzeichen -+

orientiert, und ist
' Uloz iy BY 4 0y B+ -+« g0 Bl

eine beliehige O-Kette, so kann man wegen des Zusammenhanges von £
die beiden Ecken F} und E° durch einen Kantenweg verbinden und seine
Kanten so orientieren, daB immer aufeinanderfolgende” in der gemein-

samen Fcke entgegengesetzto Orientierungen induzieren. Dadurch wird
der Kantenweg zur 1-Kette U1, und es ist

RAUL = & (E} — EY);

somit E%~ E?. Daher ist [J° homolog dem (u, ¢ - + U0 -fachen
von EY. — Kein von 0 verschiedenes Vielfaches von EY ist ~ 0. Im Rande
eines 1-Simplexes tritt nimlich der eine Eekpunkt mit der Vielfach-
heit + 1, der andere mit der Vielfachheit — 1 auf Die Summe der Viel-
fachheiten ist also 0, was ebenso fiir den Rand einer beliebigen I-Kette,
d. . fiir jede nullhomologe O-Kette, gilt. Somit ist E? eine Homologie-
basis, und die 0‘te Homologiegruppe ist die freie Gruppe von einer Er-

‘zeugenden.

Die 0-dimensionalen Homologieklassen kann man mit Hilfe ,_d"ég Be-
griffes des algebraischen Wertes einer 0-Kette folgendermafien noch
einfacher charakterisieren: Unter dem algebraischen Wert einer O-Kette

~versteher wir die Summe der Vielfachheiten der samtlichen mit dem Vor-
‘zeichen -+ zu orientierenden 0-Simplexe der Kette. In der Kette T/® z. B. -

ist der algebraische Wert u; 4 - - - 4 4,0, Dann kann man sagen: In einem
zusammenhingenden Komplex sind zwei 0-Ketten dann und nur; dann’
einander homolog, wenn sie denselhen algebraischen Wert haben. Tl

- Ebenso leicht beweist man, daf die O-te Homologiegruppe die o
‘abelsche Gruppe von = Erzeugenden ist, wenn $7 aus * isolierten Teil.

komplexen besteht. Torsionskoeffizienten der Dimension 0 gibt es somit nicht.
< Fir k> n besteht die Homologiegruppe H* von K aus dem Nullele-
mente allein. Denn es gibt nur eine k-te Homologieklasse, Sie enthalt

als einzige k-Kette die k-Kette 0. — Fiir & — » gibt es ebenso viele Homo-
-Beifert-Threlfall, Topologie ‘ 5 '

zwischen ihnen besteht, es sei demn, daf alle Koeffizienten .verschwinden
Besteht dagegen eine Homologie zwischen ihnen, so heifien sie homolog ab

*) Das hochgestellte % ist Dimensionsindex und nicht etwa Exponen‘n.r :
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i6 ; mi Worten: aus Ur~ V"
i wie geschlossene n-Ketten; mit anderen i
}f?}%likls?czi:nlfﬂ =§ 7, denn es gibt keine von der (n + 1)-Kei;:te 0 V%I;k
schg;edene (n+ 1)- Kette. Nennt man eine Reihe von k—KeFten U, ..., Us
Tinear abhingig oder unabhingig, je nachdem eine (Gleichung

L UE+ U+ -+ 00 =0

mit nicht lauter verschwindenden Koeffizienten besteht oder nicht;, £0 kann

i ‘st 1i ineig dasselbe wie homo-
h sagen: Fiir k= » ist linear abhingig da .
11110&3 Zﬁiﬁngi%'. Die n-te Bettische Zahl p™ ist also gleich der M'ammajlzahl
1112, ear una?)h‘aingiger n-Ketten, Torsionskoeffizienten der Dimension n
gibt es micht: Aus m Un ~ 0 folgt namlick m U = 0 und daher, wenn
w4 O ist, m o= (. _ .
UE? seilxsu;ch kurz gesagf, wie man fir tnen d].-l ch(‘a Ko mp lexe dli
Homologiegruppen zu Jdefinieren hat. Bine Keite ist w1e'd\er ein Aggrege}
von endlich vielen Simplexen; Rand, Geschlossenheit und Homolog:w
¢ind wie beim endlichen Komplexe erklart. Die Elem;lnte dle]‘i1 Ho}zng%oglz-
i i i i i logieklassen der f-dimen-
der Dimension & sind wieder die Homologie .
gcifrﬁin egischlossenen %:-Ketten, Dagegen werden d?} 'E}[)::u:n0110%19g‘1~11};;1;:3£3
] i i icht endlich viele mrzeuge:
i Jtichen Komplexes im allgemelnen nic . .
i:;l’;:nun:;l daf sie nieht durch Bettische 7ahl und Torsionskoeffizienten
: H

charakterisierbar gind.

§ 10. Berechnung der Homologiegruppen in einfachen Fillen.

1.1m Kreisringe (8. 60) ist jede 1-Kette Ul homolog einem Vif:l—
.fae]:;en der Kette B, nnd kein Vielfaches von B} 15;01 r--(a} 0. Die H(ér%)}oeg"iieé
i i i i i Jische Gruppe und O}
der Dimension 1 ist daher die fl‘elfli zyk : \ .
%-:Ir;rlr)llgogiebasis. §° ist, wie soeben gezeigt, die freie z;rkhsche Gruppe.
$? besteht nur aus dem Nullelerente, da es iberhaupt keine geschlossenen

von O versehiedenen 2-Ketten gibt. Die Bettischen Zahlen sind also
| | pe1, Bl =0

Tbrsionskoefﬁzienten fehlen in allen Dimensionen.

i i i Homologieklassen der

:oktive Bbene (8. 62). Es gibt zwel olog
Dii(flsrigli 1. $* ist also die Gruppe der Ordiung 2, die Kette A (pro- |
jektive Gerade) bildet eine Homologiebasis. Da es keine geschlossenen

9_Ketten gibt, so besteht §? aus dem Nullelemente:
| pP=1, p=0 =0 |
es gibt einen Torsionskoeffizienten der Dimension 1 vom Werte 2.

ie I tehenden Quadrates

. ofliche, die in der Zerlegung des neb?ns : : .
083;3];38;1;83; (E?ig. 40’). Tn dem Quadrat sind gegenuberhegende- Seltil;.l oy
?degntiﬁzieren (vgl. 8. 8). Die Kanten der Zerlegung zer.fa,llen in Idm? gre |
und Randkante;. “Rapdkanten sind die der beiden Seiten & und & des.

- Schritten kommt man zu einer homologen Kette
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diagonale Kanten. Zur Bestimmung der Homologiegrappen gehen wir wie
beim Kreisringe vor.

I Zun jeder geschlossenen 1-Kette [J* gibt es eine homologe, die sich
ganz aus Randkanten zusammensetzt. Jede mittlere vertikale oder diago-
nale Kante kann nimlich vermdge Addition einer a 0
nullhomologen Randkette des rechts angrenzenden 5
Dreiecks durch die beiden anderen Kanten dieses
Dreiecks ersetzt werden, jede mittlere horizontale
Kante durch die beiden anderen Kanten des darunter 5
liegenden Dreiecks. Nach endlich vielen derartigen

"~ T, die auf dem Rande des Quadrates liegt, We-
gen der Greschlossenheit von ‘U/! miissen alle orien- 0 ~ o
. tierten Kanten der Quadratseite ¢ gleich oft, etwa )
Fig. 40.
«-mal vorkommen, ebenso alle von b, etwa f-mal
Nennen wir die geschlossene 1-Kette, die aus den siimtlichen einfach
gezihlten Kanten der Quadratseite @ — Orientierung laut Figur! — sich

_ zusammensetzt, o, und fithren wir entsprechend die Bezeichnung 5! ein,

“so ist hiernach

[Tl " [ == il - BR,

Die Homologieklassen der geschlossenen Ketten o* und §* sind also Er-
zeugende der ersten Homologiegruppe. '

TL Es ist eca* + '~ O dann und nur dann, wenn ¢ = 8 = 0 ist. Zum

Beweise orientieren wir die Dreiecke des Quadrafes so, daf in allen mitt-
. leren Kanten von den beiden angrenzenden Dreiecken entgegengesetzte

Orientierungen induziert werden. Die 2-Kette /% die aus allen diesen
orientierten Drejeclken besteht, hat dann tiberhaupt keinen Rand, da gegen-

-~ {iberliegende Seiten des Quadrates als identisch auf der Ringflache zu be-

trachten sind. Sel nun die Kette e¢a® + 0~ 0; dann ist diese 1-Kette
Rand einer 2-Kette, die alle Dreiecke des Quadrates gleich oft enthalten
muf, da die mittleren Kanten aus dem Rande herausfallen miissen. Sie ist
daher ein Vielfaches von U% also ebenfalls geschlossen, und es ist daher
wat+ it =0, also ¢ = f = 0, weil die Ketten ¢* und 5 kein gemein-
sames 1-Simplex haben. Somit ist die erste Homologiegruppe ' die freie
abelsche Gruppe von zwei Erzeugenden, und o und &' (Meridian- und

Breitenkreis der Ringfliche) bilden eine Homologiebasis von $*. £° und

$? sind freie zyklische Gruppen. Xs ist also
pPe== 1, pt==2, p?==1; Torsionskoeffizienten fehlen.

- Hitte man das Quadrat der Fig. 40 durch mehr als drei vertikale und
‘horizontale und die euntsprechenden diagonalen Linien zerlegt, so hitte
‘man fiir diesen simplizialen Komplex oiffenbar dieselben Homelogiegruppen
“erhalten. Auch filr jede andere vorgelegte, nicht zu verwickelte simpliziale

‘Zerlegung der Ringfliche wird man das gleiche Ergebnis nachweisen

kénnen. Es liegt daher die Vermutung nahe, daf die Homologiegruppen

Quadrates. Die mittleren Kanten zerfallen in vertikale, horizontale gnd ;

0
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von der gewihlien Zerlegung der Ringfléche unabhingig sind, daf sie
vielmehr schon durch die Ringflache als Umgebungsraum sich bestimmen.
Bhe wir den Beweis dafiir erbracht haben (Kap. IV), mtissen wir aber mif
der Moglichkeit rechnen, daf es Zerlegungen gibt, die zu einem andern
Hrgebnis fiihren als die hier benutate. _

4, Simplexstern & sei ein Simplexstern mit dem Mittelpunkte O
and dem AuBenrande §7—1 und U¥® eine beliebige geschlossene E-Ketie
auf & (k> 0). Man kann U in eine homologe Kette 'U* tiberfilhren, in
der kein k-Simplex von -1 mehr vorkommt. Tritt z. B. das Simplex
E¥=s(PyPy... B) von &~ in U* mib der Vielfachheit u auf, so
subtrahiere man von U% den u-fachen Rand des Simplexes

Ek-i—l: E(OPD,P]_ .. ._P_z;)

und erhiilt eine zu U'* homologe Kette, in der E* nicht mehr auftritt. So
beseitigh man der Reihe nach alle auf fn-1 liegenden Simplexe von Uf"
und gewinnt schlieBlich eine Kette "T*~ U7, deren k-Simplexe alle mit
0 inzident sind. Dann ist aber 'U*== 0. Kommt nimlich in "U* ein Sim-
plex 'E* mit der Vielfdchheit “u vor, so kommt die der Bcke O gegentiber-
liegende Seite "E*-* von "E* ebenfalls mit der Vielfachheit ‘« im Rande
von ' U* vor. Denn 'E* ist das einzige k-Simplex in Fn, das 'E*T zor

Qeite und ¢ zur Eeke hat. Algo ist wegen RA'U¥== 0 anch "u= {. Damit

ist gezeigt: Auf einem Simplexstern ist fiir k>0 jede geschlossene k- Kette
nullhomolog. ,

P=1, P=-=p= 0; Torsionskoeffizienten fehlen.

5 n-8implex. Da ein n-Simplex als Simplexstern anfgefalit Werdfm
dessen Mittelpunkt eine Eeke und dessen Auflenrand die Gegenseite
Homologiegruppen eines x-Simplexes alle gleich dem

kann,
igt, so sind aueh die
Nullelemente bis auf die (-te.

. n-Sphire. Als simpliziale Zerlegung legen wir die tetraedrale 7o ;
(8.52). Es ist danach die n-Sphire € Rand eines n + 1-Sim-~
Gn+1 Nach b. ist eine geschlossene Ketbe U* aunf & fiir k> 0
nullhomolog auf &+, also Rand einer Kette [e+r, [75+1 Jiegt aber selbst
+1=mn+11is Also ist fir O <k <m Tk~ 0
auf &, fiir k= n dagegen mull [*+1 gleich einem Vielfachen der Kette

grunde
" plexes

anf &7, aufler wenn k

gein, die aus dem orientierten Simplexe E™*1 hesteht, in Formeln
Urtl= gy En+l,

weil E#+1 das einzige vorhandene (1 1)-Simplex ist, also

U= y¢Ra En+L

Da uR2E#+1 fir == 0 nicht nullhomolog auf & ist — denn &" ist
nur #%-dimensional —, haben wir das Ergebnis gewonnen: Die Homologie-

§20 Homologien mit Division
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gruppen des Randes eines (n -+ 1)- Simplexes bestehen alle aus dem Null-
elemente, bis auf die 0-te und die n-te, die freie zyllische Gruppen sind:
=1, p=p==gi=0, =1 '
Torsionskoeffizienten fehlen. -
Weniger einfache Beispiele mit beliebig vielen Torsionskoeffizienten be-

1. liebiger Werte findet man unter den dreidimensionalen Mannigfaltigheiten
o im IX. Kapitel z. B. § 61 u. § 62 Aufg. 4.

§ 20. Homologien mit Division.

In der Reihe der Gitter &% &® N* 14kt sich noch ein weiteres Gitter D*
einschalten, das aus allen %-Ketten besteht, von denen ein von O ver-
schiedenes Vielfaches zu 9% gehort. Die Ketten mit dieser Eigenschaft
‘bilden offenbar ein Gitter. Denn gehdrt ¢ U* und d V% zu N* (¢==0, d=0),
so auch ¢d(U* 4 V*), d.h. mit zwel Ketten U* und V* gehdrt anch Summe
~und Differenz zu D%, N* ist ein Teilgitter von DF, und D* ist seinerseits
-Teilgitter von ®*. Denn die zu Jt* gehtrige Kette ¢ U* ist wie alle Ketten
von ¢ geschlossen, und daraus folgt die Geschlossenheit von U'* mach
§ 16, Formel (3). Man hat also die folgende Reihe von Gittern

TE, @, DE 5 NE
in der jedes das folgende enthilt.
Die Ketten von ©* heiflen divisions-nullhomolog (in Zeichen: = 0),

U= 0

bedeutet also: Fs gibt eine ganze Zahl ¢ == 0, so dab ¢ U~ 0 ist. Man
‘nennt die divisions-nullhomologen Ketten bisweilen auch Randteiler. Zwei
beliebige Ketten 77 und 7% aus “L* heillen einander divisionshoimslog,

koo TH
TF = TF,

“wenn ihre Differenz == 0 ist. Kine solche Beziehung heiflt eine Divisions-
“homologie.
- DaB man Divisionshomologien addieren, subtrahieren und mit ganzen
‘Zahlen multiplizieren darf, ist nur ein anderer Ausdruck fiir die Gitter-
“eigenschaft von D% Im Gegensatz zu gewthnlichen Homologien darf man
- sie aber auch — daher der Name — durch einen von Null verschiedenen
_ Faktor dividieren.

: b WE=0 (1)

bedeutet namlich, daR ¢(b W%)~ 0 ist fiir ein geeignetes ¢ == 0. Diese
~Relation ist aber, wenn aulerdem b = 0 ist, gleichbedentend mit

We= 0.

: 4 _ (2)
- Aus (1) folgt also (2)

- 'Wir betrachten die Restklassenzerlegung von ©* nach dem Teilgitter N,
' Die Restklassen sind Homologieklassen, die als Elemente der Homologie:
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gruppe P* = G*/N* endliche Ordnung haben. Denn zu jeder Kette aus TF
gibt es ein von Null verschiedenes Vielfaches, das zu N* gehort. Da um-
gekehrt jede Kette, von der ein Vielfaches nullhomolog ist, in BF liegt,
50 besteht D* g en au aus den Homologieklassen endlicher Ordnungs; oder
anders ausgedriicks, die Faktorgruppe ®¥/9t* ist die Untergruppe der Ho-
mologiegruppe, die von den Elementen endlicher Ordnung gebildet wird.
Diese Untergruppe heifit Torsionsgruppe der Dimension k. Ihre Ordnung
ist gleich dem Produkt der Torsionskoeffizienten der Dimension k.
Zerlegt man dagegen &* nach dem Teilgitter D, so ergibt sich eine
Finteilung aller geschlossenen Ketten in Klassen untereinander divisions-
homologer Ketten. Die Faktorgruppe ©F/D* heillt die Bettische Gruppe*®
der Dimension %. Auf Grund der gruppentheoretischen Beziehung (§ 83)

@*/T¢  igomorph mit (EF/IF)/(DHRY)

Lann man die Bettische Gruppe auch als Faktorgruppe der Homologie-
gruppe §F = G NF nach der Torsionsgruppe DN quffessen. Da nun H
direkte Summe aus der Torsionsgruppe und einer freien abelschen Gruppe
von p* Brzeugenden ist, so ist die Bettische Gruppe selbst eine freie abelsche
Gruppe von p* Erzeugenden. Die Einfiihrung des Gitters D* bewirkt also
‘eine Zerfillung der Homologiegruppe in einen endlichen Anteil, die
Torsionsgruppe, und einen unendlichen Anteil, - die Bettische Gruppe,
wobei freilich zu beachten ist, daB die Bettische Gruppe nicht etwa
als Untergruppe, sondern als Faktorgruppe der Homologiegruppe anzu-
sprechen ist.

Der Homologiebasis tritt nunmehr eine Torsionsbasie und eine Bettische
Basis an die Seite. Man stellt die Torsionsgruppe als direkte Summe von
zyklischen Gruppen der Ordnungen cf, ¢k, ..., O dar, worin ¢¥ die Tor-
sionskoeffizienten der Dimension % bedeuten, wahlt ans jeder dieser zy-
Klischen Gruppen ein erzengendes Element (das ist eine bestimmte Homo-
logieklasse) und darans wieder einen Reprisentanten aus. Diese ¢* Ketten
bilden eine Torsionsbasis. — Stellt man entsprechend die Bettische Gruppe
als direlkte Summe von p* freien zyklischen Gruppen dar, greifi aus jeder
ein erzengendes Flement heraus (das ist eine Klasse untereinander divisions-
homologer Ketten) und wihlt je einen Repriisentanten daraus, so bilden
diese 1" Ketten eine Beftische Basis. Jede beliebige geschlossene Kette ist
dann divisionshomolog einer linearen Kombination dieser 2% Basisketten.
In der Homologiebasis

AF 4E, ... Ab, BY DS, ..., By
vor $. 64 bilden die A eine Torsionsbasis, die B* eine Bettische Basis.
Der Ubergang von einer Bettischen Basis
B, BE, ..., By
zu einer anderen

¥ k k
'BY UBE, ..., "B
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vollzieht sich durch eine ganzzahlige unimodulare Transformation

oF
’-ch:;;bﬂwa (;x=1,2,,..,pk)'
Im Falle der Ringfliche (§ 19, 3. Beispiel) gibt es keine Torsioysbasis,
‘die Torsionsgruppe besteht aus dem Nullelemente; eine Bettische Basis
wird von den Ketten ot (= BY) und (= B}) — Meridian- und Breiten-
kreis — gebildet. Im Falle der projektiven Ebene (§ 19, 2. Beispiel) gibt

. es keine Bettische Basis, und die Bettische Gruppe bestebt aus dem Null- *

elemente; eine Torsionshasis wird von der Kette 4 — projektive Gerade —
© gehildet. :

Wir stellen die verschiedenen Gruppen und Gitter, die uns bisher be-
gegnet sind, noch einmal zusammen.

L Gitter aller &-Ketten
®* Gitter der geschlossenen k- Ketten

©*  Gitter der divisions-nullhomologen %-Ketten
9k Gitter der nullhomologen %-Ketten

Ht = &*/N* Homologiegruppe

TF/M* Torsiomsgruppe

%/ DF oder H¥/(DF/N*) Bettische Gruppe.

§ 21. Berechnung der Homologiegruppen aus den Inzidenzmatrizen.

Wir haben bisher die Homologiegruppen eines belichigen simplizialen
Komplexes definieTt. Wir leiten nunmehr ein allgemeines Verfahren
ab, das sie wenigstens fir einen endlichen Komplex zu berechnen ge-

' stattet. Zu dem Zweck denken wir uns alle Simplexe fest {die O-Simplexe

‘mit dem Vorzeichen -+) orientiert und mit

Ej"' (zml,‘a,...,ak;k=0,1,...,n)

.bezeichnet. Alsdapn hat man fir 0 <%k =<n—1 die Berandungsrelationen
ok
Ro EFri=ek B} G=sz..40 (1)
¥ =1
Die Matrix

BN Bk B 3
('S;u. =E E=0,1,..., n—1)

1584 sich als eine Tafel mit doppeltem Eingange auffassen. Den
linken Fingang bilden die’ orientierten Simplexe der Dimension %, den
oberen die der Dimension % -+ 1, und im Schuittpunkte der x-ten Zeile
mit der A-ten Spalte steht der Koeffizient #£,, mit dem das orienfierte
Simplex E* in der Randkette des Simplexes Ef+? auftritt. gk ist =+ 1
oder = — 1 oder == 0, je nachdem das orientierte Simplex Ef die von
- EE+t induzierte Orientierung hat oder die entgegengesetzte oder {iberhanpt
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. nicht mit FE+? inzident ist. Die Matrix E¥ heibt die Inzidenzmatriz der
Dimension % der simplizialen Zerlegung des Komplexes.™*
Die Inzidenzmatrizen E° und E?! eines simplizialen Komplexes, der aus
einem einzigen 2-Simplexe €2 besteht, sind bei den aus der Fig. 41 zu
entnehmenden Orientierungen :

B | B B B B | E
E9 0 =1 —1 El | +1
B | +1 0 +1 B | k1
B —1 +1 0 B | —1

Durch die Inzidensmatrizen ist der simpliziale Komplex vollstindig be-
stimmt. Denn durch sie sind die simtlichen (%— 1)-dimensionalen Seiten
I © eines Simplexes £, von jeder Seite die (k—2)-
dimensionalen Seiten und damit “schlieflich die
Fcken von EF bestimmt, also ist durch die Inzi-
denzmatrizen das Schema des Komplexes und da-
mit der Komplex selbst gegeben. Alle Higen-
schaften eines simplizialen Komplexes miissen sich
daher aus den Inzidenzmatrizen ablesen lassen;
inshesondere gilt dies von den Homologiegruppen,
die wir jetzt aus den Inzidenzmatrizen ermitteln
. werden.
Ist in Gleichung (1) k> 0, so ergibt sich durch nochmalige Rand-
bildung .

Fig. 41,

ok k1

. a""
R2 R2 EFt == 2}51 R EE ﬁzls;:a 2;4&;1 -1
#o== o= L=

F—l g ok
" da der Rand eine geschlossene Kette ist. Also sind wegen der linearen
Unabhingigkeit der E¥—1 die Koeffizienten einzeln = 0:
oF

E—1ck — = k—1 — £4+1
21'5”‘ gho=0 (=12 ,ef 0 1=t ab ),
-

ein Gleichungssystem, das wir mit Benutzung des Matrizenkalkiils*) durch

die ein e Matrizengleichung
© EE—1EF == () (E=1,2,...,0—-1 {2)

ersetzen komnen. Diese (Gleichungen sind der arithmetisehe Amnsdruek
dafiir, dah jede Randkette geschlossen ist, denn sie sagen mur aus, daB
der Rand des Randes eines jeden (k - 1)-Simplexes verschwindet.

¥) Vgl. z. B. L. Bieberbach, Analytische Geometrie {Leipzig 1952) § 11 oder Schreier-
Sperzer, Vorlesungen fiber Matrizen (Leipzig 1932).

~gomit ist
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Q3

Die orientierten Simplexe
k EE k
EE EE, ..., EX

:' ‘bilden eine spezielle Basis fiir das Gitter ‘€% aller %-Keften. An ihrer
" Stelle fahren wir jetzt in jeder Dimension £=0,1, ..., » eine neus-Basis

Tk [ 3
UE, Uk, ..., Uk

43

~ ein. Fiir diese Ketten gelten dann die Berandungsrelationen

ok
Ro Uy = 2e}, U, 17
die an Stelle der Berandungsrelationen (1) treten und uns die neuen Ma-
trizen. ‘E® liefern, Da der Rand des Randes einer Kette nach wie vor ver-
schwindet, so gelten auch fiir die neuen, gestrichenen Matrizen die Glei-
‘thungen '
EEFUER=0.

. Wir werden nun die neue Basis fiir jedes der Gritter T (B=0,1,...,n)

go zn bestimmen suchen, daf die neuen Matrizen eine mdglichst einfache
Gestalt, die Normalform H¥, annehmen. Den Ubergang von den urspriing-
lichen Basen der E* zu den endgiltigen nehmen wir schrittweise vor.
Jeder Schritt besteht darin, daB wir nur ein e Basiskette einer bestimm-

" ten Dimension abindern. Die Abinderung geschieht durch eine der beiden

folgenden elementaren Transformationen:

&) Ersetzen von E! durch Ut = E!-- Ef (v =+ v);

b) Ersetzen von E! durch U! = — E.
Nach einer Transformation a) stimmen alle Ketten UF mit den alten EF
itherein bis auf U?. Es haben sich daher nur die Inzidenzmatrizen Ef~*

und E¢ gefindert. Tn E?—* beschriinkt sich die Anderung auf die 7-te Spalte.
~Um sie za ermitteln, bilden wir

wi—1 af—1

Ro Ut = RO (L + B = It + €T = Fet- U
o=1 o1

T

Pof—1 — i1 f—1
E52 T 42 +£ov *

- Man mub also in Et-1 die v-te Spalte zur z-ten addieren, um 'E*~* zu

erhalten. — In der Matrix E* wird im linken Eingang E! durch U?
= E! 4 ! ersetzt, der obere Eingang bleibt ungeindert. Wenn man bildet

ROU = POEF = - e, Tl oot el Bl o oo
=t (B E 4+ (e, — el BY + e
ot
»:é’fgizgﬁ,

=1
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0 erkennt man, dafi
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!

Eﬁzxéf;}_ fir w=v,
L S S |

Epn T E T 8

ist, d.h.'E? entsteht aus E* durch Subtrakiion der ¢-ten Zeile von der v-ten.

Eine elementare Transformation b} bewirkt Vorzeichenwechsel in der
7-ten Spalte von E*~! und in der z-ten Zeile von E*.

‘Wie wir sosben die Bagis der F durch elementare Transformation in
die Basis der U verwandelt haben, so kénnen wir auf die Basis der U
eine elementare Transformation anwenden und sie in eine Basis von
Ketten ¥ verwandeln. Die Matrizen 'E* werden dabei dieselben Umfor-
mungen erfahren wie soeben die Matrizen E®. Inshesondere kann man
durch Vorzeichenwechsel der z-ten Zeile von E?, ‘darauf folgende Anwen-
dung der Transformation a) und Wiederherstellung des urspritnglichen
Vorzeichens der z-ten Zeile auch eine Zeilen addition in E* mittels der
Transformationen a) und b) bewirken.

Die elementaren Transformationen a) und b) der Ketben wirken sich
daher als elementare Matrizenumformungen sus (Zeilen- und Spalten- - |
addition, Multiplikation einer Zeile oder Spalte mit — 1).*) Durch solche
Umformungen kann man eine ganzzahlige Matrix auf die in § 87 an-
gegebene Normalform bringen. In dieser stehen in der Hauptdiagonale
von links oben beginnend die invarianten Faktoren, in einer Anzahl, die
gleich dem Range der Mairix ist; alle iibrigen Elemente sind O.

Wir beginnen nun den Normalisierungsprozeb™) der In-
zidenzmatrizen, indem wir die Matrix E° auf die angegebene Normal-
form bringen. Durch
geeignete elementare
Umformumgen  stel-
len wir in ibr die in-
varianten TFaktoren
etwas um: gie sollen
nicht mehr in der
Hauptdiagonalelinks

1-Hettor H? 1-Felten

PEd
Fig. 42,

# THe elementaren Umformungen &) und b) sind, nebenbei bemerks, spezielle Fille

ganzzahliger unimoedularer Transformationen, die die E'*-Basis in eine neue [J*-Basis
fberfihren, Allgemein gilt dann, daB hierbei die Variabelnrethe 2t~ bei festem o
. gich im Index ¢ kogredient zu den E! transformiert, die Variabelnreihe &, bei
festem 1 aber kontragredient, wegen Formel (1). Da wir von dev aligemeinen ganz-
zabligen uwnimodulaven Transformation der Ketten keinen Gebrauch machen, so
diirfen wir uns hier auf die elementaren Umformungen a) und b) beschriinken.
Wegen des allgemeinen Falles verweisen wir auf § 71. Auch die Tatsache, dab
jede ganzzahlige wnimodulare Transformation sich aus einer Reihe von Transfor-
mationen a) und b} zusammensetzen 18, wird nirgends benutst, und ihr Nachweis
kann daher tibergangen werden.

*) Dab die Matrizen E, EL, ..., EP Inzidemzmalrizen eines simplizialen Kom-
plexes sind, spielt bei dem NormalisierungsprozeB keine Rolle. Es wird nar von
der Beziehung E*—1E¥ == 0 Gebraunch gemacht,
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oben stehen (Fig. 42), sondern die rechte obere Ecke der Matrix E?
abschneiden (Fig. 48). Thre Anzahl ist gleich dem Range 49 von EP°
Hierbel sind auf E' schon Zeilenumformungen ausgeiibt worden Weii
der linke Eingang von E! mit dem oberen von E? tihereinstimmd, ’Es ist
abe; nach wie vor das Produkt E°E!== 0, so daf in der umm;formten
Matrix E* die letzten 3° Zeilen aus lauter Nullen hestehen mﬁs;jen. Jeotzt
werden die oberen ' — 3%-Zeilen der Matrix E! weiter behandelt. Thren
Umformungen entsprechen Spaltenumformungen von E° die sich nur anf !
die ersten «'-— 3°-Spalten erstrecken und, da diese ans Nullen bestehen
can den Werten von &%, nichts dndern. E° hat danach seine endgﬁltigé
Gestalt angenomumen, die wir H° nennen. Durch Ausiibung von Spalten-
umformungen in E?, die auf die Matrix H° iiberhaupt keinen Einfiuf
haben, wird E* auf die Normalform H' gebracht, in der die invarianten
Faktoren die entsprechende

. Stellung haben wie in H°. i el
Die weiteren Matrizen bis 4% i
einschliefilich E*~1 vrerden pee g !
schrittweise ebenso umge ¢ oy
formt. B |

Die Inzidenzmatrix E?® c}c“-f: ----- .
ist damit in ihre Normal- 3 : 1
" form H* tbergefiihrt. Sie Fie. 44 A A
1g. .

enthéltlauter Nullen, aufier
auf der die rechte obere Ecke abschneidenden Strecke, vgl. Fig. 44; in
dieser stehen erst o von 1 verschiedene Zahlen cf, (:_f, vy €, dezen _%ede
ein Teiler der vorangehenden ist und die wir als die Torsionskoeffizienten
der Dimension % erkennen werden, sodann 3*— g* Eingen.

Nach der Normalisierung der Inzidenzmatrizen ist unser Ziel nun leicht
zu erreichen; denn aus den Normalformen H* lassen sich die Gitter T*
¥, N* der simtlichen, der geschlossenen und der nullhomologen 7c~Ketter:
und damit die Homologiegruppen wie folgt bestimmen.

Von den im oberen Eingange von H*-! stehenden %-Ketten {h=1,2
..., #) haben die p#~1 letzten einen von 0 verschiedenen Rand, da in {,'.161]’.
gﬁ;“i letzten Spalten von H®-? die invarianten Faktoren ck=1 k=1
cy;c__l stehen. Wir nennen diese Ketten

k k k
Cf, 5, ..., OFs.

Di.e ¥ ersten Ketten im linken Eingange von H* (=0, 1, ..., n— 1)
seien :
B4k :
Af, 47, .., Ak
Sie sind divisions-nullhomolog (= 0). Denn in den 3* letsten Spalten
von H* stehen die invarianten Faktoren cf, c;‘ s e, ckk, so dafi man die
Berandungsrelationen hat !

R3 CF+1 = gk AE

‘s

Gi=1,2, .., pPLB=0,1, ..., n—1).

(&)
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Nicht fiir jedes & von O bis » miissen die Ketten JF und 4* wirklich vor-
handen sein. Z.B. fehlen fiir k=0 die (% da jede 0-Kette geschlossen ist,

und fiir 5= n fehlen die A", da es keine (1 4 1)-Simplexe und daher keine

divisions-nullhomologen n-Ketten aufler der n-Kette O gibt. Klar ist, dab
eine Kette A* nicht zugleich eine Kette C% sein kann, da die 4% als
divisions-nullhomologe Ketten geschlossen sind, die C* aber nicht. Da-
gegen werden die o Basis-Ketten der Dimension % im allgemeinen noch
nicht von den Ketten A* und CF erschipft sein. Die iibrighleibenden
Ketten migen ‘
B, B, ..., Bl
heiffen. Sie sind wie die A* geschlossen, aber nicht divisions-nullhomolog,
und es ist ihre Anzahl :

‘ P = g — g gl (4)

fiir O<<h<<m. Filr k=0 ist p°=o0—3°, und fir k==pn ist p"==g®—p" 1L,
Setzt man fest, dafl p~'=y"=0 ist, so gilt Formel (4} fur alle & von
0 bis n.

Nun 148¢ sich, da der obere Eingang von H*~' eine Basis des Gitters *
aller k-Ketten darstellt (k=1, 2, ..., n), jede k-Kette in der Form

schreiben:
1

o 2:6"”.&3” + zyk;efc S,
pe=1 ra=1
Da die Ketten 4% und BE geschlossen sind, so ist ¥* nur dann ge-

gchlossen, wenn
J—1 -1

szqa OF = 5'2’“07“ 141 =0,
¥ ¥ w= 1
was wegen der linearen Unabhingigkeit der Ketten 4%~ nur dann eintritt,
wenn alle #f =0 sind. — Auch fiir k= 0 ist wegen des Fehlens der
Ketten 00 Jede geschlossene Kette eine lineare Kombination der Ketten
A% und _Bﬁ.
Bs wird daher fiir k=0,1,...,n das Gitber &* der geschlossenen
% -Ketten von den p* Ketten 4% und den p* Ketten B% aufgespannt.
Wir gehen zum Teilgitter Jt* der nullhomologen %-Ketten tiber. Damit

eine geschlossene %-Kette
o Pk

Vk—Zkak—[—yka’“ (]c=0,1,..;,n—1) (5)

nullhomolog sei, mull sie Rand einer (k4 1)-Kette sein, also da die
(k4 1)-Ketten 4%+ und B+ geschlossen sind, Hand einer linearen
Kombination der Ketten C¥+1, also mulBl etwa sein

7,.70 7,?6
V= R0 e Ot = Tkt al. (6)
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Wegen der linearen Unabhingigkeit der etten 4% und B% miissen daher
die rechten Seiten der Gleichungen (5) und (6) Koeffizient fir Koeffizient

dibereinstimmen, also mufl gelten

wf = Ak, ¢k =10,
Die k-Kette (5) ist demmach dann und nur dann homolog 0, wenn die
Koeffizienten die Bedingungen
| =0 (mod ), yh=0 O
erfiillen. Auch fiir & = » gelten diese Gleichungen noch wegen des Fehlens
der Ketten 4" und weil die einzige nulthomologe n-Kette die n-Kette 0

“igt. Zur gleichen Homologieklasse gehéren somit zwei k-Ketten 7* und

TrEfur k=20,1,...,

# dann und nur dann, wenn

af="0% (mod ¢¥) und % ="yl (8)
.ist. Reduziert man also in (5) die Koeffizienten 2% mod ¢} auf das Intervall
O=E<d, (9)
80 erhilt man eine homologe Kette '
o o
W~2 £k A +§nﬁ B, (10)

auf deren rechter Seite wegen der Normlerungsbedingung (9) alle A%
fehlen, fiir die ¢* = 1 ist, so daf die erste Summe nur von 1 bis ¢* Liuft;
dabei bedeutet ¢* die Anzahl der von 1 verschiedenen invarianten Fak-

“toren der Matrix E*. Wegen (8) sind die Koeffizienten £ und 7% durch

V% eindeutig hestimmt.

Mit anderen Worten: Die zyklischen Untergruppen der Homologie-
gruppe ¥, die je von der Homologieklasse der Ketten A% bezw. A% ..., A%
bezw. B%, BE, ..., B% erzeugt werden, haben wegen (7) und (8) die Ord-
nung ¢t bezw. ¢, ..., ¢k bezw. sind freie zyklische Gruppen, und wegen
(10) ist jedes Element der Homologiegruppe eindeutig als Summe je eines
Elementes dieser Untergruppen darstellbar. $* ist somit die direkte
Summe aus diesen Untergroppen, und 4%, 4%, ..., A% bilden zusammen

-mit den Ketten B BE ..., B% eine Homologlebasm, die Ketten

BY, BY, ..., B% eine Bettische Basis der Dimension k. p*=o*— p*—pE—1
ist die Bettische Zahl und ef, ¢k, ..., ¢k sind die Torsionskoeffizienten
der Dimension % Damit sind die Homologiegruppen hestimmt, und es ist
der Satz gewonnen:
Satz: Ist o« die Ansahl der k- Simplexe im simplizialen Komplex &,
¥% dey Rang der Imzdenzmatmx E%, so0 ist die Bettische Zahl der Dzmen-
Swn i
e N
(p=t ==y = 0), und die Torsionskoeffizienten der Dimension k sind die
von 1 verschiedemen invarianten Faktoren von E¥; sie feklen fiir k = n.
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(Bly) Zu jeder geschlossenen simplizialen k-Kette gibt es eine homologe-
Blockkette, ;

{Bly) st eine k-Blockkette nullhomolog, also Rand einer sim pli--
zialen (% -+ 1)-Kette, 5o ist sie auch Rand einer (k +1)-dimensionalen
Blockkette, -

Die Bedingungen (Bl;) bis (Bl,) sind widerspruchsfrei. Denn ein spe-
zielles Blocksystem wird von den fest orientierten Simplexen von §” ge-
bildet; fiir sie sind offenbar die vier Bedingungen erfiillt. 7

Fir die Berechnung der Homologiegruppen geniigt es nun, an Stelle
der feingliedrigen simplizialen Ketten die grobgliedrigen Blockketten zu
betrachten. Das Verfahren der Berechnung ist genan dasselbe wie frither.
Nur geht man nicht von den Inzidenzmatrizen des simplizialen Komplexes
aus, sondern von den Block-Ineidenzmatyizen

: () = EF,
d%e durc}} die Berandungsrelationen (1) gegeben sind. Trotzdem fiihren wir
die 'Ableltung noch einmal durch, damit man sieht, an welchen Stellen die
Bedllngungen (Bl;) bis (Bly) benutzt werden.
Bildet man in (1) fir k > O auf beiden Seiten noch einmal den Rand,

so mub sich die (k — 1)-Kette 0 ergeben, da der Rand des Randes ver-
schwindet. Somit ist

Bettische Zahlen und Torsionskoeffizienten nennen wir bisweilen die
numerischen Invarianten des Komplexes, im Gegensatz zu anderen inva-
riant mit dem Komplex verkntipften mathematischen Gegenstinden, wie
z. B. der spiter abzuleitenden Fundamentalgruppe.

§ 22. Blockketteﬁ;

Wenngleich grundsitzlich die Bestimmung der Homologiegruppen aus
den Inzidenzmatrizen immer moglich ist, so kann doch die wirkliche
Durchfithrang recht verwickelt werden. Legt man z. B. die in Fig. 40
(8. 67) gegebene simpliziale Zerlegung der Ringfliche zugrunde, so hat
man of =9, ot =27, ¢®=18; man bekommt es also mit 27-reihigen
Matrizen zu tun, deren Anufstellung allein langwierig wiirde, von ihrer
Uberfilhrung in die Normalform zu sehweigen.

Fin einfacheres Verfahren zur Berechnung der numerischen Invarianten
und Homologiegrappen ist daher erwiinscht. Dieses gewinnen wir da-
durch, daB wir als Glieder der i-Ketten nicht wie bisher einzelne Sim-
plexe betrachten, sondern ganze Ketten, sog. Blocke. Wie sich die ein-
zelnen Simplexe zu simplizialen Ketten zusammensetzen, so werden wir
aus endlich vielen Blocken Blockketten aufbauen und diese Blockketten
der Berechnung der Homologiegruppen zugrunde legen. _

'Wir wihlen also fiir jede Dimension % =10,1,..., » endliche viele
simpliziale Ketten -

: Q;_G} Qé}y@%‘r

die wir k- Blicke nennen und die die folgenden Bedingungen erfiillen:
(Bly) @% Q% ..., @& sind linear unabhingig, d. h. aus

QP+ i@l =0

folgt immer #; = ¢y =---=1tz* = 0. Diese Bedingung ist z B. immer
denn erfilllt, wenn niemals zwei Blocke @ und @F ein gemeinsames
%-Simplex haben. . ‘

Fine aus den Blocken gebildete lineare Kombination heilit eine Block-
Lette. Wegen der linearen Unabhéingigkeit der Blcke sind zwei Block-
ketten t, @5 und >"¢, Q% dann und nur dann gleich, wenn £ == %,
fy=="ty, - -+, tzt ==tz . Da die Blockketten spezielle simpliziale Ketten sind,
so hat jede Blockkette einen bestimmten Rand, und es gibt geschlossene
und nullhomologe Blockketten.

Wir verlangen weiter von den Blécken: .

(Bly) Der Rand einer (% + 1)- dimensionalen Blockkette ist eine k- dimen-
sionale Blockkette, — Offenbar gentigt es zu verlangen, dafi der Rand
eines jeden (% -+ 1)-Blockes eine -Blockkette ist:

¢ F1

@

S S =0,

we= ]l

- was wegen der linearen Unabhingigkeit der Q*—* gleichhedeutend mit
=k

Sk =0 oder EF1EE=0

y==1

ist. Indem wir auf die in den Eingtingen der Matrizen stehenden Biscke Q%
- unimodulare Transformationen ausiiben, bringen wir wie in § 21 die Matri-
"zen E* simultan auf eine Normalform M
Die Blockke-tten, die in den Eingingen der Matrizen H* stehen, sind
" immer noch linear unabhingig und zerfallen fiir jede Dimension in drei
“Arten: '
1. Die Ketten df (1=1,2,..., 7*); sie sind divisions-nullhomolog:
2. Die Ketten Bj(u =1,2,..., 7%); sie sind ebenfalls geschlossen,
~aber kein von 0 verschiedenes Vielfaches ist Rand einer (k - 1)-Bloek-
kette.
3. Die Ketten Ck(v = 1,2, ..., #*~%); sie sind nicht geschlossen, und
e8 ist '
' ROk = gh-14k—1,

- Dabei ist 7* der Rang von E¥, & sind die invarianten Faktoren von E¥,
‘und es ist PF = &F - pF — F-1 (mit p=2 und p"* = 0). — Nun folgt wie

&
Erl — Sk (O = e o . .
Ao Qf* —xg;b“ # @=1,2,..,20 (1) ~frither: Die allgemeinste geschlossene &-Blockkette ist eine lineare



" kelte die Blockkette 0. Fiir k= 1 haben wir 8. 67 unter II bewiesen, daB jede null-
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Kombination aus den A% und 5%, vnd die nullhomologen k-Block-
ketten, die wegen (Bl,) zugleich Rander von (k- 1)-Blockketten sind, sind
die Ketten #:A% und die daraus zu bildenden linearen Kombinationen.
Jede “geschlossene Blockkette und nach (Bly) jede geschlosseme simpli-
ziale Kette ist somit homolog einer und nur einer linearen Kombination

LAY+ B AL+ + B dh + o B+ e BS + o + yp B,

wobei 0 =< & << @ ist und die #, beliebig variieren. Somit bilden die-
jenigen A%, fiir die die zugehtrigen invarianten Faktoren =1 gind, zu-
sammen mit den B* eine Homologiebasis und die B allein eine Bettische
Basis der Dimension % Daher ist die Bettische Zahl

§ 23. Ketten mod 2, Zusammenhangszahlen, Fulersche Formel.

Die Begriffe Kette und Rand und damit die Entwicklungen der voran-
gehenden Paragraphen beruhen wesentlich auf dem Begriff der Orien-
tierung eines Simplexes. Man kann nun eine analoge Theorie der Ketten
anfstellen, wenn man von allen Orientierungen absieht. So wie wir in der
Theorie mit Orientierung von den Ketten zu den Homologiegruppen und .
den Bettischen Zahlen gekommen sind, so gelangt man in der Theorie
ohne Orientierung von den nichtorientierten Ketten, oder, wie wir sagen
werden, von den Ketten mod 2 zu den Zusammenhangsgruppen und den
Zusammenhangszahlen, und es wird sich auch spiter immer zeigen,
daB die fir die (orientierten) Ketten giiltigen Satze und Methoden sich
upmittelbar anf die Ketten mod 2 ibertragen lassen. Freilich sind die
Zusammenhangsgruppen insofern von geringerer Wichtigkeit, als sie sich
ans. den Homologiegruppen ableiten lassen. Sie sind andererseits zu-
weilen von grifierer Wichtigkeit, weil sie grofiere Allgemeinheit besitzen
und da noch allgemeine Aussagen ermdglichen, wo die Homologie-
gruppen versagen; z. B. werden sie uns spiter dazu diemen, Sdtze wie
“den Dualititssatz, die fiir gewbhnliche Ketten nur in orientierbaren Mannig-
Taltighkeiten gelten, auf nichtorientierbare zu iibertragen®

Wir werden also im folgenden von der Orientierung der Simplexe ab-
sehen oder, was auf dasselbe hinauskommt, zwei entgegengesetzt orien- .
tierte Simplexe als nicht verschieden betrachten. Dann ist aber das Dop-
pelte einer Kette U* auch micht verschieden von der Kette UF — [F = Q.
Fine notwendige Konsequenz ist es daher, zwel Ketten

U =, B 4 ug B+« - v+ wrgr B

PP = P gk — P P, 2
and die Torsiongkoeffizienten sind die von 1 verschiedenen invarianten
Faktoren ¢f = g% von E* _

1. Beispiel: Auf der Ringfléche (§ 19) kann man als ein Blocksystem
benutzen: die Ecke O, die 1-Ketten o und b (Meridian und Breitenkreis) und die
9.Kette U2, die von den kohirent orientierten 2-Simplexen gebildet wird. (Bl ist
exfilllt, weil die k-Blécke keine gemeinsamen k- Simplexe haben, (Bly), weil sie
geschlossene Ketten sind. (BI) st fiir k= 0 erfillt, weil je zwei 0-Simplexe eines
- gusammenhingenden Komplexes homolog sind; fiir k== 1, weil wir gezeigt haben,
dab jede geschlosseme 1-Keite ~ ool B2 ist; fiir £==2, weil alle geschlossenen
9 Keiten Vielfache der aus sllen 2-Simplexen bestehenden Blockkette U2 sind.
Schlieflich ist (BI,) erfillt, denn fiir k==0 ist die einzige nullhkomeloge 0-Block-

komologe 1-Kette, die sich aus den Blocken o und zagammensetzt, die 1-Kette 0
ist. Nullhomologe 2-Eetten gibt es nicht. Die Block-Inzidenzmatrizen lauten daher

= | = | und
[ b Er s r ' ’ ’
I } , Uk = "y B A g BS - o+ + "atok Bl
0 0 0 al ' )
" . als nicht verschieden anzusehen, wenn sich ihre Koeffizienten um gerade

Zahlen unterscheiden, wenn also w, ==y, (mod 2) ist flir v =1, 2,.. ., «®
‘Man neunt dann auch die Ketten kongruent mod 2. Man kann nun einer
Klasse einander mod 2 kongruenter Ketten UF% ‘U¥, ... mmkehrbar ein-
deutig einen k-dimensionalen Teilkomplex zuordnen: Ein nichtorientiertes
Simplex €F gehdrt dann und nur dann diesem Teilkomplex an, wenn das
‘orientierte Simplex £* in U¥, also auch in 'U* mit ungerader Vielfachheit
vorkommt.*} Dieser Teilkomplex heifit der zu U* (ebenso zu’'U¥, . ..) ge-
~ horige Teilkomplex. (Er besteht also nicht etwa immer aus allen in
© U% usw. vorkommenden Simplexen!) Eine Kefte mod 2 ist nun nichis
apderes als ein %-dimensionaler reiner Teilkomplex. Dall wir die Bezeich-
nung ,Kette mod 2 und nicht ,Teilkomplex® benutzen, hat seinen Grund
darin, dab di¢ Bezeichning ,mod 2 iiblich ist und daB wir spiter auch
singuldre Ketten mod 2 betrachten werden, fiir die die Bezeichnung Teil-

Man bestitigt sus ihnen die frither berechneten Homologiegruppen.

9. Beispiel: Ein Blocksystem der oktaedral zerlegten Kugelfiiche (§ 14) wird
von zwei diametralen Ecken des Aquatorkreises, von den beiden sie verbindenden
Halbkreisen (je aus zwei 1-Simplexen bestehend) des Aquatorkreizes tnd von den
beiden Halblrugeldichen, in die die Kugelfliche durch den Aquatorkreis zerschnitten
wird, gebildet. — Aus diesern Blocksystem erhdlt man eines der projektiven Ebene,
wenn man nach Ubergang zur Normalunterteilung diametrale Blocke der Kugel-
fliiche zu einem Blocke der projektiven Ebene identifiziert. Das so gewonnene Block- .
system weist in jeder Dimension geman einen Block auf. Hs lafit sich anf beliebige
Dimensionszahl fibertragsn, und man kann ans ibm die Biockinzidenzmatrizen und
daraus die Homologiegruppen des projektiven Raumes 7 berechnen. Wir fihren die
Rechnung nicht durch, weil der Nachweis, daf es sich um ein Blocksystem handelt,
etwas umstindlich wire und wir spiter auf einfacherem Wege zu diesen Homologie-
‘grupper gelangen werden (5 118),

7w einem entscheidenden Hilfsmittel wird der Begriff der Blockkette in
der Theorie der Mannigfaltigkeiten, z. B. §§ 41, 61, 67.

*) Hier ist es im Gegensatz zu 8. 47 nétig, den ,leeren Teilkomplex® mit unter
die Teilkomplexe zu rechnen. '

Seifert-Threliali, Topologie 6
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komplex nicht passen wiirde. Ketten mod 2 werden wir ebenso wie Eom-
plexe mit deutschen Buchstaben bezeichnen.

Wir miissen nun fir die Ketten mod 2 die Summe und den Rand de-
finieren. Dazu gehen wir von zwei gewohnlichen Ketten U* wnd ¥V

aus. Ist b [Te g P

und bezeichnen W% 1* und B die zugehdrigen Ketten mod 2, so de-
finieren wir als Summe 11* + B* die Kette mod 2:
W = U* - B~

Uk o+ BF besteht hiernach aus ollen Simplexen, die in U* + V¥ mit un-
gerader Vielfachheit und daher in genau einer der Ketten U/* oder Ve
mit ungerader Vielfachkeit vorkommen, also aus allen nichtorientierten
Simplexen, die in genau einer der Eetien mod2 U* und BE auftreten.
Wenn dagegen ein Simplex &* sowohl zu UF als zu B* gehdrt, so kommt
es in der Summe nicht mehr vor. .

Wir sahen frither, daB man jede Kette durch einen Feltor darstellen
kann, dessen Komponenten die Vielfachheiten sind, mit denen die Sim-
plexe in der Kette vorkommen. Dadurch wurde die Kettenaddition anf die
Vektoraddition zuriickgefithrt. Auch bei den Ketten mod 2 ist das moglich.
Treilich mub man denn als Komponenten der Vektoren micht die ganzen
Zahlen, sondern die Restklassen mod 2 nehmen. Wir bezeichnen die beiden
Restklassen der geraden und der ungeraden Zahlen mit 0 und 1. Dann
gelten die Rechenregeln ‘

G4+0=0, 04
5.0=0, 0-

7. B. besagt die Rechenregel 14+ 1=0, dah die Summe zweier unge-
rader Zahlen eine gerade Zahl ist. Eine Kette mod 2 U* liafit sich dann
als ein Vektor schreiben:

uk = (ﬁl} ’E/Ez, Caay 'f‘:f:ak),
wobei # = 1 oder == 0 ist, je nachdem das Simplex & in U* vorkommt
oder nicht, und die Summe aus 1* und

%k == (El, 52, ey EGJC)

ist gegeben durch
111‘ “{" EBJG —_ (ﬁl"l"ilg ’&2"{—52, e ﬁ&k“fﬂg‘x;ﬂ).

Inshesondere entsprechen den Simplexen G%, GF, ..., €%, die Einheits-

vektoren

&t =(,0,..,0, &=(@01..,0),...
g0 daB man fiir * auch schreiben kann
llk:-ﬂﬁl@’f—ki’szﬁﬂf—l—---—i—ﬁak@’;k. (1)

@ﬁk = (61 6: SR i’):
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Dabei wird vereinbart, daf man fiir 1G* auch einfach ©* schreiben und

& unterdriicken darf. Sind alle % = 0, so schreiben wir 11 = 0.

Unter dem Rand eines orientierten Simplexes E* haben wir die Summe
der mit den induzierten Orientierungen versehenen (k— 1)-dimensionalen

| Seiten verstanden. Da in der Theorie der Ketten mod 2 von allen Orien-
| tierungen abgesehen wird, so wird man als RIAE* die Kette mod 2 su

verstehen haben, die von den siimtlichen nichtorientierten (k—1)-dimen-
sicnalen Seiten von &% gebildet wird:

wk—1

RO =3 2 6 @

darin ist #8-1=1 oder 0, jonachdem &1 mit G* inzident ist oder nich. —
Der RHond einer beliebigen Kette mod 2 (1} ist danun definiert als die
Summe der Rinder der einzelnen Simplexe

oF
RaWe = i, R2EE.
=1
Ein (k—1)-Simplex G- gehirt somit dann wnd nw dann s RIVF,
wenn es mit einer ungeraden Anzahl von Simplezen ous UW* inzident ist.
Tir O-dimensionale Ketten mod 2 ist der Rand die Zahl 0.
Nunmehr kann man alle fiir gewdhnliche Keften definierten Begriffe
auf Ketten mod 2 tbertragen.
Fine Kette mod 2 Uk heilit geschlossen, wenn ihr Rand verschwindet:

Rk = 0.

Z.B. ist in der projektiven Ebene Fig. 39 8. 63 die Cresamtheit der Drei-
ecke eine geschlossene Kette mod 2, da mit jeder Kante genan zwei Drei-
ecke inzident sind. Dagegen gibt es anf der projektiven Ebene, wie wir
wissen, keine gewdhnliche 2-Kette, die geschlossen wire. — Jeder im
Sinne von § 12 unberandete reine Teilkomplex ist eine geschlossene Ketie

‘mod 2.

Alle O-dimensionalen Ketten mod 2 sind geschlossen.
 Eine Kette mod 2 U* heilit nullhomolog, wenn sie Rand einer (k + 1)-
Kette mod 2 ist. Allgemeiner heiflen. zwei nicht notwendig geschlossene

Ketten mod 2 einander homolog, wenn ihre Differenz nullhomolog ist.

Jede nullhomologe Kette mod 2 ist geschlossen, denn der Rand eines ein-

._zelnen (k--1)-Bimplexes ist eine geschlossene Kette mod 2.

Man kann nun die geschlossenen Ketten mod 2 in Klassen untereinander

‘homologer einteilen. Diese Homologieklassen bilden eine Gruppe .5’“, wenn

die Addition zweier Homologieklassen durch Addition zweier Repriisen-

‘tanten geschieht. $7* ist offenbar das Analogon der Homologiegruppe £*
und heifit die B-te Zusammenhangsgruppe des simplizialen Komplexes &”.
~DF ist firr einen endlichen Komplex f” eine endliche Gruppe. Denn es

G-‘k
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84 - Homologiegruppen . S - EFTIE* =0, auf der das Normierungsverfahren wesentlich beruhte, ent-
1o - -Ket 2, namlich 2%, also erst | gpricht hier dié Gleichung

gibt nur endlich viele verschwde.ne k- Ketten mo% ‘];’[ kn+11k=0 N t, bt jodes | p g R

recht nur endlich viele Homologieklassen. Da stets ) 1 .

B i i dlich
&% die Ordnung 2. H® ist also dlrekte Summe von en
wl?iieel?lf nzt:vOa::l g;? Gruppen der %rdnung 2. ¢* heibt die i -fe Zusammenhangs-
)
zahl von §/™.*) .
Man wird eine Reihe von Ketten mod 2

Dabei steht O abkiirzend fiir eine Matrix von %=1 Zeilen und oF+1 Spal-
ten, deren simtliche Elemente O sind. Von den elementaren Transforma-
tionen a) und b) aus § 21 f&llt die zweite fort, da Ersetzung einer Keite
mod 2 durch ihre negative wegen 1 == — 1 dje identische Transformation

e, Uk, .. U (3) ist. In der Normalform H* der Inzidenzmatrix mod 2 E* sind nun alle
‘ L , - Elemente = O bis auf die Elemente einer schrigen Strecke, die die rechte
linear wnabhingig nennen, wenn eine lineare Gleichung ) obere Ecke von H* abschmeidet; diese lemente sind — 1. 6% sei ihre

Die Ketten mod 2 in den Eingingen der Matrizen E° EY, ..., E*~1 sind
- fiir jedes k die «® k-Simplexe von &7, Sie sind also linear unabhingig, und
- jede h-Kette mod 2 ist efne lineare Kombination von ihnen. Diese Eigen-
- schaft wird nun offenbar bei elementaren Transformationen nicht zerstért,
kommt also auch noch den Ketten mod 2 zu, die in den Eingiingen def
- normierten Matrizen Ho, MY, ... , H*=1 stehen. Sie zerfallen fiir jede Dimen-
sion in drei Arten %%, B, € Die & (v=1,2,. .., 6¥-1) sind die §5-1
letzten im oberen Eingange von H*=1. Sie sind nicht geschlossen, da in
einer Spalte je ein Element I steht. Die W (A=1,2,..., 0% sind die ¢*
ersten im linken Bingange von M. Sie sind nullhomolog, denn man hat

Ra Eh+1 — b A =1,2,...9%. (6)

Die tibrigen Ketten mod 2 heifen B (p=1,2, .., oF— 9% — 3% -1), Sie
sind geschlossen, aber nicht nullhomolog.*)

-~ Die allgemeinste geschlossene k-Kette mod 2 ist eine lineare Kombina-
~ tion aus den ¥ und BE. Sie ist also, da die UE ~ O sind, homolog einer
~ linearen Kombination

F=0 s ind die Ketten mod 2 (3) iiber-

dann besteht, wenn alle ¢==0 sind. Sin lie I . ‘

]3?; geschlossen, ,so heiBen sie homolog unabhdngig, wenn eme Homologie .
b=l

AW B A+ R EE~O OF

pur dann besteht, wenn alle =0 sind. Anderflfalls spricT][:)Lfl"main :i;)lg _.
linear hzw. homolog &bhéngligen Ketten mod 2. Linear unaphanglg :_
.+ verschiedene k-Simplexe. )
) '_BEiIZ ];reispiel fiir ein System homolog unabhiingiger 717~Ke’c’cedx?L mlgtd QS ?:32}: :
man, wenn man in jeder der g* Gruppen der Ordnung 2, de.ren.' rekte o
H* ist, das von O verschiedene Grup]?enelement (d..l. eine Ho?no 0%2_
klasse’mod 2) nimrot und avs jeder dieser Homoltzcgleklassen 6‘]31851 e
risentanten auswihlt, Ein solches Sy_stem. von ¢* Ketten mob 2 die
pﬁenbar homolog unabhingig sind, heifit eine Zusammenhangsoasts erg
%imenéion L Mehr als ¢ homolog unabhingige Ketter;) ]I;'I'Od;- -2 lims 13::1
nicht geben. Sind ndmlich 1, uE ., Uk homi)loi‘ una :‘Jiflg, o
von allen moglichen linearen Komb.inationen Ltllll -+ t2112zr, . -S-(3 }-ge gen;:
keine zwei einander homolog. Es gibt al:o mmdes-tens verb -
Homologieklassen. Da es im ganzen nur 2¢ Homoléglek].amssen gZe en kann,
weil 27 die Ordnung von ¥ ist, so mufl 7 = g* sein. 1‘)@3‘ I;:t;{ t;-t-sm:::zjgag
hangszahl ist also die Moximalzahl hmﬂ-w_log unabhdngiger k-Ketten
und stellt mithin das Analogon der Bettischen Zahl dar.. T
Wie wir friiher die Betfischen Za;hlZI‘l p; aus i?;_‘ﬂ I;llfizlalill‘r;; r;z;fsl Do
rechnet haben, so kinnen Wi:ll‘ jetzt- je Zusam mhes Jﬂo-srelationen - 3 | |
Incidenanatizen mot 3 sbietn, (e 10 e B ) @ - wobei 8= = &7 =0 zu setzen ist. 0% ist der Rang von H*, also die Reiken-
zahl der héichstljeihigen Unterdeterminante, die == 6, also 1 ist. Dieser

o gt gk

2 (T:l,u %ﬁ' (7)

prm=l

_Anderseits ist keine solche lineare Kombination ~ 0, da in den Berandungs-
relationen (6) nur die W vorkommen. Mithin stellen die B eine Zusammen-

faaﬁzgsbasis der Dimension L dar, und die Lk-fe Zusammenhangseahl ist

gk = o — §F — 515»—1, : (8)

entspringen: - - Eofml, Zpenes M)
Ek—l..—:(g]"_l (ﬁml,‘.’.,---,ﬂ;‘ 1, w=1,2,.. a5 ?

i Bril ie frither. Nur treten an Stell
Terfahren ist fast wortlich dasselbe wie : : : i
?;,Sge:iﬁ g;ten mod 2, und die Elemente der IEZ}denzmatn?en sm(-l imh
gaﬁze Zahlen. sondern die Restklassen 0 und 1. Der Matrizengleichun,
)

# Der Name wird sich erst in § 41 (Satz) erkliren.

- *) Die Kstien mod 2 %% B}, €& sind im allgemeinen nichi die zu den in § 21
eingefihrten Keften 4%, Bf, % gehirigen Ketten mod 2. Wenn z. B. eine Kette
Ct in der normierten Inzidenzmatrizx H 1 iiber einem geraden Torsionskoeffizienten

steht, so ist die zugehidrige Eefte mod 2 geschlossen und findef sich also wichi
unter den Ketten mod 2 G%,
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Rang #ndert sich offenbar nicht bei Zeilen- und Spaltenaddition. §* ist
daher zugleich der Rang der ursprimglichen Inzidenzmatrix mod 2 E¥.

Zwischen der Bettischen Zahl * und der Zusammenhangszahl ¢* besteht : ;_
eine Beziehung, die wir jetzt klarstellen wollen. Die Inzidenzmatrix E* |
habe g* gerade, also p* — g* ungerade invariante Faktoren (worunter anch

solche vom Werte 1 sein konnen). Dann enthilt die Diagonalform H* von |©  ,nd anf Grund der Formel _

E* eine (y*— g¥)-reihige Unterdeterminante von ungeradem Werte (méim-
lich das Produkt der »* — g* ungeraden invarianten Faktorem), wihrend
alle (y* — g* -t 1)-reihigen Unterdeterminanten gerade sind. Wegen der In-
varianz der Determinantenteiler gegenitber elementaren Umformungen (§87)
gilt dasselbe von EF. Geht man von EF zur Inzidenzmatrix mod 2 E* iiber,
indem man alle geraden Elemente durch 0, alle ungeraden durch 1 ersetzt,
so folgt, daB E* eine (p* — g*)-reihige Unterdeterminante vom Werte 1
hat, wihrend alle (y%— g%+ 1)-reihigen Unterdeterminanten = O sind. Der
Rang 6* von E¥ ist somit
8% = & — gF.
Setzen wir diese Werte in (8) ein, so folgt
¢F = (..xk_yk_y?c~1) + b 4 gFt
Die Klammer der rechten Seite ist nach 8. 77 die Bettische Zahl p¥, also gilt
¢ ="+ 4"+ g an

dabei ist g=1 = g" = 0 zu setzen.
Die Zusommenhangsgruppe der Dimension k ist daher durch die Homeo-
logiegruppen der Dimensionen k wnd k—1 bestimmf. — Denn diese Homo-

logiegruppen bestimmen die Bettische Zahl p* und die Torsionskoeffizienten
der Dimension % und % — 1, also die Zahlen ¢* und g*~?, die ihrerseits die

Zusammenhangszahl ¢* festlegen und damit die Zusammenhangsgruppe
bestimmen.
Die Zusammenhangszahl ¢* ist niemals kleiner als die Bettische Zahl p*
Auch fiir die Ketten mod 2 kann man Blockketten definieren und sie

der Berechnung der Zusammenhangsgruppen zugrunde legen. Die Bedin-
ungen, durch die man sie einzufiihren hat, entsprechen den Bedingun-

gen (Bly) bis (Bl,). Die Durchfithrung stellen wir als Ubungsanfgabe.

Von den betrachteten Beispielen von Komplexen, deren Homologie-
gruppen wir berechnet haben, ist die projektive Ebene 3. 66 das einzige,
das einen Torsionskoeffizienten, und zwar einen geraden, aufweist. Hier ist
F=lLasogd=p+g=1¢F=pP+g =1im Einklange damit, dab
es eine micht nullhomologe Kette mod 2 der Dimension 1 {projektive Ge-
rade) und eine der Dimension 2 gibt, die von allen Dreiecken der simpli-
zialen Zerlegung gebildet wird. In allen Hbrigen Beispieler stimmen die
Zusammenhangszahlen mit den Bettischen Zahlen fiberein wegen des Feh-

leng von Torsionskoeffizienten.
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1

Eulersche Charaliteristik. Bildet man die Wechselsumme der Zosammen-
hangszahlen, wozu die Formel (11} auffordert, so erhilt man wegen
gr=gt=10

7 n
D 1 g = S (= 1t
k=0 EB=0

PP gF gk — g1
von 3. 77 und der Formel
P = Gk — P — h-1

von 9. 80 ist die rechte Seite weiter

_ S e wd =S 1,
k=0 E=0

. worin o die Anzahl der k-Simplese einer simplizialen Zerlegung und o*

die Anzahl der %-Bldcke eines Blocksystems angibt. Man hat also die
Beziehung :

S =S e = S 1pe = S 1@ = — N (12)

" Die Zahl N heifit die Eulersche Charalteristik des simplizialen Kom-
. plexes 8™ :

Nehmen wir das erst im niichsten Kapitel bewiesene Ergebnis vorweg,

" daB IV eine topologische Invariante von §” ist und nieht an der gewéhlten
- gimplizialen Zerlegung haftet, so stellt Formel (12) die auf Komplexe be-

liebiger Dimension erweiterte Bulersche Polyederformel dar. Wir wollen
die Formel fiir die Tetraederfliche bestitigen. Die Bettischen Zahlen haben
wir in § 19 (6. Beispiel) angegeben. Die Simplexanzahlen o® lassen sich

" ohne weiteres auszihlen. Man erhilt

2 2
S—1ppr=1—0+1=2(—1FafF=4—6+4=2=—N,
L ¢

¢o dah die Eulersche Charakteristik fiir das Tetraeder = — 2 wird, Man

- vergleiche hierzn VI. Kap. § 38 u. § 41.

7 k0

Aufgaben: 1. Man bestitige die Formel >(— 1)epk = 3(— 1) o in den Bei-
' E=0 E=0
spielen von § 19,

2, Zwischen den Charakterisiiken N(&#) und N($%) der #-Sphive wnd des n-
dimensionalen projeltiven Raumes besteht die Beziehung N{&m) = 2 N ($n).

3. ®* gei ein eindimensionaler zusammenhingender Komplex von «f 0-Bimplexen
uné o? 1-Simplexen. 'Man beweise mit Hilfe der Formel — o~ ot = — ° 4 2,
dah man genan — & - ot + 1 1-Bimplexe sus ihm entfernen kann, ohne daf der

" Kantenkomplex® zerfillt.
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§ 24. Pseadomannigfaltigkeiten und Orientierbarkeit.

Wir wenden uns nunmehr einer speziellen Klasse von Komplexen zu,
den Pseudomannigfaltigheiten, die eine unseren bisherigen Hilfsmitteln zu-
gingliche Vorstufe der Mannigfaltigkeiten darstellen.

Eine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit ist folgendermaBen definiert:

(PM,) Sie ist ein reiner endlicher 7 -dimensionaler simplizialer Kom-
plex (n = 1); rein, d. h. jedes k- Simplex ist mit mindestens einem n-Sim-

plex inzident (Reinheitsbedingung).

(PM;) Jedes (n— 1)-Simplex ist mit genan zwei % - Simplexen inzident
(Unverzweigtheitsbedingung).

(PM,) Jo zwei n-Simplexe lassen sich durch eine Reihe von abwech-
selnd n- und (# — 1)-Simplexen verbinden, deren jedes mit dem folgen-
den inzident ist {Verbindbarkeitshedingung).

Fine geschlossene Pseudomannigfaltigkeit heiBt orientierbar, wenn sich
ihre # - Simplexe kohdrent orientieren lassen, d. h. so, dab in jedem (n-—1)-
Simplex von den beiden angrenzenden n-Simplexen entgegengesetzte
Orientierungen induziert werden. Ist keine kohirente Orientierung mdg-
lich, so heibt die Psendomannigfaltigkeit nichtorientierbar.

Eine geschlossene #-Kette auf einer orientierbaren und kohdrent orien-
tierten geschlossenen Psendomannigfaltigkeit ist vollkommen bestimmd,
wenn man von einem einzigen orientierten - Simplex weifl, wie oft es in
der Kette vorkommt. Jedes an dieses #- Simplex angrenzende #-Simplex
der Pseudomannigfaltigkeit tritt ndmlich in der Kette gleich oft auf, und
da man wegen (PM;) durch fortgesetzten Ubergang zu angrenzenden
n- Simplexen zu jedem n-Simplex gelangen kann, treten alle #-Simplexe
gleich oft auf. Daher ist die #-te Homologiegruppe §" die freie Gruppe
von einer Erzeugenden; mit andern Worten: Die n-te Bettische Zahl ist

"pn=1. Pine Basis dieser Homologiegruppe ist eine der beiden Ketten,
die durch kohirente Orientierung der Pseudomannigfaltigheit entstehen.
Ebenso zeigt man, daB es auf einer nichtorientierbaren Pseundomannig-
faltighkeit fberhaupt keine geschlossenen - Ketten gibt, aufier der Kette 0.
§™ besteht daher sus dem Nullelemente allein: p*= 0. Ob eine gesehlos-
sene Pseudomannigfaltigkeit orientierbar ist oder nicht, 188t sich somit
‘an der n-ten Homologiegruppe erkennen: Notwendig und hinreichend fiir

" die Orientierbarkeit ist der Wert 1 der n-ten Beftischen Zahl p™.

Dagegen ist die n-te Zusammenhangszahl fiir orientierbare wnd nicht-
orientierbare geschlossene Pseudomanwigfaltigheiten immer ¢"= 1. Denn
es gibt genau eine niché verschwindende geschlossene n- Kette mod 2, die
(resamtheit der n-Simplexe.

Wir werden spiter (§ 36) die Figenschaft eines Komplexes, eine Pseudo-
mannigfaltigkeit zu sein, als eine topologisch invariante Kigenschaft er-
kennen. Dieser Nachweis wird dadurch gefiihrt, daff man die definierenden
Eigenschaften (PM,) bis (PM;) auf Homologieeigenschaften {zu denen
wir auch die Zusammenhangszahlen rechnen) zuriickftihrt und die Homo-
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logieeigenschaften als invariant erweist. Iis ist daher von Bedeutung, dafl
man die Bedingung (P M) durch die Bedingung ¢* — 1 ersefzen kann, ge-

- nauer, dafl das System

L) (PMy), (PM,), (PMy)
dquivalent ist mib
) (PM), (PM), "= 1. -

DaB g*= 1 eine Folge von (I) ist, sahen wir soeben. Umgekehrt folgt

{(PM;) aus (II): Die n-dimensionale Kette mod2 U aller derjenigen

n-Simplexe, die man mit einem festen %-Simplexe €* durch eine Reihe
abwechselnd inzidenter Simplexe der Dimensionen s und # — 1 verbin-

* den kann, ist geschlossen; denn nach (PM,) ist jedes (1~ 1)-Simplex
© von & und darum auch von U® mit genau zwei #-Simplexen inzident.

Gibe es mun noch n-Simplexe auBerhalb U*, so wiirden sie ebenfalls
. eine geschlossene n-Kette mod2 aunsmachen, also wire ¢® mindestens

== 2. Daher erschépft 11* ganz §”.

" Auch iiber die (n— 1)-te Homologiegruppe einer geschlossenen Psendo-
mannigfaltigkeit kann man einige allgemeine Aussagen machen.

Satz I: Die Normalform H*Y der Inzidenematriz E*—1 hat fiir eine

orientierbare Pseudomanmwigfaltigheit 8" die Gestalt (1), fiir eine nicht-
orientierbare die Geestalt (2): '

0 10 ...0 2 00 ... 0

0 01 ... 0 01 0 ... 0

_ O 00 ... 0 00 1 ... 0
CHeel=]L o0 . . L @), Heers|Loooo0 0 (2

00 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 00 0

- Der Rang ist also im Falle (2) gleich der Spaltenzahl, im Falle (1}

wm 1 wiedriger, und wwr im Falle (2) gibt es einen von 1 verschiedenern
invarianten Taktor, der den Wert 2 hot.

- Beweis: Da jedes (n—1)-Simplex von & mit genau zwei - Sim-
plexen inzident ist, so stehen in jeder Zeile vom E*~! genau zwei vom
0 verschiedene Elemente, jo vom Betrage 1. Die Verbindbarkeitsbedin-
gung (PMM;) besagt: Teilt man die Spalten von E"~! irgendwie in zwei
Klassen, so gibt es eine Zeile, deren beide Einsen in Spalten verschiedener

Klassen stehen. Dann ist es aber eine rein arithmetische Tatsache (§ 87),
dab es nur die beiden Normalformen (1} und (2) gibt. Die Matrix (1) ge-
hort zu einer orientierbaren Psendomannigfaltigkeit, weil die #-Kette

im oberen Eingange der ersten Spalte geschlossen ist. Im Falle (2) ist
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eine solche geschlossene Kette nicht vorhanden, also die Psendomannig-
faltigkeit nichtorientierbar. ‘ . _

Da die von 1 verschiedenen invarianten Faktoren von Er~1 die Torsions-
koeffizienten der Dimension » — 1 sind, so ist der Satz aquivalent mit
dem folgenden '

Satz I1: Fine geschlossens Pseudomannigfultighert fr hot, wenn sie
ovientierbar ist, keine Torsionskoeffizienten der Dimension n — 1, und wenn
sie wichtorientierbar ist, genaw einen vom Werte 2.

Im nichtorientierbaren Falle gibt es also eine bis auf nullhomologe
Ketten eindeutig bestimmte geschlossene (n—1)-Kette U"-?, die zwar
nicht selbst, aber doppelt gemommen nullhomolog ist. Fine solche Kette
[7n-1 erhilt man folgendermaBen: Fi, Bz, . . ., E% selen die willkiirlich
orientierten n- Simplexe von & Die n-Kette :

U" = B+ o+ -+ Egn
hat wegen der Nichtorientierbarkeit von @* einen von Null verschiedenen
Rand. Rin (n-— 1)- Simplex kommt in R2 U" entweder 0-mal oder 2-mal
vor, je machdem die beiden angrenzenden - Simplexe in thm entgeg?n-
gesetzte oder gleiche Orientiernngen induzieren. Daher ist R U™ gleich

dem Doppelten einer Kette U~ U*=1 ist also doppelt genommen null-
homolog., Ware U"~* selbst schon Rand einer n-Kette ¥7, so wire

9 n-1=R32 V7= RU" und also Ra(Tr—27T7™) = 0.

Tia es auber der n-Kette O keine geschlossene n-Kette auf einer nicht-
orientierbayen Psendomannigfaltigheit gibt, folgt U= 2 7 im Wider-
spruch damit, daB U™ jedes n-Simplex nur einfach enthilt.

Rine berandete Pseudomannigfoltigheit ist durch die Bigenschaften (P M)
und (PM,) bestimmt, wihrend an Stelle von (PM,) die Bedingung tritt:

(PM) Jedes (n— 1)-Simplex ist mit hichstens zwei n-Simplexen in-
zident, und es gibt mindestens ein (n— 1)- Simplex,” das nur mit einem
n-Simplexe inzident ist. _

Der Rand der berandeten Pseudomannigfaltighkeit besteht gemif der
Definition des Randes eines reinen Kompleges (FuBuote S. 59} aus der
Gesamtheit der (n—1)-Simplexe, die mit emem einzigen % -Simplexe
inzident sind. Alle Punkte und Simplexe, die nicht auf dem Rande liegen,
0 r p Theifen mitflere Punkte und Simplexe.

Tine berandete Psendomannigfaltigkeit
heift orientierbar, wenn sich die %-Simplexe
kohirent orientieren lassen, d.h. so, dafi in
jedem mittleren (n— 1)-Simplex entgegen-
d r’_ d gesetzte Orientierungen induziert werden.

e 4 Kreisring (8.60) und Mobinsband (Fig. 45)
sind die einfachsten Beispiele fiir eine orientierbare bezw. hichtorientier-
bare Pseudomannigfaltigkeit; in der Figur sind die beiden Seiten ¢ zu
identifizieren.
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Fin weiteres Beispiel einer berandeten Pseudomannigfaltigheit ist ein
Simplexstern &t* mit dem Mittelpunkte O, dessen AuBenrand "~ eine
geschlossene Psendomannigfaltigkeit ist. (P 2y) und (P M;) sind fir &t
erfitllt, weil sie fiir den AuBenrand gelten. (PM o) ist erfiillt, weil ein
(n—1)- Simplex des AuBenrandes mit einem n-Simplexe, alle iibrigen
(mit O inzidenten) (n— 1)- Simplexe aber mit zwei »-Simplexen inzident
sind. Ist Ur—1 orientierbar, so auch &t* wnd wngekehrt. Sei nimlich

(0P ... P _y)
ein mit O inzidentes (n —1)-Simplex von &t*, und seien

Eﬂ’mm}w(opl..._?ﬂ_l n) und ’En=—‘(0,P1....Pn_1P;;,)

" die beiden damit inzidenten n-Simplexe. Diese induzieren bei der ange-

gebenen Orientierung entgegengesetzte Orientierungen in (O F; ... FPr.q).
Versieht man nun die beiden auf %*—1-liegenden Seiten von E™ und "E*
mit den induzierten Orienfierungen

En_lﬂ-f-(-Pl--an—an), ’En_li“(Pl‘--Pn-—l' n);

g0 induzieren sie in der gemeinsamen Seite {(P,....P,_;) ebenfalls ent-
gegengesetzte Orientierungen. Daraus folgt, daf einer kohérenten Orien-

- tierung der (n— 1)-Simplexe von A~ eine kobdrente Orientierung der

n-Simplexe von &t* entspricht und umgekehrt. Offenbar ist die Rand-
kette des kohiirent orientierten Sternes ©t* der kohiirent orientierte Aufen-
rand.

Wir haben gesehen, dab eine geschlossene - Kette auf einer geschlos-
senen orientierbaren Psendomannigfaltigkeit Vielfaches der kohirent

_orientierten Pseudomannigfaltighkeit ist. Ein entsprechender Satz gilt fiir
eine berandete orientierbare Psendomannigfaltigkeit, wenn man aunf
_ihr n-Ketten betrachtet, deren Rinder auf dem Rande der Pseudomannig-

faltigkeit liegen. Der Beweis ist derselbe wic im Falle der Geschlossenheit.

Die Eigenschaft einer geschlossemen Pseudomannigfaltigheit, orientier-
bar zu sein, driickt sich in der n-ten Bettischen Zahl aus: p»= 1. Fir
berandete Pseudomannigfaitigheiten gilt etwas Fnisprechendes niché. Z. B.

. sind die Homologiegruppen des (nichtorientierbaren) Mébiusbandes die

gleichen wie die des (orientierbaren) Kreisringes. Hieran liegh es, dafi die
topologische Invarianz der Orientierbarkeit fiir geschlossene Psendomannig-
faltigkeiten einfacher zu beweisen ist als fiir berandete. Fir die ersteren
ist sie eine unmittelbare Folge aus der Tnvarianz der Homologiegruppen

- (IV. Kap.), fiir die letztere braucht man die Invarianz des Randes und die

tiefer Hegenden Hilfsmittel des V. Kapitels.




Viertes Kapitel
Simpliziale Approximation.

Wir beweisen in diesem Kapitel die topologische Invarianz der im vorigen Ka-
pitel aus dem kombinatorischen Schema eines simplizialen Eomplexes berechneten
Homologiegruppen. Zu dem Zweck werden singulire % - dimensionale Simplexe {§ 25)
in den Komplex §% hineingelegt, das sind stetige Bilder von geradlinigen Simplexen
eines Zahlenraumes, Aus den singuliren Simplexen werden singulire EKetten (§ 26)
gebildet und fiir diese eine Addition, der Rand, die Geschlossenheit und die Rigen-
schaft, nullhomolog zu sein (zu beranden) exklirt; sie werden daraufhin in Klassen
singuldr-homologer eingeteil. Die Klassen bilden die k-te singulire Homologie-
gruppe des Komplexes (§ 27). 8ie ist ihrer Definition nach topologisch invariant
{S. 98) und nicht an eine simpliziale Zerlegung yon #" gebunden. Ist nun eine sim-
pliziale Zerlegung von ®* gegeben, so wird durch das Verfahren der simplizialen
Approximation (8. 107) nach vorangegangener Normalunterteilung jede singulire Kette
auf §” in eine simpliziale Kette dieser Zerlegung fibergefiihrt, ohne daB dabei die
wesentlichen topelogischen Eigenschaflen der singuliren Kette gefindert wirden, und
damit wird der Beweis der Tbereinstimmung von singuliren und simplizialen Ho-
mologiegruppen erbracht (§ 28). Die Existenz einer approximierenden simph-
zialen Kette sagt der fundamentale Approximationssatz aus (§ 28),

Simpliziale Approximation bedeutet allgemein Ubergang von einer stetigen
Abbildung eines Komplexea zu einer , simpiizialen®. Dal man jede stetige
Abbildung in eine simpliziale Abbildung sogar durch eine ,Deformation® itber-
fiilhren kann, ist der Inhalt des Deformationssatzes (§ 31). Im Anschluf daran wird
das Verhalten der Homologiegruppen bei Deformation von Abbildurgen untersucht.

§ 25. Singulares Simplex.

Ein singulires k- Simplex X* ist eine Ponktmenge MM eines #-dimen-
sionalen endlichen oder unendlichen Komplexes®) £, die in bestimm-
ter Weise als eindeutiges stetiges Bild eines geradlinigen Sim-
plexes t* eines Zahlraumes aufgefafit wird. Deutsche Buchstaben deuten
an, daB es sich zunichst um nichtorientierte Simplexe handelt.

Fabt man dieselbe Punktmenge das eine Mal als Bild von g%, das andere
Mal als Bild eines anderen %-Simplexes I* auf, so sehen wir die beiden
singuldren %-Simplexe, die beide dieselbe Punktmenge M von §* aus-
machen, als gleich an, wenn sich r* auf T* linear so abbilden 14Bt, daB
zugeordnete Punkte demselben Punkte in & entsprechen.

* Daf §n ein Komplex iat, ist insofern unwesentlich, als man singulire Simplexe,
Ketten und Homologiegruppen ebensogut in jedem beliebigen Umgebungsranme,
z. B. in einer beliebigen nichtleeren Teilmenge eines Komplexes definieren kanm.
Aber nur fiiv Kowplexe ist diese Definition fruchtbar. 16

§25 Bingulires Simplex

93
Das Simplex r* ebenso wie T* heilt ein Urbild des singuliren Sim-
" plexes X*. Urbilder bezeichnen wir mit kleinen Buchstaben.

Wemn sich dagegen die Urbilder zweier singulirer Simplexe nicht. in
der erwdhnten Art linear abbilden lagsen, so sind die singuliren Simplexe
verschieden, auch wenn sie dieselbe Punktmenge M in & ausmachen.

Die Dimension % von X* kann gréfier, gleich oder kleiner als die Di-
mension »n des Komplexes sein, in dem X* liegt.

-Beispiele: Ein. Simplex einer simplizialen Zerlegung von §7 kann als
.- singuléres k- Bimplex angesehen werden. Denn es ist das topologische Bild eines
‘geradlinigen Urbildsimplexes des Zahlenraumes. — Ein einzelner Punkt eines
Komplexes ist ein singulires %-Simplex, wenmn man in ihn sich die similichen
Punkte eines geradlinigen k- Bimplexes abbilden lihi. Ebenso ist ein Dreieck, das
beliebig zerlniillt und unter Umstinden auf eine Linie oder eipen Punkt kompri-
miert im euklidischen Ramme liegt, ein singulires 2 - Simplex. Kine Peano-Kurve %)
. der Zahlenebene ist ein singuliires 1-Simplex.

- Eine 7-dimensionale Seite t* von t* geht bei der Abbildung von g% in -
- &" in eine Teilmenge ¢ von I iiber. N, als Bild von ¢ aufgefabt, heifit
eine i-dimensionale Seite X des singuldren k-Simplexes ¥* und ist
- offenbar ein singulires 7-Simplex. X* und X* nennen wir sneident.

o Ein singulédres %-Simplex X* wird orientiert, indem das Urbild r* orien-
“fiert wird. Orientierte Simplexe werden mit lateinischen Buchstaben be-
zeicknet. Fin orientiertes singulires %-Simplex X* ist also eine Punkt-
- menge M eines Komplexes §”, die in bestimmter Weise eindeutiges ste-
tiges Bild eines orientierten &-Simplexes #* ist. Brsetzt man das Urbild 2%
. durch ein anderes ebenfalls geradliniges Simplex 7% und karn man &*
-mitErhaltung der Orientierung linear so auf * abbilden, daf
.- gugeordnete Punkte in denselben Punkt von M iibergehen, so gelten die
_ beiden orientierten singuliren %-Simplexe, die durck Abbilden von
Z* bezw. & auf MM bestimmt sind, fiir nicht verschieden.

- Zu jedem orientierten singuliren Simplexe X* gibt es ein entgegenge-
- setet orientiertes, das mit — X* bezeichnet wird. Es wird erhalten, indem
man die Orientierang von 2% umkehrt, die Abbildung von «* auf I} aber
. ungefindert 14B8t. X* und — X* bestimmen aleo dasselbe nichtorientierte
" singulére Simplex X% .

Es kann sein, daB X* und — X* gleich sind, d. h. daB sich 2% mit Um-
‘kehrung der Orientierung se auf sickh linear abbilden 188t, dafl zugeord-
" nete Punkte demselben Punkte von ¥* entsprechen. In diesem Falle heifie
das orientierte singulire Simplex X* ebenso wie das zugehdrige nicht-
- orientierte X* ausgeartet. Bin nichtausgeartetes Simplex wird gleichsam von
- zwel entgegengesetzt orientierten iberlagert; diese fallen tiber einem aus-
- gearteten Simplex in eines zusammen. -

' 1. Beispiel: Bin (A —1}-8implex E*~1 einer simplizialen Zerlegung von §7
kann ale singulives % - Simplex ¥* aufgefaBt werden, wenn man das Urbild g* mit

den Ecken py, #y, ..., pp 90 linear auf @%—1 abbildet, daB zwei Hcker, etwa py,_,
. und p; in dieselbe Ecke von %1 fallen. % gestattet eine lineare Selbstabbil-

*1 F. Hauedorff, Mengenlehre [2], 8. 202.
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dung mit Umkehrung der Qrientierung, nimlichk die, bel der nur die beiden Keken

o5, —, und p; sich vertauschen, die Uhbrigen aber fest bleiben, Zugeordne'te Punkfie-

bilden sich in denselben Punkt der Punktmenge I == EX—2 ab. Dag Bimplex X%

ist also ein ausgeartetes singulidres Simplex zuf §7. Allgemein ief ein singuldres
k- Bimplex ausgeartet, wenn es durch lineare

sn; Abbildung seines Urbildes g* auf ein Simplex
EB%—% (> 0) entsteht (3. 39).

2. Beispiel: Das Urbild sei ein 1-Sim-
plex, némlich die Btrecke (pop,) =1* der Zah-
lengeraden (Fig. 46); ein singulires Simplex X2,
etwa der Zahlenebene, entsteht, wenn man die
Strecke ! so zusammenfaltet, daf zum Mittel-
punkte s symmetrische Punkte aufeinander-
fallen. Hg ist ansgeartet, denn die Bpiegelung
der Strecke am Mittelpunkt m ist eine lineare

Tig. 46. Selbstabbildung mit Umkehrung der Orientie-

rung, bei der zugecrdnete Punkte demselben

Punkte von ¥' entsprechen. Singulir, aber nicht ausgeartet wire das 1- Simples,

" wenn man es wieder so zusammenfaltet, daf p, und p, in den einen und m

in den andern Endpunkt der Bildstrecke fallen, aber micht immer an m gespie-
gelte Punkte denselben Bildpunkt haben, ‘ '

3.Beispiel: Wenn alle t + 1 Ecken eines singuliren Simplexes X* verschie-

den sind, so ist das Simplex sicher nichfauzsgeartet, denn bei einer linearen Selbst-

m_ .z

Ry

abbildung des Urbildes t* mit Umkehrung der Orientierung geht mindestens eir@—.

Ecke in eine davon verschiedene iiber.

Andererseits ist ein singnlires k- Simplex (k> 0) sicher ausgeartef, wenn es aus
einem einzigen Punkt besteht, in den sich alle Punkte des Urbildes abbilden..—
Ein 0- Bimplex ist niemals ausgeartet. Wir erinnern davan, daf wir auch die 0-8im-
plexe orientiert habem (8. 41).

§ 26. Singulire Ketten.

Fine singulire k- Kette besteht aus endlich vielen — unter Umstin-
den 0 — nichtausgearteten singuliren %-Simplexen eines Kom-
plexes &, deren jedes mit einer bestimmten Orientierung und einer be-
stimmten positiven Vielfachkeit versehen ist. Kommt das orientierte sin-
gulire Simplex X* in der Kette mit der Vielfachheit @ vor, so sagen wir
dafiir auch, daf das wmgekehrt orientierte Simplex — X* mit der Viel-
fachheit — @ darin vorkommt, und dafiir, dafl ein singuléres Simplex
iiberhaupt nicht in der Kette vorkommt, sagen wir, dal es mit der Viel-
fachheit O vorkommt.

Da jedes %-Simplex einer simplizialen Zerlegung von §” zugleich als
singulires %-Simplex aufgefafit werden kann — denn es ist tqpologisches
Bild eines geradlinigen Simplexes -, so sind die im IIL Kapitel betrach-
teten simplizialen Ketten zugleich singulire Ketten. Simpliziale Ket-
ten sind also nur in bezug auf eine bestimmte simpliziale Zer-
legung von §* definiert und bestehen auns Simplexen dieser simpli-
zialen Zerlegung; die singuléiren Ketten dagegen sind unabhingig
von jeder simplizialen Zerlegung von &" aus singuldren Simplexen auf-
gebaut,

~ Verschiedenheit der singuliren Simplexe %%, .
~zuliBt, daB in (1) gleiche oder entgegengeseizt orientierte Simplexe vor-
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Unter den singuliren k- Ketten befindet sich die %- Kette 0, in der fiber-
haupt kein singulires Simplex vorkommt. Sie wird unter die simpli-
zialen Ketlen gerechnet.

Zwei singuldre k- Ketten werden addiert, indem man die Vielfachheiten

addiert, mit denen ein orientiertes singuléires Simplex in den beiden Ketten
vorkommt. -
" Die singuliren k-Ketten von & bilden bei der Kettenaddition als Ver-
kntipfungsprozel eine abelsche Gruppe, freilich im allgemeinen eine mit kon-
tinuierlich unendlich vielen Erzeugenden, als die man die fest orientierten
nichtausgearteten singuliren k- Simplexe nehmen kann. Das Nullelement
wird von der /- Kette O gebildet, das negative Element erhilt man, wenn man
alle in der Kette vorkommenden singuliren Simplexe umorientiert oder,
was dasselbe ist, die Orientiernng beibehdlt und dafir alle Vielfachheiten
mit — 1 multipliziert. Eine singulire Kette ¥% in der die singuliren
orientierten Simplexe Xf, X§, ..., X} (fir die X5 = X5 == ... = ¥ sei)
mit den Vielfachheiten vy, s, ..., », (und alle ibrigen singuliren Sim-
plexe mit der Vielfachheit 0) auftreten, kann man somit als eine Summe
schreiben

VR Xy 0y X+ - 4w, X @)

- Aus der Definition der singuliren Kette folgt unmittelbar die Rechen-

~regel: Ist an V= 0 und m == 0, so ist schon V%= 0. Diese Rechenregel
wirde nicht gelten, wenn wir auch ausgeartete Simplexe in die Ketten-

definition aufgenommen hitten.

_ Die Bamme (1) hat anch dann noch einen Sinm, wenn man nicht die
.., X voraussetzt, sondern

kommen, die man dann zusammenfassen oder gegemeinander weghehen

‘kann. Aus formalen Griinden ist és sogar zweckmiBig, auch ausgeartete
“singuldre Simplexe zuzulassen, die freilich nicht als Glieder der Kette
 zéhlen, sondern gleichbedeutend mit O sind. Wenn kimftig eine Summe (1)

auftritt, so sind alle diese Méglichkeiten zugelassen, falls nicht ausdriick-
ich das Gegenteil gefordert wird.

estimméen simplizialen Urbildkette definiert haben, liegh darin, dab wir fir diese

‘Ketten keine Addition erkliren k¥nunen, die unabhingiz von der Amswshl des. Urs .
hildkomplexes wire. Hs liegt ung aber daran, die singulizen Homologiegrappen, :-
.demen wir mne jetzt zuwenden, als topologische Invarianten des Komplexes 87 zu

efiniereny und zu dem Zweeke ist die Addierbarkeit der singuliren Ketten unemt- -

" behrlich. :

- Der Grund, warum wir nicht als singulire Kette einfach das stetige Bild einer
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Ist insbesondere X* ausgeartet, stimmt also X* mit — X* iiberein, so

§ 27. Singuldre Homologiegruppen. | ergibt sich ] ) : _
Tst o* (k>{) Urbild des orientierten singuliren Simplexes X% das L RO XF = Ra(— XF) = — R X*.
ausgeartet sein kann, und ist

R g = Fat 7t

Eine Kette, die gleich ihrer negativen ist, ist aber nach der Rechenregel
8. 95 die Kette 0. Der Rand eines ausgearteten singuliren S’amplexe.s X*
ist also die (k — 1)-Kette 0. :

so definieren wir als Rand von X% die singuldre (k—1)-Kette NxkEt Der Hand eciner singuliren k-Kette ist erklirt als dle Summe der
: i . e * Rinder der einzelnen %-Simplexe:
und schreiben Ro X =2Xf 1 1) P
‘ v R _>’ 0, Xb = v, P2 X5 (2)
XE-* igt hierin die orientierte (k-—1)-dimensionale Seite von X7 ¥ deren v :
Urbild die onentlerte (und zwa.r mit der von X * induzierten 0nentlerung Kommen in der Summe v, X% gleiche oder entgegengesetzte oder

ausgeartete Simplexe (die dann glelchbedeutend mit O sind} vor, so sind
auch deren Riander gleich, entgegengesetzt oder 0, so dafi die rechte Seite
von (2) immer ein und dieselbe singulire Kette ist, wie man auech die -
linke Seite schreibt. — Der Rand einer nulldimensionalen Kette ist immer
die Zahl 0.

Eine singulire k-Kette heift geschlossen, wenn ihr Rand ver-
schwindet. Sie heiBt nullhomolog, wenn sie Rand einer singuliren (k-4 1)-
Kette ist. — Nulldimensionale singuliire Ketten sind also immer geschlossen
Wie bei den simplizialen Ketten (8. 60 und 8. 61) beweist man, dall
Summe und Differenz geschlossener (nullhomologer) Ketten Wleder ge-
schlossen (nullhomolog) sind.

Der Rand eines singuliren (& + 1)-Simplexes X*+! und folglich auch
‘der Rand einer beliebigen singuliren (% + 1)-Kette ist eine geschlossene
-gingulire - Kette, denn der Rand des Urbildes 2%+ ist geschlossen. Mit
anderen Worten: Jede nullhomologe singuldre Kette ist geschlossen.

Zrei singulére Ketten, die nicht notwendig geschlossen zu sein branchen,
‘heiBen einander homolog (anf &), wenn ihre Differenz nullhomolog ist.
Zur Homologie zweier Ketten ist die Ubereinstimmung im Rande not-
wendig, vgl. 8. 61. — Auch Homologie mit Division kann man fiir sin-
‘guliire Ketten definieren. Kine singulire Kette heilif divisions-nullhomolog
(=0), wenn es ein von O verschiedenes Vielfaches gibt, das nullhomolog ist.

Die geschlossenen singuliren %-Ketten zerfallen in Klassen homologer
Ketten, Diese Klassen sind die Hlemente einer Gruppe, der k-fen singu-
laren Homologiegruppe, wenn man als Summe zweier Homologieklassen
-die Homologieklasse erklirt, in der die Summenkette zweier aus den beiden
Summanden herausgegriffener singulirer Ketten liegt. Im Unterschied
hierzu bezeichnen wir die im dritten Kapitel betrachteten Homologie-
gruppen einer simplizialen Zerlegung voriibergehend als simpliziale Ho-
mologiegruppen, bis wir die Uberemstmlmung mit den singuléren nach-
gewiesen haben.
© Da uns der Nachweis dleser Uberemstm.munu“ zur Sicherstellung der
topologischen Invarianz der simplizialen Homologlegruppen dienen soll,
~s0 iberzengen wir uns zavor von der topologischen Invarianz del“sing'-ﬁ-
Seifert-Threlfall, Topologic 7

versehene) Seite 25" von 2" ist. Unter den Seitensimplexen X kénnen
ausgeartete vorkommen, auch wenn X* nichtausgeartet ist.

Pa Tin Beispiel hierfiix liefert ein tiitenartig zmsammen-
gebogenes Dreieck X? (Fig. 48), dessen eine Seite durch
Zusammenfalten der Urbildseite (pyp,) in- der Milte m
(Fig. 47) entsteht, wihrend sonst keine Punkte des Urbil-
Gee zusammenfallen. Die zpusammengefaltate Seite ist, wie
wir §. 94 sahen, ein ansgeartetes Simplex, wenn immer
Zu m spiegelhildli‘ch gelegene Punktepaare aunf (p,p,) zur
Deckung gebracht werden. Da ausgeartete Simplexe nicht
mitzihlen, so besteht &0 X? auns den beiden singuléiren
1-~Simplexen, die zusammen den Rand der Tiite aus-
machen. — In diesem Beiepiel hat man sich als Komplex,
dem die singuliren Simplexe eingelagert sind, etwa den
dreidimensionalen Zahlenraum zu denken.

Die Randdefinition ist unabhingig von der
besonderen Answahl des Urbildes o* von X% Istf
nimlich #* ein anderes Urbild von X% so gibt es
nach der Gleichheitsdefinition fiir singulire Simplexe
eine lineare Abbildung 7' von 2% auf Z* it Brhaltung
% der Orientierung, so daB vermdge 7T einander ent-
M sprechende Punkte denselben Blldpunk‘h in X*haben.

T bildet aber auch die Simplexe von Rea¥=_ 27" linear mit Erhal-

tung der Orientierung auf die Simplexe von ﬁaxk— 2 #71 ab. Also
gehen die beiden Ketten S'a:f ! und 2x Wlederum nach der Gleich-

heitsdefinition singulirer Slmplexe in dieselbe singulire Kette Ra X * iiber
Der Rand eines singuliren Simplexes kann verschwinden. Dies tritt
" 2. B. bei einer zu einem topologischen Kreise zusammengebogenen Strecke
2% ein. Der Rand besteht aus zwei nur durch die Orientierung unter-
schiedenen (-Simplexen. -
Der Rand des entgegengesetzt orientierten Simplexes — X* von }L" ist
offenbar gleich dem negativen Rande von X*:

R3(— XF) = — R2 X,
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laren Homologiegruppen, vielmehr untersuchen wir die allgemeinere Frage,
wie sich die singnliren Homologiegruppen bei einer stetigen, aber nicht not-

wendig eindeutigen Abbildung g des Komplexes & in einen Komplex K (der

auch mit & zusammenfallen kann) verhalten. Ein singulires Simplex X*
von & geht bei ¢ in ein singulires Simplex Z* von K™ iiber. Denn das
Urbild #* von X*® erfihrt erst eine stetige Abbildung 7 auf X* und darauf
die stetige Abbildung @ in K™ Das Produkt g -/ ist aber wieder eine
stetige Abbildung. Das umgekehrt orientierte Simplex — X* bildet sich
in — =* ah. Sind also X* und — X* einander gleich, so auch =* und
— =%, d. h. ein ausgeartetes Simplex geht in ein ausgeartetes tiber. (Da-
gegen kann natiirlich das Bild eines nichtausgearteten Simplexes ausge-
artet sein.} Somit kommt einer singuliren Kette

e o 7
Ve _2@'::4 [

éin ganz bestimmtes Bild 2,2 zu. Das Bild der Summe V* —i— i
= 3, X% + S, Xk ist gleich der Summe der Bilder, némlich D, =k
+ X%,’Z%t. Ferner geht der Rand einer Kette in den Rand des Bildes
iiber. Wir konnen kurz sagen:

Satz I: DBei einer stetigen Abbildung @ eines Komplexes f* in einen
Komgplex K™ gehen singuliire Ketten wieder in singuldre Ketten z‘ébe?", wnd
jede zwischen den Ketten von " und deren Rindern bestehende Gleichung
bleibt beim Ubergang zu K™ richtig. _

Insbesondere bilden sich geschlossene Kettenr in geschlosseme, null-

homologe Ketten in nollhomologe ab. Es entspricht also jeder (singu-
liren) Flomologieklasse in &” eine ganz bestimmte Bildhomologieklasse °
in K™, und da der Summe zweier Homologieklassen die Summe ihrer

Bilder entsprichi, so ist hiermit der wichtige Satz bewiesen:

Satz II: Bei einer stetigen Abbildung @ eines Kompleves & in einen
Komplex K™ erfihrt die k-te singulire Homologiegruppe von K" eine ;
homomorphe Abbildung ® (§ 83) in die k-te singulire Homologiegruppe
von K®. — Sind & und K™ homdomorph und ist @ eine topologische Ab-

bildung von & auf K™, so ist ® ein 1-Tsomorphismus; homoomorphe Kom-
plexe haben also dieselben singuldven Homologiegruppen.

Der letzte Teil des Satzes folgt daraus, dall bei einer topologischen °
Abbildung die Zuordnung der singuliren Ketten von £ zu denen von K™ -

eineindeutig ist.

Aufgaben: 1. Unter Vorwegnahme des Approximafionssatzes, nack dem die sin-

guliren mit den simplizialen Homologiegroppen iibereinstimmen, z beweisen :
Jede homowmorphe [auwtomorphe] Selbstabbildung der ersten H’om'ologzegmppe .dea-
Ringfliche (§ 19) kanw durch cine stelige [lopologische] Selbstabbildung der Ring-
flache bewwrkt werden. ' _

- 2. Unter der gleichen Vorwegrahme zu zeigen: Ein KFeisring 18t sich nicht
topologisch so auf sich abbilden, daB der eine Randkrei§ mit Erhaltung, der andere
it Umkehrung der Orientierung auf sich abgebildet wird.

§28 Approsimationssatz, Invarianz der simplizialen. Homologiegrappen 1 99

§ 28. Approximationssatz, Invarianz
der simplizialen Homologiegruppen.

Die simplizialen Homologiegruppen sind fiir einen mit einer bestimmien
simplizialen Zerlegung versehenen Komplex berechenb ar; es steht
aber micht ihre topologische Invarianz fest, sondern es kinnte sein, daB
sie von der gewihlten simplizialen Zerlegung des Komplexes ab-
‘hingen. Die singuliren Homologiegruppen sind ihrer Definition nach
topologisch invariant; man hat aber kein Hilfsmittel, sie.zn be-
rechnen, d. h. ihre Bettischen Zahlen und Torsionskoeffizienten zu er-
mitteln. Es gilt jetzt, die thereinstimmung der simplizialen und singuliren
Homologiegruppen eines Komplexes und damit die topologische Invarianz
der simplizialen Homologiegruppen zu beweisen. -

.. Der Beweis beruht anf dem C
Approximationssatz: Ist 8" ein endlicher oder unendlicher Kom-
Plex mit einer festen simplizialen Zerlegung wnd A* eine:singuliire i-Kette

Caf &7, st ferner der Romd®) A%-1 yon A% eine simpliziale Kette der

Zerlegung von &, speziell die (k — 1)-Kette O, so gibt es 2u A* eine homo~
loge simpliziole Kette A% (die nach S. 97 ebenfalls den Rand A*~2 hat).
Die Dimension % der Kette .4* kann kleiner, gleich oder auch grofier als

~ die Dimension der simplizialen Zerlegung von §” sein. - .

~ Nimmt man insbesondere A4* geschlossen an, ist also 4%=1 = (, so folgt
- (I) Jede geschlossene singulare %-Kette ist komolog einer sim-
Plizialen %-Kette. ‘ o
. Ersetat man dagegen im Approximationssatz % duréh % + 1, 80 folgt
~(IT) Ist eine simpliziale -Kette Rand einer singulidren (£ + 1)-Kette,
80 ist sie auch Rand einer simplizialen (% 4 1)-Kette.
- Aus (1) ond (ID) folgt die Ubereinstimmung der simplizialen und sin-

guliren Homologiegruppen. Denn es gehdren die geschlossenen %-Ketten

iner simplizialen Homologieklasse, als singulére Ketten aufgefafit, ein
nd derselben singuliren Homologieklasse an, weil simplizial homologe
Ketten erst recht singulir homolog sind. Jeder simplizialen Homologie
klasse ist also eine singulire eindentig zugeordnet. Verschiedenen simpli-
ialen Homologieklassen entsprechen verschiedene singulire, denn zwei
impliziale Ketten, die simplizial nicht homolog sind, knnen wegen (II)
uch nicht singulir homolog sein. Schlieflich ist in jeder singuliren Ho-
nologieklasse eine simpliziale Homologieklasse enthalten, wegen (I). Die
nordnung der simplizialen und singuliren Homologieklassen ist algo
mkehrbar eindeutig. - Sie ist auch isomorph; d h. es ent
pricht der Summe H, + H, sweier simplizialer Homologieklassen die
umme H, -+ H, der beiden zugeordneten singuliren. H, + H, wird
~némlich gebildet, indem man zwei Reprisentanten ans den Klassen H,

.-*) Fir k=0 fallt die Bedingung, daf der Rand 4%—1 simplizial sein soll, natiir:
dich fort. : . .

-"!k
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und H, herausgrelft und diese addiert; als Repriisentanten kann man aber
geschlossene simpliziale Ketten von H, bezw. H, wihlen.

Die Ubereinstimmung der singuliren und simplizialen Homologie-
gruppen ist damit auf den Approximationssatz zuriickgefiihrt. Seinem Be-
weise (§ 30) schicken wir einige Bemerkungen iiher Prlsmen des Zahlen-
raumes voraus.

kann, eindeutig bestimmt; es geht dabei der M1ttelpunkt von g,“l in den
Mittelpunkt von 372 uber -

- Dag Prisma 3#+* ist wegen der Konvexitit des Grmﬂdsimplexes kon-
vex, d h. es ist eine abgeschlossene beschrinkte Punkimenge des Zahlen-
raumes, die mit irgend zwei Punkten ihre ganze Verbindungsstrecke ent-
“hélt. Ein Halbstrahl, der in 3**' vom Mii;telpunkt aus gerogen wird,
chneidet daher den Ra,nd vor 3*¥31, der aug r¥, p* und den. Wandseiten 3’““’
(v=20,1,2,..., k) besteht, in genau einem Punk‘be

: Alle die augefuhrten Elgenschaften von 3**+1 kann man an alyt1 ] ch
estitigen. Man mache eine Hcke von r* zum Koordinatenanfang und
wihle als Basisvektoren die Vektoren v,, b, ..., 9;, die nach den tbrigen
Eeken von r* fithren, sowie den Veltor t, den der Anfangspunkt bei der
as Prisma erzeugenden Translation tiberstreicht. Das Prisma wird dann
von den Endpunkten der folgenden Ortsvektoren gebildet:

Lo+ Ayt -+ Apbp+ 'Ft Ty

54515 Aybdgteeer iy 51 0oy, ¢ Rnloe

§ 20. Prismen des Zahlenraumes.

In § 9, S. 40, sahen wir, daf eine lineare Selbstabbildung eines gerad-
linigen Simplexes " dann und nur dann die Orientierung erhdlt, wenn
die Transformationsdeterminante positiv ist. Sind jetzt allgemeiner z*
und ‘z® irgend zwei orientierte geradlinige #-Simplexe im n-dimensio-
nalen Zahlenraume M7, so heiben sie gleich orientiert, wenn die linearen
Abbildungen des $7, die #” in ‘2® mit Erhaltung der Orientierung tiber-
filiren, positive Transformationsdeterminanten haben. Ist
“g® ein weiteres n-Simplex, das mit ‘z* gleich orientiert ist, so ist offen-
bar auch 2% mit “2* gleich orientiert. Wir sagen, daf durch ein orientiertes
n-Simplex & eine Orienficrung des ganzen R gegeben ist, und alle mit
" glelch orientierten Simplexe bestimmen dieselbe Orlentlerung des $im.

2% sei die g-fache Normalunterteilung des im R* gelegenen |
geradlinigen Simplexes 2*. Durch die Orientierung von 2% ist eine Orien- :
tierung des linearen Teilraumes €% von #”, in dem 2% liegt, gegeben.
Man kann daher die Teilsimplexe von 2% alle gleich mit 2% orientieren.
Wenn man von der Normalunterteilung eines orientierten Simpleses
#* redet, so meint man immer, daB die Teilsimplexe in dieser Weise
orientiert sind. — Fiir £ = 0 fallt die orientierte Normalunterteilung mit
dem orientierten (-Simplexe selbst zusammen.

Fin Prisma 3*+1 ist die Punktmenge, die ein geradliniges Simplex g
im mindestens (k + 1)-dimensionalen Zahlenraum bei einer Translation
{tberstreicht, die es in ein anderes Simplex y* tiberfithrt; wir nehmen an, daf :
der Vektor der Translation nicht in dem %- chmensmnalen linearen Raume
liegt, den t* aufspamnt. r* und seine Seiten ri (0 = ¢ <C k) heifen die
Grundseiten, 3¢ und . seine Seiten die Dachseiten des Prismas 3¥+1, Jede
j-dimensionale Seite von g* beschreibt bei der Translation offenbar ein:
Prisma 3‘*1 eine (i + 1)-dimensionale Wandseite. Der Mittelpunkt von t*
beschreibt die Achse des Prismas, ein beliehiger Punkt von 1* eine achsen-
paralldle Strecke. Der Mittelpunkt der Prismaachse heifit der Bittel-
pumkt des Prismas; ebenso hat jede Wandseite einen Mittelpunks, da
sie selbst ein Prisma ist. — Fiir & == 0 erhilt. man als eindimensionales
Prisma eine Strecke, fiir k=1 ein Parallelogramm, fiir k=2 ein drei-
kantiges Prisma. Wir setzen im folgenden immer % > 0 voraus.

Ist 3%+ ein anderes (b + 1)- dlmensmnales Prisma, so gibt es eine 1i-
neare Abbildung von 3#+! auf §+%, bei der das Grunds1mplex £ in
das .Grundsimplex I* {ibergeht. Diese lineare Abbildung ist durch die
lineare Abbildung von r* auf £¥, die man noch willkiirlich vorschreiben

~Wir gehen hierauf nicht niher ein,

Dag Prisma 3+ wollen wir jetzt in Simplexe einteilen. Das ist aunf
nendlichviele Weisen moglich. Uns interessieren hier nur spezielle sim-
“pliziale Zerlegungen, die wir spiter brauchen werden. Wir bilden
. die g-fache Normalunterteilung der Dachseite p*. Fiir g lassen wir auch

alle Wandseiten von 3**! nach folgendem Verfahren: jede eindimensionale
Wandseite wird durel: ihren Mlttelpunkt in zwei 1-Simplexe unterteilt.
Sind die i-dimensionalen Wandseiten 3, schon unterteilt,” so° propmém
~man den Rand einer jeden (i + 1)-dimensionalen Wandseite 5“1 —& oder
fiir ¢ = den des ganzen Prismas — von ihrem Mittelpunkt aus, vgl. 8. 53,
Deér Rand von ™' besteht aus der nicht unterteilben Grun&selte o,
er g-fach normalunterteilten Dachseite i und gewmsen sﬁh@n unter—
eilten Wandseiten 3.

Zerteilt man so mit der - o
Dimension 1 beginnend
ille Wandseiten bis zam
Prisma 3*+1 selbst, so
rhilt man die zu be-
_nitzende ~ simpliziale
Zerlegung von g1, —
DieFig. 49 und 50 exrlén-
érn zwei einfache Fille.
Wir orientieren Tk
etzt das Prisma 3*+?, Kt g-0
d. h wir oriéntieren seine e 45
inzelnen (k 4 1)-dimensionalen Teilsimplexe glei chinnerhalb des (k + 1)
dimensionalen linearen Raumes, in dem 3**! liegt. Die Gesamtheit: dex

vden Wert O zu; in diesem Falle bleibt y* unzerteilt. Danach zerteilen wir -
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so orientierten Simplexe, jedes mit der Vielfachheit ! genommen, ist sine
Kette, die wir £t nemmen. Das Grundsimplex r* von # ¢ erhilt die
Orientierung, die vonr dem inzidenten (%4 1)-Simplex von %1 in ihm
induziert wird und heifit danach #*. Auf die unterteilte Dachseite y*
dagegen wird die Orientierung der Grundseite 2 dureh Translation
iibertragen, wodurch auf y* die Kette ¥* entsteht, die alle orientierten
Simplexe: der g-fachen Normalunterteiling von y* enthilt (vgl. Fig. 50).
Entsprechend sind die Ketten &, 21, y*—1 auf den k-dimensionalen

Wand- und den (% — 1}-dimensionalen Grund- und Dachseiten von 3++1

erklart. Die. Orientierung der Seifensimplexe 27~ des Grundsimplexes o*
kann man. so einrichten, daB

o : R g = 3 gk o

(. ‘ ¥

ist wnd anf der rechten Seite nicht etwa noeh Faktoren &, = -+ 1 auftreten.
Das wollen wir der Einfachheit halber tun.

Zwischen den so erhaltenen simplizialen Ketten bestehen auBer (1)
die folgenden Verbindungsformeln:

Rayk =Sy, ' (2) -
R Zet= Sob-1— Sy, oF
; ‘ "»aﬁ“l—xk%@f --2”“ ‘ (4)

Glemhung (2) driickt in Formeln aus, daf der Rand der Normal-

unterteilung, der Dachseite gleich der Norma.luntertellung des Randes ist. :

Gleichung (4) sagt aus, daB der Rand des Prismas aus Grundseite, Dach
seite und den %-dimensionalen Wandseiten — alle unterteilt, mit Orien-

tlenmg versehen und als Ketten aufgefafit -~ besteht. (3) ist eine Folge
von (1), (2),und (4); denn die rechte Seite von (4) ist als Randkette ge:
schlossen, ihr Rand also die (k- 1)-Kette 0, eine Beziehung, die mit :

Ritcksicht auf (1) und (2) gerade (3) liefert.

Was nun ‘die Formeln (2) und (4) anlangt, so konnten hichstens die -

Vorzeichen falsch sein. Fin Simplex E* des Randes von ##*' z. B. muf

jedenfalls auf z* oder y* oder einer der Ketten 2% liegen, denn jedes andere :
k-Simplex von ' ist mit genan zwei (k4 1)-Simplexen inzident, die :
wegen der gleichen Orientierung in ihm entgegengesetzte Orientierungen
induzieren.*) Ist nun E* z. B. ein orientiertes Simplex der Kette 2%, so :
wird von dem einzigen mit Fi* inzidenten (% + 1)-Sirmplexe E*+1 von 5%+ -
eine bestimmte Orientierung in £* induziert, die das Vorzeichen bestimmt,
mit dem E* in der Kette 2 #+1 auftnti; Ein  anderes onentlertes :

#) Denn wenn éine- lineare Selbstabbﬂdung des linearen (k- 1)-dimensicaalen

Raumes, in dem zF+1 liegf, das eine mit E* inzidente (% --1)-Simplex in das
andere uberfuhrt und B punkbweise festlift, so hat sie negative Transforma-
tiopsdeterminants. . ;

§29 Prismen des Zublenruimes 163

Simplex von 2% bezieht von der Orientierung des mit ihm inzidenten Sim-
plexes von ##+1 denselben Koeffizienten — wegen der tibereinstimmenden
Orientierungen der Simplexe von ¢% und derjenigen von #**. — Nun ist
in (4} das Vorzeichen von 2 sicher richtig, denn die Orientierung von #5+*
war ja gerade durch die Forderung bestimmt worden, in 2* die vorgegebene
Orientierung zu induzieren. Ebenso ist das Vorzeichen voun #* in Ord-
nung; denn auf ¢* wurde die Orientierung von #* dureh Translation iber-

“tragen. Fs gelten also sicher Formeln der folgenden Art:

anyk =2qyyf"l . 2')
Sk, @)

R gF+T = gl

~ Auf dieselbe Weise findet man, daff der Rand einer Wandseite lanten muf}

P ek = gt g 3)

-:worm die Punkte gewisse (k— 1)-dimensionale Wandselten 251 hedeuten.

Wir bilden den Rand der rechten Seite von (4'), also den Rand des
Randes von ##*+%; er mull verschwinden. Man erh#lt fiir thn mit Hilfe

“von (1), (29, (3)

Fx’"*l——Zn e N e

.Koefﬁzmntenverglelchung ergibt

N = 51-311'

womit die Formeln {2) bis (4) bewiesen sind.

 Bildet man ein Prisma 3*+! stetig in einen Komplex &* ab und be-

-zeichnet man mit X% Y%, Z%+1 XFk-1i ¥&—-1 7% die singuléren Bilder
Cder Ketten a%, y*, 25+% 28— yE—1 2% <o gelten nach § 27 Satz I auch
fiir die singuléaren Ketten die Verbindungsformeln (1) bis (4}, in
“denen man nur die kleinen Buchstaben durch die grofien ersetzen muf.
“Belen jetzt endlich viele Prismen 3#*7, '5#+7, ...
‘Aus den singuliren Bildern X% ‘X% ...
CaF,aE L von gEFL EEL
“eine singulare Kette

stetig in 8" abgebildet.
der orientierten Grundsimplexe
bilden wir mit beliebigen ganzen Zahlen

AF e a X¥ L ' X* Lo

und entsprechend die weiteren Ketten

Bt =qa¥el g YE 4t

O+l qZR+1 4 g Zh+1 oo
A= a ZJXE 4 0 KB
Brtem g JYE 40 S YR
OF aZZj“—:—’a}f’Zf‘ 4+
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Auf Grund der auf die groBen Buchstaben umgeschriebenen Formeln (1)
bis (4) gelten dann fiir diese singuliren Ketten die

RoA* = AF 1L @
RoBE = Bi-1 (11
Verbindungsformeln RIC* = k-1 BE-1 (III)
R e b B (K, Y

§ 30. Beweis des Approximationssatzes.

Die Konstruktion einer die singulire Kette A* approximierenden Kette
AF erfolgt mit dem Verfahren der simplizialen Approximation. Die Ecken
_ der singuliren %-Simplexe von A* werden durch benachbarte Ecken der

simplizialen Zerlegung f" ersetzt, und zwar so, dab die Ecken eines jeden
Simplexes von A* wieder in Ecken eines nicht notwendig %-dimensionalen
Simplexes von & iibergehen. Das ist nur mbglich, wenn die Simplexe
von 'A% gentigend fein sind. Andernfalls kinunten zwel Ecken eines und

desselben singuliren Simplexes von 4% in weit voneinander entfernten _

Simplexen der simplizialen Zerlegung von &” liegen, und die zu ihnen be-

- nachbarten Ecken wiirden micht demselben Simplexe von & angehéren.

Es mufl daher dem Verfahren der simplizialen Approximation unter Um-
stdnden eine Unterteilung der gegebenen singuliren Kette vorangehen,
und die Konstruktion verlauft dementsprechend in zwei Schritten:
1. Schritt: Ubergang zn einer Unterteilang von 4* (8. 106—1086).
2. Schritt: Simpliziale Approzimation dieser Unterteilung (8. 107—110).

Den Fall, daf die zu approximierende singuliire Kette 4* 0-dimen-

sional ist, erledigen wir vorweg, da er sich nicht den spiteren Betrach-
tungen unterordnet, Ist

A =aX0p aX 04 ...,

so verbinde man den Punkt X° geradlinig — vgl 8. 41 — ‘mit einer ;

Ecke Y0 eines Simplexes von &, dem X° angehért. Y° wird mit dem-

selben Vorzeichen orientiert wie X° Die Verbindungsstrecke kann als
orientiertes singulires 1-Simplex Z1 mit dem Rand X°— ¥ aufgefafit :

werden. Die Kette _
A'=a ¥4 'a'¥Yo04 ...

ist dann eine zu 4° homologe simpliziale 0-Kette. — Wir setzen nunmehr

im folgenden immer %> 0 voraus.
Auferdem darf man annehmen, daf ®” endlich ist. Denn eine singu-

lire Kette 4* auf einem wunendlichen simplizialen Komplexe § gehort

immer einem endlichen Teilkomplexe der simplizialen Zerlegung an. Dies

ist zunfichst fiir ein einzelnes singuldires Simplex X* richtig. Hatte nam-

lich X* mit unendlich vielen Simplexen von §* Punkte gemeinsam, so
gibe es eine Folge von zu X* gehorigen Punkten ohne Hiufungspunkt.
Diese Folge kann man als Bilder einer unendlichen Punktfolge im Urbild #*
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~auffassen, die einen Hinfungspunkt H hat. Dann kéunte aber die Ab-

bildung #* auf X* im Punkte H nicht stetig sein, entgegen der Definition
des singuldren Simplexes. Da A* aus endlich vielen singuliren Simplesen

-besteht, so liegt auch 4% anf einem endlichen Teilkomplex von & Wenn

also der Approximationssatz fiir endliche Komplexe bewiesen ist, so gilt

-er anch fiir unendliche.

1. Schritt: Unterteilung der singuliven Kette AF,
a) Verbindungsprismen.

- Wir betrachten zuniichst ein einzelnes orientiertes singulires Simplex X*
in 87, das auch ausgeartet sein kann. Als Urbild von X* wihlen wir

“das orientierte Grundsimplex #* eines Prismas 3**1 das wie im vorigen
“Paragraphen simplizial zerteilt ist mit g-fach normalunterteiltem Dach-

simplex. Man bilde nun das Prisma 3*+! so in den Komplex & stetig

‘ab, dab 2* auf die vorgeschriebene Art in X* itbergeht und jede achsen-

parallele Strecke in einen Pumkt, wofiir man auch sagen kann, daff man
erst das Prisma achsenparallel in sein Grundsimplex z* projiziert und
dann auf X* abbildet. Das Dachsimplex 3% vielmehr die im vorigen
Paragraphen eingefiihrte Kette % die aus den orientierten Teilsimplexen
der g-fachen Normalunterteilung besteht, geht dabei in eine singulire

Kette Y* tber, die die g-fuche Normolunterteilung von X* heiBt, wnd die

Kette s#*1 in cine singulire Kette Z%+1 die wir als die Verbindungskette
von X% und ¥* bezeichnen.

- g-fache Normalunterteilung und Verbindungskeite sind eimdeuti g
durch X* bestimmt und hingen nicht ab von der Wahl des Prismas g
Ist néimlich 3%+ ein anderes Prisma, das ebenso unterteilt und orientiert ist
wie %% 50 gibt es eine lineare Abbildung 7 von ! auf 352, bei der
das orientierte Grundsimplex #* in das orientierte Grundsimplex #* iiber-
geht. Da nun entsprechende Punkte von z* wnd #* denselben Bildpunkt
in X* haben und jede achsenparallele Strecke von 311 bzw. 3%+1 in einen
Punkt tibergeht, so haben je zwei vermige 7 entsprechende Punkte
von #*1 und %+ denselben Bildpunkt in &2, Da endlich bei 7 die Teil-
simplexe von 3**! in diejenigen von 3%+ mit ihren Otientierungen iiber-
gehen, so sind die singuldren Ketten Z%+1 und Z*+1, ebenso Y* und ¥*
eimander gleich nach der (leichheitsdefinition singularer Simplexe.

Fiir eine beliehige singulire Kette 4% erkliren wir die g-fache
Normalunterteilung B* (die Verbindungskette C*+1y als die
Summe der g-fachen Normalnnterteilungen {Verbindungsketten) der einzel-
nen Simplexe. Ist also : : ' o
g Ab = a XF 4 X* 4 - (1
und bezeichnet (O¥* und 9Z%+1 die g-fache Normalunterteilung bezw.
Verbindungskette von * X% so ist '

Br=aY¥E g Y4 (2
ka+1:azk+1+fa12k+1_”. ) (3:)
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Tst auf der rechten Seite von (1) eines der Simplexe, etwa X* ausgeartet,
ist also X#%==— X* so ist offenbar auch ¥Y#*=—T%* und Z*+* = — Z*+1
also ¥* == 0 und 2ot = = (), Die Normalunterteilung 5* und die Verbm-
dungskette %+ ist also eindeutig darch A* bestimmt und hingt nicht
davon ab, ob man in (17) ausgeartete Simplexe mitschreibt oder nicht.

b) Verbindungsformeln

Bei der Abbildung des Prismas 3**+! auf das singulire Simplex X* geht
auch jede achsenparallele Strecke einer Wandseite 3 in einen Punkt iiber.
Daher bilden sich die auf 3* liegenden Ketten -1, y2—1, #* der Reihe nach
ab in die Seite X*~' von X¥ die g-fache Normalunterteilong Y*-! von
X% -1 und die Verbindungskette ZF von X*~! mit Y#-1. Entsprechendes
gilt fir die zu den ibrigen singuldren Simplexen ‘X¥ ... gehorigen
Prismen "2+, .. ..
und nach Formel (1) von 8. 102 die Kette

A1 — g SXEL 4 3K S (4
Die Normalunterteilung von A*-* ist also die Kette
Bt = 0 ST 40 S EE )
und die Verbindungskette von 4*—1 mit B"““l die Kette _
OF =g JZk Lo X7k 4 (6")
ﬁnd os gelten die Verbindungsformeln (I) bis (IV) von § 29:
Radr = 4x- : (1
RIBF = BE-1 _ (I
RICy = 4e—t— Fr-1 (111"
ma Ok'i-l — Ak e BE . Ck‘ (IV’)

Formel (IT") sagt aus: Der Rand der g-fachen Normalunterteilung der
singuléren Kette A* ist gleich der g-fachen Normalunierteilung des Fondes.

Dadureh, daB man g geniigend grofi macht, erreicht man, daf die Teil-
simplexe von g%, "y¥, ... beliebig klein werden, und nach dem Satze von
der gleichmiBigen Stetigkeit § 7 werden dann die singuléren k-Simplexe
der g-fachen Normalunterteilung 5% von A* ehenfalls beliebig klein.
Genauer: Denkt man sich §" als geradlinigen Komplex eines geniigend
hochdimensionalen Zahlenraumes, was man nach - § 11 immer tun kann,
und nimmt als Entfernung zweier Punkte von 8" die euklidische Ent-

fernung dieses Zahlenraumes, so kann man durch genfigend feine Unter-

teilung von 4% erreichen, dafi die Durchmesser der singuldren Simplexe
von B* heliebig klein werden

-Die Unterteilung der singuliren Kette A* ist damit erledigt, und wir

crehen tiber zum

Nun ist der Rand von 4* nach Formel (17) von 8. 105 -

5 JuU DEWEIS ATES ADPrOXINNIIINTSSUASS RSN

2 Schiitt: Simpliziale Approzimation der unterteilten Rette A*.
a) Verbindungsprismen.

Ist B* eine singulire Kette und P eine Ecke eines singuliren Simplexes
von B% so verstehen wir unter dem singuliren Simplexstern mit dem

~ Mittelpunkte P die Gesamtheit der singuliren Simplexe von B® die P zur
. Hcke haben. Wir nehmen nun an, daf die Unterteilung B* von 4% so -
ein ist, daB jeder singulire Stern von B* im Innern von wenigstens einem

- Sterne der simplizialen Zerlegung von & liegt. Das ist méglich nach § 7
- Batz V; als Umgebung N*{Q | &) eines Punktes ¢ wihle man nimlich das

Innere eines Simplexsternes von &*. Es gibt dann ein & > 0 derart, daB die

~¢-Umgebung eines beliebigen Punktes von & im Tnnern eines Sternes von
& liegt. Man braucht nun die Unterteilung von 4% nur so weit zu treiben,

~daB der Durchmesser eines Simplexes von BF < i wird.

Die singuliiren Ketten 5%~ und B¥ also die g- fach unterteilten Ketten
A*=1 und 4* bezeichnen wir, nm die Analogie mit dem 1. Schritte hervor-

treten zu lassen, mit A¥- ! und

- = (P r
Ao g TR g Th

wobei wir wieder dahingestellt sein lassen, ob auf der rechten Seite gleiche

~.oder entgegengesetzt gleiche oder sogar ausgeartete Simplexe vorkommen.

. selen die simtlichen Ecken der singuliren Simplexe

s wWobeietwazusammenfallende Eckennurein-
malaufgeschrieben sind Jede Ecke P; ist Mittelpunkt eines aus
k-Simplexen von A* hestehenden singuliren Sternes. Die Approximation

‘von A* geschieht nun so, daB jeder Hcke P; eine APProximierende”

Feke ¢ der simplizialen Zerlegung von §* zugeordnet wird, und zwar sei
@ so gewihlt, daB der Simplexstern von &” mit dem Mittelpunkte Q; den
singuléren Stern von A* mit dem Mittelpunkte P; im Innern enthalt. Die
P, approximierende Ecke Q; ist im allgemeinen durch P; nicht eindeutig
bestimmt, da es mehrere Simplexsterne von & geben kann, die den sin-
guliren Simplexstern mit dem Mittelpunkte P; im Innern enthalten. Hat
man aber die Ecken @; einmal gewihlt, so verliuft die weitere Konstruk-
tion vollkommen eindeutig. Im Ubergang von den singmliren Eeken P;
za den approximierenden simplizialen Heken €; besteht der wesent-
liche Schritt der simplizialen Approximation In Fig b1
ist als Beispiel eine singuldre 1-Kette (stark ausgezogen) in einen aus

- geradlinigen gleichseitigen Dreiecken bestehenden Komplex £ hineingelegt.

Wir betrachten nun zunfichst ein einzelnes singulires Simplex, etwa
=k Bind Py, B, .., F, seine Ecken, so sind die zugeordneten Heken
@, @a, .-, &, die natlirlich nicht alle voneinander verschieden
su sein brauchen (im Gegensatz zu den Feoken P ), die Ecken eines Sim-
plexes der simplizialen Zerlegung von £%. Die Sterne mit den Mittel-
punkien @, @, ..., ¢, enthalten nimlich alle das singulire Simplex =*
im Innern und hahen daher einen beliebigen Punkt P von =% als gemein-
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samen inneren Punkt.®) P gehdrt einem gewissen Simplexe & von &~ an,
Fin Stern &t von 87, der P im Innern enthiilt, mufl @ enthalten, und €7
kann nicht auf dem Aufenrande von &t liegen; daher ist der Mittelpunkt

Fig. 51

von St eine Ecke von & D1, Qs, ..., @, sind daher die Ecken einer

i-dimensionalen Seite G von &’ oder die von G selbst; und da @ und P

beide dem Simplex & angehéren, so kann man berdies jeden Punkt von
§* mit P, also mit je d e m Punkte von =% durch eine geradlinige Strecke ™)
verbinden. ‘
- Als Urbild von =* nekmen wir nun wieder das orientierte Grundsimplex
2% eines (% —+1)-dimensionalen Prismas 3+ und definieren eine stetige
Abbildung von #*+* in & durch die folgenden Festsetzungen:

1. #* geht anf die vorgeschriebene Weise in =¥ tiber;

2. o, das jetzt nicht unferteilt worden ist, wird linear auf &° abgebildet,
und zwar so: Geht eine Bcke p, (4 =0,1,..., k) des Grundsimplexes 2*
in eine singulire Ecke P, (= 1,2,..., ¢) von =F iiber, so soll die ent-
sprechende Ecke ¢; des Dachsimplexes y* in die die Ecke P, approximie-

rende Ecke ¢, von & iibergehen.

3. Eine achsenparallele Strecke {pg) von 3*+* wird linear abgebildet
auf die geradlinige Verbindungsstrecke der Bildpunkte P und ¢ in =*

*) Hs sel daran erinnert, daB ein innerer Punkt eines Simplexsternes einer ist,

der nicht auf dem AubBenrand liegt.
#t Die (eradlinigkeit wird in bezug auf §¢ verstanden — vgl. 8. 41,
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und §°; eine solche Verbindungsstrecke existiert, weil, wie wir sahen, man
jeden Punkt von =* geradlinig mit jedem von & verbinden kanu. In Fig.51

~ sind die Verbindungsstrecken in & geradlinig angedeutet.

Hiermit ist die Abbildung von %+ in @ eindeutig bestimmt; ihre

. Stetigkeit folgt ans dem Hilfssatze von § 14, 8. 56. Das Simplex & wird

" durch die Abbildung zu einem orientierten singuliren Simplexe mit dem
. Urbilde y*. Als solches werde es mit M* bezeichnet, und es heift danach
- die (simpliziale) Approximation von =,

Die auf dem Prisma 3* 1 liegende Kette 51 geht durch die stetige Ab-

.von =¥ mit seiner Approximation H* heifit.
Nun erkliren wir fiir die singulire Kette

AF = qZF 4 g TR 4

(1)

- de Approzimation B ( Verbindungskette F¥+1) als die Summe der Approxi-
- ‘mationen (Verbindungsketten) der einzelnen singuliren Simplexe, also

B = e 4 ‘a'HE - - (2”)
[E+l e @ ZE+1 g/ Zhe1 (3)

- DaBl Approximation und Verbindungskette nach Answahl der approximie-
renden Ecken eindeutig durch A® bestimmt sind und nicht davon abhiingen,
“ob man auf der rechten Seite von A* ausgeartete Simplese mitschreibt
~-oder nicht, folgt wie auf 8. 106. In Fig. 51 ist die Approximation B! stark
“-gestrichelt. ‘

. BFist eine simplizialé Kette, da ein singulires Simplex “WH* ent-
s weder ein %-dimensionales Simplex der simplizialen Zerlegung von
8" oder ein ausgeartetes singulires Simplex ist (8. 93, 1. Beispiel). Im
~letzten Falle ist es gleichbedeutend mit dem Symbol 0.

b) Verbindungsformeln

Wenn das Prisma 3**? gemiB den Bedingungen 1. bis 3..in §* ab-

entsprechenden Bedingungen geniigt: Sy
1. Das Grundsimplex ##—* von 3* geht in die Seite T2~ von ‘=¥ iibe
2. Bei der linearen Abbildung von y* auf das Simplex @ der simpl
ialen Zerlegung von &" erfihrt auch die Seite y*~' von y* ‘eine liriear
Abbildung auf ein Simplex @ das entweder & selbst oder “cine
on €& ist. Wenn nun eine Ecke p, von #£~* in die Ecke P, voi

“rende Eeke @, von P, iiber, nach Konstruktion der Abbildung des Prismas
Skl ' ' :

3. Da bei der Abbildung von z*+! jede achsenparallele Strecke (pg)
linear abgebildet wird auf die Verbindungsstrecke (PQ) der Bildpunkte,
80 gilt dies inshesondere fiir die achsenparallelen Strecken der Wandseite 3.

bildung in &* in eine singulire Kette Z*+1 iiber, die die Verbindungskette .

.

:-.ig'ebildet wird, so erfihrt dabei jede Wandseite 3* eine Abbildung, die den -

ibergeht, so geht die entsprechende Ecke ¢, von y*—1 in die approiixﬁiéQ e
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Damit ist gezeigt, daf sich die auf 3* liegenden Ketten 2f—1, yk—1 2
der Reihe nach abbilden in die Seite =¥~ von =% in die Approximation
~ ME-1 von ZF-1 und in die Verbindungskette Z* von Z*—1 mif HE—1.

" Entsprechendes gilt fiir die zu den tibrigen singuléiren Simplexen 'Z%, . .
gehtrigen Prismen ‘4**1. Nun ist der Rand von A% nach Gleichung (1) von
8. 109 und (1) von 8. 102

Afmlam g NTE=1 g ZUTh—1 (47

Die Approximation von A*~* ist also

Bi -l g FHET 4 e SUHE 4 ")

=
ar—

die Verbindungskette von A= mit B¥~1 ist die Kette

M=« IZ+a X2+ - (67)

~und es gelten die Verbindungsformeln (I) bis (1V) von § 29:°

RIAF = ARl (I
RoBF =Br-! ar
Rolr* == Ak-1__ BE-1 (11E7)
RATETL =z AF— BE— [F, (av)
Formel (I1") sagt aus: Der Rand der Approzimation der singuldren Kette

st gleich der Approzimotion des Randes.

Zusammenfassung.

Eg bleibt noch ibrig, die Ergebnisse des ersten und zweiten Schrittes
zusammenzufassen. Wir addieren zu den Verbindungsketten '* und %+
des ersten Schrittes die Verbindungsketten I'* und M**1 des zweiten

Schrittes und erhalten die neuen Verbindungsketten

V= (% | T%
VEFL o (oL 4 [+

Aus den Verbindungsrelationen (I') bis (IV') und (I7) b_is
(IV") folgt nun, wenn man noch bedenkt, daf B* in A* wnd B*-1! in

AE=1 yoriibergehend umbenannt worden ist:

Ro A+ = A1 D
R2Br = Br-1 iy
(IIT) ~
PRaVEHL — 42 __BF__ Tk {Iv)

== AF-1__ gk-—1

Ro Vi
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Die bisherigen Untersuchungen galten fiir eine beliebige = singunlire
Kette 4% Wir wollen jetzt annchmen, daf 4* geschlossen, also A% 1=
ist. Dann verschwindet auch die Normalunterteilung B*-* und ihre Ap-
proximation B*~* sowie die Verbindungsketten C%, * und damit V* For-
el (IV) vereinfacht sich damit zu

R TrHL = gk B, . -

n Worten: Zu jeder geschlossenen singuliren Kette g:bt es eine homologe
sumpliziale. '
Wir nehmen weiter an, daf der Rand A4*~1 von A* simplizial ist. Durch

g-fache Normalunterteilung erhilt man aus 4*—1 die Kette B*—1 und dar-
aus die simpliziale Approximation B*~1. Wir behaupten, daB Bt~ 451
“ist, weil man allgemein durch die simpliziale Approximation der g-fachen
- Normalunterieilung B* einer beliebigen simplicialen Kette A° die Kette A®

wriickerhdlr.
Die Behauptung ist richtig fir « = 0. Alsdann fillt nimlich die null-

dimensionale Kette 4° mit ihrer g-fachen Normalunterteilung zusammen,
~und bei der simplizialen Approximation bleibt jedes der 0-Simplexe von
_A4° fest. — Die Behauptung sei bewiesen fiir (¢ — 1)-dimensionale Ketten
A=Y, insbesondere also fiir den Rand cines 1-Simplexes F* von 4% Be-

eichnet Ey die g-fache Normalunterteilung von EY, so erhilt man bei

“simplizialer Approximation von Ej eine Kette U?, wihrend R E} nach

oraussetzung des Induktionsschlusses in R2 E* tibergeht. Weil der Rand

“der Approximation gleich der Approximation des Randes ist, gilt also

P2 T = RIEF, (1)

Ist nun ¢ ein Teilsimplex von EZ, so gehen bei der Approximation

‘die Ecken von ¢ in gewisse Hcken von F¥ tiber, also ¢ selbst entweder
‘in ¢ Bf (s = -1 1) oder in eine Seite von Ef. Tm letzten Falle ist die Ap-

roximation von ¢ ausgeartet und liefert keinen Beitrag zur Approxima-

“tion von K% Die Approximation U? kann daher nur ein Vielfaches von

£ sein, und wegen (1) ist dann sogar U* = Fi.
Ist dann _
A =p By EE 4.

eine beliebige simpliziale _@'I-Kette von &=,

Bi= yBj+ 'y Bt

."._'ih're g-fache Normalunterteilung, so ist deren simpliziale Approximation

Bi:in_g_'g,-’Uz‘_;_...
=yE A B
= A5

Damit ist die Behauptung fiir + Dimensionen bewiesen und damit allgemein.
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Wir kénnen also in den Formeln (T) bis (IV) 4*~1 == BF~! setzen. Dann

geht (IIT) ber in § 31. Deformation und simpliziale Approximation von Abbildungen.
o

Auch der Satz, dem wir uns jetzt zuwenden, ist ein Approximations-
satz; doch handelt es sich dabei nieht um die Approximation singuldrer
Ketten, sondern stetiger Abbildungen eines Komplexes & in einen Kom-
plex K™ Um den Satz formulieren zu kdnnen, miissen wir zwei Begriffe

R Tr= 0,

d. h. P* ist geschlossen. Uberdies liegt 7* nach Konstruktion®) auf dem
Teilkomplexe A*-1, der vom den simtlichen (& — 1)-Simplexen von
A%-1 gehildet wird. Durch simpliziale Approximation ven F* inner-:
halb des Komplexes *~! erhilt man nach 8. 111 eine homologe sim-
pliziale k-Kette auf %1 Das ist aber die k-Kette 0, da A*-' keine.
k-Simplexe enthilt. Somit ist 7%~ 0. Zusammen mit Formel (IV),
fiir die man auch 4% — B¥ — ¥* ~ 0 schreiben kann, ergibt das gerade .
AF ~ B,

~der Deformation einer Abbildung und den der simplizialen Abbildung.
Der Komplex &, den wir der Einfachheit halber als endlich voraus-
-setzen, sei auf zweifache Weise in K™ abgebildet vermige zweier stetiger
~Abbildungen g, und g,. Wir sagen, daB g, in g, homotop deformierbar
-ist, wenn es eine ,stetige Schar von Abbildungen zwischen g, und g%
‘gibt. Darunter verstehen wir folgendes: Es gibt eine Schar von Abbil-
‘dungen, so dah jedem Wert eines im Intervalle 0 = ¢ <1 variierenden
“Parameters ¢ eine Abbildung ¢, entspricht, insbhesondere den Werten =0
und #=1 die vorgegebenen Abbildungen g, und ¢,, und es héngt der
-Bildpunkt ¢,(FP) stetig von dem Parameterwerte / und dem Original-
punkte P auf & ab.

Eine gleichwertige Definition der homotopen Deformation ist die fol-
gende: Sei §” x t das topologische Produkt aus ®” und der Einheitsstrecke
0=t = 1. Hs sei moglich, 8" X t verméige einer stetigen Abbildung f in
K™ so abzubilden, dab f(P x 0) = g,(P) und f(P x 1) = ¢, (P) ist. Damn
und nar dann, wenn es eine solche Abbildung 7 gibt, ist g, in g; homo-
“top deformierbar.— Durch die Abbildung von £ x t ist nimlich eine Schar
vou Abbildungen von &” in K™ definiert. Man braucht nur

0:(F)= (P 1) M

-zn setzen; umgekehrt ist durch eine stetige Schar g, von Abbildungen
von 8" vermdge der Gleichung (1) eine stetige Abbildung f‘ von §" X t
«definiert.

- Die zweite Definition hat den Vorzug, daB die ganze Schar von Ab-
bildungen g, durch eine einzige Abbildung f des topologischen Produktes
"gegeben wird, 8" xt heifit der Deformationskomplez von & und ¢ der
arammeter der Deformation.

. Bs ist zweckmibBig, den Deformationskomplex folgendermaBen in den
“Zahlenraum hineinzulegen: man legt den endlichen simplizialen Kom-
plex & mit seiner simplizialen Zerlegung geradlinig in den- linearen
aum { = 0 des Zahlenraumes H"+* mit den Koordinaten 2, 2, ..., ,, ?,
was nach § 11 fiir » = 2» -+ 1 immer mdglich ist, und unterwirft &
einer Translation, die den linearen Raum ¢ =0 in den linearen Ranm
=1 tiberfiihrt. Dabei {iberstreicht 8" gerads den Deformationskomplex
L N

Ist go in g, deformierbar, so offenbar auch g, in gy, und ist g, in eine
weltere Abbildung g, deformierbar, so auch g, in g;. Hierauf beruht es,
v Beifert-Threlfall, Topologie 8

Der Beweis des Approximationssatzes ist damit beendet. Die topologische
Invarianz der simplizialen Homologiegruppen ist sichergestellt, und zugleich
sind alle Begriffe und Sétze, die ouwf Homologieeigenschaften beruhen, als’
topologische Figenschaften des Komplexes erwiesen™¥) Z. B. sind die Betti-'
schen Zahlen und Torsionskoefficlenten imvariont, da sie mit der Homo—_}
logiegruppe zugleich gegeben sind. Die Zusaminenhangszahlen sind in
variant, weil sie sich durch die Bettischen Zahlen und die Ansohlen der.
geraden Torsionskoeffizienten ausdriicken lassen, die Fulersche Charalte-
vistik st invariant und fiir alle Zerlegungen eines Komplexes die gleich X
denn sie ist die Wechselswmme der Bettischen Zahlen. DaB die aufgefiihr-
ten Tigenschaften der simplizialen Zerlegung eines Komplexes sich nicht.
indern, wenn man- durch gewisse Unter- und Oberteilungen, wie wir sie
in § 37 betrachten werden, zu nenen Zerlegungen iibergeht, ist leicht zu.
zeigen. Wir haben derartige Unterteilungen der simplizialen Zerlegung
gar nicht einfihren missen, denn wir haben gezeigt, dali je zwei Ze
legungen eines und desselben Komplexes, ob sie sich nun durch eine g
meinsame Unterteilung miteinander in Zusammenhang bringen lassen
oder nicht, in den aufgefithrten Eigenschaften {ibereinstimmen.

Aber das gewonnene Ergebnis geht weit iiber diese Invarianzbewei
hinaus. Die Briicke von einer simplizialen Zerlegung zur andern hitten
wir auch mit einfacheren Hilfsmitteln schlagen konnen!” Wir haben aber
und darauf ist besonderer Nachdruck zu legen — die Homologiegruppe
topologisch invariant defmiert und uns damit ein fir allemal von der sim-
plizialen Zerlegung, durch die der Komplex uns konstruktiv gegeben
ist, befreit. Wir brauchen hinfort niché anf Schritt und Tritt zu approxi:
mieren, ein Vorteil, der besonders bei den Abbildungssitzen von Manni
faltigkeiten die Mihe lohnt, die wir auf die invariante Definition ver-
wendet haben. ;

“y Dab in der Summe V%= %4 die Kette (% auf Yk~1 liegt, ist offenba
fiir T% folgt es aus der Uberlegung von 8. 111.

**) By sei daran erinmert, dab die k-te singulire Homologiegrupps ebenso wie,
dis k-te simpliziale (3. 65) anch fiir &> n (Dimension der simplizialen Zerlegung)
definiert und die Ubereinstimmung’ béider bewiesen ist. ;

einfiihren, die in der Topologie eine wichtige Rolle spielen, nimlich den ™

P e e
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daff man die stetigen Abbildungen von " in K” in Klasser homotop
ineirander deformierbarer, sog. Abbildungsklassen zusammenfassen kann.

Wir haben von den Abbildungen ¢,{0 = ¢ = 1) nur Eindeutigkeit and
Stetigkeit verlangt. Sind die Abbildungen alle sogar topologiseh, so redet
men von einer isotopen Deformation der Abbildung g, in g, Bs wird
dabei nicht verlangt, daf die Abbildung f des Deformationskom-
plexesin K™ topologisch ist. Beispielsweise ist eine kongruente Verschie-
bung einer Kreisscheibe & in der Zahlenebene K? eine isotope Deformation.

Es kann sein, daB K mit & zusammenfillt, daBl also ¢, eine Selbst-
abbildung von 8" ist. Ist insbesomdere g, die identische Abbildung,
so heifit die stetige Schar der Selbstabbildungen g, eine homotope {(bezw.
isotope) Deformation des Komplewes & in sich. Wir haben es im folgen-
den nur mit homotopen Deformationen zu tun uwnd unterdriicken daher
fiir gewdhnlich das Beiwort homotop. X

Unter einer simplizialen Abbildung eines simplizialen Komplexes R*
in einen simplizialen Komplex K™ versteht man eine stetige Abbildung
von & in K™ bei der jedes Simplex @& der simplizialen Zerlegung von
& @=0,1,...,n) linear auf ein Simplex ¥’ (j = 7) von K™ ab-
gebildet wird (8. 41). Weifl man von jeder Ecke von &7, welches ibre
Bildecke in K™ ist, so ist durch diese kombinatorischen Angaben die ganze
“simpliziale Abbildung schon festgelegt. Die Zuordnung der Ecken hat

nur der einen Bedingung zu geniigen, daf die Ecken eines Simplexes von .

§i* wieder in die Ecken eines Simplexes von K™ iibergehen Ein triviales
Beispiel einer simplizialen. Abbildung erhilt man, wenn man alle Ecken
von & in eine einzige Heke von K™ abbildet.

Der Satz, den wir nunmehr beweisen wollen, sagt im wesentlichen aus,

daffi jede stetige Abbildung von §” in K™ in eine simpliziale Abbildung

deformierbar ist, vorausgesetzt, daf die simpliziale Zerlegung von & hin
reichend fein ist. '

Sei g, eine stetige Abbildung vor & in K™ Durch geniigend feine °
Unterteilung von & 186t sich erreichen, daB das Bild eines jeden Simplex- -
sternes von ®” ganz im Innern eines Simplexsternes von K™ legt. Nun -
wird jeder Ecke P, von 8" eine Ecke TT, von K™ so zugeordnet, dafl der
Stern mit dem Mittelpunkt 7T, das Bild des Sternes mit dem Mittelpunkt
., Py die Feken .
eines i-Simplexes & von &%, so enthalten die Sterne von K™ mit den
., TT; alle das Bild g, (€%) im Innern; nicht alle TT brauchen °
o s
ebenfalls die Ecker eines Simplexes von K™ sind. Ist nimlich g,(P) das
Bild irgendeines Punktes P von & und ¥ ein Simplex von K™, auf dem :
der Punkt g,(P) liegt, so enthalten die Sterne mit den Mittelpunkten |
. Ty alle gy(P) im Tnnern. Daher sind TT,, Ty, .. ., TT; Ecken

P, ganz im Innern enthslt. Sind dann etwa P, Py, ..

Beken 17, T, ..
hierbei voneinander verschieden zu sein. Daraus folgt, dafl TTy, TT,, ..

n()) wl) .- A
von ¥ und damit die Heken eines Simplexes £f von K™ Durch die Zu-
ordnung der Ecken P, von & zu den Kcken IT, von K™, ist damit eine

_simpliziale Abbildung ¢, von & in K™ bestimmt.
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Der Bildpunkt ¢,(P) des soeben betrachteten Punktes P von Gt gehdrt
zw 27 und damit ebenso wie go( P) zu X, liht sich also mit go( L) durch

| eine geradlinige Strecke verbinden. Damit ist auch die Deformierbarkeit

vom gy in g; gezeigh: man lift den Punkt g,(P) auf der Verbindungs-
strecke mach g,(P) wandern, unter Umstinden ,am Ort“. Genawer: man
definiert eine stetige Abbildung f des Deformationskomplexes & x t in

die Strecke, die P anf 8% X t durchlinft, wenn ¢ von O bis 1 wichst, soll
linear abgebildet werden auf die (unter Umstinden aus einem Punkte be-
stehende) Verhindungsstrecke der Punkte go(P) und g, (P). Die Stetigkeit
der Abbildung f folgt ans dem Hilfssatze von S. 56.

Unser HErgebnis ist der

- Batz I (Deformationssatz): Jede stetige Abbildurg eines Kom-
plexes & in einen Komplex K™ 16t sich in eine simpliziale Abbildung
(homotop) deformieren, vorausgesetet, daf & gentigend feir simplizial zerlegt
ist. Der Bildpunkt eines Puniites P von & verlipt wihrend der Deformation
keines der Simplexe von K™, denen er zu Anfang der Deformation an-
gehrte, er bewegt sich also nur ouf dem Simplex wiederster Dimension
von K™, auf dem er zu Anfang lag. '

Durch eine stetige Abbildung von & in K™ erfihrt nach Satz II §27
die %-te Homologiegruppe von {” eine homomorphe Abbildung in die
k-te Homologiegruppe von K™ Wir untersuchen jetzt, welchen Einfluf
eine Deformation der stetigen Abbildung anf die homomorphe Abbildung
der Homologiegruppen hat.

Satz IL: Es seien gy und g, 2wwes Abbildungen von §* in K™, A* mit dem
Ronde 4*¥=* eine singulire Kette auf 8%, At mit dem Rande A1 und
B* mit dem Rande B*1 die Bildhelten r '

auf K™, in die 4% wnd A*=1 durch g,
und gy dbergehen. Ist dann g, in 1
deformierbar, so gibt es auf Km singu-
idire Verbindungsketten T% und [*+1, die
lie. Verbindumgsformeln befriedigen:
Rark
RAre+t = Ak __ Bk __ Tk

% (bezw. T°+1) liegt auf der Punkt-
nenge, die die Dildmenge wvon A%-1
bezw. A*) bei der Deformation iiber- _
tretcht.  Ist insbesondere A*-1 =10 Fig. 52. :
also auch A*=1 und B*~1 = 0), s0 st [ = O und A¥ ~ B* (vgl. Fig. 52).

“Beweis: Wir legen den Deformationskomplex £ xt wié auf S. 113
n den Zahlenraum R7+1. Die Kette A* sei dureh die Summe

At = aXF 4 @Kk ...

oF %7

Y C

= Akl __ Bk—-l,

K™ durch die Festsetzungen: f(P x 0) = go(P), f(Px 1} =g, (P), wnd .~
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gegeben, Ist 2® ein Urbildsimplex von X* und 3%+* ein dariiber errich-
tetes Prisma mit der Dachseite 9* so bilde man 3*+1 folgendermaBen stetig 1

auf die Punktmenge von §"xt ab, die wihrend der Translation (8. 113)
die Punkte des singuliren Simplexes X* iiberstreichen : z* geht auf die
vorgeschriehene Weise in das singuliire Simplex X* von §” x 0 tiber, jede
achsenparallele Strecke von 3*+1 linear in die bei der Translation vom
Bildpunkt ihres Grundpunktes in 7t iiberstrichene Strecke. Zerlegt
man 3*+* simplizial und orientiert die Teilsimplexe wie in § 29, so gehen
durch die Abbildung von #*! in §"xt die orientierten Simplexe oder
Ketten
afy S wl g, g
in singulire Ketten
Xk; Y.Tc, Zk+1, XfW13 Iff—l’ Zf

auf & x t iiber. Entsprechendes Verfahren fiir die iibrigen singuliren Sin-
plexe von A* und Addition liefert die singuléiren Ketten

B =aYr4 V4.

(bl qZB+2 4 g 7000
AEr e g I XE L g FKR
Be-1 = a_ﬁ‘rj%—l + u.i?’rg»t—w o
O =a2 A0S T A

und es gelten die Verbindungsformeln von 8. 104,
Die singuliren Ketten C**! und C* liegen ganz auf den Punktmengen,

die von den Ketten A4* bezw. A*~? bei der Translation auf ®°xt iiber-
strichen werden. Das ist Klar fiir (*+%, Bei (% ist zu bedenken, dafl die
von 4*~* iiberstrichene Punktmenge im allgemeinen nicht die Vereinigungs-
menge der Punktmengen ist, die von den einzelnen singuliren Simplexen -
X1 "XE-1 .. tiberstrichen werden. Denn es kann sein, daf ein sol-
ches Simplex, das formal in der rechten Seite von 4%*-! vorkommt, gar :
nicht zu A*~* gehért, sei os, weil es ausgeartet ist oder sich gegen andere

Simplexe forthebt. Ist nun etwa

Xt = o XE-, @)

s0 braucht man nur zu beweisen, daf dann auch

HYk—1 — 1 (D Fk—1
“ - v
und
OTE iy 7k
, 7k =+ D7}

ist. Dies folgt aber unmittelbar aus der Konstruktion und der Gleichheits
definition singulirer Simplexe.
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Bei der Abbildung von #° xt in K™ gehen nun die singuliren Ketten
A 43 BY BE-L (R (B4 iy die Ketten A¥ AP=1 BE BE-1 [k [+1

‘des Satzes iiber. Die Verbindungsformeln bleiben dabei nach . 98, Satz I

erhalten : .
R A¥ = pR-1 (1)
R BF = Br-1 Iy
R TF == AF-1 - Be-1 (IIT)
RoMe+t = Ak . BF — % Ivy

Mit den Formeln (IIT) und (IV) sind die Verbindungsformeln des Satzes

bewiesen. Die Kette ™ (bezw. [ +1) liegt iiberdies auf dem Bilde der Punkt-
menge, die 4*~* (bezw. A*) bei der Translation auf £ x t {iberstreicht. Der
Satz IT ist damit bewiesen. )

Da nach Satz II ‘die Bilder einer geschlossenen singuliren Kette A*
bei den ineinander deformierbaren Abbildungen g, und g, einander homo-
log auf K™ sind, so folgt

Satz IL: Die homomorphe Abbildung der k-ten Homologiegruppe von
R in die k-te Homologiegruppe von K™, die durch eine stetige _Abbildung

von & in K™ nach Sate II won § 27 gegeben ist, bleibt bei homotoper
Deformation der Abbildung ungedindert; sie ist somit eine Invariante der
Abbildungsklasse.

Dies gilt insbesondere, wenn es sich um eine Deformation eines Kom-

.plexes £ in sich handelt. Dann fillt & mit K™ zusammen, und die
Abbildung g, ist die identische. Da die durch g, hewirkte Selbstabbildung
der -Homologiegruppen von 8 die Identitit ist, so folgt

Satz IV: Die homomorphe Selbstabbildung der Homologiegruppen eines

Komplexes &, die durch eine Deformation von & in sich bewirkt wird,
st die Identitdit. ‘

In dem Satz Il haben wir eine notwendige, wenn auch keineswegs

hinreichende Bedingung dafiir gefunden, daf zwei Abbildungen von §* in
K™ zur selben Abbildungsklasse gehoren. Seiz. B. §*=K™ die n-Sphiire &n
also etwa der Rand eines (n -+ 1)-Simplexes ! = (P, P, ... P, P,
und die Selbstabbildung ¢, von &* werde bewirkt durch die lineare Ab-
bildung von €"*L, hei der die Ecken P,, B, . .
wihrend sich Fy und P; vertauschen. Wir fragen: Gehort ¢, zur Ab-
bildungsklasse der Identitit, d. h. kanm man ¢, homotop in die identische
“Abbildung deformieren? Die Kette R En+1%) anf & bildet eine Homo-
logiebasis fir die n-te Homologiegruppe von €% die die freie zyklische
Gruppe ist. i
B = (B Py« - B yy)in — Eril s - (PLPP, - - P, ), also R En+s

+1)

o Pz einzeln fest bleiben,

Nun geht bei der Abbildung das orientierte Simplex

- % Wie immer bezeichnet Bn+ das mit einer bestimmten Orientierang versehene

Simplex En+1
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Pr=1 und dréingt'U® in P° -2 hinein. Aunf diese Weise gelangt man schlieii-
lich zu einer Kette 7*~ ['% die in P* liegh Ist nun % gerade, also P*
nichtorientierbar, o sind alle geschlossenen k-Ketten von ¥* homolog O
auf P¥, & h. fir gerades 1 besteht die %-te Homologiegruppe von " aus
dem Nullelement allein. Ist & ungerade, so gibt es auf P eine geschlossene
k-Kette P* die dureh kohirente Orientierung von P* entsteht, so daB
~ jede andere geschlossene k-Kette ¥ auf ¥ homolog einem VielfacHen
von P ist. Fiir ungerades % ist also die k-te Homologiegrappe von P»
zyklisch und P* bildet eine Homologiebasis. Glenauer hat sie die Ord-
rung 2. Denn *+1 ist eine nichtorientierbare Psendomannigfaitigkeit
und hat somit genan einen Torsionskoeffizienten der Dimension L vom
Werte 2 (§ 24). Daher ist 2 P% ~ 0 in Pt+% P* selbst ist sicher nicht
schon nullhomolog in Pr+L aber auch nicht in P7. Wire namlich P*
"Rand einer Kette U%*+! von %, so konnte man U+ durch das gleiche
Verdringungsverfahren, das eben auf U* angewendet wurde, in den Teil-
raum PE+! dréingen, wobei P* punktweise fest bleibt. P* wiire also anch
Rand einer Kette V**1 von PBE+L was nicht der Fall ist. Das Hrgeb-
nis ist:

Die Homologiegruppen ungerader Dimension des projektiven Lowmes B
hoben die Ordnung 2, diejenigen gerader Dimension bestehen aus dem
" Nullelement allein; ausgenommen ist nur die O-te Homologiegruppe fiir
jeden Wert von n und die n-te fiir ungerades n, diese sind freie syklische
Grruppen.

Als Homologiebasen in den ungeraden Dimensionen kanm man die ko-
héirent orientierten projektiven Teilriume P P% P® .. benutzen®

in — Ra Fr+t dber. Der durch g bewirkte Homomorphismus der
n-ten. Homologiegruppe ist also nicht der identische. Somit kann g, nach
Satz IV nicht zur Abbildungklasse der Identitit gehiren.

Aufgabe: Fir welche Dimensionen gehirt die Diametra.lpunktvertauschuﬁg der
Hinheits-n-Sphire des (n -4 1)-dimensionalen Zahlenraumes zur Abbildungeklasse der |
Identitas? [Man setze die Diametralpunktvertauschung aus Spiegelungen zusammen] |

Als eine weitere Anwendung des Satzes II bestimmen wir die Homo
logiegruppen des projektiven Raumes P=

Wir stellen zuniichst fest, fiir welche Dimensionen P orientierbar ist
und erinnern uns zu dem Zweck daran, dal P durch Diametralpunkt
identifizierung aus der n-Sphire & entsteht. Wir orientieren eine zen
trisch symmetrische simpliziale Zerlegung der »-Sphire, z. B. die okta
edrale (§ 14), kohsrent. Da die Diametralpunktvertauschung das Produkt -
von % + 1 Spiegelungen ist, bei denen sich jedesmal die Orientierung von |
@ umkehrt, so bleibt die Orientierung von &” bei Diametralpunktver
tauschung erhalten, oder sie kehrt sich um, je nachdem » ungerade oder
gerade ist. Fiir ungerades » bilden sich zwei orientierte n-Simplexe von
&* in dasselbe orientierte #-8implex von P* ab, und man erhilt durch
diese Orientierungen eine kohirente Orientierung von §5*; fiir gerades # da
gegen kann B* unmdglich orientierbar sein,denn eine kobirente Orientierung -
wiirde gich in eine kobérente Orientierung von & ,durchdriicken®, wih-:
rend doch beim Ubergang von &» zu PB* je zwei orientierte u-Simplexe -
von &~ sich in entgegengesetzte »n-Simplexe von P abbilden. (Man mache -
gich die Verhiltnisse fiir die Dimensionen » == 2 und » = 3 klar.) Daher
ist P orientierbar fir ungerades und wichlorienticrbor fiir gerades n.

Wir fithren jetzt, wiein §14, im " projektive Koordinaten ay, s, ..., @y sy
ein und bezeichnen mit Pp* den projektiven Teilraum mit den Gleichungen *

Zraz =0y .., sy =0, (5431.) .

In der Folge der projektiven Riume P, Pt .., P, PO ist also jeder
im vorangehenden enthalten. '
Um eine Homologiebasis der Dimension & (0 <k <n) zu ermitteln,
gehen wir von einer geschlossenen singuliren %-Kette U#% aus. Sollte U* "
dureh den Punkt (0, 0, ...,0, 1) hindurchgehen, so dringen wir sie durch :
eine simpliziale Approximation in einer simplizialen Teilung des L=, die
diesen Punkf zum mittleren Punkt eines #-Simplexes hat, von diesem .
Punkt ah. Wir entfernen aus dem * sodann die inneren Punkte einer |
kleinen, U%* nicht treffenden Kugel um den Punkt (0,0,...,0, 1), wo-
durch " zu einer berandeten Pseudomammigfaltigkeit wird, und defor-
mieren diese in den projektiven Raum P"—1 durch eine Schar von Trans-
formationen §

r r s r
XL == Hy, Ba == Ly . -y By == Ly Bups = T&p oy,

bei der ¢ von 1 bis O lduft. U* geht dabei in eine homologe Kette ‘' U*
iiber (Satz IT). Ist & << » — 1, so wiederholt man das gleiche Verfahren in =




Finftes Kapitel
Figenschaften im Punkte.

In den Homologiegruppen haben wir zufolge des Invarianzheweises des vorigen
Eapitels die ersten topologischen Invarianten eines Komplexes gewonnen. Die Homo-
logiegruppen geben uns aber nur eine grobe Einteilung der Komplexe., Daf Kom-
plexe mit gleichen Homologiegruppen nicht homéomorph zu sein brauchen, zeigt
das Beispiel einer Bfrecke (1-Simplex) und einer Kreisscheibe (2-Simplex). Die
Homologiegruppen beider Kompiexe skimmen iiberein; es ist nimlich die nullte Homo-
logiegruppe die freie Gruppe von einer Erzeugenden, wikrend alle fibrigen aus
dem Nullelemente allein bestehen {S. 65 und 68). Trotzdem lassen sich die beiden
Eomplexe nicht topologisch aufeinander abbilden, wie im § 1 gezeigt wuside,

Die Homologiegruppen sind Invarianten ,im GroBen, die erst berechnet werden
kinnen, wenn der ganze Komplex bekannt ist, Der Unterschied swischen Strecke
und Kreisscheibe dagegen {rilt schon in jeder noch so kleinen Umgebung eines
Punktes dieser Komplexe hervor, Schon diese Umgebungen lassen sich micht topo-
logisch aufeinander abbilden. Wir stellen in diesem Kapitel Invarianten ,,im Kleinen*
auf, die wir such als Eigenschaften des Komplexes in einem Punkte bezeichmen
und die schon feststehen, wenn man nur eine belisbig kleine Umgebung des be-
treffenden Punktes kemnt. Die wichtigsten Invarianten im Kleinen sind die ,,Homo-
logiegruppen in einem Punkie®. Mit ihrer Hilfe wird die Iuvarianz der bisher nur
fiir simpliziale Zerlegungen erklarten Dimension, ferner die des Randes, der Pseudo-
mannigfaltigkeit, der Orientierbarkeit usw. bewiesen.!®

Die Betrachtungen gelten fiir unendliche Eomplexe ebemso wie fiir endliche.

§ 32. Homologiegruppen eines Komplexes in einem Punkte.

f* sei ein zusammenhingender simplizialer Komplex der Dimension
%> 0 und P ein Punkt auf &”. Zieht man von P aus einen geradlinigen
Strabl in einem {-Simplex der simplizialen Zerlegung von £7, dem der
Punkt P angehtrt, so verlifit dieser Strahl das Sireplex in einem Punkte .
Die Gesamtheit aller Strecken (P()), die man von P aus ziehen kann,
erfiillt gerade den Teilkomplex Q aller Simplexe von £7, denen P an-
gehort. Q heifit die simpliziale Umgebung von P in &, Q ist eine
Umgebung von P in & auf Grund von Bedingung (k) in § 10. Die
Menge der Endpunkte ¢ aller Strecken (P @) dagegen macht den so-
genanmten Umgebungskomplex A von P in & aus; U ist also keine
Umgebung von £, sondern besteht aug der Gesamtheit der Simplexe von Q,
die P nicht enthalten. Ist P inshesondere Ecke der simplizialen Zer-
legung, so ist Q der Simplexstern mit dem Mittelpunkte P und U sein
AulBlenrand. Ist P nicht Bcke, so kann man immer eine andere simpliziale
Zerlegung angeben, in der P Eeke ist; man braucht nur den Umgebungs-
komplex ¥ von P aus zu projizieren.

~von &, das mit & »-Simplexen &7, 2, .

ten By, B, ..
~Aufenrand der Rand &% von Er-1ist.— S
“Wir wollen die (n — 1)-te Homologie-
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Wir verstehen nun unter der k-fen Homologiegruppe von § im Punite P
die %-te Homologiegruppe des Umgebungskomplexes % von P. Die Home-
logiegruppen von & in P sind also mit Hilfe einer bestimmten simpli-
zialen Zerlegung von R” definjert. Wir werden aber zeigen, daf} sie in
Wirklichkeit von der simplizialen Zerlegung unabhingig, also topo-
logische Invarianten von §” sind.? '

1. Beispiel: P sei ein mittlerer Punkt eines n-Simplexes E* von
£ (n > 1). Der Umgebungskomplex % wird von dem Rand von G» ge-
bildet, ist also eine (n — 1)-Sphire. Die Homologiegrappen der Dimen-

~sion 1 bis » — 2 von &” in P bhestehen also aus dem Nullelement, die

der Dimension ' und # — 1 sind freie zyklische Gruppen, nach 68.
2.Beispiel: P sei mittlerer Punkt eines (n — 1)-Simplexes Er-1
--» € inzident ist (Fig. 53). Tst

n> 1 und sind By, By, ..., By die Ecken von En, &2, ..., € die der

‘gemeinsamen Seite €"~1 gegeniiber lie-

gen, so besteht der Umgebungskomplex
A= von P aus & Simplexsternen Str—1,
Sz, ..., &1 mit den Mittelpunk- &, \ =Bz
., By, deren gemeinsamer

gruppe in P berechnen. Zu dem Zweck Fig. 5.

-orientieren wir die (» — 1)-Simplexe von o
Bt~ kohiirent, und zwar so, daB die entstehende (n — 1)-Kette Stp—1t

zusammen mit dem fest orientierten Simplexe E?~1 eine geschlossene
Kette bildet.*) Das ist méglich, da S~ zusammen mit £*~1 den Rand
des Simplexes E? bildet. Es ist dann

RAGe—1 e= — R Er-1. (1)

Die b — 1 geschlossenen (n — 1)-Ketten

Stp—t — Sta=1 Sgm—i Sm—1 L Speoi Sl (2)
sind homolog unabhiingig anf A*—1. Denn aus

kel

o, (Sp—t—8m—1)~ 0

r=1

folgt

g r—1 Bl
a8t Na) Str-1~ 0.
vl r=1

Das Homologiezeichen kdnnen wir durch das Gleichheitszeichen ersetzen,

da in dem Komplex U"-1, auf dem diese Homologie gilt, keine n-Sim-
plexe vorkommen (8. 66). Daher ist @, = gy ==+ =a,_; =0, denn

*) Wir erinnern darsn, daB wir den Ubergang von nichtorienti.erten zu orien-
tierten. Gebilden durch den von deutschen =zu lateinischen Buchstzben bezsichnen.
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keine zwei der Ketten St, und S¢, haben fiir 4 == v ein gemeinsames (k—1) | = eine homomorphe Abbildung ¥ von ‘H* in H* bewirkt. Da nun die Selbst-
Simplex. | abbildung ¢ von ¥ in die Identitdt deformierbar ist, so ist die zuge-
Anderseits ist jede geschlossene (n — 1)-Kette U*~1 auf 9[n-1 gine | horige homorgorphe Selbstabbildung W& der Gruppe O* die Tdentitiit
lineare Kombination der Ketten Sf2—!. Denn wenn ein {(n — 1)-Bimplex (§ 31, Satz IV ) Aus .c'l?mselben Grunde ist die homomorphe Selbstab-
von SfE—! in U™~! mit der Vielfachheit b, vorkommt, so miissen wegen bildang &Y die IIdent1tat. Das bedeutet aber, dafl die homomorphen Ab-
der Geschlossenheit von U™-1 alle (n — 1)-Simplexe von Sfi—! mit der hildungen & und 1I’ﬁeinei_udeutig; sind und daB © die reziproke Abbildung
Vielfachheit b, darin auftreten; somit ist von ¥ ist. §° und ‘H* sind also isomorph.
# Sind A und A’ insbesondere die Umgebungskomplexe von P in zwei

Un-t e b, Sttt by St -+ - 4 B, S verschiedenen simplizialen Zerlegungen von £ so foigt aus Satz II:
‘ k . Satz L. Die Homologiegruppen in P sind unabhingig von der be-
Wegen (1) ist Re U~ nur dann = 0, Wenn# ‘E b, verschwindet. Dann wutzten simplizialen Zerlegung. | grg wor

kanr man aber U7~ auf die Form bringen Zugleich ergibt sich, dal man zur Bestimmung der Homologiegruppen

in P picht von einer simplizialen Zerlegung von ganz §n auszugehen
braucht, sondern daB es geniigt, einen Simplexstern Q zu keunen, der eine
Umgebung von P ist und dessen Mittelpunkt mit P zusammenfallt, Die
Homologiegruppen in £ sind dann die Homologiegrupper des Aufen-
randes Y von @ und daher schon durch eine beliebig kleine Umgebung
von P bestimmt. .

Wir tragen jetzt den Beweis des Satzes I nach. Zuniichst einige
Vorbemerkungen. Q besteht aus der Gesamtheit der geradlinigen Ver-
bindungsstrecken (P ¢) von I nach den Punkten ¢ von (. Trégt man auf

Jeder solchen Strecke (P ¢)) einen bestimmten Bruchteil, etwa % -tel, von P

E—1

pm-l= 3 (Stn—1t — Sgr—1).

y=1

Daher stellen die {(n — 1)-Ketten {2) eine Homologiebasis der Dimension -
n— 1 dar. Die (n — 1)-te Homologiegruppe von U~ ist also fiir n > 1
die freie abelsche Gruppe von k — 1 Frzeugenden.

Ist aber n = 1, also P die gemeinsame Hcke von 4 1-Simplexen, so
besteht U ans % Punkten und die (w — 1)-te Homologiegruppe von ¥*°
ist die freje abelsche Gruppe von k Erzeugenden.

Um die Unabhingigkeit der Homologiegruppen in P von der benutzten -
simplizialen Zerlegung von & zu beweisen, betrachten wir zwei Simplex-
sterne Q und Q" auf ®” mit demselben Mittelpunkt P. Wir verlangen von
diesen Simplexsternen nur, daf sie Umgebungen von P in §* sind, aber
nicht, daB es eine simpliziale Zerlegung von &" gibt, in der Q bezw. Q"
simpliziale Umgebung von P ist. DaB der Aufienrand % von @ dem
AuBenrande ¥’ von Q' homdomorph ist, kbnnen wir nicht beweisen, Die
Hom3omorphie von ¥ und A’ wiirde offenbar bedeuten, dab es eine stetige -
Abbildung ¢ von U in ¥ und eine stetige Abbildung ¢ von A’ in U so
gibt, daB die Selbstabbildung %@ (erst @, dann ¥ austiben!) von ¥ und
ebenso die Selbstabbildung ¢ von U’ die Identitit ist. Dagegen werden
wir beweisen.:

Satz 1: Es gibt cine stetige Abbildung @ von W in W' und eine stetige .
Abbildung v von W in A derart, dafi die Selbstabbildungen ¥ @ von A
wnd v vom W beide in die Identitdt deformierbar sind. Bewel
8.123.

Hieraus folgt .

Satz I1: ¥ und WA haben dieselben Homologiegruppen.

Beweis: Die k-te Homologiegruppe $* von U erfihrt nach 8. 98 be
der Abbildung ¢ von ¥ in 9’ eine homomorphe Abbildung @ in die &-te
Homologiegruppe ‘§* von U, und ebenso wird durch die Abbildung %

aus ab, so erhilt man in der Gesamtheit der Strecken (P R) = —]19— (P ¢) einen

neuen Simplexstern Q; mit dem AnBenrand ;. Q, entsteht also aus Q
durch ,ahnliche Verkleinerung” und ist daher homGomorph zu Q. Jede
~ beliebige Umgebung U(P|%*) von P enthilt shnliche
Verkleinerungen von Q Denn der Durchschnitt von I11(P|R7)
- mit Q ist nach 8. 22 eine Umgebung (P Q), und in ibr liegt eine #hn-
liche Verkleinerung von Q. An-
derseitsist jede 4hnliche
Verkleinerung @, von Q eine
Umgebung von P in Q und daher
nach Satz VII von § 7 auch eine
~ Umgebung von P in & Die
- Gesamtheit der Strecken (R @) bil-
det eine , Zone, die wir mit (%, ¥;)
bezeichnen (Fig. 54). Diese Zone
auf U (hezw. A, ) ,projizieren?, soll
heiflen, jede Strecke (R¢) in den
Endpunkt @ (bezw. B) abbilden.
Ebenso kann man natiirlich fiir Q' shuliche Verkleinerung, Zone wnd Pro-
jektion dei Zone definieren, wobei zu beachten ist, daB eine geradlinige
Strecke in Q" im allgemeinen keine geradlinige Strecke in Q ist.
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Wir betrachten nun eine Reihe von sechs ineinander geschachtelten
Simplexsternen

R, Q, @, Q, Q, Q. (3)

@, Qp, Q; sind dhnliche Verkleinerungen von @ und Qy, Qg, Qi ihnliche
Verkleinerungen von €2, und jeder Stern der Reihe (3) liegt ganz im
Innern des vorangehenden. Man kann diese Sterne der Reihe nach kon-
struieren, indem man Q,; = Q setzt und als Q; eine dhnliche Verkleinerung
von ' nimmt, die ganz im Ivnern von ©; liegt. Dann konstruiert man Q,
auf dieselbe Weise und so fort. Die AuBenréinder der Sterne (3) mogen
keiflen

Ay, Ui, Us,
Sie geben Anlafi zu den vier Zonen

(WU, W), (Ui, As)y (Usy Uy), (Ao, W),

in denen der Reihe nach die vier AuBenrinder i, A, As, As legen.
Z.B. gehtrt U deshalb zur Zome (2, Uy), weil Ui zur Punktnenge
Q,— Qg gehort, denm H{ gehdrt
nach Voraussetzung zu Q, und
anderseits liegt Q, im Innern
von @1, kann also keinen Punkt
mit U{ gemeinsam haben.
2 Da 9, %A;, Y hombomorph
P zu ¥ und g, A, Uz homdo-
- morph za A’ sind, so geniigt es,
C ./ n, %y die Abbildungen ¢ und ¥ des
U Satzes als Abbildungen von U,
in ¥z, bezw. von Az in Uy an-
zugeben. ¢ und ¥ werden so er-
kldrt: Man projiziert die Zomne (U{, Az) auf U;. Dabei erfihrt zugleich
Ay, das ja dieser Zone angehirt, eine stetige Abbildung ¢ in %;. Proji-
ziert mau dagegen die Zone (U,, WUy) auf Wy, so erfdhrt dabei A eine
stetige Abbildung v in %, (Fig. 55).

Bezeichnet g, die identische Selbstabbildung von Uy, ¢ die Selbstab-
dafl g, in g, deformierbar ist, gleich-
bedentend mit der folgenden: Man Laam das topologische Produkt ¥, x t
vor ¥, mit der Einheitsstreeke (0 = ¢ £ 1) vermdge einer stetigen Ab-
bildung f so in g abbilden, daB fir jeden Punkt L von A, f(L x 0)
=gy (L) =L und f(L x 1) == g, (L) ist. — Zur Konstruktion von f zer-
legen wir ¥y x t in zwei Teile Ay x T und Ay x 3, wobei r die Halb-
strecke 0 £ £ % und 3 die Halbetrecke § =4 = 1 bezeichnet. Diese
beiden Teile bilden wir folgendermaBen ab: Fiir jeden Punkt 1. von A, wird
die Halbetrecke L x r linear auf die geradlinige Verbindungsstrecke von

ra
7 U, Tig. 55.

- L= go(L) mit @(L) abgebildet, also auf den Projektionsstrahl, den L

bei der Projektion der Zone (Ui, Us) auf ¥: beschreibt. Dagegen soll die

U, U, As. (4).

533 Invarianz der Ihmension 125

Halbstrecke L x & linear auf die geradlinige Verbindungsstrecke von
+ (L) mit (L) =g, (L) abgebildet werden, also auf den Projektions-
-strahl, den @ (L) bei der Projektion der Zone (W,, UAy) auf A, beschreibt,
Mit der Abbildung der beiden Teile ist auch eine Abbildung 7 von ganz
U, x t gegeben, die stotlg ist nach dem Hilfssatze von 8. 56. Nun gehirt
das Bild von ¥, X r zur Zone (U], As), das Bild von Ay x § zu (%, Us),
© dag Bild f (¥, x t) also sicher zu (U, %z). Wenn man also die Zonen ™
{2, As) und (A, ;) beide gleichzeitig auf A, projiziert, so wird dadurch
die Punktmenge f (% X t) ehenfalls auf o,
AL X 0)= go(L) = (
liegen, so bleihen sie bei dieser Projektion ungeindert. Die Abbildung f,
- gefolgt von dieser Projektion, ist also eine (nach Satz IV von § 6) stetige
Abbildung f(¥, x t}, wie wir sie suchen. Damit ist die Deformierbarkeit
von ¢ in die ldentitdt bewiesen, und entsprechend folgt die Deformier-
© barkeit von g in die Identitit.

gedriingt. Da nun die Punkte

L uwnd f{Lx1)=ve(L)= g (L) schon auf %

Hin anderer Ausdruck fiir die Invarianz der Homologiegruppen in einem
Punkt ist der folgende

Batz IV: Sind swei Komplexe & wnd & in der Umgebung der Punkte

P oon & und P von & hombomorph, d. h. gibt es Umgebungen o und o’
“von P und P, die sich topologisch so aufeinander abbilden lassen, dof
- P und P’ einander entsprechen, so stimmen die Homologiegruppen von |
- in P mit denen von & in P’ diberein.

Beweig: Man wihle auf o einen Simplexstern @ mit dem Mittel-

putkte P, so daf @ Umgebung von P ist Bei der topologischen Ab-

bildung von o auf @ geht Q in einen Simplexstern ' mit dem Mittel-

- punkt P’ diber. Da bel topologischen Abbildungen Umgebungen in
: UUmgebungen tibergehen, so ist
~ gruppen in P bezw. in P’ sind die Homologiegruppen der homdomorphen
~ AuBenrinder von Q und ', sie sind also isomorph.

Q" Umgebung von £’. Die Homologie-

Aufgaben: 1. Welches sind die Homologiegruppen in einem Punkte des #-di-
mengionaler Zahlenraumes ? .
2. Es ist unmdglich, ein (ebiet eines Zahlenraumes t0pologlsch auf ein Gebiet

eines hiherdimensionzlen Zahlenraumes abzubilden. Unter einem.Gebiet Ward eine L
~ beliebige offene Teilmenge verstanden.

3. Ist E®{k<Im) ein topoiogmches k-Bimplex im H?, so gibt es in Jeder U
gebung eines beliebigen Punkies P von &% Punkte, die nicht zu E* cvehoren

i

§ 33. Invarianz der Dimension.

Eine Anzahl der bisher eingefihrten Begriffe, z. B. Dimension, Pseﬁdb—"“- .

mannigfaltigkeit, Orientierbarkeit, sind nur mit Hilfe einer bestimmten
simplizialen Zerlegung eines Komplexes definiert. Es sind also zuniichst

* nicht Eigenschaften des Komplexes, sondern der simplizialen Zerlegung.
. Es wire denkbar, daB von zwei simplizialen Zerlegungen ein und des-

selben Komplexes die eine drei-, die andere vierdimensional, die eine orien-
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tierbar, die andere nichtorientierbar, die eine berandet, die andere mbe-
randet ist. Wir haben jetzt die Mittel an der Hand, zu zeigen, daB etwas
Derartiges nicht eintreten kann, sondern daf alle mdglichen simplizialen
Zerlegungen eines Komplexes zugleich n-dimensional oder orientier-
bar oder berandet sind. Mit der Unabhéingigkeit dieser Begriffe von der
simplizialen Zerlegung ist dann auch ihre topologische Invarianz sicher-
gestellt, d. h. ihre Invarianz gegeniiber topologischen Abbildungen. Wenn
7. B. die Komplexe & wnd & homomorph sind, und &, ist #%- dimensio-
nal, so auch &,. Denn eine »-dimensionale simpliziale Zerlegung von &
geht bei der topologischen Abbildung in eine ebenfalls # - dimensionale
Zerlegung von &, tiber.

. Wir beweisen der Rleihe nach die Invarianz der Begriffe: Dimension,
reiner Komplex, Rand, geschlossene Pseudomannigfaltigkeit,Orientierbarkeit,

berandete Psendomannigfaltigkeit. Die Beweise werden durchweg so gefiihrt, -

dab eine von jeder simplizialen Zerlegung unabhingige Oharakterlslerung
des betreffenden Begriffes angegehen wird. Dabei spielen die Homologie-
gruppen in einem Punkt dle wir als topolegisch invariant erkannt haben,
eine entscheidende Rolle.

Wir beginmen mif der Invarianz der Dimension. — Die 0- dimensionalen
Komplexe haben wir schon frither ohne Bezugnahme auf eine simpliziale Zer- -
legung invariant charakterisiert als solche, die aus lauter isolierten Punkten
bestehen. — In einem % - dimensionalen simplizialen Komplexe & (n>0) -
gibt es wenigstens ein »-Simplex &7, aber keines hoherer Dimension. Tm

Mittelpunkt von € ist die (» - 1)-te Homologiegruppe nach dem 1. Bei-
spiel von § 32 vom Nullelement verschieden (nfmlich die frefe abelsche
Gruppe von einer, bezw. fiir » = 1 von zwei Frzeugenden), wihrend die
Homologiegrnppen von hiherer als (- 1}-ter Dimension in jedem Punkt

von 8" aus dem Nullelemeni allein bestehen, da der Umgebungskomplex -

hichstens (» — 1)-dimensionale Simplexe enthilt. Darans ergibt sich die

folgende invariante Charakterisierung der Dimension:

Satz[: Die Dimension n eines nicht ous lauter isolievien Punkien be-

stehenden Komplexes & ist die Kleinste Zahl von der Figenschaft, daf die
. in jedem Punkte von &

Homologiegruppen der Dimensionen n, n + 1,
wits dem Nullelemente allein bestehen.

Inshesondere kinnen zwei homogene Komplexe verschiedener Di-
mension nicht hom&omorph sein. Dies folgt tibrigens unmittelbar aus
dem Satz TV von § 32; aus ihm ergibt sich

Satz H: In einem homogenen Komplexe R stimmen die Homologie-
gruppen in jedem Punkte mit denen der (n -~ 1)-Sphiire iiberein. Denn
jeder Punkt P von ®" besitzt als Umgebung einen Simplexstern, dessen
AuBenrand der (m — 1)-Sphire homdomorph ist.

Von der Versuchung, den Satz von der topologischen Invarianz der Dimension
fir eine trivisle Tatsache der Anschauung su halten, kommt man zurfick, wemn
man bemerkt, daf die Invarianz nur gegeniber topologischen Abbildungen stabt hat,
nicht aber gegevfiber Abbildungen, die nur cimeindeutig, aber micht stetig, noch
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- gegeniiber solchen, die nur stetig, aber nicht eineindentiz sind. Eine Strecke z B.
|- liBt sich eineindeuntig aof die Fliche eines Dreiecks abbilden, weil beide Punki-
rmengen die gleiche Michtigkeit haben; sie 1aBt sich ebenso stetig auf das Drei-
eck abbilden, wie die Peano-Kurve zeigf, die durch jeden Punkt des Dreiecks
hindurehgeht, aber mehrfache Punkte haf?

§ 34. Invarianz der Reinheit eines Komplexes.

Sei & ein beliebiger, nicht notwendig reiner Komplex mit einer be-
stimmten ﬂmphzmlen Zerlegung &7 sei die Menge aller 7- Simplexe von §7,
die nicht Seiten von (¢4 1)-Simplexen sind; €° kann auch leer sein. &
138t sich unabhiingig von einer simplizialen Zerlegung folgendermaBen
.charakterisieren: G0 besteht aus allen isolierten Punkten von R‘”“ fir i >0
ist @ die abgeschlossene Hiille '€¢ derjenigen Punkte P von Et” die die
folgenden belden Eigenschaften haben:

1. Die (¢ —1)-te Homologiegruppe in P ist fiir ¢ = 1 die freie abelsche
Gruppe von zwei Erzeugenden und fiir 4 > 1 die freie zyklische Gruppe.

2. Es gibt eine Umgebung von P, deren Punkte ebenfalls die Rigen-
schiaft 1. haben

Es ist klar, dail @° in "G° enthalten ist. Denn alle mittleren Punlte
der ¢-Simplexe von @° haben die Eigenschaften 1. und 2. und gehdren
also zu ‘G Wegen der Abgeschlossenheit von ‘G gehdren auch die
Randpunkte der i-Simplexe von Gf:zu '@ - Hat umgekehrt ein
Punkt P die Eigenschaften 1. und 2., so sei &7 ein Simplex hichster Di-
mension, auf dem P liegt. Wegen 1. kann j nicht kleiner als ¢ sein.
Wiire nun j >4, so giibe es in jeder Umgebung von P mittlere Punkte
von &’ in denen die (s — 1}-te Homologiegruppe fiir ¢ =1 die freie
zyklische und fiir ¢ > 1 das Nullelement wire, im Widerspruch zur
Eigenschaft 2. Das Simplex & hochster Dimension, auf dem P liegt, ist
also ein i-Simplex und gehtrt daher zn 7. Wegen der Abgeschlossenbeit
von @F gehdrt dann die abgeschloszene Hiille aller Punkte P, d. h. ‘€% zu
(5}, somit ist '€ auch in U enthalten, also ‘€= @

* Sind daher &y und &5 zwel verschiedene simpliziale Zerlegungen des-
selben Komplexes &, und €7 bezw, €} die in &7 bezw. & gebildeten Teil
komplexe aller 7- Slmplexe d1e nicht Seﬂien von (¢ + 1)-Simplexen sind,
so sind §f und @ beide dieselbe Punktmenge ‘G

© Ein reiner n-dimensionoler Komplex ist ein solcher. fiir den die Tesl-
mengen "G° bis ‘B*~1 leer sind; er ist dadwrch invariant charalierisiert.

§ 35. Invarianz des Randes.
' Sel fir (n>1) ein reiner Komplex mit hestimmter simplizialer Zer-
legung wnd &7 (v=1,3,4,5,...) die Menge derjenigen (1 — 1)-Sim-
plexe, die mit genan » n- Smelexen inzident sind.

Wir wollen. 27" topologisch invariant charakterisieren. Tn einem miti-
leren Punkte eines (n— 1)-Simplexes von Lo ist (§ 32, 2. Beispiel) die
(n—1)-te Homologlegruppe die freie abelsche Gruppe von » — 1 Hr-

-
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zeugenden. Bezeichnet £ die abgeschlossene Hiille aller Punkte P, in

denen die (» —1)-te Homologiegruppe die freie abelsche Gruppe von (»—1)
Hrzeugenden ist, so gehort demmach -1 zu €. ¥*~' und & stimmen |
nun zwar im allgemeinen nicht tiberein, aber wir kinnen zeigen, dab |
271 topologisch invariant durch & bestimmt ist.*)— & ist ein Tedlkomplexr
der simplizialen Zerlegung von §& (oder leer). Tst nimlich in P die (n—1)-te |

Homologiegruppe die freie abelsche Gruppe von (v-—1} Erzeugenden, so Invarianz warde 8. 112 nachgewiesen.

auch in allen mittleren Punkten des Simplexes & kleinster Dimension, auf
dem P liegt. Denn alle diese Punkte haben denselben Umgebungskomplex,
und daker sind die Homologiegruppen in ihnen die gleichen. Zu &,
gehdren daher alle mittleren Punkte von & und wegen der Abgeschlossen-
heit von ¥, such die Randpunkte. Mit P gehért also das Simplex
kleinster Dimension, auf dem P liegt, zu & — £, isi héchstens (n—1)-
dimensional. Denn in den mittleren Punkten eines - Simplexes von & ist
_ die (n— 1)-te Homologiegruppe, die freie Abelsche Gruppe von einer und
nicht von » — 1 Erzeungenden, denn der Wert » = 2 wurde ausgeschlossen.
 Gibt es in ¥, ein (n - 1)-Simplex €*~1 so sind mit ihm genau »
- p-Simplexe von §* inzident. Denn nur dann ist die (» — 1)-te Homologie-
gruppe in einem mittleren Punkt von €~ die freie abelsche Grruppe von
v — 1 Erzeugenden (2. Beispiel von § 32). Daher gehdrt &"~1 zu Zr—1
£#-1 besteht somit aus der Gesamtheit der (» — 1)-Simplexe von £
Nach § 34 ist dieser Teilkomplex von &; aber topologisch invariant durch
&, bestimmt. Da &, topologisch invariant durch den gegebenen Komplex
bestimmtist, so ist damit anch 27~ topologisch invariant mit §” verkniiptt. —
Fiir # == 1 besteht €21 ans der Gesamtheit der Punkie von &, in denen
die 0-te Homologiegruppe die freie abelsehe Gruppe von » Erzeugenden ist.
Unter dem Rand eines reinen #-dimensionalen Komplexes haben wir
nun die Gesamtheit der {n — 1)-Simplexe verstanden, die mit einer un-
geraden Anzahl von n-Simplexen inzident sind. Der Rand eines reinen
Komplexes ist hiernach topologisch invariant als Vereinigungsmenge der
Teilkomplexe 27~1 @a~1 Qe-1 definiert. Damit ist insbesondere die
topologische Invarianz des Randes eines Simplexes, eines »-dimensionalen
Elementes und eines konvexen Bereiches sichergestellt.
Aufgabe: Man weise nach, daf Erejsring und Mobiusband nichthomfomorph sind.

§ 30. Invarianz der Pseudomannigfaltigkeit und der Orientierbarkeit.

Die Bigenschaft {P 1)) einer geschlossenen Pseudomannig-
faltigkeit, ein endlicher reiner Komplex zu sein, ist bereits als topo-
logisch invariant erkannt (8. 47 und § 35). Die Eigenschaft (P ;) kann
man folgendermaBen invariant fassen: Die invarianten Teilkomplexe &7t
derjenigen (1 — 1)-Simplexe, die mit genau v == 2 n-Simplexen inzident

#) Daf €, im allgemeinen gréfler ist als €73, zeigt folgendes Beispiel: &"
bestehe ams den Oberflichen zweier Tetraeder, die eine gemeinsame Heke haben;
2 wird dann von der gemeinsamen Kcke gebildef, £ ist leer
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sind, sind alle leer. Die Verbindbarkeitsbedingung (P M;) haben wir 8. 89
als gleichbedeutent damit erkannt, daf die n-te Zusammenhangszahl
g =1 ist, und diese ist 8. 112 als invariant nachgewiesen worden.

Die Orientierbarkeit einer geschlossenen Pseudomannigfaltighkeit
drickt sich darin aus, daB die n-te Bettische Zahl = 1 ist (S. 88); deren

Hat man eine orientierbare geschlossene Pseudomannigfaltigkeit § auf
zwel verschiedene Weisen simplizial zerlegt und kohiirent orientiert, so kann
man die beiden orientierten Zerlegungen als zwei singulire geschlossene

~ n-Ketten BY und B2 auffassen. Da die n-te Homologiegruppe die freie

zyklische Gruppe ist und da die Homologieklassen von B? und B? beide
die »-te Homologiegruppe erzeugen, so ist B ~ 4 B2 Gilt das Zeichen +,
s0 sagen wir, daf} die beiden simplizialen Zerlegungen gleich orientiert sind.

Man kann die Orientierung von ®" auch ohne Bezugnahme auf eine be-
sondere simpliziale Zerlegung definieren, indem man unter B eine ganz
beliebige singulire geschlossene - Kette versteht mit der Elgenschaft daB
jede geschlossene 5-Kette einem Vielfachen von B? homolog ist. Eine
solche 5- Kette heille eine orightierende n- Kefte auf & Ist B? eine andere
orientierende n-Kette, so bestimmen B? und B gleiche oder entgegen-
gesetzte Orientierungen auf &”, je nachdem B? ~ B? oder ~ — B? ist,

Wird eine orientierbare und durch eine Kette B orientierte Pseudo-
mannigfaltigkeit & topologisch auf eine andere durch die Kette B® orien-
tierte Psendomannigfaltigkeit K* (die anch mit " zusammenfallen kann)
abgebildet, so geht hierbei .B” in eine orientierende Kette ‘B” von K* tiber.
Daher ist ‘5% ~ 4 B® Man spricht von einer Abbildung mit Erhaltuny
oder Umkehrung der Orientierung, je nachdem das positive oder negative
Vorzeichen gilt. — Die 8. 117 betrachtete ,Spiegelung® der - Sphire z.B.
kehrt die Onentlerung um.

Die berandeten Pseudomannlgfalhgkelten lassen sich
mit Hilfe des Begriffes der Verdoppelung leicht auf die geschlossenen zu-
riickfiihren. Die Verdoppelung ist fiir einen berandeten reinen Komplex
8§ (n > 0) folgendermafen erklirt: Man nimmt ein zu £* homdo-
morphes Exemplar ‘* und identifiziert die Punkte des Randes von &7 mit -
den Punkten des Randes von '®”, die ithnen verm&ge einer topologischen
Beziehung entsprechen. Z. B. erhilt man die Verdoppelong einer Kreis-
scheibe, indem man eine zweite Kreisscheibe mit ihrem Rand an den Rand
der ersten heftet; so entsteht eine Kugelfliche.

Danach kann man die berandeten Pseudomannigfaltigheiten folgender-
maBen topologiseh invariant charakterisieren: Fine berandete Pseudo-
manvigioltigheit ist ein berandeter reiner Komplex, dessen Verdoppelung
emme geschlossene Pseudomannigfoltigheit ist. Die berandete Pseudomannig-
faltigkeit ist dann und nwur dann orientierbar, wenn die Verdoppelung es ist.
Der Beweis, der rein kombinatorisch vorgeht, kann dem Leser uberlassen
bleiben.

'Se:fert-’l‘hrelfall,Topo]ogie g




. fiir quivalent gelten in dem Sinne, in dem wir frither die Aquivalenz von

: einem Eckpunkte kann es einen oder mehrere oder auch keinen #qui-
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Die Punktmenge I, die durch Identifizieren #dquivalenter Punkte aus
9 hervorgeht und also ebenso wie I ein Umgebungsraum ist, heilt eine
geschlossene Fliche oder eine geschlossene zweidimensionale Mannigfaltig-
keit. Das Beiwort geschlossen soll besagen, dafl die Fliche erstens sich
4 aus endlich vielen Polygonen aufbauen ldfit, also sozusagen keine
{ unendlich fernén Punkte hat, und daB sie zweitens keine freien Kan-
| ten besitzt, also unberandet ist.

‘Sechstes Kapitel

Welche von den Polygonecken sich zu einer Klasse #quivalenter
zusammenschlisBen und einen einzigen Flaichenpunkt ausmachen, ist
durch die Zuordnung der Polygonseiten schon bestimmi Es migen of
verschiedene Klassen #quivalenter Polygonecken im Polygonsysteme vor-
handen sein, die Polygonecken migen sich also in ¢® verschiedene Punkte
auf der Fliche abbilden. — Wir nennen diese «® Punkte Polyederecken;
sie sind von den Polygonecken, aus denen sie durch Identifizieren ent-
standen sind, wohl zu unterscheiden, Die Bilder von Polygonseiten mogen
ebenso (Polyeder-)Kanten, die Bilder von Polygonen (Polyeder-)Fidchen-
stiicke heiflen. Thre Anzahl sei o bezw. «®. Die Polyederkanten und die
Flichenstiicke sind stetige, aber im allgemeinen nicht topologische Bilder
der Polygonseiten und Polygone. Es kann nfmlich sein, daf die beiden
- Randpunkte einer Polygonseite durch die Seitenzuordnung dquivalent wer-
den, sich also in dieselbe Polyederecke abbilden. Die Polyederkante weist
dann eine Selbstberithrung auf und ist ein topologischer Kreis auf der
Fliche. Ebenso konnen die Flichenstiicke Selbstberithrungen aufweisen;
sie treten lings einer oder mehrerer Polyederkanten oder nur in Ecken
auf und sind z. B. dann immer vorhanden, wenn zum Aufhau der Polyeder-
fiche ein einziges Polygon verwendet wird. Ein Beispiel hierfiir ist das
gus einem einzigen Viereck bestehende Polygonsystem, das die Ringfliche
tiberdeckt (§ 1).

Wenn wir es hinfort mit einer Fliche zu tun haben, deren Punkte in
bestimmter Weise in Flichenstiicke, Kanten und Beken eingeteilt sind,
so sprechen wir von einer Polyederfliche oder von einer polygonal zer-
legten Fliche; wenn wir dagegen nicht an eine solehe besondere Einteilung
denken und die Flache als Umgebungsraum hetrachten, von einer Fliche
schlechthin. Die Begriffe Polyederfliche und Fliche schlechthin verhalten
sich also ebenso zueinander, wie die Begriffe simplizialer Komplex und
Komplex schlechthin (§ 10). Beispielsweise sind Wiirfel und Dodekaeder
verschiedene Polyederflichen, die beide derselben Flache, der Kugelfldche,
homdomorph sind. a

Fladhentopologie.

In zwei Dimensionen libt sick das Hauptproblem der Topologie, das Homdo- .:f
morphieproblem, mit Methoden, die der Veraligemeinerung auf mehr Dimensionen
nicht fihig sind, 15sen. Die Flichentopologie begriinden wir daher zu einem erheb-
lichen Teile wnabhingig von den bisherigen, fiir heliebige Dimensionen giiltigen
Ergebnissen, Wir geben nicht von einem simplizialen Komplexe, sondern von Poly-
gomen aus, die wir durch Identifizieren der Seiten zu geschlossenen Polyederfiichen
wusammensetzen. :

§ 37. Geschlossene Flachen.

Ein topologisches Polygon ist eine Kreisscheibe der Zahlenebene, deren |
Umfang durck » (= 2) Punkte, die Ecken des Polygons, in » Segmente,
seine Seiten, eingeteilt ist. Fbenso ist jedes topologische Bild dieser Kreis- |
scheibe ein Polygon, anf das die Bezeichnungen Ecken und Seiten sich
itbertragen.

Fiir # = 3 li#Bt jedes Polygon sich als geradlinig begrenztes konvexes
Flichenstiick der Zahlenebene daxstellen.

Es seien nun in der Zahlenebene o? (= 1) punktfremde Polygone ge-
oeben, Gewisse Seiten der Polygone seien aufeinander topologisch abge-
bildet, wobei die Randpunkte der einen Seite notwendig in die der anderen
Seite iibergehen (vgl. 1. Beispiel von § 6). Die Menge I der Polygone, in
denen Seiten derartig aufeinander abgebildet sind, heilt ein Polygonsysterm.

Wir befassen uns fiirs erste nur mit solchen Polygousystemen, in denen
die (tesamtzahl der Seiten gerade ist und jede Seite mit genau einer
anderen durch eine topologische Abbildung gepaart ist.

Punkte des Polygonsytems %, die aufeinander abgebildet werden, sollen

Punkten in einem Umgebungsraume definiert haben (§ 8). Wir unber-
scheiden. also in MM folgende Klassen Hquivalenter Punkte: ein mittlerer
Punkt eines Polygons ist nur zu sich selbst dquivalent; zu einem mittleren
Punkte einer Polvgonseite gibt es genau einen Zquivalenten Punkt; zu
Im ganzen haben wir also drei Begriffe auseinanderzuhalten: das Poly-
-gonsystem M, das aus einzelnen getrennt liegenden Polygonen hesteht
und in dem gewisse Punkte als Zquivalent erklirt sind; die Polyederfliche
M, die aus M- durch Identifizieren Hquivalenter Punkte hervorgeht, fiir
die aber die Aufteilung der Flichenpunkte anf die einzelnen Flichenstiicke,
Kanten und Ecken noch wesentlich ist; die durch das Polygonsystem ge-
9*-

valenten Punkt geben. :

Die Paarung der Polygonseiten kann beliehig vorgenommen werden,
wur hat sie der einen Bedingung zu gentigen, dal die Polygone sich nicht
in zwei Klassen so teilen lagsen, daB die Seiten jeder Klasse nur unter
sich gepaart werden (Bedinguny des Zusammerhanges).

€
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gebene geschlossene Fliche, in der von einer solchen Aufteilung abgesehen
wird.

Wir geben noch ein weniger naheliegendes Beispiel einer Polyederfliche,
deren polygonale Zerlegung sich nicht wie Wiirfel oder Dodekaeder eben-
flachig in den euklidischen Raum legen lifit. Das Polygonsystem besteht
aus zwei Vierecken TT; und TT,; dquivalente Seiten sind in der Fig. 56
mit dem gleichen DBuchstaben bezeichnet;
ebenso sind die Polygonecken, die durch Iden-
tifizieren aquivalenter Seiten in eine Polyeder-
ecke zugammenfallen, gleich bezeichnet. Die
Art der Zuordnung der Polygonseiten ist
durch Pfeile angegeben: Pfeilspitze soll im-
mer auf Pfeilspitze fallen. s ist «® == 2,

B 5
IFig‘ 56'1 Fliche die nichtorientierbare Ringfliche ist

(8. 140 und 8. 12).
Im folgenden  interessiert ums nun nicht das einzelne Poly onsystem,

sondern die Fliche, die es bestimmt. Hs ergibt sich uns daraus die Auf-
gabe, zu untersuchen, wann 2wei Polygonsysteme dieselbe Fliche bestimmen, | .
wann also die Polyederflichen, die durch Identifizieren iquivalenter Punkte |

sus thnen entstehen, verschiedene polygonale Zerlegungen ein und dex-
zelben Fliiche sind.
Zwei Polygonsysterme fithren sicher dann zur selben Fliche, wenn sie

sich so aufeinander topologisch abbilden lassen, daf dquivalente Punkte |
des einen in #guivalente Punkte des anderen iibergehen. Solche Polygon- |

‘systeme wollen wir als nicht verschieden ansehen.

Daraus folgt weiter, dafl es fiir die entstehende Fliche nur darauf an-
kommt, wie die Randpunkte 4" und B’ einer Polygonseite o’ auf die
Randpunkte 4" und B der zugeordneten Seite o’ abgebildet sind, nicht -

aber anf die somstige Beschaffenheit der topologischen Abbildung von &

anf a”. Ts gibt alse nur swet wesentlich verschiedene Abbildungen zweier
wugeordieter Polygonseiten aufeinonder. Die eine paart A mit A7, die .

andere A’ mit B".

Beweis: Filhren die beiden topologischen Abbildungen ¥ ond 7%
von &' auf @ beide den Randpunkt 4" in A" und B’ in B tber, so ist:
die topologische Selbstabbildung S von a/, die entsieht, wenn man erst T
und dann 7%-T ausiibt, topologisch und 1iBt die Randpunkte 4’ und B’

von & fest.

Ist o’ Seite des Polygons TT, so gibt es eine topologische Selbstabbildung
von TT, bei der @' die Selbstabbildung S erfahrt, wahrend alle iibrigen Sei--
ten von TT punktweise fest bleiben (Aufg. 2 von § 6). Man geht zu einem
gleichen Polygonsystem iiber, wenn man TT durch sein Bild ersetzt. Das
ist wiederum das Polygon TT. Indessen sind jetzt die Punkte von o' und o™

vermége der Abbildung 7™* fgquivalent. Man kann also in der Tat 7' dure]

ol =4, o =2, Es wird sich herausstellen,
daff die durch das Polygonsystem bestimmte ]
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jede andere topologische Abbildung 7% ersetzen, die die Randpunkte ebenso
abbildet wie 7, und erhdlt durch Identifizieren dquivalenter Punkte immer
die gleiche Fliche.

Sind z B. alle Polygone durch geradlinige Polygone der Zahlenebene
dargestellt, so kann man annehmen, dafl zugeordnete Seiten vermoge einer
linearen Abbildung aufeinander abgebildet werden.

Die Polygonseiten werden jetzt orientiert — d h einer der heiden
Randpunkte wird zum Anfangspunkte der andere zum Endpunkte der
Seite ernannt —, und zwar zngeorduete Seiten iibereinstimmend, so dab
bei der Abbildung Anfangspunkt in Anfangspunkt und Endpunkt in End-
punkt tibergeht. Auflerdem werden die Polygone orientiert. Die Orientierung
eines Polygons besteht darin, daB die simtlichen Polygonseiten kohérent
orientiert werden, also so, dafi jede Hcke einmal als Anfangspunkt und
einmal als Endpunkt der anstofienden Seiten auftritt. Die Orientierung,
mib. der eine Seite in der kohdirenten Orientierung des Randes vorkommt,
heiBt die von der Polygonorientierung in der Seite induzierte Orientierung.
Tin' Polygon 146t sich ebenso wie eine Seite auf zwei verschiedene Weisen

. ‘orienfieren. — In den Figuren deuten wir die Orientierung einer Seite

durch einen der Seite aufgesetzten Pfeil, die eines Polygons durch einen
dem Polygon eingezeichneten Kreispfeil an.

Durch die Orientierung des Polygons ist zugleich ein Umlawufsinn, also
eine zyklische Reihenfolge der Seiten, festgelegt. Wir denken uns die Seiten

I und die Polygone fest orientiert und bezeichnen zugeorduete Seiten it

dem gleichen Buchstaben. Dann kann man sich das Polygonsystem durch
ein rein kombinatorisches Schema geben, Wir schreiben ‘die
Seiten jedes Polygons in der Reihenfolge, wie sie im gegebénen Umlauf-
ginn auf dem Rande folgen, je in eine Zeile und versehen sie mit dem Ex-
ponenten + 1 (den wir nach Belieben auch fortlassen) odexr mit — 1, je
nachdem die gegebene Orientierung mit der von dem Polygon induzierten
tibereinstimmt oder nicht. Durch dieses Schema ist das Polygonsystem,
also die Fliche, vollkommen bestimmt. Jede Zeile liefert die zyklische
Seitenfolge eines Polygons, die Seitenbezeichnung gibt tber die paarweise
Zmordnung Auskunft, und die Exponenten bestimmen, auf welche der
beiden wesentlich verschiedenen Arten die zugeordneten Seiten aufeinander
topologiseh abzubilden sind. .

Ohne das Polygonsystem zu #ndern, diirfem wir die Reihenfolge der
Seiten in jeder Zeile zyklisch verta.uschen, ferner jede Kante wmorientieren,

was sich in einem Wechsel ihrer Exponenten im Schema kundgibt, und

ein Polygon umorientieren, was im Schema auf eine antizyklische Ver-
tauschung der Buchstaben der entsprechenden Zeile mit gleichzeitiger

Anderung aller Exponenten dieser Zeile hinanskommt.

Als Beispiel geben wir das Schemsa des zuvor angefithrten Polygon-

_systers:

Polygon Tl: badte?
Polygon TTa:  abde.
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Wir kénnen jetzt die Frage, wann zwei Polygonsysteme dieselbe Fliche
ergeben, weiter f6rdern. Aus einem Polygonsystem entstehen andere davon
verschiedene, die dieselbe Flache hestimmen, durch folgende elementaren
Transformationen: '

Eine Unterteilung der Dimension 1 besteht darin, daff zwei zugeordnete
Polygonseiten durch zwei einander zugeordnete Punkte in je zwei Seiten
geteilt werden, wihrend die Znordnung aller Punkte dieselbe bleibt. Der
Ubergang vom unterteilten Polyg: onsystem zum urspringlichen heift Ober-
teillung der Dimension 1 (Wig. 37). — Eine Oberteillung der Dimension 2
hesteht darin, dal man zwei verschiedene Polygone lings zweier dquiva-
lenter Seiten dorch Identifizieren dieser Seiten zu einem einzigen Polygone
vereinigt. Der umgekehrte Prozefl, Zerschneidung eines Polygons in zwei

. ., Polygone, heilit Unterteilung der Dimension 2
\ © (Fig. B8).
3
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Fig. 57. Fig. 58.

Zwei Polygonsysteme, die durch endlich viele solehe Operationen in-
einander bergehen, heiBen ebenso wie die zugehdrigen Polyederflichen
elementarverwandt. Da sich weder bel einer elementaren Transformation
der Dimension 1 noch bei einer der Dimension 2 die durch das Polygon-
system bestimmte Fliche sndert — denn nach § 8 darf man das Tdenti-
fizieren schrittweise vornehmen ——, so folgt: Elementarverwandte Polygon-
systeme besttmmen hombomorphe Fléichen.

Elementarverwandte Polyederflichen haben zwel wichtige Eigenschaften
miteinander gemein, die (Eunlersche) Charakteristik und den Orientierbar-

keitscharakter. Diese beiden Begriffe haben wir bereits . 87 und 8. 88 (7.
fiir Komplexe bezw. Pseudomannigfaltigkeiten erklirt und aus einer sim- : |-
plizialen Zerlegung abgeleitet. Da wir die Flichen micht als simpliziale - |
Komplexe eingefithrt haben, so erkliren wir jetzt Charakteristik und Orien- -
tierbarkeit von neuem fiir eine Polyederfliche und leiten diese Higenschaften - |-
aus dem Schema ihres Polygonsystems ab. Den Zusammenhang zwischen . | .

der neuen und der alten Erklirung stellen wir erst in § 39 her.
Unter der Charakteristil einer Polyederfliche verstehen wir die Zahl

l\"=_a°+0ﬁ1w~tx2;

worin .ocﬂ, e, o die Anzahlen der Polyederecken, “kanten und -flichenstticke °

hezeichnen. Fiir das Viereck, das die Ringfliche itberdeckt (8.3), ist z. B
N=—1+2—1=0,
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fiir die Wiirfelflache ist
N=—8+12 —6 =—2

Elementarverwandte Polyederflichen haben gleiche Charalteristik. Durch
eine elementare Transformation der Dimension 1 #ndern sich nfmlich
«® und ¢* beide je um eine Einheit, wihrend ¢® ungeindert bleibt. Bei einer
Transformation der Dimension 2 #ndern sich ebenso nur «! und of je
um eine Rinheit.

Orientierbar nennen wir eine Polyederfliche, wenn sich die Polygone
ihres Polygonsystems so orientieren lassen, daB in je zwei zugeordneten
Seiten entgegengesetzte Orientierungen induziert werden. In dem Schema
des Polygonsystems findet dies offenbar darin seinen Awusdruck, daB bei

© - geeigneter Orientierung der Polygone jede Seite einmal mit dem Exponenten

+ 1 und einmal mit — 1 auftritt. Bei Unter- und Oberteilung bleibi, wie
man sich leicht ttberzengt, die Higenschaft einer Polyederfliche, orientier-
bar zu sein, ungeiindert. Die zuvor als Beispiel angegebene Polyederfliche
8. 132 ist nichtorientierbar.

Wir haben damit, das Ergebnis gewonnen: Eine notwendige DBe-
dingung dafiir, daff zwei Polyederflichen elementorverwandt sind, besteht
darin, daf sie dieselbe Charakteristik haben und beide amentzerbm oder
beide wichtorientierbar sind.

Diese Bedingung ist auch hinreichend. Der Beweis dafir wird da-
durch gefiihrt, daf man alle Polyederflichen, die in Charakteristik und
Orientierbarkeitscharakter fibereinstimmen, durch Unter- und Oberteilungen
auf eine gemeinsame Normalform bringt.

§ 38. Uberfilhrung in die Normalform.

Die Herstellung der Normalform geht in sechs Schritten vor sich.

1.8chritt: Besteht das vorgegebene Polygonsystem aus «® (>1) Poly-
gonen, so wird durch (¢ —1)-malige Oberteilung der Dimension 2 eir
einziges Polygon hergestellt; seine Seiten sind paarweise einander zuge-
ordnet. Das Schema dieses aus einem einzigen Polygon bestehenden Poly-
gonsystems hat nur eine einzige Zeile, In der jeder Buchstabe ziweimal

‘vorkommt. Tritt er mit entgegengesetzten Exponenten auf, so heiflen die

genannten Seiten nach der ersten Art, andernfalls mach der zweiten Art
zugeordnet. Wir haben soeben wesehen dafi die Polyederfliche dann und
nur dann orientierbar ist, wenn alle Seiten nach der ersten Art zugeordnet
sind.

Wenn es sich um eine der Kugelfliche homtomorphe, eine sog. Euler-
sche Polyederfiiche handelt, so erhélt man das eine Polygon z. B. durch
Abblittern der Polyederﬂache in ihr ebenes Netz, wie man es kon-

- struiert, wenn man Papiermodelle durch Zusammenbiegen eines Karton-
. stiickes herstellt. Man hat dann nur die inneren Kanten dieses Netzes
. fortzuldschen.
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2. Schritt: Deiziehen von Polygonseiten. Tritt in dem Polygon eine
Beitenfolge ga~* auf, aullerdem aber noch weitere Seiten, also im ganzen
mindestens 4, so werden die beiden benachbarten Seiten ¢ und ¢—* identi-
fiziert, wofiir man auch sagt: beigezogen. Es entstebt ein Polygon, dessen
Schema man aus dem Schema des alten Polygons durch Streichen der
Kantenfolge aa~* erhilt.

Das Beiziehen kann folgendermalien auf Unter- und Oberteilung zuriick-
gefithrt werden. Ist

Arenmnnn (LT L e

(Fig. 5%)

das Schema des Polygons — Schlangenlinien deuten Seitenfolgen an, die
nicht niher bezeichnet zun werden brauchen —, so kanm man annehmen,

e

Fig. 59. Fig. 60, Fig. 61,

daf links und rechis von ¢! noch mindestens eine Seite steht.. Eine
Unterteilung der Dimension 2 liefert die beiden Polygone

~ax und 2z igl ) (Fig. 60)

wenn mit 2 die neu eingezogene Kante bezeichnet wird. Durch eine Ober-
teilang werden die Seiten @, x und ehenso x~%, a~* zu einer Seite y bezw.
y~1 verschmolzen. Es entstehen die beiden Polygone

y und gyt (Fig. 61)

Sehlieflick werden diese beiden Polygone durch eine Oberteilung der Di-
mension 2 wieder zu einem einzigen Polygone vereinigt.

Das Beizichen wird so lange fortgesetzt, bis man entweder zu einem
Zweieck gelangt oder zu einem Polygone von mindestens 4 Seiten, in dem
keine Seitenfolge @ ¢~* mehr anftritt. Die beiden moglichen Schemata eines
Zweieekes sind .

aat (0)
und .
.

Beide gehtren zu den gesuchten Normalformen. Wir diirfen also im fol-

genden ein Polygon von mindestens 4 Seiten voraussetzen, in dem keine

Seitenfolge @ e~ mehr vorkommt.

-8, Schritt: Uberfihrung in eine Polyederfliche mit einer einsigen
FEicke. Bei das so erbaltene Polygon ein r-Eek (r > 4). In ihm wollen .
. wir dquivalente Polygonecken mit gleicher Bezeichnung versehen. Eni-
weder sind alle Fcken dquivalent, oder es gibt auller einer Klasse P noch

| - einstimmen. Im ersten ¥alle wiirde eine
' Kantenfolge mm in A auftreten, und es
. wire infolgedessen gegen die Voraus- I

4 m und m! beiziehbar entgegen der vor-

“stens zwei Polygon-
-seiten nach der zweiten
-Art zugeordnet, etwa die beiden Seiten ¢ der Fig. 63. Das Schema des
_Polygons ist also
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eine weitere Klasse. Man kann dann das Polygon in eines iiberfithren, in
dem die Anzahl der Ecken P um 1 kleiner ist. Denn auf dem Rande des
Polygons gibt es eine Ecke @, die mit einer Ecke P eine Kante m be-

" randet. Also tritt auf dem Rande eine Folge Qm P (oder Pm @) anf Die

zweite an die Polygonecke P angrenzende Seite mag & heiBen. Ihr
zweiter Randpunkt ist ein Punkt @ oder ein Punkt P oder ein Punkt
einer anderen Aguivalenzklasse. Durch eine Diagonale d verbinden wir
diesen zweiten Randpunkt mit der ersten Polygonecke ¢ und zerlegen das
r-Eck damit (durch eine Unterteilung der
Dimension 2) in ein Dreieck A und ein
(# — 1)-Bek TT (Fig. 62). Die der Seite «
zugeordnete Seite &' gehdrt zu TT. An-
dernfalls miifite @ mit m oder m~1 tiber-

setzung @ = P.-Im zweiten Falle wiren

ausgesetzten Beschaffenheit des »-Hcks. e

* Man identifiziert nun @ und 4’ durch eine Oberteilung der Dimension 2 und
‘| erhdlt so ein neues r-Fck, auf dessen Rande die Ecke P cinmal wemgei
| auftritt und die Eeke ¢ einmal mehr.

Entweder kann man nun in dem neuen »-Eck Seiten beiziehen, oder
es hat dieselbe Beschaffenheit wie das alte. Im letzterem Falle kann man
durch Wiederholung des eben sngewandten Verfahrens die Anzahl der
Ecken P abermals um 1 verringern. So fihrt man fort, bis man eimmal

Il Seiten beiziehen kann, was spitestens dann eintritt, wenn nur noch eine
Ecke P auf dem Rande vorkommt. Durch Beiziehen gelangt man ent-

weder zu einem Zweieck, also zu einer schon erledigten Normalform, oder
zu einem Polygon mit lauter dquivalenten Ecken, also zu dem gewtinschten
Polygon, oder zu einem Polygon von weniger als » Eeken, die nieht alle

dquivalent sind, in welchem Falle man das Spiel von neuem beginnt.

4 Schritt: Krews
haubennormierung. lst
die so normierte Poly-
ederfliche mnichtorien-
fierbar, so sind minde-

Rreushaubennormierung
Fig. 63. Fig. 64.

G oo . I (1)

.Man zerlege es in zwei Polygone durch eine Diagonale a, die den Anfangs-
‘punkt der einen Poly gonseite ¢ mit dem Endpunkte der anderen verbindet.




138 Flichentopologie §38
Das Schema des transformierten Polygonsystems ist

ca ,

’ (2)

&L nrennne €

Nun fiige man die beiden Polygone lings ¢ wieder zusammen. Diese
Oberteilung ergibt das Polygon

e () (L e

mit der Seitenfolge aa, die wir eine Kreushaube nennen (vgl § 2). Der
schematische UmwandlungsprozeB ist in den Figuren 63 und 64 nach-
gezeichnet. Tritt in dem neuen Polygon noch ein Seitenpaar auf, das
nach der zweiten Art zugeordnet ist, so kann man es ebenfalls zu einer
Kreuzhaube vereinigen, ohne dabei die etwa schon vorhandenen Kreuz-
hauben zu zerstdren. So fihrt man fort, bis alle nach der zweitem Art
zugeordneten Seitenpaare zu Krouzhauben vereinigt sind. Sind dann iiber-
haupt alle Seiten erschopft, so liegt die Normalform (Kreuzhaubenform)
der nichtorientierbaren Fliche vor:

(k)

€ty Oy g g @y G, -

Fiir k=1 ergibt sich das bereits zuvor erledigte Zweieck.

5. Schritt: Henkelnormierung. Ist dagegen die Fliche orientierbar .
oder treten nach der Kreuzhauhennormiernng noch Seitenpaare auf, die -
nach der ersten Art zngeordnet sind, so muB es zwei solche Paare geben, .

die auf dem Rande gekreuzt liegen, d. h. auf dem Polygonrande bei ge-
eigneter Orientierung die Folge

oo € e L e =L s ([ wrenn

bilden (Fig. 65). Wiirde namlich das Seitenpaar ¢ nicht von einem

anderen Paare gekreuzt, so wiren, da wir die Krenzhaubennormierung

bereits vollendet voraussetzen, alle Seiten der Folge ¢ ¢~ 1 unter
sich zugeordnet; es whren daher die Ecken der zwischen ¢ und % ge-

Henkelnormierung
Fig. 66.

Fig. 65.

Fig. 67.

legenen Seiten untereinander und mit den Endpunkten der beiden Seiten ¢

Aquivalent, niemals aber kinnte auf Grand der Seitenzuordnung der An

fangspunkt der Seite ¢ zu diesen Ecken dquivalent werden, was der bereits

als 3. Schritt vorgenommenen Normierung des Polygons auf lauter &qai
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valente Fcken widerspricht, — Die beiden gekreuzten Seitenpaare lassen
sich nun durch elementare Transformafionen in eine Folge wb 18t
verwandeln, wie man aus den Figuren 65—67 erkennt. Eine solche Folge
heifit aus den in § 2 dargelegten Griinden ein Henkel. Die weitere Ver-
einigung gekreuzter Seitenpaare zerstdrt weder schon vorhandeme Kreuz-
hauben noch Henkel, demn sie verpflanzt die durch Schlangenlinien ange-
denteten Seitenziige im ganzen, ohne sie zn zerreifen. Man kann daher
die gegehene Fliche, wenn sie orientierbar war, anf die Normalform
{Henkelform) '

()

by b ey baag 1Bt L L

—13—1
ip, D @, bh

bringen.

6. Schritt: Ver
wandlung der Henkel in
Kreuzhauben. s bleibt
nur der Fall ibrig, daf
Kreuzhauben und Hen-
kel nebeneinander auf-
treten. Dann kann man
durch elementare Unter-
und Oberteilungen der
- Dimension 2 jeden Hen-
‘ kel durch zwei Kreuz-
. hauben ersetzen. Der
. Umwandlungsprozel be-
~ steht darin, dall man

das gegebene Polygon
- (Fig. 68) so zerschneidet
“und wieder zusammen-
setzt, daB die sechs in
Frage kommenden Sei-
" ten nach der zweiten Art
- zugeorduet sind (Fig. 69)
und danach  dreimal
die Kreuzhaubennormie-
rung des 4. Schrittes an-
wendet (Fig. 70—72).
. 'Wir haben damit jedes Polygonsystem auf eine der folgenden nur aus
ginem Polygone, dem Fundamentalpolygon ™), bestehenden Normalformen
zurlickgefithrt: .
= (O)

(%)
A (%)
*) Figuren der Fundamentalpolygone finden sich: zu (0) auf 8. 7 Fig. 11; zu (R)

auf 5.3 Fig. 5 (h==1) und auf 8. 6 Fig. 10 (A =12); zu () auf S. i1 Fig. 18
{(t=1) und 8. 12 Fig. 19 k=2 )

a4

a3

Fig. 72.

aat
b og—1h—1 —15—1 L g—1p—1
a boart bt apbyag byt oL a, b e by

y by b Qg - .. (Op Oy
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Die Fundamentalpolygone (0} und (k) einerseits und (%) andererseits
unterscheiden gich voneinander durch den Orientierbarkeitscharakter und
unter sich durch dsn Wert der Charakteristik, die sich aus dem Funda-
mentalpolygone zu

Ne 24 1—1=—2 (©)
Ne—14+2—1=2(0h—1) (W)
Ne— 1+ —1=7—2 . ()

berechnet. Die Formeln geben zugleich den Zusammenhang zwischen der
Henkelzahl & bezw. der Kreuzhaubenzahl k& und der Charakteristik der
Fliache an; orientierbare Flichen haben hiernach immer gerade Charak-
teristik. Da wir sahen, daB Charakteristik IV und Orientierbarkeitscharalter
sich bei elementaren Transformationen nicht &ndern, so ist damit das Er-
gebnis gewonnen: '

Satz: Zwei Polyederflichen sind dann und nuy dann elementarvérwandt,
wenn sie i Charakieristik und Orientierbarkeitscharakter {ibereinstimmen.®

Damit sind wir unserem Ziele, alle geschlossenen Flichen zu klassifi-
zieren, einen grofien Schritt niher gekommen. Wir wissen ndmlich, daf
es nicht mehr Flachen gibt als in den Reihen (0), (&), (k) aufgefiihrt sind.
Wenn nun auch je zwei Fundamentalpolygone sicher michi elementar-
verwandt sind, so konnten sie trotzdem noch dieselbe Fliche bestimmen.
Dafl dem nieht so isf, zeigen wir im folgenden Paragraphen mit Hilfe der
im vorigen Kapitel bereitgestellten Invarianzsitze.

Aufgaben: 1, Man zeige, daB eine geschlossene Fliche der Charakteristik IV
sich mit einem einzigen Polygone mit folgender Seitenzuordnumg iberdecken 1aB%
(symametrische Normalform):

€6 o Cyag€ 6 o Cha-
Hierin gilt das obere Vorzeichen im letzéen Exponenten nur, wenn die Flache orien-
tierbar, also N gerade ist. Welche Charakteristik hat die Fliche, die man bel un -
geradem N erhilt, wenn man das Minuszeichen im letzten Exponenten stehen 16t ?
¢. Man bringe das Polygonsystem des Beispiels von 8. 132 auf die Normalform,

§ 30. Verschiedenheit der Normalformen, Hauptsatz.

Aus einem vorgegebenen Polygonsystem I kann man durch wieder-
holte Unterteilungen der Dimension 2 ein elementarverwandtes Polygon-

~ system herleiten, das ganz aus Dreiecken besteht und das durch Identifi-

zieren #quivalenter Punkte in einen simplizialen Komplex iibergeht, der
offenbar die Eigenschaften (PM;) bis (FPM;) einer geschlossenen Pseudo-
mannigfaltigkeit (§ 24) besitat.

Dureh die vorgenommenen Unterteilungen hat sich weder die Charak-
teristik noch der Orientierbarkeitscharakter der Polyederfliche gefindert. Die
8.134 und 8. 135 gegebene Definition der Charakteristik und Orientierbar-
keit sfimmi aber in dem besonderen Falle, dafi die Polyederfliche ein simpli-
zialer Komplex ist, mit der 8. 87 und S. 88 gegebenen Definition her-
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ein. Da nun, wie wir 5. 129 und 8. 112 gezeigt haben, die Orientierbar-
keit einer Pseudomannigfaltigkeit und die Charakteristik eines simplizialen
Komplexes topologisch invariante Eigenschaften sind, so ist damit be-
wiesen, daB zwei geschlossene Polyederflichen nur dann homéomorph sein
kénnen, wenn sie in Orientierbarkeitscharakter und Charakteristik #her—
einstimmen. Insbesondere sind also die Flichen, die durch die Funda-
mentalpolygone (0), (k) und (k) gegeben sind, alle voneinander verschieden.
Stimmen aber zwei Polyederfiichen in Orientierbarkeifscharakter und
Charakteristik {iberein, so sind sie nach dem Satze von § 38 elementar-
verwandt und daher homSomorph. :
Wir fassen das Ergebnis zusammen in den

Hauwptsatz derFliachentopologie: Zwel geschiossene Flichen
stnd dann wnd nur dann hombomorph, wenn ste in Charakteristik und
Ovrientierborkeitscharakter dibeveinstimmen. Die allgemeinste orientierbare
geschlossene Fldche ist die Kugel mit h (2= O) Henkeln, die allgemeinste
nichtorientierbare geschlossene Fliche die Kugel mit k (> 1) Kreuzhauben.

Die Henkelzahl % und die Kreuzhaubenzah! % nennt man bisweilen das
Geschlecht der orientierbaren bezw. nichborientierbaren Fliche. Mit der

- Charakteristik héingt das Gesehlecht durch die Formeln (07), (7, (&) von

§ 38 zusammen.

~ Die geschlossenen Flichen haben wir bisher als Umgebungsriume defi-
niert, die sich aus einem Polygonsystem herleiten lassen. Hine gleich-
wertige Definition, die den geschlossenen Flichen ihren Platz inner-
halb des Systems aller Komplexe zuweist, ist die folgende: Fine ge-
sehlossene Fldche 15t ein endlicher susammenhingender sweidimensiopaler

. homogener Komplez.

Beweis: Da eine geschlossene Fliche, wie wir sahen, eine Pseudo-
mannigfaltigkeit ist, so ist sie ein endlicher zusammenhingender zwei-
dimensionaler Komplex. Die Homogonititsbedingung, d. h. die Bxistenz

‘einer dem Kreisinnern homdomorphen Umgebung jeden Punktes, ist fiir
- die mittleren Punkte des Fundamentalpolygons offenbar erfilllt, fiir die
~ mittleren Punkte einer Polygonseite deshalb, weil es genau eine dazu
-dquivalente Seite gibt; fiir die Polygonecke erhilt man eine solehe Um-

gebung, wenn man die sdmtlichen Ecken des Fundamentalpolygons durch

* kleine Dreiecke abstumpft. Beim Identifizieren setzen sie sich zu einem

einzigen der Kreisscheibe hom&omorphen Zyklus zusammen (im trivialen

-Avsnahmefall der Kugel zu zwei Zyklen).

Ist umgekehrt &* ein beliebiger endlicher zusammenhingender homeo-
gener Komplex, so sind nach Satz I von § 33 die Homologiegruppen in
jedem Punkte 7 von #2 diejenigen der Kreislinie, woraus mach dem

. 2. Beigpiele von § 32 folgt, daff mit jeder Kante einer simplizialen Zer-

legung von &2 genan zwei Dreiecke inzident sind und daB der Umgebungs-

- komplex einer Ticke von ®° eine Kreislinie ist. Daun kann man sich sber
8% aus seinen Dreiecken durch schrittweises Tdentifizieren von Seiten ent-
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standen denken. Die Zusammenhangshedingung (8. 130) ist erfiillt, weil 82
als zusammenhingend (§ 12) voraunsgesetzt war. Also ist &% eine ge-
gchlossene Fliche im Sinne der Definition von § 37,

Antgaben: L. Jede geschlossene zweidimensionale Psendomannigfaltigheit 2 mit”

der Charakteristik N= -2 ist der Kugelfiiche hom&omorph. _

2, Im R* liege ein endlicher, aus geradlinigen Strecken bestehender, eindimen-
pionaler zusammenhingender Komplex §* der Charvakieristik . Schldglt man um
jeden Punkt von ! eine kleine Kugel mit festem Radius, so werden die Kugeln
von einer geschlossenen Fliche der Charakieristik 2 ¥ umbiillt.

§ 40. Berandete Flichen.

Hine berandete Fldche ist ein Umgebungsraum, der auvs einem Polygonzystem
durch Identifizieren Zquivalenter Punkte, n#mlich durch Aneinanderheften von Po-
lygonseiten entsteht. Fix dquivalent werden die Punkte zweier Polygonseiten er-
klirt, die durch eine fesigesetzte fopologiseche Abbildung der Seiten ineinander
iibergehen. Wahrend aber bei den geschlossenen Flichen zu jeder Seife genau eine
aquivalente gehdrt, bleiben bei den berandeten Flichen gewisse — und zwar min-
destens eine der Polygonseiten frel; diese heillen Randsedten. Ferner soll fiir die
berandeten Flichen wie fiir die unberandeter die Zusammenbangsbedingung (§ 37)
gelten.

Die 8eiten und Polygone der belandeten Flachen lassen sich ebenso wie die der
geschlossenen orientieren, mnd die berandete Fliiche lafit sich dureh ein kombina-
torisches Schema geben.

Bind o, ¢!, ¢® die Anzahlen der nichtiquivalenten Ecken, Seiten und Polygoune
des Polygonsystems, so definieren wir auch jetzt die Zahl

N o e 0 e gl 2

als die Charakterisitk der berandeten Fliche.

Ortentierbor ist die Fliche, wenn sich ibre Polygone so orientieren lassen, daB
in zwei zugeordneten Seiten entgegengesetzie Orientierungen induziert werden.

Charakteristik und Orientierbarkeit bleiben ungeindert bei elementaren Untez-
uvnd Oberteilungen, die ebenso wie fiir die unberandeten Flichen erklirt werden.
Da man durch fortgesetzte Untertellung auck eine berandete Fliche in einen sim-
plizialen Komplex, der eine berandete Psendomannigfattigleit ist, tberfithren kann, so
sind Cherakteristik und Orientierbarkeit topologische Invarianten der berandeien Fliche,

Die Methode zur Klassifizierung der berandeten
Flichen ist dieselbe, die wir fiir die geschlossenen
bentiitzt haben: wir geben gewisse Normalformen an,
auf die sich jede berandete Fliche durch elementare
Transformationen bringen 1aBt, und zeigen, dab diese
Normalformen nichthomomorph sind. Die Normal-
formen bhestehen aus einem einzigen Polygon, dessen
Schema lantet:

Gl 0T 4ol gt g L g7t e @ by @7 P BT ap by @ Dy

(P>0, R Z0)
im Falle der Orientierbarkeit und
=Z,r=2 Gl dr Qo la @yt el Ty L Gy
Pig. 78. >0, k>0

im Falle der Nichiorientierbarkeit der berandeten Fliche. Das Schema entsteht aus
der Normalform einer geschlossenen Fl’é.che a.lso dadurch, dab man eine Seitenfolge
der Form ¢, 7, 07%... 9,0 ¢ einfagh; 7,1, ..., sind hierin die Randseiten.
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Identifiziert man in dem Normalpolygone je zwei Seiten g; und 472, 0 ergibt sich das Fun-
damentalpolygon einer geschlossenen Fliche, in das ¢ Lcher geschnitten sind (Fig. 78),
Um eine durch ein beliebiges Polygonsystem gegebene berandete Fliche aunf die
Normalform zo bringen, gehen wir von einer simplizialen Zerlegung der berandeten
" Fliche aus. Das ist, wie gesagh, eine berandete Pseudomannigfaltigkeit, deren Rand
ein bestimmter eindimensionalér Teilkomplex § ist. -
Wir setzen von der simplizialen Zerlegung voraus, daB jedes Dreieck entweder
“nur eine Ecke oder eine Seite auf dem Rande liegen hat, oder dafl es den Rand
tiberbaupt nichi bertikrt. Diese Voraussetzung diirfen wir machen; denn hatte eine
wrspriingliche simpliziale Zerlegung diese Bigenschaft nicht, so braucht man nur
‘zur Normalunterteilung fiberzugehen.
~ Ist A ein vom Rande ausgehendes Dreieclk, d. h. hat A mit R eniweder eine
- Eoke oder eine Seite gemein, so gibt es genau zwei vom Rande ausgehende Seiten,
~mit denen A inzident ist. Unter einer von $ ausgehenden Seite verstehen wir dabei
. eine solche, die eine Heke aunf & liegen hat, aber selbst nicht zu i gehoxt, die
- andere Ecke liegh dann sicher nicht auf . Umgekehrt sind mit jeder von % aus-
. gehenden Seite genau zwei von % ausgehende Dreiecke inzident. Die Menge aller
~von R ausgehenden Dreiecke und Seilen zerfillt also notwendig in endlich viele
* zyklische Folgen von abwechselnd Drelecken und Seiten derart, daB jedes Glied
‘einer solchen Folge mif den beiden benachbarten inzident ist.
Lt AlalAgaa..'.AsaS_
~ eine solche zyklische Folge, so bilden wir aus den Dreiecken A,, A,, ..., &g ein
. einziges Polygon TT, indem wir erst A und A, lings o, aneinandérsetzen, dann
Ay an A, lings «, usw., sehlieBlich A; an A;_; lings a,_,. Die Kante ¢, tritt
“also in TT zweimal auf, einmal als Seite von A,, als welche wir sie mit o] be-
zeichnen, und einral als Seite von A, als welche sie ¢, heiflen mdge. Ebenso
verfahren wir mit den #ibrigen Folgen. Num ist klar, daB eine herausgegriffene
“Kante von i auf dem Rande eines dieser Polygone liegen muf, sagen wir auf TT.
“Dapn bildet aber die Gesamtheit der Kanten
cvonr R, die auf TT vorkommen, einen einzigen
“zugammenhingenden Kantenzug. Ist nimlich
P; die auf R liegende Ecke von a;, so be-
gteht fiir ¢>1 die Gesamtheit der auf %
liegenden Punkte wvon A; aus der Kante
SRy Py, wenn P,_, von P; verschieden ist,
und avs dem Punkbe P;_;= P;, wenn P;_,
it P; zusammenfillt. Fur z =1 1st P; ., durch
die Ecke P/, das ist die anf & liegende Beke von
o, 20 ersetzen. Somit gehdren im Folygone TT

FPolygon T, s =7
die Kanfen des Kamntensuges P/ P, P,... P, = Fic. 74.

M, wnd nor diese; gewisse-von diesen Funkten T

kémnen in einen zusa.mmenfa.llen z. B. ist in der Fig. 74 Py= Py= P, = P;. Ver-
einigt man noch dureh Obertellung die Kanten des Eantenzuges zu einer einzigen
Seite ! von TT und 146t man den Akzent an der Beite o wieder fort, um wie frither
rugeordnete Kanten gleich zu bezeichnen, so ergibt sich auf dem Rande von TT
sine Seitenfolge

: rpimnns Qg I a7 E oo,
- Die so erhaltemen Polygone werden mit den etwa noch vorhandenen, nichi von

R ansgehenden Dreiecken durch Oberteilung zu einem einzigen Polygon zusammen-
gesetzt Dieses Polygon hat dann das Schema

s By Ly BT L mvmnnns B g B3 L nnnnns B L BT ~vmnn e

arin bedeuten die {;die emzwenvo:hamden en Randseiten und die Schlangenlinien andere
nicht niher zu bezelchnende Seiten, die unter sich paarwelse zugeordnet sind (Fig.75).
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Die Seitenfolgen b;7; by? lassen sich durch Zerschneiden und Wiederzusammen-
setzen des Polygons in eine einzige lickenlose Folge bringen. Wie mar etwa die
heiden' ersten Seitenfolgen zn vereinigen hat, zeigt die Fig. 76. Weder werden hier-
bei die fibrigen Seitenfolgen der Form b;[; 7' noch die dureh Schlangenlinien im
Polygonschema angedeuteten Sei-

& 3 tenfolgen zerrissen. Durch Fort-
setzen dieses Vereinigungsverfah-
g, rems gelangt man zu einem Po-
lygon, das auber einer Folge

é g b 9T - gy Ip g7 7 nur paarwelise
[ zugeordnete Seiten enthilt. Die
Folge aber hat zum Anfangs-

An Torsionskoeffizienten gibt es nur im Falle der Nichtorientierbarkeit
einen der Dimension 1 vom Werte 2 (§ 24).

. Die Homologiegruppe der Dimension 1 der ovientierbaren geschlossenen
Fliche vom Geschlechte h ist daher die freie abelsche Gruppe von 2h Fr-
zengenden, die der nichtorientierbaren geschlossenen Fliche vom Geschlechie hiw
die divekte Summe einer freien abelschen Gruppe von k— 1 Erzeugenden

‘und einer Gruppe der Ordnung 2.

Die Homologiegruppen der Dimension ¢ und 2 sind ohne besonderes
Interesse, da diejenige der Dimension O fiir jeden zusammenhingenden
‘Komplex die freie zyklische Gruppe ist (§18) und die der Dimension 2

lg QZ bz 0 lz

B B 7, uﬁﬂﬂ?ﬁi‘;;%ﬁ:rﬁiib?ﬂﬁh:; schon durch die allgemeine Eigenschaft einer geschlossenen Fliche, eine
N QI, ) 2 zm ot G der Sgeienzuor o ‘geschlogsene, orientierbare oder michtorientierbare Pseudomannigfaltigkeit
[fig. 75, g- -

‘gu sein, bestimmt ist; sie ist nach § 24 die freie zyklische Gruppe im
Falle der Orientierbarkeit und besteht aus dem Nullelemente allein im
Falle der Nichtorientierbarleit. ' :

" Kine Homologicbasis der Dimension 1 zu ermitteln, dazu dient uns der

nung mit dem Endpunkt von ¢73,
also mit dem Anfangspunktvon g, Aquivalent, schlieBlick also mit dem Endpunkt von g2
Man kann daher die Folge durch eine Diagonale [ mit zwei dquivalenten Randpunkten
abachneiden, die beide mit O bezeichnet werden. Dadureh eatsteht ein Polygon mit
giner einzigen Randseite /. Auf dieses kann man den NormalisierungsprozeB der
geschlossenen Fiichen iibertragen, indem man die mit ¢ nichtigquivalenten Heken
zugunsten. von (O verringert, Alle Ecken des Polygons werden schlieflich mit O
fquivalent. Setzt man mach Beendigung des Normalisierungsverfahrens das ab-
geschuittene Polygon lings I wieder an, so ergibt sich die gewlinschte Normalform
der berandeten Flichen. Die Normalformen unterscheiden sich durch Rinderzahl,
Charakteristik und Orientierbarkeit, drei Eigenschaften, die wir als invariant er-
kannt haben, und sie stellen daher michthom@omorphe Flichen dar.
Aufeabe: Die Verdoppelung (8. 129) einer mit » Lichern versehenen orientier-
baren [nichiorientierbaren] Tliche vom Geschlecht A [E] ist eine geschlossene Fliche
vom Geschlecht o =s 27 4 ¢+ 1 [k == 2% - %7 — 2],

- Hilfssatz: Die Ecken, Kanten wnd Flichenstiicke einer Polyeder-

fliiche bilden ein Blocksystem. — Ein Blocksystem {§ 22) ist immer be-

ziiglich einer simplizialen Zerlegung eines Komplexes definiert. Wir be-
nutzen irgendeine simpliziale Zerlegung &% die aus der vorgelegten
Polyederfliche durch Unterteilung hervorgeht. Statt Ecken, Kanten und
‘Flachenstlicken miifiten wir genauer sagen: die K etten, die von je einer
“orientierter Ecke hezw. einer unterteilten und kohirent orientierten Kante
oder einem Flichenstlick gebildet werden; denn Bldcke sind simpliziale
Ketten.

- Bewelis: Dall die Bedingungen (Bl,) und (Bl,) fiir jede Dimension,

'(Bl,) fir die Dimensionen 0 und 2 und (Bl,) fir die Dimension 1 erfiillt
“sind, ist so einfach zu bestétigen, daB wir den Beweis unterdriicken; man
vergleiche auch .80, (Bl;) fur die Dimension % =1 und (Bl fix k=0
“beweisen wir gemeinsam indem wir zeigen: ist U eine simpliziale 1-Kette
wanf §2 und ist der Rand von U? eine 0-Blockkette, wird also HR2 U von
“Polyederecken gebildet, so gibt es eine zu U* homologe 1-Blockkette 771
In dieser Aussage ist (Bl,) fiir.k = O enthalten, und ebenso (BI,;) fiir
; =1, wenn man U? insbesondere als geschlossene Kette annimmt. Die
‘Konstruktion von 7' geschieht dadurch, daf man U aus den Flichen-
“gficken hinaus auf die Polyederkanten dringt. Wir betrachten die Teil-
ette U} von U%, die iiber den mittleren 1-Simplexen eines bestimmten
“Flachenstiickes TT der Polyederfliche liegt; mittlere 1-Simplexe von §2
sind dabei solehe, die nicht einer Polyederkante von & angehdren. Die

Kette U, bestimmt eine Kette "I auf dem Polygome 'TT des Polygon-
_systems, aus dem die Polyederfliche entstanden ist. R2 ' U2 ist eine 0-Kette
.auf dem Rande von ‘TT vom algebraischen Werte 0. Da eine 0-Kette vom
algebraischen Werte ¢ auf einem zusammenhingenden Komplex immer
20 ist (§ 18), so gibt es auf dem Rande von ‘TT eine 1-Kette ' U1, die
- Beifert-Threlifall, Topologie 10

§ 41. Homologiegruppen der Fliadhen.

Da die Homologiegruppen eines Komplexes durch seine numerischen
Tnvarianten (Bettische Zahlen und Torsionskoeffizienten) bestimmt sind,
so lassen sie sich fiir die gesehlossenen Flichen leicht ermitteln. Hs ist:

" namlich nach der verallgemeinerten Eulerschen Polyederformel (§ 23) die
Charakteristik :

. Ne=—pt+ pt — p°

Da die Fliche ein zusammenhingender Komplex ist, so ist nach § 18
=1, und da sie eine orientierbare oder nichtorientierbare Psendomannig-.
faltigkeit ist, so ist nach § 24 p* =1 im Falle der Orientierbarkeit und:
9 = 0 im Falle der Nichtorientierbarkeit und daher

N =pl— 2 im orientierbaren Falle,
N=p'— 1 im nichtorientierbaren Falle.

Die erste Bettische Zahl ist daher durch die Charakteristik und folglich.
nach § 38 auch durch das Geschlecht % bzw. & der Fliche gegeben:

pt= N 2 =25 im orientierbaren Falle,
pt=N+1=k%k—1 im nichtorientierbaren Falle.
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denselben Rand wie "} hat. "U} — U} ist dann geschlossen und daher
nullhomolog in 'TT wie jede geschlossene 1-Kette auf der Kreisscheibe. .

Die den Ketten T/ und ' U? entsprechenden Ketten I7! und U2 von &2 sind
ebenfalls einander homolog. Ersetzt man nun U} duwrch U? und verdringt
man in der gleichen Weise die Kette I/ aus den dbrigen Flichenstiicken,
so erhilt man eine zu U* homologe Kette 77, deren simtliche Simplexe

den Polyederkanten angehoren. Da R2 ¥ == R2 U? nach Voraussetzung
eine O-Blockkette ist, so treten in V! alle 1-Simplexe einer kohiirent -

orientierten Polyederkante gleich oft auf, d. h. F* ist eine 1-Blockkette,

wie wir sie suchen.

Der Hilfssatz gestattet, die Hlomologiegruppen einer durch ein Polygon- |

system gegebenen Polyederfliche von meuem zu berechnen und tberdies
eine Homologiebasis anzugeben. Man braucht nur die Blockinzidenz-
matrizen (§ 22) aufzustellen und simultan auf die Normalform zu bringen.
Wir fiithren die Rechnung nur fiir die Fundamentalpolygone (0),
(B), (k) von 8.139 durch (man vergleiche dazu die Fig. 11, 10 und 19).
Die Matrizen lauten:

E | a E' (T
— T 0
P \ 1 o | 0
0 -1
Eo ] albl...ahbh E* ‘ 11
0] 060...00 @ | 0
b, | O
. . ()
€, | 0
by | 0
B0 J e Qo . . . (g Et .7
0O 00...0 a | 2
Ga i 2 (k)
T
a, | 2

TUm die Inzidenzmatrix E® von (0) anf die Normalform zu bringen, -ad-
dieren wir die erste zur zweiten Zeile. Die Normalform H° lautet danach

H"Ecb

P—0| 1
o 0
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und eine Homologiebasis der Dimension () wird von dem Punkte O ge-
bildet. Die Inzidenzmatrix E* von (0) steht ebenso wie die beiden Inzidenz-
- matrizen von (k) bereits in der Normalform. Fiir die geschlossene Fliche
~vom (Geschlechte % bilden somit die 2% 1-Ketten a,, by, . . ., @z, by, eine
= Homologiebasis der Dimension 1, die zugleich eine Bettische Basis ist. —
Um die Inzidenzmatrizen (k) in die Normalform zu bringen, subtrahieren
wir in E? die erste Zeile von den tibrigen und erhalten

k
Ho !Zaiag...ak H T
| =
0 0...0 :
0 | D, | 2
t=1
ag | O
dy 0
Die & 1-Ketten 2 sy Gy - . ., Oy bilden hier eine Homologiebasis, die 1-Ketten

=1 .
s, . . ., Oz eine Bettische Basis, im Einklang damit, daf die Bettische Zahl
gt = [ -1 ist

" Wihrend die Bettische Zah! der Dimension 1 fiir orientierbare und nicht-
orientierbare geschlossene Fliachen verschieden ist, ist die Zusammen-
hangszahl fir alle Flichen ¢* = N+ 2. Denn es ist N = — gy + ¢, — ¢
(8.87) und gy =g, = 1 (8. 86).

~ Kine Zusammenhangsbasis erhflf man, wenn man die Inzi-
denzmatrizen mod 2 E® und E! aufstellt. Dies geschieht, indem man in
den Inzidenzmatrizen E® und E' alle geraden Zablen durch die Restklasse
0, alle ungeraden durch die Restklasse 1 ersetzt. Fir die Flichen (h) und
(k) stehen die Matrizen E® und E? schon in der Normalform, also bilden
die Kanten der Fundamentalpolygone, als Ketten mod 2 betrachtet, eine
Zusammenhangsbasis der Dimension 1. Die Kugelfiiche (2 = 0) ist ein tri-
vialer Ausnahmefall. Uber die geometrische Bedeutung von ¢* gilt der
Satz: Die Zusammenhangszahl der Dimension 1, ¢ = N 2, ist
gleieh der Maximalzahl der die Fliche wicht zerstiichelnden IRiickhehy-
schuttte.

- Unter eirem Riickkehrschnitte verstehen wir einen doppelpunktfreien
geschlossenen Kanfenzug auf einer simplizialen Zerlegung der Fliche,
dlso einen eindimensionalen Teilkomplex (§ 23), in dem mit jeder Ecke
genau zwel Kanten inzident sind. Ein System von r Riickkehrschnitten,
von denen wir noch voraussetzen, dafl niemals zwel eine Kante
gemeinsam haben, ,zerstiickelt die Fliche, wenn es zwei Dreiecke
der simplizialen Zerlegung gibt, die nicht durch eine Reihe von ab-




148 Tlichentopologie § 41

wechselnd inzidenten Dreiecken und (micht zu den Riickkehrschnitten ge-
horigen) Kanten verbindbar sind. DaB es wenigstens N | 2 niecht zer-
stiickelnde Riickkehrschnitte gibt (bei geeigneter simplizialer Zerlegung),
zeigh der Kantenkomplex der Fundamentalpolygone (8. 139). Besteht aber
das Riickkehrschnittsystem aus r > N+ 2 Riwckkehrschmitten f;, fs,..., 5,
so sind sie, als Ketten mod 2 aufgefafit, homolog abbingig, weil die Zu-
sammenhangszahl N + 2 die Maximalzahl homolog unabhingiger Ketter
mod 2 ist (§ 23). Es gibt daher eine 2-Kette mod 2, also einen zweidimen-
sionalen Teilkomplex 112, dessen Rand von einer linearen Kombination
dieser Riickkehrschnitte gebildet wird:

g’{a u2=§1f1":_:€2f2"{"" '+§1‘f1"

Siebentes Kapitel.

Fundamentalgruppe.

Die Homeologiegruppen reichen nur in zwei Dimensionen zur vollstindigen
Klassifikation aller Mannigfaltigheiten auns, DMe wichtigste Invariante, die in hoheren
Dimensionen die Unterscheidung von Komplexen und Mannigfaltigkeiten oft auch
da noch erméglicht, wo die Homologiegruppen iibereinstimmen, ist die Funda-
mentalgruppe. Sie ist eine im allgemeinen nickt-abelsche Gruppe. ¥s gibt nur
eine Fondamentalgruppe eines Komplexes; sie sagt fiber das Verbalten der ein-
dimensionalen Wege etwas aus. Das Bestreben, in Analogie mit den Homologie-
gruppen Fundamentalgruppen fitr jede Dimension eines vorgelegten Komplexes zu
definjeren, hat bisher zu keinen wesentlichen Ergebnissen gefithrt. — Wie die
Homologiegruppen ist die Fundamentalgruppe eines Koraplexes eine Invariante im
GroBen, aber wie jenen 148t sich ihr eine Invariante im Kleinen, dic Fundamental-
gruppe in einem Punkte, an die Seite stellen. .

mit nicht lauter verschwindenden % Da wir voraussetzer, dafi zweil Riick-
kehrschnitte f; und ¥; niemals eine Kante gemeinsam haben, so ist die
rechte Seite == O und daher U? weder O noch die ganze Fliche. -‘Wenn nun
B2 der Restkomplex von 12 ist, so kann man ein 2-Simplex von B2 mit
einem von 112 micht durch eine Reihe von abwechselud inzidenten Drei-
ecken und Kanten verbinden, ohne einen Riickkehrsehnitt zu {iberschreiten.
Die Fliche wird also durch je ¢t + 1 Riickkehrschnitte zerlegt.®

Bemerkung: Kin schmaler Streifen, der einen Riickkehrschnitt einer
nichtorientierbaren Fliche umgibt, ist entweder ein Kreisring oder ein
Mébiusband; je nachdem nennt man den Riickkehrschnitt zweiufrig
oder einufrig. (Man gewinnt einen solchen Streifen z. B. dadurch, dab
man in der zweifachen Normalunterteilung der gegebenen simplizialen
Zerlegung alle mit Kanten und Ecken des Riickkehrschnittes inzidenten
Dreiecke nimmt.) Wenn eine nichtorientierbare Fliche nach Aufschneiden
Iaings des Riickkehrschnittes orientierbar wird, so heifit der Riickkeh
schuitt orientierbarmachend.

§ 42. Fundamentalgruppe.

* Ist eine orientierte Strecke # stetig in einen endlichen oder unend-
lichen Komplex & abgebildet, so sagen wir, dafl dadureh ein Weg w in
‘@ pestimmt ist. Die Bildpunkte von #@ heifien die Punkfe des Weges.
Sind P und @ Anfangs- und Endpunkt von @, P und ¢ ihre Bildpunkte,
do heiBt P der Anfangs- und @ der Endpunkt von w, und w ,fithet” von
P nach Q. Durchléuft man @ stetig von P nach @, so ,,durchlduft auch
der Bildpunkt den Weg w stetig von P nach @. Der Bildpunkt braucht
gich dabei im Komplex & nicht von der Stelle zn rithren, denn die De-
finition schlieft nicht aus, daf sich ganz # in einen einzigen Punkt ab-
‘bildet, aus.dem dann ganz w besteht. ,
-+ Bildet man das Urbild @ auf eine andere orientierte Btrecke @' topo-
logiseh so ab, daf Anfangspunkt in Anfangspunké und Endpunkt in
Endpunkt iibergeht, so ist damit #%’ anf dem Umwege iiber 7% ebenfalls
eindeutig und stetig in §* abgebildet und bestimmt daher einen Weg ov”.
‘Wir betrachten dann < und ¢ als nicht verschiedene Wege* Offenbar
‘stimmen die Punkte von 4 mit denen von w’ iiberein.

" Nimmt man alg Urbild % die Einheitsstrecke 0 = s < 1 einer Zahlen-
geraden mit dem Anfangspunkte s = 0 und dem Endpunkte s=1, so ge-
‘hort jedem s-Werte des Intervalles 0 = s = 1 eindeutig ein bestimmter
Punkt von w zu. Man kann die Punkte des Weges w auf unendlich viele
Veizsen auf einen Parameter beziehen, der von O bis 1 lauft. Ist s’ ein
eiterer Parameter, so hingen s und s’ durch eine topologische, also

Aufgabe: Man zeige auf Grund der Aufgabe 1 von § 38, daB es auf jeder nicht-
orientierbaren Flache eimen orientierbarmachenden Rickkehrschnitt gibb, Jeder
orientierbarmachende Rilckkehrschunitt ist zweilufrig oder einufriz, je nachdem das
Geschlecht & gerade oder ungerade ist. [Beim Aufschneiden bleibt die Charakte-
ristik ungetindert, Man benutze die Tatsache, daB die Charakteristik einer oriem-
tierbaren geschlossenen ¥liche immer gerade ist.] :




150 Fundamentalgroppe §42 §42 Fundamentalgrappe 151

monotone Koordinatentransformation zusammen. Man kann s als die Zeit
deuten, in der ein Pankt den Weg durchliuft.

Ist u ein Weg von P nach ¢ und v einer von ¢ nach R, so kann man
beide Wege zu einem einzigen Wege @ vereinigen: man setzt die heiden

gegen in die Punkte P bezw. ¢). @ X 0 bedeutet hierbei das topologische
Produkt aus der Urhildstrecke #% und dem Punkte (0 der Strecke f. —
Der Zusammenhang zwischen f und den Abbildungen g, wird wie bet der
Deformation von Abbildungen durch die

Urhilder # und ¥ zu einem einzigen, %, aneinander und bildet sie ab wie Gleichungen P z g.
guvor. Dag Bild von & ist ein Weg w, der das Produbié von u und + heifit : f(B x ) = g:.(R) Urbildstreche
und mit Fi 7: b

ig. 77,

“hergestellt. Der Unterschied gegen frither
liegt nur darin, daf jetzt die Abbildung 7 Tix1=10,
‘noch der Bedingung geniigen muf, die Seiten
"Pxtund Qxt in die Punkte P und ¢
tiberzufithren (Fig. 77—19). Pt gxt
Die Deformation eines in festen Endpunkten
angelnipften Bindfadens oder Gummibandes
im euklidischen Raume ist nur ein Sonderfall der T l-T0
: hier betrachteten Deformationen. Denn der Bind- g
" faden hat keine Doppelpunkte und kann sich wih-
“yend der Deformation auch nicht selbst fiberschnei-
den, wihrend durch homotope Deformationen z. B. . : g
Enoten eines Weges durch Uberschneiden beseitigt
- werden kfnnen. Auch die dem Bindfaden mig-
‘lichen Deformationen sind einer mathematischen
" Behandlung zughnglich: sie werden durch iso-
~tope Deformationen des Raumes in sich be- E Ty
- wirkt. Abbildung in &*
o Isb w, in ey und e In 2wy deformierbar, Fiz. 79,
o auch 2, in 40,. Man braucht in den bei-
" den Deformationsrechtecken, die zu den Deformationen von w0, in w; und
von @, in w, gehoren, nur die beiden Seiten zu identifizieren, die sich
“in w, abbilden, und zwar so, daB identifizierte Punkte denselben Bild-
- punkt in & haben, was moghch ist, weil die beiden Seiten Urbilder des-
- selben Weges uy smd Man erhiélt dann ein neues Rechteck, das stetig
in & g0 abgebildet ist, daB zwei parallele Seiten in o, bezw. w,, die beiden
anderen Seiten in P bezw. ) tibergehen; d. h. e, ist in w, deformierbar.
" Darauf, daf die Beziehung der Deformierbarkeit transitiv ist, beruht es,
“daf man die Verbindungswege zweier Punkte in Klassen ineinander de-
“formierbarer einteilen kann,

© Tst

W= A

bezeichnet wird. « entsteht also, indem man erst « und dann » durchlduft

Der resiproke Weg w~* von w entsteht aus 0 durch Umorientieren des
Urbildes #.

Ein Weg, dessen Anfangspunkt mit dem Endpunkte zusammenfallt,
heifit geschlossen.

Eine Folge endlich vieler gerichteter Kanten einer simplizialen Zer-
legung von &, in der der Endpunkt jeder Kante mit dem Anfangspunkt
der folgenden zusammenf“allt bildet einen Kantenwwey, der von P nach ¢
filbrt, wenn P der Anfangspunkt der ersten und ¢ der Endpunkt der
letzten Kante ist. Er ist aufeufassen als der Produktweg der einzelnen
Kanten; als 1-Simplex ist jede orientierte Kante stetiges (sogar topo-
logisches) Bild eines geradlinigen orientierten 1-Simplexes, d. h. einer
orientierten Strecke, also ein Weg im Sinne unserer Definition.

Ein Weg w, wird (homotop) deformiert, indem die Abbildung seines Ur-
bildes #iin & homotop deformiert wird unter Festhaltung von Anfangs-
punkt P und Endpunkt @ des Weges. Ist also ¢ ein von O bis 1 lanfender
Parameter und ist jedem ¢-Werte eine Abbildung g, von @ in & =zu-
geordnet, insbesondere dem Werte ¢ = 0 die Abbildung g, von @ auf
wy und dem Werte £ =1 die Abbildung ¢, von #@ auf einen gewissen
Weg w,, hiingt ferner der Bildpunkt g,(R) eines Punktes B von # stetig -
von B und ¢ ab und sind die Bildpunkte des Anfangspunktes P und des
Endpunktes ¢ von # fiir alle Werfe ¢ die némlichen Punkte P und 9,
50 heibt der Weg ww, in 2, homotop deformierbar und die Wege e, und :
w; heiBen einander homotop in dem Komplex §°. Offenbar ist dann auch
umgekehrt o, in w, deformierbar. Homotope Wege haben hiernach stets -
Anfangs- und Endpunkt gemeinsam.

Wie bei der Deformation einer Abbildung kérmen wir auch jetzt die
simtlichen Abbildungen g, des Weges %@ durch eine einzige Abbildung f
des Deformationskomplexes i@ x t geben, wenn @ x t das topo-
logische Produkt aus % und der Einheitsstrecke t (0 =< ¢ = 1) bezeichnet.
Als @ x t kann man also insbesondere ein Rechteck der Zahlenebene
withlen, das Deformationsrechteck. Dann kénnen wir die Definition der De-
formation auch so fassen: w, ist in 2, deformierbar, wenn man das Defor-
mationsrechteck # x { vermdge einer stetigen Abbildung f so in & ab
bilden kann, daf die Seiten @ x O = @, und @ x 1 = 0, bezw. iibergehen
in die Wege w, und ¢, die beiden anderen Seiten P x t wnd § x t da- -

Deformautionsrechteck
Hig. 78.

Wo==0 ... bed.. . e

_ein Weg in R7, der Produktweg der Wege @, ..., b, 6, d, ..., ¢, und ist
"¢, in ¢, deformierbar, so ist ), in

wo=a...0d... ¢

deformierbar.®) Nach Voraussetzung gibt es nimlich eine stefige Abbil-
dung des ,mittleren” Rechtecks der F1g 80, bei der & in ¢, & in ¢, und

. #) ¢, kann auch erster oder letater Faktor in dem Produkte sein.
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die beiden vertikalen Seiten in den gemeinsamen Anfangs- bezw. Endpunkt
vou ¢y und ¢, iibergehen (Fig. 81). Man ergiinze die Abbildung des mitt-
leren Rechtecks zu einer Abbildung des cresa,mten Rechtecks in &7, bei der
Bx1__ bat  Exged,  dxt ger B%0,.., 50,4 x0,
T exO in d1e Wege

, b, d, ..., e tiber-
- gehen und j e d e vertikale

Komplex, bei der eine Seite in der Weg w, die iibrigen in den Anfangs-
punkt von e tbergehen. —

Die nullhomotopen Wege lassen sich auch folgendermaflen charakberi-
‘sieren: Fin geschlossener Weg w ist dawn wnd nwr dann nullhomotop,
wenn man i i ein singulires Elementorflichenstiick einspannen hann.
‘Ein singulires Elementarflichenstiick ist das stetige Bild einer Kreisscheibe

‘in &,

§

ax o0 Exbg dx0 x4 Strecke der vom mittleren Anstatt nimlich das Rechteck unmittelbar durch eine stetige Abbil-
e 8- Rechteek verschiedenen || dung g so in &" abzubilden, daB & in « und die anderen Seiten in den

: Teilrechtecke in einen ein- : | ‘Anfangspunkt tibergehen, kann man die Abbildung in zwei Schritten vor-

P Rt b 2% oot zigen Punkt dbergeht. -_"'nehmen First bildet man das Rechteck durch eine stetige Abbildung ¢
g, 8L, Besteht in einem Pro- .| ‘auf eine Kreisscheibe 8§ ab, indem man die eine Seite @, in den Kreis-

doktweg @b der erste

(zweite) Faktor aus einem Punktweg, so ist b in b (a) deformierbar.
Beweis: In dem Rechteck der Fig. 82 ist die untere Seite in zwei Teile &,
und b, geteilt, und es sind je zwei Punkte von B, und der gegeniiber-
liegenden Seite b,, die einander vermige einer

b, linearen Abbildung entsprechen, durch eine gerad-
linige Strecke verbunden, ebenso alle Punkte von
iy mit dem Anfangspunkte von b;. Man kann das
Rechteck so stetig anf b; abbilden, daf jede Vex-
bindungsstreeke in ihren auf ; gelegenen Knd-

> 7 punkt iibergeht. Bildet man darsof b; auf den

* b, 52 ~Weg b ab, so ist damit eine Abbildung des Recht-

ecks in & gegeben, bei der @,b, in @b und die

beiden vertikalen Seiten des Rechtecks in Anfangs- und Endpunkt von b
iibergehen, das heifit aher, @b ist in b deformierbar.

Wenn von zwei ineinander deformierbaren Wegen 20, und w der Weg
0, aus einem einzigen Punkte bestehtf, so heifit ' in einen Punkt defor-
mierbar oder nullhomotop. Ein geschlossener Weg w ist also nullhomotop
in &, wenn man ein Rechteck so stetig in £ abbilden kann, daB eine
Seite #@ in w, die ibrigen drei Seiten in den Anfargspunkt vom w'
itbergehen.

Beispiel: Der Komplex & sei der »-dimensionale Zahlenranm H~.
In ihm ist jeder geschlossene Weg 2 nullhomotop. Zum Beweise lasse
man jeden Punkt von w mit konstanter Geschwindigkeit in einer Sekunde
nach dem Anfangspunkte P von w laufen und gebe die entsprechende Ab-
bildung des Deformationsrechbeckes an. — Derselbe Schluf ist anwendbar,:
wenn & ein (etwa geradlinig in R* gelegenes) n-Simplex @ ist; ins-
besondere (n — 1) ist also ein Weg, der aus einer hin und zurick durch-
lanfenen Strecke @ besteht, auf @ nullhomotop. — Hieraus folgt, daf irgend-
ein hin und zurtick durchlaufener Weg 4, also ein Weg der’
Form w = uwu~! in einem heliebigen Komplexe nullhomotop ist. Man’
braucht nur die orientierte Strecke ¢ auf den Weg u stetig abzubilden und:
erhilt dadureh eine stetige Abbildung des Deformationsrechtecks in den

umfang, die iibrigen drei Selten in ein und denselben Pankt O iibergehen
“1aBt (Fig. 83), wahrend die w0y iy

vertikalen Strecken des
‘Rechteckes auf die entspre-
‘¢thenden Kreissehnen linear
“abgehildet werden, danach
hildet man die Kreisscheibe
in den Komplex & durch 0 W

ine Abbildung % so ab, Fig. 8.

“dafl ¢ = Yo wird, was oﬁ'enbar méglich ist. ¥ ist dann nach § & Satz IV
tetig. Wenn also w nullhomotop ist, so kann man ein singulires Hle-
mentarflichenstilck einspannen. Wenn andererseits die stetige Abbildung ¥
er Kreisscheibe &2 gegeben ist, so ist damit zugleich die Abbildung v o=y
es-Rechteckes bestimmd,

- Wir machen jetzt die weitere Arnahme, daf der Komplex & zusam-
menhingend ist. Alsdann sind je zwei Punkte durch einen Weg ver-
indbar. In §" betrachten wir alle mdglichen geschlossenen Wege, die
on einem irgendwie gewiihlten festen Anfangspunkte O ausgehen. Diese
Wege zerfallen in Klassen ineinander deformierbarer Wege, sog. Weye-
la:ssen Die Wegeklasse, in der ein Weg w liegt, Wollen wir voriiber-
ehend mit {10)

bezeichnen. Die Wegeklassen sind die Elemente einer Gruppe, der sog.
- Fundamentalgruppe® oder Wegegruppe § des znsammenhéingenden Kom-
plexes & hei folgender Verkniipfung: Das Produkt zweier Wegeklassen
{40,) und {w.} ist die Wegeklasse {wyw,}, in der der Produktweg 2, w,
iegt. Diese Festsetzung ist unabhingig von der Auswahl der Wege
und s aus ihren Wegeklassen. Ersetzt man n#mlich w, und w, durch
zwei andere, in sie deformierbare Wege ¢; und ,, so ist wiws in den
Weg w, t, deformierbar, nach 3. 151,

. Die Verkniipfungsvorschrift geniigt den Gruppenaxiomen:

1. Das assoziative Gesetz ist offenbar erfillt;

2. es gibt ein Einselement, nimlich die Klasse der nullhomotopen Wege;
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Der Isomorphismus zwischen den Fundamentalgruppen §(0) (mit dem
Anfangspunkt O) und F(0') (mit dem Anfangspunkt O°) hingt noch
von der Auswahl des Hilfsweges ¢ ab. Nimmt man an Stelle von + einen
Hilfsweg u, so tritt an Stelle der Zuordnung

_ denn setzt man einen nulthomotopen Weg vorn oder hinten an einen be
liebigen Weg an, so #ndert sich seine Wegeklasse nicht, nach S. 152.
3. Es gibt zu jedem Element ein reziprokes, nimlich die Wegeklasse, in .
der der entgegengesetzt durchlaufene Weg darin liegt. Dies folgt daraus, .
daf ein hin und zuriick durchlaufener Weg nullhomotop ist.
Dagegen gilt nicht immer das kommutative Gesetz. Bs ist im allgemeinen
nicht {o;} {w,} = {ws} {,}. Die Fundamentalgruppe ist im Gegensatz .
zu den Homologiegruppen im allgemeinen nicht abelsch. Auf den Zusam-
menhang zwischen Fundamentalgruppe und Homologiegruppe kommen :
wir spiter zuriick (§ 48).
In der Wegeklasse {w,} {w,) liegt der Produktweg w, 1., aber auch jeder Weg, :
der durch Deformation (mit Festhaltung des in ¢ fallenden Anfangs- und End-
punkies) aus ihm entsteht, also inshesondere ein:

Wog 20, der durch Abl8sen vor 2, w, vom Punkie :
O in der Mitte entsteht (Fig. 84). 20, und w0, brau

{w}— {vr-2wv) 1=
die Zuordnung

fw)— {wtwu) = (oo twoeu) = {{ute)r-twefw o)yt (2)

Man muf also alle Elemente von § (') noch mit dem festen Elemente
{wlo} transformieren™), num ans dem Isomorphismus (1) den Isomorphis-
mus (2) zu erhalten. D. h. der Isomorphismus zwischen (0} und F(0")
ist nur bis auf einen inmeren Automorphismus von §(0") bestimmi,

- Wir sahen in § 27 (Satz II), daB bei einer stetigen Abbildung ¢ eines
Komplexes & in einen Komplex K die %-te Homologiegruppe von £ eine

n chen nicht verschiedenen Wegeklassen anzugehd homomorphe Abbildung in die k-te Homologiegruppe von K™ erféhrt. Kinen

ren, ja sie kinnen zusammenfallen. | ventsprechenden Satz wollen wir jetzt fir die Fundamentalgruppe ableiten.

Dhe Fundamentalgruppe ist als abstrakte Ein belieliger Weg w auf 8 geht bei @ in einen Weg w' auf K™ iiber.

0 Grruppe unabhiingig von der Auswahl des | Denn das Urbild @ von w erfihrt erst eine stetige Abbildung f auf w
(p={rs3{me) Anfangspunktes O, wnd sie ist daher durch | wnd dann die stetige Abbildung ¢. Die Produktabbildung ¢ f ist wieder
Fig. 5. den susammenhingenden Komplex 8 selbs stetig und bestimmt daher einen Weg ' in K™ — Sind w, und 0y el

vollstindig bestimmt. Wiahlt man nimlich
an Stelle von O einen Punkf O zam Anfangspunkfe der geschlossenen
Wege, so ziehe man von O nach O’ einen Weg v und ordne der Wege
klasse {w’} der von O’ ausgehenden Wege die Wegeklasse

meinonder deformierbare Wege in 8, so sind auch die Bildwege wo und 1wy
‘ineinamder deformierbar. Das Deformationsrechteck 0<s<<1, 0<<¢ <1
148t sich stetig in & so abbilden, dab die beiden parallelen Se1ten t= 0
imd ¢ =1 in 2, und w,, die beiden anderen parallelen Seiten in den ge-
‘meinsamen Anfangspunkt 4 bezw. Endpunkt B von )y und w; iibergehen.
Durch nachtrigliche Ausiibung von ¢ erhilt man eine stetige Abbildung
des Deformationsrechtecks in K*, hei der die Seiten ¢ = 0 und #==1 in
o wnd wy, s=10 und s=1 in den gemeinsamen Anfa,ngspunkt A,
bezw. Endpunkt B’ von we und 4 iibergehen, d. h. wg und wy smd
.homotop in K7 — Endlich geht offenbar das Produkt zweier Wege in
das Produkt der Bilder iiber.

o Ist O der Anfangspunkt der geschlossenen Wege der Fundamental—"v-\, -
gruppe & von &%, so machen wir den Bildpunkt 0" zum Anfangspunkt
der geschlossenen Wege der Fundamentalgruppe £ von K™ Da sichi .
omotope Wege in homotope Wege abbilden, so kommt jeder Wogeklasé
on % eine bestlmmte Bildwegeklasse von F zu, und da das Bild des Prol
dnktes zweier Wege gleich -dem Produkt der Bilder ist, so ist diese Ab-.. "+
ildung von § in F ein Homomorphismus. Auch wenn man nicht (V)
sondern einen anderen Punkt Q von K™ zum Anfangspunkt macht, so
‘kann man noch von einer homomorphen Abbildung der Fundamental-
gruppe § reden. Denn zwischen den Gruppen f(0) und F(Q) besteht

{wh={vwv}

zu, eine Zuordnung, die nicht von der Auswahl des Weges w' aus seine
Wegeklasse abhingt. Umgekehrt ordne man einer Wegeklasse {w]} der;
von O ausgehenden Wege die Wegeklasse {v~2ew v} der von 0’ ausgehen--
den Wege zu. Diese Zuordnung ist gerade die Umkehrung der voriger
Denn auf Grund der ersten Zuordnungsvorschrift kommt man von {w’
zu {ew) = {vw v~1}, auf Grund der zweiten von {w} zu

{vrwo) = {v(vw v} = {w'].

Die Zuordnung der zu ) und O’ gehdrigen Wegeklassen ist also umkehr-
bar eindentig. Sie ist iiberdies isomorph: dem Produkte '

{on} {o0a] = {2

entspricht die Wegeklasse

(vw{wsot) = [vawivt-vuwsv™t} = {vwiv™t] [vwget),

d. i. das Produkt der zugeordneten Wegeklassen. — Bei den eben benutzte
Umformungen haben wir immer davon Gebranch gemacht, dafl der Weg
v~*¢ nullhomotop ist und dafi dureh Zusatz nullhomotoper Wege sich di
Wegeklasse nicht dndert.

3-4-) D. b links mit {u~le}, rechts mit {u~*¢}~! maltiplizieren; eine solche
ransformation bewirkt einen inmersn Aufomorphismus der Fundamentalgruppe.
Vgl A. Speiser, Theorie der Gruppen vou endlicher Ordnung, 8. 121 (Berlin 1927),
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von Ry und R, und da das Produkt zweier Wegeklassen aus ®, x &, offenbar ge-
“bildet wird, indem man die Produktbildung in den zugeordneten Wegeklassen
~von 8, berw. &, vornimmt, so ist die Fundamentalgruppe vor $; x £, das
divekte Produkt der Fundamentalgruppen von 8, und £,.

2. Die Fundamentalgruppe des n-S8implexes ebenso wie die des »-dimen-
- sionalen Zahlenraumes besteht aus dem Einselement allein. Denn jeder geschlossene
Weg w ist nullhomotop.

3. Ebenso besteht die Fundamentalgruppe der n-Sphire &7 fiir n > 1 aus dem
: Kinselemente allein. LiGt nfimlich ein geschlossener Weg w vor &% den Diametral-
punkt O seines Anfangspunktes O frei, so lasse man alle seine Punkte auf Haupt-
kreisen, die durch O und ¢’ gehen, in einer Sekunde nach ¢ wandern, was einer
- Deforraation in den Punkt O gleichkommt. Geht der Weg aber durch den Diametral-
-punkt hinduorch, so approximiert man die Abbildung seines Urbildes % zuvor nach

§ 31 in einer simplizialen Zerlegung von &#, die dem Diametralpunkt O zum
- mittleren Punkte eines x-Simplexes und den Punkt O zu einer Ecoke hat, Hierbei
erleidet w eine Deformation, die den Punkt (' von ibhm befreit, seinem Anfangs-
“punkt ( aber nicht &ndert, womit der Fall anf den vorigen zuriickgefilhrt ist. Da
:es vorkommen kann, daB ein Weg jeden Punkt der #-Sphire trifft, so Bt sich
.-die simpliziale Approximabtion beim Beweise nicht nmgehen.

4. Besteht die Fundamentalgruppe eines Komplexes aus dem Einselement allein,
60 heilit der Komplex einfuch susammenhdngend. Ein solcher Komplex ist also
;dadurch charakierisiert, daf man jeden geschlossenen Weg in ibm in einen Punkt
‘deformieren, oder was dasselbe besagt, in jeden geschlossenen Weg ein Elementar-
 Hichenstiick einspamnen kann, das freilich micht immer topologisch, sondern unter
“Umsténden nor mit Singularititen (Verzweigungspunkten, Faltungslinien, Selbstdurch-
“dringungen und dergleichen) in den Komplex hineingelegt werden kann. Die Frage,
~wie welt ein Komplez durch die Bedingung, einfach zusammenhingend zu sein,
eingeschriinkt ist, hingt mit wichtizen ungeldsten Problemen der Topologie su-
vsammen, sobald man sich auf homogene Komplexe beschrinkt. In einer Di-
mension ist die Frage deshalb leicht zu beantworten, weil es nur einen end-

ein Isomorphismus, der durch einen von (' nach @ gezogenen Hilfsweg
festgelegt ist. Die homomorphe Abbildung von F in - ((), gefolgt von .
der isomorphen Abbildung aunf F(Q), ist eine homomorphe Abbildung @ *
von § in F{Q). Bei Anderung des Hilfsweges #ndert sie sich ® mach
5.155 um einen inneren Automorphismus von f(Q). Wir haben also den .

Satz: Durch eine stetige Abbildung @ eines Komplexes 8% in einen
Komplex K™ erfihrt die Fundamentalgruppe § von 8 eine homomorphe
Abbildung & i die Fundamentalgruppe £ von K™ ® dst wur bis ouf
nnere Automorphismen von F bestimmit. Sind & wund K™ homéomorph
und ist @ eine topologische Abbildung von & auf K™, so ist ® ein 1-Iso
morphismus, d. h. homéomorphe Komplexe haben isomorphe Fundamental
Gruppen.

Der letzte Teil des Satzes folgt unmittelbar daraus, daf bei einer topo
logischen Abbildung die Zuordnung zwischen den Wegen von &” und den
Wegen von K™ eineindentig ist. .

§ 43. Beispiele.
1. Die Fundamentalgruppe des topclogischen Produlites zweier Komplexe &, und §
ist gleich dem direkten Produkt der Fundumentalgruppen der beiden Fakioren.

Beweis: Ein Punkt P des topologischen Produkies & x &, ist nach 8. 55 ein
deutig in der Form darstellbar

P== P, P, (£

Tst & ein beliebiger Komplex und g eine stetige Abbildung von & in ®, x &,
die einen Punkt P von ® in einen Punkt P von &, X #, iiberfiihrt:

PP, @) Kreiglinie {1-Sph#re} und die Zahlengerade. Die Zahlengerade ist einfauch zu-
5o ist damit auf Grand von Gleichung (P) eine stetige Abbildung ¢, ‘sammenhingend: Fiir z wei Dimensionen werden wir in § 47 durch Bestimmung
. ) er Fundamentalgruppen aller homogenen endlichen Komplexe {aller geschlossenen

C PPy g Flichen) erkennen, daf die Kugelfiiche (2- Sphire) der einzige einfach zusammen-

- . . . - héngende, endliche homogene Komplex ist. Ebense ist die Zahlemebene der einzige

vor & in &, und eine stetige Abblldlflg g infach zusammenhingende wnendliche homogene Komplex.* In drej Dimensiongn
P P, (g3 8t wahracheinlich die 3-Sphiire der einzige homogene endliche Komplex {Poincaré-

che Vermutung). In vier Dimensionen ist das topologische Produkt aus zwei
ugelfiichen ein Beispiel fiir einen homogenen endlichen Komplex, der nack dem
“ersten, Beispiele einfach zugammenhingend ist, der aber micht homdemorph
er 4-Sphare ist, weil die Bettische Zahl der Dimension 2 p?==2 ist *), withrend
‘fir die 4-Sphéire nach § 19 p®==10 sein miiBte,

von ® in ®, gegeben. Sind umgekehrt die stetigen Abbildungen g, und g, vor
gegeben, so it auf Grund der Gleichung (P) die stetige Abbildung g bestimmt
Ist inebesondere & eine orientierte Strecke, so ist durch die Abbildungen g
G1: g2 Jo ein Weg w, wy, w, in 8 X &, &, &, gegeben. Jedem Wege w W
& X R, ist damit etn Wegepaar w,, w, zugeordnet und wmgekehrt. — Ist dagegen &
ein Rechteek, das von ¢ so in &, X &, abgebildet wird, daf drei Seiten in
einen Punkt 0= 0, x (,, die vierte in einen Weg 40 iibergeht, so gehen bei de
Abbildung g; dieselben drei Seiten in den Punkt O, iiber, die vierte in den Weg w
© {t=1, 2). Dabei ist w,;, w, das dem Wege w zugeordnete Wegepaar. lst daher «
nullhomotop in & x ®;, so aunch w, in &, wnd w, in §,. Auch die Umkehrung
hiervon ist richiig: Sind s, und w, beide nullhomotop, so gibt es eine Abbildung g
des Rechtecks & in &, bei der drel Seiten in (), die vierte in 1, fibergeht. Die
durch ¢, und g, bestimmbe Abbildeng g filhrt diese drei Seiten von & in 0, X 0,
die vierte in w iber. ~— Wghlt man also in &; einen Punkt O; zum Anfangspunlkte
der gesachlossenen Wege, in &, X §, ebenso den Puankt O, x O,, so entsprechen
hiernach die Wegeklassen von @, X §, eineindeutig den Paaren von Wegeklassen :

- *) DaB die Bettische Zahl p* dea topologischen Produktes zweier Eugelflichen &,
und &, sicher nicht = 0 ist, folgt z. B. so: Bei der S. 156 erwibnten Abbildung 'y
ird die Eugelfiiche ®, X P, (P, ein Punkt von ®,) topclogisch auf die Kugel-
sche R, abgebildet, Zerlegt man ®, X P, simplizial und orientiert kohérent, so
rgibt sick eine 2-Kette [72, die nicht nullhomolog in R, X &, ist. Wire sie nim-
ich nullhomolog, so auch inr Bild ‘U2 bei der Abbildung g,, nach § 27, Sats L,
Ti* iet aber die kohirent orientierte Eugelfliche @,, also nicht nullkomolog anf &,.

-

~lichen und einen unendlichen homogenen zusammenhingenden Komplex gibt, die
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§ 44. Kantenwegegruppe eines simplizialen Komplexes.

Die Fundamentalgruppe § ist hiermit fiir einen zusammenhingenden
Komplex auf topologisch invariante Weise definiert. Um topologische

Inivarianten eines Komplexes zu berechmnen, gehen wir, wie bereits-

im Falle der Homologiegruppen, auf cine bestimmte simpliziale Zerlegung
des Komplexes zuriick und definieren mit deren Hilfe eine neue Gruppe,
die Kantenwegegruppe, die zwar zundchst nicht topologisch invariant defi-
niert, aber dafiir berechenbar ist. Sodann wird mit dem Verfahren der
simplizialen Approximation die Ubereinstimmung der Kantenwegegruppe
mit der Fundamentalgruppe und damit die topologische Invarianz der
Kantenwegegruppe bewiesen.

Wir betrachten einen endlichen oder unendlichen Komplex §” mit einer
festen simplizialen Zerlegung. Seine Kanten seien in bestimmiter Weise
orientiert und mit a,, ¢, . .. bezeichnet. Wir haben es anf & zunsichst
nur mit Kantenwegen zu tan, also mit Produkten

W=l .. a7 {a=flig=%1,. ., 5=11)
worin immer der Endpunkt von ¢ mit dem Anfangspunkt von e usw.
fibereinstimmt. Zu den Kantenwegen rechnen wir auch den aus O Kanten,
also aus einer Eeke der Zerlegung bestehenden Weg.

Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir im Gegensatz zu
den Kantenwegen und den sogleich zu definierenden kombinatorisehen
Deformationen die in § 42 betrachteten Wege und Deformationen gelegent-

- lich als stetige Wege und stetige Deformationen.

Durehliuft man den Rand eines 2-Bimplexes € von & von siner Hcke
aus in bestimihtern Sinne, so erhdlt man einen geschlossenen Kanten-

weg, etwa
o1 51 52 23‘
al aﬂ as 7

er heilt Rondwey des Dreiecks G2 Jedes Dreieck hat sechs verschiedene

Randwege, da man die Umlaufung von jeder der drei Ecken aus in zwei:

entgegengesetzten Richtungen ausfiihren kann.

Aus einem- Kantenwege kann man neue Kantenwege durch folgende:

elementaren kombinatorischen Deformationen (o} und (B) gewinnen:
(«) Binschalten oder Fortlassen einer hin und zuriick durchlaufenen
Kante: der Kantenweg

@i ... arat ... a
i » g z
wird durch

a’

z

&

Ny B B
i ) 4 7

ersetzt; dabei muf der Anfangspunkt von age

also auch mit dem Anfangspunkte von c&;“’ tibereingtimmen. Umgekehrt.

darf eine Verbindung age a; ¢ im Ausdruck fiir einen Kantenweg w fort

mit dem Endpunkte von CZ;P, :
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gelassen werden.¥) — Durch wiederholte Anwendung von (&) kann man in
einen Kantenweg w = w; w, einen beliebigen hin und zuriick durchlanfenen
Kantenweg u, dessen Anfangspunkt mit dem Endpunkte von 40, itberein-
stimmt, einschalten. Man erhdlt so aus w den Kantenweg ' = 1wy swau ' 10,.
(8) Einschalten oder Fortlassen des Randweges eines 2- Simplexes: Man..
durchlguft einen gegebenen Weg w bis zu einer gewissen Ecke, dann einen
in dieser Ecke beginnenden und dort
endenden Randweg eines 2-Simplexes
und danach den Restweg.
" Ferner filhren wir die hieraus ab-
geleitete drifte elementare kombinato-
rische Deformation ein:
© () In einem Kantenwege w wird
eine Kante ¢, die dem Randwege
apapay eines 2-Simplexes angehort,
durch {agzaf)~* ersetzt oder umgekehrt
eine Folge a;%a;*= durch a3, d. h
man, kann den Weg iiber ein Drei-
eck ,hinwegspringen lassen®. Offen-
bar 186t sich die Operation () durch
Deformationen (8) und (&) bewirken
(Fig. 85; darin ist & =1, & =—1,
& =—1)
. Zwei Kantenwege w und #', die durch endlich viele elementare kom-
binatorische Deformationen ineinander iberfiihrbar sind, heifien kombina-
toriseh ineinander deformierbar oder Lombinatorisch homotop; sie haben
immer denselben Anfangs- und Endpunkt.
Sei jetzt der Komplex & zusammenhiingend. Die von einer festen Feke O
ausgehenden geschlossenen Kantenwege zerfallen in Klassen kombinatorisch
homotoper Wege, in sog. Kantenwegeklassen. Die Kantenwegeklasse des
Weges w bezeichnen wir vortibergehend mit [#]. Die Kantenwegeklassen
sind die Elemente einer Gruppe i, der Kantenwegegruppe der betrach-
teten simplizialen Zerlegung von &, wenn man unter dem Produkte zweier
Kantenwegeklassen [w;] und [u,] die Kantenwegeklasse [t w,] versteht.
Diese Festsetzung ist offenbar unabhingig von der Auswahl der Kanten-
wege wy und wp aus den Klassen [24] und [w,], und man erkennt wie bei
der Definition der Fundamentalgruppe, daf die Gruppenaxiome erfillt
ind und daB sich die Gruppe nicht indert, wenn man statt O eine andere
Ecke (' als Anfangspunkt der Kantenwege auszeichnet.

4 %] 2]

ay

-

. Fig. 85.

Ist aber w geschlossen und die erste Kante die Resziproke der letzten, also

% -
w=q...a °,

5o darf nicht &, gegen & *7 gekiirzt werden, d. h. bei kombinatorischen Deforma-
nen bleiben Anfangs- und Endpunkt eines Kantenweges fest.
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Die Kanitenwegegruppe T, des Komplexes K" stimmt mit seiner Funda-
mentolgruppe 5 tiberein. Um dies zu zeigen, bemerken wir zunichst, dab
sich jede kombinatorische Deformation durch eine stetige Deformation
bewirken lift; denn der Rand eines Dreiecks und ein hin wnd zurlick
durchlanfener Weg sind stetig nullhomotop und dirfen nach Zu-
sammenzichung in einen Punkt fortgelassen werden (8. 152) (es sei denn,
daB danach iiberhaupt kein Weg mehr iibrighleibt). Wenn man also als
Anfangspunkt fir die stetigen Wege von § und die Kantenwege von g
dieselbe Bcke O der simplizialen Zerlegung von & wihlt, so liegt jede
Kantenwegeklasse [4] ganz in der stetigen Wegeklasse {w} darin. Danach
verliufi der Beweis der Ubereinstimmung von § mit § #hnlich dem In-
varianzheweise der Homologiegruppen. Man hat zwei Punkte zu erledigen:

(I) Jeder geschlossene stetige Weg mit O als Anfangspunkt ist stetig
deformierbar in einen Kantenweg; in jeder {e }-Klasse liegt also minde-
stens eine [w]-Klasse.

(1) Ist ein Kantenweg mit dem Anfangspunkte O stetig nullhomotop
in 8, so laft er sich auch durch kombinatorische Deformatlonen m 0
ﬁberfﬁhrenz"'; in jeder {w}-Klasse liegtalso hdchstens eine [20]-Klasse.
Die Zuordnung der Elemente von {§ und & ist also umkehrbar eindentig
und, da man zur Verkniipfung der Elemente von §§ insbesondere Kanten-
wege benutzen kanm, isomorph.

Die beiden Behauptungen (I) und (If) werden mit Hilfe des Deforma-
tionssatzes § 31 bewiesen.

(1) Tst o ein beliebiger von O ausgehender geschlossener Weg mit dem
Urbild #%, so kann man die Abbildung g, von @ auf w nach dem Defor-
mationssatze in eine simpliziale Abbildung g, einer gentigend feinen Unter-
teilang von @ deformieren. Anfangs- und Endpunkt von # bilden sich
auch wihrend der Deformation in denselben Punkt O ab, denn bei der
Deformation verlaft kein Bildpunkt das Simplex von &7, dem er zu Anfang
angehorte. Der Weg g, (), der durch Deformation aus w= g,(%) entsteht;
ist also entweder der Punkt O, oder er besteht aus lauter Kanten von @"’-
zwischen die noch gewisse Punktwege eingeschaltet sein kénmnen. Letztere

5 W 5 darf man nach 8. 152 fortlassen, so dafi damit « in

P biij ¢
g einen Kantenweg deformiert ist.

B g,  (II) Isb w ein geschlossener Kantenweg, der sich
durch stetige Deformatlon in den Anfangspunkt 0
zusammenzichen 1iBt, so 1aft sich ein Deforma:

_  tiomsrechteck P P, QOQ stetig 8o in 87 abbilden,

5 % daf die Seite P Q = @ in w und die Ubrigen Sei:

Ve 56 ten in O tbergehen (Fig. 86). Wir markieren auf

@ die Punkte, die den Eeken der Teilstrecken von e entsprechen, ziehen

durch diese Tellpunkte vertikale Geraden und erginzen die dadurch be

wirkte Zerlegung des Rechtecks durch weitere vertlkale und horizontalé

Geraden zu einem so feinen Raster, daf immer die in einer Ecke der

Teilung zusammenstofienden Rechtecke sich in das Innere eines Slmplex-_

sternes von &" abbilden, was nach dem Satz von der gleichmaBigen Stetig-
‘keit (S. 29) miglich ist. Das Raster unterteilen wir durch Diagonalen
2u einern simplizialen Komplex &2 Die Abblldung g0 von &2 in &~ liBt
sich dann nach dem Deformationssatze in eine simpliziale Abbildung g,
_deformieren. Bezeichnet # die unterteilte Rechtecksseite W, so ist das Bild™
0o(@) der unterteilte Kantenweg w. Bei der Deformation von g In gy wird
‘nun das Bild einer Teilstrecke des Weges P P, (J,§ immer der Punkt O
sein, denn bei der Deformation der Abbildung verliBt kein Bildpunkt das
Simplex von &, auf dem er sich zu Anfang befindet. Die Seiten PP,
o Qo, G0 bilden sich aber bei g, alle in das 0-Simplex O ab, Aus dem-
“selben Grunde wird bei dieser Deformation ein Teilpunkt voun g, (w), falls
cer eine Heke von &” ist, dauernd fest bleiben; ist der Teilpunkt aber ein
_mittlerer Punkt einer Kante & von 40, so geht er in eine Kcke von a ilber.
Der Weg ¢1(#), der durch die Deformation aus 00(%) entsteht, besteht
-"daher (abgesehen von gewissen dazwischengeschalteten Punktwe«ren die
wir fortlas‘Sen) aus denselben Kanten wie w, wird aber im allgememen
~gewisse Kanten noch mehrmals hin und zuriick durchlanfen. Jedenfalls
ann man von % zu ¢;(#%) durch eine Reihe von kombinatorischen De-
Aformationen der Art («) gelangen.

" Nun fithre man % auf §, durch eine Reihe von kombinatorischen
- Deformationen in den Weg P Py §, 4 fiiber, was z B. so geschehen kann,
daB man zuerst alle Teilstrecken von i jeweils durch die beiden anderen
Seiten des daran grenzenden Teildreieeks ersetzt. Man erhilt dann einen
on P nach @ fihrenden Streckenzug, der abwechselnd aus vertikalen
und diagonalen Strecken hesteht. Man ersetze darauf die diagonalen Strecken
weils durch die beiden anderen Seiten des darunter liegenden Dreiecks
pd lasse die hin und zuriick durchlaufenen vertikalen Strecken fort. Der
éue Btreckenweg ist P.Pl QlQ Auf P, @, wendet man dasselbe Ver-
fahren an wie zavor auf PQ, und man gelangt schlieBlich zu P P, J, Q.
éde auf % angewandte kombinatorische Deformation bestimmd vermoge
der simplizialen Abbildung g, eine kombinatorische Deformation von gy (i),
ie allerdings auch die Identltat sein kann. Hiner Operation (3), angewendet
“auf ein Dreieck G von &2 entspricht nimlich in & eine Operation (8)
der («) oder die Identitéit, je nachdem sich @2 in ein Dreieck, eine Kante
der eine Ecke von §” abbildet, und eine Operation {a), angewendet auf
ine Strecke €' von &2 wird in & zu einer Operation () oder zur Iden-
tit, je nachdem €' in eine Kante oder eine Fcke von §” itbergeht.

Man kann also % durch kombinatorische Deformationen in g1(@) und
a_rauf in das Bild des Weges P P, @, @ tiberfithren. Dieses Bild ist aber
et Punkt O. # ist also kombma‘uonsch nullkomotop.

- Damit ist die Ubereinstimmung der invariant definierten Fundamental-
ruppe F mit der kombinatorisch definierten Kantenwegegruppe J: be-
iesen. Beide Gruppen bezeichnen wir hinfort mit dem gleichen Buch-
aben.

“Beifert-Threltall, Topologie 11
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Avus dieser Ubereinstimmung folgt noch: Dhe Fundamentalgruppe eines
Komplezes 8 dndert sich wicht, wenn man die mittleren Punite aller ::
Simplexe von hoherer als dev Dimension 2 fortliflt. Denn die Kantenwege-
gruppe hingt nur ab von dem aus den 0-; 1- und 2-Simplexen bestehen-
den Teilkomplexe, dem zweidimensionalen ,Gertistkomplexe® der simpli- .
zialen Zerlegung von £

ein geschlossener Weg, der mindestens aus eimer Kante hbesteht. Man
‘nehme eine Kreisscheibe vom Radius 1 her und beziehe ihren Randkreis
auf einen Parameter, etwa die Bogenlinge s: 0 < s < 2x. Ebenso beziehe
“man den geschlossenen Weg w auf einen Parameter ¢ des gleichen Inter-
-valls. Die Punkte des Randkreises werden danach mit den zum gleichéh
- Parameterwerte s gehorigen Wegepunkten identifiziert. Von dem so ent-
‘stehenden Umgebungsraum sagen wir, dall er aus dem Kantenkomplexe
“durch Einspannen eines Flichenstickes, ndmlich des Bildes der Kreis-
‘scheibe, in den geschlossenen Weg w entstanden ist. 1, 2~ und die daraus
“durch zyklisehe Vertauschung der Kanten entstehenden Wege sind dann
‘die Rondwege des Flichenstiickes. Es ist zu beachten, daf w nicht etwa
‘doppelpunktfrel sein mufl, z. B. darf w = aa=? sein. — Wiederholt man
das Einspannen von Flichenstiicken endlich oft, so entsteht aus dem
-Kantenkomplexe ein Flichenkomplex; auch einen Kantenkomplex selber
wollen wir als Flichenkomplex (mit null eingespannten Flichenstticken)
~ansprechen.

§ 45. Kantenwegegrappe eines Flichenkomplexes.

Die Aufgabe, die Fundamentalgruppe eines vorgelegten Komplexes o
durch Frzeugende und Relationen darzustellen, ist durch das Ergebnis ven
& 44 auf die einfachere Aufgabe zuriickgeftihrt, die Kantenwegegruppe
eines zweidimensionalen simplizialen Komplexes zn ermitteln. Dies ist mit:
dem Verfahren, das wir in § 46 kenuenlernen werden, prinzipiell méglich..
Doch sind die Relationen, die man bei Verwendung eines simplizialen:
Komplexes erhilt, im allgemeinen sehr zahlreich und untiberdichtlich, und
wollte man sie benutzen, so wiirden sie der nachtriglichen Vereinfachung -
durch Elimination tiberzihliger Erzeugender bediirfen. Man kann aber zu:
wesentlich einfacheren Relationen gelangen, wenn man das Rechenverfahren .
nicht anf einen simplizialen Komplex, sondern auf einen aus Polygonen.
aufgebauten Flichenkomplex anwendet. Anf dessen Definition gehen.
wir daher zundchst ein. -— Wihrend die bisherigen Untersuchungen fiir:
beliebige Komplese gefithrt wurden, beschrénken wir uns von nun an der’
Tinfachheit halber auf endliche Komplexe.

Bin Kantenkomplex entsteht aus endlich vielen Strecken durch Identi-.
figieren gewisser Randpunkte. Dabel daxf es vorkommen, dal} die beiden’
Randpunkte ein und derselben Strecke identifiziert werden. Das Bild einer:
Strecke im Kantenkomplex nennen wir eine Kante Beispiele sind die:
Kantenkomplexe der Normalformen geschlossener Flachen oder der Kanten-

komplex des Wiirfels. :
" Tin Kantenkomplex kann durch Unterteilung der Kanten in einen ei
dimensionalen simplizialen Komplex tibergefiihrt werden, ist also ein-
Komplex im Sinne von § 10. '

Tine Kante wird orientiert, indem ihr Urbild orientiert wird. Die will-
kiirlich orientierten Kanten, die man auch als besondere Wege auf de
Kantenkomplexe auffassen kann, bezeichnen wir mit ¢, und die umgekeh:
orientierten mit a; %

Aus den Wegen @, und ihren Reziproken hilden wir ,Kantenwege®,:
das sind Wege der Form

" Man kann in einem Flichenkomplex & wie in einem simplizialen Kom-
plexe eine Kantenwegegruppe definieren. Zu dem Zwecke wird
-éine feste Eicke O als Anfangspunkt der Kantenwege gewshlt, und die von
0 ansgehenden geschlossenen Kantenwege werden in Kantenwegeklassen
.eingeteilt. Zwei solche geschlossene Kantenwege werden in dieselbe Klasse
‘getan, wenn sie sich kombinatorisch ineinander deformieren lassen. Die
“kombinatorische Deformation ist wieim simplizialen Komplexe (§44)
“definiert, nur hat man die Operation (#), dem Ubergang von Dreiecken zu
“Polygonen entsprechend, abzuindern: ‘

(«) Einschalten und Fortlassen einer hin und zuriick durchlaufenen
-Kante; ’ :

() Einschalten und Fortlassen des Randweges eines Flachenstiicks.
Eine Kante a, die fiir sich allein Randweg eines Flichenstickes ist, kann
hiernach -aus einem Wege, in dem sie anf- @ b

itt, fortgelassen werden (Fig. 87).

Die Kantenwegeklassen sind die Elemente

ér Kantenwegegruppe & des Flichen-

‘Tomplexes &, wenn die Verkniipfung wie —_—
sfrither definiert wird.

“Wir zeigen nun, daff die Kantenwege- Tig. 87,

uppe Fr mit der Fundamentalgruppe §

on § ibereinstimmt. Fir den besonderen Fall, daB & simplizial

rlegt ist, ist das bereits in § 44 bewiesen worden, denn alsdann ist

er Flachenkomplex & ein simplizialer Komplex & oder & Wir fithren

ie allgemeine Behauptung fiir einen beliebigen Flichenkomplex & auf

iesen bekannten Fall zuriick, indem wir von & durch fortgeseizte Unter-

ilung zu einem simplizialen Komplexe iibergehen und bei jeder Unter-

ilung reigen, duf} sich die Kantenwegegruppe nicht #dndert.
: 11

a,;l a:':n L. agz (Eyr—‘il})--.

worin immer der Endpunkt einer Kante mit dem’ Anfangspunkte d

nichsten ibereinstimms. :
Aus dem Kantenkomplexe entsteht ein Fldchenkompler dadureh, daf

. . - . J
. man in gewisse geschlossene Kantenwege Flichenstiicke ,einspannt®, S

—_ £ & Ex
W= ol AT . L. G
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Beweis von 2: Geht der Kantenweg w von & durch je eine einzige
kombinatoriseche Deformation innerhalb & der Reihe nach in die Kanten-
wege

Wir unterscheiden zwei Arten von Unterteilungen:

{UY) Unterteilung einer Kante: Auf einer Kante des Flachenkomplexes f
wird ein mittlerer Punkt zum neuen Eckpunkt erklirt, wodurch die Kante
in zwei Teilkanten zerfdllt;

(%) Unterteilung eines Flichenstiickes: Das Urbild des Fléchenstiickes,
das eine euklidische Kreisscheibe ist, wird durch eine Sehne in zwei Seg-
mente zerlegt, so daf die Endpunkte der Sehne bei der Abbildung des
Randkreises in Ecken des Kantenkomplexes iibergehen. Bei dieser Abbil-
dung geht die Sehne in eine neue Kante, die beiden Segmente in zwei neue
Flichenstiicke {iber.

Durch Unterteilung geht ans einem Flichenkomplexe offenbar wieder ein
Flichenkomplex hervor. Durch fortgesetzte Unterteillung kann man von
jedem Flichenkomplexe & zu einem simplizialen Komplexe gelangen.
Man zerlegt erst alle Fiichenstiicke in Dreiecke nnd bildet von dem Drei-
eckskomplex die zweifache Normalunterteilung. )

Bezeichnet ® den durch einmalige Anwendung einer Unterteilung (/1)
oder ( U?) aus & hervorgegangenen Flichenkomplex, so ist die Behauptung
dad ® und ® dieselbe Fundamentalgruppe haben, gleichbedeutend mit den
beiden folgenden Behauptungen: ) ‘

1. Fin geschlossener, von O ausgehender Kantenweg % von & ist in &
kombinatorisch in einen Kantenweg von & deformierbar. -

2. Bin geschlossener, von (0 ansgehender Kantenweg w von R, derin &
kombinatorisch nullhomotop ist, ist auch in & kombinatorisch null-
homotop. ) '

Beweis von 1: & entstehe aus & durch Unterteilung einer Kante
durch einen Punkt 7. o zerfallt in zwei Teilkanten b und ¢, die so als
Wege aufgefat werden, dab b ¢= o wird (Fig. 88). Der Endpunkt ¢ von
braucht nicht notwendig vom Anfangspunkte P verschieden zu sein. Trith
in einem Kantenwege i von & eine der Verbindungen 55~ ¢c™?, b1,
¢lc¢ auf, so 14Bt man sie auf Grand einer kombinatori- ‘
schen Deformation (o) weg und wiederholt dies so lange,
bis b*1 und ¢t dberhaupt nicht mehr in + vorkommen
oder nur in Verbindungen be (= ) oder ¢=24-1 (= a7%). _

Wy, Way ..., Wp=0

fiber, so sind dies Kantenwege von & und im allgemeinen nicht zugleich
solche von ®. Wir ordnen nun jedem Wege 4, nach einem sogleich an-
zugebenden (resetze einen Kantenweg w; von & zu, so daB in der Reihe

Ww == wO, wl, '?102, . ny @an

jeder Weg aus dem vorangehenden durch eine oder mehrere kombina-
torische Deformationen innerhalb § entsteht und daB ew, = O ist. Damit
ist dann bewiesen, dall w auch innerhalb & kombinatorisch in O defor-
mierbar ist. ‘ '

Das Zuordnungsgesetz lautet fiir den Fall, daf & aus § durch Unter-
teilung der Kante ¢ hervorgeht: Jeder von & und ¢ verschiedenen Kante
von & wird die gleiche Kante von ® zugeordunet. Der Kante b+! dagegen.
die Kante a*?, der Kante ¢ @iberhaupt keine Kante. Der dem Kantenwege
i, zugeordnete Kantenweg 2, ist dann offenbar ein von O ausgehender
geschlossener Kantenweg in £. — Vollzieht sich nun der Ubergang von'
; U ;4. durch eine kombinatorische Deformation (¢}, angewendet
auf eine von b und ¢ verschiedene Kante oder durch eine Deformation (8),
so der Ubergang von ; zu w;., durch dieselbe Deformation. Entsteht
aber w;,, aus @; durch eine Deformation (), angewendet auf b oder ¢,
so entsteht o0, ; aus w; durch eine Deformation (&), angewendet auf
(oder aber es ist w; == w;,,). — Gleht dagegen R aus § durch eine Unter-
teilung eines Fldchenstiicks hervor, so mehmen wir folgende Zuordnung
vor: Biner von der zerlegenden Kante d verschiedenen Kante von & wird
die gleiche Kante von & zugeordnet, der Kante d aber der Weg v. Dem
Hinzufigen oder Fortlassen von dd-* in & entspricht damm in &' das
Hinzuftigen oder Fortlassen von v4~%, das mit Hilfe von Déformationen («)
bewirkt wird, und den auf die Polygone P und X angewandten Defor-
mationen (8) entsprechen in & kombinatorische Deformationen, die sich
auf Deformationen (8} und (e) zurtickfiihren lassen. Damit ist die In-

a Damit ist 20 kombinatorisch varianz der Kantenwegegruppe §;, gegeniiber Unterteilang und also ihfe
H ¢ in einen Weg von & iiber- TUhereinstimmung mit der Fundamentalgruppe § bewiesen. '
3 ¢ gefithrt, — Entsteht ferner & '
P ! ¢ aus & durch Unterteilung eines § 40. Erzeugende und Relationen.

Fig. 8. Flichenstiicks T, so zerfallt TT Fig. 8.
i zwei Flichenstiicke P und X, die durch die neue Kante d voneinander
getrennt werden (Fig. 89). Die Randwege von P und ¥ seien du?
und dv=!. Man ersetze in einem Kantenwege « von & die etwa auf-
tretende Kante d=! durch v%*! auf Grund einer kombinatorischen De-
formation (8) und (&), womit % kombinatorisch in einen Weg w von
& deformiert ist.

Wir bezeichnen in dem Flichenkomplex & die orientierten Kanten
wieder mib ay, @, . . ., o und den Anfangspunkt der geschlossenen Kanten-
wege mit 0. Um ein System von Erzeugenden zu gewinnen, ziehen wir
von O aus nach jeder Ecke von & einen festen Kantenweg, den sogs Hilfs-
weg, mit dem wir die Xcke an O anschlieBen. Der zu O gehdrige Hilfsweg
bestehe aus dem Punkte O allein. Danach entspricht jeder orientierten
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Kante @; eindentig ein von O ausgehender geschlossener Weg 4, der er-
halten wird, indem man von O auf dem Hilfswege nach dem Anfangs
punkte von ¢, liuft, dano iber ¢; nach dem Endpunkte von ¢; und von
da auf dem reziproken Hilfswege des Endpunktes mach O zurtickkehrt.
A; ist ein bestimmter Kantenweg

A= oy (a'v) (A)

und gehirt als solcher einer bestimmten Kantenwegeklasse an, die wir
hinfort mit Unterdriickung der eckigen Klammer ebenfalls
mit A; bezeichnen. Nicht alle Kantenwegeklassen A4,, 4,, ..., 4, brauchen
voneinander verschieden zu sein.

Diese Kantenwegeklassen konnen als Erzeugende der Kantenwege-
gruppe dienen. Man kann n@mlich jeden geschlossenen von O ausgehenden
Kantenweg w in ein Produkt von Kantenwegen A4, kombinatorisch de-
formieren. Ist

oa(d,) = (hytty By 1) (hpag LA ) - Rpaghy e (hy @ AT Y) (hy a3 B5Y) (s g ' hy),

worin man sich noch die Wege R, aus jhren einzelnen Kanten zusammengesebzt zu
denken hat Beide Wege sind ineinander mit Benutzung nur der Operation (o)
kombinatorisech deformierbar; die Wegeklassen 4, und ¢.(4,) stimmen daher in
der Tat fberein. e

(ID) Tst @2 a™ . . . a2 Remdweg eines Flachenstiickes TT, so ist der Weg
A7 AT AF kombinatorisch in O deformierbar und daher

Ao AT 4% =1 (IT)

k43 Z

-.eine richtige Relation. Der Weg ist ndmlich zungichst deformierbar in den-
_jenigen, der von O auf dem Hilfswege % des Anfangspunktes von &' an
das Flichenstiick TT heranfiihrt, dann TT wmlioft und auf demselben Hilfs-
wege (vielmehr dem reziproken) nach O zuriickkehrt. Diese Deformation
wird durch Weglassen der hin und zuriick durchlaufenen Hilfswege nach
den tibrigen Ecken von TT bewirkt, also durch mehrmalige Anwendung
der Operation (&). Durch die Operation (8), angewendet auf das Flachen-
stiick TT, erhalt man daraus den Weg 2A~3%, der durch mehrmalige An-
wendung von (o) in O kombinatorisch deformiert wird.

Fa

— — S gt E :
w=F(a,), etwa =ala™. . . a; -
ein solcher Weg, 5o ist er in der Tat in den Kantenweg

W= F(4)= A3 A" ., 4%

3

kombinatorisch deformierbar unter alleiniger Anwendung der Operation («).
Denn W enfsteht aus #, indem man zwischen je zwel aunfeinander folgende

Kanten einen hin und zuriick durchlaufenen Hilfsweg einfiigt. h a
Nun zu den Relationen! Das Bestehen einer Relation
R (.Ai) = 1 am
bedeutet, dafl die Kantenwegeklasse E(4,) die Hinheitswegeklasse 1 ist, daf§ » — .
also der Kantenweg IL(4,) in die Eeke O kombinatorisch deformierbar ist. Fie. o1 ¢
ig. 1.

Man kann nun immer eine endliche Anzahl von Relationen angeben,
ans denen alle anderen folgen. Sie zerfallen in zwei Arten:

(I) Ersetzt man in Gleichung (4) die Kanten @, durch ihre geschlossenen
Kantenwege A,, so erhélt man

1% 4= gi(4). ol
Ties ist eine richtige Relation, denn die linke
Seite geht aus der rechten durch Fortlassen hin
und zuriick durchlaufener Hilfswege hervor. —
Es gibt so viele Relationen der Art (I), wie
Kanten in der simplizialen Zerlegung unseres
(endlichen} Komplegzes vorhanden sind.

Fig. 90 zeigt ein Beispiel. Es sind darin gewisse
Kanten dargestellt, die man sich auf irgendeimem
EKomplexe gelegen demken mag. Als Hilfsweg mach
P, sei der Weg hy=a, 07", als Hilfsweg nach P,
der Weg hy= aza;07* gewihit; der nur aus dem
Puonkte O bestehende Hilfsweg von O sei k, genannt; die Hilfswege nach Py, Py, Py
gind in der Figur bezeichmet. Es ist dann z. B. der Weg

- In Fig. 91 ist dieser Deformationsprozel an einem Dreieck TT illustriert.
Esist & = ¢, = 1, &, == — 1 angenommen und dementsprechend der Weg
A, Azt A, in den Punkt O deformiert worden.

Es gibt ebenso viele Relationen der Art II, wie es Polygone in § gibt.
Die Relationen (1) und (I1) bilden ein System definierender Relationen,
d. h.-die linke Seite einer beliebigen Relation R(A;) = 1 kann durch An-
wenduny der Relationen (1) und (L) und der trivialen Relationen 4; A7
= A7t d; = 1 su 1 gemacht werden.

Beweis: Die Relation R(d4,)=1 hedeutet, dah der Kantenweg
R (p:(a,), der mit wy{a,) bezeichnet werde, kombinatorisch nullbomotop
ist. Hs gibt also eine Folge

wo(av s @U]_(Cﬂv FEEIN wm(a")

Fig. 90.

von Wegen der Art, daB wu;(a,) (=1, 2, ..., m) aus w;_,(a,) durch
Anwendung einer Operation («) oder (8) hervorgeht und daB w,,(a,)
tiberhaupt keinen Faktor mehr enthilt. Nun geht die linke Seite B(4;)

Ay =hauhzl = a0 - aye agazt agl == gyla)
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der gegebenen Kelation unter Anwendung der Relationen (I) iber in
B{pi(4,)) = wy(4,). Wir bilden dann aus den 4, die Folge der Produlkte

wO(A?)’ wl(A")? <oy Wy (Av) = 1.

§ 47. Kantenkomplexe und geschlossene Flichen.

Als weitere Anwendung der im vorigen Paragraphen gewonnenen Me-
thode ermitteln wir die Fundamentalgruppen von Kantenkomplexen und
geschlossenen Flachen. .

1, Qay - -+, Qe seien die Kanten eines Kantenkompleses S Wir be-
trachten zunfichst den einfachen Fall, dafi & nur eine einzige Hcke O
hat. Dann sind alle @; geschlossene Wege, die Hilfswege fallen fort, und
die geschlossenen Wege A,, die die erzeugenden Wegeklassen der Funda-
mentalgruppe reprisentieren, werden gleich den a;. Die Relationen der
Art I launten 4; = 4;, sind also trivial, und Relationen der Art II gibt es
nicht. Also ist die Fundamentalgruppe die freie Gruppe von

Ao N4 1o oot 41

Geht w;(e,) aus w;_;(a,) durch Anwendung der Operation (e) hervor, so

w; (4.) aus w;_, (4,) darch Anwendung einer trivialen Relation 4, 45*=1

oder A;'4,==1. Entsteht aber w;(a,) aus w;_4(a,) durch Anwendung der

Operation () auf ein Polygon TT von &, so erhilt man w;(4,) asus w; 1 (4,)

B durch Anwendung der zum Polygon TT gehérigen Re-

lation (II). Man kann also B{4;) durch Anwendung

der Relationen (I) und (IT) und trivialer Relationen

o N der Reihe nach inwy (A4,), wi(4,), ..., w,(4,), das ist
das leere Produkt, iiberfithren.

flr:]

Als Beispiel wihlen wir den eindimensionalen simpli-
zialen Komplex, der aus den Beiten eines Dreiecks {Fig. 92)
basteht, also eine simpliziale Zerlegung der 1-Sphire oder
der Kreislinie. Anfangspunkt O ist eine Ecke des Dreiecks. Hilfswege nach den
Ecken P, und P, sind hy == @y, hy=az'; h, besteht nur aus dem Punkt 0.
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Fig. 2 Erzeugenden; hierin sind «®= 1 und «* die Anzahlen der Ecken und Kanten

des Kangenkomplexes und IV = — &? 4 ! bezeichnet die Bulersche Cha-
rakteristik. Das Hrgebnis ist aunch unmittelbar einlenchtend. Denn jeder
Kantenweg ist ein Produkt ans den geschlossenen Kantenwegen a; = A,

Kantenwege: _ . also sind die Wegeklassen 4, die Erzengenden der Fundamentalgrappe, und
Ar=hotaliit = ol =g (e, ein Produkt /f A% ist nur dann das Einselement der Fundamentalgrappe,
Ap=ha:h7t == @y 0285 = @yla,), g
Ay Byt == 5 == g (). wenn der Weg ];I Af durch Anwendung der Operation (¢) in O defor-
Relationen : miert werden kann, d. k. gruppentheoretisch, wenn J/ 42 durch Anwen-

.Al == Al.:izl ==
Ap==A A, Ay (I); keine Relationen (II).
Ay= A7l Ag=1

dung’ der trivialen Relationen A; 47" =1 und 47° 4, =1 zu 1 gemacht
werden kann.

. Die Berechnung der Fundamentalgruppe eines Kantenkomplexes & mit
“mehr als einer Fcke kann man auf diesen einfachen Fall zuriickfithren.
Es gibt dann eine Kante, etwa ¢;, in der Anfangspunkt P und End-
punkt ¢ verschieden sind. Ist % der Hilfsweg nach P, so wihlen wir als
Hilfsweg nach ¢ den Weg %a,. Der zu o, gehirige geschlossene Weg 4,
igt dann der Weg h - ;- (ha, )%, also die zu o; gehdrige Relation 4; =1,
Ist nun

Es bleibt also eine Erzeugende A4, fibrig, whhrend alle Relationen trivial werden,
Die Fundamentalgruppe der Kreislinie ist doher die freie syklische Gruppe, Die
Wegeklassen werden offenbar von geschlossenen Wegen reprisentiert, die0,1,2,...mal
im einen oder andern Sinne dis Kreislinie durchlaufen. :

Ebenso st die Fundamentalgruppe des Krelsringes, des Vollringes, allgemeiner -
des topologischen Produkies ous Krewslinie wnd n-dimensionalem Element die freie |
© gyklische Gruppe. Sie ist ndmlich das direkte Produké aus der Fundamentalgrappe
der Kreislinie und des m-dimensionalen Elementes (§ 43, L.), die letzte aber bestehi
aus dem Einselement (§ 43, 2.). _

Spannt man in das Dreieck (Fig. 92) ein Flichenstiick ein, so tritt eine Relation -
der Art I hinzu:

A; = gi(a,) =2,8,....0% y=12,.. 0%,
so lautet die zugehdrige Relation
A A, 4, =1, (I - Ay = s (dy).

Auf Grond der Relation A; =1 erhdlt man darans das System definie-

also wird 4,=1, im Einklang damit, daf die Fundamentalgruppe des n-dimen
' fender Relationen

sionalen Elements aus dem Einselement hesteht,

Ay =, (A4) : (i,,u.=2,3,...,ot‘), I

Dabei ist ¢;(e,) dasjenige Wegeprodukt, das aus ¢;(a,) durch Fortlassen
aller Faktoren ¢, entstebt. Das sind aber gerade die Relationen fiir den
Komplex &1, den man aus & erhilt, wenn man die Kante @, fortlalt und
die Ecken P und ¢ identifiziert, also gleichsam die Kante a, auf einen

Aunfgabe: Jst # eine im RN? liegende Rotationsringfliche, so ist es wnmiglich, :
R topologisch so auf sich abzubilden, dad r in sich iibergeht und Meridiankreis
mit Breitenkreis vertauscht wird. [Man betrachte Breitenkreis und Meridiankreie :
als Elemente der Fundamentalgruppe des von r berandeten Vollringes.] '
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Punkt zusammenzieht. Das System der Hilfswege von & gebf niwmlich
durch Streichung von @, in ein System von Hilfswegen in ®1 tiber, und
die zu den Kanten von R gehorigen geschlossenen Wege A4; sind gerade
die Wege A; = v,(a,), so dall man als Relationen der Fundamentalgruppe
von § erhilt

A% == )y (A.L))

Fundamentalgruppe

also die Relationen (I). §! und $! haben also dieselbe Fundamental

gruppe. ‘

(Gibt es in %] mehr als eine Hcke, so wende man das Verfahren noch
mals an und so fort, bis man zu einem Komplexe & mit einer einzigen Hcke
gelangt. Nun ist die Charakteristik N = — a®+4 o offenbar fiir alle Kom-
plexe &1, &1, ..., & die gleiche. Die Fundamentalgruppe von $} ist aber,

wie wir sahen, die freie Gruppe von N + 1 Erzeugenden. Damit ist das !

Ergebnis gewonnen: Die Fundamentalgruppe eines Kanienkomplexes &
ist die freze Gruppe von N-+1 Erseugenden, wober N die Eulersche Cha-
rakieristik — o -+ o) des Kantenkomplexes bezeichnet.

Zu den Flichenkomplexen gehoren nach Identifizieren #quivalenter
Seiten die Fundamentalpolygone geschlossener Flichen (§ 38). Beispiels- |

weise besteht das Fundamentalpolygon der orientierbaren Ringfldche aus

einer Fcke O, zwei Kanten ¢ und b (Meridian- und Breitenkreis) und einem

Flichenstiick, das in den Kantenweg a ba~10-! eingespannt ist. Die Fr
zeugenden der Fundamentalgruppe entsprechen den Kanten ¢ und & und

gelen mit 4 und B bezeichnet. Hilfswege treten nicht auf, da nur eine
Fcke vorhanden ist, die Relationen der Art I werden also zu Identititen, -

und von denen der Art IT gibt es nur die dem einzigen Flichenstiick ent
gprechende, welche ausdriiekt, dd8 der Randweg des Flichenstiickes null
homotop im Flichenkomplexe ist. Sie launtet

ABA-1B-! =
Diese Relation besagt, daB die beiden Erzeugenden A4 und B vertausch

bar sind. Die Fundamentalgruppe der orientierbaren Ringfliche ist also

die freie Abelsche Gruppe von zwei Lrzeugenden.
Genau die gleiche Uberlegung 148t sich auf die tibrigen Fundamental
polygone anwenden und fithrt zo dem Ergebnis:

Satz: Die Fundamentalgruppe der orientierbaren geschlossenen Fliiche
) Uit sich von

vom Geschiechte h (Kugel mit h Henkeln, h==0,1, 2, ..
N+ 2 = 2h Elementen erzeugen, die durch die eine Relation

A BlATY B Ay B Ay Brt=1

verkniipft sind. Die Fundamentalgruppe der wichiorientierbaven Flich

vom Geschlechte b (Kugel mit k Kreuzhauben, k=1,2,...) hat N+-2=F

Erzeugende und die eine Relation

A3dy . Ap=1.
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Bis auf die Fundamentalgruppe der Kugelfliche (h = 0), die aus dem
Einselemente allein besteht, und die der projektiven Ebene (k = 1), die die
‘Ordnung 2 hat, sind alle Fundamentalgruppen geschiossener Flichen unend-
lich, denn sie hahen eine Bettische Zahl (8. 309) vom Werte N4 2 =2k >0
im orsentlelbaren and ¥+ 1=%—1>0 im nichtorientierharen Falle.
Aufgaben:
Flichen.

2 Man zeige auf Grund der 1. Aufgabe vom § 38, daf die Gruppe mit der
einen Relation

o

1. Man bestimume die Fundamentalgruppen der berandeten

A, By ATV BT A, BdyiBri=1

isomorph ist zur Ghruppe mit der einen Relation

CCy. . O CrrCst. . Ofbe=1.

§ 48. Fundamentalgruppe und Homologiegruppe.

Das Urbild %@ eines Weges w in einem Komplexe £ ist ein gerad-
liniges 1-Simplex, das stetig anf 4« abgebildet wird.  stellt daher zugleich
éin orientiertes singulares Simplex und damit eine singulire 1-Kette dar. Be-
nutzt man an Stelle von @ ein anderes Urbild % von w, so erhilt man auf
dieselbe Weise ein singulires Simplex w’, dasim allgemeinen verschieden von
w ist, wihrend w0 und " als Wege iibereinstimmen. Das liegt daran, daB
wir fiir die Gleichhejtedefinition der Wege topologische Abbildungen der
Urbilder zugelassen haben, fiir die (leichheitsdefinition der singuliren
Simplexe dagegen nur lineare. Man kann aber zeigen, daB die unter Um-
stinden verschiedenen singuliren Simplexe % and %' homologe Ketten
darstellen. Hs gibt némlich eine topologische Abbildung von % auf @’
mit Brhaltung der Orientierung, so daB zugeordnete Punkte denselben
Bildpunkt im Komplexe & haben. Dabei geht i in ein orientiertes sin -
gulédres Shmplex , auf @ iiber, das denselben Rand wie @' hat. Also
ist %' — W, ~ 0, wie jede geschlossene 1-Kette auf einer Strecke. Diese
Homologie bleibt aber bei Abbildung der Strecke @’ auf w bestehen (8. 98),
und da hierbei %, in e und @' in w’ iibergeht, soist w ~ w’. Jedem Wege w
entspricht hiernach eine ebenso bezeichnete singulire 1-Kette, die zwar
selbst von der Auswahl des Urbildes % von w abhiingt, deren Homologie-
;klasse aber eindeutig bestimmt ist. Man kaun daher von einander homo-
gen Wegen reden. Ist ein Weg geschlossen, so ist es auch die zugehérige
inguidre Kette,

Batz I: Dem Prodult w = w,w, zweter Wege entspricht die Summe
der augeordneten Kelten, also die Kette w ~ wy -+ w,.

Beweis: Urbild von wyw, ist eine aus zwei Teilstrecken w0, und %,
zusammengesetzte Strecke @ Hs ist @, + @, ~ @ auf der Strecke, eine
Homologie, die sich auf die Bilder in & tibertrigt.

= Satz Il: Sind swei Wege w,y und wy homotop, so sind sie auch homo- -
Tog (aber wicht notwendig wmgekehit).
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Beweis: Sind i, @,, @, 7 die Seiten des zur Deformation von w0, in
w; gehdrigen Deformationsrechteckes (Fig. 93), so besteht auf diesem
Rechteck die Homologie

_ehenso wie 1 Rand von [/ ist, so sind beide Wege als Ketten betrachtet
s einander gleich. Also ist w’ die Kette 0 und durchliuft daher jedes
. I-Simplex in beiden Richtungen gleich oft. Man kann nun

Uy - . _ -
5 W — W+ —7T~0. @U':f(aj) -
o) ? Daher gilt auch fiir die Bilder :;.':.iveiter durch kombinatorische Deformationen in den Kantenweg
% wl——wo—{—u—'uw(). W’=f(A,)
. Tig. 93. Da sich aber # und @ in Punkte abbilden, so sind

iberfilhren, wenn 4; den zu a; gehdrigen geschlossenen Kantenweg be-
“dentet (§ 46). In W' kommt jedes 4; gleich oft mit dem Exponenten -+ 1
“und — 1 vor, so dal ' beim Abelschmachen der Fundamentalgruppe in
~“das Nullelement tibergekt. D. h. die Wegeklasse von T, das ist aber auch
ie von w0’ und w, gehtrt der Kummutatorgruppe von % an.

Damit ist bewiesen: -

- SBatz IIL: Die Homologiegruppe der Disnension 1, Y, eines susammen-
kéngenden Komplexes 8 ist die abelsch gemachte Fundamentalgruppe
- (Faktorgruppe der Fundamentalgruppe § nach ihrer Kommutatorgruppe).
© Man hestiitigt diesen Satz leicht an den geschlossenen Flichen durch
Vergleich der Ergebnisse von § 41 und § 47.

» und v ausgeartete singuldre Simplexe (8. 98), so
daB g — wy~ 0 tbrig bleibt. — Dafl homoeloge Wege nicht homotep
sein miissen, dafiir ist der Taillenschnitt I der Doppelringfliche ein Bei-
spiel, da er nullhomolog, aber nicht nullhomotop ist (S. 174). :

Auf einem zusammenhingenden Komplexe & ist hiernach jeder Wege-
klasse eine Homologieklasse eindentig zugeordnet, und da dem Produkt
zweier Wegeklassen die Summe der zugeordneten Homologieklassen ent-
spricht, so liegt eine homomorphe Abbildung y der Fundamentalgruppe §
in die Homologiegruppe $' vor. Um diesen Homomeorphismus niher zu
untersuchen, geniigt es, Kantenwege bezw. simpliziale Ketten auf einer
simplizialen Zerlegung von §* zu betrachten. Als Anfangspunkt der
geschlossenen Wege wird eine Fcke O gewihlt. Da man eine beliehige ge-
sehlossene simpliziale 1-Kette dureh Hinzufigen von hin und zuriick
durchlaufenen Kantenwegen zu einem geschlossenen von O ausgehenden
Kantenwege machen kann, so ist jede Homologieklasse Bild von mindestens
einer Wegeklasse, d. h. y ist ein Homomorphismus von § auf HL Er ist
daher durch den Normalteiler M von §f charakterisiert, der dem Null-,
elemente von ! entspricht. Wir behaupten, daf 9t die Kommutatorgruppe
von §§ ist. _

Beweis: Sicher geht jeder Kommutator I3 Fa FT'F3* von § in das!
Nullelement von £ iiber, denn §! ist abelsch. Es ist nur noch zu zeigen,
dab such umgekehrt jedes Element aus RN, d. h. die Wegeklasse eines be-.
liebigen nullhomologen Weges w, zur Kommutatorgruppe gehdrt. Ist also

=1 Ef

im=1

Wir hatten einen nullhomotopen Weg alg einen solchen charak-
“terisiert, in den sich ein singulidres Elementarflichenstiick einspannen 148t
" Xine ghnliche Charakterisierung konunen wir jetzt fiir die nullhomo-
“1ogen geschlossenen Wege geben.

Satz IV: Fin geschlossener Weg w 4st dann und nur donn nadlhomo-
og, wenn man in ihn eine orientierbare berandete Fldche (mit dem Eand w)
“einsponnen konn, die unter Umstdnden mit Singulorititen im Komplex
“liegt.

"Beweis: Nach dem eben bewiesenen Batze gehirt w, als Element der
‘Fundamentalgruppe betrachtet, der Kommutatorgruppe an und ist daher.
deformierbar in ein Produkt von Kommutatoren

WV UL VT L. Ut TR,

aher ist der geschlossene Weg
eine 2-Kette mit dem Rande #, so wihle man zu jedem Drelecke E7 einen’ :
Kantenweg r;, der von () aus auf einem Wege u; bis an eine Ecke von
Ef heranfiihrt, dann EF umliuft und lings «7* nach O zurtickgeht. Dabei
goll die Umlaufung von Ef in dem Sinne erfolgen, dab r; als Keite be-
trachtet gerade der Rand von Ej wird. Da jeder Weg r; nullhomotop ist,

Wit eT Y L L wp vy Rt

“nullhomotop, und man kann ein Elementarfidchenstiick in ihn einspannen,
essen Urhild ein (4 %+ 1)- Eck mit dem Rande

s0 ist der Kantenweg w in den Kantenweg . W lE T UL LT ... WaTaly L0t
w'=w (. ket ist. Bs schlieBt sich bei der Abbildung in & zu einer berandeten Fléche
deformierbar. Da ferner vom Geschlechte %, die — unter Umstéinden mit Singularitéten — in dem
’ A e Komplexe darin liegt und deren Rand der Weg w ist (fir den Fall h=1
PRI :

gl. Fig. 6 bis 8 von 8. 5). Wenn man umgekehrt in einen Weg w
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- Die beiden orientierten Seiten P Xt und @ Xt gehen also in den-
~selben. Weg o tiber, der den Anfangspunkt P, von 4, mit dem Anfangs-

- punkte Py von w, verbindet. Verschiebt man die Seite i x 0 parallel
-zu sich fiber das Rechteck in die Gegenseite, so erleidet der Bildweg
~gerade die freie Deformation, und der Anfangspunkt P, vom w, durch- =
~Jauft den Weg v.

 Die Beziechung zwischen den freien und gebundenen Deformationen
wird hergestellt durch den folgenden

Hilfssatz: Wenn bei einer freien Deformation eines geschlossenen
Weges w, in einen Weg w, der Anfangspunkt P, von w, einen Weg o
eschretbt, so ist wy in vw vt gebunden deformierbar. — Ist wingekehrt
ein Weg.w, in einen Weg vy v gebunden deformierbar, so sind o, wnd
sy frev Bomatop.

.Beweis: Wir betrachten zwei Rechtecke B und %, deren Rinder wie
In der Fig. 95 eingeteilt und bezeichnet sind. Man kann sich T dadurch

eine solche Fliche einspanunen kann, d. h. eine berandete Fléche stetig in |
den Komplex & so abbilden kann, daB der Rand des einzigen Loches
in w ibergeht, so ist w nullhomolog. Denn wegen der Orientierbarkeit
der eingespannten Fliche gibt es eine singulire 2-Kette auf ihr, deren .
Raund gerade der als 1-Kette aufgefalite Weg w ist.
Ein Beispiel fiir einen Weg,
in den sich eine Flache vom':
Geschleecht 1, aber kein Ele
mentarflichenstiick einspannen
1a8t, ist der ,,Taillenschnitt
der Doppelringfliche, der die:
beiden Ringe vonsinander trennt
(vgl. Fig. 94). Denn er ist Rand
einer Ringfliche, wie man darch
Zerschneiden der Doppelring
fiiche lings ! erkennt, und da
“Fig. 84. ’ durch bestitigt, daf das Elemen
oo der Fundamentalgruppe, das von
[ reprisentiert wird, nimlich L=(4 B4~1 B~1~1 ejn Kommutator ist. Andeverseits’
148t sich kein Elementarflichemstick in ! einspannen, da dieses Element in der Fidn
damentalgraoppe nicht gleich dem Eineelemente ist.
Dies sieht man so ein: Die Fondamentalgruppe & hat die einzige definierende

Relati
elation ABA-1B-10DC- D1 1. (1)

Fiigt man die Zusatzrelationen

A=D, B=(C

hinzu, so erkilt man eine Faktorgruppe § von § (§ 88). Elimination von ¢ tnd D
seigh, daB ¥ die freie Gruppe von zwei Erzeugenden 4 und B ist. In § hesteh
daher nicht die Relation A B A~* B~1=1; um o weniger kann diese Relation in*
T richtig sein.

Der Taillenschnitt ist also nullhomolog, aber nicht nullhomotop auwf der Doppel-
ringfliche. .

Fig. 95.

“ans N efitstanden denken, daB man die beiden Seiten %’ und " in Punkte
‘zusammenschrumpfen 1iBt, d. h. alle ihre Punkte identifiziert. Dies ge-
schieht durch eine (in der Figur angedeutete) stetige Abbildung ¢ von R
auf X, bei der die Wege w,, i, 5/, 7 in die gleich bezeichneten Wege
on T dbergehen. Ist w, in 4, frei deformierbar und beschreibt der An-
fangspunkt von 1w, den Weg v, so gibt es eine stetige Abbildung v von
L in 8", bei der i, in w,, @, in w, und die beiden anderen Seiten 7’
d 7" in v Gbergehen. Die Abbildung ¥ @ = 4 filhrt dann die Seiten @
1d %" von & in Pankte und die beiden anderen Seiten in die Wege s,
nd vew, v~ dber, was gleichbedeutend mit gebundener Deformierbarkeit
leser beiden Wege ist. — Ist nmgekehrt w, in vw, o1 gebunden defor-
lierbar, so ist die Abbildung y von R in & vorgegeben, und durch die “
Gleichung % = wo ist eine nach § 8 Satz IV stetige Abbildung ¥ von T
‘definiert, die @, und @; in w, und w,, die beiden anderen Seitem aber in
Uberfiihrt, q. e. d. ‘
Wenn zwei Wege mit gemeinsamem Anfangspunkt gebunden homotop
ind, so sind sie erst recht frei homotop. DaB die Umkehrung hier-
von mnicht richtig ist, sieht man an den beiden Wegen m und a der
igur 94. Es ist m frei tiber die Lage m’ in o deformierbar. Dagegen
sind m und o nicht homotop; denn m ist homotop bab-%, und die

§ 40. Freie Deformation geschlossener Wege.

Bisher haben wir die geschlossenen Wege immer mit Festhallung des
Anfangspunites deformiert. Grelegentlich miissen wir aber auch Deforma
tionen betrachten, bei denen der Anfangspunkt mitbewegt wird. Solche
Deformationen mégen freie Deformationen heien, im Gegensatz zu den
bisher betrachteten gebundenen Deformationen. Wenn von Deformation
eines geschlossenen Weges schlechthin die Rede ist, so ist stets eine ge
bundene Deformation gemeint.

Die genaue Definition der freien Deformation lautet so:

Zwei geschlossene Wege w, und 1, auf einem Komplex & heifien frei"
ineinander deformierbar oder frei homotop, wenn man ein Deformations-
rechteck @ X t stetig so in & abbilden kanm, dafl die Seite @ x 0 = @,
in w, und die Seite @ x 1 =, in w, ibergeht, wihrend sich je =zwei
entsprechende Punkte P x # und @ x ¢ der beiden anderen Seiten in den-
gelben Punkt von &% abbilden.
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Wegeklassen von m und ¢, nimlich BAB-* und 4, sind versehie-

: § 51. Fundamentalgruppe in einem Punkte.
den, weil

Wir haben frither (§32 Satz III) gesehen, daf die Homologiegruppen
“des Umgebungskomplexes eines Punktes P fiir alle simplizialen Zerlegun-
“gen von " die gleichen sind. Dieser Satz gilt anch fir die Fundamental-
-gruppe.

© Satz: Sind Uy und N, die AuPenrinder sweier Simplexsterne mit dem
[ Mittelpunkte P ouf einem Komplexe 87, so haben ¥, und U, dieselben
“Fundomentolyruppen, vorausgesetzt, dafl die Simplexsterne Umgebungen
‘von P in 8" sind und dafy Uy (und folglich auch Ns) etn susammenhingen-
‘der Komplex ist: Diese Fundamentalgruppe heifit die Fundamentalgruppe
-im Punkte P. '

- Beweis: Nach § 32 Satz I gibt es eine stetige Abbildung ¢ von ¥, in
2, und eine stetige Abbildung ¢ von %; in Uy, so daB die Selbstabbil-
‘dungen ¥ und @y von N, und Uy in die Identitit deformierbar sind.
‘Die zu @ und ¢ gehtrigen homomorphen Abbildungen ® und ¥ der Fun-
‘damentalgruppen §; und 5, von 2, und A, sind daher naech § 50 so be-
‘schaffen, daff die homomorphen Selbstabbildungen W& und &Y von §,
1nd §§; innere Automorphismen sind. Dann ist aber @ eine eineindeutige
“Abbildung von §, auf s, also ein Tsomorphismus. Wiare nimlich ¢ {F7)
& (F7) fiir zwei verschiedene Elemente Fy und Fy aus §;, so wire
anch Y& ({F]) =V (F), was bei einem inneren Automorphismus von
%, nicht sein kann. Ist fermer F, dasjenige Klement von s, das bei
‘dem Automorphismus ®¥ von &, in ein vorgegebenes Element Fy iiber-
“geht, so geht das Element Y{¥};) von §; bei dem Homomorphismus ¢
in Ty tiber, d. h. jedes Element von §§, ist Bild eines Elementes von ;.
TDamit ist die Eineindeutigkeit von & bewiesen.

ABABY 1= ABA 1B =1

ist, was am Ende von § 48 bewiesen wurde.

Algemein gilé der

Satz: Jwei von O ausgehende geschlossene Wege wy und wy sind dann
und nur dann frei hometop, wenn sie konjugierte Elemente Wy und Wi
der Fundamentolgruppe reprdsentieren, wenn es also ein Llement V gibt
deravt, dafy We= VW, ¥V-14ist. Alle Wege, die in eine Klasse kon-
jugierter Elemente der Fundamentalgruppe gehoren, bilden also eine
Klasse frei ineinander deformierbarer Wege.®

Der Beweis ist eine unmittelbare Folge des Hilfssatzes.

Wir iberblicken noch einmal die drei moglichen Klasseneinteilungen
der von einem festen Punkt O ansgehenden geschlossenen Wege:

1. Die engste Klasseneinteilung ist die in Wegeklassen. Zwel Wege
gehdren derselben Wegeklasse an, wenn sie unter Festhaltomg von O in-
einander deformierbar sind. Die Wegeklassen bilden die Elemente der

2. Alle Wege einer Klasse konjugierter Klemente der Fun-
damentalgruppe machen eine Klasse frei ineinander deformierbarer Wege
aus. Diese Klassen bilden im allgemeinen keine Gruppe.

8. Alle Wege einer Restklasse der Fundamentalgruppe nach ihrer Kom-
mutatorgruppe machen eine Klasse homologer Wege aus. Diese Homo-
logieklassen bilden die Homologiegruppe $H**

§ 50. F'undamentalgruppe und Deformation .von Abbildungen.

Bei einer stetigen Abbildung ¢ eines zusammenhingenden Komplexes 8
in einen zusammenhingenden Komplex K™ erleidet die Fundamental-.
gruppe ¥ von ®* eine homomorphe Abbildung & in die Fundamental-
gruppe ~ von K™ & ist nur bis auf innere Automorphismen von F be-.
stimmt (§ 42). Wir beweisen jetzt, dafl sich dieser Homomorphismus bei.
Deformation der Abbildung ¢ wicht dndert. Geht némlich der Anfangs-
punkt O von § durch @ in den Anfangspunkt Q von £ iiber und beschreibt:
Q bei der Deformation von ¢ in die Abbildung @, einen Weg v mit dem
Endpunkt @y, sind ferner 2" und 41 die Bilder eines geschlossenen, von'
0 ausgehenden Weges w0 bei den Abbildungen ¢ und ¢, so erfihrt '
bei der Deformation von ¢ in ¢, eine freie Deformation in wi. Nach dem:
Hilfssatze § 49 sind dann die Wege @’ und 22v~* homotop. w bildet:
sich also bei ¢ und ¢, in dieselbe bis auf innere Auitomorphismen be-:
stimmte Wegeklasse von F ah. :

§ 52. Fundamentalgruppe eines zusammengesetzten Komplexes.

Hiufig 148t sich die Bestimmung der Fundamentalgruppe eines Kom-
plexes & dadurch vereinfachen, dafl man & in zwel Teilkomplexe mit be-
kannten Fundamentalgruppen zerlegt. $ und & seien zwei zusammen-
‘hingende Teilkomplexe eines zusammenhingenden %-dimensionalen sim-
-plizialen Komplezes &; jedes Simplex von & soll mindestens einem der
‘beiden Teilkomplexe angehtren. Der Durehschnitt © von & und &, der
wegen des vorausgesetzten Zusammenhanges von & nicht leer ist, sei
sebenfalls zusammenhingend.

& &, & o selen die Fundamentalgrappen von &, &, & und D.
Wir wihlen als Anfangspunkt fiir die geschlossenen Wege einen Punkt O
von ©. Dann ist jeder geschlossene Weg von D zugleich ein Weg von &
md &, Somit entspricht jedem Element von g ein Element von § und
‘eines von §”', Dann gilt der

Satz I: § ist eine Faktorgruppe des freien Produkies F O §F'; man
hilt 5 aus dem freien Produkt, wenn man je zwei Elemente von
8eifert-Threlfall, Topologie 12

Insbesondere erfihrt die Fundomentalgruppe eines Komplezes & bei-
Deformation von & in sich einen inneren Automorphismus.




178 Fundamentalgrappe §52 . 552 Fundamentalgruppe eines zusammengesetzten Komplexes 179

- Elemente D} und Dj von ' bezw. §", die demselben Elemente I); von ®
entsprechen, zu identifizieren sind.

Besonders einfach lautet der Satz, wenn sich die Fundamentalgruppe
~von D auf das Einselement reduziert. Dann ist die Fundamentalgruppe
~von & das freie Produkt der Fundameniolgruppen von £ und K. -
. Macht man in dem Satze I alle Fundamentalgruppen abelsch, so ergibt
sich mit Riicksicht auf den Satz III von § 48: '

- Bats II: Die Homologiegruppe D' von & ist eine Faktorgruppe des
- divekten Produktes der Homologiegruppen 'H' und "' von & und &
Man erhdlt sie, wenn man je die Elemente von ' und "9 gleichsetst,
- die demselben Elemente der Homologiegruppe HY von D entsprechen.

- Den entsprechenden Satz fiir die Homologiegruppen héherer Dimension
- leiten wir nicht ab; er lautet weniger einfach. *

- Als eine Anwendung von Satz I bestimmen wir die Gruppe eines Torus-
. knotens. Um_ den Torusknoten zu erkliren, ziehen wir auf einer Zylinderfliche
- vor endlicher Hohe im Zahlenraume %* m Mantellinien in gleichen Winkelabstin-

und 7, die demselben Elemente von Fo entsprechen, zusommenfallen
lapt, also durch ihrve Gleichselzung eine newe Relotion cwischen den Er-
zeugenden von 3§ wnd [F7 Mnesufiigt.

Beweis: Gemi#f der allgemeinen Vorschrift zur Berechnung der
Fundamentalgruppe ist jede Ecke von & durch einen Hilfsweg mit 0 zu
verbinden. Gehért die Ecke zu ®, so kann man wegen des voraus-
gesetzten Zusammenhanges von D annehmen, daB der Hilfsweg gunz
in D verlsuft. Ferner soll der Hilfsweg ganz in & bezw. & verlaufen, -
wenn die Ecke in & bezw. &” liegt.

Fin Simplex beliebiger Dimension von & gehort entweder zu & (aber |
nicht zu §) oder zu & (aber nicht zu &), oder zu & und &, d.h. zu ®.
Dementsprechend zerfallen die simtlichen Simplexe von & in drei element
fremde Teilmengen &, &, .

Die Erzeugenden A, von § lassen sich den Kanten o, von & um-
kehrbar eindeutig zuordmen (8. 166). Je nachdem o, zu &, & oder D
gehort, taufen wir die zugehorige Erzeugende 4, von 5 in :

E;, I_fj" oder D;i

- den % Den Zylinder biegen wir sur Ringfiiche zusammen. Zuvor aber verdrehen
um, _
" Die Relationen der Art I und II von ¥ entsprechen umkehrbar ein-
deutig den Kanten bezw. den Dreiecken von . Auch die Relationen sollen
in drei Klassen geteilt werden, je nachdem die zu der Relation gehorige -
Kante (das zugehorige Dreieck) in &, & oder © liegt. Die Relationen :
dieser drei Klassen lauten dann

_R%(Ds', E;) =1 (1,2, ) (TQ’)

- wir die Grund- und Dachfliche wm ?g@, wie die Fig. 96 fiir m =8 und n=2>5 es

" zeigh, und nebmen die Verbiegung zur Ringfliche so vor, daB
: Punkte, die nach der Verdrehung ilbereinander liegen, zur
- Deckung kommen. Wenn dann s und n teilerfremde ganze
- Zablen sind, so schliefien sich die m Mantellinien anf der Ring-
. fliche zu einer einzigen geschlossenen Kurve, die wir den zu
"den Zahlen m, n gebtrigen Tormsknoten nennen.*) Nunmehr
“ bohren wir den Knoten aus dem §% aus, d. h. wir lassen eine
- kleine Engel mit ihrem Mittelpunkt auf dem Knoten gleiten

R; (D, j’fg’) =1 (i=1,2,...,%" (.ﬁ” ~und entfernen die Punkte aus dem 2, die die inneren Punkte
; “:dieser Kugel tberstreichen. Den $R® schliefien wir dureh einem

(D . S . -
R; )(D:') =1 i=12..0) (SD " einzigen uneigenilichen Punkt zu der 3-Sphirve &3 (§14) Der

“von &% nach Ausbohrung des Enotene fibrighleibende Teil ist
¢in berandeter dreidimensionaler Komplex §, der einen um den
-Enoten gelegten dfiunen Schlauch (eine Ringfliche) zum Rande
- hat, was sich ebenso wie die hier anschaulich beschriebenen
Frozesse leicht begrifflich’ formulieren lafit. Der Komplex ®
~beift der AwBenwraum des Knoiens vnd seine Fundamental-
gruppe die Knotengruppe. Zur Bestimmung der Enotengruppe
s zerlegen wir §% durch die Ringfliche, auf der der Torus-
knoten liegt, in zwei Teile. Der Sehlanch zerfillt dadurch seiner Linge nach
n zwel Halbschlinche, & dagegen nach Aufgabe 4 von § 14 in zwei Vollringe,
aus denen je eine sie wmwindende Rille vor halbkreisformigem Profil ausgefriist ist.
“Den ,im Endlichen* gelegenen Vollring ernennen wir zum Teilkomploze &/, den
-andern, der den uneigentlichen Punkt des R® enthalt, zum Teilkomplexe #”. Der
Duorchschnitt © von beiden ist ein verwundenmer Kreisring, der die nicht aus-
“gerillten Teile der Ringfliche tberdecky (Fig. 97). Die Fundamentalgruppe § von
R ist nach § 46 die frele Gruppe von einer Erzeugenden A (im Beweise vom
atz 1 mit ®] bezeichuet), die von §” die frele Gruppe von einer Frzeugenden B.

Wegen der besonderen Wahl der Hilfswege fehlen in R/ die K7, in R
die K} und in R® beide, :
Die Relationen (D) sind offenbar die definierenden Relationen der Fun-
damentalgruppe Fp von D. Die Relationen (D) + (| bezw. (D) + (R”
definieren entsprechend die Fundamentalgruppen § bezw. ¥ von & bezw.
&, Endlich sind (D) + (&) - (8" die definierenden Relationen von &
sie kénnen offenbar durch das folgende System von Relationen ersetzt werden:
- B E) =1 &

ROy 1)
R{(Dj, Kj) =1 } @
BOD) =1 _
D= Dj fir alle j. ()
Die Relationen () zusammen mit (F") sind die Relationen des freie
- Produktes von §§' und & (§ 85). Die Relationen (D) bedeuten, daB zwe

Fig. 986,

*) Der Tornsknoten 2, 3 ist nach der Kreislinie der einfachste Enoten fiberhaupt,
ie Kleeblattschlinge, die in Fig. 2 8. 2 dargestellt ist.

12%
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A wird vor der Seele des Vollringes § reprisentiert, die noch so verbogen wixd,
daB sie an einen Punkt O der Miltellinie des Kreisringes D, den Anfangspunkt,
sich anlegt. B ist die Seele des anderen Vollringes £, also etwa die Rotationsachse
der Ringfliche, die ebenfalls so ausgebogen wn-d daB sie durch den Punkt O geht.
Als Erzeugende der Fun
damentalgruppe von D, die ¢
gleichfalls die freie Grruppe f
vor einer Hrzeugenden ist:
(8. 168), nehmen wir die
Mittellinie D des Kreis- .
ringes. Die Gruppe & © &
ist dis freie Gruppe der bei- -
den Hrzevgenden 4 und B
D ist als Element von §:
gleich 4™, als Element vo:
" aber gleich B® bei ge
elgneter Orientierung de
Wege 4 und B: Man er
halt daher die Knotengrupp
des Torusknotens m, n, wenn
man zwer Erzewgenden die:
Relation

Achtes Kapitel.
Uberlagerungskomplexe.

Die Fundamentalgruppe steht in enger Bezichung zu den Uberlagerongen
einea Komplexes, Lafit man z. B, einen Ring vom Radius 1 auf einer Ebene rollen,
80 liuft er dabei iiber einen unendlichen Streifen der Ebene hinweg (Fig. 98)
Diesen Streifen kapn man wie ein Band unendlich oft fiber den Ring wickeln,
80 dall er ihn unendlich vielfach fiberlagert, Der Anfangspunkt O der geschlos-
senen Wege des Ringes kehrt auf dem Streifen periodiseh in Abstinden von 2=
wieder. Ein Weg, der von einem dieser Punkie im Streifen nach einem znderen
fithrt, driickt ®ich mach dem Ringe durch in einsn Weg, der den Ring mehrfach
amschlingt. Jedes Element der Fundamentalgruppe des Ringes ist nun durch einen
solchen den Ring umschlingenden Weg reprisentiert. Andererseite ist der Verbin-~
dungeweg zweier Punkte im Streifen durch
Anfangspunkt und HEndpunkt, also auch
duxch die Verschiebung, die Anfangs- in
Endpunkt itberfihrt, bis anf homotope ein-
‘deutig bestimmt. Man kann daker die Fun-
damentalgruppe isomorph auf die ,Deck-
Hewegungsgruppe” des Streifens beziehen,
e den Streifen um Vielfache von 2= in
‘dich verschiebt. So ILiBt sich die Funda-
mentalgruppe jeden Komplexes als Deck-
bewegungsgruppe eines bestimmten, des Fig. 98.

ubiversellen (berlagernngskomplexes auf-

fassen. Die {ibrigen uunverzweigten ﬁberlagerungen des Komplezes — und nur mit
dnverzweigten Uberlagerungen haben wir es zn tun — entsprechen den Un-
srgruppen der Fundamentalgroppe, 8o daf man auns der Kenntnis der Fundamental-
rappe einen vollcommenen Uberblick iiber die miglichen Uberlagerungskomplexe
‘erhilt.

nebenbei, daB ein Torus-:
Imoten, filr den m > 1 und:
n>1 ish, wie =z B. di
Kleeblattschlinge, in eine Kreislinie micht durch eine isotope Deformation des Rau
mes fibergefilhrt werden kann, da seine Knotemgruppe nicht die freie Gruppe vo
einer Hrzeugenden ist

Aufgaben: 1. Bohrt man aus dem 34, der durch einen unendlick fernen Punk
zur 4-Sphire ©* geschlossen sel, einen aus geradlinigen Strecken bestehende
doppelpunktfreien geschlossenen Kantenzug aus, so besteht die Fundamentalgrupp
des AuBenraumes aus dem FEinselement. [Man wende Satz I anf ¢ an, die in di
beiden Teilkomplexe: AuBenraom ¥ und Ausbohrung 8B, zerlegt ist. B ist da
topologische Produkt aus Kreislinie und dreidimensionaler Veollkugel, der Durch
schnitt ® von U und B das topolegische Produki aus Kreislinie und Kugelflich
Die Fundamentalgruppe von ¥ dndert sich nicht durch Schliefung mit B, Waru
versagt der Sehluf in drei Dimensionen?]

2. Einen vierdimensionalen homogenen KEomplex herzustellen, dessen Fundamental
gruppe die freie Gruppe von r Erzougenden ist. [Aus r fopologischen Produkben:
von Kreislinie und §-8phire wird je eine vierdimensionale kleine Vollkugel aus::
gebohrt und mit Hilfe der r-fach gelochten 4-Sphire ein Komplex von der ver
langten Beschaffenheit zusammengesatat.]

$. Einen vierdimensionalen homogenen Komplex mit beliebig vorgegebener Fun
damentalgruppe von endlich vielen Erzeugenden herzustellen. [Bohit man aus eine
homogenen Komplex §4 einen doppelpunktireien Weg w aus und schlieBt den ent
stehenden berandeten Komplex ®4 mit einem topologischen Produkte aus Kugel
fliche und Elementarflickenstiick, so entsteht ein homogener Komplex ‘f4, desse
Fundamentalgruppe aus derjenigen von 4 durch die Zusatzrelation w==1 hervorgeht,

§ 53. Unverzweigter Uberlagerungskomplex.

& und § seien endliche oder unendliche zusammenhingende Komplexe.
Wir sagen, ® dberlagert ® oder ® ist eine [berlagerumg von &, wenn
ine stetige Abbildung G von ® auf & gegeben ist, die folgende Bedin-
ungen erfiillt:

'(U] 1) In jeden Punkt P von & bildet sich mindestens ein Punkt P
von & ah. Wir sagen P liegt itber P, und P ist der Grundpunkt von P.
(Ul 2) Sind P, P,, ... die simtlichen iber P liegenden Punkte, so gibt
s ausgeceichnete Umgebungen® N(FP), WP, W(P,), ... von der Art,
ab sich 1(Py), (D), ... durch G topologisch auf 11(P) abbilden
(Unverzwelgtheltsbedmguncr) und daf
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(01 3) ein Punkt von &, der iiber einem Punkte von U(P) liegt, min-
destens zu einer der aunsgezeichneten Umgebungen U(F), B(F,), ... ge-
hort (Unbegrenztheitsbedingung).

§53 Tnverzweigter Uberlagerungskomplex 183

iiber demselben Grundpunlite liegen. Zwel hombomorphe Komplexe kinnen

als Uberlagerungskomplexe eines und desselben Grundkomplexes ver-
gchieden sein.
. Beispiele: Man kann

eine Ringflache & auber -

durch die soeben angegebene

Ringflsche § noch auf eine

zweite Weise durch eine Ring-

Eiche & vierfach so iberlagern,

dab & und ¥ als Uberlagerungs-

komplexze verschieden sind. Man (' @

kat nur die vier Blatter langs

Meridian- und Breitenkreis

aufzuschneiden und iiber Kreunz

aneinanderzuheften. Die Fig.102 R

zeigh B zum Quadrate aufge- g A )
chnitben und so in die vier

Blatter zerteilt, 4afl ivomexr kon- I

gruent gelegene Punkte eines B Q @
eden  Teilquadrates densel- ‘
ben Grundpunkt in & haben,

‘Wir geben noch zwei
piter zu benntzende

Die Bedingung (U12) kennzeichnet die Abbildung & alz im Kleinen topolegisch:
und schlieBt damit so etwas wie Faltungslinien oder Verzweigungspunkte Riemann- :
-gcher Flichen, die sich iiber die Kugelfliche ausbreiten, aus. Wir bhaben es nur mit

solehen unverzweigten berlagerungskomplexen
zu tun, — Die Bedingnng (U18) stelit die Mag

lichkeit sicher, jeden Weg des Grundkemplexes’
in den Uberlagerungskomplex unbegrenzt zu:
iibertragen, wie wir in § 54 beweisen werden

DaB dies nicht schon auf Grund von (U11) und:
({71 2) moglick ist, sieht man an folgendem Bei-;
gpiele: Der Grundkomplex sei ein Kreisring, de
Uberlagerungskomplex ein rechteckiger Streifen,
zu dem die beiden Lingsseiten, micht aber die’
Schwalseiten ¢ und b der Fig. 99 gehiiren un
der so auf den Kreisring abgebildet ist, daB.
Fig. 9. seine offenen Enden einander dberdecken. Dann:
. sind die Bedingungen (Ul1) und (Ul2), nich
aber (Ul 8 erfiilllf, ndmlich nicht fiir eine Umgebung U{P) eines unter eine
Linie ¢ oder b gelegenen Punktes P. Ein Weg, der sich zweimal um den innere
Kreis herumwmdet, 1i6t sich nicht in den ﬁberlagerungskomplex 8o ibertragen, dah
der Uberlagerungsweg sich durch die Abbildung & in den Grundweg dnrchdriieks
Man bemerke, da8 der Grundkomplex aus dem {fberlagerungskomplex dure
Identifizieren derjenigen Punkte erhallen wird, die fiber demselben Grund
@ punkte liegen; denn Satz II von § & ist an
- C wendbar, da bei der Abbildung & eine be
Fig. 100. lietige Umgebung "eines Punktes 2 in ein
Umgebung des Grundpunktes P iibergeht.
Ein einfaches Beispiel eines Uberlagerungs
a, A A komplexes bietet die Ringfliche. Bildet man:

die Doppelring-
lieche, die wir in
dengewdhnlichenRaum
als Kugel mif zwei Hen-
eln hineinlegen, Ther
denken wir uns drei

o
ES
©

. eine Ringfliche ®, die in Fig. 101 zum Recht: congruenteExemnplare gelegt, deren

& & 8  eck aufgeschnitien gezeichnet ist, so auf eine: Henkel wir aufschneiden. Um das
u . . - Ringfliche § ab, daf jedes der vier Teilgua te Beispiel zu erhalten, heften
4 ap gy drate von § kongruent in das Quadrat vo r¥ings der linken Henkelschnitte
Fig. 101, #® iibergeht, so hat man damit eine vierfach det Tig. 108 das 1. und 2. Exem-

& s ﬁber]agerung der Ringfliche ® durch § her plar &ber Kreus aneinander, wih-
~J . gestellt Die Uberlagerungsringfliche kann man rend dort das 8. Exemplar wieder
b b . sich etwa dadurch aus der Grundringfsiche en it sich selbat verheftet wird, aiso
.Q’ Fig. 102, gianden denken, daB man vier iber & liegende gle_?:tt verliudt, u_nd lings uder rec]?-

B , zu § kongruente Exemplare (Blitter) langs eine ten Henkelschnitte verkniipfen wir
Meridiankreises (vertikule Seiten der Fig. 100 er Kreuz das 2. und 3. Exem-

Gy iy : aufschneidet und sie zyklisch aneinander hefte ar, wihrend dort das erste glatt

rlauft Das zweite Beispiel wird
halten, wenn man lings der lin-
cen’ Henkelgchnitte alle drei Exem-
vlare mit sich selbst verheftes,
als ob sie gar nicht anfgeschnit-
A worden wiren, rechts dagegen
& drei Exemplare zyklisch an-
ngnder heftet. Die Schnittmeridiankreise der Henkel werden, soweit die Flachen
ht glatt fiber ibnen verlanfen, geschlossene Durchdringungskurven, in denen sich

. {(Fig. 101). Denki man sich die Ringfliche al
Rotationeringflicke im gewdhnlichen Raume gelegen, so wird der Meridiankreis z
einer geschlossemen Durchdringungskurve von ®. FaBt man ® aber unabhingig vo
jeder Einhettung in den Raum als eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit auf, so:
sind die Punkte dieser Durchdringungskurve in keiner Weise vor anderen Punkten:
ausgezeichnet,

Zwei Uberlagerungskomplexe werden als gleich angesehen, wenn sie sic
so onifeinander fopologiseh abbilden lassen, dafl je zwei sugeordnete Punkte
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zwei oder alle drei Fxemplare durchsetzen. Die Durchdringungen sind in der
Figur schematisch im Schnitt angedeutet,

Ein anderes Modell der Uberlagerungsﬂache ergibt sich, wenn man die Grundfifche
zum I*unda.menta,lpolygone einem Achteck, a,ufsch:aeldet und rwel weitere ebensolche !
Polygone in der richtigen Weise ansetzt. Die Uberlagerangsfliiche erscheint dann als |
ein ecinziges Polygon mit paarweise #quivalenten Seiten. In den Figuren 104 und :
105 sind #quivalente FEcken und Kanten gleich bezeichnet, wihrend solche Ecken, :
Eanten und Flachenstiicke, die fiber demselben Grundelemente legen, durch Ak-:
zente unterschieden sind. — In beiden Kallen ist die Uberlagerungsfiiche orientier-
bar, und ihre Charakberistik ist das Dreifache der Charakberistik der Grundfliche:
N =3 N=6. Denn iiher jeder Ecke, jeder Kante und jedem Flichenstiicke liegen !
genau drej fiberlagernde Elemente. Die Tberlagerungsfiiche hat daher das Geschlecht !
k=4 (S. 140). :

Einheitsstrecke w in n gleiche Teile 7y, 14, ..., ¥, teilen und » so grof.
-machen, daB das Bild T'{r;) einer jeden Teilstrecke ganz einer ausgezeich-
neten Umgebung 1; (eines Punlktes, der uns nicht weiter interessiert) an-
"gehOrt. Dab das mdglich ist, folgt aus dem Satze von der gleichmiBigen
Stetigkeit (§ 7 Satz IV), wenn man fiir die dort angegehene Umgebung ~
U*(P|B) eine ausgezeichnete Umgebung 1 (P) fiir jeden Punké P wihlt.
Man wihle nun eine tiber 11; liegende ausgezeichnete Umgebung U, die
den Punkt A enthilt. Kine solche gibt es nach (U18). Da 10, bei der
" Abbildung G topologisch auf U, abgebildet wird, so kann man das Bild
T'(ry), das ja in U, liegt, topologiseh nach 1, thertragen und erhalt da-
mit eine Abbildung Ty der ersten Teilstrecke 7, in lll, bei der der An-
fangspunkt s = 0 von 7y in A4 tibergeht. Nun wird auf die gleiche Weise
die zweite Teilstrecke 7y tbertragen. Man wihlt also zu der ausgezeich-
.neten Umgebung U, in der 7'(r,) liegt, eine daritber liegende Umgebung

, die das Bild des FEndpunlkdies von ry, also den Punkt T (l) enthilt,

__u:nd ubertragt T(ry) topologisch nach U,. Damit hat man eine stetige Ab-
ildung T, vou 7, in 10, und es ist Tl( ) T2( ) So fahrt man fort

:.Il'lld. erhélt der Reihe nach die Abblldungen T, T ..., T, der Teil-
“strecken. 1, 73, ..., #. Immer ist T ( ) =2 ﬁﬂ(%). Diese Teilabbil-

‘dungen liefern zusammen eine Abbildung T der Einheitsstrecke in § von
er gewiinschten Beschaffenheit.

. b) Einzigkeit von T. T sei eifie weitere stetige Abbildung der
Einheitsstrecke, die die Bedingungen des Hilfssatzes erfiillt. Dann werden
Tund 7" bis zu einem gewissen Parameterwerte s*(= 0) miteinander
bereinstimmen. Wegen der Stetigkeit der Abbildungen stimmen sie auch
och in §* selbst ilberein. Fs gibt dann eine ausgezeichnete Umgebung
1% des Punktes T(s*) = T7(s*), die sich hei G+ topologisch auf eine
usgezeichnete Umgebung 11* des darunter liegenden Punktes T'{(s*) ab-
ildet. Weiter gibt es wegen der Stetigkeit von 7 und 77 ein ¢ >0 der~
rt, daB alle Punkte 7(s) und 7°(s) in U* liegen, sobald s von §* um
icht mehr als & abweicht. Da nun 7(s) und 77 (8) beide tiher demselben
rundpunkte 7T(s) von U* liegen, so ist 7(s) = 77(s) wegen der nm-
rehrbar eindeutigen Bezichung zwischen It* und 1%, Daher stimmen 7'
nd T" auch noch his zur Stelle s+ ¢, also itherhaupt tiberein. Damit.
st der Hilfssatz bewlesen.

"Satz T wenden wir an, um die Blitterzahl des. Uberlagerungskomplexes
u definieren.

P und ¢ seien zwei Punkte in & Wir kénnen dann eine umkshrbar-
indeutige Beziehung zwischen den tiber P und iiber @ liegenden Punkten
erstellen. Zu dem Zwecke ziehen wir einen Weg W von P nach ¢ und
rduen jedem iber P liegenden Punkte P; den Endpunkt des von P; aus-

§ 54. Grundweg und Uberlagerungsweg.

Ist w Urbild eines Weges W in & und T die Abbildung von w auf V7,
50 ist durch G 7T eine stetige Abbildung 7 von w in & gegeben und da--
mit ein Weg W in & bestimmi, Man sagt, W ist der zu W gehorige :
Grundweg, und W iiberlagert den Weg W. Wir werden nun beweisen, daf
sich nicht nur jeder Weg 7 von ® in einen bestimmten Grundweg W .
von & durchdriickt, sondern daff sich anch umgekehrt jeder Weg des
Grundkomplexes in den Uberlagerungskomplex durchdriicken lafit, und
zwar noch auf so viele verschiedene Weisen, wie es Punkte iiber dem An--
fangspunkte 4 von W gibt.

Satz I: Ist W ein von A nach B fihrender Weg in § und A ein iiber
A liegender Punkt von &, so gibt es genaw einen Weg W mit dem An-.
fangspunkt A, der W iiberlagert.

Beweis: Als Urhild vou W wihlen wir dle orientierte Einheits
strecke w0 (0 = s =< 1). T sei die Abbildung von w auf W. Ist dann 7°
eine beliehige stetige Abbildung von w in &, so ist der entstehende Weg
" dann und nur dane ein Uberlagerungsweg von W, wenn w bei G T
in W tibergeht, wenn es also eine topologische Selbstabbildung S von
gibt, so daf zugeordnete Punkte s und S(s) bei 7' wnd G 7* denselbe
Bildpunkt in & haben: 7(s) = G 7'8(s). Nun wird gemiB der Gleichheit
definition von Wegen durch die Abbildung T derselbe Weg definiert wi
durch 778 = 7. Man erhilt also den allgemeinsten Uberlagerungsweg W,
wenn man % vermdige einer stetigen Abbaldung Tsoin & abbildet, da
GT = T wird; anders ausgedritckt: der Punkt 7(s) liegt fiir jedes s itber
7(s). Damit ist Satz I zuriickgefiihrt auf folgenden

Hilfssatz: Die Einheitsstrecke 0 < s £ 1 sei vermoge einer Abbi
dung T stetig in & abgebildet. Ist dann A ein ither A4 = 7(0) liegende
Punkt von &, so gibt es genau eine stetige Abbildung T der Einheit
strecke I &, so dab ?(O) =4 ist und T(s) tiber T(s) liegt fiir jedes

Beweis: a) Existenz von 7. Es sei jedem Punkte P von & ein
heliebige ausgezeichnete Umgebung 11 (P) zugeordnet. Dann kann man di
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gehenden, iiber W liegenden Weges zu. Umgekehrt wird jedem iiber ¢

Liegenden Punkte ¢ der Endpunkt des fiber W-! liegenden Weges mit 9

dem Anfangspunkte @ zugeordnet; nach Satz I existieren diese Wege
und sind eindentig. Die letzie Zuordnung ist offenbar die Umkehrung der

ersten, so daB eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen den iber P

und @ liegenden Punkten besteht. Uber jedem Punkte von R liegen somit

gleich viele Punlte von &, etwa g. Diese Zahl heift die Vielfochheit der

Uberlagerung oder die Bléittersakl. g kann endlich oder unendlich sein

Satz I dient dazu, die Wege im Grund- und Uberlagerungskomplexe .
zn vergleichen, der folgende Satz II leistet gleiches fiir die Wegeklas- |

sen. Er sagt auns, daB man eine Deformation eines Weges im Uber-
lagerungskomplex in den Grundkomplex durchdriicken kann und wm-
gekehrt.
Satz II. Sind W, und Wy z2wei von A nach B fiihrende Wege in
g, Wy und Wy die von A nach B fithrenden Grundwege, und-ist W in
W, deformierbar, so auch Wy in Wy. — Umgehehrt: Sind Wy und W,
zwei von 4 nach B fihrende, ineinander deformierbare Wege in 8 wnd
W, und W, die beiden von einem iiber A liegenden Punkte A auslau-
fenden Uberlagerungswege, so fiihren sie nach demselben Endpunkt B iiber
B und sind ebenfalls ineinander deformierbay.
Lk Der Beweis des ersten Teiles folgt aus der
A _ Stetigkeit der Abbildung G nach S, 155.
_ Obschon ebenso naheliegend, o ist die Um-
Tn |+ kehrung doch weniger einfach zu beweisen, weil
man das Deformationsrechteck dabei von dem
Grundkomplex in den Uberlagerungskomplex

L &

i zu {ihertragen bat, hierfliir aber keine im Gro-
Ben eindentige und stetige Abbildung zur Ver-

T T2t fiigung steht, die Abbildung vielmehr immer nur

s in einer (ausgezeichneten) Umgebung topolo-

gisch ist. — Die Deformierbarkeit von Wy in

W, bedeutet, da man das Deformationsrecht-

B eck R mit den Koordinaten 0 £s=1, 0<¢

<1 (Fig. 106) vermige einer Abblldung T

stetig so in & abbilden kann, daB die orien-

tierten Seiten f==0 und ¢ =1 in die Wege

W,, W,, die Seiten s =10 und s=1 in die

_Punkte 4 und B ibergehen. Wir werden dann

eine stetige Abbildung 7' von ® in & so konstruieren, daB fiir Jeden
Punkt (s, ) von R 7(s, £) iiber T(s, ) liegt und insbesondere 7 T(0, 0) =

ist. Die Finheitsstrecke £ = O erfihrt dabei eine stetige Abbildung, bei der

fiir jedes s der Punkt 7'(s, 0) iber 7{s, 0) liegt und 70, 0) == 4 ist.

Hie geht also nach dem eben bewiesenen Hilfssatz gerade in den itber W,

liegenden und in A beginnenden Weg W, iiber. Ebenso sieht man, da$

Fie. 106,
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. die Einheitsstrecken s =0 und s == 1 bei T in A bezw. den Endpunkt B
~von W, tibergehen und schliefilich die Seite # =1 in den Uberlagerungs-
~weg Wy, der somit in B endigen muf. Damit ist die Deformierbarkeit von
Wo in W, bewiesen.

Zur Konstruktion von 7 zerlegen wir das Deformationsrechteck <
urch » dquidistante horizentale und vertikale (Geraden in n® Teilrecht-
cke r;p:

t— 1 H EF—1
il !
H # #

¢

i
A

A
fiA

k
e

nd machen # so groB, daB das Bild T(im) eines jeden Teilrechtecks ganz
iner ausgezeichneten Umgebung U, (eines geeigneten Punktes) angehort
was nach dem Satze von der gleichmiaBigen Stetigheit moglich ist. 7 wird
un schrittweise konstruiert, indem man die einzelnen Teilrechtecke nach
R tibertrigt. Wir beginnen mit r,; und wihlen eine iber 1,, liegende aus-
ezeichnete Wmgebung Ty, die den Punkt A enthilt; nach (UL3) gibt
s eine solche. Das Bild T'(ry,), das ganz in 1, Hegt, wird topologisch
ach lln tibertragen, und damit hat man eine stetige Abbildung Ty1 von
vy in Uy gewonnen, bei der 73, (0, 0) = 4 ist und 77, (s, £) tber T'(s, &)
jegt. Danach wahlen wir eine iiber 11, liegende ausgezeichnete Umgebung,

ie den Punkt 7}, (i O) enthilt, also das Bild des rechten unteren Eck-

yunktes von r,q, ubertragen 1'(rs1) mach 1121 topologisch und erhalten
ine stetige Abbildung Ty, von 7yy in Ty, Auf der gemeinsamen Seite
fon 3y und 7y stimmen die beidem Abbildungen 7%, und 7}, iberein.

Der Anfangspunkt (%, O) dieser Strecke wird nimlich in der gleichen
Weise abgebildet, und da T, (;le’ t) ebenso wie T},l(%,t) iiber dem-
glben Punkt T(-;:; , t) liegt, so ist 7T, (—;—, t) = To; (nnl— , t) nach dem Hilfs-
éd_:z. Nun bildet man nach demselben Verfahren das nichste Recht-
ek 7y vermoge Ty, stetig in & ab, so daB T;l(—%, O) = Tﬂl(?i_’ O) wird,
nd man beweist wieder, daB die gemeinsame~Seite von ry; und 7y, bei
Tg; wnd 7y, in der gleichen Weise e abgebildet wird. Nach » Schritten ge-
winnt man eine stetige Abbildung T, des ganzen Streifens iy, s, .. > Taly
bel der Ty (s, £) Uber T'(s, t) liegt und die Seite s==0, 0 <t < i in A
tibergeht. Ebenso gewinnt man fiir die tibrigen Streifen 7y, rasy o ., #0s
=2, 3, ..., n) Abbildungen T, wobei immer T} (s, t) tber T(s )
Liegt und T O ) = 4 ist. Da nun die gemeinsame Einheitsstrecke des
ten und (¢ + 1)-ten Streifens bei 7. und i’l 1 in der gleichen Weise
bgehildet wird (wieder nach dem Hilfssatz), so hat man damit eine stetige

bbildung T des ganzen Deformationsrechtecks 9 gewonnen, fir die
s, ) iiber T(s, ¢) liegt und 7(0, 0) = 4 ist. :
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gekehrt ist jeder Weg von §;, wenn man ihn nach & durchdriickt und
f:m 0; beginnen 14Bt, geschlossen. Denn jeder Weg der besonderen
Form FM H Fu driickt sich in einen von 0O, ausgehenden Weg
_FMH]FH nach § durch; dieser ist geschlossen, weil Frt von O; nach
1, H; von Oy nach 0, zuruck und F; von O; wieder nach O, fithrt. Fir
‘einen beliebigen Weg aus H; gild das gleiche, da man ihn in einen
‘Weg der besonderen Form Fyf Hy Fy; deformieren und die Deformation
ach ® durchdriicken kann, wobei sich der Endpunkt des Weges nicht
sindert, das heift aber: Macht man an Stelle von 0; den Punkt §; zum
f:'Anfangspunkt der geschlossenen Wege von R, so driickt sich die Funda-
mentalgruppe § von & in die zu H, konjugierte Untergruppe { 1} ~* 9, { £14}
durch, und durch geeignete Wahl von 0; erhiilt man so jede zu H; kon—
jugierte Untergruppe. Durch die Uberlagerung von § durch & ist also
eine ganze Klgsse konjugier ter Untergruppen von 5 bestimmd,

- Jotzt beweisen wir, dall auch umgekehrt jede Klasse konjugierter Unter-
uppen eine Uberlagerung bestimmt. Die Aufgabe, alle Uberlagerungen
iner vorgegebenen Blitterzahl ¢ zun konstruieren, ist danach auf die
uppentheoretische Frage zuriickgefiihrt, alle Klassen konjugierter Unter-
gruppen des Indexes g der Fundamentalgruppe des Grundkomplexes an-
zugeben. Wir werden diese Konstruktion fiir endliche Komplexe und end-
che Blatterzahl in § 58 durchfithren.

§ 55. Uberlagerung _und Untergruppe der Fundamentalgruppe.

Im Grundkomplexe & wihlen wir einen bestimmten Punkt 0, im Uber
lagerungskomplexe § einen tiber O liegenden Punkt 0; zum Anfangs
punkte der geschlossenen Wege. Nach 8. 156 wird dann durch die stetig
Abbildung & jede Wegeklasse der Fundamentalgruppe § von ® in ein
bestlmmte Wegeklasse der Fundamentalgruppe { von £ _durchgedriicks
Diese Zuordnung ist eine homomorphe Abbildung von 5§ auf eine be
stimmte Untergruppe £, von .

Nun besagt der zweite Teil des Satzes II von § 54, daf zwei nichthomo
tope Wege von % in zwei ebenfalls nichthomotope Wege von § durch
gedriickt werden, d. h. die homomorphe Abbildung von §f auf §, ist soga
ein 1-Tsomorphismus.

Die Fundamentalgruppe F des Uberlagerungshomplexes ist somat einer
bestimmten Untergruppe 1 der Fﬁmdamenmlgmpjoe des Grundkompleze

isomorph. ©y wird erhalten, wenn man % wn den Grundkompler durch
dritcht,

Es ist aber zu beachten, daf die Untergruppe §, nicht schon durch di
Uberlagerung & bestimmt ist, sondern, wie wir sehen werden, noch vo
der Answahl des Anfangspunktes 0, abhangt Hs sei nun

%2©1+ @1{F12} +®1{F13}—|—

die Zerlegung von F nach $;. Hierin bezeichnet {Fy;} wie 8. 153 di
Wegeklasse des Weges Iy Tst Hy ein beliebiger Weg aus §,, H, der in
(7} beginnende Uberlagerungsweg, so ist H, geschlossen, Daraus folgt
daff die Wege einer bestimmten Restklasse $,{F1;}, wenn man sie von
R nach & durchdriickt, alle von O; nach demselben Endpunkt 0, fithren
namlich nach dem Endpunkt des tiber F,; liegenden, in 01 beginnenden
Weges F;. Durch jede Restklasse §,{ Fy,) ist somit ein Punkt 0, iiber 0
bestimmt. Verschiedene Restklassen D1{F1c} und ,(Fy;) bestimmer
verschiedene Punkte O, = O Denn sonst wire }_“’11 Fl, geschlossen, als
{F1: FT}} ein Element aus $,, wihrend doch {Fj;} und {Fy;} ver
- schiedenen Restklassen angehtren. Da offenbar durch die Endpunkte de
Wege Fyy, Fia, ... alle ither O lisgenden Punkte von & erschépft werden,
80 1st damit eine eineindeutige Beziehung zwischen den rechten Rest
klassen von £, in §§ und den tiber O ]1ecrenden Punkten hergestellt. Ins
besondere folgt, daB die Blittersahl der Uberlagerung gleich dem Inde
von £ F st
Jeder von O; ;_ausgehende gesehlossene Weg H; kann in einen We
der Form FMH F11 deformierd Werden, nimlich etwa in den Weg
(FMH FM) Fi;. Dabei ist H, ein von 0, ausgehender geschlossene
Weg FiH, F,, driickt gich in den Weg T} H Fy; durch. Das ist em
Weg der zu §; konjugierten Untergruppe §; = {Fy;} =19, {F1;}. U

_ Existenzbeweis.

‘L Konstruktion von & § sei eine beliehige Untergruppe von §§. *)
esucht ist ein Uberlagerungskomplex §, dessen Fundamentalgrappe §
¢1 geeigneter Wahl des Aﬂfangspunktes 0, tiber O sich in § durch-
fickt. Wir nehmen an, daB O Eckpunkt einer simplizialen Zerlegung
on & ist, was notigenfalls durch eine Unterteilung von & erreicht werden
ann. Wir werden den Uberlagerungskomplex ® mit einer solchen sim-
lizialen Zerlegung konstruieren, da bei der Abbildung von & auf &
des Simplex von & linear anf ein Simplex von ® abgebildet wird, Diese
erlegung heife dic von & nach & durchgedriickte simpliziale Zerlegung.
-Die Konstruktion von & geschicht durch Angabe seines Schemas (§ 11).
éie Elemente des Schemas werden gewisse Wegeklassen sein, die wir jetzt
efinieren wollen.

4 sei eine Heke von ®. Die Gesamtheit der von O nach A fithrenden
Wege wird in Klassen, sog. §-Klassen eingeteilt. Zwei Wege U und
U/ rechnen wir dann und nur dann zur selben §-Klasse, wenn der ge-
chlossene Weg U U'-1 zur Untergruppe § gehort. Zu jeder Ecke 4 von
gehdren also gewisse mit

A, 4, .

Y Wir schreiben jetzt der Einfachheit wegen § statl §,.
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. R ist ein zusammenhingender Komplex. Es gentigh zu zeigen,
daB sich jede §-Klasse 4; mit der Rinheits-$-Klasse O, durch eine Reihe
von §-Klassen verbinden 148, in der je zwei aufeinanderfolgende benach-
bart sind. Man wihle in A, einen Kantenweg U von O nach 4 — einen
solchen gibt es, da man jeden Weg von O nach 4 in einen Kantenweg—
deformieren kann (S. 115). Die Teilwege von U, die von O nach den von
U durchlaufenen Ecken fithren, vielmehr die ihnen entsprechenden §-Klas-
sen, bilden eine Reihe der gewiinschten Beschaffenheit.

bezeichnete §-Klassen. Insbesondere bilden die Wege der Untergruppe §
selbst eine solche $H-Klasse, die ,,Einheits-9-Klasse“. Sie gehort zam:
Punkte O und wird mit 0, bezeichnet.

Zwei §-Klassen 4; und B, heien benachbort, wenn ihre Endpunkte
4 und B die Fcken eines 1-Simplexes ¢ von £ sind und wenn tberdies:
der geschlossene Weg Uc¥~% den man mit einem Wege U aus 4, und
einem Wege ¥ aus B bilden kann, zu § gehort. Dabei ist es offenbar
gleichgiiltig, wie man die Wege U und V aus 4, und B, auswihlt.

Ist die §)-Klasse A4, vorgegeben, so gibt es genau eine benachbarte, zur
Ecke B gehorige $-Klasse By. B besteht aus der Gesamtheit der Wege ¥,
fiir die Ue¥V! bei festem U ein Weg aus § ist; ihre Existenz ist durch
Angabe eines reprisentierenden Weges, z. B. des Weges 17 = Ug¢ gesichert:

Nun gilt der

Hilfssatz: Ist & ein Simplex des Grundkomplexes & mit den Ecken
A, B, ..., C uid hat man zu A4 eine H-Klasse 4; von Verbindungsé
wegen auscrewahlt g0 gibt es zu den thrigen Heken B, ..., (' genau je
eine - Klasse B;ﬂ, .oy Oy, so dab alle diese - Klassen paarwelse bet
nachbart sind. _

Denn By, ..., C; sind durch die Forderung, zu 4; benachbart zu sein,-'
eindeutig bestimmt. Daf dann die $-Klassen paarweise benachbart
sind, zeigen wir z.B. fiir B, und C;. Ist U ein
Weg aus 4; (Fig. 107), und sind @, b, ¢ die
orientierten Simplexe ¢'B, A(C und 4B, so
sind Ub und Ue reprisentierende Wege aus
C; und B;. Die Bedingung fiir die Nachbar~
schaft von B und (; lautet: Es muﬁ
Ub-a-(Ucy* zn  gehoren. Das ist ab
der Fall, da dieser Weg sogar nullhomotop

_ ) ist, also der Hinheitswegeklasse der Funda-

Fig. 107.
6 mentalg‘ruppe angehdrt. :
Nun folgt: Die §-Klassen von & bilden das Schema eines simplizialen

Komplezes &, wenn man als ausgezeichnete Teilmengen (8. 45) des
~ Schemas jedes System von pasrweise benachbarten §-Klassen erklirt,

deren Wege nach den Kcken eines Simplexes von & fithren. In der Taﬁ

bestiitigt man leicht, daB die fiir ein Schema giiltigen Bedingungen (Sech,),

(Sehy) und (Sehy) von § 11 erfiillt sind.

Mit etwas anderen Worten liBt sich der simpliziale Komplex § auch
so besehreiben: Jeder Ecke 4; von & entspricht umkehrbar eindeutig eine

H-Klasse A; von £ und dieser wieder eine bestimmte Ecke von &, nim-

lich der Endpunkt 4 der Wege aus der P-Klasse 4;. Fine Anzahl von

Ecken Az, B, ... C; bildet dann und nur dapn die Beken eines Sim:

plexes, wenn die zugeordneten Ecken 4, B, ..., C von & die Ecken eines

Simplexes sind und fiberdies die $-Klassen A;, By, ..., C; paarweise

benachbart sind.

- IL Nunmehr beweisen wir zweitens, daf ® ein Uberlagerungs-
komplex von & ist, wenn wir jeder Ecke 4; von & (die der H-Klasse
4; entspricht) die Ecke 4; als Grundpunkt zuordnen und jedes Simplex
von & linear auf das Simplex von & abbilden, dag von den Grundpunkten
seiner Ecken aufgespannt wird Die drei Bedingungen fiir eine Uberlage-
rung sind dann erfiillt. Denn zu jedem Simplex von & gibt es ein System
benachbarter -Klassen und also mindestens ein dariiberliegendes Simplex,
somit gilt (U11). — Sei P ein beliebiger Punkt von & und & das ein-
‘deutig bestimmte Simplex, von dem P mittlerer Punkt ist. Die stimtlichen
Simpleze, die € zur Seite haben, bilden eine Umgebung W (F) von P
in & Wir behaupten, 11(P) ist eine ausgezeichnete Umgebung. Xin tiber
P liegender Punkt P ist mittlerer Punkt eines iiber G liegenden Sim-
Pplexes @E , das durch ein System von ¢ 4 1 benachbarten $-Klassen be-
stimmt ist, die nach den Ecken von & fithren. Ist dann E*+% ein mit &
inzidentes Simplex, so gibt es nach.dem Hilfssatze genau ein System be-
nachbarter §-Klassen nach den Eeken von *% die das vorgegebene
Bystem benachbarter §-Klassen als Teilsystem enthalten. Die Simplexe
_-mlt der Seite &° entsprechen somit umkehrbar eindeutig den Simplexen
mit der Seite €5 d. h. die Umgebung 1 (P) von P in §, die aus der Ge-
samtheit der mit (E' inzidenten Simplexe besteht, bildet sich topologisch
auf die Umgebung H(P) ab. Daher ist (U1 2) erfullt — @, sei ein Punkt
n &, der iiber einem Punkte ¢ von U(P) liegt. Q gehort einem mit E*
zidenten Simplexe €i+* von U(P) an und daher Q einem dariiber-
liegenden Simplexe @‘H' E das einen tlber P heO’ende:n Punkt P ent-
hilt; daher gehort Q zu der Umgebung U( #), und es ist somlt
Ul 3) erfiillf. '

- III. Die Uberlagerung & gehort zur Untergruppe § der
undamentalgruppe von & Als Anfangspunkt der geschlossenen
Wege in § Wahlen wir die iiber O liegende Heke Oy, die zur Einheits-
9-Klasse 0, gehort. Es sei pun U ein von O nach einer Ecke A4 laufen-
er Kantenweg in & und U, der aus den ersten  Kanten von U be-
stehende Teilweg. Dann bilden die $-Klassen der Wege Uy, U1, ..., Uy=U
ine Reihe von aufeinanderfolgenden benachbarten §-Klassen. Die Ecken
on ®, die durch zwei aufeinanderfolgende §-Klassen bestimmt sind, sind
ann ebenfalls benachbart, und infolgedessen ist die Reihe der den - Klassen
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ist umkehrbar eindeutig, da man durch die nmgekehrte Konstruktion ein-
dentig von P’ zu P suriickkommt.

Die Stetigkeit der Abbildung brauchen wir nur in einer Richtung, etwa
in der Richtung P+ P zu beweisen, weil & und ® gleichberechtigt sind.
Wir wiissen also zu vorgegebener Umgebung I (P) eine Umgebung-
T (P) angeben, deren Bild ganz in W (P) liegt. T; sei eine in U’ liegende
ausgezeichnete Umgebung von P, Als solche kann man z B. den Durch-
schnitt einer beliebigen ausgezeichneten Umgebung von 7" mit T wiihlen.
11, sei die ausgezeichnete Umgebung von P, auf diesich W, topologisch abhildet.
Weiter sei I eine so kleine Umgebung von P, da sie sich in eine Teilmenge 11
~vou Uy durchdriickt. Auferdem soll jeder Punké von 1 mit P durch einen ganz
zu T gehorigen Weg verbindbar sein. Da 8 ein Komplex ist, kann man
sicher ein solches T finden, z. B. geniigt ein passender Simplexstern mit dem
_Mittelpunk‘te P allen Anforderungen. Wir behaupten, daf bei der Abbil-
‘dung von ¥ auf & U ganz in U’ hineinfillt. Tn der Tat, ist W ein Weg
von 0y nach P, so wihle mar als Weg von 0, nach einem Punkte ¢ von
T den Weg W, verlingert um einen in U verlanfenden Weg AW von P
nach . Der Grundweg W-.AW verliuft von O nach P und dann ganz
in 1,. Der nach & durchgedriickte Weg W' AW’ verlauft von 0, nach
P’ und. bleibt damn in 111, also erst recht in I'. Der Bildpunkt von o,
das ist der Endpunkt des Weges W' AT’ liegt also in T, was zu be-
“Welseil war,

entprechenden Ecken durch einen tiber U liegenden Kantenweg T ver-
bunden. Der Anfangspunkt dieses Weges gehtrt zur §-Klasse von [f, ist
also die Ecke 5;

Ist jetzt U insbesonders ein zu  gehdriger geschlossener Kantenweg,
liegt also U in der Einheits-§-Klasse 0,, so mufl der in 0; begonnene
Uberlagerangsweg U nach 0, zuriickkehren. Gehért aber U nicht zu §,
liegt also U/ in einer §-Klasse 0; =+ 0y, so filhrt der durchgedriickte
Kantenweg U; von Op nach 0; = Oy, ist also nicht geschlossen. Da nun
jeder geschlossene von O ausgehende Weg in einen Kantenweg deformiert
werden kann, so ist gezeigt, da,ﬁ ein geschlossener von O ausgehender Weg
I7 dann und nur dann von einem geschlossenen Uberlagerungswege U mit
dem Anfangspunkt 0, iiberlagert wird, wenn U/ zu § gehért. Das heilit
aber, daB die Fundamentalgruppe § von & sich gerade in die Unter-
gruppe  von {5 durchdriickt, wenn man 01 zum Anfangspunkte der ge-
schlossenen Wege in § macht. & ist also ein zu § gehoriger Uberlage-
rungskomplex.

Einzigkeit von &

s sei & ecin weiterer Uberlagerungskomplex®), der dieselbe Klasse
konjugierter Untergruppen der Fundamentalgruppe §§ von & bestimmd
wie &, namlich die, zu der die Untergruppe § gehort. Es gibt also einen
solchen tiber. O liegenden Punkt 0, von &', dab sich die Fundamental-
gruppe von. # bei Wahl von 0, als Anfangspunkt der geschlossenen Wege
gerade in die Untergruppe © durchdriickt. (Hs kann in & unter U-
stinden mehrere fiber O liegende Punkte mit dieser Eigenschaft geben.)
Wir konstruieren dann eine Abbildung von ® auf &, bei der 0,
in O iibergeht und zugeordnete Punkte iiber demselben Punkte von &
11egen _

Tst P ein beliehiger Punkt von S%E s0 ziehen wir von 0, aus einen Weg
W nach P. Der - zugehdrige Grundweg ist der von O ausgehende Weg V.
W’ sei der in O _beginnende, dber W liegende Uberlagerungsweg. Sem
Endpunkt heifie P’ Er wird dem Punkte 7 als Bildpunkt zugeordnet.
Man muB zeigen, dab diese Zuordnung unabhiingig von der Auswahl des
Verbindungsweges T ist. Sei 7 ein anderer Verbindungsweg von 0 mit
7. Dann ist WV-1 geschlossen, also gehort W ¥ =" zu H. Dann ist aber
anch der tther W¥—11in O begonnene Uberlagerungsweg geschlossen,
da die Fundamentalgruppe von & sich in § durchdriicken soll, wenn
man 0 zum Anfangspunkt der geschlossenen Wege von & macht. Also
fihren W’ und 7' zu demselben Endpunkte 7', — Die Zuordnung PP

Wir fassen das Ergebnis zusammen:

v Sate Die Uberlugerungen eines Komplewes entsprechen wmbehrbor
eindeutig den Klassen konjugierter Untergruppen. Genawer: Ist ] ein
Dverlagérungskomplex eines Komplexes & und wdahlt man als Anfongs-
“punkt der geschlossenen Wege von & einen iiber dem Anfangspunkte O der
geschlossenen Wege von R liegenden Punkt 0, so driickt sich die Funda-
‘mentalgruppe [ von & in eine mit § 1-isomorphe Untergruppe © der
Fundamentalgruppe T von §& durch, bei anderer Wahl von 'O iiber O aber
in eine zu § konjugierte Untergruppe. -

Aufgaben: 1. Welche Bemehung besteht zwischen den Charakteristiken eines
ndhchen Komplexes und einer g-blittrigen Uberlagerung?

9, Ist § die freie Gruppe von « Erzeugenden und $ eine Untergruppe vom In-

“dex 4, so ist § die freie Gruppe von ¢(¢ — 1)+ 1 Erzeugenden. [Man bedenke, daf
‘% die Fundamentalgruppe eines Kantenkomplexes der Charakberistik N = ¢ —1
t (§ 47)]

77 8. Man zeige, daf ein einfach zusammenhingender Komplex einen einzigen Uber-
‘lagerungskomplex hat, sich selbst.

" Ven ® setzen wir nieht voraus, daf es eine simpliziale Zerlegung gibt, die
sich in eine simpliziale Zerlegung von ® durchdriickt; vielmehr sehen wir jetzt von
Jeder simplizialen Zerlegung ab.
. Seifert-Threlfall, Topologie 13
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§ 56 Universelle Uberlagerung. Aufgaben: 1. § sei der Kantenl%?mplex zweler Dreiec];:\e mit einem gemein-
samen Eckpunkte. Den universellen Uberlagerungskomplex #* von & zu finden.

2. Man identifiziere auf dem Rarnde der Einheitskreisscheibe je: zwel Punkie, die
‘auf dem Rande gemessen, den Abstand 2m/p haben (80 daB im ganzen je p Punkte
gu identifizieren smd} Man zeige, daf die Fundamentalgruppe des entstehenden
‘Komplexes {2 zykhsch von der Ordnuncr p ist und daB der universelie Uberlage- ™

“rungskomplex R+ aus p Kreisscheiben mit gemeinsamem Rande besteht.

Unter den Uberlagerungskomplexen eines Komplexes § ist der von be-
sonderer Wichtigkeit, der zur Unbergruppe $ = 1 gehdrt. Er heilit der
wniversdle Uberlagerungskomplex von &. Br ist dadureh charakterisiert,
daf seine Fundamentalgruppe F =9 aus dem Finselement allein besteht,
daf er also einfach zusammenhingend ist. Als Folgerung des Satzes ‘5. 193
ergibt sich also dexr

§ 57. Reguliare Uberlagerung.

1. Definition: Die Untergruppe von 3, in die sich die Funda-
‘mentalgruppe §§ von §& durchdriickt, hingt im allgemeinen noch davon
“ab, welchen iiber O liegenden Punkt man zum Anfangspunkt der in ]
‘verlaufenden geschlossenen Wege ernennt, ob Oy oder O, oder .... Je
‘nachdem erhalt man die Untergruppen $, oder . oder . Alle diese
Untergruppen sind konjugiert in §§ und bilden ein vollstandwes System
‘konjugierter Untergruppen. Aber sie brauchen mnicht alle vonema.n&er
verschieden zu sein. Im extremen Falle, daf olle miteinander iiberein-
timmen, die Untergruppe, in die sich die- Fundomentalgruppe K durch-
riickt, adso Normalteiler von 5§ ist, bezeichmet man die Uberlagerung als regulir.

Satz I: Jeder susamamenhingende Komplex & besitat einen eindeutig be-
stimmiten emfach susammenhimgenden Uberlagerungskomplex, den univer-
sellen &.

Den vuiversellen Uberlagerungskomplex kann man als den stirksten
ansprechen, denn vou ihm gilt der

Satz IT: Der universeile Uberlagerungskomplex § ist dadurch charakteri-
siert, daf8 er jeden anderen Uberlagerungskomplex & von & iiberlagert.

Der Beweis beruht anf dem

Hilfssatz: Wird & von ® und ¥ vor § iiberlagert, so wird & auch
von R iberlagert.

Die Forderung (U11), dab tiber jedem Punkte P von & mindestens ein
Punkt P liegt, ist offenbar erfillt. Um (U12) und (01 3) fiir R er-
weisen, driicken wir eine simpliziale Zerlegung von & nach-® und von da

Beispiele von reguliren Uberlagerungen sind alle Uberlagerungen der Ringfliche,
weil die Fundamentalgruppe der Ringfliche abelsch ist, jede umverselle Uber-
Jlagerang, weil sie zum Normalteiler @ ==1 gehdrt, jede zweﬂnlattrlge Tiberlagerung,

= " i . weil eine Untergruppe vom Index 2 immer Normalteiler ist.
nach & durch und wihlen als ausgezeichnete Umgebung eines Punktes 7 : o . L .
= = 2. Definition: Fine veguldre Uberlagerung ldft sich owch dadurch

harakterisieren, daff die iiber einem geschlossenen Grrundiwege liegenden
 Uberlagerungswege entweder olle sugleich_geschlossen oder zugleich wicht
geschlossen sind. st namlich W, der in O, beginnende, tber einem ge-
‘schlossenen Wege W liegende Uberlacerungsweg, so ist W, geschlossen
“oder nicht, je rachdem TV zu §; gehdrt oder nicht. Sind nun alle kon-
tgierten Unterc'ruppen i einander gleich, etwa = §, so liegt der Weg W
ntweder in allen §; — damn sind alle Wege W, geschlossen —, oder w
iegt in keiner Gruppe ; — danm sind alle Wege W, nichtgeschlossen.
Sind andererseits die $; nicht alle einander gleich, etwa D; = $., so gibt
5 einen Weg W, der zu §,, aber nicht zu H. gehdrt. Dannp ist W, ge-
chlossen, W, aber nicht. DaB wir zum Anfangspunkt von W den Punkt O
génommen haben, ist keine wesentliche Binschrinkung, da man einen be-
Hebigen geschlossenen Weg in & immer dureb einen von O ansgehenden
hin und zuriick durchlaufenen Hilfsweg zu einem von O aunsgehenden

hezw. seiner {iberlagernden Punkte P, P,, . . . die Gesamtheit der Simplexe,
denen diese Punkte angehSren, wie wir es beim Existenzheweise der
Uherlagerung (S. 191) getan haben. Diese Simplexsterne bilden sich simt-
lich topologisch anfeinander ab, woraus (U12) und (U13) und damit der -
Hilfssatz folgt. :

Wel- jetzd ® universeller Uberlagerungskomplex von & und & Uberlage-
111ng'<komplex von & Dann tiberlagert ® nach dem Hilfssatze &, und weil

® einfach zusammenhéngend ist, ist er der universelle Uberlagerungs-
komplex von & Also uberlacrert der universelle Uberlagerungskomplex
von & auch & — Uberlagert umgekehrt ein {Therlagerungskomplex von
£ jeden Uberlagerungskomplex, so anck den universellen &. Der hat aber,
weil einfach zusammenhingend, nur sich selbst zum Uberlagerongskom-
plexe (§ 55 Aufg. 3).

Beispiele universeller Uberlagerimgskomplexe sind uns schon &fter be-
gegnet. Die Zahlenebene tberlagert bei der in § 8 durch Identifizieren her-
gestellten stetigen Abbildung die Ringfliche universell, ebenso die Zahlen-
gerade die Kreislinie. Allgemeiner ist der n-dimensicnale Zaklenraum
universeller Uberlagerungskomplex des topologischen Produktes von #
Kreisen und die »-Sphire universeller Uberlagerungskomplex deg #-dimen-
gionalen projektiven Raumes.

Die auf 8. 183, Fig. 103, I angegebene erste dreifache Uberlagerang der
Doppelringflache ist nmhtreo-ular denn der Breitenkreis & des lmken
Henkels ist, wenn man ihn in d1e Uberlageruncrsﬂache durchdriickt, ge-
chlossen oder nicht, je nachdem man den Uberlagerongsweg im Bla,tt 3
oder Blatt 2 beginnen lafit.

8%
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“ naheliegt, weil das mittlere Blatt 2 an beiden Henkeln, Blatt 1 und 3
aber nur an je einem Henkel durchschnitten ist. Im der zweiten Uber-
“lagerung dagegen kann man die drei Blatter zyklisch verfanschen, so dab
-‘eine regulire Uberlagerung vorliegt.

Bei veguliiver Uberlagerung ist die Deckbewegungsgruppe D 1-isomorph
ey Faltorgruppe /9. — Die Restklassen der Zerlegung nach der Unter-
~gruppe §, = §:

§ =9l +9{h

entsprechen umkehrbar eindeutig den iiher O gelegenen Punkten 0y, Oy, .
* Andererseits entspricht jedem Punkte O; eine Deckbewegung D, die 01

“in O; uberfithrt. Man hat daher eine wmkehrbar eindeutige Beziehung
zwischen den Restklassen ${I};} und den Deckbewegungen:

196 {Uberlagerungskomplexe § 57

3. Definition: Man kann die regulare Uberlagerung noch auf eine
dritte Weise und zwar mit Hilfe des Begriffs der Deckbewegung charakte-
risieren. Eine Deckbewegung des Uberlagerungskomplexes & ist eine topo-
logische Selbstabbildung von &, bei der jeder Punkt iiber seinem Grund-
punkte liegen bleibt und nur die iiber ein und demselben Grundpunkie
liegenden Punkte miteinander vertanscht werden. Xs gibt hochstens
eine Deckbewegung, die 0, in einen anderen iber 0 liegenden Punkt,
etwa in O, iiberfithrt. Ist nimlich P ein beliebiger Punkt von 8], so ziehe
man einen Weg W; von 0, nach P. W sei der _entsprechende Grundweg.
Bei der Deckbewegung geht W, in den von O, auslaufenden, tber W
liegenden Weg W, fiber, also ist der eindeutig bestimmte Endpunkt von 77,
der Bildpunkt von P. Die simtlichen Deckbewegungen, die ﬁ zulift,
bilden offenbar eine Gruppe, die Deckbewegungsgruppe D der Uberlage-
rang. Moglicherweise besteht sie nur aus der identischen Abbildung, im
Hochstialle ist ihre Ordnung gleich der Blitterzahl der Uberlagerung,

nimlich dann, wenn man 0, durch Deckbewegungen in alle anderen

Punkte O, O, ... liberfiihren kann, oder was dasselbe besagt, wenn sie
die tiber O liegenden Punkte transitiv vertauscht.

~Um zu zeigen, daf diese Zuordnung einen Isomerphismus zwischen
“der Faktorgruppe /9 und -der Deckbewegungsgruppe D stiftet, be-
stimmen wir die Deckbewegung, die dem Produkfe zweier Restklassen
D Freh- 9{F5)=9{ Frs} { Frs} = H{ Fis) entspricht. Zum Punkte O,
gelangt man, wenn man von O, lings des Weges Fy; nach O; geht und
dann auf dem iber Fy; liegenden in 0, beginnenden Wege F,, nach Oy
weiter schreitet (Fig. 108). Da 7., und F,; tiber demselben Grund-
wege Fi; liegen, so entsteht Fﬂc aus Fy; durch die Deckbewegung D, ;.
Es filhrt also Dy; den Punkt 0; in Oy iiber und daher die Deckbewegung
Dy Dy, {erst Dy;, dann D, 1) den Punkt 0, in 0,. Bsistalso D, D, ;= Dy
das besagt: dem Produkte §{Fy,}- H{F1,;} entspricht das Pro- .,
dukt der zugeordneten Deckbewegungen Dy,D;;. Es ist dabei b
an unsere Festsetzung zu erinnern, dab das Produkt der Wege

erhalten wird, wenn man erst den linken Faktorweg und dann £, &
den rechten durchliuft (8. 150), das Produkt zweier Bewegumn-
gen aber, wenn man erst die rechte und dann die linke Faktor-
‘bewegung ausiibt (8. 24).

 Ist inghesondere § = 1, also & universeller Uberlagerungskom-  \%

Die dritte Charakterisierung der reguliren Uberlagerung lautet nun so:
R wird von & damm wnd nuwr dann regulir iiberlagert, wenn die Deck-
bewegungsgruppe die iber cinem Punkie von & liegenden Punkie tramsitiv
vertauscht. — Ist die Uberlagerung nichtregulir, so gibt es, wie wir wissen,
einen Weg W von &, der zugleich von geschlossenen wnd nicht ge-
schlossenen. Wegen iiberlagert wird. Alsdann kanu es offenbar keine
transitive Gruppe von Deckbewegungen geben, da ein geschlossencr Weg
von einer Deckbewegung wieder in einen geschlossenen Weg tibergefithrt
wird. — Aus § 55 wissen wir, daB zwei Uberlagerungskomplexe § wnd &,
die dieselbe Klasse konjugierter Untergruppen (in unserem Falle also den-
selben Normalteiler $) bestimmen, aufeinander topologiseh abbildbar
-sind, so dah zogeordnete Punkte denselben Grundpuukt in & haben. Dabei
kann man noch einen iber O liegenden Punkt 0, in einen beliebigen
Punkt O] von & fberfihren, wern nur die Fundamentalgruppe 3 bei

Benutzung von 6)7 als Anfangspunkt der geschlossenen Wege sich in die- plex, so ist §F/H = §, und die Deckbewegungsgruppe ist 1-iso- 0
selhe Untergruppe von §_ durchdriickt, wie die Fundamentalgruppe § ¥ morph mit der Fundamentalgruppe des Grundkomplexes. Da-

von & bei Benutzung von 0, als Anfangspunkt. Ist nun, wie in unserem wit ist die Fundamentalgruppe eines Komplezes & als die Dech- ol
Falle, $ Normalteiler von §, o ist diese Bedingung immer erfiillt, wie bewegungsgruppe seines universellen Uberlagerungskomplexes er- Fig. 105,

man auch den Punkt O] tiber O wihlt. LiBt man ffi und & zusammen-- wresen.

fallen, so erhiilt man eine Deckbewegung von &, bei der O in cinen be-
lichigen tiber O liegenden Punkt iibergeht. '

Zur Exlauterung konnen die beiden Uberlagerungen der Doppelring
fliche in § 53 dienen. Die erste Uberlagerung ist, wie wir sahen, nich
reguliir, besitzt also keine transitive Deckbewegungsgruppe, vielmehr ist
die identische Deckbewegung die einzige mdgliche, was schon deshalh:

2. B. hat die Fundamentalgruppe der projektiven Ebene die Ordnung 2, in Uber-
eingtimmung damit, dab die Deckbewegungsgruppe der universellen Uberla.gerungs—
fliche, nimlich der Eugelfliche, zwei Deckbewegungen aufweist: die identische Be-
wegung und die Diametralpunktvertauschung, — Die Fundamentalgruppe der Ring-
fliche khat die Relation ABA-1B-*=1, sie ist also die freie Abelsche Gruppe
von zwel Erzeugenden (S. 170). Die Deckbewegungsgruppe wird von Translationen
r Zahlenebene gebildet, die ein Rechtecksnetz in sich iiberfihren (§ 8).
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Auch im Falle einer nichireguliren Uberlagerung laft sich die Deck- :
bewegungsgruppe D als einé Faktorgruppe auffassen. Bezeichnet nimlich .
wie friiher 9, die Untergruppe von ¥, in die sich die Fundamentalgruppe -
von & bei Benutzung des Anfangspunktes O; durchdriickt, und 3; den -
Normalisator (oder die sog. Zwischengruppe) von $; in §, d. i die Ge-
samtheit der Elemente { W} von g, fiir die { W1, { W}=9; ist, so ist
D 1-isomorph mit 3;/9;.

Aufgaben: 1 Man fthre den Beweis der letzten Behanptung durch.
2 Dat ein n-dimensionaler Komplex &= die %-Sphiire &% zwm universellen |
Uberlagerangskomplexe, so ist bei geradem n die Ordnung der Fundamental- :
gruppe vor ®7 gleich 1 oder 2. [Die Charakteristik von &" ist ein Teiler der
Charakteristik von &%)

" 8. Man beweise, daB die Fundamentalgruppe der orientierbaren Fliche vom Ge
schlechte fi-=— 4 sowohl als Normalieiler, als auch als eine von drei konjugierten
Untergruppen in der Fundamentalgruppe der orientierbaren Fliche vom Geschlechte .
# =2 enthalten ist. [Vgl. die Beispiele von Uberlagerungen der Dopyelringfliche :
in § 53.]

4. Die nichtorientierfen Linienclemente der projektiven Ehene bilden eine dvei
dimengionale Mannigfultigkeit, den sog. Quaternionenraum. Seine Fundamental-
gruppe ist die Quaternionengruppe. Man bestimme aunf Grund der Kennimis aller
Untergruppen der Quaternionengruppe®) alle seine 2-, 4-, 8- blattrigen Uberlage
rungen und ordme in sie den Raum der orientierfen Lmlenelemente der projektiven
Ebene sowie den der nichtorientierter und den der orientierten Linisnelemente der
Engelfliche ein. [Vgl. Aufgabe 3 von 8. 56 und Aunm. 2]

jenigen geschlossenen Wege 7 von &, die nach Durchdriickung in ®
stets geschlossen sind, welchen der Anfangspunkte Oy, Os, . . , 0, man
auch wahlt. Bezeichnen wie frilher $, Ds, - . ., 9, die kon_]utrlerten Unter-
gruppen, in die sieh die Fundamentalgruppe von ® je nach Benutzung
der Anfangspuukte Oy, O, ..., O, durchdriickt, so gehdrt somit zu ﬂ
dann und nur dann die 1dent1sche Permutation, wenn W dem Durchschnitt &
der Untergruppen 1, Ds, - . -, Ho angehdrt. Es gilt daber der

' Satz: Die Monodromiegruppe M einer Uberlagerung ® st 1-isomorph
our Faktorgruppe F/T aus der Fundomentalgruppe § des Grundkomplexes
und dem Durchschnitt T der konjugierten Untergruppen 1, Da: - - .. D4,
ou denen die Uberlagerung & gehirt. Die Ordnung von T ist colbo =g
(Blittersahl). Das Gleichheitszeichen gilt wur dann, wenn 1, Das -+ Do
susammenfollen, d. h. wenn & reguliire Uberlagerung ist. Dann zst die
Monodromiegruppe 1-isomorph mit §/$1 wnd also mach § 57,3 1-iso-
morph mit der Deckbewegungsgruppe.

Man redet allgemein von einer Darstellung einer Gruppe §§, wenn jedern
-Gruppenelemente eine Permutation von g Ziffern zugeordnet ist und dem
Produkte zweier Elemente das Produkt der zugeordneten Permutationen
entspricht. Zwei Darstellungen derselben Gruppe werden als micht ver-
schieden angesehen, wenn sich die eine aus der anderen durch Um-
ordnung der Ziffern 1, 2, ...,y gewinnen lilit. Der Uberlagerungs-
‘komplex § induziert also eine Da,rsteliung der Fundamentalgruppe
“des Grundkomplexes. Die Tatsache, daB & ein zusammenhingender Kom-
“plex ist, drtickt sich in der Tramsitivitdt der Darstellung aus: Sind
4 und j 1rgend zwei permutierte Ziffern, so gibt es ein Element { W}
‘aus §, das ¢ in j dberfithrt. Man braucht als W nur den Grundweg
-eines Weges W von ® zu nehmen, der die Punkte 0; und O; miteinander
erbmdet :
Wir zeigen nun, dab auch umgekehrt zu jeder transitiven Darstellung %
‘der Fundamentalgruppe §5 genau ein Uberlagerungskomplex & gehort.
9§, sei die Untergruppe der Elemente von §, die die Ziffer 1 fest lassen.
©: besteht also aus der Gesamtheit der Wege, die von geschlossenen,
in O, beginnenden Wegen des gesuchten Uberlagerungskomplexes &
Ciiberlagert werden. Das heifit aber, daB & zu der Gruppe §, gehort,
Wenn es daher iiberhaupt einen die gegebene Darstellung % von f indu-
zerenden Uberlagerungskomplex gibt, so ist es der zur Untergrappe D
von § gehorige Uberlagerungskomplex @. Die von § in § induzierte
Darstellung B’ erteilt den zu $; gehdrigen Wegen und nur diesen Per-
mutationen, die die Ziffer 1 fest lassen. Dann miissen aber P und ' tiber-
einstimmen nach dem gruppentheoretischen '

‘Hilfssatz: FEine transitive Dorstellung B einer Gruppe F ist be-
stimmit durch die Untergruppe 9, aller FElemente, die die Ziffer 1 fest

§ 58. Monodromiegruppe.

Wir 18sen jetzt die Aufgabe, zu einem endlichen Komplexe & alle mog
lichen endlichblittrigen Uberlagerungen zu bestimmen. ¢ sei die Blatterzahl

Ist W ein von O ausgehender geschlossener Weg in &, so gibt es’
g Uberlatrerungswege W, We, ..., W,, deren AnfangsPunLte der Reihe -
nach Oy, Os, ..., 0, sind. Thre Endpunkte sind ebenfalls alle voneinander .
verschieden. Sle mogen Okv Okaa .. O;bg heiflen. Wir ordnen dann dem
Wege W die Permutation

: 12 ...9¢
(I’clkz ces kg)

zu. Homotope Wege erhalten offenbar dieselbe Permntation, und dem Pro
dukte W, W, zweier Wege gehdrt das Produkt der Permutationen der
Wege W, und W, zuw. Es liegt also eine homomorphe Abbildung der
Fundamentalgruppe § auf eine hestimmte Permutationengruppe M von g
permutierten Ziffern vor. M heift die Monodromicgruppe. des Uber
lagerungskomplexes.

Es ist leicht, diejenigen Elemente von {§ zu ermifteln, die sich in das
Einselement von 9 abbilden; es sind das gerade die Wegeklassen der-

*) Vgl efwa A, Speiser, Gruppen von endlicher Ordnung (Berlin 1927) 5. 76.
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Beweis: Die Elemente einer Restklasse in der Zerlegung¥)

% ‘z)l{ 11}+®1l }

fithren alle die Ziffer 1 in dieselbe Ziffer, Elemente aus verschiedenen Rest-
klasgen aber in verschiedene Ziffern iiber. Man kann annchmen, daB bei
der Restklasse ;[ F,;}1in ¢ tibergeht. Da in den Permutationen der Dar-
stellung P nur die Ziffern 1 bis g auftreten und da durch geeignete Ele-
mente von § die Ziffer 1 in jede beliebige der Ziffer 1, 2, ..., g tber-
gefithrt werden kann — denn B sollte tran51t1v gein —, g0 muﬁ es genau
¢ Restklassen in der Zerlegung von ¥ nack £, geben:

T =D{Fu}+ O [ Frst + - + DufFa )

Ist dann { W} ein beliebiges Element aus § und will man wissen, wie die
Ziffer ¢ bei { W} permutiert wird, so bedenke man, daf {F,,}{ W] einer
wohlbestimmten Restklasse angehért, etwa der Restklasse -$,{Fi; ).
{ Fyi} { W) fithrt also 1in & iiber und daher { W} ¢ in k. Damit ist der
Hilfssatz bewiesen.

Die Aufgabe, alle g-blittrigen Uberlagerungen eines endlichen Kom-
plexes & zu bestimmen, ist damit auf die Adufgabe zuriickgefihrt, alle Dar-
stellungen der Fundamentalgruppe 3§ von & durch transitive Permutotionen-
gruppen von g Ziffern zu finden.®® Man beginnt damit, die Erzeugenden

441: 'A2J e *43

§58

und Relationen

RI.(A?.) - 1 ¥if (A) = 1 .1 Rr{Az) =1

der Fundamentalgruppe § nach dem Verfahren von § 46 zu ermitteln. Eine
Darstellung P von § ist offenbar bestimmt, wenn man die den Erzeu-
genden zugeordneten Permutationen kennt. Man ordne also den Er-
reugenden A;, A,, ..., 4, willkiirlich Permutationen P, Py, ..., P; der
Ziffern 1, 2, ..., g zuo und priife nach, ob folgende beiden Bedingungen
erfillt sind:
(M,) Die zur linken Seite F;(4;) einer definierenden Relation von
zugehrige Permutation £;(P;) ist die identische.
(M,) Die von den Permutationen Py, P, ...,
tionengruppe ist transitiv.
Die Bedingung (M;) ist gleichbedeutend damit, daB zwei Produkten

ﬂ (A4;) und ﬂ {4;), die dasselbe Gruppenelement von §F darstellen,

dleselbe Permutatmn Aukommt daB also jedem Hlemente von 3§ ein-
deutig eire Permutation zugeordnet ist. Die Bedingung, da dem Pro-

P, erzeugte Permuta-

#* Obwohl es sich in dem Hilfssatze wm abstrakte Gruppentheorie handelt und
die Elemente von & keineswegs Wegeklassen sein miissen, behalten wir der Bin-
heitlichkeit weger in der Bezeichnung der Gruppenelemente die geschweiften
Klammern bei,

§58

dukte zweier Gruppenclemente das Produkt der zugeordneten Permuta-
tionen entspricht, ist dann offenbar von selbst erfiillf. Da man nur endlich
viele Moglichkeiten hat, den endlich vielen Erzeugenden 4, 4., ..., 4,
von % Permutationen von g Ziffern zuzuordnen, so kann man grundsitz-
lich alle Darstellungen von ¥ durch Probieren finden. Hat man eine Dar-
stellung gefunden, so kann man die Untergruppe £, der die Ziffer 1 fest
lagsenden Elemente von § ermitteln und den Uberlagerungskomplex nach
‘§ 55 konstruieren.

Da Jede Deckbewegung eine bestizunte Permutation der gber () liegenden Punkte
Oy, 03, ..., O, bewirkt, so kann man auch die Deckbewegungsgruppe D eines regu-
laren Uberlacrerungskomplexes als eine regulire Permutationengruppe®) der Ziffern
1, 2,..., ¢ davstellen. Doch sind diese Permutationen nur bei abelscher Deck-
‘bewegungsgruppe dieselben wie die der Monodromiegruppe 9. Die beiden Dar-
‘gtellungen der Gruppe §/9 durch reguliire Permutationengruppen sind nimlich die
‘beiden aus der Gruppentheorie bekannten Darstellungen, die entstehen, wenn man
éinmal dem Elemente @ von §/§ die Permutation

Monodromiegruppe 201

( X, X, ... Xg)
X0 X.9...X,Q
- Xy sind die Elemente von §/$), das andere Mal die Permutation

Xg)
2

gX

(Xl, Xzs e

(Xl X, ...
QX; ¢X,...

‘saordnet. Die erste Pe1mutationengruppe ist die Moncdromiegruppe, die zweite die
Jeckbewegungsgrappe. Man brauncht in diesen Permutationen nur die Elemente von
FD durch die Punkte O, Oy, ..., Oy (die ja den Restklassen von F/H ein-
-eindentig entsprechen) zu ersetzen, um die
‘Monodromiegruppe bezw. Deckbewegungsgruppe
$ Permutatmnengruppe der Punkfe ’(3;,5;,
. O zu erhalten. Die Permuftationen dieser
'belden Gruppen stimmen nur dane iiberein,
‘wenn fir jedes @ gilt X,Q = @ X, d. h, wenn
wie Gruppe %/9D abelsch ist.

- Als Anwendung der Therlagerungstheorie be-
timmen wir™) die drei- und vierblattrigen Uber-
Jagerungen  des 'AuBenranmes der Kleeblatt-
chlinge, eines Knotens, der in der Fig. 109
Projektion stark ausgezogen ist. Die Fun-
amentalgruppe hat nach S 180 die Relationen

A2 = Bs

abei ist A der Seele des im Endlichen ge-
sgenen Vollringes, B der Seele des Restvoll-
inges des zur 3-Sphire geschlossenen gewihn-
¢hen Raumes homotop.

TFig. 109.

"} Regulir heifit eine Permutationengruppe, wenn die Anzahl der permutierten
iffern gleich der Ordnung der Gruppe ist.

i¥%) Dieses instruktive Beiwpiel haben wir uns aus einem Briefwechsel mit Herrn
i Kneser angeeignet.

an
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Um die dreiblittrigen Uberlagerungen zu finden, hat man dem Flemente B ein
Permutation von drei Ziffern zazuordnen, deren dritte Potenz das Quadrat einer andern
Permutation wird, Es gibt hierfiir offenbar nur zwel Méglichkeiten. Entweder ordne
man B die identische oder eine zyklische Permutation zu. Die identische Permuta
tion kommt wegen der geforderten Transitivitit der Permutationengruppe micht i
Frage, also ordnen wir zu™®)

B—»(123).
Fiir 4 hat man dann zwei M&glichkeiten: entweder die idemtische Permwuiation -

A (1)(2) @) o
oder
A—>(12)(3). {

Die Monodromiegruppe ist im Falle (I) zykliach von der Ordnung 3, also ist die
Uberlagerung regulir, im Falle (11} ist sie die Diedergruppe der Ordnung & (ode
die Doppelverhiltnisgruppe); da die Ordnung 6 grifer als die Dlatterzahl 3 ist, is
die Uberlagerung michtregular, Dem ,Meridiankreise® B A1 entspricht im Falle (£
die zyklische Permutation (12 3); im Uberlagerungsraume kommt man also erst nac
dreimaliger Umechlingung des Enotens zom Ausgangspunkte zuriick, Anders im
Falle (II); hier ist BA~-1==(1)(28). Der in 0, begonnene Uberlagerungeweg de
Meridiankreises ist daher geschlossen, der in (), begonnene schliefit sich erst mach
zweimaliger Durchlanfung. Damit sind die drelbla,tbngen Uberlagerungen ermittelt..

Will man die vierbiattrigen Uberlacrerungsmume bestirnmen, so konymt fir B di
zyklische Permutation (123 4), sowie die Permufation (12) (3} (4) nicht in Frage
weil dann B® nicht gleich einem Quadrate wire. Die identische Permutation scheide
wegen der Tramsitivitit der Monoedromiegruppe aus, Es blelben also die beiden:
Falle tibrig

B—>(123) (4), J g A

B—>(15)(24). (

I Fablle (I) muB wegen B* =={1) (2) (3) (4) anch A®={1)(2) (3) (4) sein. Als
kommenr fiir 4 nor in Frage eine Vertauschung von nur zwel Hlementen un
eing Vertauschung von zweimal je zwel Elementen. Mit Riicksicht aunf di
Transitivitat der Monodromiegruppe ergeben sich im Falle (I) nur die beiden Mog
lichkeiten

A~ (14)(2) (3}, (L

A—>(14)(23) {1,
und im Falle (1) die eine
A —»(1234). (I

Es sind also drei vierblitheige Uberlagerungen der Kleeblattschlinge vorhanden
Nur eine von ihnen, die letzte, ist regulir wmit zyklischer Deckbewegungsgruppe
Im Falle (1)) ist die Monodromiegrappe die symmetrische Gruppe von vier Ziffern
{Oktaedergruppe), im Falle (I,) die alternierende Gruppe (Teiracdergruppe). Dem:
Meridiankreise B.A—1 entsprechen in den drei Fillen die Blatterpermutationen

(1234 (L
(134)(2) (L2}
(1234). ]

Nennt man die g-fache Uberlagerung cines Kuotens im Kleinen zyllisch, wenn ein
kleiner um den Enoten gelegter Kreis g-mal durchlaufen werden muB, damit de

*) Wegen der Schreibung der Permutationen in Zyklen vgl, A. Speiser, Theori
der Gruppen von endlicher Ordnung (Berlin 1927), 8. 1086,

Monodromiegruppe

- Uberlagerungsweg geschlossen ist, so sind hiernach (I,) und {IT) im Kleinen zykiisch.
g ist aber nor (I} auch ém Grofen syklisch, wenn man darunter eine regulire
°ber1a.gerung mit zyklischer Deckbewegungsgruppe versteht, Eine andere Definition
~der im GroBen zyklischen Uberla.gerung werden wir in § 77 kemlenlernen, wobel
ich auch zeigen wird, daf jede im (iroBen zyklische Uberlagerung anch im Kleinen
ykliseh ist. Wenn wir von einer syklischen Uberlagerung schleehthin reden,
gt imuner eine im Grofien zyklische gemeint,

o Die Kleeblattschlinge besitzf fiir belisbige Bliiterzahl ¢ immer eine im GroBen
iz5klische Uberlagerung, die durch die Permutationen

estimmt ish. Die hochgestellten Zahlen 2 und 8 an den Permutahionszyklen haben
ier die Bedeutung von Exponenten der Permutetionen. In § 77 werden wir sehen,
a8 jeder beliebige Knoten genau eine zyklische Uberlagerung vorgegehener Blitter-

zhl hat,

. Amfzaben: 1. Man bestimme die finfblittrigen Uberlagerungen der Kleeblatt-
chlinge (eF gibt deren zwei).

2. Man zeige, dab es 15 verschiedene zweiblsttrige Uberlagerungen der Doppel- -
.nngﬂache gibt,

~7 "Wir haben bisher dia Gruppentheone angewendef, um die Uberlagerungen eines
‘Komplexes zu fiberblicken. Umgekehrt lelstet die Theorle der Uherlagerungskomplexe
er Gruppentheone Dienste, wenn es sich darum handelt, die Frzeugenden und
elationen einer Untergruppe $ aus demen der ganzem Gruppe % zu ermitteln. Hat
, 4, und die Relationen R, (4,)=
“g0 konstruiere man einen Fl‘cichenkomplex ! mit einer einzigen Ecke 07 mit aKa,nt—en
; 44, die nach Orientierang die Erzeugenden der Fundamentalgruppe von R
sein Werden, und 7 Flichenstiicken, die in die geschlossenen Wege R (A4,), ..
-.emgespannt werden. §§ ist dann mach § 46 gerade die Fundamentalgxuppe von ﬁ‘
Die Untergruppe § 18ft sich nun avffassen als die Fundamentalgruppe des zu
"gehorigen Uberlagerungskomplexes § Die Blatterzahl g, die gleich dem Index
on § in § ist, sebzen wir der Einfachbeit halber als endlich voraus.
6in ans g Ecken, ¢g Kanten und rg Flichenstiicken hestehender -Fl'aichenkomplex.
Die Erzeugenden und Relationen konnen nun nach dem Verfahren von § 46 er-
initfelt werden. — Man kann diese von E. Reidemeister stammende Methode von
brer geometrischen Einkleidung unabhingig machen und zm einer rein gruppen-
theoretischen ausgestalten, woriiber man K. Reidemeister [1], [7] vergleiche,

'}5 die BErzeugenden _/11, ..




aus (§ 41). — Wenn umgekehrt in einem simplizialen Xomplex der Um-
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~folgt, daB mit jedem 2-Simplex genau zwei 3-Simplexe inzident sind und
~daBi die um eine Kante herumliegenden Simplexe genau einen Zyklus

" bilden, also Homogenitit in jedem Punkte des Komplexes. Das Ergebnis
st der

Satz 1: Ein dreidimensionaler eusammenhingender endlicher simpli-
aaler Kowplex ist dayn und nur dann eine geschlossene Manwigfaltighest,
wenn der Umgebungskomplex emer jeden Ecke eine Kugelfldche ist.
Hieraus folgt

Satz II: Jede dreidimensionale geschlossene Manwigfaltigheit ist sugleich
e geschlossene Pseudomannigfaltigheit.

Neuntes Kapitel.

Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten.

§ 50. Allgemeine Figenschaften.

Eine dreidimensionale geschlossene Mannigfaliigheit I ist ein dreidimen-
sionaler zusammenhéngender endlicher homogener Komplex. Das Beiwort
ngeschlossene” driickt wie bei den Flichen Endlichkeit und Unberandet-
heit zugleich aus. Da wir es zunfichst nur mit geschlossenen Mannig-
faltigkeiten zu tun haben, so lassen wir es gewdhnlich weg. Die Homo-
genitit hesagt: Es gibt zu jedem Punkte von M eine Umgebung, die sich
topologisch auf das Innere der Einheitsvollkugel abbilden IiBt. Nach § 33
Satz II sind dann die Homologiegruppen in einem Punkte von M die-
selben wie die einer 2 Sphare, also sind die Bettischen Zahlen des T'm-
gebungskomplexes p* = p? = 1, pl = (.

Wir wollen die Bedingung der Homogenitit kombinatoriseh fassen und
betrachten zu dem Zwecke eine bestimmte simpliziale Zerlegung von IS,
Mit jedem 2-Simplex @* miissen dann genan zwei 3-Simplexe inzident
sein, damit fir den Umgebungskomplex des Mittelpunktes von €2 p? = 1
wird, wie in § 32 (2. Beispiel) gezeigt wurde. Hieraus folgt, daf die 2-

- Bs ist nur noch die Verbindbarkeit je zweier 3-Simplexe zu beweisen.
“Die Gesamtheit der mit einem festen 3-Simplex verbindbaren 3-Sim-
plexe ist ein Teilkomplex. Wiirde er nicht ganz SR® erschipfen, so hitte
cer mit denT restlichen Teilkomplex nur Ecken oder Kanten, aber keine
- 2-Bimplexe gemeinsam. Der Umgebungskomplex einer solchen Ecke oder
des Mittelpunktes einer solchen Kante wire dann sicher keine Kugelfliche,
~.sondern wiirde aus zwei Teilkomplexen bestehen, die hochstens gemeinsame
: Ecken haben.
Auf Grund von Satz II kann man zwischen orientierbaren und nicht-
~ orientierbaren dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten unterscheiden.

- Wir werden spiter fiir n-dimensionale Mannigfaltigkeiten den Dualitits-
satz beweisen, der aussagt, dab zwischen den Zusammenhangszahlen einer
geschlossenen # -dimensionalen Mannigfaltigheit die Beziehungen ¢f = ¢"—*
- bestehen (§ 69). Fiir » = 3 ist also

und 3-Simplexe, die um eine Kante @ von MM hernmliegen, einen oder ¢ =¢ ud ¢ =g (1)
mehrere, etwa /, Zyklen bilden von abwechselnd inzidenten Simplexen der | ynd daraus folgt fiir die Charakteristik

Dimension 2 und 3. 7 mub — 1 sein. Denn der Umgebungskomplex des . b4 1 s oa >
Mittelpunktes von & bestcht aus I Kugelflichen, die nur die Randpunkte N=—g"+q — g+ ¢ =0 (2)

von @' gemeinsam haben, somit ist die zweite Bettische Zahl des Um-
gebungskomplexes =/, sie sollte aber == 1 sein. Betrachtet man schlief-
lich den Simplexstern der um eine Ecke &® hernumliegenden Simplexe von
T®, so ist sein Auflenrand ein zweidimensionaler Komplex, in dem mit
jedem 1-Simplex genan zwel 2-Simplexe inzident sind, wihrend die Sim-
plexe, die um eine Ecke liegen, genau einen Zyklus bilden (denn nach
Projektion von €° aus miissen die entsprechenden Higenschaften fiir die
Simplexe der Dimensionen 2 und 3 gelten). Also besteht dieser Aufien-
rand aus einer oder mehreren geschlossenen Flichen. Da aber fiir den Aufen-
rand p® =1 ist, so kann er nur aus einer geschlossenen Fliche be-
stehen (§ 18). Da ferner p' = O ist, kommt als diese Fliche nur die Kugel
oder die projektive Ehene in Frage, die letztere scheidet wegen p® = 1

Satz 1I: Die Charakteristik einer dreidimensionalen geschlossenen
Moanmigfaltigheit ist 0.

" Nach § 23 ist die Charakteristik anch gleich der Wechselstmme iiber
die Bettischen Zahlen

Nowm — 0 pt— p + P2

Da p° flir einen zusammenhingenden Komplex stets =1, p° aber ==1 oder
0 ist, je nachdem IM® orientierbar ist oder nicht (§ ‘)4), so hat man
pPr=pt fiir orientierbare Mannigfaltigheiten,
Pr=pl— 1 fiir nichtorientierbare Mannigfaltigheiten.
‘Aus § 24 wissen wir fermer, daB es nmur im nichtorientierbaren Falle
Torsionskoeffizienten der Dimension 2 gibt, und zwar genau einen vom

Werte 2. Die numerischen Invarianten einer dreidimensionalen geschlos-
senen Manmigfaltigheit, deren Orientierbarkeitscharakter man kemnt,

gebungskomplex einer jeden Fcke eine Kugelfliche ist, so ist der Kom-
plex eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit. Denn aus der Voraussetzung
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Zuerst wird jede Kante des Polyeders durch einen mittleren Punkt in
wei Teilsimplexe zerlegt; genauer geschieht das so, daff man ein gerad-
liniges normal unterteiltes 1-Simplex, welches ein Simplexstern &t? ist,
pologisch auf die Polyederkante abbildet. — Der Rand einer Polyeder-
seite a® wird dadurch zun einem der Kreislinie hombomorphen simpli-
zialen Komplexe. Wir nehmen nun einen Simplexstern &t2, dessen AuBen-
rand ebenso simplizial zerlegt ist wie der Rand von o® und bilden ihn
opologisch auf a® ab, so daf die simpliziale Zerlegung des Aufienrandes
vor &t* mit der des Randes von a® zur Deckung kommt. Dadurch wird
_selbst ein Simplexstern. Indem man mit allen tibrigen Polyederseiten
ebenso verfihrt, wird der Rand des Polyeders o® ein simplizialer Kom-
plex. Man nimmt nun einen Simplexstern ©t3 dessen AuBenrand ebenso
mplizial zerlegt ist, und bildet ihn topologiseh anf a® ab, so dab die sim-
pliziale Zerlegung des Aufienrandes von &t mit der des Randes von o?
r Deckung” kommt. Die hiermit gewonnene simpliziale Zerlegung des
Polyeders heiBit seine (erste) Normalunterteilung.
‘In einem Vollpolyeder seien nun die Seiten paarweise zugeordnetf, und
zwar vermdge topologischer Abbildungen, die Ecken in Ecken und Kanten
‘Kanten itberfithren, was voraussetzt, dal zugeordnete Seiten gleich
viele Ecken haben. Auferdem verlangen wir, dafl bei dieser topologischen
Abbildung die Teilsimplexe der Normalunterteliung der beiden Seiten
linear aufeinander abgebildet werden. Durch die Znordnung der Seiten
erden gewisse Kanten und gewisse Eeken des Polyeders #quivalent. Wir
setzen ein fiir allemal voraus, daB die Zuordnungen so beschaffen sind, dah
niemals eine orientierte Kante mit ithrer entgegengesetzt orientierten fqui-
valent wird, daB also eine Kante niemals dguivalente mittlere Punkte hat.
Diese Bedingung ist insofern unwesentlich, als eine orientierte Kante, die
mit ihrer entgegengesstzten #quivaient ist, immer durch Unterteilung in
vei Kanten verwandelt werden kann, die keine fquivalenten mittleren
Punkte mehr haben. — Dagegen diirfen die beiden Randpunkte einer
Kante Zquivalent sein. ‘
‘Bcken, die durch die Seitenzuordnuag Hquivalent Werden bezeichnen
8, ... sie fallen nach Identlﬁzwren aqulvalenter Punkte in

sind also alle schon durch diejenigen der Dimension 1 bestimmt. Diese
wiederum folgen aus der Fundamentalgruppe nach § 48. In der Tat wird
die Fundamentalgrappe das wichtigste Unterscheidungsmerkmal fiir drei-
dimensionale Mannigfaltigkeiten sein.

‘Weil in einer nichtorientierbaren Mannigfaltigkeit nach der letzten Glei-
chung p'= p*- 1 ist, so ist p* > 0. Das besagt aber

Satz IV: Die Homologiegruppe der Dimension 1, also erst recht die
Fundamenialgruppe einer nichtorientierbaren dreidimensionalen
DMannigfoltigheit ist unendlich.

Der Batz ist tthrigens, wie das topologisehe Produkt ans projektiver
Ebene und (% — 2)-Sphiire zeig, nur in drei Dimensionen giiltig (vgh.
§ 43, 1).

§ 60. Darstellung durch ein Polyeder.

Wie man eine Fliche sich zweckmiBig durch ein Polygon ‘mit paaz-
weise zugeordneten Seiten geben kann, so eine dreidimensionale Mannig-
faltigkeit M* durch ein dreidimensionales Vollpolyeder mit paarweise zu-
geordneten Seitenflichen. TN entsteht ja, indem man endlich viele 3 - Sim-
plexe hernimmé und gewisse Seiten identifiziert {§ 10). Diesen Aufban
kenn man schrittweise vollziehen, indem man von einem Simplexe aus-
geht, daran ein zweites lings einer Seitenfliche ansetzt, daran wieder eines
und so fort. So kommt man zu einem der Vollkugel hom&omorphen sim-
plizialen Komplexe. Der Rand der Vollkugel ist simplizial zerlegt, und je
zwel seiner 2-Simplexe entsprechen in IM? demselben Dreiecke. M® ent-
steht also aus der Vollkugel, wenn man die 2-Simplexe des Randes paar-
weise fir dguivalent erklart und identifiziert.

Man kann sich noch von der Einschrankung befreien, daB die zugeordne-
ten Seiten gerade Dreiecke sind. Zu dem Zwecke definieren wir das drei-
dimensionale Vollpolyeder als eine Vollkugel {oder ein topologisehes Bild
einer Vollkugel), deren Rand R in Polygone eingeteilt ist, wobei die fol-
genden Bedingungen erfillt sein sollen:

Jedes Polygon ist mindestens ein Zweieck; jeder Punkt von 9 gehort
mindestens einem Polygon an; zwel Polygone sind entweder punktfremd
oder haben gewisse Fcken oder Kanten gemeinsam.*) Die Ecken, Kanten
und Polygone des Randes R nennen wir Ecken, Kanten und Seiten (-{lichen)
des Vollpolyeders. — Hin magsives Dodekaeder ist z. B. ein Polyeder mit
12 Seiten, 30 Kanten und 20 Ecken. Ehenso ist eine Vollkugel, die dureh
einen Hauptkreis in zwei Halbkugeln zerlegt ist, wenn man noch den
Hauptkreis durch mindestens zwei Ecken unterteilt, ein Polyeder.

Aus dem Polyeder gewinnt man durch Normaluntertellung einen si
plizialen Komplex. Die Normalunterteilung wird folgendermaBen gebildet:

wir mit "al, “a?,
éin - und denselben Punkt 6° zusammen; der Index » liuft von 1 bis ¢
Ebenso wird ein System dquivalenter Kanten mit ‘al, “al, . . . bezeichnet*);
e Anzahl der Systeme squivalenter Kanten sei rxl 80 da.B v hier von 1
bis ¢ lauft. Zwei dquivalente Seiten werden ‘a2 und /a2 genannt; es sejen
im’ genzen «° solche Paare Aquivalenter Seiten vorhanden. SchlieBlich
ennen wir.’a® das ganze Vollpolyeder. Dann ist klar, dafl doreh Identi-
fizieren iquivalenter Punkte ans ‘o® ein Komplex entsteht. Zwar geht die
ormalunterteilang von ‘a® durch Identifizieren noch nicht in einen sim-
plizialen Komplex iber, da gewisse nichtiquivalente Teilsimplexe von ‘a?

* Der Rand eines Vollpolyeders ist eine spezielle, die Kugelfliche iiber-
deckende Polyederfiiche im Sinne von § 37; speziell deshalb, weil die Polyedex-
fiichenstiicke jetzt selbst Polygone sind, also Selbstberfikrungen ausgeschlossen sind.

}'Bs handelt sich hier wm die Hcken, Kanten und Seiten des Polyeders and
cht etwa um die der Normaluntertellung
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iquivalente Heken haben, so daf man beim Idenfifizieren zwei verschie
dene Simplexe mit den gleichen Eeken erhalten wiirde. Es wire also fii
die durch Identifizieren entstehende, in Simplexe zerlegte Punktmenge di
Bedingung (k;) von § 10 verletzt. Durch eine nochmalige Normalunter
teilung aller Simplexe des normal unterteilten Vollpolyders 'a® erreich
man, daf anch nach dem Identifizieren ein simplizialer Komplex §° ent
steht (§ 13 Aufgabe).

Aus dieser Konstruktion ergibt sich noch, dafi & im Sinne der Homéoo
morphie eindeutig dureh das ,Schema“ des Polyeders bestimm$ ist, nim
lich dureh ein Verzeichnis, in dem alle Xcken, Kanten und Seifen mi
ihren Inzidenzen und Zuordnungen aufgefiihrt sind. Denn durch ein sol
ches Schema ist, wie man leicht erkennt, das Schema der ersten und da
mit der zweiten Normalunterteilung mit allen Zuordnungen festgelegt unc
damit schlieBlich das Schema von &.

Preilich wird bei beliebiger Zuordnung der Polyederseiten £ im all
gemeinen keine Mannigfaltigkeit sein. Wir fragen jetet, welche Bedingung
die paarweise Zuordnung erfilllen muf, damit §° eine Mannigfaltigkeit I
werde.

Die Homogenititsbedingung kann héchstens in den Puukten

Beweis: Die Bedingung, daf & aus einem Polyeder durch paarweises
‘Identifizieren der Seiten entsteht, besagt, daf R° nur in endlich vielen
‘Punkten af, af, . .., 0% inhomogen sein kann und daf die Umgebungs-
“komplexe dieser Punkte in einer simplizialen Zerlegung von &° geschios-
-sene Flachen sind. Die simpliziale Zerlegung wihlen wir so, dall

< ' ~of, 0, ..., 0
FEcken werden und daf die Simplexsterne um diese Ecken
&, et ..., &t

‘punktfremd sind. Der AuBenrand ¥, von &t? ist eine geschlossene Fliche
“mit der Charakteristik N,, und wir miissen aus N =0 folgern, dafl
"N, =— 2, also der Umgebungskomplex eine Kugelfliche ist. R sei der
Komplex, der ans £° entsteht, wenn man alle Sterne €t}, &t}, ..., &t
“entfernt, aber ihre Auflenriinder stehen lifit. Es ist ein berandeter dreidimen-
‘sionaler Komplez, dessen Rand von den Flichen ¥, gebildet wird. Seine
Charakteristik betrigt

N»«i~_§1@r§+ 1).
0, @, ..., O ‘Wenn man namlich alle Simplexe von &t¢ (auch diejenigen des Aufien-
andes) fortlsfit, so hat man damit die Charakterisiik von & um L er-
Sht; denn die Charakteristik eines Simplexsternes ist stets =—1 (§ 23
“Aufgabe 1). Nimmt man dann die Simplexe von U, wieder hinzu, so
‘tritt eine weitere ErhShung der Charakteristik um N, ein. Wir bilden nun
ie Verdoppelung & von §. Sie entsteht, wenn man in zwei Exem-
laren von & entsprechende Randpunkte identifiziert. Thre Charakteristik
st also doppelt so groB wie disjenige von &°, vermindert um die Summe
der Charakteristiken der Randflichen, also gleich

verletzt sein, die den Ecken des Polyeders entsprechen.

In der Tat, ist P ein mittlerer Punkt von 'e% so gibt es offenba
eine Umgebung, die dem Inneren einer Vollkugel homdomorph ist. _

Ist P’ mittlerer Punkt einer Seite ‘a%, P der zugeordnete Punkt au
der zugeordneten Seite a2, so wihle man zu P’ und P” , halbkugel
formige Umgebungen, die sich beim Identifizieren von ‘o und “a} z
einer Kugelumgebung zusammenfiigen. Ist endlich ‘al, "af, ..., ©a el
System von #quivalenten Polyederkanten und sind P/, P, ..., P® dqui

valente mittlere Punkte dieser Kanten, so wihle man zu diesen Punkte i o a e
Jkugelsektorformige’ Umgebungen, die sich beim Identifizieren zugeord 2N+ 2 21(N” +1)—3N,=2N+ (N, +2).
¥ == V==l ¥e==1

neter Polyederseiten zu einer Kugelumgebung zusammenschliefen.

Ist dagegen P einer der Punkte af, a2, . . ., al, so kann der Umgebungs
komplex eine heliebige geschlossene Fliche sein, woftir man leicht Be
spiele konstruieren kann.

Damit &3 auch in diesen Punkten homogen, also eine Mannigfaltigke
sei, ist, wie wir wissen, das Verschwinden der Charakteristik notwendi
(§ 59). Es ist bemerkenswert, dafl diese Bedingung auch hinreichend is
dab also der Satz gilt:

Satz 1: Fin Komplex R, der durch paarweises Identifizieren der Seiter
eines Polyeders enisteht, ist danm wund nur dann eine Mannigfaltighei
wenn seine Charakteristik N = O ist.

un ist, wie man sich leicht iberlegt, & in allen Punkten homogen, also
ine Mannigfaltigheit, die Charakteristik also = 0. Da ferner N = 0 an-
enomrmen war, so bleibt

SN, +2)=0.
p== 1l

\_T,,: ist aber als Charakteristik einer Fliche = — 2, somit folgt N ==—2
vas zil beweisen war, :
“Die Charakteristik eines Komplexes & ist

bl

N e . 0 =l 2 ot
Nem g & o 4+ o,

enn:e’ die Anzahl der ¢-Simplexe einer simplizialen Zerlegung von &°
der allgemeiner die Anzahl der ¢-Blocke eines Blocksystems bezeichnet
Seifert-Threlfail, Topelogie 14

Da man N sehr leicht abzihlen kann, so liefert dieser Satz ein braue
bares Kriterium fiir die Homogenitit eines solehen Komplexes.
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2 Beigpiel: Topologisches Produkt aus drei Kreisen, Wie das topologische
Produkt aus zwei Kreisen, die Ringfliche, als Quadrat dargestelt werden Xkanm,
dessen (legenseiten durch Translationen zugeordnet sind, so erhalt man das topo-
logische Produkt dveier Kreise aus einem Wirfel, indem man in ihm Gegenseiten
vermbge Translationen identifiziert. Es gibt drei nichtiquivalente Kanten und ebenso
viele Beiten, wihrend alle Fcken untereinander fiquivalent werden. Daher ist N == 0.

{(§ 23). Ist & durch ein Vollpolyeder ‘a® mit paarweise zugeordneten Sei
ten gegeben, so wird ein solches Blocksystem, wie sieh im folgenden Para-
graphen zeigen wird, von den orientierten Ecken, Kanten, Seiten und dem .
orientierten Vollpolyeder gebildet, wobei natiirlich &quivalente Heken,
Kanten und Seiten als nicht verschiedene Blocke zihlen. Man braucht :
also fiir ¢, @', &* nur die Anzahlen &% o, o* der nichtiquivalenten FKeken,
Kanten und Seiten von ‘a® und #*= 1 zu setzen, um den richtigen Wert
der Charakteristik NV zu erhalten.

Wir filhren noch einige Beispielé von spiter gebrauchten Polyedern vor.‘.

1. Beispiel: Linsenrdume. Wenn man als MaB fiir die Kompliziertheit eines -
Polyeders die Anzahl der Paare zugeordneter Seiten nimmt, so sind die Linsen die :
einfachsten Polyeder. Eine Linse ist ein von zwel Kugelkalotien begrenzies Eaum-
stiick; ibre scharfe Kante sei in p gleiche Kreishdgen eingeteilt, wodurch die beiden :
Kalotten zu p-Ecken ’n® und “a? werden. Die Zuordoung von 'u® und "a® kann .
auf verschiedene Weisen erfolgen, z B. kann man die untere Kalotte "a® an der-
durch die scharfe Linsenkante gelegten Ebene spiegeln, wodurch sie mif-der oberen
Kalotte “a? zur Deckung kemmt. Allgemeiner kaon man dieser Spiegelung noch !

eine starre Drehung der gespiegelten Kalotte 'a? in sich durch den Winkel 2mg

§ 61. Homologiegruppen:

. Im vorigen Paragraphen haben wir die Bedingung dafiir abgeleitet, daB
der aus einem Vollpolyeder durch Seitenidenfifizieren entstehende Kom-
plex eine Mannigfaltigkeit ist. Es ist aber wohl zu beachten, daB wir
ir die jetzt betrachteten Vollpolyeder diese Bedingung mnicht als er-
filllt voraussetzen, der Komplex &° darf also in den Polyederecken in-
homogen gein.

Das Vollpolyeder 'a? seine Seiten ‘af und a2, seine Kanten 'a} ”aﬁ el
poly 3 ) s ,

und seine Ecken "af, ”a° ,’ad, ... sind drei-, zwei-, ein- und nulldimensionale
Elemente, also orlentlerbare Dberandete Pseudomanmwfaltlgkelten Daher
ann man eine beliebige simpliziale Zerlegung dieser Hlemente kohfrent
orientieren. Wir betrachten unter den simplizialen Zerlegungen immer nur
die zweifache Normalunterteilung von ‘a®. Die Bcken sollen mit dem Vor-
‘Zeichen - orientiert werden, die Kanten und Seiten dagegen so, daf zu-
geordnete. dieselbe Orientierung erhalten, daf sich also die Orientierungen
'bEl der Abbildung der #quivalenten Elemente mittibertragen. In den Fi-
guren zeichnen wir die simpliziale Zerlegung nicht mit ein und deuten
die Orjentierung der Kanten durch einen aufgesetzten Pfeil, die der Seiten
durch einen eingezeichneten Kreispfeil an. Ist ‘af, “aj,. .. ein System
guivalenter %-dimensionaler Elemente des Polyeders, so bezeichnen wir
die k-Kette, die von einem orientierten Elemente gebﬂdet wird, mit
em. entsprechenden lateinischen Buchstaben ‘af bezw.’af, . ... Dagegen
bedeutet o die /i-Kette im simplizialen Komplex K%, die durch Tdentifi-
eren iquivalenter Punkte aus den Ketten ‘a}, ““ai, ... hervorgegangen
t. Man hat also auf & die folgenden Ketten der Dimension O bis 3:

folgen lassen, wofiir wir kiirzer sagen, dal die Zuordnung vom ‘g® zu

2
eine Schraubung um den Winkel kakid | erfolgt. Durch den Schraubwinkel 2

ist die Zuordaung der Punkie der Linsencherfiiche vollkommen bestimmt, Es ist:
deshalb keine Einechrinkung, p und ¢ relaiiv prim anzunehmen, fiberdies kann:

man noch 0L g 13 voraussetzen, da es fiir die entstehende Mannigfaltigkeit:

offenbar gIemhgultlg 1st ob man rechts- oder linksherum schraubt. Die p Beken
und Kanten, in die die scharfe Linsenkante zerfillt, werden dann alle untereinande
aquivalent, - so daB man &®== 0l = a?= == 1 und daher N =0 hat. Der durch:
Identifizieren. entstehende Komplex ist:
also tatsiichlich homogen (wovon man:
sich fibrigens auch leicht direkt iber
zeugen kann) und heiBt der Linsenrawum |
{p,¢). In der Fig. 110 ist p =8, g =
angenommen. Fir p=92 geht die Zu
ordnung in eine ,Diametralpunkivertau-:
schung® {iber, wenn man als Linge di
Vollkugel und 2ls Linsenkante den Aqua.

. 0 0 0
torkrels wihlt; der enfstehende Linsen- My gy vy Boy
raum ist dann nach § 14 der projeltive al. ot at
Raum P2 Fiir p= 1 wilrde sich kein® 173ty Taly
Polyeder ergeben, da die Linsenkante: O‘f, Cb%, e a,i:’
dann nur durch eine Heke geteilt wiire,:

Tig. 110, also als Polyederkante eine unszulissig as.

Selbstbertihrung anfwiese. Fiigl man noch*
oinen zweiten Teilpunkt hinzu, so entsteht ein Polyeder, das sich, da die Drehung:
hier wegfallt, durch Spiegelung am Aquatorkreise zur 3-3phire & schlieBt (§ 14
Diese rechnen wir ebenfalls unter die Linsenrdume.

Es ist bezeichnend fiir die Schwierigkeit der dreidimensionalen Topoioo‘le dal
schon fiir diese einfachen Linsenriume das Homdomorphieproblem nicht geldat is
also nicht allgemein feststeht, wann zwei Linsenriume (p, ¢} vnd (', ¢') homie
morph sind; vgl. 8. 215 und 8. 270 :

Wir behaupten; daB sie ein System von Blécken (§ 22) auf &° bilden.

Vegen der Simplexfremdheit sind sie niimlich linear unabhingig. Ferner

tzt sich der Rand eines jeden «f aus Ketten of ' zusammen. Um zu

eweisen, dal auch (Bl;} und (Bh) erfiillt sind, betrachten wir eine sim-

liziale Kette U auf §2, deren Rand eine lineare Kombination der Ketten

k<3 unter Umstinden die (& — 1)-Kette O ist, und suchen eine homologe
. 1_1*
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Kette 7% ~ U* zu konstruieren, die sich ganz aus Keiten of zusammen-
setzt. Es ist bequem, eine Kette ' U/%, ein ,Urbild“ von %, auf dem Poly-
eder 'a® zu betrachten, die aus U* dadurch entstebt, daf man jedem
k-Simplexe vou U* eines der ihm in ‘a® enisprechenden Simplexe zu-
ordnet und es mit derselben Qrientierung und Vielfachheit versieht. lst
dann b = 3, so mub in "U* jedes der kohdrent orientierten 3-Simplexe
von ‘a® mit der gleichen Vielfachheit vorkommen. Denn sonst wire fa U
keine lineare Kombination der Ketten o3. Also ist “U'® ein Vielfaches von

1. Beispiel: Linsenrdume. Die Blockinzidenzmatrizen des Linsenraumes (p, ¢}
lanten .
EC | @ Et | a® E? | o
\ ) ;
a* 0 @t | p at |0

? k]

Diese Blockinzidenzmatrizen stehen Dbereits in der Normalform. Die Elemente-
anzahlen «®, die Ringe y* und die mach der Formel pk == of — % —y%—1(B.7T)
daraus berechneten Bettischenm Zahlen stellen wir in einer Tabelle zusammen:

A k= 0 1 2 3

‘%, womit fiir k= 3 unser Ziel erreicht ist. Ist % = 2, so betrachten wir ) | '
die Kette U2, die von denjenigen Simplexen von ‘U? gebildet wird, die ® ‘ tiia
7% 01 0 —

picht auf dem Raude von ‘a® liegen. Der Rand von "0/ liegt aunf dem
Rande von ‘a® und ist daselbst als geschlossene 1-Kette anf einer 2-Sphire
Rand einer Kette "TF. "UZ —'UF ist also eine geschlossene Kette und
daher nullhomolog auf ‘a®. Frst recht ist dann Uj ~ UF auf &% so daB
die Ersetzung von Us durch U7 von der Kette I'® zu einer Liomologen
Kette 72 fithrt. Ein Urbild ' 7? enthilt keine mittleren Simplexe von ‘a?
und man kann es o normieren, da man von den beiden méglichen Ur-
bildern eines 2-Simplexes von V2 dasjenige wihlt, das zu ‘a} (und nicht
zu "'aj) gehort. Dann ist ‘V? gine lineare Kombination der Ketten ‘af.
Denn da der Rand von 7?2 eine lineare Kombination der ) ist, so muf
in ' 7? jedes der kohiirent orientierten 2-Simplexe von ‘ai mit derselben
Vielfachheit vorkommen. Also ist 7?2 eine Kette, wie wir ‘sie suchen.
Tbhenso fihrt dieses Verdringungsverfahren fiir & = 1 zum Ziele: Man
drangt erst ' U auf den Rand von ‘e® und danach ebenso auf den Rand
jedes einzelnen ‘a3. Die Kette 7%, die man so aus U™ erhilt, ist von selbst
eine lineare Kombination der Ketten af. ;

Man kann somit die omologiegruppen von &% aus dem Blocksystem
der ¢ nach dem Verfahren von § 22 berechnen. Inshesondere ist damit
die einfache Berechnung der Charakteristik, die wir in § 60 angaben, ge-
rechtfertigt. :

Offenbar ist § dann und nur dann orientierbar, wenn Rda® =0
ist, d. h. wenn in

¥ ' 10 01
‘Es ist ein einziger Tovsionskoeffizient der Dimension t vom Werte p vorhanden.
Die Zahl ¢ geht in die Homologiegruppen fiberhaupt micht ein.

An diegem Beispiel wird die geometrische Bedeutung eines Torsionskoe ffi-
‘zienten der Dimension 1 klar: Ein solcher Torsionskoeffizient vom Werte p be-
‘sagt, daB eine geschlossene 1-Kette vorhanden ist, die erst p-mal durehlanfen eine
2-Kette berandet, In der Tat berandet die scharfe Kante der Linse, die aus p dqui-
‘valenten Kanten ‘a?, “at, ... (P}a! besteht, ein Flichenstiick, niimlich die Linsenkalotte.
“Tin Falle p = 2 {projektiver Ramm B2} gibt es z w & 1 aquivalente Kanten, die nach dem
Identifizieren einer projektiven Geraden homotop sind; bekanntlich berandet eine
-projektive Gerade zweimal durchlaufen ein Elementarflichenstiick, nimlich eine von
‘ihy aufgeschmittene projekiive Ebeme (8. 62). Auch die Bezeichnung ,Torsions-
“koeffizient* rechifertigt sich jetzh. Das Vollpolyeder schlieft sich zum Linsenraunme,
indem man es lings der Linsenachse
“pordiert, d. h. die untere der oberen
‘Kalotte durch Schrauvbung zuordnet,
2, Beispiel: Der Okicederraum
“wird erhalfen, wenn man in einem
‘Volloktaeder gegeniiberliegende Drei-

g £ .
cke, um 5 gegeneinander ver-

¢hraubt, einander zuordnet und
identifiziert. In der Fig. 111 ist das
etz des Oktaeders gezeichuet, und
‘Zwar die stersographische Projektion
“der Oktaederfliche in die Ebene, die
“durch einen unendlich fernen Punkt
ur Kngelfiche geschlossen zu den-
‘e ish. Der unendlich ferne Punkt
it eine Heke des Netzes, Der Uber-
ichtlichkeit wegen sind in der Figur
iigeordnete Elemente mit dem glei-
hen Symbol bezeichnet und nicht wie Fig. 111.

n der allgemeinen Theorie it Pak. '

‘Dia Blockinzidenzmatriz E! 138t sich nach dem Verfahren von § 87 auf die Nor-
malform bringen: '

ot
Eﬂ‘a ra3 — S’(revrws +rr£].'fra3)

r=l

‘s, +"'&, = 0 ist. Das bedeutet, daB ‘a? und ¢} auf dem Rande des Pol

eders entgegengesetzt orientiert sein miissen, gemessen an einer kobéren-
ten Orienticrung des ganzen Polyederrandes. Dafiir kann man sagen, da
fiir einen auferhalb des Polyeders stehenden Beobachter die Orientierungs-
pleile je zweier zugeordneter Seiten entgegengesetzten Umlaufsion haben
mfissen. Zwei orientierte Seiten ‘e und “af, fir die das der Fall ist,

heifien noch der ersten Art zugeordnet, andernfalls nach der zweiten Art: {3 000
®% ist dann und nur dann orientierbar, wenn alle Seitenznordnungen nach v 1 900
der ersten Art erfolgen. Die Linsenriiume und das Produkt -aus drei 00 190
Kreisen sind orientierbar. ' 00 0 1)
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Die Angahlen der Systeme iquivalenter Ecken, Kanten und Seiten sowie die Ringe
der Inzidenzmatrizen und die Bettischen Zahlen p% stellen wir wie im vorigen Bei-
gpiel inceiner Tabelle zusammen :

‘des Polyeders #quivalent sind. Sie entsprechen dann ein und demselben
Punkte O in &, der zum Anfangspunkte der geschlossenen Wege ernannt
wird, Da die Hilfswege fortfallen, so sind die orientierten Kanten des

k=01 2 3 Polyeders, vielmehr die ihnen entsprechenden geschlossenen Wege in f°
ok ‘ 104 4 1 ‘die Erzeugenden der Fundamentalgruppe, und die Relationen erhilt man -
4 | 0 - :durch Umlaufen der Polyederseiten.

pE i1 o0 0 1 Dieser einfache Fall liegt z. B. beim Linsenraume (p, ¢) vor. Hs gibt eine

einzige Erzeugende o (wir lassen die Indizes des vorvigen Paragraphen jetzt fort),
“wihrend man die einzige Relation durch Umlaufer eines der beiden quivalenten
Polygone erhiilt: o = 1. Die Fundamentalgruppe des Linsenraumes (2, q) ist daher
ayklisch von der Ordnung p und wuncbhingig von q.

Es ist ein Torsionskoeffizient der Dimension 1 vom Werte & vorhanden. Die Homo- -
logiegruppe der Dimension 1 hat daher die Ordnung 3, '
Aufgabe: Man zeige, daB im Oktaederraume die vier Kanten @, b, ¢, d einande

homolog sind wnd daf jede erst dreimal durchlaufen nullbomolog wird. - Bs sind nun zwei Fille denkbar: Entweder sind zwei Linsenriume (p, g) wnd

(p, @) fiir ¢ == ¢’ homdomorph oder die uns bisher helannten Invarianten, Funda-
mentalgruppe und Homologiegruppen sind zu schwach, um ilhre Verschiedenheit
nachzuweisen. Es stellt sich heraus, dab beide Falle eintreten, je nach der Be-
schaffenheit der Zahlen ¢ und ¢'. Was die Homgomorphie anlangt, so kann man
leicht folgenden Satz beweisen:

§ 62. Fundamentalgruppe.

Wie wir im vorigen Paragraphen die Homologiegruppen bestimmt
haben, so gehen wir jetzt daranf aus, die Fundamentalgruppe der:
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit & aus ihrem Polyeder 'a® abzulesen
Dies leistet uns der

Batz L: Die Fundamentalgruppe von & stimmi iiberein mit der Funde
mentolgruppe des Fldchenkomplexes 82, der aus dem Rande des Polyeder:
‘a® durch Identifizieren dquivalenter Punlte entsteht.

Beweis: Man muB zweierlei zeigen: I. Jeder geschlossene Weg 4,
dessen Anfangspunkt ein fester Punkt 0 von &2 ist, ist in einen Weg 2
von 8 deformierbar. IL Ist ein Weg w; von & nullhomotop in &3 s
auch in 8% Zum Beweise von L betrachten wir die Punktmenge ' alle
Punkte des Polyeders ‘a®, die sich in Punkte von e abbilden. Wenn es
einen mittleren Punkt P auf ‘0 gibt, der nicht zu w’ gehirt, so defor
mieren wir %’ auf den Rand vom ‘a® ,durch Projektion von P aus”, d. h
wir lassen die Punkte von w' auf den von P gezogenen geradlinigen Strah
len mit konstanter Geschwindigkeit nach dem Rande von ‘a® laufen. Dieser
Projektion emtspricht in &* eine Deformation von # in einen Weg 2
von 82 Sollte &« alle mittleren Punkte von ‘a? erschdpfen, so mub man
erst einen Punkt P freimachen, was z. B. durch eine simpliziale Approxi
mation von e in &° (die ja nach 8.115 eine Deformation von w ist) ge
schehen kann. — Auf die gleiche Weise 1i08t sich II. beweisen. Bezeichnet %
das ,singulsre Deformationsrechteck®, das u; bei der Deformation in den
Punkt O tberstreicht, und ‘¥ die Menge aller Punkte von ‘a% die sich in
U abbilden, so projiziert man ‘¥ von einem mnicht zu ‘¥ gehorigen mitt-
leren Punkte £ von ‘a® aus auf den Rand von ‘a®. Dem entspricht eine
Verdringung von % aus & auf den Teilkomplex ®&2 Gibt es keinen sol
chen Punkt P, so wird ¥ zuvor simplizial approximiert, d. h. es wird die
stetige Abbildung des geniigend fein simplizial unterteilten Deformations-
rechteckes I auf ¥ simplizial in §* approximiert.

Dic Bestimmung der Relationen kann nach dem Verfahren
von § 46 erfolgen. Besonders einfach ist sie in dem Falle, daf alle Feken

o Bate II: Die Linsenrdume (3, q) wnd (p, ¢') sind homdomorph, wenn g und o
der Kongruenz gendigen
¢¢ = £ 1 (mod p) {1)

Da diese Kongruenz hei vorgegebenem ¢ genau eine Lisung ¢ hat, die der Nor-

i;lieru.ngsbedingﬂng V=9 = 29; geniigt, s0 sind ¢ und ¢’ wmkehrhar eindeutig

durch einander bestimmt.

. . . . . 2
S Bewels; Wir zerlegen die Linse £ mit dem Schranbwinkel irg dureh  in

die Linsenachse eingespannte Halbebeneu in p gleiche tortenstiickarﬁge Tetraeder
Ty, Tp o oo, Ty (die Figur 110 zeigt den Fall » = 8) und setzen daraus eine neue

. . . 2aqg
Linse & mit dem Schracbwinkel __];i zusammen. T, hat mit der unteren Linsen-

kalotte ein Dreieck A; und mit der oberen Linsenkalotte ein Dreieck A; gemsin-
sam. Ferner ist allen ¥, die Linsenachse & gemeinsam, wihrend die & gegeniiber-
lisgenden Kanten ebenfalls unbtereinander iquivalent sind und im Linsenraume ein
und dieselbe Kante a ausmachen. Die Dreiecke sind paarweise dquivalent vermige
der Zuordnung der Iinsenkalotten, und zwar-ist A, dquivalent mit EHQ, wobei
ndtigenfalls { + ¢ mod p zu reduzieren ist. Um nun ans den p Tetraedern
die neue Linse ©' aufrubauen, sefzen wir an das Dreieck A, von ¥, das Tetraeder

£y, ¢ mit seinem ifquivalenten Drefecke A, ., an, an A, , wird weiter T ieg
iings des Dreleckes A, ,, angesetzt nsw. Man erhilt eine Linse &', die sich von

der ersten nur dadurch unterscheidet, daB die Kanten ¢ und b ikre Rollen ver-

. 2 ’
tauscht haben. Ist il

der Behraubwinkel von £, so gibb ¢’ an, dafl in der zyk-

lischen Folge T, T1 .4, Ty cngy .-, g, .. ., in der die Telracder in @ sich um
die ‘Achse @ anordnen, ¥, und T, das mit T,, ., iibereinstimmi, um g" bezw,
— ¢ Stellen voneinander entfernt sind. Es ist daher in der zyklischen Folge
die Indexdifferens zwischen %,,,, und %, einerseits = ¢ ¢ bezw, a(p — ¢}, anderer-
ts gleich (2 4 xp) — 1, also

Gdapl—1=qq bezw. g{p—g_
q4" = 4 1 imod p).
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So sind =z B. die Linsenriume (7, 2) und (7, 3) homtomorph, weil 2.5 == -1 (mod 7;
ist. Ob aber die Linsenriume (p, 1) und {p, 2) homdomorph sind, 146t sich mait
dem BSatze II niemals entscheiden. Wir werden spiiter eine fiber die Fundamental-
gruppe hinausgehende Invariante kennenlernen (§ 77), die die Verschiedeunheit ge-
wisser Linsenrdume, z. B. von (5, 1} und (5, 2} festzustellen gestattet, Dagegen

Die Relationen der Avt I gehen hieraus hervor, wenn man auf der rechten Seite
tiberall groBe statt der kleinen Buchstaben schreibt. Es werden 4 = D= F= H =1,
und dadurch werden die tibrigen Relationen trivial

Alg Relationen der Art IT erhilt man durch Umlaufen der Fiinfecke die folgenden 6:

bleibt die Verschiedenheit von (7, 1} und (7, 2) unenischieden. ABCDE =1 BCE =1 -
Es sei moch bemerkt, daB man jeden Linsenraum in zwei Vollringe mit gemein- BREEF 1J 1= 1 BEEJ 1=1
samer R_andringﬂ'iche_ zerlegen kam.a. Man bobre aus de‘r Lins_e 2 d?e Linsen.a,cl‘lse b ATDE-1H~1 = 1 JT=FK
durch einen konzentrischen Vollzylinder B aus. B schlieft sich beim Identifizieren ety oder et
der Linsenkalotten zu einzem Vollringe. Das gleiche gilt von dem Restrawme 9, der | CIT'G'EH =1 CI7r 671 E =1
nach dem Ausbohren von B #brighleibt. Man braucht, um dies einzusehen, die : BH 1FDEF=1 B =G
Tinse & nur wie soeben in p Tetraeder zu zerlegen und aus ihmen die Linse _E’ ; AGIRF-10F = 1 G—lK—lC =1
zusammengusetzen. In 27 ist s
jetzt U ein die Achse & yon Elimination von & und K liefert
& umgebender Zylinder, : BOE N
und ex schlieBt sich beim _
Tdentifizieren Zgquivalenter : BSEJ" =1
Punkte zu einem Vollringe; © CT1BE =1
man vgl. hierzx auch 8,220 B¢ =1.

Als weiteres Beispiel be-
trachten wir den sphérischen
Dodekaederroum.) Br ent-
steht aus einem Dodeka-
eder, wenn man gegeniiber-

Nach der ersten und vierten dieser Relationen ist
. E=C 1B~ J=UCUB.
Bliminiert man damit F und J ans der aweiten und dritten Relation, so ergibt sich

liegende Fiinfecke, nm -~ BCB(C-'. B0t = (M
a .

gegeneinander verschraubt,
identifiziert, - Das Neiz des :
Dodekaeders, das den Raum
vollsténdig bestimme, ist in
der Fig, 112 gezeichnet. Hs
gibt «® = 5 michtiquiva-
lente Heken O, P, ), R, §,
withrend die Kanten zn je
drelen Hguivalent sind. Die
Fig, 112. Charakteriatik ist N = —35
} + 10 —641=0, so dab
eine Manmigfaltigkeit vorliegt. Wir wihlen O zum Anfangspunkte der geschlossenen
Wege und ernemnen die Wege a, k, =3 /~'d zu Hilfswegen nach dem Ecken
P, ¢, R, 8. Die erzengenden Wegeklassen der Fundamentalgrappe werden dann
von den geschlossenen Wegen reprisentiert:

CB'0~1BC-1B~1= 1 (11)

Bestimmen wir ans diesen beiden Relationen die erste Homologiegruppe, indem
wir die Relationen (I) und (II} abelsch machen! Wir gehen wie immer bei abei-
schen Gruppen zur additiven Schreibung fiber und bezeichnen die Elemente der
Homologiegruppe durch Querstriche. Bs wird '

- e C =0 @
—T—B=0, an

a]sié F = C==0. D. h die erste Homologiegruppe bestehi aus dem Nullelomente
allein. Da der Dodekaederraum orientierbar ist, hat man somit die folgenden Werte
fiir die Bettischen Zahlen:

P=1, pPrept=0, P=1;

Torsionskoeffizienten fehlen.

A4 = ag? Dag sind gerade die mumerischen Invarvianten der 3-Sph#re. Um 2n entscheiden,

B s abh-l ob der Dodekaederravm mit der 8- Sphire Gibereinstimmt oder micht, reichen alse
= die Homologiegruppen nicht aws. Wir untersuchen deshalb, ob sich die Fundamental-

C =hef gruppen unterscheiden, und formen zu dem Zwecke die mnoch etwas uniibersicht-

D= fFrdd-*FH Jichen Relationen (I) und (II) weiter um. Wir setzen (II) in (I} an der durch den

E = (ftde Punkt bezeichneten Stelle ein und erbalter an Stelle von (I) die Relation

F e A BCBC-1- CB-1C~1BC1B~%. B2(~1=1

G = {f"rdygu? oder nach Kiirzung

H=hh—? B:C-1B- 30" 1= 1. (In

J = aif ] fhet man in Iy und (I) noch vermége 0= U~ B die newe Frzeugende IS ein,

K =hkid™*f). komxt '

*) H. Knesex [8], S. 256. CBLBIU.B~.B10 =1, U-'B-B-1.B1U.B.-B10.B1=1
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oder .Heh mit Erhaltung und Umkebrung der Orientierung geschehen kann. Von der
Br=UBU, eatstehenden geschlossenen Mannigfaltigheit bestimme man die Fundamentalgruppe,
I"— BUE L wenn dié.a Fundamentatgruppen von M, wad M, bekannt sind, sowie die erste

oder auch ~Homologiegruppe.
BS = (BU»® = [0 : (I 4, Man konstruiere mit Benutzung der 3. Aufgabe dreidimensionale Mannigfaltig-

eiten mit beliebig vorgegebener erster Homologiegruppe.
Aus den Relationen (IIIi erkennt man, dab der Dodekaederranm sicher nicht wmit @
der 3-Sphire homdomorph ist. Denn die Fundamentalgruppe besteht nicht aus dem
Einselement allein, Vielmehr werden die Relationen (III} von der Ikosaedergruppe
erfillt, wenn man unter B eine Drehung um eine Hcke des Tkosaeders durch den :

§ 63. Heegaard-Diagramm.

. Wir haben bisher allgemeine Sitze iiber dreidimensionale Mannigfaltig-
keiten aufgestellt, aber nur einzelne Beispiele von Mannigfaltigkeiten
“kennengelernt. Das Problem, alle dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten
-aufzuzidhlen, ist im Gegensatze zu zwei Dimensionen ungeldst. Als einen
“Amsatz zu seiner Lésung kann man das Heggaord-Dicgramm ansehen,
“dag wir jetzt auseinandersetzen wollen.

- Rin Henkelkirper vom Geschlechte h entsteht aus einer dreidimensio-
nalen Vollkugel, wenn man 2% getrennt liegender Elementarflichenstiicke
.ihrer Oberfliche paarweise nach der ersten Art (8. 212) identifiziert. Man
‘kann das Identifizieren im gewGhnlichen Raume vornehmen, indem man
“die Vollkogel so deformiert, dall immer zwel zugeordnete Flichenstiicke
ur Deekung kommen. Der so entstehende Korper 1ifit sich auch als eine
- Vollkugel mit & angesetzten Vollhenkeln asuffassen. Seine Oberfliche ist
ine orientierbare Fliche vom Geschlachte i Die & Kreise, die aus den
Randern der paarweise identifizierten Elementarflichenstiicke entstehen,
eiBen die Meridiankreise des Henkelkérpers. Ein Henkelkirper vom Ge-
“gchlechte 1 ist ein gewd&hnlicher Vollring. Nun gilt der

Satz: Man kann jede orientierbare di eaclzmenswmle llfmm@gfalfagkeaf
__9313 dadurch erhalten. daf man zwel Henkellorper gleichen Geschlechts mit
hren Oberflichen aufetnanderkledt, das heifit ihre Oberfliichen topologisch
tifeinander abbildet wnd zugeordnete Punkte identifiziert.

"Beweis: Man denke sich die dreidimensionale Mannigfaltigkeit sim-
lizial zerlegt und bohre die & Ecken der Zerlegung durch kleine darum-
relegte Kugeln aus, ebenso die «' Kanten durch kleine darumgelegte Zy-
linder, die die um die Endpunkte der Kanten gelegten Kugeln verbinden.
._}}e1‘ nach Ausbohren der Ecken und Kanten tibrighleibende Teilraum g}tl
istzt sich aus «® lings der Kanten abgestumpften 3-Simplexen zusammen
und ist ein Henkelkérper. Man kann ihn nimlich dadurch aufhanen, daf
man von einem ahgestumpften Simplexe &} ausgeht ein benachbartes &2
ings einer Seite ansetzt, ein weiteres €§ lings einer Seite an &} oder G -
'ud so weiter. Hat man alle Bimplexe aufgebraueht s0 hat man eine topo-
ogische Vollkugel gewonnen, in der noch gewisse punktfremde Flachen-
tiicke der Oberfliche paarweise zu identifizieren sind. Dafl die Zuordnung
ieser Flichenstiicke nach der ersten Art erfolgt, ist klar, da andernfalls
Mt ‘und damit 90 michtorientierbar werden witrde. Ebenso zeigt man,
daB der ausgebohrte Teil M3, der sich aus e Vollkugeln und ! Voll-
ylindern zusammensetzt, ein Henkelkrper ist.

Winkel -Jf und unter I eine crlemhsmmge DPrehung win den Mittelpunkt eines an-
i
grenzenden Dreieckes durch den Winkel m; versteht. Die Ikosaedergruppe ist also

entweder die Gruppe (IIT) selbst oder eine Faktorgruppe voan ihr, also sicher besteht
die Pundamentalgrappe nicht aus dem Einselement allein. Man kann fihrigens zeigen,
daf (11 die Ovdnung 120 hat und die ,binire Ikosaedergruppe ist.¥)

Im sphiirischen Dodekaederraume haben wir eine Mannigfaltighkeit ge-
wonnen, die dieselben Homologiegruppen hat wie die 3-Sphiire, ohne doch
mwit ihr homdomorph zu sein. Rine solche Mannigfaltickeit heifit sin
Poincardscher Foawm. Man kennt unendlich viele verschiedene Poincarésche
Riume. Doch ist der sphirische Dodekuederraum der einzige bekannte mif -
endlicher Fundamentalgruppe.®

Durch die Homologiegruppen ist die 3- Sphire also sicher nicht charak-
terisiert. Dafl sie durch ihre Fundamentalgruppe charakterisiert ist, ist der
inhalt der bis heute unbewiesenen ,Poincaréschen Vermutung®. Da die
Fundamentalgruppe der .3-Sphire aus dem Hinselement allein besteht,
kann man das Problem auch folgendermalien aussprechen: Gibt es aufier
der 3-Sphire noch andere 3-dimensionale geschlossene Mannigfaltigkeiten,
in denen jeder geschlosseme Weg sich auf einen Punkt zusammenziehen
138t (nullhomotop ist}?

Aufgaben: 1. Man zeige, dal der hyperbolische Dodekaederraum, zu dem sich das
Volldodekaeder schlieBt, wenn man gegenfiberliegende Fiinfecke um 5?7‘ und micht
wie belm sphirischen Dodekasderraum uam _gn) gegeneinander verschraubt, identi

fiziert, eine Mannigfaltigkeit ist, und beweise durch Aufstellen seiner Fundamental-
gruppe, daB er 3 Torsionskoeffizienter vorm Werte 5 hat und die Bettische Zahl
pto== 0 st
2, Man beweise, daB die Relationen der Fundamenmlgmppe des Oktaederraumes
1§ 61) lauten
obe=adl=o0cd =Dbde¢==1

- und daf die Tetraedergruppe eine Faktorgruppe dieser Gruppe ist [Die Relationen
gelten in der Tetraedergruppe, wenn man unter @, b, ¢, d die vier Drehungen durch
ié— um die vier Hcken des Tetraeders versteht.]

3. Aus zwei dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten 9%; und 3, kann man durch
,Sammenbildung* eine neue ableiten: Man bohrt aus jeder eine kleine Kugel aus
und klebt die beiden entstehenden ,,berandeten Mannigfaltigkeiten™ mit ihren Rand-
kugelﬁa,chen aufeinander, was noch auf zwei wesentlich verschiedene Weisen, nim-

*1 Jhber. Deutseh. Math. Vereinig, 42 (1932) Aufg. 84 &3
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Man kann sich hiemach jede orientierbare dreidimensionale Mannig-
faltigkeit durch eine orientierbare Fliche IN? vom Geschlechte ki, nimlich die
gemeinsame Oberfliche von M} und IM§ geben, wenn man auf IR® noch
markiert, wie die Henkelktrper daran ansitzen. Das geschieht durch An-
gabe der Meridiankreise von M3 und M3 auf M2, Sie bilden zwei Systeme
T, und I, von je h doppelpunktfreien und (unter sich, aber nicht not-
wendig miteinander) punktfremden Kreiser mit der Figenschaft, daf IM*
durch Aufschneiden®) lings der h Kreise von X;(Z,) zu einer Kugel-:
fliche mit 2% Léichern wird. Hat man auf einer orientierbaren Fliiche IR®:
vom Geschlechte h zwel solche Systeme Z; und X, beliebig vorgegeben,
so ist dadurch immer eine dreidimensionale Mannigfaltighkeit eindeutig
bestimm$. Man schneidet nimlich 9? lings der Kreise von I, zu einer:
Kugelfliche mit 2 h Lichern auf, schlieBé die Ldcher durch Elementar-:
fischenstiicke (Deckel) und fiillt in die entstehende Kugelfliche eine Voll-
kugel hinein. Paarweises Identifizieren der Deckel liefert eimen. Henkel-
korper, dessen Oberfliche IM?* und dessen Meridiankreise die Kreise von
%, sind. Bbenso wird zu dem Systeme X, der Henkelktrper konstruiert.
Eine geschlossene Fliche 902 mit den beiden Systemen ¥; und X, heifit:
ein Heegaard-Diagramm der Mannigfaltigkeit 3.

Die Heegaard-Diagramme auf der Ringfliche kann man leicht ermitteln;
sie bestehen aus irgend zwei nicht nullhomotopen Riickkehrsehnitten:
(= doppelpunktfreien geschlossemen Kantenziigen. einer simplizialen Zex-
legung). Unter den Mannigfaltigkeiten, die die Ringfliche zu einem Hee-:
gaard-Diagramme haben, kommen sicher die Linsenrinme vor. Denn jede
Linsenraum zerfdllt durch Ausbohrung der Linsenachse in zwei Vol
ringe, wie wir 8. 216 sahen. Ebenso hat das topologische Produkt aus
Kreislinie und Kuogelfliche zu einem Heegaard-Diagramme die Ringfidch
denn es entsteht, indem man in zwei topologisch anfeinander abgebildeten
Vollringen entsprechende Punkie der Oberfléchen identifiziert, wofi
man such sagen kann, dafl es durch Verdoppelung (§ 36) eines Vollringes
entsteht. Hier stimmen also die beiden Meridiankreise des Heegaard-Dia’
‘grammes {itberein. Man kann beweisen, daB hiermit alle Mannigfaltig-
keiten, deren Heegaard-Diagramm auf der Ringfliche liegt, erschopft sind.®.

Uber die Heegaard-Diagramme hiheren Geschlechts weilh man weni
Der sphirische Dodekaederraum hat ein Heegaard-Diagramm vom G
schlechte 2, und H. Poincaré ist durch Angabe des Heegaard-Diagramm
auf diesen Ranm gestoRen.’®

Auch fiir nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten kann man das Heegaar
Diagramm definieren. Man mufi nur nichtorientierbare HenkelkSrper ei
fithren. Sie entstehen aus einer Vollkugel durch paarweise Zuordnun
punktfremder Polygone der Oberfliche, wobei aber mindestens eine Z
ordnung nach der zweiten "Art erfolgt; die Oberfliche ist alsdann eine

- pichtorientierbare Fliche von gerader Charakteristik X, also auch von
- geradem Geschlecht % = 24" (nach 8. 140, denn die Charakteristik bleibt
“die gleiche, ob man nach der ersten oder zweiten Art znordnet). Daf man
~jede nichtorientierbare geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigheit in
“zwei nichtorientierbare Henkelkérper zerlegen kann, wird ebenso bewiesen
“wie fiir die orientierbaren.

Durch das Heegaard-Diagramm ist die Konstruktion der dreidimensio-
-malen Mannigfaltigkeiten auf ein zweidimensionales Problem zurfick-
gefithrt, némlich auf die Aufzihlung aller Heegaard-Diagramme. Selbst
‘wenn aber diese Aufzihlung geluntren wire, so wire damlt das drei-
_dimensionale Homdomorphieproblem mnoch mnicht geldst, weil noch die
- Entscheidung ausstiinde, wann zwel verschiedene Heegaard-Diagramme
“diesclbe Mannigfaltigkeit erzeugen. In dem einfachsten Falle, dafi das
Heegaard-Diagramm das Geschlecht 1 hat, gelingt zwar die Aufzihlung
ollstindig, aber die Frage nach der Ubereinstimmung, das Homsomorphie:
~problem der Linsenriume, ist schon hier ungeldst.

Ein anderer Versuch der Aufzihlung aller dreidimensionalen Manmg—
alhgkelten wiirde darin bestehen, dafi man alle Polyeder mit paarweiser
- Seitenzuordnung konstruiert. Auch dieses ist ein zweidimensionales Pro-
Blem, das so wenig wie die Aufzahlung der Heegaard-Diagramme geldst ist.
Aus der Funktionentheorie ist bekannt, da man Jjede geschlossene
rientierbare Fliche als verzweigte Uberlacrerungsﬂache der Zahlenkugel
rewinnen kann, wobei die Verzweigung in endlich vielen Punkten stati-
findet. Entsprechend ‘kann man jede geschlossene orientierbare drei-
imensionale Mannigfaltigkeit als verzweigte Uberlagerung der
' 3-Sphire darstellen® Die Verzweigung geht hier lings geschlossener
inien (Knoten) vor sich, die in der 3-Sphire darin liegen. Auch hier
filrt die Aufzéhlung und Unterscheidung der einzelnen Uberlagerungs-
fume zu ungeldsten Fragen. Die Mannigfaltigkeiten lassen sich unter
- Umsténden anf vielfache Art aus ganz verschiedenen Verzweigungsknoten
bleiten ; z. B. sind fiir den sphirischen Dodekaederraum drei verschiedene .
Verzweigungsknoten bekannt.?

“Aufgabe: Wenn man eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit durch ein Poly-
der mit % Paaren zugeordneter Seiten geben kanw, so besitzt die Mannigfaltig-

eit ein Heegaard-Diagramm vom Geschlechte k. (Wle weit hiervon die Umkehrung
1it, ist micht entschieden.)

- §64. Berandete dreidimensionale Mannigfaltigkeiten.

Eine berandete dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist ein berandeter
¢iner endlicher zusammenhiingender Komplex &, der eine simpliziale Zer-
egung mit folgenden Rigenschaften zulaBt:

1. Der Umgebungskomplex eines mittleren Punktes von &2 ist eine
Kugelflache;

2. Der Umgebungskomplex eines Randpunktes beziiglich ®% ist eine

*) Das Aufschneiden bhat einen Sinm, wenn die Kreise von ¥, und Z, sich a
Kanten einer simplizialen Zerlegung zusanunensetzen, was wir voranssetzen wolle:
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berandeten Flichen sind beides Kreisscheiben, da sie zusammen eine Kugel-
fliche ergeben miissen. Da $° itberdies orientierbar ist — denn €3 ist
orientlerbar —, 80 ist damit ein Widerspruch zu Satz I aufgezeigt.

Bildet man die Verdoppelung §2 von &2, so erfilrt hierbei der Un-
gebungskompleﬁc eines Randpunktes ebenfalls eine Verdoppelung. Die
Verdoppelung einer Kreisscheibe ist aber die Kugelfliche. £ ist somit
homogen und daher eine geschlossene dreldlmensmnale Mamnigfaltighkeit.
Thre Charakteristik mull verschwinden (§ 59). Bezeichnet also N die
Charakteristik von 82, N diejenige des Randes §2, so ist

*ﬁﬁmz (1)

Bs ist leicht, durch Betrachtung der Homologiegruppen in den Punkten
von f* nachzoweisen, daf dann jede beliebige Zerlegang von §% diese:
Eigenschaften hat.

Einfachste Beispiele von dreidimensionalen berandeten Mannigfaliig
keiten sind Vollkugel, Hohlkugel und Vellring, _

Man hitte die berandete dreidimensionale Mannigfaltigkeit auch als:
einen berandeten reinen Komplex definieren kinnen, dessen Verdoppelung
eine geschlossene dreidimensionale Mannigfaltigkeit ist.

Der Rand 82 von R besteht aus eciner oder mehreren geschlossenen’
Flachen.
© Da nimlich der Umgebungskomplex eines Randpunktes ¢) beziiglich &
eine Kreisscheibe ist, so ist der Umgebungskomplex von ) beziiglich &2 ein
Kreislinie. Zerfallt also &% in die isolierten Teilkomplexe &%, &2, ..., &
g0 ist ein jeder von ihmen ein endlicher zusammenhingender zweidimen
sionaler homogener Komplex, also eine geschlossene Flache (8:141).

Wir legen uns nun die Frage vor, ob jede beliebige geschlossene Flich
als Rand einer dreidimensionalen berandeten Mannigfaltigkeit auftreter
kann und inwieweit durch die Figenschaften der Randflichen die Higen
sehaften von % selbst bestimmt sind.

Ist &2 orientierbar, so erbilt man durch kohdrente Orientierung alle
3-Simplexe eine 3-Kette, deren Rand eine geschlossene 2-Kette aunf §2
ist. In ihr kommt jedes 2-Simplex von &® wirklich vor. Es miissen als
auf den Randflichen &%, &%, ..., 82 nichtverschwindende geschlossen
2-Ketten existieren, was nur bei onentlerbaren Flachen der Fall ist. Da
besagt aber

daher gilt
Satz 1I: Die Charalteristik einer dreidimensionclen Mannigfaltighet
wnd die Charakteristih ihres Randes bestimmen cinander wmbkehrbar ein-
deutig.

Weiter folgt aus (1)

Satz I: Die Charakteristil; des Randes einer berandeten dreidimensio-
nalen Monnigfaltigheit ist stets gerade. Daher kawn die projektive Fbene,
allgemeiner eine wichtorientierbare Fliche von ungeradem Geschlecht niemals
den Rand einer berandeten dreidimensionalen Mannigfaltigheit ausmachen.
Dagegen ist es sehr wohl méglich, daB zwei projelktive Ebenen zu-
sammen - den Rand ausmachen, wie man am Beispiel des topologischen
Produktes aus projektiver Ebene und Strecke sieht.

Ist & orientierbar und haben die Randflichen &2, 82, ..., &2 bezw.
das Geschlecht (Henkelzahl) Ry, ks, .. ., h,, s0 ist nach 38

Satzl: Eine orientierbare berandete dreidimensionale Mannigfaltighei
hat lavter orientierbare Randflichen.

Die Umkehrung dieses Batzes gilt natiirlich nicht, da aus jeder nicht
orientierbaren geschlossenen Manmigfaltigkeit durch Fortnahme eine
3-Simplexes eine von einer Kugelfliche berandete mnichtorientierbare be
randete Mannigfaltigheit entsteht.

Folgerung: Es ist unmiglich, die projeltive Ebene ‘,I:z i den (dureh
einen @mmgentlzchen Punkt eur 3-Sphive ©* geschlossenen) dreidimensio
naten Zahlenvauwm hineinzulegen. Genauer: P* kann nicht Teilkomplex
einer simplizialen Zerlegung der 3-Sphire &°® sein — Denn B ist ein
reiner unberandeter zweidimensionaler Komplex (§ 12). Als Teilkomplex
von &® wire also % dasselbe wie eine geschlossene 2-Kette mod 2 (§ 23)
Da nun die zweite Zusammenhangszahl von &2 ¢* = 0 ist, also jede ge
schlossene 2-Kette mod 2 berandet (§ 24), so gibe es einen dreidimen
sionalen Teilkomplex &% mit dem Rande P2 {2 ist eine dreidimensionale
berandete Mannigfaltigheit, denn ein Punkt ¢ von &%, der nicht auf
liegt, hat als Umgebungskomplex beziiglich & eine Kugelfiiche; liegt
aber Q@ auf B2 so wird sein Umgebungskomplex beziiglich €2 durch P2
in zwei berandete Flichen mit gemeinsamem Randkreise zerlegt. Diese

V_Z@h—ﬁnySh
== 1 g o
Ferner ist in = :

N e pr— P+ P

die Bettische Zahl ° = T und p*= 0, da es keine geschlossene simpliziale
-Kette == 0 in & gibt. Setzt man diese Werte fitr & und N in (1) ein,
50 ergibt sich
' F:1+p”¢(22m—2ﬂ:p%{%—0+2%-

i=1 ;

=1

Nun ist p? wenigstens = — 1. Denn die Randfisichen 2,98, 82
stellen, nachdem man sie kohdrent orientiert hat, » — 1 homolog una.b-
ingige 2-Ketten dar, weil sie zusammen nieht beranden.

Somit ist

p1>2k”

=1

d es gilt
Satz IV: Die erste Bettische Zahl einer ovientierbaren berandeten drei-
mensionalen Monnigfaltigheit ist mindestens gleich der Gesamthenkel-
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.Um die Ausbohrung zu erkliren, setzen wir von der simplizialen Zer-
‘legung von &% noch voraus, daB jedes i-Simplex, dessen Fcken auf f
iegen, selbst zu f gehirt, dab also niemals alle Ecken eines Dreieckes
auf [ liegen und daf eine Kante niemals Sehne von I ist. Diese Eigen-
schaft der simplizialen Zerlegung 4Bt sich immer durch Normalunter-..
teflung herbeifiihren.

- Sind dann Py, P, ..., P, die Ecken von ! in ibrer zyklischen Reihen-
olge und ©t;, &ts, . . ., &t, die Simplexsterne in der Normalunterteilung &°
von &3, so folgt aus der tiber & gemachten Voraussetzung, dalf immer nur
aufeinanderfolgende Sterne &t, und &t, ., (¢ 41 ist nétigenfalls mod » zu
reduzieren) gemeinsame Punkte haben, die dann genau ein Elementarﬂachen—
stiick @, ,41 ausmachen.®) Uberdies sind die Elementarfiichenstiicke
€,, -1 alle untereinander punktfremd. Hieraus folgt, daB der aus den
Slmplexstemen &t;, &y, . . ., &t, bestehende Teilkomplex ein Vollring B,
mit der Seele ¥ ist. Denn Q} kann man sich dadurch entstanden denken,
daf man von einem Stern @tl ausgehend immer den folgenden Stern
lings eines Elementarflichenstiickes ansetzt, wodurch jedesmal eine Voll-
kugel entsteht, bis schliefilich beim letzten Schritt punktfremde Elementar-
flichenstiicke auf dem Rande einer Vollkugel identifiziert werden. Die
Aushohrung des Knotens f besteht nun darin, daf man die mittleren
Punkte des Vollringes B, fortlabt. Der Restraum 2 ist eine dreidimensio-
nale berandete Mannigfaltigkeit, deren Rand von einer Ringfliche T ge-
bildet wird. Bestimmen wir die Homologiegruppe $y der Dimension 1
des ,, AuBenraumes” ™. Wir wihlen auf der Ringfiiche T einen Meridian-
kreis m,, z. B. einen Randweg des Elementarflichenstiickes €, ,, und einen
Breitenkreis b,, das ist ein Weg, der in B, der orientierten Seele { homo-
log ist. b, ist daher nur bis auf Vielfache von »s, bestimmt. Wir wenden
nion den Satz IT von § 52 auf die beiden Teilkomplexe B, und 9 von &°
. Die erste Homologiegruppe von B, hat die Erzeugenden m, und 3,
und die eine Relation my~ 0.**) Denkt man sich anch die Homologie-
ppe Hy durch Erzeugende und Relationen dargestellt, so kann man
annehmen, daB 7, und b, unter den Erzeugenden vorkommen. Dann er
geben sich die Relationen der Homologiegruppe He von &%, wern dnap
zu den uns unbekannten Relationen von Dy diejenigen von B, h
o~ 0 hinzufiigt (die Vertauschbarkeitsrelationen fithren wir mch;tr mi
uf da sie in der additiven Schreibung der Homologien enthalten sﬁl ¥
un besteht $H¢ aus dem Nullelemente allein. Setzt man- daher 1\\_
:Homolog;eu‘ruppe Du my~ 0, so werden alle Elemente zn 0. Das 'sﬁ;:ﬂ

sahl der Rondflichen. Erreicht wird diese untere Grenze fiir p* z. B. im
h-Henkelkérper (§ 63).

Eine Folge hiervon ist, dah eine berandete orientierbare dreidimensio-
nale Mannigfaltigkeit, in der jeder geschlossene Weg nullhomolog ist
also erst recht jede einfach zusammenhingende solche Manmigfaltigkeit,
nur Kugeln zu Randflichen haben kann37

§ 65. Konstruktion dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten aus Knoten

Unter den zahireichen Moglichkeiten®® der Konstruktion dreidimensio
naler Mannigfaltigkeiten wihlen wir als Beispiel das von M. Dehn [2] an
gegebene Verfzhren der Ausbohrung und nachfolgenden Schliefung eine
Knotens aus. Es 1aBt sich kurz so beschreiben. In dem dureh einen unendlich
fernen Punkt zur 3-Sphire geschlossenen Zahlenraume wird ein Knoten
ausgebohrt. Die entstehende berandete Mannigfaltigkeit, der Aullenraum
des Knotens, wird durch Einsetzen eines Vollringes, des Verschlufringes
zu einer neven geschlossenen Mannigfaltigkeit gemacht, indem die Rand
fliche des AuBenraumes und die des Verschlufiringes topologisch auf
einander abgebildet und identifiziert werden.

Wir beginnen mit der Erklirung der Begriffe Knoten und Ausbohrung
Die durch Schliefung des dreidimensionalen Zahlenranmes mit einem un
endlich fernen Punkte entstandene 3-Sphire &% sei in bestimmter Weis
simplizial zerlegt und die Zerlegung ebenfalls mit &° bezeichnet. Ein
Knoten ¥ ist dann ein 1- dimensionaler Teilkomplex auf dieser simpliziale
Zerlecrung, in dem jede FEcke mit gena
zwei Kanten inzident ist. Ein Knote
ist also ein topologischer Kreis, das is
das topologische Bild eines Kreises
Aber nicht jeder topologische Kreis in
&® ist ein Knoten. Z. B. wiirde ein
topologischer Kreis, in den unendlic
viele immer kleiner werdende und sic
gegen einen Punkt hiufende Schlinge
gemacht sind, also ein ,unendlich o
verknoteter Kreis®, wie ihn Fig. 11
andeutet, kein Knoten sein, da er sic
nicht aus Kanten einer simpliziale
Zerlegung von ©° zusammensetzen 156
Bisweilen wird ein Koten auch erklirt als ein aus endlich vielen gerad
linigen Strecken bestehender doppelpunktfreier geschlossener Kantenzu,
des R Ein solcher Kantenzug ist ein Knoten im Sinne unserer Defini
tion, da man die geradlinigen Strecken leicht zu Kanten einer simpliziale
Zerlegung machen kann.

Zwei Kuoten heiflen dguivalent, wenn es eine topologische Selbstabbxl
dung von &3 mit Erhaltung der Orientierung gibt, die den einen Knote
in den anderen iiberfithrt.®

* Betrachtet man die simpliziale Zerlegung &3 als eine Zellteilung (§ 68}, so
& die 3-Sierne ©t, und die Elemnentarflichensticke (& die zu den Ecken
d Kanten von 1 dualen Zellen. :
* Die Erzeugenden der Homologiegruppe sind die HOmOlOngklasBen die. von
stind B, bestimmt werden, Man miibte also eigentlich fir m, seine Homologie-
iasse und ffir das Zeichen ~ das Gruppenelemente verkniipfende Gleichheitszeichen
tzen.

“.Belfert-Threliall, Topoiogle 15
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nur mdglich, wenn Hy eine von m, erzeugte zyklische Gruppe ist. Dies
zyklische Gruppe Dy ist eine freie ayklische Gruppe.®) Denn nach Satz IV
von § 64 ist die erste Bettische Zah! von ¥ mindestens gleich der Gesamt
henkelzahl der Randflachen, also mindestens =1, die Gruppe Py als
wnendlich. Insbesondere ist by~ zm, in A, wobei # eine eindeutig be
stimmte ganze Zahl ist. Sollte x % O sein, so ersetzen wir b, durch den
Breitenkreis b%~ b, — xm,, der dann nullhomolog in U ist.

Aus U gewinnen wir eine geschlossene Mannigfaltigkeit %, indem wi
die Randringfiiche & eines Vollringes B’ topologisch auf die Randring
flache € von U .abbilden und zugeordnete Punkte identifizieren.®*) Da
Bild m eines Meridiankreises m’ von B’ auf T ist ein Weg auf T, als
homolog einer linearen Kombination von m, und b§:

o~ amy+ BHF  (auf T). (1

Die ganzen Zahlen « und B sind, nebenbei bemerkt, da m doppelpunktfre
ist, teilerfremd. Die erste Homologiegruppe Do von IM?* ergibt sich wiede
nach Satz IV § 64 aus Hy durch Nullsetzen des Meridiankreises m de
VerschluBringes:

Man muB also = — 6 setzen. Denn dann ist wegen {2}

Pkmo A™ 4 BS v (AT B2~ 0 (in H).

._Um einen Poincaréschen Ranm zu erhalten, wiblen wir als Meridiankreis des Ver-
sehlufringes einen Weg

1=y 0P = B AT 4T (BAT)P . @)

i ist nullbomotop im Verschlufiringe, also in 02, so da8 in M+ auber (2) noch die
Relation

(BA™)[4* (B4 =1 (5)

‘gilt. Daf dies alle Relationen der Fundamentalgruppe von M= sind, folgt ans
Satz I von § 52. Die einfachste Schliefung von % erhilt man fiir f==0. Damn
wivd m = m, und es ecrgibt sich die 3-Sphire, von der wir ausgegangen sind.
Fiir f=—1 ergeben sich fir die Fundamentalgroppe von M= die Relationen (2)
nnd (5):

Aree Be, BAVBAYSA4-r=—1 oder AP=(BAY,
_A,ESB":(BA“I}"%

and nach Einféhrung einer newen Frzeugenden € an Stelle von 4 dureh die Glei-

amy+ §oF~0 (in 2!323) ;?hfmg A=CHB:

Daher bleibt wegen 5F ~ 0 in A

(CBY = B3== 05

‘Das sind bis auf die Bezeichnung die Relatmnen des sphanschen Dodekaeder-
umes (§ 62), Der Beweis, daB nicht nur die Fundamentalgruppen, sondern auch
‘die Raume':gelbst ibereinstimmen, wiirde Hilfemittel voranesetzen, dle iber den
abmeen dieses Buches hinausgehen®

. Fiir die anderen Werte von § ergeben sich ebenfalls Pomca.resche Riume, und
War, da die Fondamentalgruppen sich als verschicden erweisen lassen, lauter mcht-

any~ 0

als definierende Relation von HHam. Dyx ist also zyklisch von der Ordnung «
Insbesondere erhilt misn einem Poincaréschen Raum oder di
3-Sphare, wenn in (1) « = 0 ist. Man hat dann immer noch umnendlie
viele verschiedene Schliefungsmiglichkeiten, je nach der Wahkl von §.
Erliutern wir dieses Vexfahren am Beispiele der Kleeblattschlinge! Di
Relationen der Fundamentalgruppe von ¥ sind nach § 52

A% RS, (2

Als Anfangspunkt der goschlossenen Wege sei ein Punkt von ¥ gewahlt. Al
Meridiankreis m, kann man einen Weg

Mg == B4
(qu 109) und als Breitenkreis einem Weg
g == A?

wahlen, denn A ist in der Bezeichnung von § 52 die Mittellinie des Ereisringes
Um den im AuBenraum uulthomologen Breitemkreis 3% zu finden, bilden wir mi
einer unbestimmben Zakl x
bF == A2 (B AT @ A2t B, Bt
*) Ein einfacherer Bewels filr diese Tatsache findet sich 8. 281.

# Die Bebauptung, daB hierbei immer ein Komplex entsteht, ist gleichbedeu
tend damit, daf die simpliziale Zerlegung von T nach topologischer Ubertragun;
auf §* sich zu einer simplizialen Zerlegung von B’ vervollstindigen 1aBt. Den Be
weis fiir diese Tatsache erbringen wir hier nichf, sondern setzen voraus, dab di
topologische Abbildung von T auf T diese Beschaffenheit hat.

:

15%
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Der simpliziale Komplex, der von den simtlichen Simplexen der Sterne
von §* gebildet wird, heifit die Normalunterteilung von &% und wird mit
% bezeichnet. In Fig. 114 ist ein Stiick eines 2-Sternkomplexes ge-
“zeichnet; die 2-Sterne bestehen aus den stark
“simrandeten Polygonen.

"Beispiel: Aus jedem endlichen Kom-
-plex §” kann men einen Sternkomplex da-
urch herstellen, daff man ihn zandchst in ir-
~gendeiner Wejse simplizial zerlegt und den
50 erhaltenen simplizialen Komplex normal
tinterteilt. Die %-Sterne sind die normal unter-
eilten %-Simplexe von &”.
Liegt in &7 ein (k—1)-Stern a¥—* auf g, 114,

em Auflenrande eines k-Sterns a%, so heiflen

k=1 und o wnmittelbar insident. Gibt es zwischen zwei Sternen o und
0% (i < k) eine Folge of, a’*%, ..., ¢*~%, o* von Sternen wachsender Dimen-
“sion, deren jeder mit dem folgenden unmittelbar inzident ist, so heifien
-0f und oF mittelbar inzident oder énzident schlechthin.

Aus der Definition des Sternkomplexes geht hervor, dab man die An-
ahlen o, o, ..., " der Sterne der Dimension 0 bis n sowie thre un-
mittelbaven Inzidencen beliebig vorschreiben kann, wenm nur jeder k-Stern
"k > 0) mit wenigstens einem (k — 1)-Sterne inzident ist. Ist Pf der Mittel-
unkt*) des Sternes of, so kann man die Konstruktion des Sternkom-
lexes geradlinig in einem («®+ &' -+ -« -+ «)-dimensionalen Zahlen-
aum vornehmen. Man wihlt dort o® 4+ &'+ -+-+ e linear unabhingige

Zehntes Kapitel.
‘n-dimensionale Mannigfaltigkeiten.

Unter den Komplexen spielen die homogenen eine durch ihre geometrisch an
schauliche Bedeutung ansgezeichnete Rolle. In zwei und drei Dimensionen haben
wir die homogenen Eomplexe Mannigfaltigkeiten genannt, und unser Ziel war, einen
vollstindigen Uberblick tiber sie zu gewinnen. Dies gelingt in zwel Dimengicnen

_ whhrend schon in drei Dimensionen man fiber die Angabe von mehr oder minder
systematisch geordneten Beispielen nicht hinauskommt. Die vollstindige Aufziklung
n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten ist zor Zeit eine hoffnungslose Aufgabe. Da
Homsomorphieproblem tritt daher in mehr als drei Dimensionen in den Hinter
grund gegeniiber allgemeinen Sitzen, die alle auf der Mdglichkeit beruhen,
Mannigfaltigkeiten mit dualen Zellteilungen zu versehen. Voa solchen Siitzen behan
deln wir hier den Poincaréschen Dualititssatz sowie die Theorie der SBehmitt- nnd
Verachlingungszahlen. — Von geringerer Bedeubung ist es, dab wir die Mannig:
faltigkeiten in mehr als dvei Dimensionen zweckmiidig auf allgemeinere Weise al
durch die Homogenitdt definieren werden, Wir beginnen mii einem Hilfsbegriffe
der diese Definition uwnd die Einfibrung der dualen Zellteilungen vorbereitet, mi
dem Sternkomplexe.

+

~ § 66. Sternkomplex.

Ein Sternkomplex ist kurz gesagt ein endlicher simplizialer Komplex
dessen Simplexe der Dimension 0 bis # in bestimmter Weise in Stern
anfgeteilt sind, so daB der AuBenrand eines ¢-Sternes ganz aus (i — 1)
Sternen besteht. Die genaue Definition geschieht durch vollsténdige In
duktion fiber die Dimension des Sternkomplexes wie folgt:

Fin 0-Sternkomplex £2 besteht aus endlich vielen Punkten

Po 0 & ¥
PO PS, . PS. .. .., PpPp ... P

und projiziert von den Punmkten P} P}, ..., Pl diejenigen der Punkte
PO, PO, ..., P% aus denen der AuBlenrand der Sterne ai, a3, ..., a3 be-
tehen soll, usf.

- Bs wird nicht verlangt, daf jeder %-Stern mit einem (% + 1)-Sterne in-
ident ist. Wenn das doch der Fall ist, so heift der Sternkomplex rein.
Der Sternkomplex &7 ist offenbar dann wnd nur dann rein, wenn seine
Normalunterteilung &% ein reiner simplizialer Komplex ist. Dagegen ist
in jedem Falle ein %-Stern o* von & ein reiner k-dimensionaler Teilkom-
plex von 5, d. h. jedes i-Simplex (¢ <t k) von a® ist Seite von wenigstens
einem k-Simplexe.

- 'Wir wollen jetzt die Eigenschaften eines n-Sternkomplexes und seiner
Normalunterteilung durch die Inzidenzen zwischen seinen Sternen aus-
driicken. :

a?

O
a$, af, ..

3]
1% -y oy

[+

die die Nullsterne von §¢ heifien. Aus § gewinnt man einen 1- Stern
komplex £, indem man endlich viele 1-Sterne '

1 1 1
a1,a2,...,a1

o

hinzunimmit, wobei der AuBenrand eines jeden aj aus gewissen 0-Sternen
~von &° besteht. Ist 2= ein (n— 1)-Sternkomplex mit den Sternen

k nk &
af, ag, ..., 45k

der Dimension k (5 =0, .. ., u-- 1), so wird daraus ein n-Sternkomplex &
erhalten, indem man endlich viele n-Sterne af, af, ..., a5 hinzunimmt
wobei der AuBenrand eines jeden a® aus gewissen (n - 1)-Sternen von
§7-1 bhesteht. '

#) Der obere Index an -einer Ecke weist hier und im folgenden auf die Dimension
deé Stermes hin, dessen Mittelpunkt die Ecke ist.
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Hierzu dient uns

_S ate [ Ist a% al, ..., 0% (k = O) eine Reihe von Sternen, deren jeder
mit dem folgenden wnmittelbor inzident ist, so bilden deren Mittelpunlite
PO, P, ..., P¥ die Ecken cines zu a* gehirigen k-Simplezes, und jedes
k-Simplex des Sternes of 133t sich aus einer solchen Reihe ableiten.

Beweis: Der Satz ist richtig fiir £ = 0. Er sei flir die Dimension
% — 1 hereits bewiesen. Dann gilt er auch fiir die Dimension % Denn ist
a’%, at, ..., a*~1 eine Reihe von. unmittelbar inzidenten Sternen, so bilden
ihre Mittelpunkte P° PL, ... P*-1 nach Voraussetzung die Fcken eines

und ‘§” eineindeutig so zuordnen, daB wnmittelbar inzidenten Sternen
von R* unmittelbar inzidente von '§7entsprechen und umgekehrt, so ist
~dadurch zugleich eine eineindeutige und inzidenzerhaltende Zuordnung
“gwischen den Nermalunterteilungen .@2 und ’S’éﬁ} gegeben, so dab dabei die
Simplexe eines Sternes von & in die Simplexe des zugeordneten Sternes
von ‘§7 iibergehen. Zwei derartige Sternkomplexe 87 und '8% nennen wir
isomorph.

Aus Satz IT folgt noch der

Satz III: Sind '
TS ST <SS <

zu a*~1 gehirigen Simplexes. Wegen der Inzidenz von a*-! und o* liegt :
das Simplex (P°Pt... P*-1) auf dem Aunfienrande von of, so daB die die Ecken eines ersien und
Ecken Po, Pt ..., P¥—1 P% ein zu a* gehoriges Simplex aufspannen. — Ist pLopm o PR a<m< - <2)

umgekehrt &* ein beliebiges k-Simplex aus o, so hat es P* zur Ecke
und die Gegenseite €*—1 liegt auf dem AuBenrande von a* und geh'drié
dort einem mit of inzidenten Sterme o~ am. Nach Induktionsvorans-
setzung sind die Ecken von %~ die Mittelpunkte einer Reihe von sukzessiv
inzidenten Sternen a®, at, ..., a*~1. Die gleiche Eigenschaft hat dann die
Reihe a°, af, .. ., a*~% a*, deren Mittelpunkte die Hcken von &* sind.

Eine Verallgemeinerung von Satz I ist der

Satz II: Ista’ab ..., 0 (i<k<---<<1) eine Reihe von Sternen
wachsender Dimension, deren je zwei aufeinander folgende inzident (aber
nicht notwendig wnmitielbar insident) sind, so sind thre DMittelpunkie
Pi P ..., P die Bcken cines Simplezes won &2, wnd man evhilt ouf
diese Weise alle Simplexe von K.

Beweis: Man kann die Reihe o, 0%, . . ., o’ durch Hinschalten weiterer
Sterne zu einer Reihe af %, ..., a~% o' von Sternen erginzen, deren je'
zwei aufeinander folgende unmittelbar inzident sind. Nach Satz I
machen die Mittelpunkte dieser Sterne die Ecken eines zu o' gehérigen
Simplexes aus, und die Mittelpunkte der urspriinglich gegebenen Sterne
spannen daher eine Seite dieses Simplexes auf. — Sei umgekehrt & ein
beliebiges Simplex von 2. Wir betrachten die Teilkomplexe 9, 81,..., &=
die von allen 0-Sternen, bezw. allen 0- und I-Sternen, schlieBlich von.
allen Sternen tiberhaupt gebildet werden. § sei der erste, in dem @ vor-
kommt. Dann ist eine Eeke von & Mittelpunkt eines A-Sternes o?, wih-
rend die Gregenseite von & zum AuBenrand von o* gehért. @7 ist Seite:
eines Simplexes € von a” (oder es ist €= §"); dessen Feken sind nach:
Satz I die Mittelpunkte von sukzessiv inzidenten Sternen. Daher sind die -
Ecken von & die Mittelpunkte von (mittelbar oder wnmittelbar) inzidenten
Sternen. :

Weil man also, wieviel Sterne jeder Dimension in & vorkommen und:
~ welche Sterne unmittelbar inzident sind, so sind damit auch die mittel-:
* baren Inzidenzen bekannt und nach Satz I die Simplexe von ﬁ‘g konstruier-;
bar, und auf Grund von Satz 1 steht fest, welche Simplexe von §7 einen’
Stern von {7 ausmachen. Lassen sich die Sterne zweier Sternkomplexe &%

ie Ecken eines mweiten Simplexes von §2, so sind auch.
2 T I3
pi pr ., PP PR

- die Ecken eines Simplexes von 5’182. Denn die Sterne of, a%, . . ., a%, a™, ..., @°
.sind sukzessiv, wenn auch nicht notwendig unmittelbar inzident.

 Wir wenden uns jetzt insbesondere den reinen Sternkomplexen &2
zn. Uber sie gilt der wichtige Satz von der Existenz des dualen Stern-
komplexes, dessentwegen wir uns iberhaupt mit den Sternkomplexen be-

isomorphe bestimmien duclen Sternkomples 8. :

§n. und inzidenten Sternen entsprechen inzi- VA
XY

komplex #? sind die Anzahlen der Sterne jeder

(n—k)-Stern mit wenigstens einem (n—k+1)-

Fig. 115,
spriinglichen Sternkomplexes (desselben wie in Fig. 114) die stark um-
siriick, die Beziehung zwischen & und &% ist also wechselseitig.
b

 Er st durch folgende Eigenschaften charakterisiert: Jedem k-Sterne o
dente Sterne.
Dimension sowie ihre unmittelbaren Inzidenzen Ny w
Sterne inzident ist, wegen der Reinheit von
randeten Polygone, die des dualen die gestrichelten Polygore.
Da zwischen den Sternen ¥ von & und den dualen Sternen 52— von
dnung zwischen den Mittelpunkten P* und @%~% d. h. zwischen den

Satz IV: Zu jedem veinen Sternfomplexe 8 gibt es einen bis -ouf
von 8 entspricht wmkelrbar eindeutig ein dualer” (n — k)-Stern B°7* von
Beweis: Von dem zukonstruierenden Stern-

" A ‘ 1
vorgeschrieben, ynd die einzige Bedingung, daf r NP -
jeder k-Stern mit wemigstens einem (k—1)- :

Sterne inzident ist, ist erfiillt, weil in &7 jeder b ' .
@, — In Fig. 115 sind die 2-Sterne des ur-

- Bildet man von & wieder den dualen Sternkomplex, so erhilt man &
§ eine eineindeutige Zuordnung besteht, so besteht eine ebensoleche Zu-
Ticken der Normalunterteilung & und §o, Tstnun (PEPE. PY(i<k<-<1)
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ein Simplex von &%, so sind nach Satz 11 die zugehdrigen Sterne o, o%, .
sukzessiv inzident. Dasselbe gilt dann von den dualen Sternen b, b"“ '
b7~ Thre Mittelpunkte Q=% @—% .. @*=* bilden somit ebenfalls nach
Satz 1I die Fcken eines Simplexes von R” Das heifit, bei der Abbildung
Pk s (2% gehen Simplexe von ®* in Simplexe von &7 fiber und um-
gekehrt. Ma/n kans daher, was wiv Yemfort tun wollen, d@e dualen Stern-
kompleze 87 und 8 als verschiedene Sternteilungen eines und desselben
simplizialen Komplexes §* = & — K* auffassen.

Wir treffen nun die Festsetzung, dafl die Ecken irgendeines Simplexes
von & stets nach wachsenden oberen Indizes geordnet sein sollen. Nach
Satz II sind diese Indizes s@mtlich verschieden, d.h. die Ecken sind Mittel-
punkte von Sternen verschiedener Dimensionen. Jedes Simplex von §* hat

Wir erliutern die Begriffe an einem simplizialen Komplexe &%, dem Okta-
eder. Durch Normalunterteilung seiner acht Dreiecke entstebt aus jhm ein Stern-
komplex §i2, der sich aus acht 2-Sternen mit den Mittelpunkten P2, P, ..., F§ zu-
sammensetzt, Die Kan- po
tepmitten P, P, .. .,
Pi, des Oktaeders sind
die Mittelpunkte der
zwilf 1-Sterne des Kom-
plexes, wihrend die
‘FEcken des Oktaeders
die sechs 0-Sterne aus-
‘machen. Der  duale
Stern des 0-Sternes P?
-setzt sich aus acht Drei-
ecken zusammen, die

. R ; 2 2
dann eine bestimmte erste und eine bestimmte letzte Ecke. Da in & ein ;’111{: B ?11; efﬁ;n Ed{g !
: - ' T1raI
k-Simplex, das zom %-Sterne o* von &" gehirt, nach Satz I durch eine .bis;;’it a0 Vier f - Ster-
Reihe von % -+ 1 sukzessiv inzidenten Stemen a?, u1 ., 0% gegeben ist und ‘nen, ist also ein Vier-
ein Simplex des dualen Sternes b#—* entsprechend durch eine Reihe reck des dualen Stern-
a¥, 0¥, . a", so liBt sich die Lage der Sterne zu ihren dualen Sternen gom%l_exes ) 6@?,, éie.’sh o
dure , . er Fig. 116 gestrichel-
h den Satz beschreiben: tem Warfels. Die Fi-

.S atz V: Der Stern o* besteht aus der Gesamiheit der k- Simplexe, die gur zeigh die Oktaeder-
senen Mittelpunkt P* zur letoten Ecke haben, der duale Stern b*—% von Itmii die du?'le Wﬁrf;!'
ﬂk . . N - B sy pun . : QNS 1n Stersograp. i1~

aus der Gesamtheit der (n — k)-Simplexe, die P* sur ersten Fcke haben. “scher Projektion. B Fig. 176.

Zwei duale Sterne haben daher nur den Mittelpunkt gemeinsam, with-
rend zwei nichtduale Sterne o und b»-* tiberhaupt punktfremd sind.
Allgemeiner gilt

Satz VI: Der Durchschniti sweier Sterne oF und b°=% mit den Mittel-
puniten P* und P* besteht aus der Gesamtheit der (k — i)- Simplexe von:
S, die P* zur ersten und P* zur leteten Foke haben. Sie haben also nur
dann einen nicht leeren Durchschnitt, wenn 4 = % ist und wenn der Mittel-
punkt von 5*~% zu o* gehirt. _

Beweis: a) Ist (PLPi+1 . PE-1P¥ ein (}; — 4)-Simplex, so gehort
es einem n-Simplexe (P°... P .. P¥. .. P*) an. Nach Satz V gehort
(P°. .. P¥) zu o* und (P?...P") zu b"—i die gemeinsame Seite
(Prpi+r . PE-1PF) glso zum Durchschnitte von a* und b7-7. :

B) Es ist weiter zu zeigen, daB jedes Simplex des Durchschnitts von a*
und b”~* Seite von einem (k— 1)-Simplexe (P? ... P¥)ist. Ist § = (P*... P?)
ein solches (nicht notwendig (s — r)- dimensionales} gemeinsames Simplex
von a¥ wnd b%~%, so gibt es ein (s— #)-dimensionales Simplex €5—7, das P~
zur ersten und P zur letzten Ecke hat, denn € ist sogar Seite von eitnem.

n-dimensionalen Simplexe. Ferner tfibt es ein Simplex €*~?, das I zu
ersten und P* zur letzten Fcke hat (den_n P gehirt zn o¥) und ein Sim-
plex €% mit P* als erster und P als letzter Heke (denn P gehért zu
b"~7). Die drei Simplexe €77, §*~7, € ~* gind nach Satz IV Seiten eine
{k—7)-Bimplexes mit P* als exster und P* als letzter Fcke.

§ 67. Zellenkomplex.

. Ein k-Stern heiBt eine k- Zelle, wenn sein Auflenrand dieselben Homo-
':Ioglegruppen hat wie eine (h— 1)-Sphire und wenn er fir k> 1 die
“weitere Bedingung erfillt, eine geschlossene Psendomannigfaltigkeit zun
“sgin. Fine 0-Zelle ist ein einzelner Punkt, eine 1-Zelle besteht aus zwei
‘mjt einem Punkte inzidenten Strecken. Fiir zwei Dimensiomen ist der
Aufienrand eine Kreislinie und die 2-Zelle eine Kreisfliche, fiir drei Di-
mensionen ist der AuBenrand eine Kugelfliche und die 3-Zelle eine Voll-
kugel (vgl. Aufgabe:1 von § 89). Fiir vier und mehr Dimensionen lassen
ich micht alle Zellen aufziblen. Es gibt solche, die sich nicht auf eine
;-dimensionale Vollkugel topologisch abbilden lassen. Kin Beispiel hier-
tir ist cin vierdimensionaler Simplexstern, dessen Auflenrand ein drei-
imensionaler Poincaréscher Raum ist.

- Bin Sternkomplex Lieift ein Zellenkomplez, wenn seine simtlichen Sterne

+Da jedes normal unterteilte k-Simplex eine %-Zelle ist, kann man
eden endlichen simplizialen Komplex durch Normalunterteilung zu einem
Zellenkomplex machen. Die Zellen kann man somit als eine Verallgemei-
nerung der Simplexe auffassen: sie spielen in einem Zellenkomplexe die-
selbe Rolle wie die Simplexe in einem simplizialen Komplexe. Warum wir
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ans nicht anf die Betrachtung von Simplexen beschriinken knnen, wird erst
die Untersuchung der Mannigfaltigheiten im néchsten Paragraphen zeigen.

Der AuBlenrand einer %-Zelle o* ist fiir £ > 1 eine (k— 1)- dimensio-
nale orientierbare Psendomannigfaltigheit. Denn die (A —1)-te Ho-
mologiegruppe ist wie bei einer (k— 1)-Sphiire die freie zyklische Gruppe,
was nach § 24 gleichbedeutend mit Orientierbarkeit ist. a* selbst ist dann
nach 8. 91 eine orientierbare berandete Pseudomannigfaltigksit. Man kann
daher ihre /- Simplexe (auf zwei entgegengesetzte Weisen) kohiirent orien-
tieren. Dadurch wird o* zur orientierten k- Zelle, die wir mit a® bezeichnen.
Auch fiir k = 1 ist eine solche kohirente Orientierung der beiden 1-Sim-
‘plexe moglich, aus denen die 1-Zelle besteht. 0-Zellen werden wie 0 - Sim-
plexe orientiert (8. 41). Eine orientierte k-Zelle (£ = () ist hiernach eine

n-dimensionale Mannigfaltigkeiten

Menge orientierter Simplexe, die wir als eine bestimmte %- Kette auffassen
kdnnen, indem wir jedes Simplex mit der Vielfachheit 1 darin auftreten
lassen. Die Randkette einer orientierten Zelie o besteht ans dem kohdrent

orientierten AuBenrand von o® (8. 91). Hiermit ist eine Orientierung aller
(k—1)-Zellen, aus denen sich der Auflenrand einer %-Zelle in einem
Zellenkomplexe zusammensetzt, gegeben; diese Orientierung heifit die von
der orientierten k-Zelle indusierte Ovientierung.

Die Zellen des Zellenkomplexes & denken wir uns von jetzt ab fest
orientiert, indem wir von den beiden entgegengesetzten Méglichkeiten
der Orientierung eine Willkﬁrlich fiir Jede %-Zelle herausgreifen; die so
orientierten Zellen seien af (k=10,1,...,n;2=1, 2, ..., ¢*). Die orien-

tierten Zellen der Dlmensmn k smd untelemander lmear unabhéngige -

Ketten, da keine zwei %-Zellen ein gemeinsames %-Simplex haben.

Unter einer k-Zellenkette eines Zellenkomplexes verstehen wir sin Aggregat

551

A T S S RO

worin die Zellen ¢! als simpliziale Ketten der Normalunterteilung §” von &

aufzufassen sind. Kine Zellenkette ist also eine besondere simpliziale Kette, -
nidmlich eine solche, in der sich die Simplexe gem#B (1) zu Zellen zu-
sammenfassen lassen, Ist eine solche Zusammenfassung maglich, dann nur
auf eine Weise, denn wegen der linearen Unabhingigkeit der %-Zellen
., 9ok durch die Kette eindeutig bestimmt.:

sind die Koeffizienten ¢y, o, . .
Eine Zellenkette heilit geschlossen oder nullhomolog, wenn die sim

pliziale Kette geschlossen bezw. nullhomelog ist. Der Rand einer Zellen-
kette ist wieder eine Zellenkette. Denn der Rand einer einzelnen Zelle a¥+1

ist eine Zellenkette:

£
%3
Raah*t = D'k, al (=124 (2)
=l
Darin ist &£, = + 1, wenn die Orientierung von af die von a}**induzierte
Orientierung ist; ist sie die entgegengesetzte, so ist 55, = — 1, und es ist

5, =0, wenn af tiberhaupt nicht mit ¢f** inzident ist.

Zun Jeder geschlossenen simplizialen k- Kette cines Zellenkomplexes &
gibt es eine homologe Zellenkette. Wir zeigen allgemeiner:

§ 67 Zellenkomplex 235

Satzl: Ist UF eine simpliziale Kette auf einem Zellenkompleze 8% und
Cist R UP eine (I — 1) - dimensionale Zellenkette™), die auch die Kette 0
sein anm, so gibt es eine qu UY homologe Zellenkette.

Beweis: Sei zuniichst 1 =0 und Z° ein 0-Simplex von U® Dann
ist I® entweder selbst schon eine O -Zelle oder Mittelpunkt einer - Zelle,
- auf deren AuBenrande eine offenbar zu E° homologe 0-Zelle liegt. Ts ist
~also jedes O-Simplex homolog einer 0-Zelle und daher jede (- Kette ho-
‘molog einer 0- Zellenkette. — Ist & >0, so betrachten wir die Teilkette V*
“aller k-~Simplexe von U® die mit dem Mittelpunkte P* einer 5 - Zelle a*
inzident sind. Da R2 U* ganz aus (£ — 1}- Zellen hesteht, so kann kein
‘Randsimplex von UF, also anch keines von F* mit P* inzident sein.
P2 7 liegt also auf dem AuBenrande von o™ Es sei nun

a) & =n. Dann ist 7" eine n-Kette auf der Zelle a”, deren Rand auf
" dem AuBenrande von a® liegt, also ist ¥ nach S. 91 ein Vielfaches von
“gn, U™ setzt sich ganz aus n-Zellen zusammen.

b) 0 <k <n. Dann ist RI 7* eine geschlossene (k— 1)-Kette des
Aufenrandes von o” und daher nullhomolog auf dem Aufenrande von a?,
weil der AuBenrand dieselben Homologiegruppen hat wie eine (n— 1)-
* Sphare. (Das gilt anch fiir & = 1, weil der algebraische Wert der 0- Kette
@R2 7* verschwindet, wie immer beim Rande einer 1-Kette.) Es gibt also
auf dem AuBenrande von a® eine Kette ' V* mit dem Rande R2 Tk, V*" V%
st dann eine geschlossene Kette auf a® und daher als Kette auf einem
n-Sterne nullhomolog (8. 68). Ersetzt man alse in U* die Teilkette 7
dareh ' ¥ so erhilt man eine zu I7* homologe Kette, die kein inneres Sim-
plex von g™ mehr enthilt. So verfihrt man mit allen 7-Zellen und ge-
winnt dadurch eine Kette UF ~ U die auf dem von den Zellen der Di-
mension O bis #— 1 gebildeten Teilkomplexe &2~ von & liegt. Ist
h=mn-—1, so ist Uf{ nach a) schon eine Zellenkette. Andernfalls wendet
man das Verfahren b) mnoch einmal auf - an und ersetzt U durch
ine homologe Kette U3, die auf £7-2, dem Teilkomplexe aller 0-, 1- ...,
n—2}-Zellen von 8" liegt. Dieses Verdrangungsverfahren wird so oft
wiederholt, bis man zu einer Kette U} .z~ U* kemmt, die auf dem Teil-
komplexe K% aller Zellen bis zur Dimension % liegt und auf die man die
Sehlufweise a) anwenden kann,

- Damit ist das wichtige Ergebnis gewonnen:

v Satz IL: Die orientierten Zellen eines Zellenkomplexes bilden ein System
von Blocken. Denn die Bedingungen (B51,) bis (B1l,) von § 22 werden von
den Zellen erfillt. Man kann daher die Zellenketten der Berechnung der
Homologlegruppen zugrunde legen, wobei als Inzidenzmatrizen, die aus
n Berandungsrelationen (2) sich ergebenden Matrizen (&};) zu "benutzen
d. Durch diese Inzidenzmatrizen ist der Zellenkomplex (bis auf iso-
morphe) ubngens vollkommen bestimmt, denn ein Sternkomplex ist durch
gabe seiner Sterne und ihrer unmlttelbaren Inzidenzen festgelegt.

*y Fiir k= 0 fallt die Bedingung fiir den Rand, eine Zellenketfe zu sein, natiirkich foxt.
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Wie wir aus den orientierten Simplexen simpliziale Ketien und aus den
nichtorientierten Simplexen simpliziale Ketten mod 2 hilden, so lassen sich
den orientierten Zellen Zellen mod 2 und den Zellenketten Zellenketten mod 2
an die Seite stellen. Eine &-Zelle mod 2 (wofiir wir auch sagen: eine nicht-
orientierte %-Zelle) ist die simpliziale %-Kette mod 2, die von allen nicht-
orientierten %- Simplexen der Zelle gebildet wird. Fine k-Zellenkette mod 2
ist eine lineare Kombination von £-Zellen mod 2, deren Koeffizienten Rest-
Klassen mod 2, also 0 oder 1 sind. Die Sitze fiber Zellenketten tibertragen
sich in der gleichen Weise wie bei den simplizialen Ketten auf Zellen-
ketten mod 2. Man hat nur in allen Relationen den Koeffizientenbereich
der ganzen Zahlen durch den der Restklassen mod 2 zu ersetzen. — Die
Zellen mod 2 bilden ein Blocksystere mod 2.

§ 68. Mannigfaltigkeiten.

In zwei und drei Dimensionen haben wir als eine Mannigfaltigheit einen
homogenen Komplex definiert, das ist ein solcher Komplex, in
dem jeder Punkt eine dem Inmern einer zwei- bezw. dreidimensionalen
Volikugel homéomorphe Umgebung besitzt. Fiir mehr als drei Dimen-
sionen ist beim heutigen Stande der Topologie diese Definition deshalb
unzweckmifig, weil sie sich nicht kombinatorisch erfassen Iifit. Man hat
kein Verfahren, um von einem durch sein Schema gegebenen simplizialen
Komplexe von mehr als drei Dimensionen zu entscheiden, ob er homogen
-ist oder nieht. Xs ist nimlich unbekannt, ob man ans der Homogenitat
eines n- dimensionalen Komplexes & folgern darf, daff der (» — 1)- dimen-
sionale Umgebungskomplex einer Heke einer simplizialen Zerlegung ho-
mdomorph der (» — 1)-Sphire ist. Aber auch wemn das der Fall wire, so
bliebe immer noch die Frage zu entscheiden, ob ein vorgelegter (»—1)-
dimensionaler simplizialer Komplex eine (»--1)-Sphire ist oder nicht.
Dieses ,Sphirenproblem® ist {tir mehr als zwei Dimensionen ungeldst.
Nun kann man aber eine grofe Reihe von Sdtzen, die von Homologie-
eigenschaften (und nicht Homotopmelgenschaften) homogener KOm—
plexe handeln, beweisen, ohme die Homogenitat?des Komplexes voll aus-

gunutzen. Diese Sifze gelten unverdindert fiir einen belisbigen Komplex,
wenn er sich nur in der Umgebung eines jeden Punktes beziiglich seiner
“Homologieeigenschaften wie ein homogener Komplex verhilt. Es geniigt
zu verlangen, daB die Homologiegruppern in jedem Punkte dieselben sind
wie die der (s — 1)-dimensionalen Sphére.

Dementsprechend definieren -wir: Hine (geschlossene) - d@mmswnrzle
Mannigfoltigheit ™ (n>0) ist ein susammenhimgender endlicher n- di-
mensionaler Komplex, der in jedem Punkie dieselben Homologiegruppen
hat wie die (n — 1)~ dimensionale Sphdre®®

Die nullte und (-— 1)-te Homologiegruppe in einem Punkte sind also
freie zyklische Gruppen, alle fibrigen bestehen aus dem Nullelemente allein,
ausgenommen fiirn=1;in diesem Ausnabmefalle ist die nullte Homologle—
gruppe die freie Gruppe vou zwei Erzeugenden.

Wie bei den Flichen kann man auber den hier allein za behandelnden
- géschlossenen Mannigfaltigkeiten noch berandete sowie unendliche Mannig-
- faltigkeiten betrachten®! Die geschlossenen Mannigfaltigkeiten sind end-
© liche unberandete Mannigfaltigkeiten.

-

Satz I: Alle susammenhingenden endlichen homogenen Komplexe sind
Mannigfoltigheiten. Dies folgt aus § 33 Satz IL

Insbesondere sind also die im VI. und IX. Kapitel betrachteten zwei-
- und dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten Mannigfaltigkeiten ira Sinne der
- Definition, ebenso die »-Sphiire € und der %-dimensionale projektive
- Raum f" fiir »n>0. Es gibt eine einzige eindimensionale Mannigfaltig-
 keit; sie ist hom&omorph der Kreislinie. Da nimlich die nullte Homologie-
- gruppe in einer Ecke eines simplizialen eindimensionalen Komplexes ebenso
~viele freie Frzeogende hat wie 1-Bimplexe von der Eeke ausgehen und
die nullte Homologiegruppe die freie Gruppe von zwei Erzeugenden sein
soll, so miissen mit jeder Ecke genau zwei 1-Simplexe inzident sein. Wir
lassen den trivialen Fall n == 1 hinfort aufer Betracht.

~ Ist ein Komplex & mit einer simplizialen Zerlegung vorgelegt, so kann
man, immer entscheiden, ob er eine Mammigfaltigheit ist oder nicht. Da
die ¢-te Homologiegruppe in allen mittleren Punkten eines %-Simplexes
dieselbe ist, s0 braucht man nur fiir die Mittelpunkte aller %-Simplexe,
algo fiir die Fecken der Normalunterteilung voun & die Homologiegruppen
nachzupriifen.

Wir zeigen jetzt: L Jede Mannigfaltigkeit 0™ ist ein reiner Komplex,
d. h.in einer beliebigen simplizialen Zerlegung ist ein %-Simplex (k < »)
mit wenigstens einem #n-Simplexe inzident. Denn andernfalls wiirde in
eéinem mittleren Punkte dieses %-Simplexes die (» -— 1}-te Homologie-
gruppe nicht die freie zyklische Gruppe sein, sondern auns dem Null-
blemente bestehen. '

IL Jedes (n - 1)-Simplex ist genau mit zwei »-Simplexen
inzident Wiren es nimlich » == 2, so wire die (» — 1)-te Homologie-
gruppe in einem mittleren Punlkte des (# — 1)- Simplexes die freie abelsche
Gruppe von »— 1 == 1 Erzeugenden (§ 32, 2. Beispiel).

Hieraus folgt, daB auch der Umgebungskomplex U"~* einer Ecke P,
also der Aufienrand des Simplexsternes mit dem Mittelpunkte P ein reiner
{n — 1)-dimensionaler Komplex ist, in dem jedes (» — 2)-Simplex mit
genau zwei (n — 1)-Simplexen inzident ist. Da ferner - die Homo-
logiegruppen der (5 — 1)-Sphiire hat, so ist die (» — 1)-te Zusammenhangs-
zahl von U —1 g7~ =1. Alsoistder Umwebungskomplex Ar—2eine (n—1)-
mensionale Pseudomanmgfaltlgkelt (vgl 8. 89). — Hieraus folgt weiter:
L In einer Mannigfaltigheit R™ kann man je zwei n-Simplexe
rch eine Reihe von sukzessiv inzidenten Simplexen der Dimension #
und n—~1 verbinden Angenommen, der Satz sei falsch. Dann kann
man M in zwei Teilkomplexe zerlegen, die einen hdchstens (» — 2)-di-
mensionalen Komplex §* zum Durchschnitt haben. Als den einen Teil
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wiihle man alle »-Simplexe, die sich mit einem bestimmten auf die an Wi zerlegen 7%+ in die Summe
gegebene Art verbinden lassen, als zweiten Teilkomplex alle tibrige

Vit2 o Vit Vit (5)
n-Simplexe. Auf dem Umgebungskomplex %"~ einer Kcke von §* er | wobei unter Vi+? die Gesamtheit dex Simplexe von ¥¢+2 verstanden wird,
scheinen dann die beiden Teilkomplexe als zwei (n — 1)-dimensionale . v

ie mit dem Mittelpunkt. Stf+ tinzident sind. Dann ist wegen (5) und (4
Teillkomplexe, deren Durchsehmitt entweder leer oder hchstens (n—3) Jox Com AT punite von B T inzident sin gen () und (4)

dimensional ist. Man kénnte also auf %"~ nicht je zwei (» — 1)-8im RIVI+? = RV — RRVEH2 = Uj+3 — U+ — B2 Vite ()
plexe durch eine Reihe verbinden, was im Widerspruch zu der Tatsach Die linke Seite von (6) gehdrt zu Sti+1, ebenso die Kette I/i*1 der
steht, daB A"~ eine Preudomannigfaltigheit ist. echten Seite, also muf auch dic Kette Ui+1+ R3Vi+? = [+l zu
Da die hie_rmit nachgewiesenen.Eigenschaften L bis TIL mit .den de- Bth+1 gehﬁre;a. Da sie anderseits, wie der Index 2 andeutet, zu Stk+1
ﬁmerenflen ]i.hge?nschaften (PMy) bis (PMy) der Pseudomannigfaltigkeiten | ehort, liegt sie auf A% Aus (6) folgt Ui+ — *+1 ~ 0, Ji+1 und Ui+
(§ 24) tibereinstimmen, so steht fest: aben daher denselben Rand U%. Damit ist zu der vorgegebenen Kette U
Satz I: Jede Mannigfaltigheit ist eine Pseudomannigfaltighest. ine auf A* liegende Kette U+ konstruiert, die {/* zum Rande hat, und
) Die frither fiir Pseudomannigfaltigkeiten ezeigh, dall die Homologiegruppen der Dimension 1 bis %k — 1 von U*
ausgesprochenen Sitze gelten daher auch | nur aus dem Nullelemente bestehen, wihrend die nullte Homologiegruppe
tir Mannigfaltigkeiten, insbesondere kann | die freie zyklische Gruppe ist. — Sei IL ¢ = k. Da die (£ + 1)-te Homo-
man die Mannigfaltigheiten in orientier- ogiegruppe von BF*! die freie zyklische Gruppe ist, so gibt es eine
bare und nichtorientierbare einteilen. Kette B**1, von der jede geschlossene (% -+ 1)-Kette ein Vielfaches ist.
Tm weitere Eigenschaften der Mannig— Insbesondere gilt dies von der Kette (3):
faltigkeiten zu gewinnen, beweisen wir den Uk+1 _ [h+1 gy BE+1
Hilfssatz: Besteht ein Komplex e+l : ’
(£ = 0) aus swei Simplesternen Sth+1 ypd
Sth+t mit gemeinsamem AuBenronde U
wnd sind die Homologiegruppen von B+t
digjenigen der (k + 1)-Sphiire, so sind die
vom W* gleich denen der k-Sphire. Die
Fig. 117 erldutert den Fall % = 1. :
Beweis: U! sei ecine geschlossens:
i-Kette*) auf %* 0<i<k Fir i= 0
nehmen wir noch an, daf U¥ den algebrai-
schen Wert O hat. In der Figur besteht U¢ aus zwei Punkten mit den’
Vielfachheiten + 1 und — 1. Damm ist U¥~0 in Sth+! und chenso n’
©tf** nach 3. 68. Hs gibt also Ketten [7i+! und Uit in @th+1 und:
StE+1 mit '

BE+1 1ibt sich eindeutig in zwei Ketten BY *1und B% -+ zerlegen, die zu
¥+ Tund &tf +* gehiven. Dann folgt UF+1—m BE+1, also T = R2 Uk+t
mPIBY L U* ist also das m-fache der geschlossenen Kette R BE+1
-h. die %-te Homologiegruppe von U* ist die freie zyklische Gruppe.
- Nun folgt der wichtige
Batz I: Ist P eine Ecke in einer simplizicl zerlegten Mannigfaliig-
LN, so dst der AuwBenrand Ur—1 des Simplexsternes St* wm P eine
4 — 1)-dimensionale Mannigfaltigheit; (n = 2).
‘Beweis: I %1 ist zusammenhingend, endlich und {(n — 1)-dimen-
onal. Denn A»—* ist eine (» — 1)-dimensionale Psendomannigfaltigkeit.
L. Um zu zeigen, daB A"~ in jedem Punkte 4 die Homologisgruppen der
n—2)-Sphire hat, denken wir alle nicht zu St~ gehbrigen Bimplexe von
# fortgelassen und nehmen an, daf 4 Ecke der simplizialen Zerlegung
on &t* ist. Das ist keine Einschrinkung, da man %*-1 so unterteilen
ann, da 4 zur Ecke wird und man diese Unterteilung von %*~? durch
rojektion von P aus zu einer Unterteilung von &t» vervollstandigen kann.
{21 hezeichne den Simplexstern anf %*~* mit dem Mittelpunkte 4, und
"~2 'seinen AuBenrand (Fig. 118). Ein die Strecke (PA) enthaltendes
-Simplex hat dann die Ecken P, 4, 4,, 4,, .. oy An_g, wenn

(dody - .. 4,_y)

in (n — 2)-Simplex vou U"~2 ist. Wir zerlegen das n-Simplex mit Be-
utzung des Mittelpunktes ¢ von (PA4) in die beiden »-Simplexe

(PQdody. .. 4, ) wnd (AQAgdy. .. 4, )

R Ui+ = 7, (1

R Ui+t = [, (2).
Die Kette :
Uli+ 1__ Ug+1 (3
ist also geschlossen. — Hs sei nun I ¢ < %. Dann ist die Kette (3) mul
homolog auf B*+1, da ihre Dimension i -+1 >0 und < k- 1 ist un
B+t die Homologiegruppen der (% + 1)-Sphire hat. Es sei demgemif’

g{a Vi+2 — DT;Z-FI___ U;::J‘_]- (4:

*) Alle Ketten in diesem Beweise werden als nichtsingutir (d. h. als simplizia
vorawdgesetat. — Den trivialen Fall = 0 konnen wir im Beweise ibergehen.
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sionen, da es dreidimensionale Mannigfaltigkeiten, die Poincardschen Riume,
gibt, die dieselben Homologiegruppen wie die 3-Sphare haben und doch
nicht wit ihr iibereinstimmen. Tatsichlich gibt es vierdimensionale nicht-
komogene Mannigfaltigkeiten. Beispiel ist ein Komplex &, der aus zwei
Simplexsternen &t} und St} mit gemeinsamem Aufenrand besteht dieser
Aufenrand sei der spha.nsche Dodekaederraum. Alle Punkte bis auf die
Mittelpunkte P; und P, von &t} und &t} haben die 3-Sphére zum Um-
:gebungskomplexe Aber auch in P; und P, sind die Homologiegruppen die-
jenigen der 3-Sphire; denn. fiir P; und P, ist der sphirische Dodekaeder-
maum  Umgebungskomplex, dessen Homologiegruppen mit denen der
5-Bphiire iibereinstimmen (8. 217). &* ist somit eine Mannigfaltigkeit.
‘Sie ist aber nicht homogen. Die Punkte P; und P, haben keine Um-
gebungen, die dem Innern der Vollkugel homdomorph wiren, da die
Fundamentalgruppe in P; und ebenso in P, nach 8. 218 die bindre
‘Tkosaedergruppe ist und nicht aus dem Einselement besteht.

Nachdem wir uns fber den Umfang unseres Mannigfaltigheitsbegriffs
‘imterrichtet haben, gehen wir zur wichtigsten Kigenschaft der Mannig-
faltigkeiten tiber, das ist die Ewistenz dualer Zellteilungen. Wir machen
“¢ine vorgegebene Mannigfaltigkeit * durch simpliziale Zerlegung und
‘geeignete Zusammenfassung der Simplexe zu Sternen zu einem Stern-
‘komplexe. Z. B. erhéilt man eine solche Sternteilung durch Normalunter-
‘teilung einer beliebigen simplizialen Zerlegung von M~ (8. 229). Dann
gilt: Jede Sternteilung auf einer Manmigfaltigheit I~ dst zugleich eine
Zellteilung. '
.- Beweis: Zunichst sind alle n-Sterne Zellen, denn der AunBenrand
‘eines n-Sternes ist nach 8. 237 eine Psendomannigfaltigkeit, und er hat
“die Homologiegruppen einer {(n — 1)-Sphére, da die Homologiegruppen
seinem Mittelpunkte die der (» — 1)-Sphire sind. Nach demselben
‘Schlusse sind die (n — 1)-Sterne einer (n — 1)-dimensionalen Mannig-
Aaltigkeit Zellen, insbesondere also die (» — 1)-Sterne, aus denen der
‘AuBenrand einer n-Zelle von N besteht, denn dieser AuBenrand ist nach
:Batz ITT eine (n — 1)—dimensionale Mannigfaltigkeit. Da jeder (2 — 1)-
_Stern mit wenigstens einem n-Sterne inzident ist — denn eine Mannig-
faltigkeit ist ein reiner Komplex —, so sind alle (n — 1)-Sterne Zellen.
8o schlieBt man weiter bis herab zu den O-Sternen, Wormt der Satz be-
viesen ist. .
- Mit jeder Sternteilung ist daher auch die duale Sternteilung eine Zell-
teilung, jede Mannigfaltigheit lift daher duale Zellteilungen zu. — Wir
‘bezeichnen im folgenden

eine vorgelegte Zellteilung von IN* mit M7,

die duale mit IN? und

die gemeinsame Normalunterteﬂung mit M

die orientierten Zellen von M2 werden af, die dualen Zellen von ) o
“pr—k, der gemeinsame Mlttelpunkt von of und #2—%* wird P genannt
k=0, l,...,-n,x=1,2, vy OF)

Beifert-Threliall, Topologie 16

und tun das gleiche mit allen #ibrigen mit (P4} inzidenten n-Simplexen-
von &t*. Durch diese Unterteilung von &t wird ¢ zur Ecke, und der.
AuBenrand $"~1 des Simplexsternes mit dem Mitbelpunkte @ setzt sich:
aus zwei Teilen zu-
gammen: der Gesamt-
heit der (n— 1)-Sim-
plexe (PA4gA;... 4. _5)
und der (n— 1)-Sim-
plexe (A A4, ... 4,_s),
wenn fiir 4y, 4,, ...,
A,._s alle Feken von
{(n — 2)-Simplexen von’
=2 eingesetzt werden.
D. h. der Umgebungs-
komplex von € besteht
aus zwei Simplexster-.
nen mit gemeinsamem:
AuBenrand A2 Nun
sind die Homologiegrup-:
pen des Umgebungskom-
plexes B~ von @ nach
Definition der Mannig-
faltigkeit gleich denen der (» — 1)-Sphire. Nach dem Hilfssatze sind dann:
die Homologiegrappen von A*—2, d. h. diejenigen des Aubenrandes ¥"—!
im Punkte 4 gleich denen der (n — 2)-Sphiire, was zu beweisen war.

Wir haben gesehen, daB jeder zusammenhingende endliche homogene
Komplex eine Mannigfaltigkeit ist. Wir kbnnen jetzt uragekehrt zeigen::

Satz IV: Fir n=1,2,3 und nur fiir diese Dimensionen ist jede
geschlossene Mannigfaltigheit homogen.

Die einzige eindimensionale Mannigfaltigkeit, die Kreislinie, ist offenbar
homogen. — Ist P ein Punkt einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit, so
fiihre man eine simpliziale Zerlegung mit P als Feke aus; nach Satz ITist der
Umgebungskomplex von P eine eindimensionale Mannigfaltigheit, also ho-
momorph der Kreislinie, daher der Simplexstern mit dem Mittelpunkte P.
hombomorph der Kreisscheibe. Fiir zwei Dimensionen ist also eine geschlos-
sene Mannigfaltigkeit ein endlicher, zusammenhingender, homogener Kom-
plex, also dasselbe wie eine geschlossene Fliche (8. 141); die gesehlossenen’
Flachen haben wir im sechsten Kapitel vollstindig klassifiziert. — In einer
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit I° ist der Umgebungskomplex eines
Punktes eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit, die dieselben Homologie-
gruppen hat wie die 2-Sphire. Nach dem Fundamentalsatz der Fléchentopo-
logie ist die 2-Sphire die einzige gesehlossene Fliche mit dieser Eigenschaft.
Der Simplexstern um einen Punkt von I ist also hom&omorph der Voll-
kugel, d. h. M3 ist homogen, also ein Komplex, wie wir ihn in Kap. X
betrachtet haben. — Die Schiufiweise versagt fiir mehr als drei Dlmen—

Tig. 118,
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© wie zuvor. Nun kann man, indem man 'E* wieder durch ein benachbartes
Simplex von of ersetzt und so fortfahrt, zu jedem beliebigen Simplexe
von a¥ ﬂelanoren, denn der Auflenrand von % ist eine Pseudomannig-
'faltlgkelt Tmmer bleibt die Schnittzahl erhalten. Die gleiche Ubkrlegung
- kann man mit der Zelle 57— anstellen.

Dagegen kebrt sich die Schnittzahl offenbar um, wenn man die Orien-
tHerung von ef oder von 07—% oder von I umkehrt.

Ist & =0, so besteht a?‘ aus einer Heke PP, die zugleich } ’\Ilttelpunkt
der dualen n-Zelle 3% ist. Dapn ist

E0=E£(PY wmd Er=q(POP... P,

Nimmt man noch an, dad «° mit dem Vorzeichen -+ 1 orientiert ist, so
it E =1 und

§6() Pomcarescher Dualitiitssatz.

Eme Mannigfaltigheit I* sei mlt zwei festen dualen Zelltsilungen M
und M} vorgegeben. Sie sel orientierbar und fest orientiert, d. h
die n-Simplexe der Normalunterteilung I seien auf eine der beiden ent
gegengesetzten Weisen kohéirent orientiert. Sind of und 37—% orientierte
duale Zellen, so definieren wir die Schnittzahl &'(ak, b2~%) durch folgende

Regel: Man greift: aus der Nonnalunterteﬂung von ¢f ein k-Simplex

r:_': - . . '_ E;c_ (Pﬂ pPr . Pr )

heraus dessen Onentlerung durch-die von af gegeben ist, ebenso aus der
\Tqrmalunterteﬂung von b%—% ein (n—Fk)- Simplex

Er— k'—’ﬁ(.Pk.Pr‘H'l L _Pn)
Er =¢(PYPY ... P, P7)

ist ein n-Simplex (mach § 66 Satz ITI), dessen Vorzeichen ¢ durch die
Orientierung von Mi» festgelegt ist. Dann ist die Schuittzahl of'(ak, 52—#)

als das Produkt
| oF(ak, Bi=F) =Eqf (1)

definiert®; sie hat somit immer den Wert £+ 1. InFig. 119 ist n =2, k=1,
=1, 5 =§=—1. Fiir die Definition ist es gleichgiiltig, ob man die Ecken
von K* und £"~* nach wachsenden oberen Indizes anordnet, wenn nur P*
in £* an letzter, in E"~F an erster Stelle steht und die Eckenreihenfolge
in E™ die gleiche ist wie in % und E*—* Denn vertauscht man in E"’c
zwei Bcken (3= P*), so kehren sich §
und § wm, wihrend n erhalten bleibt,
und Entsprechendes gilt, wenn man
zwel Ecken von FE*—* vertauscht. —
Die Definition ist unabhingig von der
Auswahl der Simplexe E? und FEr—*
“aus den Normalunterteilungen der Zel-
len ab bezw. 12~%. Ersetzt man ném-
lich E* durch ein Slmplex ‘% das mit
F’“ alle Ecken bis anf eine, etwa P° gemeinsam hat, die in ’P° iiber-
gehen mag, so ist "EF=_— E("PVP1 . P¥). Denn E* und ‘B indu-

of{al, b)) =nf=-+1 oder —1,

je nachdem die Orientierung von 5% mit der Orientierung von JR* iber-
einstimmt oder nicht. Man kénnte damu die Schuittzahl auch die [her-
deckungszahl des Punktes P° durch die Zelle b7 nennen.

Bei Vertauschung der beiden dualen Zellen &ndert dle Schnittzahl niter
Umstanden ihr Vorzeichen. Eg gilt

S, 1) = (1P, @B @
'.'B ewéis: Es ist

Ex =E(POP' ... PF)=E(—1%(PrPY, . . Pe-1)

Erek e (PP PR = g(— 1)n-k(Perl . Pn PR '

En =¢g(POPr ... Pe-) PR pert Py _

_ — g(_ 1)k+(nmk) (k—f—l)(Pk-HI . _Pn Pfc PO . _Pk—1>' S
ﬂa.ch der angegebenen Regel ist nun of (b2—%, o} das Produkt der auf
‘den rechten Seiten der drei letzten Gleichungen stehenden Vorzeichen:
Sy, af) = Egf(— 1P

= (= T (e, 1),

.Wé.s zu heweisen war. - w
. Wir betrachten jetzt neben of und,. $*
.bﬂ—k zwei mit diesen Zellen inpidents
duale Zellen ak =1 und pr—EeL die wir
orientieren, dab man hat (Flg 120)

Rt = ab—14 - -, (3)
5{3 p—E+1 bf_k R (4_) Fig. 120
eien P* und P*-* die Mittelpunkte von af und af—1, ferner
Er=E(POP. .. P¥

Fig. 119

in der g‘e,meinsamen {(k-—1)-dimensionalen Seite entgegengesetste Orien-
tierungen. An Stelle von E= tritt dann

‘Er=—f(POPL ... Pr. . P,

dessen Vorzeichen ebenfalls richtig angegeben ist, da £ und 'E” in dem

gemeinsamen (n—1)- Sxmplexe entgegengesetzte Orientierungen induzieren.
Als Schmttzahl ergibt sich somit

(- Bn(— = g

16%
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oder dab die Berandungsrelationen gelten (den Index @ bezw. @ von &#—1
‘dtirfen wir jetzt wieder fortlassen):

b1
Roak MZE’“—laﬁ‘*l

==l

ein orientiertes Simplex aus af,
Er-b+lm g (PR-1PF . P
ein solches aus 57— #+1 5o ist
FF3t = §(— DR(POPY .. PE-1)
ein Simplex aus ¢~ und
Ern—k = g (PE PE+1 | P®)
ein solches aus b2 % Tst endlich die Orientierung von IM* wieder durch _E
Er=¢{PoPr. . . P
gegeben, so ist nach der angegebenen Regel
Flaf, y=F) = Ent
a1, br=b) = (- 1pene,
Flaf, by F) = (— L el 0i ). (5)

Nimmt man jetzt allgemeiner an, daf die Orientierung der Zellen a®—*
und b7—%+1 nicht durch die Gleichungen (3) und (4) festgelegt, sondern
beliebig vorgegeben sind, so treten an Stelle der Gleichungen (3) und (4)
die Gleichungen

Raak = @gE—lgh—lg . gaFlb (6)
RN b?——{’c-'rl = (b)é‘:’{_'k bg——fc+ eee = 55:—1_}_ . (7)
Flaf, bp=F) = go(— LFd (#—, Brmreh). (&)

Denn dorch Umorientierung von af—* oder b7 —*+* kehrt sieh das Vor-
zeichen der rechten Seite von (5) um.

Wir denken uns jetzt die Zellen of (k=0,1,.. ,n;2=1,2,...,a¥)
beliebig orientiert, die Zellen 57—% der dualen Teilung aber so, dafi alle
Schnittzahlen '

of(ak, br—%)y =1

werden. Daraus folgt nach (8) go(— 1= 1 oder

9 = {—1)*a. )
Nun ist ¢ nichts anderes als der Koeffizient (“’é¥ ~* der Inzidenzmatrix E}—
der Zellteilung M* und ¢ der Koeffizient )% ~% der Inzidenzmatrix Er—F#
der Zellteilung SJE”' Gleichung (9) besagt daher, daff EE—1 gleich (— 1)1‘
mal der transpomerten Inz1denzma.tr1x Er—F igt®):

— EX=1= (— DFEp-, (10}

* Fine Matrix wird transponiert, indem Zeilen und Spalten veriaunscht werden,
oder, was dasselbe besagt, indem sie an der Hauptdiagonale gespiegelt wird. Das
Transponieren wird durch einen Balken bezeichnet, der in Richtung der Haupt-

& (11)
e A AL

‘Das Ergebnis ist der

Satz I: Orientiert man die Zellen der dualen Zellteilung MM einer ge-
gebenen Zellteillung T so, dafy die Schnittzahl jeder Zelle von IN% mit
der dualen Zelle von P (in dieser Reihenfolge!) =1 ist, so ist die Inzé—
enematriz EE—1 von SN2 gleich (— 1}F mal der transpowierten Insidene-
and atriz EP—* von Wr.

also

- Zum Poincaréschen Dualititssatze gelangt man, wenn man die Homo-
“logiegruppen von IN* einmal aus der Zelltellung gR=, das andere Mal
us der Zellteilung IM* berechnet und die Matnzenglewhuncr (10) an-
‘wendet. Es ist die k- te Bettische Zahl

Pr=of —pb—pE—t= gl —ph—ph= =01,
arin bezeichnet «* die Anzahl der k- Zellen von IR%, % den Rang von EE,
cund es ist P2 = y” == 0 (§ 22); entsprechende Bedeutung haben die mit
em Index b versehenen Zahlen. Nun ist of = ¢ —%, weil es zu jeder
-Zelle genan eine duale (n—k)-Zelle gibt. Ferner ist wegen (10}
yE—l==yn—k  Daher
_pk'“' aﬂ—— _— ?n—-kml_ ?zb-—k_-pn—k

"Dle Torsionskoeffizienten der Dimension % sind einmal die von 1
verschiedenen invarianten Fa.ktoren von E%, andererseits nach (10) die-

Dann ist

enigen von Ef = (— 1)~ ?“E”'“’f— , sie stimmen also mit den Torsions-
oeffizienten der Dimension » — k — 1 tdberein. Daher gilt der

"Satz II (Poincaréscher Dualititssatz): Die k-te Bettische Zahl ciner
vientierbaren geschlossenen Manmigfoltighest stimmi mit der (n—k)-fen
iberein (k="0, 1, ..., n); die Torsionskoeffizienten der Dimension k sind
leich denen der Dimension n—F— 1 k=0,1,....n—1).

- Daraus folgt insbesondere die uns schon bekan_ute Tatsache, dab es
orsionskoeffizienten der Dimension n—1 in einer orientierbaren ge-
chiossenen Mannigfaltigkeit nicht gibt. Denn os gibt kemen Torsmns-
effizienten der Dimension 0 (8. 65) e el
“ Der Dualititssatz beruht wesentlich auf der Orlentlerbarkmt der Manmg—
altigkeit. Denn fitr nichtorientierbare Mannigfaltigkeiten ist die Matrizen-
[eichung (10) durch keine Orientierung der »-Zellen zu erzielen, weil E?
len Rang «f— 1 und E?—* den Rang o = of hat (§ 24).

Auch fiir die nichtorientierbaren Mannigfaltigkeiten kann man einen

diagonale iiber die Matrix gesetzt wird: &. Dualititssatz aufstellen, der sich noch einfacher ableiten 1a5t, da man anf
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" Damit ist die Schnittzahl zweier Ketten als eine Bilinearform der beiden
-~ die Ketten reprisentierenden Vektoren dargestellt. '

Durch die feste Orientierung von IR* 1st in allen n-Zellen von M} eine
bestimmte Orientierung festgelegt. Die Summe aller so onentlerten - Zellen
heifle M. Setzt man dann in Formel (1) k=0 und Br~*= - M, 56 folgt _
nach 8. 243 Die Schwittzahl einer Kette A® mit der orientierenden Kettc
My der Monmigfaltigheit ist gleich dem olgelbraischen - Werte von 4°.
Offenbar gelten die Rechenregeln ‘ :
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Orientierung der Zellen keine Riicksicht zu nehmen braucht:  Zwischen
den Inzidenzmatrizen EX—! und EP—* besteht dann zwar nicht: die Glei-
chung (10}, wohl aber die Kongruenz

Ei-l= E‘ﬁ"‘k (mod 2).

ilurch das Yorzeichen. Mit anderen Worten: Die Inzidenzmatrizen mod 2
E*~? und EP~% gehen durch Vertauschen von Zeilen mit Spalten in-

emander uber und haben daher demselben Rang 0%—! = d%—%_. Die k-te : S (Ak 4 AE, Br-F) = of (4%, Br—F) + of (4E, Br-F) (2)
Zusammenhangszahl ist folglich. nach Formel (8) von § 23 und ' : ' Y o

Sl Bh) = (RS L)

nach Formel (2) von 8. 243.
Auch die Formel (5) von § €9:

F(ak, br—F) = (— 1 f (ab—2, hr=k+1)

1aBt sich von zwei dualen Zellen auf beliebige Ketten der Dimension &
und 5 — & tberiragen. Bedenkt man nimlich, daB alle Randzellen von
pr—k+1 bis auf b7 —% punktfremd zu af sind, so kann man auf der linken
Seite dieser Formel br—% durch M2 bn k+1 ersetzen und entspiechend
auf der rechten Seite Ra af fir af—? schreiben. So erhilt man

o (ak, P2 br—k+1) = (— 1F F (R2 af, br—F+7). (4)

'Dlese Formel ist zunichst nnter der Voraussetzung bewiesen worden, daf
die zu pr—¥+1 duale Zelle af—1 inzident mit e® ist. Sie gilt aber auch
“Wenn dies nicht der Fall ist. Denn alsdann sind beide Se1ten 0. Die hnke
Seite ist nimlich nur dann = 0, wenn im Rande von d*—#+1 die zu af
‘duale Zelle b»—% auftritt, wenn also pr--k+1 und bp—*k and damit auch
‘die dualen Zellen ab—1 und. ak mmdent sind. Ebenso ist die rechte Seite
‘nar dann == 0, wenn im Rande von ok die zu b»—*+1t duale, Zelle a¥—1
‘anftritt. Die Formel (4) gilt daher fir zwei behebwe Zellen af wnd
=k +1 und damit gilt fir zwei beliebige Zellenketten A* und Bkt
_auf den dua.len Zelltellungen Mer und 93?” nach (2) die Formel - .
of (A%, E&a B+l = (— 1 (Ra 45, Br-F+1) (5)
 Von dieser wichtigen Formel machen wir sogleich eine Anwendung Wenn
‘inshesondere AF gesahlossen also R2 A* =0 ist, so ist die rechte Seite
von (5) gleich 0, und auf der linken Seite ist A3 Br-F+1 eine beheb1ge
ullhomologe (n-—k} -Kette. Man hat also den
:Satz 1: Fine nullhomologe Zellenkette der Dimension n— k, B =%
at mit jeder geschlossenen k- Kette A% der dualen Zellte@l@mg die Schmtf—
anl 0.

‘Der Satz gilt sogar, wenn B~ % =0 (nur dlﬂsmns-nullhomolog) ist.

qk""‘ak—“‘d‘] a‘l—-l_ak 55,_676——1
—_ az-—-i;w agmk—i__ a‘z«:—k: qn-—lc_ :
Daher gilt der ' :
Satz 11 (Dualititssatz mod 2): Fiir eine orientierbare oder nichi-

orientierbare geschlossene Mamnigfaltigheit ist die k-te Zusammenhmgs—
sahl gleich der (n— k)-ten. Hieraus folgt nach 8. 87 (12) '

Satz IV: Die Eule: sche Charakteristik einer Manmgfalzf@gkezt ungerader
Dimension ist N =

§ 70. Schnittzahlen von Zellenkeﬁén

Der topologische Tnhalt des soeben formal ans den Inzidenzmatrizen
abgeleiteten. Dualititssatzes stellt sich erst heraus, wenn man von den
Bettischen Zahlen zu Bettischen Basen iibergeht und nach-

- weist, daB auch diese Basen der Dimension ¥ und #»—F% in einem Dua-
litdbsverhiltnis stehen. Zu dem Zweeke miissen wir fiiv zwel Zellen-
ketten die Schnittzahl definieren und sie zur Konstruktion dualer
Bettischer Basen bemafzen (§ 71). -

Ax = E o Eak ot Epaly,
Bn k—”'ﬁlb% k+ngbgmk+"'+nak6n-f:k

1

seien zwei Ketten auf dualen Zellteilungen. Da'e?—% = ok, etwa = o® ist,
so laufen in beiden Ketten die Indizes von 1 bis zu dem gemeinsamen
‘Werte o*. Die beiden Ketten haben héchstens endlich viele Punkte ge-
meinsam, denn eine Zelle a¥ ist punktfremd zu jeder Zelle b7%, ausge-
nommen zur dualen Zelle b7~%, mit der af den Mittelpunkt gemeinsam
hat. Fir zwei duale Zellen wurde die Schnittzahl am Axnfang des vorigen
Paragraphen definiert. Fiir zwei nicht zueinander duale Zellen der dualen
Teilungen erklaren wir als Schnitizahl die Zahl 0. Die Schnittzahl der
Ketten 4* und B*~* ist dann die Summe der Schnittzahlen der emzelnen
+ Zellen; genauer ist k
oF

st 3 =3 Srn et 1o =Fn S 1 04 R
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also

§ 71. Duale Basen.

o (4%, ¢ Bo-F) == g of (A%, Br-¥).
Die linke Seite ist == 0 mach Satz I, also auch die rechte; d.h. wegen
¢ = 0, es ist of’ (A%, BrF) == 0, Da.raus folgt weiter der

Satz II: Sind A¥ = A* und Br~F ='B"~% geschlossene Ketten auf
dualen Teilungen, so ist

QP(AkJ Bn—k)‘: QP('AE'::’ an_rc‘),

Es seien zwei Reihen von ,,Variabeln® oder , Unbestimmten®
Ziy Bay ooy B vd thy Y20 U

‘gegeben, die durch die beiden ganzzahligen unimodularen linearen Trans-
~formationen
Xy = oy Ty f e Ty 00 Cpon T

d. h. die Schnittzahl 2weier geschlossener Ketten indert sich nicht, wenn
man jede Kette durch eine divisionshomologe derselben Teilung ersetst.

Als Beispiel befrachten wir eine Zellteilung M2 der Ringfliche in 4 Qua-
drate, nimlich die stark ausgezogenen Quadrate der Fig. 121, in der Gegenseiten
des grofen Quadrates zu identifizieren sind. Die duale Zellteilung 2 besteht dann eben-
falls auns 4 Quadraten, die ir dex Figur gestrichelt sind. Die gemeinsame Normalunter-
teilung 9f® besteht ans 4 x 8 Dreiecken, die wir uns kohirent so orientiert denken,

wie der Kreispfeil des einen Dreiecks der Flgur

B = Cp1 &g + Upa @+ o G T
P =Py T+ A Fat - +A1m ?/m
Ya =Am1g1+Am2g2+" +Ammym

‘in meue guergestrichene Variabelnreihen iibergefiihrt werden. Dann heifien
- die beiden Transformationen und ebenso die Variabelnreihen kontragredient,

T H es angibt. Die beiden geschlossenen 1-Kett > . . . . A

) } der dila,len Teilungen, gdemn Schmttzahlev::: Wenu von den Transfox:matwnsmatnzen e und A die eine die transponierte

| _ I wntersuchen wollen, séier die aus je zwei 1-Zel- ~reziproke der anderen ist:
ST ":"-—-‘-—1——’ “~—=—1 len bestehenden Zellenketten 4* und B (dop- A= gt

7 . A 7y pelt ausgezogen). Da »=2 und k= 1 gewhhlt

! ' b ist, so ist hier k= Ig_lk = 1. Die Schnitt- Bs ist also Ay das algebraische Komplement (oder die mit dem Vor-

N ~ ii%;;u%f?az f‘f’éim;%; $;°eSt1mmt: Anf 4 “zeichen der Schachbrettregel versehene adjungierte Unterdeterminante)} von

: _ 19 : , ] “ttgy, dividiert durch die Determinante |@| =+ 1. Die Beziehung der
N ey L | TP, aut B das 1-Simplex - (PLPY) - Kontragredienz ist offenbar wechselseitig.

: 1 - : ¢ Daraus bilden wir das 2-Simplex (P P P3), Es - Die Auflésungen der Gleichungen (A) lauten wegen A1 = &:

I | hat in der angegebenen kohirenten Orientierung -

] ] das Vorzeichen - 1. Die Schnittzahl ist daher ¥i = th T a1 ¥t 0 b iy Y A=t

Fig. 121. F AL, B e (— 1) (A 1 1) = — 1. - Tt (A=)

Fm = amifs + Cam¥lz + 0+ Cumlim
Fiir die Definition der Schnittzahlen ist die Orientierbarkeit der Mannig- Daher ist
faltigkeit eine wesentliche Voraunssetzung. Will man die Theorie auf nicht-
orientierbare Mannigfaltigkeiten ausdebmen, so hat man sich auf Ketten
mod 2 zu beschrinken. Fiir zwei auf dualen Teilungen gelegenen Zellen-
ketten mod 2, A* und B % ist die Schnittsahl mod 2 definiert als eine

Restklasse der ganzen Zahlen mod 2, wnd zwar ist

of (¥, Br) = D oder 1,

e bri )
N — o Y i —
2}35% ﬁ.a;“ikxk% —-—-%%(ﬁm;ﬁm) :kzljﬁckyk-
i= 5 ke i =

1
wel kontragrediente Transformationen lassen daher die ,Finheitsbilinear-
orm“ >z y; invariant, eine Eigenschaft, durch die man die Kontragredienz
wrech biitte definieren kiinnen.
" Von kogredienten. Transformationen der beiden Variabelnreihen reden
wir dagegen, wenn sie sich gleich transformieren.
“Beispiele von ko- und kontragredienten Transformationen sind uns be-
eits 5. T4 begegnet.
" Bei nun I* wieder eine orientierbare Mannigfaltigkeit mit den dualen
ellteilungen N2 und $0*. Die dualen Zellen af und 52— seien so orien-
iert, dab of (aZ, b” ) = "+ 1 ist. Ubb man auf dic Zellen

je nachdem die Anzahl der gemeinsamen Punkte von #(* und B~* gerade -
~ oder ungerade ist. Die Formeln (1) bis (5) gelten auch fiir Ketten mod 2
wenn man nur die darin vorkommenden ganzen Zahlen durch ihre Rest-
klassen mod 2 érsetzt. Von den Vorzeichen in den Formeln kann man
alsdann natirlich absehen.

*) In der Figur sind an die Punkte nur die Indizes geschriehen,

E gk 2
ak, ak, .., ak,
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die unimodulare Transformation (&) aus, so geht man dadurch zu einer
neuen Basis

von § 69 dndern. Nehmen wir eine ganzzahlige unimodulare Transforma-
tion der Zellen @Z vor, so transformieren sich die &*~* in Gleichung. (1)
bei festem Index ¢ kogredient zu den ok, die s"ﬂ ~lin (2) dagegen
kontragredient zu den b”—"‘ Da aber die ak und b”"" kontragrediente
Transformationen erfabren sollteh, so transformieren sich auch die Koeffi-«
zienten ¢8-1 in (2) kogredient zu den «¥, also ehenso wie in Gleichung (1}).
Thenso transformieren wich die ¢¥F-* bei festem Index % in beiden
Gleichungen in gleicher Weise kogredient zu den 57—%+? (also kontra-
gredient zu den ¢f~1), wenn man vermége zweier kontragredienter Trans-
formationen die dualen Basen of—! und 67 ~%*1 durch neue duale Basen
ersetat. Nach den beiden Transformationen stimmen also die Koeffizienten
o

e -1 in den heiden tra.nsformlerten Berandungsrelationen

=k G
ar ak, ..., &k,

des Gitters aller k-Zellenketben von IR? tber. Die Koeffizienten £;,8, ..., 5.2
-in einer Kette 4% = &, a¥ + &30k 4 - - - + & 1ok erfahren dabei die kontra-
grediente Transformation (A), denn es ist :

ok
AP =k, af 225
w=1
Die dualen Zellen
b?lz“k! b;.aw"k: R b:;k

sollen nun kontragredient zu den af transformiert werden, also gemiB der

ok —1

Gleichungen (A). Die Koeffizienten », in der Kette R T = Seh-1gh—1 M
“k = 1 2z L .

. -k e hr—Fk — 7k —

B —y%lﬂ/b Z?? b R Pp—+t = (— )kz'gk 1fn—k )

immer noch iiberein. e
- Nach 8.79 kann 'man durch ganzzahlige animodulare Transformationen
der O- bis n-dimensionalen w-Basen die Zelleninzidenzmatrizen

EY EY, ... En-1

der Zellteilung M simultan auf die Normalform bringen. Wir wihlen'die
Bezeichnung so, daB die Matrizen {8F—1) bereits die Normalform darstellen

trausformieren sich dann ebenfalls kontragredient zu den b7 ~* und damit
auch kontragredient zu den £,. Daher bleibt die Bilinearform &, 4,
invariant:

. o ak_
: ygigzﬁx -_—;‘g:éy;?/

Da auf der linken Seite die Schmittzahl of (4%, B*~%) steht, so ist damit
gezeigt, daB auch bei Benutzung der neuen Basen 2% und b7 —% die Schnitt-
zahl zweier beliehiger Ketten >, a% und 37,57 ~% durch die Rinheits-
bilinearform gegeben ist.

Zwei Zellenbasen @& und b2 —% mit dieser Eigenschaft heiflen sucinander
duol. Es gibt also zu jeder beliebigen Zellenbasis a¥, @k, ..., %, eine und
offenbar nur eine duale Basis bp—%, b2—% ... b%~% und man erhilt jedes
Paar dualer Zellenbasen aus einem speziellen Paare durch kontragrediente
unimodulare Transformationen.

Nur ein anderer Ausdruck fiir die Charakterisierung der dualen Basen

~ Die Basmketten a”” zerfallen damm in drei Axten
L4% 2=tz Fayn kY N
24E (p=12...0F=p""%) . (5
s 4k (,,21:2’__“?;»—1 SR, g
111 § 22 hatten wir diese drei Arten mit Ak, Bt (OF bhezeichnet. Die Zellen~
ketten 1A% sind divisions-nullhomolog, d1e 2A"5 bﬂden eine Bettische Bagis;

die 34F% smd nichtgeschlossene Ketten, und die Berandungsrelationen (1)
lauten jetzt

ist es, wenn man verlangt, dab die Matriz der Schiittzahlen dualer Dasen R 1A% = 0, PE Ak = 0, R Bk = gE—1 A 41, ' ( 4)
of (@, Br=F) =4, Dle Ketten der zu (3) dualen Basis werden der Reihe nach mit
die Einhertsmatriz von o Rethen ist. S I R N LR
Wir untersuchen nun, wie sieh bei der kontragredienten Transformation s Pn—k (em1,2,. ... p"— ¥ p¥) (5)
dualer Basen die Berandungsrelationen (11) 1B;-k (=12, gk gb—1)
ak—1 il ) " _
R2 ak ,#.2515--1(1}: ! 7 (1) bezeichnet, und die Berandungsrelationen (2) lauten wegen der nach-
' : ewiesenen Ubereinstimmung der Koeffizienten ¢ in (Hwd (2) . {7 J
e 1)"23" tpn—-k ) RAIPr kTl (1 gk L LBR—E, ERBZB?“"kH:O, Ei{alBg"k“ =0. (6)




- nﬁﬂhomologe Ketten addieren.
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Hieraus folgt, daB bei Benutzung der b- Basis die Inzidenzmatrizen sich
ebenfalls in der simultanen Normalform befinden und dafi die Zellen-
ketten 3B7-F mchttrescblossene Ketten gind, die 2B2~* eine Bettische
Basis bﬂden und d1e 1Lpn-k d1v1s1ons—nu11homolog smd
Da die Matrix der Schmnittzahlen
f{ik 2_4}( 34X dnaler Basen (Fig.122) eine Hinheits-
matrix ist, so ist aunch die mittlere
Teilmatrix der Schnittzahlen

Sedk, 2Bty =4, (7).

(9,0 =1,2,,... 9%

eine Torsionsbasis der Dimension-n — % — 1. Nun ist die Matrix der
A, BrH) = 8, et

~als Teilmatrix der Matrix Fig. 122 eine Hinheitsmatrix. Daher gilt, wenn
man abkiirzend 14% = 4F  (— 1)k+1 1Bn—k-1 = fn—i-i ypd 3Pk = Br—k
setzt, der

Satz Il: Es gibt eine Torsionsbasis

-{B’wk
Ak, 4k, ., Ak

der Dimension k und eine Torsionsbasis
eine Einheitsmatrix.

Versteht man unter zwei dualen By=ETh By, Bk
Bettischen Basen 24% und 2Br—%
(p=1,2,...; 7%} solche -Bettische
Basen auf dualen Zellteilungen, deren
Schnittmatrix (7) die Einheitsmatrix
ist, so ist hiermit die Existenz dualer
Bettischer Basen bewiesen.

Von hier ist es nur ein Schritt zu dem weitergehenden Ergebnis:

zﬁn—k
der Dimension n— &k — 1 mét der folgenden Eigenschaft: Sind
Br—k Bk . Buk

gﬁn—k

irgendwelche Ketten, fiir die
RIBr—k= FBr—k—t, R By =k Byt ..., PR3 Bt = ek Bt

Fig. 122.

: ist (die ¥ sind die Tovsionskoeffizienten dev Dimension k), so ist die Mo-
Satz 1: Zu jeder vorgegebenen k-dimensionalen Bettischen Basis i der Schnittzahlen
gibt es eine bis auf divisions-nullhomologe Ketten eindeutig bestimmie duale ‘

{n — k)- dimensionale Bettische DBasis.

(4

die g*-reilige Einheitsmatriz.

B?:_k) = a!if

(2]

Denn von der speziellen Bettischen Basis *4E gelangt man zur all-
gemeinsten durch eine ganzzahlige unimodulare Transformation und durch.
Addition divisions-nullhomologer Ketten. Durch die Transformation der:
24k ist aber diejenige der speziellen dualen Bettischen Baeis 25%—F ein-.
deutig, nimlich als die kontragrediente bestimmt, wenn man verlangt, dafi -
die Schunittmatrix nach der Transformation wieder die Einheitsmatrix (7
sein soll. Da gich durch Addition divisions-nullhomologer Ketten die:
Schnittzahlen nicht #ndern, so kann man sowohl zur neuen /-dirmensio-
nalen als zur newen (»—F)-dimensionalen Bettischen Basis noch divisions

- Wir haben den Satz nur fiir den Fall bewiesen, daff die in
¢k Br—k—1 gingespannte (n—Fk)-Kette B*~* die spezielle Kette 2B»—* ist.
- Er gilt aber fir irgendeine eingespaunte Kette B~%, denn mach Satz 1
yon § 70 ist
S, Bk — 2Brh) =0, .
da A% divisions-nullhomolog und B?—% — 35%—% eine geschlossen/efwl{e,&
ist; also wird of (4, Br—F) = of’(Ar” 3pn- "“)

'Man kann die Bet‘ra.chtuncren dieses Paracrraphen auch fiir Kett\eg meﬁ
durchfuhren und erhilt entsprechend dem Satz 1 den :

- Die Existenz dualer Bettischer Basen erschliefit den tieferen Grund fiir .

dle ‘Poincarésche Dualititsbeziehung p* = p"~* zwischen den Bettischen Sate L: Zu jeder Zusammenhangsbasis

Zahlen. Ebenso wird sich die im Dualititssatz (§ 69) ausgesprochene Be A, Ak Uk
ziehung zwischen den Torsionskoeffizienten der Dimension £ wnd 5-— k- :
topologisch fundieren lassen. de; Dimension k qibt es eme duale (n— &)-dimensionale Zusammenhangs-

Die ersten o* unter den Ketten *4% von (3), also die Ketten

o i Bo—k Bp—k, L, Bk
1 14k
AR gk AR

der Art, dafp die Matriz der Schnittsahlen mod 2 die gb-reihige Fineits-
aitriz wird.

bilden eine Torsionsbasis der Dimensionen % (8. 70) und die Ketten

‘By—E-l app—iel ARkl Beispiele zu diesem Paragraphen finden sich in § 75.



254 - dimensionale Mannigfaltigkeiten §72 §72 ZellenmaBige Approximation 255

proximation. von €7 geht so vor sich: Zunichst werden alle singuléren
_Simplexe von @™ willkiirlich orientiert. Sie mogen dann

0 Q 0. .
X0, X9, Ko ; Xm Xmo X

j)m.

§ 72. ZellenmaBige Approxiﬁ:]ation.

Bisher haben wir nur Zellenketten dualer Zellteilumgen zum Schnitt ge-
bracht und fiir diese die Schnittzahlen untersucht. Unsger ndchstes Ziel ist
es, die Ergebnisse von der Benutzung einer speziellen Zellteilung der
Manmgfaltlgkelt unabhingig zu machen und die Schnittzahlen filr be-
liebige singulire Ketten zu definieren. Dies geschieht durch Approxima-
tion der singul'airen Ketten. Die Approximation ist aber nicht wie frither
eine simpliziale Approximation, sondexn sie geht in dualen Zellteilungen
vor sich. Diese zellenmiliige Approximation milssen wir jetzt erkliiren.
Die folgenden Untersuchungen gelten .in einem beliebigen Zellenkom-
plexe §* von dem wir meht voraussetzen daffi er eine Mannigfaltig-

keib ist.

* Der grundlegende Satz ist der folgende Approximationssatz, der die
Ubertragung des simplizialen Approximationssatzes von Kap. IV auf
Zellenkomplexe darstellt.

Satz 1: Ist A% eine singulire Kette auf einem Zellenkomples: & und
ist der Rand%) A*=% von A* eine Zellenkette auf &%, insbesondeve die
(k — 1)-Kette 0, so gibt es eine au A* homologe Zellenkette A*.

"Beweis: Da der Rand von A4* eine Zellenkette (fiir k& > 0), also erst
recht eine simpliziale Kette ist, so gibt es nach dem Approximations-
satze von § 28 eine homologe simpliziale Kette 4% (das ist also eine Kette
auf der Normalunterteilung @ des Zellenkomplexes §7) und zu dieser
nach § 67 Satz I eine homologe Zellenkette. Fiir £ = O bleibt der Satz
richtig, die Begrindung vereinfacht sich dadureh, daB man nicht auf den
Rand zu achten hat. :

Zusatz: Ist (AR der Rleinste Zéllenteilkbmplew, auf dem A* liegt,
80 kann mon onnehmen, doff auch A% guf (A®> liegt und daf A* ~ 4F
auf {A¥> ist.

" Der Kleinste Teilkomplex <A¥> ist erklsirt als der Durchschnitt aller
Zellenteilkomplexe, denen A* angehdrt. Er ist dann und nur dann leer,
wenn A¥ die k-Kette O ist.**) Del Zusatz ist eine unmittelbare Folge
des Satzes I: Man 138t aus 8§ alle Zellen fort, die nicht zu (A4*> gehdren
betrachtet also A* als Kette des Zellenkomplexes {A*> und wendet
Satz I auf (4> statt auf £ an.

Wir wollen jetzt einen beliebigen ,singuldren Komplex® €™ in &=
zellenmifig approximieren. Unter einem singuliiren Komplexe verstehen
wir eine Menge von endlich vielen singuléren nichtausgearteten Sim.
plexen, wobei mit jedem singuliren Simplexe alle seine nichtausgearteten
Seiten ebenfalls zu dieser Menge gerechnet werden. Die zellenmifige Ap-

heifien. Jedem X% wird eine k-Zellenkette CLp X%, seine Approzimation ™
zugeordnet, sowie eine singulire (k- 1)-Kette %zé’ Xk, die die Verbin-
dungskette von X% mit seiner Approximation heiBt. Alsdann entspricht
jeder singuliren Kette
: : e = Sy, Xk

ein bestimmte Approximation

| Ap UF =Su, Qp X2
ﬂnd eine singulire Verbindungskett-e

288 Ur = 3w, Vet X

Die Ketten Qp X% and 924 X% sollen nun so gewihlt sein, dah fir jede
Kette U* (k= 0, 1 .., m) die Bedmgungen erfillt sind.:

a) &p U* und ‘f?)mf U* liegen auf dem kleinsten Zellenteilkomplexe,
auf dem U* liegt.

b)) Es ist R p Uk = Ap R2 U™ :

¢) Bs ist RO el Uk = U — p Uk — 22t R Uk.#)

Wenn jedem singuliiren Simplexe in dieser Weise eine Zellenkette zu-
geordnet ist, dann sagen wir, daB der singulire Komplex €™ in & zellen-
mibig approximiert ist.

- Offenbar geniigt es, wenn man die Forderungen a), b), ¢) an alle sin-
guliren Simplexe 7% == X% stellt. Dann sind sie von selbst fiir jede be-
liehige Kette U erfitllt.

- Wir behaupten nun

Batz II: Jeder beliebige singulire Komplen & IGft sich zellenmiiBig
wppmm’miereaz

ir zeigen noch mehr: Ist, ein singuldrer Teilkomplex ¢ von ©m**) schon
ipprowimiert, so 1aft sich d@e Approximation zu einer Approximation von
G vervollstiindigen.

Beweis: Aus der Menge aller Simplexe von €%, die nicht zu ¢ ge-
iren, greifen wir ein Simplex X* méglichst kleiner Dimension heraus.
ies ist entweder ein 0-Simplex, oder es gehiren im Falle % > O alle nicht
isgearteten Seiten von X* zu ¢. Wir wollen dann fiir X* die Approxi-
ation und die Verbindungsketten konstruieren.

) Fiir k== 0 fallt Bedingung b) fort, wnd in ¢) ist D24 RO U = 0 2n setzen.
e Biruktur der Formel ¢ ist genan die der Verbindungsformeln von 8. 104,

**} Das ist ein amgularer Komplex, dessen Slmplexe zugleich Simplexe von
" dind,

# Fiir & = 0-fallt diese Bedingung natiirlich fort.
*) In diesem Falle ist (4% kein Teilkomplex im Smne von 8 47, demn dov
hatten wir den leeren Teilkomplex ausgeschlossen.
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. Nunmehr sei 4% eine beliebige singulire f-Kette. Ihre &-Simplexe zu-
“sammen mit allen ihren nichtausgearteten Seiten der Dimension & —1 bis O
bilden einen singuliren Komplex A% A% wird dann zellenmiflig approxi-
miert, indem A* approximiert wird.

Sind :

Sei zundchst £ > 0. Dann sind die Approximationen und die Verbindungs-
ketten fiir die nichtausgearteten Seiten von X¥, die ja zu ¢ gehoren, schon
alle erkldrt. Imsbesondere ist

Kr— Dl R X+ ' (
eine wohl bestimmte singuldre Kette. Thr Rand ist
R X* — R 20f Ro X+

also, wenn man Ro X* vorﬁbergéhend mit U%~1 bezeichnet, um anf das
zweite Glied Formel ¢) fiir die Dimensior % — 1 anzuwenden,

=R (RD XF - CAp R X*— Dol RO R2 XF) = Cp RIX*. (2)

Diese Kette ist aber als Approximation eine
Lbqaxt _ apAoX* Fellenkette (Fig. 123). Bezeichnen wir also
die Kette (1) vortibergehend mit 4% so diir-
fen wir den Satz T anwenden und erhalten
eine Zellenkette A% ~ A¥ die ebenso wie
A® den Rand (2) hat. Wir erkliren nun als
O p X* die Zellenkette A* und erhalten
wegen Ra A* = R 4*:

Re Ap Xt — QAp R2 X*. ()

Ist weiter (X*» der kleinste Zellenteilkomplex von %, auf dem X* liegt,
so gehdrt anch R2 X* zu (X*) und damit wegen a) auch 2.4 R X%
also die Kette (1), und nach dem Zusatz von Satz I auch ihre Approxi-
mation 4*=p X* Ferner ist nach demselben Satze A*~ 4% auf
(X®, d. h. es gibt auf {X*) eine singuliire Verbindungskette 7*+* mit
dem Rand 4% — A* Wir setzen

VF+l = @2 XP

Ab Al A 4"

singulare Ketten beliebiger Dimensionen, so bhilden ihre Simplexe und alle
ihre nichtausgearteten Seiten ebenfalls einen singuliren Komplex €. Wir
sagen, die Ketten (4) werden simulton approzimiert, indem € approximiert
wird. Jede zwischen den Ketten (4) und ihren Réndern bestehende lineare
Relation gilt dann auch fiir ihre Approximationen, d. h. ist

o(db Al . AF RoAP Rodl, ..., ReAF) =0

eine Beziehung mit ganzen Koeffizienten, so gilt auch
O(Qp Ak, Apdl, ..., Apdl, RoCpAl, RACp AT, ...,

_ Ry AF) = 0.
Demn es ist Ap{d+B)=Upd+UApB wd ApRe=R3p.

‘Wiirde man die Ketten (4) nicht simultan, sondern jede ftir sich unab-
hisngig von den anderen approximieren, so wiirden natiirlich die Relationen
im allgemeinen nicht erfiillt bleiben. Wenn z. B. 4% und A% denselben .
Rand haben, so braucht das bei getrennter Approximation fiir die Ketten
@p A% und Elp Ak keineswegs zu gelten. — Ist

b Ak . AR (5)

ein Teilsystem von {4) und ist (B) schon simultan approximiert, so kann
‘man diese Approximation zu einer simultanen Approximation des ganzen
Systems (4) vervollstindigen, denn der zu den Ketten (5) gehorige sin-
‘gulsre Komplex ist ein Teilkomplex von €.

und erhalten Die Betrachtungen lassen sich sinngem#B auf Ketten mod 2 dbertragen.

P2 ek XF = R Vet = AF - P = (XF — Qb R XF) — O p X

Damit sind die Ketten Clp X* und 224 X* konstruiert und die Be-
dingungen a), b), ¢) fir UF = X* bewiesen. Da a), b), ¢} fiir alle Sim-
plexe von ¢ mnaeh Voraussetzung gelten, so gelten sie iiberhaupt fiir alle
singuldren Ketten, die sich aus den Simplexen von ¢ und dem meu hinzu-
genommenen Simplex X* bilden lassen. So wird ein Simplex nach dem
andern hinzugenommen, bis man schlieBlick ganz €™ approximiert hat.

Es bleibt noch iibrig, den besonders einfachen Fall zu behandeln, daf
das hinzugenommene Simplex nulldimensional ist. Der kleinste Zellentedl-
komplex (X% ist dann die Zelle kleinster Dimension, auf der X° liegt.
s gibt nach dem Zusatz von Satz I eine zellenmifige Approximation
AUp X0~ X° auf <(X° und damit eine singulire Verbindungskette
2%:£ X° mit dem Rande X® — &p X° Damit ist alles bewiesen. :

§ 73. Schnittzahlen singuldrer Ketten.

Wir betrachten eine orientierbare Mannigfaltigkeit IR~ die durch eine
rientierende Kette O (S. 129) fest orientiert ist. Die n-Simplexe einer
implizialen Zerlegung von " lassen sich dann genau auf eine Weise so
kohdrent orientieren, daB die enistehende n - Kette ~ 0% wird. Unser Ziel
ist es, die Schnittzahl of (4% Br~*) zweier beliebiger singu-
ldrer Ketten A* und B*~% zu definieren. Eine Einschrinkung miissen
wir dabei freilich machen:

(E) Der Rand A*-1 von A% sei pumkifremd zu B*~* und der Rond
Br=k=1 pop B~F punkifremd s 4%

Fir zwei Zellenketten 4% und B"~* auf dualen Zellteflungen war diese
edingung bisher von selbst erfiillt, weil zwei Zellen der Dimension & und
. Beifert -Threlfall, Topologie 17
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# — k anf dualen Teilungen entweder punktfremd sind oder den Mittel-
punkt gemein haben. Fiir singulire Ketten bhediirfen wir der Binschrin-
kung (B}, weil die Definition von zellenmiBiger Approximation Gebrauch
macht und man dadurch zwei singulire 1-Ketten A4 und B, die wie
die der Fig. 124 gegen die Bedingung {E) verstollen, nach Belieben
in zwei einander schneidende oder zwei punktfremde Ketten approxi-
mieren kann, wie fein auch
die Zellteilung der einbet-

tenden Mannigfaltigkeit be- ‘ )i Uk—:z_j %
schaffen sei, gt nk | ' it

punktfremd zu jeder der Ketten
AP rAR-L TR (4a)

- Wenn es solche Verbindungsketten gibt, so mégen die heiden Paare
A¥, Br~* und ‘4%, 'Br—* miteinander verbunden heiben. Wenn man z. B, ™
auf die Mannigfaltigkeit IW" eine geniigend kleine Deformation aus-
iibt, die die Ketten 4* B"—* in die Ketben "A%, ‘B*~% {iberfithrt, so sind
dies zwei verbundene Paare, denn bhei der Deformaiion iiberstreichen
A¥, A*=t Br—k Bn-k-1 gowisse Verbindungsketien [U*+1 [k, Pr—k+1
Y-k fiir die gerade die Formeln (2 a) und (2b) gelten {vgl. 8.115), und

Y — 1 A L

ez T A wenn die Deformation klein genug ist, so sind die Ketten (3a) fremd zu

g \ ok (41) und die Ketten (3b) fremd zu (4a).
: Auch bei Approximation der Ketten 4% B"—* in genfigend feinen
et / u I\ dualen Zellteilangen M7, und NG erhilt man ein mit ihnen verbundenes
i Bk - B Paar. Es seien namlich {4%> und (4%~ die kleinsten Zellenteilkomplexe
At Bk von Iy, denen 4% und 4%~ angehéren, und ebenso {B"~F> und (Br-k~1y
et — die Kleinsten Zellenteilkomplexe von 3, auf demen B~* und Br—%-1
o 4 "F.g ;"qml’d"" liegen. Sind dann die Zellen von M und M7 so klein, dah {4*> fremd

. . ig. 125.

zu {(B"%~1 und (B*~% fremd zu {4*~1) ist, so liegen die zellen-
mifigen Approximationen von A%, A*-1, Bo—% Br—%-1 ynd die dazu ge-
horenden singuldren Verbindungsketten ebenfalls anf diesen kleinsten Teil-
komplexen und erfiillen die Punktfremdheitsbedingungen, die wir von ver-
bundenen Paaren fordern. Daf man die Zellteilungen M und M immer
50 fein wihlen kann, sieht man so ein: Man denke sich " in einem
Zahlenraum liegen, in dem die Entfernung zweier Punkte von IR" (gerad-
linig) gemessen wird. Die Punkte von 4* und die von B"~*-1 sind zwei
abgeschlossene Mengen des Zahlenraumes und haben eine positive Ent-
fernung 6’. Ebenso sei 8’ >0 die Entfernung von A**und £7~*, Ist dann
die kleinere der beiden Zahlen ¢ und 8", so braucht man nur die Zellen

Neben dexn vorgelegten singuliren Ketten 4* und B*~% betrachten wir
jetzt zwel weitere singulire Ketten ‘4% und 'Br—%, die ebenfalls die Be-
dingung (B) erfillen (Fig. 125). Thre Rénder bezeichnen wir mit

RoAx = A+, Ra'dr ='4r-1 (1a)
RO Br=F e _Bn—k—l, P’ Bn-% — ' Br—k—1 (1 h)
Weiter soll es singulire ,Verbindungsketten” U*, U*+1 Pr-k Pu-k+1
geben, die die folgenden Verbindungsformeln befriedigen #):
Ro U* = APt gk
R Ur+l == gb— gk — [T% }
aa Vn-—k =Bn—~k—1_’Bn—k—1
P Pr-k+l— Br—k_'Br-k_ Pk ]

Endlich sollen nicht nur die Ketten 4* und B*~*-1 sondern jede der
Ketten

(2a)

yon M, und My kleiner als mg- zn machen, um sicher zu sein, daff (4%

nktfremd zu {B*~%~1 und {A*~ T punktfremd zu {(B*~*) ist. Dafl es
Zellteilungen mit so kleinen Zellen gibt, folgt daraus, daf sich IR* be-
iebig fein simplizial zerlegen liBt und jede (mormalunterteilte) simpli-
#iale Zerlegung eine Zellteilung ist.

. Nunmehr kénnen wir die Schnittzahl flir zwei singulire Ketten 4* und
Br-* die die Bedingung (E) erfiillen, folgendermaBen definieren: Maon
ersetst A%, Bv=% durch mwei auf dualen Zellteslungen ‘SRe und ‘M ge-
legene Zellenketten 'A®, "B =%, so dafi 'A*, 'B*~* ein mit 4%, B*7* ver-
bundenes Paar bilden, wnd erklirt als Schmittzahl von A* und B*=* die

(25)

Ak gE pEEr ' (8a)

?
punkifremd zn jeder der Keften
_Bn—kwl’ ’Bﬂ—fﬂ—ly Tn-& (41))

sein und ebenso die Ketten

Bk, (Br-k  Pr-kil (3b) o (¥, " Dm-F),

|
I- #) In der Fig. 1256 besteht 4%-1 (und ebenso 'dk—1, Br—k-1 'Bn—k-1) guas zwei
' mit entgegengesetzten Orientierungen (Vorzeichen) versehenen Punkten,

17"
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da AF(= R2.A¥) und Fr=k+1 punkifremd sind. Andererseits erhalt
man durch Einsetzen des Wertes von R2¥V "~¥+1 nach Formel (2b)

Q?(Ak’ an'n k+1)=QS’(_A?a} _Bn k_ (Bea-k_ .. Fn- 1)

§ 74. Invarianz der Schnittzahlen.

Wir miissen nun zeigen, daf die Definition der Schnittzahl unabhingig
von der Auswahl der Zellteilungen ‘Y%, und "M, und von der Auswahl

des mit A*, B*~* verbundenen Paares von Zellenketten auf diesen Zell- = f(Ax, Br-F . 'BroF), -

feilungen ist. Bevor wir diesen Nachweis erbracht haben, hat das Sym- S T i ind Also st

bol of (4% B*~*) nur Sinn fiir zwel Zellenketten auf dualen Teilungen.*) ‘:i.a Afund ¥ punktfremd sipd. Also is _ _
Satz I: Sind A%, Br-* und 'A%, 'B* % gerbundene Paare singuldrer I (4% Bro¥) = I (4%, "B ). (1)

Ketton und A*, ‘A* simultane dpprozimationen von A* und *A* in einer
Zellteilung M., Br—r, ‘B~* simultane Approximationen von B*~* und
*Br=% quf der dualen Zellteslung My, so ist

Qg’(_‘@ Enwk)____". ('_g:;c rEn—k)
vorausgesetst, dafy die Zellen von M, und P, Kleiner als ein geeegnetes )
sind. -
Beweis: Wir machen & so klem, daf nicht nur die Ketten (3a) und
{41b) bezw. (3b) und (4a) des vorangehenden Paragraphen, sondern so-
gar die kleinsten Zellenteilkomplexe punktfremd sind, auf denen diese
Ketten legen. Dabei sind fiir die Ketten (3a) und (4a) die Teilkomplexe
auf M, fiir die Ketten (3 1) wnd (4b) diejenigen anf M, zu nehmen. Man
kann dann die vorgegebenen simultanen Approximationen der Ketten AF,
4% in der Zellteilung M, zu einer simultanen Approximation aller Ketten
(8 a) und (4a) ergiinzen, und ebenso die simultanen Approximationen der
Ketten B*—* und "B*~% in der Zellteilung M, zu einer simultanen Ap-
proximation aller Ketten (3 b) und (4b). Bezemhnen wir die Approxima-
tionen durch Querstriche, so gelten die Formeln (1a), (1b), (2a), (2b), die
aus den. Formeln (1a), (10}, (2a), (2b) durch Uberstremhen aller Ketten
hervorgehen (nach § 72, 8. 257); und die den Ketten (3a) entsprechenden
iiberstrichenen Ketten ( 3&) sind punktfremd zu den Ketten (4b), ebenso
(81) punktfremd zu (4a).

Wir haben es hinfort nur noch mit den iiberstrichenen Ketten zu tuJ:L,
von denen (Ba), (4a) Zellenketten auf M, und (3b), (4b) Zellenketten auf
der dualen Teilung MM, sind. Die Lage der iberstrichenen Ketten unter-
scheidet sich von der der ungestrichenen beliebig wenig, und man kann
gie daher durch dieselbe Fig. 125 illustrieren.

Die folgenden Uberlegungen sind nun rein kombinatorischer Natur, da.
die betrachteten Ketten auf dualen Zellieilungen liegen. Der Beweis der
Ubereinstimmung der Schnittzahlen of (4%, B»-%) und of (‘4% ‘B»~%)
wird in zwei Schritten gefithrt. Mit Benutzung der Formel (5} von § 70 ist

(A, RV »=2+1) = (— 1Yo (R4, Ve i+t =0,

FRaTE+Y "Br=¥) = (— 1+ of (TF+, R Br~%) =0

wegen der Punktfremdheit von U *+! und "B»~*~1 Andererseits erhalt
inan durch Einsetzen des Wertes von A2 T *+1 nach Formel (2 a) '
S(R2T*+1, 'Br—i) o= f (Ax— ' Ax—U*, 'BF)

o = J(ﬁk—’ﬁk, "Bk,

da U* und ‘Br-* punktfrem-d sind. Daher _
' (A, Br-¥) = (A, Br¥). ()
Aus {1) und (2) folgt das gewiinschte Ergebnis |
(A%, B ) = of ('A%, "B,

" Den Ubergang von einer Zellteilung zur ‘anderen leistet der folgendé

Satz II®: Auf duclen Zellteilungen Dty wund WMy, von M seien aF und
=% orientierte duale Zellen mit der Schwittzahl

_ n = (a¥, "~ %) = £ 1.
.ﬂpproximiert man o und b*-* in zwel neven dualen Teilungen M, und

My, deren Zellen Kleiner als ein geeignetes 8 sind, so haben die Approzi-
ationen GF und b~ dieselbe Schwitteahl™)

7 = o (@, b~ *).
a* ist ein koharent orientierter Simplexstern der Normalunterteilung m
von M, und stellt daher in bezug auf I, eine singuliire % -Kette dar, die

sich zellenmifiig im Sinne von § 72 approximieren lafit, &* ist also eine
' ellenkette auf M,. FEbenso ist b7-* eine Zellenkette auf der dualen

‘Der Beweis von Satz II* geschieht durch vollsténdige Induktion iiber %.
ir beweisen zuniichst Satz 1% Dann haben wir es mit den dualen Zellen

und 5" zu tun. Wir orientieren die Zellteilungen 2%, und M, beide

*) Den Dimensionsindex # an M lassen wir der Einfachheit halber bLisweilen
fort. —— Wir denken uns in Satz I bis I 9% in einem Zahlenraum gelegen. DaB eine
Zele << & ist, soll heiBen, daB ihr Durchmesser in diesem Zahlenraumé
< & ist. '

*) Mean beachte, dab das Symbol & in zwel verschiedenen Bedeutungen auftritt:
nmal als Schn1ttzah1 bezfiglich der dualen Teilungen M, und I;, das andere Mal

‘818" Schnittzahl beziiglich I)Jt und S)Rb




262 ' n-dimensionale Mannigfaltigkeiten §74 | §74 Invarianz der Sehnittzahien 263

g*-1 und b"—*+1 seien so gewshlt, dah "~ im Rande von o* und pn—*

im Rande von b~%*+1 mit der Vielfachheit 4+ 1 aunftritt (Fig. 126):

' Rdar = gkt 4 gl
RApr—k+1 — bn—-k-_i_ -k

Die Approximation von b"~F in

br—% 1aft sich zu einer simulta- 2 a

nen Approximation von b"—¥, 5*E,

br-k+d erweitern. Die Approxima-

tionen dieser Keften heiflen b°~7%,

B-%, b+l Wir withlen nun die

Zellteilongen M, und My so fein, Pig. 126,

daf die Ketten ‘a*~% und %+ o
einerseits, "% und o* anderseits auch nach der Approximation noch

punktfremd sind. Hs soll also
oz) ‘gE-1 fremd zu brEL

ﬁ) Pn—% fremd zn &% sein.

koharent, so daf die entstehenden Ketten 3% und M} homolog zur orien
tierenden Kette O werden:

Mg ~ Dy~ On. (3

Nun ist
Mp =& b+ b, 4

Hierin ist & ==+ 1 das Vorzeichen, mit dem 5" in My vorkommt un
‘6® die Summe der von 5* verschiedemen #-Zellen von My. Die vor
gegebene Approximation von b* in IR, kann man zu einer simultanen Ap
proximation von &” und "b" vervollstindigen. Hierbei gehe ‘o" in ‘3" iber
Die Approximation von My = & b"+ 'b" ist daher die Kette & b" + B
und da eine geschlossene Kette durch Approximation in eine homologe
Kette tihergeht und M; die einzige zu 37 homologe Zellenkette auf
M, ist, so ist

5 n-k

ﬂg@ = & B -+ o, ) - (74)

Wir setzen nun die Zellen von I, und M, als so klein voraus, daf nicht
nur a° und ‘b*, sondern sogar die kleinsten Teilkomplexe von M, und
2N, denen a® bezw. ‘" angehiren, punktfremd sind. Dasselbe gilt dann .
von den Ketten @° und ‘6%, die ja als Approximationen diesen kleinsten
Teilkoraplexen angehiren. Bezeichnet noch &, = 4 1 den algebraischen
Wert von @ so ist dies zugleich der algebraische Wert von a°, denn a°
ist als Approximation homolog zu @°. Man hat dann

(a9 ") = & f (a®, & b")
= g d (% & b4 ")
= & o (a®, My (5)
= & &, nach 8. 247,

o (@, b7) = & of (a°, &b")

'AuBerdem kann man auf Grund von Satz IT*-! noch verlangen, daf
?) Qy(ak—:L’ bn_ra+1) _— d’(ak—l’ gn—kn)
ist. Nun ist nach § 69 (5)
Qf(ak, bn—k) — (__ I)k of(akﬂ’ bn—k+1)_ (6)
Ehtsprechend ist
- Sk, br¥) = of(@*, b~* -+ B~ F) wegen f8)
= f{ak, RAb»—*+1)
= (— 1)* f(R2a* b"~*+') nach § 10 (5)
= (__ 1)?«: Qj’(arc-1 o+ '&k—l’ Bn—k-’rl) )
= (— 1) (@, 5" —*+1) wegen «). (6)
Wegen 7) sind die rechten Seiten von (6) und (6) einander gleich, also

eh die linken, was zu beweisen war.
‘Satz II* 1aBt sich leicht auf Zellenketten ansdehnen:

Satz OT: Sind .
45— Stob il B — Sy bt
._é@éei Zellenketten auf dualen Zelltedlungen M, und M, der orientierbaren

Mannigfaltigheit M, A* und B " ihre Approzimationen in swer anderen
iialen Zellteilungen M, und Wy, so ist

05)("4']6; Bn—k) = QP(A%: ﬁnpk}!

wenn nur die Zellen von M, und M, Kleiner sind als ein gewisses 4.

und ehénso

und weiter wegen der Punktfremdheit von @ und ‘&»
= & o {2 & b"+ B
= & of (@°, M) (5)

== & 4.

Aus (5)und (5) folgt
(a8, 1) = S (@, B
und damit Satz IT°

Wir nehmen nun an, daB Satz II*~! schon bewiesen ist, und beweisen
Satz II*, Es sei a*~! eine mit o® inzidente Zelle auf M,. Dann ist anch
die zu ¢*~1 duale Zelle b”—*+1 mit b"~* inzident. Die Orientierungen von
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An dem vorstehenden Schema kdnnen wir den Bewelsgang noch ein-
mal tberblicken: Die singuliren Ketten 4% B ~* wurden in zwel ver-
schiedenen dualen Zellteilungen durch je zwel mit ihnen verbundene Paare
von Zellketten ‘4% 'Br~% und A% "“B*—* ersetzt und in diesen Zell-
teilungen die Schnittzahlen kombinatorisch naeh § 70 bestimmt. Die Uber-
einstimmung der so ermittelten Werte wurde durch zellenmiBige Approxi-
- ‘mation aller sechs Ketten in einer dritten Zellteilung, der quergestrichenen
(untere Reihe) gezeigt, und zwar in Richtung der vertikalen Pfeile mit
Hilfe von Satz I, in Richtung der horizontalen mit Hilfe von Satz I
dieses Paragraphent

Es ist nun leicht, die fir Zellenketten in § 70 bewiesenen Sitze auf
singulire Ketten zu iibertragen. Dabei wird immer stillschweigend voraus-
gesetzt, dafi zwel singulire Ketten 4% und B*—% wenn sie in einem Sym-
~bole (A¥, B*~F¥) auftreten, die Bedingung (E) von § 73 erfiillen.

Bind zwei singulire Ketten A* und B*~* punktfremd, so ist ihre Schnitt-
zahl = 0, denn man kann sie so fein approximieren, daf auch ihre
Approximationen noch punktfremd sind.

Es gilt fiir die Schnittzaghlen das Distributivgesetz

F(4¥, Br—k 4 Br—F) = (4%, Br=F) + (4%, Bi=H).  (8)

Beweis: Man wihle M, und M, so fein, dab fiir die Approximationen
af, b"—% je zweier Zellen af und d*—#% aus 4* und B7~%:

oS(af, b=k = ek, 1%

ist. Fiir g = v ist das mdglich nach Satz II*. Fiir g == » sind af und b7 %
punkifremd und daher auch noch ijhre Approximationen bei gentigend
feiner Zellteilung. Dann ist

F(4¥, Br¥) = of (3, af, S, b0 k) = Z, 7, Sk, 1pF)
S(r, Bror) = (2, 8k, i) = 2, S, B
Da die rechten Seiten tibereinstimmen, so ergibt sich
o 4¥x, Brk) = (¥, Br-F).
Nunmehr folgt die Invarianz der Schnittzahlen so: Hat man zu den vor-
gelegten singuliren Ketten 4* und B"-* das eine Mal auf den dualen
Zellteilungen ‘IR, und ‘9N, das mit A%, Br—* verbundene Paar ‘A%, 'Br—¥%,
das andere Mal auf den dualen Zellteﬂungen M, und "D, das verhundene
Paar " 4%, " B*~* gewdhlt, so gehen die Ketten A% 'A% "4* durch simul-
tane Approximation in einer dritten Teilung %, iiber in die Ketten
Ax A% " 4% und ebenso die Ketten Br-k, "Bk "Brf durch simultane
Approximation in der dualen Teilang M, in die Ketten B"~% "B~
“Br-k Nach Satz I ist, wenn M, und WM, geniigend fein sind,
QP(A"I.:, _“B”nmra) — Qj"(’jk’ ’En—-k)j
of(Ar, Br—¥) = (" A¥, "BrF),
SCA*, Br¥y = (" Ak B -E), . {0
Ferner ist nach Satz IIT
| (A, BrH) = (A, B,
denn ‘4% ‘Br—% gind Zelenketten auf dualen Zellteilungen, und ebenso
Q?(IIA_](;, ngn_]ﬂ) o QP(!.’AR, nBﬂ_k)_
Setzt man dies in (7) ein, so ergibt sich
Of(’Ak! an—k) = Q?(”Akf ”Bn*k)'

[7ar, x| [ 4y, x| [ax B |

A x
v ‘ v

|r1j;¢’ HEn_kI - I jk, _—B"n_k | P , IJ]’C’ -'En—]c ]

und

Approximiert man nimlich A* in einer Zelteilung M,, B+—* und Br—*
simultan in der dualen Teilung Iy, so gilt fiir die Approximationen die
(leichung

S(AE, Br—t - Br—8) = S( A5, Br—¥) + S Bo-b. (B)

Nun stimmen bei genfigender Feinheit der Zellteilungen T, und M,
die Schnittzahlen der Ketten mit denen ihrer Approzimationen iiberein.
Also folgt aus (8) Formel (8).

Ebenso wie (8) tibertrigt man die Formel

S, Brot) = (— 10D (B, A ©

ebenso

also

.:und die Formel
of(A¥, BB —F) = (— 1)k F (R2.4F, Brrk+1) (10)

wobei A* und B*~*+1 jrgend zwei singulire Ketten sind, deren Rander
sich nicht treffen.

"Hieraus folgt wie friiher: Die Schnitizahl einer geschlossenen k-Kette
und einer divisions-nullhomologen (n — k)-Kette ist = 0, und die Schnitt-
zahl zweier geschlossener Ketten findert sich nicht, wenn man jede darch
e dazu divisionshomologe Kette ersetzt. Man kann auf Grund des letzten
Satzes von der Schnittzahl zweier Homologieklassen (mit Division) der
Dimensionen % und # — % sprechen, wemn sie in bestimmter Reihenfolge
egeben sind. Damit fillt auch die in Satz I und II von § 71 stillschwei-
gend gemachte Voraussetzung fort, dafi die Ketten dualer Bettischer Basen

7}
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50 daB der Rand von X™—* niemals X* und der Rand von X* niemals

bezw. Torsionsbasen auf dualen Zellteilungen liegen sollen; man kann :
Xn—% frifft, so ist

irgendwelche singuliren Ketten nehmen.

Hind zwei orlentlerbare und in bestimmter Weise orientierte Pseudo-
mannigfaltigkeiten §* und &"~* vermige der stetigen Abbildungen f
und g in eine orientierbare Manmnigfaltigkeit M abgebildet, so gehen die
orientierenden Ketten B* und B"-* von & und §*—* in zwei singulire
geschlossene Ketten f(B¥) und ¢ (B*~*) tber (8. 98), die eine bestimmtbe
Schuittzabl besitzen. Benutzt man an Stelle von B* und B"~* andere
orientierende Ketten 'B* ~ B* (anf §¥) und "Br—* ~ Br—F (auf K-*),

so ist erst recht
f(B*) ~ f('B*)
g(Br~%) ~ g("Br~¥)

SFBY, gB ) = (U BY), gl B"~5).

Den singuliiren Bildern der ovientierten Pseudomannigfaltigheiten 8 wnd
K== Lommt also in " eine bestimmie Schnittzahl 2u, die nur von der
Orientierung von §% und &% und von den stetigen Abbildungen abhingt.
Die Bchnittzahl mod 2 existiert auch noch, wenn &%, 8% oder IR” nicht-
orientierbar sind.

J(XF, Xn—F) = of (X% 'Xn-F),

depn X*, X#~%und X* 'X*~F bilden zwei verbundene Paare (vgl. 8. 115
Satz II).
Wir betrachten zuerst den Fall % = O und kénnen ohne Beschria'.nkung

der Allgemeinheit annehmen, dafl X° mit dem Vorzeichen £ = + 1 und X»
wit E* gleich orientiert ist, d. b. daB 4 und § #ibereingtimmen. ¥s ist dann
zu zeigen, daf o (X®, X7) = 1 ist. Zu dem Zwecke fithren wir in drei
Schritten X in das Simplex E* und X° in den Mittelpunkt von FE" iiber.
Der erste Schritt besteht darin, X» durch Deformation in eine zu E" ihn-
liche Lage X7 zu bringen, so daB X° Ahnlichkeitszentrum wird. Das
kann man offerbar immer so einrichten, daf bei dieser Deformation der
festpehaltene Punkt X° nicht vom Rande von X® getroffen wird. Daher ist
(X0, X7 = (X, Xn).

Darauf wird X vom Ahnlichkeitszentrum X° aus in das Simplex E»
projiziert, Hierbei wird X° nicht vom Rande von X? iiberschritten, so daf
QP(XD: X?) = QP(XO’ Eﬂ)

ist. Endlich wird X° in den Mittelpunkt X0 von E" iiberfithrt, der mif
demselben Vorzeichen § = 1 orientiert sei wie X° Man hat daher

QP(X('? Eﬂ) = d)(Xf! En):

(X9, X7y = (X0, E).

Die simpliziale Zerlegung von IR* 1aBt sich als eine Zellteilung be-
tra.chi:en, in der E® eine n-Zelle und X9 die dazu duale 0-Zelle ist. Da~
her ist X, By = 1.

‘Der Hilfssatz sei nunmehr flir zwei Simplexe der Dimension % — 1 und
n— k + 1 bewiesen. Wir beweisen ihn dann fiir zwei Simplexe X* und
X*=k Die Orienfierung von X* ist durch das Teilsimplex

uf M~
und daher

So bequem die dualen Zellteilungen fiir die Aufstellung der allgemeinen
Theorie sind, so umstindlich ist es, in praktischen Fillen die Schnittzahl
zweier Ketten durch zellenmiBige Approximationen in dualen Zellteilungen
zu bestimmen. Bevor wir uns den Beispielen zuwenden, wollen wir des-
halb einen Hilfssatz beweisen, der fiir die Ermittelung der Schnittzahlen
von Nutzen ist.

Hilfssatz: IN" sei cine orientierbare Moanmigfaltigheit mit einer ko-
hiirent ovientierten simplizialen Zerlegung und E™ ein orientiertes n- Simplex
darauf. In E* migen zwei geradlinige orientierte Simpleve X* und Xn—*
liegen, die aupfer threm gemeinsamen Mittelpunkite Py keinen Punkt gemein
hoben. Ist damn E(Py Py ... Py) ein orientiertes Simplex der Normal-
unterteilung von X*, 7 {PyPyys . .. Py} ein solches der Normalunterteilung
von X*—%, und hat man das Vorzeichen § so gewdhlt, daf3 das n-Simplex

also im ganzen

E(Py Py ... Py... Py,) gleich orientiert mit E(Po Py ... Fy) (X*)
5 E" ist (§ 29), so ist gegeben und die von X*~% darch das Teilsimplex
ﬂ(Png}c+1...Pﬂ). (Xn_k)

Man kann annehmen, daf P _, der Mittelpunkt einer (k¥ — 1)-dimen-
sionalen. Seite X*~! von X* ist (und nicht etwa der Mittelpunkt einer
Seite niederer Dimension). Hs gibt dann ein Simplex X7~ %+, das X%
wir Seite und Pp_, zum Mittelpunkte hat. X* und X»~%+1 haben die
Strecke Py_., P zum Durchschnitt.¥) X*-1 sei so orientiert, daf es im
2% Bollte Xn—%+1 fiber E* hinausragen, so nehme man zuvor eine #hnliche

Verkleinerung der Simplexe X und X®»—% von P, aus vor, bei der sich weder
die Schnitézahl F(X¥, X k) noch die Koeffizienten &, 7, § indern,

, ST, X0H) = gt
B Die Fig. 127 zeigt den Fall n — k= 2,

kE=1; als Simplex £® hat man sich ein
grofies, X* und X? einschliefendes Sim-
plex zu denken, das nicht mit gezeich-
net isth.

Beweis: Beim Beweise wird davon Gebrauch gemacht, dafl die Schnitt-
zahlen zweier verbundener Paare singulirer Ketten Gbereinstimmen. &lt
man X* fest und deformiert man X"~# stetig in ein nenes Simplex "X"-%,

B
Fig. 127,
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Rande von X* mit dem Vorzeichen + 1 auftritt. Seine Crientierung ist
dann gegeben durch das Teilsimplex

(= 10 E(Po Py ... Pyo1). (XF-13
Ehenso sei X»~*+1 go orientiert, dafl X»~* im Rande von X*~%+1 mit
dem Vorzeichen 4+ 1 auftritt. Die Orientierung ist also durch das Teil-

. im Einklang mit Formel (9) von § 74. Da ¢’ und ¢’ punktfremd sind, so
hat man (¢, ¢) = 0. Ebenso ist f(¢/, @) = 0. Denn wegen o' ~ o ist
(e, d)=d (¢, ), und diese Schnittzahl ist

=0 wegen der Punktfremdheit von a und . - Lo bq

" Die Schnittmatrix lautet daher¥) g

simplex |
o W(P;q;_lpk .. P,J (_Xn—‘k+1) 05) ‘ 141 b [ a
bestimmt. Nun ist nach Induktionsvoraunssetzung Z’ 1 1 (1>
J(qu,_ch-kﬂ) - (__ l)kijﬁg. . .
Andererseits ist y »

F(XE XnF) = f(X¥, RY Xk
= (— 1 f(Ro XF, X»~#+1}  (nach Formel 10}
s (e 1) F(X B, Xn-kt1),
Daher ist, wie zu beweisen war,
F(XF, XnmF) = Eqt.

Bei der Bestimmung der Schnittzahl zweier singulérer Ketten 4* und
Br-* kann man zunichst alle singuliren Simplexe fortlassen, die
punktfremd zum Durchschnitt ® der von A4* und B*~% {iberdeckien
Punktmengen sind, weil man die Schnittzahl nach Formel (8) zerlegen
kann und punktfremde Ketten die Sehnittzahl O haben. Hervorzuheben
ist der Fall, daf der Durchschnitt aus endlich vielen Punkten besteht und
daB sich in jedem Punkfe immer nur zwei Simplexe so durchsetzen, wie
es der Hilfssatz angibt. Dafiir sagen wir auch, dafl siech die beiden singu-
liiren Ketten in den gemeinsamen Punkten glatt durchsetzen. Dann ist
die Schnittzahl of (4%, B*~*) die Summe der ans dem Hilfssatz zu be-
stimmenden Sechnittzahlen fiir die einzelnen Schnittpunkte.

Die Methoden und Sitze dieses Paragraphen iibertragen sich unmittel-
bar auf Ketten mod 2.

-Leer gelassene Felder hat man sich dureh Nul- d @
© len ausgefiillt zu denken.
- Durch Umordnung und Umorientierung der Spalteneinginge gewinnt

= man aus ihr die Hinheitsmatrix

S

Fig. 128.

— d g

TR BN L

b
1
1

. Die Ketten
' b, —a, d, —¢
- bilden also die gesuchte zu
e a, b, ¢, d
duale Basis.
- Die Basis o, b, ¢, d hat die besondere Eigenschaft, daff die Ketten sich zu
Paaren anordnen lassen derart, daB die Ketten eines Paares unter sich die
Schnittzahl 4+ 1 haben, mit anderen aber die Schnittzahl 0. Dies ist
nicht eine besondere Kigenschaft der Flichen, sondern sie wiederholt sich
in allen Dimensionen der Form 2(2m + 1), m =0,1,2,.... Zum Be-
weise betrachten wir in einer Mannigfaltigkeit YM%* die Ketten der ,mitt-
leren® Dimension %. Es ist nach § 74 Formel (9)

F(4F, BY) = (— 1+ (B, 4%),

als.o ist of (4%, BE) = 4= (B A*), je nachdem % gerade oder ungerade
ist. Die Schnittmatrix

-7

§ 75. Beispiele.

- 1. Als Beispiel betrachten wir die orientierbaren Flichen, und
wir greifen nur des einfacheren Ausdruckes wegen diejenige vom Ge-
schlechte & = 2, die Doppelringfliche, herans, die wir uns zum Funda-
mentalpolygon aufgeschnitten denken. Wir wissen bereits, dall die ge-
schlossenen Ketten a, b, ¢, d eine Bettische Basis bilden (§ 41), vnd wir
suchen jetzt eine duale Basis dazu. Die Schnitte lassen sich in der
Fig. 128 besser verfolgen, wenn man die Ketten durch homologe ', ¥, ¢, &'
ersetzt, die im Innern des Achtecks verlaufen. Dei geeigneter simplizialer
Zerlegung durchsetzen sich die Ketten offenbar glatt. Man bestimmt die
Schnittzahl aus einer solchen speziellen Zerlegung und erhilt, wenn die
Orientierung der Fliche durch den Randkreis ab a1~ ed ¢t d~* gegeben ist,

S, V) =1 md S, a)=—1

S(BE, BY)

einer Bettischen Basis - .
'B1: Bﬂ; RS B.Pk

:ist daher bei ungeradem % schiefsymmetrisch und bei geradem % symme-
triseh. In jedem Falle hat sie die Determinante £ 1. Denn durch ge-

o % Tm Schunitt der ¢-ten Zeile mit der k-ten BSpalte steht die Schnitbzahl der
i-ten Kette als erster mit der k-ften als zweiter.
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3. Fortsetzung der Orientierung lings eines Weges.
Wenn eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit 9" in einer bestimmten Zell-
teilung M7 vorgelegt ist, so wollen wir unter den Ecken von IR* die Null-
zellen und unter den Kanten die 1-Zellen verstehen. o sei ein geschlossener
-Kantenweg auf 2z. Jeder Ficke von w entspricht eine n-Zelle, jeder
Kante eine (n.— 1)-Zelle der dualen Zellteilung M7, Diese n- und (n— 1)-
Zellen wechseln in einer durch den Weg bestimmten Folge miteinander
‘ab. Sie sollen jetzt orientiert werden; die dem Anfangspunkte O ent-
“sprechende n-Zelle wird beliebig orientiert, die nichste n-Zelle so, daf
.in der gemeinsamen (n— 1)-Zelle entgegengesetzte Orientierungen indu-
-ziert werden, und so fort. Auf diese Weise kann man die Orientierung
~der Anfangs-n-Zelle tiber den ganzen Weg fortsetzen, und man kommt
centweder nach Durchlaufung des Weges mit der Ausgangsorientierung
zur Anfangs-n-Zelle zuriick oder mit der entgegengesetzten. Je nachdem
-sagt man, daf lings des Weges w die Orientierung erhalten bleibt oder
‘gich wmlkehrt. Diese Definition hat nur einen Sinn fiir eine bestimmte Zell-
teilung und einen in ihr gelegenen Kantenweg; die Schnittzahlen geben
‘uns das Mittel an die Hand, sie unabhingig von der Zellteilung zu machen.
I~ ist offenbar dann und mur dann orientierbar im Sinne von § 24,

eignete nnabbhingige ganzzahlige unimodulare Transformation der Zeilen
und Spalten kann man zu dualen Basen iibergehen (§ 71), und fiir diese
ist die Schnittmatrix die Einhejtsmatrix.

Fiir den uns allein interessierenden Fall eines ungeraden % besagt nun
ein algebraischer Satz, dab man eine ganzzahlige unimodulare schief
symmetrische Matrix durch kogrediente ganzzahlige unimodu-
lare Transformation der Zeilen wnd Spalten auf die ,Kistehenform® (1)
bringen kann, in der sich lings der Haunptdiagonale lauter Hauptminoren
der Form. 0 1

—1 0

aneinanderreihen, wahrend alle dibrigen Elemente 0 sind*) Die so ge
wonnene neue Bettische Basis kann als das 2(2m 4 1)-dimensionale Ana
logon zu den konjugierten Riickkehrschnitten der geschlossenen orientier
baren Flichen betrachtet werden.®® 3
Hieraus folgt weiter, daf die mittlere Bettische Zahl (der Dimension
k=2m+ 1) einer 2(2m + 1)-dimensionalen orientierbaren Mannigfal
tigkeit gerade ist, und hieraus weiter, daB die Charakteristik N gerade
ist, denn sie ist nach dem Poincaréschen Dua- |

lititssatze ‘wenn die Orientierung lings eines jeden geschlossenen Kantenweges von
- -IR; erhalten bleibt, Wir beschrinken uns daher im folgenden auf nicht-
Ne=—J{—1rp “orientierbare Mannigfaltigkeiten. In einer solchen gibt es genau einen
v=0 : Torsionskoeffizienten der Dimension n— 1 vom Werte 2 (8. 90), es gibt also
=—2p04 2pt— - L 2pFL I pE, ~genau eine Homologieklasse der Dimension #»— 1 von der Ordnung 2, und

. die darin enthaltenen (singuliiren) Ketten sind dadurch charakterisiert, daf
‘sie zwar nicht selbst, aber doppelt genommen nullhomolog sind. Bine
(n—1)-Kette U™~ mit dieser Eigenschaft erhilt man folgendermafen:
‘Man orientiert die n-Zellen von $%? willkiirlich, aber fest, und von der
n-Kette U”, die aus der Gesamtheit der so orientierten n-Zellen be-
‘steht, bildet man den Rand. Eine (n~-1)-Zelle kommt dann entweder
fiberhaupt nicht oder doppelt in R2 U” vor, je nachdem die beiden an-
_grenzenden x-Zellen in ihr entgegengesetzte oder gleiche Orientierungen
‘induzieren. Daher ist R2 U* gleich dem Doppelten einer Kette U/n—1.
Fir U1 gilt dann gerade 2 U*-1~ 0, Ur-14+ 0 (man vergleiche 8. 90;
.der Unterschied gegen frither besteht nur darin, daB wir an Stelle der
Simplexe jetzt Zellen benutzen).

‘Nun sieht man leicht, daB die Orientierung lings des Kantenweges w
ann und nur dann erhalten bleibt, wenn w die Kette U"~! in einer ge-
den Anzahl von Punlten trifft. Denn U"-1 enthdlt genau die (n— 1)-

2. Bei Betrachfung von Schnittzahlen auf’
nichtorientierbaren Flichen miissen
wir uns anf Schnittzahlen mod 2 beschrinken. ©
Die nichtorientierten Kanten a, b, ¢ des Fun-
damentalpolygons — wir legen der Betrach
tung das Geschlecht 3 zugrunde — bilden eine Zusammenhangsbasis®
der Dimension 1 (§ 41). In der Fig. 129 ist die Kante a auf zwei ver-
schiedene Weisen in eine homologe Kette mod 2 o’ bezw. a” abgefindert
worden. Da a’ und o” einander glatt durchsetzen, ist die Schnittzahl mod 2 -

Fla, &) =P, a) =1,
wihrend die Schnittzahlen von a’ mit den Kanten b und ¢ =0 sind
Daher launtet die Schnittmatrix mod 2
g | a b ¢

gy

e ¢ 1 5 ellen von M7, in denen von den beiden angrenzenden n-Zellen die gleiche
b 1 , rientierung induziert wird. Wir kénner also sagen: Die Orientierung
¢ | i leibt limgs w dann und nur dann erhalten, wenn die Schnitizahl mod 2

Die Zusammenhangsbasis ist also zu sich selbst dual. on w mit U~ gleich O ist.*) Diese Definition FiBt sich auf beliebige stetige

*) Vgl K. Hensel u. G. Landsberg, Theorie d. algebr. Funkt. einer Var, 8. 6361, (Leipzt
1902),

“# Genaver mfilte man von der Schnittzahl der zu w und [Fa—! gehirigen
etten mod 2 reden,
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"Man nennt bisweilen orientierbare Flichen zweiseitig. Dab diese beiden
Begriffe sich nicht decken, erhellt daraus, daB sie zu folgender vierfacher
Disjunktion Anlafi geben: Hs gibt

1. orientierbare zweiseitige Flichen, z. B. Kugel- und Ring-
fliche in dem (zur 3-Sphire geschlossenen) dreidimensionalen Zahlenraum;
- 2 nichtorientierbare einseitige Flichen, z.B. die projeltive
Fhene im projektiven Raum;

3. orientierbare einseitige
und

4 nichtorientierbare zwei-
gseitige Flichen.

Ein Beispiel fiir die letzteren beiden fin-
det sich in dem topologischen Produlkt aus
projektiver Ebene und Kreislinie, Man kann
gich das Produkt dadurch konstruieren, daf
man auf der Randringfliche eines Vollringes
‘Diametralpunkte der Meridiankreise identi-
. fisiext. Hierbei schlieBt sich eine in einen

Meridiankreis eingespannte Kreisscheibe zur
projektiven Ebene, einer nichtorientierbaren
Fliche, die offenbar zweiseitig in der drei-
dimensionalen Mannigfaltigkeit liegt. In der
Tig. 180 ist der Schknitt des Vollringes mib
einer Meridianebene gezeichnet, und die ein-
‘gespannte Kreisscheibe ist gchraffiert. — Die
Aquatorebene hingegen durchsetzt den Voll-
ring in einem Kreisringe, der sich durch Fig. 150,181,
die Dmmetralpunkhdenhﬁmeruncr zu einer
‘Ringflache schlieBt, einer orientierbaren Fla,che die offenbar einseitig in der
.Ma,nmgfa.ltlgkelt hegt Die Fig. 181 zeigt den Schuith mit der Aquatorebene.
- Die in diesem Kapitel
eingefithrten Begriffe set-
zen uns in den Stand, die-
sen anschaulichen Tat-
‘bestand mathematiseh zn
sehandeln und auf be-
liehige Dimensionenzahl
‘auszudehnen.

Es sei M7 eine n-di-
‘mensjonale Mannigfal-
tigkeit,in die eine (n—1)-
dimensionale Mannigfal-
igkeit topologisch ein-
gelagert ist, das soll Fig. 152.

“heiflen, M= igt eine

"'Tellmenge von M. An die Einlagerung stellen wir die weitere Forderung,
~dab es eine simpliziale Zerlegung von IW* geben soll, von der I~ ein
Teilkomplex ist. Wir definieren die Einseitigkeit und Zweiseitigkeit von

Seifert-Threlfall, Topologie 18

Wege ausdehnen, die nicht notwendig Kantenwege sind, und ist unab-
hiingig von einer simplizialen Zerlegung von N7, da, wie wir gezeigt
haben, I/"~1 bis auf Addition nullhomeloger Ketten topologisch invariant
durch IM™ bestimmt ist.

Zugleich folgt, daB sich homologe Wege in bezug auf die Hrhaltung
der Orientierung gleich verhalten, denn die Schniftzahl éndert sich micht
bei Ersetzung einer Kette durch eine homologe.

Erst recht verhalten sich dann homotope Wege gleich, so dafi die Ele-
mente der Fundamentalgruppe § von IM® in zwei Arten zerfallen, je nach
der Beschaffenheit ihrer Wege beziiglich Erhaltung der Orientierung®)
Die Wegeklassen mit Erhaltung der Orientierung machen eine Unter-
gruppe § vom Index 2 in § aus. Denn das Produkt aus zwel Wegen
mit Umkebrung der Orientierung ist ein Weg, auf dem die Orientierung
erhalten bleibt. Die zur Untergrappe $ gehonge (wweiblatterige) Uber-
lagerang " (§ 55) ist hiernach topologisch invariant mit der Mannig--
faltigkeit M* verkuiipft. :

M= ist orientierbar. Man kann nimlich die dualen Zelltellungen Hi*
und 7 nach Te» durchdriicken. Wenn sich nun lings eines geschlossenen .
Kantenweges % von 30" die Orientierung umkehrte, so auch lings des zu-
gehdrigen Grlmdweges w in $N®. 4 kénnte also nicht zu § gehoren, und 7%
wire gegen die Voraussetzung nlchfs geschlossen. — Jim ist die einzige orien-
tierbare zweiblitterige Uberlagerung von Mr. Denn ist ‘Ir eine weitere:
orientierbare zweibldtberige Uherlagerung, so driiekt sich ein geschlossener’
Kantenweg % von ‘Jit* in einen geschlossenen Weg von IR* durch,
Iings dessen sich die Orientierung erhilt, der also zm § gehirt. Die:
zn ‘" gehdrige Untergruppe ‘§ ist also eine Untergruppe von $, und
da sie ebenso wie § vom Imdex 2 in § ist, fallt sie mit § zusammen.’s:

§ 76. Orientierbar und zweiseitig.

Die Orientierbarkeit einer Fliche haben wir als eine Eigenschaft ex
kannt, die der Fliche als einer zweidimensionalen Mamnigfaltigheit zu
kommt, anabhingig von jeder Einbettung in den Raum. Dem Gegensat
. paare orientierbar— nichforientierbar tritt das (regensatzpaar emselhg
 zweiseitig gegeniiber, das auf die Einbettung eciner Fliche in eine dre
' d_lmensmnale Mannigfaltigkeit Bezug nimmt. Um die zweiseitige Lage
einer Fliche in einer dreidimensionalen Mannigfaltigkeit M® anschaulich:
zu erfassen, denken wir uns ,senkrecht zur Fliche einen kleinen Pfe
hindurchgesteckt und fithren ihn lings eines geschlossenen Weges auf de
Fliche in den Ausgangspunkt zuriick. Kehrt sich dabei niemals die Pfei
richtung um, so liegt die Fliche zweiseitig in 9%, andernfalls einseiti

# Tmmer sind im folgenden Wege % gemeint, die von einem festen Punkt
von M~ und Wege 7, die von einem tber O liegenden festen Punkt O von .
ausgehen



" mogen die K(mten von "1 heifen. Sind dann bl und b? gleichgerichtet, -
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P71 gundchst mit Benutzung einer bestimmten solchen Zerlegung, deren
normalunterteilte Simplexe wir als Zellen einer Zellteilung I* auffassen.
Dadurch ist zugleich auf N7~ eine Zellteilung M2 1 gegeben. Die {n—1)
Zellen von I —1 geien mit 07— bezeichnet. Ferner sei— siehe Fig. 132 —
P, der Mittelpunkt von a?-1,
b die zu a? L in M duale 1-Zelle,
ap2 die (n— 2)-Zelle auf M»—1, die gemeinsame Seite von a%—! und
a1 ist,
Q.2 der Mlttelpunkt von alt; %,
b2, die zu o2 in W dua.le Zelie I
¢, die zu ;2 in M»-1 duale Zelle mit dem Anfangspunkte P, und
dem Endpunkte P,.

In den orientierten Zellen &% haben wir die mathematische Fassung der -
durch die Fliche gesteckten Pleile vor uns. Wir nennen sie die fransver-
saten 1-Zellen von "1 Zwei transversale 1-Zellen 5! und & heifen
benachbart, wenn die (% — 1)-Zellen ¢~ und a#—! eine gemeinsame Seite -
an—2 haben Da die Inzidenzen beim Ubergange zu den dualen Zellen er- .
halten bleiben, so kommen &% und 3! im Rande von b2, vor:

dieselbe transversale Zelle mehrmals, auch mit entgegengesetzten Orien-
tierungen auftreten. Je nachdem dann B, , = -+ bt oder = — b} ist, sagen
wir, daf sich lings C die Pfeilrichtung erhilt oder wmkehrt. Offenbor
Dleibt bei Zweisez’m'gkeit von =1 lings jedes Kantenweges C die Pfeil-
vichtung evhalten, wihvend es bei einseitiger Einlagerung mindestens einen
Kantenweg mit Umkehrung der Pfeilvichtung ga‘bt Frsetzt man in ¢ jede
‘Kante ct, dureh ihren zugehtrigen Ersatzbogen 7, so ergibt sich bei Er-
‘haltung der Pfeilrichtung ein geschlossener Weg €, der SR#—2 nicht triff.
Bei Umkehrung der Pfeilrichtung lings C dagegen fithrt der Weg vom
-Endpunkte von 5! nach dem Anfanwspunkte von 5! und soll durch Hin-
zaftigung der Zelle bt zu einem geschlossenen Wege O mit dem Anfangs-
punkte P; gemacht Werden (' ist offenbar in seinen Ersatzweg deformier-
“bar. Man braucht nur jede Kante ¢!, tiber die halbe Zelle b2, stetig in
den Bogen. 71, tiberzufithren, wobel Anfangs und Endpunkt von ¢, lings
B und bl in die Endpunkte von 5! und b! wandern. Ist ¢ ein VVeg mit
.Erhaltung der Pleilrichtung, so hat 0 und daher auch der homotope Weg C
‘mit Wr—1 als Schnittzahl mod 2 die Restklasse 0. Denn =1 wnd O
“sind punktfremd. Bei Umkehrung der Pfeilrichtung hingegen ist die Schnitt-
“zahl T, da M»-1 yon C genau im Punkte P, durchsetzt wird. Da es ferner
7u jedem geschlossenen Wege von I"~! einen homologen Kantenweg
gibt — denn die simtlichen Kanten ¢!, bilden den Kantenkomplex der zu
ARe—1 dualen Zellteilung —, so folgt

o Batz I: Ist M= sweiseitig, so st fiir_jeden beliebigen Weg O auf
Mer-1 die Schwitteahl mod 2 o (M2, ) = 0y 45t WMn—2 einseitig, 50 gibt
“es einen Weg C, fir den {1, C) =1 ist. Hierbei sind natiirlich
M-t upd C als Ketten mod 2 zu betrachten.

-~ In diesem Satze haben wir eine Charakterisierung der Einseitigkeit nnd
weiseitigkeit gewonnen, die nicht mehr anf eine simpliziale Zerlegung
ezug nimmt. Denn die Schnittzahlen sind davon unabhingig.

Wir geben noch eine andere Charakterisierung der Ein- und Zweiseitig-
eit. Da (7 ein Kantenweg der zu 72— dualen Zellteilung ist, so kann
~inan lings C die Orientierung der (n—wl) dimensionalen ,,Flachenzellen

#—1 fortsetzen, indem man af—1 beliebig orientiert und jede folgende
Zelle der Reihe

R by, =g, b+ &b+,

Sind die Koeffizienten &, und ¢, entgegengesetzt gleich, so sagen wir, daf |
b, und B} gleichgerichtet sind. Andernfalls sind sie emigegengesetst ge-
richtet. Die genaue Definition der Ein- und Zweiseitigkeit lautet nun so

Mr-2 liegt moeiseitig in IR™, wenn sich die tramsversalen 1-Zellen so.
orvientieren lassen, daf je wwei benachbarte gleichgerichtet sind. Ist dies '
nicht miglich, so liegt IMM™—1 einseitig in IM". Fs wird sich zeigen, dab
diese Definition nur scheinbar noch von der Auswahl der benutzten Zell
teilung abhingt.

¢t, kann als Durchschnitt von M»~? mit 52, anfgefabt werden. Denn
B, kann nur mit solehen Zellen von 2 —! Punkte gemeinsam haben, '
die den Mittelpunkt @,, von &2, enthalten (nach § 66 Satz VI), also mit
den Zellen a7;-%, a?—%, a#—* Der Durchschnitt von 52, mit a?—? besteh
aus der Verbmduncrsstrecke (dem 1-Bimplexe)(F,,,). — Die i-Zellen o,

so verstehen wir unter dem zur Kante ¢}, gehongen Ematzbogen ¢l den
Bogen auf dem Randkreise von 42,, der vom Endpunkte von B} nach dem -
Endpunkte von &1 fithrt, ohne IM*~* zu treffen. Nun sei € ein geschlossener .
Kantenweg auf I"~1, also ein Weg, der sich aus lauter Kanten ¢!, zu-
sammensetzt. Er fihre der Reihe nach fiber die Punkte i

Pl,,PQ,.-., Pf-, P¢+12P1.

n—1 -1 #—1 n—1 — -1
051 ; a? y & ’ ar+1 i ai

o, -daB je zwei aufeinanderfolgende in der gemeinsamen (w-——?)-Zelle
~entgegengesetzte Orientierungen induzieren. Je nachdem dann a, P =ar Tt
ofer — 21 ist, sagen wir, C sei ein Weg mit Erhaltung oder Umkehrung
er ,,Fia,chenorlentlerung“ Ebenso kann man lings des Ersatzweges  die
rientierung der #-dimensionalen ,riumlichen® Zelten fortsetzen. Denn C
esteht aus 1-Zellen der zu % dualen Zellteilung, und es hat einen Sinm
u sagen, C sei ein Weg mit Erhaltung oder Umkehrung der rdumlichen
r1ent1erung Mit a? sel die mit o#—?! inzidente n-Zelle bezeichnet, in der
1g*

Wir orientieren die transversalen 1-Zellen b, B}, ..., bL, 61, so, da .
je zwei aufeinanderfolgende gleichgerichtet sind, was nach willkiirliche
Orientierung von ! nur auf eine Weise méglich ist. Dabei kann ein und:




© induzieren sie in ¢~ gleiche Orientierungen, d. h. die rdumliche Orientie-
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der Endpunkt von & liegt (in der Reibe &1, b1, ..., B!, B!, setzen wir

wieder je zwei aufeinanderfolgende 1-Zellen als gleichgerichtet voTaus),
und af sel so orientiert, daB auf seinem Rande o»—! mit dem Vorzeichen

1 :
+ 1 vorkommt R P =ap—1 4. ... (1)

Geht man dann auf dem Wege ¢ vom Mittelpunkte von o” mach dem
Mittelpunkt von af (A==x%-+1) und setzt die Orientierung von ¢ lings -
£,; fort, so kommt man mit der Orientierung + a? an (wie man lejcht
abziblt, wenn man bedenkt, da alle #-Zellen, die man passiert, die Seite
a2 haben). Ubertriigt man also die riwmliche Orientierung lings C, so
kommt man von + ¥ nach + a ..

Wir unterscheiden nun

Fall I: Die Pfeilrichtung bleibt lings € erbalten;

a: Die Flichenorientierung bleibt lings C erhalten; dann ist a; 5y = af ~
und daher wegen (1) a7+1 = a7, d. h. die réumliche Orientierung bleibt
lings (' ebenfalls erhalten. _

b: Die Flachenorientierung kehrt sich lings G um, dann ist af;f
=—of ! und daher Apyy = —ay, d h die riumliche Orientierung
kehrt sich lings € um. '

Fall H: Die Pfeilrichtung kehrt sich lings € um;

a: Die Flichenorientierung bleibt lings € erhalten: afr; = af 1.
ar+1 und af liegen jetzt auf verschiedenen Seiten von af . Wegen (1)

§77 Verschlingungszahlen a7

§ 77. Verschlingungszahlen.

Die Verschlingungszahlen sind in einer n-dimensionalen orientierbaren
‘Mannigfaltigkeit " erklirt fiir zwei nullhomologe oder allgemeiner divi-
‘sions-nullhomologe punktfremde singulére Ketten

A¥-1 gnd Bn-k,

' .Betrach‘ten wir zuerst den Fall, daf 4*—* nullhomolog und B*~* divi-
sions-nullhomolog (also moglicherweise auch nullhomolog) ist. Dann ist
A¥=1 Rand einer singuliren Kette A% und die Verschlingungszahl

9% (Ak—l’ Bn—k)
ist erkldrt als die Schnittzahl

of (4*, Bn—¥),
Diese existiert, da die geschlossene Kette 5%~* nach Voraussetzung punkt-
Afremd zum Rande von A% ist. Mit anderen Worten ist die Verschlingungs-
zahl 27 (4%-1, B»—%) die Schnittzahl einer in A%~ eingespannten k- Kette
‘mit Br~% Hg ist dabei gleichgiiltiy, ob man 4* oder eine andere Kette

'A% in A%-1 eingespannt. Denn da B*~* divisions-nulthomolog und 4% — 4%
‘gesehlossen ist, so ist

o (dF — A%, Br-¥) =0, d b of(dE, Br-F) = S AE, Bror),

—1

rung kehrt sich lings ¢ um. _
b: Die Flichenorientierung kehrt sich lings ¢ um: afi= — af L.
0r+1 und ¢f induzieren entgegengesetzte Orientierungen in a?—1, Also -
bleibt die riumliche Orientierung lings C erhalten. .
Bedenkt man noch, daB die Fortsetzung der Orientierung auch lings .
beliebiger stetiger Wege auf topologisch invariante Weise erklirt wurde :
(§ 15) und daB homotope Wege, z. B. (' und (, immer zugleich die Orien- -
tierung umkehren oder erhalten, so ergibt sich der

Satz I1: Liegt M1 zweiseitig in " (Fall I), so kehven sich Flichen
orientierung wnd rdumliche Orientierung lings eines Weges C von MMr-1:
entweder gleichzeitiy wm, oder sie bleiben gleichzeitig evhalten. Liegt Mn—1
einseitig in MM (Fall 1), so gibe es mindestens einen Weg, lings dessen
sich ewtweder nuwy die Flichenorientierung oder nur die réuwmliche Orien
tierung wmkehit.

Ist M= orientierbar, so bleibt die riumliche Orientierung lings jede
Weges erhalten. Also folgt

Sata II1: In einer orientierbaren Mannigfaltigheit I ist Orientierbar- -
keit der eingelagerten IM™=1 gleichbedeutend mit Zweiseitigheit wnd Nicht- |
orientierbarkeit gleichbedentend mit Einseitigheit.

Insbesondere liegt im dreidimensionalen Zahlenraum jede orientierbare
Fliche zweiseitig, jede nichtorientierbare einseitiy darin.

- Ist z. B. M" der durch einen unendlich fernen Punlkt zur 3-Sphire ge-
~schlossene dreidimensionale Zahlenraum und sind A*-* und B7—* Meri-
‘diankreis und Seele eines Vollringes, also zwei verschlungene Kreise, so
“kann man als 4% eine in den Meridiankreis eingespannte Kreisscheibe
“benutzen, die von der Seele des Vollringes glatt durchsetzt wird. Die
Verschlingungszahl von Meridiankreis und Seele ist also - 1.

“Ist auch A*—1 nur divisions-nullhomolog, so gibt es eine Zahl ¢ == 0
‘derart, daB ¢ A% ~ 0 ist (o braucht nicht die kleinste Zahl zu sein, fiir
die die Homologie «A*1~0 gilt). Ist dann 4* eine in o.A*-' ein-

‘gespannte Kette, also
RO AR = o A*-1,

50 erklaren wir die Verschlingungssahl® durch die Gleichong

QP (AF-1, BrF) = _01; o (A¥, BrF).

% ist also im allgemeinen ein Bruch. Hatte man statt 4% eine andere
ette ‘A% mit dem Rande '« A¥—1 benutzt, so hitte man als Verschlingungs-

ahl %d’ (‘A¥, B*~¥) erhalten. Nun ist aber «'4* —'wd* eine geschlos-




=

- gespannten Kette Br—%+1 schneiden und erhiilt bis anf das Vorzeichen

» man A*-1 durch eine beli eblge in P homologe und zu Br-* punkt—
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sene Kette, die mit jeder divisions-nullhomologen Kette die Schnittzahl 0

znordnen, nimlich die Verschlingungszahl irgend zweier einander micht
hat. Daher ist

treffender Reprisentanten. Insbesondere entspricht in einer (2m--1)-
dimensionalen Mannigfaltigkeit jeder Homologieklasse endlicher Ordnung
von der Dimension m eine Eigenverschlingungszahl, das ist die Verschlin-
gungszahl zweier punktfremder homologer m-Ketten. Diese Bigenver-
schlingungszahlen stellen Invarianten der Mannigfaltighkeit dar und kinnen
bisweilen zur Unterscheidung von Mannigfaltigkeiten benutzt werden, was
‘wir am Beispiel der Linsenriume erliutern wollen.

Um im Linsenraume (p,¢) die Eigenverschlingungszahl der Achse & zu er-
.mitteln, deformierén wir sie, indem wir den Anfangspunkt aunf der unteren Kalotte
'in einen Punkt P’ der scharfen Linsenkante {iberfilkren. Der iquivalente End-
"punkt @ wandert dann von selbst auf der oberen Kalotte nach einem bestimmten

“Punkte @’ der Linsenkante. Die éibrigen Punkte von b lassen wir im Innem der
Linse in d en Verbindungshogen b’ = P’ @’ der scharfen Kante fibergehen, der den

ad (‘4% BrF) = 'gof (4%, Br—k)
oder

1 s iy 1 e
E—of’(A’“,B ”’)—--&moj’(xik,B kY,

Die Definition hingt also nicht von der Auswahl von A® ab.
Anstatt B*-* mit einer in ¢ 4*~* eingespannten Kette 4* zum Schnitt
zu bringen, kann man auch umgekehrt 4*—1 mit einer in §B"~* ein-

dieselbe Verschlingungszahl. Denn es ist
D (AF-1, BrF) = % F(4¥, Br¥)

1 o (AF @ Br¥ i 4 _ten Teil der Gesamtkante ausmacht, b und b’ sind zwei homologe geschlossene
T ef (4% ¢ ) 1-Retten. Um shre Verschlingungszahl zu bestimmen, nehmen wir das p- fache von
B’, das ist die g-mal durchlaufene Linsenkante, und spannen in sie eine 2 -Ketle
"em etwa die g-fach genommene Kreisscheibe K, die die Linse in zwei symme-
“trische Halften zerlegt. Da sich b und K? glatt durchsetzen, so ist ibre Schnittzahl
“4-1, daher &b, ¢ K%)= - ¢ und die gesuchte Elgenversohhanngszahl

b, b’):i;.

= (o 1)" L (e 4%t Br=*+1) [nach der Hauptformel
(10} von § 74]

= (— 1) % of (A1, Brker),

Den Formeln (8) und (9) von § 74 entsprechen bei den Verschlingungs-
zahlen die Formeln

~Hieraus kamn man die Kigenverschlingungszablen der brigen Homologieklassen
“‘dadurch ableiten, daB man zam »-fachen der Achse b #bergeht (»=0,1,,..,p—1).
“Denn die geschlossene 1 Kette b hildet eine Homologiehasis der Dlmensmn 1.

@)(Ak"l, Br—k 4 Brok) = @)(_’Ak—17 Br-#) 4. Q)(Ak_l, By “Man hat

and @)(vb,vw:i«ﬂ%,
B Ax-1, B8y = (.. VeV -k} +1 QI Pr—k k-1 ; : :

( ? )=(~1) ( ! )- wobei das obere oder untere Vorzeichem gilt, je nach der Orienticrung des Linsen-
TANIeSs.

Damit zwei Linsenriume (p,q) und (p’, ¢"} hombomorph selem, ist zunichst dis
Uberemstlmmund der Fundamentalgruppen, d. h. p = p’ eine notwendige Bedmgung

Die Verschlingungszahl indert sich nichf, wenn man die Kette A%
“im ,Komplementirraume® von Br—* bezugllch Mer durch eine homologe

" Kette "A*—1 ersetzt. Ist nimlich U* fremd zu B*~% und g’
AuBerder mu8 aber die in (p,g") aunftretende Eigenverschlingungszahl s auch in

r
(», ¢} vorkommen. HEs muB daher 2 giner der Zahlen =+ »* L kongruent mod 1
»q p &

RO U* o= 45— 7 431
80 hat man

P (Ar=1—"A¥=1, Br—k) = of ([T, Br—F) = 0.

sein. Es muB also eine ganze Zahl » geben, so dad

g’ =czv*g (modp)

g, Nimmt man z. B. (p, ¢) = (5, 1), 80 wird diese Komgruens nur von ¢’==H4-1
arfilllt. ¢'==12 ist also keine Losung. Sicher sind daher die Linsemxdume (3, 1)
ud (5, 2) verschieden (Alexander 2], [10]).

Der Wertevorrat moglicher Figenverschlingungszahlen von 1- Keften einer drei-
mensionalen Mannigialtigheit ist also eine topologische Invariante, die unter Ui~
stimden moch do Monnigfaltigheiten zu unterscheiden gestattet, wo das sidrkste unsg
her bekannte Unterscheidungsmerkmal, die Fundamentalgruppe, versags.

TPy (7, 1) und (7, 2} dagegen l8sen auch die Verschlingungszahlen nicht das
Homsomorphieproblem, da der Wertevoxrat der Rigenverschlingungezahlen fiir beide
Linsemrdume der gleiche ist, wie man leicht nachrechnet.

Ebense kann man B"~% durch eine im Komplementirraum von L
homologe Kette ersetzen.

Dagegen findert sich 27 (4%~ B*~%*) um eine ganze Zahl, wemn

fremde Kette ersetzt. Denn da A¥-1 — " A*-2 alsdann eine beliebige null:
homologe Kette ist, so ist die Verschlingungszahl mit B*—* wie wir zu-
erst sahen, eine ganze Zahl. Man kann somit zwei Homologieklassen
H*-1 und H*~% die als Elemente der Homologiegruppen endliche Ord-
nungen hahen, eine bis auf ganze Zahlen bestimmte Verschlingungsza
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Im Lingenraum (3, 1) sind die médglichen Eigenverschlingungszahlen

0, &, $=1 (mod1)

Meridiankreisen von &8 gebildet wird, Also ist, da alle Meridiankreise ho-
molog auf T zu einem festen Meridiankreise #, sind,

i~ @ (auf ).

« gibt die Verschlingongszahl von # mit & an. Denn m, hat mit % die
Verschlingungszahl 1 bei passender Orientierung von &2 Daher ist

Dk, u) = Yk, amg) = .

Haben nun zwei Zellenketten « und » dieselbe Verschlingungszahl « mit %,
so sind sie beide ~ e, und daher einander homolog auf . Da ferner
jede beliebige singulire geschlossene 1-Kette auf A homolog eimer Zellen-
kette ist, so folgt:

" Batz: Zwes singuldre 1- Ketten w und v im Aufenroum U eines Kno-
tens k sind dann und nur dann homolog auf U, wenn sie die gleichen Ver-
schlingungszahlen mit k haben.

Damit ist aufs neue bewiesen, daB die Homologiegruppe von U die freie
zyklische Gruppe ist (§ 65). '

In der Fundamentalgruppe § des AuBenraumes %, der sogenannten Kno-
tengruppe, bilden diejemigen Wege, deren Verschlingungszahl mit dem
Knoten % durch eine bestimmte Zahl g teilbar ist, eine Untergruppe $.
. ‘Wir wollen die zur Untergruppe § gehrige Uberlagerung A von %
untersuchen.

. Jedem Elemente von § gehirt eine bestimmie Verschlingungszahl zu,
‘nimlich die Verschlingungszahl irgendeines repriisentierenden Weges mit
:dem Knoten %. Indem man jedem Element von § seine modg reduzierte
"Verschlingungszahl zuordmet, wird eine homomorphe Abbildung von
‘anf die zyklische Gruppe der Ordnung ¢ hergestellt, bei der gerade die
Untergruppe  in das Einselement iibergeht. § ist also Normalteiler und
K/ zyklisch von der Ordnung g. Die Uberlagerung U ist somit regulir
and die Deckbewegungsgruppe ist oyklisch, d. h. U dst eine ayklische
Tverlagerung im Sinne von 8. 203. U ist dadurch charakterisiert, daf ein
-geschlossener Weg des Grundkomplexes U dann wnd nur dann nach Durch-
“driickung in den Uberlagerungskomplex 9 geschlossen ist, wenn seine
‘Verschlingungszahl mit % kongruent O (modg) ist.

- Die hier angegebene Uberlagerung ist tibrigens die einzige g-blatterige
: zykhsche Ubertagerung. Ist namhch Sz) der zu einer vor Uegebenen zykhschen
- Uherlagerung gehorige Normalteiler der Knotengruppe ¥, so ist §/9 zyklisch
on der Ordnung g. Bei der homomorphen Abbildung §§ — /9 geht darum
jeder Kommutator F, F, F;*Fy* in das Binsclement von §§/§ tiber. D. h.
jeder Kommutator von § gehort zu 9, und daher enthdlt § die Kommu-
“tatorgruppe & von . P besteht somit aus gewissen Restklassen der Zer-
‘legung von §§ nach &, und diese Restklassen, als Rlemente der Faktor-
gruppe §/Q aufgefalbt, bilden eine Untergruppe vom Index ¢ in /8. Nun
“ist aber F/® die abelsch gemachte Knotengruppe, alse die freie zyklische

bei der einen Orientiernng und 0, — ; bei der anderen Orientiernng des Rawmes.
Da die beiden Bysteme verschieden sind, so folgt, daB es unmdéglich ist, den Linsen-
raum (3, 1) mit Umkehrung der Orientierung topologisch auf sich abzubilden, wo-
fiir man auch sagt: Der Linsenranm (8, 1) ist asymmetrisch. Diese Erscheinung tritt
erstmalig bei den dreidimensionalen Mannigfaltigheiten zutage.s®

Aufgaben: 1. Die beiden Mannigfaltigkeiten, die man aus zwel Linsenriumen
(8, 1) durch Summenbildung (vgl. Aufg. 3 von § 62} erhdlt, sind nicht hombomorph,
obwobl sie gleiche Fundamentalgruppen haben. [Man stelle eine Homologiebasis fiir
die zusammengesetzte Mannigfaltigkeit auf und ermittle den Wertevorrat der Eigen-
verschlingungszahlen. )

2. In einer orientierbaren Mannig‘faltigkeit Mn gibt es eine Torsionsbasis der
Dimension k: Axi", Ag, cee, Agk und eine Torsionsbasiz der Dimension n—k—1:
BpRL O OBETEL L, Bt derart daf die Verschlingungssah]

,@;(Au, BV =0 fiir p=k» und = — fir y,_m » ist. Dabei beseickiet ¢, den

zu Af gehdrigen Torsionskoeffizienten, [Vgl § 71.]

3. Hat eine drejidimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit M3 genan einen Tor-
sionskoeffizienten der Dimension 1, so gibt es mindestens eine 1-Kette mit einer
von 1 verschiedenen Eigenverachlingungszahl.

4. Hai eine orientierbare dreidimensionale Mannigfaltigkeit eine Primzakl der
Form 4z 3 zum einzigen Torsionskoeffizienten der Dimension 1, so ist sie agym
metrisch.

Wir haben schon mehrfach den AuBenraum eines Knotens in den
Kreis ungerer Betracktung gezogen. Das eine Mal dienten uns die Torus-
knoten zur Dlustration der Fundamentalgruppe (§ 52}, ein anderes Mal
ein beliebiger Knoten zur Konstruktion dreidimensionaler Mannigfaltig-
keiten (§ 65), und in § 58 haben wir die Kleeblattschlinge zur Demonstra-
tion von Uberlagerungskomplexen beniitzt. Diese letzte Anwendund steht
in enger Beziehung zu den Verschlingungszahlen.

In der simplizial zerlegten 3 - Sphire €3 liege ein mit einer bestimmten
Orientierung versehener Knoten k. Fr setzt sich aus Kanten der simpli- -
zialen Zerlegung zusammen. Uberdies gehe er niemals durch die simtlichen °
Hcken eines Dreiecks und enthalte kein 1-Simplex als Sehne. Fabt man
die normal unterteilten Simplexe von &° als Zellen einer Zellteilung &}
auf, so besteht die in § 65 erklirte Ausbohrung des Enotens darin, da$
alle 3-Zellen der dualen Zellteilung &}, deren Mittelpunkie die Hcken
von k sind, fortgelassen werden. Die zu den Kanten von k dualen 2 - Zellen -
sind Meridianschnitte des ausgebohrten Vollrings %, und ihre Randkreise
sind Meridiankreise von B. Sie sind bei geeigneter Orientierung alle
untereinander homolog auf der Randringfliche T von B. Eine beliebige
auf &} liegende 1-Zellenkette u des Aufienraumes ¥ ist nuilhomolog in
€* ynd daber Rand einer Zellenkette 0% Laft man aus U? alle Zellen :
fort, die zu Kanten von % dual sind, d. b. alle Meridianschnitte des Voll- |
ringes B, so ergibt sich eine Kette *I?, deren Rand von # und gewissen

-
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Gruppe. Diese bat nur eine Untergruppe vom Index g. Damit ist die
Hinzigkeit von § bewiesen und zugleich ein rein gruppentheoretischer Be-
weis fiir die Existenz der zyklischen Uberlagerung erbracht.

Man kann beweisen, daf sich in jeden Kuoten eine singularititenfreie
orientierbare Fliche einspannen 1a8t, die den Knoten zum Rand hat. Man
erhilt dann die g-blatterige zyklische Uberlagerung auch dadurch, daB
man den AuBenraum 2 lings dieser Fliche zu einem ,,Blatt” anfschneidet
und g solehe Blitter zykliseh aneinanderheftet. Denn die entstehende
Tiherlagerung 148t offenbar eine zyklische Deckbewegungsgruppe der Ord
nung ¢ zu.

Die zyklischen Uberlagerungen spielen in der Knotentheorie eine Rolle.
Wihrend die abelsch gemachite Knotengruppe immer die freie zyklische °
Gruppe ist, haben die endlichblitterigen zyklischen Uberlagerungen im
allgememen Torsionskoeffizienten der Dimension 1. Hine notwendige Be
dingung fiir die Gleichheit zweier Knoten ist die Uberemstlmmu.ng der
Torsmnskoefﬁzmnten der g-blatterigen zyklischen Uberlagerungen®) -

Statt fir den Auflenraum %, also fiir die 3-Sphére, aus der der Knoten -
ausgebohrt ist, hitten wir die zyklischen Uberlagerungen ebensogut fiir -
den Komplementirranm des Knotens definieren kéunen, das ist der Raum
&% — F, also die 3-Sphire, aus der die Punkte des Knotens entfernt sind. :
Denn der Satz dieses Paragraphen gilt auch noch, wenn man o durch &3 —F%
ersetzt. Wenn nimlich « und ¢ zwei singuldre 1-Ketten in &% — k sind, -
g0 kann mwan % durch einen so diinnen Vollring ausbhohren, daB # und »
ganz im AuBenraum U liegen. Haben nun % und v die gleiche Verschlin- -
gungszahl (%, i} = (%, v) mit dem Knoten, so ist # ~ v im Aufen-
raume 2, also erst recht im Komplementirraume &® — L — U ist efn -
endlicher, & — k ein unendlicher Komplex.

Elftes Kapitel.
Stetige Abbildungen.

§ 78. Abbildungsgrad.

Von den zahlreichen Anwendungsmiglichkeiten der bisher entwickelten
Methoden in der Theorie der Abbildungen von Komplexen und Mannig-
faltigkeiten greifen wir nur zwei heraus: den Abbildungsgrad und die
Fixpunktformel.

In § 31 hatten wir die stetigen Abbildungen eines Komplexes & in einen
‘Komplex K in Abbildungsklassen, d. h. Klassen homotop ineinander de-
formierbarer Abbildungen eingeteilt. Es ist ein wichtiges Problem der
Topologie, alle mdglichen Abbildungsklassen fiir zwei vorgelegte Kom-
"plexe & und K anzugeben. In dieser Allgemeinheit ist das Problem frei-
lich nur fiir spezielle Komplexe geldst, z. B. fiir den Fall, dahf K die
n-Sphiire und & ein beliebiger - dimensionaler Komplex ist.*) Notwendige
Bedingungen dafiir, dafl zwei Abbildungen ¢ und % zur selben Klasse ge-
“horen, haben wir schon kennengelernt: die durch ¢ und ¢ bewirkten
. homomorphen Abbildungen der Homologiegruppen von & in die von K
~und ebenso die (bis auf innere Auntomorphismen bestimmte) homomorphe
‘Abbildung der Fundamentalgruppe von & in die Fundamentalgruppe von
K, miissen fiir ¢ und ¢ tibereinstimmen.

" @ind inshesonders & und K orientierbare und in besfimmtber Welse
~orientierte geschlossene Pseudomannigfaltigkeiten derselben
Dimension #, so ist die n-te Homologiegruppe in beiden Komplexen die
reie zyklische Gruppe. Eine Homologiebasis in & (K) wird z. B. von der
n-Kette B (B") gebildet, die durch kohérente Orientierung der Simplexe
einer bestimmten simplizialen Zerlegung von 8 (K) entsteht. Die durch
. die stetige Abbildung ¢ von & in K bewirkte homomorphe Abbildung der
“n-ten Homologiegruppe ist dann durch eine einzige Zahl y gegeben, die
~angibt, daB das Bild der Kette B”* homolog pB" ist. » heift der 4b-
bzldwngsgmd“ der Abb]ldungﬁ @. Der Jbb@l&'@mgsgmd ist also eme Infum -

*) I W, Alexander [17], K. Reidemeister [6], wo man anch weitere Literatur
angaben findet.

“dung ¥ (nach vorheriger genugend feiner Unterteilung von &), so gehen
“bel ¢ die Simplexe von & in unter Umstinden ausgeartete Simplexe von
K tber, und das Bild der Kette B” ist nicht nur homolog, sondern direkt
gleich der Kette yB*. In ein bestimmtes Simplex Z» der simplizialen
Zerlegung vor K werden sich etwa o Simplexe von & mit Erhaltung und

% Vgl H. Hopf [19].
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b Bimplexe mit Umkehrung der Orientierung abbilden. Dann ist y=a—b.
Anschaulich gesprochen: der Abbildungsgrad gibt an, wie oft K von dem
Bild von & positiv iiberdeckt wird.

Beispiele: Die 8. 117 betrachtete Selbstabbildung des Randes eines
n-Simplexes, bei der sich zwei Ecken vertauschen, wihrend alle anderen
fest bleiben, hat den Abbildungsgrad y = —1. Ein Beispiel fiir eine Ab-
bildung von beliebigem Abbildungsgrade p erhilt man so: Aunf einer
Kugelfliche &* sei 1 die geographische Lange und # die Breite. Durch
die Formeln | Y=yl H=o
- wird eine stetige Abbildung von &2 in eine andere Kugelfliche ‘©? mit
den geographischen Koordinaten ', # hergestellt. Der Abbildungsgrad
ist » hbei passender Orientierung von &2 und ‘&% Ist nimlich y == 0, so
geht eine simpliziale Zerlegung von ©2, die durch den Aquator und 3y
dquidistante Meridiankreise hergestellt wird, bei der Abbildung in eine
von dem Aquator und 3 dquidistanten Meridiankreisen bewirkte simpliziale
Zerlegung von ‘S? tiber. Jedes Dreieck von ‘&% wird dann von |9 | Drei-
ecken von &2 gleichsinnig iiberdeckt. Ist aber y = 0, so wird ganz &% in
einen einzigen Meridiankreis von '&? abgebildet, und der Abbildungsgrad
ist O auf Grund des folgenden Satzes.

Wird bei der stetigen Abbildung ¢ ein Punkt P von K wicht vom Bilde
von & dberdeckt, oder 1ipt sich @ in eine Abbildung v mit dieser Eigen-
sehaft deformieren, so st der Abbildungsgrad 0.

Beweis: Man macht P zur Ecke einer simplizialen Zerlegung von K,
die so fein sein soll, daB der Simplexstern &t* um P fremd zu v () ist.
Die singuldre Kette ¥{B5") legt dann anf dem Komplexe K, der aus K
durch Fortlassen der n-Simplexe von &t tibrig bleibt. Nach dem Appro-

ximationssatze (§ 28) gibt es auf K eine homologe simpliziale Kette, die .
gleich O sein muB, weil sie die Simplexe von St* nicht enth#lb; daher ist

$(B7) ~ 0 auf K, d. h. 3 hat den Abbildungsgrad 0.

LaBt man ® mit K zusammenfallen, so ergibt sich: Hine Deformation -
eines Komplexes in sich hat den Abbildungsgrad 4 1. Denn die identische -

Belbstabbildung hat den Abhildungsgrad + 1.
& sei vermbge ¢ stetig in K und K vermége o, stetig in K, abgehbildet.

Dann ist ;¢ eine stetige Abbildang von & in Ki. Sind y und ¥y die Ab-
bildungsgrade von @ und @, $6 ist der Abbildungsgrad von @, @ gleich

717 Hat nimlich die Kette B auf K, dieselbe Bedeutung wie B auf &
und B* auf K, so ist .
@(B7) ~yB® (auf K), (1)
P1(B™) ~ p, B} (auf Ky). (2)
_Die Homologie (1) bleibt bei der Abbildung @, erhalten (§ 27, Satz ).
Daher ist
@ (@(B™) ~ »1(B") ~ y3:1B7  (auf K,),

was Zu beweisen war.

. C§79 Spurformel IR5

Tst inshesondere @ eine topologische Abbildung von & auf K wnd ¢,

. die reziproke, so ist @,¢ die identische Abbildung, also yy, = 1 und da-
“her ¢ == py = £+ 1. Fine topologische Abbildung von & auf K hot den Ab-
~bildungsgrad -+ 1. Dies haben wir schon in § 36 erkannt. Auf Grund
- -dieser Tatsache teilten wir die topologischen Abbildungen von & auf K
-in Abhbildungen mit und ohne Erhaltung der Orientierung ein, je nachdem

" der Abbildungsgrad + 1 oder ~— 1 ist.

Ist K sogar eine Mannigfaltigkeit, so kann man den Abbil-

- dungsgrad auch als Schnittzahl eines (mit dem Vorzeichen + orientierten)
“Punktes P von K mit der Bildkette ¢ (B?) ~ »B" auffassen. Denn es ist
L (B, p(BY) = (P, yB") =y (P, B") =y (8. 247). Diese Definition
“ist auch dann noch brauchbar, wenn man annimmt, daB & eine beran-
~dete orientierbare Psendomannigfaltigkeit und K eine orientierbare ge-

schlossene Mannigfaltigkeit ist, wenn es sich also z. B. um die Abbildung

einer Kreisscheibe in eine Kugelfliche handelt; der Abbildungsgrad ist
dann freilich immer nur in bezug auf einen bestimmten Punkt von K de-
. finiert, der iibrigens nicht dem Bilde des Randes von & angehéren darf.

Aufgabe: Eine n-dimensionale orientierbare berandete Pseundomannigfaltigkeit

- R sei stetig in eine n-dimensionale orientierbare Mannigfaltighkeit K abgebildet,

a) Lassen sich zwei Punkte P und ¢ auf K durch einen Weg verbinden, der

" das Bild des Rendes von £ nicht trifit, so ist der Abbildungsgrad in P und ¢
derselbe.

b) Deformiert man die Abbildung, und ist der Punkt P von K wihrend der

- ganzen Deformation fremd zum Bild des Randes von £ so bleibt der Abbildungs-
“grad in P wihrend der Deformation ungeindert,

§ 70. Spurformel.

Wir wenden uns jetzt den Hxistenzsiitzen iiber Fixpunkte stetiger Ab-

i bildungen zu und leiten zu dem Zwecke die fundamentale ,,Spurformel®

“von H. Hopf ab.

f sei ein endlicher n-dimensionaler Komplex mit einer bestimmten

.:"_.simplizialen Zerlegung. Die Anzahl der %-Simplexe sei & wnd

[ 13 %
VE, VE ..., VE

: séi eine Basis des Gitters % aller k-Ketten. Ordnet man jeder Kette 77
- gine Kette '

ak
TR — k Tk
-T/x #Etzl T/Z

(£==1,2,....0k) (1;")

zu, s0 ist durch diese lineare Transformation eine homomorphe Abbil-

dung T* des Gitters Z* in sich gegeben. Dies sei fiir alle Dimensionen
k=0,1,..., n geschehen. Die Abbildungen T* sollen indessen nicht v&llig
unabhiingig voneinander sein, vielmehr verlangen wir, daf sie rondfreu
sind, d. h., geht auf Grund der Gleichungen (1%} eine Kette

ok
Uk =, VE

# o=l
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‘Die A*, Br, 0% bilden zusammen eine Basis fiir das Gitter T* aller
~F-Ketten, und sie sollen als Basisketten V% in den linearen Transforma-
tionen (1*) bemutzt werden. Die guadratische Matrix (v£,) = T* der Glei-
~chungen (1%} zerfillt dann in 9 Teilrechtecke

TE A* ‘ B ‘ oL

286 Stetige Abbildungen
in die Kette

ak
e =2%fo.§7
n=]

tiber, so soll R2 U* anf Grund der Gleichungen {1¥-1) in R3'T* iibergehen. -
Im folgenden Paragraphen werden uns die randtrewen Abbildungen T*

durch eine simpliziale Selbstabbildung des Komplexes &= gegeben sein; by

hier aber machen wir nur von der a11gegebenen Voraussetzung der Rand- AR ek, (121 (138) 4

treue Crebrauch. ‘ ) ¥ 7
Die Bedingung der Randtreue zieht nach sich, daf eine geschlossene 'Be [(21)| pr, | (23) i}c (T%)

Kette in eine geschlossene Kette, eine nullhomologe in eine nullhomologe - €0 / v

und eine divisions-nullhomologe in eine divisions-nullhomologe tibergeht. . . o] i '}

Ist nimlich z. B. U* 1 =0, also etwa B2 U* = ¢U*~1, 50 hat man Cr 13D (32) Vos ?’5;1

wegen der Randtrene R3'U% = ¢'U*=1, d. h. "U*-1 ist ebenfalls divisions- -
nullbomolog. Es entspricht daher einer Klasse einander divisionshomologer
k-Ketten eine bestimmbe Bildklasse, woraus folgt, daf die Bettischen -
Gruppen der Dimensionen 0, 1, ..., n durch die randtreuen Abbildungen T
selbst homomorphe Abbildungen in sich erfahren.

Ist B (9= 1,2,...,p% ecine Bettische Basis der Dimension %, so ist
die homomorphe Abbildung B* der %-ten Bettischen Gruppe durch die
Divisionshomologien

. Wir nutzen jetzt die Randtreue der Abbildung (T*) aus. Aus ihr folgh
erstens, da die Ketten A4* und B* geschlossen sind, dab gleiches von
den Ketten "4* und 'BF gilt. Daher kimnen in den Axisdriicken fiir
A% und ‘B* keine Ketten C* auftreten, und es miissen die Koeffizienten
_der Rechtecke (13) und {2 3) verschwinden. Es stimmen daher die Koef-
fizienten 7, mit den bereits gleich hezeichneten Koeffizienten' g%, der
'DlVlSlOIlShOmO].OgIB {(2%) iiberein. Zweitens sind die Ketten 4* divisions-
ullhomolog, daher auch die Bilder 4% was nur sein kann, wenn alle
Koeffizienten (12} verschwinden. Drittens mufl (leichung (3) n eine rich-
ge (leichung tibergehen, wenn man die Ketten durch ihre Bilder ersetzt:

ROk = g1 41 =127 7Y,

ie lineare Abbildung T* der k-Ketten liefert fiir ‘(% einen bestimmten
inearen Aunsdruck in den A¥, B* C%, ebenso die lineare Abbildung T%~1
er (k— 1)-Ketten fiir 4%~ einen bestimmten Ausdruck in den Ketten
APt allein, Fiibhrt man diese Ausdriicke in die letzte Gleichung ein und
edenkt man, dafl die Ketten 4* und B%, weil geschlossen, keinen Beitrag
tim Rande hefern s0 ergibt sich

k 1

Eﬂazyﬁvc%_.ck 1 >O{.Tc-1A?s 1

‘Bt ~Z'ﬁ’c Bt le=1.2...,p%) (2%

gegeben. Die Formel, die wir ableiten wollen, behauptet eine Beziehung:
zwischen den Spuren der Transformationen T* und BE Unter der Spur .
einer linearen Transformation verstehi man die Summe der in der Haupt-
diagonale der Matrix stehenden Koeffizienten; also ist die Spur von T
die Zahl ,

o_f’pT" =21:M,

die von B* \
P
ofp BF = :2,659.

Die Spur ist eine Invariante der Abbildung und hingt nicht von der Aus
wahl der Basiselemente V7 bezw. BE ab.*)

Die aufzustellende Formel folgt unmittelbar ans der simultanen Normal-
form H* (3 =10,1,..., n—~ 1) der Inzidenzmatrizen (§ 21). In den Ein.
gingen dieser Matrizen stehen drei Arten von Ketten A% B% C* Die 4
sind divistons-nullhomolog, die B* bilden eine Bettische Basis, von de
wir annehmen, daff die gleich bezeichnete in Formel (2¥) mit jhr iiberein
stimmt, und die O% sind nichtgeschlossene Ketten. Hs ist

RICk = i1 4k—1 w=v2...7-0. (3

*) Vgl. A, Speiser, Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung, 3. 148 (Berli
1927). Die Spur nennt man zuweilen auch ,,Charakter® der Matriz.

~also unter Benutzang von (3)
2kt = et Skt Af
v

yE b=t = gk—Teky1,

ashesondere also fir p = »

F—1 - -
y,u#mocw (u=1,2,..., 91

ie Spuren der Teilmatrizen M = (p£,) und A*-1 = (¢k71) stimmen
lso tiberein:

dpl* = dpAs-i, 4)
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Wir bilden unter Benutzung dieser Gleichung Sie ist randiren, weil Rae* in den m-fach normalunterteilten Rand von

- FF, d.h.in RIEF iibergeht, denn der Rand der Normalunterteilung eines
* Bimplexes ist gleich der Normalunterteilung des Randes (8. 106). Man kann
daher auf diese homomorphe Abbildung die Formel (H) von § 79 anwenden.
~ Nun wird die Bedingung hinzugenommen, dafl die Abbildung g, fix- =
" punktlos sei. Denkt man sich §” in einen Zahlenraum gelegt, so ist die
. Entfernung eines Punktes P von seinem Bildpunkt g¢,(P) eine stetige
* Funktion von P. Die untere Grenze ¢ dieser Entfernungen, die nach 8. 29
* Satz Il wirklich angenommen wird, ist wegen der Fixpunktlosigkeit von g,
- positiv, Wihlt man nun die grobe Teilung schon so fein, dab der Durch-

S DFfpTh = S 1 dp A+ S 1f fpB* + S 1P pr
=
= (— DFfpB: + ofpl® + (— 1) pAn.

ofpA® ist == 0, da es keine divisions-nulthomologen sn-Ketter gibt, und
dpl®ist = O, weil alle 0-Ketten geschlossen sind. Daher gilt die Spur-
formel von H. Hopf

P /CEVE LSS RV T (5)

Nimmt man als die Abbildungen T* die identischen Abbildungen, so ist |  messer eines jeden Simplexes ldeiner als - ist, so gehdren Originalpunks

die Matrix T* die e*-reihige Einheitsmatrix und B* die p*-reihige Finheits-
matrix, also GpTF = und  fpBF = pF,
und die Spurformel geht in die Eulersche Formel (§ 23)

2= et =2 1) pt

tiber, als deren Verallgemeinerung sie sich dadurch darstellt.

und Bildpunkt bei g, punktfremden Simplexen an. Gleiches gilt dann bei
der approximierenden simplizialen Abbildung ¢, da bel der Approxi-
mation kein Punkt ein Simplex verlifit, dem er zm Anfang angehirte
(§ 31). Die Bildkette #* von e enthalt also ¢ nicht. Daher ist

QS}JT]‘=O (=0,1,...,n.
- Die Spurformel (H) geht also bei der fixpunktlosen Abbildung (2) iber in
(= 1 dpBr = 0.

Es handelt sich dabei zuniichst um die dureh (2) bewirkte Ab-
bildung der Bettischen Gruppen, das ist aber dieselbe wie die, diedurch (1)
bewirkt wird. Denn das Bild einer geschlossenen Kette bei (2) ist eine
Unterteilung des Bildes bei (1), und daher sind die beiden Bilder homolog.
Die durch (1) bewirkte homomorphe Abbildung ist nun ihrerseits dieselbe
wie die durch g, bewirkte, da die beiden Abbildungen ineinander deformier-
_ba.r sind (§ 31, Satz IiI).

- Wir haben daher das folgende Ergebnis gewonnen, aug dem a]le Ap-

proximationen wieder verschwunden sind: .
. Batz: Fine f,lwtwe@zdzge Bedingung fiir Fizpunktlosigheit einer stetigen

Selbstabbildung eines endlichen Komplexes § in sich besteht darin, daf die

Wechselsumme iiber die Spuren der homomorphen Abbildungen, die die

Bettischen Gruppen erfahren, = 0 ist:

§ 80. Fixpunkiformel.

Wir betrachten nun eine beliebige stetige Selbstabbildung g, unseres
endlichen Komplexes #% Wir zeichnen auf ®* zwel simpliziale Zer-
legungen aus, eine grobe und eine feine. Die feine sei aus der groben’
durch m-fache Normalunterteilung hervorgegangen und so fein, daB das’
Bild eines jeden Simplexsternes ganz im Innern eines Simplexsternes der
groben Teilung liegt, was nach dem Satz von der gleichmiBigen Stetig-
keit erreichbar ist.

Nach dem Deformationssatz kann man dann g, in eine simpliziale Ab-:
bildung ¢, deformieren. Bei g, geht ein orientiertes k-Simplex e der feinen
Teilung in ein orientiertes Simplex E¥ iiher: '

eb —> T, (1)

FF ist entweder ein - Slmplex der groben Teﬂung oder, falls bei d
mmphzmlen Abbildung ¢F in ein Simplex von niederer als 4-ter Dlmensmn_g
iibergeht, ein ausgeartetes Simplex, also gleichbedeutend mit der %- Kette 0.
Da die m-fache Normalunterteilung #% von E! eine k-Kette auf der
feinen Teilung ist, so ordnet die simpliziale Abbildung g, jedem %-Sim-
plex ¢F eine bestimmte %-Kette % der feinen Teilung zu:

ek — EE. @)
Einer beliehigen Kette S, ek entspricht dann die Kette u, EE Damit

ist eine homomorphe Aqiobildung T des Gitters T* aller %-Ketten de
feinen Teilung in sich gegeben.

2{— ) Qf’p B =0 (Fixpunkiformel).®® (¥)

§ 81. Anwendungen.

Fur die folgenden Beispiele zur Formel (F) sind drei Bemerkungen wichtig:
Der Komplex & sei zusammenhingend. Dann wird eine Bettische Basis
der Dimension 0 von einem mit -+ orientierten Punkte gebildet (8. 65).
Dieser geht bei einer stetigen Abbildung in einen mit + orientierten
Punkt iiber. Daher ist die Spur der Abbildung der nullten Bettischen Gruppe
= 1. Mit anderen Worten:

{I) Aus p® =1 folgt SpB° = 1.

_e_ufert Threlfall, Topologie 19
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Weil im Falle p* = O die Bettische Basis ans O k-Ketten besteht, er-
gibt sich ferner:

(IL) Aus p* = 0 folgt dpB* = 0.

(ITT) Wenn &” eine orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist,
so ist die Bettische Zahl p* = 1, und eine Bettische Basis wird von der
n-Kette 3" gebildet, die ans der koharent orientierten Mannigfaltigkeit be-
steht. Ist das Bild von M*™ homolog y M*, so ist JpB® =y, wobei p der
Abbildungsgrad ist.

1. Beispiel: n-dimensionale Vbllkugel. Nach § 19 ist
P=Lp=p==p =0,
nach Bemerkung (I) und (II) daher
' n
kE(—I)”QPpB"ml—-O—i— 00— e =10.
=0

Eine stetige Selbstabbildung der Vollkugel hat also stets mindestens einen
Figpunkt,
2. Beispiel: n-Sphdre. Nach § 19 gilt

p0=1,p2: =pﬂ-—1=0’pn:
Nun ist nack der Fixpunktfonﬁel
S 1P B =14 (—1ry =0,

wenn die Abbildung fixpunkélos sein soll. Also ist der Abbildungsgrad
emner finpunkilosen Selbstabbildung der n-Sphire y==(—1y+1 Dies Er-
gebnis 1Bt sich auch auf elementarem Wege einsehen: Ist P’ das Bild
eines Punktes P bei einer fixpunktlosen Selbstabbildung g, der Einheits-
n-Sphiire, so lasse man P’ auf dem von P und P’ bestimmten Hauptkreise
in den Diametralpnnkt von P wandern. Dies ist eine homotope Deforma-
tion der Abbildung gy in die Diametralpunktvertauschung ¢,. g, und ¢,
haben denselben Abbildungsgrad (8. 283). Der Abbildungsgrad von g, ist
aber (— 1)**1, da man die Diametralpunktvertauschung als Produkt von
n+ 1 Spiegelungen auffassen kann, deren jede den Abbildungsgrad —1
hat. Man bestétigt das Ergebnis leicht an den Dimensionen n==1, 2, 3.

3. Beispiel: Fizpunktlose Deformationen. Ist die stetige Selbst-
abbildung - eine Deformation eines Komplexes in sich, so ist die homo-
morphe Abbﬂdung der Bettischen Gruppen die Identitit (§ 31, Satz IV)
und daher

dp BE = pk.

Mithin ist nach § 23, Formel (12)

Z(— 1 dp B = Z(— 1k = S(— 1) ak = — N.
k=0 E=0 F=0

§8 201

Daher ist nach der Fixpunktformel das Verschwinden der Eulerschen
Charakteristil emne notwendige Bedingung fiir die Existens fizpunktloser
Deformationen.®

- Ist der Komplex i insbesondere eine #-dimensionale Mannigfaltig-
keit Mn, so ist fiir ungerades n diese Bedingung (§ 69 Satz V), stets
erfiillt, fiir gerades » dagegen beschrinkt sie die Mamgfaltlgkelten, dle
eine fispunktlose Deformation zulassen. Z. B. ist fiir ges chlossene

Flichen (n=2)

Anwendungen

N=2(h—1) bezw. =k — 2,

wo h und % Henkel- und Kreuzhaubenzahl der gesehlosseuen Fla.ehe smd
‘Nur fir =1 und %= 2, d. h. fiir orientierbare und nichtorientierbare
‘Ringfliiche, verschwindet N nur diese beiden geschlossenen - Flichen
lassen also moglicherweise ﬁxpunktlose Deformationen zu. In der- Tat
kann man fiir sie leicht solche angeben. ‘
" 4. Beispiel: Adusgebohrte n-dimensionale Vollkugel. Aus der n-di-
mensionalen Vollkugel 87, die in bestimmter simplizialer Zerlegung ge-
_geben sei, seien dle mittleren Punkte von ! untereinander und mit dem
‘Rande von B* punktfremden orientierten n-Simplexen Fp, Ef, ... Ep
“entfernt. Fiir den fibrighleibenden Komplex %" ist p° ——1 -Bine. geé+
“schlossene E-Kette U* der simplizialen Zerlegung ist fiir % >0 nach
Wiederausfillung der Ausbohrungen, also in B, nullhomolog (§ 19).
'- A]so gibt es eine simpliziale Kette U+, deren Rand sie ist: -

[% == P2 T+, (1)

Tt nun kE<<n—1, so treten die ausgebohrten #-Simplexe nicht i
- U¥+1 auf, also liegt U*+* schon in B und T* st schon in . nu]l—
“homolog. Somit hat B~ die Bettischen Zahlen : -

.- (2)

H + o (’Un auf gﬂ)’ o on
+ @ PRE + RUY
(auf AQ—;")

+r.c
=1 =PRIV = a, aaE;% Lo
. -t—oc;g{an’*

U=t~ o, R +

b jede (n — 1)-Kette von % ist homolog einer linearen Kombination

“der T Randketten
' (8)

Diese sind aber homolog unabhiéingig. Bestiinde eine Homologie zwischen
“ihuen:

RIE, ..., RAEP.

BRREY -+ BRIE ~0,

19%*
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80 g'a‘nbé és eine n-Kette W™ &= 0 auf B* mit dem Rand
ROW™ = B, RILEL + - - - + BRIE-

Nach Ausfiillen der { Ausbohrungen wire dann Wo — 8, E# — ... — g, ¢
eine geschlossene n-Kefte auf B~ Die einzige solche ist abar die Kette 0.
Da W™ kein Simplex E? enthilt, so folgt hieraus 8, = - - - = f; = 0. Da-
her bilden die ! Ketten (3) eine Bettlsche Basis der Dimension (» — 1)
in B, und es ist pr—1 = 1.

Von dem &ufieren Rande von B setzen wir voraus, dafl er in sich tiber-
gehe oder allgemeiner in eine homologe (n — 1}-Kette; er darf also z B.
zusammenschrumpfen. Gehen dann {iberdies @ der I Randsphiren (3) einzeln
in sich oder in homologe Ketten iiber, wihrend b = { — ¢ sich unter-
eibander vertauschen, so stehen in der Hauptdiagonale der Abbildungs-
matrix B*-! ¢ Einsen und b Nullen. Hs ist daher

7 Zwolftes Kapitel
Hilfssiatze aus der Gruppentheorie,

§ 82. Frzeugende und Relationen.

Die Topologie ist eng mit der Gruppentheorie verflochten. Die gruppen-
. theoretischen Sitze, von demen wir im Laufe unserer topologischen Unter-
" suchungen Gebrauch zu machen hatten, stellen wir in diesem Kapitel kurz
zgasammen. Im Gegensatz zu den Gruppen, die man in der Algebra oder
- Geometrie zumeist zu betrachten pflegt, werden die Gruppen, die in der

- und ﬁe en (2) dpBrt=a Topologie eine Rolle spielen, meist durch Erzeugende und Relationen. ge-
g 0 1 nes geben. Auf diese Art der Bestimmung einer Gruppe gehen wir daher an
dpBi =1, dpBl=...=dpBrt =0, - erster Stelle ein. '

% sei eine endliche oder unendliche Gruppe*} und .
-Ala AEJ e Aa : (1)

“eine Anzahl von (micht notwendig verschiedenen) Elementen von .
“Man sagt, daB diese Elemente E?’zeugewde von § sind, wenn sich jedes
~ Element von § als Produkt der A;, d,, ..., 4, ond 1hre:r Reziproken
A7y, Ay, L, A7t 2
schrelben 158t. Hin solches Produkt heifit ein ,, Wort“. Z.B. ist 4, A7
oder A; %4, 4% ein Wort. Aus formalen Griinden fithren wir auch da,s
leere VVort ein, das aug keiner der Erzeugenden besteht. Jedes Wort stellt
somit ein Gruppenelement dar, aber Verschledene Warter konnen dasselbe
Gruppenelement sein. Insbesondere ist das leere Wort die Gruppeneins,
die wir auch mit 1 bezeichnen. Abkiirzend schreiben wir fiir ein Wort
auch W(4;), und wir setzen

W,(4,) = WE(A)

(lies: ddentisch), wenn beide Worter Element fiir Element ibereinstimmen.
Stellen dagegen W,(4;) und W,(4;) dag gleiche Gruppenelement dar,
ohne notwendig Element fiir Element uberemzustlmmen, g0 bezelchnen
wir sie als gleich:

Die Fixpunktformel liefert somit die folgende notwendige Bedingung fiir
Fizpunktlosigkeit

I— 0 evet (—1)p-1a=0

oder
‘ a=(—1).

Da o eine Anzahl ist, kann es fiir ungerades n iiberhaupt keine fixpunkt-

lose Abbildung von %“ geben; fiir gerades nur dann, wenn @ == 1 ist. Ein

Kreisring z. B. 1ift eine fixpunktlose Drehung um den Mittelpunkt zu,

eine Hohlkugel dagegen keine fixpunktlose Selbstabbildung, bei der d1e :

beiden Randkugeln in homologe abgebildet werden. .

Aunfgaben: 1. Wenn bei einer eindeutigen und stetigen Abbﬁdm:\g der - Sphire
fn sich das Bild einen Punkt frei 1aBt, so hat die Abbildung einen Fixpunlkt. :

2. Kine stetige Selbstabbildung d.es projekbtiven Raumes Pr hat fir gerades no
immer einen Fixpunkt, fiir ungerades » mub der Abbildungsgrad =1 sein, wenn
es eine fixpunktlose Abbildung geben soll

8. Bine stetige Selbstzbbildung der Kugelfliche besitzt entweder einen Fizpunkt
oder einen ,Diametralpunkt” oder beides.

4. Auf der Kugelfliche gibt es kein stetiges Valktorfeld.

Wi A4;) = W,{4,).

Da.s Wort, das durch Umkehrung der Reihenfolge aller Flemente eines
Wortes W(4;) und gleichzeitige Umkehrung des Vorzeichens aller Ex-

- *) Definition und elementare S#tze findet man z. B. in B. L. van der Waerden,
Modeme Algebra T (Berlin 1930) II. Kap. oder in K, Reidemeister [7].
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ponenten aus W(4,) hervorgeht, heibit das reziproke Wort W—1(4;); es element sind oder nicht. Dennoch ist es eine im allgemeinen ungeldste

“enthalten,

stellt bekanntlich und offenbar das zu dem Gruppenelement W(4,) rezi-

proke Gruppenelement dar.

Sind zwei Worter Wi(4;) und W,o(A4,) gleich, so nennt man die

Gleichung
Wi(ds) = W,{4dy)

eine Relation der Gruppe §, die zwischen den Erzeugenden 4;, 4s, ..., 4,

besteht. Gewdhnlich schreibt man sie so, dafi auf der rechten Seite die

Gruppeneins steht:
Wil Wi () = 1.

Die Frage nach allen Relationen ist hiernach gleichbedeutend mit der

Frage nach allen Darstellungen der Gruppeneins. Unter den Relationen
sind immer die frivialen Belationen

AAri=1 wd A-d=1 )

CIst jetzt R(A4;) =1 eine Relation und W(4,) irgendein Wort von ,
0 kann man durch , dnwendung der Relation R(A;) = 1 aus W(4,) ein
neues Wort gewinnen. Die Anwendung der Relation B(4;} =1 besteht
darin, daf man entweder das etwa in W auftretende Wort R+ herans-
streicht, also von W =W, k=1 W, zu dem neuwen Worte W, W, iibergeht,
oder das Wort R*! einfiigt. Die so erhaltenen Worter sind Wegex;
Bt1=1 die gleichen Gruppenelemente wie die alten.
Seien jetzt

Ry(d)y =1, Ro(d) =1, ..., R(dy)=1 (4)

' énﬂlidh iele Relationen von &; 7 darf auch == 0 sein. Kann man dann

durch * endlichmalige Anwendung der Relationen (4) und der trivialen
R;elatidllleji (3\ ein Wort W(4,) in das leere Wort iiberfiihren, so ist

W(dy) =1

eine Relation in § und heiBt eine Folgerelation der Relationen (4). Wenn
jede Relation von § eine Folgerelation von (4) ist, so heift (4) ein System
definierender Relotionen der Gruppe . Es ist dadurch charakterisiert,
daB man eine beliebige Darstellung der Gruppeneins durch Anwendung der
Relationen (4) und der trivialen Relationen (3) in das leere Wort tiber-
filhren kann, Alsdann kann man auch jedes Wort in jedes gleiche durch
Anwendung dieser Relationen iiberfiihren. — Wir verlangen von einem
System definierender Relationen nieht, dafl die Relationen unabhingig
seien, d. h. daf keine eine Folgerelation der wbrigen ist.

Zusammen mit den Erzeugenden (1) bestimmt ein Systern definierender
Relationen (4) die Gruppe § vollstindig. Denn mit (4) sind alle Folge-

" relationen von (4) festgelegt und damit alle Darstellungen der Gruppen-

eins. Dann steht aber von zwei Wortern fest, ob sie das gleiche Gruppen-

Frage der Gruppentheorie, die Entscheidung dariiber, ob zwei Worter
“gleich sind, durch ein Rechenverfahren herbeizufithren (Wortproblem).

Die von uns gelibte Beschrinkung auf endlich viele Erzeugende und

- definjerende Relationen ist gruppentheoretisch nieht gerechtfertigt. Sind

doch bekannte Gruppen, wie die aller rationalen Zahlen unter Ausschlub

“der Null mit der algebraischen Multiplikation als Gruppenmultiplikation
“pur durch unendlich viele Erzengende darstellbar, weil es unendlich viele
Primzahlen gibt. Da wir aber in der Theorie der endlichen Komplexe,

die im Mittelpunkt unserer Untersuchungen steht, nur Gruppen mit end-
lich vielen Erzeugenden und definierenden Relationen brauchen, so gehen

' Wir der Plinfachheit halber nur auf diese ein.

1, Beispiel: Die ganzen Zahlen mit der algebraisehen Addition als Gruppen-
multiplikation bilden eine umendlicke Gruppe, Als Erzeugende A kann man die

* Zahl -+ 1 wihlen. Die Gruppéneins ist die Zahl 0, das Element A% die Zahl +%.

Ein Wort A% A% ..., worn die s==4- 1 sind, kann man mit Hilfe nur der tri-
vialen Relationen in A% fiberfihren, und es ist nur dann gleich der Gruppeneins,

- wemnn k=0 ist. Jede Relation ist daher eine Folgerelation der trivialen Relabionen,
-~ und ein System definierender Relationen ist das leere System. Eine derartige

Gruppe, die eine einzige Frzeugende und keine definierender Relationen hat, heibs

"die frete zyklische Gruppe.

2. Beispiel: Die Resthlassen der ganzen Zaklen mod g bilden bei ,element-
weiser® Addition als Verknfipfung eine Gruppe der Ordnung g. Erzeugendes Ele-
ment ist die Restidasse 4, in der die Zahl 1 legt. Ein Bystem definierender Re-
lationen besteht aus der einzigen Relation 47=1. In dieser Gleichung bedeuntet 1
die Gruppencins, das ist die Restklasse, in der die Zahl O liegt, Bine derartige
Gruppe heiBt die zyklische Gruppe der Ordnung g.

Wenn uns eine Gruppe durch ein System von Erzeugenden und defi-

" niérenden Relationen gegeben ist, so leiten sich daraus andere Brzeugende
~ und Relationensysteme durch die folgenden Operationen ab:

1. Hinzufiigen oder Fortlassen einer Folgerelation.

Ist
Bi(4) =1, B(4)=1, ... R, (4)=1 ("

ein System definierender Relationen von § und R, .1(4;) =1 eine Folge-
relation von (B), so ist anch

By =1, Fald)=1, .. R(A)=1, Beuld)=1 ()

-ein System definierender Relationen und umgekehrt. Denn die Gesamtheit
der Folgerelationen der beiden Systeme (5) und {6) stimmt {iberein.

2, Neueinfihrung oder Elimination einer Erzeugen den.
" Sind _
Ay, Aoy oo, Ao . (D
die Erzeugenden von § und (5) die definierenden Relationen, so kann
‘man ein belicbiges Produkt W (4;) = Aq.1 als neue Erzeugende einfithren.
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Fiir die Erzeugenden -
. Ay, g,y Ay, Ay,

-Rl(Ai) =1, RE!(Ae) =1, ..
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ein System definierender Relationen. Ist nimlich

R(Alp Az, RS —AcH-I) = 1

eine beliehige Relation in §, so erhilt man durch Anwenden der Rela-

tion Ay .= W(A4,) die Relation
R{dy, dyy oo, Wid)) =1, (10)

n der das neve Element A,,,; nicht mehr auftritt. Diese Relation ist
eine Folgerelation der Relationen (5), weil (5) ein System definierender
Relationen von § ist. Die linke Seite von (10) 148% sich also dureh An-
wendung der Relationen (5) und trivialer Relationen in das leere Wort
tiberfithren,

. Setzen wir umgekehrt voraus, dab (9) ein System definierender Rela-
tionen zwischen den Erzengenden (8) ist, so folgt daraus, daff anch (7)
Ertzeugende der Gruppe sind und (5) ein System definierender Relationen
zwischen ihnen. Jedes Produkt der Exzeugenden (8) 14Bt sich nimlich
wegen _c.fiaH = W{4;) auch durch die Erzeugenden (7) ausdriicken. Eine
R el'a.tl on F(d;, 4y, ..., 4,) =1 ist nach Voraussetzung eine Folge-
relation der Relationen (9). Es gibt daher eine endliche Folge von Wortern

B (4y, 4o, ..., 4,)
B (‘Al; A2> ) AG: -Aa+1)
R Ay, Ay, ..y Auy Agyd)
deren Jedes aus dem vorangehenden dureh Anwendung einer Relation (9
oder einer trivialen Relation ;A7 *=1(s=4 1;4i=1,2,..., a4+ 1)
hervoll."geht; und deren letztes das leere Wort ist. Man bildet daraus, indem
man tiberall fiir 4,.; das Wort W(4,) einsetst, die Folge von Wortern

¥ii (Al; A2: RS AE)

R (4, 4oy ..., Ay, WdD)

R”(-Al) A2? ] Aa: W(—Aa))
Wenn wir zeigen kénnen, daB jedes dieser Worter in das folgende allein
durch Anwendung der Relationen (5} und der trivialen Relationen

#AE_EZI (¢==1, ..., @) iberfihrbar ist, so sind wir fertig, Geht das
or

Rtk+1)(j11’ Ay < " A'“’ ‘A’H‘l) aus R(k)(Al; A, .. y Am Am-l—l)

§82 |

b Rd)=1, 41, W(d)=1 (9)
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durch Anwendung einer der r ersten Relationen (9) oder einer trivialen
"Relation 42472 =1 (i=1,2, ..., a) hervor, so auch das Wort

CRED(Ay, Ay, . Ay, W) aus B®(dy, Ay, ..., dgy, WD)
:‘durch gleichartige Anwendung derselben Relationen. Fntsteht aber -
_ RE+D(A;, Aoy ..., Ay Ageq) aus B4y, As, ..., Agya)

durch Anwendung der Relation Az}, W(4;) — 1 oder einer trivialen Re- .

lation 451 4735 =1, s0
LRGNy, Ay, ., Ay, WA aus RE(Ay, 4, .., A, WAD)

~durch Anwendung der Relation W*(d4;) W=*(4;) == 1, die sich auf lauter
--friviale Relationen zuriickfihren 148t

Es gilt der Satz, von dem wir indessen spiter keinen Gebranch machen
+ werden, daf man von jeder Darstellung einer Gruppe §§ durch Frzeugende
“‘und definierende Relationen zu jeder anderen Darstellung durch endlich-
~ malige Anwendung der eben. beschriebenen elementaren Operationen ge-
~langen kann. Man fithre den Beweis durch, indem man aus jeder der
- beiden Darstellungen durch Einfithrung von neuen Erzeugenden und von
“Folgerelationen ein und dieselbe dritte Darstellung ableitet, in der sowohl
- die Erzengenden der ersten als auch die der zweiten Darstellung anftreten.

Homomorphe Abbildung und Faktorgruppe

§ 83. Homomorphe Abbildung und Faktorgruppe.

-~ Wenn jedem Blemente F einer Gruppe § eindeutig ein Element ¥
einer zweiten Gruppe % als Bildelement zugeordet ist, so dali das Bild F
des Produktes F, F, = F; gleich dem Produkte der Bilder F'; ¥, ist, so
ist damit eine homomorphe Abbildung von § in & gegeben. Ist jedes Ele-
ment von % Bild eines Elementes von §§, so reden wir von- einer homo-
morphen Abbildung von § euf 5. Ist die Abbildung von F auf X um-
kebrbar eindeutig, so heifien § und % 1-isomorph oder isomorph schlecht-
hin. — Von den homomorphen Abbildungen zweier Gruppen gilt der fol-
gende fundamentale Satz, der jede homomorphe Abbildung von § anf %
su einer Fakiorgruppe von § in Beziehung setzt:

Homomorphiesatz: Jede Gruppe X, auf die die Gruppe § homo-
morph abgebildet ist, ist isomorph einer Fakiorgruppe §F/MN; dabei ist s
derjenige Normalteiler von ¥, dessen Elementen das Finselement von K

entspricht. Umgekehrt ist § auf jede Foaldorgruppe FIM (wo N Normal-
teiler von § ist) homomorph abgebildet. Den Beweis findet man z. B. bei

B. I.. van der Waerden, Moderne Algebra I, S. 35 (Berlin 1930).

Wenn nun § durch Erzevgende und definierende Relationen gegeben ist
1§82,(1),{4)], so gilt es, eine Faktorgruppe ¥ = /9 durch Erzeugende und
Relationen darzastellen. Von S setzen wir voraus, daB es darin emndlich
viele Flememente S;(d,), So(dy), ..., S;(4;) der Art gibt, daB M der
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kleinste Normalteiler ist, der diese Elemente enthilt. (Diese Voraussetzung

ish immer erfiillt, wenn R endlich viele Erzeugende S,(4,), Sa(4ds), - - -,
8(4;) besitat.) Jedes Blement von N ist dann ein Produkt von endlich
vielen Elementen der Form

F(d,) S5 (4 F-2(4) (D

Denn jedes solche Produkt ist ein Element von M, weil % Normalteiler
ist, und andererseits bilden diese Produkte bereits einen Normalteiler,
also machen sie ganz M aus, weil M der kleinste Normalteiler sein sollte.

Bezeichnet man durch Uberstreichen eines Elementes von & die Rest-
klasse von /%, in der das Element liegt, so bilden offenbar

Ay, &, ..

(s=+1h

54

? a

ein System von Erzeugenden von &, und es bestehen die Relationen
Rl(f};)z i-, ey Rr(jz) :i,
8,(4)=1, ..., S;(dy=1. |

@)

Die Restklasse 1, in der das Einselement von & liegt, ist dabei der |

Normalteiler 9. B
Wir behaupten, daB (3) ein definierendes Relationensystem von §§ ist,
dafl also jede Relation £(4;)=1 eine Folgerelation von (3) ist. R(d)=1

bedeutet némlich, daf R{4,) zu N gehort. Nun ist jedes Element von 9 .

gleich einem Produkt von Elementen der Form (1). Man kann also R(4)
mit Hilfe der Relationen It/ (4;)=1, ..., R,(4;)=1 und trivialer Re-

lationen in ein Produkt von Elementen der Form (1) tberfithren. Also -

kann man ebenso R(4,) durch Anwendung der Relationen B, (dy=1,...,
B,(4)=1 und trivialer Relationen in ein Produkt von Transformierten
der SFY(4), ..., 531(A4) tberfihren und dieses wieder durch Anwen-
dung der Relationen 8, (d;)=1, ..., S;(4;)=1 und trivialer Relationen
in das leere Produkt verwandeln.

Man erhilt somit die Relationen der Faktorgruppe, indem man gewisse
Zusatzrelationen zu den Relationen der Gruppe hinzunimmt.

Das Ergebnis ist der

Satz 1: Hat die Gruppe § die Erzeugenden

Ay, Ay, ..y A,
und die Relationen

Bi(de) =1, Ry(A)=1, ..., R.(d)=1
und ist N der Keinste Normalteiler, der gewisse Flemente
Si(da), Sa(ds), -.., Si(dy)
enthiilt, so hat die Foktorgruppe FIMN =5 die Frseugenden
Ay, Ay, ..., A,

(3)

§84 Abelschmachen von Gruppen

und die definierenden Relationen
Rl(-‘a:i):"i‘: -R?‘(gi):i-! Ty Rv‘(-‘i—i):}:
S.L(_z‘l—z)zi, Sg(f]._z)=1, .-y Ss(Ai)ﬁ 1;
dobei bezeichnet A; die Resthlnsse, in der A; liegt
Bei der Ableitung des Satzes I sind wir von einem bestimmten Normal-
teiler N ausgegangen und haben die Relationen von /M gesucht. Man
kann aber auch umgekehrt zu den Relationen von & beliebige Zusa.tz—
relationen hinzufiigen und erhilt immer eine Faktorgruppe /M, nimlich
die Faktorgruppe nach dem kleinsten Normalteiler, der die linken Seiten

der Zusatzrelationen enthilf. .
Von dem Homomorphiesatze machen wir eine Anwendung, die wir in

§ 20 benutzen. Von drei Gruppen
| 5, ©, % @
geien D und N Normalteiler vou ¥, und N sel in D enthalten, Durch N

ist eine homomorphe Abbildung von § auf die Faktorgruppe %/E.ng
bestimmt. Hierbei gehen die Gruppen (4) der Reihe nach fiber in die
‘Gruppen

e

T=F/%, D=/N, N=0N=1.

" Da D Normalteiler von X ist, so ist D Normalteiler von i, und es
gibt eine homomorphe Abbildung von § auf §§/D. Die beiden homo-
morphen Abbildungen, nacheinander ausgefiihrt, ergeben eine homomorphe
Abbildung von § aunf 5§/D, bei der gerade die Elemente von D in das
Binselement von /D itbergehen. Somit sind F/D und F/ D= (F/N}/(D/N)
isomorph.

§ 84. Abelschmachen von Gruppen.

_ .. Wir wenden Satz I des vorigen Paragraphen auf einen wichtigen Sender-
fall an. §§ sei eine Gruppe mit den Erzengenden

Ay, Agy .., 4,
und den definierenden Relationen
(%) Bi(4) =1, Re(4)=1,..., R (4)=1
_iﬁnd 9t der kleinste Normalteiler, der die Kommutatoren
| A Ay A1 A7
;ile enthilt. Die Faktorgruppe §§/9t=% hat dann nach SatzI die Erzengenden
- Ay, Ay, A, %
und die definierenden Relationen
3 By(d) =1, Ry(d) =T1,..., B,(d) =T,

(L
(@)

(hk=1,2.. .

)
1 (3)

(i, B==1,2,..., a).
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A; bezeichnet dabei dje Restklasse des Klementes .4, von % bei der Zer-
legung nach M. Fiir (3} konnte man ebensogut sehreiben

. §85 Freies und direktes Produkt 301

hat schon die Form (2), wenn & ==, Gehdren aber F,., und F,. . der-
selben Gruppe an, so ist . F,, . ein bestimmtes Element I, der Gruppe
Fy Ist nun F,, == 1, so haé das Produkt die Normalform (2). Andernfalls
“kann man ¥, sireichen und das Verfahren von neunem anwenden. So er-
“hilt man fiir das Produkt eine eindeutige Normalform der Gestalt (2) oder
dag Finselement. ' '

Den Satz, daBl zu A beliebigen Gruppen §y, e, ..., §r es ein freies
" Produkt gibt, beweisen wir nicht. Man findet diesen Existenzheweis hei
- F. Klein, Hohere Geometrie, 3. Aufl, 8.361 (Berlin 1926).

* Sind uns die Gruppen Fy, Fe, - -, §» durch Erzeugende und definierende
" Relationen gegeben, so lassen sich daraus Irzeugende und definierende
Relationen des freien Produktes ableiten. Wir zeigen dies fiir z wei Grup-

Die erzengenden Elemente von § und damit alle Elemente von §§ sind
also miteinander vertauschbar, {5 ist daher abelsch und heifit die abelsch
gemachte Gruppe §; sie wird aus § durch Hinzunahme der Vertauschbar-
keitsrelationen (3) gewonnen,

Wir miissen nur noch zeigen, daf § allein dureh $ bestimmt ist und
nicht etwa von der Auswahl der Erzeugenden und definierenden Relationen

von i abhiingt. Das gelingt dadurch, daf man fiir §§ eine zweite Definition

angibt, die ihre Unabhingigkeit von der Darstellung von § in Evidenz
setzt. Die abelsch gemachte Gruppe §§ ist die Faltorgruppe von T nach
der Kommuitatorgruppe 8. Unter der Kommutatorgruppe einer Gruppe
wird bekanntlich der Normalteiler & verstanden, der von den simtlichen
Kommutatoren F, ¥, F;~* F~t erzeugt wird; F, und ¥ sind dabei beliehige
Elemente aus §. Wir haben zu zeigen, daff 9= 8 ist. Nach § 83 Satz T
ist M der kleinste Normalteiler, der die Kommutatoren 4, Ay A71 A7 also
spezielle Kommutatoren von § enthilt. Daler ist % in & enthalten.
Es ist aber auch £ in M enthalten, denn ein beliebiger Kommutator
F, F, Fgt ¥ bildet sich bei der homomorphen Abbildung § — F in
das Finselement 1 ab, da §§ abelsch ist. Daher enthilt % alle Kommuta-
toren von F und damit . Also ist 9 = §.

§ 85. Freies und direktes Produkt.
Eine Gruppe ¥ heibit das freie Produkt der Untergruppen 51, %o, . .., &

L

in Formeln
§=FCF0O-..0 T (1)
wenn jedes vom Einselement verschiedenc Element von § eindeutig als
Produkt ,
Echz"'FzQ (2)
dargestellt werden kann; hierin sind die Elemente F,, ¥, , ... vom Eins-

elemente verschiedene Elemente aus den Gruppen J;, Ry, . . ., und je zwei
aufeinanderiolgende gehdren verschiedenen dieser Gruppen an, es ist also
¢ ==k usw. Durch die Struktur der Gruppen §y, Fa, . .., §a ist auch die

Struktur des frelen Produktes § bestimmt. Denn zwei in der Form (2)

gegebene BElemente

F, Ek,z,...F-,,:, und F,

e Z G

werden muléipliziert, indem man sie nebeneinander schreibt. Das so ent-
stehende Blement

‘pen g% und . mit den Erzeugenden und definierenden Relationen

Ay, 4,, ..., 4g '

Bi(d) =1, By(4) =1,..., RT(A,-):l} (&)
By, By, ..., By N
81 ( By =1, 8:(By)=1,..., 8(By) = 1_] ()

Die Elemente

- érzeugen offenbar das freie Produkt § = 1 O F., und es sind die Relationen

R(A)=1,. ,RB(d)=1, &(B)=1,...,8%B)=1 (¥

“im freien Produkt erfillt. Diese Relationen sind definierende Relationen
“des freien Produltes, d. h. es ist jede im freien Produkte giiltige Relation
“eine Folgerelation dieser Relationen. Denn ist irgendein dem Einselement
“yon & gleiches aus dem A's und B's gebildetes Produkt vorgelegt, so zer-
. lege man es in moglichst lange Teilprodukte, deren jedes aus A’s oder B's
“allein besteht, sodal also die aus den A4’s hezw. B’s bestehenden Produkte
‘in dem Gesamtprodukte abwechseln. Jedes der Teilprodukte muff daun
‘mach (2) einzeln == 1 sein und 148t sich daher dureh Anwendung der Re-
“lationen (&), und zwar entweder nur der ersten » oder nur der letzten §
~1nd durch Anwendung trivialer Relationen in das leere Wort verwandeln,
Jalso gilt das gleiche von dem ganzen vorgelegten Produkte. — Der Bewels
gilt offenbar auch fiir eine beliehige Anzahl von Gruppen. Als Ergebnis
“haben wir daher den

~Batz I: Man erhilt ein System von Erzeugenden und definierenden

“Relationen des freien Produktes einer dAnzahl von Gruppen, indem man

die Ereengenden und BRelationen der einselnen Ghruppen susommenschreibt,
- Als Beispiel betrachten wir das freie Produkt von A freien zyklischen

. Gruppen F1, Hay - - -5 G- Die Gruppe 5%; hat dann eine Erzeugende 4, und
“keine Delationen. Das freie Produkt § hat also & Erzeugende und keine

Relation. Man bezeichnet § deshalb als die freie Gruppe von b Erzeugen-
d.en AIJ AE: EEEREY) _A.k.
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Hieraus folgt weiter, daB man die Erzeugenden in belicbiger Zahl
und die Relationen in beliebiger Zahl und Gestalt vorgeben kann und es
immer eine Gruppe T gibt, die von diesen Erzeugenden erzengt wird nund
die Relationen zu definierenden Relationen hat. Um die Gruppe § zu kon-
struieren, bildet man zunfichst aus den gegebenen Erzeugenden die freie
Gruppe. Durch Hinzunahme der Relationen erhilt man maech Satz I von
§ 83 eine Faktorgruppe, die die Gruppe der gewiinschten Beschaffenheit ist.

Aufgabe: Man beweise, dab das freie Produkt zweier Gruppen hichstens dann
endliche Ordnung hat, wenn ein Fakior aus dem Einselement allain besteht.

Kine Gruppe % heilit das direfte Produkt der Untergruppen §1, e, - Hrs

in Formeln -
=T X Fe X .o X Ty (4)
wenn jedes Element von § eindeutig als Prodnkt
IWIL'F:ZV "t : ' (5)

darstellbar ist und jedes Blement von % mit jedem von §F, fiir ¢ = v
vertanschbar ist. Aueh die Struktur des direkten Produktes ist durch
die der Faktoren eindeutig bestimmt, da die Gleichung

anFzz'-'-th"Fu"szu- (Fh-;'thf') (6)

die Multiplikation im direkten Produkte auf diejenige in den Gruppen-
faktoren zurtickfithrt.

Die Existenz des direkten Produktes beliebig vorgegebener Faktoren
wird durch die Konstruktion dieses direkten Produktes bewiesen: Man
fithrt als Klemente die symbolischen Produkte oder Buchstahenfolgen (5)
ein und definiert die Verkniipfung der Elemente durch die Gleichung (6).

Sind uns die Gruppen Fi, Fa, - - ., Fn durch Erzeugende und Relationen

hL"_( 1:”)( 8 2;:"’)"‘

gegeben, so lassen sich die Erzeugenden und definierenden Relationen des
- direkien Produktes ebenfalls angeben, Wir betrachten wieder den Fall

von zwei Gruppen mit den Erzeugenden und definierenden Relationen (§)

- und (Fe). Die Elemente

Ay, Ay, ..., Ay, By, By, ... By

erzeugen offenbar das direkte Produkt §; x §; =
tionen

RBi(dy=1,.. , R(4)=1,
zusammen mit den Vertauschbarkeitsrelationen der Erzeugenden
A; B A7 B = 1

sind offenbar richtige Relationen in §. Sie bilden ein System definierender
Relationen, denn irgendein Produkt aus A's und B’s kann man mit Hilfe
der Vertauschbarkeitsrelationen in die Form

114, T,

&%, und die Rela-

.S]_(.Bk) = 1, -y SS(—B}'C) - 1

G=1L2,..,8;k=1,%,..,8
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bringen , und wenn dieses Produkt = 1 ist, so miissen einzeln Jf4, =1
i
und ffB; = 1 sein. Denn nach Definition ist jedes Element des direkten
i

Produlktes eindeutig in der Form (5) darstellbar, insbesondere das Einselement
nur in der Form 1-1. Danm lassen sich aber die Teilprodukte Jf4,; und
i

JIB; durch die Relationen der Gruppen {§, und §, und trivialer Rela-
%

.tionen einzeln in das leere Wort fiberfithren.
- Unser Ergebnis ist der

Satz II: Man erhilt ein System von E’rzeugenden und definierenden
Relationen des direkten Produkies §F = T X FaX -+ X Fy, indem man
die Erzeugenden wnd Relationen der einzelnen Gmppen Fis oo or T -
sammenschreibt und die Vertauschbarkeitsrelotionen zwischen den Frezeu-
genden je sweier Gruppen Fi, Fi (¢ k) hinsunimmt.

. Aufgabe: Die Ordnung des dn-ekten Produktes ist gleich dem Produkte der
Ordnungen der Fakioren.

Als Beispiel betrachten wir dag direkte Produkt von kb freien zyklischen
Gruppen Fi, Fay o - 5 8y die von Ay, As, ..., A4, erzeugt werden. Erzeu-
wende des direkien Produktes sind diese A's und Relationen nur die Ver-
tauschbarkeitsrelationen :
AdAkA,;_lAg_l = (1, k=1,2,..., 5.
Da die Faltoren hier abelsche Gruppen sind, so ist anch das direlkte Pro-
“dukt abelsch. Man nennt dieses direkte Produlkt die freie abelsche Gruppe
von h Erseugenden. Da jedes Element von §; eindentig in der Form A7¢
darstellbar ist, so ist jedes Element der freien abelschen Gruppe von % Br-
zeugenden eindeutig in der Form

F=A% 43 . . A
3_ﬂarstellba;r, und das Produkt zweier Elemente

AL AL A% und ASAT AT
t das Flement
AGH gEr | il
‘Wenn man also dem Elemente I den ganzzahligen Vektor (e, ¢, - - ., «;)
zuordnet, so ist damit ein Isomorphismus zwischen § und der Gruppe
‘aller ganzzahbligen h-dimensionalen Vektoren (mit der Vektoraddition als
erkniipfung) hergestellt. Jedes Element von §F 148t sich daher durch
men ganzzahligen A-dimensionalen Vektor oder, was dasselbe besagt,
durch einen Punkt mit ganzzahligen Koordmaten im A-dimersionalen
Zshlenraume darstellen. Diese Punkte bilden ein %-dimensionales Punkt-

gitber. Wir ersetzen daher bisweilen den Terminus ofreie abelsche Gruppe
yvon k Erzeugenden® durch ,h-dimensionales Gitter”. Statt durch einen
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eine weitere Basis von ., so mub zundchst m —» sein. Wiire etwa m < n,
so driicke man die Hlemente der neuen Basis durch die alte Basis aus:
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Vektor kinnen wir das Element F ebensogut durch die Translation dar-
stellen, die dieser Vektor angibt; die Gruppe ist in bekannter Weise der
Gruppe der Decktranslationen des A-dimensionalen Punktgitters iso-
morph. Unter einem nulldimensionalen (fitter verstehen wir die Gruppe,
die nur aus dem Bingselement besteht.

Noch eine Bemerkung! Im direkten Produkte 3 = ¥, X §a X ... X §s ist
jede der Untergruppen {1, Fe,. . ., ¥» Normalteiler. Fine Restklasse in
der Zerlegung von & nach §; besteht aus der Glesamtheit der Elemente,
die man erhilt, wenn man in (5) die Elemente F,, ..., F, festhilt und
F,, alle Elemente von %, durchlaufen 1iBt. Die Faktorgruppe ist somit
1-igomorph zur Gruppe Fz X ... X Fx.

m
A'v ﬁzav‘uAﬂ r=1,2,..., 8. (4;)

fo=1

o

“Wegen m < n gibe es eine Relation mit rationalen Koeffizienten zwischen
den Zeilen der Matrix (e,,), also auch eine Relation mit ganzzahligen,
nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten. Darans wiirde eine eben-
solche Relation zwischen den A, folgen, was der Basiseigemschaft der 4
widerspricht. Die Matrix (e,,) ist somit quadratisch, womit zugleich be-
wiesen ist, daB die Zahl m (Dimension des Gitters) eine charakteristische
Rigenschaft des Gitters ist:

" Batz 1: Zwe Gitter sind donn wnd nur dann isomorph, wenn sie die-
-selbe Dimension haben.

Umgekehrt lassen sich die 4, durch die A4, eindentig ausdriicken:

§ 86. Abelsche Gruppen.

Fir den gruppentheoretischen Verkniipfungsprozefi haben wir bisher
das Zeichen der algebraischen Multiplikation gebraucht. Wenn es sich
aber um abelsche Gruppen handelt, so pflegt man das Multiplikations-
zeichen durch das Additionszeichen zu ersetzen und dementsprechend das
Einselement der Gruppe statt mit 1 mit 0 zu bezeichnen. Statt Produkt
zweier Elemente sagt man dann Summe, statt reziprokes Element nega-
tives, statt direktes Produkt direkte Summe, statt Binselement Nullelement.
Diese Umbenennung erfolgt, wn die enge Beziehung, in der die Theorie
der abelschen Gruppen zu derjenigen der ganzzahligen linearen Glei-
chungen steht, augenfillig zu machen. Wo immer wir die addifive Schrei-
bung benutzen und Gruppenelemente durch das Pluszeichen verkniipfen,
" da versteht es sich von selbst, dall der Verkuiipfungsprozefl abelseh ist,
und wir schreiben die Vertauschbarkeitsrelationen nicht ausdriicklich hin.
Die Relation, die eine zyklische Gruppe der Ordnung p bestimmt, lautet
also in additiver Schreibung nicht mehr 42 =1, sondern. p.4 = 0. (Man
hiite sieh, in Analogie mit einer algebraischen Gleichung aus fhr A = 0
zu folgern. Rechts und links vom Gleichheitszeichen stehen Gruppen-

wm
Aﬂ:,%ﬁ’”‘A;' w=1,2,..,m. (D)

._Durch Kinsetzen von (5) in (4) folgt
A;, xzav,uﬁ,ulfl}‘ (6)
wydA=1

.-Wegen der Basiseigenschaft der 4/ ist somit

m J=1 fliir » =2

M%1w""'8‘“1 = |=0 fir v==1 M
“oder in Matrizensprache

(“ik) (.8@) = (aik)'

:_'].)'urch Ubergang zu den Determinanten folgt daraus

elemente, nicht Zahlen, und die Ubereinstimmung besteht nur in der Be- L | | Binl =1,
zeichnung.) “also wegen der Ganzzahligkeit
Wir betrachten zuerst eine freie abelsche Gruppe §§,, mit den Erzeugenden . | = = 1
k| — H

Ay Ay e A @ '-imd.(7) besagt, dab (B,;) die reziproke Matrix von () ist. Der Uber-

‘gang von einer Basis su einer anderen vollzieht sich also durch eine gans-
- zahlige unimodulare Transformation. ;
Satz 11: Hine Untergruppe © eines m-dimensionalen (itters §n st

in hichstens m-dimensionales Glitter. :
Beweis: Sind 4;, 4,, ..., 4, die Erzeugenden von Fn, so sel Fn_1
as von Ay, Ag, ..., Ap—y erzeugte Teilgitter von §F,, und  die Unter-
“gruppe aller Elemente von &, die zu Fn-y gebdren. Wir nehmen den
atz fir §,,-1 als bewiesen an. Dann ist § ein hochstens (7 - 1)-dimen-
Seifert-Threlfall, Topologie 20

Jedes Element von §,, ist nach 3. 303 eindeutig in der Form darstellbar
L P A P AN (2)

_ Eine Reihe von Elementen von der Higenschaft, daB jedes Element
aus {,, sich eindeutig als lineare Kombination disser Elemente dar-
stellen 1485, heifit eine Basis von Fy; die Elemente (1) bilden also eine

Basis. Sei .
Ay, s, ..., Ay (3)




‘gelegentlich auch als Teilgitfer.
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“aus; da M ein hochstens m-dimensionales Gitter ist, ist dies mdglich.
.‘Doch verlangen wir nicht, daf diese Elemente eine Bas1s von I bilden
~sollen. Ist
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sionales Gitter. By, B, ..., By.., sei eine Basis von § (X < m). Unter
allen Elementen

G=gdi+ -+ gnd
von & sachen wir ein Element
== gik_A_l_!.- o + gf:,Am

aus, fiir das der letzte Koeffizient einen méglichst kleinen positiven Wert
hat. (Den Fall, dafl g,, stets = 0 ist, knnen wir ansschliefen, da danm

wegen & = § nichts mehr zu beweisen ist.) g,, ist offenbar ein Vielfaches
von g% und daher

N_Za (r=1,2,....8),

4
t!-u--

éé sind durch die Kocfficientenmatriz

(@) ()

“die N, und damit R, also auch F/M = F vollkommen bestimmt. Doch
ist das Umgekehrte offenbar nicht der Fall, da man die Gruppe % auf
“Dbeliebig viele Weisen durch eine Matrix (a ) beschreiben kann. “Z. B.
- kann man dadurch zu einer nenen Matrix gelangen, dal ean die Erzeugen-
“den Ay, Ay, ..., Ay und Ny, N, L N, der Gitter %, und N durch
“neue Erzengende A1, 43, ..., dm, Ni, Ni, ..., N, ersetzt, die mit den
alten durch unimodulare ganzzahlige Transformationen zusammenhingen.
“Wir wollen nun versuchen, durch solche Transformationen die Matrix (a,,)
in eine Normalform @berzufihren. Das erreichen wir schritbweise durch
endlichmalige Ausibung der folgenden speziellen unimodularen Trans-
formationen (elementaren Umformungen) :

G— 2B,

neo

ein Element von , also eine lineare Kombination von By, B,, ..., Ek_l.
Also bilden B, B,, ..., By ein System von Erzeugenden von . — Jedes
Element ist eindeutig durch By, B,, ..., By darstellbar. Andernfalls
gibe es eine Relation

#y B4 2o By + -+ 2 B =0

mit nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten. Driickt man hierin die
B's durch die A's aus, so ergibt sich z,¢%* =0 als Koeffizient von 4, a) Brsetzung von A, durch 4,— 4, (6 7).
wihrend doch zwischen den 4’s keine Relafion bestebt. & igt also ein " Dem entspnchtmder Matrix (a )Addltlon der 6-ten 3 p alte zur 7-ten.
J-dimensionales Gitter (& = m) mit der Basis Br, B;, ..., By. Da der Denn es ist
Satz fire ein -dimensionales Gitter offenbar richtig ist, so gilt er allgemein. N, zz*ww A= +a, A, + +oa, 'A"z.+ -

Auf Grund des Satzes 11 bezeichnen wir eine Untergruppe gines Gitters a aw( Ay A) 4ot (@, YA

. b) Ersetzung von 4, durch - A, was Vorzeichenwechsel aller Ele-
mente in der t-ten Sp alte von (a,, ) bewirks,

Entsprechende Ersetzungen kénnen in den Erzeugenden Ny, Ny, ..., N,
vordenommen werden:

a) Ersetzung von N, durch N,+ N, (x == 1) bewirkt Addition der
2-ten Zeile zur x-ten. _
1) Ersetzung von N, durch — N, bewirkt Vorzeichenwechsel in der
A-ten Zeile.

- Aus diesen vier Operationen — Zeilen- und Spaltenaddition, Vorzeichen-
wechsel in einer Zeile oder Spalte — lassen sich durch geeignete Kombi-
fiation weitere ableiten, z. B. Vertauschung zweier Zeilen oder Spalten.
Durch derartige Umformungen kann man, was in § 87 bewiesen wird, die
Koeffizientenmatrix vom Range y in die Diagonalform fiberfithren:

S sei jetat eine beliebige abelsche Gruppe mit den Frzeugenden
Ay, Agy o, Ay
und §, ein m-dimensionales Gitter mit der Basis
| Ay, Asy ..., A
Ordnet man jedem Element von §,,

Ay + g dy+ + - iy,
das Hlement

aljl_;" a2ﬁ2+ e “]L“ amgm

von § zu, so ist damit eine homomorphe Abbildung von F,, auf ] ge-
geben. Dlegemgen Elemente von §,, die sich in das Nullelement von §
abbilden, machen eine Untergruppe M von &, also ein Teilgitter aus,
und die Elemente von % entsprechen eineindeutig den Restklassen in der
Zerlegung von §,, nach 9. F selbst ist die Faktorgruppe Fn/M.

Wir wihlen nun aus 3N irgendwelche Erzeugenden

? i
Ny, Ny, ..o, N,

S e

'[‘ o 0

20*
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Faktoren der Matrix («, ).

Sind 47, 45, .. .,
den. Flementen .
;jaIA’l, e Ay, .04,

AP

und allen daraus gebildeten linearen Kombinationen genau die Elemente -

von M vor sich, und zwei FKlemente

1“41 -{»-p2A2 +oee-
g4 + gy A} e

+ b m‘A':'n’
+ 4,4,

aus & gehtren dann und nur dann derselben Restklasse von %t in F,

an, wenn
@1“@1)«41‘1‘@2_92)14;4"“

zu N gehort, wenn also

+ (pm - qm) A:}’J

=g (mod 1), ps == g3 (mod &5), . . ., P, =g, (mod c),

R N
ist. Man hat daher in den Elementen
£ 4] +§2-A;+’ : +§?A;+ﬂr+1A;+1+ T +"?mA:n (9) :

0= £, < Cus M beliebig)

genau je einen Reprisentanten aus dem Restklassen vor sich. Anders aus-

gedriickt: Die Elemente der Faktorgruppe §§ = J,/9 (die wir wieder -

durch Uberstreichen bezeichnen) lassen sich eindeutig in dex Form sehreiben
b4 +EA 4+ 4 £yt Ay (11)

bei Einhaltung der Normierungshedingungen (10).

Da die Elemente A, der Faktorgruppe 3 die Ordmmgen CLy Ce; -

bezw. oo haben, ist § dle direkte Summe der von A4, 4,
zyklischen Untergruppen

+ B, A

G
. erzeugten

‘Fassen wir zusammen:

Satz T: Jede abelsche Gruppe F mit endlich vielen Ereeugenden ist
direkte Summe von @ endlichen syklischen Gruppen der Ordnungen
0Ly oy - - s €, und p freien syklischen Gruppen. Dabei Tann man annchmen,
daf jedes ¢ im vorangehenden enthalten ist. ¢, ¢, ..., ¢, sind die von 1
verschiedenen invarianten Foktoven der Koefﬁmentenmatmw (@, ), durch die
K gegeben ist, und p ist die _D@ﬁ"erenz aus der Spaltenzohl m wnd dem
BRang y von (a,,). Die Zahlen ¢, ¢y, . . y 6 bezw. p=m — y sind durch

§86-
Von den ¢'s ist jedes im vorangehenden enthalten, die ersten ¢ sind von
1 versclneden, die letzten ¢ — ¢ gleich 1. Man nennt die ¢'s die invarionten

? - . :
4, dle nenen Basiselemente von §§,., so hat man in .

(10} -

Gruppe § durch die Erzeugenden

§86 309
die abelsche Gruppe eindewtig bestimmt und heifien die Torsionshoeffi-

zienten besw. die Bettische Zahl der Gruppe. _
Diese Benennung rechtfertigt sich durch die geometrische Bedeutung,

Abeleche Gruppen

“die diese GréBen haben, wenn § Homologiegruppe eines Komplexes ist

(55 18, 61) -
Die Eindeutigkeit ist noch zu beweisen. Die von 47, 45, ..., 4, e
zeugte Untergruppe 1l der Ordnung 6,6, . . - ¢, besteht oﬂ'enbar ang der
Gesamtheit der Elemente endlicher Ordnung von § und ist daher unab-

hiingig von der Auswahl der Erzeugenden. /AL ist nach 8. 304 isomorph
wu der von A5, . . ., A, erzengten Untergruppe algo ein p-dimensionales

~Gitter. Damit ist d_le Zahl p als eine Invariante von 5 erkannt, und wir
:branchen nur noch die endliche Untergruppe U zu betrachten. Multipli-

ziert man alle Elemente der von A, erzeugten zyklischen Gruppe der
Ordnung ¢, mit einer ganzen positiven Zahl #, 0 bilden diese - fachen eine

._zykhsche Untergruppe der Ordoung e.fc, ,x) *) Entsprechend erhilt man

durch Ver-z-fachung aller Hlemente von 1 eine Untergruppe von il von
der Ordnung

; o

(C@, z) )

M (:c) ‘2

€1, 5'7) {€a, x)

M (#) ist nur dann = 1, wenn alle Faktoren 1 sind, wenn also % ein Vielfaches
‘von ¢ ist. Damit ist ¢ invariant charakterisiert. Nachdem man- sehon
"¢, {w < o) invariant charakterisiert hat, betrachtet man die Zahlen #, fiir die

Cpe
(cf-l H .’:ﬂ)

M () = %

(cl, @) (e m)

“wird. Das ist dann und nur dann der Fall, wenn die Faktoren

Cgt +1 .
e @t (co, x}
w1,

: alle =1 gind, wenn also z ein Vielfaches von ¢, ist. | Damit ist auch
TGy mvarlant charakterisiert.

’ .
Die Invarianten der abelschen G‘rruppe konnen uns dazu dienenm, anch

‘nichtabelsche Gruppen zu unterscheiden. Denn aus jeder nichtabelschen

“Gruppe ¥ kann man durch Abelschmachen in eindeutiger Weise eine

whelsche Gruppe § ableiten. Bezeichnet man als die Torsionskoef-

fizienten und die Bettische Zahl von § die Torsionskoeffizienten
~und die Bettische Zahl von %, so besteht hiernach eine notwendige Bedin-

gung fiir die Ubereinstimmung zweier Gruppen §; und e in der Uber-
einstimmung ihrer Torsionskoeffizienten und Bettischen Zahlen.: Ist die

| 1"(7‘12)

# (@, D) bezeichnet den groften gemeinsamen .Teiler der ganzen Zahlém-eind b.

Ay, Ay, Ay




-

- tiomengruppe von # Ziffern.
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und die definierenden Relationen :
By(4) =1, Bo(d)=1,..., B.(4) =1 (13).

gegeben, so kann man Torsionskoeffizienten und Bettische Zahl folgender- 'E
mallen ermitteln: Die Relationen (13) zusammen mit den Vertauschbar-
keitsrelationen :

§ 87. Normalform ganzzahliger Matrizen.

Tn § 86 haben wir den Satz benutzt, daB man jede ganzzahlige Matrix
E durch elementare Umformungen, das sind Addition oder Subtraktion
einer Zeile (Spalte) von einer anderen, Vorzeichenwechsel aller Zahlen
einer Zeile (Spalte), Vertauschung zweier Zeilen (Spalten), in die Dia-
Ay = Ay A, fhm1,m (14) gonalform tberfithren kann. Den Beweis tragen wir jebzt nach.
' . B _ _ Sei die vorgelegte Matrix

sind die definierenden Relationen von . Anstatt §§ als Faktorgruppe von -
& nach der Kommutatorgruppe anzusehen, kann man sich § auch sus dem :
m-dimensionalen Gitter ¥, das durch die Relationen (14) definiert wird, "
durch die Zusatzrelationen (13) entstanden denken. § ist also Faktori'
gruppe aus dem Gitter , und dem Teilgitter N, das von den linken
Seiten der Relatiomen (13) erzeugt wird. Die Matrix, durch die die Ein-
lagerung von M in . bestimmt ist, ist somit einfach die Koeffizienten-
matrix der additiv geschriebenen Relationen {(13). Aus ihr bestimmen sich
Torsionskoeffizienten und Bettische Zahl wie soeben entwickelt.

E=_(s,) G=1,2 .om;2=1,8,..., 8

Die ganze Zahl z,, steht in der ¢-ten Zeile und in der x-ten Spalte. y sei
der Rang von E.

Ist p = 0, so liegt bereits die Normalform vor. Ist y >0, so wihle man
ein von O verschiedenes Element und bringe es an die Stelle (i, x) = (1, 1).
Wir bezeichnen es wieder mit & 4. Sind dann nicht alle Elemente der ersten
Zeile und Spalte durch s;, teilbar, so sei etwa & ein TFlement der ersten
' Zeile, das durch &, geteilt den Rest &, <5, liBt. Durch gentigend oft
wiederholte Addition oder Subtraktion der ersten Spalte von der k-fen
erreicht man, daf an der Stelle (1, %) die Zahl &, steht, und durch Ver-
tanschen der 1-ten mit der k-ten Spalte bringt man &, an die Stelle (1, 1).
‘Entsprechend verfahrt man, wenn sich in der ersten Spalte ein nicht durch
&4 teilbares Element befindet. Das Verfahren wiederholt man. so oft, bis alle
Elemente der ersten Zeile und Spalte durch das Element der Stelle (1, 1), das
wir wieder mit &, bezeichnen, teilbar sind. Dieser Fall muf einmal eintreten,
da sich bei jedem Schritt der absolute Betrag von &, verringert. Durch hin-
reichend oft wiederholte Addition der ersten Spalte (Zeile) zu den iibrigen
Spalten (Zeilen) erreicht man, daf alle Elemente der ersten Zeile (Spalte)

‘Wir demonstrieren das Verfahren an einer Gru i
) ppe mit & Hrzengend
4 definierenden Relationen: 5 genden und

Ae=B=(h=ABC=1

N.ebenbei bem.erkt ist die Gruppe die Oktaedergrulspe, in der 4 eine Drehung uwm :
eine Kantenmitte, B um eine benachbarte Dreiecksmitte und ¢ um eine Eckg des :
Oktandes ist. ”) Die Relationen der abelsch gemachten Gruppe F sind .

24d=8B=40=4d+B+0C=0.

Die Koeffizientenmatriz dieser Gruppe lautet daher

200 2900 ‘auBer &1, gleich O werden. Gibt es in der nenen Matrix ein Element &, (i== 1,
430 and 4 Normalts 010 k== 1), das nicht durch &, teilbar ist, so bringt man es durch Zeilenaddition
004 e deren Sormatorm 1 6 o 1 in die erste Zeile und beginnt das eben angewendete Verfahren von nenem.
111 000 ‘8o fahrt man fort, bis alle Elemente durch das Element der Stelle (1, 1) teil-

‘bar geworden sind und in der ersten Zeile und Spalte auber &, lauter Nullen
‘stehen. — Beliebige elementare Umformungen der Teilmatrix E,, die ans E
durch Streichen der ersten Zeile und Spalte entsteht, komnen durch ele-
“mentare Umformungen von E bewirkt werden, die an der ersten Zeile und
Spalte von E wegen der dort stehenden Nullen nichts mehr dndern. Durch
‘solehe Umformungen kann man an die Stelle (2, 2) ein Element & bringen,
~das in allen @brigen Elementen von E; enthalten ist, wihrend alle von a,,
‘verschiedenen Elemente der zweiten Zeile und Spalte O sind. Da bei den
“élementaren Umformungen von E, die Eigenschaft aller Elemente von E,,
durch &, teilbar zu sein, erhalten bleibt, so ist &, durch &, teilbar. Fort-
‘setzung dieses Verfahrens fithrt auf eine Matrix, in der alle Elemente bis
‘auf gewisse in der Diagonale stehende = 0 sind. Deren Anzahl mull y sein,
‘da sich bei elementaren Umformungen der Rang von E nicht #ndert.
Jedes der Diagonalelemente 11, &3, . - ., &, st Teiler des folgenden. Diese

:'Ei iost also ein Torsionskoeffizient vom Werte 2 vorhanden und die Betfische Zahl -
18 .

Wenn eine Gruppe § eine von O verschiedene Bettische Zahl besitat
so ist die abelsch gemachte Gruppe ¥, also erst recht & selbst, unendlich. ;
Wenn dagegen die Bettische Zahl = 0 ist, so kann man anf diese Weise -
tiber die Unendlichkeit der Gruppe nicht entscheiden. Z. B. hat sowohl das 5.
freie Produkt zweier Gruppen der Ordnung 2, als auch ihr direktes Produkt .
(die Vierergruppe) zwei Torsionskoeffizienten vom Werte 2 und die Betti- |
sche Zahl 0. Das freie Produkt ist unendlich, die Vierergruppe endlich .

Aufgabe: Man bestimme die Torsionskoeffizienten der symmetrischen Permuta.

¥} Beweis bei W. v. Dyck, Math. Ann. 20 (1882), 8. 85.
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Diagonalelemente, die die invarianten Faktoren der Matrix E heiflen, unter-
scheiden sich von den 8. 308 erwihmnten nur durch die Reihenfolge, die
sich durch Zeilen- und Spaltenvertanschung beliebig abindern 1a8t: Bs ist
Eu==Cpy ey 8= 0y,

Die Findeutigkeit der so gewonnenen Normalform, d h. ihre Unab-
hingigkeit von der Leitung des Normierangsprozesses haben wir schon in
§ 86 dadurch bewiesen, daB wir die invarianten Faktoren als charakteri-
stische Zahlen der durch die Matrix gegebenen abelschen Gruppe erkannten.
Man kann die Unabhingigkeit auch unmittelbar wie folgt einsehen. Be-
zeichnet D); den grofiten gemeinsamen Teiler aller ¢-reihigen Unterdeter-
minanten von E, so indert sich D; bei den Umformungen nicht, nach be-
kannten Sitzen der Determinantentheorie.*) In der Normalform ist D; das
Produkt der ¢ ersten Diagonalelemente &, . . . g,,, also ist

sehon durch E bestimmt.

In praktischen Fallen ist es nicht immer ratsam, genau nach dem an-
gegebenen Verfahren vorzugehen, sondern es wird bisweilen eine andere
Anordnung der Umformungen rascher zum Ziele fithren. Wir erlautern
das Verfahren an einem Beispiele, das uns S. 89 als Inzidenzmatrix bei
den Pseudomannigfaltigkeiten begegnet ist, nimlich an einer n-zeiligen
und m-~spaltigen Matrix E von folgender Beschaffenheit:

(a) In jeder Zeile stehen genau zwei von O verschiedene Flemente. Thr
absoluter Betrag ist 1.

(b) Teilt man die Spalten irgendwie in zwei Klassen, so gibt es wenigstens
eine Zeile, deren beide Einsen in Spalten verschiedener Klassen stehen.

Die Normalisierung wird in vier Schritten durchgefiihrt:

1. 8chritt: E wird durch Zeilen- und Spaltenvertauschungen in die
Matrix

:,:1 il , O 0 A A
* # 1 0O .
m__.
0
| m
* % # +1 U
%* % #* # 1

P a— 494,
e

tibergefiihrt, worin die Sterne fir nicht niher zu bezeichnende BElemente
— Nullen oder Einsen — stehen. Um (T) aus E zu gewinnen, bringt
man zunichst durch Spaltenvertauschung die beiden Finsen der ersten
Zeile an die erste und zweite Stelle. Wegen (b) gibt es eine Zeile, etwa
die i-te, deren eine Bins in der ersten oder zweiten Spalte, deren

*) M. Bocher, Einfiihrung in die hihere Algebra (Leipzig 1910).
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andere in der k-ten Spalte (k > 2) steht. Man vertauscht dann die dritte

-mit der k-ten Spalte und die i-te Zeile mit der zweiten. Die neue Matrix
‘stimmt in den ersten beiden Zeilen mit (I) iiberein. So wird Zeile an Zeile

gefiigt.
2 Sehritt: Durch Vorzeichenwechsel in den Spalten erreicht man,..
daB in jeder der m — 1 ersten Zeilen genau eine + 1 und eine — 1 steht.
3. Schritt: Addition der zweiten bis m-ten Spalte zur ersten. Die

"Matrix erhilt dadurch die Form

01 0 - 0
0 = 1 - 0

' II
0 % = 1 7 (1L}
L - 3 3

In der ersten Spalte stehen nur Nullen oder (hochstens in den letzten

w— m + 1 Zeilen) Zweien. Durch geeignete Vorzeicheninderungen von
Zeilen haben die hingeschriebenen Einsen alle das positive Vorzeichen
erhalten.

4 Sehritt: Durch geeignete Additionen oder Subtraktionen der ersten
bezw. zweiten, ..., (m — 1)-ten Zeile zu den Hbrigen erreicht man, daf in
der zweiten bezw. dritten, ..., m-ten Spalte nur eine einzige Eins steht.
Die Matrix hat danach die Form

01 0 - 0)
0 01 - 0
00 0 1 (1)
« 0 0 - 0

- Die letzten » — m + 1 Zeilen enthalten aufler in der ersten Spalte laufer

Nullen. Die erste Spalte ist dabel ungeindert geblieben. Stehen nun in

~der ersten Spalte keine Zweien, also lanter Nullen, so ist die Normalform

-hergestellt:

010 -0
00 1 -0

v
000 -1 ()
(00 0 -0
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(Gibt es mehr als eine Zwel in der ersten Spalte, so kann man durch
Zeilenaddition oder -subtrvaktion ecine einzige Zwel herstellen, die man
noch durch Zeilenvertauschung in die linke obere Hcke bringt:

Hilfssiitze auvs der Gruppentheorie

20 0 -0
61 0 - 0

600 . 1 m

- . . - .

0 00 -0

Man erhilt die Normalform (IV) oder (V), je nachdem die urspriingliche
Matrix E den Rang m — 1 oder m hat.

Anmerkungen.

1.(8. 3) KEnoten im M, Wirde man Selbsttiberschneidungen zulassen, so lieBe
" gich jeder Knoten in einem wyz-Raume in eine Kreislinie deformieren. Nun 1aft
gich das Ergebnis einer solchen Selbstiiberschneidung auch ohne Selbstitberschnei-
<.~ dung erzielen, wenn der xys-Raum in einen vierdimensionalen xy#¢-Raum ein-
_gelagert ist, Denken wir uns die beiden kleinen Stiicke ¢ und b des Enotens,
. die an der Uberschneidung beteiligh sind, etwa folgendermafien spesialisiert: a die
. Btrecke — 1S xS --1, y==z=0; b der Halbkrels 9> *=1, =10, 1 =0.
Es hzndelt sich dann daram, b in den Halbkreis 3, der durch 3 #2=1,
. z=0, £ <0 gegeben ist, ohne Selbstiiberschneidung des im xyz-Raume Liegen-
den Knotens tiberaufiihren. Dies gelingt dadurch, daf man den Halbkreis b im
-~ yzt-Raume euklidiseh starr um die y-Achse dreht, bis er in die Lage 5" kommt,
:2.(8.6.) Das Einwickeln der Doppelringfléiche findet man besonders
handgreiflich dargestellt in Hilbert und Cohn-Vossen [1] 8. 265, wo sich auch sonst
lehrreiche Bemerkungen zum Anschauungsmaterial finden.
(8.9) Einbetten nichtorientierbarer Fléichen Alle Moglich-
" keiten, die projektive Ebense mit doppelpunkifreien Durchdringungskuirven in
" den euklidischen $?® zu legen, sind vor Boy [1] ermitielt worden. Man vergleiche
auch 8chilling [1], Ende des evsten Bandes: Topologische Verwirklichung der pro-
jektiven Ebene dureh eine singularifitenfreie Fliche im Raume. — Die projekiive
 Ebene la8t sich dadurch ohne Selbstdurchdringungex in den euklidischen Hi# legen,
. daB man den Rand eines in einem euklidisehen Teil-R? gelegenen Mobiusbandes
7 von einem micht diesem Teilraum angehdrigen Punkte aus projiziert und den pro-
- jizierenden Kegel an das Mobiusband anheftet. — Daf die projektive Ebene sich
" sogar als eine algebraische Flache in den $* legen lifit, wird im Anhang 1
" “von Bilbert und Cohn-Vossen [1] gezeigt. In diesem Buche findet man anck inter-
" essante Bemerkungen iiber die Bchliebung des Mgbiusbandes im %2 und die Ge-
2 stalten der Kreuzhaube. ' )
(8,18} Unendliche Flichen werden systematisch behandelt von B
“rékjarto [6], 5. Abschnitt: Offene Flicken. s
5.(8,16) Raumschliebung durch Gruppen Es liegh dighkr
_ob man den euklidigchen Raum noch suf andere Weise schlieBef Hepf
7 man die Forderung, umkehrbar eindeutig zu werden, an andere i
" die konforme und projektive Gruppe stellt. Beispiele fiir solel
.. SehlieBungen findet man bei Seifert [1] 8. 30. Die konforme und pr
pind indessen dadureh vor anderen ausgeseichnet, daf sie alleiy
schlossenen Raume die Lie- Helmholtzschen Beweglichkeitsbedingi:
fillen. — Uber die SchlieBang des komplezen Zablenrammes durekl<Ga
- rationaler Transformationen vgh. H, Bebnke u. P. Thullen, Theorie der Fin
mehrerer komplexer Verimderlichen (Berlin 1934}, 8. 8.
6.(8.17.) Lagenriume der Mechanik WHine besondere mechanische
Bedeutung gewinnt der Lagenraum eines mechanischen Systems erst dadarch, daf
" nicht nur seine topologischen Higenschaften filr den Systemverlanf vom
Belang sind, sondern nzch einem Gedanken von Jacobi**) sich ihm eine Metrik

“. %) H. Weyl, Mathematische Analyse des Raumproblems {Berlin 1923), 8. 30.
. *) C.G.J. Jacobi, Gesammeite Werke, Supplementband (Berlin 1884), B. 44.
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derart aufprigen 1aBt, daf die Bahnkurven die geodatischen Linien dieser Mebrik
gind. Dabei ist die Gesambenergie ein fiir allemal fest und die potentielle Energie
als Ortsfunktion vorgegeben. Man vergleiche z B. E. T, Whittacker, Analytische
Dynamik (Berlin 1914), § 104. Tst z B. im Falle des ebenen, im Schwerefelde
hiingenden Doppelpendels die Gesambenergie so grof, daB jede Lage durchlaufen
werden kann, so ist der Lagemraum die gesamie Ringfliche. Da sich jede ge-
schlossene Kurve auf der Ringfliche zu einer geoditischen Linie der aufgeprigten
Metrik straff ziehen IiBt (unter gewissen in diesem Sonderfall erfillten Bedin-
gungen®), und da es unendlich viele nichthomotope geschlogsene Kurven auf der
Ringifliche gibt, so folgt die Existenz unendlich vieler verschiedener periodischer
Bewegungen des ebenen Doppelpendels.
.(8.18) Uber Phasenréiume dex Mechanik vgl Birkhoff [5].
(8. 21) Topologische Réume Der im Text benutrte, allein durch die
Axiome A wnd B bestimmte Begriff des Umgebungsraumes ist so gefalt, daf
gerade topologische Grundbegriffe, wie offene und abgeschlossens Teilmenge,
stetige und topologische Abbildung, Identifizieren, sich darauf griinden lassen.
Piir uns ist der Umgebungsranm nur Durchgangsbesriff zum Eomplex., Er ist zu
allgemein, als daf man schon geometrisch wesentliche Sétze von jhm allein be-
weisen kounte Die mengentheoretische Topologie versteht daher unter eimem
Umgebungsranm oder einem topologischen Raunm speziellere Gekilde, 7. B. stim-
men bei Tietze-Vietoris [8] §. 156 die Axiome (A) und (B) a) mit unseren Axio-
men A und B tiberein. Zu ihnen treten aber noch die weiteren Axiome hinzu:
(B) b) Der Durchechnitt zweier Umgebungen eines Punktes ist wieder eime Um-
gebung des Punktes; (C) Ist die Menge I eine Umgsbung von P, so ist es auch
die Menge aller ,inneren Punkte vom 1, d. h. aller der Punkte X, fiir die Ii
eine Umgebung von X ist; (D) Ist P == @, so gibt es Umgsbungen von P and
¢ ohne gemeinsamen Punkt. Der Tietzesche Umgebungsraum ist also wesentlich
spezieller als unserer. Hr ist wmfangsgleich mit dem Begriffe des Hausdorfischen
topologischen Rawmes, der zumeist in der Literatur benutzt wird; dessen Axiome
sind (Hausdorff [1] 8. 213 und 260): (A) das Axiom A des Textes; (B) Zu zwel
Umgebungen eines Punkies P gibt es eine Umgebung von P, die Teilmenge vom
beiden ist; (C) Tiegt der Punkb ¢ in einer Umgebung 1(F) eines Punktes P, g0
hat er eine Tmgebung 11(¢), die Teilmenge von I (P) ist (die Umgebungen sind
also offene Mengen); (D) wie oben Axiom (D). Diese Umgebungsaziome werden
z. B. von offeren Kugelumgebungen und offenen Wiirfelumgebungen des Zahlen-
raumes erfillt, Da das Axiom (B) von Tietze fehlt, so haben die Umgebungen
beil Hansdorff eine engere Bedeutung als bei Tietze. Z. B. ist der Zahlenranm,
der durch Kugelumgehungen zum topologischen Raume gemacht wird, sunichst
noch von demjenigen zu unterscheiden, in dem die Umgebungen offene Wiirfel
sind. Daher werden nachtriglich zwei Umgebungssysteme fiir gleichwertig erklart,
wenn jede Umgebung des ersten Systerns eine des zweiten enthilt und umgekehrt.
-(8.21) Homogenitit des Zahlanraumes. Die Purkie des Zahlenraumes
sind nicht als mathematische (Gegenstinde erkifirt, die umkehrbar eindeutig den
n-tupeln reeller Zahlen zugeordnet werden kénmnen, sondern ein Punkt ist
identiseh mit einem Zahlen-n-tupel. Des unbeschadet fithren wir 8. 36 in den
Zohlenraum ein Parallelkoordinatensystem oin, in dem das sn-tupel Ly Lay e v vy By
Parallelkoordinaten 4y, #,, ..., ¥, erhilt; das definierende Zahlen-n-tupel hat
men von dem nm-tupel der Parallelkoordinaten zu unterscheiden, obwohl ing-
besondere x== y;, Xp==1y,, .. ., &, ==y, sein kann, — Der Zahlenraum ist nicht

in dem logischen Binne homogen™), dah zwei seiner Pankte begrifflich auf Grund

o =3

ow

*) Vgl. z. B. L, Bieberbach, Differentialgleichungen, 8. Aufl. (Berlin 1930), 8. 195,
*) H. Weyl, Philosophie der Mathematik und Naturwissenschafien, Honderausgabe
aus dem Handbuch der Philosophie (Minchen 1927), & A 7.
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der Axiome nicht voreinander ausgerzeichmet sind. Das ist im Zahlenranme des-
balb nicht der Fall, weil die Zahlen durch ihre Eigenschaften voneinander
- unterschiedene Individuen sind, Dagegen ist der Zahlenrawm sehr wohl in dem
... mathematisch allein belangreichen Sinme des § 12 h_omogen. ) )
710.(8.46) Rein kombinatoriseche Topologie Uber die Tragweite der
* rein kombinatorischen Methode unterrichtet Kneser [4], Tietze-Vietoria [8). Kine..
- vollstindige, vein kombinatorigche Durchfiihrung der Fliéchento po lo gi e
gibt Reidemeister [7], einen kombinatorischen Abrif der Fiiichen_topolqgla Lev1_ [1]
und Chuard [1]. Die Enotentheorie beha;n.deli? kombinatorisch Eeide-
meister [6]. Der Fnzyklopadie-Artikel #her Analysis aitus (Dehl}-H'eegafa,rd [13)
ist ebemfalls kombinatorisch gehalten, doch sind darin die SBehwierigkeifen, _dle
eine strenge Durchfifhrung der rein kombinatorischen Methode bietet, noak{ nicht
~voll zom Ausdruck gekommen. Diese Schwierigkeiten, di(? scht'j_n in 'den
 Grundlagen auftreten und in mehr als drei Dimensionen zur Zeit uniiberwind-
lich sind, erkeant man aus Bilz [1], Kneser [4], Furch [2.1, (3], [8]), Weyl [2].
Versuche, dureh eine zweckmiBige Definition des Begriffes der Elementar-
verwandtschaft diese Schwierigkeiten zu beheben, haben unfer anderen unter-
nommen Newman [1], [4], Alexander [18], Tucker [3]. Man vergleiche ferner
die an Weyl [2] ankniipfende Arbeit von de Rbam [1]; ferner Mayer [1] und
Bergmarn [2].

: 11. (8. 58.) Bireng genommen haben wir im Text nur bewiesen, dad durch Identifi-

zieren der Ri#nder zweier kongruent aufeinander abgebildeten Vollkugeln die
Sphire entsteht. Dad das gleiche auch bei einer beliebigen topologischen
Abbildung 4 der Rénder zweier Vollkugeln B, und B, gilt, erkennt man so:
"HEs zei 4" eime kongruente Abbildung des Randes von B, auf den Rand
einer weiteren Vollkugel %B,. Dann werden die Rinder von %, und B, vermige
A’4~" topologisch aufeinander abgebildet, und diese topologischfs Bez1ghung
1Bt sich zu einer topologischen Abbildung vom B, auf B; erweitern, 1]:}{'1&1[1
man etwa entsprechende Radiex von B, und ¥, linear aufeinander a.bbll_det.
Nach 8. 35 erhilt man einen hom&omorphen Umgebungsraum, wenn man nicht
%, und B,, sondern B, und B aufeinanderklebt. Das ergibt a,}?er die Sphire,
da die Rander von B, wnd B kongruent aufeinander bezogen sind.

'12.(8.56) Riume aus Linienelementen Die Aunfgabe gibi ziwei Beispiele

von Réumen, deren ,Punkie“ Linienelemente einer gesc_hlossenez-l Fiﬁche sind.
Die Frage nach allen aus orienfierten oder nichtonenmerte?: Linienelementen
geschlossener Flichen bestehenden Riumen hat drei Bearbeitungen 'gefun'den:
Nielsen [6] 8. 306 (es werden die Fundamentalgruppen aller aug orientier-
ten Linienelemenien bestehenden Riume angegeben), Hotelling [1], [2], T]':irle-
fall [8]. Man vergleiche ferner v.d. Waerde]}, Ja.hrfzs’.ber. Deutsch. i\lath.N_erel_nJLg.
49 (1933), Aufgabe 124, 8. 712 (nichtorieutierte Linienelemente der projekfiven
Ebene) und 8. 198 dieses Buches, Aufgabe 4. ) )
13.(8. 70.) Bisweilen bezeichnet man die gamnze Homologiegruppe als Be_tmsche
Gruppe und die im Text Bettische Gruppe genannte Gruppe als reduzierte
Bettische Gruppe; so Pontrjagin [3]. ] o )
14.(8.72) Mit der Einfihrung der Inzidenzm&t{'i?en hat Poincaré (u?sbesondere in
[4]) den entscheidenden Schritt gur Arithmetisierung der Topologie getan.
15.(8.81) Ketten modm Vom algebraischen Standpuxkt aus ist eine K%atte
nichis anderes als eine Linearform, deren Unbestimmie die onent'lerten Sim-
plexe sind. Die Koeffizienten dieser Linearform gehfren einem bestimmten Ko-
- effizientenbereiche an. Ist dieser Koeffizientenbereich der der ganzen Zahlen, so
 erhiilt man die gewthnlichen Ketten, wie sie in § 16 hia § 22 betrajchtet.wurden.
‘Wimmb man-die Restllassen mod 2 als Koeffizienten, so ergeben sich d1g Ketten
© mod 2. Allgemeiner hat man als Koeffizienten die Restldassen modulo einer be-
- liebigen ganzen Zahl s == 1 benutst. Man kommt dann zm r}en Homology'a-
" gruppen mnd Bettischen Zahlen mod m, deren topelogische Invarianz ebenso wie
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16

17,

fiir gewthnliche Ketten nachgewiesen werden kann. Die Bettischen Zahlen mod m
gind durch die gewthnlichen Bettischen Zahlen (die man anch Bettische Zahlen
mod 0 nennt) ond durch die Torsionskoeffizienten bestimmt, und umgekehrt
berechnen sich die Torsionskoeffizienten auns den Bettischen Zahlen modm
(m=10,2,3,...). Die Bettischen Zahlen modm biefen hiernach fir Homologie-
fragen keine Vorteile vor den gewdhnlichen Homologiegruppen. Dagegen haben
gie in letzter Zeit fiir andere Untersuchungen (Dualitits- und Abbildungssitze)
Bedeutung erlangt; vergleiche =z B. Hopf [18], [19], Pontrjagin [3]. Homologie-
gruppen mod 2 wurden eingefiihri von Tietze [1] und weiter behandelt von

Vebler [5], Homologiegruppen modm wurden zuerst von Alexander [15] be-
trachtet,

.(8.92) Fiir allgemeinere Umgebungsrinme wird man die Definition dex

Homologiegruppen zweckmafig so wihien, daB moglichst viele Stfze,
die in der Theorie der KEomplexe bestehen, ihre Giiltigkeit behalten, Folgendes
einfache Beispiel mag dies illustrieren: Man betrachte in der Zahlenebene die
Punktmenge, die in einem kartesischen Koordinatensystem durch die Glei-
chungen

y::sinw;— fiir 25=0 -

—1EyE+1 fire=0

gegeben wird, und fiige zu dieser Menge wuoch den umendlich fernen Punkt
hinga, durch den sich die Zahlenebene zur 2-Bphire &% schlieBt. So erhilt man
eine abgeschlossene Teilmenge M von &2, auf der, wie man sich leicht tibex-
lagt, jede geschlossene singulire 1-Kette ~ 0 ist. Anderseits wird &* von Mt in
genau zwel Gebiete zerlegt. Bei unserer Definition der singuliren Homologie-
gruppen wiirde also der Alexandersche Dualititssatz (vgl. Anm. 47), nach wel-
chem die Anzahl der Gebiete nm 1 gréfier ist als die erste Bettische Zahl des
eingelagerten Komplexes, filr allgemeine abgeschlossene Mengen seine Gltigkeit
verlieren. Wie man bei beliebigen abgeschlossenen Teilmengen von Zahlen-
riumen zu einer zweckmiBigen Definition der Homologiegruppen kommt, dar-
iiber vergleiche man Alexandroff [7], [10], Cech [2], Lefschetz [12], Vietoris [2], [4]-
(8. 112) Invarianzbeweise der Homologiegruppen Der Ge-
danke, sum Nachweis der fopolegischen Invarianz der simplizialen Homologie-
gruppen singulire Ketten simplizial zu approximieren, geht auf J. W. Alexander
zuriick. In seinem ersten Beweise [1] wird die Ubereinstimmung der aus zwei
verschiedenen simplizialen Zerlegungen eines Komplexes berechneten simplizialen

- Bomologiegruppen bewlesen, ohne daB topologisch invariante singulire Homo-

18.

logiegruppen wie im Text definiert werden. Der Bewels kommt vielmehr wmit
sinem einfacheren Begriffe der singuliren Kette (stetiges Bild einer simplizialen
Eetfte) aus, da die Addierbarkeit der singuliren Ketten nicht wie im Texte zar
invarianten Definition der Homologiegruppen gebrauncht wird. — FEin zweiter
Beweis von Alexander [15] benutzt Uberhaupt keine singuliven Ketten, sondern
approximiert die Unterteilung der einen simplizialem Zerlegung des Komplexes
in der anderen und wmgekehrt,

Wir haben im Texte die Invarianz der Zusammenhangssahlen dadurch
bewliesen, dab wir sie durch die Bettischen Zahlen und die Torsionskoeffizienten
ansdriickten. Man kionnte ebensogut die Invarianz direkt einsehen, indem man
singwidre Keften mod 2 einfiihrte, also an Stelle des ganzzahligen Koeffizienten-
bereiches die Restldassen mod 2 benutste. Der Beweis des Approximationssatzes
und damit der Invarianzbewels der Zusammenhangsgruppen verliuft fiir den
neuen Koeffizientenbereich nicht anders als im Texte.

(8.119.) Komplexer projektiver Raum Mit der gleicken Methode
beweist man, daB im komplexen projektiven Raume, einer 25-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit, die Homologiegruppen der geraden Dimensionen
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0,2 4,..., 2n freie zyklische Groppen sind und die der ungeraden Dimen-
sionen amns dem Nullelemente allein bestehen. Die Homologiebasen werden von
den komplexen projektiven Teilriumen gebildet. (Die Punkte des k(}mplexe?n
projektiven Raumes sind (n -} 1)-tupel von Verhiliniszablen, die unabhingig
voneinander alle komplexen Zahlen durchlaufen mit Ausschluf nur des aus
lauter Nullen bestehenden (n - 1)-tupels. Umgebungen sind ebenso wie im..
reellen projektiven Raume 8. 54 definiert.) Man vergleiche v. d. Waerden [2].

.(8.120) Invarianz im Grofen Fiir den besonderen Fall der geschlos-

sener Pseudomannigfaltigkeit folgt die Invarianz der Dimension
bereits ans den Ergebnissen des IV. Kapitels. Denn die Dimension n 148t sich
invariant alg die kleimste Zahl von der Art charakterisieren, daf die (» -} 1)-te
und alle folgenden Zusammenhangszahlen 0 sind.

.(8.121) Homologiegruppen in einem Punkte Stath, wie wir es

tun, die Homologiegruppen in einem Punkte mit Hilfe einer bestimoien sim-
plizialen Zerlegung zu definjeren und nachtriglich ihre topologiseche Invarianz
festzustellen, kinnte man eie aumch von vornhersin topologisch invariant defi-
nieren, wie dies mi$ den singuliren Homologiegruppen geschehen ist (§ 27). Zu
dem Zwecke erklirt man nach var Kampen [3] zwel singulire %-Kettem TU%
und V?* eines Komplexes § als ,gleich im Punkte P* wenn U* — V% fremd
zo P ist. Fine Kette U* heifit ,geschlossen in P* oder ein Zykel in P, wemn
#8 UF nicht durch P geht, und man schreibt T*~~ V% in P, wean Uk - Pk
homolog einer zu P fremden Kette ist. Mit anderen Worten vernachlissigt man
in allen Fetten die zu P fremden, also die zu & — P gehdrigen Simplexe; man

-betrachtet also ,Ketten mod (f — P)¥. Die k-Zykeln in P lassen sich in Home-

logieklassen einteilen. Sie bilden eine abelsche Gruppe, die ihrer Defintion na._ch
topologisch invariant ist und die fir k> 1 mit der (¥ — 1)-ten Homologie-
gruppe des Umgebungskomplexes von P tbereinstimmmst, was sich mittels sim-
plizialer Approximation bewsisen laft. — Ketten vwod Homologiegruppen mod %,

- wo & eine beliebige abgeschlossene Teilmenge von R ist, werden von Lefschetz

[12] auwsgiebig verwendef, = B. zur Angleichung der Theorie der berandeten
Mannigfaltigkeiten an die der geschlossenen; vergleiche Anmerkung 41.

1.(8.127.) Unter. dem Satze von der Imvarianz der Dimension versteht

man zumeist den Satz der Aufgabe 2 von § 32. Die Invarianz der Dimension
wuarde zuerst von Brouwer [6] bewiesen., Andere Beweise findet man bei Alex-
androff {16], Lefschetz [12], Sperner [1].

.(8. 140.) In der rein kombinatorischen Behandlung der Flichentopologie, in der

die urspriinglichen Gegenstinde endlich oder abzihlbar viele Punkfe, Btrecken
und Flichenstiicke sind und nur die Frage nach der Elementarverwandtschaft,
nicht die nach der Hom&omorphie einen Sinn hat, ist der Satz des Textes bereits
der Hauptsatz der Flichentopologie. Er wurde zuerst kombinato-
risch bewiesen von Debn und Heegaard [1] 8. 190. Die dort benutzte Normal-
form ist aber nicht das Fundamentalpolygon, sondern sie besteht aus drei
Flichensiiicken. Das Fundamentalpolygon verwendet zum kombinatorischen Be-
weise des Fundamentaleatzes Levi [1] 8. 71, ebenso Reidemeister [7]. Uber
andere Normalformen vergleiche Threlfall [1}; zum kombinatorischen Beweise
iiberdies Chuard [1].

. (8. 148.) Mit der Lgang des Homomorphieproblems der Flichen sind die Pro-

bleme der Flachentopologie nicht erschopft. Die dxeidimensionale
Topologie stellt der Flichentopologie z. B, schwierige Fragen, indem sie die
Konstruktion und Unterscheidung aller moglichen Heegaarddiagramme fordert
(vergleiche Anmerkung 34). Wihrend aber das Homomorphieproblem sich mit
den Homologieeigenschaften geschlossener Flachenkurven lésen 148t besiehen
pich die erwihnten Fragen auf Homotopie- und Isotopiecigenschafien. Die Frage,
wann zwei Flichenkurven frei homiotop (§ 49) sind, ist nach 8. 176 eine xein
gruppentheoretische Frage: Man hat alle Klussen konjugierter Elemente der
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24.

26.

Fandamentalgruppe der Fliche aufmustellen. Disses Problem ist von Dekn [3], i4]
vollstindig geldst worden; es umfaBt die Frage nach der Existenz amphidromer

Kurven, das sind solehe, die sich aunf der Fliche homotop in ihre Resiproken

deformieren lassen, auf denen sich also der Durchlaufungssinn durch homotope

Deformation uwmkehren liBt. Zor Isotopie von Fiichenkurven verglaiche man :

Baer [1], [2]. — Ein weiterer hierher gehiriger Satz ist der folgende von Niel-
sen [6] bewiesene: Jeder Automoerphismus der Fundamentalgruppe einer orien-
tierbaren Fliche 1aBt sich durch eine topologische Zelbstabbildung der Fliche
bewirken. — Uber Abbildungen und Fixpunktsitze von Flichen vergleiche man
Nielsen {2]—[8], Brouwer [1], [5], [14], [15], Kuneser [7], [9], Hopf [14). — Hine
zusammeniassende Darstellung der rein kombinatorischen Fliichentopologie gibs
Reidemeister [7].

(8. 149.) Die Gleichheitsdefinition fiir Wege ist somit eine anders

ale fiir orientierte singulére 1-Simplexe, fiir die wir lineare Abbildbarkeit

der Urbilder gefordert hatten. Wollte man auch Ffir die Wege lineare Abbild-
barkeit verlangen, so wiirde fiir die Produktbildung der Wege das assoziative
Gesetz (ab)e == a(be) nicht ohne weiteres gelten.

-(8.158.) Der Begriff der Fundamentalgruppe geht auf Poincaré [2], [7] suriick.
Die Aufstellung . der Erzeugenden und Relationen mittels der Hilfewege (§ 46)

haben wir aus Tieize [1] entnommen.

{8.1567.) Batz: Die Zahlenebene dst der cinzige sweidimensionale, einfoch 2u-
samamenhdngende wnendliche homogene Komplex. Zum Reweise konstruieren wir
eine Abbildung eines vorgegebenen derartigen Komplexes ® auf die Zahlen-
ebene. Wir legen eine feste simpliziale Zexlegung von & zugrande. Jeder Riick-

* kehrschnitt ¥ schueidet aus § ein eindentig bestimmtes Elementarfischen-
gbiick aus, Denn ! ist nullhomotop; also anch ~0 mod 2 und somit Rand -

eines zweidirensionalen Teilkomplexes €. Dieser Teilkomplex ist eine berandete
Fliche, und zwar ein Elementarfiichenstiick. ¥s gentigt nach § 40 zu zeigen,

dal auf E eine beliebige 1-Kette mod 2, u, nullhomolog mod % ist. Sicher ist -

U~0 mod2 auf §; es gibt also einen endlichen Teilkomplex 1l mit dem
Rande u. U kann kein Dreieck enthalten, das auBerhalb & liegt, weil 11 dann
alle Dreiecke auBerhalb & enthalten miiBte; denn &2 U liegt auf @ 11 enthils
aber nur endlich viele Dreiecke. Also ist u beveits ~0 mod 2 auf E @ ist
eindentiz, denn lieBe sich eine zweite Fliche & in ¥ einspannen, so witrden &
und @' zmsammen eine geschlossene Kette mod2 bilden; es gibt aber
aufler der Kefte 0 keine geschlossene EKette mod 2 auf ®, weil mit einem
Dreiecke auch alle fibrigen dazu gehiren wirden. — Wenn nun &, ein belie-
biges, aus Dreiecken bestehendes Elementarflichenstiick von $ mit dem Rande ¥,
ist, 0 kann man es eindeutig durch Hinzunahme derjenigen Dreiecke erweitern,

die mit Dreiecken von €, eine Kante oder eine Ecke gemeinsam haben. Den :

so erhaltenen Teilkomplex &, der unter Umstanden ,Lécher® aufweist, ergtinzen

wir in eindeutiger Weise durch Hinzunahme all er Elementarfiichensticke, die :

auf ihm verlaufende Riickkehrschnitte zum Rande haben. — Wir behaupten,
da8 der so entstehende Komplex ¥ ein Elementarfiichenstiick ist, Denn aas der
Eonstrukiion von T folgt, daB T die Verhindbarkeitsbedingung (PM,) von S. 88
erfilit. 'Wir betrachten dann efnen aus Randkanten von T bestehenden Riick-
kehrschnitt f,. Er liegt auch auf dem Rande von %, da beim Uhergange von
% zu & keine meuen Randkanten hinzugekommen sind. Das in f, eingespannte
Elementarflichenstiick €, gehbrt also nach Konstruktion zu €. Anderseits besteht
T wegen (PB,) aus allen Dreiecken, die mit einem Dreieck von T, also ims-
besondere mit einera Dreiecke von &, verbindbar sind. Das sind aber nur
die Dreiecke von @, selbst. Denn der Rand von &, geh&rt auch dem Rande von
% an. Daher gehtirt auch & zu §,; es ist also & = &, ein Elementarfiichen-
stilck. — Die Gesamtheit der Dreiecke von &,, die nicht zu €, gehdren, bilden
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ein ‘gelochtes Elementarflichenstiick, also einen Kreisring 8, mit dem inmeren
Randkreise T, und dem Zuferen ¥,, Man bilde pun &, auf den Einheitskreis der
Zahlenebene topologisch ab, B, auf den Kreisring der Zahlenebene mit dem
inneren Radins 1 und dem &uferen 2, so dafl die Abbildungen auf dem €, und
R, gemeinsamen Kreise f, iibereinstimmen, danach B, auf den Kraisring Iftlit
dem inneren Radius 2 und dem #uBeren 3 und so fort. So erhilt man eime

© topologische Abbildung von ® auf die ganze Zahlenebene.
7.(S. 180.) Hieraus folgt, daB zwei von O ausgehende stetig ineinander defor-

mierbare geschlossene Kantenwege w, und w, auch kombinatorisch in-
einander deformierbar sind., Durch kombinatorische Deformation filhrt man ersé
%, in 10, - wgtw, und danach in w, fiber, was moglich ist, weil w,wy? stetig und
daher mach (I[} kombinatorisch nullhomotop ist.

! _(8.176.) Man bestimme unter den geschlossenen Flichen diejenigen, anf demen

gich amphidrome Kurven (Anm. 23) finden. — Im projektiven Baum sind
auBér den (steis amphidromen) nulthomotopen Kaurven mnoch die projektiven Ge-
raden, also alle Kurven amphidrom, im Linsemraum (3,1) dagegen nur die
nulthomotopen Kuarven.

.(8.176.) Man kann den Ubergang von einew geschlossenen Wege 10, za einem

homologen Wege auch durch einen DeformationsprozeB bewirken, nimlich durch
»Deformation mit Zerreifung®. Damit ist folgendes gemeint: Man deformiert w,
in einen Weg #,, der einen Doppelpunkt (Selbstbertihrung) P aufweist, von

- dem wir annehmen, daf er der Anfangspunkt von %, ist. @, ist dann das Pro-

dukt zweier geschlossener Wege wf und wy, die jetzt unabhingig vonei.na,?der
frei deformiert werden konnem, bis sie schlieflich wieder zu einern - einzigen
Wege 1w, zusammengefiigt werden, Auf w, kann man denselben Prozefi an-

_ wenden wie auf w, usf. Nach r Sehritten kommt man zu einem Wege w,, der

offenbar homolog zum Ausgangswege w, ist. Man ilberlegt sich leicht, daB man
auf diese Weise tabtsachlich jeden zu w, homologen Weg erhalten kann. Die
drei Klagsen von 8. 176: Wegeklasse, Klasse konjugierter Elemente, Homologie-
klasse entsprechen somit den drei Deformationsprozessen: Gebundene Deforma-
tiom, freie Deformation, Daformation mit Zerreifung.

.{f.179.) Die Bestimmung der Homologiegruppen eines zusammengeselz-

ten Komplexes hat Vietoris [6] durchgefiihrt. Vergleiche ferner Mayer [1]. Zur
Fundamentalgruppe vgl Seifert [1].

.(8.180.) Allgemeiner ist die Gruppe mit der einen Relation 4™== 5" nur dann

isomorph mit der Gruppe A" == B®, wenn die Zahlenpaare m,n und @/, #
abgesehen von der Reihenfolge ibereinstimmen. Zum Beweise hat man in der
Gruppe Am — B die Faktorgruppe nach dem Zentrum zu bilden, das von 4™

_erzengt wird. Die Faktorgruppe hat die Relationen A" o= Bre=1, und in ihr

1aBt eich jedes Element endlicher Orduung in eine Potenz von A oder B trans-

" formierer. Damit sind die Zahlen m, n als Invarianten der Gruppe cliarakberi-

siert. Vgl Schreier {1]. Fine notwendige Bedingung fiir die Aquivalenz (§ 65)

‘zweier Torusknoten m, n und ', n' besteht also in der Ubereinstimmung dieser

Zahlenpaave. Ist aber m—m’ und »==n', so branchen die beiden Knoten noch
nicht &quivalent zu sein, da man zwischen dem Enoten und seinem Spiegel-
bild unterscheiden muB. So gibt es z. B. eine ,Rechts®- und eine ,Links“-Klee-

. blattschlinge. Vgl. Dehn {6], Goeritz {2], Seifert [4].
32. {8.200.) Vgl Reidemeister {¢].
.(8.218,) Uber die Entdeckung der Poinearéschen Riume vergleiche man Poin-

caré [7]. Das dort 8. 106 angegebene Beispiel stimmb mit dem sph#irischen
Dodekaederraum iiberein (vgl. Weber und Seifert [1]). — Das erste Verfahren,

-~ upendlich viele verschiedene Poincarésche Riume zu konstruierem, gab M. Dehn,

vgl. § 65. Fin anderes Verfahren liefert die Theorie der gefaserten Raume (vgl.

- Anmerkung 38 und Beifert [8], 8. 207). Es ergibt sich, daf jeder Poincarésche

Seifert-Threlfall, Topologie 21
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(8. 220.) Vgl Seifert [1] und Goeritz [1].
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Raum, wenn #berhaupt, dann nur auf eine Weise faserbar ist (die 3-Sphire,
die sich anf wnendlich viele Weisen fasern liBt, rechnen wir nicht zu den Poin-
caréschen Riumen), und daf er durch die Vielfachheiten o, w,, . . ., o, seiner
Ausnahmefagern umkehrbar eindeutig bestimumt ist; die Vielfachheiten miissen
nur der Bedingung gentigen, paarweise teilerfremd zu sein. — Unier den ge-
faserten Poincaréschen Riumen ist der sphirische Dodekaederraum der einzige
von endlicher Fundamentalgruppe. DaB die mit dem Dehmschen Verfahren aus
der Kleeblattschlinge konstruierte Mannigfaltigkeit von 8. 227 mit dem sphiri-
schen Dodekaederraum homdomorph ist, folgt aus ihrer Faserbarkeit (vgl. Threl-
fall und Seifert [2), II, 8. 568). Mit der gleichen Methode wird hewiesen, daf

der sphiirische Dudekaederraum nicht mar 5-facker zyklischer Uberl&gerungs- ]

raum der Kleeblattschlinge, sondern auch 2-facher des Torusknoiens 8,5 und
3-facher des Torusknotens 3,2 ist (Seifert [8], 8. 223).
TUber Heegaarddiagramme hsheren
Geschlechts vgl Goeritz 4], Kreines [1], Reideimeister [8], [9], Singer [1].
(8. 221.) Siehe Alexander [8], [8].
(8,222 Der im Text fiir die projektive Ebene gegebene Beweis gils offenbar
fiir jede beliebige nichtorientierbare Fliche. Da# sich eine solche Fliche micht
nur nicht ala Teilkomplex einer simplizialen Zerlegung, sondern auch nicht
frgendwie topologisch in den dreidimensionalen Zahlenraum einlagern lifit, folgu
aug dem Alexanderschen Dualititssatz (Anm. 47).
(8. 224.) Dieses Ergebnis wurde auf andere Weise von Kneser [5] gewo:men
(8. 224) Zwei weitere Komstruktionsverfahren geschlossener dreidimensionaler
Mannigfaltigkeiten ergeben sich aus dem Raumformenproblem und der
Theorie der gefaserten Réuwme Unter einer Raumform versteht man eine
n-dimensionale Mannigfaltigkeit, der erstens eine-sphirische, euklidische oder
hyperbolische Metrik aufgepritgt ist, d. h. jeder Punkt hat eine Umgebung, die
sich kongruent auf eine Vollkugel einer der drei metrischen Grundformen,
ngmlick des n-dimensionalen sphirischen, euklidischen oder hyperbolischen
Raures abbilden 158t (Bedingung der mefrischen Homogenitit), Zweitens wird
die Unendhchke1tsbed1ngung an die Raumform gestellt, nach der man von Jedem
Punkte ans in jeder Richtung einen geoditischen (unter Umsisnden in sich zu-
riickkehrenden) Strahl unbegrenzt abtragen kann; diese Bedingung schlieBt z. B.
aus, daB jede offene Teilmenge einer Raumform wieder eine Raumform ist. Die
drei Grundformen nehmen unter den Rawmformen dadurch eine ausgezeichnete
Btellung ein, dafi sie die einzigen einfach zusammexnhingenden sind. (Nimunit man
zu ihnen noch den durch Diametralpunktidentifizierung aus dem maetrischen
sphérischen Raum entstehenden elliptischen Ranm hingzu, se hat man fibrigens
in diesen vier Raumformen die einzigen, die die Lie-Helmholtzschen Beweglich-
keitshedingungen erfillen.) Nun zeigt sich, da8 in zwei Dimensiomen jede ge-
schlossene Fliche als Diskontinuititsbereich einer fizxpunktlosen Bewe-
gungsgruppe einer der drei metrischen Grundformen (Kugelfidche, euklidische
und hyperbolische Ebene) auftritt (vgl. 2, B. Koebe [1]). Da8 Entsprechendes in
drei Dimensionen vicht gilt, dafiir ist das topologische Produkt aus Eugelfliche
und Kreislinie ein Beispiel. Doch liefern die Diskontinuititsbereiche in drei
Dimensionen wenigstens ein reichhaltiges Beispielmaterial, dem wir alle ' Bei-
spiele des IX, Kap. entnommen haben. Die Bewegungsgruppen des sphiirischen
und euklidischen Raumes mit endlichem Diskontinuititebereich lassen sich voll-
stindig aufzihlen, man vergleiche Hopf [2], Threlfall u. Seifert [2], Hantzsche u.
Wendt, Euklidische Raumformen (erscheint 1984 voraussichtlich in den Math,
Annalen), Uber die Diskontinuititsbereiche des hyperbolischen Raumes ist wenig
bekannt; man vergleiche Lobell [4]), Weber u, Seifert [1].

Zuar Betra,chtung gefaserter Rdume geben die Diskontinuititsbereiche sPhan-
scher Bewegungsgruppen sowie die Baume aus Linienelementen geschlossener
Flichen (Anm, 12) Anlaf, da sie mit eimer bestimmten Fagefung versehen auf-
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treten. Die Fagern der Diskontinuititsbereiche sind die Bahnkurven kontinuier-
- .licher Bewegungsgruppen der Kinheits-3- Spha.re (auch Hypersphire gerannt);
_in den Riumen aus Linienelementen wird eine Faser von den Linienelementen
. erfills, die durch einen festen Punkt gehen. — Ein gefaserter Ranm ist nun

"eine dreidimensionale Mannigfaltigkeit, deren Punkte auf oo® geschlossene
Kurven, sog. Fasern, verteilt sind; durch jeden Punkt geht genan eine Faserw
hindurch, und jede Fager H bhat eine ,Faserumgebung®, dus ist eine solche,
- H enthaltende Teilmenge von Fasern, die sich fasertren auf einen ,gefaserien

“Vollring* abbilden liBt, wobei H in die mitblere Faser ibergeht. Ein gefaserter
Vollving ist ein gera.der Kreiszylinder des euklidischen Raumes, der durch die
“wur Achse parailelen Geraden gefasert ist und dessen Grundfiiche und Dach-
fiiche, um einen rationalen Winkel verschraubt, zur Deckung gebrachi sind.
.~ Man kann nun an Stelle des ungelssten Hombomorphieproblems: das vollstin-

- dige Invariantensysiem dreidimensionaler Punktmeannigfaltighkeiten gegen topo-

logische Abbildungen anzugeben, das lgsbare Problem treten lassen: das voll-

standige Invariantensystem gefaserter Rdome gegen fasertreve Abbildungen zu
ermitteln (Seifert [3]). Die dabel gewonnenen Faserinvarianten, aus denen sich
die Pundamentalgroppe bevechnen IiBt, beziehen sich freilich nicht auf eine
gegebene Punktmannigfalligheit, sondemn anf ihre Faserung, so daB bisweilen
~die Frage offenbleibt, ob zwei verschiedene gefaserte Réwme als Punktmannig-
. faltigkeiten nicht topolomsch aufeinander abbildbar sind, Uberdies gibt es
Mannigfaltigkeiten, die sich iberbanpt nicht fasern lassen, da die Faserbarkeit
‘an eine bestimmte notwendige Eigenschaft der F'amdamentalgruppe gekniipft
ist. 7. B. sind alle geschlossenen Eyperbolischen Raumformen sowie fast alle
- topologischen Summen (man vgl. 8. 218) unfaserbar., Dennoch dienen die Faser-
. invarianten der Topologie der Mannigfaltigkeiten, da sie die Enischeidung iiber

. deren Homoomoerphie in vielen Fallen zu treffen gestatten, Beispiele hierfiix
bigten die Diskentinuilitsbereiche fixpunkthaltiger Bewegungsgruppen der
Einheits- 3 - Sphire, die sich infolge ihver Faserbarkeit fiberblicken lassen, sowie
.- :die in Anm. 33 erwihnten Poincaréschen Riume,

.(8.224) Aquivalenz von Knoten Man kénnte versucht sein, zwei Enoben
. dann als dgnivalent zu betrachien, wenn sich der eine durch eine isotope De-
formation der Abbildung seines Urbildes nach § 31 in den anderen deformieren
1" 1a8t. Dann konnte man aber jeden Enoten in eine Kreislinie tberfithren. Man
-* hitte nur durch straffes Auseindnderziehen des Knotens die Verknotung auf
- “einen Punkt zusammenzaschniiren. — Ein anderer der Anschauung naheliegen-
- der Aquivalenzbegriff wiirde in der Uberfilhrbarkeit zweier Knoten durch eine
isotope Deformation (8, 114) des Gesamtraumes bestehen. Wir beweisen micht,
' daB dieser Begriff mit dem im Texte angegebenen iibereinstimmé. Zwar bewirkt
- offenbar jede isotope Deformation des Raumes eine topologische 3elbstabbildung
"o des Raumes mit Erhaltung der Orientierung. Ob aber umgekehrt jede solche
.-topologische Selbstabbildung durch eine isotope Deformation herbeigefiibrt wer-
den kann, das lassen wir offen. — Definiert man den Knoten als geradliniges
Polygon, s0 kann man mit kombinatorischen Deformationen arbeiten, denen
- gpezielle isotope Deformationen der Abbildung des Urbildes entsprechen und bei
.denen das Zusammenschniiren der Verkmotung auf einen Punkt ausgeschlossen
"dist, und man ¥ann den Knoten als eine Klasse kombinatorisch ineinander de-
“formierbarer riumlicher Polygone erkliren, so Reidemeister [6].

0. (8. 286.) Dies ist eine topologisch invariante Definition, da wir die Homologie-
7. gruppen in einem Punkt in § 32 als topologische Invarianten nachgewiesen
" baben. — Der Gedanke, an Stelle der Homogenitiat die HEomologieeigenschaften
in einem Punkte der Definition der Mannigfaltigkeiten zugrunde zu legen, wurde
‘von mehreren Autoren unabbingig gefadt: Alexander, Pountrjagin (unverdffentlicht),
. Vietoris [2}, Weyl [2]. Die erste vollstindige Durchfithrung verdankt man van Kam-
pen [3]; Pontrjagin [5] nennt diese Mannigfaltigheiten -Mannigfaltigkeiten.
o1%*
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42.(B. 242.) Die Definition der Schnittzahlen ist mit einer Willkiir behaftet, die in

43.(3. 253.) Der hier gegebene Beweis der Sitze I und II geht auf Veblen [4] zuriick,
44.(S. 266.) Den Ubergang vou einer Zellieilung zur anderen haben wir nach Lef-

45, (8. 270.) Zwei Rilckkehrscknitte anf eimer orientierbaren geschlossenen Fliche

46. (8, 272.) Die Schnittzahlen spielen eine Rolle in den Anwendungen der Topo-

- . Nullsetzen einer Ternirform m-ten Grades gegeben wird. Die Punkte von .,
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41.(8.237) Berandete Mannigfaltigkeiten. Fine berandete n-dimensio-
nale Mannigfaltigkeit liBt sich nach van Kampen [3], 8. 87, als ein berandeter
reiner Komplex erkliven, dessen Verdoppelung eine geschlossene Mannigfaltig-
keit ist. Da der duale Stermkomplex einer Zelltellung der berandeten Mannig-
faltigheit nicht wieder ein Zellenkomplex ist, so versagt fir berandete Mannig-
faltigkeiten der formale Beweis des Poincaréschen Dualititesatzes (§ 69) und der
Satz wird falsch. Man erhilt dagegen wieder einen Zellenkomplex, wenn man von
von dem dualen Sternkomplex alle Sterne fortlift, deren Mittelpunkte auf dem
Rande liegen. Will man daher den Dualititssatz auf berandete Mannigfaltig-
keiten Ubertragen, g0 kann dies nach Lefschetz [12], 8. 154, dadurch geschehen,
daf man Eetten modulo des Randes B zuzieht (vgl. Anm. 20). Dann ist die
{(gewdhnliche) Bettische Zahl p* gleich der (n — &)-ten mod %, und ebenso stim-
men die (gewthnlichen) % -ten Torsionskoeffizienten wmit den (# — & — 1)-ten mod B
tiberein. ~ Die Theorie der Schaittzahlen dagegen fibertriigt sich ohne weseni-
licke Anderung auf berandete Mannigfaltigkeiten. Fs mtissen nur die singuléiren
Ketten auffier der Bedingung E von 8,257 die weitere erfiillen, daf der Durch-

schnitt der von ihnen iiberdeckten Punkimengen fremd zum Rande B ist; vgl
van Kampen [3]. '

der Literatur nicht einheitlich festgelegt ist. Anstatt (a® 7~%) =gyt zu
setzen, kann man v fe (%, n) als Schnittzahl definieren, worin w(k, n) eine Funk-
tion von & und » vom Werte 4~ 1 bedentet. So ist z B. bei van Kampen [3)
® = (— 1}*. — Eine ahnliche Willkiir liegt fibrigens bei der Definition des Ran-
des und der Verschlingungszahl vor.

schetz [6], [7], [12] dadurch hergestellt, daB wir die Schnittzahl (4%, Br—ity
dureh vollstindige Induktion auf eine Schnittzahl &(4°, B#; gurfickfiibrten, deren
Invarianz leicht zu beweisen war Mit der gleichen Methode beweist Lefachetz,
daf zwei geschlossenen singuliren Ketten A4* wnd Bs fiir 7 + s = n eine
{r + ¢ — n) -dimensionale Schnittkette 07 ++—% zukommt, deren Homologieklasge
durch die Homologieklassen von A7 und Bs eindeutig bestimmt ist. Man nennt
die Homologiekiasse von (r+s=n das ,Produkt* der Homologieklassen von A7
und Bs. Die Homologieklassen lassen sich hiernach nicht nuor addieren, sowdern
-auch miteinander multiplizieren, Sie bilden einen Rin g. Diesen Ring zusammen
mit der Fundamentalgruppe kann man mit H. Hopf als das algebraische Geriiat
der Mamnigfaltigkeit ansprechen, das deren Zusammenhangsverhiltnisse schil-
dert, freilich obme sie zu erschipfen. Der Ring ist besonders fiir die Theorie der
stetigen Abbildungen von Bedeutung geworden (Hopf [12], [14]).

beifien konjugiert, wenn sie sich in genau einem Punkbe glatt durch-
setzen. In Fig. 128, 8. 269, sind z B. ¢, b und ebensc ¢, d ein Paar konjugierter
Riickkehrschnitte.

logie auf diealgebraische Geometrie Betrachten wir etwa in der kom-
plexen projektiven Ebene eine algebraische Kurve €, m-ter Ordnung, die durch

bilden, wie sich beweisen l48t, einen Teilkomplex, der sich nach simplizialer
Zerlegung wund kokjirenter Orientierung seiner 2-Simplexe als eine singulire
2-Kette in der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit der komplexen projektiven
Ebene auffassen IaBt. Bringt man (,, mit einer passend gewihlfen projelktiven
Geraden €, (das ist eine Kugelfliche in der komplexen projektiven Ebene) zum
Schnift, so ergeben sich gemau m Sehnittpunkte. Man kann nun zeigen, dab
dann auch die topologisehe Schnittzahl F(C,,, C;) der beiden 2-Eetten
und € gleich m ist. Dann ist aber die Schnitizah! von Oy, mit einer belieg-

von &® — &, so ish
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bigen projektiven Geraden C; Wwegen ()~ (] (Anm. 18) ebenfalls = i, ob-

‘oleich die tatsichliche Amzahl der gemeinsamen Schniitpunkte vor C,, und

unter Umstinden (z. B. wenn C; Tangente an O, ist) k_leine_r als m gein kann.
Definiert man nun als Schnittzahl zweier beliebiger algebra-

“iseher Eurven die topologische Schuitizahl der ihnen entspr{.achendeg sin-
" guliren Ketten, so ergibt sich leicht das Bézoutsche Theorem: Die Schmittzahl

einer Kurve m-ter Ordnung ¢, mit einer Kurve m-ter Ordnusg O, ist wmmn.

Beweis: Da die projektive Gerade eine Homologiebasis der Dimension 2 dar-

stellt, so ist O, ~pC,. Die nullhomologe Kette C?!"_ wCy ha.t'da,nn mib ein?r
projektiven Ge?&den é{ die Schnitizahl 0. Dsher st (O, €7 = pF(Cy, O]

. Nun ist aber, wie oben festgestellt, &{Cp, O ==m uwnd F(C;, O))=1, also

m = g. D. b eino Kurve m-ter Ordpung ist homolog einer m-fach genom-

" ‘menen projektiven Geraden. Hiernach hat man F(Cp,, Cp) = SmG, n0Y)

= & () = mmn, was zu beweisen war.

]q;?:sesfcééisgzel soll mur andeuten, in welcher Weise die Topologie fir die
algebraische Geometrie nutzbar gemacht werden kann. Eine eingehende Dar-
stellung dieser topologischen Methoden findet sich bei v. d Waerden [2], [3],
Lefschetz [2], [4], [12]; vgl. auch F. Severi.

.{8.277.) Die Verschlingungszahlen sind von Brouwer [9] eingefiihrt worden. —

Mit der Theorie der Verschlingungszahlen hingt einer der schénsten und folgep«
reichsten Sitze der Topologie zusammen, der Alexandersche Duali-
titssatz (Alexander [3]). Es Hlege in dem n»dime_nsiona,lex_l Zahlenraum
fn (n > 1) ein endlicher r-dimensionaler Komplex §7 darin. Damit ist gemelnt,
da8 §7 ecine Teilmenge des W7 ist. Mit A7 — &7 sei die Komplementirmenge
vou @7 in R® berzeichnet, die als offene Punktmenge eines Zzhlenraumes eben-
falls ein Komplex, und zwar ein unendlicher ist (8. 57). Das gilt auch noch von
der Punkimenge &7 — &7, die entsteht, wenn man R mit einem einzigen wn-
endlich fernen Punkie zur n-Sphére & schlieft. Der Alexandersche Dualitiitssats
spricht dann eine Beziehung zwischen den Beltischen Gruppen von SE‘T u-nd
@® — &7 aus. Br lautet: Ist p* die k-te Bettische Zahl von &7 und p* diejenige

Pk=ﬁn_k_l (=0, bef=n—1)

dnd in den beiden Ausnahmefillen (die man fibrigens durch eine Abinderung
der Definition der 0-ten Beftischen Zahl der allgemeinem Formel unferordmen

. kénnte) pP=pn—1 1 prl=p0— L.

Der tiefere Grund fiir diese Beziehung zwischen den Bettischen Z?,hlen zeigh
gich erst, wenn man eine Bettische Basis von $#7 und &" — & hinzunimrt. Man
kann die %-dimensionale Bettische Basis von &

BE,..., B

. pk
und die {» — % — 1)-dimensionale von & — &
Tonr e ke — pi—k—1
Bu-k-1 o -;n-—ki!s—l |
(fiir % ==0 und k==n-—1) so wihlen, daB die Matrix der Verschlingangszahlen
= 1 filr i =74
PR, B E N 5, = s
VB B 4 {0 fiir =7

wird. Fir k= 0 hat man statt der Bettischen Basis (die alsdann hekanntlich aus
g0 vielen Punkten besteht, wie der Komplex zusammenhingende, isolierte Teil-
.komplexe enthiilt) ein vollstindiges Systerm howolog un&bhé.ngigez‘: 0- Eotten vorn
algebraischen Werte 0 (3. 65) zn benutzen (das sinc_l_oum 1 weniger); und Ent-
sprechendes gilt im Falle % ==n — 1 fiir die Bagis Bj. )
Derselbe Satz gilt aneh med 2; man hat nur an Stelle der Bettischen Basen
und Bettischen Zahlen Zusammenhangsbasen und Zusammenhangszahlen zu seizen
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(f&le'xa.nder {6], Pontyjagin [3]). Ferner ist der Satz von der m-Sphire auf be-
liebige Mannigfaltigheeiten ausgedehnt worden (van Kampen [3], Pontrjagin [3]).

Folgerungen aus dem Alexanderschen Dualititssatze:

1. Die _Anza,hl der Gebiete, in die die #-Sphire & durch einen Komplex &
zerlegt wird, ist allein durch den eingelagerten Eomplex bestimmt, unabhingig
von .der Art' der Einlagerung. Sie ist gleich der wm 1 ve"‘fmehr&ex’l {n— 1)-ten
Bettischen Zahl und ebenso gleich der um 1 vermehrten (n — 1)-ten Zusammen-
ha-x‘xgsza.hl- von §7. Hieraus folgt, daB man eine (n— 1)-dimeﬂsionale nicht-
orientierbare Prendomanniglaltigheit nicht in &n einbetter kann (Brouwer
{;0]). Denn fiir sie ist pr—1==0 und die Zusammenhangezahl g%~ 1 =1, so daB
die An:faahl‘ der Gebiete, in die &" gerlegt wiirde, einmal = 1, das and,ere Mal
== 2 sein miifite. Diesen Satz haben wir fiir Flichen in &8 berei,ts bewiesen, frei-
hch nicht fiir beliebige topelogische, sondern fiir simpliziale Einlageruné der
Fliachen (ﬁ. 222 und Anm. 36). Eine in &7 eingelagerte orientisrbare
{n — 1)-dm%ensiona1e Mannigfaltigkeit i~ dagegen zerlegt &" in genan zwei
Gebiete, weil p?~1==x1 ish Das den ,unendlich fernen Punkt* von &7 ent-
haltende Gebiet heiBt das AuBere von M7, das andere das Innere. Kin Sonder-
fall hiervon ist der Jordamseche Kurvensatz, der aussagt -daB die
Zahlenebene durch das topologische Bild einer Kreislinie in zwei Gt’a‘biete zer-
legt wird. '

2. 'Satz von der Invarianz des Gebietes: Bildet man ein Gebiet @
(dat? ist eine offene Teilmenge) des n-dimensionalen Zahlenvaumes H* topo-
logisch .a.uf -eine Teilmenge ®’ eines anderen »-dimensionalen Zahlenraumes "Rn
ab, so ist @' wieder ein Gebiet (Brouwer [12]). Wir beweisen zunichst den
Hilfssatz: Ks sel & die durch SchlieBung mit einem unendlich fernen
Pul}k(:e P aus Y entstehende w-Sphire und €* ein in M7 gelegenes topo-
logisches #-Simplex mit der Randephiire ®»—1; sind dann & und % das InnEn-
und das AuBengebief, in das &% nach 1. durch &n—1 zerlegt wird, so besteht E»
ge'rade aus der Punkimenge §+ &%~1 Beweis: Die Schnittza],nl mod 2 von P
mit §* ist 0, denn P ist fremd zu §» Dann verschwindet aber die Schrittzahl
mod 2 von @ mit jedem beliebigem Punkte von 9. Denn man kann je zwei
.Punkte‘ von ¥ durch einen &7~ nicht treffenden Weg verbinden. Gibe es nun
in ¥ einen zu @ fremder Punkt, so miiBte ans demselben Grunde die Schnitt-
_z&hl mo«li 2 eines jed en Punktes von § mit E* verschwinden. Es wiirde also fur

jede bellebige in &7 — @1 gelegene und ir €% nullbomologe 0-EKette mod 2
W (&=, N =of (€, UY verschwinden im Widerspruch zum Alexander-
schen Dualitatssatz, Alle Punkte von § gehdren also zn &, Fin Punkt von % kann
dann offenbar nicht zu €» gehtren, da man in einem Simplexe je zwei mitt-
lere Pu?zkte durch eine den Rand nicht treffende Strecke verbinden kann. — Ans
dem Hilfssatze folgt inshesondere, da8 der Mittelpunkt von €7 ein inuere.r Punkt
von 7 beziiglich $# ist. Der Satz von der Invarianz des Gebietes ergibt sich
nun sofort, wenn man um einen beliebigen Punkt X von @ ein kleines zu G
geléqngtlas ger'adliniges ﬂ.-Simplex mit dem Mittelpunkt X legt. Das Bild des
?nneln:f f’iis;(t '1st dann ein topologisches zu @& gehériges Bimplex, und X' ist
(8. ‘2.80.) Die Asymumetrie des Linsenraumes (3, 1) worde von Kneser [8] bemerkt
(\;Zelt‘:;re E]‘iz_lzelheiten hiliberﬁdie Unterscheidung von Mammigfaltigheiten mit Hﬂf«;
r Yerschlingungszahlen findet man bei Alexander i
meister [9], Beifert [4]. r [0, de fham 1), Teide-
(8. 283.} De_:r Abbildungsgrad wurde von Brouwer [8] eingefiihrt. — Die
Aufgabe, eine stetige Abbildung von 7 in K* mit vorgegebenem Abbildungsgrade
i konstrnieren, kat nicht immer eine Lisung. Ist z. B. $7 sine orientierbare
F}ache vom (teschlechte p > 0, K% eine soleche vom Geschlechte ¢, so ist der Ab-
bildangsgrad y an die Bedingung gekniipft: |y | (g — 1) <p— 1'. Insbesondere

2
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kommen fir eine stetige Selbstabbildung einer Fliche vom Geschlechte pZ>1 als
Abbildungsgrade nur die Werte y==0, 41, — 1 in Frage {Eneser [9]). — Eine
naheliegende Frage ist es, ob man eine Abbildung vom Grade ¢ immer so de-
formieren kann, daB ein (kleines) Gebiet von K# genan |y | mal fiberdeckt wird,
Diese Frage ist in bejahendem Sinne von Hopf [19] (Teil II) und Kneser [2] be-
antwortet worden: Die Theorie des Abbildungsgrades ist nur ein Beispiel fiir die
algebraisch-gruppentheoretischen Msthoden, die zur Behandlung der stetigen
Abbildungen dienen. Uber diese Algebra der Abbildungen vergleiche man die
Arbeiten von Hopf [12], {14), [19], wo man auch weitere Literatur findet.

(8.289) Fixpunktformel Dieim Texte gegebene Ableitung der Fixpunkt-
formel schlieft an die Arbeit von Hopf [9] an. Diese Fixpurkiformel ist ein
Sonderfall der Lefschetz-Hopfschen allgemeinen Fizpunktforme 1,
die aussagh, GabB fir eine belichige stetige Selbstabbildung [ eines reinen Kom-

plexes §n 2(— 1% dp B gleich der megativen algebraischen Summe der Indizes

aller Fixpunkie ist. Der Index eines isolierten Fixpunktes P ist, wenn P
mittlerer Punkt eines m-Simplexes ist, folgendermaBen erklirt. Man schlage um™-

P eine kleine Kugel &t~ ziche von jedem Punkte ¢ dieser Kugel den Vek-

tor vy nach dem Bildpunkte f(¢). Der parsllel zu b, durch P gezogene Strahl
gohneidet @ —1 in einem Punkte @ (). ¢ ist eine stetige Selbstabbildung von
@~ Der Fizpunktinder ist nun der Abbildungsgrad dieser Abbildung. Der
.Begriif des Fizpunktindexes stammt im wesentlichen von Poincaré [1], 3. u. 4. Teil.

‘Fér die allgemeine Fizpunktformel hat Hopf [7], [11] durch Zuriickfithrung auf

die spezielle im Text abgeleitete einen Beweis gegeben. Der urapriingliche
Beweis vou Lefechetz [8], [7] benutet die ,,Methode der topologischen Produkie”,
die wir kurz andeuten wollen.

Eine stetige Abbildung f eines Komplexes §* in einen Eomplex K™ kann
man dadurch geben, dal man das topologische Produkt §7 X K= bildet und fir
jeden Punkt P aus § den Punkt P X f(P) darin markiert. Diese Punkte machen
sine mit §» homtomorphe Teilmenge des Prodnkies aus, die der charakteristische
Teilkomplez der Abbildung 7 in dem Produkt heiBe. Ist nun auber f noch eine
weitere stetige Abbildung g von &7 in K™ gegeben, 80 versteht man unter einem
Eoinzidenzpunkt der Abbildungen f uad g einen golchen Punkt P, fiir den
F(P) == g{ D) ist. Die Koinzidenzpunkte entsprechen also den gemeinsamen Punlkten

- der beiden charakteristischen Teilkomplexe von f und g. Sind insbesondere &~

und K7 Mannigfaltigkeiten gleicher Dimension, so kommt den beiden charakte-
_ristischen Teilkomplexen von f und g eine Schniftzahl zu, die die algebraische
Anzahl der Koinzidenzpunkie heiBt. Lefschetz hat eine Formel angegeben, die
diese Anzahl zu berechnen gestattet, wenn man die von f und g bewirkten homo-
morphen Abbildungen der Homologiegruppen kennt. Die allgemeine Fizpunkt-
formel ergibt sich hieraus in dem besonderen Falle, daB fn und K™ zusammen-
fallen und ¢ die identische Abbildung ist. Der Lefschetzsche Beweis gilt somit
nur fir Mannigfaltigheiten (berandete und unberandete), dagegen umfalt er

" auch mehrdentige Abbildungen. Die Methode der topologischen Produkte hat sich

iibrigens auch fiir andere Abbildungsprobleme als fruchtbar erwiesen {vgl. z. B,

| - Hopf [12] und [14])

Die Fixpunktformel steht in engem Zusammenhange mit der Theorie der stetigen
Vektorfelder. Bine ,kleine Transformation' f, das ist eine stetige Selbetabbildung,
die die Punkte nur wenig verschiebt, bestimmb ein Veltorfeld. Die Vektoren
des Feldes laufen vom Originalpunkte zam Bildpunkte. Das Feld ist stetig bis
auf die singulsren Stellen, die den Fixpunkten von f entsprechen und die wir
sn endlicher Anzahl anpehmen. Unter dem Index einer singuliven Steile des
Vektorfeldes versteht man den Index des betreffenden Fixpunktes der kleinen
Transformation. Da nuz bei einer kleinen Transformation dop Bf == p® ist und
die Wechselsumme fiiber die Bettischen Zahlen gleich dex negativen Eulerschen
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Chara:kteristik ist, so ergibt sich der Satz von Hopf [6]: Die Summe der Tndiges
der singuldren Slellen eives Vektorfeldes ist gleich der negativen Eulerschen Cha-
rakieristik der Mannigfaltighert. s
Die Fixpunktformel dient unter Umstinden dazu, die Existenz eines Fixpunktes
festznstellen (§ 81). Von dieser Frage wohl zu untevscheiden ist die nach der
Mindestzahl von Fiapunkten einer Abbildungsklasse, . h. nach der kleinsten
Ar‘Lza.hl von Fizpunkten, die durch Deformation einer gegebenen Abbildung ex-
reicht werden kann. Asbehdtzuingen der Mindestzahl gelingen nach J. Nielsen
dadurch, daf man die Fixpunkte in Fimpunhilicssen einteilt. Zwei Fizpunkte
werden zur selben Fizpunktklasse gerechnet, wenn man sie durch einen Weg w
derart verbinden kann, da w zusammen mit seinem Bildweg einen nulthomo-
topen geschlossenen. Weg ausmacht. TBine hquivalente Definition ergibt sich
wenn man die Abbildung des Grundkomplexes in den universellen ﬁberlage-’
rungskomplex durchdriickt, was im allgeweinen noch anf viele Weisen maglich
ish, Die in den Grundkomplex durchgedriiclten Fizpunkte einer solchen her-
lagerungsabbildung gehéren dann zur selben Klasse. Man vergleiche Nielsen [4]
[8] und Hopf [6], woselbst man anch Literaturangaben tiber die zum Teil weiter,
‘ guxéﬁctkliegenden Arbeiten von Alexander, Brouwer, Birkhoff, Feigl und anderen
ndet. ’
- (5.291.) Der Satz, daB eine (2% - 1)-dimensionale Mannigfaltigheit fixpunktfreie
Deformationen zulift, gilt allgemein; vgl. Hopf [5]. '
. (8. 510.) DaB die Topologiec gruppentheoretische Ergebnisse lefert
die auf arithmetischem Wege nicht oder doch micht so leicht zu gewinnen wiiren,
_ dafiix haben wir ein Beispiel bereits bei den Uberlagerungskomplexen auf,‘
8. 203 kennen gelernt, Hierunter fillt ferner die Frage, aus gegebemen Er-
zeugenden und Relationen auf die Struktur der Gruppe zu schlieBen, insbeson-
dere das Isomorphieproblem zu 18sem: ob zwei darch Erzeugende undeelationen
gegebene Gruppen 1-isomorph sind. Ein besonders schénes Beispiel enthilt die
Theorie (:ler Zpfe von Artin [2]; es wird dort gezeigh daB die symmetrische
- P_ermutatmnengruppe von p Ziffern durech zwei Erzeugende ¢ und o und durch
die Relatiomen ¢ = {a6)*~ ', ¢*=1 und die Vertauschbarkeitsrelationen: & ver-

) P - . .
tauschbar mit afea~ ¢ (fiir @ 4= —2-) gegeben ist. Ein anderes Beispiel findet

sick bei Threlfall und Beifert [2] 8. 877. Ein Verfahren, das grundsitslich in
gllen und prakiisch in vielen Fillen einen Einblick in die Gruppe erméglicht
ist die Konstruktion eines Gruppenbildes, das ist ein topologischer Ka,nten-’
oder Flichenkomplex, der sich aus den Erzeugenden und Relationen gewinnen
lé.l?ft (Delm [4], Threlfall [1]). Schuneidet man beispielsweise eine Mamnigfaltig-
keit irgendwie zu einem Polyeder (mach§ 60) zuf wnd bildet den univéersellen
Uberlagerungskomplex, so drtickt sich das Polyeder in eine Zeliteilung durch
Der Kantenkomplex der dualen Zellteilung ist eir Dehnsches Gruppenbild der
Fl}ndament-a.lgruppe. So 1Bt z. B, der spirische Dodeksederraum die Gruppe
~ mit den Relationen 4% = B?= (*= A B( als die binire Ikosaedergruppe der

Oxdnung 120 erkennen. Die Schwierigkeit des Isomorphieproblems kann man er-
egsen, wenn man gus den ungbsehbar vielen Moglichkeiten, die Mannigfaltig-
keit aufzugchneiden, zwei herausgreift und die nach § 62 zun ermittelnden Fr-
- zeugenden und Relationensysteme ineinander umzuraechnen versucht.
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terung 252; Alexanderscher — (47,

Durchdrticken in Grund- wnd Tber-
lagerungskomplex 184.

Durchmesser einer Punktmenge in
einem Zahlenraume 31.

Durchschunitt 22,

als

E

Ebene, projektive s. d. 9, 10, 11; Zah-
- len- s d.

Ecke eines Simplexes 36: eines Poly-
gons 130; einer Polyederfiiche 181;
eines Vollpolyeders 206.

Bigenschaften im Puunkte V. Kap.

Eigenversehlingungszahl 279,

Einbettung nichtorientiexrbarer Fli-
chen (%); siehe Einlagerung.

eineindeutige Abbildung 24,

einfach zusammenhingender
Komyplex167; — Uberlagerungskomplex

Bachverzeichnig

Einhejtsbhilinearform 249,
Einheits-n-Sphire 52,
Einheitsvellkugel 50.
Finlagerung einer Figur iz den drei-
dimensionalen Raum 2; einer §Rn—1
in eine M» 273 ; Unmiglichkeit der —
einer nichtorientierbaren Fliche in den
R 222, (%8); einseitige und wweisei-
tige Einlagerung 8, § 76; simpliziale
und topologische - (26,
einseitige Fliche 8, 273; Maunigfal-
tigkeit § 76; einseitiger Schlauch 12,
Einselement einer Gruppe 293; in
abelschen Gruppen Nullelement ge-
nannt 304.
Einspannen eines Flichenstickes 168,
Einwickeln der Flichen 6, (2.
einufriger Riickkehrschnitt 148,
Element, n-dimensionales 50 ; 8. auch
Simplex und Vollkugel.
Elementarflichenstiick (== topo-
logisches Bild der Kreisscheibe = 2-
dimensionales Element) 50 ; singulires
— (= stetiges Bild der Kreisscheibe)
153.

elementare kombinatorische
Deformationen 158.

elementareMatrizenumformun-
gen T4, 307, ]

elementare Transformation
einer Basis aller k- EKetten 73; — —
vou Polygongystemen 184,

Elementarteiler (rationsle) einer
ganzzahligen Matriz, soviel! wie inva-
riante Faktoren, s. d.

Elementarverwandtschaft 46; —
von Polyederfiscken 154, 140.

Endecke siner Strecke 41.

endlichblattrige Uberdagerungen
198.

endlicher Komplex 46; seine topolo-
gische Invarianz 47,

Endpunkt eines Weges 149,

Entfernung zweier Ponkte oines
Zahlenranmes 22 ; zweier Punktmengen
31.

entgegengesetzt orientierte singu-
lire Simplexe 93.

Erhaltung der Orientierung bei einer
topologischen Abbildung 129,

Ersatzbogen 274,

Erzeugende einer Gruppe § §2: der
Fundamentalgruppe § 46.

euklidische Raumformen (38, -

Eulersche Charakteristik siehe
Charakteristik,

Eulersche Polyederfiiche 135,

193 ; — Raumformen (= Grundformen)

(35).

Eulersche Polyederformel 87;
verallgemeinert 288.

i 1 1 zzah-
- Faktoren, invariante einer ganzea

‘Fasern gefaserter Riume (3.

Fixpunktindex ().

._Flﬁ,chentc»pologie VI. Kayp.,

. frei}es Produkt % 0%, vor Gruppen

“frei homotope Wege 174, 176,
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Ligen Matrix 74, 508,
Faktorgruppe 287.

Figur, geometrische 1, 18.

Fi g punkie, Mindestzahl (30).

Fizpunktformel § 80, 289; allge-
meine (%%),

ixpunktklassen (5.
:iB“i x]g?u nktloze Selbstabbildung der n-
Sphare 290; — Deformationen 290, (™).
Tliche, geschiossene §2, § 87; beran-
" dete § 40; mnendliche 13, (*); aus Poly-
gonen zusammengesetzt 5, 150; Poly-
gonal zerlegte — (== Pglyederﬂache)
131; — als homogener Komplex 141;
Geschlecht einer — 141; Homologie-
grupypen § 41; Fundamentalgruppe 170;
duale Basen auf eimer — 269; kon-
jugierte Rilckkehrschnitte 270; -orien-
tierbare — gpweiseitig im R 276; fix-
punktlose Deformation einer — 291.
Flachenkomplex 162; Bestimmung
der Fondamentalgruppe einer M2 aus
dem — ihreg Polyeders 214.
‘Flachenorientierung 275.
Flschenstiicke einer Polyederfiiche

131 \
()3

Hauptsatz 141,(22}; Probleme der — (33).
Fliege auf Mobiusband 8.
Folge von Punkten eines Umgebungs-
_raumes 23.
Folgerelation 284 )
Fortsetzung der Orientierung lings
eines Weges 271, o
Frakturschrift fiir nicktorientierte
bilde 40, 81.
frgr?e Deformation eines Weges 174,
29,

300.
~freie abelsche Gruppe von & Hr-
. zeugenden 303.

freie zyklische Gruppe = freie
" Gruppe vom einer Hrzeugenden 295.

"Fundamentalpolygon von Flichen
51E; (0), (h), (k) 189; der Kugel 7
(Fig. 11); der projektiven Ebege 1i
(Fig. 18); der Ringflachen 8 (Fig. 5),
12 (Fig. 19); dexr Doppelringfliche 6

- (Fig. 10).
. Fén%anﬁentalgrupp e 4, VIL Kap,
(25); des - Bimplexes 157 ; des - dimen-
- gionalen Zahlenraumes 157 ; dex Kreis-

“freie Gruppe vor A Erzeugenden 801

linie, des Kreisringes, des Voliringes
168; eines topologischen Produktes
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156; der projektiven Ebene 1975 der
geschlossenen Flichen 170; eines zu-
sammengesetzten Komplexes § 52; des
Auflenranmes eines Torusknotens 178;
giner dreidimensionalen Mannigfaltig-
keit § 62, 279; einer mcht—oa':lenmgr-
baren dreidimensionalen Mannigfaltig-
keit 206; eines homogenen vierdimen-
gionalen Komplexes 180; homomorphe
Abbildung der — 156 ; —und Deforma-

tion von Abbildungen § 50; -— und
Homologiegruppe § 48; — gﬁ.s Deck-
bewegungsgruppe 197; -—— 1n enem
Punkte § 31.

Funktion, stetige 25.

G

Gebiet = offene Teilmenge des RB7® 125;

Invarianz des — (¥).

gebundene Deformation eines Weges
174, (2%,

gefa.iser"cer Raunm (¥).

geradliniges Bimplex (eines Zahlen-
raumes) 41; — Verbindungsstrecke
gweier Punkte eines topologischen Sim-
plexes 41; — Komplex 46. .

Gerfistkomplex, zweidimensionaler
182. .

Geschlecht einer geschlossenen Flache
141,

geschlossene Flache § 37, § 2.

geschlossene Kette (= Zykel) 60;
— —mod 2 83; in einem Punkte (*).

geschlossene Mannigfaltighkeit
204, 256.

geschlossener Weg 150.

Gitter (= freie abelsche Gruppe) 803,
F% aller k-Ketfen eines simplizialen
Komplezes 59; — @% aller geschlos-
genen k-Ketten 80; — 2% aller null-
homologen k-EKelten 61; — D% aller
divisiongnulthomologen %-Ketten 69;
— Zusammenstellung der Gitter Tk, @
usw. 71. i )

glatt durchsetzen (von singuliren Ket-
ten) 268.

gleichgerichtete transversale 1-Zsl-
len 274. )

Glsichheit topologischer Simplexe 415

— ginguliirer Bimplexg 92; — von
Wegen 149, (##); — von Uberlagerungs-
komplexen 182; — von Wortern auns

Gruppenelementen 298.
gleichmifiigeBtetigkeit, Batz von
der — 29, 30.
gleich orientierte Bimpleze des
Zahlenraumaes 100; — — simpliziale
Zerlegungen einer Pseudomannigfaltip-
keit 129. .
Grenzpunkt einer Folge 23.
Grundformen, metrische (39).
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Grundpunkt 181,

Grundseiten eines Prismas 100.

Grundweg 184,

Gruppe XIL Kap.; abelsche — § 86;
zyklische — 295: freie — 501; freie
abelsche — 303 ; freie zyklische — 295;

. Faktor — 297; Koemmutator — 300;
s, auch Gitter, Homologie-, Torsions-,
Bettische —, Fundamental-, Dack-
bewegungs-, Monodromie-, Knoten-,
Wortproblem, Isomorphieproblem.

Gruppenaxiome 153

Gruppenbild (%,

Gruppeneins 203.

H

Hiunfungspunkt einer Teilmenge 23,
28; seine topologische Invarianz 27.

Hiufungsstellensatz 29,

Hauptsatz der Flichentopologie § 39,
2

Hausdorffseche Umgebungsaxi-
ome (8},

Heegaard-Diagramm § 63, (.

‘Henkel 5, 189,

Henkelpormierung 138.

Henkelform der oriemtierbaren Fli-
chen 139, '

Henkelkdrper vom Gescklecht h 219 ;
nichtorientierbarer — 221. :

Henkelzahl h = Geschlecht einer ori-

entierbaren Fliche 140,

Hilfswege der Eantenwegegruppe 165.

$-Klassenvon Verbindungswegen 189.

Hohlkugel 222; Fizpunkisatz fiir die
—— 292

homogener Komplex 48; zweidi-
mensionaler 141; dreidimensionaler
204; n-dimensionaler 228.

Homogenitit des Zahlenraumes (%);
metrische — (38).

homologe Xeiten § 17; — Keiten
mod 2 83; — Wege (= Kurven) § 3,
171,

Homologie (Zeichen ~} 61; — mit
Division (Zeichen =) 89.

Homologiebasis der Dimenzion %
eines Kowplexes 64, 65, 77; — einer
Fliche 147.

Homologiegruppe $* der Dimen-
sion & § 18; 8. 4, 15; singuldre § 27;
k=0 65; k>>n 65; - vonspeziellen
Eomplexen: Kreisring, projektiveEhene,
Ringfidche 66, Mébinsband 91, #n-
Simplex, #-Sphire, Simplexatern 68,
geschlossene Flichen § 41, drsidimen-
sionale Mannigfaltigkeiten 211, 219
Aufg. 4, Pseudomannigfaltigkeiten 88,
rusammengesetzte Komplexe 179, un-
endliche Komplexe 66; Berechnung
der — aus den Inzidenzmatrizen § 21;

topologische Invarianz der - § 28, 112 ;
verschiedene Invarianzbeweise der -—
{(**); homomorphe Abbildung der - 98;
— und Fundamentalgruppe 171; — in
allgemeinen Umgebungsriumen (18);
modalo einer Teilmenge (20).
Homologiegruppen in einem
Puunkte § 32, S.125 Aufg. 1; ihre
topologische Invarianz 128, (20
Homologieklassen 62, 14, 97, {29
homolog unabhingige k-Ketten
64; — —~ — mod 2 84.
homomorphe Abbildung von
Gruppen § 83; ~— — der Homologie-
gruppen 98; — — der Fundamental-
gruppe 156; invariant gegen Defor-
mafion 117, 176. _
Homomorphiesatz der Gruppen-
theorie 297.
homéomorph 26, 1.
Hom&omorphisproblemals Haupt-
problem: der Topologie § 1; — der
Linsenrdume 210, 215, 221.
homotope Deformation einer Ab-

bildung 113; — — eines Komplexes
in sich 114; — — eines Weges 150.

homotope Wege 150, (2*); — Kurven
(soviel wie Wege) anf Flichen § 3.

Hille, abgeschlosgsene 23; — — von
Punktmengen eines Zahlenraumes 51;
konvexe — 39,

byperbolischer Dodekaeder-
raum 218.

hyperbolische Raumformen (%)
Hypersphire soviel wie Binheits - 3-
Sphire, s. 4,

I

Identifizieren von Punkten eines
Umgebungsranmes 1 ; — zum Aufban
eines Komplexes benutst 48; — in

_ Uberlagerungskomplexen 182

identisehe Worter aus Gruppenele-
menten 293.

ikosaedergruppe, binire 218, (52

Index, hochgestellter, bezeichnet die
Dimension 42, 48.

Index eines Fixpunktes (9).

induzierte Orientierung eines Seiten-
simplexes 59; — — einer Zelle 234.

innerer Punkt eciner Teilmenge 25;
seine topologische Invarianz 27,

innere topologiache Eigenschaften 3.

invariante Fakboren einer ganzzah-
ligen Matrix 74, 308; — Untergruppe,
soviel wie Normalteiler,

Invarianten im Grofen uad Kleinen
120; numerische — (== Bettische 4ah-
len und Torsiongkoeffizienten) 78,

Invarianz, topologische 26, 92, 112,
126 ; der Umgebung 26; des Hiufungs-

punktes 27; der offenen Teilmonge 27;
des endlichen Komplexes 47; des zu-
sammenbingenden Komplexes 48; der
Dimension § 38, 8. 48, (*'}; der Homo-
logiegruppen 112, 58, (7); der Ouien-
tierbarkeit § 86, 8. 91; der Bettischen
- Zahlen und Torsionskoeffizienten 1123
der FEulerschen Charakteristik 112;
im Kleinen 120; im Grofen (*%); der
" Reinheit 127; des Randes 127; der
Pseudomannigfaltighelt 128; des Ge-
bietes (4%); der Schuittzahlen § T4.
inzidente Simplexe 42; — singulire
Simplexe 98; -—— Sterne eines Sfern-
komplexes 229.

‘Inzidenzmatrix, simpliziale E* §21;

Block~ 79; Zellen- 236; — mod 2 EF
84; -— éiner Pscudomannigfaltigkeit
8% ; Normalform HF 75.

" Jordanscher Kurvensatz (¥,
isolierter Teilkomplex 47.

ijsomorphe Gruppen 297; Bternkom-
plexe 231.

isotope Kurven auf Flichen §38; —
Deformation des Raumes 151; — De-
formation von Abbildungen 114.

K

Kante eines Simplexes 87 eines Poly-
eders 181; eines Vollpolyeders 206;
einer Mannigfaltigkeit 2in—1 274,

~Kantenkomplex 87 Aufg 3, 162;

Fandamentalgruppe eines — 169.

Eantenweg in einem simplizialen
Komplexe 150; in einem Flichenkom.-
plexe 162,

‘Eantenwegegruppe eines simpli-

zialen Komplezes § 44; eines Kanten-
und Flichenkomplexes 162.

“Kantenwegeklasse [u] 159.

Kistehenform einer schiefaymmetri-
schen Matrix 270.

“EKautschuktopologie 4.

Katte, simpliziale §15; & -dimen-
sionale (== - Kette) 58; geschlossene
{= Zykel) 60; — — mod 2 (s0viel wie
Kette obne Orientierung) § 28; — —
med m (18); Zellenketie 234.

Kette singulire § 2685 — ~ mod 2
17 '

" Kleeblattschlinge 2; Uberlagerun-

gen des AuBenraumes einer — 201,
226; — als Torusknoten 180; Rechts-
und Links- (31, .

Knoten, Definition 224; Aquivalenz

-~ von 224, (39); Torusknoten 179; Ver-
schlingungszahlen 281; AuBenraum
eines — 225; Ausbohrung eines —
- 924 ; Komplementirraum 282; — im
e {1,
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Enotengruppe 281; eines Toruskno-
tens 179.

Koeffizientenmatrix einer Abel-
schen Gruppe 807.

kogrediente Transformafionen und
Variabelnreihen 249.

koh#rent orientierte » - Simplexe einer
Psendomannigfaltigkeit 88

Koinzidenzpunkte (3.

kombinatorischeDeformationen15s,
@9, (9.

kombinatorisch homotop 159.

kombinatorische Topologie (streng)
48, (1.

Kommutator 300: ——gruppe 500.

Komplementirmenge MM— N 23;
278.

Komplementirraum eines Knotens
282,

Komplex § 10; simplieialer 42; simpli-
zialer — geradlinig in den Zahlenraum
gelegt 46; endlicher 46; offene Teil-
menge eines Zablenraumes ist ein un-
endlicker — 57; zusammenhingender
47; reinexr, berandeter 48; dessen Ver-
doppelung 129; homogener 48, 228;
homogener zweidimensionaler 141; ho-
mogener dreidimensionaler 204; ein-
fach zusammenhéngender 157; singu-
liver 254.

komplexe projektive Ebene (); — —
Raum (*%).

konjugierte Elemente der Fundamen-
talgrappe 176; — Rilckkehrschnitte
270, (35),

kontragrediente Transformationen
249,

konvergente Punkifolge in einem
Umgebungsraume 23.

konvexe Hille 39.

konvexer Bereich 38, 101; Rand,
mittlerer Punkt eines —.— 38; — —
ist ein nm-dimensionales Flement 51;

— — zls ain Simplexstern 53; topo-
logisches Produkt zweier — — 55,

Koordinaten, Tlaryzentrische 86;
Parallel- 56, (°).

Kreiglinie, Fundamentalgruppe 168;
- universell fiberlagert 194.

Ereispfeil, orientierender — eines
Dreiecks 41; eines Polygons 138.

Kreisring 60; Homologieklassen und
Homologiegruppen auf dem — 62, 66;
— als Pseudomannigfaltigkeit 90, 91;
Fundamentalgruppe 168; iiberlagert
181, 182; fizpunktlose Selbstabbildung
2992 singulirer — (= stetiges Bild
eines —) 14.

Kreisscheibe, Selbstabbildung der —

28: Identifisieren allexr Randpunkte -
der — 3b; Verdoppelung der — 128.
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Kreuzhaube 12, 138,
Ereuszhaubenform der nichtorien-
tierbaren Flichen 138,
Ereunzhaubennormierung 157,
Kreuzhaubenzahl % (= Geschlecht)
einer nichtorientierbaren Flache 140,
Kugelfliche 7; mit h angesetzien
Henkeln 6; punktierte 5. d.; tetraedral
zerlegt 52; oktaedral zerlegt 52, 80
ihre Charakteristik ist N==—2 140,
142 Aufg. 1; — ist einfach zusammen-
hingend 157; Ramm derdinienelemente
der — 198, 56; Abbildungsgrad 284;
Fixpunkte stetiger Selbstabbildungen
der — 292 — als metrische Flache (3).

L

Lagenraum 17, (.
lateinische Schrift fir orientierte Ge-
bilde 40.
leeres Wort, stellt Hinselement einer
Gruppe dar 293; — Menge (== Menge
ohne Elemente im Sinne der Mengen-
lehre) 23.
Lie-Helmholtzsche Beweglichkeits-
_bedingungen (), (3%
lineare Abbildung (== affine) eines

Simplexes 89, 41; — — eines Prismas
100. .
linear abhingige Fk-Ketten 66;

fitr k="n gleichbedeutend mit

homolog abhingig 66; — — k-Ketten
mod 2 84, :

Linienelemente, Riume aug -
198, (12,

Linsenréume, Definition 210: Block-
‘inzidenzmatrizen 213; Hom&omorphie-
problem der — 210, 215: Zerlegung
in zwei Vollringe 216; Eigenverschlin-
%E)ngszahlen 279; asymametrische — 280,
{48,

M

Mannigfaltigkeiten, Anschanungs-
maferial 13.

Mannigfaltigkeiten,sweidimen-
sionale (= geschlossene Flichen)131,

Mannigfaltigkeiten,dreidimen-
sionale IX. Kap., geschlossene 204;
Homologiegrupper § 61, 219; Funda-
mentzlgruppe vor — — § 62; Kon-
struktion aus Heegaarddiagrammen und
durch verzweigte Uberlagerung 221;
aus Knoten § 65; berandete — —
§ 64, (*); Bummenbildung 218, 280;
symmetrische 280.

Mannigfaltigkeiten, n-dimen-
sionale X. Kap., § 68, (4); Definition
286; — — und homogene Komplexze
240; — — berandete (1),

Matrizenkalkiil 72,
Matrizenumformungen 74, 307,
Maximum, Satz vom — 29,
Meridiankreis der Ringfliche 3.
Metrik (3.

Mittelpunkt eines 5-Simplezes 39,
41; — eines Simplexsternes 58; — ei-
nes Prismas 100.

mittlerer Punkt eines kenvexen Be-
reiches 38; — — eines topologischen
Simplexes 41; -~ — einer berandeten
Pseudomannigfaltigkeit 90.

mittlere Simplexe einer berandeten
Psendomannigfaltigkeit ¢0,

Mobiusband 7; geschloscenes — (=
projektive Ebene) 9; als berandete
Pseudomannigfaltigkeit 90, 91.

mod 2 (bedeutet soviel wie nichtorien-

(*7); Schnittzahlen — 248, 270.
mod m, Ketten — {18, -
modulo einer Teilmenge, Ketten
(), (). ’
Monodromiegruppe § 58.

N

N == Euolersche Charakteristik 87.

negatives Gruppenelement, in abel-
g%}ien Groppen soviel wie reziprokes

Netz einer Polyederfiiche 135,

nichtorientierbare Fliche8, 135;—
Psendomannigfaltigheit 88 ; — Mannig-
faltigkeit 246, § 76; — Ringfliche 13;
— - dreidimensionale Mannigfaltigheit
206; Einbettung nichtorientierbarer
Flichen (®).

Normalform H* der Inzidenzmatrizen
78; ganzzahliger Mairizen § 87, 8. 74,
— von Polyederflichen 155; — — sym-
metriseshe 140; — von berandeten
Flichen 142,

Normalisator einer Untergruppe der
Fundamentalgruppe (soviel wie Zwi-
schengruppe) 198,

NormalisiernngsprozeBd der Inzi-
denzmatrizen 74; — — — mod 2 83.

Normalunterteilung eines simpli-
ziolen Komplexes § 13; einer singu-
laren Kette 105; eines Vollpolyeders
206 ; eines Sternkomplexes 229; Orien-
tlerung der —— eines orientierfen -
Simplexes 100.

n-Simplex (= #-dimensionales Rim-
plex) § 9; s Simplex.

#-3phire 52; a Sphire.

Nullelement (Bezeichnung fiir das

Eingelement einer abelschen Gruppe)
304. .
nullhomologe Ketten 61: — —mod 2

85; — Wege 175.

S
-~

tiert), Kette — § 23; singulire Kette — -
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‘pullhomotoper Weg 152

numerische Invarianten (— Bettische
Zahlen und Torsionskoeffizienten) 78.

0

“oberer Index — Dimensionsindex 42,48.
Oberteilungen eines Polygonsystems

134,
offene Teilmenge eines Umgebungs-
raumes 28; — — eines Zahlenraumes

jst ein unendlicher Komplex 57; ihre

topologische Invarianz 27.
Oktaeder als Sternkomplex 233.
Oktaedergruppe 310

"Oktaederranm 213; seine Fundamen-
. . talgruppe 218.

oktaedrale Zerlegung der -Sphire
52, 80. .

“QOrientierbarkeit einer Peendoman-

nigfaltigheit 88; eimer Fliche §, 185;
einer berandeten Fliche 142; einer
. Mannigfaltigkeit 205, 212, 238; — und
Zweiseitighkeit 272; topologische In-
varianz der — § 36; Omentierbar-
~machender Riickkehrschnitt 148; Orien-
tierbare zweiblittrige Uberlagerung 272,
orientierende n-Kette auf einer
Pseudomannigfaltigkeit 129.

~Orientierung eines Simplexes 40;

eines 0-Simplexes 41; eines gingu-

" liren Simplexes 93; einer Zelle 234 ;

" gines Polygons 133, 6; des Zahlen-
raumes K7 100; induzierte — 59, 133,
934; gleiche — von %-Simplexen im
Rr 100; gleiche — von #-Ketten anf
einer Pseudomannigfaltigkeit 129; Ab-
bildung mit Erhaltung bezw, Umkeh-
rang der — 129, 285; Forteetzung der
— léings eines Weges 271.

P

Pz n-dimensiomaler projektiver Raum
54 8. d.

"Parallelkoordinaten 36, (°)

"Peano-Kurve 93, 127,

- periodische Bewegung 17.

Permutation derEcken eines #-Sim-
plexes 40.

Permutationengruppen, regulire
201 ; transitive 200.

Pfeil, orientierender einer Strecke 41;
durch Fliche gesteckter — 272; Kreis-
pfeil 41, 133.

" Phasenraum 18.

Pluszeichen, verkniipft FElemente
abelscher Gruppen 304.
Poincaréscher Dualititssatz § 69;

Veblensche Erweiterung 252,

" Poincaréeche Riume, Definition 218;

Beigpiele 226, (%),

Poincarésche Vermutung 157, 218.

Polyeder, dreidimensionales 206.

Polyederecken, -seiten, -flichen-
stilcke 131.

Polyederfiiche 131; Eulersche 185;
elementarverwandte 140. .

Polyederformel, Euolersche 87; der
geschlossenen Fléachen 140.

Polygon 130,

polygonalzerlegte Fiiche (= Polyeder-
fiiche) 181,

Polygonsystem 130.

Prismen des Zahlenraumes § 29.

Produkt UL zweler Abbildungen (erst
T, dann /1) 24; Stetigkeit dieses Pro-
duktes §4; -— von Gruppenelementen
(in abelschex Gruppen Summe genannt)
304 ; frefes und direktes -—— von Grup-

pen § §5; — zweler Wege w==u?0
{erst ¢ damn v!) 150; — von Wegen
upd Summe von Keften 171; von

Homologieklassen (14); topologisches
8. d.

Projektion, stereographische 27; zen-
trische 28; parallele 31; einer Punkt-
menge 38.

Projekticonskegsl 38

projektive Ebene, als geschlossenes
Mobiusband 9; als Geradenbiischel 10,
85; Fundamentalpolygon der - 11;
— durch Identifizieren von Diametral-
punkten der Kugelfliche entstanden 35;
— Homologieklassen der 1-Ketten einer
simplizialen Zerlegung der — 624 Ho-
mologiegruppen und Torsionskoeffizient
der — 66; geschlossene Kette mod 2
auf der — 83; Zusammenhangszahlen
der — 86; Fundamentalgruppe der —
187; Linienelemente der — 198; -—
nicht in den dreidimensjonalen Zahlen-
ranm einbettbar 222; (3); — einseitig
im projektiven Raum 273; topologi-
sches Prodokt der — mit Kreielinie
273: — als algebraische Fliche des
Rt (¥); komplexe — {(*¥).

projektiver Raum 15; als Phasen-
raum 18, 56: n-dimensionaler, 7 b4;
3-dimensionaler, duxch einschaliges
Hyperboloid in zwei Vollringe zeriegt
57; ala Linsenraum 210; Blocksystem
und Homologiegrappen 80; Charak-
teristik 87 Aufg. 2; Homologiegruppen
und Orientierbarkeit 118; Fixpunkte
einer Belbstabbildung des — — 292;
amphidrome Kurven (2%); komplexer
—_— (18

Psendomannigfaltigkeit, Defini-
tion § 24: orientierbare 8$8; berandete
20; Verdoppelung 128; topologische
Invarianz § 36; Dimension 88, (1%).

punkifremd 22
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Punktmengen im Zahlenraume §7.
punktierte Kugelfliche 1; der
Zablenebene homéomorph 27; ist ein
unendlicher Komplex 47; — - Sphire

53.
. ¢
Quaternionenraum 198.

Quotientengruppe, soviel wie Pak-
torgruppe, s. d.

R

Rand eines konvexen Bereiches 38, 52§
eines Simplexes 39, 41; eines #-di-
mensionalen Elementes 51: eines rei-
ren Komplexes 48; einer berandeten
Mannigfaltigkeit 222; topologische In-
varianz des — § 35; — eines orientier-
ten Bimplexes (Zeichen #8) §9; ciner
Kette § 16, (*%); einer 0-Kette 60; einer
Kette mod 2 83; eines singuliren Sim-
plexes 96; einer singuliren Kette 97;
eines ausgearteten Simplexes 97; der
Normalunterteilung eines singuliren
Simplezes 108.

Randkette 59; — mod 2 83.

Randseite einer berandeten Fliche 142,

Randteiler {= divisions-nullhomeo-
loge Kestte) 69.

randtreve Abbildung 285.

Randweg eines 2-Simplexes 168; -
eines Flichenstiickes 163.

rationale Zahlen, Gruppe der —
295, ' ’

Raunm, projektiver 15, 18, b4, 56, (%), (**);
sphérischer 16, 52; aller projektiven
Geraden 17; Lagen- 17; Phasen- 18;
Umgebungs- 20, § 5; topologiacher 20,
{%); Zahlen- 21; — aus Linienelemen-
ten 198, (*?); vierdimensiomaler - 8. d.;
gefaserter (%); metrisch sphiirischer,
elliptigcher, euklidischer, hyperboli-
scher — (38), :

Raunmformenproblem (33 .

RaumsoehliefSung durch Gruppen (%)

sTAumliche® Zellen 275.

0 — Zeichen fiir Rand 59.

-reduzierte Bettische Gruppe (1%

regulire Permutationengruppe 201;

. — Uberlagerung 195. ,

reiner Komplex 48; seine topologische
Invarianz 127; Sternkomplex 229,

Relationen, definierende, siner Gruppe
§82; einer Untergruppe 203; einer
Faktorgruppe 298; — - der Funda-

) mentaigruppeugs 46 triviale — 294,

Restklassen 0 und 1 der ganzen Zah-
len mod 2 82,

reziproke Abbildurg Tt 24, 85;
— Radien 16; — Weg 150; — Grup-
penelement, in abelschen Gruppen ne-
gatives genannt 304.

Sachverzeichnis

Ring der Homologieklassen (44),

Ringfliche 3; gelochte (= Henkel} 5;
zum Quadrat aufgeschnitten 3; mit
f—1 angeselzten Henkeln &; nicht
orientierbare 12, 182, 140 Aufg: 2; als
Diskontinuititebereich einer = Trans-
lationengrupps 82; als Lagenraum des
Doppelpendels 16; Linienelemente auf
der — 56; Homologiegruppen der —
66; Blockinzidenzmatrizen 80; statige
Selbstabbildung 98; Fulevsche Charal-
teristik 184; Fundamentalgrappe 170;
4-blattrige Uberlagerungen 182 ani-
versell iberlagert 194, 197; regular
fiberlagert 195 ; Heegaarddiagramm auf
der — 220; — mit dualen Zellteilun-
gen verschen 248; fixpunktiose De-
formationen der — 291.

Riickkehrschnitt auf einer Fliche
147,(%); orientierbar machender — 148;

einufriger und zweiufriger — 148%;
— bhoherdimensionales Analogon 270.
8

@® n-dimensionale fphire 52.
Schema eines simplizialen Komplexes
44, 190; eines Polygonsysterms 138;
eines Volipolyeders 208,
Scli;éangenlinien {fiir Seitenfolgen)
Scllélau ch, verknoteter 5; eimseitiger
Schuittzahl o dusler Zellen 242.
— von Zellenketten dualer Zellteilun-
gen 24Y; — mod 2 248, 270; — sin-
gulidrer Ketten § 78; deren-topologische
Invarianz § 74; Willkéir in der Defini-
tiom (42).
Schraubsinn eines orientierten Tetra-
eders 41,
schrittweises Identifizieren 23.
Beite eines Simplexes 37; eines singu-
léren Simplexes 98; eines Polygons
égg, Beiten(fliiche) eines Vollpolyeders
Simplex, n-dimensionales (= #-S8im-
plex) § 9; geradliniges — des Zahlen-
raumes 86; topologisches 41; - sin-
guléiures. § 25; ausgeartetes 93; seine
Konvexitit 88; durch Projektion ent-
standen 38; Ecken, Kanten, Seiten 36
37; Rand, mittlerer Punkt, Mittel-
punkt 89; Homologiegruppen 68; Fun-
damentalgruppe 157; Inzidenzmatrizen
eines 2-Bimplexes 72; s. auch Voll-
g .kuge%.
impiexstern 53, Homologiegru
68; Charaktoristik 200; ale boramaers
Pgeudomannigfaltigkeit 91; singulirer
— 107,

simpl_izi'ale Abbildung 114; — Ap-
proximation s, d.; — Homologiegrup-

pen 97; - Umgebung 120; — Zer-
Jegung eines Komplexes 42, eines
Prismas 101,
gimplizialer Komplex §10; durch
Identifizieren gewonnen 43; gerad-
linig im Zahlenraume lisgender — —-
- - 46 ; durch Inzidenzmatrizen bestimyat 72,
simultane Approximation von Ketten
257.
pingniar wird im allgemeiner das
stetige Bild eines Simplexes, einer
Kette usw. genannt; singulire Homo-
. logiegruppen & 27; -— ZXelte § 26;
© . Kette mod 2 (7); — Komplex 264;
— Kreisring 14; — Simplexatern 107;
— Deformationsrechteck 214; — Ele-
mentarfiachenstiick 153.
singulires Simplex § 25; Gleich-
heit zweier — — 92; ausgeartetes
— — 93.
‘Sphire,n-dimensionale 52; tetra-
- “edrale und oktaedrale Zerlegung 52;
aus Vollkugel gewonnen 56 . Aufg. 1;
" Homologiegruppen 68; Charakberistik
87 Aufg, 2; Seibstabbildung 117; Fun-
damentalgrappe 157; als universeller
Tberlagerungskomplex  198;  Abbil-
dungsgrad einer Selbstabbildung 290;
" Fixpunktsatz fiir die — 292.
'Sphire, 3-dimensionale, in zwei
" Vollringe zerlegt 57; einfach zusam-
" menhingend 157,
Sphire, 4-dimensionale, ausge-
bohrt 180.
Sphirenproblem 236,
spharischer Dodekaederraum
216, 220, 221, 227, 241.
spharischer Raum 15;
e — (38); g, auch Sphare.
.sphirische Ranmformen (*)
‘Spiegelung der w-Sphire 117, 118;
* ‘kehrt Orvientierung um 129; Abbil-
- dungsgrad der - 284.
‘Spur dp einer Matrix 286.
‘8purformel §79, 288
“gtersographische Projektion 27; in
- n Dimensionen 53.
Ytern = Simplexstern s.d.; dnale Sterne
231,
“8ternkomplex § 86; veiner 229.
Sternteilung einer Mannigfaltigkeit
241,
stetige -Abbildung 24; Funktion 235;
- Deformation eines Weges 158, (*7).
Stetigkeit, Wesen der — 19; Klas-
gische Definition24 ; gleichmifige 29, 30.
Strecke = 1-Bimplex 37; nichthombo-
" morph der Kreisscheibe 1.

metrigcher
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Summe zweler Ketten 58; zweier Ket-
ten mod 2 §2; zweler singulirer Ket-
ten 95; smweier dreidimensionaler Man-
nigfaltighkeiten 218, 280 ; von Elementen
einer abelschen Gruppe 304; di-
rekte — 304,
Summenbildung dreidimensionaler-
Mannigfaltigkeiten 218, 280.
gymmetrische Normaiform geschlos-
gener TFlachen 140; — dreidimensio-
nale Mannigfaltigkeiten 280.
T
Taillenschnitt der Doppelringfliche
174.
Teilgitter 306.
Teilkomplexeines Komplexes 47,254;
reiner — (== Kette mod 2} 81.
Teilmenge eines Umgebungsraumes
22.

Tetraeder 3-Rimplex -37; Orien
tierung 41; Eckenpermutationen 40,
tetraedrale Zerlegung der - Sphire

52.
Topologie, rein kombinatorische (%)
topologische Abbildung 26, 1.
topologische Einlagerung einer
Fiache (3%).
topologische Invariznz s. Invari-
anz.
topologischesProduktss; Funda-
mentalgruppe des — 186; — zweier
Kugelflichen 157 ; — von n Kreislinien
194; von 3 Kreislinien 211; von Kreis-
linie und Kugelfliche 220; Metbode
des — (),
topologischer Raum (.
topelogisches Simplex 41
tordiertes Band 2, 7. :
Torsionsbasis der Dimension %k 70,
77 in duslen Zellteilungen 253.
Torsionsgruppe der Dimensionk 70.
Torsionskoeffizienten ¢f der
Dimension & eines simplizialen Kom-
plexes &7 64; topologische Invariang
der ~— 112; — der Dimension 0 85;
der Dimension %k > n 65; der Dimen-
sion n 66; der projekiiven Ebene 66;
aus Inzidenzmatrizen berechnet 77;
zusBlockinzidenzmatrizen berechnet 80;
— einer Pseudomannigfaltigheit 90;
der Flachen 145; ihre geometrische
Bedeutung bei Lingenrdumen 213; —
von Enoteniiberlagerungen 282;
einer abstrakten Gruppe 309; — der
Oktaedergruppe 3105 — modm (*%)
Torus (= Ringfiiche) 3.

8treckenkomplex=Eantenkomplex
: — von Fliche umbhbillt 142

Torusknoten 179; Verschiedenheit
von — (%),
Transformation ven Gruppenele-
I menten 155.
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Transformation, elementare

einer Basis aller - Ketten 75; — —

von Matrizen 74, 307; — — von Poly-

gonsystemen 134,
Tr&nsformationen.ganzzahlige
unimodulare 74, 305,
Transformation, kontragredi-
ente und kogrediente 249,
Transformationsdeterminante
einer linearen Abbildung 40, 100.
transitive Darstellung einer Gruppe
199,
Translationengruppe der sukli-
dischen Ebene 31,
Transponieren einer Matrix 244,
transversale 1-Zellen von Mn—1 274,
triangulierbar (= simplizial zer-
leghbar) 4. _ .
triviale Relationen 167, 294

U

Uberdeckungszahl eines Punktes
. durch eine Zelle 243.
Uberlagerungskomplexe

.. VIII, Kap.

Uberlagerung, universelle 194 s Tes
gulére 195 zweiblittrige 195; endlich-
blattrige 198; — des Kreisringes 181,
182; — der Ringfliche 182, 194, 195;
— der Doppelringfische 183, 195; —
verzweigte der 8- Sphire 221: — und
Untergruppe der Fundarientalgruppe
§ 55; des Aufenraumes eines Knotens
281; insbesondere der Kleeblattschlinge
201.

ﬁ'beriagerungskomplex, unver-

., Eweigter § 53; (leichheit von — 182,

Uberlagerungsweg 184, '

Umformungen, elementare einer
Matriz 507,

Umgebung W(P|IM) 21; ihre Inva-
rianz bei topologischer Abbildung 26,
simpliziale — 120; im Zahlenraume
21; aunf Kurven, Flichen usw. 29
punktfremde im Zahlenraume 28; &-
Umgebung 22; — — jin einer Teil-
menge eines Zahlenraumes 28; — .—
eines Simplexpunktes 37; — in sinem
Komplex 42 (ky); - im Geradenbiindel
35; ausgezeichnete 181

Umgebungsaxiome 4, B 21; Haus-
dorffsche (8),

Umgebungskomplex 12¢.

Umgebungskugel 22.

Umgebungsraum 20, § 5.

- Umgebungswiirfel 21,

Umkehrung der Orientierung  bei
einer topol. Abbildung 129.

Umlaufsinn eines Dreiecks 41 ; eines
Polygons 153, 6.

unabhingig, homolog unabhingige

k-Ketten 64; linear unabhingige % -
Ketten 66; — Gruppenrelationen 294,
Unbeg_yenztheitsbedingung ei-
nes  Uberlagernngskomplexes 182.
uneigentliche Gerade 9.
unendliche Flichen 13, (4.
unendliche Punktmenge eines
Zahlenraumes 29,
unendlicher Komplex 46; seine
Homologiegruppen 66; seine topolo-
gische Invarianz 47; offene Teilmenge
des Zahlenraumes ist ein — — 57 ;
Zablenebene (%),
Unendlichkeitsbedingung fiir
Raumformen (38),
unfaserbare Riume (38,
nnmittelbar inzidents Sterne 229.
universelle Uberla.geru.ng § 56,
Unterteilungen eines Polygonsy-
sterne  134; eines Flichenkomplexes
164,
unverzweigter
plex § 58.
Unverzweigtheitsbedingung ei-
ner Pseudomanrigfaltigkeit $8; eines
Uberlagerungskomplexes 181.
Urbild eines topologischen Simplexes
41; eines singuliren Simplexes 93§ ;
eines Weges 149,

Uberlagerungskom-

v
Variabelnreihen, kontragrediente
249,

Veblensche Erweiternng des

Poincaréschen Dualitétssatzes 252

Vektor, ganzzahliger 59; — — mod 2
82,

Vektorfeld, stetiges (%9); auf der Ku-
gelfliche 292,

2. == Zeichen fiir Verbindungskette

255.

Verbindbarkeitsbedingung ei-
ner Psendomannigfaltigkeit 88, :

Verbindungsformeln in einem
Prigma 102; in einem singuléiren Prisra
104; — mit der Normalunterteilung
106; mit der Approximation 109;
— bei Deformationen 115,

Verbindungskette mit der Normal-
unterbeilung  105; mit der Approzi-
mation 109; bei zellenmiidiger Approxi-
mation 255.

verbundene Paare singulirer Keltten
259,

Verdoppelung eines berandeten rei-
nen Komplexes 129; einer Fliche mit
r Léchern 144 Aufg.

Vereinigungsmenge A+ B 22,

Verschlingungszahlen 277, (43,
&, 149

Sachverzeichnis . 353

Vielfachheit eines Simplexes in einer
. Kette 58; — einer Uberlagerung (=

 Blstterzahl) 186.

vierdimensionaler Raum 180, {(*),
g

' (() 1)1 kugel des Zahlenraumes 50; Iden-

tifizieren aller Randpunkte einer — 56;
als Vollpolyeder 206; als berandete
Mannigfaltigkeit 222; Fizpunkte einer
Belbstabbildung der — 290; audge-
bohrte — 291; s. auch Simplex.

' Vollpolyeder 206.

Vollring (= topologisches Produkt aus
- Krejsscheibe und Kreislinie) 57; Fun-

damentalgruppe des — 168; — und
" Lipsenriume 216; als berandete Man-

nigfaltigkeit 222; ansgebohrter — 280;
gefagerter (38).
W

Wandseiten eines Prismas 100.

 Wechselsumme derBettischen Zahlen

817,

Weg 149; Kanten- und stetiger — 158;
nulthomotoper — 132; nullhomologer
173; Finteilung der — in Klassen 176,

©.{%8); Gleichheit von — (3%,

Wegegruppe 153; = Fundamental-
gruppe 8. d.

. Wegeklassen {w] 188,
: _'Wegt, algebrailscher einer 0-Kette

6&.

" Wort aus Gruppenelementen 233 ; leeres

— == Finselement 293, .
WortproblemderGruppentheorie295.
Wiirfelflidche 181; ihre KEulersche

Charakteristik 185; als dualer Stern-

komplex des Oktaeders 233.

Wirfel und fopologisches Produkt

dreier Kreige 211.

VA
Zahlengerade, einfach zusammen-
hingend 157.

" Zahlenebene, der punktierten Kugel-

fidiche homéomorph 27; dem Krels-
. inneren homidomorph 28; -— ist ein

Komplex 43 ; — ist einfach zmsammen-
* hiAngend 137, (%,

Zahlenranm R* 21; Panktmengen im
— 28; Orvientierung des — 100; Pris-
men im — 100; Homologiegruppen in
einem Punkte eines — 125: Kuoten
im vierdimensionalen — (1); Homo-
genitit des — (). -

Zelle, k-dimensionale 233; orientierte
254; — mod 2 oder nichtorienfierte
286,

Zellenkette 234; — mod 2 236.

Zellenkomplex § 67.

ZellenmmiBige Approzimation
§ 72; — fiir Zellenketten mod 2 257.

Zellenteilkomplex 254,

Zellteilung einer Mannigfaltigheit 241,

Zerlegung, simpliziale eines Kom-
plexes 42; eines Prismas 10%.
ZerreiBung, Deformation mit — (29).
Zuordnung der Seiten nach der ersten
{zweiten) Arf in einem Polygone §; in
einem Polyeder 212. .
zusammengefaltete Strecke als
singulires I-Simplex 94 :
zusammengesetztier Komplex, Fun-
damentalgruppe eines — § 52 Homo-
logiegruppen (3%).
zusifmsihangender Komplex 47.
Zusammenhangshasis 84:; der
Fliachen 147; duvale — 253.
Zusammenhangsbedingungeines
Polygonsystems 130. 5
Zusammenhangsgrupype HF 83,027,
Zusammenhangszahl ¢ der Di-
mension k 84; der projekiiven Ebene
86; — n-te einer Pseudomannigfaliig-
keit §n 88; topologische Invarianz der
— 112; — der Flichen 147; geome-
trische Bedeutung der — 147,
zweibléattvige Uberlagerungen 195,
zweiblattrige orientierbare Uber-
lagerung 272
zwelseifig 8, § 78. _
zweinfriger Rickkehrschnift 148,
Zwischengrupype = Normalisator s.
d.
Zykel (= geschlossene Kette) 60.
zyklische Gruppe 295. )
zyklische Uberlagerung eines
Enotens im GreBen 208, 281; — —

im Kleinen 202,

Beriehtigung.
8. 57 Aufgabe 7: Statt ,Teilmenge® lies ,offene Teilmenge®.

o Seifert-Threlfall, Topologie




