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EINLEITUNG

Eine triviale Erweiterung RKM eines Ringes R durch einen R-Bimodul
M ist das kartesische Produkt von R und M mit komponentenweiser
Addition und der Multiplikation (rym)(r'ym") = (rr',m'+or'). Die Kon-
struktion von trivialen Erweiterungen von Ringen durch Bimoduln spielt in
verschiedenen Gebieten der Algebra eine wichtige Rolle (siehe Fossum,
Griffith, Reiten [6]). Sie stellt auch eine reiche Quelle an Gegenbeispie-
len. Die trivialen Erweiterungen enthalten auch die Klasse der Dreiecksma-

trizenringe der Form (® Q) fiir Ringe R, S und einen Bimodul M.
MSs S"R

Zentrales Thema dieser Arbeit ist die Untersuchung von semitrivialen
Erweiterungen und im Spezialfall von generalisierten Matrizenringen. Sie
stellen eige Verallgemeinerung der oben erwdhnten Konstruktjionen dar,
Solche Ringe sind zunichst von I. Reiten [35] erwiahnt, und von I. Palmer

[331, neulich auch von K. Sakano [37], untersucht worden.

Eine semitriviale Erweiterung RX¢M von R durch einen R-Bimodul
bzgl. eines Bimodulhomomorphismus &: M8 M + R ist das kartesische Produkt
von R und M mit der komponentenweisen Addition und ¢ derart, da8 die
Multiplikation (r,m)(r',m') = (rr'+®(m®m'),rm'+mr') assoziativ ist. RxyM
hat ein Ideal Bi(¢)®M. Weiter gibt es einen Ringhomomorphismus R - RxgpM
und eine Augmentation Rx¢M > R/Bi($). Es werden hier im wesentlichen
Beziehungen zwischen den Objekten R, M und Rx¢M. sowie zwischen Mod-R
und Mod-RX¢M untersucht, Insbesondere werden projektive und injektive
Moduln sowie homologische Eigenschaften tber Mod-Rx¢M in Ausdricken iber

Mod-R charakterisiert sowie weitere Ringwechseleigenschaften untersucht.

Solche Untersuchungen griinden auf der Betrachtung eines Moduls A {ber
R*@M als einem R-Modul zusammen mit einer Abbildung f: A®M +» A derart,
daf gilt f(fel) = Jed (AR = A). Es ist also naheliegend diese
Konstruktion bei Betrachtung analoger Objekte fur eine Kategorie ¢ zZugsam-

men mit einem Endofunktor F: C - C und einem funktoriellen Homomorphismus
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¢: F2 » l¢ zu werallgemeinern. Kategorien dieser Art verallgemeinern die

in [6] betrachteten trivialen Erweiterungen von abelschen Kategorien.

Ein Spezialfall von semitrivialen Erwveiterungen sind die im 6. Kapitel
eingefubrten generalisierten Matrizenringe [36] 4 = (§ g)po- fur Ringe R,
§ und Bimoduln s¥ps gBg. Diese Xonstruktion wird in der Literatur meist
als Morita-Kontext bezeichnet, ist jedoch selten als Ring untersucht worden.
Die Existenz von Morita-Kontexten ist eng verknupft mit der Existenz von
univalen;en fur Moduln iiber R und S. Diese gquivalenzen konnen in Mod-A
als ‘'innere' Eigenschaften interpretiert werden. Mod-R und Mod-S konnen
namlich in verschiedener Weise als Unterkategorien von  Mod-A  aufgefaBt
werden. So sind in vielen Fallen zwei Unterkategoriem C © Mod-R und D ¢
Mod-S 3quivalent, wenn sie in Mod-A gleich sind. Daraus ergeben sich
eine Reihe (bekannter Aussagen Uber Korrespondenzen und Xquivalenzen von
Unterkategorien, insbesondere solche von B. Muller [28], T. Kato, K. Ohtake
[21], D.R. Turnidge [42], wund R.S. Cunningham, E.A. Rutter, D.R. Turnidge
[4]. Besondere Anwendung findet dies fur die Untersuchung von endlich
erzeugten projektiven Moduln und Generatoren und deren Endomorphismenringe,
sowie fur solche Ringe, die eine Matrixdarstellung besitzen, z.B. semiper-
fekte Ringe. Fur solche Ringe R lassen sich die Ergebnisse iiber
semitriviale Erweiterungen und generalisierte Matrizenringe auf die Untersu-
chung der Beziehungen zwischen R und den Diagonalkomponenten leicht

Gbertragen.

Im ersten Kapitel fihren wir zundchst semitriviale Ringerweiterungen
ein (diese sind graduierte Ringe zweiter Ordnung) und stellen allgemeine
Hilfemittel zusammen. Wichtige Representanten von Beispielen fUr semitri-
viale Erweiterungen sind Ringe der Form R[X,01/(X2-a) fir einen schiefen
Polynomring R[X,0] und ein Element a ¢ R mit ofa) = a und ra =
aoz(r), r € R, sowie Ringe der Form EndR(RGM) fur einen R-Rechtsmodul
M. Diese letzten sind eine semitriviale Erweiterung von ROEndR(M).
Weitere Beispiele hierzu sind Ringe mit einer Zerlegung 1 = ejt...te, in
orthogonale Idempotente. Im allgemeinen bedeutet die Betrachtung von n = 2
keine wesentliche Einschrinkung (vgl. auch 6.5). 1.2 8) gibt weiter eine
Verallgemeinerung von semitrivialen Erweiterungen in der Klasse der gradu-
ierten Ringe n-ter Ordnung. Diese Verallgemeinerung enthdlt als Spezialfall
den von Miyashita [27] behandelten Tensorring. Wir beschreiben wie oben
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ervahnt die Moduln Uber Rx4M und verallgemeinern diese Konstruktion auf
semitriviale Erweiterungen von Kategorien. In der obigen Bezeichnung ist
diesé fur eine Kategorie C, einen Endofunktor F und einen funktoriellen
Homomorphismus ¢ ”die Klasse ' Cx4F der Objekten (A,f), A e C, £: FA - A
mit fFf = ®(A). Ahnlich wie bei trivialen Erweiterungen (Fossum, Griffith,
Reiten [6]) gilt, daB CxgF  abelsch ist, falls C abelsch und F
rechtsexakt ist. Ist GxyC fur einen Endofunktor G: C - C und einen
funktoriellen Homomorphismus #: 1o+ 62 die zu CxgF duale Konstruktion,
so sind beide isomorph, falls (F,G) ein Adjunktionspaar ist. Diese
doppelte Beschreibung der Objekte in einer semitrivialen Erveiterung ist
sehr hilfreich, da zueinander &uale Eigenschaften sich jeweils in CxgF
bzw. in GXGC leichter behandeln lassen. Dies ist grundlegend flr die
Beschreibung projektiver und injektiver Eigenschaften von Moduln im 3.
Kapitel. AbschlieBend behandeln wir einige Beziehungen zwischen Rechtsidea-
len von Rx¢M und von R sowie Untermoduln von M. Weiter fassen wir die
Rechtsideale als subdirekte Summen in ReM (in Mod-R) auf und untersuchen
die zugehorigen Isomorphismen. Diese Eberlegungen lassen sich auf eine

wichtige Klasse von RxgM-Moduln der Form (AGB.(gg)) ubertragen.

Im 2., Kapitel behandeln wir Ringwechseleigenschaften, insbesondere die
durch R » RxgM induzierten Funktoren (Adjuktionstripel) T, P, H und die
zugehorigen natiirlichen Transformationen. Ist Ap ein Rechtsmodul, so sind
Endpy w(T(A)) und Endp, y(H(A)) wieder semitriviale Erveiterungen von
Endp(A). Im dritten Abschnitt dieses Kapitel behandeln wir die durch die
Augmentation RxgM = R/I, I = Bi($¢) e R induzierten Funktoren und
beschreiben spezielle Klassen von Moduln iber RX¢M. Mit 2.8 ist fur einen
RxgM-Rechtsmodul  (A.f) f  bijektiv (surjektiv) genau dann, wenn die
natiirliche Abbildung (A4,f)@(IOM) + (A,f) bijektiv (surjektiv) ist, in
Zeichen (A,f) € © ((A,f) € T). Dies ist aber genau dann der Fall, wenn
die naturliche Abbildung A®T + A bijektiv (surjektiv) ist, in Zeichen A
€ € (A € Ty). Wir stellen fest, da8 € ( T) eine semitriviale
Erweiterung von € (Tp) ist. Die Klasse der Objekte in T spielt eine
besondere Rolle, da man hier die projektiven Moduln weitgehend in Ausdriicken
iber R charakterisieren kann. Es gilt € = Mod-Rx¢M genau dann, wenn ¢
surjektiv ist. Auch duale Aussagen werden gegeben. Im letzten Abschanitt
des Kapitels beschreiben wir allgemeiner die entsprechenden Funktoren fur

semitriviale Erweiterungen von Kategorien. Weiter spezialisieren wir diese
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ngen suf semitriviale Erveiterungen von vollstandigen Verbianden.
g0
en fest, daB der Untermodulverband V(A,f) von einem RxgM-Rechts-

{A,f) gerade eine semitriviale Erweiterung vom Untermodulverband

" von ‘AR ist.

in 3. Kapitel behandeln wir die Frage nach der Charakterisierung von
projektxven und injektiven Moduln dUber RxgM  in Ausdriicken Uber R.
Wesentlich in der Behandlung dieser Frage ist die Unterteilung in zwei
Fdlle, nimlich den Fall, daB Bi¢ 'klein genug' ist in R, und den Fall,
da Bi® = R ist. Wir untersuchen zundchst Verhaltenseigenschaften bei den
Ringwechselfunktoren. Wir stellen insbesondere fest, daB T ein perfekter
Projektor und H ein perfekter Injektor ist, d.h. T erhilt und reflek~
tiert projektive Hilllen und H injektive Hillen. Dies 138t sich in 3.8 und
3.2 snwenden fir die Charakterisierung von projektiven und injektiven Moduln
in gewissen Klassen von Objekten, Dies findet weitere Anwendung im 6.
Kapitel fur die Untersuchung dieser Eigenschaften fur Moduln Uber generali-
sierten Matrizenringen, insbesondere Uber Ringen mit einer Matrixdarstel-
lung. Auch lassen sich diese Sitze fur die Charakterisierung von Injektivi-
tat und Kogeneratoreigenschaften von RX¢M anvenden. Die obere Untertei-
lung des Problems verallgemeinernd untersuchen wir solche Objekte (A,f) in
Mod-RxgM, fir die Bi(f) € Ay Klein ist, in Zeichen (A.f) € C°. Dies ist
genau dann der Fall, wenn AI € A (I = Bi$) klein ist, in Zeichen A ¢ Cj.
Hier ist die volle Unterkategorie C° c Mod-Rx¢M eine semitriviale
Erveiterung von 7. 'Es gilt ¢° = Mod-RxyM  genau dann, wenn I
links-t-nilpotent ist. Wir konnen dann wmit 3.18 und den nachfolgenden
Satzen teilweise (vollstandig, falls jeder projektiver R/I-Rechtsmodul eine
projektive Hille in Mod-R besitzt) die projektiven Moduln in C° und in
dualer Weise alle injektiven Moduln in den entsprechenden Klassen als Bilder
von den Funtoren T und H von projektiven und injektiven Moduln in Mod-R
charakterisieren. Dies verallgemeinert solche in der Literatur bekannte
Charakterisierungen fir den Fall von trivialen Erweiterungen, und von
semitrivialen Erweiterungen [33] mit Bi® nilpotent. Auch verallgemeinert
dies die Injektivitatsaussagen von Sakano [371. AnschlieBend behandeln wir
analog flache Moduln (4,f) Uber RX¢M. Diese werden in 3.30 und 3.32 fur
verschiedene Falle charakterisiert. Im letzten Abschnitt des Kapitels geben
wir in Anlehnung an [33] einige Charakterisierungen von rechts hereditaren

semitrivialen Erveiterungen.
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Im 4. Kapitel behandeln wir Fragen uber die homologische und die
relative homologische (im Sinne der relativen homologischen Algebra) Dimen-
sion. Wir geben hierzu zunichst die relativen Standard-Aufldsungen und
beschreiben die relativem Funktoren Tor und Ext mittels Komplexen in
Mod-R. 4.7 enth3lt Aussagen fur den Fall, da8 rRM  flach bzw. Mo
projektiv ist, sowie eine Aussage uber die finitistische Dimension von
RX¢M. Dies verallgemeinert einen Satz von Palmer [33] und Theorem 1.3.2 von
Reiten [35]. Wir geben einige hinreichende Bedingungen dafur, daB die

homologischen und relativen Ext- und Tor-Gruppen Ubereinstimmen.

Im 5. Kapitel setzen wir die Untersuchung von homologischen Eigen-
schaften fort. Wir betrachten dabei insbesondere die oben beschriebenen
Klassen € und T von Moduln (A,f), fUr die f bijektiv bzw.
surjektiv ist. Ist ¢ surjektiv, dann ist @ = Mod- RX¢M In diesem Fall
nennen wir RX¢M eine F(Frobenius)- semltrLVLale Erweiterung. Ist dies der
Fall, dann ist Mp ein Progenerator und RX¢M/R eine Frobenius-FErweite-
rung im Sinne von Kasch [18]. Wir haben also die bekannten Aussagen Uber
die homologischen Eigenschaften bei Frobenius- ~Erweiterungen zur Verfugung.
Ist zusatzlich RX¢M/R eine halbeinfache Erweiterung im Sinne von Hirata,
Sugano [14], dann lassen sich bekanntlich projektive und injektive Objekte
vollstandig Uber 'R charakterisieren., Bei der Betrachtung von beliebigen
semitrivialen Erweiterungen ist die Frage naheliegend, wie sich dieses
Verhalten auf Objekte in den Klassen € und T (und in den dualen
Klassen) Ubertragen 138t. Wir stellen fest, daB viele Aussagen fur die
homologischen Eigenschaften von Frobenius-Erweiterungen auch in @ und in
der dualen Klasse I noch gelten. Im ersten Teil des Kapitels behandeln
wir einige solcher Eigenschaften. 5.8 gibt hinreichende Bedingungen dafir,
daf ein Modul (A,f) relativ projektiv ist., Dies erldutert, warum gerade
diese Bedingungen eine entscheidende Rolle in den Aussagen in [33] fiir den
Fall ¢ surjektiv spielen. Ahnllch wie bei Frobenius- ~Erweiterungen lassen
sich Spurabbildungen definieren. Ist ¢ surjektiv, so stimmen diese
Abbildungen mit der bekannten Definition der Spur bei Frobenius-Erwveite~
rungen Uberein. 5.12 gibt dann fur Moduln in @ die Maschke-Ikeda-Kasch~
Charakterisierung von relativ projektiven Moduln. Weiter gilt insbesondere
th-dim RXgM = rh~dim R, falls ¢ surjektiv ist und RxgM/R  eine
halbeinfache Erweiterung ist. In dem Folgenden antworten wir auf die Frage,

wann eine F-semitriviale Erveiterung eine separable Erweiterung im Sinne von
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Sugano' [14]
nicht notwendig dafr, daB RxgM/R

Hirata, ist, In allgemeinen ist die Bedingung ¢ surjektiv

eine Frobenius-Erweiterung ist. Dies

wurde von Kitamura [22] gezeigt. Dort wurden solche trivialen Erweiterungen
Ist RX¢M/R

Es gilt

charakterisiert, die Frobenius-Erweiterung sind.
halbeinfache Erwveiterung, so Rx¢u
namlich M3 = M.  AbschlieBend geben wir und hinreichende
Bedingungen dafiir, daf ¢ R 1lokal ist,
diesem Fall RxgM T R[X,01/(%2-a) fir geeignetes a € R
verallgemeinert Aussagen von Sugano [40].

aber eine

kann nicht trivial sein.

notwendige

surjektiv ist, falls Es gilt in

und o ., Dies

Im 6. Kapitel konzentrieren wir uns auf generalisierte Matrizenringe

= (RN . .
A= (M S)po' (Roos [36]). Dabei fassen wir Konstruktion als einen

RxS auf.

diese
Spezialfall von semitrivialen Erweiterungen des Diagonalrings
Mod-A

A Paare

Wir

konnen dann die Beschreibung von auf jeme im erstem Kapitel
(A,B) € Mod-RxMod-§

Hierdurch lassen sich viele

zurlickfihren. So sind Moduln Gber

Zusammen

mit geeigneten Abbildungen, Eigenschaften von

Morita-Kontexten als innere Eigenschaften {ber A interpretieren. So
lassen sich Aquivalenzen zwischen Unterkategorien vom Mod-R  ynd Mod-8
durch die Existenz von Unterkategorien in Mod-A beschreiben. Entsprechen-

de Untersuchungen von Ringen mit einer Matrixdarstellung (Harada [131), d.n.

solch i ; : ” :
€ mit Rlx...an in der Diagonale fur Ringe Ris lassen sich induktiv

bzw., bei Betrachtung einzelner Idempotente auf dem oberen Fall

ol Be zurtickfih-
Wir konnen in diesem Fall die Moduln als n-Tupel (Al""'An) mit A

i
€ Hod-Ri auffassen. (A,B)
bestehen enge Beziehungen,

ren,

Ist im oberen Fall
zwischen A und B

ein  A-Rechtsmodul, so
) die durch die Eigenschaften
der Zugehorigen Abbildungen charakterisiert werden.

einige Korrespondenzaussagen

Wir geben als Beispiel
zwischen Untermodulnverbinden.
sind Paare der Form (A.AORN). (A.HomR(M,A)) A~Rechtsmoduln. So enthalten
diese Korrespondenzen viele bekannte Korrespondenzaussagen (z.B Sandomierski
{381, Zimmermann (431, Miller [28], Faith [51).

durch leichte Verallgemeinerung

Insbesondere

Im Prinzip 1lassen

sich
(z.B Zulassung von Ringen ohne 1) die
[29,30] Gber Gamma-Ringe

spezialisieren wir

Kotrespondenzaussagen von Nobusawa
folgenden Abschnitt

erhalten, Im
: die Ringwechselfunktoren vo 2.
Kapitel auf generalisierte Matrizenringe, So

Einschrankung auf Mod-R und Mod-S

uber RIX...an) in voll treuye
venden wir inp 6.14 an,

zerfallen T und § bei
(analog auch bej Matrixdarstellungen
auf Objekte injektive

um zu zeigen, da8 Mod-R und Mod-S§,

Funktoren. Dies

durch die

Xi
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zu Quotientenkategorien von Mod-A isomorph sind.

Wir zeigen in 6.15, daB gerade die

Einschrankung von H,

Eine duale Aussage fur T ist moglich.
zu diesen strikten Quotientenkategorien zugeorigen hereditidren Torsionstheo-

rien von zueinander komaximalen Idealen I, J c A (d.h. von A/I und A/J) in
Mod-A erzeugt werden (im Sinne von Stenstrdm [41]). Wir stellen, wie oben
erwahnt, die Existenz von Xquivalenzen zwischen Unterkategorien von Mod-R
und Mod-S fest. Diese univalenzen sind natirlich gegeben durch die
Tatsache, daB sie, betrachtet als Unterkategorien von Mod-A, gleich sind.
Zum Beispiel enthalten diese Xquivalenzen unter anderem die von Muller [28]
und Kato, Ohtake [21] beschriebenen, sowie die von Rashu [20] beschriebenen

Korrespondenzen zwischen hereditiren Torsionstheorien. Weitere Aussagen

sind implizit vorhanden. In 6.19 geben wir einen Ansatz fur eine allgemei-
nere Betrachtung dieser Zusammenhange bei Anwendung dieser Konstruktion auf
Wir beschranken uns dabei auf Modulkategorien.
den Fall, daB o

Weiter verallgemeinern wir einige

beliebige Kategorien. Eine

besondere Anwendung finden die obigen Ergebnisse fur

Mod-R = Mod-A.

In 6.25 geben wir eine Existenzaussage

surjektiv ist. Dann ist

Ergebnisse aus [23]. fur generali-

sierte Matrizenringe im Zusammenhang mit Adjunktionstripeln. Im allgemeinen
erweist sich die Untersuchung von generalisierten Matrizenringen als ein
zur Verallgemeinerung von Aussagen uber Endomorphis-

effektives Werkzeug

menringe von endlich erzeugten projektiven Moduln und Generatoren. Im
folgenden Abschnitt
projektive und injektive Moduln Uber semitrivialen Erweiterungen auf genera-
lisierte Matrizenringe. Als

von [23] ohne die Bedingung R/Ra(R)

- . . e . . . . e,
spezialisieren und erganzen wir einige Ergebnisse Uber

Anwendungsbeispiel geben wir einige Aussagen

halbeinfach, Ist A semiperfekt,

dann  lassen sich alle projektiven Moduln in Ausdriicken Uber R und S
beschreiben, Zum Schluf des Kapitels betrachten wir eine semitriviale
Erweiterung RxgM  als einen Unterring von einem generalisierten Matrizen-
ring A. Wir stellen fest, daB A/RX¢,M eine Galois-Erweiterung zweiter
Ordnung ist. Wir konnen in diesem Zusammenhang auf eine Frage von Palmer
{33, Problem 4] antworten. Dies erliutert, warum die Invertierbarkeit von
2 €R bzw. die 2-Torsionsfreiheit von Moduln eine besondere Rolle bei der

Charakterisierung von homologischen Eigenschaften spielt.
Im 7. Kapitel charakterisieren wir einige Ring- und Moduleigenschaften
von semitrivialen Erweiterungen und generalisierten Matrizenringen. Insbe-

sondere behandeln wir Kettenbedingungen und halbeinfache Moduln und Ringe.
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Wir charakterisieren in 7.12 injektive und projektive Hullen von einfachen
Moduln dber A (A beliebig), sowie minimale (injektive) Kogeneratorem in
Mod~L. Dies verallgemeinert eine Aussage in [23] (dort unter der Vorausset-
zung, daB A semiperfekt ist). Dies findet Anwendung bei der Charakteri-
sierung von-injektiven Moduln, falls A rechts artinsch ist. Weiter werden

einige Aussagen iber einfache Ringe zusammengestellt,

Im letzten Kapitel beschaftigen wir uns mit der Beziehung zwischen
(Jacobson) Radikal und Sockel von Moduln Gber semitrivialen Erweiterungen
RxgM und R. Wir stellen unter anderem fest, Ra(Ap) < Ra(A,f), So(A,f) c
So(Ap)  filir einen RxgM~Rechtsmodul (A,f) wund Ra(RxgM)nR = Ra(R). Nzhere
Aussagen sind moglich, falls Bif < Ra(Ap), bzw. falls duale Eigenschaften
gegeben sind. Dies verallgemeinert Aussagen Uber das Radikal von generali-
sierten Matrizenringen von Sands [39]. Ist Bi® c Ra(R), so gilt insbeson-
dere Ra(Rx¢H) = Ra(R)®M. Duale Aussagen gelten fur den Sockel z.B., falls
Bi® rechts-t-nilpotent ist. Nahere Aussagen sind auch moglich, falls 2 ¢
R invertierbar ist, bzw. falls jeder einfache R-Rechtsmodul 2-torsionsfrei
Im Fall o
surjektiv erhalten wir implizit eine Reihe von bekannten Eigenschaften bei
Anwendung auf Moduln der Form (a,A9;N)  bzw. (A,Homp(M,A)). Zum Schlu

behandeln wir weitere Ringeigenschaften in diesem Zusammenhang, und geben

ist, und fir den Fall von generalisierten Matrizenringen.

eine Aussage iber das Primradikal. Es gilt z.B., fur semitriviale Erweite-
rungen P(Rx¢n)nk = P(R).

Nachtrag:

Unabhangig von dieser Arbeit wurden neulich einige Ergebnisse von
Sakano [44] Uber Radikal und Sockel von semitrivialen Erweiterungen verof-
fentlicht., Diese sind im wesentlichen als Spezialfalle in den Ergebnissen
des letzten Kapitels dieser Arbeit enthalten. 8.14 berichtigt Theorem 2.2
von [44].

Herrn Prof. Dr. Kasch mochte ich danken fir die Anregung zu dieser
Arbeit und sein in mich gesetztes Vertrauen sowie dem Institut fur

Begabtenforderung der Konrad-Adenauer-Stiftung fiir die Forderung wihrend der
Durchfihrung dieser Arbeit.

Einleitung xiii

In dieser Arbeit seien alle Ringe assoziativ mit einem Einselement 1.
R sei ein solcher Ring. Der Ausdruck 'Ideal' bedeutet ein zweiseitiges
Ideal, wenn nicht ausdrucklich auf die Einseitigkeit hingewiesen wird. Alle
Moduln sind unitar. Die Kategorie der R-Rechtsmoduln wird mit Mod-R
bezeichnet. Analog bezeichnet R-Mod die Kategorie der R-Linksmoduln,
Modulhomomorphismen werden auf der, der Ringoperation entgegengesetzten
Seite geschrieben. Fir die Komposition von Rechtshomomorphismen f: A -+ B,
g: B+ C schreiben wir dann gf wund analog fg fir Linkshomomorphismen.

Alle anderen Abbildungen werden links geschrieben.

Sind A, B, C, D Objekte in einer Kategorie mit Produkten und
Koprodukten, so wird ein Morphismus h: A®B -+ CxD geschrieben in der

Matrixdarstellung B
= (& by,
h = (c d). A®B + CxD

mit den Morphismen a: A+ C, b: B+ C, c: A-+>D, d: B» D, Abbildungen
h: A®B > C bzw. ht A - CxD schreiben wir in der Form (a,b) bzw.
(asc). Fur die von a und d induzierten Abbildungen A®B -+ C®D und AxB
+ CxD schreiben wir a®d bzw. axd. Modulklassen in Mod-R werden im
allgemeinen als volle Unterkategoriem in Mod-R, abgeschlossen bzgl.

Isomorphismen, betrachtet. Ist F: K+ L ein Funktor, so bezeichne Bi(F)

die Klasse Bi(F) = {A € L] A ¥ F(B) fur ein B € K}.



1 SEMITRIVIALE RINGERWEITERUNGEN

In diesem Abschnitt fuhren wir semitriviale Erweiterungen RX¢M eines
Ringes R durch einen Bimodul M im Sinne von Palmer [33] ein und
charakterisieren die Moduln uber Rx4M mittels R~Moduln und R-Homomorphis-
men. Wie bei trivialen Erweiterungen (Fossum, Reiten, Griffith [6]) lassen
sich dann allgemeiner semitriviale Erweiterungen von abelschen Kategorien
definieren. Wir fassen dann die Rechtsideale und eine gewisse Klasse von
Moduln in Mod-Rx¢M als subdirekte Summen iber R auf und untersuchen die

induzierten Isomorphismen [7].
DEFINITION

1.1 Definition Sei R ein Ring, M ein R-Bimodul, ¢: MeM + R ein
Bimodulhomomorphismus, so daB die additive abelsche Gruppe R6M mittels der

Operation
(r,m)(r',m') = (rr'+$(méu'),rm'+mr')

zu einem Ring wird, Dies ist wegen der Assoziativitat genau dann der Fall,

wenn das Diagramm

uopMe M ~2L, pe y
0 189} Iz
MeR —— M

kommutiert. Ein solcher Ring heifit eine semitriviale Erweiterung von R

durch M und wird hier mit RX¢M bezeichnet, Wir identifizieren R ¢

RX¢M. Mc RX¢M.

1.2 Beispiele und Bemerkungen
1) Jede triviale Erweiterung RXM von einem Ring R  durch einen
R-Bimodul M  ist mit ¢ = 0 eine semitriviale Erweiterung. Insbesondere

ist jeder Dreiecksmatrizenring durch den Isomorphismus
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‘ % T (rxs) ko

fur Ringe R, S und einen S~R-Bimodul gsMr eine semitriviale Erweiterung.

Triviale Erweiterungen und Dreiecksmatrizenringe sind in der Literatur

ausflihrlich behandelt worden, siche z.B. [35,32,311].

2) Sei R R+R
R[X,0] den schiefen Polynomring ber R

ein Ring, o: ein Automorphismus. Dann bezeichne

bzgl, des
ist durch rX = Xo{r), Gibt es ein
ac?(r), damn gilt R[X.oﬂ(xz-a)‘ =

R[X,01/(x2-a).

fur alle

Automorphismus o,
dessen Multiplikation gegeben
ofa)

X =

r € R.

a € R mit a und
(22-a)R[X,0].  Setze

R[x.oﬂ/(xz-a) = R+xR, x2Z = a,

Element ra =
x+(x2-3) ¢

xo(r)

Dann haben wir

rx = r € R. So gilt

R[X,0)/(x2-a) ¥ RxgM

mit M = xR und ¢ fiir die gewShnliche Multiplikation. AuBerdem ist x

eine Einheit, falls a eine Einheit ist. In diese, Fall ist ¢ surjektiv.

Ist M=R und ¢ die gewohnliche Multiplikation in R, dann gilt
RIX1/(X2-1) ¥ Rxyy
3) Sei R ein Ring, o: R + R ein Automorphismus mit o = 1, und G

= <0> < Aut(R)
den schiefen Gruppenring, d.h.

die von o erzeugte Untergruppe. Weiter bezeichne R*G

den freien R-Modul mit Basis {ugl g € G}

und der Multiplikation (ugr)(uhs) = ughh(r)s fir g,h € G, r,s € R.
Identifiziere u; =1 € RxG, Rujy = R © R*G, Dann ist Rx¢M mit M = u R
und ¢ MM »> R, ¢(u°rﬁu°s) = o{r)s eine semitriviale Erweiterung und es

gilt

R*G T RxgM T R[X,0]/(X2-1).

4) Sei R

End(MR). Dann sind auf die Ubliche Weise M ein S-R-Bimodul und M
R-S8-Bimodul. So bildet

ein ging. M ein R-Rechtsmodul, M* = Homp(M,R), § =

* -
ein

*
G¥ = M reRimen, £en, ges

mittels der Multiplikation

rf'+fg')

@G g0 = Gnitm) L e ¥

m' gt mrt+glm!
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mit (mf')(n) = mf'(n) und den @blichen induziertenm Operationen einen Ring,
in Zeichen A(Mg). Die Ausvertungsabbildung op: M*QRM + R, p(fem) = £(m)
und die Abbildung o MEM* + S, ofm®f)(n) = mf(n) sind Bimodulhomomor-
phismen, und MxM* AlMp) mit

ist ein R*S-Bimodul. Dann ist

~ (R M*y = *
Endp(ROM) = (y g ) 2 (RXS)X(po (MxM™)
00”
Allgemeiner ist jeder generalisierte Matri-

eine semitriviale Erweiterung.

zenring (vgl 6.3) eine semitriviale Erweiterung.

5) Ist zum Beispiel R ein Ring, 1 = 2?=1 e; eine Zerlegung in
paarweise orthogonale Idempotente, dann setze fg = 0, £; = Z§=l es i=
l,...on. Dann ist

i=1lse0e4n-1

Rieg = (£5RE;0e5 1Rej01) g, (ej41RE;OFRe; )

von der Multiplikation in R
S =

eine semitriviale Erweiterung, wobei Pie1

induziert wird. Insbesondere ist dann R = R,. Bezeichne °g=l e;Re;
Zweck dieser Betrach~

Mod-S

den Diasgonalring von R in der gegebenen Zerlegung.

tungsweise ist die Untersuchung von Mod-R in Ausdriicken {ber bzw.

iber e;jRe;, i=1,...,0. Da man die Idempotente beliebig zusammenfassen
kann, bedeutet die Reduktion auf n = 2 fir die allgemeine Untersuchung
keine wesentliche Einschr&nkung (vgl. 6.5).

6) Sind RxgM  und SxyN  semitriviale Erweiterungen, a: R + § ein
Ringhomomorphismus und f: M -+ K ein additiver Gruppenhomomorphismus
derart, daB f(sur) = o(s)f(m)alr) (d.h. £ ist R-R-Homorphismus) und
ab(m®n) = §(f(m)@f(n)) f£ir alle rs8 € R und myn € M, dann definiert das
Paar (a,f) einen Ringhomomorphismus RxgpM + SxyN, (ram) # (alr),f(m)).
Jedes solches Paar nennen wir einen semitrivialen Ringhomomorphismus.
Umgekehrt ist jeder Ringhomomorphismus g: RX¢M -> waN mit g(R) € S und

8(M) c N ein semitrivialer Ringhomorphismus. Auf diese Weise bildet die

Klasse der semitrivialen Erweiterungen eine Kategorie.

7) Ist
gMR» dann definiert § =

RX¢M eine semitriviale Erweiterung und N ein Untermodul von
o(1e1) N > M
semitriviale Erweiterung RxyN. Die Inklusion (1,1): RxyN > RxgM ist ein

Wir definieren nun den Linksannullator von M

mit der Inklusion 1 eine

semitrivialer Monomorphismus,

in M
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[ 14(M) = {n ¢ M| ¢(n@m) = 0 flir alle m € M}

und analog den Rechtsannullator ry(M). Gilt &(nem) = 0 fir alle n, m ¢
N,  z.B. ist N c 1y(M) bzw. Nc ry(M) ein Untermodul, dann ist RXgN =
RKN eine triviale Erweiterung. Ist N c rM(M)nln(M). dann induziert ¢
eine semitriviale Erweiterung Rx5(M/N)  und (1,v): RxgM > Rxg(M/N) ist ein
surjektiver semitrivialer Epimorphismus, wobei v: M » M/N  der kanonische

Epimorphismus ist.

8) thlich wie bei trivialen Erweiterungen (vgl. Miyashita [27])
lassen sich semitriviale Erweiterungen folgendermaBen verallgemeinern. Sei
R ein Ring und M ein R-Bimodul. Fir jede natirliche Zahl i 2 1
bezeichne M®i den R~Bimodul MOR...ORM (i Faktoren). Setze M®0 = R.
Weiter sei ¢: M®R & R, n eN, ein R-R~Homomor phismus derart, daB fur alle

i1 £ n die Diagramme

MEn+i —@J»Raxu“i
w

MoiQRRi—’ Mai
kommutieren. Setge
S=ReMeMyMe ., eyl

Dann ist § mit der naheliegenden Operation ein Ring, Fir n = 2 gilt
dann § = RxgM. Fur. ¢ = 0 ist g der in [27] eingefihrte Tensorring.
Beispiele solcher Ringe sind wie in 2) Ringe der Form R[X,01/(xP-a) fur
einen Automorphismus o: R -+ R und ein Element a ¢ R mit o{a) = a2 und
ra = aoc®™(r) fir alle r e R. 0

Ist S/R eine Ringerweiterung und A ein S-Rechtsmodul, so ist A
ein R-Rechtsmodul durch die Inklusion i: R + §, Dann ist die S-Modulstruk-
tur eindeutig gegeben mit as = p(a®s) durch die R-Modulstruktur und einen

R-Homomorphismus P: A®:S > A derart, daf die Diagramme

A -lei, Aeps Aogse s -leu, Aeps

(2) IA\‘ Ie pe1] I

AQRS ‘p> A

kommutieren, wobei m die Multiplikation in S bezeichnet. Die S-Homomor-~

Phismen sind dann genau die R-Homomorphismen h: A -+ A', fir die das
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Diagramm
Asps D8L, prg g
(3) pl lp'
A —hL

kommutiert.

Ist S/R eine ausgezeichnete Ringerweiterung (Kasch [18]), d.h. be-
sitzt S als zweiseitiger R-Modul einen zu R isomorphen direkten
Sunmanden M (identifiziere § = ReM), damn ist wegen A®pS = AeAepM  und
der Kommutativitat des ersten Diagrammes in (2) p = (14,f) mit einem
R-Homomorphismus  f: AS M -+ A, f(a®m) = a(0,m). Also gilt a(r,m) =
ar+f(a®m) und f ist eindeutig bestimmt., Fur Ag schreiben wir dann auch
(A,f). Ist s = RX¢M eine semitriviale Erweiterung, damn ist §/R
insbesondere eine ausgezeichnete Ringerweiterung S = ROM mit M c R.
Ungekehrt definiert jede solche ausgezeichnete Erweiterung ROM mit ¢:
M@ M -+ R, ¢(m®n) = mn, eine semitriviale Erweiterung (d.i. ein graduierter
Ring vom Grad 2). Es gilt insbesondere RxgM g (RGM.(gg)) als Modul, wobei
1 die Linksmultiplikation bezeichnet. 0ft 1lassen sich die Ergebnisse

dieser Arbeit auf ausgezeichnete Erweiterungen verallgemeinern.

Wir beschreiben dann die Rechtsmoduln Uber einer semitrivialen Erveite-
rung RxyM mittels einer Kategorie M(®) bestehend aus Paaren (A,f) und
Morphismen h: (A,f) + (A',f'), wobei A ein R-Rechtsmodul und f: ASpM »

A, h: A+ A' R-Homorphismen sind, derart, daB die Diagramme
] @
Aspuepy 8L, pey ey -hOL, Arepy

(4) 100 | ler
AegR —=— 4 A —b 4

kommutieren. Dazu zeigen wir, daf M($) und Mod-RxgM isomorphe Katego-
rien sind., Wir bezeichnen dann die RX¢M-Rechtsmodu1n durch ihre Bilder in

M(¢). Eine solche Darstellung nennen wir Standard-Darstellung. Also

1.3 Satz Sei Rx¢M  eine semitriviale Erveiterung von R. Fir jeden
RxpM~Rechtsmodul A gibt es genau einen R~Homomorphismus f: A®pM > A, 80
daB  (A,f) € M($) und es gilt

ENE ARSI ¥ -



6 1 Semitriviale Ringerweiterungen

Umgekehrt wirdd auf diese Weise Ap fiir jedes Objekt (A,f) € M(¢) zu einem
RxgM-Rechtsmodul.

Fur jeden RX¢M-Homorphismus h: A > A' ist dann h ein Morphismus fur die
entsprechenden Objekte in M($) und umgekehrt.

Beweis: Setze § = RxgM. Fir jeden S-Rechtsmodul A = (A,f), wie

oben, kommutiert das Assoziativitdtsdiagramm in (2). Hieraus folgt (led) =
f(fel). Also (A,f) € M($) und £ ist eindeutig bestimmt.
Ist umgekehrt (A,f) € M($), dann setze p = (1,£): ASpS > A, Wegen der
Kommutativitat vom (4) und p(a®l) = a kommutieren dann die Diagramme in
(2). Also ist A auf diese Weise ein S-Rechtsmodul. Der zweite Teil der
Behauptung ist klar. [

Aufgrund des Adjunktionsisomorphismus

"t Homp(A®pM,A) —=+ Homp(A,Homg(M,A))

mit £(a)(m) = f(aom), (A,£) » (A,F) eine
Isomorphie zwischen M(®) und der Kategorie M(¢) bestehend aus den Paaren

(A,p) und den Morphismen h: (A,p) + (A',p'), wobei A ein R-Rechtsmodul

definiert die Zuordnung

und p: A = Homp(M,A), h: A + A' R-Homomorphismen sind, derart, daB die
Diagramme

T

A -+ Homp(R,A)
(s) 5} {Hom(¢,4)
Homp(4,4) ~HOmOILR)s non, (M, Homp(M,4)) ¥ Homg(MegH, 4)
A _.h_._.; AY
(6) pl lp'

Homg (4,4) ~HBom(Ma), gog (3,41)

kommutieren. Wir gewinnen dadurch eine zweite Beschreibung der Moduln uber

RxgM,
Ist (A,f) ein RxgM-Rechtsmodul (in der Standard-Darstellung), so nennen

wir  (A,f) die adjungierte Darstellung. Wir erhalten dann fir die
Multiplikation

a{rym) = ar + E(a)(m).

Wir benutzen beide Darstellungen. Welche Darstellung jeweils gemeint ist,
folgt aus dem Zusammenhang .,
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Ahnlich beschreiben wir die Linksmoduln iber RxgM durch die Kategorie
der Paare (A,f) und der Morphismen h: A - A', wobei A ein R-Linksmo-
dul, £: MeA -+ A bzw. I: A - Homp(M,A) und h: A + A' R-Linkshomomor-

phismen sind, derart, daB die entsprechenden Diagramme kommutieren.

1.4 Bemerkung
1) Fir eine semitriviale Erweiterung RX¢M definiert o RxgM +  RxgM,
{(rym) #» (r,-m) einen Ringautomorphismus der Ordnung 2. So definiert die

Zuordnung
(A,£) » (A,-f) bzw. (A,F) » (4,-)
einen Funktor G: Mod-RxgM + Mod-RxgM mit G2 = Liod-Rgit*
2) Weitere Funktoren in Mod-RxgM induzieren die Zuordnungen
(A,£) » (a®pM,£@1), (A,f) + (Homp(M,A),Hom(M,F))

mit (HomR(M.A),Hom(M,f)) in der adjungierten Darstellung. [
SEMITRIVIALE ERWEITERUNGEN VON (ABELSCHEN) KATEGORIEN

1.5 Definition und Bemerkungen Die Beschreibung von M(4) bzw. M(d)
legt die Verallgemeinerung von semitrivialen Ringerweiterungen auf semitri-
viale Erweiterungen von (abelschen) Kategorien nahe. Diese enthalten als
Spezialfall die in [6] behandelten trivialen Erweiterungen. Dazu ersetzen
wir die Kategorie der R-Moduln durch eine beliebige (abelsche) Kategorie C
und die Funktorem _®M bzw. Homp(M,_) durch einen (rechts- bzw.
linksexakten) Funktor F: C -+ C bzw. G: C > C und funktorielle Morphismen
¢: F2 » 1g bzw. ¥z 1o > c2. Abnlich wie M($) bzw. H($)
neue Kategorien CxpF  bzw. GxyCs die wir als semitriviale Erweiterung von
C unter F bzw. tber G
Paaren (A,f) und den Morphismen h: (A,f) + (A*,f'), wobei A e C, f €
Moro(F(A),A), h € Morg(A,A")

folgende Diagramme kommutieren
r2(a) —E F(a) F(a) —Ebo F(ar)

N AL

Analog besteht Gx;C aus den Paaren (A,p) und den Morphismen h: (A,p) =

definieren wir
bezeichnen. Genauer besteht CX¢F aus den

Objekte und Morphismen derart sind, da8
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(A',p'), wobdi A € C, p € Morg(A,G(A)), h € Moro(4,A")
derart, daB die Diagramme

Elemente sind

A —R— G(a) A —b o a

N G b

c2(a) 6(a) —Sh g(an)

kommutieren. Gilt F(B) ¢ B fur eine volle Unterkategorie B c C, so ist
BxgF < CxgF eine semitriviale Erweiterung von B. Analog gilt die fur den
dualen Fall.

Es lassen sich folgende Aussagen zeigen [9], die wir zunachst hier ohne

Beweis bringen.

1.6 Satz Sei C  eine abelsche Kategorie und CxgF, GxyC wie oben.
1) Ist F rechts exakt, dann ist Cx4F abelsch.
2) Ist G links exakt, dann ist GxyC abelsch []

Ist CX¢F eine semitriviale Erweiterung unter F: C -+ C- und ist
(F,G) ein Adjunktionspaar (F ist zu G links adjungiert) mit dem Adjunk-

tionsisomorphismus w, dann ist Gx

C eine semitriviale Erweiterun
w3(®) &

Uber G. Genauer gilt

1.7 Satz Sei ¢ gine beliebige Kategorie und seien CxgF, GxyG

semitriviale Erweiterungen. Ist F zu G linksadjungiert mit

w(FA,A)w(A,GA)(#(A)) = §(A) fir den Adjunktionsisomorphismus
w = w(A,B): Mor(FA,B) + Moro(A,GB),

dann definieren S: CxgF > GxyC und T: GxyC = Cx4F mit S(A,f) =
(@(£),4), $(b) =h und T(g,B) = (B, l(g))s T(k) = k £ir Objekte
(A,£), (g,B) und Morphismen h, k einen Isomorphismus

~

CXQ)F = GX‘C.

Beweis Ist f: FA > A ein Morphismus in C mit fF(f) = ¢(A), dann
gilt  o2(8(A) = w(w(£)E) = Glw(£))w(f) = $(A). Ist weiter h: (A,f) +
(B,g) ein Morphismus in CxyF, d.h. gF(h) = hf, dann w(g)h = w(gF(h)) =
w(hf) = G(h)w(f). Also ist S wohldefiniert und analog auch T. Mit ST =
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1 und TS =1 folgt die Behauptung. [

1.8 Definition Erfullen CX¢F und GX¢C die Voraussetzungen von 1.7,

dann sind sie vertraglich.

1.9 Bemerkung Ist RX¢M eine semitriviale Erweiterung, dann bezeichmen
a(A), a'(A) fur jeden RxyM-Recht smodul (A,f) die naturlichen Abbildungen
a(a): AeguerM 180 serr T 4
a'(A): A ¥ Homp(R,A) —Hom(®:A), yomp(MepM,A) T Homp(M,Homg(M,4)).

Es gilt dann nach Definition von M($) und M(o)
M($) = (Mod-R)x,(_@pM) H($) = Homp(M,_)xy+(Mod-R).

Obwohl viele der Ergebnisse dieser Arbeit auch fir diesen allgemeineren Fall

gelten, beschranken wir uns auf semitriviale Erweiterungen von Ringen.

UNTERMODULN UND IDEALE

1.10 Notation Seiem R, S, T Ringe und rdgs gBgs T°r Bimoduln.
Weiter sei ¢: ASgB + C
bezeichne ab das Bild ¢(a®b). Fur Untermoduln U ¢ rAs V € Bp. bezeichne
aV  den R-Untermodul {abl b € V} € Cp und Ub den T-Untermodul {abl| a €

ein Bimodulhomorphismus. Fir a € A, b € B

U} e 7C. Entsprechend bezeichne UV die Menge aller emdlichen Summen 2Z ab
mit a € U, b € V. Weiter definieren wir fur Teilmengem U< A, V < B

die Annullatoren

1, (V) = {acAl av = 0} rg(V) = {beB| Ub = 0}.

Insbesondere seien 1,(b) = 1,({b}) und rg(a) = rg({a}). Allgemeiner

seien fir einen Untermodul W © oCp

1,(W:V) = {aeAl av € W} rg(W:U) = {beB| Ub c W},

Falls es aus dem Zusammenhang hervorgeht, schreiben wir fur 1,(W:V) auch
kurz (W:V) und fur rB(W:U) kurz (W:U). Die Abbildung ¢ heiSt rechts
nicht entartet, wenn 1,(B) =0 gilt. ¢ heiSt nicht entartet, wenn ¢

rechts und links nicht entartet ist.

Fir die durch ¢: A®.3 > C induzierten Homomorphismen
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f A + Homp(B,C), B + Homy(A,C)

schreiben wir jeweils § oder ' bzw. B'. So ist ¢ genau dann rechts
nicht entartet, wemn . injektiv ist. Weiter schreiben wir al = 3la)

a

und bY = $T(b), a € A, b € B. -

1.11 Lemma Sei RxgM  eine semitriviale Erweiterung, (A.f) ein
RX¢M-Rechtsmodu1

1) Die Untermoduln von (A,f) sind genau die R-Untermoduln U < A
derart, daB gilt UM c U, d.h. U c (U:M). Wir schreiben kurz U < (A,f).
Ist U < Ay ein Untermodul, so sind insbesondere U + UM und U + (U:M),
sowie U n UM und U n (U:M) RxyM-Untermoduln von (A,f).

2) Ist U c (A,f) RxgM-Untermodul, dann ist (A,f}/U = (A/U,E), wobei
E: A/U @M+ A/U von f induziert wird. ’

3) Eine Folge (A',f) -+ (A,f) - (A",f") in Mod-RX4M ist genau dann

exakt, wenn die Folge A' - A + A" in Mod-R exakt ist. [
Insbesondere gilt fur die Beschreibung der Ideale

1.12 Folgerung Sei Rx¢M eine semitriviale Erweiterung. Dann gilt

1) Die Rechtsideale von RX¢M sind genau die R-Untermoduln A von
(ReM)p mit AM c A,

2) Die Linksideale von RxgM sind genau die R-Untermoduln A von
p(REM) mit MA c A,

3) Die zweiseitigen Ideale von RxpM sind genau solche R-R-Untermoduln
von p(ReM)p mit AM+MA c A, [I

Die Ideale von RX¢M lassen sich in zwei wichtige Klassen unterschei-
den, die wir im folgenden beschreiben. Im allgemeinen lassen semitriviale
Erweiterungen naher charakterisieren, fir die alle Ideale (zweiseitige) sich
wie in 1.13 schreiben lassen. Ein wichtiges Beispiel hierfur sind generali-

sierte Matrizenringe (6. Kapitel).

1.13 Bemerkungen Sei RX¢M eine semitriviale Erweiterung. Dann gilt
1) Ist I cR ein Rechtsideal bzw. ein zweiseitiges Ideal und U c M
ein Untermodul von My bzw. rMR» 80 ist 16y genau dann ein

Rechtsideal bzw. ein Ideal in RxgM, wenn gilt UM c I und IMc U bzw.
MU+UM €« I und MI+IM c U,
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2) Die Abbildungen (Liftungsabbildungen)
I+ I®IM und I » I&(I:M)

definieren fur Rechtsideale 1 < R injektive zerfallende Ordnungshomomor-
phismen zwischen den Rechtsidealverbanden von R und RxgM. Analog

definieren fur Untermoduln U < Mp die Abbildungen
UH UMSU und U+ (U:M)®U

injektive zerfallende Ordnungshomorphismen zwischen den Verbanden von Unter-

moduln von Mp und von Rechtsidealen von RX¢H.

3) Ist 16U ein Ideal in RxgM mit I c R, UcH, dann ist M/U
ein R/I-Bimodul. Weiter induziert ¢ eine Abbildung d: M/U OR/IM/U + R/I
derart, daf R/I XéM/U eine semitriviale Erweiterung ist und es gilt

RxgM/(16U) = (R/I)xg5(M/V)

als Ringe. 0O

Es ist fUr die allgemeine Untersuchung von semitrivialen Erweiterungen

nttzlich, solche Ideale in den Griff zu bekommen, die sich nicht in der Art
von 1.13 zerlegen lassen.
Fur ein Rechtsideal A < Rxgt bezeichne dazu jeweils I®U und 1,80, die
eindeutige minimale und maximale direkte Summe in RX¢M mit I, € I © By,
U, cUc Mg, so daB gilt I,8U, € A < I6U als R-Moduln. Man prift dann
leicht

1.14 Lemma Ist A © RxgM ein Rechtsideal, so sind I,6U, und 16U
gleichfalls Rechtsideale in RxgM. a

Es gilt éffensichtlich I, = RNA und U, = MnA durch die Identifika-
tion R ¢ RxgM und M < RxgM. Abbildungen der Form AR I,, AP U,
(Durchschnittsabbildungen) und A » I, A #» U (Projektionsabbildungen)
definieren fur Rechtsideale A c RX¢H Retraktionen zu den Abbildungen in
1.13 2). Wir bezeichnen I,8U, als den Kern und I®U als die Hille von A
in RxgM. Bekanntlich ist A als R-Modul eine subdirekte Summe von I wund
U mit den Kernen I, und U, (im Ublichen Sprachgebrauch [8]). Weiter
gibt es einen R-Isomorphismus ¢: I/I, + U/U, so, daB gilt
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i A= 1040 = {(rom) | da(r) = 8(m)}, genau das Faserprodukt von & und 8 ist. Umgekehrt definiert jeder

Homomorphismus dieser Art ein Rechtsideal in RXgM. Insbesondere ist damn

wobei a: I + I/I, und 8: U - U/U, die kanonischen Epimorphismen sind. . .
- . _ . - A = Re(a,-8) fir den RxyM-Homomorphismus (0,-8): 10U + (F,-f). [
Fur den RX¢M-Rechtsmodul B =1/1,6 U/U, seien m und $ die zugehorigen

Abbildungen m: I/I @M + U/U,, &: U/U,®M + I/I,. Durch die Idealstruktur

- . R . Man pruft leicht
von A erhalt man ein kommutatives Diagramm

1.18 Lemma Sei (AilieI) eine Familie von Rechtsidealen in RxpM mit

/1,054 4L+ U/U epM

m 1 16 den  Kernen (I;,00;,1iel) und den Hullen (I;®U;|ieI). Dann ist
u/u, -+ I/1, ny (I;,8U;,) der Kern von np A; und Z; (T;0U;) die Hille von Zj A;. 0

_1 -
d.h. (38 1/1,6 U/U, + 1/1,0 U/U, ist ein RxyM-Isomorphismus.  Setze

):
B 1.19 Bemerkun
dan £ = ¢~ lm: I/I.8gM + 1/1,, g = 4d: U/U egM +» U/U,. Es gilt dann - .

1) Ahnliche Uberlegungen gelten fur RXQM-Rechtsmoduln (A,f) derart,
daB gilt A = B®C als R-Moduln und BM < G, CM < B, d.h. (A,£) =
(Bec,(gg)). wobei g: B®M >~ C und h: C8M + B von f induziert werden.

1.15 Lemma Ist A < RxgM ein Rechtsideal, so sind mit den obigen

Bezeichnungen (I/I_,f) und (U/U,,8) RxpM-Rechtsmoduln und es gibt Isomor- . . .
. Dann zerfallt das Diagramm (4) in zwei kommutative Diagramme
phismen von Rx¢M-Rechtsmodu1n

gel hel

~ ~ B® M@ M — C@,M c®yMe,M ———+ B@ M

A/(1,0U,) = (1/1,,£), A/(1.€U,) = (U/U,.g), ROR R RTUR R

186} v 1e0] ls

mit {(zym) » r und (r,m) P m. 0O Be;R —=—» B CezR —=— c.

. . - > Insbesondere sind Moduln der Form (A,0) in dieser Klase enthalten. Ist
Weiter sind (a,d7!8): 16U - (I/1,.£)s (da,8): 16U - (U/U,,g) - ' D e
. . -1 e A' < (A,f) ein Untermodul, so setzen wir fur I, €U, und I®U jeweils die
RxgM-Homorphismen. So sind auch (a,-¢7"8): 16U + (I/1,,~£), (da,-8): I6U -
> (U/U,,-g) RxgM-Homomorphismen mit Ke(a,-¢718) = A = Ke(da,-8). Wir f

haben dann

maximale und minimale direkte Summe in A mit I, c I <cB, U, ecUecC und
I,6U, c A' c 16U € A. Wir bezeichnen I,8U, und I®U als den Kern und
die Hulle von A in der Zerlegung A = B®C, Es gelten dann die

. . . e . entsprechenden Ausssagen von 1.13 bis 1.18.
1,16 Lemmsa Sei A c RxgM ein Rechtsideal und die ubrigen Bezeichnungen

. Diese Objekte in Mod-Rx¢M spielen eine besondere Rolle, da sich viele
wie oben. Dann gelten
S Eigenschaften von Bp und Cp auf (A,f) 1liften, bzw. solche von (A,f)
(IeU)/A = (1/1,,-£), (1eU)/A = (U/U,,-g) auf By und Cp reflektieren lassen. Im folgenden behandeln wir weitere
Spezialfille solcher Objekte. So lassen sich die Moduln b neralisier-
als RxgM-Rechtsmoduln und es gibt eine exakte Folge (vgl. hierzu 6.32) P ) ° € e e e rerer
ten Matrizenringen in dieser Form schreiben.

2) Ist (A,f) ein beliebiger RxyM-Rechtsmodul, so ist D(A) =

(AGA,(gg)) ein RxgM-Rechtsmodul, und es gibt eine kurze (RxgM,R)-exakte

Folge (d.h. zerfallend in Mod-R)

AP PR

0+ (I/1,,8) » (1/1,00/0,,(2 ) » (1/1,,-8) » 0. [

Es gilt dann zusammenfassend
0 » (a,-£) B (ae,(9)) & (4,6) + 0

1.17 Satz Ist A c RxpM ein Rechtsideal, so gibt es ein Rechtsideal
18U = Rx¢gM mit I € R, U c M, einen RxgM-Rechtemodul (F,f) und einen
Rx¢H-Homorphismus (a,8): 16U - (F,f) mit a, 8 surjektiv, so daB Ap

mit @ = (l,,-1,) und der Faltungsabbildung e' = (l,,1,) (vgl. 6.32).

Ein besonderer Fall fur die Charakterisierung von Moduln diber einer
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simitriwialen Erweiterung liegt vor, wenn diese Folge in Mod-Rx¢M zer-
fallt, Dies ist z.B. der Fall, wenn 2 € R invertierbar ist, bzw. falls
A = UeUM gilt (vgl. 5.8, 6.32ff). Zerfillt diese Folge fiir jeden ¢
RX¢M-Rechtsmodu1, so 138t sich z.B. die Untersuchung von projektiven und :

injektiven Moduln auf die Untersuchung von Moduln der Form von 1)

ken,

beschran-

Semitriviale Ringerweiterungen'

2 INDUZIERTE FUNKTOREN

Im folgenden werden die von der Inklusion induzierten

R c Rx¢M

Funktoren untersucht und einige nitzliche Eigenschaften fiir die Adjunktions-

abbildungen zusammengestellt. Sind T, H: Mod-R =+ Mod—Rx¢M die Ringwech-
selfunktoren, so sind  Endgp, ,(T(A)) und  Endp, \(H(A)) fir jeden R-
° Rechtsmodul A wieder semitriviale Erweiterungen von EndR(A). Fur die
: Untersuchung der Beziehungen zwischen Mod-R  und  Mod-RxyM spielt das

Bi(¢) © R eine besondere Rolle. Es gibt namlich einen

RxgpM ~ R/1 derart, dafl das Diagramm

Spurideal I =

natirlichen Epimorphismus

R
. \
11 - R/I
RX¢M .
I das kleinste Ideal mit dieser Eigenschaft.

kommutiert. Dabei ist

RINGWECHSEL

Sei - RxgM Fir jeden R-Rechtsmodul A
seien a(A): A@;M@M > A und a'(A): A - Homp(M,Homp(M,A)) 1ed
und Hom(¢,A) funktoriellen Isomorphismen mit a(A)(a®m®n) =

amn und o'(A)(a)(m)(n) = amn.

eine semitriviale Erweiterung.
die von
induzierten

Dann sind

T(a) = (aeasyy, (§3¢A))), H(A) = (AeHomp(¥,4),(Qr(4)}))

RX¢M—Rechtsmodu1n und fiur jeden R-Homomorphismus h: A + A' sind

T(h) = (§ 90 TCA) » AN, B = (B ooy o)) H(A) > (A

RX¢M—Homomorphismen. Dann definieren T und H treue Funktoren

Mod-R ﬁ Mod-RxgM.

Veiter sei P(A,f) = A fur jeden RxgM-Rechtsmodul (A,f) und P(h) = b fur
h: (A,f) + (A',£') in Mod~RxgM.

den zu R © RxgM gehorigen VergiSfunktor

jeden Homomorphismus Dann definiert P

P: Mod-Rx¢M + Mod-R.
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2.1 Lemma Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung. Dann gilt

1) T und H sind jeweils zu P links- bzw. rechtsadjungiert.
u: Homp, 4(T(A),(B.g)) = Homp(A.B)
v: Homp(A,B) ¥ Home¢H((A.f).H(B))
mit u(h,k) = h, u"l(h) = (h,g(h®l)) und v(h) = (h,Hom(M,h)E), v l(h,k)
= h fur jeweils geeignete Abbildungen h, k.
2) 1st (A,f) ein RxgM-Rechtsmodul, dann sind (1,f): TP(A,f) +> (A,f)
und (1,F): (A,F) + HP(A) Adjunktionsabbildungen. Weiter sind

0 + (aop,-fo1) —(=falds p(a) Ldafds (4,5) + 0
und (in der adjungierten Darstellung)
0+ (a8 LBl gea) LFalds (momp (m,4),Hom(,-E)) + 0

exskte Folgen.

Beweis 1) Man priift leicht T 5 _@pRxgM, H ¥ Homp(RxgM, ) mit T(A) =
ASRxgM, (a,a'®m) + a®(1,0)+a'®(0,m), H(A) + Homg(RxgM,A)s (a,g) » (al.g)
bzw. sind u und v wegen (4) und (6) im 1. Kapitel wohldefiniert.

2) Re(1,£) = {Z (-ajm;,a;0m;)| Z a;0m; € A®gM} = Bi(-f,1). So ist die erste
Folge exakt, Fir die zweite Folge gilt dies analog. 0 ‘ o
f: A -+ B iber einem Riné S heift grﬁB.rfalls
Bif ¢ B groB ist, bzw. klein, falls Ref ¢ A klein ist. '

Ein Homomorphismus

2.2 Polgerung Sei RXyM eine semitriviale Erweiterung, (AOB.(gg)) : ein

Rx¢M-Rechtsmodul. - So induzieren die Adjunktionen RxgM-Homomorphismen

0 T(a) > aen (35, (3B: (aen, () > mea).

Dabei ist (ég) ein kleiner und (ég) ein grofer Homomorphismus. Entspre~
chend gelten die symmetrischen Aussagen fur T(B), H(B)

Abbildungen (?5) und (g%).

und die zugehorigen

Beweis Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus dem Lemma wegen
T(A®B) S T(A)®T(B) und H(A®B) = H(A)®H(B). Gilt Keg+B' = T(A) fir einem
Untermodul B! © T(A), so gilt B'M = AMMG(AORM) wegen (Reg)M = 0 nach

1.11 3). Also Keg <B'M c B'. Dann ist Keg = Ke(}J) klein in T(A).

4

(AaD)ep, g (Rxger™ =
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Weiter ist (B/Bif)M c (A®B/A®Bif)M = 0 nach 1.11 3). Gilt cn(AeBif) = 0

fir einen Untermodul C < H(A), dann CM c (A®Bif)nC = 0. Hieraus C c A.
Also C = 0. Analog folgt die letzte Behauptung. [

Bezeichnen T', H': R-Mod -+ RX¢M-Mod, P':  RxgM- Mod -+ R-Mod die
entsprechenden Funktoren fur die Kategoriem der Linksmoduln. Es gilt
offenbar T(M) £ T'(M), T(R) ¥ T'(R) als R-Bimoduln. Insbesondere sind

also T(M) und T(R) RxgM-Bimoduln und es gilt T(R) % RxgM. Analog gilt
(als RX¢M-Bimodu1n)

T(M®p...8gM) = T'(Mp...9pM).

-

Fur M®p. ..o (n Faktoren) schreiben wir kurz M

2.3 Folgerung Sei eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein

RX¢M

Rx¢M-Rechtsmodﬁ1. Dann induziert die oben induzierte Linksmodulstruktur fur

T(M®®) natlirliche Isomorphismen (vgl., 1.4)

(A.f)QRx¢MT(M°“) T (aop®™, £o1)

ﬁSQ§X¢M(T(M°“).(A,f2)'? (Homg (M%,4) ,Ho(M™, F)) .

Beweis Es gilt nach 2.1 und - Vorbemerkung (A.f)ORx¢HT(H°°) z
Ao R-Hoduln
Homp (T(®0),(a,£)) % KomR(MQ“ ,A). Diese Isomorphismen induzierem auf

die Ubliche Weise die angegebene Modulstruktur. Hieraus folgt die Behaup-

éis und analog

tung, 0O
ENDOMORPHISMENRINGE

2.4 Satz Sei eine semitriviale Erweiterung, A ein R-Rechtsmo-

Dann sind

RX¢M
dul,

Endgxyy(T(A)) ¥ End(Ag)xg, Homp(4,ASgH)

Ende¢M(ﬁ(A)) ¥ End(Ag)xp, Homp(Homg (M,4) 1A)

semitriviale Erweiterungen beziiglich 9,(goh) = a(gol)h  und  $,(goh) =

gHom(M,h)a'.
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Beweis Wegen der Adjunktion gibt es Gruppenisomorphismén
Endnxw(T(A)) ¥ Homp(A,A®ASpM) ¥ Endp(A)xHomg(A,A8pM) .

Jedes Element h € Endp, y(T(A)) 138t sich auBerdem in der Form h =

f @1 .
(g %gf ) mit fe Endp(A), g € Homp(A,A®;M) darstellen, wobei h das

Element (f,g) als Bild in EndR(A)xHomR(A.AGRM) hat, Weiter hat die
Zusammensetzung

(f a(gel) f°' u(g'ﬁl)) _ ff'+a(gel)g’ fa(g'@1)+atééi)f'01

g fel g' f'el = (gera(fel)g' galg'el)+f'el

das Element (£f'+a(gel)g',gf'+(f@l)g') als Bild. Nun hat Homp(A,ASgH)
rechts durch die Komposition und links durch f.g = (f@l)g eine Endg(4)-
Bimodulstruktur. Mit "
a(g®l)g' folgt dann die Behauptung fir T(A). Dual gilt dies fur H(A). [

Sind A, B R-Rechtsmoduln, danm gilt allgemeiner

~

Homgxw(T(A).'r(B)) Homp (A, B)®Homp (A, BegH)

~

ﬂomkxw(H(A).H(B)) Homg (4, B)®Homg (Homg (M,4A),B),

Die semitriviale Struktur als Rechtsmoduln Gber den Endombrphismenringen ist

dann abnlich wie im Beweis von 2.4 gegeben. Diese sind dann Moduln der Form
von 1,19, o

Setze S = Endp(A), M; = Homp(A,A@pM), M, = Homp (Homp(M,A),A). ~ Die
semitriviale Struktur von T(A) und H(A) als Linksmoduln Uber den
Endomorphismenringen Sx¢1M1 und Sxg My ist dann gegeben durch die uUbliche
Linksoperation von S auf T(A) und H(A) und die Abbildungen

M18T(A) + T(A),
My@cH(A) + H(A),

g®(a,bem) » (a(g(b)em),g(a))
g®(a,h) » (g(h),Bom(M,g)a'(a)).

2,5 Folgerung Sei Rx4M eine semitriviale Erweiterung. Damn gilt

1) Fir den Bimodul T(M) definieren die Abbildungen

RxgM + End(MR)x¢,1HomR(MR,MORMR)
Rxgh + End(RM)x¢1HomR(RM.RM0RM)

(r,m) » (rl,(a » men)) und (r.m) » (£T,(nm n®m)) semitriviale

durch

®;: Homp(A,A®M)@Homp(A,A8RM) + Endg(A), ¢;(geg') =

PR A AR A AN
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Ringhomomorphismen. -
2)Ist e € R

Erweiterung, wobei ¢

Idempotent, dann ist eReX¢ eMe eine semitriviale
e

et eMe®,p eMe - eRe von ¢ induziert wird und es gilt

e{RxgM)e = eRexy eMe
M o,
als Ringe. 1Ist e' = l-e, dann gilt auch
e(Rx¢M)e' Z eRe'® eMe'.
Beweis 1) Die Abbildungen werden durch die Links- und Rechtsmultiplika-
tion induziert. 2) folgt aus e(RxgM)e = Ende¢M(e(Rx¢M)) = Ende¢M(T(eR))

und dem Satz 2.4. Der zweite Isomorphismus folgt aus der Vorbemerkung zu

2.5. 00
SPURIDEAL

Sei I
Mod-R/I + Mod-R das induzierte Adjunktionstripel

ein beliebiges Ideal in R. Dann bezeichne (Cy,Vy,Ky):

T _@gR/1: Mod-R + Mod-R/I
¥ _®/qR/I: Mod-R/I + Mod-R
HomR(R/I._): Mod-R = Mod-R/I.

.
< O
]
"o

(1}

Sei nun flr eine semitriviale Erweiteruné RX¢M J = MM®M c RxgM, I = MM,
Fir jeden RxgM-Rechtsmodul (A,f) gilt (A.£)J = AM, 1¢, £y(3) = L,(M) =
Ke(F) und es 1ist mnach 1.13 3) RX¢M/J S R/I. So sind A/AM und Kef

R/I-Rechtsmoduln und die Folge
0-+>J~> RX¢M + R/I +0

Insbesondere ist (A,0)

ist exakt. genau dann ein RX¢M-Rechtsmodu1. wenn

A ein R/I-Rechtsmodul ist. Weiter gibt es in Mod-Rx¢M nach 2.2 eine

exakte Folge von RX¢M-Bimodu1n
0 -+ Re($) » T(M) - J + 0.

Dabei ist T(M) + J ein kleiner Epimorphismus. Insbesondere ist Ked ein

R/I-Bimodul (z.B. mach 1.11 3)). Es gilt dann
2.6 Lemma Sei RX¢M eine semitriviale Erweiterung, J = MMM, I = MM.

Dann gibt es naturliche Transformationen
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|CJ(Asf) = Cok(f)n VJ = (B.O)s KJ(A.f) E Ke(f)
und exakte Folgen von naturlichen Abbildungen in Mod-Rx¢M
0 + (Ref,0) — (aopM.f81) £+ (A,£) — (A/AM,0) = 0

0 + (Ref,0) — (A.F) £+ (Homp(M,A),Hom(¥,E)) — (CokE,0) + 0. O

Fur den Adjunktionstripel (CJ,VJ.KJ), J = MMeM, schreiben wir kurz

(C,V,K). Es gelten die Beziehungen

CT =C PV =V; Ki=Kq. -

2,7 Bemerkung Nach 2.1 gibt es ein kommutatives Diagramm in Mod-Rx¢M

T(Red) » T(T(M)) + T(RxgM) + T(R/I) + O

| } } |

0+ Redp > T(M) ~» RX¢H + R/I +0.

mit exakten Zeilen und surjektiven Spalten. Analog gilt dies iﬁ RxgM-Mod

mit dem Funktor T' in der oberen Zeile. Zhnlich wie in 2.3 gilt fur jeden
RxgM-Rechtemodul (A, f)
(A,f)ﬂRwa'(KeM = (A9pRed,0)
HOmew(T(K8¢)’(A,f)) z (HomR(Ke¢.A).0).
so ergeben sich mit 2.3  Dbei

Anvendung  von (A,f)ORx¢M_ und

Homgx (s (A:£))  die Komplexe
(ASgRe6,0) —L+ (aspi, £o1) —L» (4,£)
(4.8) v (Homg(M,A) Hom(M,E)) —Er (Homg(Ke,4)40),
und es gibt kommutative Diagramme

A®pKed —L81s pe MerM  Homp(M.A) —MD-» Homg (M, Homp (M,A))

fl lf‘l fl lHom(i.A)
AQRM . HOER( Ke¢.A) .
Dabei identifizieren wir HomR(MORM.A) = HomR(M.HomR(M.A)) durch den

natiirlichen Isomorphismus.

0

B i L R T
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In diesem Zusammenhang beschreiben wir zwei wichtige Klassen von Moduln

die eine Verallgemeinerung auf Kategorien nahelegen.

2.8 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, und sei
(Asf)  ein RxgM-Rechtsmodul. Dann sind die Aussagen in 1) und 2) fur die
natUrlichen Abbildungen jeweils dquivalent

1) a) £ ist ein Isomorphismus (Epimorphismus).

b) (A,f)ep, ,(I6M) + (A,f) ist ein Isomorphismus (Epimorphismus).
c) A®;I + A ist ein Isomorphismus (Epimorphismus).

2) a)'f ist ein Isomorphismus (Monomorphismus).

b) (A,f) » Home¢M(IOM.(A,f)) ist ein Isomorphismus (Monomorphis-
mus ).

¢) A + Homp(I,A) ist ein Isomorphismus (Monomorphismus).

Beweis 1) Betrachte das kommutative Diagramm

A9gye T (M) — ASg, py(10H) > 0

El‘b_”
AsgM £ 4.

So gilt a) <=> b) wegen der Exaktheit der ersten Zeile. Ist AM = A bzw.
A®pRe¢ = 0 die Abbildung 1&p: ASpMepM -+ A®pI

bijektiv. So gilt a) <=> ¢) aus der Kommutativitat des Diagramms

Al = A, so 1ist wegen

("]
AspMepy —£81s sy

} |

A@RI — A .

2) folgt in dualer Weise. 0O

Fur eimen Ring R und ein beliebiges Ideal I © R bezeichne Ty
bzw. @; die Klasse der R-~Rechtsmoduln A, fir die die naturliche
Abbildung
bzw. Iy solche Klassen von R-Rechtsmoduln A, fir die die naturliche
Abbildung A -+ Homp(I,A)
(vgl. auch Muller [28], Kato, Ohtake [21])

AS;I + A surjektiv bzw. bijektiv ist. Analog bezeichne ¥y

injektiv bzw., bijektiv ist. Man zeigt leicht

2.9 Lemma Sei R ein Ring, I © R ein beliebiges Ideal. Dann gilt

1) T; ist abgeschlossen bzgl. Faktoren, direkter Summen, Erweite-
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rungen und kleiner Epimorphismen.
2) ¥y

terungen und groSer Monomorphismen. 0

ist abgeschlossen bzgl.

Fur eine semitriviale Erweiterung RX¢M, J = MMeM bezeichnen wir

solche Klassen kurz durch T, &€, ¥, .

2.10 Folgerung Sei Rx¢M eine semitriviale Erweiterumg, I = MM, und

seien F = _8M, G = HomR(M._) und o, a' wie in 1.9

1) So sind Tyx,F, ©yx,F semitriviale Erweiterungen und es gilt T
= IIXU.F’ € = Crx,F. )
2) In 3ahnlicher Weise sind Gxyr B und Gxy¢ D semitriviale Erweite-

rungen und es gilt W = GX,y Fy, D = Gxy¢ Dy.

3) F und _?RX¢HT(M) definieren jeweils Selbstaquivalenzen auf
und C.

4) 6 und Home¢M(T(M),_) definieren jeweils Selbstiquivalenzen auf
Dy und D.

Beweis 1) Es ist wegen 2.8 nur zu zeigeﬁ. daB F auf Ty und
invariant ist. Ist aber A € Ty, dann ist AS M@ M » A surjektiv. 8o

gilt T(A) € T. Nach 2.8 ist T;. Analog
wohldefiniert und F2 T 1. 2) folgt analog. AuBerdem gilt auf

1. Damit folgen 3) und 4) mit 2.3 und 2.6. 0O

A®pM € ist F auf C

BEMERKUNG UBER KATEGORIEK UND UNTERHODULNVERB;NDE

2,11 Bemerkung
1) Fir eine beliebige Kategorie C und semitriviale Erweiterungen

CX¢F und GxyC existieren immer Vergiffunktoren

P: Cx¢F -+ C, P: Gx¢c -+ C,

AuBerdem induzieren F und G Funktorem F': CX¢F -+ CX¢F, G': cch > GX¢C
mit
Ahnlich wie oben induzierenm F' und G
und P entsprechend definierten Katego-

und P( D) auch 6.9).

as F' > 1, a': 1 -+ G'.,

Selbstiquivalenzen auf die zu €

rien sowie F und G auf P( )

(vgl.

2) Sei auBerdem C ¢ine Kategorie mit endlichen Produkten und

Untermoduln, direkter Produkte, Erwei-

€

2z
mIG-.

F'(A,f) = (FA,Ff), G'(f,A) = (Gf,GA) und naturliche Transformationen

€, ’,

R RS

v A
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Koprodukten. Erhalt F endliche Koprodukte, so defimiert

Tt C + CxygF mit T(A) = (A®FA,f), T(h) = heFh,

einen Funktor, wobei f£: FA®FZA -+ A®FA von lpy und ¢(A) induziert wird.

Erhilt analog G endliche Produkte, so definiert
H: C » Gx.jC mit H(A) = (f,AxFA), H(h) = hxGh,

einen Funktor. Dabei wird f: AXCA -+ GaxG2A von lga und $(A) induziert.
Weiter gilt fir jeweils geeignete Objekte

MOICX¢F(T(A).(B.g)) E MOI‘C(A’B)o MOtc(A.B) B MOth*C((pr) IH(B)) .

3) Ist C eine Kategorie mit endlichen Produkten und Koproduktem, und
sind CxgF und  GxyC vertraglich, also ist (F,G) ein Adjunktionspaar und

CX¢F = GxyCs dann erhdlt F Koprodukte und G Produkte und es gibt

V‘zusﬁtzliche Funktoren

Tl: C -+ cch. Hy Cc - CxﬁF.

Dabei wird T, durch T (A) = (f,AxFA) und Tj(h) = beFh definiert, wobei
f: AXFA > GAXGFA A > GFA und der
Abbildung o l(¥): FA + cA

von der Adjunktionsabbildung 8:

induziert wird, Dabei bezeichne w« den
Man vergewissert sich leicht, daf das zugehorige
Analog wird H Hy(A) = (A®GA,f)

f:FA®FGA - A®GA von 8': FGA - A und w(d): FA

Adjunktionsisomorphismus.

Diagramm kommutiert. definiert durch
Hl(h) = h®Gh, wobel

Man pruft leicht, daB der funktorielle Homomorphismus

und
induziert wird.

w($): F + G funktorielle Homomorphismen Ty +H und T > H; induziert.

) 4) Sei L ein vollstandiger Verband. Dann definiert jede ordnungser-
haltende Abbildung ¢: L + L mit 13 $2(x) < x fUr jedes x e L
Lxlé. Ist $: L >1L
x £ #2(x), so

% linksadjungiert, d.h.

eine

eine weitere ordnungserhal-

L
gilt

semitriviale Erweiterung

tende Abbildung mit 1 ist eine semitriviale
Ist ¢ zu 9(x) s y

S #(x)', so sind offensichtlich Lx,¢ wund #x L vertrdglich.

Erveiterung. <=> x

(A,£)

Uber einem Ring S

5) Sei nun RX¢M eine semitriviale Ringerweiterung, und sei
ein Rx¢M-Rechtsmodu1.
Vg(B)

Fir einen beliebigen Modul Bg

seli der Untermodulverband. Dann definieren die Abbildungen

é: U~ UM, d: U (U:M) mit U € Ap
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ordnungserhaltende zueinander adjungierte Abbildungen (Funktoren). Mit 1.7

gilt dann

~

VRXQM(A.f) T vpla)x ¢ T ax Vp(a).
Die oben beschriebenen Funktorem Vp(A) - VRX¢M(A.f) sihd gegeben durch

T: U ® U+UM, H: U B Un(U:M)
T;: U » UnUM, Hyj: U» U+(U:M).

Ahnlich zu 2.10 gelten entsprechende Xquivalenzen. i}

3 PROJEKTIVE UND INJEKTIVE MODULN

Fir triviale Erweiterungen RxkM (¢ = 0) zeigten Reiten [35] und
Fossum, Griffith, Reiten [6], daB alle projektiven bzw. injektiven RxM-
Rechtsmoduln sich als Bilder T(P) bzw. H(Q)

injektiven R-Rechtsmoduln darstellen lassen. Dies folgt leicht aus den

von projektiven bazw.

Eigenschaften der Funktoren. So erhalten namlich allgemein (¢ beliebig) die
rechtsexakten Funktoren T und C nach 2.1 und 2.6 projektive Objekte,
sowie die linksexakten Funktoren H und K injektive Objekte. Weiter sind
fir ¢ = 0 die Adjunktionsabbildungen ly, 4q.pxM ™ VC kleine Epimorphismen

und VK + 1y 4 pxM grofe Monomorphismen, wegen J2 = 0 fur das Ideal J =
M in RxM und 2.6. Es gibt dann nach 2.2 Diagramme

TC VK = lyod-rx

b

Ipod-RxM — vC HK

von jeweils kleinen Epimorphismen bzw. groSen Monomorphismen. So gilt fur
projektive Moduln (A.,f) 5 T(A/AM)
H(Re(E)).

und fir injektive Moduln (A,F) F

Falls ¢ = 0 ist allgemein eine solche Darstellung nicht moglich.

Hierzu gab Reiten [35] ein Beispiel.

3.1 Beispiel Ist R = M = K ein Korper der Charakteristik #2 und ¢:
MeM + R die gewohnliche Multiplikation in K, dann ist e = (1/2,1/2) €
Rx¢M idempotent. Es gilt aber e(Rx¢M) Z K als R-Moduln und so e(Rx¢M) £

Bi(T) aus Dimensionsgriunden. 0O

Aus diesen Grunden ist eine allgemeine Charakterisierung der projek-
tiven und injektiven Moduln fber RxXgM in Ausdriicken Uber Mod-R  schwie-
rig. Hier wird zunachst gezeigt, daf unter Einschrankung der Modulklassen
sich die oberen Betrachtungen fur triviale Ringerweiterungen weitgehend
verallgemeinern lassen. Z.B. geschieht dies fur Klassen, in denen die

Kleinheit der Adjunktion 1 -+ VC bzw., die Grofe von VK » 1 zur Verfigung

- 25 -
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steht. AuBerdem zeigen wir, da8 die Funktorem T und H jeweils
projektive und injektive Hillen erhalten und reflektieren. So lassen sich

auch die Ergebnisse von Palmer [33] verallgemeinern. Sie zeigte

3.2 Satz Sei RxghM eine semitriviale Erweiterung, (A4,f) ein RxgM-

Rechtsmodul. Dann gilt
1) 1st (A,f) projektiv, dann ist A/AM R/I-projektiv und die Folge

Ao Ke(®) —Lv aogy £+ 4

ist exakt (vgl. 2.7). )
2) Ist (A.f) injektiv, dann ist Ke(¥) R/I-injektiv und die Folge

A £ HomR(M.A) "Ll" ﬁmR(KE(f) »A)

ist exakt.
Ist auBerdem Bi(®) nilpotent, so gelten auch die Umkehrungen. 0

1) und 2) von 3.2 folgen unmittelbar aus dem scharferen Lemma 3.22 und
2.6. D1e letzte Behauptung folgt wiederum aus 3. 22 und 3.28. Wir zexgen

auch, deB in allgemeineren Fallen die LnJektxven Moduln und zum Teil auch

die pro;ektxven Moduln sich sogar wie oben in der Form T(P) und H(Q) fur;

pro;ektxve Moduln P und injektive Moduln Q darstellen lassen.
VEREALTEN BEI DEN rﬁuirdkiﬁ T UND E

3.3 Lemma Sei RX¢H eine semltrlvzale Erwe1terung. Dann’éilt
1) T erhalt und reflektiert zerfallende Eplmorphlsmen.

2) B erhalt und reflekt1ert zerfallende Honomorphlsmen.

Beweis 1) Gilt allgemeiner fur ausgezeichnete Erwveiterungen. Dabei ist
die erste Behauptung klar. Sei T(f) ein zerfallender Epimorphismus fur

einen Homomorphismus £: A + B und g: T(B) + T(4) ein RX -Homomorphismus

mit T(f)g = 1. Wegen 2.1 hat g die Form g = (g; gig}‘l ). So gilt f£g!

= 14. 2) folgt dual. O

3.4 Lemma Sei RxyM eine semitriviale Erweiterung, A ein R-Rechtsmo- -

dul., Dann gilt
1) T(A) ist genau dann endlich erzeugt in Mod-RXgM, wenn Ap endlich

. sutjekfiv,'isf.
“folgt Zhmlich. -0
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erzeugt ist.
2) H(A) 1ist genau dann endlich koerzeugt in Mod-Rx¢M, wenn  Ap

endlich koerzeugt ist.

Beweis 1) T erhdlt und reflektiert Epimorphismen und erhalt direkte
Summen. Ist also R™ + A ein Epimorphismus, so auch (RX¢M)n = TR -
T(A). Ist umgekehrt T(A) endlich erzeugt und @; A; + A ein Epimorphis-
mus, so auch ®; T(4;) + T(A). Es gibt dann eine endliche Teilmenge I, c I
mit °I° A; + A surjektiv.

2) '=>' folgt auf Fhnliche Weise. Ist umgekehrt Ay endlich koerzeugt und
B(A) + 77;(B;,g;) ein Monomorphismus, so auch A + H(A) -+ TT7 B;. Es gibt
dann eine . endliche Teilmenge I, « I derart, daB A -+ H(A) + TTr, By
injektiv ist. Man prift dann leicht durch die Kommutativitdat in (6) im

1. Kapitel und KH(A) = A, daB H(A) + TTIG(Bi'gi) injektiv ist. [

3.5 Folgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, (A,£f) =

~(Uov.(2152) ein RxgM-Rechtsmodul.

1) Ist £, éurjekti&, so ist (A.f) genau dann endlich erzeugt, wenn
Up endlich éfiéaét ist.

2)'Ié£ fi"’iﬁjektiv. so ist (A,f)  genau damn endlich koerzeugt, wenn

" Uy endlich koerzeugt ist.

Beweis 1) t<=! fplét aus dem Lemma 3.5, da T(U) - (A,f) wegen 2.2
'=>! folgt leicht aus 3.4'65d72.2 wegen der Kleinheit. 2)

3.6 Lemma Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, A ein R-Rechtsmo-

©dul. Dann gilt

1) 1st AR ein Generator. s0 auch T(A) in Mod-RxgM. Die Umkehrung
gilt genau dann, wenn A®pM von Ap generiert wird.
2) Ist Ap ein Kogenerator, so auch H(A) im Mod-RxyM. Die

Umkehrung gilt genau dann, wenn HomR(M.A) von Ap kogeneriert wird.

Beweis 1) Da P und H treu sind, erhalten T und P Generatoren.
2) folgt dual. 0O

3.7 Satz Sei RX¢M eine semitriviale Erweiterung, A ein R-Rechtsmo-
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dul., Dann gilt )
1) T(A) ist genau dann projektiv in Mod-RxgM, wenn Ap projektiv ist.
2) H(A) ist genau dann injektiv in Mod-RxgM, wenn Ap injektiv ist.

Beweis 1) Ist Ag projektiv, dann auch T(A) wegen 2.l. Die
Umkehrung folgt mit dem Lemma 3.3. 2) folgt dual. 0

3.8 8atz Sei RxgM eine gsemitriviale Erweiterung, (A,f) = (UGV.(gg))
ein RX¢M-Rechtsmodu1. Dann gilt
1) Ist g: U9M + V surjektiv, damn sind aquivalent
a) (A,f) ist projektiv,
b) Up ist projektiv und g bijektiv,
¢) Uy ist projektiv und es gilt (A,f) = (V).
2) Ist H: V + Homg{(M,U) injektiv, dann sind aquivalent
a) (A,f) ist injektiv,
b) Uy ist injektiv und K ein Isomorphismus,
¢) Uy ist injektiv und es gilt (A,f) ¥ H(D).
Entsprechend gelten die symmetrischen Aussagen (vgl. 2.2).

Beweis Folgt aus 3.7 und 2.2. 0O

Satz 3.8 1) wurde von Palmer [33] £ir den Fall ¢ surjektiv gezeigt.
In diesem Fall ist mach 3.8 ¢ bijektiv. AuBerdem sind Mp und gM nach -

3.5 und 3.6 Progenmeratoren.

3.9 Polgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, A

ein R/I-Rechtsmodul. Dann ist (4,0) genau dann projektiv in  Mod-RXgM,

wenn Ap projektiv ist und AegM = 0. 0

3.10 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung. Dann gilt
1) T erhilt und reflektiert projektive Hillen (kleine Epimorphismen).

2) H erhdlt und reflektiert injektive Hillen (groBe Monomorphismen}.

Beweis 1) Wir zeigen, daB T kleine Epimorphismen erhalt und reflek-
tiert. Sei £f: A + B ein R-Homomorphismus. Ist £ ein kleiner

Epimorphismus und £' .= (h,d): (C,g) + T(A) ein RX¢M-Homomorphismus mit

H(f)f' surjektiv, so betrachte folgendes kommutatives Diagramm in Mod-R
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- C __i.hag_)_-p AGAQRM _(f.fel) BQB@RM

PAl 1PB

R SR

"Dabei’ sind Pa» 55 die Projektionen. Nach Voraussetzung ist dann h

surjektiv. Wegen (4) im 1. Kapitel gilt Bi(dg) = Bi(h®l) = A® M. Also ist
(h,d) surjektiv. Ist umgekehrt T(f) ein kleiner Epimorphismus und g: C

‘> A ein R-Homomorphiémﬁs derart, daB fg surjektiv ist, so gilt dies auch

fir T(£)T(g) und wegen der Kleinheit auch fur T(g). Wegen der Treuheit
von T ist dann g surjektiv. 2) folgt dual. [J

A'3.11 Folgerung Sei RxXgM eine semitriviale Erweiterung, (A, £) =
(UOV.(9152)) ein RxgM-Rechtsmodul, sei U'®V' c (A,f) ein Untermodul mit
Ut ¢ U, V' <V, Dann gilt

1) Ist £f; surjektiv, damn ist U'®V' c (A,f) genau dann klein, wenn
U' © Uy Klein ist.

2) Ist £, injektiv, dann ist U'e¥' < (A,£f) genau dann grof, wenn
Ut © Up grof ist.

Beveis 1) Es gibt ein kommutatives Diagramm in Mod-RxgM

T(U) & (A,f)

1(p)] le!
T(U/Ut) S (1),

wobei gilt (&,F) = (U/U'OV/V'.(%ng) = (A.£)/U'®V', und g, g' nach 2.2

" von der Adjunktion induziert werden. AuBerdem bezeichnen p und | p' die

kanonischen Epimorphismen,

'=>': Nach 2.2 ist p'g klein, so ist auch T(p) klein. Die Behauptung
folgt nach 3.10. '<=': Nach Voraussetzung, 2.2 und 3,10 sind T(p) und g!'
klein. Mit FKe(p'g) © T(U) klein ist dann auch Ke(p') < (A,f) klein. [

3.12 Folgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, (A,f) =
(UGV.(QB)) ein RxyM-Rechtsmodul. Damn gilt

1) Ist g: UepM + V surjektiv und P eine projektive Hulle von Ug»
dann ist T(P) eine projektive Hulle von (A,f).

2) Ist h: V - Homp(M,U) injektiv und Q eine injektive Hillle von
Uz, dann ist H(Q) eine injektive Hille von (A,f).
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Beweis Folgt aus 3.10 und 3.2. O

SELBSTINJEKTIVE RINGE

Insbesondere gelten folgende Aussagen in 3.13, die zum Teil von Sakano
[37] unabhingig neulich auf andere Weise gezeigt wurden und Spezialfalle
der oberen Ergebnisse darstellen. Vergleiche auch 3.19 und 3.25 fur weitere

Ergebnisse Uber selbstinjektive Ringe.

3.13 Folgerung Sei RxyM eine semitriviale Erweiterung, I(R) und
I(M) eine injektive Hille von Ry und Mp. Damn gilt

1) Ist ¢ rechts nicht entartet (vgl. 1.10), so ist H(I(R)) =
I(R)®Homg (M, I(R)) eine injektive Hille von RxgM.

2) 1st ¢ rechts nicht entartet, so ist RxgM genau dann rechts

selbstinjektiv, wenn R rechts selbstinjektiv ist und M E HoﬁR(MR.RR) auf

natirliche Weise,

3) Ist ¢ rechts nxcht entartet, 8o ist RxgM genau "dann ein rechts

PP-Ring, wenn R  ein rechts PF- Ring ist und M ER HomR(MR,RR) auf~

natlirliche Weise,

4) 1st ’éﬁﬁ treu, so xst H(I(M)) I(M)OﬂomR(H.I(H)) eihé iﬁjékiivéi

Hille von Rx¢n

5) Ist gM treu, 8o ist RxgM genau dann rechts selbstzn;ektlv. wenn

Mp injektiv ist tnd R T End(MR) durch die anksmultxpllkatlon.

6) Ist RM treu. so ist RX¢M genau dsnn-ein rechts PF- Rlng. wenn'
Mp 1n3ekt1v und end11ch koerzeugt ist und R ¥ End(MR) durch d1e

Linksmult1p11katxon. .

Beveis Folgt aus 3.12 und aus 3.8 (bzw. 3.12) und 3.4, da ein Ring

genau dann ein rechts PF-Ring ist, wenn er rechts selbstinjektiv und rechts ~

endlich koerzeugt ist. [

3.13 charakterisiert Ringe RXgM mit vollkommener Dualitdt fir den.

Fall, daB ¢ nicht entartet bzw., M beidseitig treu ist. Auch charakteri-
siert 3.13 zusammen mit 7.2 Quasifrobeniusringe. 3.14 gibt weitere Charak-

terisierungen fur PF-Ringe.

Ein Ring R heifit ein rechts Kasch-Ring, venh I(RR) ein Kogenerator
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in  Mod-R  ist, d.h. wenn fur jedem zyklischen Rechtsmodul € z 0 gilt
Homp(C,R) # 0. Ist RxyM eine semitriviale Erweiterung und ist ¢ rechts
nicht entartet bzw., gM treu, dann ist RXgM nach 3.13 und 3.6 ein rechts
Kasch-Ring, falls ebenfalls auch R ein rechts Kasch-Ring ist bzw. falls
I(MR) ein  Kogenerator ist. Die Umkehrung gilt genau dann, wenn
Homp(M,I{R))} von I(R) bzw. BHomp(M,I(M)) von I(M) kogeneriert wird,
Bs gilt weiter

3.14 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung. Dann gilt

1) ' Ist ¢ nicht entartet, dann ist RxgM genau dann ein rechts
Kasch-Ring, wenn R ein rechts Kasch-Ring ist.

2) Sind gd und Mp treue Modulnm, dann ist Rx4M  genau dann ein

rechts Kasch-Ring, wenn I(Mp) ein Kogenerator ist.

Beweis 1) ' => ' folgt aus 3.6 und 3.13, ' <= ': Ist C= aR 2 0
ein zykllscher Rechtsmodul, so auch T(aR). Also wegem 2.1 gilt
BomR(C RX¢M) #. 0. Ist 0 %#£4: C+M ein R-Homomorphismus, dann existiert
m e M mit mé(a) z 0. Es gilt dann also HomR(C R) # 0. ﬁieraus folgt die
Behauptung. 2) folgt analog. 0 :

7 Adéi 3.13‘rund~;3.14 b;ﬁ.’ aus 3.8 und 3.14 folgen auch unmittelbar die
Sitze 3.3 und 3.4 von [37]' iber 'rechts injektive FKogenerator-Ringe.
YéEéléiche',Kééch, f19] Ebdhg 12.11. fir analoge Aussagen uber triviale

Erweiterungen von kommutativen Ringen.
UNTERRATEGORIEN C° UND c*
Fir einen beliebigen Ring R und ein Ideal I ¢ R sei

-
Cr
*
C1

{A € Mod-R| AI € A klein}
{A € Mod-R| 1,(I) = &4 groB}.

Man pruft leicht

3.15 Lemma Sei R ein Ring, I < R ein Ideal. Dann gilt
1) C; ist bzgl. Faktoren, Erweiterungen, projektiven Hiullen und
endlichen direkten Summen abgeschlossen.

2) C; ist bzgl. Untermoduln, Erweiterungen, injektiven Hillen und
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endlichen direkten Produkten abgeschlossen.
3) Ist C; bzgl. Untermoduln abgeschlossen und ( Ty» F') die
. o
Torsionstheorie zu Ty, dann gilt Cy < ):

4) Ist C; bzgl. Faktoren abgeschlossen und (T, Fy) die Torsions-
. * _
theorie zu Fy, dann gilt Cf = x'. O

Bekanntlich gilt C; = Mod-R genau dann, wenn I 1inks-§-ni1potent
ist (im Sione der Defimition von Kasch [191), und C; = Mod-R' genau damnn,
wenn I rechts-t-nilpotent ist. . -

Ist fir eine semitriviale Erweiterung RxgM I = MM, J = 1IéM, damn schre;bgn
vir fir CJ © Mod-RxgM und Cj < Mod-RxgM jeweils kurz ¢® und C*. Als:
ist (A,f) € C° genau dann, wenn AM < (A,£) klein ist, und (A,f) € C

genau dann wenn Kef < (A,f) grof ist.

3.16 Lemma Sei  RxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, A ein
R-Rechtsmodul.

1) Es gilt A € C; genau dann, wenn - T(A) € c’.

2) Es gilt A € C; gensu dann, wenn H(A) € c*.
Ist auBerdem (A,f) ein Rx¢M-Rechtsmodu1. so ist (A,f) € €°, falls die
Bedingungen in 1) geltem, und (A,£) € C*, falls solche in 2} gelten.

Beveis Nach 3.11 ist AI = A genau dann klein, wenn AI®ASpM c T(A)
klein ist als RX¢M—Untermodu1. und 1,(I) € A genau dann groB, wemn 1,(I)
c H(A) groB ist als'Rx¢M-Untermodu1. Damit gilt 1) und 2). Ist (A,f)
ein R¥¢M-Rechtsmodu1 und A € C; bzw. A € C;. so ist (A,f) als Faktor
von T(A) mnmach 3.15 in C
Untermodul von H(A) € C* isomorph. O )

3.17 Folgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, I =MM, (A,f)

ein Rx¢M-Recbtsmodu1. Dann gilt
°

1) 1st ¢’ bezluglich Untermoduln abgeschlossen, so auch Cp und es

gilt (A,f) € C° genau dann, wenn A € Cy-

. L . .
Dann ist C° = C;qu eine semitriviale Erweiterumg von C1 im Sinne von

1.5 mit F = @M und "a: F2 + 1 kanomisch.

* .
2) 1st c* beztiglich Faktoren abgeschlossen, so auch Cf und es gilt

(A£f) € C* genau damn, wenn A € C;.

R *
Dann ist C* = Gxu.c; eine adjungierte semitriviale Erweiterung von Cr

enthalten, bzw. ist (A,f) zu einem
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mif G = HomR(M,_) ’und a': 1 » 62 im Sinne vom 1.5.

Beweis 1) Aus 3.16, 3.11 und Voraussetzung folgt, da8 C; bzgl.
Untermoduln abgeschlossen ist. Ist A € C;, dann (A,f) € C° nach 3.16.
Ist (A,f) € C° so auch AM € C°. Wegen der Exaktheit von

0 + (Ke$,0) + (AepM,fel) + (AM,f') + 0

" und (Ke$,0) € ¢° gilt dann (A® M,f@l) € C°. Wegen der Exaktheit von
R

0 + (aepM,-fel) » T(4) ~ (A,f) = 0

gilt dann T(A) € ¢°. Nach 3.16 gilt dann A € C;. AuBerdem ist dann auch
ASpM € C;. So induziert F einen Funktor F: C; -+ C;. Damit ist die
Behauptung gezeigt. 2) folgt analog. [

Ist also’ fir eine semitriviale Erweiterung Rx¢M das Ideal I = MM
links-t-nilpotent bzw. rechts-t-nilpotent, so gilt nach 3.16 c® = Hod-Rx¢M
bzw. c* = Mod-Rx¢M. Mit 3.16 gilt dann auch die Umkehrung. Insbesondere
ist I genau dann links-t-nilpotent, wenn I&M < RxgM links-t-nilpotent
ist (vgl. 8.10). Folgende Charakterisierungen der projektiven und injek-
tiven Moduln und der projektiven und injektiven Hullen stellen dann eine
Verallgemeinerung - der bekannten Ergebnisse fur triviale Erweiterungen und
Dreiecksmatrizénringe [6,35] und fiir die entsprechenden Ergebnisse fur

semitriviale Erweiterungen in [33] sowie in [37] dar.

3.18 satz Sei RxyM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, (A, £)
ein RxgM-Rechtsmodul.
1) Ist (A,f) e C°, dann sind aquivalent
a) P > A/AM ist projektive Hille in Mod-R.
b) T(P) + (A,f) ist projektive Hille in Mod-RxgM.
2) Ist (A,f) € ¢*, dann sind aquivalent
a) Kef + Q ist injektive Hille in Mod-RxgM.
b) (A,F) » H(Q) ist injektive HGlle in Mod-R.

Beweis 1) Nach Voraussetzung ist (A,f) -+ (A/AM,0) ein kleiner

Epimorphismus. Ist dann zunichst T(P) + (A,f) eine projektive Hille, so
auch T(P) » (A/AM,0). Nach 3.7 wund 3.11 ist dann P > A/AM eine
projektive Hulle in Mod-R. Ist nun umgekehrt P + A/AM eine projektive



34 3 Projektive und injektive Moduln

Hille in Mo&-Rx¢M. dann ist wiederum nach 3.12 bzw. nach 3.10, wegen der
Kleinheit von T(A/AM) + (A/AM,0), T(P) + (A/AM,0) eine projektive Hulle.
Es gibt aber einen Homomorphismus  g: T(p) ~+ (A,f) derart, daB das

Diagramm

T(P)
8
~
(A, f) — (A/AM,0)

kommutiert. Dann ist Keg klein in T(P), und wegen der Kleinheit von

(A, £) + (A/AM,0) ist g surjektiv. 2) folgt dual. O

3.19 Folgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, RxgpM

* (z.B. 1 rechts-t-nmilpotent}. Damn ist

€ C

eine injektive Hulle von RxgM. 0

Folgerung 3.19 wurde von Sakano [37,Theorem 2.4] fur den Fall I

nilpotent gezeigt.

3.20 Folgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM
links-t-nilpotent. Dann ist RxgM  genau dann rechtsperfekt, wenn R

rechtsperfekt ist (Vgl. 8.11). a

3.2]1 Lemma Sei BRxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, A ein

R-Rechtsmodul. Dann gilt

"y

TorR(A,R/1)
Extp(R/T,A).

TorR*¢M(T(4),R/T)
ExtRx¢M(R/I,H(A))

~

Beweis Wegen T(A)GRX¢M(10H) S Aep(IeM) und der Kommutativitat des

Diagramms
(AGRIZf(AeRM) (et 9
z) ~
T(A)QRX¢M(IOM) — T(A)
gilt  TorPOM(T(A),R/1) ¥ Ke(T(A)op,y(10M) + T(A)) T Re(a®pl +4) F

Tor®(A,R/I). Der zweite Lsomorphismus folgt dual. 0
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3.22 Lemma Sei RxgpM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, (A, f)
ein RxyM-Rechtsmodul. Dann sind die Aussagen in 1) bzw. die Aussagen in 2)
dquivalent
1) a) Tor®*¢M((a,£),R/1) = 0
b) Die Folge A®Ked —fl* AspM £+ 4 ist exakt.
Ist auBerdem (A,f) = (UGV.(gg)) und g surjektiv, dann auch
¢) TorR(U,R/I) = 0 wund g: U@pM + v ist bijektiv.

2) a) Extg, (R/I,(A,£)) =0
b) Die Folge A £ Homp(M,A) -fi* Homp(Ked,A) ist exakt
Ist auBerdem (A,f) = (UOV,(gg)) und | injektiv, dann auch
¢) Extp(R/I,U) = 0 wund h: V > Homp(M,U) ist bijektiv.
Beweis 1) Wir zeigen etwas mehr, namlich Kef/Bif =
Torgy ((4,£),R/I). Dazu betrachte man nach 2.7 die exakte Folge inm
Mod-Rx¢M

3
(A%pKed,0) —b> (a@pM,fol1) —> (B0 £)0px g3 + 0
mit J = I®M und das kommutative Diagramm

(A@RM,fQI) — (A,£)8J

(] o Tei

(A’f) .

Dann gilt Torp, ((A.£),R/I) T Ke(l®i) = Kef/Bifl. Also gilt ‘'a)<=>b)*t.
Gilt b) und (A,f) = (UGV,(gg). so sind die induzierten Folgen

h
UGRKe¢ -—-i-)g VQRM —_—
N g
VQRKe¢ UQRM —_ v

exakt, Dabei werden g; und h; von fj induziert. Man pruft leicht mit
1.19 h; =0. So ist g bijektiv. Insbesondere gilt (A, f) T T(U). Mit
3.21 folgt dann die Aquivalenz c¢) <=> a), b)., 2) folgt dual. O

3.23 Satz Sei RX¢M eine semitriviale Erweiterung, I = MM. Ist
(A,f) € C*, dann sind Zquivalent

1) (A,f) ist injektiv in Mod-RxgM.

2) (A,T) = H(Q) fuUr einen injektiven R-Rechtsmodul Q. In diesem Fall
ist Qg eine injektive Hiille von Kef.

Ist auBerdem C* bzgl. Faktoren abgeschlossen, dann auch
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—~

3) Kef ‘ist injektiver R/I-Rechtsmodul und die Folge (vgl. 2.7)

1
A £ Homp(1,4) —£— Homp(Ked,A)
ist exakt.

Beweis Die Kquivalenz 1) <=> 2) sowie die letzte Aussage in 2) folgen
unmittelbar aus 3.18. Mit 1) baw. 2) folgt 3) aus 2.6 und 3.22.

Gilt nun 3), dann sei 13 Kef + Q eine injektive Hille in Mod-R und 1':

Kef -+ IQ(I) die induzierte Abbildung. So ist h: (A.f) + H(Q) mnach 3.18
eine 1n3ekt1ve Hiille in Mod-RxgM, wobei h wvon (1,0): Kef - H(Q)
induziert wird. Setze (C,g) fur den Kokern von h. Dann induziert die

exakte Folge

0+ (A,£) —B> H(Q) — (C,8) + O
nach 3.22 eine exakte Folge
0 + Hom(B/T,(As)) + Hom(R/1,B(Q))  Hom(R/T.(C.g)) » 0.

Also ist

o -rxef UR 1Q(1) -—-»Keg-» 0

nach 2.6 auch exakt. Nun>ist i groﬁ. AuBerdem sxnd Kef und IQ(I)k“
-0,

C = 0. Damit ist

injekﬁive R/I-Hodiiﬁ; So ist 1! ein Isomorphxsmus. Also gilt ‘Keg =
Nach Vorausset;ﬁhéjist aber Keg c (C.g) gro8., So gilt
2) gezeigt. 0O~ . T :

Man erhalt hierzu dﬁ&l

3.24 Satz Sei RxgM eine sémlti1§1ale Erweiterﬁng.f 1 = MM, -Ist
(A,f) € C° und besitzt A/AM eine pto;ektxve Hille in Mod-R, ‘dann sind
aquivalent

1) (A,f) ist projektiv in Mod-RxgM.

2) (A,£) T T(P) flr einen projektiven R-Rechtsmodul P. In diesem
Fall ist P eime projektive Hille von  A/AM.
Ist auBerdem C° bzgl. Untermoduln abgeschlossen, dann auch

3) A/AM ist projektiver R/I-Rechtsmodul und die Folge

£
AsgRe¢ —Lv aopy £ a4
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ist exakt. 0

3.25 Folgerung Sei RX¢M eine semitriviale Erweiterung, I = MM
rechts-t-nilpotent. Dann ist Rx4M genau dann rechts selbstinjektiv, wenn
gilt

1) 1p(M) wund 1,(M) sind injektive R/I-Rechtsmoduln.

2) Die Folgen

¢( el)i
o)L Homp (Ked,R)

R ~B> End(Mp)
M 2. Homg (Mp . RR) ———> Homp (Ked, M)

sind exakt. [

- Dies verallgemeinert Satz 1.4.1 von [35]. Demn fir ¢ = 0 ist  1.(M)
= B . - . - ’ M
M. AuSerdem ist m surjektiv und Ke(m(_ @1)i) = Homp(M,1,(M)) = Bi¥ = 0

3.26’Folgerung Sei RxéM eine semitriviale Erweiterung. Dann gilt
N /1“) Ist I links-t-nilpotent, so gilt (A,f) T r(A/AM) fir jeden
?rOJekt}ven Rx¢M-Rechtsmodu1 "(A,f)  genau dann, wenn (R/1)g projektiv
ist, : - ) 7

~,'?)n¥5t "I rechts-t- nxlpotent. so gllt (A,f) = H(Ref) fir jeden
~1n3ekt1v§n RX¢M~Rechtsmodul (AJf) genau dann; wenn R(R/i) flach ist
, Beweis 1) ':?' '.ist klar - und '<=! éilt nach 5.24; dé mit  (A,f)
auch (A/AM)R projektiv ist. . '
2) Ctest folgt - -dual. Fir =51 :V4ist

"

Hom (Rx,

z Wz-ﬂ/zz)
(Hom Z(RX¢M,Q/ Z),£) ein injektiver Rxw-kechtsmodul. So ist . Kef
Homz(n/l Z.uz/»zz)R injektiv. Also ist p(R/I) flach. 0O

"y

Aus 3,22 und den Adjunktionsrelationen folgt unmittelbar

3.27 Lemma Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, (A, f)
ein RX¢M Rechtsmodul.,
1) Ist die Folge AepKed -—l* AepM £+ A exakt, dann gilt

orRX¢M((a,£),(C,0)) = Taff*/I(A/An.m
ExtRx¢M((A.f).(B.0)) E’xtR/I(A/AM.B)

n

fur jeden R/I-Rechtsmodul B und jeden R/I-Linksmodul C.
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1 ) o
2) 1st die Folge A £ HomR(M.A) N S HomR(KeQ.A) exakt, dann gilt
Extnxw((B.O).(A.f)) T Extp/y(B.kef)

fiir jeden R/I-Rechtsmodul B. |

Bezeichne im folgendem p-dim die projektive Dimension und rh-dinm ?

die rechts globale homologische Dimension.

3.28 Bemerkung Ist I ¢ R ein Beliebiges nilpétentes Ideal, so sind
trivialerveise fur jeden R-Rechtsmodul A aquivalent )
1) p-dimpA < n
2) Extﬂfl(A.B) = 0 fir jeden R/I-Rechtsmodul B.

Insbesondere gilt rh-dimpR = sup{p-dimgAl A R/I-Rechtsmodul}. D

. PR . - . : J‘,\
Ist RX¢M eine semitriviale Erweiterung, I = MM nilpotent, 8o 18t

= 16M nilpotent. Mit 3.22 und 3.27 folgt dann unmittelbar 3.2.

FLACHE MODULN

In analoger Weise untersuchen wir flache Moduln uber einer semitriviale -

Erveiterung RXgM.

Fur jeden beliebigen Ring S .bezeichne den Funktor

°: Mod-S -+ S-Mod

® = 4 dul
definiert durch B° = Hom Z( zBs z¥ Z) und f° = Hom(£,Q/ z) fur Mo:u n
B und Homomorphismen f in Mod-S.
Ist (A,f) ein RX¢M-Rechtsmodu1. dann kommutiert wegen (4) das Diagramm
o
A° L. (AQRM)o
z) Jeganye
. -]
(aogR)°® —2— (asgepM)®

m

Es gibt aber funktorielle Isomorphismen (AGRM)°
o -~ © .

Homp(M,Homp (M,A°)). Identifiziere £°: A° > (a%pM) ¥ Homg(M,A°).  So %st

(A°.£%) ein Rx¢M-Linksmodu1 (in der adjungierten Darstellung), und es gilt

auf natiirliche Weise

(A,£)° T (A%,£°), (ReF,0)° ¥ (cok(£)®,0)

Homp(M,A°),  (ASpMepM)® ¥
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als RX¢M-Linksmoduln. Weiter bezeichne H': R-Mod -+ RxyM-Mod den entspre-
chenden Hom-Funktor fir die Kategorie der Linksmoduln. So gibt es naturli-

che Isomorphismen
T(8)° ¥ Hom 7 (ASp(RxgH), 0/ Z) ¥ BH'(A®)

fur A € Mod-R.

3.29 Folgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, A ein
R-Rechtsmodul. Dann ist Ap flach genau dann, venn T(A) flach ist in
Mod-RxgM. [

3.30 Satz Sei RxpM eine semitriviale Erweiterung, (AY,£f?) =
(AOB.(gg)) ein RxgM-Rechtsmodul mit g surjektiv. Dann sind dquivalent

1) (A*,£') . ist flach.

2) Ap ist flach und g bijektiv.

3) Ay ist flach und (A'.f') T T(A).

ﬁeweil (AOB.(gg)) ist nach der Vorﬁemerkung zu 3.29 genau dann flach,
wenn (A°GB°.(g°g°)) ein injektiver RxgM-Linksmodul ist. Dies ist, da g’
injektiv ist, mnach 3.8 genau dann der Fall, wenn A° injektiv ist und g°

bijektiv, Hieraus folgt die Behauptung. 0O

Insbeédﬁdere gilt

3.31 Folgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung. Dann ist
(A,0) € Mod~RxgM genéu dann flach, wenn Ap flach ist und ASgM = 0. Ist
also RX¢M von Neumann reguldr, dann (pach 3.29) auch R und MI = M fur
I1=Mi. O

3.32 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM, (A,f)
ein RxgM-Rechtsmodul. Ist "(A,f) flach, dann ist A/AM ein flacher
R/I-Rechtsmodul und die Folge

£
AQRKe¢ =1, AspM £, A

ist exakt., Ist T links-t-nilpotent, dann gilt auch die Umkehrung.

Beweis Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus 3.22 und den
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: Mod-qu,ﬁ + Mod-R/I. Weiter ist (A.f)

Eigenschaftgn des Funktors C3 ‘ ‘
flach, genau dann wenn (A°,£°) ein injektiver RxgM-Linksmodul 1st. Dies

ist, falls I 1links-t-nilpotent ist :
R/I-Linksmodul ist, und die Folge von Linksmo-

, nach 3.23 genau dann der Fall, wenn
Ref® T Cok(£)® injektiver
duln

A° - HWR(MpA°) hd HWR(KE¢DA°)
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ist éuch JeJM c RxgM (nach 3.5 endlich erzeugtes) Rechtsideal, als
projektiv nach Voraussetzung. Nach 3.8 ist Jp projektiv. Analog gelte
2) und 5).

3) Im hereditaren Fall ist dies klar nach 3.8, da I®M projektiv ist. Se
nun U < Mp endlich erzeugt. Wegen 3.8 ist die von ¢ induzierte Folg
0 - U8M + R exakt. Da jeder Modul ein direkter Limes (mit gerichtete

Indexménge) von endlich erzeugten Untermoduln ist, ist wegen der Exakthei

. : : von lim die Folge 0 -+ M®M + R exakt. Also Ked = 0.
exakt ist. Also genau dann, wenn (A/AM)R/I flach ist, und die Folge g X

4) Ahnlich ist fur jedes endlich erzeugte Rechtsideal J < R da
Rechtsideal JOJM < RxgM  projektiv. Wegen 3.22 c) bzw. 3.8 ist di
‘Komposition J®M -+ JM -+ M injektiv. Hieraus folgt die Behauptung.

6) Sei (A,f) ein RxgM-Rechtsmodul und die Folge

ASyRed + ASgH + A

exakt ist. O

imer [33] £Ur den Fall, da8 I nilpotent ist, -

Satz 3.32 wurde von Pa 0 + (R,h) + (P,g) + (A,f) + 0

gezeigt.

exakt in Mod-RxgM mit (P,g) RxgM-projektiv. Betrachte dann das kommuta
tive Diagiamm

nmnn:nz RINGE _
. - KepM —> PGRﬁ — ASpM — 0

In ls le

0 — K —_ P — A — Q.

. . . en
Wir untersuchen nun einige Beziehungen zwischen der homologisch

dim) von R und RxgM fir den Fall rh-dim RxgM <
hereditaren Fall . gezeigt.

Dimension (in Zeichen rh-
1. Folgender Satz wurde in [33] fur den rechts

is hierfur wegen der Unmittelbarkeit dieser Aussagen aus g Wegen Ked = 0 und 3.22 ist Reg = 0. Es gibt dann eine exakte Folge
l .

Wir bringen den Bewe

Weiter lassen sich diese Aussagen fur-

den Ergebnissen in diesem Abschnitt. 0~ Kef + K/XH = B/EH = A/AN = 0

semibereditare Ringe verallgemeinern. ’ |
rechts und K/RM ist R/I-projektiv. So ist Kef mnach 5) R/I-projektiv.

I = MM. Ist RxgM 7) Folgt durch Dualisieren von 6) und aus der Eigenschaft fur einen recht

: ; itrivi iterung,
. Satz Sei BX eine semitrivisle Erweli . ) ] . o )
3.33 oM hereditaren Ring, daB jeder Faktor eines injektiven Rechtsmoduls injekti:

rechts hereditidr (semibhereditar), dann gilt her :
ist. - -

1) R ist rechts hereditir (semihereditdr).

2) Jeder (endlich erzeugte) Untermodul UcMp ist projektive d.h. Mp

ditar (semihereditar) In [33] zeigte Palmer, daB im rechts hereditaren Fall auch di:
ist rechts hereditar (sem .

3) Es gilt (in beiden Fillen) Ket =0 Umkehrung des Satzes (ohme 7)) gilt, falls I = MM nilpotent ist. It
s gi in be .

4) ist £lach (in beiden Fallen) folgenden verallgemeinern wir dieses Resultat fur den Fall, da8 I  rechts
M 1st ac! 1 .

o rechts herediviren Fell gilt t-nilpotent ist. Wir zeigen auch in 3.35, daB die Bedingungen rh-dim R
m rechts hereditare

5) R/1 ist rechts hereditdr )

6) Kef ist R/I-projektiv fiir jeden RxgM-Rechtsmodul (A.f).

7) Cokf ist R/I-injektiv fir jeden RxgM-Rechtsmodul (A, £).

und Mp projektiv Uberfllssig sind.

3.34 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM rechts-t-
nilpotent. Dann sind aquivalent

1) RxgM ist rechts hereditar.

Beweis 1) Ist J c R ein beliebiges (endlich erzeugtes) Rechtsideal, so
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2) a) RJI ist rechts hereditdr.
b) Mp ist projektiv.
c) Ked = 0.
d) Cokf ist R/I-injektiv fur jeden RX¢M-Rechtsmodu1 (A,£).

Beweis Wegen 3.33 ist nur '1) <= 2)' zu zZeigen. Sei (A,f) ein
R*¢M-Rechtsmodu1 und sei die Folge '

0 + (A.F) + (Q&) + (C,E) + 0

exakt in Mod-RxgM (in der adjungierten Darstellung) mit (Q,8) RxgM-injek-
tiv. Wegen 3.22 und c) ist g surjektiv. Betrachte dann das kommutative

Diagramm

0+ A — Q — c
Iz Iz i3

0 + Homp(M,A) — Homp(M,Q) — Homp(M,C) + 0

+0

mit exakten Zeilen wegen b). Dann gibt es eine exakte Folge
0 + Kef + Xeg + Keh + cokf + 0.

Wegen a) ist Kel ¥ Cokf®B mit B R/I-injektiv. Also ist Keh wegen d)
R/I-injektiv. Wegen der Exsktheit der unteren Zeile im Diagramm ist &
surjektiv. Damit sind die Voraussetzungen von 3,23 3) erfullt. Also ist

(Cog) RxgM-injektiv. 0
Dual hierzu erhalt man

3.35 Satz Sei RXgM eine semitriviale Erweiterung, I = MM < R
links-t-nilpotent und sei jedes Ideal von R semiperfekt. Damn sind
aquivalent

1) RxgM ist rechts hereditar.

2) a) R/I ist rechts hereditar.

b) gM ist flach.
c) Ked = 0.
d) Ref ist R/I-projektiv fir jeden'Rx¢M-Rechtsmodu1 (A,£).

Beweis Betrachte dual zu 3.34 eine exakte Folge

0 -+ (C,h) » RXgM + (A,£) » O
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fir ein Rechtsideal (C,h) < Rxgd. 00

Ist I = MM nilpotent, so kann nach 3.28 und 3.2 die Voraussetzur
der Semiperfektheit weggelassen werden. In diesem Fall sind die

von 3.34 und 3.35 3quivalent.

Aussage



4 HOMOLOGISCHE DIMENSION

die relative Standard-Aufldsungen fur einen Modul
relativen homologischen

und Ext.

Wir geben zunachst
Uber einer semitriviale Erweiterung (im Simnne der

[15]) und beschreiben die relativen Funktoren  Tor

Algebra
homologischen und

Weiter untersuchen wir einige Zusammenhange zwischen der
der relativen homologischen Dimension. Dies stellt Ergebnisse des dritten

Kapitels in einen allgemeineren Zusammenhang.

Fur die projektive, injektive, schwache und rechts globale homologische

Dimension schreiben wir jeweils p-dim, i-dim, s-dim und rh-dim. Fur die

relativen Begriffe schreiben wir auf die Ubliche Weise fir eine Ringerweite-
fur die relative projektive und

rung S/R jeweils p-dim(g gy, i-dim(g p)
Funktoren Ext

relative injektive Dimension. Entsprechendes gilt fur die

und Tor.

RELATIVE STANDARDAUFLGSUNGEN

Man erhalt 2zu einem RX¢M-Rechtsmodul (A,f) durch iterative Anwendung

von 2.1 2) die (RxgM,R)-projektive Standard-Aufldsung (im Sinne von [15]) in
der Form :
> (hgatg) 2o (apaep) S (agafg) 2 (AE) + 0
see > (Agafy) 1+f1 A9-fo .

mit
heofey = TEHAY). & = il File)
P71 T 1 (-1)*FH(£)
wobel Fi  die Funktoren

0. -1 . i(a) = oi _
FO = 1ya-pe F 71 o= 0, FL(A) = AepM = AegMe...epM

bezeichnen. In dualer Weise erhdlt man die (Rx¢M,R)-injektive Standard-
Auflosung in der Form (adjungierte Darstellung)
0 1 2
0+ (a,£) & (a0,£0) o= (al, ely 855 (a2,£2)» ...
mit
. ) . -1)iei-l(r) 1
(A%, £1) = H(6MA)), ol = ¢ .31 B -
G17 i (a") (-1)6H(E)

- 44 -

4 Homologische Dimension

wobei ¢l 4j n o
ie Funktoren G = 0, c0 = lMod—R und

GL(A) = Homi(M,4) = Homp (M, Homp (M, . . . ,Homg (M,4)...)),

?ezeichnen. Fir diese Aufldsungen (fir den reduzierten Anteil) setzen wi
Jeweils F(A,f) und G(A,f). Insbesondere definieren F und G kovarian
te Funktiren. Entsprechend setzen wir F'(A,f) und G'(A,E) f8r Linksmo
duln., Fur (A,f) = Ryt £ T(R) hat die relative Standard-Auf1dsung F(Rx

> RX¢M die Form ¢M

e > T2(MepM) > T2(M) » T2(R) - RxgM + 0.

Wir konnen nun die relativen Funktoren Tor(Rx¢M'R) und Ext
(Rx

SR

mittels der Adjunktionsrelationen in 2.1 beschreiben Sei  (A,f)
. N eir

Rx M~ i
¢M-Rechtsmodul wund (B,g) ein RxgM-Linksmodul. Dann bezeichne A® MYe, 5
den Komplex von abelschen Gruppen R

@
oo > A%M2808 > peMars + AegE - 0

mit dem Differential d; = f@1+(-1)i0g. i21. Ist zugleich (B,h) ein
RXgM-Recht smod i M i

) ¢M imo ul, so ist (AQRM qQRB,IGh) ein RX¢M—Rechtsmodu1. Dies ist
er Fall fur (B,g) = (Ke$,0) bzw. (B,g) = (R/MM,0).

In [33] wurden die speziellen Komplexe fir (B,g) = (Ke$,0) und (B g)
- . e ’
= (R/MM,0) eingefiihrt. Hierdurch werden diese Komplexe
Ist auBerdem MM = 0 , so ist Ked = MepM,

verallgemeinert,
Damit stimmt dieser Kom i
plex mit
dem von Palmer, Roos [32,31] und Fossum, Griffith, Reiten (6, s 561
. (23 ’ )
eingefuhrten F-Komplex tiberein.

Im folgenden bezeichne ¢t fir einen Komplex C mit dem Differential
d den Komplex definjert durch

+ _
€2 =Cy uwd dy = (-1)%,
4. . . L.
1l Lemma Sei Rx4M eine semitriviale Erveiterung, (A,f) ein RxgM-

R . .
echtsmodul und  (B,g) ein RxgM~Linksmodul. Es gibt dann natlrliche
Isomorphismen von Komplexen

(A’f)QRx¢ME'(B.g) = AQRM*QRB B E(A-f)+°Rx¢M(B.g) .

Insbesondere gilt
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¢ Tor(RXQMsRI((A,£),(B.g)) T Hy(AepM 9gB)
(As£)0px (B2g) T HyF(a,B) = A®pB/Bi(fel-19g).

Weiter gibt es natdrliche Komplexisomorphismen

(A,f)ORX¢HE'(Rx¢M)+ T E(A,f), E'(B,g) T F(R*¢“)+°R*¢“(B’g)'

Beweis Es gilt auf natirliche Weise (A.f)GRx¢HT'(C) T A®pC wmit

a®(c,m@c') » a®c+am@c' fir jeden R-Linksmodul C. So gilt
FUR o W

Sn,
AspM ®pB.

"

(A £)8p, T' (M°P0pB)

n

T(AGRM°“)°RX¢M(B.g)

Man stellt leicht fest, daB die Differentiale kommutieren bei dem ersten und

zweiten Isomorphismus, 0

In dualer Weise definieren wir fur RxgM-Rechtsmoduln (A,f)s, (B,g) den
Komplex HomR(AORH*.B) durch

®
0 - Homp(A,B) + Homp(A®gM,B) -+ Homp(ASpH 2B > .

mit dem Differential d = (-1)iHom(fel,B)+g(_®1), i 20 und durch die
Adjunktionsrelation Homp (A@pM, B) T Homp(A,Homg(M,B)) den Komplex
Homg (A, Homy (4, B))

0 - HomR(A.B) -> HomR(A;HONR(M-B)) > HomR(A.Homé(M:B)) + e

mit dem Differential at = Hom(M._)f+(-l)1Hom(A.Hom1'l(M-§), i 2 0. Wegen

der Adjunktionsrelation gibt es dann einen Komplexisomorphismus
Homg (A®M*,B) ¥ Homg(A,Homp(M,4))7.
Weiter gilt

4.2 Lemma Sei RxyM eine semitriviale Erweiterung, und seien  (A,f)

und (Bsg) RxgM-Rechtsmoduln. Dann gibt es natirliche Komplexisomorphismen

~

HomR(A.HomE(H.B))

HOmew((Ayf) ’G(Bag))

~

Homp (A®pM™ 4 B)

Hmew(E(A'f) .(B-g))

Insbesondere gilt
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Ext?Rx¢M’R)((A.f).(B.g)) = HHomg (A, Homg (M,B)) ¥ K"Homg(A®pM*, (B,g)).
Die Beschreibung Homp, u((A.£),(B,g)) = Ke(dl) fiir beide Differenti
stimmt dann mit der Kommutativitit der entsprechenden Diagramme in (4)
(6) im 1. Kapitel berein.

Beweis Gilt dual zu 4.1. []

4.3 Bemerkung
1) sind (4.£), (C,h) RxgM-Rechtsmoduln und (B,g)
dul, so sind bekanntlich (a,f)ep, WF(B,g)
exakte Komplexe, falls (A, f)

ein RxgM-Linksm
und HOmew((A:f)rQ(Csh
(RX¢M.R)—projektiv ist.  Analog i
Home¢M(E(A,f),(C.h)) ein exakter Komplex, falls (C,h) (RxgM,R)-injekt
ist.

2) sind f, g, h die Nullabbildungen, so gilt fur die Homologiegrupp

*,
B (Ae M ®B) = AeRnﬂn@RB, H“HomR(AGRM*,c) - HomR(AQRMan.C)~

Es gilt unmittelbar bei Betrachtung der relativen Standard-AuflGsunger
4.4 Lemma Sei

RX¢M eine semitriviale Erweiterung, und sei (A,f)
RX¢M-Rechtsmodul.

ei

1) Es oi iy
) Es gilt p dlm(Rx¢M,R)(A'f) £ n genau dann, wenn (AGRMQn,fGI
(Rx4M,R)-projektiv ist.
2) Es gilt i-dim (A,f)
<
(HomB(M. ) . Hom (1. F (gx?M,R? » n genau dann, wen
R(M:A) ,Hom" (M, E)) (RxgM,R)-injektiv ist, []

Insbesondere gilt

4.5 Folgerung Sei Rx¢M eine

semitriviale Erweiterung, (A, f)
RX¢M-Rechtsmodu1. Dann gilt

eir
L) p-dimpy y,p)(425) $ n falls aepu®l = g
2) i-dimipyy,p)(A+f) $ 0 falls Homf*l(v,a) = 0.

Ist auBerdem f = 0 damn
3) Es gilt P“dim(Rx¢M’R)(A.O) £ n genau dann, wenn AQRM°“+1 = 0.
4) Es gilt l'dim(gx¢M,R)(A'o) £ n genau dann, wenn Homﬂ+1(M.A) = 0.
Beweis Mit Ae u®ntl

=0 gilt T(Ae M) = (a2 1®,0). So gilt die



4 Homologische Dimension
48

Analog gilt 2). 3) und 4) gelten wegen 1) und 2) und

Behauptung ndch 4.4.
’ in der projektiven Standard-

Danach hat jedes Differential
ist das Bild jedes Differentials in der

Lemma 2.2.
Aufl0sung einen kleinen Kern, bzw.

injektiven Standard-Aufldsung gro8 im Ziel. [}
Weiter gilt unmmittelbar aus 3.7

4.6 Satz Sei  RxgM eine semitriviale Erweiterung. Dann sind aquiva-
*

lent
1) R ist halbeinfach .
2) Jeder (RX¢M.R)-projektive Rechtsmodul ist proje%txv
3) Jeder (RX¢M.R)-injektive Rechtsmodul ist injektiv.
Insbesondere ist R halbeinfach, falls RxgM halbeinfach ist (vgl. 7.7).

Beweis Fir jeden R-Rechtsmodul A ist T(4)  (RxgM,R)-projektiv und

H(A) (RxgM,R)-injektiv. 0
FLACHHEITS- UND PROJEKTIVITATSBEDINGUNGEN

4,7 Lemma Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, A ein R-Rechtsmo-

dul.

1) Ist Torg(A.M) 0 fir n 2 1, dann gilt

p-dimpA = p-dimp, T(A)

s-dimpA = s-dime¢MT(A).

0 fir n 21, dann gilt

2) Ist ExtR(M,A)
i-dimpA = i-dimp, ¢HH(A).

Insbesondere gilt, falls M flach bzw. WMp projektiv ist (vgl. Kasch

[181),

rh-dim R € rh-dim RX¢M.
Ist gM flach, dann gilt auch

rf-dim R £ rf-dim RX¢M.

wobei rf-dim die finitistische projektive Dimension bezeichnet. Die

letzten beiden Abschitzungen gelten auch bei Einschrankung auf endlich

4 Homologische Dimension 4¢
erzeugten Moduln.,

Beweis Gerade durch die Voraussetzung ist es bekanntlich moglic
projektive, bzw. flache, bzw. injektive Aufldsungen von A mittels

und H zu liften, Wegen 3.7, 3.4 und 3.29 gilt dann die Behauptung. 0

In [35] zeigte Reiten fUr triviale Erweiterungen (¢ = 0), daB fall
M flach ist und T 0, dann gilt rh-dim RxgM £ n+rhdimR. Palme
(33, Theorem 5] zeigte dies fur den Fall ¢ % 0. Wir zeigen im folgenden
daB dies ein Spezialfall eines allgemeineren Zusammenhanges ist. Es gil
bekanntlich (Hochschild [16]) fir eine beliebige flache Ringerweiterung S/
(g8 flach) und einen S-Rechtsmodul A

p-dimgA < P‘dim(s_R)A + rh-dim R.

Ist auBerdem Sp projektiv, dann kann man statt rh-dim R die projektiv

Dimension p-dimpA  setzen. Nun erhalt man durch duale Argumente zu

Theorem 1 in [16] die duale Aussage fur den Fall, daB Sp projektiv ist
i-dimgA < i-dim(g g)A + rh-dim R,

Falls zusatzlich RS flach ist, konnen wir i-dimRA statt rh-dim

setzen. Wir konnen dann das Theorem 5 von [33] erweitern.

4.8 Satz Sei Rx4M eine semitriviale Erweiterung. Ist MPRHl o
oder rh-dim(RXQM,R) < n fUr eine natiirliche Zahl n und gM flach bzw.
Mp projektiv, dann gilt

rh~dim R £ rh-dim Rx4M < n + rh-dimR.
Sind auBerdem gM flach und Mp projektiv. dann gilt auch
rf-dim R € rf-dim RX¢M < n + rf-dimR.
Beweis Die erste Ungleichung im ersten Teil folgt aus 4.7, die zweite

aus 4.5 und der Vorbemerkungzu 4.8, Analog folgt der zweite Teil wegen

p-dimpA < p-dim(A,f) fir jeden RxgM-Rechtsmodul (A,f). [

Es gilt also mit gM flach rh-dim RX¢M < o, falls auch rh-dim R € =
und  M®% = 0  fir eine natiirliche Zahl n. In [32, $.399] wurde hierfur

auch die Umkehrung fur triviale Erweiterungen (¢ = 0) gezeigt. Dies gilt im
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semitriviale Erweiterungen (¢ # 0). Betrachte z.B

allgemeinen wicht fur
(1.2). In [33, Proposition 4]

RxgM = = K[X]/(X2-1) fir einen Korper K
und pM flach gezeigt, da8 M‘n'IGRKe¢ =0

wurde aber fur den Fall R(Ke¢)
obere Ergebnis fiir

gilt, falls auch rh-dim RxgM < n. Dies enthilt das

triviale Erweiterungen (Red = MQRM). Es 1388t sich leicht allgemeiner zeigen

4.9 Lemma Sei Rx%gM eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein RXgM-

Rechtsmodul. :
1) Ist AORM°r flach bzw. projektiv in Mod-R fir jedes r 2 0, damn

s-dimpy y(Asf) 5 0 <=> (aspM®®,f01) flach

bzw. _
p-dimRX¢H(A.f) £ n <=> p-dim(Rx¢M’R)(A.f) <

2) Ist Homf(M,A) injektiv in Mod-R fir jedes r 2 0, damn
i-dingy () S m <= i—diﬁ(kx¢n'g5(A.f) < n.

ieweia 1) 4Naéh Vb}auséetzﬁng und 5&59 bzw. 3.7 ist 'E(A;f)5 eine:

flache bzw. projektive AuflSsung von (A,f).

2) folgt dual. O

4.10 Beaerku{g: . '

1) Tst im Lema £ = 0, damn 1@t sich die rechte Seite der.
‘Aquivalenzen in 1) bii. 2) wegen 4.5 und 3.31 durch AOkM°F+1 = 0 17ﬁ£v2u

Hom; +l(H A) = 0 ersetzen.

2) Ist s-dim Rx¢n S n (schwache globale Dxmensxon) und sind R(Ke¢) o

und rM flache Moduln, so gilt wegen der exakten Folge
0 + Ked + T(M) + RxgM + R/I + 0

(Ke$,0) € n-2 als Linksmodul. Nach 4.10 1) mit A

s-dimkxgg
IORKe¢ = Dies verallgemeinert Proposition 4 von [331. O

dann M

PROJEKTIVE UND INJEKTIVE AUFLOSUNGEN

Fir einen RX¢H-Rechtsmodul (A,f) komstruieren wir auf folgende Weise

eine projektive Auflosung. Man nehme einen surjektiven R-Homomorphxsmus g

P >4, wobei Py R-projektiv ist. So ist durch den Adjunktionsisomor-
phismus Homp (Pp,A) B H°me¢M(T(P0)-(A.f)) der Rx¢M-Homomorphismus

Hieraus folgﬁ die Behauptﬁng.

= KRe¢ gilﬁ
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(g.£(g®@1)): T(PO) + (A,f) surjektiv. Wir erhalten eine exakte Folge
0 - (AO'fO) hd (Kotgo) + (A,f) » 0

in - i

Anwen:::ng::;selzzzelv (Ko.go) = T(Pg) projektiv ist. Durch iterative
erfahrens erhalten wir eine projektive Aufldsun

(Kysg8s) + (Af) + 0 und einen Komplex P, dber A (dui P, + A + g

projektiven R-Moduln. Wegen des Isomorphismus (nach 2.4) i oo

H ‘ ~
ome¢M(T(Pn).T(Pn-1)) = HomR(Pn.Pn_l)oHomR(Pn,pn_leRM)

ist das Differential von (Kysgy) gegebén durch
dn a(h @)
wobe1 d D
d, - das Differential von P, ist, und hy: Py > Ph-1®gM wegen k2
= 0 Abbildungen sind mit hndn+1*(dn°1)hn+1 =0

Dpalvhlerzu konstruieren wir eine injektive AuflGsung

0+ (10,0 » Ll"l)‘; (12,52) »

ves

?n (A f) mit dem Differential k derart. daB gilt (LP,g®) = H(Q®) fur
einen 1nJekt1ven Komplex ) Q* Ube

: r A i
ey v ‘ er i‘? +> A 9 *) in Mod-R, wobei k
Coo4m ) {;n‘ .

& s d - . h . )
) _ Hom(M, h“)u' Hom(M, d?)
g:ffben ist, Dabe1 ‘ist. d"  das Differential von Q" und h®: Hom (M,Q%) -+
Q sind Abblldungen mit dn+1hn+hn+1Hom(M.dn) 0 wegen k2 = OR .

Wir untersuchen nun weitere Zugammenhdnge zwischen der homologischen
und der relativen Dimension. Sei nun (A,£) ein RxyM-Rechtsmodul und
(B,g) ein RxgM-Linksmodul., Weiter sei (Kyogg) =+ (A,f) + 0 i o
konstruiert eine projektive Auflosung und E'(B,g) + (B,g) Zleo o:::

x - . . i
(R $MsR) ~projektive Standard-AuflGsung von (B,g). Wir erhalten dann ei
Bikomplex von abelschen Gruppen o

- * ~ i
*x = K*QRM 9B = (K*'g*)QFI(B’g)
d.h. das Digramm
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t 0 0 0
> T(P)) Oy u(Be8) * T(P))0gx (Bs8) (A £)8x y(Br8) > 0
------- il S N
-+ T(Pl)aRn - I(po)oRB -> Aelfs : + 0
t l
- T(P1)°R”°R3 + T(P0)°RM°RB - A® M@:B + 0

! o

definiert einen Bikomplex mit folgenden Eigenschaften o
* d es gilt
1) Die Spalten sind die exakten Komplexe K @pM @B, pz0. Und es g

nach 4.1

< p.
KpaRn @B = (Kp.gp)QRx¢HE (Bsgdy O =P

i dem Differential
2) Die Abbildungen qu - Lp-l.q in den Zeilen werden von

von (K,sg,) induziert. So gibt es Komplexisomorphismen
L q = (K*.g*)ﬁkwa'(B.g)q

Insbesondere gilt ,
TorR*OH((A£),E"(Bag)g) ¥ Hp(Koph™legn))  q 2 0.
3) Weiter ist dann die Null-Homologie-Zeile (K,sg84)®gx

Homologie TorRx¢M((A.f) (B,g)). Die Null-Homologie-Spalte ist der Komplex
(Rx R) t. Wir erhal-
AepM GRB. dessen q-te Homologle Tory QMeRI((4,£).(B,8)) is

ten dann

4,11 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein  RxgM-

i i i i ktralfolge
Rechtsmodul und (B,g) ein RX¢M-L1nksmodu1. So gibt es eine Spektr g

EZ, = HTorp ‘$M((A.£),E'(B.g)) B> TorRXeM((a,£),(B,)).
P4 q

Weiter gibt es natlirliche Abbildungen

int TorRM((A,£),(B.g)) » Tor{RPMR)((A,£),(Bag))s m 2 0.
Ist dann Torg(M.MetORB) =0 und Torﬁ(A.M‘rﬁRB) = 0 fur jedes n21l, r

2 0, dann ist j, flr jedes n 2 0 ein Isomorphismus.

Beweis Der erste Teil der Behauptung ist klar aus dem Vorhergehenden

(B,g) mit p-te - E-
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und aus der fheorie der Spektralsequehzen. Insbesondere sind die Abbil-
dungen jp durch die Eck-Homomorphismen gegeben. Ist Torﬁ(M.M‘rORB) =
d.h, Torg(Rx¢H.MarQRB) =0 fir jedes n21, r 2 0, dann gilt bekanntlic!
fir r 20 '

Tor 2 OM((a,£), 1" (®Tepp)) ¥ Torp(A.M°Tegp), p 2 0.
Falls zusStzlich Torﬁ(A.MﬂrﬁRB) =0 fir n21, r 20, dann entartet dic
Spektralsequenz. So sind die Eck-Homomorphismen bijektiv. Hieraus folgt
die Behauptung. a
4.12 Bemerkung Sind zum Beispiel gM» p{Ked) flache Moduln, so gilt
H;(AepM*®pKed) = 0, i 2 r-1, falls pdime¢M(A,f) sr,

wegen 4.11 und die Isomorphismen

O pad (A8 (R/1,0)) F TorP (A 6)00) T TorR (A1), (Ret0))
o

mit J = MMOM c RX¢M. Dies wurde bereits in [33, §.250] gezeigt, Hieraus
folgt auch die entsprechende Aussage in 4,10, []

Sind (A,f), (B,g) RxgM-Rechtsmoduln, so erhalten wir in &hnlicher
Weise Spektralsequenzen :

qu = HPExtﬁx¢M((A¢f).G(B.g)) =g:> EXCEX¢M((A'f)’(BDg))

ERd 4

==z> Extﬁx¢n((A.f).(B.g))
fir die oben gegebene projéktive AuflGeung  (K,.g,) + (A.f) und die

HPEXC§X¢M(F(A:f)D(Bhg))

injektive Aufldsung (B,g) + (L*,g*). Insbesondere

4.13 Satz Sei RX4M eine semitriviale Erweiterung, (A,f), (B,g)
RX¢M-Rechtsmoduln. Dann gilt

1) 1Ist Extg(M.HomE(M.B) =0, Extﬁ(A.HomE(M.B) =0 fir n21 und r
2 0, so gilt

Ethxw((A’f)'(B'g)) z EXtI(le‘»M.R)((A'f)'(B’g))'

2) st Torﬁ(A@Mer.M) = 0, EXtﬁ(AQRMQr.B) =0 fur n21, r 20,
dann gilt

EXCRagu( (A0 (Bag)) ¥ Exthp p oy ((AE)u(Bag)). O
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In [33] charakterisierte Palmer die projektiven Moduln fir den Fall ¢
bijektiv (surjektiv) unter jeweils einer der folgenden Bedingungen
1) Fiir jeden Modul (A.,f) gibt es einen R-Untermodul U € A mit A = UGUM,
2) 2 € B ist invertierbar.
Gilt 1) bzw. 2) dann zerfallt fiir jeden Modul die Folge in 1.19. Hierdurch
ist es uns moglich beide Bedingungen fir eine allgemeinere Charakterisierung

von homologischen Eigenschaften zusammenzufassen. In [33] wurde gezeigt

5.1 Satz Sei RxyM eine semitriviale Erweiterung, ¢ bijektiv, (A,£)
ein RXQH-Rechtsmodul. Genugt (A,f) der Bedingung 1) bzw. 2), dann ist
(A,f) genau dann projektiv, wenn Ag projektiv ist. 0

Im allgemeinen, falls ¢ Dbijektiv ist, reflektiert der Fumktor P:

Mod-RxgM + Mod-R die homologischen Eigenschaften nicht. Es gilt namlich

(331

5.2 Beispiel Sei R =M= Z und ¢ die Multiplikationm in Z, dann
ist Rx¢,u§R[x]/(x2-1) and TXIT T (R,-9). Aber TX-IJ ist nicht
projektiv als RX¢M-Rechtsmodul. il

Gentgt aber allgemeiner eine semitriviale Erweiterung RXgM (¢ belie-
big) der Bedingung 1), damn sind allgemeiner nach 3.8 die projektiven Moduln
vollstandig charakterisiert. Dann ist namlich (A,f) genau dann projektiv,
wenn Up projektiv ist und (4.,£) T T(U). Analog gilt dies fir den
injektiven Fall. Ist zusatzlich £ surjektiv, also U = UMM, daon folgt

5.1 wegen der Symmetrie in 3.8.

Wir zeigen nun zunachst, daf unter Einschrankung der Klassen der
betrachteten Moduln sich die Charakterisierung im Fall 2) verallgemeimern
188t. Solche Klassen stimmen dann mit  Mod-RxgM Uberein, falls ¢
surjektiv ist. Ist dies der Fall, dann nennen wir RXgM eine F-semitrivia-

le Erweiterung. Palmer [33] vermutete, da8 in 5.1 die Bedingung 2) eine
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entschei i i
. heidende Rolle spielt. Wir zeigen, daB der Grund darin liegt, daf
el - . . hod ’
ne hinreichende Bedingung dafiir ist, daB jeder RxgM-Modul (RX¢M R)
s R)-pr

|ekt1v ist, d.h. Rx¢M/R 18t eine halb n. {4 Rin, erweiter im \'2
1 1 einfache un, Sinn
4 4 1 €

Sei also (Agf) ein belieb' i
1ger Rx
$:4 ¢M Rechtsmodul. Nach 1.19 2) ist d:

0+ (&,-£) B (aea,(35)) =L (a,£) + 0

exakt. ]
Ist (A.f) (RX¢M.R)-prOJektiv bzw. -injektiv, dann ist

' ‘ die Fol
exakt zerfallend., Weiter gibt es eine (RX¢M.R)-exakte Folge )

d: .
vee + D(A) —itly peay S, D(A) +

mit
-1yi
4= (M -0,
un Bi(d;) = -ni ur j
i(d;) (A,(-1)*) fUr jedes i ¢ Z. Also definiert die Abbildun

. ( ) ( ) ( 1 - t
hl D(A) + D A in Mod-R mit h A zu dieser Folge eln
) 1 ( ) g

kontrahierende Homotopie, d.h. 0

Ip(a) = bj-1dj*+d;, h;.

Ist £ bijektiv, so ist diese Folge wegen T(A) = D(A)

(RX¢M.R)-projektive Auflosung. Ist auBerdem A
tiv, dann ist :

eine vollstZndige
(endlich erzeugt) projek-

D . .
(A) (endlich erzeugt) projektiv. Also ist die Folge einec

vollstandi j i o
andige projektive Aufldsung. Analog ist die Folge wegen H(A) T D(A)

eine andi inj i
vollstandige (RxyM,R)-injektive Aufldsung, falls F bijektiv ist

5.3 s . . Ce e .
atz Sei RX¢M eine semitriviale Erweiterung, (A,£)

Rechtsmodul. So gilt ein  Rxgh-
1) Ist £ bijektiv, dann ist

_d'
oder . p 1m(RX¢M,R)(A'f) entweder gleich ¢

2) Ist ¥ bijektiv, dann ist

L2 1—d1m(Rx¢M,R)(A'f) entweder gleich 0

B i W Vo u: u n fu A,f
ewels 1) egen der rbemerk ng 2z 5.3 erhalt man fur ( )
»

konstante (RxgM,R)-projektive Aufldsung o

d
vee > T(A) Ly 7eay Lo, (A£) + 0
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mit  Ke(d;) 3 (A,-£) bzw. Ke(d;) Z (A,f). Hieraus folgt die Behauptung.

2) folgt analog. 0

ein RxgM-

5.4 Lemma Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung.f~(A,f)

Rechtsmodul. So gilt
1) Ist £ bijektiv, dann gilt

p"dime¢MT(A) < p-dimeq’H(A.f).
s-dime¢MT(A) < s-dimeq’M(A.f).
2) Ist I bijektiv, dann gilt

i'dimewH(A) < i-dimeq)M(A.f).

Wegen 1.4 ist

p-dimp, (A, £) = p-dimp, yD(4) s
p-dime‘bM(A.f) und  s-dimp, yD(A) S s-dimp, y(A.£). D(A) = T(4)
Die letzte Behauptung folgt hierzu dual.

Beweis Wir zeigen die Behauptung allgemeiner.

p-dimp, u(As-£). Hieraus folgt

Wegen
pach der Voraussetzung gilt 1).
0

5.5 Satz Sei RX¢M eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein RxgM-
Rechtsmodul. So gilt

1) 1Ist f bijektiv und hat (A.f)
Dimension, dann gilt Gleichheit in der ersten bzw.
5.4 1),
Ist f bijektiv und ist (A,f)

endliche projektive bzw. schwache

zweiten Ungleichung von

(RX¢M.R)-projektiv. dann gilt Gleichheit in
beiden.

2) Ist T bijektiv und hat (A,f) endliche injéktive Dimension bzw.
ist (A,f) (RxgM,R)-injektiv, dann gilt Gleichheit im 5.4 2).

Beweis Wir zeigen wiederum die Behauptung etwas allgemeiner. Bezeichne
dabei dim eine beliebige Dimension und man betrachte wieder die kurze
0 + (A,-£f) » D(A) ~ (A,f) » 0. dimp, w(A,f) S
dimpy y(Asf) = dimpy,, y(A,£)+1.

exakte Folge Ist zunachst

@, dann dime¢MD(A) = dime¢M(A.f). sonst
Ist die Folge zerfallend, dann gilt dime¢M(A.f) = dime¢MD(A). Damit ist
die Behauptung gezeigt. [

5.6 Folgerung Sei RXQM eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein
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RxyM-Rechtsmodul.

1) Ist f surjektiv, dann gilt

a) Ist (A,f)

Falls auBerdem p-dimp, ,(A4,f) < =,
b) Ist (A,f) flach in

auBerdem s-dimp, \(A4,f) < =,

Ist (A,f)

So gilt

projektiv in Mod-Rx¢M, dann ist Ap projektiv.
dann gilt auch die Umkehrung.,
Mod-Rx¢M. dann ist Ap  flach.

dann gilt auch die Umkehrung.

Falls

(RX¢M.R)-projektiv. dann gilt die Umkehrung in a) und b).

2) sei I injektiv. Ist (A,f) injektiv in Mod-RxgM, dann ist Ap
(A,f) s ® bzw., falls (A,f) (RX¢M.R)-in-
jektiv ist, gilt auch die Umkehrung.

injektiv. Falls gilt i-dimp,

Beweis Wir zeigen a). 1Ist f surjektiv, so gilt AI = A mit T = MM,
Dann ist f: A®pM > A wegen (AﬁRM)I = A®gM ein kleiner Epimorphismus in
Mod-R  und Mod-RxyM. falls (A,f) RxgM-pro-
jektiv ist, baw. Ap projektiv ist. Die Behauptung folgt dann nach 5.4,
5.5 und 3.7 bzw. auch nach 3.8 denn mit (A,f) ist auch D(A)
Fir b) und 2) gilt dies analog. [0

Insbesondere ist Kef = 0,

projektiv.,

Wir haben dann unmittelbar nach 4.7 und 5.5

5.7 Folgerung Sei Rx¢M eine
RX¢M-Rechtsmodu1.
1) sei rM

semitriviale Erweiterung, (A.f) ein

flach und f bijektiv., Ist auBerdem (A,f) endlicher

schwacher bzw. projektiver Dimension, so gilt
s—dime¢M(A.f) = s~dimpA,

bzw,
p-dime(pH(A.f) = p-dimpA.

Ist (A,f) (RxgM,R) -projektiv, so gelten beide Gleichungen.

2) Sei Mp projektiv. Ist (A,f)
(RX¢M.R)-injektiv. so gilt

endlicher injektiver Dimension bzw.

i-dimp, y(As£) = i-dimpd.
0

5.8 Lemma Sei Rx¢M eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein RxgM-
Rechtsmodul. Ist 2 invertierbar in R, bzw. (A,f) = (BGC,(% 52)), dann
1
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gilt ¢ o
1) (A,f) ist (RX¢M,R)-projektiv. falls f bijektiv ist.
2) (A,£f) ist (Rx¢M.R)-injektiv. falls f bijektiv ist.

Beweis Ist (A.f) = (8eC,(} §2)), so gilt (A.£) ¥ T(B) ?‘T(c?, falls
£ bijektiv ist, bzw. (A,F) ¥ H(A) T H(c), falls I Dbijektiv 1stj So
folgt fur diesen Fall die Behauptung. Ist r das Inverse von 2 in R,
dann liegt r im Zentrum von RxgM. So definiert (A,f) -+ T(A), a &
(a,f 1(a))r ein Rechtsinverses zur Adjunktionsabbildung' (1,£): T(A) +
(A,£), falls £ bijektiv ist. Analog hat (1,7) ein Linksinverses. [

SPURABBILDUNGEN

Sei  RxgM eine semitriviale Erweiterung. Fur Rx¢M-Rechtsmodu1n

(A, £) (B,g) mit £ Dbijektiv und fiir jeden R-Homomorphismus h: A+ B
’ * —1 ] )

definieren wir eine Abbildung spur(h) = h+g(h@®1)£™" : A + B. Wegen (4) (im

ersten Kapitel) definiert spur einen Gruppenhomomorphismus
spur: HONR(AnB) hd HOme¢M((Aof)p(BDS))'

Es gilt dann auBerdem fur Moduln (A',£'), (B',g') mit f£' Dbijektiv. und
1}
hl € Homnxw((A' o£1) . (4,£)), hz € Homkxw((B,g).(B' 334 ))

spur(hyhhy) = hyspur(hlhy .

Analog definieren wir fir RX¢M-Rechtsmodu1n (A£), (B,g) mit T bxiektxv
und fUr jeden R-Homomorphismus h: B > A eine Abbildung spur(h) :
n+E lHom(M,h)E ¢ Homp(B,A). Wegen (6) (im 1. Kapitel) definiert s?ur

einen Gruppenhomomorphismus
spu;: HomR(B.A) - HO‘mew((Bné)a(Abf))o

Man pruft leicht, daB fur Moduln (A',£'), (B',g') mit F' bijektiv und hy
€ Homkxw((A.f)'(A'.f')),. h2 € Homgxw((B'-S')o(ng)) gilt

spuT(bjhhy) = hyspur(hlh,.

i g ijekti nd h:
Sind (A,f£). (B,g) RxgM-Rechtsmoduln mit f, f und g, g bijektiv w

A+ B ein R-Homomorphismus, dann gilt

spur(h) = spu;(h).
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5.9 Satz Sei BxgM eine semitriviale Erweiterung, (A, £)
Rechtsmodul und B ein R-Rechtsmodul. Dann gilt
1) Ist f bijektiv, dann ist

ein RxgM

spur: Homp(4,B) -+ Home¢M((A.f).T(B))

ein natirlicher Isomorphismus.

2) Ist ¥ bijektiv, dann ist

spur: Homp(B,A) + Bome¢M(H(B).(A.f))

ein naturlicher Isomorphismus.

Beweis 1) Ist (fj.f,): (A,f) + T(B)

ein RxgM-Homomorphismus, dan:
gilt wegen (4) (im ersten Kapitel) £of

= fj8l. Also (f;.f,) -

(fl.(flﬁl)f'l) = spur(f)). Die Injektivitdt ist klar. 2) folgt analog. [

5.10 Folgerung Sei RXeM eine semitriviale Erweiterung, (A,f), (B,g}

RxgM-Rechtsmoduln. 1Ist £ bzw. I bijektiv, dann gilt

Ext%Rx¢M’R)((A,f).T(B)) =0 bzw. Ext{nx¢M,R)(u(n).(A,f)) = 0.

Beweis Wahle wie oben die konstanten (RX¢M.R)-projektiven Auflosungen

E(A,£) von  (A,f) und  E(T(A)) von T(A).

Nach dem Satz 5.9 und der
Adjunktionsrelation induziert

Hompy (T(4),T(B)) ¥ Homg(T(4),B) ¥ Home¢M(T2(A).(B,g))

einen Komplexisomorphismus

Home¢M(E(A.f).T(B)) B Hompx (E(T(A)),(B42)).
Da T(A) (RX¢M,R)-projektiv ist, ist aber der Komplex auf der rechten Seite

azyklisch. Daraus folgt die erste Gleichung. Die zweite folgt analog. [

Auf dieselbe Weise wie im Beweis von Satz 4 in Kasch [18] bei der

oberen Wahl der relativ projektiven bzw. injektiven Auflosung und bei

Betrachtung der kontrahierenden Homotopie erhalten wir folgenden Satz.

Dieser ergibt sich aber auch folgendermaSen leicht aus 5.10.

5.11 Satz Sei Rx4M eine semitriviale Exweiterung; Dann gilt
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i » bijektiv und
1) Fur RX¢H-Rechtsmoduln (As£), (Vop)s (W,q) mit p, £ Dbije

fir h € Homp(V,W) gilt

i=142se.0

.

EXt%RXQM,R)(lA’sPur(h)) =0,
2) sind (A,f), (B,g)s (W.q) RxgM-Rechtsmoduln mi§~ f, q bijektiv und

fir h € Homp(B,A), dann gilt

E"‘%Rxw.a)(sl’“;(h)-lv)) = 0, i=1,20000

Beweis 1) Es gibt folgendes kommutatives Diagramm in Mod-RxgM
(V'P)

(h.(hel)g;il////// lspur(h)
(W) (l.q), (W.q) .

i = t 10.,[]
Also folgt aus 5.10 Ext%Rx¢M_R)(1A.spur(h)) 0. 2) folgt analog

(Kasch [181],

Beziiglich der Maschke-Ikeda-Kasch Charakterisierung
Pareigis [34]) der relativ projektiven bzw. injektiven Moduln bei Frobe-
niuserweiterungen erhalten wir
5.12 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein RxgM-
Rechtsmodul.
1) Ist £ bijektiv, dann sind aquivalent
a) (A,f) ist (RxgM,R)-projektiv
b) Es gibt ein h € End(Ag) mit spur(h) = 1,.
2) Ist T bijektiv, dann sind dquivalent
a) (A,T) ist (RxgM,R)-injektiv
b) Es gibt ein h € End(AR) mit spur(h) = 1,.
- (A.f) genau dann

und T bijektiv, so ist insbesondere

(A.£) (BxgM,R)-injektiv ist.

3) Sind £
(RxgM,R)-projektiv, wenn

(A.f) +» T(A) ein Rechtsinversen zur Adjunk-

fzf = fj®1 und

Beweis 1) Ist (f;5.f,):

tionsabbildung (1,f), so gilt wegen (&)

-1,
Ly = (1L,£)(£],6,) = £1+£f, = £ +£(f1@1)E7 " = spur(fy).

Also folgt b) aus a). Die Umkehrung folgt aus dem Satz 5.11. Wir geben

aber einen direkten Beweis. Ist namlich sput(fl) = 1 dann definiert
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(£1.(£,01)£71): (A,£) > T(A) das Rechtsinverse zu (1.f): T(A) + (A,f).
2) folgt entsprechend. [

SEMITRIVIALE FROBENIUSERWEITERUNGEN

Wir untersuchen nun F-semitriviale Erwveiterungen RX¢M. d.h. sei ¢:
M8:M - R surjektiv (I = MM = R), RxgM-Rechtsmodul (A,f) sind
nach 2.6 bzw. nach 2.8. f: A®M > A und F: A~ Homg(M.A) Isomorphis-
men. Es gilt Mod-Rx¢M = © = P, Mod-R = €; = ;. Ahnlich gilt dies
und T(A) bzw. H(A)

So ist ¢ bijektiv, sowie die natiirlichen Abbildungen

Fur jeden

fir Linksmoduln und insbesondere fir RxgM fir jeden

R-Rechtsmodul A,

@: ASpM + Homp(M,A), &(a®m)(n) = amn
I: A > Homp(M,AepM) , I(a)(m) = aém
8: Bomp(M,A)epM > A, 8(hem) = h(m) .

18a: T(A) » H(A)
A =R

definiert dann einen funktoriellen Isomorphismus, und fur
sind die induzierten Abbildungen, R -+ End(Mp), R+ End(gM), M -

Homp(Mp,Rp)y, M - Homp(gMspR), Bimodulisomorphismen. Wegen der Bemerkung

RxgM/R

Zum Teil kann man diese

nach 3.8 sind Mp  und RM Progeneratoren. Auferdem ist dann auch
eine Frobeniuserweiterung im Sinne von Kasch [18].
Ergebnisse auch aus dem bekannten Satz Morita I folgern, bzw. l1a8t sich

Morita I aus den oberen Betrachtungen folgern.

Wir haben dann zusammenfassend

5.13 satz Sei RxgM  eine semitriviale Erweiterung, ¢ surjektiv.
Dann gilt
1) Fir jeden RxgyM-Rechtsmodul ~(A,f) sind £, ¥ Isomorphismen.

¢ bijektiv.
2) Setze F(A) = AepM,

Insbesondere ist
&t F+> G ein

(F,G) eine

G(A) = Homp(M,A).
Weiter definiert das Paar
2.10).

Dann ist
funktorieller Isomorphismus.
Xquivalenz von Kategorien Mod-R + Mod-R (vgl.

3) Mg,

4) Die induzierten Abbildungen 51: M HomR(MR.RR). okl = d(me@_),
und &%: M » Homp (gMspR)s m B mf = ¢(_em)
sind analog die Multiplikationsabbildungen R - End(Mp) und R >

gM sind Progeneratoren.

sind Bimodulisomorphismen.
Weiter

End(gM) Ringisomorphismen.
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5) RX¢M/R ist eine Frobeniuserweiterung, wobei der Frobeniusisomor-
phismus bzw. -homomorphismus durch (68): RxgH ReHom(M,R) bzw. durch h
= (1,0): RxgM » R gegeben ist. 0

5.14 Folgerung Sei BxgM eine semitriviale Erweiterung, ¢ surjektiv.
.

Ist RX¢H/k eine halbeinfache Ringerweiterung, d.h. ist jeder RxgM-Rechts

modul (RxgM,R)-projektiv bzw. (RxgM,R)-injektiv, oder hat RxgM  endliche

homologische Dimension, dann gilt
rh-dim RxgM = rh-dim R.

Dies ist der Fall, wenn die Bedingungen von 5.1 gelten.

Beweis Es folgt aus der allgemeinen Theorie der Frobeniuserweiterungen

bzw. aus 5.7 und 4.7. 0O

Fir einen Ring R und einen R-Bimodul X bezeichne Ze(R) das
Zentrum von R und MR = {m € M| mr = mm fir alle r € R} den Zentralisator

von R in M. Danmn ist M® ein Ze(R)-Bimodul. Man pruft leicht

5.15 Lemma Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, 2 = Ze(R). Danmn

gilt fir den Zentralisator (RX¢M)R von R in RxgM
(Rxg)R =z xgeR,

R ]
itrivi i sty und ¢
wobei Zx¢'MR eine semitriviale Erweiterung von Z durch M ist,

von ¢ induziert wird., 0

5.16 Lemma Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, ¢

1= z§=1 miuy fur Z; my®n; € MOgM, Z = Ze(R). Dann ist

o Zx¢|Mk - Z"¢|MR. of{r,m) = (r,2 mimni)

ein semitrivialer Ringhomomorphismus und beschreibt den zugehorigen Nakayama

~Automorphismus.

. 1 =
Beweis Sei h: RX¢H + R der Frobenius-Homomorphismus. Wegen n (m)
o . R . h
r € M ist n
mm = Z nmmyn; = Z mmjnng = (m)(Z mynn;)* fur jedes n ? MY, m o
= (Z mjon;)h. So definiert o den Nakayama-Automorphismus. Wegen oM

M, o{R) ¢ B ist dieser vertriglich mit der semitrivialen Struktur. [

surjektiv, -

5 F-Semitriviale Erweiterungen 63

Wir beschreiben nun die Spurabbildung. Sei RX¢M eine F-semitrivial

Erweiterung und 1 = ZE=1 min; fur = m;®n; € M@ M, Mit dem bekannte:

Isomorphismus

@2 Homg (gHomy (RXgMsR) s (Rxgh)) (RxgM)®@p (Rx M)
gilt fur den Frobenius-Isomorphismus ¢ = (1,%): RXgM > Homg (R¥yM,R)
a7y = (1,0)0(1,00+2 (0,m;)e(0,n;).
Sind (A,£), (B,g) RxgM-Rechtsmoduln, so definiert

spur: Homp(A,B) » Home¢M((A.f).(B-g)). spur(h)(a) = h(a)+h(am;)n;

fir jedes h € HomR(M.A) die tbliche Spurabbildung fur Frobeniuserweiterun-
gen [18,34]. Wegen

£7(a) = amjon;, BE(2)(n) = h(aw) = h(am;)ngn, §1(bE(a)) = hlam;)ng

stimmt diese Definition mit den oben definierten Abbildungen spur und

R . ]
spur uberein.

Eine Ringerweiterung S/R ist eine separable Erweiterung im Sinne von
Hirata, Sugano [14], wenn die exakte Folge S5@5 + 5+ 0, s®t st von
8~5-Moduln zerfallt. Dies ist genau dann der Fall, wenn es ein Element
Z s;8t; in 5@;S gibt, so daB = sjt; =1 und 2 ss;@t; = Z 5;8t ;s fiir
jedes s € S gilt, Fur jeden S-Rechtsmodul A definiert A -+ A®pS, a »
2 as;®t,, ein Rechtsinverses zur natirlichen Abbildung A®pS + A, a®s b
as. Dann ist jeder S-Modul (S,R)-projektiv. Also ist S/R eine halbeinfa-
che Ringerweiterung., Ist s € SR, so definiert die Rechtsmultiplikation mit
s einen R-Homomorphismus S + S, Es 138t sich weiter leicht zeigen (vgl.
[14, prop. 2.18]), daB eine Frobeniuserweiterung S/R genau dann eine
separable Erweiterung ist, wenn es ein Element s e SR gibt mit spur(s) =
1.

5.17 Satz Sei RxgM  eine semitriviale Erweiterung, ¢ surjektiv.
Dann sind aquivalent

1) Rx4M/R ist eine separable Erweiterung.

2) Es gibt ein Element r € Ze(R) mit m = mr+rm fur jedes m € M,
Gilt mr = rm fir jedes r ¢ Z = Ze(R), m ¢ M, dann auch

3) 2 €e R ist invertierbar.
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. L. . Lo . inen
Beweis Gil; 2) fur r € Z, so definiert die Rechtsmultiplikation eine

R-R~Homomorphismus r: RXgM -+ RxgM, Wegen
m = rotor = m+Z myrogm = (rémmgrngdm

fur jedes m e M und R = End(Mg)  durch die Linksmultiplikation ?st
spur(r) = r+Zmyrn; = 1. Nach der Vorbemerkung ist dann RX¢M{R eine
separable Erweiterung. Ist umgekehrt RX¢M/R eine separable Erzexferung,
so folgt 2) aus der Vorbemerkung zum Satz 5.17 und aus 5.15. Die Aquivalenz

mit 3) unter der zusatzlichen Voraussetzung ist klar. [

5.18 Bemerkung Im allgemeinen ist die Bedingung ¢ surjektiv nicht
notwendig dafiir, daB RX¢M/R eine Frobeniuserweiterung ist. Dies.wurde von
Ritamura [22] gezeigt. Eine triviale Erweiterung RkM ist namlich genau
dann eine Frobeniuserweiterung von R, wenn es ein zentrales Idempotent e €
R gibt mit M T eR als Bimoduln. Eine triviale Erveiterung kann aber
keine separable Erweiterung sein (Suganmo [401). Dies folgt aus dem

folgenden allgemeineren Satz.

5.19 Satz Sei RX¢M/R eine halbeinfache semitriviale Ringerweiterung,
I = MM, Dann gilt MI = M und I c R ist ein idempotentes ldeal.
Insbesondere ist keine echte (M # 0) triviale Erweiterung RkM und
allgemeiner keine semitriviale Erweiterung RxgM mit I < Ra(R) eine

halbeinfache Ringerweiterung.

Beweis Nach Voraussetzung ist (R/I,0)  (RxgM,R)-projektiv und wegen
2.2 ist die Adjunktion T(R/I) +(R/I,0) ein kleiner Epimorphismus. Also
gilt M/IM ¥ R/I®pM = 0. Dies folgt auch aus 4.5. O

5.20 Beispiel Wir charakterisieren im folgenden solche semitrivialen
Erweiterungen RX¢M Uber lokalen Ringen. Dies verallgemeinert einen Satz

von Sugano [40].

5.21 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, R 1lokal und ¢
surjektiv, Dann gibt es eine Einheit m € M und einen Ringautomorphismus
o: R+ R, s0 daB M = mR und rm = mo{r) £fir jedes r € R,

In diesem Fall gilt RxgM = R[X.oﬂ/(xz-a) mit a = m? und spur(r) =

r+o{r) fiur jedes r e Ze(R).
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Beweis Da R lokal und ¢ surjektiv ist (also ist Mp endlic
erzeugt projektiv nach 5.13), ist Mp frei und wegen R T End(MR)
unzerlegbar. So gilt M = npmR TR,

direk
und es gibt ein n € M wmit nmm = 1
Hieraus folgt mn = 1, da mn = momn  und R lokal ist. Also definiert
P mrn einen Automorphismus o: R + R und es gilt rm = morm = mo{r). Fu
a=m? ist damn o{a) =a und ra = ao®(r). So ist (Xz-a)R[X.oJ
R[X,01(X2-3). Man prift dann leicht Ry % R[X,01/(%2-a). Nach Defirnitio

der Spur gilt auch spur(r) = r+o{r) fir jedes r € ze(R). 0O

5.22 Satz Sei Rx4M eine echte (M20) semitriviale Erweiterung und
lokal. Weiter sei Mp  endlich erzeugt bzw. R rechtsperfekt bzw.

rechts noethersch. Ist dann RX¢M/R eine halbeinfache Erweiterung, so 1is:
¢ surjektiv.

Beweis Setze I =MM. Wegen MI = M # 0, IZ =1 #0 nach 5.19 und d:

Mp bzw. I endlich erzeugt bzw., Ra(R) links-t-nilpotent ist, ist I c I
nicht klein. Also I = R nach Voraussetzung. 0

5.23 Folgerung Sei S/R eine Ringerweiterung, R 1lokal.
aquivalent

1) s Rx4M ist eine F-semitriviale Erweiterung.

2) 8 = R[X,01/(x2-a) fiir einen Automorphismus o: R - R
Einheit a ¢ R mit o(a) = a und ra = ao®(r) fir alle r € R.
Es gilt in diesem Fall spur(r) = r+o{r) fir jedes r e Ze(R).

Dann sind

n

und eine

Beweis Folgt wegen 5.21 und 1.2 2). [

5.24 Folgerung (vgl. Sugano [40]) Sei S/R eine
lokal. Dann sind aquivalent

Ringerweiterung, R

1) s = RX¢M ist eine separable Erweiterung von R mit ¢ surjektiv.
2) s

n

R[X.oﬂ/(XZ—a) fur einen Automorphismus o: R -+ R und eine

Einheit a € R mit of{a) = a und ra = ac®(r) fur alle
gibt ein Element r € Ze(R) mit X = Xr+rX,

r € R, und es

Beweis Folgt aus 5.23 und 5.17. [



6 GENERALISIERTE MATRIZENRINGE

Wir betrachten nun einen Spezialfall fur semitriviale Erweiterungen,
nimlich den generalisiertem Matrizenring. Gilt fir eine semitriviale
Erveiterung RxgM ¢ = 0, dann ist RxgM = RxM eine triviale Erweiterung.

Ein Spezialfall von trivialen Erweiterungen sind Ringe der Form
ar = (R g>,,

wobei R, § Ringe sind und M ein S-R-Bimodul ist. Es gilt nimlich A' %
(Rxs)kM (vgl. 1.2). Analog zu diesem Zusammenhang fuhren wir generali-
sierte Matrizenringe als einen Sonderfall von semitrivialen Exweiterungen
ein, und spezialisierem die Charakterisierung der Modulkategorie und der
induzierten Funktoren suf diesem Fall. Andererseits stellen wir fest, daB
Mod-R und Mod-S in verschiedener Weise als Unterkategoriem von Mod-A (A

= (ﬁ g)po ein generalisierter Matrizenring) betrachtet werden kénnen.  Wir

untersuchen Aquivalenzaussagen zwischen Unterkategorien von Mod-R und

Mod-S. Aus der Betrachtung von dem Untermodulverband von einem A-Rechtsmo-
dul gewinnen wir korrespondenzaussagen z.B. zwischen Moduln der Form Ay
und A®;N sovie Edik(H;A). Wir spezialisieren und erginzen Resultate von
den fruheren Abschnitten {iber projektive und injektive Moduln. - Weiter
stellen wir fest, daB-eine semitriviale Erweiterung RxpM in einen gévisseﬁ
generalisierten Matrizenring A eingebettet werden kann. Dabei ist dieser

Matrizenring eine Gélbié;Erweiteiung von Rx¢H;
DEFIRITION
6.1 Definition Seien R, S Ringe, gMp, pNg Bimoduln und p: N8gM -
Ry, 03 M® N + § Bimodulhomomorphismen derart, daf die Menge
A=z (BEy = {(XE7D)] rer, seS, meM, neN}
M S8/po ms 4 ’ ’
mit komponentenweiser Addition und der Multiplikatiom
r oy(r'n'y o (rr'+p(p®m') rp'+ns!
(n 8 mrst) = mr'+gé' non' )+ss')

zu einem Ring wird, Dies ist genau dann der Fall, wenn die Diagramme

- 66 -
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@
wepNagu 180, o p Neghepy —192, yo s
w| e P2
secM —= ¥ RGN —=— y
ko . . I3 !
mmutieren. Man nennt A einen generalisierten Matrizenring (vgl Roos

[361).

6.2 Bemerkungen und Beispiele

1) Ein Tupel (R,S,M,N,p,o) derart, da (ﬁ g)po' ein generalisierter

Matrizenring ist, ist ein sogenannter Morita Context bzw. eine Preaquiva
lenz~Data. i i u .
ata Dieser wurde von Bass [1,2] eingefuhrt (vgl, Cohn [3]) und in

der Literatur oft behandelt worden,

2 . Lo .
)‘er konnen die Klasse der generalisierten Matrizenringe als eine
Kategorie betrachten. Dabei ist ein Morphismus w: (ﬁ g) > (R'N’)
o ‘ T . . : por Mrgtipror
ne Matrix o (fg) mit Ringhomomorphismen o: R + R', 8: § - g! ?

Bimodulhomomorphismen f: M - M', g: N - Nt

und

‘ i derart, daB w einen
Ringhomomorphismus definiert, d.h. es gilt ea(p(p®m)) = p'(g(n)ef(m))

8(of(x = : i
(o{men)) o‘(f(m)ﬂg(n)).‘ Dann ist ' ein Isomorphismus, wenn dies fur

die Komponenten auch gilt. In diesem Fall schreiben wir A ~ A?

und

3) sind A< (RN e BN e Matriz
— o M 8)po und A = (g 1)s¢ generalisierte Matrizenringe,
ist die Zusammensetzung von generalisierten Matrizenringen

nonr = (B MoV
vegy 1 P't!
mit

p': (NOgV)@r(UOgHM) + R,  (név)e(uem) m n{vu)m
t': (U8gM)@p(NOGV) + T,  (u®m)®(n@v) W ulmn)v

ein gen .. . . .
generalisierter Matrizenring. Diese Zusammensetzung ist assoziativ
.

4) Offenslchtl:l.Ch 1st mit A = uch A = ein

(H S)pO' a ° (N R)Op i

generaILSLertez Matrlzentlng und A > Ao. (ms) > ( ) ein R].ng:l.somOIphJ.s—
nr

nus, i :
us. Sind auflerdem «: R+ R', B: S » §' Ringisomorphismen wnd f: U -

M : . . . ..
» & V =+ N Bimodulisomorphismen fiir Ringe R', S' und Bimoduln .U
S¥R?

v so sind A, = (R'N ;

;‘if' 20 sind 4 (W s)pror mit p' =aps o' =80 wnd A, = RY),
P' = p(g®f), o' = o{f@g) generalisierte Matrizenringe. "

sert sich leicht,

o Man vergewis-
die entsprechenden Diagramme kommutativ sind. Zum
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in U f(uw)g(v)u' = e HE(wg(v)E(u")) = ug(v)E(u') fir u,

Weiter gilt A; ~ A und Ay ~ A,

Beispiel gild

u' e U, vev,

5) Ein wohlbekanntes Beispiel fir generalisierte Matrizenringe ist

gegeben fir jedes Paar von Objekten X, Y in Mod-R (bzw. in elne:
= = X,Y
additiven Kategorie). Sei hier R = End(Xg), 8 = End(Yp), M Homp (X, )
. . s N
und N = HomR(Y.X). und seien die Abbildungen p: N®M > R, o MepN

gegeben durch p(f9g)(x) = (£g)(x), ofg@f)(y) = (gf)(y). Dann gilt

& g)po,z Endp (X6Y).

6) Speziell flir jeden Ring R und jeden R-Rechtsmodul M erhalten wir

= = M den
mit X = R, in 5), also N = M* = Homp(M,R), S End(Mp)
A(Mp). Analog

Dualitatsring von Mp (vgl. 1.2 4). Hierfiir schreiben wir
= d N
schreiben wir A(gN) fUr den Fall M = Homg(gN,gR), 5 = End(gN) un ’R

Y=M

beliebig.

= (1 s s
7) Einen Spezialfall von 5) gibt es, falls Mp = R ) frei ist. So

ist M* TRl und S = End(Mp) T RFMy(R) der spalten-endliche Matrizenrlni
¢ und o werden von der Multiplikation induziert. Bi(o) = MM
endlich vielen von Null verschiedenen

uber R.
besteht aus den Matrizen mit nur

Zeilen. Fur Mp S RE gilt

A= g)po'; a1 (R).

8) Fur einen Ring R und beliebige Idempotente e, f € R ist

(eRe eRf)
fRe fRf

Insbesondere gilt fur einen beliebigen generalisierten Matrizenring

mit den Ublichen Operationen ein generalisierter Matrizenring.
A =

& Poo
e ehe eAf
A~ (gne £a£)

mit e = (68), £ = (8?) und den ﬁblichgn Abbildungen.

9) Ist A= (5 g)po- ein beliebiger generalisierter Hatrizenrmg:1 dann
(Linksmultiplikation) und p~: N =+

induzieren die Abbildungen § -+ End(Mp) ]

- - . - : M ->
Homp (M,R)» s1(n)(m) = nm, bzw. die Abbildungen R - End(Ng) und © o
Homg(N,S), FHm)(n) = m, Ringhomomorphismen A + A(Mp) baw. A - AlNg),.
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Analog gibt es vier weitere Abbildungen definiert durch die
kation, pf: M =» Homp(N,R)  und

weitere zwei Ringhomomorphismen

Rechtsmultipli~
oF: N > Homg(M,S).
A+ A(SM), A > A(RN). ]

Diese induzieren

Sei nun A = (5 g)po. ein genmeralisierter Matrizenring. Wenn wir nun

R' = RxS und M' = MxN

setzen, konnen wir M'
einen R'-Bimodul betrachten

auf die Ubliche Weise als

(myn)(r,s) = (mryns), (r,s)(m,n) = (sm,rn).

Es gilt dann M'@ M' = N@GM x M@;N. Setze damn ¢ = (p,o): M'@ M’ > R',
Dann ist R'X¢M' eine semitriviale Erwveiterung von R'
definiert die Zuordnung

durch M*',

((ry8),(m,n)) » (;2) einen Ringhomomorphismus

(RN
R'X¢M' = (M S)pO‘ .

Weiter

So gilt (vgl. Palmer [33])

6.3 Lemma -
1) Jeder generalisierte Matrizenring (ﬁ g)po ist

semitriviale
= BX§ durch M' = MxN bzgl. ¢ =

eine
Erweiterung von dem Diagonalring R
(psor.

2) Hat umgekehrt eine semitriviale Erweiterung RxgM  zentrale

€1» €3 € R derart, daf gilt 1 = ejte; und ejMe; = 0,

Idempo-

tente eqMe, = 0,

dann hat RX¢M eine Darstellung als generalisierter Matrizenring mit R in

der Diagonale, d.h.

~ (elRel ejMey
ezMel esRe,

Rx po *

wobei p und o von ¢ induziert werden. g

Mittels der Kategoriedquivalenz Mod-RxS T Mod-RxMod-§ fir Ringe R, §

konnen wir die RxS-Moduln als Paare (A,B) mit A € Mod-R

Analog gilt dies fiur Homomorphismen.
bar aus 1.3 (vgl. auch 1.19)

und B € Mod-S

schreiben, Man erhdlt dann unmmittel~

6.4 Lemma Sei A = (ﬁ g)po_ein generalisierter Matrizenring.,

1) Seien A ein R- und B ein S-Rechtsmodul und g: A®cN - B, f:

B&M +~ A Homomorphismen derart, daf die Diagramme
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_fel, ®
¢ Aspnagu —£2Ls meR  BOGMEpN NegS
o] ol s
A‘RR —_—= A B@ss —= B
kommutieren, Dann ist (A,B) € Mod-RxS mittels der Mult%giikation

(2,b)(XB) = (ar+£(bem),g(a®n)+bs)

1 ’% jeder
ein A-Rechtsmodul. Hierfur schreiben wir (A.B)‘g. Umgekehrt hat jede

A-Rechtsmodul diese Gestalt. . '
2) Seien (A 8)fs, (A'.B')f‘g' A-Rechtsmoduln, h: A + A', k: B+ B
»

lineare Abbildungen derart, da8 folgende Diagramme kommutieren

BQSM i A AQRN —£—+ B

kel ln et} lx
progy £1s At AtepN -8 B! .
Dann ist (h,k) ein A-Homomorphismus. Uﬁgekehrt hat jeder A-Homomorphismus
diese Darstellung. [

Analog dem allgemeineren Fall fir semitriviale Erweiterungen konnen wir
einen  A-Rechtsmodul (4,B)f8  auch durch die adjungierte Darstellung
g ittels

(A.B)fg beschreiben, wobei F: B - Homp(M,A), gt A - Homg(N,B) mitte

I(b)(m) = £(bem) und g(a)(n) = g(a®n) definiert sind und die Modulstruk-

tur durch
(a.b)(;g) = (ar+¥(b)(m),g(a)(n)+bs)

gegeben ist. Mit (5) (im 1. Kapitel) sind dann die entsprechenden Diagramme

kommutativ.
(%)fg mit A €
g: M@pA -+ B

In analoger Weise ist ein A-Linksmodul ein Vektor
R-Mod, B € S-Mod und linearen Abbildungen f: NegB > A,

derart, daB die entsprechenden Diagramme kommutieren und es gilt

EE - GRESTD.

, Cs o«
6.5 Bemerkung Seien Rjs...sRy Ringe wund Hij’ 1 s i,j n,

i = i i ben R:-R:-Bimodulhomomor-
Ri-Rj-Bimoduln mit M;; = R;. Weiter seien gegebe iR

phismen
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k .,
Pijt MipSp My > Mj5

derart, daB die Abbildungen ¢£j und ¢%j die kanonischen Isomorphismer
sind, und die Diagramme

1e¢l
MijeRij laRlxlk —3 MijaRijk
;1% Mk —k oy,

kommutieren., Dann bildet bekanntlich die Menge der Matrizen

An = {(mlj) | m € Mij' 1 < i,j < n}

ij
mit der gewShnlichen komponentenweiser Addition und der Multiplikation
- n 1
(mij)(nij) = (lel ¢ij(mil°n1j))
einen Ring. Solche Ringe sind zum Beispiel von Harada [22] eingefthrt

worden,

Da man bestrebt ist A,  in Ausdricken iiber Riy 1 £isn, zu

charakterisieren, 138t sich dies im wesentlichen auf den Fall n = 2 bzw.
auf semitriviale Erweiterungen zurtckfuhren. Es gilt zum Beispiel mit Ap =
Rl‘
A N
A= (,E7L 0T 2<r<a
b M. R,? *

mit M, = (Mrl""’Mr,r-l)’ N, = (Mli""’Mr-l.r)t‘ Die A -Moduln lassen
sich dann als Zeilen- und Spaltenvektoren auffassen. So ist ein Ay ~Rechts-
modul ein- Tupel (Al""An)’ A; € Mod-R;, zusammen mit Abbildungen fij:

AiaRiMij - Aj. l1<i,j £ n, derart, daf fii der kanonische Isomorphismus
ist und die Diagramme

£; 61
180y . £

kommutieren. Die Ergebnisse iber semitriviale Erweiterungen und generali-
sierte Matrizenringe (n = 2) lassen sich dann leicht Ubertragen., So sind

diese Untersuchungen insbesondere auf semiperfekte Ringe anwendbar, 0
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UNTERMODULN UND KORRESPONDENZAUSSAGEN

. . fg
i A= (R ein generalisierter Matrizemring. 1Ist (A,B)
Sei nun - ‘M Spo )fg e RXS-Unter-
ein  A-Rechtsmodul, so sind die A-Untermoduln von (A,B)* s
: i . F einen
moduln (U.V) von (A,B) derart, daf gilt UN<V und VM c U ur
Untermodul (U,V) © (A,B)E8 gibt es dann Untermoduln

(U,UN) € (U,V) < (U, (U:M)), (W,v) < (u,v) c ((V:N),V).

(U,UN) bzw. (VM,V) jeweils fir U und V die kleinsten

((V:N),V) die groBtem Untermoduln dieser Form.
so ist UN = Vv = (U:M)

Dabei sind also
und  (U,(U:M)) bzw.
i ur Li Ist also MN = S,
Analoges gilt fur Linksmoduln. | o
fr jeden Untermodul (U,V) wegen (U:M) = (U:M)MN © UN. Durch Identi
zieren A = (R®M,N6S) haben wir insbesondere

i i isi Matrizenring. Dann
6.6 Lemma Sei A = (ﬁ g)po ein generalisierter ,

gilt A S ‘ . _
» 1) Die Rechtsideale von A sind genau solche der Form (U,V) met v

(R®M)p, V c (NeS)g und UN <V, VM cU.

r c oy . =
2) Die Linksideale von A -sind genau solche der Form’ (P ‘mltr‘ U

g(BON), Vc g(Mes) uwnd MUV, NWeU. o
3) Ist K ein ‘Ideal im A, dann mu8 K von der Formr K = v )
sein, wobei I C R und Jc § Ideale sind, und U € gMgs V < gNg
* - B
Untermoduln sind mit NU+VM c I, MI+JM c M, N#INcV, M+ONcJ. O
Wir untersuchen nun einige Korrespondenzauséageg zwischenr Untermoduln
von Ap und Bg fur einen A-Rechtsmodul (A.B)fg. Zugleich erlautert dies
tio-
einen Grundgedanken, der der Untersuchung von Mod-A bzw. von Konstruktio
nen dieser Art zugrunde liegt. So 138t sich diese Konstruktion analog zu
2.11  (vgl 6.19) auf 'Kontext-Kategorien' [10] verallgemeinern. Die
allgemeinen ;quivalenzaussagen bleiben dennoch bestehen.
6.7 Definition Sei A ein R-Rechtsmodul, und I ¢ R ein beliebiges
Ideal. Ein Untermodul U c A heifit 7
1) I-zuldssig (Sandomierski [38]), falls gilt UI = U, und
2) I-kozuldssig, falls (U:I) = U, d.h. 1,,4(1) = 0.
Die Mengen solcher Untermoduln sind jeweils bzgl. Summen bzw.

te abgeschlossen. So bilden sie auf die ubliche Weise vollstandige

Durchschnit- -
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Verbande, in Zeichen Vi(a) bzw. V(A:I).

Betrachte nun die von R und S in A = (R N) erzeugten Ideale J!
M s’po &

= (ﬁ gN)’ It = (ﬂu g). Fir einen A-Rechtsmodul C = (A,B)f8 una einen

Untermodul W = (U,V) € C gilt CJ' = (U,UN), CI' = (W,v), Lo(w:ar) =

(U, (U:M))s 1(W:I') = ((ViN),V). Es gilt auBerdem I'+J' = A und
A/(1'aJ") T R/NM x S/MN

(dei. I' und J' sind komaximal). So sind (A,0), (0,B) genau damn

A-Rechtsmoduln, wenn A ein R/NM- und B ein S/MN-Rechtsmodul ist. Wir

erhalten unmittelbar einige Korrespondenzaussagen.

6.8 Satz Seien A = (ﬁ g)po ein generalisierter Matrizenring, I = NM,
J = MN die Spurideale, und seien I', J'' wie oben.

Weiter sei ¢ =
(A,B)f8 ein A-Rechtsmodul,

Dann gilt
~1) Es gibt Verbandisomorphismen ¢: V(Ag) + V5i(C)y 4 v(Ag) + v(c:Jt)
definiert durch ‘U » (U,UN), U B (U, (O:M)).
~2) Es gibt Vérbéﬂdisomorphismen or: 'V(Bs) + V3e(C)y 4’ V(Bg) -
V(C:I') definiert durch Vw (V,VM), V® (V,(V:N)). O '

"iﬁsgeséht folgén hieraus eine Réihé von Korrespbndenzaussagen zwischen
Untermoduln von 'Ak und - Bg. So definieren béispieléweisé die Durchschnit-
te "~ Bi($)nBi(®'), Bi($)nBi(y"), Bi($)nBi(4"), Bi(#)nBi($') Ordoungsiso-
morphismen zwischen den entsprechenden Urbildménééh in VR(A) und  Vg(B).
Diese ' Isomorphismen enthalten allgemeiner die in der Literatur behandelten
Fille, z.B fiir- A = A(Mp) und My
(Faith [5]),

A-Rechtsmoduln der Form

endlich erzéugt projektiv, d.h. MN = §,
sowie fir A = A(MR). Mp  endlich erzeugt projektiv und
(A,Homp(M,A)) (Sandomierski [38], man identifizie-
(A':M) = Homp(M,A') fir A' c Ag), und fir A-Rechtsmoduln der Form
(A,A®:M) (B. Zimmermann [43]). Vergleiche auch Miller [28] und Miller
(251, Wir betrachten explizit den ersten und zweiten Durchschnitt. Beachte
fur ein beliebiges Ideal K < R rg(ly(kiM):N) =

(N:K:M).

re dort
Ls(ry(R:N):M). S0
schreiben wir hierfur kurz

6.9 Folgerung Sei
NM, J:MN.

A s (ﬁ g)po ein generalisjerter Matrizenring, I =
und sei (A,B)f8 ein A-Rechtsmodul,

1) Es gibt jeweils Verbandsisomorphismen zwischen folgenden Paaren wvon
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Verbanden f

a8) 1-zulassigen Untermoduln von Ap und J-zuldssigen Untermoduln
von Bg durch 4: Uw UN und das Inverse ¥ Ve VM,

b) I-kozulEssigen Untermoduln von Ap und J-kozuldssigen Untermo-
duln von Bg durch ¢: U & (U:M) #: Ve (V:N).
¢) Beidseitig I~zulassigen ldealen von R und beidseitig J-zulads-

sigen Idealen von S8 durch K#» MKN und das Inverse L » NLM
d) Beidseitig I-kozulissigen Idealen von R und beidseitig J-kozu-

und das Inverse

lassigen Idealen von § durch K ® (N:K:M) und das Inverse L b (M:L:N).
2) Ist MI =M bzw. NJ = N, so gibt es ein kommutatives Diagramm von

Verbandsisomorphismen

v(a) &+ vy(B)

v(a:1) ke ¥(B:J)
mit Spalten der Form Uw (U:I), V#m (V:J) und den Inversen Um UI, V®&
VJ. Entsprechend gibt es ein kommutatives Diagramm zwischen den beidseitig

zuldssigen und kozulassigen Idealen.

Wir zeigen 2). Wegén U e (UI:I) gilt UI =

Beweis 1) Ist klar.
(UI:I)I. Wegen (U:I)I < U gilt auch ((U:I)I:I) = (U:I) fir ein
beliebiges Ideal I < R, Es ist also nur zu zeigen, daB die Abbildungen in
Ist aber I  idempotent (dies gilt nach

den Spalten wohldefiniert sind.
so gilt ((U:I):I) = (U:I2) = (U:I) und UIZ = UL, Wegen
(UN:J) fur UL = U ist das

Voraussetzung),
((U:I):M) = (U:MI) = (UI:JM) = (UN:J2) =
Diagramm kommutativ. [

INDUZIERTE FUNKTOREN UND AQUIVALENZ

Durch die Projektions- und Injektionsfunktoren in der Beziehung

Mod-RxS = Mod-RxMod-S erhalten wir fur
A= (F oo T (Rx8)xg(MxN)

aus dem zugehorigen Adjunktionstripel (T,P,H) des zweiten Kapitels Unter-

funktoren (Betrachte Mod-R, Mod-S © Mod-RxS)

il
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T
R, Is
PR P
Mod-R +—R- Mod-aA —54 yMog-g
Hp Hg
—— et

mit P % g z i
(PRePg)s T ¥ (Ty,Tg), H = (HRoHg)  (identifiziere!). Explizit
gilt
= 1
Tp(A) = éA.A@RN)a Tg(B) = (Bagy,s)l®
Pp((4,B)f8) = 5 Pg((4,8)f8) = 3
- 1
H(4) = (A,Homp(M,a))1®'  Hy(B) = (Homg(N,B),n)*'!
wobei o, a' (ohne Indizes) jeweils die entsprechenden induzierten natiirli-

chen Abbildungen

a1(A): A®pNOM » A
9y(B): BegMerN + B

a](A): A » HomS(N.HomR(M.A))
«3(B): B + Homg(M,Homg(N,B))

bezeichnen (s.
(..QSH.HomR(M._))

Kap.2). Fur di j i (
€ zu den Adjunktionspaaren (_QRN.Homs(N._)).

zugehorigen Adjunktionen schreiben wir

61(A): Homp(M,A)agh > A
8,(B): Homs(N,B)eRN + B

8{(A): A > Homg(N,A®pN)
83(B): B > Homp(M,Begh).

Di i i

: es? sind die zu Tp(a), Hp(4), Tg(B)s Hg(B) gehdrigen Abbildungen in der

Jeweils adjungierten Darstellung. Analog bezeichnen Ths Ph» Bf, T§, P& -0
. fod S'

die entsprechenden Funktoren fur die Kategorien der Linksmoduln

6. . - (RN . ..
1)1: Lenma Sei A = (y S)po' ein genmeralisierter Matrizenring.
ist - . . .
. ! R 8t zu Tp rechts- und zu Hp linksadjungiert und es gilt
RTR = IMod-r» PRHR = lyyq-g.
2) P i i
. s 18t zu Tg rechts- und zu Hg linksadjungiert und es gilt
sTs = lmod-s» PgHg = ly,4-g-
3) Insbesond i
- ere sind Tg, Hps Tgs Hg voll treue auf Objekte injektive
oren l‘lnd PR. Ps exakt mit PRTS = "QSM.
4) Sind Ags Bg Gemeratoren,

TR(A)OTS(B) ein Generator und Hp (D)@Hg(E)

PSTR = _@RN-
und D, Eg Rogeneratoren, so ist

ein Kogenerator in Mod-A,

Beweis 1) Bezeichnen Mod-R —Q» Mod-Rx$ —k» Mod-R den Projektions~ und

Ini . .
njektionsfunktor, so sind (Q,L), (L,Q) Adjunktionspaare. Insbesondere

ist auch die (QL)(T,P) = (TQ,LP) = (TR, PyR)

Komposition von Adjunk
Jjunk-
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tionspaaren ein Adjunktionspaar. 2) gilt analog. 3) und 4) folgen aus 1)

und 2). al

-

Ein Homomorphismus f: A > B Uber einem Ring S heiBt rational. falls

fir jeden Untermodul U c Bg mit Bif ¢ U gilt Homg(U/BifiB) = 0. Dual
heiBt f korational, falls fir jeden Untermodul U < Kef gilt

Homs(A,Kef/U) = 0. Offensichtlich ist ein ratiomaler bzw. korationaler

Homomorphismus grof bzw. klein.

6.11 Bemerkung Sei (A,f) ein A-Rechtsmodul, damn gilt
1) Fir die oben definierten Adjunktiomen sind die zugehorigen Adjunk-

tionsabbildungen TP ~+ luod-A’ IMod-A * HP gegeben durch

(1,g): (AA0M)® = (A,B)EE,  (1.E): (A,B)T8 + (A,Homg(M,A)) %"
(£.1)1 (Bogh,B)S2® » (AB)EE,  (E,1): (A,8)8 » (A,Homg(N,B))%".

2) Wegen Ke(l.g) = (0,Keg) und Hom,(Tg(A)+(0,Keg/U)) = 0 fur jeden

Untermodul U < Keg sind (l,g) und (£,1) korationale Homomorphismen.

Analog sind (1,f) und (g,1) rationale Homomorphismen. 0

6.12 Endomorphismenringe Wir spezialisieren die Ergebnisse von 2.4 fur
die Berechnung des Endomorphismenringes fir einen Rechtsmodul T(A,B) Uber
einem generalisierten Matrizenring A = (% g)po‘ mit A € Mod-R, B ¢ Mod-S

beliebig. Nach 2.4 gibt es semitriviale Ringisomorphismen

n

Endes((A.B))x¢iﬂomgxs((A,B).(BOSM.AGRN)
EndR(A)xEnds(B)x¢1(HomR(A.BOSM)xKoms(B.AQRN)).

End,(T(A.B))

mn

wobei ¢, in zwei Abbildungen (setze E = Endg(A), F = Endg(B))

pyt Homg(B,A®pN)@gHomg(A,BEgM) ~ Endg(4)
0y : Homg(A,B®;M)@gHomg(B,A®gN) + Endg(B)

zerfillt, mit p;(g.g') = o;(gol)g's o7(h,h') = ay(hOL)h" und a (a®n®n)
anm, o,(bSw@n) = bmn fir jeweils geeignete Elemente. Wegen 6.3 gilt dann

1) End,(T(4,B)) ist ein generalisierter Matrizenring der Form

~ ,Endp(A) Homg(B,A®;N)
End\(T(AsB)) = (gomp(a,BegH) Endg(B) proy

2) Dual gilt fur den Endomorphismenring End,(H(A,B))
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Endp(A) Homp (Homg (N, B) ,A)

End T
nd, (H(A,B)) (Homs(nomR(M.A).B) Endg(B) pyoy *

mit
Py: Homp(Homg(N,B),A)®Homg(Homp(M,4),B) - Endgp(A)
oy Homs(HomR(M.A).B)OHomR(HomS(N.B).A) + Endg(B)
Py(g%') = gHom(M,g')a{, oy(heh') = bHom(N,h')a3. [
Fu A= (RYE i = A
ur (M S)po' selen I = NM, J = MN die Spurideale. Ahnlich wie

oben erhalten wir fir den Adjunktionstripel (C,V,K):  Mod-A =+
Mod~R/IxMod-S/J von 2.6 zwei Adjunktionstripel

(CRsVgsKy): Mod-A + Mod-R/I, (C5sVguKg): Mod-A + Mod-5/J
mit C = (CR'CS)’ V= (VR’VS)’ K = (KR'KS)° EXPlizit gllt

f =
CR((A,B)fZ) = A/BMy Vg(A) = (A,0), Kg((A,B)f8)
Cs((A,B)°8) = B/AN, Vg(B) = (0,B), Kg((4,B)8)

Keg:
Kef.

"
1]

s t = IN = : g
etze I Gigls J' = (ﬁ §). Dann ist A/I' = R/I, A/J' T g/3 Wi
haben . "

6.13 Leaxma Seien A, I', I, J's J wie oben. Dann gilt komponentenwei-
se (Schreibweise von 2.6)

(CR'VR'KR) = (CI"VI"KI')’ (CS.VS,KS) z (CJ"VJ"KJ')o

Weiter gilt Bi(vR)

Ke(Pg), Bi(vg) = Ke(Pp). Also definieren wegen 6.10

\j P
Mod-R/1 —;R+ Mod-A —S54 Mod-§
Mod-S/J —Ss Mod-A _ER* Mod-R

'zerfallende exakte Folgen' von Modulkategorien. |

A . . . R
us 6.10 und 6.13 erhalten wir eine Reihe von Aussagen, die sich auch
in d igi
? er Sprache der Lokalisierung und Kolokalisierung bzw. der Torsionstheo-
rien allgemeiner darstellen lassen. Wir wollen aber zunﬁchét hiervon d
er

Einfachheit und Unmittelbarkeit halber keinen Gebrauch machen

" o
an  erhalt aus 6.10 wegen der Volltreuheit und der Injektivitat der
Funktoren auf die Objekte
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) 3 - N t
14 Satz Séi A = (ﬁ g)po,ein generalisierter Matrizenring. Dann gil
) i i ivalenzen
1) Die Funktorpaare (Pg,Hp) und (PS.HS) jnduzieren Aquiva
Mod-R ¥ Bi(Hp), Mod-S ¥ Bi(Hg).
i i .i. refle-
Insbesondere sind Bi(Hp) und Bi(Tp) Giraud-Unterkategorien (d.i
n

.i. Quotien-
xive Unterkategorien mit exaktem Reflektor HpPp bzv. HgPg, d Q

tenkategorien [41]). . ‘ . .
2) Die Funktorpaare (Tp,Py) und (Pg.Hg) induzierem Aquivalenz

"

Mod-R ¥ Bi(Tgp), Mod-$ = Bi(Tg).

Kogiraud-Unterkategorien (d.i.

. . Bi(T)
Insbesondere sind Bi(Tg) und i(Tg :

d-A.
koreflexive Unterkategorien mit exaktem Koreflektor) von Mo
i nerierten
er beschreiben solche Unterkategorien und die von ihnen generie
bzw. Kkogenerierten Klassen (vollen Unterkategorzen)
i . (R K e nerali :Muter ﬁhtrizéﬁtiﬁg. und sei
6.15 Satz Sei A= (ﬁ S)po' ;1; genera11s;e; e
(A,B)f8 ein A-Rechtsmodul, I' = (yg)» J''= (% 7 = N,
1) FPolgende Aussagen sind Equivglen§' 7
a) gt ASpN + B ist surjektiv (bzw. bijektiv) -

. o o
b) Es gibt exnen A-Ep;morph1smus (bzw. einen Isomorphismus) Tp(A')

+ (a,B)f8

(bzv, bLJektxv) o e SR : s
2) Folgende Aussagen sind aqulvalent X
ijektiv
a) T: B + Homp(M,4) ist 1n3ekt1v (bzw. bijekti

b) Es gibt einen A-Monomorphismus (bzw. einen Isomorphismus)

(A,B) fg o HR(A) 5 it
¢) Die natirliche Abbildung (A,B B)E& » Hom,(J',(A,B)*8) is 3
tiv (bzw. bijektiv).
3) Folgende Aussagen sind aquivalent
a) £ und g sind bijektiv (bzv. surjektiv) N
~ . .
b) Es gibt einen A-Isomorphismus Tgp(A) = Tg(B) (bzw.  Epimorphi
Tp(4) ).
men TR(A) -+ TS(B)’ Ts(B) -> R . —_—
¢) Die natilirlichen Abbildungen A®pI + A, BegJ + B sind bijekti
(surjektiv). )
4) Duale Aussagen zu 3) gelten fur I, g, Hp, Hg.

. £ tor ourjetiv
¢) Die natutlxche Abbxldung (a,B)f8e,31 + (4,B)%B ist surj
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Beweis 1) 'a)=>b)' ist klar. Es gilt nun Tp(A")@,J' T Tp(A')  durci
die nattrliche Abbildung. Hieraus folgt 'b)=>c)'., AuBerdem kommutiert da¢
Diagramm

Tp(a)e, g =+ TR(A)
(L,gdeL) la.e)
(A,B)®,J' — (a,B)f8,

Wegen Re(g)J' =0 wnd J'% =y ist Ty(A)e,’ T (4,8)f8e,0'. so folgt
tc)=>a)'.

2) gilt analog.

3) 'a) => b)' ist klar. Ist (4.4): Tp(A) » Tg(B) ein Epimorphismus. Dann
betrachte die Komposition (£,1)(é,4): Tp(a) ~ (4,8)f8, 5o gilt 4 =

g(fd@1). Also ist g surjektiv., Ist zusStzlich (é,4) Dbijektiv, =0 ist

f®l injektiv. Zusammen mit der symmetrischen Argumentation folgt dann

'b)=>a)t. ta)<=>e)! folgt aus 2.8 bzw. mit 1) aus folgendem Lemma, [J

6.16 Lemma Fir einen beliebigen Ring R und Ideale I, Je R gilt
1) n c;
2) mIn C,

it

€15 = Cray» TNT; = Tpp= Tp,g.
By = mInJ’ 'E’I" ¥ "’IJ =

Frnge

Bewexs 1) Wegen ' AIJ < A(InJ) c AInAT fur A € Mod-R g11t der

Teil von 1) AuBerdem ist | Cryc €7 € €A T Wegen ASpIaLT T AeL1g
falls AI. = 4, folgt ‘dann der erste Te11. 2) gilt analog. 0

zwelte

sind R und - S 3hnliéhe Ringe; s0 éiistiert bekanﬂt11ch nach Morita
ein- generalisierter Matrizenring A(MR) fir einen Progenerator MR mit §
= End(MR) "In diesem Fall gilt Bi(Tp) = Bi(Hp) = Bl(TS) = Bi(Hg).

Umgekehrt folgt hieraus mit 6.14 die Aquivalenz Mod-R ¥ Mod-S. 1In der

Literatur sind oft die Aquivalenzaussagen von Morita auf Aussagen iber die

Aquivalenz von Unterkategorien von Mod-R  und Mod-§ verallgemeinert

worden. Diese Verallgemeinerungen lassen sich im Prinzip auf die Frage nach

der Existenz eines generalisierten Matrizenringes A zuriickfihren, fir den

die Bilder zweier Funktoren aus {TR.HR.TS.HS} Ubereinstimmen, bzw. auf

die Untersuchung solcher Unterkategorien, deren Bilder (als vollen Unterka-

tegorien von Mod-A) durch zwei solcher Funktoren gleich sind. Diese sind

trivialerweise aquivalent. Wir haben
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A= (§ g)pc ein generalisierter Matrizenring. Sind

P, die zugehorigen

6.17 Lewma Sei
Uy, Uy zwei Funktoren aus {Tp,Hp.Tg,Hg} und Pj.
Vergiffunktoren. Dann  definiert jede volle Unterkategorie € «

Bi(U;)nBi(Uy) eine Aquivalenz zwischen P;(C) wund Py(c). O

Miller [28]., und Kato, Ohtake [21]
= NM

Wir geben hierzu ein Beispiel.
zeigten fur einen Morita-Komtext (R,M,N,S,p,0) mit den Spuridealen I
€ R, J=MNc$S die Aquivalenz der vollen Unterkategorien €; und <y

durch _@;N und _8gM bzw. von B; und DBj durch Homp(M,_) und

Homs(N._). Diese (vollen) Unterkategorien sind wegen 6.15 die Urbilder von

Bi(Tg)nBi(Tg) bzw. Bi(Hg)nBi(Hg) in Mod-R und Mod-S. Es gilt also

6.18 Folgerung Sei A = (ﬁ g)po ein generalisierter Matrizenring, I =
NM, J = MN. Dann definieren die Funktorpaare (_ORN._OSM) und
(Homp(M,_) ,Homg(N,_)) jeweils Aquivalenzen @y T g; wmd BT D O

6.19 Bemerkung Wir stellen dies in einen anderen Zusammenhang, als
Ansatz fUr eine allgemeinere Untersuchung. Wir beschranken uns aber der
Einfachheit halber auf Modulkategorien (vgl. auch Lambek [24], 1sbell
[17n.

1) Fur Funktoren G, F: Mod-R —+ Mod-S und einen funktoriellen

Homomorphismus ¢: F + G sei
Fix(9) = {A € Mod-R | ¢(A) ist ein Isomorphismus}.

Analog definiere Epi(¢$) bzw. Mono(®d) als die Klasse (volle Unterkatego-
rie) der Moduln A € Mod-R fur die ®(A) einen Epimorphismus bzw. einen
Monomorphismus ist. Es gilt Fix(¢) = Mod-R gemau danm, wenn ¢ ein
funktorieller Isomorphismus ist.

2) Gibt es far zwei Funktoren F: Mod-R + Mod-S, G: Mod-S - Mod-R

natiirliche Transformationen einerseits ¢: FG - IMod-s oder &3 lyog-s

FG und sndererseits $: GF + 1ly.4p oder 0: lyggq-p > GF (& Falle)

derart, daB je nach Situation gilt
a) (FO)(¢F) =1 und (UG)(GP)
b) (F)(F¥) =1 und (GD)(¥G)
¢) ¢F = F§ und G = §G,

dann definieren F und G eine Aquivalenz von Kategorien

1, d.h. (G,F) ist Adjunktion.
1, d.h. (F,G) ist Adjunktion,
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Fiz(9) = Fix(4).

Dabei . L. Lo .
abel  garantliert die jeweilige Bedingung a)-c), daB die Einschrankungen de
F . . . . '
unktoren wohldefiniert sind. Dies gilt fur beliebigen Kategorien
3) Ein Spezialfall hiervon ist gegeben fur

Matrizenring A =

jeden generalisierter

RN . .
(y S)po‘ d.h. es gibt zwei (RyS)-Adjunktionen (F,G),

(F1,G . . . .
+G') gegeben jeweils durch die Bimoduln N bzw. M und die funktoriel-

len Homomorphismen o '
1¢ F'F -+, @z: FF' + 1 (mit den Definitionen vor

6.10). . s e -
) Dadurch sind die ubrigen naturlichen Transformationen At 8! 8
) i . ) . ) 1? 1* i
2 eindeutig bestimmt, Es gelten fur Cl = BiTRnBiT C '
s» b2 %

BiHpnBi = Bi i i i
RNBilg, Cq BiTgnBiHg, G, = BiHpnBiTg die Gleichungen

PR(Cy) = Fix(e)), P(Cy) = Fix(ei), Pg(cCy)

S Fix(ei), Po(C.) = Fix(8 ,
Ps(C1) = Fix(ay), 25(Cy) = Fix(eg), Pg(cy) R %40 © Fix(s,)

Fix(ﬂz). PS(C4) Fix(ﬂi).

"
n
1

Ersetzen wir in ¢ i i
1 baw. ¢, die Bildkategorien durch die von ihnen

generierten bzw. kogenerierten Klassen, dann gilt

Pp(Cy) = Mono(af), Pg(Cy) Mono(aj).

Wegen der Kommutativitat der Diagramme

A®gNegM — Homp(M,4)eM A —8f+ Homg(N,aeN)
a lsy o
A Homg (N, Homg (M,A) ),

gilt Epi(e;) < Epi(8;), Epila,) ¢ Epi( .
] 8 R
Mono(“i) < Mono(aé). 2l 2 pi(8,) sowie Mono(ai) IS Mono(si),

D . . -
er Vollstandigkeit halber geben wir in diesem Zusammenhang ei
eine

Verallgemeinerung von Proposition 1 von Muller [28]

6.20 Lemma Fir einen Bimodul

Mp  seie = =
und ¢ = R°R moF = %M, G = Homp(Mp,. )

@p: ur ei i
. lep: F + lMod-R fur einen Bimodulhomomorphismus p: M+ R
sel I = Bip das Spurideal und '] .
Transformation. Dann gilt

1) Epi(¢9) ist

kleiner Homomorphismen.

Weiter
tlygg-r * G die zu ¢ adjungierte

eine Torsionsklasse in Mod-R abgeschlossen bzgl

2) Mono(#) ist eine hereditire Torsionsklasse. Ist auBerdem IRe(p) =
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‘i i i ori tientenkategorie und es gilt
Ke(p) = 0, dann'ist Fix(4) die zugehorige Quoti

Epi(¢) = 'EI. Fix(¢$) = CI. Mono () = EIQ Fix(¢) = mI'

ist rechtsexakt und erhalt direkte Summen. So ist Fix($)
f: P+ A ein kleiner Epimorphismus, A €

Beweis 1) F
eine Torsionsklasse. Ist nun
Epi(d), so betrachte die kommutativen Diagramme

Fp KL Fa FA -192+ AepT
oce)) o) o]

Nach Annahme ist £¢(P) surjektiv, so auch ¢(P) wegen dercslziéhei:ev::
f. Also P ¢ Epi(d). Gilt nun IKe(p) = 0, so ist 1®  bijektiv g
= Epi(¢) = Ty, Fix(¢) = €;.

::i::;p)i;to. Hii:?@) peine torsionsfreie Klasse abgeschlossen bz::. -gr:;er
Monomorphismen, also hereditar, und, falls Ke(p)I = 0, Mono( . 1; we;;
Fix(¢) = ;. Ist dies der Fall, so ist A ¢ Fj genau d?:;ld:; =a o. o
E ¢ Fy fur die injektive Hille E von Ag. We%en Extp Y ,b oo e
dies genau dann der Fall, wenn E € ;. Unter dieser Annahme be

Diagramm mit exakten Zeilen

b

0+ GA + GE + G(E/A) ~ 0 .

. . F..
Durch das Schlangenlemma ist ((A) genau dann surjektiv, wenn E/A ¢ Fy

Es gilt also A€ By <=> A, E/A e F;. [

. 14 bzw 6.13 erhalten wir unmittelbar f°1gende AUSSagen
Aus 6.15 und 6. .

n Fall da Surlektl ist. Ist ¢ eine belleblge Klasse von
fur de » -4 v
Moduln so schreiben wir Gen(c) bzw. KOg(c) fur die von c generierten

bzw. kogenerierten Klassen (vollen Unterkategorien).

i i isi Matrizenring, I = NM,
6.2]1 Satz Sei A = (ﬁ g)po' ein generalisierter

J = MN. Dann sind aquivalent

1) o ist surjektiv ‘ fny
2) Fir jeden A-Rechtsmodul (4,B)TB jst g bijektiv, d.h. i(Tg

Mod-A
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3) Bi(Tg) < Gen(Bi(Tg)) bzw. Bi(Tg) < Bi(Ty)
4) Fir jeden A-Rechtsmodul (4,B)f8 ¢ I bijektiv, d.h. Bi(Hp) :
Mod-A
5) Bi(Hg) < Kog(Bi(Hp)) bazw. Bi(Hg) c Bi(Hp)
6) Fir jeden S-Rechtsmodul B gilt Vy(B) = V(Bg) = V(B:J)
7) Mod-A T Mod-R durch die Adjunktion (TgsPg)  bzw. (Pp.Hg)
8) A~ AMp)  und Mg ist endlich erzeugt projektiv
9) A ~ A(RN)  und RN ist endlich erzeugt pProjektiv
10) M = MI ynd sM bzw. Ng ist ein Generator
In diesem Fall ist die natirliche Abbildung T,

R > Hp ein funktorieller
Isomorphismus, d.h, Bi(Tg) = Bi(Hp).

Beweis Die Aquivalenz 1) bis 7) folgt unmmittelbar aus 6.14, 6.15

sowie der Zusatz. §) => s 9) =>1) folgen aus 5.6 und 3.8 angewendet

auf  (M,8) baw. (§). Aus 1) folgt durch 4) a ~ Mig) und  (M,8) T Tp(w)
ist mit 2) endlich erzeugt projektiv, so auch Mp mit 7) bzw. 3.5 und 3.6.
So gilt 1) =>8), 9). 1) => 10) ist klar, Mit 10) ist oM = MI = gy
Generator, also § = J§ = gJ, So gilt 10) => 1), @

ein

Offensichtlich verallgemeinert djes die bekannte Aussage Mod-R =

Mod-Mn(R) fir eine natirliche Zahl B. Die Aussagen in [33] Uber die
homologische Dimension von Moduln tiber A im Fall

o  surjektiv, 3.B,
rh-~dim R = rh-dim A, p-dimA(A,B)fg = p-dimpA

sind dann wohl klar,

6.22 Bemerkung In [23] untersuchte J. Kraemer solche Ringe R mit
sPr ¥ gHomg(P*,8) und P* = Homp(PsR)s 8 = End(pp) fiir
erzeugten projektiven Modul

jeden endlich

Pp. Fir einen endlich erzeugten projektiven
Modul Pp sind Hquivalent

1) Es gibt ein Isomorphismus sPg ¥ sHoms(P*.S)
2) Die natiirliche Abbildung P » Homs(P*.S) ist bijektiv

3) Die natirliche Abbildung P -+ Homp(I,P) ist bijektiv, I = p*p,

Die Aquivalenz 2)<=>3) jigt klar nach 6.21., 2)=>1) wurde in

[23] gezeigt.
Es gilt allgemeiner

6.23 Folgerung Sei & = (ﬁ g)po » I =NM, J=MN, und sei (a,8)%8

ein A-Rechtsmodul und F: B » HomR(M.A) bijektiv. Dann sind dquivalent

1) Ag ¥ Homg(N,B) (beliebig) und B ¢ B; (d.h. B Homg(J.B))
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2) g: A ~ Homg(N,B) ist bijektiv S
3) Die natiirliche Abbildung A + Homp(I,B) ist bije .

is Mit 1) gilt  (A,B)f8 T (Homg(N,B),Homp(M,Homg(N,B)) =
Beweis Mi

» . . ) - 3) = 1)
3

(Homs(N’B).B) € Bl(Hs) Also ist g bijektiv nach 6.15 2 > >

8e1ten glelchfalls nach 6.15. D

lisi

g ge

Im allgemeinen erweist sich die Untersuchun von nera sierten
gem

Matrizenringen als ein 1 r g 1 ng
effektives Wetkzeug fur die Ve allgemeineru von
4

kan u i ingen
ielen bekannten Aussagen zu Moduln uber Endomorphismenringen,
viele

P } k . 18p el
von endlich etzeugten rojektiven Moduln und Generatoren Zum Beispi

insbesondere

lassen sich aus den oben erwahnten Aqu:l.valenzen viele der Ergebnisse von
g

6 42,41 u n v VO nkategorien
[25 2 2 ] ber Torsionstheorie und Aqu1 alenzen n Quot:l.ente 4
L] [ 1]

folgern. Andererseits 1st es moglich viele solcher Aus agen mittels
8
lg T 8

4
g £ £ 1 T h g
enerallsi erter Matrizenringe au. die Untersuchun von endlich erzeugten

i u i .21
projektiven Moduln zuriuickzufuhren. Es gilt aus 6.2

6 .24 Bemerkung . -
1) Ist R ein beliebiger Ring und e € R ein Idempotent,

~ Re
Mod-R ¥ Mod~(of (RS-

e fR = (RN d-A
2) Insbesondere gilt fur A = (y S)po M? . ®
A(U,) und U = (R N) endlich erzeugt projektiv. Weiter g
A

0

dann gilt

(AT -
Mod-(§ ) mit (§ P
R = End(U,).

[}

eine Aussage uber den Zusammenhang in 6.10 von
Dies berichtigt

Zum Schlu8 geben wir i e
Adjunktionstripeln und generalisiertem Matrizenringen.

Theorem 2.3 von Cohn [3].
u iebi i d S sind aquivalent
6.25 Satz Fur beliebige Ringe R un ' . (R N) .
1) Es gibt einen generalisierten Matrizenring (y g por o
) E ibt einen Ring T und jeweils (R,T)- und (S,T)-Adj
2 s gi ¢ -
i = PT -s
tionstripel (Tg,Pp,Hg) und (Tp.Pp,Hp) mit PpTp = ly 4.ps PgTg Mod
= M,
fur die Adjunktionen und PSTR(R) = N, PRTS(S)

=> ki U =
Beweis 1) 2) folgt aus 6.10. Gelte umgekehrt 2). Dann setze RUT :
ew

TR(R) So sind TR' PR’ HR naturlich aquiv

. *
z = Homgp(U™,_)
Tx z _®gU, Py Homp(U,.)» By r{U™ s
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mit U* = Homp(U,T) wund R T Endgp(R) = Endp(T)  auf natiirliche Weise nac}

Voraussetzung. Analog gilt dies fur (TS.PS.HS) und

einen Bimodul sV-
mit § ¥ Endp(v),

Dann ist nach 6.2 durch die Zusammensetzung
*
R U e,V

AMUp)eA(Vyg) =
) A (V) o s
ein generalisierter Matrizenring,

Mit der Voraussetzung und 6.2 folgt dann
die Behauptung, 0

PROJEKTIVE UND INJEKTIVE MODULN

3. Kapitel {ber projektive und injektive Moduln,

die von besonderen
Interesse sind,

6.26 Lemma Sei A = (ﬁ g)po" und seien Aps Bg Rechtsmoduln. Dann
gilt

1) Genau dann ist Ap  projektiv, wenn Tp(A) projektiv ist.

2) Genau dann ist Ap injektiv, wenn Hp(A) injektiv ist.
3) Genau dann ist h: Ap * A} ein korationaler (kleiner) Epimorphis-

mus, wenn Tp(h) ebenfalls ein korationaler (kleiner

) Epimorphismus ist,
4) Genau dann ist h: Ap + Ay

ein rationaler (groSer) Monomorphismus,
wenn Hp(h) ebenfalls ein rationaler (grofier) Monomorphismus ist,

Beweis Gilt im wesentlichen nach 3.7 und 3.10. 1st nun  h: A -+ A' ejpn

Epimorphismus und sind U c Reh, Vv c Ke(he])

Homp(T(A). (Re(h)/U,Ke(hol)/v)) = Homp (4,Ke(h)/U).
folgt analog. [I

Untermoduln. §o gilt
So gilt auch 3), 4)

827 Folgerung sei A = (R S0 und seien ¢ = (a,3)f8, ¢r =

(ar,n)f's’ A-Rechtsmoduln. Danp gilt
1) Ist gt A'epN » B! surjektiv, dann ist (h,k): ¢ » c*
ein korationaler (kleiner) Epimorphismus, wenn h: 4 - At

(kleiner) Epimorphismus und 8% ASpN > B

genau dann
ein korationaler
surjektiv ist,

2) 1st g! surjektiv, dann ist ¢ genau dann eine Projektive Hulle

und g bijektiv ist,
injektiv, dann ist (hyk): c » ¢! genau dann

Phismus, wenn h: A - A  ein rationaler

von G', wemn A eine Projektive Hiille von Al
3) Ist f: B~ Homp (M,A)

ein rationaler (grofer) Monomor
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(groer) Honémonphismus und I*: B' + Homp(M,A') injektiv ist.

4) Ist T injektiv, dann ist C' genau dann eine injektive Hille
(eine maximale rationale Erweiterung) von C, wenn A' eine injektive
Hille (eine maximale rationale Erweiterung) von A und ' bijek;iv ist.

Entsprechend gelten die symmetrischen und die kombinierten Aussagen. Bei-
spielsweise gilt
5) Sind f', g' surjektiv dann sind dquivalent

a) C ist eine projektive Hille von C'

b) A ist eine projektive Hille von A!' und g: A®;N = B
c) B ist eine projektive Hulle von B' und £: BegM EW
6) Sind ¥, g injektiv dann sind 3quivalent
a) C' ist eine injektive Hille von C
b) A' ist eine injektive Hiille von 4 und F': B' ¥ Homy(M,A)
¢) B! ist eine injektive Hille von B und g': A' ¥ Homg(N,B).

g' surjektiv und C -+ C' ein kleiner Epimorphismus, so
So gilt die Behauptung nach 3.11 fur

Beweis 1) Ist
ist g surjektiv wegen 6.15 und 6.20.
kleine Epimorphismen. Analog folgt die Behauptung im korationmalen Fall nach
6.26 und 6.l11 zusammen mit der Tatsache (dies zeigt man leicht), daB eine

Komposition ¢% von Epimorphismen genau dann korational ist, wenn ¢ und

¥ korational sind.

2) <= gilt nach 3.12. => gilt nach 1) und 3.8.
3) folgt analog, sowie auch 4) im Fall der injektiven Hillen. Wegen 6.27
ist nur die univalenz der Maximalitat fur rationale Erweiterungen zu
zeigen, Ist aber A' eine maximale rationale Erweiterung, und ist H(A') +
(A" ,B") eine rationale Erweiterung, dann auch (A",B') + H(A") wegen 3).
Also ist A' ¥ A" und die Komposition H(A') -+ (A",B") - H(A") ist
bijektiv. Damit H(A') = (A",B"). Die Umkehrung gilt analog mit 3) und
6.11.

5) und 6) sind klar. O

6.28 Folgerung Sei A = (ﬁ g)po" und sei A ein R-Rechtsmodul
1) Folgende Aussagen sind aquivalent
a) P ist eine (endlich erzeugte) projektive Hiille von Ap und
ANM = A, .
b) P@;N ist eine (endlich erzeugte) projektive Hiille von AN und
POyN@.M = P auf natiirliche Weise
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2) Folgende Aussagen sind aquivalent
a) Qg ist eine (endlich koerzeugte) injektive Hiille vor Ap un
1,(m0) = 0 *
b) HomR(M.Q) ist eine (endlich koerzeugte) injektive Hiille vor
Homp (M,A) und Q S Homg(N,Homp(M,Q)) auf natiirliche Weise., [1

Beweis Folgt aus 6.27 mit 3.4, [J

6.29 Folgerung Sei i iebi i
S g ‘g ei R R ;in beliebiger Ring, Mp  endlich erzeugt
Projektiv und sei A(Mp) = (g der Dualitatsring
1) My ist injektiv und IM(M*) =0 (d.h. IM(M*M) = 0) genau damn
»
wenn S rechts selbstinjektiv ist und es gibt einen Isomorphismus oM, =
Homg (M*,§)p. o
) 2) Fur ein Rechtsideal Jc§s ist Up genau dann eine injektive
* . .. "
Hulle von §/J, wenmn Homg(M™,U) eine injektive Hulle von M/K ist, wobei
K = 1y(J:N). Strenger gilt '
3) Fur einen A(MR)-Rechtsmodul (4,B)f8 gei VR eine injektive Hille
von . A/1,(N) und Ug eine injektive Hulle von Bg. Damn gilt uy ¥
Homp(M,V), v = HomS(M*.U).

Beweis 1) Fur ' <= ! *) =
} Fur < folgt 1,(M™) =0 ~aus 6.23. Dann folgt die
Behauptung aus 2). 2) ist ein Spezialfall von 3). 3) folgt aus 6.28 0

In [23] Lemma 1.4 zeigpt : E * Y
_ : ‘ eigte J.Kraemer sMp = SHoms(M .S)R fur einen
albeinfachen Ring und einen endlich erzeugten Modul Mp. Dies ist ein
Spezialfall von 1). Auch wurde 2) '=>' in [23] Satz 1.6 fir J = Ra(8)
unter der Voraussetzung gezeigt, daB R/Ra(R) halbeinfach ist. Dies ist

Gberfliissig (vgl. auch 8.7).

Wir schliessen hier dije Betrachtung von projektiven und injektiven
Moduln mit einer Bemerkung fur den Fall, daB ein generalisierter Matrizen-
ring A = (ﬁ g)po' semiperfekt ist. Dies ist bekanntlich genau dann der
Fall, wenn R und § semiperfekt sind (Fir entsprechende Aussagen fur

injektive Moduln siehe 7.13). 1In diesem Fall gilt

6.30 Bemerk i = (RN i
s rkung Sei A = Gy S)DO' semiperfekt, und sei (A,B)fg ein
echtsmodul. Dann ist (4,B)f8 genau dann projektiv, wenn gilt (A,B)f8
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Z Tp(P)®Tg(Q) fiir projektive Moduln Py und Qg.

Beweis Wahle Idempotente €js...se; € Ry f1sc.esfy € S derart, daB
fefssccelof]sec fl} mit ef = (gt 8). £L = (g %j) eine Basis-Menge von
primitiven Idempotenten bildet. Dann- hat (43B)f® eine Darstellung der

Form

(4,8)8 = efalT)e. . 0eznTndee a1 )e. . or1alTn)

(1)) . (1 3 ~ (35 .
Wegen e{l\( )E(eia.eiu) i) = Tp(e;R 1)) und £3A 1 F (£M,£58) 1T S

Ts(ij iy folgt hieraus die Behauptung. [

EINBETTUNG RxgM + (3H)eg s

Im allgemeinen ist nicht jede semitriviale Erwveiterung RxyM ein

generalisierter Matrizenring. Sei z.B. K ein Korper, R = M = K, und sei

¢ die gewobnliche Multiplikation. Jede semitriviale Erweiterung l1aBt sich

aber mittels der Abbilduné »

RxgM > (B Mgpr  (om)w E D)
in éinéh generalisiertén'Matfizenriﬁé einbetten. Der zugehBriéé Veigiﬁfbhkl
tor/iét dann : 4
| s Mo Brgg + Mod-Rxg

mit  L((4,B)8) = (aeB,(35)), w(ni) = mek. B R

6.31 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiteruﬁg. Dann definiert
. - _(R M
A: Mod-RxgH + Mod-(y glg¢

mit ACA,f) = (A,A)Ef und A(h) = (h,h) eimen treuen exakten Funktor.

Weiter sind 11 und A zueinander links- und rechtsadjungiert.

Beweis 4 wird vom Diagonalfunktor Mod-R -+ Mod-RxR induziert. ;
Umgekehrt ist L. genau die Einschrankung des zum Diagonalfunktor adjun-
gierten Koproduktes bzw. Produktes, Entsprechend werden die Adjunk-

tionsisomorphismen induziert. [
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6.32 Bemerkung Sei RX¢M eine sewitriviale Erveiterung
1) Fur die Funktortripel (T,P,H) und (Tg.PysHR) gelten folgende
Beziehungen

11TR =T, Ppd = P, LHp = H .

Insbesondere ist ((r.m),(r',m')) » (; ?:) ein Isomorphismus

a(RxgM) = (F Myoy
von RX¢H-(§§)¢¢-Bimoduln.
2)Fir eine direkte Summe A®B  von R-Moduln seien Pp» Pp die

Projektionen und 1ps g die Injektionen. Die zur Adjunktion (4A,L1)
gehorigen universellen Abbildungen

flr entsprechende Moduln (a,B)f8 ¢ Mod-A, (A,f) € Mod-RxgM sind dann auf
die ubliche Weise durch die Projektionen e = (pA.pB) und die Diagonalab-
bildung n = (14,1,) gegeben. Analog sind fir die Adjunktion (1L,A) = die
natiirlichen Abbildungen

e't LAGALE) > (A£),  n':-(A,B)EE + aLi(a,B)fE
durch'die ;pjektionen o' "= (1p.1p)  und - die Faltungsabbildung e' =
(lA'lA) ) gegében. T : : ' 7 w
3) Fur jeden gf¢M7Rechtsmodul ist mit @ = (lA.-lA) die Folge
0+ (A,-£) 2 (a04,(3f)) =1+ (a,£) » 0
exakt in Mdd-RX$M (vgl. 1.19) und mit @' = (IB.lA) ist die Folge
0 + (B,4)8F Ly (rep,408)** €1 (4,3)8 4

exakt zerfallend fir jeden Rx¢M-Rechtsmodul (A.B)fg. Also gilt imsbeson~
dere Au(a,B)f8 = (a,B)f8e(p,a)8f,

4) Offensichtlich definiert (A,B)f8 » (3,4)8f cjne univalenz Mod-A T

Mod-A,

Sei nun fur einen beliebigen Ring S und eine Untergruppe G c Aut(S)

der Fixring
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. 86 = {s € 5] g(s) = s fiir alle g € G}.

Eine Ringerweiterung S/R heiBt eine Galois-Erweiterung uber G (Miyashita
[261), wenn R = 5S¢ und es Elemente SpseveaBys tlaeesnty €5 gibt  mit
Z; s;g(t;) = Bygs wobei 8y das Kronecker-Symbol bezeichnet. Ist S/R
eine Galois-Erweiterung, dann ist S/R insbesondere eine Frobenius-Erweite-

rung (Miyashita [26]) und eine separable Erweiterung (Hirata,Sugano [14]).

Betrachte im folgenden RX¢M mittels des gegebenen Ringmonomorphismus
als einen Unterring von A = (§§)¢¢. Nach 6.32 2) ist dann bereits A

eine separable Erweiterung von RxgM. Strenger gilt

6.33 Satz Sei RxgM einme semitriviale Erweiterung, A = (§§)¢¢ der
zugehOrige generalisierte Matrizenring. Dann ist A/Rx¢M eine Galois-Er-
weiterung uUber G = <o> < Aut(A), wobei o: A+ A durch o(;ﬁ) = (g?)

gegeben ist. Insbesondere ist A/RX¢M eine separable Erweiterung.

Beweis Es gilt offensichtlich AG = RxgM. Weiter definierem s8; = tj =
(68). Bg = tg = (8?) Elemente in A derart, da gilt z. sig(ti) = Blg'
0

Fir einen A-Rechtsmodul (A,B)f8 gelten dann die bekannten Gleichungen
fur die homologische Dimension bei Frobenius-Erweiterungen und Galois-Erwei-

terungen. Insbesondere

6.34 Folgerung Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, A = (§§)¢¢
und sei (A.B)fg ein A-Rechtsmodul. Dann gilt

p-dimp, (a,p)f8

s-dim,(A,B) T8 = s-dimg, ,(4,B)EE

i-dimy(A,B)f8 = i-dimp, ,(4,B)%8
rh-dim A £ rh-dim RxgM.

p-dim,(A,B)f8

"

Folgerung 6.35 antwortet gleichzeitig auf eine Frage von Palmer [33,

Problem 4].

6.35 Folgerung Sei RxyM eine semitriviale Erweiterung, A = (ﬁ %)¢¢
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und sei H = <p,0> c Aut{A) die durch pr A+ A, (I Dy (I-Dy 4
ArA (L) (8 T) erzeugte Untergruppe. Setze mGs= <o¢_: Hf

1) Es giit AH = RxyN, wobei N = {m ¢ M| 2m = 0}
und 2 Ne&N + R von ¢ induziert wird. TIst also

gilt m =0 falls 2m = 0, dann AH = R.

[ed

ein R-Bimodul ist

M 2-torsiomsfrei, d.h.

2) 1st 2 ¢ R invertierbar, dann ist A = RX¢M ein direkter Summanc

in A als RxyM-Bimodul, und fir j
jeden RxgM-Rechtsmodul gilt (aea,(2f)) =
(A.£)e(A,-£). o : ( 5o

3) Es gilt dann insbesondere, falls 2 ¢ R invertierbar ist,
rh-dim RxgM = rh-dim A,

Ist auBerdem ¢ surjektiv, dann ist A/R eine separable
rung, und es gilt Mod-A = Mod-R,

Frobeniuserweite-
rh-dim A = rh-dim RX¢M = rh-dim R.

. Bewex: Es ist klar 1). Sei t das Inverse zu 2 in R. So definiert
r+s m+n
()™ (zin p+g)t das Inverse zur Inklusionsabbildung und a » (a,a)t das

T ' i
nverse zu e' (6.32 2)). Also ist A/RX¢M eine ausgezeichnete Frobenjus-

erwelterung;f Mit [18] bzw. wegen p-dim(A,f) = p-dim(AGA'(gg)) =
-d- bod -
i im,(A,A) nach 6.34 fur jeden RxgM~Rechtsmodul (A,f) gilt dann rh-dim
N iy . .

¢M < rh-dim A, Mit 6.34 gilt Gleichheit. 3) ist klar wegen Mod-R T

Mod-A nach 6.21 bzw nach 5.14. [
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. . - ) Ay . h r
Im folgenden machen wir einen Vergleich einiger mgdultheoretlsc e
m I3 . . . Rx
Ei schaften von Moduln (A,f) uber einer semitriviale Erweiterung ¢M
igen

. ) q
ini i i i schaften zwischen RXgM un
und  Ap, sowie einiger ringtheoretischer Eigen

j i i lisierte
R Insbesondere untersuchen wir jene Eigenschaften fur genera

Matrizenringe.

. . R inne
Im folgenden bezeichne K-dim die Krull-Dimension von Moduln im Sin

s . snge
Gordon, Robson [12]. Fir einen beliebigen Modul endlicher Lang
von »

bezeichne weiter La(A) die Lange von A.

. . . RXaM-
7.1 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein M

Rechtsmodul. ‘
1) (A,f) ist genau dann endlich erzeugt, wenn (A/A'M)p endlich
i
i Ur ei i ten Untermodul A' < Ag.
erzeugt ist fur einen endlich erzeug i

2) (A.f) 1ist genau dann noethersch, bzw. artinsch, bzw,

Lange, wenn Ap noethersch, bzw. artinsch, bzw. endlicher Lange ist.
L ]

3) Es gilt K-dimnx¢M(A.f) = K-dimRA. falls eine der beiden Seiten
existiert.

. o
Beweis 1) Sei &j....,a; ein erzeugendes System von (A, £) und- )
Dann ist A/A'M = Z; 3;R., Sind umgekehrt jeweils ajs...,3a; un

S fir A' c Ap, damn gilt

L} At

a{s...s8} erzeugende Systeme von A/A'M und .
a = i 8irj
bildet dann ein erzeugen-

+2. alm: =
fir ein beliebiges Element a € A i almg

’ i , d at
Z; a;(r;»0)+a}(0,m;). Die Menge der a; und a}
des System von (A,f).

2) Sei zunachst (A,f) noethersch und A; € Ay c ... ' )
Jeder Untermodul erzeugt einen Untermodu

von (A.f). Nach
2tAOM < ... und
i, so da AjtA M =
existiert dann ein

a e Aj. Dann

eine aufsteigende

Kette von R-Untermoduln von A,
A;+A:M < (A,f) und induziert einen Untermodul A;nA;M
Bkt §
Voraussetzung sind die aufsteigenden Ketten Aj+Aj1M < A
iona ibt es ein
A nA\M € AnAM € ... stat:onar. élso §1 .
A+AM und ANA;M = AnA:M fur j 2i. Fur ace j

17] 3] .
b € A; mit atb ¢ A;M. Hieraus folgt at+b € A;nA;M. Also

- 92 -
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ist Ap noethersch. Sei andererseits Ap noethersch. Da jeder Untermodul
A < (A,f) gleichzeitig R-Untermodul ist, folgt daB, (A,f) noethersch
ist. Der Beweis fur die Xquivalenz im artinschen Fall folgt analog.

3) Wir zeigen zunichst durch transfinite Induktion: Sind b € a Untermoduln
von  Ap, so daB Kdimp(ataM/b+bM) < a  und Kdimp(anaM/bnbM) < o, «
Ordinalzahl, dann KdimR(a/b) < a. Falls aber a = -1, folgt dies aus dem
Beweis von 2) im artinschen Fall. Seinun @ 20 und gz o by > by 2> ... >
b eine absteigende Kette von Untermoduln, Dann gilt fir fast alle i
Kdimp(bi+biM/b;,1+b; M) < o und Kdimp(b;nb;M/b;,1nb; M) < a. Daraus
folgt KdimRbi/bi+1 < a nach Induktionsvoraussetzung. Hieraus ergibt sich
Kdimpa/b < «.

Ist in der allgemeinen Behauptung eine der beiden Seiten -1 oder 0 d.h.
artinsch, dann gilt die Gleichung nach 2). Sei nun Kdimp, w(A,f) = a > ¢
und 81 2 ay; > ..., eine absteigende Kette von Untermoduln von Ap. Nach
Induktion wupnd dem oben Gezeigten ist dann KdimRai/ai+1 < a fUr fast alle
i, Also KdimpA < 'a. Sei umgekehrt KdimpA = o > 0. Da jede Rette von
Untermoduln von (4,f) eine Kette von Untermoduln von Ap  ist, folgt
wieder nach Induktion Kdime¢M(A.f) Sa. O

7.2 Folgerung (Vgl. [33]1). Sei Rx¢M eine semitriviale Erweiterung.
Dann gilt

1) RX¢M ist genau dann rechts noethersch, bzw, rechts artinmsch,
wenn R rechts noerthersch bzw. rechts artinsch ist und auBerdem Mp
endlich erzeugt ist.

2) FEs gilt Kdim Rx¢M = sup{Kdim R, Kdim Mp}s falls eine der beiden
Seiten existiert. Insbesondere gilt Kdim Rx¢M = Kdim R falls auBerdem Mp
endlich erzeugt ist., [J

7.3 Satz Sei RxyM eine semitriviale Erweiterung, (A,f) ein RxyM~
Rechtsmodul. Dann gilt

1) Folgende Aussagen sind dquivalent
a) (A,f) ist einfach.
b) Entweder ist Ap einfach oder La(Ag) = 2 mit A'nA'™ = ¢ und
A'™ Z 0 fuUr jeden echten Untermodul 0 % A' c Ag.
¢) Entweder ist Ap einfach oder La(Ag) = 2 mit A = A'eA'M und

lAv(l-mZ) = 0 fur eimen (jeden) einfachen Untermodul A' c Ap und jedes m
€ M,
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Insbesondere ist; dann AR halbeinfach und gilt entweder f 0 oder ist
surjektiv und ¥ injektiv.
2) Folgende Aussagen sind aquivalent
a) (A,f) ist halbeinfach. .
b) Ap ist halbeinfach und AM = AMM = A ®(A,+A,M), wobei A
Z{A' < Agl A'™ = A" ist einfach} und A, c Ag. ‘ N
= = )
c) Ap ist halbeinfach und AM = AMM = A 04, (Al wie
ur j i ' d € M.
IA'(I-mz) = 0 fur jeden einfachen Untermodul A' ¢ Ay und m
3) Gilt L&(A,f) = n, dann La(Ag) < 2n.

Beweis 1) ‘'a) =>b)': Ist (A,f) einfach, so ist entweder Kef = A,
also ist Ay einfach, oder Kef = 0. Ist T injektiv und %st 0'2 ? i Ap
ein echter Untermodul (falls Ap nicht einfach ist), dann ist A'nA'M = 0,
Also A'®A'M = A, Iusbesondere ist A} einfach.

'b) => c)': Gibt es einen echten Untermodul 0 % A' c A dann. é'oA'M = A:
Gilt a(1-m?) = 0 fir Elemente a € A', m € M, dann definiert 0 # B =
{(asam)r € Al r € R} einen echten Untermodul in A mit BM =“B.

'c) => a)': Ist Ap einfach, so ist (A,f) einfach. Sei La(Ag) =2 und
A' < A ein solcher Untermodul., Ist 0 % B c (A,f) ein echter Untermodul,
so existiert nach 1.17 ein Isomorphismus h: A' - A'M mit B i {(?.h(a))l a
€ A'}, Fur jede 0 Z a € A' ist A' = aR, A'M = aM, Istzfur e;n solches
a€A' n(a) =am, meM, dann (a,h(a))m = (am?,am) = (am?,h(am?)) € B.
Also a(l-m?) = 0. Widerspruch. .

2) t'a) =>Db)': Ap ist halbeinfach nach 1). Weiter gibt es ein Untermo?ul
A' ©¢ (A,f) mit (A,f) = AMGA'., Dann AM = AMM wegen A'M = O, E? gl%t
mun  AjM = A, So ist Ay € (A,f) ein Untermodul und es gibt ?:§
RxgM-Untermodul A, < AM c (A,f) mit AM = A;®A,. Hieraus folgt' b). .
=> ¢)' ist klar nach 1), denn fir jeden einfachen Untermodul A' c A, ist
nach b) A'®A'M c A, einfach (in Mod-RxgM). .

'c) => a)': Da Ap halbeinfach ist, gibt es ein Untermodul A' c Ap m:t A
= Kef®A'. Hieraus folgt AMnKef = 0 wegen AM = AMM = (ReF@A')MM = A'MM ¢
A'. Also ist T auf AM injektiv. Hieraus wiederum gilt AM®Ref = A.
Denn sei A = Kef®AMOA", So gilt A"™M c AMnKef = 0 wegen A"MM < AMaA" = 0.
Also A" c A"nRef = 0. Nun stimmen die R~ und RxgM-Untermoduln von  Kef
Uberein, so ist Kef halbeinfach als RxgM-Modul. Weiter ist Aj < (A,f)
halbeinfach nach 1). Ist Ay = 2 B; Summe von einfachen R-Untermoduln,

i eu :®B:M <
dann gilt BinB;M = 0 fUr jedes i, sonst B;  Aj. Nun erfiillt B;®Bj
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Ay+AoM  flr jedes i die Voraussetzungen von b) in 1).
Behauptung.

3) folgt aus 1), [

Hieraus folgt dji

7.4 Bemerkung Fir einen RxgM-Rechtsmodul (A,f) sind dquivalent
1) Ay ist halbeinfach und AM = AMM,
2) Ay ist halbeinfach und Flay ist injektiv.

3) Ay ist halbeinfach und es gilt A = ReFoAM,
Beweis Folgt aus dem Beweis von 7.32) 'e) => a)', [

7.5 Folgerung Sei Rx¢M  eine semitriviale Erwveiterung, I = MM
links-t-nilpotent, (A,f) ein RxgM-Rechtsmodul. Dann jist (A, £)
dann  einfach, bzw, halbeinfach, wenn Ap  einfach bzw.
und f = Q,

genau

halbeinfach ist,

Beweis Es gilt AM = AMI, Also AM = 0., So gilt die

Behauptung nach
7.3. O

7.6 Folgerung Sei Rx4M eine semitriviale Erweiterung und (A,f) ein

RxgM-Rechtsmodul. Hat 2 keine Torsion in AM (AM  ist
dann ist (A,£) genau dann halbeinfach, wenn Ag
AMM,

2-torsionsfrei),
halbeinfach ist und AM =

Beweis Es ist <=t zy zeigen. Sei also AMp = AMM  halbeinfach
AM = A10A2 mit A} wie in 7.3, 1Ist A' c A, ein

und
einfacher Untermodul,
dann ist A'®A'M entweder einfach in Mod—RX¢M, oder es gibt (da A'M
einfach) einen echten RxgM-Untermodul B = {(a,b(a))| a € A'} c AteatM fur
einen Isomorphismus h: A' - A'M. Analog definiert -h

Untermodul B' < A'®A'™, und es gilt A'eA'M = B®B' c 4y,

einen echten

Dies ist micht
moglich. Die Behauptung folgt damn mit 7.3, [J

Ist RX¢M halbeinfach, so ist mit 7.3 bzw. 3.7 R halbeinfach,
Umkehrung gilt genau dann, wenn Rx¢M/R

Die
eine halbeinfache Erweiterung ist,

d.h. wenn jeder RxyM-Rechtsmodul (4,f) (RX¢M.R)-pr0jektiv ist. Es

gilt
weiter
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7.7 Folgerumg (vgl. [33]) Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung,
I =MM,
1) Dann sind aquivalent
a) R ist halbeinfach und MI = M,
b) R ist halbeinfach und ¢ ist rechts bzw. links nicht entartet.
c) RxgM = Ry X(RyXgeM), wobei Ry, R, halbeinfache Ringe sind und
Ryx4eM eine semitriviale Erweiterung von R, mit ¢'  surjektiv ist.
Insbesondere ist Mp endlich erzeugt.
2) 1st RX¢M halbeinfach, dann gelten die Bedingungen von 1).

AwBerdem ist fUr jeden RxgM-Rechtsmodul (A,f) F surjektiv und f

injektiv.

3) 1st RxyM  halbeinfach und I < Ra(R) bzw. 1y(M) c M ist groB,
dann M = 0,

4) Gilt 1l)c) und ist RyX$1M/Ry eine halbeinfache Erweiterung im Sinne
von Hirata, Sugano [14], (z,B. falls 2 invertierbar ist in R,) bzw. hat
R2X¢'M endliche homologische Dimension, dann ist RxgM halbeinfach.

5) Hat 2 keine Torsion in M, damn ist Rx¢M genau dann halbeinfach,

wenn die Bedingungen in 1) gelten.

Beweis 1) gilt aus 7.4, Dabei ist Ry = 1p(M), Ry = I und 1u(M) =
0, also RiM = 0. Der erste Teil vom 2) folgt zunachst aus 7.3. AuBerdem
ist nach 2,2 fur jeden BRxgM-Rechtsmodul (A,f) die Abbildung (1,£): T(A) +
D(A) ein kleiner sowie (1,f): D(A) + H(A) ein groSer Homomorphismus. 3)

Gilt aus 2) und 1), &) ist klar aus der Vorbemerkung zu 7.7 und 5.14., 5):

folgt aus 7.6. [

7.8 Folgerung Sei A = (ﬁ g)po ein  generalisierter Matrizenring,
(4,B)£8 ein A-Rechtsmodul. Damn gilt
1) (A,B)f8 ist genau dann einfach, wenn eine der folgenden Bedingungen

gilt

a) Ay ist einfach und B = 0.

b) Bg ist einfach und A = 0.

¢) Ap ist einfach, 0 2 g surjektiv und ¥ injektiv.

d) Ag, Bg sind einfach und £ #0, g # 0.
Die Bedingungen c¢) und d) wie auch die zu ¢) symmetrischen Aussagen sind
aquivalent,

2) Folgende Aussagen sind Zquivalent
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a) (4,8)f8 ist nalbeinfach.

b) Ap, Bg sind halbeinfach und es gilt AN = BMN, BM = ANM.
¢) Ap, Bg sind halbeinfach und Elyys 8lpy sind injektiv.
d) Ap = Keg®BM, Bg = KeF®AN sind halbeinfach.

Beweis Dies folgt aus 7.3, da fur generalisierte Matrizenringe A =
immer gilt. [

7.9 Folgerung Sei A = (ﬁ g)po' und sei I = NM, J MN. Dann sinc

dquivalent

1) A ist halbeinfach.

2) R, 5 sind halbeinfach und es gilt MI = M, NJ = N,

3) R, S sind halbeinfach und es gilt 1y(N) = o, 1y(M) = 0.
Ist gM treu, dann auch

4) R ist halbeinfach und o surjektiv.

Beweis 1) <=> 2) <=> 3) ist klar. Ist & halbeinfach und M treu,
dann gilt mit 7.? bzw 7.4 § = 1g(M)®MN., Also ist o surjektiv. Umgekehrt
gilt 1) aus 4), wenn sM treu ist, da nach 6.21 Mod-R S Mod-A bzw., ist mit

. . - £ . .
6.21 jeder A-Rechtsmodul (A,B)1E 2y TR(A) isomorph, also projektiv nach
3.7. O

7.10 Folgerung Sei A = A(MR) der Dualitatsring von Mp. Dann sind
dquivalent
1) A ist halbeinfach

2) R ist halbeinfach und Mp endlich erzeugt. [

7.11 Lemma Sei A = (ﬁ g)pv » und sei A = ®; 4, fir R-Rechtsmoduln

Ai' Genau dann ist Qg eine injektive Hiulle von Aps wenn HR(Q) eine
injektive Hille von ©7 Hp(4;).

Beweis Es gilt @y HR(A;) = (@ A;,0/Homp(M.A;))8) wnd T st
injektiv. Nach 6.27 folgt die Behauptung., [] )

Wir konnen also die injektiven und die projektiven Hullen einfacher
Moduln ber A vollstandig mit Ausdriicken Uber R und S charakterisie-

ren.  Analoges gilt flr minimale Kogeneratoren. Eine Shnliche Teilaussage
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unter der Vorau;setzung A semiperfekt wurde in [23] gezeigt.

7.12 Satz Sei A = (% g)pO‘ ein beliebiger generalisierter Matrizen-
I = NM J = MN, und sei (A,B}f® ein einfacher A-Rechtsmodul.
»

ring, =
Dann gilt )
1) Seien jeweils Qp und Pg injektive Hullen von Ap und Bg. Dann
1s B # 0, injektive Hullen von
sind Hp(Q), falls A # 0, und Bg(P), falls N
(a,B) {8,

2) Genau dann hat (A,B)f8 eine projektive Hille, wenn Ay, falls A

i j i u . besitzt.
%0, bzw. Bg, falls B # 0, eine projektive Hulle Qp bzw. Pg )

- fg
jektive Hillen von (A,B)*E.
Dann sind Tp(Q) bzw. Tg(P) falls #0 projektive e .‘ .
3) Seien U = {A; € Mod-R| i € I} und V = {Bj € Mo j .
Representantensysteme fur die Klassen isomorpher einfacher Modu}n. AuSerdem
seien I, e I), Jpc gy Teilmengen derart, da8 4A;I =0, BjJ = 0 genau
dann gilt, wemn i € I,, j € Jy. Weiter sei. A;Nc EomR(M,Ai).r B:M c
Boms(N.Bj) Dann ist
V= (a4, i ¢ Ii}u{(BjM.B)IWj g Jz} o

’ ein Representantensysfem fir die Klasse einfacher isomorpher Moduln in

Mod=A, .

Dann‘ist ‘ - o
e, (o, Hp(1(4;)))0(8; Bg(1(8;))) & (OIZHR(IFAi)))0(jJ1H$(I§Bj)))

ein minimaler Kogenerator in Mod-A,

' = ¢ : = ®; I(4;),
5) Sei Ap = O I(Aj), Ay = Op T(Ay), By = &5 I(By). By = €,I(A; \\

Ist C, injektiv, dann gilt C, T Hp(A;)@Hg(B,) = Hp(4;)®Hg(B;),

Beweis 1) und 2) sind klar aus 7.8 und 6.27. Auch 3), denn fur jeden

. fg

A;y B:y i €1 jeJy sind (A[,A;8), (BjM.B) einfach. Ist (A,B)
i* ®j* 1° 1 o1 : Sy B T (M)

einfach mit A # 0, dann h: A = A; fur ein i € I. Aber N s

w - 3) =
= (A),A;N) durch die Einschrinkung von Hp(h). Ist A& = 0, danmn (A,B)

o i j JAl. 0
(O.Bj) fir ein j € Jy. 4) und 5) folgen aus 1), 3) und 7

7.13 Polgerung Sei A = (ﬁ g)po rechts artinsch, d.h. R, i sind
) - . 8 .
rechts artinsch und Mps Ng  endlich erzeugt, und sei (A,B) ein

~

P . . : fg
A-Rechtsmodul. Dann ist (A,B)f8 genau dann injektiv, wenn gilt (A,B)

' E (B.) injektive Hille . und Bi. “So gilt 1): [
4) Seien jeweils . I(A;) wund I(Bj) injektive Hullen von A} und’ B; 7 g - 0
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Hp(Q)®Hg(P) f£ir injektive Moduln Qg und Pg,
Beweis Folgt aus 7.12 und 7.11. [

Wir untersuchen nun die Frage, wann eine semitriviale Erweiterung qu
einfach ist.

7.14 Lemma Sei RX¢M eine semitriviale Erweiterung, M % 0, Dapn sir
dquivalent

1) RxyM ist ein Schiefkdrper.
2) My ist einfach, ¢ surjektiv und ml % 1 f£8r jedes m e M,
3) R ist ein Kirper, ¢ 2 0 und w2 # | fUr jedes m e M,

Beweis Die Aquivalenz von 2) und 3) ist klar nach 5.13. 1Ist RxgM  ei:
Kirper, so ist wegen Mz 0 ¢ surjektiv und My einfach. Wire n? = 1

so ware (l,m)(l,~m) = 0. Gelte nun umgekehrt 3) und (r,m) e RxgM, rs
1, a=(ms)2, b= (sm)2. Dann gilt bs = sa- und damit

(ram)s((1-a)"L,-ms(1-a)"1) = (1,0),
((l-b)'l.f(l-b)'lsm)g(r.m) (1,0).

, 7.15 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erveiterung, M # 0. Dann sind
dquivalent . '
BEY) Rx¢ﬁk ist einfach. i
© 2) Es gilt eine der folgenden Bedingungen
a) R ist einfach mit m? %] £gr jedes m ¢ M8 ung 4 2 g
b) RxgM £ (% g)to ist ein generalisierter Matrizenring mit T
einfach und o surjektiv.

In Fall a) gilt Ze(RxgH) = Ze(R)xyMR.

Beweis Gelte zunichst 1). Dann ist wegen MMOM c RxgM ¢ surjektiv,
Sei nun R einfach, Dann ist RMR einfach als Bimodul und es gilt a)

dhnlich wie in 7.3. Wir zeigen zusatzlich Ze(RxgM) = Ze(R)xMR, 3) folgt

~ dann auch mit 7.14. Die Inklusion Ze(Rx¢M) c ze(R)xMR  ist klar. Sei nun

(ram) ¢ Ze(R)x®. Dann ist M = mr, da Mg einfach ist. Fir ein

beliebiges Element (s,mt) e BRxgM gilt dann (r,m)(s,mt) = (sr+mtm,mtr+sm)
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= (s,mt)(r,m). Damit ist die umgekehrte Inklusion gezeigt.

a i d I # 0, dann ist (InMIM)®(MINIM) ein echtes
Enthalt R ein echtes Ideal » 8 RADIXALE UND SOCKEL

Ideal in RxgM. Also InMIM = 0 und MInIM = 0. Damit ist RxgM =
(ISMIM)@(MISIM), R = IGMIM. Wegen IMI+(MIM)M(MIM) c IMnMI = 0 wund 6.3
gilt BxgM T (hy i), . wobei t: INGMI + T und o: MIG;IN > MIM von ' Fir cine semitriviale Erveiterwg Rig  und oinen N
® induziert werden. Da jedes Ideal J c I auf dieselbe Weise ganz RxgM : (A,f) 138t sich leicht aus 7.3 zeigen, daB jeder maximale Untermodul A' «
erzeugt, ist glp einfach. Wegen 12 =1 sind damn t wd o surjektiv. (A,f) entweder maximal in Ap oder Durchschnitt zweier maximaler Untermo
Damit gilt b). duln von Ap. Also gilt Ra(Ag) < Ra(A,f). Aus 7.3 gilt weiter So(A,£) «
Gelte umgekehrt a) und sei A c Rx¢M ein echtes Ideal. Dann ist ¢ ) So(AR). Wir zeigen im folgenden strengere Resultate.
surjektiv. Nach 1.15 hat dann A Kern Null. Ist A # O, dann gibt es E
éinen R-R-Homomorphismus h: R - M mit A = {(r,h(r))| r € R}. Dies % 8.1 Satz Sei Rxg eine semitriviale Brveiterung,  und seien  (ag:
widerspricht aber (&@hmnlich wie in 7.3) der Voraussetzung. Damit ist RxgM H (beliebig), (A',£') = (BOC.(gg) Regi-Rechtomoduln, Weiter sei K -
einfach. Die Implikation b) => 1) folgt aus folgendem Satz. [ : Kern von Ra(A',f') und H die Hille von So(A',f') im der Zerlegung BeC.
Dann gilt

7.16 Satz Sei A = (ﬁ g)po' ein generalisierter Matrizenring, R % 0. E 1) Ra(AR)+1AM(Ra(AR):M) c Ra(A.£).
Damn sind dquivalent - 2) S0(AsE) © So(Ag)n(So(Ag)M+Ke) .

L) A st einfach 3 3) Ist g surjektiv, dann ist K = Ra(Bp)®(Ra(By):M).

)R st einfach und o surjekriv. . 4) Ist h injektiv, dann ist H = 50(Bp)®S0(By)M < So(Bg)®so(Cp).
In diesem Fall gilt Mod-R ¥ Hod-a. ; 5) Ist AMM  Ra(Ap), dann Ra(A.£) = D mit D/AM = Ra((A/aM)).

_— 6) Ist 1,(M) < Ay groB, dann So(A,f) = So(Ke(E)p).
Beweis Jedes Ideal 0 # I ¢ R erzeugt in A das Ideal (MI MIM)' So

folgt 2) aus 1). Umgekehrt ist Mod-A ¥ Mod-R nach 6.21, bzw. enthalt % Beweis 1) Sei A' ¢ (A,f) ein maximaler Untermodul, dann ist (a7a%)y
jedes Ideal (# 0) in A das Ideal (ﬁ gn) vegen Ly(N) =0, 1y() = 0. ; nach 7.3 entweder einfach oder A/A' = (AI/A')O(AZ/A') mit Ay, A < 4
0 H maximal und A' = AjnA,. S0 gilt Ra(Ap) © Ra(A,f)., Dies folgt auch
unmittelbar aus 3.11. Sei U = Lim(Ra{ag):M). Ist U ¢ Ra(A,f), damn

7.17 Folgerung Sei A = A(Mp) der Dualitatsring von Mg. Dann sind A'™U = A flr einen maximalen Untermodul A' c (A,f). Hieraus U c AM =

aquivalent

e

A'M+UM © A'. Widerspruch. Also Ra(Ap)+U c Ra(A,f).
2) folgt aus 7.3.

v

1) A ist einfach

Sh 0,

2) R ist einfach und My endlich erzeugt projektiv. : 3) Nach 1) gilt bereits die Inklusion '>', Ist umgekehrt I, © By maximal,

3) 8 ist einfach und Mp ein Generator. [ % dann ist 1,8(1,:M); der Kern in BOC eines maximalen Untermoduls A' ¢
: (A,f£). Denn ist I.9(I,:M) bereits maximal, dann ist dies gleich a'.
: Gibt es I_,®(I,:M) ¢ A' © (A,f) mit dem Kern I!€U! und der Hulle I'ey'
in B®C, s0 ist I, ¢ I' = B und hieraus U' = BM = C I, = I!. Wegen
1.16 gilt (Bec)/A' T (B/1,,h) als RXpM-Rechtsmoduln fiir geignetes h. Aber
(B/1,,h) ist nach 7.3 einfach. Also ist A' c (A,f) maximal. Nach 1.18
ist dann K < Ra(B)®(Ra(B):M).

- 101 -
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4) folgt dual zui3) mit 7.3.
5) Nach 3) ist fir jeden R/I-Rechtsmodul U Ra(U,0) = Ra(Up) und nach 1)

Ra(Ap)+AM < Ra(A,£). Weiter gilt Ra((A,f))/AM = Ra((A/AM,0)) = Ra((A/AM)y)
= D/AM. HWieraus folgt die Behauptung. .
6) Nach Voraussetzung gilt So(Ag) « 1,(M). Also So(Ap)M+Kef = Kef. Mit
2) also So(A,f) So(Ke(E)R) c So(A,f). O

8.1 5).,6) enthalten insbesondere allgemeiner die bekannten Ergebnisse
fur trivialen Erweiterungen und Dreiecksmatrizenringe (vgl. Kafch [19,
8.292], Goodearl [11, S.107-113]. 5) verallgemeinert Lemma 1) von [331.
Satz 8.1 3),4) gilt insbesondere fir (A,f) = T(B) bzw. (A,f) = H(B). In
8.2 wenden wir die Ergebnisse von 8.1 auf RX¢M an. Sind Ra(Rx¢H) und
So(RxgM) der Form 16U fiir ein Ideal I ¢ R und einen Untermo:ul Z =
gMgp» daon wird Ra(Rx¢H) und zum Teil auch So(Rx¢H) durch 8.2 vol sfan ig

charakterisiert.

8.2 Folgerung Sei Rx4M  eine semitriviale Erweiterung und seien K
der Kern von Ra(R*¢H) und H die Hiille von So(Rx¢H) (als Rechtsmodul).
Dann gilt :

"1) K = Ra(R)®1y(Ra(R):M) = Ra(R)®ry,(Ra(R):N),

2) Ist ¢ rechts nicht entartet, dann H = So(RR)OSo(RR)M.

3) Ist gM treu, dann H = So(Mp)M®S0(Mz) < So(Rg)®So(Mg). ‘

4) Ist MM < Ra(R), damn Ra(Rx¢M) Ra(R)®M, 1In diesem Fall gilt
8.1 5) fur jeden RX¢H-Rechtsmodu1. o o , -

" S) Ist I = MM rechts-t- nilpotent, dann gilt (als Rechtsmoduln)
So(RxgM) = So(13(2))@S0(ly(M)). In diesem Fall gilt 8.1 6) fir jeden
BRxgM~Rechtsmodul. [J

Wir geben fur die erste Gleichung einen direkten Beweis. Ist r €
Ra(R) und (A,f) einfacher RxyM-Rechtsmodul, dann gilt Ar = 0 nach 7.3.
Also (r,0) e Ra(RxgM). "Ist m e (Ra(R):M), dann gilt mM c Ra(R), So ist

nach 3.11 mMemR klein in RxgM. Also gilt (O,m) € Ra(RxgM). Insgesamt

gilt dann Ra(R)®(Ra(R):M) ¢ Ra(Rx¢M). Sei umgekehrt K = I, ®U, und r €
I,s so ist (1-r,0) invertierbar, also auch 1l-r € R, Hieraus folgt

I.8U, < Ra(R)®Ra(R):M).

8.3 Beispiel Im allgemeimen gilt nicht K = Ra(RxgM), wobei K den
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Rern von Ra(Rx¢M). Hierzu gab Palmer [33] ein Beispiel. Ist R=M =
ein Korper, also RxyM T R[X1/(x2-1), so gilt Ra(Rx¢M) 0 falls Char(k
Z 2, aber Ra(RxoM) = {(r,r)| r ¢ K} falls Char(K) = 2. Also ist Rxyt
ein lokaler Ring. Folgendes erlautert diesen Zusammenhang. 0

8.4 Lemma Sei RX¢M eine semitriviale Erwveiterung, und sej (A,£f) =
(Bec, (go)) ein RxgM-Rechtsmodul.  Ist 2 € R invertierbar bzw, ist jeder
einfache R-Rechtsmodul 2-torsionsfrei, dann sind Ra(A,f) und So(A,f) der
Form

Ra(A.£) = VeV, So(A.f) = U'eV! mir y, pr c Bgs V. V' .

Beweis Sei K der Kern von Ra(A.f) in B®C., Dann ist K nach 1.18
der Durchschnitt der Kerne in BeC der maximalen Untermoduln, Eg genugt
also zu zeigen, da8 jeder solche Kern ein Durchschnitt von maximalen
Untermoduln- in  (A,f) ist, Dazu sei A' ¢ (A,f) ein maximaler Untermodul
mit dem Kern 1,80, und der Hille 1oy in' B®C. Dann ist entweder bereits
Iey = = A oder I8U = A, Celte der letzte Fall. Dann ist nach 1,16 A/A' =
(I/1,,h') fur ein geeignetes k', Nach 1:15 ist  A'/(1,e0,) = {(a,a(a))| a
€ I/1,} = (I/1,,-h'). einfach (£8r ein ‘geeignetes g 1/1, + u/u,).
Definiere A" c (Af) durch AT/(1.00,) = {(as-aa))l a € I/I,}. Dann ist
A" wegen A/A" T (1/1,,-h') maximal und “A'nA" = 1,80, nach Voradssetzung.
Die Behauptung fir So(A,f) gilt analog. [J

8;5 Folgétﬁné Sei Rx¢ﬁ eine semitriviale Erweiteruﬁé. und seien
(4:£)  (beliebig), (A',f') = (BOC.(23)) RxgM-Rechtemoduln. Ist 2 ¢ g
invertierbar bzw. ist jeder einfache R-Rechtsmodul 2-torsionsfrei, dann
gilt

1) so(a,f) So(Az)n(So(Ap)M+ReE),

2) Ist g surjektiv, dann Ra(A',f') = Ra(BR)G(Ra(BR):M).

3) Ist R injektiv, damn So(A',f') = So(BR)OSo(BR)M.

4) Ra(RxgM) = Ra(R)®(Ra(R):M). :

5) So(RxgM) = (So(R)n(So(M)M+IR(M)))O(SO(M)n(So(R)M+1M(M))).

Beweis 1) folgt aus 3) durch den Monomorphismus (A,f) - B(A). 2), 3)
und 4) folgen aus 8.4 und 8.1, 5) folgt aus 1), [J
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i i isi Matrizenring

8.6 Folgerumg Sei A =(§ g)po ein generalisierter atr f ;

(A B)fg ein A-Rechtsmodul, Weiter bezeichne Ra und So das Radikal un
9

den Sockel fur Rechtsmoduln. Dann gilt

1) Ist g surjektiv, dann gilt Ra(4,B)f8 = (Ra(R).lB(Ra(A):M)).

2) sind f, g surjektiv, damn gilt Ra(A,B)E8 = (Ra(Ag).Ra(Bg)).

3) Insbesondere gilt (Vgl. Sands [39]) )
Ra(R) 1y(Ra(R):M) ~ Ra(R) ry(Ra(s) :M)

Ra(A) = (1H(RA(S) :N) Ra(S) rM(Ra(R) :N) Ra(s)

4) Ist T injektiv, danm gilt So(A,B)f8 = (So(A),S0(A)N).
5) sind ¥, g injektiv, danmn so(a,B)f8 = (so(Ag),S0(Bg)).
6) So(A,B)EB = (So(A)n(So(B)M+Keg),So(B)n(So(a)N+KeE)).
So(R)n(So(N)M+1p(N)  So(N)n(So(R)N+1y(¥)
So(M)n(So(8)M+1(N)  So(S)n(So(MIN+15(M)
Insbesondere gilt beispielsweise falls 1y(N) = 0, Iy(M) =0
So(R) So(R)N

So(S)M So(s)

7) so(Ay) = (

SO(AA) =

und falls gMs gl treu sind
So(N)M So(N)
So(M) So(MIN

SO(AA)

Beweis 1) bis 5) folgen aus 8.1, 6) folgt aus 4) durch den

Monomorphismus (A,B)f8 + Hp(A)®Hg(B). 7) folgt aus 4) und 6). O

Es gelten dann (vgl. Bemerkung nach 6.29) eine Reihe von Folgerungen.

Wir geben einige Beispiele hierfiir.

8.7 Folgerung Sei A = (§ g)po' mit o surjektiv, und sei (4,B)f8 ein
A-Rechtsmodul. Dann gilt auf natirliche Weise »

1) Ra(A,B)f8 = (Ra(Ag),Ra(Ap)N) T (Ra(Ag).Homg(M,Ra(Ag))).

2) S0(A,B)E8 = (So(Ag),So(AR)N) ¥ (So(Ap),Homg(M.50(Ag))).

Ra(R) Ra(R)N

3 Ra(n) = MRa(R) MRa(R)N "
So(R) 1y(So(R):M)
4 Soln) = ry(So(R):N)  (M:So(R):N)
5) 1st g injektiv, dann ist So(Bs) c© Bg grof genau dann, wenn

So(Ag) © Ay groB ist. ]
i i wenn
6) Ist f surjektiv, dann ist Ra(Bg) © Bg klein genau damm, :

B it s RS LA s st

4w B LAV L
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Ra(AR) < Ag klein ist, [

5) und 6) sind Spezialfille von 6.27. 1In [23] zeigte J. Kraemer 5
'=>' fir den Fall Ap = Homs(N.B) unter der Voraussetzung R/Ra(R

halbeinfach., Diese Voraussetzung ist nicht notwendig.

8.8 Folgerung Sei RxgM  eine semitriviale Erweiterung, A = (ﬁ:g)p(
ein generalisierter Matrizenring. Dann gilt
1) 1Ist Rx4M semiprimitiv, dann auch R und es gilt 1y(M) = ry(M) -
0. Falls 2 ¢ R invertierbar ist, bzw. falls jeder einfache R-Rechtsmodul
2-torsionsfrei ist, gilt dann auch die Umkehrung.
2) A ist genau dann semiprimitiv, wenn gilt
a) R, 3 sind semiprimitiv.
b) Ly (N) = 0, 14(M') =0, bzw. oyr(N) = 0, ry(Mt) = 0.
Folgt s = 0 aus NsM' = 0 fir s € S, dann heifit A S-treu. Ist dies
der Fall, dann ist die Bedingung 'S semiprimitiv' Uberflissig. [
3eveis 1) Folgt unmittelbar aus 8.2 und 8.5.
2) '=>' gilt aus 1). Die Umkehrung gilt analog mit 8.6. Ist A S-treu, so
gilt aus Ra(R) = 0 mit 8.6 NRa(S)M = 0. Also Ra(S) =0, [

8.9 Satz Sei BRxgM eine semitriviale Erweiterung, R = R/Ra(R), M =
M/(Ra(R):M). Dann sind Zquivalent
1)} RxgM ist lokal.
2) Es gilt eine der folgenden Bedingupgen
a) R ist lokal und MM c Ra(R).
b) R ist lokal, ¢ surjektiv und m2-1 £ Ra(R) fir jedes m e M,
¢) R ist lokal und §X5E T R[X1/(X2-1) mit Char(R) = 2.

° Beweis Sei RxgM 1lokal. Ist MM < Ra(R), d.h. MMEM c Ra(Rx¢M) S0
gilt a). Ist MM ¢ Ra(R), so ist ¢ surjektiv nach 8.1. Ist dann
Ra(Rx¢M) = Ra(R)®(Ra(R):M), so folgt b) nach 7.14. Andernfalls ist
Ra(Rx¢M) eine echte subdirekte Summe in RxgM, Fir r € R, r ¢ Ra(R) ist
dann auch (r,0) ¢ Ra(R*¢M), so ist (r,0) invertierbar, also auch r e R.
Damit ist K ein SchiefkSrper und My = M/(Ra(R):M) einfach. So ist nach
8.4 Char(R) = 2. Mit 1.17 gibt es einen R-B-Isomorphismus h: R + M mit
Ra(§x§ﬁ) = {(rsh(x))| r € R}, So gilt w® =1 ¢ R £ir m = h(l) e M.
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Insbesondere gilt Rx¢E T E[X1/(%2-1) nach 5.21.

Die Umkebrung im Fall a) ist klar wegen Ra(Rx¢M) = Ra(R)®M, Im Fall b)
gilt nach 7.14 wegen Ra(RxgM) = Ra(R)®(Ra(R):M). Gilt c), so ist R ein

Schiefkorper und RxgM/Ra(RxgHM) = R[X]/(X+1). Der Rest der Behauptung ist
klar., O -

8.10 Lemma Sei RxgpM eine semitriviale Erweiterung, I®U c RxgM  ein
Rechtsideal mit I ¢ R, U < M, Dann gilt

1) 16U ist nilpotent genau dann, wenn I © R nilpotent ist.

2) 1oy ist links-t-nilpotent genau damn, wenmn I c R links-t-

nilpotent ist.

Beweis 1) Ist I nilpotent mit Nilpotenzindex n, so gilt (IeU)! <
V26U wegen (18U c (I™U2)ey. Also gilt (I6U)2® = 0 wegen (u2ey)2® =
12meyu2® £ jede natirliche Zahl m. Die Umkehrung ist klar.

2) Sei Ip lioks-t-pilpotent und (A,f) ein RxgM-Rechtsmodul mit
(A,£)(16U) = (A,f)., Dann AI+AU = A, Somit gilt AU = A, da AI c A
klein ist. Hieraus A = AUI+AU2. Dann gilt A = AUI, da AUZ ¢ A  klein
ist. Dies impliziert A = AU = 0. Also ist I®U links-t-nilpotent. Die

Umkehrung ist klar. [0

Der Beweis von 2) ist wesentlich kirzer sals derjenige von Palmer
[33,5.229]. Dort wurde gezeigt, daB unter der Voraussetzung MM c Ra(R)
Ra(R)®M links-t-nilpotent ist, falls auch Ra(R) links-t-nilpotent ist.

Wir haben dann (Vgl. [33])

8.11 Satz Sei RxgM eine semitriviale Erweiterung, R = R/Ra(R), ¥ =
M/(Ra(R):M)., Dann gilt

1) RxgM  ist semilokal genau dann, wenn R semilokal ist., In diesem
Fall ist M als R-Rechtsmodul endlich erzeugt.

2) RX¢M ist rechtsperfekt genau dann, wenn R rechtsperfekt ist.

3) BxgM ist semiprimar genau dann, wenn R semiprimir ist,

Beweis 1) Sei R balbeinfach. Dann ist Megh + R links nicht
entartet, d.h. 15(M) = 0 wegen 8.1. Nach 7.7 gibt es eine Zerlegung Rxght
o R1"(32"4)21-4) mit RjM = MRy = 0 und ¢, surjektiv. So ist H als
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R-Rechtsmodul  endlich erzeugt. Nach 7.1 ist dann §X¢ﬁ (rechts) artinsch
und wegen Ra(R)®(Ra(R):M) < Ra(RX¢M) auch RX¢M/Ra(RX¢M). Also ist
RX¢M/Ra(Rx¢M) halbeinfach.

Ist umgekehrt RX¢M/Ra(Rx¢M) rechts artinsch und IeU die Hille von
Ra(RX¢M) in RxgM, so ist RxgM/ 10U E R/Ix¢.M/U rechts artinsch wund
insbesondere auch R/I nach 7.1, WVegen IOU/Ra(Rx¢M) T (1/Ra(R),f) nach
1.16 ist dann auch I/Ra(R) als R-Rechtsmodul artinsch. Hieraus folgt die
Behauptung.

2)s 3): '=>' folgt aus 1), 8.2 und 8.10., 1Ist R semiprimar (rechtsper-
fekt), so ist mit 1) ﬁxaﬁ rechts artinsch. Damit ist
Ra(RX¢M)/(Ra(R)0(Ra(R):M)) nilpotent. Nach dem Lemma 8.10 ist aber
Ra(R)®(Ra(R):M) nilpotent (links-t-nilpotent). Dies gilt dann auch fur
Ra(Rx¢M). 0

Wir untersuchen nun halbartinsche Ringe

8.12 satz Sei Rx4M eine semitriviale Erveiterung, (A,f) ein RxgpM-
Rechtsmodul,
1) (A,f) ist genau dann halbartinsch, wenn Ap halbartinsch ist,

2) RX¢M ist genau dann halbartinsch, wenn R halbartinsch ist.

Beweis 1) Sei Ap halbartinsch, 0 = (B.g) ein Faktormodul wvon

(A,f). So ist So(Bg) grof in Bp. Ist Keg # 0, damn 0 # So(Bg)nReg <
So(B.g). Ist Keg = 0 und A' c Br einfach, dann ist A'M einfach. Nach
7.3 enthalt A'+A'M einen einfachen Untermodul in Mod-Rx4M. Dann So(B,g)
z 0.
Ist umgekehrt (A,f) halbartinsch, 0 # h: A » B ein Epimorphismus in
R-Mod, so gilt H(h)(1,f) # 0. Danm nach Voraussetzung und 8.1 0 =
So(Bi(H(R)(1,E))) < So(H(B)) = So(Bg)®So(Bg)K. Also So(Bg) # 0. 2) folgt
avs 1), [0

Wir erhalten das Apalogon zu 8.1 fur das Primradikal. Fir einen

beliebigen Ring S sei dieser mit P(S) bezeichnet.

8.13 Satz Sei RX¢M eine semitriviale Erveiterung, und K der Kern
von P(RX¢M) in RxgM. Dann gilt

K = P(R)®1\(P(R):M) = P(R)®r,(P(R):M),
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. . . (RN
Insbesondere gi}t fur einen generalisierten Matrizenring A = (y S)po

) M)
P(R) 15(P(R):M) _ P(R) ry(B(s
P(A) = (1 (p(s):N) B(S) ) = Gy(e(r) vy B(s)

Beweis Aus 8.10 folgt unmittelbar P(R) < P(RX¢M) und hie;aus
P(R)®(P(R)M+MP(R)) < P(RxgM). Dann gilt wegen (P(R)f(P(R):g)) c
P(R)SP(R)M+MP(R) auch P(R)®(P(R):M) = B(RxgM). Fur jede Rx?gerwe1teru?g
S/R gilt aber auch P(S)nR © P(R), da jedes m-System iz R ein solches in

§ ist. Hieraus folgt die umgekehrte Inklusion. 0

8.14 Satz Sei BxpM eine semitriviale Erweiterung, und sei A & RxgM

ein Ideal. .
1) Ist A semiprim, dann ist I,®(I,:M) der Kern von A in RxgM

fur ein semiprimes Ideal 1I,. ' N
2) Ist A - Primideal, dann ist I, ®(I,:M) der Kern von A in oM

fir ein Ideal I, < R mit folgender Eigenschaft: Sind K, L € R Ideale

mit KL< I, und KMMc I,, dann K< I, oder L < I,.

Beweis 1) Sei I,6U, der Kern von A in RxgM, und sei J < R 2em
M c
ldeal mit J%2 c I,, dann (JOJM)3 € I6U, ¢ A wegen JMIM c J und MJ

2 .
MI,Mc I,. Also J < I,. Setze U = (I,:M). Wegen (I ,®U)“ c I, U, gilt
-]

auch UcU,,

2) gilt analog. 0O

Nachtrag 8.14 berichtigt Theorem 2.2 von Sakano [44]. Ist namlich A =

Ur ei o i i lso ein Primring.
(E %) fur einen Korper K, dann 1ist A einfach, also

. . - . ber
Weiter ist A eine semitriviale Erweiterung von R = KxK. R 1ist abe

daB fur eine
< R

nicht prim. Der Fehler im Beweis in [44] liegt darin,
semitriviale Erweiterung RxgM und fur ein beliebiges Ideal I

16(1)(I:M)nry(I:M)) im allgemeinen kein Ideal in RxgM ist. g
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