
Seminaire BOURB~EI 

2~e a~m~e, 1970/71, n~99  Juin 1971 

COHO~DLOGIE ]~S GROUPES DISCRETS 

par Jean-Pier~e 

I. S O'~ z-~S_ ~iecrets ~ quoti~t _ccm~. 

Soit G un g~oupe de Lie r~el n'ayant qu'un nc~bre fini de composantes 

conuexes, et soit K un sous-g~oupe coml~ct maximal de G . On salt que l'esl~ce 

homog~ne X -- k~G est hom~omorphe ~ un espace R n ; lorsque G est sem/-simple 

(~ centre £ini), X est l'espace sym@trique attach~ ~ G . 

Soit ~ un sous-g~oupe disczet de G v@rifiant la condition euivante 

(a) F _es~ sans torsion. 

Alors F op~re librement sur X , de sorte que X est un zev~tement univer- 

se_~ de ia va~i~t~ quotient XF = X/F . Comme X est contractile, il en r~sulte 

que la cohomologie du 8Toupe discret F s'identifie ~ celle de l'espace topolo- 

gique x p . Plus pr~cis~ment, tout F-module M d~finit un faisceau localement 

constant M sur X p , et les groupes Hq(F,M) et Hq(XF,~) sont isomorphes. 

On obtient ainsi ~ peu de fz~is (*) des renseignements sur la cohomologie 

de F o Par exemple : 

1.1. I~ dimension oohom019gique cd(r) de F est ~ n = dim(X) . 

(On d~finit cd(F) co,me la borne sup~rieure des entiers q tels que 

~(F~M) / O pour au moins un ~-moaule M .) 

(*) du moins tant qu'on se borne ~ des th~or~mes g@n~raux ! Lorsque l'on veut 

des r~sultats plus explicites, c'est une autre affaire ;voir par exemple [8] et 

[13] pour le cas des sous-groupes arithm~tiques de ~L 2 sur un corps quadratique 

imaginair e. 



338 

Paisons mainter~nt une hypoth~se suppl~mentaire : 

(b) G/F est compact. 

I~ varlet@ X F est alors compacte. On peut la trianguler (puisque c'est une 

vari~t@ diff~rentielle - et m@me analytique r~elle). On obtient ainsi une trian- 

galation de X invariante par F ; en prenant le complexe de cha~nes associ~ 

cette triangulation, on obtient 

1.2. I1 ex/steune suite e~cte de 

0 ~ L ~ ... 
n 

F-modules 

L -, • -~ 0 , 
O 

oh !es L i sont des ZC~-modules libres de ~ fini. 

(On exprime cette propri~t@ en disant que F est de type (FL) , cf. C9], 

n°1.2.) 

D'autre part, le calcul du groupe fondamental d'un complexe fini montre 

que : 

1.3. Le ~rouDe F est de pr@sent~tion finie (i.e. d6fin/ssable par un hom- 

bre fini de g~n@rateurs et de relations). 

I~ dualit@ de Poincar~, appliqu@e h la vari@t~ X F , entralne : 

1.4. Pour tout F-module M , le aTouDe de cohomolo~ie Hq(F,M) 

morphe au groupe d'homolo~ie Hn_q(F, M®O) , o__h_h 

~ondant au faisceau d'orientation de X F . (Lorsque 

a choisi une orientation de X , on peut identifier 

En particulier : 

1.5. on a o~(r) = n 

Enfin, la formule de Gauss-Bonnet, appliqu@e ~ une structure riemannienne 

su.r X F inv~riante pa~ G , permet de calculer la caract@ristique d'Ealer- 

Poinca=@ 

est iso- 

est le F-module corres- 

G est connexe, et qu'on 

& Z et M@~ & M .) 
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de 

×(r) = x(~ r) = ~ -  ( -1) i  
i 

F : 

1.6.  I1 exist .e une mes~Lwe b i - i n v ~ r i a n t e  

F co nsid4r4, telle que 

x (F)  : ~G(G/F) • 

rg.L 
i 

~G s_u_~r G , ind4pen.dante du ~ou- 

(On dit que ~G est la mesure d'Euler-Poincar4 de G , cf. [9], n°3.1.) 

Tous ces r4sultats sont bien connus. Ils ont malheureusement l'inconv~nient 

de ~eposer sur les hypotheses (a) et (b) ci-dessus. En fait, l'hypoth&se (a) 

(absence de torsion darts F ) est assez innocente ; en effet, si C v4rifie (b), 

et si G est plongeable dans un g~oupe lin4aire (ce qui est le cas clans les ap- 

plications), on peut montrer qutil existe un sous-g~oupe F' de C qui est 

d'indice fini darts F , et q~i est sans torsion. On pose 

1.7. rod(F) = cd(F') et x(F) = ~(F')/(~:P') , 

et l'on montre que vcd(F) et X(F) ne d6pendent pas du choix de F' (cf. [9], 

n°1.8). Les r4sultats ci-dessus, appliqu4s ~ F' , entra~nent alors : 

1.8. Ona yea(r )  ~ c Q ( F )  - n  . 

1 . 9 .  On a x ( c )  = w e ( G / r )  • 

L~ setule d i f fGrence  impor tan te  es t  que X(F) es t  un hombre r a t i o n n e l ,  e t  pas 

toujou~s u n e n t i e r .  

Lt~Roth~se (b) (coml~cit4 de G/F) est plus s4~ieuse. Elle est en d4faut 

pour les gzoupes arit.~n4tiques les plus int4ressants, tels SLn(Z) . Nous allons 

voi~ comment on peut surmonter cette difficult4, au moyen d'une compactification 

conver~ble de X r . 
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2. Adjonction de coins & l'espace X (d'apr&s Bozel-Serre [3]). 

Cette adjonction dgpend d'une stractuze de groupe alg~brique su~ ~ sous- 

jacente & la structure de g~oupe de Lie rgel de G . Aussi allons-nous c~nger 

l~g~rement les notations, et dgsigner par G un gTou~e alggbriqu~ lingaire 

su~ ~ ; pour simplifier, nous supposerons en outre que G est semi-simple 

comqex~. LZespace sym~trique X est alors dgfini comme l'espace homog&ne des 

sous-groupes compacts maximaux du groupe de Lie rgel ~(R) . 

Le ~sultat essentiel de la note [3] est la construction d'une certaine 

.va~i~t6 & coins ~ d'Int~ieur X . (Une "vari~t~ ~ coins", ou "vari~t~ ~ bords 

anguleux" est localement un produit fini de demi-espaces ferm@s T voir l&-dessus 

la th~se de Cerf, ou les exposgs de Douady au sgminaire Caftan 1961/62.) Cette 

varlet@ jouit des propri~tgs suivantes 

2.1. Elle est r~union disjointe de parties ep correspondant aux sous- 

groupes parabol:ques P de G (d@finis suz Q ). 

2.2. On a X = e G , de sorte que le bord 3X = X - X de ~ est r@union 

disjointe des ep , pou~ P ~ G . 

2.3. L'ad~hgrence ep de ep est la rgunion des ep, tels que P' ~ P ; 

c'est une sous-varigtg & coins de ~ ; elle est contractile. 

2.4° La r~union X(P) des ep, , pour p, o p , est ~ane sous-va~i~tg 

ouverte de ~ . 

~mple 

Lorsque le rang rg~G de G est I (resp. 0), la vari~t~ ~ est une 

vari@tg & bord (~esp. une varigt@ "sans bord"), et les composantes connexes du 

bo~d sont des esl~ces En-1, en correspondance bijective avec les sous-groupes 



341 

l~raboliques minimaux de G (il y en a donc tree 

infinit@ d~nombrable). Pour S~2 ' on t~ouve 

pour ~ une su~ace hom@omorphe au rev@tament 

universel d~un disque ferm@ perc@ de deux t~ous. 

I~ constr~ction de ~ est esqttiss@e darts ~31. On d@finit d'abord les 

sous-vari~t@s X(P) de 2.4 : au sous-groupe l~rabolique P on attache un cer- 

tain g2oupe A isomorphe ~ R* × ... × R* , et on fait op@rer A su~ X 
+ + 

("action g@od@sique") ; cette action fait de X un esl~ce fibr~ principal de 

groupe st~ctaz~l A . I~ vari6t~ X(P) est alors d6finie comme l'espace fib~ 

associ@ X ×A ~ , oh A est le "coin" ~ × ... × R . I1 faut ensuite ~ecol- + + 

let les X(P) entre eux ; la seule difficult~ est de montre= que la vari@t~ 

ainsi obtenue est s@par~e ; cela r@sulte d'un th6or~me de Borel ([2~, prop. 12.6). 

TH~OREME I ([3]). Soit ~ = rg~G . L'espace 8X a m~me type d'homotopie qu'un 

bouquet de spheres de dimension ~-I . 

En utilisant les p~op~i~t~s d'incidence des ~pp (cf. 2.3), on d@montre que 

8~ a re@me type d'homotopie que l'immeuble de Tits ([14]) d@fini I~ les sous- 

groupes l~boliques de G . On applique alors tm r@sultat de ~olomon-Tits [12]. 

COROLLAIRE. Soi_~t n = dim(X) . Les groupes de cohomologie ~ supports com~cts 

~c(~, ~,) sont nuls pou~ q ~ n-~ ; le ~ouue I = Hn-~(~,Z) est lib~e stur ~ . 
' ~ C 

Cels r~sulte du th@or~me I, co,bin@ avec la dualit@ de Poinca~@, et avec le 

fait que ~ est contractile. 

Soit maintermnt F un sous-groupe aritl~gtique de G(~) , i.e. un groupe 

commensum~ble au groupe G(2) des points entiers de G (pour un plongement 
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aonn~ de G ~ns un ~ou~e ~L n ). 

sum ~ . 

~o~m 2 (E~]). ~'action de r 

eat compact. 

le g~oupe U op&re de f&@on naturelle 

su~ ~ est ~o~re ; le auotient ~F = ~/F 

Ce th~or&me eet une reformulation de deux dee principaux r@sultate de la 

"th~orie de la r~duction" (cf. Borel ~2], th. 13.', et th. 15.4). les "do-~ines 

v 

de Siegel" de la th~orie de la r6duction correspondent ici aux voiaina~es des 

points de 8~ . (Sigr,alons d'ailleura que Siegel lui-m~me ava/t donn@ une cons- 

truction analogue dams le cae du groupe G = SL , cf. [10], III, p. 275-327.) 
n 

Suppoeone maintenant que F soit sane torsion. I1 op&re &lore librement 

sur ~ , et ~F -- ~/F est une vari~t~ ~ coins com~cte de claaae C m, d'in- 

t~rleu~ X F = X/F . Cela fournit une version plus pr@ciae d'un th6or&me de 

~than [7] dormant l'existence (reals non la structure) d'une telle ccmpac- 

tification. On retrouve ainsi (cf. ~7]) le fair que r est de pr~sent&tion 

finie et de type (FL). De plus, le corollaire auth. I, combin@ A un argument 

homologique standard, fournit le th@or~me de dualit@ su/vant : 

T~0P~ 3 ([3]). Sqient M un r-module et q un entier. Le groupe de 

cohomologie Hq(F,M) eat isomorphe au groupe d'homologie Hn_~_q(F, I ® M), 

_o4 n=~(x), ~=r~G __et I ~-~(~,~)c 

~-Lorsque ~ = 0 , on a ~ = X , le quotient X/F eet compact, et le 

F-module I ee r@du/t au module d'orientation ~ de I .4._~ 

COROLL~I~ I. On& ca(r) =n-~ . 

Ce r4sultat s'4tend &ux @Toupea arithm4tiquea quelconques (pouvant &volt de 

la torsion), ~ condition de remplacer cd(F) l~r vcd(F) = c~(F) , of. not. 
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oo~om~nm 2. ~ ( r , ~ [ r ] )  : o pou= ~ ¢ n-~ e__t ~ - ~ ( r , ~ [ r ] )  est isomorphe 

I . 

Ce dernier r~sultat vaut re@me si P a de la torsion. On obtient ainsi tree 

curieuse condition pour qu'un g~oupe P puisse @tre sous-groupe arithndtique 

(ou m@me S-arlthmdtique, cf. n°5) d'un groupe alg~brique : il est n~cessaire 

que les Hq(P,~[P]) soient nuls pour toutes les v&leurs de q saul une. On 

est tent@ de di~e, avec Verifier, que de tels groupes sont "de Cohen-~c&ulay". 

ExemDle 

Prenons G = SZ ; on a n = dim(X) = dim.$~ 3 - dim.$®~ = 8-~ = 5 et 

= rg~G = 2 . On en ddduit qus vcd SLy(Z) = 5-2 = 3 , ce qu/ am~liore de 

deux unit@s la borne donn@e par I .1. 

5. Car~ct6ristiques d'Eu_ler-Poincar@ (d'apr~s G. Harder [6]). 

Conservons les notations dun ° pr@cddent, et soit P un sous-groupe ari- 

thndtique de G(Q). Notons ~G la mesure d'Euler-Poincar@ de G(E). 

TH~0~ 4 ([6]). On a X(F) = ~G(G(R)/P) • 

(Autrement d/t, tout se passe come si on pouvait appliquer brutalement la 

fo~nule de Gauss-Bonnet ~ la vari@t~ ~ coins XF I 

COZTectif d~ ~ son bord 8~p .) 

I~ d@monstz~ttion de Harder consiste ~ ~crire 

de pi&ces compactes A(t) (t * ~) 

Bonnet 

= ~a • + xCACt)) (t) 

I1 mont~e qus l'on peut choisir les A(t) 

sans lui ajouter de terme 

X~ co,me r6union croissante 

auxquelles il applique la fo~nule de Geuss- 

•8A (t) ~ " 

de telle so~te que A(t) et X r 
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aient m@me type d'homotopie pour t assez grand, et que l'int@grale ~SA(t) ~ 

tende ve=s 0 . Ceci fait, on a bien 

x(X r) = l±m.f ~=~ ~=~G(GC~)/r) . 
t~ A(t) X 

Harde~ montre ~galement comment l'on peut calcule_~r X(F) , par comparaison 

avec le hombre de Tama~awa de G . Je me bornerai au cas pa~ticulier du g~oupe 

symplectique : 

THEOR~E 5 ([6]). Soient k ~ corps de nombres alg@briques et O k 

des entiers de k ; soit ~k la fonction z@ta d~ coz, s k . On a 

x(SP2m(Ok)) = ~k( -1) ;k ( -3)  . , .  ;k(1-2m) 

i ' ann~u 

1) On salt depuis Siegel ([I0], I, p. 545-546) que les nombres ~k(-l+2m) 

sont des nombres rationnels ; l'~quation fonctionnelle de ~k montre qu'ils 

sont ~ 0 ai et seulement si k est totalement r~e~. Lo~sque k = ~ , on a 

~Q(1-2m) = - b2m/2m , oh lea b2m sont lee hombres de Bernoulli ; Par example : 

x ( S ~ 2 ( = ) )  = C~ ( -1 )  = - 1 /12 ~ x ( S p 4 ( z ) )  

Lors~ue k est ab~lien su~ ~ , on peut exp~imer 

hombres de Bernoulli ~n~ralis~s, ~ la Leopoldt. 

= ~0, ( -1 )~ ,Z  ( - ~ )  = - 1/,~1440. 

~k(1-2m) comme produi t  de 

Dans le cas g~n~ral, Siegel 

[11] a donn@ des formules explicites pemmettant le calcul des ~k(1-2m), et 

enp~rticulierune estimationde leurs d@nomi~teurs. Sigr~lons ~ ce sujet : 

QUESTION. S u o ~  k necontienn~ aucun sous-corps ab6~ien sur 

l~rt Q • Posons L = ~JC~ • Est-il vrai que les nombres z~tionnels 

L(-I), L(-5),...,L(I-2m), ... soient des entiers ? 

C'est w~i pour = = I ~ l'entier ~k(-1)/C~(-1) = - 12~k(-I ) est m@me 

divisible F~J? 2 z-1 , oh r = [k:E] . Cela se d~montre en utilisant le cas 

particulic~ m = 1 du th.5, cf. [9], n ° 3.7. 
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2) Inve~sement, une fols les Ck(1-2~m) connus, on peat en t~zet des Fen- 

seignements sum I~ torsion de cert~ins grOUl~S P . Plus pz4ois4ment, notons 

Tots(F) l'emsembledes hombres pzem/ezs p tels que F contienneun41@ment 

d~ordre p ~ D'apr~s unep~opri4t4 61~mentaire des caract4ristiques d~Eule~ - 

Po±n~ ([9], ~=o~. ~), 

exemple pour r le g~oupe 

an groupes d4ploy~ de 

p-entier si et seulem~nt si 

S = [2,~,5,7,11,1~,19,51} . 

x ( F )  est ~-entler sip # Tots(F) • 

E8(~) (i.e. le ~TOUpe des ~-points d'un 

R8). La formule de Harder [6] montre ~ue 

p n'appartient pas ~ l~ensemble 

Ona donc 

• ors(r) n s . 

M~is d'autre part, unargument simple de ~4duction modulo 

pour le groupe SLn) montre que l'on a 

• or8(~8(¢)) = s 

En comparantlilvient : 

To~s (E8(Z ) )  = TO~S(Es(~))  = [ 2 , 5 , 5 , 7 , 1 1 , 1 3 , 1 9 , 3 1 )  • 

Un argument analogue donne 

• o ~ ( E T ( Z ) )  = ~ors (~7 (~ ) )  = {2 ,3 ,5 , 7 , 11 ,13 ,19  ] . 

(Par contze, la m&thode ne s'applique pas ~ E 6 , oar X(E6(Z)) 

l>cenons I~ 

~-sch~ 

x(r)  eBt 

(~ ~ M/nkowski 

est 4~i ~ o.) 

4. Un th~ordme de stabilit~ 

On peut se proposer ~L'dtend~e aux ~oupes arit~dtiques quelconclues les 

th~or~mes d4mont~4s dans le c~s dtun quotient compact par Well, Matsuehima, ... 

Des r48ul%ats dane cette d/~ection ont 4t@ obtenus par Raghunathan, Garland et 

Hslang notamment L'utilisation de la varlet4 ~ coins ~r devrait permettre de 
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les g@n~raliser et d'en simplifier les d@monstrations. C'est ainsi que Borel a 

obtenu un th~or~me de stabilit@ pou~ le groupe lin@aire : 

TH~OR~E 6 (Borel, non publiC). Soient k un corps de nombres al~briques, 

O k l'anneau des entiers de k , e~t Z l'ensemble des places archim@diennes 

de k ; pour tout entier m~ I , p osons F m = SLm(O k) . Alors : 

(i) Po_~ q fix6 ) Hq(Fm,~ ) e~t ind6pend~nt de m pour m as~ez grand. 

(ii) L'a!g~bre de cohomologie stable lira. H*(F m , R) est une alg~bre ext~- 

r ieure engendr~e Mr des ~l~ments hcmo~nes (xi,v) , avec vcE , i~ , 

deg(xi, v) = 5 + 4i s_~i vest une place r~elle, e_~t deg(xi,v)= 3 + 2i s_~i v 

est complexe. 

En l~rticulier, on a ~(F m , R) = 0 pour m assez grand, r6sultat obtenu 

ant~=ieurement par H. Garland, et utilis~ d~ns l'@tude du " K 2 " du corps k 

(cf. l'expos@ de Bass dans le present s~minaire). 

5. Cohomologie des grouses S-arit~tiques (d'apr&s [9] et ~4]). 

Soient k un corps de nombres alg~briques, S un ensemble fini de places 

de k contenant l'ensemble E des places arc~him@diennes, et 0 S l'anneau des 

414ments de k qui sont entiers en dehors de S . Soit G un groupe alg~brique 

semi-simple su~ k ; choisissons un plongement de G daus un groupe ~& ; un 
n 

sous~groupe de G(k) est dit S-arithm4tique s'il est commensurable au groupe 

G(0S) = G(k) 0 ~Ln(0S) . Nous nous proposons d'4tendre les r4sultats des n°S2 

4 ~ de tels groupes. 

Si v~S , notons k v le compl4t4 d~ k pour v ; si v~Z , on a 

k V_~R ou C ; sinon, k vest un corps local. Posons G v = G(kv) ; c'est 

un groupe de Lie sur k v . Si F est un sous-groupe S-arit~4tique de G(k) , 

on v@rifie tout de suite que F est un sous-groupe discret du groupe produit 
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G S =UG . 0nv~utiliser oe fair pour f&ire op4rer r su~un espace ~S 

analogue ~ l~esl~ce ~ du n°2. Plus pr4cis~ment, notons G' le groupe alg~bri- 

que sum ~ d4du~t de G l~r restriction des sc~laizes et soit ~ I= vari4t~ 

coins mttaoh4e ~ G' ~ d'&utre l~mt, si v ( S'E , soit X v l'immeuble de ~ 

Bruhat-Tits COZTespondant ~ G suz k v (cf. [5]) ~ on sait que X vest un 

complexe "polysimplicial", contractile, de dimension ~v = r%G , sur lequel 

le grc~pe G v Ol~re proprement. On d6finit alors l'esl~ce IS cc~e le pro- 

duit de [ et des X v , D~z v ¢ S-Z . C'est un esl~ce contractile, de 

d/mension 

n(S) = n + 
v~S-~ v 

Le gr~ F op~re sur Z S . 

T~0P~ 7 ([4]). L'actio~de 

est Cc~D~ct. 

, o~ n = ~ ( ~ ) .  

F suz ~S est uropre ; le quotient XS/F 

Cela ~4sulte du th4o~me 2, combin~ avec [1]. 

Pour aller plus loin, il est n4cessaire de d4te~miner la cohom@logie 

supports Caml~cts de ~S ; come celle de ~ est connue, on est z~men4 

celle de l~iu~euble X v , pour v ~ Z • Le r4sult&t est le su/vant : 

TH~0P~ME 8 ([4]). 0n_.__% ~c(Xv ,7) -_ 0 ~ouz q ~ ~v ' st ls ~ou~e 

H~cV(Xv , Z) est un Z-modu/e libre. I v = . . . . . . . .  

I~ d4monstration se fait en COmlmLctifiemt X v Par adjonction d'un certain 

vtop in~euble de Tits topologis4 "v ' et en calml]~nt la cohomologie de ytOp v im~r 

un proc4d$ inspiz4 de [12]. 

eo~oLmn~.  ~ o. ~ ( ~ ,  7,) = o ~our ~ ~ n (s )  - ~ , o~ ~ = =~G , ~t.....1,, 
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~nou~o I s = ~e(S)-~(Z8 ,~)  e s t  un ~-mo~ule l i b r e ,  isomo~he au produi t  tenso-  

riel de I et des I v , pour v E S-~ . 

Ceci fair, le m~me argument qu'au n°2 donne : 

T~OP~ 9 ([4]). Soit Fun sous-groupe S-arit~4tique sans torsion de 

et soit M un F-module. Pou2 tout entier q , les ~oupes Hq(F,M) e_~t 

~ ( s ) _ ~ . ~ ( r ,  I s ~M) sont isomo~s. 

co~onn~nm ~.  On a o a ( r )  : n ( s ) - ~  

COROIEAIBE 2. Eq(r ,  Z[F]) = 0 pour q ¢ n(S)-~ e~ En(S)-~(F ,Z[F])  est iso-  

moz~he ~ I . 

Q(k) 

Enfin, on peut d4finir su~ chaque G v une mesuze d'Eule=-Poincar4 (cf. [9], 

n°5.3). En f&isaut le prodttit tensoriel de ces mesuzes, on obtient une mesuze 

dtEulez-P°inca~ ~S su~ G S et l'on a : 

T ~ O m ~  10. X(r) = ~S(Gs/F) . 

Cela se d4duit sans difficult@ du th4or~me 4. 

On peut 4~lement g4n4z~liser le th4or~me 5 : notons Ck,S I- fonction 

z@ta du corps k dont on a retir4 les facteu2s eul4riens relatifs aux places 

de S . Ona : 

~ O m ~  11. x(SP2m(Os)) = Ck,S(-1 kk ,S ( -3 ) . . . ~k ,S (1 -2m)  . 

l~r exs~ple, la caract@ristique d'Euler-Poincar4 de $L2(Z[~]) est 

s i  p est prem/er. 
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