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Séminaire Henri CARTAN 1401
(Topologie différentielle)
l4e annde, 1961/62, n® 14-15 26 février et 5 mars 1962

FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ENTIERES A DISCRIMINANT £ 1
par Jean-Pierre SERRE

I1 s'agit de résultats arithmétiques qui sont utiles en topologie différen-

tielle. On a pris pour guide le résumé qu'en donne MIINOR (cf. [5], ainsi que

[6]) .

I. Préliminaires.

1. Définitions.
Soit n un entier >0 . On va étudier la catégorie Sn définie de la ma-

niére suivante ¢

Un objet E de S, estun Z-module libre de rang n , muni d'une forme bi=-
lindaire symétrique E xE -Z , notéde (x, y) = xy , telle que :

(i) L'application lindaire de E dens son dual E* définie par la forme xy

est un isomorphisme.

Cette condition équivaut & la suivante (ef. BOURBAKI, Algébre, Chap. IX, § 2,
prop. 3)

(i1) Si (ei) est une base de E , et si 85 = €5 €5 » le déterminant de la

matrice A = (aij) est égal & + 1.

La notion dtisomorphisme de deux obtjets E , Ete Sn se definit de fagon

évidente : on derit alors E N E! . I1 est commode d'introduire aussi
S:USn, n=0,1’0-t

S5i Ee 5 , l'application x -»xx fait de E un module guedratique. Si (ei)
est une base de E , et si x =2 x; e; , la forme quadratique f(x) = xx est
donnée par la formule '

f(x) = 2 a,. x. x. , avec a,. = e, e,
A & T | ij i7]
1,J
\ - 2 5
:z_a..x.i+2 ai. xix. .
) id sy 1 3

Les coefficients de ses termes rectangles sont donc pairse. Le discriminant de f
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(i. e. det(a ) ) est égal & % 1 . Changer la base (ei) revient & remplacer
la matrice A = (a .) par maB , avec B e GL(n , Z) « Du point de vue de la
forme f , cela rev1ent effectuer sur les variables (Xi) la substitution 1li-

néaire de matrice B j la forme obtenue est dite équivalente & la forme f .

26 OEe'rations sur S .

2ele =51 E , E' € 5, la somme_directe E ® E' et le produit tensoriel

E @ B! , munis des formes bllinéaires définies dens BOURBAKI (Algébre,chap. IX,
§ 1, n® 3 et n® 9), appartiennent & S ; il suffit en effet de vérifier la condi-

tion (i) , ce qui est immédiat.

2e2¢ = S:L Ee€S ,et si m estun entier >0 , la puissance extérieure

m-iéme /\E de E , munie de la forme bilinéaire définie dans BOURBAKI, loco

citato, appartient & S .

3. Invariants.
3¢le =81 E €S , l'entier n s'appelle le rang de E , ot se note r (E)

3¢2¢ = Soit E €S , et soit V=E @R 1e R-espace vectoriel obtenu en éter~

by

dent les scalaires de Z & R . La forme quadratique de V stéerit sous la forme
Z xl -2 y? par rapport & une base convenable de V ; on sait que le couple
i=1 j:l : _

(s , ne dépend pas de la base choisie (ctest 1o signature de V , cf. BOURBAKI,
Algebre, Chap. IX, § 7, n° 2). L'entier <(E) = s - t est appeld l'indice de E .

On a

-rE) <TtB) K rE) et r(E)

Lorsque <(E) =< r(E) , on dit que E est défini (lo forme quodratique corres-—

T(E) mod 2 .

pondante & un signe constant) 3 dans le cas contraire, on dit que E est indé-

fini.

3e3« = Le discriminant d¢e E par rapport & une base (ei) ne dépend pes du

choix de cette base. On le note d(E) . Il est égel & # 1 ., (Définition inva-
r

riante ¢ d(E) =+ 1 si AE est défini positif, d(E) = -1 si AB est

défini négatif, avec r =r(E) .)

Si V=F @R est de signature (s , t) , on voit tout de suite que le signe de
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a(E) est égala (- 1)% . Comme A(E) =% 1, on en adduit la formile

@) = (- 1) E®-T@)/2

3¢4e = Soit Ee S . On dit que E est pair (ou de type II) si la forme qua-

dratique associée & E nc prend que des valeurs paires ; si A est la matrice

définie par une base de E , il revient au mfme de dire cue tous les termes dia-

gonaux de A sont pairs.

Si E n'est pas pair, on dit que E est impair (ou de type I). [Dans la ter-

minologie des formes quadratiques, le type I correspond avx formes "propres"

("eigentlich") et le type II aux formes "impropres" ("uneigentlich®).]

3¢5 -~ Soit E€ S, et soit E = E/2E 1la réduction de E mod 2 . Clost un
espace vectoriel sur le corps 1312 = g/zg « Par passage au quotient, la forme xy
définit sur E wne forme Xy , qui est encore synétrique, et de discriminant
1 =1.La forme quadratique associde ¥ est additive : (x + 3;)2 =% 4 372 .
Clest donc wn élément du dusl de T . Mais, la forme bilindaire T aéfinit wn
isomorphisme de E sur son duals On en conclut qu'il existe un élément canonique

el tel que 1'on ait

D ——— — Ll
UX = XX pour tout x €k .

[Dans les applications topologiques, u s'interpréte cormme une classe de Wil ]

Revenant & E , on voit donc qu'il existe w € E , défini mod 2B , tel que
ux = xx mod 2 .

Considérons 1'élément uue Z . Si 1'on remplace u par u + 2x y uu est rem-
placé par
(W+2x)(u+2x) =un + 4(ux + ¥ = wa mod B .
L'image de uu dans Z/82 est donc un inveriant de E ; on le note o(E) .+ Si

E est de type II, on peut prendre u = O s et 1'on a done o) =0 .

346, ~ Soit E =E, ® E, « Pour que E soit de type II, il faut et il suffit que
E, et E, le soient. On a :

2
r@® =rE) +rE) , )
O@®) = o) + o) , A

It

o®,) + TE)
d(El) 'd(Ez) b

il
1
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4. Exemples.

4ele ~ On note I (resp. I) 1le Z-module 7 muni de la forme bilinéaire

xy (resps = Xy) ; il correspond & la forme quadratique + & (resps =~ x2) .

Si s et t sont deux entiers >0 , on note sI+ ® tI_ la somme directe de

s copiesde I et de t coples de I_; la forme quadratique correspondante

8
2 . . .
est 2 X%, - . Les invariants de ce module sont les sulvants @

Vs
i=1 i 3

4l Mt +
i—_A

2
J

(- l)JG y O0=s =1t mod 8 .

1

r=s+t, tT=s~-1%t, d

A pert le cas trivial ob (s , t) = (0 , 0) , le module sI o tI_ est de type I.
’ Id S ae 0 - o l
4¢2. - On note U 1!élément de S, défini par la matrice o O) .
La forme quadretique assoclée est la forme 2x X, @ U est de type II. On a

r(U) =2, () =0, 4@ =~-1, o) =0 o

4430 = Soit k un entier >0 , soit n =4k , et soit V 1'espace vectoriel
Qn , mni de la forme bilinéaire standard 2 X V3 0 correspondant & la matrice
unitée Soit Eo le sous-groupe de V formé des points & coordonnées entiéres ;
muni de la forme bilindaire induite per celle de V , E_ = est un élément de S,
isomorphe & neI . Soit B, le sous-module de E formé des éléments x tels
que xx =0 mod 2 , clest-d-dire X x, =0 md2.0na (B :E) =2. S0t

E le sous-module de V engendré par E, et par e = Qé y see 3 1) oOn a

e € E, (du fait que n=0 mod 4 ) et e ¢ E, , dou (B ¢ El) =2 « Pour
qulun élément x = (xi) de V appartienne a E , il faut et il suffit que 1'on

ait
n
2x.€ % , X, -X,€ 72, 2 x, €27 .
i~ ~ i o~ X i ~
i=1

1
On a alors xe = §'Z:Xi,e Z 3 comme ee =k , on en conclut que la forme xy

prend sur E des valeurs entiéres. De plus, le fait que E, ait le mfme indice

dans Eo et dans E montre que le discriminant de E est égal & celul de Eo ’

clest-a-dire & + 1 . Le module quadratigue E est donc un élément de

il

0 mod 8),

Vn est

= b4 A . S 1 i ie . )
Sn S4k s on le notera In Lorsque ¥ est pair (i. e. lorsque n

ee = k est pair, et on en déduit que =xx est pair pour tout xe B

wve

donc de type II lorsque n=0 mod 8 « On a
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r(Vg,) =8m, ‘C(V%P = 8m , o(VBm) =0, d(VBm) =1 .

Ie cas de V8 est particulidrement intéressant. Il y a 240 vecteurs X € V8

. . . n -
tels que xx =2 ¢ si (ei) désigne la base canonique de Q  , ce sont les vec-

teurs @
* ol

1 T %k

e, (1#£% , Ezei

b4

+
= =1
i ! i

Leurs produits scalaires mutuels sont entiers ; ils forment donc ce que l'on

appelle en théorie des groupes de Lie un systeme de racines, et 1'on montre fa-

cilement que c'est celui du groupe exceptionnel Eg (cfe WITT [8]) ; comme

systéme simple de racines, on peut prendre

e, = €

s -6 RSISD,

Ces vecteurs forment une base de V8 .

[On peut prendre bien d'autres bases, par ¢

e, - ¢ e, = €

42 73 2 73

ce qui conduit 3 la matrice donnée par MIINOR [5]

1 21
)
o 0 1
‘YJ=
0 -1 0
Cc 00
0 0 0

\O -0 0

On laisse au lecteur le soin de démontrer directement que V

et que det(V) = 1 g oo ]

Pour m >2 , les vecteurs de longueur 2 de v8m sont les

4 ’

C

0

e

5

0

0

0 O
0 0
0 C
0 0
1 0
2 1
1 2
0 1

1 1
-2—(91 + 68) —-2—(82 + oese + 8,7) .

1
2 .
est définie positive

iei:ek (1£%;

ils forment un systeme de racines du type Bam , cfe [8] ; noter qutils n'engen~

drent pas V. , contrairement 4 ce qui se passe dans le cas m =1 « En parti-

culier, V8 @VB n'est pas isomorphe & V16 .
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5. Le groupe K(8) .

Clest le groupe de Grothendieck de S ¢ par définition, c'est le quotient du

groupe abélien libre engendré par des éléments (E) correspondent aux E € S

par le sous-groupe engendré par les
N
E - E) - @) , pour F=E oF, .

En particulier, on a (B) = (B') dans K(S) s'il existe un Fe S tel que
E@FME! F o On verra plus loin (coroll. du the 4) que réeiproquement, si
E) = ®) ,ona E@FME' @F avec F=I ou F=1I .

Soit G un groupe abdlien, et soit f : S - G une appliccotion telle que
fE) =£E) + f(Ez) si E -'\iEl ®E, . On associe & f un homomorphisme (noté
encore £ ) de K(S5) dans G tel que le composé S - K(S) » G soit 1l'applica-

tion donnée.

[ K(S) ‘"représente" un foncteur dons la catégorie des groupes abéliens que le
lecteur explicitera.] £n particulier, r , T, d , ¢ définissent des homomor-

phismes

r: K@) -2, T: KO -2, d: K@) -{f1}, o: K(S)-2Z/8& .
(1) @0/2

On aiei encore t=r md=2, d=

Remarques.
m
1. Les opérations E @ E' et AE permettent de rmnir K(S) d'une structure

de A-anneau, au sens de GROTHENDIECK.

2. La catégorie S peut se définir pour un anneeu commutatif quelconque (et
mdre en fait pour un schéna de bese quelconque, ncn nécessairement. affine) 3 un
élément de S est 1l'analogue algébrigue d'un fibré vectoriel ayant pour groupe
structural le gr'oupe orthogonal. Ltanneau K(S) correspondant remplace avanta-

geusement 1'ammeau de Witt défini dans [7].

II. ﬁnoncé des résultats.

6s Détermination gu groupe K(S) .

4 Y
THEOREME 1. - Le groupe K(S) admet pour base (I+) et (I) .

(La démonstration sera donnée au n° 13.)
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En d'autres termes, tout f € K(S) s'éerit de fagon unique sous la forme
f = s (I+) + to (I—) ’ avec S 9 te Z{ .

Ona r(f) =s+t, t(f) =s~-1%t, ce qui montre que s et t sont détermi-

nés par r et T o On en corclut 3

COROLLAIRE 1. - Le couple (r , t) définit un isomerphisme de K(S) sur le

sous-groupe de Z x % formé des éléments (a , b) tels que a=b mod 2 .

Doy

COROLLAIRE 2. - Pour que deux éléments E et E' de S définissent le méme
&lément de K(S) , il faut et il suffit qu'ils aient mfme rang et méme indice.

. 1 ros s
[Noter que cela n'entrafne nullement E DN E' ., Par exemple U = (? o) définit
dans K(S) 1e mfme é1lément que (é _ (l)) = I+ ®I ,bienque U et I @ I_
soient de types différents.]
THEOREME 2. - On & of) = ©(E) mod 8 pour tout Ee S .

En effet, T , réduit mod 8 , et o sont des homomorphismes de K(S) dans
E/% qui coincident sur les générateurs I+ et I_ de K(8) ; ils coincident
done sur tout K(S) . '

COROLLAIRE 1. - Si E est de type II, on 2 7(E) = 0 mod 8 .

En effet ofE) =0 .

(Noter que ceci entratne r(E) = 0 mod 2 et dE) = (- l)r(E)/2 .)

COROLLAIRE 2. - Si E est défini et de type II, ona r(E) = O mod 8«

En effet, on a alors T(E) = * r(E) .

Remerques.

1. Inversement, on a vu au n° 4 quec, pour tout n miltiple de 8 , il existe
un E € Sn qui est défini et de type II .

2. Pour une autre démonstration de la congruence o = Tt mod 8 4 VoOir
Van der BLIJ [1]. La congruence plus faible o=t mod 4 avait été rencontrée
4 propos d'un probléme de topologie par HIRZEBRUCH et HOPF [2].
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7. Théorémes de structure (cas indéfini).

Soit E e S . Nous dirons que E représente zéro s'il existe x€ E, x#£0,

tel que xx =0 .

THEOREME 3. - Si Ee 5 est indéfini, E représente zéro.

(La démonstration sera donnée au n° 1l.)

THEOREME 4. - 8i Ee S est indéfini et de type I, B est isomorphe 3 s etl_,

hY

o s et t sont des entiers >1.

[La forme quadratique correspondante est donc édquivalente & la forme
S t
Z X‘? - 2- ? o]
1 J
i=1 j=1 9

(La démonstration sera donnée au n°® 12.)

COROLLATRE. ~ Soient E et E' deux éléments de S de méme rang et de méme

indice. On a alors

E@I+ME'®I+EEE®I_5’-E'@I_ .

C'est clair si E =0 . Sinon, 1'un des deux modules E o I+ y E®I estin-
défini. Supposons que ce soit le premier. Comme E et E! ont mfme signature,
E' ® I est également indéfini. En appliquant le théordme 4, on voit que E @ I,
et E' © I+ sont isomorphes a sI+ ®tl_ et s'I+ @ t'I_ respectivement. Comme

E et E' ont méme signature, ona s =3s', t=1', d'oh le résultat cherché.

THEOREIE 5. - Si E € S est indéfini, de type IT, et si ¢(8) >0, E est

isomorphe a pU @q\/‘S » ou p et q sont des entiers > 0 convenables.

Lorsque () < 0 , on a un résultat correspondant, obtenu en appliquant le théo-
< ’ ’ Pr

réme au module B =1 @E .]
(La démonstration sera donnée au n°® 14.)

1 ,
On notera que q = 5 t(E) et p= -;-(r (E) -~ T(E)) . I1 en résulte que E est
déterminé & un isomorphisme prés par son rang et son indice. Comme il en est de

méme pour le type I (cf. théoréme 4), on neut énoncer :

’ h
THEOREME 6. -~ Si E , B'e S sont indéfinis, ont méme rang, méme indice, et

méme type, ils sont isomorphes.
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8¢ Le cas défini.

On n'a pas de théoréme de structure. On peut simplement affirmer que, pour cha=-
aue entier n , Sn ne contient qu'un nombre fini de classes ; cele résulte par
exemple du théoréme de réduction domné au n°® 10. La détermination explicite de

ces classes n'a été faite que pour les petites valeurs de n (ng 16 , cf.
M. KNESER [47).

Pour le type II, ctest particulisrement simple :

si r=8, Vg, estla seule classe définie positive ’
si r=16, V16 et Vg, ® Vg sont les seules classes définies positives .

Ensuite, cela se complique : WITT affirme dans [8] avoir trouvé plus d'une di-
zaine de classes différentes de rang 24.

IT1I. Démonstrations.

9 Un lemme.
Soit Ee S , et soit F un sous-module de E ; soit F' 1'ensemble des

x € B orthogonaux aux é1éments de F .

IEME 14 = Pour que F , muni de la forme xy induite par celle de E , appar-
tienne & S , il faut et il suffit que E soit somme directe de F et de F! .

81 E=F @oF' ,ona 4E) =d@F).dF') , d'od d@F) = £ 1 . Réciproquement, si

d(F) =21, on a évidemment Fn F! =0 ; de plus, si x € E , la forme linéaire
¥ > xey (ye F) est définie par un élément x,€F . 0naalors x=x +% ,
avec Xx € F et X, € Ft , dtot E=F eF!,

COROLLAIRE. -~ Soit xe€ E tel que =X1 s et soit X 1'orthogonal de x

dans E +Si D=Zx,ona E=DeX.,

On applique le lemme L avec F =D .

[Si par exemple xx =+ 1 , on a D'\—-’I+,d'oh Er—\-JI+®X.]

10. Réduction des formes quadratiques.

Soit V un Q-espace vectoriel de dimension finie n , muni d'une forme bili-

néaire symétrique non dégénérée, notéde (x , y) » xy » Soit E un résecaude V ,
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c"‘est-é—dire un sous~Z-~module de V de type fini tel que V = Q.E « Si (ei) est

ei) est indépen~
I Vd *
dant du choix de (ei) ; on le note d(E) ; c'est un élément de Q° .

une base de E , le diseriminant de la forme xy par rapoort & (

Soit ey le premier vecteur de la base (ei) s et supnosons que le nombre ra-
tionnel a; =e; e soit non nul. Scit V, 1'orthogenal de e; dans V 5 soit
El 1timage de E par ls projection orthogonale V - Vl « I1 est clair que El

est un réseau de V, , admettant pour base les images E; g soe Eh des ey

IEME 2. - On a 4(E)) = (al)‘l aE) .

Soit E' =Ze, ® E; . C'est un réseau de V , ~dmettant pour base e ,EE,...,EQ.
La matrice qui feit passer de la base (ei) a la base précédente est triangu-
laire, et n'a que des 1 sur le disgonale ; son déterminant est done 1, ce qui
montre que d(E') = d{E) . D'autre part, on a d4(E!) =4 Zel).d(El) , et comme
d(ze;) = a, , on obtient la formule voulue.

Soient encore V et E comme ci-dessus. Nous allons définir la notion de base
réduite du résean E . On procede par récurrence sur n « Si n g1, toute base
de E est dite réduite. Dans le cas génsral, une base (ei) de V est dite ré-

duite si elle vérifie les trois conditions suivantes :

(1) Le scalaire a; =e e est non nul 5 si x e E est tel que =xx £0 , ONn a

THEOREME 7. - Tout réseau posséde une base réduite.

On raisonne par récurrence sur i = dimV , le cas n =0 étant triviale Sup-
posons n > 0 « Parmi tous les x€ E tels que =xx # 0 , choisissons-en un, soit
e tel que e; €; = &; solt minimum en valeur absolue (c'est possible, car les
valeurs prises par la forme quadratique xx sur E sont des nombres rationnels
& dénominateur borné). Il est clair que e, est indivisible dans E , autrement
dit fait pertie d'une base de E . La donnée de e; définit V, et E; . On
choisit ensuite une base réduite (Eé s tees E;) de E, , ce qui est possible,
vu 1lthypothese de récurrence ; si e; € E se projette en Eﬁ sur B, , les vec-
teurs (e 5 oo+ , en) forment une base de E vérifiant évidemment les-oconditions

(1) et (iii). De plus, on peut remplacer chaque e; par e; +k, e , avec
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kﬁ_e 2 3 le produit scalaire e, e, cst elors remplacé per e e, + ki a; ; en
choisissant convenablement ki , on s'arrange pour que la condition (ii) soit vé-

rifide.
C. Q.o F. Do

THEOREME 8. - Si V ne représente pas zéro, et si (ei) est une base réduite

duréscau B de V , on a

e, e ] & (%) (vt} /2 |a (&) |1/n

On raisonne par récurrence sur n , le cas n = 1 étant trivial. On pose :

8) =€ & 5, 8, =€, & , b=e €y s C =6, 6 .

On a

Il slal et layl > lay]
(car 2, #0 vu l'hypothdse faite sur V).
Dtautre part, on a Eé = e, g ke, , et e Eé =0, d'ot k=~ b/al « On en
tire c =78, &, = a2 +2kb + ¥ & = &, - */a; .« D'oh : |

le] > o] - ~4all , clest-a~dire |c| > 3]al| .

Si 1ton applique l'hypothise de récurrence & I, , on obtient 1'inégalité

|c| (4) (n-2)/2 ld(E )ll/(n"'l)
clest-d~-dire (lemme 2)
o] & @ A2 | |7/ D) gy 0m1)

Comme |c| > %4& | 5 on trouve :

2a,| < @ OA/2 g |V D)y Moo

ou encore ¢

a ln/(n-l)\< (5‘32)1}/2 ld(E)il/(n"l)

|2,
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clest-a-dire

la, | <

& /2 o) Mo

Ce Qo Fu Do

COROLLAIRE. - Soit T eS , ng 5.5 B ne représente pas zéro, E st

isomorp he 3 nI  oud nl_ (et en perticulier E est défini).

On raisonne per récurrence sur n , le cas ng 1 étant trivial. On pose
V=E®Q , et 1'on choisit une base réduite (ei) de E , ce qui est possible
dtaprés le théoréme 7. Comme E ne représente pas O , il en est de mfme de

V ; conme |d(E)| =1 , le théoréme 8 montre que
]el ell < (%) (/2 <2 (c'est ici que ng 5 intervient) .

Comme e, e, appartient a % , ceci entraine e, e; = 1. 5i, par exemple, on

a el el

de récurrence, appliquée & E, , montre que E, 8 n-1) I, ou E, B (n-1) I

=+ 1 , le corollaire au lemme 1 montre que E & I+ ® El o L'hypothése

en fait, le second cas est exclu, car il entrafnereit E X I,e(n=-1) I ,et

'E représenterait méro. On a donec E ™ nI+ .

Ce Qo Fe Do

11, Démonstration du théoreme 3.

Rappelons d'abord un résultat classique sur les formes quadratiques & coeffi-

cients rationnels :

- THEOREME DE MEYER. - Soit V un espece vectoriel quadratique non dégénéré sur

Q.+ 8i V est indéfini et de dimension > 5, V représente zéro.

On montre dfabord que 1'hypothese dimV > 5 entrafne que V @ Qp représente
zéro pour tout nombre premier p ; d'autre pert, puisque V est indéfini,
V @ R représente zéro. On en déduit que V lui-mfme représente zéro gréce au
théoréme de Hasse. Voir par exemple WITT [7] (qui traite le cas des corps de
nombres) , ou JONES [3] (qui se limite & ¢ , mais donne des démonstrations "é1é-

mentaires") .

Passons maintenant au théoréme 3. Soit F €S , E indéfini. 81 ng5, B
représente zéro d'aprés le corollaire au théordme 8. Si n > 5, E représente

zéro d'apres le théoreme de leyer. C. Qa Fa Da

°
9
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12. Théoreme de structure (cas indéfini impair).

(La méthode suivie ci-dessous m'a été indiquée par MILNOR.)

IEME 3. - Soit E e Sn « Supposons E indéfini et de type I. Il existe alors
Fe S '
N

5 tel que

B Q-}-I+ ® I_ oF .

D'aprés le théoréme 3, il existe xe E, x£0 , tel que xx =0 ; quitte & di-
viser x par un entier, on peut supposer x indivisible. La forme lindaire

¥y » Xy est alors un élément invidisible du dual E*¥ de E 3 11 existe donc un
ye€E tel que xy =1 . On peut choisir y de telle sorte que yy soit impair.
En effet, supposons que yy soit pair ; puisque E est de type I, il existe
t€E tel que tt soit impair. Posons y' =t + ky , et choisissons k de
telle sorte que xy' =1 , is e« k=1 ~xt s 0ona y'lyl= tt mod 2 , et

Y'y' est impair. On peut donc supposer que yy = 2m + 1 , Posons alors

e =y = mx, ey =¥ - (m+ 1) x .

On constate immédiatement que e, e, =1, e e, = 0, e e, = = 1+ Le sous~
module G de E engendré par (e, , 82) est isomorphe & I e I_ 3 d'aprés le
lemme 1 , on a donc E E-I+ oI ofF .

Co Qo F. D.

Démonstration du théordme 4. - On raisonne par récurrence sur n « Soit B e Sn R

avec E indéfini et de type I. D'apres le lemme 3, E Q.1+ ®I ®F « 81 n=2,
ona F =0, et le théoréme est démontrée Si n>2 , ona F £0, et 1'un des
modules I+ eF, I ©F estindéfini ; supposons par exemple que ce soit le
premier. Comme I+ est de type I, il en est de méme de I,eF , et 1'hypothese

de récurrence montre que I+ ®F est de la forme aI+ ® bl 3 dton

E'-‘-’a:n+©(b+1) I .
C- Qo Fo Do

13. Détermination du groupe X(S) .

Soit E€ 8, E£0 . Aors Ee I, ou E @I estindéfini et de type I.
Appliquant le théordme 4, on en déduit que l%image de E dans K(S) est
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combineison linédaire de (I+) et de (I) + Il s'ensuit que (I+) et (I_) en—

gendrent K(S) . Comme leurs images par 1'homomorphisme
c,7 ¢t KO ->2x2

sont lindairement indépendantes, (I,) et (I ) forment une base de X(S) «

14+ Théoréme de structure (cas indéfini pair) »

IEMME 4, = Soit Ee S . Supposons E indéfini et de type II. 1l existe alors
FeS telque ERUBF .

On procéde comme dans la démonstration du lemme 3. On choisit d'abord un x € E,
x#£0 y X indivisible, tel que xx =0 ; on choisit ensuite un ye E tel que
xy=1.8i yy=2m, on remplace y par y - mx et 1l'on obtient un nouvel ¥y
tel que yy = 0 . Le sous-module ‘G de E engendré par (x , y) est alors iso-

morphe & U ; dlaprés le lemme 1, ona EXU@F .

wo

Ct Qo Fo D.

IEMME 5. - Soient F, , F2 € S . Supposons que F, et F2 soient de type 1I,
etque I @I oF WI ©I ©F,.Alors UeF BUeF

N

Pour simplifier les notations, on posera W = I+ ol , Ei =W e Fi ’
Vi =E @ Q « Dans Ei , soit E?L le sous-groupe formé des é€léments x tels que
xx=0 mod 2 ; c'est un sous-groupe dtindice 2 de Ei « On voit tout de suite

qulen fait Eg = w° eaFi y Ol W° est ltensemble des éléments x = (xl ’ Xz) de

W tels que X = X,

mod 2 . Soit E; le "dual" de E?L dans Vi s clest-a~dire
1'ensemble des y € Vi tels que xy € Z pour tout x € EJ?_ o I1 est clair que

+ + + i
- S A .
E:,L = ‘W ® Fi y ou W est l'ensemble des (x1 , x?v) tels que

2x

€eZ, 2x,€%2 , X, =X, €% .0na E?CE.CET,etlequotient EJ’/EO
17 - ~ ~ i i i i1

2 1 2

est isomorphe a w“/wo : clest un groupe de type (2 , 2) . Il existe donc trois
sous-groupes strictement compris entre E(i) et E:_ ; ils correspondent aux trois
sous—~groupes d'ordre 2 d'un groupe de type (2 , 2) « L'un dteux est Ei Jui-

mdme ; les deux autres seront notés Ei et E':'L » Ici encore, on a
Et =Wy @F, ’ Ev =UUnr @ F, ’
i i i i

ou W' et WM gont définis de facon évidente. On constate immédiatement que W!

et WM gsont isomorphes & U (on peut par exemple prendre pour base de Wt
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les vecteurs a:(é—,-é—) s b= ,-1) ;ona aa=bb=0, ab=13; pour

1
W' on prend (-%- y = -2-) et (1, 1) )¢ Soit alors f : W eF, > WeF, u
isomorphisme. I1 se prolonge en un isomorphisme de vV, suar V? , qui applique

E, sur E2 s donc aussi E(l) sur Eg et EI sur E; vu les définitions de ces
sous-groupess 11 applique donc aussi (Ei ’ E'l’) soit sur (Eé ’ Eg) y Soit sur

(Eg ’ Eé) « Comme E:'L et E':'L sont isomorphes a U @ Fi s on voit bien que

N
U®F1—U @Fz .

Co Qo F. Dc

Démonstration du théoréme 5. -~ On va d'abord prouver que, si E, , E,e S sont

indéfinis, de type II, et ont mfme rang et mfme indice, ils sont isomorphes.

D'aprés le lemme 4, ona E, =U®F, , E2 =Ue F2 3 il est clair que F, et
F, sont de type II et ont méme reng et méme indice. les modules I ol eF et

I, ®I_oF, sont indéfinis, de type I, de mfme rang et de méme indice. D'aprés
le théoreme 4, ils sont isomorphes. Appliquant le lemme 5, on voit alors que E;

et B, sont isomorphes, ce qui démontre notre assertion.

Le théoréme 5 est maintenant immédiat : si E est défini, de type II, et si

T(E) = 0, on détermine des entiers p et q par les formles’
1 1
1=Le@ , peie® -<@) .

En appliquant le résultat ci-dessus aux modules E et pU ® qV8 s on voit que

ces modules sont isomorphes.

Ce Qe Fo Do
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