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de Siebenmann, qu'on peut ¢noncer ainsi @

L4 . . . 2 [ P N
TOEOREME 1.~ Soit W une variété différentiable de dimension n + k » houdon

AT ot

eu produit M X R~ , o M est une varid+td topologique compacte connexe sans boxd,

o
- . . . N 0 L . .
de dimension n . Si n=25, et si K°(2(¢) =0, (ob ¢ est le produit de

(171 (4) par k -1 exemplaires de 2 ) la structure différentiabie de W est une

o ——

structure produit : autrement dit, il existe wne veridtd différentisble N compacte

sans bord, telle que le produit N x Rk soit difféomorphe & W . (Il en résulte que

N a méme type d*homotopie que M .)

la démonstration de ce théortme sera esquissée au § 4. Nous donnercns un certain
nombre de définitions (§ 1) qui nous permettront d'énoncer des conséguences du
Tnéoreme 1 (§ 2), d'ol nous déduiroms (§ 3) 1'invarience topologique des classes de
Pontrjagin.

§ 1. Microfibrés topologiques.

g

1. Définition et propriétés (voir Milnor 467 ).

Un microfibré topologique de base B , est 1a donude de deux espaces topoleogie
ques B et E , et de deux applications continues 3
la "projection" j : E—> B,

la "section nulle" 1 3 B——E ,

telles que lsur composde J ©° 1 soit 'application identique de B .

B{EMPLES . 1) Microfibré produit de fibre BO .,

e

n . . . . .
E=3XERE , i est effectivement la s ction mulle.et § la wrojesticn sur B .
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2) Microfited tunzent & une vardété tovclogique V.

L bmse cat Vo, ot B est VxV 3 J estla premidre projection, et 1 est
Tiapplicetion dipgonale da ¥V dems VX Vo

%) Microfitrd sousejscent & un fibré vectoriel localement trivial.

2

LS e - - z, L S .}.
la défiyition est evidante.

Un prémorphicne du micrefibné (B,B,i,3) dens le microfiboé (B, 1,40, 5)

goedessus dfung epolicaticn € ¢ B ~» I, est une epplication g d'un voisinsge U
dg 2a sootion mulle de K dsms BY , compatible avec f clest-t-dire qui rende

covmptatif le dicgremne @

1
5 mﬂé‘.ﬂwwu.,,;ﬁ, T (ﬂ:E) j!U,_,_m:, B

| i

‘Bﬁ i' e 30

—> B > Bt

Dewx prémorphicnes su-dessus de £ défiudssent le wime morphiswme, s8'ils coincident
dens un volginnge de 1a section nulle, contenu dems liintersection de leura voisi-

nages e délfiniticon,

Ta composition des morphismes, le worphisme identique sont des notiens dvidentes.
On voit sans poine qufun isomorphisume, (morrhisme qui admat un inverse) est représen—
{able par un hondomorphisma dun voisinage de la section nulle de B sur un volsinege
de celle de B' , au~destus d'un homéomorphisme de B sur B' . Un B-igomorphisme
entre deux microfibrés de mime base B , st un isomorphisme au~dessuc de lfapplicae

tion identique de B . Do mime que pour les fibrés, on peut définir les notions de
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uicrofibré imnge réciproque et de microfibré irduit. Un microfibré trivial de rang =
ast un microfibré isomorphe eu microfibré produit de fibre Rp . Un microfibré loces
lement trivial de reng n , est un microfibré tel, que tout point de 1la hase ait un
voisinage au~deasus duquel le microfibré induit soit trivial de rarg n . Nous ne nous
intéresserons qu'aux microfibrés localement triviaux. Les exzemples donnds ci-dessus
sont des microfibrés localement trivizux. Comme pour les fibrés, on sait définir la
somme de Whitney de deux microfibrés ; on démontre aussi qus les images réciproques
d'un microfibré par deux applications hewotopes sont isoworphes. Enfin, la déncmina-
tion de microfibré tangent & une variété topologique est justifide par le fait que 1le
microfibré sous-jacent au fibré tangent d'une variété différentiable paracompacte est

isomorrhe au microfibré tangent a cette variété,

2. "Classification" des microfibrés,

Nouz donnerons sans démonstration lss résultats, svivants, gqui utilisent la
classique théorie simpliciale (voir [,1“7 Je
Soit Top(n) 1le groupe simplicial dont les p-simplexes sont les aubtomorphiswes

du microfibd trivial de rang n , de bsss le simplexe topologigue igk o A tout

p]
microfileé ds rang n , ayant pour base la zéalisation gfométrique 1B} diun ensenble
simplicial B , on peut associer vn fibré principal simplicisl de boss B , de groups

Top(n) . Tnversement, & tout Fitwé simplicinl principal de groupe Top(n) , ayant

pour bage un ensemble simplicial loealemert find B, on peut associer vn microfibrs

topologione de rang n , de base |{B| s de tolle sorts gu'on éteblissc ainsi une

bijection entre 1'ensemble des classes de microfibrés de yang n , de hese |B| , et
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1tensemble des classes do {ibrée principoux de groupe Top(n) , de base B (ensens-
ble simpliciel localement fini). On sait alors que ces classes de fibrés simplicisux
sont en bijegtion avec les classes d*homotopie dfapplications simpliciales de B

dans un certein ensewble siwplicial W(Top(n)) (défini dans [1.7).

La mdme construction pour Jes fibrés vectoriels locelement trivieux, nous donne
un groupe simplicial o(xn) (qui est le couplexe singulier du groupe orthogonal de
n vorisbles). O(n) stidentific & wn sous-groupe de Top(n) , dtou, par fonctorig-
1446 de W , une sypplication

o(n) : Wo(n)) —> W(rop(n)) .

Wi(Top(n)) est un complexs de Kan, done qTqCQ(Top(n))) stidentifie & 1'ensemble
des classes d'homotopie d'applications (simpliciales) de ltensenmble simplicial ?3[Sq+1
(sphvre simplicisle dz dimension ¢ ) dans W(Top(n)) . Donc, ‘ﬂq(ﬁ(Top(n))) est en
bijection svec 1'enseuble des classes de microfibrés de rang n , de base sl,ona
wm rejsomnensnt anslogue pour o(n) , et 1'application naturelle

T (0(0))) s T (W (203(n)))

correspond au fonctevr "microfibré sous-jecent".

Nous noterons Top et 0 , les 1imites inductives par suspension de Top(n) et
o(n) . Le groupe O est un scus-—groupa de Top . Nous noterons BO et BIOP les

espaces W(0) et W(Top) .

3, Classes caractéristiques.

Tout microfibré topologique de buse B, a4finit un microfibré (image réciproque)

de base bs(e)l (réalisation géométrigue du complexe singuliexr de B.), donc ume clasge
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d'applications simpliciales
£ 1 S(B)——y ¥(Top(n))
d'ou un homomorphisme
£% 2 B(W(Top(n))) —>1*(B) .

Les éléments de 1'image de f£* sont les classes caractéristiques du microfibré,

Dune le cas o le microfibré provient d'un fibré vectoriel, cette application se

factorise par H*(W(o(n)))

* hined D'd
([ (rop(n))) — 2 o wi(0(a))) -5 H(w) .
Ii est clair que, pour les fibrés, toutes les classes caractéristiques qui proviennent

de 1'image de o¢*(n) , ne dépendent que du microfibrd sous~jacent.

Lorsqu'il s'agit de cohomologie rationnelle, H*(BO,Q) est une algébre de poly-
némes en des classes p; & H4l(BO,Q) s+ appelées classes rationnelles de Fonirjagin.
Hous démontrerons (Corollaire de la Proposition 3), que ¢* : H*(BTOP,Q)~—~5}H*(BO,Q)

est surjective ; les classes ratiommelles de Pontrjagin d'vn £ibré re dépendent done

~ que du wicrofibré sous-jecent.

Pour la cohomologie mod, 2 s le résultat est plus précis : on sait construire
directewant des classes de Stiefel-Whitney wi (= H;(B,Zz) pour'EQEE microfibré,
qui, dans le cas ou le microfibré provieant d'un fibré, sont les classes de 3.-%. de
ce fibré, La construction est donnée par wne formule classique utilisant les opéra-
4

tions de Steenrod, et l'isomorphisme de Thow. (Le théortme de Thom-Gysin vaut, en

effet, pour les microfibrés.) (Voir Z-10m7 )e
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§ 2. Structures différentiables sur s™ x HF: ; fibrés de base st .

Tme conséguence du Théortme 1 est la

PROPOSITION 1,- Pour toute structure différentiable sur s™ x Rk , n=>5, le fibré

Langent est stablement trivial.

némenstration.

st A

Dlaprds un résultat d'Adsms, (voir Zﬂ3_7 ) toute sphére d'homotopie a un fibré
tangent stablement irivial. Mais, d'apres le Théordme i, toute structure différen-
tiable sux s™ » Rk est une structure produit 2% Rk , Ol 2. est une n-sphire
d'howotopie 3 et le fibré tansent & X Rk est stablement trivial. Le Théordme 1

‘ . < o X DO el .
stapplique parce que ’ﬂ1(u ) =0, el que K (2(3)) est nul si G est un groupe

abélien libre (voir /127 ).

PROPOSTIION 2,- Tout fibré de base st (quel que soit n ), dont le microfibré sous-

jacent est stablement trivial, est Jui-méme stablement trivial.

Démonstration.
11 suffit de démontrer la proposition pour un fibré différentiable, puisque tout
£ibré a dans sa clesse un fibré différentiable. On peut aussi supposer que le microfi-

bré sous-jacent est trivial.

nZ25 ., Seit & = (E,Sn?p) un Fibré différentiable de rang k . L'isomorphisme du

L S,

9,

microfibrd sous—jacent & & sur le microfibré trivial est un homéomorphisme - d'un
‘o - . . n k :
voisinage ouvert W< E de la section mulle de & sur §7X R~ , respectant la fibra-

tion et la section nulle @
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Le fibré tangent T(W) est stablement trivial d'aprés la Proposition 1. On seit
d'sutre part calculer T(W) ; c'est la somme de Whitney (p*(z) @9‘%(x))jw de
1l'image réciproque de & par p§W y et du fibwé frivial de rong k . La vestrictior
de T(W) & la section mulle de & est done isomerphe & la somme do Whitnev de &

et d'un fibré trivial. Ceci prouve que & ost steblement trivial.

t‘)
a=1(om2), I1ya deux classes stables de fibrés do base S (resp. 8" ) 3 ces
deux classes sont caractérisdes par leur classe de Stiefel-Whitney v, (respo W? J,
Si ls microfibré sous~jecent & £ est trivial, cette classe est nulle, et & est

stablement trivial,

n=3. Come Ti,(0) estnul, il n'y a qu'une classe stable de fibrés ds vasa S ,
i 2

et tout fibréd de baze 33 63t stablement trivial.

n=4 . Onsait que T, (BO) = F.(0) =2 ; les fibrds de base §'
4 3

o s e

sont clessifids
R o 123 ony H4 4 Y,
par la classe de Pontrjagin p, € (s%,2) .

Soit & wun fibvé différentiable de base ST y dont le mlcrofibyd sous-jacent est

H

Cad‘

trivial, et W un voisinage ouvert de la ssction mille de & , homfomorphe & S wX

montrons que y=m%)=0.%MSWM'nkS,mwuﬁhmmle%@%&l.mm

PZ(C) l'espace projectif complexe de dimension 2 3 la classe totals de Pontrjasin
" 2 . -2 . m

de son fibré tangent est 1 + 3x° , o x & ﬂ)(P?(C),Z) est la rresidre cissss do

Chern du fibré cononique de base Pé(c) . Le produid W x*rz(c) a mfip eohamologie
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gue 84 *® P2(G) , et la classe totale de Pontrisgin de T(W b4 Pa(C)) est

(gt 3:2) = 14wt + 132 ¢ 530
car il n'y a pas de torgion.
Diaprés le Théordme 1, WX PZ(C) est difféoworphe & un produit N X E,k s O
N est uvne variété compacte de dimension 8 qui & néme cohomologia que SA'x PZ(C) .
Ltindex de la variété N est nul, et le théoréme de 1'index d'Hirzebruch permet de
couclure que ¢ 7;92 - p% =0 , soit 15y.3:2 =0, donc y=0.

Une forme équivalente de la Proposition 2, est la :

PEOPOSTTION 2!'.~ L'application naturelle @

. L. P g% ( 3 i
9, ¢ 1 (80) ~——> i (BIOP) (voir § 1)

est injective pour tout n>1 .

ia s N . b o)
En effet, les classes stables de fibres (resp. de microfibrds) de base S , sont

en correspondance biunivoque avec ‘ﬁn(BO) (resp. 9T n(BTOP) ).

RFMARQUES.— 1) Ltapplication ©n ntest pes surjective pour n =4p . En effet, Milnor

a démontré dans /4_/ que 1l'image par Up d'un générateur de ‘ZTT4P(BO) qui {Théo~-

rime de Pott) est infini cycligue, est divisible dans ‘iT4p(BTOP) par ltentier

. B
T = (2&1}”1 - 1).num.( .,E) s OU Bp est le p-itme nombre de Bernoulli, et
Y

B B

ndm.( 2 le numérateur de L &crit sous forme irréductible. Pour p=22, rp1,
P P

et 1'injectiviié de q*>4p prouve gue ('04}) ntest pes surjective.

2) Dans le méme article, Milnor construit ua CH-complexe X , pour lequel 1'analo—
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Ap-1 une cellule

gue de la Proposition 2 est fausse. On itobtient en attachent a S
de dimension 4p par une application de degré q , o0 q est un diviseur premier de
1tentier r (cf. Remarque 1)). Compte tema de la Remarque 1), il n'est pas difficile
de démontrer que, pour cet espace X , tout microfibré de base X , sous-jacent & un
R

fibré, est stablement trivial ; il y a cependant q classes stables de Tibrés de

base X .

§ 3. Invariance topologique des classes raticmnelles de Pontrjagin.

PROPOSITION 3. Pour tout n , l'application

B, (80,Q)———s H_(BT0P,Q)

induite par ¢ , est injective.

 am—— 1

COROLIATIRE.~ Pour tout n , ltapplication

H?(BTOP,Q) — —> H(B0,0)

___induite par ¢ , est surjective.

ot 298

Le Corollaire est une consdquence immédiate de la Proposition 3. D'apres ce que
nous avons dit au § 1, il entralne que les classes de Ponirjagin ratiomnelles d'um
fibré ne dépendent que du microfibré sous-jacent. En particulier, les classes tangen-
tes d'une variétd diffdérentisble, ne dépendant que du micrefibré tangent, ne dépendent

que de le structure de variété topologique.

Démonstration de la Propesition 3.

Soit G(n) 1'un des groupes simpliciaux Top(n) ou O{n) . Ltisomorphisme de

n n . pen . : N _
R* xR sur R qui,au couple (x,y) , ol x = (Xi)1“"iﬁn , ¥ = (yi)1£-i‘£n ’

——
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assocle 2z = (Zi)1s§i€£2n avec Z2p~1 = Xp s ZZp = yp , permet de définir un
homomorphisme de groupes simpliciaux ¢(n) < G(n)—— G(2n) , compatible avec les
suspensions Mn)— = Gn +1) et c¢(on) - G(2n + 2) . Par fonctorialité de i ’
on en déduit une application simpliciale W(G(n)) % W(G{n))-—3 W(a(2n)) . Ceci
permet de définir sur BO et BTOP , par passage a4 la limite, deux lois de compo-
sition, respectées par 1l'application ¢ : BO- —5 BIOP . Les réalisations géomdtriques
de BO et BIOP sont donc munies de lois dé composition qui en font des H-espaces
dans un sens un peu large : ces lois de composition ne sont, en effet, pas nécessain-

rement continues ; mais leurs restrictions aux compacts sont continues (voir [_1“7).

Comme BO et BPOP sont des complexes de Kan, leur homologie et leur homotopie
sont celles de leurs réalisations géométriques. La Proposition 3 est donc une consé-
quence de la Proposition 2° et du Lemme suivant (valable pour les H-espaces dans le
sens faible précédent, mais que, pour simplifier, nous énoncerons pour le cas de

H~espaces) 3

IMMME,— Soient X et Y deux H-espaces connexes, et £ ¢ X—> Y une application

continue compatible avec les lois de H-espaces. Si 1l'application induite

T ()@ Q :+ MK @Q—> TN @Q

est injective, alors ltapplication

H(£,Q) ¢ H(X,Q) — H(Y,Q)

est aussi injective.

Le Lemme se démontre en construisant un espace auxiliaire T , et une application ,
g€:T—>Y, de telle sorte que 1ltapplication composée X K T —» ¥ X Y -—» ¥ défi-

nie 3 1l'aide de la loi de H-espace de Y , induise un isomorphisme sur les groupes
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4,
. . U \ 2n+1
d'homotopie rationnels. On prend pour espace T un produit infini de sphires 8

de dimensicn impaire, et d'espaces ngn. qui ont le type d'homotopie de 1'espace

2n+l . On utilise ensuite le théordme de J. H. €. Whitehead modulo

des lacets de 'S
. . . ~ . -

la classe des groupes abéliens de torsion (voir Serre L 8_7 ). Comme X at ¥ sont

des H-espaces, on peut sc¢ ramener aux hypothises du théordéme de Whitehead ccncernant

les groupes fondamenbaux.

REMARQUE,~ On peut montrer que les H-lois de (B0l et |BTOP| scnt homotopiquement
associatives, On aurait donc pu démontrer la Proposition 3 & ltaide dtun +théordme de

Miinor et Moore (1"5_7 rage 263).

§ 4. Déronstration du Théoréme 1.

Le Théoréme se démontre par récurrence sur k ., Pour k = 1, 12 démonstration
n'est avire que cells du théordme principal de la thése de L. C. Sisbenmsrn ([-9_7)0
Elle occupe cing chapiires de sa thése, et nous ne pouvons pes 1'oxposer ici. Signalons
seulewent gu'on construit, par chirurgie, une scus-—varidté comexe V de W, & bord

bV connexe, qui contienne un ouvert de la forme M x 7} a,0 C W, telle que
cﬂi(bV) SN 471(V)—-_> ﬂT1(W) soient des isomorphisies, et que, pour tout i= 2,
~o ~ ~
Hi(V,bV) =0, (o V et bV sont les revitements universels de V ot bV ). I1
est ensuite facile & voir, a 1'aide du Théorime du s-eobordieme (voir Zm2w7), que
W est difféomorphe & bV R . Signalons susei que la mére démonstiration s'applique

& un cas un peu plus géndral, et permet de démontrer le

LEMME.~ Soit W une variété différentinbie corneze sans bord, qui est le revitenent

'l i d . v ,",.‘l =3
de groupe Z d'une variété fopologique compactse connexe sens bord. Si K’(Z“ﬂ1(W))
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eat nul, alors W est diffdomorphe & un produit Wx R .

Ce Lemme nous servira go cours de la récurvence. 11 & aussi été démontrd, d'une

manidre différente, pesr S, P. Hovikov.
. ~o
Remarguons tout de sulte que, comue Ke(2Z(~)) est un foncteur de 1a catégniic
des groupes dans celle des groupes sbéliens, 1'hypothise

e .
Kcﬁ(?;((} * ?’:X :/: X sow X z)) = O
e A
(k = 1) fois

entrefne (par vétraction)

NG 1 -y AR s
K (a(c x 2 x .;ﬂj)) = 9 pour 0<p<Lk -1,
p fois

y
Heourreneea,

R TR AT DT

Supposens le Théordnme etebli jusqu'éd 1l'ordre k = 1 . Soit ¥ vérifisnt les hypo-

theses du théoréms. Scient § le coercle unité du plen (x3 =Xy e =X 0) de
B, et TCTERE le cowplémentuics de 1¥hyperplsn (}:1 =X, = 0) . L'espace T est

homéomorphe & S X B , 81 W' est Llouwvert de W, image de MX T per 1'howdomor-

phismo de M X B sur W ¢ cowme 9T, (W) = 9T : (W) ® 2, W' est dirféouorphe & un

Yol

produit Vx K, dfaprds 1'hypothoss de récurrence.

&l':w-‘i

> t » “-“1 ’
Lu rerélement évidont de HX S X R par M X R X Rk s COrTespond ar homeo-

A L
morphisme un revétement p ¢ Wi-—2 ¥' | On punit W' de la struccure ¢ifféreniisble

jmage réciproque de celle de W' par p . Notons V la sous-variété V x 0 de W' |

et solt ¥ = p (V) .

W4 PN . ol . . .A |
1) 11 existe une variétd différentisble N telle que V soit difféomorvhe & Nx R .

Clest vne conséquence immédiate de la défindition de V , et du Lemme précddent.
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A , A k.m“ P S
2) W' est difféomorphe & V X K » Congidérons, en effet, le revitement

(pﬁf x id) ¥ x qu —> T X Rk"l' = W' . I1 correspond a 1l'homouorphisme
CIT1 (v x B "1) —> 7% obtenu par la composition
T, (7 x B 22 o (V) 225 7, (0) s 2
(ot 1a dernidre fldche correspond au revdiement p W —>W' ). Par suite, ces deux

5 o e . 8 ]
revétements sont isomorphes, et W' est difféomorphe & V X Rk .

L3

%) W est difféomorphe & W' .

1
. . . ot . - . oK R
LEMMR,=- Soit W une variété différentiable homéomorrhe & M X R , k> 2 , on M

est une variété torclogique compacte comnexe sans bhord, et soit B wn k-~disque

e A

ouvert de Rk . L'espace B X M sfidentifie & un ouvert de W ; celui-ci (mmi de

?
s B s

la siructure différentiable induite par W ) est difféomorphe & ¥ , si

§°(Zﬂ1 W) =0.

Admeottons ce lemme ;3 soit B wun k~disque contenu dans T . La variétd B XM
A
est difféomorphe 4 W , Soit B un k-~disque veldvement de B dens le revitement
~N

< 2 4 D " Wi ) .
Rl“ de T . Pour la méme raison B x M est diffécomorphe & W! . Bofin, p induit

r.y
un difféomorphisme de B X M sur BX M. Ceci achdve la démonstration du Théordme 1.

Dénmonstration du Toemme,

Y - (B X M) est hemdomorphe 3 sl x M xor , ot possdde donc une structure

diffirentisble F X B (identifions F et (Fx 0)C % ). 8i P est un point de B,

il en ecst de mdme pour (B - {P} ) X M, qui est difféomorphe & F' X R . Soit U 1la
sous~variété de W bordée per F et ¥ , T ezt un hecobordisme entre F et TF' .

11 n'y a pas de difficulté & rdtracter U sur ¥ ou F' , Soit A= (Bx M) -U

~e
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c'est l'intérieur d'une variété de bord F! .

A est difféomorphe & B X M (BX M) - A est en effet difféomorphe &

Ft x [0,1 ; il suffit alors d'appliquer le théoréme diunicité des voisinages
P g

tubtleaires,

AU{U - ) est diffécmorphe & W , pour la méme raison.

A est difféomorphe & AW (U= F) : encore pour la méme raison, et parce que

(U - F) est diffdomorphe & F' X (0,1 d'aprés un théordme classique sur les

h-cobordismes (voir /[ 2_7).
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