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Einleitung

Der bexannteste Teil der stabilen ilomotopiegruppen wi ist
das Bild des J-Homomorphismus. Identifiziert man wi tber

die Thom - Pontrjagin Konstruxtion mit Qgr, der Bordismus-
gruppe n-dimensionaler gerahmter Mannigfaltigkeiten, l&Rt
sich der J-Homomorphismus folgendermafen beschreiben:

Eine Abbildung g von de; Sphére s? in die spezielle orthogo-
nale Gruppe SO xann man als Automorphismus eines trivialen
Vextorbilndels uber S" auffassen. Die Komposition dieses
Automorphismus mit der Standardrahmung g von s™ ist eine

f

neue Rahmung, die wir mit gg bezeichnen. Die Zuordnung
g (sn,gé) induziert den J-Homomorphismus J:wn(SO) -+ ﬂgr.
Dieses 'Twisten' von Rahmungen kann man fiir beliebige
Mannigfaltigkeiten N mit Rahmung g durchfithren und einen
'geometrischen J-Homomorphismus' jzﬁgr(SO)—~—+ Qgr
definieren durch N,g,8] — [N,gg] .
Dessen Bild ist wesentlich gr8Ber als das Bild des
J~Homomorphismus und bisher nicht bekannt. Erst vor kurzem
wurde gezeigt, daR diese Abbildung nicht surjektiv ist [Kn].
Analog zu diesen reellen J-Homomorphismen definiert
man komplexe J-Homomorphismen, indem man die spezielle ortho-
gonale Gruppe SO durch die unitire Gruppe U ersetzt.
Die Bordismusgruppen freier Sl-Mannigfaltigkeiten

mit &dquivarianter Rahmung xann man mit den gerahmten

Bordismusgruppen des komplex-projextiven Raumes CP(=) identi-

fr

fizieren und erhdlt eine VergiBabbildung E:Qir(mP(w))—»+ Qa1
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In [L@ wird die Frage aufgeworfen, ob t identisch ist mit

der Komposition

-

(U) —3dy fT

n+t ?

R
fr = fr + 1 ¥ ~fpr
2 " (CP(=)) —— 3n+1(cp(w) e

wobeizi den Suspensionsisomorphismus bezeichnet, und

1~—~+ U die komplexe Spiegelungsabbildung,

R:CP(w)AS
die einem eindimensionalen xomplexen Unterraum 1eCP(k) und
einer xomplexen Zahl zaS1 den unitdren Automorphismus von

¢¥ zuordnet, der auf 1 durch Multiplikation mit 2z operiert -
und das orthogonale Komplement festlidBRt.

Gegeben eine n-Mannigfaltigkeit B' mit Rahmung g und eine
Abbildung g von B' in CP(=), so wird das Bild der Bordismus-
f£lasse [B',g,é]enﬁr(GP(m)) unter der obigen Komposition

durch das Produkt B'xS1 mit einer getwisteten Rahmung
reprisentiert, das Bild unter t durch das zurilckgezogene
universelle Sl—Prinzipalbﬂndel mit einer Hdquivarianten
Rahmung.Im ersten Fall ist die Mannigfaltigkeit ein triviales
Si—Bundel, und der 'Twist' steckt in der Rahmung, widhrend im
zweiten Fall die Rahmung Hquivariant ist und die Mannigfaltig-
ceit ein 'getwistetes' Sl-Bundel.

Mit differentialtopologischen Methoden wird in dieser Arbeit

der folgende Satz und die weiteren Resultate bewiesen:

Satz A : Das nebenstehende Qgr(CP(w))

Diagramm xommutiert lii \\\\\\E\‘
. . fr + 1 fr
bis aufs Vorzeichen 5n+1(CP(w)‘Af/j/////,,ﬂn+1
|2 ;

anfr + .1
SR CIOVER
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Ein direkter Beweis des Satzes durch Angabe eines Bordismus,

der auf U.Koschorke zurlickgeht, wird in §8 skizziert.

Als Korollar zu Satz A folgt, daR das Bild von t im
Bild von J liegt. Dies gilt auch umgexéhrt, denn man kann
einen 'Singularititen-Homomorphismus' 8 definieren, wie
dies im reellen Fall in [Ko] getan wird, und beweisen,

was wir jedoch nicht in dieser Arbeit tun wollen, daB das

Diagramm

fr -

Q7 (CP(=)) t
' 1
afr’ / n+

n+1(U) J

bis aufs Vorzeichen xommutiert.

Die Abbildungen J bzw. t werden von stabilen Abbildungen

1

JoU ——r SO bzw. prot:CP(w)tAS — SO induziert, sodaB

sich Satz A aus dem folgenden Resultat ergibt

Satz B : Das Diagramm CP(m)‘}’\S1 pret
U J

kommutiert bis aufs Vorzeichen, d.h. bis auf eine

0]

stabile Abbildung S~ - SO mit Abbildungsgrad +1.

Eine wichtige Anwendung dieses Satzes ist die folgende:
Es gibt einen fir punktierte Riume X definierten J-Homomor-
phismus J:kﬂl(x)~——¢ ng(x), der fir X=S" mit dem iUblichen

J-Homomorphismus J:nn(U)~*—+ ni Ubereinstimmt. Aus Satz B
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folgt, daB protsng(CP(w)ﬁ\Sl) im Bild des verallge-

meinerten J-Homomorphismus liegt. Diese Aussage wurde
von E.Ossa benutzt, um zu zeigen, daf die Ordnung eines

durch eine Liegruppe mit linksinvarianter Parallelisierung

reprisentierten Elementes in er ein Teiler von 25325 ist.

Weitere Anwendungen von Satz B findet man in [Kn].

Satz B ist ein Spezialfall des allgemeineren Resultats

Satz C : Das folgende Diagramm stabiler Abbildungen

sommutiert bis aufs Vorzeichen filr groBe k

I+ .
v CKS J

Hierbei bezeichnet K die reellen bzw. komplexen Zahlen
bzw. die Quaternionen, d die Dimension von K ilber den
reellen Zahlen, und KP(k-1) den K-Proje«tiven Raum.
IKP(K--i)nY@C ist der Thomraum der Whitneysumme von n Kopien
des xanonischen K-Linienbindels y und des adjungierten

K+n

Vektorbindels ¢ (siehe 1.7 bzw. 1.4), Vk( K ) bezeichnet

die Stiefelmannigfaltigkeit der K-linearen, orthogonalen

£ . +
K gEtn

Monomorphismen von in

R ist eine 'verallgemeinerte Spiegelungsabbildung', die
stabile Abbildung j kann man als 'verallgemeinerten J-Homo-
morphismus’' betrachten, und pr'vtnY ist die Komposition des

verallgemeinerten Transfers mit Koeffizienten in einem

Vextorbindel (siehe §5) mit einer Projektionsabbildung.
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(1.0) Allgemeine Notationen

Unter ‘'Abbildungen' zwischen topologischen R¥umen verstehen

wir in dieser Arbeit stetige Abbildungen.
Es seien X,Y topologische R#ume, ACX, f:A— B eine
Abbildung, «,B,y,8 Vektorblindel illber Y, ¢:a—+8 , ¢P:y—>+é

Vektorbiindelmorphismen. Dann bezeichnet

x* - die disjunkte Vereinigung von X mit dem
Einpunktraum,
- X/A den Quotienten von X nach A mit_BaQ{s-
punkt » =[A] ; X/@ = X*
RN ‘den Basispunkt eines punktierten Raumes

}ﬁXAY*= XxY/(Xx{e}u{®}xY) das Smashprodukt punktierter

gt o Rdume (X,#) und (Y,=)

die Einschrinkung von f auf A

- a®B ; die Whitneysumme der Vektorbilndel « und g

$0y:a@®y—p®6 die Whitneysumme der Morphismen ¢ und ¢
t*a das induzierte Vektorbiindel

f!¢:f*u—-»f*e den induzierten Morphismus

a = B einen Vektorbiindelisomorphismus zwischen
a und g
MC >N die Eﬁﬁettung einer Mannigfaltigkeit M

in eine Mannigfaltigkeit N

I = [0,1] das Einheitsintervall




(1.1) Die Quaternionen

Es bezeichne € den K8rper der komplexen Zahlen. Auf der
direkten Summe C®C kann man eine ['ultiplikation definieren

ﬁ%ﬁ?ch (a,b)+«(a',b') = (aa' - bb',ab' + ba'). Bezliglich

> R B R N S e e o e A e e Lo

'ﬁaieéer Multiplikation ist C®C ein K8rper, den man die

ldhaternionen nennt,und mit dem Symbol H bezeichnet.

Genau wie man die reellen ZahlenlIR mit einem

‘'Unterkbrper der komplexen Zahlen identifiziert, kann man

_?ﬁigikbmplexen Zahlen mittels der Inklusion ar—(a,0) als

- "{nterkbrper der Quaternionen auffassen.

,1e*3ﬁ?*m gegebene Konjugation 14Bt sich auf H r8rtsetzen

{ndem man ftr (a,b)ed definiert : (a,b) := (a,-b).

éi@ééhih“kann man den Realteil einer Quaternion z
definieren durch Re z := E%é . Der Realteil einer Quater-
fiﬁh*istVStets eine reelle Zahl und verallgemeinert den
ﬁéﬁ%iff des Realteiles einer komplexen Zahl.

vﬂﬁi%%i"x‘=IR, € oder H und 4@ die Dimension von K ilber
:# “&%ﬁ%féé11en Zahlen. Auf dem K-Vektorraum K'(mit Skalar-

”ﬁultiplikation von rechts) definieren wir ein K- Skalar-

2¥odukt durch <v,w> := V,w,+....+v w ¢ fir

\ fﬁ'(vi,....,vn)eimn und w = (wl,....,wn)gimn.
';;%fﬁrhk;k'e'm gilt dann <vk,wk's = k<v,ws>k' .

"’Weﬁn die K-lineare Struktur keine Rolle spielt, werden
wir K" mit RI¥ identifizieren. Fir zwei Elemente v,we K"

24t das reelle Skalarprodukt, d.h. das {ibliche Skalar-

‘produkt von v und w, wenn man beide als Elemente von IRO"

“auffasst, gegeben durch Re<v,ws>¢ RR.
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(1.2) Mannigfaltigkeiten, Vektorbiindel und Thomrdume

Unter 'Mannigfaltigkeiten wollen wir immer c”~Mannigfaltig-
keiten - evtl. mit Rand - verstehen. Den Rand einer Mannig-
faltigkeit M bezeichnen wir mit aM, das Tangentialblindel
mit TM.

Gegeben ein Faserbiindel 7:E— B werden wir, sofern

| Verwechslungen ausgeschlossen sind, nicht nur fir den

Totalraum, sondern auch fiir das Biilndel das Symbol E
benutzen; insbesondere schreiben wir fiir das triviale

Vektorbilindel pr :Bx R&— B (prlist die Projektion auf

1

~“'den. ersten Faktor) kurz Bx R?, oder auch (a) , wenn klar
;fiap,'vm‘welchen Basisraum es sich handelt.
‘péﬂﬂﬁféin;Vektorbundel a mit Riemannscher Metrik. iber dem
,jB@@&graum B bezeichnen wir mit D(a) bzw. S(a) das Scheiben-
tvbzw@»Spharenbﬁndel von a, und mit B® den Thomraum D(a)/S(a).

" Falls der Basisraum B eine Mannigfaligkeit ist, hat das

Scheibenbiindel D(a) die Struktur einer Mannigfaltigkeit
mit 3D(a) = S(a).

Da die in dieser Arbeit vorkommenden RH#ume parakompakt
sind, man also mittels einer Partition der Eins immer

eine Riemannsche Metrik wihlen kann, und der Homeomorphie-
typ von B* nicht von dieser Wahl abhingt, k®nnen wir

auch ohne Bezug auf eine Metrik von d e m Thomraum von «
reden,

Elemente aus B® schreiben wir in der Form [v] mit veD(a),
wobei wir aber auf doppelte Klammern verzichten, wenn -
wie bei assoziierten Vektorbiindeln (vgl. 1.3) - die Elemente

aus dem Scheibenbiindel schon Aquivalenzklassen sind.
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(1.3) Assoziierte Vektorbiindel

Es sei G eine kompakte Liegruppe, 5:E — B ein Prinzipal
G-Bilndel (G operiere von rechts auf E), und V ein Vektor-
raum mit einer G-Operation von links. Man kann eine Rechts~-
G-Operation auf ExV definieren durch

(ExV)xG ——— ExV

((e,v)ag)""“‘“““’ (eg’g—iv)

Der Orbitraum Ex,V ist der Totalraum eines Vektorblindels

tiber B mit der Projektionsabbildung ExGV—~—+ B definiert

durch [e;v]+— n(e). Dieses Biindel bezeichnet man als

;fﬁdQQ,zgmyﬁninzipalbundel assoziierte Vektorbiindel. -
?*Fqgﬁpin;qasoziiertes Vektorblindel y mit Faser V k&nnen
i5"Wi§;qés’induzierte Biindel n'u mit dem trivialen Vektor-
 fﬁﬁﬁée1 ExV identifizieren, da der kanonische Vektorbiindel-

Jmomﬁhismus ExV—— u einen Isomorphismus ExV — w*u

induziert.

Die Whitneysumme von zwei assoziierten Vektorblindeln,

sagen wir mit Fasern V und W, kann man mit dem assoziierten
Blindel mit Faser VW identifizieren; ein typisches Element

aus dem Totalraum ist also [e;v,w] mit eecE, veV, weW

~ (das Semikolon soll deutlich den Basis~ von dem Faser-

anteil trennen).Auch die Elemente der Whitneysumme eines
assoziierten Vektorbiindels mit Faser V und eines beliebigen
Vektorbiindels ¢ tiber B werden wir in der Form [e;v,w]
schreiben, wobei e ein Element von E ist, v ein Element

von V, und w aus g“(e), der Faser von £ ilber dem Punkt w(e).
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(1.4) Das adjungierte Vektorbiindel !

Die adjungierte Darstellung einer Liegruppe\

‘1ﬂiealgebra Qy, dem Tangentialraum des neutra!l

‘von G, wird definiert durch

Gx@,w%

(g,v) +——-—r d(Lg°Rg-1)(v) ;

‘wobei L_ bzw. R_ die Links- (bzw. Rechts- ) Translation

g g

‘mit g bezeichnet, und d(LgoRg-1) die zu Lg°Rg-1 gehdrende
“Tangentialabbildung.

~,5dégeben ein Prinzipal G-Biindel w:E-— B , nennen wir das

 fﬁQdieser Darstellung gehdrende assoziierte Vektorbiindel

igfadjungierte Vektorbiindel und bezeichnen es mit dem

1.5) Die muliplikative Verkniipfung des Kd8rpers

'  ﬁfK95IR, € oder H induziert eine Liegruppenstruktur fir

-1 (4 - dim p X). Den Tangentialraum an das

neutrale Element identifizieren wir mit dem Untervektor-

‘raum U der Vektoren aus XX, die senkrecht auf dem Einheits-

element stehen, oder anders ausgedrilckt :qg={Z€]K/Hbz=O}.
Die adjungierte Darstellung von G auf U sieht so aus :

Gy — U

(g,2) — gzg T

(1.6) Das Tangentialbiindel eines Faserbiindels

Es seien E und B Mannigfaltigkeiten, und m:E—+ B ein

Faserblindel. Dann gibt es eine kurze exakte Vektorbindel-



sequenz O —+ T E — TE — 2 TB — 0
(vgl. Kap. III §3 in [La] ), wobei TpE das 'Tangential-
‘blindel l&ngs der Faser' bezeichnet und der Morphismus
TE ~— +*TB von der Tangentialabbildung von » induziert
wird.
L Wenn es sich um ein Prinzipalbiindel handelt, ist TgE
:,isomorph zZu w*c, wobei ¢ das adjungierte Vektorbiindel
ibeiéichnet. Die Abbildung o= ExOj— TE ist die Ein-

_sdﬁfﬁnkung der Tangentialabbildung der G-Operation

ExGw—-—«-v E auf ExQJCT(ExG).

inﬁﬁﬁhiiﬂéines Scheibenbiindels n:D(a)— B ist TpD(a)
,M:ﬁgaﬂﬁfbh“Zu x*a, wobei man den Morphismus 2*a — TD(a)
5 a aﬁ;éh konstruieren kann, daf man einem Element (x;v)
ﬁ¥ £g§&ﬁ*d mit FuBpunkt xeD(a) und v aus der Faser von a
;ﬁﬁﬁp r'dem Punkt »(x) die Ableitung des Weges
" bF—~¥V§¥tveD(u) im Nullpunkt zuordnet.

Nach Wahl einer Riemannschen Metrik filr TE spalten die
exakten Sequenzen, und man erh#lt die bis auf Homotopie
kanonischen Vektorbiindelisomorphismen

] TEf5 a*TBer*r  und TD(a) = n TBér"a.

ﬁu}?das Sphirenbiindel S(a) als Rand von D(a) hat man
eihén"Isomorphismus TS(a)®(1) = TD(a)’S(a), wobei das

Bild des kanonischen Schnittes in (1) ein nach innen

weisendes Normalenfeld sein soll.

(1.7) Das Prinzipalbiindel {iber dem Projektiven Raum
d-1

Die Liegruppe G = S

operiert durch Rechtsmultiplikation



frei auf der Sphire gdk-1. gk

Sdk‘.~-1 dk~-1

.................... - 8

((xl,-~-,xk>,g) e — (xig,..e,xka)

‘Den Orbitraum nennt man den reellen (bzw. komplexen
" “bgw. quaternionellen) projektiven Raum. Wir werden ihn

- fﬁﬁiﬁ*dem Symbol KP(k-1) bezeichnen.

dk-1

‘JHPWDie~Projektion auf den Orbitraum x:S ey JKP(k=1)

"lyistfein Prinzipal G-Bilindel. Das assoziierte Vektorbiindel

, 7Wm!t»Faser X, wobei G auf K durch Rechtsmultiplikation mi¢

| iwmﬁlnﬁersen operiert, bezeichnen wir mit y, das adjungierte
ktorblndel mit z.

kIhklusion des Tangentialbiindels léngs der Fasern von

kw?, das wir nach (1.6) mit »'¢ = sty (siehe 1.5)
htifizieren, in das Tangentialbiindel von Sdk-1 ist

ﬁlizit«gegeben durch

ogdk-1 pgdk-1 dk-1_ pdk

x R°°/v senkrecht zu -

{(x3v)eS

(x,xz)

Y

(x,2) ¢

©(1+48) Bordismusgruppen mit Koeffizienten

)  “Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Bordismustheorie
” 'dTindet man in [Sa].

Es sei X ein topologischer Raum, und ¢ ein Vektorbindel
‘der Faserdimension s iiber X. Als g-Mannigfaltigkeit Uber X
~bezeichnen wir ein Tripel (M,f,f), wobei M eine geschlos-

‘ Qeené"Mannigfaltigkeit ist, f eine Abbildung von M in X,
~und die 'Rahmung' f ein stabiler Vektorbiindelisomorphismus
(r+s5+t) — TMOf*r®(t) ,

d.h. eine Aguivalenzklasse von Vektorbiindelisomorphismen,
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wobei wir zwei Isomorphismen ¢:(r+s+t) — TM@f*EO(t)

und @':(r+s+t')—w~* T™™Or*E®(t') Hquivalent nennen, wenn

fiir einé genligend grofe natilrliche Zahl k

4 01d: (r+s+t)8(t 1 4k) — TMBF*EB(L)B(t' +k) und
$10id: (r+s+t')@(t+k) — TMOL*£®(t')@(t+k) als Vektorbiindel-
) storphismen homotop sind.
’g? die libliche Weise definiert man die Bordismusrelation
:x  g;g§mensiona1er g-Mannigfaltigkeiten und macht die Menge
‘f fd§thordismusk1assen, die man mit @ (X;E) bezeichnet,
Vagrch die Verknlipfung 'disjunkte Vereinigung' zu einer
ppe. Fﬂr die von der ¢-Mannigfaltigkeit (M,f f)
'asentlerte Bordismusklasse schreiben wir [M, f‘ﬂ
Fiilr ein triviales Biindel £ ist QP(X,E) die
‘iéhuggrgppe von stabil gerahmten Mannigfaltigkeiten

IT(X) (vel. §15 in [Co]). ofF

" ist ein verallgemeinerter

~H,m01ogiefunktor. Fiir den induzierten Homomorphismus einer

bezeichnen

)

ﬁj ildung f:X— Y schreiben wir f , mit 3£r

'{\;fr

- winwdie‘redu21erte Theorle, d.h. ¢, (X) ist der Kern des

'kaomomorphismus 9 T(x) —2, Pe I'(m), wobei p die Projektion

‘;anﬁxtauf den Einpunktraum = bezeichnet. Statt gfr(m)

 sehreiben wir auch kurz Qﬁr

S
[USRN

(1.9) Der Thomisomorphismus

gg;sgi « ein a-dimensionales Vektorbilndel tber dem Raum X,
,ggg [M,f,f] Hﬁﬁa(x“). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
‘K@bg_man annehmen, daf f transversal zu XcX® ist. Das
ng;lq N = ful(X) ist dann eine Untermannigfaltigkeit von

M, sagen wir mit Normalenbiindel y, und die Einschrinkung
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der Tangentialabbildung von f auf N induziert einen

Vektorbiindelisomorphismus £ :iv —— g¥« (Satz 5.12 in [Bré]),

" wobei g:N— X die Einschrénkung von f auf N ist.

Bezeichnet man die Komposition

R idef eid
y;(r+a+t)———i~+ M| \@(t) = TNOV® (£ ) —— TN " a® ()

;5 1t g, SO ist das Tripel (N,g,g) eine a-Mannigfaltigkeit
‘dber X. Deren Bordismusklasse hingt nur von der Klasse

' £, f] ab.

] M,f,F] —— [N,g,é]

_eflnlerte Homomorphismus 3 (X ) ——— Q (x)

5iJekt1v, und man bezeichnet ihn als Thomisomorphismus.

;Qg;stabile Abbildungen

géigﬁ # und Y punktierte Riume, f:X—*Y eine Abbildung,
% {£;1,...,xn)eImn/ —1sxis1} der Einheitswiirfel im |
diméﬁsionalen Raum.mit Rand aD"

1

u_ﬁDann bezelchnen wir XaDl/oD! (bzw.

J,(bzw.‘fAld XAD /aD ~—+ YAD /aD1 ) als die Suspension

y_oder Einhdngung von X (bzw. f ). Durch n-fache Einhéngung

: ‘arhalt man den Raum XAD"/3D"™ (bzw. die Abbildung

‘fAld XAD"/3Dp® —— yap"/ap™).

Die n-fache Einhingung eines Thomraumes B® identifizieren

1uﬂir.mlt ge®(n)

;deflnlert eine Kquivalenzrelation, indem man zwei Ab-

© ,bildungen g:XAD"/3D"— YAD"/3D" und g':XAD"/3D™ — YAD™/3D™
*;ﬂggﬁgya;ent nennt, wenn sie nach geniigend h¥ufigem Einhingen

homotop sind. Die Kquivalenzklasse [g] bezeichnet man als

die von g reprisentierte stabile Abbildung.




§2 Die Spiegelungsabbildung

FUr,éﬁhen‘Punkt xes¥7! sei Ry die Spiegelung an der zu
 §fbﬁ$hbgona1en Hyperebene. Die von Jer Zuordnung

K ity Rx

szierte Abbildung

_ﬁi]RP(k-l) — 0(k)

‘réellen) projektiven Raum in die Gruppe der ortho-

8 aleh“Autombrphismen von Rk‘bezeichnet man als reelle

lungsabbildung.
geschrinkt auf den von x aufgespannten Untervektor-

* Multiplikation mit -1, eingeschrinkt auf

srthogonale Komplement die Identitit. Das legt

‘Verallgemeinerung nahe:

I{ﬂ,m oder M und d=dimgK. Fir xes3K-1 x% una

C. K stellen wir uns unter Rx 2 den Automorphis-
: 3

1 .‘fﬂlngor, der auf dem von x erzeugten K- Unterraum
‘ dﬂr@h&Multiplikation mit z operiert, und das orthogonale

Komplement festlift.

‘rle.dbhﬁenauer 148t sich das so formulieren: Fir veK" sei

RN RX’Z(V) 1= v o+ x(z-1)<x,v> ’

 WQbéi;§ ». > das Skalarprodukt aquKk bezeichnet (siehe 1.1).

(2.2) Lemma

,E§53ﬁ$le xesdk~1 und zf:Sdu1 ist Rx , ein K~1linearer,
e ,

- orthogonaler Automorphismus vonimk, oder anders ausge-
dnﬂqktz‘ﬁx’z EQK(k), wobei wir mit QK(k) die ortho-
gonale Gruppe bzw. die unitire Gruppe bzw. die sym-

plektische Gruppe fir XK=R bzw. I bzw. H bezeichnen.



nimasy

18 -

§

Y,

cas

Peweis: Lie K-Linearitit von Rx ’ folgt sofort aus der
s —— - ’

Definition von Rx , » Wenn man berlicksichtigt, daf fir
nitie ,

alle kdK gilt <x,vk> = <x,v>k (1.1).

e Orthogonalitft von R_ = zu beweisen, genligt es
(I ‘ 3

\Ugﬁ@‘rraum die Skalarprodukte <«v,v'> und <Rx (v),Rx Z(v')>
. £y

2%

zxk + x(z-1)k = xzk .

:‘ X,Z

fom&éhgzeigen,daB die Einschrinkung von Rx ” auf den von
>

';x#auﬁgﬁspannten Unterraum orthogonal ist, seien xk und

’ .’Dﬁhn.gdlt: <RX z(xk),R (xk')> = <xzk,xzk'> = kk' =

3

. <xK,xk'>, was zu beweisen war.

SN

V[Bf”$ :Ql: Fir X=R und Xe:Sk“1 ist R die Spiegelung

X,~1

_Q? Zu x orthogonalen Hyperebene.

' Es gilt offensichtlich R = R und R = id .
e "X,"l X’_l X,l

Diesulﬁﬁt sich folgendermaBen verallgemeinern:
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.
(2.3) Lemma
-fder”xtSdk—l und Z,gesd—l gilt Rxg,%_lzé - Rx,z und
id .

‘s+ Es sei ve X. Dann ist

-1 (v)

~1
Rxg,g - v + xg(l-g “zg)<xg,v>

v + xgg (1-z)gg T<x,v>

H

i

V + x(1-2z)<x,v> = Rx,z(v)

und Rx = v o+ x(1-1)<x,v> = v .

€ wir wegen R = R die reelle Spiegelungs-
\ -X,~1 X,=1

”K’durch Konjugation: GxK—XK , (g,k)+—gkg * .

= {ze XX/ Re z = 0}, D(U) = {zeU/ |z| €1},

41 K invariante Teilmengen




AR NA

- Hausdorffeigenschaft von S

CzeD(U) s ¥ iz 2z]% -1+ 2/ 1- |27 2 ¢ 5972

rt einen dquivarianten basispunkterhaltenden Homeo-

hismus ,D(U)/S(U)—M~”* sd-1 ’

ias Einselement der Basispunkt in sd71 ist.

: Fiur X = R ist S(U) = @& , D(U)/S(U)={0}ru (=},

.
.

126) = g YRe 2)g ,

1

U folgt aus Re(g

D(U), S(U) und Sd~ ergibt sich aus

'rinz des Skalarproduktes (1.1) .

Duy/s(U) — %7

lz]  —— 2z

s ‘ . N .
man nach, daB gilt |z]° = 1, und dak z = 1 fiur|z|=1.

sd" & p(uyss(u)

z' - R
- Re z

] fir z' = 1

fur z' 3 1

2! —

3 Umkehrabbildung ist ( hierbei bezeichnet =* den

gpgnkt von D(U)/S(U) ,reprdsentiert durch irgendein
’Sin ) .Aus der Kompaktheit von D(U)/S(U) und der

9=1 rolgt die Stetigkeit der

ehrabbildung.

8. '8el geG. Dann ist

-1 2 - 2 -1
2lg Tzg|-1 + 2/1—|g log)® g tze
g T(2]z|%-1 + 2/1-12|° 2)g = g 3% ,

womit auch die Kquivarianz der Abbildung gezeigt ist.

R
N
r

1}




“ﬂﬁwkﬁl en wir definieren :

spunkterhaltende Abbildung
R o: KP(k=1)% ——r 0 (k)

oo x s 2 ] e Rx,%

“%i:Das adjungierte Vektorbilndel r Uber KP(k-1)

um Prinzipalbéndel n : STT1—— KP(k-1)

e Vektorbilndel mit Faser U (1.5) , sodah wir
us:dem Thomraum KP(k-1)* als Kquivalenzklassen

o dk-1 i
- xeS und zeD(U) schreiben kdnnen (1.3) .

Wohldefiniertheit der Abbildung :

gf;t nach Lemma 2.3 und 2.4
R 21— = R -1
L. XBsEB ZB Xg,g zZg
8 der Betrag von z eins wird, gilt Z = 1, und dann

1 = y
Xy, 2

id . Also ist die Abbildung wohl-

=
€
»
c
/]
NN
N
~r
=¢)
b
4
H

4)'Im Fall X = R, wo das Bindel ¢ die Dimension Null

t RP(k-1)° = RP(k-1)* (1.0) , der Basispunkt




ung éis die in (2.3) definierte konstruieren. Dazu

fi21é5en;w1r die Elemente der reellen (bzw. komplexen

uatérnionellen) Stiefelmannigfaltigkeit Vk(IKk+n)

o;thdgonalenim-linearen Monomorphismenka——~»IMk+n.

hinkailen wir die Vektorriume X* und K" gemdp

ionischen Isomorphismus K x* = xX'° mit den

: Die basispunkterhakende Abbildung

R :]KP(k-l)nY@C-—~**“~** Vk(IKk+n)

[x3%;52] — Ry %) wk

d-1

a :‘S auf X" durch Rechtsmultiplikation mit dem

»ﬂmeP(k-l)nY@C als Kquivalenzklassen [xl;x2,z] schrei-

dk-1

it x,eS und (x,,z)eD( K ®U) (vgl. 1.3). Hierbei

whldefiniertheit ¢ Fir xlssdk"1

R
= /{;‘x2|2 x, * x2€]Kk+n Norm eins, deshalb

. . +
€in orthogonaler Autcmorphismus vonIKk n’ und

n
» X, KT, [xalél und
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 jch die Einschrénkung von Rx & auf]Kk ein KX~linearer
e b4

ibt zu zeigen, daB Rx wl k nur von der Aquivalenz-

z|IK
‘QOV(XI’XZ’Z) abhéngt: Ersetzt man (xl,xz,z) durch

é“;gj?zg) fir ein geG = Sd-l, wird x zu xg. Nach

3.und 2.4 gilt aber

R 7=~ =R -in = R .
XZyE 28 Xg,8 2Zg X2

’gg,EﬁP |x2l = 1 ist x = x,e IX,deshalb verschwindet
‘qqas Skalarprodukt <x,v> und folglich (2.1)

ergibt sich fiir |z| = 1 . Das

]

1 Rx %HKK der Basispunkt
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Joir:

X*Y zweier RHume

n i Der (unreduzierte)

[0,1]*xX mit den Relationen

¢'T una [1,x] = [1,x'] filr x,x'eX.

letzten Abschnitt sei K=1IR, L oder H, und d=dim K-

enientﬁe‘ der Stiefelmannigfaltigkeit Vk( ]Kkm)

hten wir als orthogonale K-lineare Monomorphismen

. Wir identifizieren die Vektorriume IKl'c

k+n =B(k ® X" mit den

gohenden Untervektorriumen von KX*™ | Als Basis-

]I(k*n) wdhlen wir die Inklusion B(k——-—+IKk+n.

'yg"é‘iﬁ&'t% der Aufspaltung K

h auf die 'Auswertungsabbildung'
v, KK*ny , gdk-1 | cdk-1

( a, v ) F——— a(v)
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1% die Abbildung H(£) : V ( K<'Pye sl g ggd(kin)d

[9 s 8, V] — [85 Ol(V)]:

Ssdl'((k"n)"1 sind Riume ohne

dk-i und

‘Basispunkt, aber VK(IMk+n)* s i5¢ nomo-

Hdquivalent zu dem punktierten Raum Vk(iKk+“)»\de/ade,

d(k+n)  ppd(k+en) = yoeon

 (k+n)-} ist homeomorph zu D
g dieser punktierten Riume kann man eine stabile

J-Homomorphismus definieren :

xk-m ) A de/ apdk , Dd(k+n)/ aDd(k+n)

[(T%T»—i)a(v)w] fir v40

| * flir v=0
tierte stabile Abbildung

as 'Diagramm Vk( ]Kk+n)Ade/ade___«I__’Dd(K"+h)'/aDd(k+n)

G F

v (KK, gkl _H(E)  ocd(ken)-1




Afibis auf Homotopie, wobei G eine Homotopie-

pie Abbildung F : ssd(k+m)=1___,;dlcn), ndken)

iert durch [s , v] ———[(1-8)v]
~Uf,7hach; dap F wohldefiniert und stetig ist, und dah®

‘ Dd(k+n)/aDd(k+n) SSd(k+n)-1

A -+ [a= vy ]
rabbildung zu F ist ( filr {v| = O steht T%T fir
ﬁn'Véﬁﬁor aus aDd(k+n)1 Weil die beteiligten

Vk(:Kk+n)*Sdk-1 Vk(IKk+n)Ade/ade

[a 3 8 , V] b [a , 8V]

eicht, dak G wohldefiniert und stetig ist und

k+n k+n dk/ dk

yes 3K ¢ ——v, (KHADM/ 4D

k+n)* sdk~1}

Jdung G': V, (K

wobei K = {[a_,s,v]eV, ( K

sispunkt in V( KKy )y,

k+n dk-1

v ( Ky A p9K apdK v (P s /K

k

[a , v] e [0 v s 77 ]

iért und invers zu G' ist ( fir |v| = O steht

dk"1). Also ist G' ein

k+n)* Sdk—l, die Projektion

k+n) Sdk-l

'K ein Kegel in v, (K

ys gdk-1 oV, (K /K auf den




keny  pdkyppdk - o pd(k+n) , pd(ken)

A 4r

dk~1 H(F) Ssd(k+n)—1

%ﬁ- die folgende Homotopie :
)* Sdk-l) —— Dd(k+n)/aDd(k*n)

t&;s,v] I — Ht([a,s,v]) :=[(1-s)a(v) + tsv]

Abbildung ist wohldefiniert,denn fir s = 0 liegt

v) *+ tsv = a(v) in aDd(k+n), und fur s = 1 ist

Ya(v) + tsv = tv unabh#éngig von a .

risiert tber V, ( KKty 5981/ x  genn fur

haben wir gezeigt, daB man das Diagramm durch

1
- bis auf Homotopie kommutativ erghinzen kann,

8. bleibt nur noch Ubrig nachzuweisen, daB® H1°G'_1

-0 gilt Ho([a,s,v]) = [(1-8) a(Vv)] = FeH(L)( [as8,v]),
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i fa,v]ev, ( K5y« p¥%/30% ., pann ist

1(~-f[a-,»~v]) = Hi([a,lvl,ﬁTp . [(1—|v|>a(ﬁ-r) +‘V|Tz.ﬂ
Ya(v) + v]= J([a,v]) fir v O und

= J([a,0]) .

*




‘wir den Basispunkt eines Raumes X mit'
Wie Ublich ist X/A fUir A = © die Vereini-

*mit einem extra Basispunkt.

3

‘ad durch Abz#hlen der Urbildpunkte eines regulfiren
ﬁestimmen (wobei, wenn X orientiert ist, je nach
'rungsverhalten der Tangentialabbildung in einem
punkt dieser positiv oder negativ zu zihlen ist,

nd fir nicht orientierbare X die Anzahl der Urbild-

modulo zwei den Grad angibt) .




len: wir den Fuall betrachten, daR die Dimension

’ingeschrénkt auf eine Ui7rebung von fnl(O)

éxbar und die Null ein regulérer Wert dieser

inen Vektorbilindelisomorphismus

i v ——— (D) ([Br8], Satz 5.12 )

;(X/BX*-"+DP/3DP eine Abbildung, deren
nkupg auf eine Umgebung von f—l(O) differen-
8t mit der Null als regulirem Wert. Dann
eh@wir die gerahmte Untermannigfaltigkeit

f.) als die zu f gehdrende Pontrjagin - Mannig-




finition

‘bordant, wenn es eine lrompakte Untermannig-
N“von XxI gibt und einen Vektorbiindeliso-

“p ot v(N,XxI) ——(p)

.

= Mx[0,6)
,1] = M'x(1-5,1]

fir te{0,6) und
2 fur te(1-68,1]

fiiieren wir fiur te[O,&) die Bindel

und v(M,X) unter dem Vektorblindeliso-
v von der Inklusion ig ¢ X —+Xx{t}
" und ebenso fir te(1-é,1] die Bilndel

“und w(M',X) .

das heift, es gibt {lber MxI einen Vektor-

»
v i pryv —(p) s




'ﬁ‘.asseﬁder Pontrjagin —‘Mannigfaltigkeit eines

”Reénésentanten fea zuordnet.
‘heiRt hier, daB die Einschrdnkung von f
gebung von £ 1(0) differenzierbar und die

reguliirer Wert ist, soda® man von der Pontr-




s sei £ : X/aX ——DP/3DP eine Abbildung mit

keit der s-fachen Suspension von f

[

ve(s) —293d L (pye(s) :

»¥ kompakte Mannigfaltigkeiten mit 3Y = @ ,
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nd die Tangentialabbildung von f , eingeschrinkt

e Tripel (M,g,¢) und (M',g',¢') heiBen
u dann, wenn die Paare (M,g) und (M',g')
n 4.3 bordant sind, und wenn es auf diesem

N eine Abbildung G:N——Y gibt mit

g und GIM'xfl} = g' .

“ggg (Pontrjagin - Thom)

1t eine Bijektion zwischen Homotopieklassen
’ildungen X/3X———Y und Bordismusklassen
péln (M,g,4), indem man einer Homotopieklasse
&7trjagin - Mannigfaltigkeit eines Reprédsentanten
bb,‘der differenzierbar in einer Umgebung von

und transversal zu Y ist.
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_diesem Paragraphen sei B eine geschlossene

eit, mE——B ein Prinzipalbindel, das

a®®(s) 708 (s)

))/3D(a@5®(8)) = B E
ne Beschreibung des Transfers in [Be] oder in
eine Transferabbildung nicht nur fir die Projek-
dung eines Prinzipalbiindels, sondern fir alle

 Abbildungen mit gewissen Eigenschaften definiert

onstruktion der Einbettung und des Vektor-

morphismus ¢.




filr ein hinreichend grofBes s eine Einbettung

n:die s-dimensionale Scheibe, sodaRk das

X

‘TSdk-1~—~+ Sdk*lxIde ist

b
[hS] PN

kation der Vektoren in der Faser mit % , sodaB

orbindelmoromorphismus w*czsdk_lxu —, gok-1, Rgdk

i&tﬂdurch (X,2 )+ (x,%xz)
s Hierbei ist U = {ze¢ K/ Re z = 0} die
'§ von G = Sd—1 (vgl. 1.5 ) . Das orthogonale
1t des Bildbiindels ist das Vektorbiindel

dk-1

w)eS « R/ <x,w>=Re<x,w>}, denn das (reelle)
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kt Re<w,-21-xz> = %Re(<w,x>z) verschwindet

tin’ fiir alle ze K mit Re z = O ,wenn <x,w>

dvh. wenn gilt <x,w> = De<x,w>.
fbﬁhdelisomorphismus v n*;@,,,--» gdk-1, RIK
h Eégeben durch (X;2Z,W) b—or (X;w+3-xZ) ]

2

.

, daB die Zuordnung (x;w) — ¢(0) einen




Einbettung EC._— D(n®(s)), definiert durch

i(x)], kanonisch isomorph zu 1 *n8u .

. *
5 sei (x;v,w)en n8w (d.h. xeE, VE“n(x)’ der
n Uber »(x) und (x,w)ewx). Die Ableitung der

s

£ [x;tv,i(x)+tw]eD(n®(s)) im Nullpunkt ist

der Einbettung EC— D(a®z®(s)), gegeben durch
x;0,0,i(x)],kanonisch isomorph ist zu n*umw*cﬁw.
¢ der Vektorbilindelisomorphismus

* i '
$ o a@w*l;@m _1d8y’ 1 ad(s) .




S o i ima .
die Komposition n*;@m -—MM n l;@w—_l.«y (s)

Pontrjagin Konstruktion (4.8) eine (bis auf

{finierte) Abbildung

G *
4b8(5))/3D(cdr8(s)) = Bo8(s) g a8(s)

(1) reprisentierte stabile Abbildung

*
T o

PSSRSO )

ldefiniertheit : Die zur Einbettung
i

rte) ‘Abbildung T (i0i):B

»Ds+1

gehrende (bis auf Homotopie
adr@®(s+1) w*a@(s+1)

E
ugpension der Abbildung Td(i).
gend groge s sind je zwei Einbettungen von E in D®

Die zugehdrigen Tripel (E,idE,¢) sind dann bordant

*
T @ wonhldefiniert ist.

“Der Ubergang vom Vektorbiindelisomorphismus ¢ zu ¥'
oﬁwendig, damit unsere Definition des Transfers
jer in der Literatur Ublichen Definition Uberein-

mt, was in Lemma 5.8 gezeigt wird.




* . . -
operiert, ist 7 a kanonisch isomorph zum trivialen
qa und wir kdnnen auf die Fasern projezieren :

M ‘
. E" * = (ExD?)/(ExaD?®) ———— D?/3D?

jle Abbildung prota : Ba®cnww+ p?/3p? wird

5) aufgefasst als Untermannigfaltigkeit des
o '
i ibenbiindels D(a®z®(s)) mit Normalenbilindel u*aeh';em R

it der Rahmung.¢ :n*a@n*COm—~w+ n*a@(s)s(a)w(s) .

'ﬁbgr]KP(k—l),und @ = ny , oder anders ausgedrlckt :
i y das zum Prinzipalblndel assoziierte Vektorbiindel
aser]Kn, wobei G durch Rechtsmultiplikation mit dem
sen auf X" operiert (vgl. 1.7).
ﬁpnutzen wir das allgemeine Rezept zur Konstruktion
Transfers, sowie die Einbettung i und den Vektor-
elisomorphismus v, die in 5.2 explizit angegeben
den. So erhalten wir die Einbettung
s¢k"1 & D(ny@z@(dk))

x +——— [%;0,0, 5x ]

;. 2
fNOrmalenbUndelwﬂwen*cew und den Vektorblndel-




, * * * -
phismus ¢ : = ny®n 8w~ w ny®(dk) = gdk=1, gk+n
(x3V,2,W) + -+ (x;v+w—%xz)

st xeSdknl, veimn, zeU, (x;W)ew und wir identi-

njwiederimk und K" entsprechend der Aufspaltung

lK&jmn mit Unterrdumen von]Kk+n.

émerkung 5.6(iii) ist s9"1 nit dieser Einbettung
'ﬁg die Pontrjagin - Mannigfaltigkeit der Abbil-

‘idﬁTny(i):IMP(k—1)“YQC@(dk)___* pd(k+n) , pd(k+n)

éfébile Abbildung protny:ZMP(k~1)“Y@C pd", 5 p

dn

norphismus zwischen dem Normalenbiindel von

;Qfﬁ(s)) und dem Bindel »*a®(s) auf folgende

s n*aon*re(s) — TD(a028(s)) | — 2 *B — 0

‘Kap. III, §3 in [La]) , das Tangentialbiindel von E

genlgend groRe s der Vektorbindelisomorphismus
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* *
v« TE@y = TD(a®c@(8)) . = 7 TBOT obn r&(s)

|E
abindern 148t, daB n TB®w'¢ identisch auf

)0 (n*a® 7" LB ) *TESV=TD(a®L®(s)) . 57 TBOw a®n L@ (s)
'BOr*0)0(r 00" t00) 2908, (n*rRen*r)e(n"aa(s))

6'} 5.5) ist der Isomorphismus

(n*TBer* )0 (" udr"pw) 299, *rBer*r)e(n w(s))

s *
el 1 cOw‘TB=TE —— (s) der Vektorbiindelmonomor-
us ist, der von der Einbettung i:E C— D°®

nduziert wird (vgl. 5.1) .




{&8) und dem Tangentialblindel lings der Fasern

g ) eingeschridnkt auf E genauso konstruiert

~

: , * * .
der Isomorphismus w o@®r ®w = v - indem man,
- . x *

mma 5.4 beschrieben, Elementen aus n a@n (&(s)

Qﬁ*c@wTangentialvektoren von Kurven in D(a®c¢®(s))

0;1]definieren wir einen Vektorbindelisomorphismus

. ] * L] *
*1BOr ;)@ ( 7 abr Ldw) — T TBET BT CB(s) durch
u . S . L S
¢ 'z',w):=(V,a,zaﬁb§+z'smtg,tl*(v)+1*(-z'mxt§+Z$nt§)+w)n
eht leicht, dag HO bzw. Himit den oben explizit
#ebenen Isomorphismen Ubereinstimmen, sodaf dies die

e

&hte Homotopie ist,
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is des Hauptresultates

@giiniert wurden, k&nnen wir nun das Hauptresultat

eit formulieren und beweisen.

atz

gende Diagramm von stabilen Abbildungen ist

tiy ¢
KP(k—l)nY@c pr-t,y , pdn, ypdn
R X
v, ( K<) J -~ pdny gpdn

" pezeichnet X die reellen bzw. komplexen bzw.

eellen Zahlen, A ist eine stabile Abbildung mit

dn+d~1

dungsgrad (-1) , und prvtnY die in 5.6(iii)

hriebene Komposition des Transfers mit der Projektion
die Fasern.

pezialfall n = O kann man das Frgebnis so formulieren:
2) Korollar

aB Diagramm KP(k-1) & pret

\\\\\“~\~. 0

R 5 S

_—

Ozm(k) J

0

8tabile Abbildung S°—— S° mit Abbildungsgrad *1 .

Mit ¢ bezeichnen wir hierbei den Transfer toY .




‘§ eben durch [X,3X,,2,v] =+
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ie stabile Abbildung prot,  wird reprisentiert

vtekKomposition
. Kp(k-1)nY8e8(dk) | pd(k+n) gnd(ken)

(3.1) .

der zu (prAid)oTny(i) geh8renden Pontrjagin -
>fnigfaltigkeit fibereinstimmt (6.5) .

Wenn wir in der {lblichen WeiseZKP(k—i)nyegﬂde /ade

. dem Thomraum KP(k-1)"Y8e8(dk)

identifizieren, ist
Abbildung

{RA1q) : Kp(k-1)"Y00(AK) _ pd(ken),,pd(ken)

(137 -1)R, 3(V)+v] fur vio

B * ftir v=0
it x = ¢1~}x2|2 Xy *+ X, (vgl. 2.6 ).

r Bestimmung des Urbildes der Null sei [xi,xa,z,V]

in Element von]KP(k—l)nYe;@(dk) mit (T%T --1)Rx g(v)+v=0.
i b
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. o eine orthogonale Abbildung ist, stimmen die

spmen fon Rx %(v) und v {iberein, deshalb gilt

';) = 1, woraus |v| = % und R_ a(v) = ~-v folgt.
- X,2Z

ulich gesehen 18Rt Rx 3 Vektoren im orthogonalen
; 3

ent fest und operiert auf dem von x erzeugten

 ~&v) = -v folgt deshalb % = -1 und v = =xk fir

nition Rx %(v) = v + x(Z-1)ex,v>  (2.1) .
b}

gen -v = R_ (V) v + x(Z-1)<x,v>
. X,%

-2v = x(%-1)<x,v> , das heiBt :
t.von der Form %xk fir ein keS9 ). Vergleich der
zienten von x in der Gleichung

1 _ n 1
| Z(Exk) = x{z 1)<x,2xk>
~dann zu % = -1, woraus,wie man leicht anhand

efinition von " nachrechnet, z = 0 folgt.

.6 wurde x definiert durch x:= /1-|x2|2 Xy *+ X

k+n

2 ’

’bei bezliglich der Aufspaltung KX atmko:mn der

‘ktbr X4 im ersten, x, im zweiten Summand liegt.

2
agen ve XX und v = %xk gilt x5, = 0 und x = x4 .
edes Element im Urbild der Null ist also von der Form

1 ny®z®(dk)

[%30,0,1x] =[x 'k~
dk-1

;0,0,lx‘]zfx';o,o,%x']eZMP(k-i)

it x' = xke$S . Man rechnet nach, daB auch umgekehrt

Wir kbnnen das Ergebnis so zusammenfassen : .
nyOcO(dk)/XGSdk—l}

(JoRAid) "1(0) = ([x3;0,0,2x] e KP(k-1)




Eung der Sphire s3%=1 i1 das Scheibenbiindel

: . . . .
indem wir einem Element (x;Vv,z,W)en ny®s- 8¢

, Ve Kn, zeU, (x;w)ew) den Tangentialvektor ¢(0O)

= [x;tv,tz,%x+tw]eIKP(k—l)nYOco(dk)

) ist die Ableitung der Bildkurve Je(Raid)ec(t)epd{K+m)

Punkte t=0 . Eine einfache,aber etwas langatmige

bleitungsibung fithrt zu dem Ergebnis :

2(w - x(<x,w>~Re<x,ws))+xz+v .;I!'(l”n

e
'-v
—~
=
>
[N
o]
N
e
o
—~
ct
~
St
<t
1
O
"

2w + xz - v (da (x;w)ew (vgl. 5.2))

0 ist die induzierte Rahmung

(J°(R/\id)). : «'ny@w‘c@w———-’ Sdk-lx IKk+n

6.4)
gegeben durch (X3V,2,W) ———s (X3;2W+X2Z-V)

(11i) Um die Rahmung (J-(Raid)), mit der zur Abbildung
‘prAidﬁTnY(i) geh8renden Rahmung ¢ zu vergleichen, Bchfeib°“_ B

‘wir (J:(RAiqd), folgendermafen:
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‘ld®'2ld®21d%n‘ny@n*;®m~i+sdk-1xka+n

g * *
RALA) i 7 ny@r r@w

.
.

Mannigfaltigkeit und ¢ : (a)®w— (a)®(b) ein Vektor-

~1d®id, vy —t (a)@(b)

fin reprisentieren ¢':(a)®w ——oo1C,

8" (a)8w —2(a)e(p) 229819, (5)e(b)
én gleichen stabilen Vektorbiindelisomorphismus (vgl. 1.8).

weis : Die Isomorphismen
'@id und ¢" #id : (a)@uwd(s)-—(a)®(b)®(s) sind gleich,
ﬁenn der Vektorbiindelisomorphismus

$8id : (a)@uwd(s) —— (a)®(b)®(s)

:das triviale Blindel (a) identisch auf sich und «®(s)
isomorph auf (b)®(s) abbildet. Andernfalls zeigt man

 mit einem Transversalititsargument, daf man ¢®id homotop

80 abldndern kann, daf dies gilt.

(6.5) Das Lemma zeigt, daR der Vektorbilndelisomorphismus

(Jo(RAid), , der bis auf Homotopie mit der Komposition
W*m(@F*C@w ~1d8-1d®id fﬂ*ny@w.;@m ¢ Sdk"lx Bd(k...n)

Ubereinstimmt, die gleiche stabile Trivialisierung des

Normalenbiindels w'ny@n*c@m reprisentiert wie die Komposition
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o_,gdk-1, pd(ken) idxA k-1 pd(k+n)

S

d(k+n) ist, der Vektoren

pei A ein Automorphismus von IR

einem (dn+d-1)-dimensionalen Unterraum (dn+d-1 ist die

Lemma 4.6 folgt dann, daB die Abbildung

Je(RAid) : KP(k-1)"v®20(dK)___ pd(ken),, pd(ken)
t:Pontrjaginmannigfaltigkeit (Sdk“l,(JJRAid»*) - gdk-1
m4B 6.3 aufgefasst als Untermannigfaltigkeit von
y@;G(dk)) - die gleiche stabile Abbildung repr#sentiert

de die Komposition von ‘
nyoge(ak) CrABTy (1) - g(ken) ,, d(ken)

ﬂk'l) nd

'Dd(k+n)/3Dd(k+n) A Dd(k+n)/8Dd(k+n)
dk-1

t Pontrjagin - Mannigfaltigkeit (8 ,(idxA)e¢), wobei




.§7 Geometrische Interpretation

In diesem Paragraphen beschreiben wir explizit die

fr .
r+d-1

die von dem Transfer

und

Homomorphismen t:8 (IKP(k-1);¢) — @

fr

r ’

L3I0 L () — @
b

‘bzw. von dem stabilen J-Homomorphismus induziert werden,

1,um dann die Kommutativit#t (bis aufs Vorzeichen) des

ret

Diagrammes ]KP(k—l)g\\\\li\\\\$
| s©

R 3

0 5 (k) — (Korollar 6.2)

geometrisch zu interpretieren. Um ein flissigeres -

stabile Trivialisierung Lo

)
(r+g+t)-——"—-——-5-> ﬂ"TB'@w'*g*cm(t) ™ TE'Q(t;‘)gk'

des Tangentialbilndels von E' mit h. Hierbei ist

n"TB'@n"g.c = TE' der in 1.6 beschriebean

Vektorbiindelisomorphismus.

e
)

(7.1) Definition : Den Homomorphismus E:nr(B;;)

[B',&:8]

bezeichnen wir als geometrischen Transfer




Bemerkung : Der geometrische Transfer des Prinzipalbiindels

1 2k-1

28K L RP(k-1) (bzw. n:S —+ TP(k-1) ) stimmt

mit dem in [L8] definierten Homomorphismus

fr
S r

:2lT( RP(=))— ai¥ (bzw. S :nir(mp<»)>—-+ ofr

R T r+1)
{iberein (fir k groB gegeniiber r ist Qir(IKP(k—l))angr(IKP(w)).

(7.2) Satz : Das Diagramm

«prAid%T(i))*

fr r®(s) A fr s s
5r+g+s(B ) ’ Hr+g+s(D /3D%)
. t . fr
2.(B;¢) * g

kommutiert, wobei die vertikalen Abbildungen Thomiso-
morphismen sind, und (praid)-T(i) die stabile Abbildung
pr.t reprisentiert (vgl. 5.6 (iii) ) (Wir schreiben
kurz T(i)(bzw. t) fir Ta(i)(bzw taL wenn o« das null-

dimensionale Vektorbiindel ist) .

Nun zur geometrischen Interpretation des stabilen
J-Homomorphismus :

Es sei N eine Mannigfaltigkeit und g:(r+dk+t)— TNO(dk+t)
eine stabile Trivialisierung des Tangentialblindels von N.
Gegeben eine Abbildung g:N—-+'O:m(k) in die orthogonale
bzw. unitire bzw. symplektische Gruppe, bezeichnen wir

mit g*A:Nx]de———+ NxIde den mittels g zuriickgezogenen

dk dk

Vektorbiindelisomorphismus A:O:m(k)x]B —+ 0 K(k)x R

(a,v) +— (a,a(Vv))
und schreiben gg filr die stabile Trivialisierung

- . * .
(r+dk+t) —ETMO (dk)@(t) 908 A81d, rwe q1)e(t)




des Tangentialblindels von N,

(7.3) Definition

. . T . f'r fr
Die Abbilung J 'Hr (O:m(k)) —
[N,g,8] — [N, 88]

bezeichnen wir als geometrischen J-Homomorphismus.

(7.4) Satz : Das Diagramm

fr dk dk * ~fr dk dk
Yprai (0 g (KIADT/3D%) v Ay (D /D7)

fr l ; J N Lr
8,700 4 (X)) _ v

kommutiert, wobei die vertikalen Abbildungen Suspensions-
bzw. Thomisomorphismen sind, und die Abbildung J den
stabilen J-Homomorphismus j reprisentiert (vgl. 3.1) .

Aus (6.2), (7.2), (7.4) und der Beobachtung, daf
die induzierte Abtildung einer Abbildung vom Grad -1 Bordis-
musklassen auf ihr Inverses abbildet, folgt dann :

(7.5) Korollar : Das Diagramm

nr( KP(k-1);¢)

|- L

fr _13\ ¢ ™~ fr
§rg-1( KP(k-1)%) Q. d-1

| -

fr
ar+d-1(O'K(k—1))

g

kommutiert bis aufs Vorzeichen. Hierbei ist die nicht
ndher bezeichnete Abbildung das Inverse des Thomiso-

morphismus.
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Bemerkung : Dieses Resultat wird fiilr IK= R in [Br]

bewiesen, wdhrend der komplexe Fall in [L3] als offenes

Problem erwdhnt wird.

Um die Kommutativitit des obigen Diagrammes geometrisch
interpretieren zu kénnen, brauchen wir noch eine expligite

Beschreibung der Abbildung nr(imP(k—i);;)—~4 ﬁifd_i( KP(k—1)5)5 

Dazu definieren wir das Vektorbilndel n als die direkte

Summe von r und einem trivialen (reellen) Linienbiindel

dk~-1 d-1
x

und die Abbildung q:S(n)=S SY Tt KP(k-1)%

G
durch [x;2] +—— [x;£(2)] ,

wobei G = 8971 gur gdk-1

d-1

durch Rechtsmultiplikation, auf
S durch Konjugation operiert, und f:Sd-1~—~» D(U)/aD(U)
die Umkehrabbildung des in 2.4 beschriebenen 4quivarianten

Homeomorphismus ist.

Gegeben ein Element [B',g,é] aus ﬂr(]KP(k—i);C) bezeichnen
wir mit h:S(g*n)--h*iIKP(k-l)c die XKomposition von q mit

der Biindelabbildung, die das Diagramm

*

S(g n) — S(n)
1 p' p
B! B KP(k-1)

kommutativ erginzt, und mit h' den Vektorbiindelisomorphismus
E':(r+d+t)—21:é-»p"TBep"g*n0(t) = TS(g*n)e(1)e(t)

wobei man den nicht n#her bezeichneten Isomorphismus aus

den Identifikationen TD(g*n)'s(gmn) = p'*TB'Op'*g.n

und TD(g*n)'S(g&n) = TS(g*n)O(l) (vgl. 1.6) erh#lt.
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(7.6) Lemma
Die zum Thomisomorphismus inverse Abbildung
-1) fr PN 4
8 (KP(k-1);8)— & T (KP(k-1)")
ist gegeben durch (B',g,2] — [S(g*n),h,ﬁ']

Nun k¥nnen wir Korollar 7.5 folgendermafen umformulieren:

(7.7) Korollar : Es sei B' eine geschlossene Mannigfaltig- ¢
keit, g eine Abbildung von B' in KP(k-1) und
g:(r+d=-14t) — TNOg'nQ(t) ein Vektorbiindelisomorphismus ‘
Dann reprisentiert der Totalraum E' des zurﬁckgezogenen‘
Prinzipalblindels mit der 'induzierten' Rahmung h (sieh@ﬁiai

bis aufs Vorzeichen die gleiche Bordismusklasse wie daéf

Sphirenbiindel von g*n mit der Rahmung (R-h)h', die man
aus der Rahmung h' durch 'Vertwisten'mit der Abbilduhgfb

Reh : S(g*n)— 0 (k) erh#ilt (siehe 7.3) .

(7.8) Bemerkung |
Bei der Konstruktion der gerahmten Mannigfaltigkéi%f

(E',B) bestimmt die Abbildung g die 'Vertwistung' dea** 
Raumes E', filr die Beschreibung der Rahmung h spielt g a
keine Rolle mehr, w#hrend bei (S(g"n),(Reh)h') die
Vertwistung der Rahmung von g bestimmt wird, S(g*n) aber o
- jedenfalls fir X = IR oder T - nicht von der Abbildung 3;  if,[Q 
abhfngt, denn fUr X = IR ist S(g*n) = B'x{-1,+1) , fUr i

K = C gilt S(g*n) = B'xs?l.




Beweis von Satz 7.2 :

Zunichst beweisen wir folgenden Hilfssatz

Lemma : Es seien X,Y kompakte Mannigfaltigkeiten, B eine
geschlossene Untermannigfaltigkeit von Y mit Normalen-
bilndel w und f:¥X-—— Y/BY eine in einer Umgebung von f~1(B)
differenzierbare und zu B transversale Abbildung.

Weiterhin sei B'=f_1(B), g:B'—— B die Einschrinkung

von f auf B', und g:D'=D(g w) — D=D(w) die Bilndelabbildung

{iber g (D(w) bezeichnet das Scheibenbiindel von w beziiglich
einer Riemannschen Metrik auf w, D(g*w) das Scheibenbiindel
bezliglich der induzierten Metrik auf g‘w ).

Dann kann man eine Tubenumgebung von B bzw. B! mit D biw; ﬁ
identifizieren und f homotop so ablindern, daR fID' = g
und f£(X-D')CY/3Y - D .

Beweis : Die Tangentialabbildung von f, eingeschrénkt’

b
R

auf B', induziert aufgrund der Transversalitatsbedingéng‘
einen Isomorphismus zwischen dem Normalenbiindel von é;‘iﬁV
und dem zurickgezogenen Bilndel g*m. Deshalb k&nnen wir)déé
Scheibenbiindel D' mittels einer Tubenabbildung mit eiﬁqr"
Tubenumgebung von B' identifizieren. Ebenso identifizie;bﬂ
wir D mit einer Tubenumgebung von B in Y. Weil B' ein
Deformationsretrakt von D' ist, und die Abbildungen fwgpdké
auf B' ilbereinstimmen, kann man f!D' in g deformieren,,d.hQ" ‘
es gibt eine Homotopie H : [0,1]xD'-— Y/3Y ‘
(t,v) r— Ht(V)

1
Es sei h:[0,1]x[0,1] — [0,1] eine Abbildung mit

mlt HO = fID' und H, = g .




- 57 -
h(0,s)=0, h(t,1)=0 und h(1,s)= 3(1_8) gg; 8?%1512;3
Dann ist H' : [0,1]xD'—— Y/3Y
(t,v)r— Hh(t,‘v|)(v) ’

wobei |[v| die Norm von v bzgl. der Riemannschen Metrik

auf g*w bezeichnet, eine Homotopie mit Hé = le,

' = o ' = . ih : s
H1|%D' g‘%D, und Ht]aD' flaD' 3 d.h. wihrend wir die
Abbildung f auf dem Rand der Tubenumgebung D' festlassen,

kénnen wir sie im Inneren homotop so abidndern, daR sie auf

der kleineren Tubenumgebung %D' = {VeD'/lv]s;%} mit gk
Ubereinstimmt.

Nun zeigen wir, daB fiir dieses abge#nderte f und .eine
geeignete Tubenumgebung éD' = {veD'/|v| <6} mit Oésé%—

f(X-6D') in Y/3Y - 6D 1liegt.

Wegen f£,1., = E gilt filr O<é<+ f(iD'-6D')CY/aY - §D'.
E: | 5 (3

15,

§D
. 12 . . 1@

Weil f(x~§D')r\D kompakt ist, wobei §D' das offene Scheiben-

0
biindel bezeichnet, gibt es in f(X——;—D')f\D einen Punkt

geringsten Abstandes zu B. Dieser Abstand kann wegen

r(x—%ﬁ')r\B = @ nicht null sein, sodaf fir ein geeignetes
8§ zwischen Null und % f(x~%ﬁ‘)f\6D die leere Menge ist,
woraus f(X-8D')CY/aY - 8D folgt.

Damit haben wir das Lemma bewiesen, wenn man in der
Behauptung D bzw. D' durch §D bzw. 6D' ersetzt. Mit der
Bemerkung, daf 6D bzw. D' bezliglich der mit % multipli-

zierten Metrik auf w die Scheibenbiindel von © bzw. g*w

sind, ist der Beweis komplett.
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Nach dieser Vorbereitung kommen wir zu dem Beweis des

Satzes 7.2 zurillck

. =1 ~fr r®(s)
Es sei [M,f,f]eﬂr*g+S(B )

Allgemeinheit kdnnen wir annehmen, daf f:M — BCQ(S)

. Ohne Beschrinkung der

in einer Umgebung von B' = f'l(B) differenzierbar und

transversal zu Bc:BCQ(s) ist.

Das Lemma und die Bezeichnungsweise dort anwendend,
ktnnen wir eine Tubenumgebung von B bzw. B' mit dem
Scheibenblindel D bzw. D' identifizieren und annehmen,

daR f D' —— Dc:BcQ(s) die Biindelabbildung ilber g ist

|D!
(die wir hier aber nicht mit g bezeichnen, da wir .dieses
Symbol anderweitig verwenden wollen), und daB f(M-D') in
B°®(S)_p 1iept. -

Im weiteren Beweis werden wir gewisse kanonische Vektor-
biindelisomorphismen mit dem Symbol = bezeichnen. Zu diesen
gehbren die Isomorphismen TE = n*TB@w*; und

TE' = w'*TBOw'*g*c (vgl. 1.6). Weiterhin haben wir die
Isomorphismen TD'!B, = TB'Og*CO(s) (denn D' = D(g*cm(s) )
und TD' = p'*TD"B, (denn die Projektion p':D'— B' ist
eine Homotopiedquivalenz), sowie daraus abgeleitet

D! = p'*TB'Op'*g*cG(s) (die Komposition der obigen Isomor-

phismen) und TD'IE' = w'*TB'OwF*g*c0(s) (deren Einschrin-

kung auf E') .

Das Bild von [M,f,f] unter dem Thomisomorphismus ist
[B',g,é], wobei wir mit g den Vektorbiindelisomorphismus

f
g (r+g+s+t)———lgl* TM'B,O(t) = TB'Og‘c@(t)

bezeichnen.
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Das Bild von [M,f,f] unter der Komposition von ((pr'/\id)aT(i')b)“I
und Thomisomorphismus wird reprisentiert von dem Urbild

der Null unter der Abbildung
f Bg@(s) (praid)eT(i) DS /38

>

M

mit der entsprechenden Rahmung. Wir kennen das Urbild

éer Null unter (praid)T(i) und dessen Rahmung (5.6 (iii))

Es ist ein Unterbiindel E des Scheibenbiindels D mit Normalen-
bindel v und Rahmung ¢:v—> (8).

Weil le,:D'zg*D-_+ D mit der Biindelabbildung iberein-
stimmt, und £(M-D') in B*®(S)_p 1iegt, ist das Urbild
((praid)eT(i)o£) 1(0) = £ 1(E) das induzierte Biindel

E':= g*EcD' = ¢*D mit Normalenbiindel g*y, und bzgl. der
Rahmung gilt (praidlT(i)ef) =g%:g*v—s (s).

Bezeichnen wir mit h' den Vektorbiindelisomorphismus

f
h' : (r+g+s+t)-——LEl—+TM

. L] .
8(t) = TE'ac*va(t) 2998 ¢91d 1vig(s)a(t)

|E!

so reprisentiert [E',h'] das Bild von [M,f,f] unter der
Komposition von «PrAidﬁT(i))*:B§ZS+B(BCQ(S))-—+ ngg
und Thomisomorphismus.

Zum Beweis des Satzes bleibt zu zeigen, da8 der Vektor-
biindelisomorphismus h' mit dem Isomorphismus h aus der
Definition des geometrischen Transfers bis auf Homotopie
ibereinstimmt.

Aus Lemma 5.8 folgt, daR die Isomorphismen

id@e

TD|E « TE®y TE®(s)

und ™| " TBOr*r@®(s) = TE®(s)

bis auf Homotopie gleich sind. Deshalb stimmen auch die
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. .
Isomorphismen TD'|E, = TE'Og*v ~i§95—1» TE'®(s)
und ™' g 7' *TB'@y' "g*r®(s) « TE'@(s)
bis auf Homotopie {lberein.

Ebenfalls bis auf Homotopie gleich sind die Isomorphismen

f
(r+g+s+t)-—lgl+ TD'®#(t) und

p'*? B! *
(r+g+s+t)-~——~l~—» p' TD'IB,Q(t) « TD'®(t) ,

denn ihre Einschrinkungen auf B' stimmen {liberein, und B'
ist ein Deformationsretrakt von D'.

Wir schréinken diese Isomorphismen auf E' ein, bilden die
Kompositionen mit den zuerst betrachteten Isomorphismen,
und erhalten die bis auf Homotopie ubereinstimmendén

Vektorbiindelisomorphismen
(r+g+s+t)-l—~4TD'
»

w' fy L,
(rg+s+t) — B ¥y ‘B.O(t)s'I‘D' ‘E,e(c)n'*Te'e,'*g*;o(s).m'm(s)

Der erste Isomorphismus ist h', der zweite die Komposition

. *
|51 O(t)TE 0" 1% ¢ mere(s)  uma

von n'*é ¢ (reg+stt) —s g TRy g"z;O(s) mit dem
kanonischen Isomorphismus u"TB'Ou'*g*;O(s) « TE'®(s) .
Genau so wurde aber der Isomorphismus h bei der Definition

dés geometrischen Transfers konstruiert.




Beweis von Satz 7.4

Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten.

In (i) beweisen wir die Kommutativitit des Diagrammes

'

BT (0 L (0 (9K . e (0% ap?k)

I I

afF (0 L, (1)) -t

[N,g,g] = - [N,ee] s
wobei die vertikalen Abbildungen Thomisomorphismen sind,
und 300 0 ) pTKyppdK
durch (a,v] b~ [a(v)] definiert wird
(ij(k)(dk) ist der Thomraum des trivialen dk-dimensionalen

Biindels (ber O]K(k) ).
In (ii) wird bewiesen, daR man das Diagramm, dessen
Kommutativit8t wir in dem Satz behaupten, durch Ein-

schrinkung des obigen Diagrammes erhllt. Genauer gesagt

fr
r+dk

(0 ]K(k)(dk)) identifizieren

wird gezeigt, daB wir § (0 m(k)Ade/ade) mit einem

. fr
direkten Summand von Br+dk

k6nnen, und daB J* (bzw. der Suspensionsisomorphismus)

die Einschrinkung von J'* (bzw. des Thomisomorphismus)

afr

dk,.dk, .
r+dk(OIK(k)AD /3D"") ist.

auf

(i) Es sei [M,f,f]cﬁfr (O:K(dk)). Ohne Beschrinkung

r+dk
der Allgemeinheit k&nnen wir annehmen, daf f transversal
zu O I{(k)C:Om(k)(dk) ist. Das Bild von [M,f,f] unter
dem Thomisomorphismus wird von dem Tripel (N,g,g)

repréisentiert, wobei N das Urbild von OIK(k) unter f ist,

g:N— O K(k) die Einschrinkung von f auf N, und é der




Vektorbiindelisomorphismus

le . id®f ®id
(r+dk+t ) s TM’NQ(t) = TNOu®(t ) ——————tTNO(dk)®(t) .

Hierbei bezeichnet v das Normalenbiindel von N in M und

f, 3 v—> (dk) den Vektorbviindelisomorphismus, der von

der Einschrinkung der Tangentialabbildung von f auf N
induziert wird (vgl. 1.9)

Das Bild von [M,f,f]unter der Komposition von J'* und dem
Thomisomorphismus wird représentiert durch die Mannig-
faltigkeit (J'-£) 1(0) = fnl(O]K(k)) = N, zusammen mit der
Rahmung

f id@(J ' ) @id :
g':(r+dk+t)-U34erNe(t)=TNeve(t) Y YIN®(dK)®(t)

Man Uberlegt s8ich, daf (J'of)* identisch ist mit der
Komposition von f.:v—-+ (dk) und g*(J'*):(dk)a——+ (dk),

wobeil J', die Einschrinkung der Tangentialabbildung von J

»
(k) (k)

auf das Normalenbilndel von O]K(k) in O:K bezeichnet,

und dag J'* der in 7.3 xgenannte Vektorbiindelisomorphismus

ist.

Daraus folgt, daf die Rahmung g' identisch ist mit der
id@g*r0id

—

Komposition (r+dk+t)-E-+TN®(dk)®(t)

JTN® (dk)®(t),
d./h. dap [N,g'] das Bild von [N,g] unter dem geometrischen

J-Homomorphismus ist, was zu zeigen war.

dk/a dk

D™, wenn man in
dk/ade

(ii) Man erhdlt den Raum OIK(k)AD

y (k)

dem Thomraum OIK(R die ‘Faser' D iiber dem

Basispunkt zu einem Punkt zusammenschligt. Weil die

dk dk

Inklusion D" /3D ——r O:m(k)(dk) ein Linksinverses hat,

spaltet die exakte Bordismussequenz des Paares
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dk dk (dk) fr
(D""/8D ’OIK(k) ), sodaf man ar+d

. . . fr (dk)
mit einem direkten Summand von 3r+dk(O]K(k) ) identi-

(0 g (1)AD ¥/ 5pak)

fizieren kann.Aus der Kommutativitit des Diagrammes jw;[x

p
Aoy (0 (0 () 2 BTY (0 g (0AD¥ /200K,

l rIdk
@l¥ (0 (X)) —2—¥Toan

wobei D, die von der Projektion p:0 ]K(k)(dk)—-—-b Om(k)Ade/ade
induzierte Abbildung, und i die offensichtliche Inklusion
ist, folgt, daf man den Suspensionsisomorphismus (rechte

vertikale Abbildung) als Einschridnkung des Thomisomorphismus

fr dk)

(linke vertikale Abbildung) auf 3r+dk

dk
(0 ]K(k)AD /3D
verstehen kann.
Daf J* die Einschrinkung von J'*ist, folgt aus der

Kommutativitit des Diagrammes

0 K(k)(dk) J . de/wdk
F
dk-1 H(T) _, ggdk-1

0 K(k)ns

\ p lF
3
J N de/ade

,
0 g (X) pdkyypdk

’

wobei die nicht n#her bezeichnete Abbildung

dk-1_ , OJK(k)(dk) durch [a,8,V] +——=[a,s8V]

O]K(k)*S
gegeben ist, wihrend die Abbildung H(f), der Homeomorphis-
mus F, und die Homotopieiquivalenz G in 3.2 definiert

wurden, wo wir auch bewiesen haben, daf das untere Teildia-

gramm bis auf Homotopie kommutiert. Die Kommutativitit der

ibrigen Teildiagramme folgt direkt aus den Definitionen.




Reweis von Lemma 7.6

Das Sphirenbilndel S(g n)mit der Rahmung h' berandet -

als gerahmte Mannigfaltigkeit - das Scheibenbiindel D(g*n)
mit der Rahm:ng

H':(r+d+t)~§—é+s*TB'@s*g*nm(t) « T™(g*n)8(t) ,

wobei s:D(g*n)-ﬂ-+ B' die Projektionsabbildung bezeichnet.

. »* - . s, .
Deshalb 1st [S(g n),h,h'] eine reduzierte Bordismusklasse.

Es bleibt iUbrig zu zeigen, dap [S(g*n),h,ﬁ'] durch den

Thomisomorphismus (siehe 1.9) auf [B',g,é] abgebildet wird.
~ Man Uberlegt sich anhand der expliziten:Formel

in 2.4 , daB das Urbild von XP(k-1), aufgefasst als Nuli-

schnitt in KP(k-l)c, unter der Abbildung q:S(n)— KP(k-1)

aus den Punkten (x;-1)eS(n)=S(z@®(1)) mit xe¢ IKP(k-1) besteht,

woraus h™1( KP(k-1))={(x;-1)eS(g"n)=S(g*z8(1))} folgt.

Wir kbnnen h™1( KP(k-1)) unter der Projektion p' mit B'

identifizieren.

Nun zur Rahmung : Das Normalenbiindel von B'=h"1( KP(k-1))

in S(g*n) ist isomorph zu g';, das Normalenbiindel von

KP(k-1) in KP(k-1)% isomorph zu C.

Mithilfe der Methode, die wir im Beweis von 6.1 benutzt

haben, berechnet man, daB die von der Tangentialabbildung

von h induzierte Abbildung h*:g*c~——+ g*; die Identitdt ist.

Daraus folgt, daB der Isomorphismus

idéh @id .
TB'eg r®(1+t)

h' .,
(r+d+t)—-L§~NTS(g*n)}B,®(1+t)=TB'®g*§0(1+t)
- mit dieser Rahmung reprisentiert B' das Bild von

[S(g*n),h,ﬁ'] unter dem Thomisomorphismus (vgl. 1.9) -

mit g lbereinstimmt, was zu zeigen war.
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§8 Ein gerahmter Bordismus

Im Folgenden wollen wir einen direkten Beweis der Aussage
(7.7) skizzieren, wobei wir uns der Anschaulichkeit und
der Einfachheit der Notation halber auf den komplexen
Fall beschrénken.
Die Notation aus §7 ilibernehmend ist also zu zeigen, daB
die gerahmten Mannigfaltigkeiten (E',h) und (B'xsi,(Roh)ﬁ')
bis aufs Vorzeichen die gleiche Bordismusklasse reprisen-
tieren, d.h. es ist ein gerahmter Bordismus zu konstruieren.
Der erste Schritt dazu ist die

Konstruktion einer Mannigfaltigkeit

(8.1) 1
mit Rand E'u B'xS

Das Prinzipal Sl—Bﬂndel E' kann man mit dem Sphirenbiindel
eines komplexen Linienbiindels A identifizieren. Wir

wihlen einen transversalen Schnitt s in X, sodaR das

Urbild des Nullschnittes eine Untermannigfaltigkeit S

von B' ist.mit Normalenbiindel A\S' Es sei BY (bzw. B7) -
die Menge der Punkte (b,t) aus B'x{-2,+2} mit positivem t
(bzw. negativem t ), die auBerhaldb einer Tubenumgebung

von Sx{0} liegen.

B'x{2}
B+
, B'x{0}
_ sx{0)
B
B'x{-2}

Wir liften A zu einem Vektorbiindel ilber B~, um das so

* - .
erhaltene Bilndel pr A .- (pr:B*F\B —- B' bezeichnet
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die Projektion auf B') mittels des Isomorphismus
(B'MB )k ——s pr*x|B+n 5"
((b,0)32) =—— ((b,0,;28(b))
mit dem trivialen Bindel B*x zu verkleben.
Das Sphirenbiindel des resultierenden Vektorbilndels ¢ ist
eine Mannigfaltigkeit, deren Rand aus drei Teilen besteht:
(i) B'xSl, (ii) S(x) ,(iii) einem Si- Blindel tliber dem
Rand einer Tubenumgebung von Sx{0} in B'x{-2,+2}.
Den Rand einer solchen Tubenumgebung k&nnen
wir mit dem Sphérenbiindel S(A'SG(i)) iilber S identifizieren,
und es ist nicht schwer zu zeigen, daB das fragliéhe
Sl—BUndel dariiber isomorph ist zu dem Bilndel
S((2)8)g) —— S(1 | 8(1))
(832952,) s (5322,2,, 12,1%-12,1%)
wobei s ein Element aus S ist, zleine komplexe Zahl und
Z, ein Element aus der Faser von ) iliber dem Punkt s.
Eingeschrinkt auf eine Faser von S(A‘S@(l)) ist dies
gerade die Hopf-Faserung (vgl. §5 inf{Ho]).
Wir erhalten nun den gesuchten Bordismus, indem wir

das Sph#renbiindel S(¢) 1#ngs der Randkomponente

S((2)®x,s) mit dem Scheibenbiindel D((Z)OA'S) verkleben.

(8.2) Konstruktion einer Rahmung filr den Bordismus

Das Tangentialbiindel von B*N B~ identifizieren wir mit
pr*IB'®(1), das Tangentialbiindel des Prinzipal Sl~Bﬂndels

7:S(E) — B*NB” gemiR (1.6) mit o*(pr*TBO(1))8(1) =

(pro+)*TB®(2) (Im quaternionellen Fall ist S(g) kein




Prinzipalbiindel; man kann zeigen, daf das Tangential-

biindel l4ngs der Fasern von S(f) isomorph ist zu w*c,
wobei z das zum Prinzipalbiindel S(nr*l) adjungierte
Vektorbilndel bezeichnet).
Eine Rahmung fir S(E£) ist gegeben durch den Isomorphismus
u (r+2+t)—Lgﬂlﬂl:é+(pron)*TB'0(2)O(t) = TS(£)® (t) .
Eingeschrinkt auf S(i) stimmt u mit der Rahmung h iberein.
tiber der Randkomponente B‘xS1 erhiilt man die
'richtige' Rahmung h' (bis aufs Vorzeichen), indem man
u folgendermaBen vertwistet
Es sei u:S(g)—— EP(k-l)A81 die - bis auf Homotopie wohl-
definierte - Abbildung, deren CP(k~-1)~Komponente die
klassifizierende Abbildung fiir das komplexe Linienbiindel
(vopr)™ ist (k soll hinreichend grof sein), und deren
Sleomponente auf S(g’B+)=B+xS1 durch die Projektion auf
den zweiten Faktor definiert wird, wdhrend einem Element
(b,t;z') aus s(g'B~)=S(pr‘x|B—) (beB', te{-2,0}, z'edy)
die komplexe Zahl z zugeordnet wird, fir die
zg(b)=z"'{s(b)| gilt.
Die Abbildung u ist wohldefiniert, weil (wopr)*i
eihgeschrﬁnkt auf S(E‘B-)=S(pr*A1B-) trivial ist, d.h.
man kann die klassifizierende Abbildung fir (nopr)*x so
wdhlen, da® S(g|B~) - also insbesondere auch die Punkte
(b,t;Z)gS(E‘B’) mit s(b)=0 ~ auf den Basispunkt
[xo]=[1,0,...,0]eEP(k-1) abgebildet werden.
Gegeben eine solche Abbildung u:S(g)-— EP(k—l)Asi,

k

bezeichnen wir mit u*u:s(g)xm ———p s(g)xmk den mittels u




zuritickgezogenen Vektorbiindelisomorphismus

u oo (EP(k-DIAST)xE¥— (EP(k-1)AST)x¥

x,z°Rxo,z‘1<v))

([x,z],v) — ([x,2],R
und mit uu die getwistete stabile Trivialisierung
(r+2+t)@(2k)—199525»(r+2+t)@(2k)-§939~+Ts(5)0(t)0(2k)
des Tangentialbiindels von S(g).
tiber S()) stimmen die Rahmungen uu und u Uberein, da wir,
wie oben angedeutet, u so wHdhlen kbnnen, daf S(a) auf
denBasispunkt von EP(k«i)ASlabgebildet wird, und da der
Isomorphismus y die Faser ilber dem Basispunkt identisch
auf sich abbildet. Eingeschrinkt auf B'xs1 ist uﬁ.bis
aufs Vorzeichen identisch mit (Reh)h'.

Es bleibt ilbrig, durch explizite Rechnung die Rahmung uu

auf der Randkomponente S((2)®),.) zu bestimmen und zu

IS
zeigen, daf man sie auf das Scheibenbiindel D((2)GA’S)
fortsetzen kann.

Dazu kann man so vorgehen

Man identifiziert das Tangentialbiindel von D((Z)GAIS)
mit p*TsSep*)

lqe(z), wobei p:D((2)Qxls)-—+ S die Projektion

ist. Eine Rahmung fir D((2)01|S) ist dann gegeben durch

*-—
: p*g
uo:(r+2+t)-__—L§*p'TB'lSO(2+t)sp*TSOp‘A‘SG(E)O(t)

Die Einschrinkungen der Rahmungen u bzw. u' auf das
Sphirenbtindel S((Z)GA'S), die wir mit ﬁ' bzw. ﬁ"
bezeichnen werden, unterscheiden sich nur in dem Tangen-

tialbiindel l4ngs der Fasern, d.h. wir kdnnen ﬁi als
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Komposition schreiben

& N -
ﬁ':(r+2+t)———l4q'TS@(q*A18@(2))@(t)—ig@m@lg*q*TS@(q*x!SG(Z))@(t)

wobel q:S((Z)@A}g)*~M+ S die Einschrinkung von p auf

5((2)@1 ) ist, und w:q*x‘se(2)~»~+ q*x|so(2) ein
Vektorbiindelisomorphismus.

_Die getwistete Rahmung uu eingeschriinkt auf S((2)OAIS)

ist gegeben durch die Komposition von

o X u', ®id
(r+2+t)@(2k)-39@9~E+(r+2+t)@(2k)———l-—»q*TSQ(q*Als@(2))$(t)@(2k)

idGydideid »

(8.3)
und q‘Tse(q‘x!80(2))0(t)m(2k)—-—-_—~———+q TS@q*xlse(z)e(t)@(zk)

Wenn wir (2k) als komplexes Vektorbiindel betrachtén, ist
der Isomorphismus u*y ﬂber‘ einem Punkt XeS((Q)GA'S)
gegeben durch Multiplikation mit der komplexen Zahl uz(x)_1
in der ersten Komponente, gefolgt von der Multiplikation
mit ug(x) in dem von ui(x)emP(k—l) bestimmten eindimen-
sionalen Unterraum von X (mit u, bzw. u, bezeichnen wir

die Komponenten der Abbildung u:S((2)®x,.)— EP(k-i)Asl)n

IS
Man findet eine einfachere Beschreibung der obigen
Komposition, wenn man G"Gid homotop zu einem Isomorphis-
mus u" ab#indert, sodaB die Umkehrabbildung von u" das
komplexe Linienbiindel q'xlskomplex linear und monomorph

in (2k) abbildet und das triviale komplexe Linienbifindel (2)
identisch auf die erste Komponente von (2k) (Transver-
salititsargument).

Denn man erh#lt dann durch Einschrinkung der Umkehr-

abbildung von (id®y®id)-u" einen C-linearen Vektorbiindel-
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monomorphismus q*x18—~—» S((Q)Q)A!S)x(nK (¢ stellt sich als ‘k
f~linear heraus), mit anderen Worten eine klassifizierendet‘
Abbildung u1:S((2)@A!S)~ww» TP(k~-1) filr das Biindel q*l's .
und mit dieser Wahl von u ist der Isomorphismus (8.3), wenn
man ﬁ"@id durch u' ersetzt, identisch mit der Xomposition

id@id®u51®id

(p+2+c)@<2k)-31»q*Tsmq*x!S@(z)@(zk) " r58a") | 8(2)8(2K)

o idéu,@id®id

wobaiwir/mit u, bzw. ugi die Vektorbilndelisomorphismen

bezeichnen, die in der Faser Uber einem Punkt x durch

Multiblikation mit u2(x) bzw. uz(x)"1 operieren,

Bei dieser Konstruktion muB man sich davon Uberzeugen, daf

¥ derart beschaffen ist, daR solche Punkte xeS((Q)@x'S),

fiir die uz(x) nicht wohldefiniert ist, unter der Abbildung

u, auf den Basispunkt von LP(k~1) abgebildet werden.
SchlieBlich zeigt man durch eine kurze explizite

Rechnung, daB die Hintereinanderschaltung der letzten

drei Isomorphismen in der obigen Komposition homotop zur

Identit#t ist, sodap die vertwistete Rahmung uu, einge-

schrinkt auf S((E)GAtS) bis auf Homotopie mit der Rahmung u"

ilbereinstimmt, die wir ihrerseits durch homotope Ab#nderung

des Vektorbiindelisomorphismus G'!Qid gewonnen haben, von

dem wir wissen, daf® er sich auf das Scheibenbiindel

D((2)$A‘S) fortsetzen 14ARt.
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