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Einleitung 

Der beaannteste Teil der stabilen Lomotopiegruppen n: ist 

S das Bild des J-Homomorphismus. Identifiziert man nn aber 

die Thom - Pontrjagin Konstruxtion mit nfr, der Bordismus- 
gruppe n-dimensionaler gerahmter Yannigfaltigkeiten, läßt 

sich der J-Homomorphismus folgendermaßen beschreiben: 

Eine Abbildung g von deb Sphäre S" in die spezielle orthogo- 

nale Gruppe SO kann man als Automorphismus eines trivialen 

Ventorbündels über sn auffassen. Die Komposition dieses 

Automorphisrnus mit der Standardrahmung 2 von S" ist eine 

neue Rahmung, die wir mit .& bezeichnen. Die Zuordnung 
g - (s",~;) induziert den J-Homomorphismus J: n (SO) + 0 fr n n 

Dieses 'Twistenf von Rahmungen kann man für beliebige 

Mannigfaltigkeiten N mip Rahmung durchfuhren und einen 

1. '~fr fr 'geometrischen J-Homomorphismus1 ,]:nn (SO)-+ nn 

definieren durch [N,R.GI C-I [~,gi] . 
Dessen Bild ist wesentlich größer als das Bild des 

J-Homomorphismus und bisher nicht bekannt. Erst vor kurzem 

wurde gezeigt, daß diese Abbildung nicht surjektiv ist [~n]. 

Analog zu diesen reellen J-Homomorphismen definiert 

man komplexe J-Homomorphismen, indem man die spezielle ortho- 

gonale Gruppe SO durch die unitäre Gruppe U ersetzt. 

Die Bordismusgruppen freier SI-~annigfaltigkei ten 

mit äquivarianter Rahmung kann man mit den gerahmten 

Bordismusgruppen des komplex-projektiven Raumes CP(-) identi- 

fr f i  zieren und erhalt eine Vergißabbildung C :  nfr(&p(-) )+ n 



In [LO] w i r d  d i e  F r a g e  au fgewor fen ,  ob f j  i d e n t i s c h  i s t  m i t  

d e r  Komposi t ion 

wobei 5 den  Suspens ions isomorphismus  b e z e i c h n e t ,  und 

1 R :  E P ( W ) + A  S  - U d i e  komplexe S p i e g e l u n g s a b b i l d u n g ,  

d i e  e inem e i n d i m e n s i o n a l e n  komplexen Unter raum l cGP(k )  und 

e i n e r  xornplexen Zah l  ZES' d e n  u n i t ä r e n  Automorphismus von 

C* z u o r d n e t ,  d e r  au f  1 d u r c h  M u l t i p l i k a t i o n  m i t  z o p e r i e r t  

und d a s  o r t h o g o n a l e  Komplement f e s t l ä ß t ,  

Gegeben e i n e  n - M a n n i g f a l t i g k e i t  B '  m i t  Rahmung und e i n e  

Abbi ldung  g von B' i n  CP(m), SO w i r d  d a s  B i l d  der Bordismus- 

x l a s s e  [B' ,g,g] c f 2 f i r ( e ~ ( m )  ) u n t e r  d e r  o b i g e n  Kompos i t ion  

d u r c h  d a s  P r o d u x t  B i x s l  m i t  e i n e r  g e t w i s t e t e n  Rahmung 

r e p r ä s e n t i e r t ,  d a s  B i l d  u n t e r  d u r c h  d a s  zuracicgezogene 

u n i v e r s e l l e  3 ' - ~ r i n z i p a l b g n d e l  m i t  e i n e r  ä q u i v a r i a n t e n  

Rahmung.Im e r s t e n  F a l l  i s t  d i e  M a n n i g f a l t i g k e i t  e i n  t r i v i a l e s  

1 
S -Bündel ,  und d e r  ' T w i s t '  s t e c k t i n  d e r  Rahmung, während i m  

z w e i t e n  F a l l  d i e  Rahmung ä q u i v a r i a n t  ist  und d i e  M a n n i g f a l t i g -  

1 x e i t  e i n  ' g e t w i s t e t e s '  S -Bündel .  

M i t  differentialtopologischen Methoden w i r d  i n  d i e s e r  A r b e i t  

d e r  f o l g e n d e  S a t z  und d i e  w e i t e r e n  R e s u l t a t e  bewiesen :  

S a t z  A : Das n e b e n s t e h e n d e  an f r *  (CP(-)) 

Diagramm kommut ie r t  

b i s  a u f s  Vorze i chen  %nf f , (Cp( - )h  

;ifr ( c P ( ~ )  + A s l )  n t l  



E i n  d i r e k t e r  Beweis d e s  S a t z e s  d u r c h  Angabe e i n e s  Boradism~is ,  
i 

1 der auf U.Koschorke z u r ü c k g e h t ,  w i r d  i n  98 s k i z z i e r t .  
i 
f 

i A l s  K o r o l l a r  zu S a t z  A f o l g t ,  daß  d a s  B i l d  von i m  
0 
i B i l d  von 3 l i e g t ,  D i e s  g i l t  auch  urngexehrt ,  denn man kann 

1) 

4 einer1 'Singularitäten-Womomorphismusl 8 d e f i n i e r e n ,  wie 
8 

j d i e s  i m  r e e l l e n  F a l l  i n  [KO] g e t a n  w i r d ,  und bewe i sen ,  

1 
$ was w i r  j edoch  n i c h t  i n  d i e s e r  A r b e i t  t u n  w o l l e n ,  d a ß  d a s  
(! 

Diagramm 

iifr ( U )  n+ 1 

11 - 
Die Abbi ldungen bzw. t werden von s t a b i l e n  Abbi ldungen  

0 1 
j : U - -  S bzw. ~ ~ . ~ : c P ( - ) ' A s  - SO i n d u z i e r t ,  sodaß  

s i c h  S a t z  A a u s  dem f o l g e n d e n  R e s u l t a t  e r g i b t  : iB 
$1 

kommut ie r t  b i s  a u f s  Vorze i chen ,  d .h .  b i s  auf  e i n e  

s t a b i l e  Abbi ldung  SO 4 SO m i t  Abb i ldungsg rad  t l .  

E i n e  w i c h t i g e  Anwendung d i e s e s  S a t z e s  i s t  d i e  f o l g e n d e :  
1 

I 

/' E s  g i b t  e i n e n  f ü r  p u n k t i e r t e  Räume X d e f i n i e r t e n  J-Homomor- 
>t 

1 0 phisrnus J:?- ( X )  r s ( X ) ,  d e r  f ü r  X-sn m i t  dem ü b l i c h e n  

J-liornomorphismus J': ( U )  - n S  i lbere ins t i rnmt  . Aus S a t z  B 
n  



0 1 folgt, daß pretcns(~~(a)tfi~ ) im Bild des verallge- . 

meinerben J-IIomornorphismus liegt. Diese Aussage wurde 

von E.Ossa benutzt, um zu zeigen, daß die Ordnung eines 

durch eine Liegruppe mit lin~sinvarianter Parallelisierung 

5 2 repräsentierten Elementes in nlr ein Teiler von 2 -3 -5 ist. 

Weitere Anwendungen von Satz B findet man in [Kn]. 

Satz B ist ein Spezialfall des allgemeineren Resultats 

Satz C : Das folgende Diagramm stabiler Abbildungen 

~ommutiert bis aufs Vorzeichen f ü r  große k 

Hierbei bezeichnet K die reellen bzw. komplexen Zahlen 

bzw. die Quaternionen, d die Dimension von M über den 

reellen Zahlen, und KP(K-1) den K-Proje~tiven Raum. 

KP(~-I)~''' ist der Thomraum der Whitneysumme von n Kopien 

des xanonischen K-Linienbündels y und des adjungierten 

Vektorbllndels C (siehe 1.7 bzw. 1.4), Vk( M~'") bezeichnet 

die Stiefelmannigfaltigkeit der K-linearen, orthogonalen 

ktn Monomorphismen von K' in M . 
R ist eine 'verallgemeinerte Spiegelungsabbildungf, die 

stabile Abbildung j kann man als Iverallgemeinerten J-Homo- 

morphismusl betrachten, und prat ist die Komposition des 
nY 

verallgemeinerten Transfers mit Koeffizienten in einem 

Ve~torbündel (siehe 5 5 )  mit einer Proje~tionsabbildung. 









(1.2) Mannigfaltigkeiten, Vektorbündel und Thomräume 

Unter 'Mannigfalt igkeiten wollen wir immer C=-~anni~falt ig- 

keiten - evtl. mit Rand - verstehen. Den Rand einer Mannig- 
faltigkeit M bezeichnen wir mit aM, das Tangentialbündel 

mit TN. 

Gegeben ein Faserbündel n:E--+ B werden wir, sofern 

Verwechslungen ausgeschlossen sind, nicht nur für den 

Totalraum, sondern auch für das Bündel das Symbol E 

benutzen; insbesondere schreiben wir für das triviale 

Vektorbündel Pri: Bx IRa-* B (prl ist die Projektion auf 

den e~sten Faktor) kurz BX EIa, oder auch (a) , wenn klar 
i s t ,  um welchen Basisraum es sich handelt. 

@U$? ein VektorbUndel a mit Riemannscher Metrik.Uber dem 

Baqdsraum B bezeichnen wir mit D(a) bzw. S(a) das Scheiben- 

baw, Sphärenbündel von a, und mit den Thomraum D(a ) /S(a ) . 
Falls der Basisraum B eine Mannigfaligkeit ist, hat das 

Scheibenbündel D(a)  die Struktur einer Mannigfaltigkeit 

mit a D ( a )  = S(a). 

Da die in dieser Arbeit vorkommenden Rgume parakompakt 

sind, man also mittels einer Partition der Eins immer 

eine Riemannsche Metrik wählen kann, und der Homeomorphie- 

typ von nicht von dieser Wahl abhängt, können wir 

auch ohne Bezug auf eine Metrik von d e m Thomraum von a 

reden. 

Elemente aus schreiben wir in der Form [V] mit vcD(a 1 ,  

wobei wir aber auf doppelte Klammern verzichten, wenn - 
wie bei assoziierten Vektorbündeln (vgl. 1.3) - die Elemente 
aus dem Scheibenbündel schon Äquivalenzklassen sind. 



(1.3) Assoziierte VektorbUndel 

ES sei G eine kompakte Liegruppe, q:E---t B ein Prinzipal 

G-Bündel (G operiere von rechts auf E), und V ein Vektor- 

raum mit einer G-Operation von links. Man kann eine Rechts- 

G-Operation auf ExV definieren durch 

(ExV)xG - ExV 
((e,v),n)- (eniiv) 

Dgr Orbitraum ExßV ist der Totalraum eines Vektorbundels 

Ubex B mit der Projektionsabbildung ExGV--+ B definiert 

durch [ e ; v ] ~ - - +  n(e). Dieses Bündel bezeichnet man als 

dap zum RrinzipalbUndel assoziierte VektorbUndel: 

B&? etn assoziiertes VektorbUndel V mit Faser V können 

wir das induzierte BUndel n * V  mit dem trivialen Vektor- 

bandei ExV identifizieren, da der kanonische Vektorbündel- 
* 

mogphismus ExV- F( einen Isomorphismus ExV---+ r V 

induziert, 

Die Whitneysumme von zwei assoziierten VektorbUndeln, 

sagen wir mit Fasern V und W, kann man mit dem assoziierten 

BUndel mit Faser V@W identifizieren; ein typisches Element 

aus dem Totalraum ist also [e;v,w] mit eeE, veV, wrW 

(bas Semikolon soll deutlich den Basis- von dem Faser- 

anteil trennen).Auch die Elemente der Whitneysumme eines 

assoziierten VektorbUndels mit Faser V und eines beliebigen 

Vektorbtlndels 6 Uber B werden wir in der Form [e;v,w] 

sahreiben, wobei e ein Element von E ist, V ein Element 

von V, und W aus E . (  e), der Faser von E Uber dem Punkt n ( e ) .  



( 1 . 4 )  Das a d j u n g i e r t e  Vektorbündel  
i \ 

I 
i 

Die a d j u n g i e r t e  D a r s t e l l u n g  e i n e r  L iegruppe '  

E i e a l g e b r a  $!j, dem Tangent ia l raum des n e u t r a l  

von G ,  w i rd  d e f i n i e r t  durch  

( 3 x 9  - (I 
( & V )  ++ d ( L g o R g - 1 ) W  9 

wobei L bzw. R d i e  Links- (bzw. Rechts-  ) T r a n s l a t i o n  a g  
m i t  g b e z e i c h n e t ,  und d ( L  o R  -1) d i e  zu L  a R  1 gehörende a 65 g g- 

Tar lgent ia labbi ldung.  

Gegeben e i n  P r i n z i p a l  G-Bündel n:E--+ B , nennen w i r  das 

au d i e s e r  D a r s t e l l u n g  gehörende a s s o z i i e r t e  VektorbUndel 

das a d j u n g i e r t e  Vektorbündel  und bezeichnen e s  m i t  dem 

$ymbol C. 

( i . 5 )  Die m u l i p l i k a t i v e  Verknüpfung d e s  Körpers 

K = B, (C o d e r  H i n d u z i e r t  e i n e  L i e g r u p p e n s t r u k t u r  fUr 

d i e  Sphäre S d-l ( d  = dim M )  . Den Tangent i a l r a u n  a n  das 

n e u t r a l e  Element i d e n t i f i z i e r e n  w i r  m i t  dem Untervektor-  

raum U d e r  Vektoren a u s M ,  d i e  s e n k r e c h t  auf  dem E i n h e i t s -  

element s t e h e n ,  o d e r  a n d e r s  ausgedrück t  :<%= ( Z  e IKlR 2.0 ) .  

Die a d j u n g i e r t e  D a r s t e l l u n g  von G auf  U s i e h t  s o  a u s  : 

G x U  - U 
( 1 . 6 )  Das Tangent i a l b ü n d e l  e i n e s  Fase rbünde l s  

Es s e i e n  E und B M a n n i g f a l t i g k e i t e n ,  und W : E - ~  B e i n  

FWserbUndel. Dann g i b t  e s  e i n e  kurze  e x a k t e  Vektorbündel-  



(vgl. Kap. 111 $ 3  in [~a] ), wobei TFE das 'Tangential- 

btlndel längs der Fasert bezeichnet und der Morphismus 

TE.   TB von der Tangentialabbildung von n induziert 
wird. 

Wenn es sich um ein Prinzipalbündel handelt, ist TpE 
* 

isomorph zu n C, wobei C das adjungierte VektorbUndel 

beheichnet. Die Abbildung n*C = Ex%--+ TE ist die Ein- 

schränkung der Tangentialabbildung der G-Operation 

Exß- E auf Ex%CT(ExG). 

m ~ & i i  eines Scheibenbündels n:D(a)---+ B ist TpD(a) 
* 

iaamorph eu n*a, wobei man den Morphismus n a -+ TD(a) 

dadurch konstruieren kann, da6 man einem Element (x;v) 
* aus r a mit FuApunkt xeD(a) und V aus der Faser von a 

unkt n(x) die Ableitung des Weges 

I; +-+ x+tveD(a ) im Nullpunkt zuordnet. 

Nach Wahl einer Riemannschen Metrik für TE spalten die 

exakten Sequenzen, und man erhtilt die bis auf Homotopie 

kanonischen VektorbUndelisomorphismen 
* * TE  TB&*( und TD(a) n TB@* U. 

FUY das SphärenbUndel S ( a  ) als Rand von D(a ) hat man 

einen Isomorphismus TS(a)B(l) = TD(~ ) ,  S(a ) , wobei das 
Bild des kanonischen Schnittes in (1) ein nach innen 

weisendes Normalenfeld sein soll. 

(1.7) Das Prinzipalbündel Uber dem Projektiven Raum 

Die Liegruppe G = sd-' operiert durch ~echtsmultiplikation 



((xl ,..., x,),~) b----- ( x ,~ ,  . . . ,x ,e)  

Den Orbitraum nennt man den reellen (bzw. komplexen 

dbaw, quaternionellen) projektiven Raum. Wir werden ihn 

'tt~lt dem Symbol XP(k-3 ) bezeichnen. 

Die Projektion auf den Orbitraum : S dk-l---+ KP(k-1) 

ist ein Prinzipal G-Bündel. Das assoziierte Vektorbtindel 

419t Faser X, wobei G auf iK durch Rechtsmultiplikation n i i q  

sen operiert, bezeichnen wir mit Y ,  das adjunps.ertte 

Undel mit C. 

sion des Tangentialbündels längs der Fasern voc 

das wir nach ( 1 . 6 )  mit = S d k - l ~ ~  (siehe 1 .7 )  

ieren, in das Tangentialbündel von S dk-1 ist 

t gegeben durch 

x U  --+ TS dk-1 - - { ( x ; v ) E S  dk-'x gidk/v senkrecht zu x B 

(1,8) Bordismusgruppen mit Koeffizienten 

Eine ausführliche Darstellung dieser Bordisrnustheorie 

findet man in [~a] . 
Es sei X ein topologischer Raum, und 6 ein Vektorbündei 

\P der Faserdimension s über X. Als [-Mannigfaltigkeit über X 
kii 

bezeichnen wir ein Tripel (M, f , T ) ,  wobei M eine geschlos- 

sene Mannigfaltigkeit ist, f eine Abbildung von M in X, 
- 

und die 'Rahmungl f ein stabiler ~ektosbündelisomorphi8mus 

(rcs+t) --c T M O ~ * ~ ~ B ( ~  Y 

d . h .  eine ~quivalenzklasse von ~ek to rbünde l i so rno rpk1 i smer i~  



wobei wir zwei Isomorphismen 4 : ( r + s + t )  - T~@f'~h)(t) 
* 

und 4 ' : (rss+t ' ) ---4 TM@f 5 @ (  t 7 )äquivalent nennen, wenn 

: (rtsit )@(trk) -* T~@i'g@(t ' )Q(ttk) als Vektorbündei- 

phismen homotop sind. 

ie tibliche Weise definiert man die Bordismusrelation 

ensionaler 5 -Manriigfalt igkeiten und macht die Menge 

dismusklassen, die man mit Qr(X;~) bezeichnet, 

Verkntipfung 'disjunkte Vereinigung1 zu einer 

die von der 6 -Mannigfaltigkeit (M, f , f )  

'erte Bordismusklasse schreiben wir [M, f ,fl . 
Pur ein triviales Bündel 5 ist Qr(X;6) die 

e von stabil gerahmten Mannigfaltigkeiteri. 

gl. $15 in [CO] ) .  n f r  ist ein verallgemeinerter 

funktor. FUr den induzierten Homomorphismus einer 

f : X -  Y schreiben wir f*,  mit hfr bezeichnen 
fr e reduzierte Theorie, d.h. ?fr (X) ist der Kern des 

fr fr(*) , wobei p die Projektion orphismus nr (X) -ar 

von X auf den Einpunktraum * bezeichnet. Statt arr(l) 
fr qohseiben wir auch kurz nr . 

(1.9) Der Thomisomorphismus 

Ef? 8e i  a ein a-dimensionales Vektorbündel Uber dem Raum X, 
f r CM, f ,  F] car+,(xa ) . Ohne Beschränkung der Allgemeinheit 

r(.ann man annehmen, daß f trar~sversal zu X c X a  irst , Da$ 

U r b i l Q  N = fW1(x) ist dann eine Untermannigfaltigkeit von 

M, sagen wir mit Normalenbün3el V ,  und die Einschränkung 



der Tangentialabbildung von f auf N induziert einen 
* 

~ ~ k t o r b t i n d e l i s o m o r p h i s m u s  f*:v -+ g a (Satz 5.12 in [Bra]), 

wobei g:N& X die Einschränkung von f auf N ist. 

Bezeichnet man die Komposition 
- id@f ,@id )L TMIN@(t) TN@v@(t) +~~@~*a@(t ) 

so ist das Tripel (N,g,g) eine a-Mannigfaltigkeit 

X. Deren Bordismusklasse hängt nur von der Klasse 

C M , ~  ,Tl - [ ~ , g , i ]  

Homomorphismus 3:: a(~") ---4 fr(x) 
iv, und man bezeichnet ihn als Thomisomorphismus. 

und Y punktierte Rgume, f:X--+Y eine Abbildung, 

X 1 .SI) der Einheitswürfel im 

nalen Raum. mit Rand aDn. 
4 4 

zeichnen wir XAD'/~D' (bzw. 

1 1  bzw. f~id:~fiDl/aD~-----+ YAD /aD ) als die Suspension 

sr Einhängung von X (bzw. f ) .  Durch n-fache Einhängung 

lt man den Raum XAD"/~D" (bzw. die Abbildung 

~ A ~ ~ : x A D " / ~ D "  ---+ YAD~/~D"). 

Die n-fache Einhängung eines Thomraumes identifizieren 

wir mit B a W n >  

iniert eine Äquivalenzrelation, indem man zwei Ab- 

ßen g : ~ ~ ~ n /  aDn---+ YAD"/ aDn und g t  : X A D ~ /  aDm -+ Y A D ~ /  aDm 

äg~$vah?nt nennt, wenn sie nach genügend häufigem Einhängen 
' i  1 i l f  

homotop sind. Die Äquivalenzklasse [d bezeichnet man als 
die von 65 repräsentierte stabile Abbildung. 



$ 2  Die S p i e g e l u n g s a b b i l d u n g  
1 

F ü r  e i n e n  Punkt  X E S  k-l  s e i  R x  d i e  S p i e g e l u n g  an  d e r  zu  

X o r t h o g o n a l e n  Hyperebene.  Die von Uer Zuordnung 

e n )  p r o j e k t i v e n  Raum i n  d i e  Gruppe d e r  o r t h o -  

morphismen von b e z e i c h n e t  man a l s  r ee l l e  

u f  den von X a u f g e s p a n n t e n  U n t e r v e k t o r -  

u l t i p l i k a t i o n  m i t  -1, e i n g e s c h r ä n k t  auf 

a l e  Komplement d i e  I d e n t i t ä t .  Das l e g t  

l l g e m e i n e r u n g  nahe  : 

o d e r  Ei und d=dim#. F(ir XES  K dk-l C IK und 

IK s t e l l e n  w i r  uns  u n t e r  R den Automorphis-  
X ¶ Z  

r ,  d e r  a u f  dem von X e r z e u g t e n  M- Unterraum 

dufch M u l t i p l i k a t i o n  m i t  z o p e r i e r t ,  und d a s  o r t h o g o n a l e  

KompSsment f e s t l ä ß t  . 
k (2 ,I,): Genauer  l ä ß t  s i c h  d a s  s o  f o r m u l i e r e n :  F ü r  vEH s e i  

, ; 1  1 1  R ( V )  : =  V + x ( z - l ) < x , v >  
X ¶ Z  

* 

w ~ b e i  , d a s  S k a l a r p r o d u k t  a u f  IKk b e z e i c h n e t  ( s i e h e  1 .I). 

( 2 . 2 )  Lemma 

'f$a.t? , ,  , +Ale x ~ S  dk-l und E E S  d- l  i s t  R e i n  K - l i n e a r e r ,  
x,z 
k  ~ W h o g o n a l e r  Automorphismus voniK , o d e r  a n d e r s  ausge-  

Wnale Gruppe bzw. d i e  u n i t Y r e  Gruppe bzw. d i e  sym- 

p l e k t i s c h e  Gruppe f i i r  IK=R bzw. OC b z w .  M b e z e i c h n e n .  



i ' pwci  s :  L;ie 1K-Lirieari t l i t  von H*- - f o l g t  s o f o r t  a u s  d e r  - - .  - - -  - A ,  L, 

I l l e f ' i n i , t i on  von fi , wenn man b e r ü c k s i c h t i g t ,  daß  fiir x ,z  
g i l t  < x , v k >  = <x ,v>k  (1. .!-). 

r t h o g o n a l i t ä t  von R zu  beweisen ,  peni lc t  e s  x , z  

gen ,  daß  d e r  von X a u f g e s p a n n t e  IK- l i nea re  Uriter- 

s e i n  o r t h o g o n a l e s  Komplement i n v a r i a n t e  Un te r -  

s i n d ,  und daß  H e i n g e s c h r ä n k t  a u f  d i e s e  o r t h o -  
X , Z  

i s t ,  d a s  h e i ß t ,  daß  f ü r  v , v t  a u s  dem j e w e i l i g e n  

m d i e  S k a l a r p r o d u k t e  < v , v l >  und < R  ( v ) , R x , , ( v '  x,z 

t k& g i l t :  R ( x k ) = x k  + x ( z - l ) < x , x k >  
X ,  z  

=xk + x ( z - l ) k  = xzk . 
r t h o g o n a l e n  Komplement d e s  von X a u f g e s p a n n t e  

l i e g t ,  d .  h .  wenn g i l t  < x , v >  = 0, e r h ä l t  

yt d i e  I n v a r i a n z a u c s a g e  und d i e  O r t h o g o n a l i t ä t  

von,, 8 e i n g e s c h r ä n k t  a u f  d a s  o r t h o g o n a l e  Komplement. 
x,z 

Um z u  z e i g e n , d a ß  d i e  E insch ränkung  von R a u f  den von 
x,z  

X au$g@spannten Unterraum o r t h o g o n a l  i s t ,  s e i e n  xk und 

Xk' m i t  k,k'& zwei  Elemente  a u s  d i e sem Unterraum. 

<xk,xk8>, was z u  beweisen  war .  

: F ü r  IK=n und XES k- 1 i s t  R x , - l  d i e  S p i e g e l u n g  

X o r t h o g o n a l e n  Hyperebene.  

g i l t  o f f e n s i c h t l i c h  R = R und R = i d  . 
-X,-1 X,-1 x , l  

Dies Lgßt e i c h  fo lgendermaßen  v e r a l l g e m e i n e r n  : 
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Es s e i  vt: X. Dann is t  

= V + xg&-l(l-z)gg-l <x,v> 

= V + ~(1-z)<x,v> = R ( V )  
X, Z 

= V + x(1-1)<x,v> = V . 

d i e  r e e l l e  S p i e g e l u n g s  

( X  , 2 ) - R  
x,z 

e n s c h a f t e n  ( 2 . 3 )  ü b e r  e i n e n  Q u o t i e n t e n  von 

d - l  . D i e s e r  Q u o t i e n t  i s t  horneornorph zu  dem 

d e s  a d j u n g i e r t e n  Vek to rbünde l s  r; ü b e r  'KP( k - I )  . 
e  Abbi ldung  d i r e k t  auf dem Thomraum angeben  z u  

bewe i sen  w i r  z u n ä c h s t  den f o l g e n d e n  H i l f  s s a t z  : 

d-' , d e r e n  Verknüpfung d i e  E i n -  

ung d e r  M u l t i p l i k a t i o n  i n  M i s t ,  G o p e r i e r e  

u r c h K o n j u g a t i o n :  GxX-IK , (g ,k )+-+gkg- l  . 
nd  U = {ZEN/  Re z = 01, D(U) = EzEU/ I z ~  C 11, 
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Ir 
,,, zcD(U) l-------+ 2 : =  2  12 I 2 - 1 + 2  E sd- 
t e i n e n  ä q u b a r i a n t e n  b a s i s p u n k t e r h a l t e n d e n  Homeo 

( u ) / S ( U )  --' S 
d- 1 

9 

ment d e r  B a s i s p u n k t  i n  S  d-l i s t .  

: F ü r  IK = IR i s t  S(U)  = 0 , D ( U ) / S ( U ) = ( O } u { w  

- 1 , t l )  , d i e  N u l l  w i r d  a u f  -1, d e r  B a s i s p u n k t  

es Lemmas : 

n  U f o l g t  a u s  ~ e ( ~ - ' z ~ )  = g - l ( ~ e  z ) g  , 
n  D ( U ) ,  S(U) und S  d-l e r g i b t  s i c h  a u s  

d e s  S k a l a r p r o d u k t e s  (1.1) . 
h e i t  d e r  Abbi ldung  

?, 

l z l  7 

Ir 
ach ,  d a ß g i l t  1 ; 1 2  = 1, u n d d a ß  z  = 1 f ü r 1 2  

n g  i s t  o f f e n s i c h t l i c h  s t e t i g .  Nachrechnen 

f ü r  z t  = 1 

z e i c h n e t  * den 

von D(U ) / S ( U )  , r e p r ä s e n t i e r t  d u r c h  i r g e n d e i n  

.Aus d e r  Kompakthei t  von D(U) /S(U)  und d e r  

f e i g e n s c h a f t  von S d-l fo lg t  d i e  S t e t i g k e i t  d e r  

G. Dann i s t  

= . p ( 2 ~ 2 ~ * - 1  + 2 1 l z l  -12, 7 z ) g - g  z g ,  

ng geze ig t  i s t .  



x ; z ] t - - - - - + R  XI % 

w i r  a l s  S p i e g e l u n p s a b b i l d u n g .  H i e r b e i  i s t  

i t l t  d e r  B a s i s p u n k t  i n  O n < ( k )  . 
, 

Das a d j u n g i e r t e  Vek to rbünde l  4 ü b e r  X P ( k  

i n z i p a l b ü n d e l  

d i e  I d e n t i t Y t  abgeb 

,T ;7 I - 2  t e  Vekto rbünde l  m i t  F a s e r  U ( 1 . 5 )  , s o d a ß  w i r  
I"',;,. ,<>, a , #@@@i;#us. dem Thomraum XP (k -1  ) C  a l s  A q u i v a l e n z k l a s  

s c h r e i b e n  können ( 1 . 3 )  . 

l d e f i n i e r t h e i t  d e r  Abbi ldung : 

nach  Lemma 2 . 7  und 2 . 4  

der  B e t r a g  von z e i n s  w i rd ,  g i l t  z = 1, und dann 

l s o  i s t  d i e  Abbi ldung woh 

t und r e s p e k t i e r t  d i e  B a s i s p u n k t e .  

a i l  iK = R, wo d a s  Bündel 6. d i e  Dimension Nu1 

( k - ~ ) ~  = IRP(~-1) '  (1 .0)  , d e r  B a s i s p u n k t  

l d e t ,  und d i e  Abbi ldung R 

$ t $  

b # c h r ä n k t  a u f  IRP(k-1)  i s t  d i e  e i n g a n g s  d e f i n i e r t e  
i 

);&#' 8 p i e g e l u n g s a b b i l d u n g .  



n  w o l l e n  w i r  e i n e  e t w a s  a l l g e m e i n e r e  S p i e g e l u n g s -  

s d i e  i n  ( 2 . 3 )  d e f i n i e r t e  k o n s t r u i e r e n ' .  Dazu 

i o n e l l e n )  S t i e f e l m a n n i g f a l t i g k e i t  Vk( E"'") 

hogona len  E - l i n e a r e n  Monomorphismen IKk- - t  M 
k+n  . 

e n  w i r  d i e  VektorrBume xk und IKn gemäß 

i schen  Isomorphismus IKk@ X" = iK m i t  den 
k t n  

e r r äumen  von M i d e n t i f i z i e r e n .  Als 

l K k t n )  wYhlen w i r  d i e  k a n o n i s c h e  

k t n  . M i t  d i e s e n  Konvent ionen  kennen  

i o n  : D i e  b a s i s p u n k t e r h a l t e n d e  Abbi ldung  

b e m e i n e r t e )  Sp iege lunpsabb i ldunp . .  

: Das Bündel  ny i s t  d a s  zum P r i n z i p a l b ü n d e l  - MP(k-1) a s s o z i i e r t e  V e k t o r b ü n d e l  m i t  F a s e r  D<", 

Sd-l  a u f  IK" d u r c h  R e c h t s m u l t i p l i k a t i o n  m i t  dem 

p e r i e r t .  Desha lb  können w i r  E l emen te  a u s  dem 

P(k-1) a l s  l i q u i v a l e n z k l a s s e n  rx. ;X„ z l  s c h r e i -  

14tl wir auf  ~ " 6 3 ~  d i e  Maxi~umsnorm. 

x1 * x2c lK K+n  Norm e i n s ,  d e s h a l b  

e i n  o r t h o g o n a l e r  Autcnorph i s rnua  vor. I K k t n ,  u r  





,Der J-Homomorphismus 

: Der ( u n r e d u z i e r t e )  J o i i .  X*Y z w e i e r  Räume 

:iikloi&t d e r  Quo t i en t en rau r r  von X x  [0, l] xY, f ü r  d e s s e n  
# r j  
t ,  'i 

ritet [x,s,y] m i t  X E X ,  se[0,1]  , yeY d i e  f o l g e n d e n  

~ h 6 n  g e l t e n :  
6 \' !8fy] = 

$,W$b$ JT r a 

[ ~ ' , o , Y ]  und [ x , ~ , Y ]  = [x , l ,y  '1 f ü r  x , x l  ~ ~ ; y , y '  C Y .  
J 4 , I 

, I >  t" h9 ' ( ; l ln reduz ie r te )  Suspens ion  SX e i n e s  Raumes X i s t  der  

CO, 11 xx m i t  den R e l a t i o n e n  

d  [ l , x ]  = [ l , x l J  f ü r  X , X ~ E X .  

Y m i t  B a s i s p u n k t e n  xo bzw. ;yo  ist aas ~maih-  

XnY : = X x Y /  { ( x , y )  ~ X x Y / x = x  v y = y  ) d e f i n i e r  
0 0 

wechselungen mäg l i ch  s i n d ,  werden w i r  

t e i n e s  p u n k t i e r t e n  Raumes i m m e r  m i t  * 

t e n  A b s c h n i t t  s e i  I= IR, (P o d e r  M ,  und d=dim #. 
$e d e r  S t i e f e l m a n n i g f a l t i g k e i t  V k (  M k t n )  

e n  w i r  a l s  o r t h o g o n a l e  X - l i n e a r e  Monomorphismen 

*" . Wir i d e n t i f i z i e r e n  d i e  Vektorräume M k 

Opfkone t ruk t ion  ( v g l .  S  ,199 i n  [HU] anwenden und 
8 $ 1 '  





b i s  a u f  Homotopie, wobei G e i n e  Homotopie- 

und F e i n  Womeomorphismus i s t .  

e  Abbi ldung F : SS 
d ( k + n ) - 1  +D d ( k + n ) / a C d ( k + n )  

[s , V ]  -[(1-s)vI 

h ,  daß  F w o h l d e f i n i e r t  und s t e t i g  i s t ,  und daß 

SS d ( k + n ) - 1  

I + [ l - l v l * T V [  
n g  z u  F i s t  ( f ü r  / V [  = 0 s t e h t  f ü r  

d (k tn ) ) ,  w e i l  d i e  b e t e i l i g t e n  

h a u s d o r f f  s i n d ,  i s t  F e i n  Homeo-' 

G : vk( xktn)*sdk-l -vk( M k + n ) h ~ d k /  a~~~ 

c h  [ U ,  s , V ] + - - +  [ a  , SV] 

I *  
: ! l e i c h t ,  d a ß  G w o h l d e f i n i e r t  und s t e t i g  i s t  und 

i K = { [ a o , s , ~ ] r V k (  IKktn)* S dk-1)  

k+n  n k t  i n V k ( l K  ) ) .  

e u g t  man s i c h  davon, daß d i e  Abbi ldung  

( X"'"* I I d k / 3 D d k  - V k (  S 
d k - l / K  

Ca 9 V 1  

t und i n v e r s  zu G' i s t  ( f ü r  I v l  = 0 s t e h t  

d e i n e n  V e k t o r  a u s  S d k - l ) .  ~ l s o  i s t  G '  e i n  

mus, d a  w i r  e s  m i t  kompakten Hausdorffräumen 

Kegel  i n  V k (  IKktn)* S dk-l ,  d i e  ~ r o j e k t i o n  



t G a ls  Komposition d ieser  P r o j e k t i o n  und 

pismus G '  e b e n f a l l s  e i n e  Homotopieäqui- 

p i e  kommutativ zu  e r g ä n z e n ,  genügt es, 

FoH(f)  homotop s o  abzuandern ,  daß  s i e  

s~*- ' /K f a k t o r i s i e r t  . Genau das 

ende  Homotopie : 

: = [ ( l - ~ ) ~ ( v )  + t s v ]  

ung ist ~ o h l d e f i n i e r t ~ d e n n  f ü r  B = 0 l i e g t  

t s v  = a ( v )  i n  aD d ( k t n ) ,  und f ü r  s ; 1 i s t  

+ t s v  = t v  unabhängig von a . 
g i l t  H o (  [ ~ , s , v ] )  = [(I-s) a ( v ) ]  = F o H ( f ) (  [o~,s ,v]  

Ho d i e  Komposition F H ( f ) .  

en w i r  g e z e i g t ,  daß  man das Diagramm durch  

b i s  auf  Homotopie kommutativ e rgänzen  kann,  

l e i b t  n u r  noch Ubr ig  nachzuweisenB daß  H l 0 G '  
-1 



) d e f i n i e r t e n  A b b i l d u n g  J ü b e r e i n s t i m m t .  

vk( x k t n ) *  D ~ ' < / ~ D ~ " .  Dann i s t  
V 

V ) [ ( l - lv l )a (*)  t l v I m ]  = H1( [.P 14 Pm] 

t V ] =  J ( [ ~ , v ] )  f ü r  V t 0 und 

= * = J (  [ u , ~ ] )  . 



P o n t r j  a g i n  Kons t ruk t ion  

1 

B$em Paragraphen wollen w i r  - ohne Beweis - zwei 
i $1) I 

#ehtldes S a t z e s  von Thom-Pontrj a g i n  fo rmul ie ren .  T4y> , 
E C 

/ J , ? <  ' 

$$i&#$bpp Version f i n d e t  man i n  [ ~ i ] ,  Bemerkung S.50; 
, * 

#$f$!ba ist e i n e  l e i c h t e  Vera l lgemeinerung d e s  
i, i 

&:i$3! , + ' in  K a p i t e l  111 von [~i], und e n t h ä l t  d i e  e r s t e  

e z i a l f a l l .  

l l e  Abbildungen i n  diesem Abschn i t t  s e i e n  

&$hal$end. Sofe rn  Verwechslungen ausgesch lossen  

&@ri .w i r  den Bas ispunkt  e i n e s  Raumes X m i t s  * 
C ! l  I nt, Wie ü b l i c h  i s t  X / A  f ü r  A = 0 d i e  V e r e i n i -  

[,ly,J,+ 
!f&dd X m i t  einem e x t r a  Bas ispunkt  , 

hY&3ri ~Hopf b e s a g t ,  da0  d i e  Homotopieklassen von 

kompakte p-dimensionale M a n n i g f a l t i g k e i t  

h i h r e n  Abbildungsgrad k l a s s i f i z i e r t  werden 

@$l4rad i s t  g a n z z a h l i g  f ü r  o r i e n t i e r t e  und Element 

f a r  n i c h t o r i e n t  i e r b a r e  X ) ,  

ne  e i n e  Abbildung f ; X / a X  - - - - + @ / B D ~ ,  d e r e n  

ung auf  X - a X  d i f f e r e n z i e r b a r  i s t ,  kann man 

durch  Abzlihlen d e r  Urbi ldpunkte  e i n e s  r e g u l ä r e  

&!bestimmen (wobei,  wenn X o r i e n t i e r t  i s t ,  je nach 
' \  
~ k ~ @ ~ ~ n g s v e r h a l t e n  d e r  Tangent i a l a b b i l d u n g  i n  einem 
!: 

k@imkt d i e s e r  p o s i t i v  o d e r  n e g a t i v  zu z ä h l e n  i s t ,  
, ' 

fur n i c h t  o r i e n t i e r b a r e  X d i e  Anzahl d e r  Urbi ld-  

!?'W?dulo zwei den Grad a n g i b t )  . 



den F a l l  b e t r a c h t e n ,  daß  d i e  Dimension 

a l s  p i s t .  Dann i s t  d a s  U r b i l d  f - ' ( 0 )  - 
g e s c h r ä n k t  a u f  e i n e  Ui rebung von f-'(0) 

ar  und d i e  N u l l  e i n  r e g u l s r e r  Wert d i e s e r  

t - e i n e  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  von X - a X  

p,, . Die T a n g e n t i a l a b b i l d u n g  von f ,  

a u f  das  Normalenbündel v von f - l ( 0 )  , 
n  Vektorbünde l i somorphismus  

P . .  

e s c h l o s s e n e  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  von 

i v i a l i s i e r u n g  d e s  N o r m a l e n b h d e l s  V van 

e i n e n  Bt.indelisomorphismus 

+ ( P )  

a l s  Rahmung; von M i n  X.  Das P a a r  (M,$) 

e ge rahmte  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  von X. 

BX-D'/ BD' e i n e  Abbi ldung,  d e r e n  

~ k u p g  au f  e i n e  Umgebung von f- ' (0)  d i f f e r e n -  

N u l l  a l s  r e g u l a r e m  Wert. Dann 

$aOr)r~ir d i e  gerahmte  ~ n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  
?$rni,  

klirr,) a l s  d i e  zu f  gehBrende ~ o n t r j a g i n  - Mannig 
i ,  

U* 
l&pjagin - Mannig fa l t  i g k e i t e n  zwei homotoper  

$?&%I s i n d  n a t ü r l i c h  i m  Al lgemeinen  v e r s c h i e d e n .  
",,h * 

6 kann z e i g e n ,  daA s i e  z u r  g l e i c h e n  K l a s s e  ge-  - 

fo lgenden  Ä q u i v a l e n z r e l a t i o n  : 



@$&bd' b o r d a n t ,  wenn e s  e i n e  '-ompakte Untermannig- 

i@tt von X x I  g i b t  und e i n e n  Vektorb l indel i so-  
7 -  

\ IL  ' 

+,BI kW* J, : v(N,XxI)---+(p) 
h ' l  l1li 

f & & i ~ , J  b e z e i c h n e t  das Normalenbündel von N i n  X x I ) ,  

'5 , T I +b$ t i$ i z i e ren  w i r  f i l r  t r L 0 . 6 )  d i e  BUndel 
l , , .  

+,w'I t 1 und v ( M , X )  u n t e r  dem Vek to rbünde l i so -  

on d e r  I n k l u s i o n  it : X-Xx{t) 

nd ebenso  f ü r  t c ( 1 - 6 , 1 ]  d i e  Bündel 

nd  v ( M 1 , X )  . 

"N e i n e  g e s c h l o s s e n e  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  von 

&(,(' zwei  T r i v i a l i s i e r u n g e n  d e s  Normalen- 

"U' 'Ybn M i n  X ,  d i e  a l s  Bündelisornorphisrnen homo- 

k;'das h e i ß t ,  e s  g i b t  ü b e r  M x 1  e i n e n  Vektor-  

#;E%n'8chrtinkung auf  M x f O )  g l e i c h  41 i s t ,  und dessen  

% k n g  a u f  M x { l )  m i t  ( l  a b e r e i n s t i m m t  (prl:MxI--+M 

P r o j e k t i o n  a u f  den e r s t e n  F a k t o r )  . 



e gerahmten U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t e n  ( M , + )  

r d a n t ,  denn man kann den Bündelisomorphismus + 

A R  e r  n i c h t  nur  f ü r  t = 0 , sondern auch -. 

+ übere ins t immt und f ü r  ts(1-6,1] m i t  

#&,ufid. $ e r f ü l l e n  dann d i e  Bedingungen ( i )  und (ii). 
/\;: ' 

P o n t r j  agin-Thom) 

It e i n e  Bi . iekt ion zwischen Homotopieklassen 

8 s s e n  von gerahmten Unte rmannigfa l t ig -  

dem man e i n e r  Homotopieklasse a d i e  

d e r  P o n t r j a g i n  - M a n n i g f a l t i g k e i t  e i n e s  

s e n t a n t e n  f a a  zuordne t .  

i ß t  h i e r ,  da0 d i e  E i n s c h r h k u n g  von f 

Dung von f-'(0) d i f f e r e n z i e r b a r  und d i e  

l ä r e r  Wert i s t ,  sodaß man von d e r  Pontr -  

n i g f a l t i g k e i t  d i e s e r  Abbildung sprechen kann. 

: Ein s o l c h e r  Reprgsentant  e x i s t i e r t  immer, 

kann e i n e  s t e t i g e  Abbildung durch  e i n e  d i f f e r e n -  

approximieren  und e i n e  d i f f e r e n z i e r b a r e  durch 

d i e  t r a n s v e r s a l  zu e i n e r  Untermannig- 

# $ b ~ p : k f ~ i t  i s t  ( S a t z  14.7 bzw. 14 .8  i n  [Brä] ) . Diese 
,>C t 

@k$.mation f ü h r t  n i c h t  aus  d e r  u r s p r ü n g l i c h e n  Homo- 

kA8sse h e r a u s  ( S a t z  12.9 i n  [Brö] ) . 



?*, e i n e  g e s c h l o s s e n e  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  von 
;,P 

(iDd 4, 4' zwei  T r i v i a l i s i e r u n g e n  d e s  Normalenbündels  - 
zugeh t l r i een  s t a b i l e n  Vektorbündelisomorphismen , < h  , 

1 

\ i  
J 

&timmen ( v p l .  1 .8 ) . Dann r e p r g s e n t i e r e n  ( M ,  4 )  

P P  e i c h e  s t a b i l e  Abbi ldung X/aX --+D / a D  . 

: X / a X  - D ' / ~ D ~  e i n e  Abbi ldung m i t  

g l ~ m a n n i g f a l t i g k e i t  ( M ,  41 ) , Die P o n t r j a g i n  - 
$!?@kqit  d e r  s - f a c h e n  S u s p e n s i o n  von f 
154 i *) 

P s ) = x / ~ x A D ~ /  aoS-oP/ a D  A D / ~ D ~ = D P X D ~ / ~ ( D P X D ~ )  
$!,;!Y? 3 

@$?l i ig fa l t i gke i t  .$., M, mi t te ls  der  E i n b e t t u n g  

l ~ & x ~ s a u f g e f a s s t  a l s  U n t e r m a n n i g f a l t i g k e i t  
, F*&,  

!:t,lp&t gornialenbündel  v @ ( s )  , zusammen m i t  d e r  
(4 b . <  < 

- D ~ / ~ D ~  e i n e  Abbi ldung  m i t  P o n t r j a g i n  - 
k e i t  (M,+' ) i s t ,  s i n d  nach  4 . 4  f ü r  genügend 

P o n t r J a g i n  - M a n n i g f a l t i g k e i t e n  d e r  s - f a c h e n  

f und f b o r d a n t  , a l s o  r e p r ä s e n t i e r e n  

l'lij$' d i e  g l e i c h e  s t a b i l e  Abbi ldung.  

L X,Y kompakte M a n n i g f a l t i g k e i t e n  m i t  äY = 0 , 
B ! ;~sk to rb ( inde l  Uber Y ,  und f : X /  a X  -Y e i n e  

W e r h a l t e n d e  Abbi ldung,  d i e  i n  e i n e r  Umgebung 
I " 

vb 1 „, iY) d i f f e r e n z i e r b a r  und t r a n s v e r s a l  zu  Y is t ,  

.r Y m i t  dem N u l l s c h n i t t  von B i d e n t i f i z i e r e n .  

f m l ( y )  i s t  dann e i n e  u n t e r m a n n i g f a l t i g -  

#q Von X, d e r e n  Normalenbllndel w i r  m i t  V b e z e i c h n e n  
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' e Tangent i a l a b b i l d u n g  von f , e i n g e s c h r ä n k t  

ibel (M,.g,f , )  nennt man d i e  zu f eehtirende 

r$e,dn 4.3 kann man nun Bordismusklassen von 

i n i e r e n ,  wobei e i n e  gesch lossene  

i g k e i t  von X i s t ,  g e i n e  Abbildung von 

-g*B e i n  Vektorbündelisornorphismus, 

as Normalenbündel von M i n  X )  . 
p e l  (M,g,4) und (Mt,g',+') heißen 

ann ,  wenn d i e  Paa re  (M,g) und (M' , g l  ) 

4 . 3  bordant  s i n d ,  und wenn e s  auf  diesem 

eine Abbildung O:N-Y g i b t  m i t  

= g i  . 

j a g i n  - Thom) 

lt e i n e  B i j e k t i o n  zwischen Homotopieklassen 
J#:,<; , 

;&$%kldungen X /  a X  -Y und Bordismusklassen 
> )  

fg@&peln M , ,  4 )  indem man e i n e r  Hornotopieklasse 

l t s j a g i n  - M a n n i g f a l t i g k e i t  e i n e s  Repräsentanten  

10, d e r  d i f f e r e n z i e r b a r  i n  e i n e r  Umgebung von 

I)' und t r a n s v e r s a l  zu Y i s t .  
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ß , f a l l s  ß die Faserdimension p h a t ,  



i e s e m  Pa rag raphen  s e i  B e i n e  g e s c h l o s s e n e  

t ,  r:E-B e i n  P r i n z i p a l b ü n d e l ,  6 d a s  

n d e l  und a e i n  Vek to rbünde l  Uber  B . 

888 I%, 4, ", ' . A b e c h n i t t e s  i s t  d i e  K o n s t r u k t i o n  e i n e r  

,&ei V ,$ P is t  wie f o l g t  : 
$ >  

&8ert e i n e  E i n b e t t u n g  E C D ( . @ C  B ( s ) )  von 
i" a' , 
r: i 
g$hmdbenbünde l  D ( a 8 ~  @ ( s ) )  ü b e r  B und g i b t  

- 36 - 

. - 

n s t r u k t i o n  d e r  E i n b e t t u n g  und d e s  Vektor -  

rma J e n -  
t r a  , 
&)>a,#on E und r 'a@(s) . Nach Satz 4.8 r e p g s e n t i e r t  

~ v c h b e r m a n n i g f a l t i g k e i t  E von D (  a@cB( s ) ) zusammen 

?*bbildung id :E  -E und dem Isomorphismus + 
t o p i e k l a s s e  von Abbi ldungen 

* 
)/aD(uO&O(a)) = B " @ C @ ( ~ ) -  E u  a@(s) 

h ö r i g e  s t a b i l e  Abbi ldunp i s t  der T r a n s f e r .  Man 

ne Beschre ibung  d e s  T r a n s f e r s  i n  [ ~ e ]  o d e r  i n  

e i n e  T r a n s f e r a b b i l d u n g  n i c h t  n u r  f ü r  d i e  P r o j e k -  

l dung  e i n e s  P r i n z i p a l b ü n d e l s ,  s o n d e r n  f U r  alle 

8n Abbildungen m i t  g ewis sen  E i g e n s c h a f t e n  d e f i n i e r t  
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i s t  d i e  P r o j e k t i o n  von E(0) au f  den  Tangen- 

s g e r a d e  ( X ; W ) E U  und d i e s e r  V e k t o r  s t e h t  

k t , i o n  von (,i s e n k r e c h t  a u f  a l l e n  T a n g e n t i a l -  

d e r  F a s e r ,  a l s o  g i l t  W = 0 . 
t ä t  f o l g t  a u s  Dimensionsgrunden.  

Lemma fo lgendermaßen  etwas v e r a l l g e m e i . n e r n  : 

e k t o r b ü n d e l  Uber B. Dann is t  d a s  Normalen- 

b e t t u n g  E C--, D( i+B(s ) ) ,  d e f i n i e r t  d u r c h  

n ( x )  und (x ,w)rwx) .  Die  A b l e i t u n g  d e r  

v e k t o r  an den B i l d p u n k t  von X . 
mma 5 .3  kann man z e i g e n ,  da0 d i e  Zu- 

w i n  d a s  Normalenbündel von E i n d u z i e r t  : 

en D ( n @ ( s ) )  - B und D ( n Q ( s ) ) - - - +  D' , d i e  

i t ä t  f o l g t  a u s  Dimens ionsüber legungen .  

= a @ t  . Das Lemma 5 . 4  z e i g t ,  da6 d a s  Normalen- 

e r  E i n b e t t u n g  E L--+ D(a@<@( s )  ), gegeben  durch 

* * ; 0 , 0 , i ( x ) ] , k a n o n i s c h  isomorph ist  zu n a@r r ; @ w .  

d e r  Vektorbündel isomorphismus 

* * 4 : n a 8 n  C @ U  
i d @ $  * n * a ~ ( s )  s 



morphismus $ ( 5 . 1 )  b e z e i c h n e t ,  

s Untermannigfa l t  i g k , ' i t  von D ( a @ c $ ( ~  ) ) m i t  

f ,  e n t s p r i c h t  dem T r i p e l  ( E , i d E , + )  u n t e r  

o n t r j a g i n  Konst rukt ion  ( 4 . 8 )  e i n e  ( b i s  au f  

r e p r ä s e n t i e r t e  s t a b i l e  Abbildung 
* 

@C- E" OL 

s T r a n s f e r  o d e r  Umkehrabbildung. ' 

-T @%hldef in ie r the i t  : Die z u r  E i n b e t t u n g  

gehlirende ( b i s  au f  Homotopie 

if '%uspenaion d e r  Abbildung T a (  i )  . 
Lugend große s s i n d  j e  zwei Einbet tungen von E i n  D" 

( ' 
1 .  Die zugeh6rigen T r i p e l  ( E , i d E , + )  s i n d  dann bordant  

C$f&sent i e r e n  Uber d i e  Thom - P o n t r j  a g i n  Kons t ruk t ion  

iche Hornotopieklasse, sodaJ3 d i e  s t a b i l e  Abbildung * '@'* E" ' w o h l d e f i n i e r t  i s t .  

Der ubergang vom Vektorb~ndelisomorphismus $ zu 4" 

botwendig, damit unse re  D e f i n i t i o n  des  T r a n s f e r s  
$i 
@'der i n  d e r  L i t e r a t u r  Ublichen D e f i n i t i o n  Uberein- 
/, ; i 
11 J 
f&@tnt, + was i n  Lemma 5 . 8  g e z e i g t  wird .  

<$ 





* * * 
mus : n ny@n 5@0.--  n y @ ( d k )  = S d k - l x  Kk+n 

(x ;v , z ,w)  C---. 
1 

+ (x;v+w--xz) 2 

@ * i s t  I i, ~ € 3  dk-l ,  V. M", Z E U ,  ( I < ; W ) E W  und w i r  i d e n t i -  
'4, ( 
kgn wieder  lKk und X" e n t s p r e c h e n d  d e r  Aufspa l tung  
., 8 

' Y  k k t n  f$/qi;R,,$ lKn  m i t  Unterräumen von iK , 

5 . 6 ( i i i )  ist  S dk-l m i t  d i e s e r  E i n b e t t u n g  
l( "',< 

$~)nung d i e  P o n t r j a g i n  - M a n n i g f a l t i g k e i t  d e r  Abbil-  

( i ) :  
nY 

##chreibung d e s  T r a n s f e r s  i n  [Be] u n t e r s c h e i d e t  

i#n u n s e r e r  D a r s t e l l u n g  dadurch ,  daß  d e r  Vektor-  p'<, , ~ 
i I 
i > f j . 3  

hismus zwi schen  dem NormalenbUndel von 

# @ ( . & ~ ~ l ( s ) )  und dem Btindel n * i . @ ( s )  a u f  fo lgende  

r nich e x p l i z i t e  Weise, wie e s  ffir 

Bh Beweis d e s  S a t z e s  (6.1) wünschenswert i s t .  

Bngen t i a lbünde l  von D(a@c B ( s  ) ) e i n g e s c h r ä n k t  a u f  E 
/ <  

fhan - bis a u f  Homotopie kanon i sch  - m i t  dem Btindel 
cY * 

a@n I ;$(s)  i d e n t i f i z i e r e n  ( d u r c h  S p a l t u n g  d e r  

@#n e x a k t e n  Vek to rb thde l sequenz  
* * 

--+ . e * ( ~ ( s )  --+ T D ( ~ ( B ( ~ ( S ) )  --- n TB - o ; I E  
Kap. 111, $ 3  i n  [ ~ a ] )  , das Tangen t i a lb t inde l  von E 

W * T B @ ~ * ~  ( 1 . 6 )  . 
'#"Binem Transversalitätsargument z e i g t  man, da8  s i c h  

genügend groAe s d e r  Vektorb~ndelisomorphismus 



* 
f&*i; V isomorph a u f  n a@(s) a b g e b i l d e t  wird .  

&Qn,s t ru ie r t e  - und f l l r  große  s b i s  auf  Homotopie 
* 

@$nj,erte - Isomorphismus V n a @ ( s )  s t i m m t  b i s  
8 , '  
ö t o g i e  m i t  dem Isomorphismus %## ; 

%I'# 
. q $ ? * ~ @ u  , j (  r * o @ ( s  ) Uberein,  den w i r  z u r  D e f i n i t i o n  

s b e n u t z t  haben (vgl. 5.5 ) . 

st zu  ze igen ,  daß  d i e  Vektorbündelisomorphismen 
* * * * 

( n  aBn C@~)%TE@VCTD( .@C@(~) )   TB TB@^ u @ i  c @ ( s )  

* * id$  
I E 

c ) @ ( n  a@r y @ o ) A  ( n * T ~ l n * ~ ) B ( n * a @ ( s ) )  

o p i e  g l e i c h  s i n d .  Dazu b e s c h r e i b e n  w i r  

e i d e '  Isomorphismen e x p l i z i t  und geben dann 

il4arnotopie an.  

f U r  e i n  VektorbUndel ri m i t  Basisraum E ( n ) e  d i e  
!, 1 

i " 

@#T Qber  dem Punkt e b e z e i c h n e t .  Nach Kons t ruk t ion  
" / 

k%~lbbsi J$ I Sc d i , : n * c @ n * ~ ~ = ~ ~  -4 (s) d e r  VektorbUndeImononior- 



1 b#\rfllr d i e  Tangent ia lkompont . . t e  von E,  d . h .  fiir 
I * * 

! + $ ~ ) c ( n * ~ ~ @ n  5 ) @ (  n a@n*(@w) a u s  d e r  K o n s t r u k t i o n  

~Qttung E L--+ D ( a @ r @ ( s ) )  e r g i b t ,  und f ü r  d i e  

* 
: $ $ W )  d a r a u s  f o l g t ,  da8  d e r  Isomorphismus zwischen  
I ' 

&B($) und dem T a n g e n t i a l b ü n d e l  l ä n g s  d e r  F a s e r n  

B,g$$.p) e i n g e s c h r ä n k t  auf E genauso  k o n s t r u i e r t  

' I 

;$' * 
, *;yi ,&&m& 5.4 b e s c h r i e b e n ,  E lementen  aus  n a @ n C c @ ( s )  

~?b@n*C~w~angentialvel<toren von Kurven i n  D(a@<O(s  ) ) 

e f i n i e r e n  wir e i n e n  Vektorbündel isomorphismus 

,$%sht l e i c h t ,  daß Ho bzw. H j m i t  den oben e x p l i z i t  
'/ 

Pg$bsnen Isomarphismen Qbere ins t immen ,  sodaß  d i e s  d i e  



Hauptre 

- 4 

sultat 

ggyf + 

7 
11 { (  

#$ in den vorangegangenen Paragraphen die Spiegelungs- 

$?R ( 2 . 6 ) ,  der J-Homomorphismus (3.1) und der Transfer 

\#:(hpliniert wurden, konnen wir nun das Hauptresultat 

beit formulieren und beweisen. 

I 

pgentle Diagramm von stabilen Abbildungen ist 

$hi bezeichnet X die reellen bzw. komplexen bzw. 
1 ' i 

bs~nianellen Zahlen, d die Dimension von IK über 
< ) + J *  

Ppeellen Zahlen, 2 ist eine stabile Abbildung mit 
$ i 

#ldungsgrad (-1 ) dntd-l, und prat ny die in 5.6(iii) 

: < q i * r < i  I $  
kriebene Komposition des Transfers mit der Projektion 

:&; 8 

,,4A kl ::?$/#~QP , die Fasern. 
, 
&Spezialfall n = 0 kann man das Ergebnis so formulieren: 

Korollar 
g , ' ? ;  
~,!;:l:i~'k@# Diagramm IKP(k-1)  ', pr ~t 

,:$@$#i(smmutiert bis aufs Vorzeichen, d . h .  bis auf eine 
),&l$f( 8 
i , , i ( l , 6 (  , 
9 +*;<L!; 0 %L4>ictabiie Abbildung S --4 SO mit Abbildungsgrad 51 . ,; j 1 1 ?,+p{ 

Mit t bezeichnen wir hierbei den Transfer t„ 



\ ' 
f&he '~omposit ion 

&!$'in 5.7 angegeben wurde. 

e Abbildung j kommt von der Abbildun~ 

xk+n)ADdk/aDdk .-W D d(k+nllaDd(k+n) (3.1) . 
'Ah wird die stabile Abbildung j 0 R  durch die 

von 

: ; z p ,  

ildung J repräsentiert. 

Satzes bestimmen wir die Pontrjagin - 
it von Jo(R~id) - d. h. das Urbild der 
die Trivialisierung des Ndrmalenbündels 

nd stellen fest, daß diese gerahmte Unter- 

igkeit bis auf Vorzeichen in der Rahmung 

zu (pmid) oTny(i) gehllrenden Pontrj agin - 
alt igkeit Ubereinst immt (6.5) . 
n wir in der Ublichen Weise I K P ( ~ - I ) ~ ~ @ ~ A D ~ ~  /aDdk 

für 

fUr 

I 



$1 J ' 
Y e i n e  o r t h o g o n a l e  Abbildung i s t ,  stimmen d i e  fp+~8~, 

f&j<,, , 
#$BD,,yon R , , F ( v )  und v Uberein ,  d e s h a l b  g i l t  
7 1  :: 1 

1.) = 1, woraus Iv( = 7 und R * . ( V )  = -V f o l g t .  
I ' x , z  
I ,  

kqlikich , gesehen l ä ß t  R I. Vektoren i r n  o r thogona len  
x , z  

ga#@nt 11 f e s t  und o p e r i e r t  auf  dem von X e r z e u g t e n  

&ervektorraum durch M u l t i p l i k a t i o n  m i t  Z .  F 3; (* 8 1 f&Rk % ( V )  = -V f o l g t  d e s h a l b  ?! = -1 und V = ?xk fflr 
)I 9 

b b  sd% X. 
,,U t ,  

b;kb?mnibt s i c h  auch durch  e ine  kurze  Rechnung a u s  

I ,  

i m  zwe i t en  Sumrnanc 

,#M ' -2v = X(-3- l )<x ,v>  , d a s  h e i ß t  : 

* g l e i c h  d e r  

$ $ i % i e n t e n  von X i n  d e r  Gleichung 

tj# 1 -2(:xk) = x ( % - ~ ) < x , ~ x k >  
k, 
ihPt 'J  dann zu % = -1, woraus ,wie man l e i c h t  anhand 

? >  

kbbei b e z l l ~ l i c h  d e r  Aufspal tung IKk+"a lKk@ lKn der 

3. l i e g t .  

n s o l c h e s  Element auf  Nul l  a b g e b i l d e t  wird .  

Wir können d a s  Ergebn i s  s o  zusammenfassen : 

1 ny@r@(dk) lxrSdk-l 
( ~ o ( ~ n i d ) ) - l ( ~ )  = { [ x ; o , o , ~ x ]  r MP(~-1)  



qvjb$gieich m i t  5.7 z e i g t ,  daß  d i e s  genau d i e  Ein-  
!: 19 % 

$ ! ! t ( l ;  

bb@ d e r  Sphäre  S dk-l i n  d a s  S c h e i b e n b h d e l  

$El('dk)) Uber lKP(k-1) i s t ,  d i e  m i t  d e r  d o r t  be- 
g, * ' 

#$enen Rahmung ( u n t e r  d e r  Thom - P o n t r j a g i n  

d e r  Abbi ldung(pr~ id )oT (i) e n t s p r i c h t .  
nY 

ksf~er n a c h s t e  S c h r i t t  i s t  d i e  Bestimmung d e r  

jbei.rten Rahmung f u r  ( J o ( ~ n i d ) ) - ' ( ~ )  . Nach Lemma 5.4 
K! ' C..! && Normalenb(lnde1 von (Jo(~nid))- '  ( 0 )  kanonisch  

/ * * ;bph zu n*nydr SB* . Wir e r h i e l t e n  d i e a e n  Isornor- 
I ,  

Ms , indem w i r  einem Element ( X  ; V ,  z  , W )  En*ny@n*c~u 

vc xn, ziU, (r;w)cm) den T a n g e n t i a l v e k t o r  C(0)  

) $ l l d  von c ( 0 )  u n t e r  d e r  T a n g e n t i a l a b b i l d u n g  von 

kid) ist  d i e  Able i tung  d e r  Bi ldkurve  J0 ( R ~ i d )  o c ( t ) i D  d ( k + n )  

Punkte t = O  . Eine  e i n f a c h e  , a b e r  etwas l anga tmige  

eitungsUbung f ü h r t  zu dem Ergebn i s  : 

= 2 ( w  - x(cx,w>-Recx,w>))+xzt.v IK k t n  ( R ~ i d ) 4 t ) ) ~ ; ~  

= 2w + xz - V (da ( x ; w ) c ~  ( v g l .  5 . 2 ) )  

i s t  d i e  i n d u z i e r t e  Rahmung 
* * 

J : n ny en W - sdk-'x IK k t n  

gegeben durch  (x ;v ,z ,w)  (x;2wtxz-V) 

i) Um d i e  Rahmung (Jo(R~id)), m i t  d e r  z u r  Abbildung 

T  i )  gehörenden Rahmung ( zu v e r g l e i c h e n ,  schrefben 

( J o ( R ~ i d ) ) ,  folgendermaßen: 



jbpbei bezeichnet cid für eine reelle Zahl C die Multi- 

i&ati.on der Vektoren in der Fauvr  mit C . 
i@,gh eine homotope Abänderung kann man den Faktor zwei 

lm Verschwinden bringen, um dann, die Trivialität des 
* * 

dels n ny@n t ausnutzend, das fol~ende Lemma anzuwenden : 

,!>* f $V< 
&~&aiWmma - Es sei w ein Vektorbündel Uber einer kompakten 

mnigfaltigkeit und 4 : (a)$w--- (a)$(b) ein Vektor- 

~delisomorphismus. 

!weis : Die Isomorphismen 

id und +"$id : (a)$w@(s)-(a)@(b)@(s) s i n d  gleich, 

n der Vektorbflndelisomorphismus 

@id : (a)@w@(s) - (a)@(b)@(s) 
das triviale Bündel (a] identisch auf sich.und W @ ( % )  

isomorph auf (b)$(s) abbildet. Andernfalls z e i g t  man 

it einem Transversalitätsargument, daß man @id homotop 

o abändern kann, daß dies gilt. 

(6.5) Das Lemma zeigt, da8 der Vektorbündelisomorphismus 

(JoIRhid)), , der bis auf Homotopie mit der Komposition 
-id@-idßid * LS dk-1, Rd(k+n) 

übereinstimmt, die gleiche stabile Trivialisierung des 

Normalenbündels n*ny@n*c@u repräsentiert wie die Komposition 
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<@U 
idxA dk-lX Rd(k+n) 4 &k-l md (k+n) ,S 

3 

A ein Automorphismus vonlR d(k*n) ist, der Vektoren 

em (dntd-1)-dimensionalen Unterraum (dn+d-1 ist  die 
I* 
\' 5 prdirnension von n nr@n*c) auf i h r  Negatives abbildet Ilt"" , , 1 

)${ Vektoren im orthogonalen Komplement festlsßt. 
(;f ' 

?maß 6.3 aufgefasst als Untermannigfaltigkeit von 

$yQ~@(dk)) - die gleiche stabile Abbildung reprlsentiert 
,B die Komvosition von 

und 

D 

Pontrjagin - Manniafalti~keit ( S  dk-l, (idxA) o ( ) ,  wobei 

von A induzierte Abbildung 3 den Abbildungsgrad 





Bemerkung : Der geometrische Transferdes Prinzipalbfindels 

k - 1  n:S ---+ IRPfk-1) (~zw. n:S 2k-1 ---C EP(k-1) ) stimmt 

mit dem in rL61 definierten Homomorphismus 
L d 

fr s M:{r( RP(=))---+ nrr (bzw. s ~ : "  (("P(")) -. fr 
n- 

"tl) 
L. 

Übere in  (für k groß gegenüber r ist MP(k-1) ) =n:r( MP(-) ) . 

( 7 . 2 )  S a t z  - -~ - -  : Das Diagramm 

:&d +*,' * kommutiert, wobei die vertikalen Abbildungen Thomiso- 
j#&,? 
I $@?;, 

morphismen sind, und (pr~idbT(i) die stabile Abbildung 
&h(,$ #by. prot reprgsentiert (vgl. 5.6 (iii) ) (Wir schreiben 

für T a (i) (bzw t), wenn a das null- 

dimensionale Vektorbündel ist) . 

Nun zur ~eometrischen Inter~retation des stabilen 

Es sei N eine Mannigfaltigkeit und E :  (rtdktt)-- TN@(dk+t) 
eine stabile Trivialisierung des Tangentialbündels von N. 

Gegeben eine Abbildung g:N--+ OK(k) in die orthogonale 

bzw.  unitgre bzw. symplektische Gruppe, bezeichnen wir 

mit g*l:Nx lTtdk- Nx IRdk den mittels g zurückgezogenen 

Vektorb[lndelisornorphismus A :O k ) x  IRdk- 0 g ( k ) ~  Bdk 

(a,~) r--, (a,a(v)) 

und schreiben für die stabile Trivialisierung - 
(r+dk+t) cTM@(dk)$(t) id@g*a@idb~~@(dk)~( t) 



des Tancentialbündels von N. 

(7.3) Definition 

Die Abbilung - fr 
j :$, (oIK(k)) - fr 'r 

bezeichnen wir als geometrischen J-Homomorphismus. 

(7.4) Satz : Das Diagramm 

kommutiert, wobei die vertikalen Abbildungen Suspensions- 

bzw. Thomisomorphismen sind, und die Abbildung J den 

stabilen J-Homomorphismus j repräsentiert (vgl. 3.1) . 
Aus (6 .2 ) ,  (7.21,  (7.4) und der Beobachtung, da8 

die induzierte Abbildung einer Abbildung vom Grad -1 Bordis- 

musklassen auf ihr Inverses abbildet, folgt dann : 

( 7 . 5 )  Korollar : Das Diagramm 

kommutiert bis aufs Vorzeichen. Hierbei ist die nicht 

näher bezeichnete Abbildung das Inverse des Thomiso- 

morphismus. 



ßemerkuna : Dieses Resultat wird für lK= R in [~r] 

bewiesen, wiihrend drtr  komplexe Fall in [ L B ~  als offenes 

Problem erwähnt wird. 

Um die Kommutativität des obigen Diagrammes geometrisch 

interpretieren zu können, brauchen wir noch eine explitdte 

-f r Beschreibung der Abbildung nr( lKP(k-1);~)--+ "td-l 

Dazu definieren wir das Vektorbündel n als die direkte 

Summe von 6 und einem trivialen (reellen) Linienbündel 

und die Abbildung q:S(n)=S dk-1 d-1 X,S -+x~(k-i)c 

durch [x;z] c--c [ x ; f ( z ) ]  , 
wobei G = sd-' auf sdk-l durch Rechtsmultiplikation, auf 

d-1 sd-l durch Konjugation operiert, und f :S D(U)/oD(U) 

die Umkehrabbildung des in 2.4 beschriebenen äquivariante 

Homebmorphiemus ist. 

Gegeben ein Element [B' ,g,g] aus Qr( MP(k-1) ;C ) bezeichne 
* 

wir mit h:S(g n)--+ MP(~-I)~ die Komposition von q mit 

der Bündelabbildung, die das Diagramm 

kommutativ ergänzt, und mit h V den ~ektorbündelisomorphismufJ 
1 *- * * 

h t  : (r+d+t )9%-rpt*TB@pt g n@(t) - ~s(~*n)e(i)@(t) , 
wobei man den nicht naher bezeichneten Isomorphismus aus 

* C * 
den Identifikationen TD(g t ~ ) ~ ~ ( ~ * ~ )  p '*~~<@p' g 

* und TD(g r ~ ) ~ ~ ( ~ * ~ )  = TS(~*~)@(I) (vgl. 1.6) erhglt. 



(7.6) Lemma 

Die zum Thomisomorphismus inverse Abbildung 

nr( MP(~-I);w----+ afr ( rn~(k-i)~) r+d-1 
ist gegeben durch ( 1 ~ '  , ~ , d  [s(~*v),h,h~] 

Nun können wir Korollar 7.5 folgendermaßen umformulieren: 

(7.7) Korollar : Es sei Bf eine geschlossene Mannigfalti 

keit, g eine Abbildung von B' iniKP(k-1) und 

i :  (r+d-1+t) --+ T N B ~ * ~ o ( ~  ) ein VektorbUndelisomorph 

Dann reprtisentiert der Totalraum E' des zurUckgezogene 

PrinzipalbUndels mit der induziertenf Rahmung h (sie 

bis aufs Vorzeichen die gleiche Bordismusklasse wie da 

SphärenbUndel von g*n mit der Rahmung (~oh)h', die man 

aus der Rahmung h '  durch 'Vertwisten' mit der Abbildu 

Roh : ~(g*q)-+ 0 K(k) erhält (siehe 7.3) . 

(7.8) - Bemerkung 
Bei der Konstruktion der gerahmten Mannigfaltigk 

(Et,&) bestimmt die Abbildung g die tVertwistung' de 

Raumes EI, fUr die Beschreibung der Rahmung 6 spielt 

keine Rolle mehr, wahrend bei (s(~*~), ( ~ @ h ) h '  ) die 

Vertwistung der Rahmung von g bestimmt wird, ~ ( g * n )  ab 

- jedenfalls fUriK = IR oder (C - nicht von der ~bbildung 
abhängt, denn fUr M = IR ist ~ ( g * ~ )  = BtxC -1,411 , fW 

1 M = E gilt s ( ~ * ~ )  = B'XS . 



Beweis von Satz 7.2 : 

Zunächst.beweisen wir folgenden Hilfssatz 

Lemma : Es seien X,Y kompakte Mannigfaltigkeiten, B eine 

geschlossene Untermannipfaltipkeit von Y mit Normalen- 

bündel o und f :X--- Y / B Y  eine in einer Umgebung von f-l(E3) 

differenzierbare und zu B transversale Abbildung. 

Weiterhin sei B = ~ B ,  g : B 1 - r  B die Einschränkung 
* von f auf B1, und E:D'=D(~ W ) -  D=D(o) die Bündelabbildung 

über g (D(w) bezeichnet das Scheibenbündel von w bezU~lich 
* 

einer Riemannschen Metrik auf U ,  D(g U )  das Scheibenbundel 
* 

bezüglich der induzierten Metrik auf g w ) .  

Dann kann man eine Tubenumgebunp von B bzw. B1 mit D bzw, 

identifizieren und f homotop so abändern, da8 f 

und f(X-D')cY/~Y - D . 
Beweis : Die Tangentialabbildung von f, eingesch 

auf B', induziert aufgrund der Transversalitätsb 

einen Isomorphismus zwischen dem Normalenbündel 
* 

und dem zurückgezogenen Bündel g W .  Deshalb können W 

Scheibenbundel D' mittels einer Tubenabbildung mit ein 

Tubenumgebung von B1 identifizieren, Ebenso identifizie 

wir D mit einer Tubenum~ebunß von B in Y. Weil B' ein 

Deformationsretrakt von D' ist, und die Abbildungen f U 

auf B1 übereinstimmen, kann man f 1 D' in g deformieren, d .  

es gibt eine Homotopie H : [0, I] XD' - Y / a Y  

(t,~) - Ht.(v) 
- 

mit Ho = flD, und H1 = p . 
Es sei h: [0, I] X [o, 11 - [o, 11 eine Abbildung mit 



h(O,s)=O, h(t ,l)=O und h(l,s)= für OL:SSO.~ 
{ s  für o . 5 c s e o  

Dann ist H f  : [0,1]x~'---+ Y/aY 

(t,v)- Hh($, )(V) 3 

wobei Ivl die Norm von V bzgl. der Riemannschen Metrik 

auf g*w bezeichnet, eine Homotopie mit HO = f 
ID' - 

und = f l a D l  ; d.h. während wir die 

Abbildung f auf dem Rand der Tubenumgebung D' festlassen, 

können wir sie im Inneren homotop so abändern, daß sie auf 

1 1 der kleineren Tubenumgebung 7Dl = {vcD'/~v~ g2} mit g 

übereinstimmt. 

Nun zeigen wir, da8 für dieses abgeänderte f und-eine 

10 1" Weil f(X-2D')AD kompakt ist, wobei ?D1 das offene Scheiben- 

10 bündel bezeichnet, gibt es in f(X-TDf)flD einen Punkt 

geringsten Abstandes zu B. Dieser Abstand kann wegen 

f(x-$Bl)n~ = @ nicht null sein, sodaß für ein geeignetes 

S zwischen Null und f(x-+8' ) A  6~ die leere Menge ist, 

woraus f(X-6D1)CY/aY - 6D folgt. 
Damit haben wir das Lemma bewiesen, wenn man in der 

Behauptung D bzw. D' durch 6D bzw. 6Dt ersetzt. Mit der 
1 Bemerkung, daß 6D bzw. 6D1 bezüglich der mit - multipli- 
6 * zierten Metrik auf die Scheibenbündel von w bzw. g w 

sind, ist der Beweis komplett. 



Nach dieser Vorbereitung kommen wir zu dem Beweis des 

Satzes 7.2 zurück : 

5fr . Ohne Beschränkung der Es sei @,f 3 1  E Q ~ + ~ + ~  

Allgemeinheit können wir annehmen, daß f:M--+ B c@(s> 

in einer Umgebung von B' = fel(B) differenzierbar und 

transversal zu B C B  '@(SI ist. 

Das Lemma und die Bezeichnungsweise dort anwendend, 

können wir eine Tubenumgebunp von B bzw. B '  mit dem 

Scheibenbündel D bzw. D 1  identifizieren und annehmen, 

da8 flDl:D1---+ D C B  die Bündelabbildung Uber g ist 

(die wir hier aber nicht mit bezeichnen, da wir .dieses 

Symbol anderweitig verwenden wollen), und daß f(M-D') in 

B'@( ')-D liegt. 

Im weiteren Beweis werden wir gewisse kanonische Vektor- 

biindelisomorphismen mit dem Symbol = bezeichnen. Zu diesen 
* gehören die Isornorphisren TE =  TB@= und 

* 
TE1 = n 1  TBBIT~*~*C (vgl. 1.6). Weiterhin haben wir die 

* Isomorphismen TD1 I B' = TB'@R*S@(S) (denn D' = D(g L@(s) ) ,  

und TD1 n P'*TD' 1 ~ 1  (denn die Projektion pl:D'--+ B' ist 

eine Homotopieäquivalenz), sowie daraus abgeleitet 
* * * 

TD1 a p1 TB1@pl g 5 8 ( s )  (die Komposition der obigen Isomer- 

phismen) und TD' 
* * * 

1 ~ 1  
T '  TB1@w' R CWS) (deren Einschrän- 

kung auf E') , 

Das Bild von [M, f,T] unter dem Thomisomorphismus ist 

[B' ,g,g], wobei wir mit den VektorbUndelisomorphismus 
- 
g : (r+g+s+t) 18' * TMIBl@(t) = TB'@R*c@(~) 

bezeichnen. 



Das B i l d  von [M,f,?] u n t e r  d e r  Komposi t ion von ( ( p r ~ i d ) o ~ ( i . ) )  
ik 

und Thomisomorphismus wird  r e p r ä s e n t i e r t  von dem U r b i l d  

d e r  N u l l  u n t e r  d e r  Abbi ldunq 

m i t  d e r  e n t s p r e c h e n d e n  Rahmung, Wir kennen d a s  U r b i l d  

d e r  N u l l  u n t e r ( p r ~ i d b T ( i )  und d e s s e n  Rahmung ( 5 . 6  ( i i i ) )  : 

E s  i s t  e i n  UnterbUndel  E d e s  Sche ibenb l lnde l s  D m i t  Normalen- 

bünde l  V und Rahmung 4:v---+ ( s ) .  

Weil f : D ' = ~ * D - - - +  D m i t  der Bt inde labbi ldung  ü b e r e i n -  I D' 
s t i m m t ,  und f ( ~ - D '  ) i n  B ' @ ( ~ ) - D  l i e g t ,  i s t  d a s  U r b i l d  

( ( p r n i d ) o ~ ( i )  o f  )-'(o) = f-I  ( E )  d a s  i n d u z i e r t e  BUndel 

* E '  : = g*E!CD1 = g * ~  m i t  Normalenbllndel R V ,  und bzgl. d e r  

Rahmung ~ i i t  (~pr~id)o~(i)of)t=R*d:F*v- ( s ) .  

Beze ichnen  w i r  m i t  6 '  den  Vektorbündelisomorphismus 

s o  r e p r ä s e n t i e r t  [ E '  ,G1] d a s  B i l d  von [ M , ~ , F J  u n t e r  d e r  

Komposi t ion von ( @ r i \ i d ) o ~ ( i ) ) * : b ~ '  (g~@(')) + f r r + g + s  %+g 

und Thomisomorphismus. 

Zum Beweis d e s  S a t z e s  b l e i b t  zu  ze igen ,  daß der Vektor-  

bündel i somorphismus  h 1  m i t  dem Isomorphismus h a u s  d e r  

D e f i n i t i o n  d e s  g e o m e t r i s c h e n  T r a n s f e r s  b i s  a u f  Homotopie 

ü b e r e i n s t i m m t .  

Aus Lemma 5.8 f o l g t ,  daß  d i e  Isomorphismen 

TD n TE& I E 
id@d TE@(s)  

und TD % W * T B @ ~ * ~ @ ( S )  = TE@(s)  I E 
b i s  auf  Homotopie g l e i c h  s i n d .  Desha lb  stimmen auch  d i e  



. 
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Isomorphismen TD' 

und TD ' * * 
IE ' =  TB'@^' g @(s) . TE'@(s) 

bis auf Homotopie Uberein. 

Ebenfalls bis auf Homotopie gleich sind die Isomorphismen 

( r + g t s + t ) k  TDD'@(t) und 

denn ihre Einschränkungen auf B' stimmen Uberein, und B'  

ist ein Deformationsretrakt von D' . 
Wir schränken diese Isomorphismen auf E' ein, bilden die 

Kompositionen mit den zuerst betrachteten Isomorphismen, 

und erhalten die bis auf Homotopie übereinstimmenden 

Vektorbündelisomorphismen 

Der erste Isomorphismus ist h '  , der zweite die Komposition 
*- * * 

von n' g : (r+g+s+t)- W ~ * T B ' ~ ~  ' g c@(s) mit dem 

* Ii kanonischen Isomorphismus ~'*TB'B~' g ~@(s) i TE19(s) . 
Genau so wurde aber der Isomorphismus h bei der Definition 

des geometrischen Transfers konstruiert. 



Beweis von Satz 7.4 

Wir zeigen die Behauptung in zwei Schritten. 

In (i) beweisen wir die Kommutatitität des Diaqrammes 

wobei die vertikalen Abbildungen Thomisomorphismen sind, 

und J' : 0 x(k) (dk) - dk dk 
----c D / aD 

durch b V] i------, [a(v)) definiert wird 

( 0  *(k) (dk) ist der Thomraurn des trivialen dk-dimensionalen 

Bündels Uber O N ( k )  ) .  

In (ii) wird bewiesen, daß man das Diagramm, dessen 

Kommutativität wir in dem Satz behaupten, durch Ein- 

schränkung des obigen Diagrammes erhiilt. Genauer gesagt 

dk dk wird gezeigt, daß wir ?f;fdk(0 K(k)~D laD ) mit einem 

fr direkten Summand von hr+„(0 ,(k) (dk) ) identifizieren 

können, und daß J, (bzw. der Suspensionsiaomorphis.us) 

die Einschränkung von J'* (bzw. des Thomisomorphismus) 

auf ?f:fdk(0 Il((k)~~dk/3~dk) ist. 

fr 
(i) ES sei [M,~,T] E?~,+~~(o (dk)). Ohne Beschränkung 

der Allgemeinheit können wir annehmen, daß f transversal 

zu 0 X(k) C 0 x(k) (dk) ist. Das Bild von [ ~ , f , ? ]  unter 

dem Thomisomorphismus wird von dem Tripel ( ~ , ~ , g )  
repräsentiert, wobei N das Urbild von OK(k) unter f ist, 

g:N - 0 *(L<) die Einschränkunp von f auf N, und E der 



Hierbei bezeichnet V das Normalenbündel von N in M und 

f ,  : V---+ (dk) den VektorbUndelisomorphismus, der von 

der Einschrgnkung der Tangentialabbildung von f auf N 

induziert wird (vgl. 1.9) . 
Das Bild von [M, f, f] unter der Komposition von J l *  und dem 

Thomisomorphismus wird repräsentiert durch die Mannig- 

faltigkeit ( J ' . ~ ) - ' ( O )  = f-'(0 x(k)) = N, zusammen mit der 

Man Uberlegt sich, daß (Jfof)* identisch ist mit der 

wobei J'* die Einschränkung der Tangentialabbildung von J 

auf das Normalenbündel von 0 x ( k )  in 0 x(k) (dk)bezeichnet, 

und daß J', der in 7.3 Agenannte Vektorbündelisomorphismus 

ist. 

Daraus folgt, daA die Rahmunß E '  identisch ist mit der - 
Komposition (r+dk+t )&~~@(dk)@(t) 

d . h .  daß [ N , ~ v ]  das Bild von [N,$ unter dem geometrischen 

J-Homomorphismus ist, was zu zeigen war. 

dk (ii) Man erhält den Raum 0 E(k)AD / a ~ ~ ~ ,  wenn man in 

dem Thomraum O x ( k )  (dk) die 'Faser1 Ddk/aDdk Uber dem 

ßasispunkt zu einem Punkt zusammenschlägt. Weil die 

Tnklusion D ~ ~ / ~ D ~ ~  - 0 M(k) ( d k )  ein Linksinverses hat, 

spaltet die exakte Bordismussequenz des Paares 



( D ~ ~ / ~ D ~ ~ , o  X(k) (dk)), sodaß man $;fdk(0 ~ ) A D ~ ~ / ~ D ~ ~ )  

fr mit einem direkten Summand von Xr+dk(~ lK(k) (dk)) idcnfi 
fizieren kann.Aus der Kommutativität des Diagrammes 

frffdk(o (W) P P* &+dk fr (Oric(k)~~dk/a~d 

1. 
fr i nr (0 K(k)) 

1 
fr 

c--- iir (0 x(k)) ¶ 

wobei p* die von der Projektion p:O n<(k) (W, dk dk 
IK (k)hD /aD 

induzierte Abbildung, und i die offensichtliche Inklusion 

ist, folgt, daA man den Suspensionsisomorphismus (rechte 

vertikale Abbildung) als Einschränkung des Thomisomorphismus 

(linke vertikale Abbildung) auf 3:idk(0 M( k ) h ~ ~ ~ /  gDdk) 

verstehen kann. 

Daß J, die Einschrhkung von Jt*ist, folgt aus der 

Kommutativität des Diagrammes 

wobei die nichfi näher bezeichnete Abbildung 

o I K ( k ) * ~  dk-l V o k) (dk) durch [~,s,v] - [a ,w]  

gegeben ist, während die Abbildun~ H ( f ) ,  der Homeomorphis- 

mus F, unddie Homotopieäquivalenz G in 3.2 definiert 

wurden, wo wir auch bewiesen haben, daß das untere Teildia- 

gramm bis auf Homotopie kommutiert. Die KommutativitSt der 

übrigen Teildiagramme folgt direkt aus den Definitionen. 



Heweis von Lemma 7.6 : 

* 
Das Sphärenbündel S ( g  n)mit der Rahmunp berandet - 
als Rerahmte Mannigfaltigkeit - d - s  Scheibenbündel D(~*,,) 

mit der Rahmung * - 
9i * H1 : ( r + d t t ) ~ s ' ~ ~ l e s  g riB(t) ~ß(~*n)f&(t) 9 

* 
wobei s:D(g i1)- BI die Projektionsabbildung bezeichnet. 

Deshalb ist [ ~ ( ~ * n  ) , h, hl] eine reduzierte Bordismusklasse. 

Thomisomorphismus (siehe 1.9) auf [B1 ,g, E ]  abgebildet wird. 
Man Uberlegt sich anhand der expliziten.Forme1 

in 2.4 , daA das Urbild voniKP(k-I), aufgefasst als Null- 

schnitt in XP(~-I)', unter der Abbildung q:~(~)--+ MP(k-I) l 

J 

aus den Punkten (X;-l)cS(n)=S(~@(l)) mit xc:MP(k-1) besteht, , ,  

-1 woraus h ( XP(~-I))=( ( X ; - ~ ) ~ S ( ~ * ~ ) = S ( ~ * ~ @ ( I ) ) )  folgt. 

Wir können h-'( MP(k-1) ) unter der Projektion p1 mit B' 

identifizieren. 

Nun zur Rahmung : Das Normalenbhdel von B1 =hel( MP(k-1)) 
* 

in S ( g  n) ist isomorph zu K*', das Normalenbündel von 

XP(k-1) in XP(~-llC isomorph zu 5 .  

Mithilfe der Methode, die wir im Beweis von 6.1 benutzt 

haben, berechnet man, daß die von der Tangentialabbildung 

von h induzierte Abbildun~ h, :g*c --+ g*c die 1dentitBt ist. 

Daraus folgt, daß der Isomorphismus 
h ' id@h*@id 

(rtdtt ) --IS=m(g*n BI@(i+t)s~l@?g*g'(@(i+t) --+~l~*c@(l+t) 

- mit dieser Rahmung repräsentiert R 1  das Bild von 
[~(g'n) ,h,hl] unter dem Thomisomorphismus (vgl. 1.9) - 
mit übereinstimmt, was zu zeigen war. 



$8 Ein gerahmter Hordismus 

Im Fol~enden wollen wir einen direkten Beweis der Aussage 

(7.7) skizzieren, wobei wir uns der Anschaulichkeit und 

der Einfachheit der Notation halber auf den komplexen 

Fall beschränken. 

Die Notation aus $7 Ubernehmend ist also zu zeigen, daß 

die gerahmten Mannigfaltigkeiten (E1,h) und ( B ' X S ~ , ( R O ~ ) ~ ~ )  

bis aufs Vorzeichen die gleiche Bordismusklasse repräsen- 

tieren, d.h. es ist ein gerahmter Bordismus zu konstruieren. 

Der erste Schritt dazu ist die 

Konstruktion einer Mannigfaltigkeit 
( 8 . 1 1  

mit Rand E 1 u  B1xsl 

Das Prinzipal ~ l - ~ ~ n d e l  E' kann man mit dem Sphärenbllndel 

eines komplexen Linienbündels X identifizieren. Wir 

wählen einen transversalen Schnitt s in a ,  sodaß das 

Urbild des Nullschnittes eine Untermanniafaltigkeit S 

von Bf ist.mit Normalenbündel X I s o  ES sei B+ (bzw. B-) 

die Menge der Punkte (b,t) aus Bfx{-2,+2} mit positivem t 

(bzw. negativem t ) ,  die außerhalb einer Tubenumgebung 

von SXCO) liegen. 

Wir liften X zu einem Vektorbflndel Uber B-, um das so 
* 

erhaltene Bündel pr vB- ( p r : ~ + ~  B-- Bt bezeichnet 



die Projektion auf B') mittels des Isomorphismus 

((b,o);z) t--- ((b,O; ;zs(b)) 
t 

mit dem trivialen Bündel B XE zu verkleben. 

Das Sphärenbündel des resultierenden Vektorbündels 5 ist 

eine Mannigfaltigkeit, deren Rand aus drei Teilen besteht: 

1 1 ( i )  B'xS , (ii) S(x) ,(iii) einem S - Btindel über dem 
Rand e i n e r  Tubenurngebung von Sx{O) in B1x{-2,+2). 

Den Rand einer solchen Tubenumgebung können 

wir mit dem Sphärenbündel S(a @(I)) über S identifizieren, I 
und es ist nicht schwer zu zeigen, daß das fragliche 

~ l - ~ ~ n d e l  darfiber isomorph ist zu dem BUndel 

wobei s ein Element aus S ist, zleine komplexe Zahl und 

z2 ein Element aus der Faser von a Uber dem Punkt s. 

Eingeschränkt auf eine Faser von S(a @(I)) ist dies I s 
gerade die Hopf-Faserung (vgl. $5 in[Ho]). 

Wir erhalten nun den gesuchten Bordismus, indem wir 

das Sphärenbflndel S(5) längs der Randkomponente 

S((2)@1 ) mit dem Scheibenbhdel D ( ( 2 ) ü l ~  ) verkleben. I I s 

(8.2) Konstruktion einer Rahmung fUr den Bordismus 

Das Tangentialbündel von ~ + n  B- identifizieren wir mit 

pr *TB'@( I), das TangentialbUndel des Prinzipal sl-B~ndels 

= : C (  f )  -+ ~'n B- gemäß (1.6) mit n*(pr*~~l(l))@(l) s 

(prOn)*~~@(2) (Im quaternionellen Fall ist S([) kein 



Prinzipalbündei; man kann zeigen, dafi das Tangential- 
* 

bündel längs der Fasern von S (  E )  isomorph ist zu C ,  
j * 

wobei 5 das zum Prinzipalbündel S ( n r  A) adjungierte I 
I Vektorbündel bezeichnet). 

Eine Rahmung für S ( S )  ist gegeben durch den Isomorphismus 

Eingeschränkt auf S(X) stimmt Ü mit der Rahmung h überein. 

Ober der Randkomponente B i  xsl erhält man die 

'richtiget Rahmung fit (bis aufs Vorzeichen), indem man 

Ü folgendermaßen vertwistet : 

1 Es sei u:S(c)- EP(k-l)hS die - bis auf Homotopie wohl- 
definierte - Abbildung, deren EP(k-1)-Komponente die 

klassifizierende Abbildung für das komplexe Linienbtindel 

('.pr)*~iat (k soll hinreichend groß sein), und deren 

1 t S -Komponente auf S(tIB+)=B XS' durch die Projektion auf 

den  zweiten Faktor definiert wird, während einem Element 

(b,t;zt) aus s ( 6  B-)=~(pr*a - )  (~EB', t ~ { - , 2 , 0 ) ,  Z ' E A ~ )  1 I B 
die komplexe Zahl z zugeordnet wird, für die 

zs(b)=ztls(b)l gilt. 

Die Abbildung U ist wohldefiniert, weil (nopr) *X 

eingeschränkt auf S(6 B-)=~(Pr*~ - )  trivial ist, d . h .  I I B 
L man kann die klassifizierende Abbildung für (ropr) X so 

wählen, daß S(clB-) - also inabesondere auch die Punkte 
(b,t;z)eS(t -1 mit s(b)=O - auf den Basispunkt 

IB  
[xo] - [l ,O,. . . ,0] cPP(k-1) abgebildet werden. 

1 
Gegeben eine solche Abbildung u:S(t)---c EP(k-1)nS , 



zurückgezogenen VektorbUndelisomorphismus 

r : (a~(k-1 )~sl)Xr~- ((~P(I<-i )AS')~B~ 

* 
(r+2+t)@(2k) Ü@id ideu h(r+2+t)@(2k) -TS([)B(~)Q(~~) 

des Tangentialbündels von S(S). 

Ober S(A) stimmen die Rahmunqen uÜ und Ü Uberein, da wir, 

wie oben angedeutet, U so wlihlen können, daß S(A) auf 

1 denBasispunkt von ICP(I.(-I)AS abgebildet wird, und da der 

Isomorphismus die Faser über dem Basispunkt identisch 

auf sich abbildet. Eingeschrgnkt auf B~XS' ist uÜ bis 

aufs Vorzeichen identisch mit ( F l o h )  h t  . 
Es bleibt übrig, durch explizite Rechnung die Rahmung uÜ 

auf der Randkomponente S((~)@A ) zu bestimmen und zu I s 
zeigen, da8 man sie auf das Scheibenbündel D((~)@A I s 
fortsetzen kann. 

Dazu kann man so vorgehen : 

Man identifiziert das TangentialbUndel von D( (2)@A I s 
mit p * ~ ~ @ p * ~  @(2), wobei p:D((Z)@A )- S die ~rojektion 

1s I s 
ist. Eine Rahmung für D( (2)8A ) ist dann gegeben durch I s 

- 
Die Einschränkungen der Rahmungen Ü bzw. u t  auf das 

Sphärenbündel S((2 )BA ) ,  die wir mit Ü bzw. Ü '  I s I I 
bezeichnen werden, unterscheiden sich nur in dem Tangen- 

tialbündel längs der Fasern, d.h. wir können Ü als I 



Komposition schreiben : 

Vektorbündelisomorphismus. 

/ 
Die getwistete Rahmung uÜ eingeschränkt auf S (  (2 )@I ) I s 
ist gegeben durch die Komposition von 

Wenn wir (2k) als komplexes Vektorbündel betrachten, ist 

der Isomorphismus u'~ Uber einem Punkt XCS((~)@A ) 1 s 
gegeben durch Multiplikation mit der komplexen Zahl u2(x)-I 

in der ersten Komponente, gefolgt von der Multiplikation 

mit U ( X )  in dem von ul(x)ciEP(k-1) bestimmten eindimen- 2 

sionalen Unterraum von (mit ui bzw. u2 bezeichnen wir 

1 die Komponenten der Abbildung u:S( ( 2 ) @ ~  )-+ UX'(k-1bS ) 
ts 

Man findet eine einfachere Beschreibung der obigen 
- 

Komposition, wenn man U' @id hornotop zu einem Isomorphis- 
- I 

mus u w  abändert, sodaß die Umkehrabbildung von Ü w  das 

komplexe Linienbtindel q*a komplex linear und monornorph I s 
in (2k) abbildet und das triviale komplexe Linienbündel ( 2 )  

identisch auf die erste Komponente von (2k) (Transver- ", ,I 

salit#tsargument). 

Denn man erhält dann durch Einschrtinkunbr; der Umkehr- 
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* 
monomorphismus s \ ---c S (  ( ~ ) o A  , S ) x ~ k  ( $  stellt sich al I S 

G-lifiear heraus), mit anderen Worten eine klassifizierend 

Abbildung ul :S( ( P ) @ A  S) - IEP(k-1) für das Runde1 q*a 

und m i t  dieser Wahl von U ist der Isomorphismus ( 8 . 3 ) ,  wenn 
- 

man U' @id durch Ü t l  ersetzt, identisch mit der Komposition I 

-1 wobei wir mit u2 bzw. U:, d i e  Vektorbündelisomorphismen 

bezeichnen, die in der Faser über einem Punkt X durch 

Multiplikation mit u2 (X) bzw. u2(x)-l operieren. . 

Bei dieser Konstruktion mui3 man sich davon überzeugen, daß 

$J derart beschaffen ist, da8 solche Punkte xcS((2)eA ) ,  I s 
f u r  die u2(x) nicht wohldefiniert ist, unter der Abbildung 

U auf den Basispunkt von EP(k-1) abgebildet werden. 2 

Schließlich zeiet man durch eine kurze explizite 

Rechnung, daA die Hintereinanderschaltung der letzten 

drei Psomorphismen in der obieen Komposition homotop zur 

Identität ist, sodaß die vertwistete Rahmung uÜ, einge- 

schrgnkt auf S ( ( 2 ) @ A  ) bis auf Homotopie mit der Rahmung 6'' I s 
übereinstimmt, die wir ihrerseits durch homotope Abänderung 

des VektorbUndelisomorphismus Ü @id gewonnen haben, von I 
dem wir wissen, daß er sich auf das Scheibenbündel 
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