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THOMEIER, S.
Math. Annalen 164, 225—250 (1966)

Einige Ergebnisse iiber Homotopiegruppen von Sphiren

Herrn Professor Dr. G. KOTHE
anliaBlich seines 60. Geburtstags am 25. Dezember 1965 gewidmet

Von
SIEGFRIED THOMEIER in Frankfurt

In dieser Arbeit sollen einige Sétze iiber Homotopiegruppen von Sphiren
bewiesen werden. Dabei sind es vor allem zwei Fragen, mit denen wir uns
beschéftigen wollen. Erstens soll ndmlich untersucht werden, in welcher Weise
die verschiedenen Homotopiegruppen eines Stammes miteinander zusammen-
héngen, insbesondere aber, wie Ordnung und Struktur der unstabilen Homo-
topiegruppen eines Stammes von der entsprechenden stabilen Gruppe abhén-
gen. Diese Frage wird fiir die letzten unstabilen Gruppen eines jeden Stammes
weitgehend beantwortet ; dabei wird sich zeigen, dal die Art dieses Zusammen-
hangs zwischen den letzten unstabilen Gruppen und der stabilen Gruppe im
wesentlichen nur von der Restklasse des jeweiligen Stammes modulo 8 ab-
hingt, sich also periodisch wiederholt. So sind beispielsweise fiir alle r = 8% + 2,
k> 1, die letzten sechs unstabilen Homotopiegruppen des r-Stammes iso-
morph zu den direkten Summen

Gr$Z87 Grezsx GTGZBG)ZM, G,.@Zs, GrQZA’ Grezz

(wo @, die stabile Homotopiegruppe des jeweiligen Stammes und Z,, die
zyklische Gruppe der Ordnung m bezeichnet), wihrend etwa fiir r = 8% 4 5
die entsprechenden Gruppen die Form

G, ®Zy G0 %y Go®Zy® %y G, 2,0 %, G0 Zy, 6,07

(worin Z die freie zyklische Gruppe bezeichnet) haben. Ahnliche Aussagen
gelten auch fiir die anderen Restklassen von r modulo 8. Die genaue Formu-
lierung und eine Zusammenstellung dieser Ergebnisse findet man in § 1, die
Beweise folgen in § 3.

Des weiteren werden wir uns mit der Frage beschiftigen, welche Homo-
topiegruppen von Sphéren aus dem Nullelement allein bestehen konnen. Von
einer Vielzahl dieser Gruppen werden wir, ohne ihre tatsichliche Struktur
genau zu kennen, nachweisen, daf} sie jedenfalls nicht Null sein kénnen. Beziig-
lich der stabilen Homotopiegruppen etwa werden wir zeigen:

Wenn die natiirliche Zahl r einer der Restklassen 0,1, 2,3, 6 oder 7 (modulo 8)
angehért, so ist die 2- Komponente der stabilen Homotopiegruppe G, des r-Stammes
von Null verschieden.
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226 SIEGFRIED THOMEIER:

Einige weitere Sitze iiber nichtverschwindende Homotopiegruppen werden
auch fiir den unstabilen Fall bewiesen werden. Diese Ergebnisse sind ebenfalls,
zusammen mit einigen Folgerungen, in § 1 zusammengestellt. Die Beweise
dieser Aussagen werden in § 4 gefithrt werden.

Herrn Professor Dr. W. Franz danke ich fiir Anregung und Forderung
dieser Arbeit.

§1

Einige Vorbemerkungen bilden den ersten Teil dieses Paragraphen. Daran
anschlieBend folgt eine Darstellung der in der Einleitung angekiindigten
Ergebnisse.

Die n-dimensionale Sphire S8*, n = 1, fassen wir im folgenden stets auf als
Teilmenge des Hilbertraumes, bestehend aus den Punkten (x;, x,,...) mit
z; =0 firj > n + 1 und mit

af+ag+--+ag=1.

Hierdurch wird erreicht, daBl der Punkt b = (1,0,0, ...) allen Sphéren zu-
gehort. Wir wihlen b als Basispunkt und werden unter der i-ten Homotopie-
gruppe 7;(8") der n-Sphére immer die Gruppe 7;(S"; b) verstehen. Alle auf-
tretenden Abbildungen bilden den Basispunkt auf sich ab. Unter dem r-Stamm,
r > 0, verstehen wir wie iblich die Folge der Homotopiegruppen =, ,,(S"),
wobein die natiirlichen Zahlen durchléduft. Der FREUDENTHALsche Einhdngungs-
homomorphismus
E: 7 n(8") > Ty g (S71)

ist bekanntlich fiir » = r + 2 ein Isomorphismus (vgl. [4]). Die Limesgruppe
limz, ,,(S") heilt die stabile Gruppe des r-Stammes und werde mit G, be-
zeichnet, also

(8 =G, fir n=zr+2.

Die iibrigen r + 1 Homotopiegruppen des r-Stammes z, ., (8%), n=1,2,...,
r 4 1, heiBlen die unstabilen Gruppen dieses Stammes. Die letzte, zweitletzte,
drittletzte usw. unstabile Gruppe des r-Stammes bezeichnen wir abkiirzend
auch durch G;1, G; 2, G; 8 usw.; es ist also

Gl =y, 1 (871, G%=m,,(8), Gr®=wmy, (87
und allgemein
Gl=1y,,q4o(8+9+2) fir —r—1=<qg=<—1.

Wie schon erwihnt, bezeichne Z bzw. Z,, die unendliche zyklische Gruppe bzw.
die zyklische Gruppe der Ordnung m. Unter o(G) verstehen wir die Ordnung
einer Gruppe @, unter o(x) die Ordnung eines Gruppenelementes «. Es wird
sich weiter als zweckmifBig erweisen, fiir gewisse spezielle Elemente von
Homotopiegruppen von Sphéren eine Bezeichnung einzufiihren. So sei ¢, die
Homotopieklasse der identischen Abbildungen 8" — §". Die durch die Hopf-
schen Abbildungen 82— 82 bzw. §7 - S bestimmten Klassen nennen wir 7,
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bzw. v, und definieren #,, (bzw. »,) als die (» — 2)-fach (bzw. die (» — 4)-fach)
iterierte Einhdngung von 7, (bzw. von v,), also

No=E"=%(ny) €7, (8% fir n>2
und
v, =E"—%(vy) €m, (8" fir n>4.

Unter [«, ] sei schlieBlich das Whiteheadprodukt aus den Elementen o und
f verstanden.

Uber den in der Einleitung erwihnten Zusammenhang zwischen der Struk-
tur der letzten unstabilen Homotopiegruppen und der stabilen Gruppe im
r-Stamm gelten nun die folgenden Sétze (die verschiedenen Satze beziehen sich
auf die verschiedenen Restklassen von r modulo 8):

1.1. Satz: Fiir alle k = 1 haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen im
8k-Stamm die folgende Struktur:

, Gal~ G5 ®Z,, Gg2~Gy,0Z,02Z,, G~ G4, ®Z,.
Ist k keine Zweierpotenz, k == 29 mit j = 0, so gilt dariber hinaus
Gt ~ Gy ® Zy,, Ggb ~ Gyl ~ Gy, .

1.2. Satz: Fiir alle k = 1 haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen im
(8% 4+ 1)-Stamm die folgende Struktur:

Gsiti1~ G 11®7Z, Ggfii1~Ggpi 107y,
Gsidy1~ Gop1® Z,® Zy, Ggity1~ Ggpiy @ Zy,
G8k+1 G8k+1 G8k+1NGsk+1-

1.3. Satz: Fiir alle k = 1 haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen im
(8% + 2)-Stamm die folgende Struktur:

Ositr o~ Osrys®Zy, Ggfro~ Gopyn®Z,,
Gilra™ Gorps® Zy, Ggityom~ Gypin® Zs® Zyy,
Geyo~ Garya® Zs.
Fiir alle k = 2 gilt dariiber hinaus
Gy o~ Ogr+20 Zs.
1.4. Satz: Fiir alle k = 1 haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen tm
(8% + 3)-Stamm die folgende Struktur:
Oty s~ Osrys® 2, Ggfra~ G5y~ Gyps.
Weiter gilt
Gaitrs~ G5 g~ G5y s
Die Ordnung dieser drei Gruppen ist das Doppelte der Ordnung von Gy, 5.
Insbesondere ist
Gaitrs~ Ggprsm~ Ggf s~ Gyp i 3@ Zy,

wenn das Element [vgy 1, tgr41] I Ty 4 (S8% 1) nichi halbierbar ist.
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1.5. Satz: Fiir alle k = 1 haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen im
(8% -+ 4)-Stamm die folgende Struktur:

- ~ —2 ~

Gy e~ Qg a®Zy, Gaifpyi~ G140 2,0 Z,,
—3 —4
Gsita~Cgra®Zy, Gy s~ Gypyy® Zyy,
—5 L (=8 o O=T .

G+ a~ G54~ Gy 4~ Ggpyg -

1.6. Satz: Fiir alle k = 1 haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen im
(8% + 5)-Stamm die folgende Struktur:

Gsiy5~ Oarss®Z, G5~ Gy 50 7,,
Gadis~ Gt s~ Gopys® 2,0 Zy, G5 sm G s~ Gopy5® Z,.
1.7. Satz: (a) Fiir alle k = 1 haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen
im (8% + 6)-Stamm die folgende Ordnung:
0G5t o) = 27 0(Ganse)s 0(Gare) =4 0(Gsnss) .
0(G546) = 8 0(Gyrie) -
(b) Ist k+ 1 keine Zweierpotenz, k + 1 == 29 mit j = 1, so gilt weiter
0(Ggzty6) = 192 0(Ggry6), 0(Gsr6) = 0(G516) =16 0(Gyp ) -

(¢) Fiir alle k> 1, fiir welche das Element [itg5 7, lgz17] I 165115 (SE*7)
nicht halbierbar ist, haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen im (8k + 6)-
Stamm die folgende Struktur:

Gg—k1+6m Gsrr6® Zy, G8k+6 Gsk+e@Z4, G8k+6 Garie® Zsg .
(d) FurallekZ ].g’tlt G8k+6 GS’G+6

1.8. Satz: Fiir alle k = 1 haben die letzten unstabilen Homotopiegruppen im
(8% + 7)-Stamm die folgende Struktur:

Goitir~ Gorin® Z, Gglig~ Ggdg~ Gypyr.

Weiter gilt Qgl,~ Ggl 7 und, wenn k+ 1 keine Zweierpotenz ist, auch
Gib, 7 ~ Qg 7. Die Ordnung der drei Gruppen

_4 S o
Gaiters G’y und  Ggby

ist tn diesem Falle das Doppelte der Ordnung der stabilen Gruppe Ggy ., Ist
auflerdem das Element [vgy .5, lgitp] 97 Tigr 412 (S2%+3) nicht halbierbar, so gilt
dariiber hinaus

Ostir~ Oglin~ Ol ~ Gy © Z, .

Die in diesen Sitzen enthaltenen Aussagen iiber die Ordnung der letzten
unstabilen Homotopiegruppen des r-Stammes seien der besseren Ubersicht
wegen noch einmal zusammengestellt. Nach den obigen Sdtzen sind diese
Ordnungen entweder gleich der Ordnung der jeweiligen stabilen Gruppe oder
gleich einem Vielfachen davon. Die folgende Tabelle liefert die Ordnung der
Gruppe @Y, ausgedriickt durch die Ordnung @ der jeweiligen stabilen Gruppe
@,, in Abhéngigkeit von ¢ und der Restklasse von r modulo 8:



Einige Ergebnisse iiber Homotopiegruppen von Sphiren 229

¢g=—7|¢g=—6|qg=—b|¢g=—4 |g=—8|g=—-2|¢g=—1
r =8k a® a® 12a® 2a 4a 2a
r=8k+1 a a a 2a 4a 2a fe's}
r=8k+ 2 8a® 8a 192a 8a 4a 2a
r=8k+3 2a 2a 2a a a oo
r=8k+ 4 a a a 12a 2a 4a 2a
r=8k+5 2a 2a 4a 4a 2a oo
r=8k-+ 6 16a® 16a® |192a® 8a 4a 2a
r=8k+17 2a® 2a® 2a® a a oo

Diese Tabelle gilt fiir alle ¥ = 1, wo nichts anderes bemerkt. Die Bedeutung
der Zeichen ist dabei wie folgt:

®: wenn k keine Zweierpotenz 2/, j = 0, ist;

@: wenn k + 1 keine Zweierpotenz 27, § = 1, ist;

O:wenn k = 2 ist.

Beziiglich der zweiten in der Einleitung erwahnten Fragestellung, welche
Homotopiegruppen von Sphéren aus dem Nullelement allein bestehen kénnen,
soll gezeigt werden:

1.9. Satz: Fir alle natirlichen Zahlen r =0, 1, 2, 3, 6 oder 7 (modulo 8) ist
die 2- Komponente der stabilen Homotopiegruppe G, des r-Stammes von Null ver-
schieden.

Erst recht sind also die ganzen Gruppen G, in diesen Fillen ungleich Null.
Fiir die verbleibenden Fille r = 4, 5 (modulo 8), fiir welche die entsprechende
Aussage allgemein nicht gilt (so ist beispielsweise G4y = G5 = Gy, =0 und
G5 = Z3), beweist man jedoch:

1.10. Satz: Sowohl unter den Ggy ., als auch unter den Gy, .5 gibt es un-
endlich viele nichttriviale Gruppen.

In den Fillen r = 2, 6 (modulo 8) gilt dariiber hinaus:

1.11. Satz: Fiir alle k = 0 enthdilt die stabile Gruppe Gg;, ., eine zyklische
Gruppe Z, der Ordnung 2 als direkten Summanden.

1.12. Satz: Fiir k=0,1 und alle k> 1, fir welche das Element wg;_
= [tgr s lgrsr) IN Tygz 115 (SBE+7) nicht halbierbar ist, enthdilt die stabile Gruppe
Gy 1 g €ine zyklische Gruppe Z, der Ordnung 2 als direkten Summanden.

Weiter gilt iber die stabilen Homotopiegruppen:

1.13. Satz: Sei k eine natiirliche Zahl, set p eine ungerade Primzahl mit
(p—1)|2k. Dann teilt p die Ordnung der stabilen Homotopiegruppe Gyj_y.

1.14. Satz: Sei k eine natiirliche Zahl, sei p eine ungerade Primzahl mit
(p—1)|2k. Sei weiter p* Teiler von k fiir eine nichtnegative ganze Zahl i. Dann
teilt p*+1 die Ordnung der stabilen Homotopiegruppe G4y ;.

1.15. Satz: Sei m eine natiirliche Zahl und t eine ungerade natiirliche Zahl
mit @(t)|m (@ ist die Eulersche @-Funktion). Dann teilt t die Ordnung der
stabilen Homotopiegruppe Gy, _y.

Aus diesen Sitzen ergeben sich eine Reihe von Folgerungen, so etwa:

1.16. Korollar: Wenn p eine ungerade Primzahl und r eine natiirliche Zahl
mit r = —1 (mod (2p — 2)) ist, so gilt p|o(Q,).
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Daraus wiederum folgt beispielsweise fiir p = 3 und p = 5:

1.17. Korollar: (a) Fiir alle k = 0 ist die 3-Komponente von Ggy, 4 und
Ggr4q ungleich Null.

(b) Fiir alle k = 0 ist dariiber hinaus die 5-Komponente von Ggy ., ungleich
Null.

Weiterhin erhilt man durch Benutzung der in [12] aufgefiihrten Zusammen-
hinge zwischen den stabilen Homotopiegruppen G, und den Milnorschen
Kobordismengruppen &, Aussagen iiber diese abelschen Gruppen @,, die nach
Mr~or alle endlich sind. So gilt etwa:

1.18. Korollar: Fiir alle natiirlichen Zahlen r > 6 mit r = 1, 3 oder 7 (modulo
8) ist O, von Null verschieden. In allen anderen Restklassen modulo 8 gibt es
jeweils unendlich viele von Null verschiedene Kobordismengruppen ©,.

Da nach S. SMaLE [18] die Ordnung von @, (zumindest fiir r = 3, 4) mit
der Anzahl d, aller Diffeomorphieklassen von differenzierbaren Strukturen
auf der r-dimensionalen Sphére S7 iibereinstimmt, hat man somit entsprechende
Aussagen auch iiber diese Zahlen d,.

Aus Satz 1.9, zusammen mit den Ergebnissen in den Satzen 1.1 bis 1.8,
schlieft man iiber die letzten unstabilen Homotopiegruppen:

1.19. Korollar: (a) Fiir alle k = 1 sind tm (8% + 1)-, (8% + 2)-, (8% + 3)-,
(8% + 5)-, (8k + 6)- und (8% + 7)-Stamm die letzten sieben unstabilen Homeo-
topiegruppen ungleich Null.

(b) Fiir alle k= 0 sind im (8k + 4)-Stamm die letzten vier unstabilen
Homotopiegruppen ungleich Null.

(c) Fiir alle k = 0 sind im (8k)-Stamm die letzten vier unstabilen Homotopie-
gruppen ungleich Null. Dies gilt auch von den letzten sieben unstabilen Homotopie-
gruppen dieses Stammes, wenn k keine Zweierpotenz ust.

Benutzt man weiter unser Ergebnis in [19], so erhélt man noch die folgenden
Aussagen iiber unstabile Homotopiegruppen von Sphéren:

1.20. Satz: Sei p eine ungerade Primzahl und k eine natiirliche Zahl mit
(p—1)|2k. Dann ist die p-Komponente von s, , 4;_,(S") ungleich Null, wenn
4k + 2

n= p—1 falls n gerade bzw.
n = 4:j12 — 1, falls n ungerade ist.

1.21. Satz: Sei p eine ungerade Primzahl, k eine natiirliche Zahl mit

(p—1)|2k sowie n eine gerade natiirliche Zahl mit
n= 4;1_21 .

Dann ist die p-Komponente der Homotopiegruppe tay, 1 41— »(S?) ungleich Null.

Bemerkung: Entsprechende Aussagen wie die von Satz 1.11. und 1.12. gibt
es auch fiir den (8%)- und den (8% + 1)-Stamm. Es gilt ndmlich:

1.22. Satz: (a) Fiir alle k = 1 enthdilt Gy, einen direkten Summanden Z,.

(b) Fiir alle k = 1 enthdlt Gy, ., einen direkten Summanden (Zy + Z,).

Herrn Professor Apams danke ich fiir einen Hinweis, wie man diese beiden
Aussagen unter Benutzung der K-Theorie beweisen kann. Dieser Beweis soll
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hier jedoch nicht aufgenommen werden, da er den Rahmen dieser Arbeit
sprengen wiirde.
§2

Zur Bequemlichkeit des Lesers sollen in diesem Paragraphen einige Tat-
sachen und Hilfsmittel in Kurzfassung zusammengestellt werden, die in den
Beweisen der obigen Satze des Ofteren benutzt werden, ehe wir uns in den
Paragraphen 3 und 4 diesen Beweisen selbst zuwenden. Die wichtigste Rolle
bei diesen Uberlegungen spielt naturgemaB die Einhdngung, deren Wirken
genauer untersucht werden mufl. Hierzu dient zunichst die Whiteheadsche
EH P-Sequenz. Da nach FREUDENTHAL [4] die (n + 1)-mal iterierte Ein-
héangung

Br 4 s 1y (8~ 31 (8 )

fir + £ 3n — 2 ein Isomorphismus ist, kann durch P(«) = [E—""1(a), ¢,] fiir
diese Werte von ¢ ein Homomorphismus

Py (82041) = ;4 (S™)
definiert werden. Bezeichnet man weiter mit
H:m; (8" — ;44 (8%7+1)

G. W. WHITEHEADs Verallgemeinerung des Hopfschen Homomorphismus
(vgl. [23]), so stellt die £ H P-Sequenz eine Verkniipfung der Homomorphismen
P und H mit der Einhdngung E dar. In [24] wurde bewiesen:

2.1. Die EH P-Sequenz

E H P E
705 (8") — ;11 (8" ) = 7, 1 (S ) —— 7y (S —— . ...

ist fiir + < 3n — 2 exakt.

Fir den Kern des Einhingungshomomorphismus ergibt sich somit (vgl.
auch [11], Satz 7.7):

2.2, Der Kern der Einhingung E : 7t;(S") — 72;,.,(S™+1) besteht fiir ¢ < 3n
aus den Elementen [a, t,], wobet ot € 7t;_p 1 (S7).

Hieraus erhélt man sofort Aufschluf iiber den Kern sowie den Kokern der
Einhéingung in den uns interessierenden Féllen. Wir unterscheiden dazu die
Einhdngungshomomorphismen, die die letzten unstabilen Homotopiegruppen
des r-Stammes miteinander verbinden, durch Indices voneinander:

E, Eg E, E,
Typ—5 (875 — Tyr g (ST~ — mp, _5(87—3) — Tgr—o(87"2) —

s gy g (577 0 g () gy (7)o 4o (S7HY) ~ 6
Die Aussagen tiber Kern und Kokern der Einhingung lauten dann:
2.3. (a) Fir r = 0 erzeugt [t,,1, ty,,] den Kern von E,.

(b) Fir r = 3 erzeugt [7,, t,] den Kern von E,.

(c) Fiir r = 3 erzeugt [#,_y, t,_,] den Kern von E,.

(d) Fiir r = 7 erzeugt [v,_,, t,_5] den Kern von Es.

(e) Fiir r = 9 ist B, ein Monomorphismus.

(f) Fir r = 11 ist B, ein Monomorphismus.
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(g) Fiir r = 11 erzeugt [%, _g, ¢, _5] den Kern von Ej.

24. (a) Firr = 0 ist B, ein Epimorphismus.

(b) Fiir gerade r = 2 ist E, ein Epimorphismus, fiir ungerade r = 3 ist
KokerE, = Z. ,

(c) Fir r = 4 ist KokerE, = Z,, mit m = % , wober g = o([9,_y, tr_1]) tst.
(d) Fir r = 6 ist Koker B, = Z,, mit m = % , wobei q = o([P,_q, ty_5]) ist.

(e) Fiir r = 8 ist Koker B, = Z,, mit m = 274 , wobet ¢ = o([v, _s, t,_4]) ist.

(f) Fiir r = 10 ist E; ein Epimorphismus.

(g) Fiir r = 12 ist Eg ein Epimorphismus.

Hierin bezeichnen die Elemente ¢,, 7,, v,, wie schon in § 1 erwihnt wurde,
die Erzeugenden der Gruppen

70, (87 7 41(87), 7,4 5(87)

und zur Abkiirzung ist die Zusammensetzung 7, o 7, ., mit J,, die Zusammen-
setzung v, o, .3 mit %, bezeichnet. Bezeichnet man weiter die von einem
Element ¢ erzeugte zyklische Gruppe Z bzw. Z,, mit Z (¢) bzw. Z,, (¢), so gilt
namlich (vgl. etwa [21]):

2.6. (a) 7, (S") = Z(1,) firn = 1,

(0) 7,11 (8”) = Zy(n,) fiir n = 3,

(€) 7n1o(8") = Zy(9y) fiir n = 2,

(Q) T 5(8) = Zoy (v,) fiir m = 5,

(€) 7ns4(S") = O fiir n = 6,

() oy 5(8) =0 fiirn=1,

(8) 7ny6(8") = Zy(x,) fiir n = 5;
sowie ferner

2.6. NpoMnyroNmie= Dy o Nnye =127,

Um Kern und Kokern der Einhdngung in diesen Fillen zu kennen, mul
man also die Whiteheadprodukte [«, t,] fir o= t,, n,, &, v, sowie #x, und
alle n = 1 untersuchen. Einige Ergebnisse in dieser Richtung haben bereits
vor langerem P. J. Hiztox und J. H. C. WHITEHEAD in [7] und [8] bewiesen:

2.7. (a) [Mn> tn] = 0, wenn n =0, 1 (mod4).

(b) [7n, ta]l = 0, wenn n = —1 (mod4).

(©) M tn] =0, wenn n = 2 oder 6.

2.8. (a) [P t,] =0, wenn n=—1, 2 (mod4).

(b) [P, t] + 0, wenn n = 0 (mod4).

(©) [P, t,] = 0, wenn n = 5.

2.9. [v, t,,] = 0, wenn n = —1 (mod8).

In §3 wird gezeigt werden:

. 2, wenn n=1, 3 (mod8)

2.10. o([vn, tu]) = {12, wenn n =2, 6 (mod8) .

2.11. [x,,t,] = 0, wenn n = 4 (mod8).

Uber die hier noch fehlenden Fille bewies jiingst M. E. ManowALD (bisher
unveroffentlicht, vgl. aber [14]) die folgenden Aussagen:
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2.12. [9,, t,] = 0, wenn n = 2 (mod 4) und n > 6.
2.13. [P, t,] + 0, wenn n =1 (mod4) und n > 5.
24, wenn n = 0 (mod 8)
2.14. o([vp, t,]) = 124, wenn n =4 (mod8) und n + 2/ — 4
2, wenn n =5 (mod8) und n < 2/ — 3.

Schlielich betrachten wir noch die Elemente w, = [t,, t,]- Bekanntlich ist
w, = 0 genau dann, wenn in 7,, ,(S"*!) ein Element mit der Hopfschen
Invariante 1 existiert (vgl. [22], Satz 3.12). J. F. ApamMs bewies in [1], daB
dies gerade fiir » = 1,3 und 7 der Fall ist. Aus der Antikommutativitit des
Whiteheadproduktes folgt, dafl fiir alle anderen ungeraden n die Ordnung
o(w,) =2 ist. Fiir gerade n hat w, bekanntlich die Hopfsche Invariante 2 und
daher unendliche Ordnung. Es ist also

1, wenn n =1, 3 oder 7
2.15. o(w,) =1 2, fiir alle anderen ungeraden n
oo, fiir alle geraden n.
Des weiteren benotigen wir die folgenden Formeln (vgl. [3], Satz 2.11):
2.16. Wenn a €m,_,(S"~1) und f§ €m,_,(S"~1), so gilt

[Ba, B ] = (1)@ -, B (o) B2 (f) .

Daraus folgt insbesondere

2.17. (a) [Mn; ta] = [tns tal © Man 1,

(b) ['ﬁm tn] = [tns tn] o ﬁzn—l:

(¢) [vn tn] = [tns ta] © Van—-15

In [5] und [6] bewies P. J. HiLTON:

2.18. (a) Wenn a€m,(S"), fEm,(S?), r=4p—4, p<4n—4 und
r< 4n —4, so gilt

H(wof)=(Ho)o f+ Erlao BP-1ao Hf .

(b) Ist n ungerade, o € 7;(S*), ¢t < 4n—4, so gilt 2 - H(x) = 0.
Aus 2.16 und 2.18 folgt noch (wegen H f = 0 fiir eingehingte Elemente f):
219, Essei a €m,_1(S*1), B €mg_1(S"~Y) und p + q < 4n— 3. Dann gilt

H(Ew E 0, wenn n ungerade
(B B B]) = (—1)p@+m - 2" o E? f§, wenn n gerade.

Wir wenden uns nun einer Verallgemeinerung der E H P-Sequenz zu. Dazu
bezeichnen wir, wie {iblich, mit ¥V, ,die reelle STIEFEL-Mannigfaltigkeit, deren
Punkte geordnete ¢-Tupel orthonormierter Vektoren des euklidischen Raumes
R, s >t =1, sind. I. M. JaMEs erklirt in [9] fiir ¢ < 3% — 2 und alle natiir-
lichen Zahlen m Homomorphismen

Hm : 7tr:+m(’gn+m) g ni—n(Vn+m,m)
und

p,: 7"'i——n(Vﬂ+m,m) -1 (8",
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von denen er den folgenden Zusammenhang mit der m-fach iterierten Ein-
hangung E™ nachweist:
2.20. Die fiir i < 3n— 2 definierte Sequenz

a8 Ty (8P4 7y (Vo) 2 g (87) -
ist exakst.

(Fir m = 1 erhédlt man hieraus gerade wieder die normale £ H P-Sequenz,
da H; bzw. P; mit den oben auftretenden Homomorphismen H bzw. P bis auf
Isomorphie iibereinstimmen und V,,,, zur n-Sphére S* homdomorph ist.)

Schon die Existenz dieser exakten Sequenz wird fiir unsere Untersuchungen
bedeutsame Informationen iiber das Wirken der mehrfach iterierten Einhéngung
liefern. Dazu benutzen wir weiter einige der Resultate von G. F. PACHTER, der
in [15] gewisse spezielle Homotopiegruppen von STIEFEL-Mannigfaltigkeiten
berechnet hat. Die folgenden seiner Ergebnisse werden spiter benotigt werden:

2.21. Firallek = 1 ist

(8) Zars1(Viksa,d) =220 2,

(b) gk s2(Varss,s) =2

(©) ar+3(Verts,s) = Zay @ Zyg

(d) sx+5(Varra,2) =0

(€) 7sxra(Verse,7) =2y

(®) mex (Vert2,a =0

(8) Tsr+1(Vart2,0) =2 @ Zyy

(b) 7ax42(Veris,a =22 Z,

() gpr2(Variss) =2

(G) 7ak+3(Varis,s) = Z,

(k) 7gr+3(Veris,a) =Zs

(1) gx+2(Verrs6) =22
(m) 7gx+3(Varss,6) =Zs

() grxt2(Verta,0) =22 ® Zy

(0) ax+3(Var+1,2) =%,

(P) Tar+3(Varis,s) =2,

(@) Tar+3(Varta, o) =Z & Z,.

An dieser Stelle soll ein Ergebnis von J. F. ApaMSs erwithnt werden, welches
bei mehreren der spiteren Beweise eine bedeutende Rolle spielen wird. Es
handelt sich um die Frage, ein wie oft eingehéingtes Element das Whitehead-
produkt w, = [i,, t,] ist. Genauer wird fiir alle n = 1 eine nichtnegative ganze
Zahl g(n) dadurch eindeutig definiert, daB w, zwar im Bild der p(n)-mal
iterierten Einhdngung, nicht jedoch im Bild der (o (n) + 1)-mal iterierten Ein-
hingung liegen soll. Bekanntlich ist g (n) = 0 fiir gerade n und g(n) = 1 fiir
alle ungeraden n. Stellt man die Zahl » + 1 in der Form

n+1=16%-b¢

dar, wobei @ = 0, b ungerade und ¢ = 1, 2, 4 oder 8 ist, so wird die Frage nach
dem Zahlenwert von g(n) durch den folgenden Satz beantwortet (vgl. [2]):
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2.22, Fiirallen = 1 gilt p(n) = 8a+ c— 1.

Um Aufschlufl iiber die Struktur einiger Homotopiegruppen von Sphiren
zu erhalten, werden wir spater zeigen, daf die £ H P-Sequenz in vielen der uns
interessierenden Falle zerfallt. Dieser Nachweis ist in besonders einfachen
Fillen sehr bequem zu fithren, wenn man den folgenden algebraisch trivialen
Hilfssatz benutzt:

2.23. Set 1 < 3n—2 und o €7, (S*tY) ein Element mit ma=0 (m
natirliche Zahl). Das Bild des Hopfschen Homomorphismus

H:myyy (S"4Y) > 70,4, (82 1)
set esne von H (o) erzeugte zyklische Gruppe der Ordnung m, alsoIm H = Z,,(H («)).
Dann gilt
T2 (8" 1) = Zpy () © B (70,(87)) .

Die Anwendbarkeit dieses Hilfssatzes beruht darauf, daB man in speziellen
Fillen die Existenz von Elementen nachweisen kann, die die Voraussetzungen
von 2.23 erfiillen. So gilt beispielsweise (BARRATT, unveroffentlicht):

2.24. Fiir alle 1 = 1 existieren Elemente 6,; € mg;(S*) und 6y, €
€ gy _1 (S4E-1) mit den folgenden Eigenschafien:

(@) 2-64,=0 baw. 2-0y_1=0,

(b) E(841) = wary1 bzw. E(031) = [Mav tarls

(©) H(dg1) = 1511 bzw. H(d4_1) = P13

Beweis. Dieses Lemma folgt, bis auf die Aussage unter (a), sofort aus
Hilfssatz 11.10 in [21], indem man dort fiir n = 47— 1 bzw. 41— 2 und fir
% =tg;_p bzw. ng,_, setzt. Lediglich 2+ d,;, =2 d;;_; = 0 ist zu beweisen:
Da o(n,;) = 2 ist, folgt E(28%;_;) = 0. Wegen 2.3 wird der Kern der Ein-
hingung

E:mg;_1(84-1) - g, (S*Y)
von dem Element [&;_;, t4,;_,] erzeugt, welches nach 2.8 verschwindet. Also
ist & ein Monomorphismus und daher ist auch 26};_; = 0. Um auch 24,; =0
zu beweisen, beniitzen wir die Sequenz aus 2.20 in dem folgenden Spezialfall:

Tar41(Varea,a) — 751 (8%Y) -2 Tg144(S41HY) .

Da schon E2(8,;) = E (wy;,;) = 0 ist, liegt d,, erst recht im Kern der vierfach
iterierten Einhdngung E*. Wegen der Exaktheit obiger Sequenz fiir alle [ > 1
ist also §,;, = P,(«) fiir irgendein Element o € 7y;.1(Varia,0) = Zo ® Z,; €8
gilt also jedenfalls 2 = 0, und somit auch 2 - §,, = 0.

In anderem Zusammenhang werden noch zwei weitere Ergebnisse benutzt
werden. In [20] bewies H. Topa die folgende Aussage:

2.25. Sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist in jedem der folgenden Fiille
die p-Komponente der stabilen Gruppe G, von Null verschieden:

(a) wenn r=2(p—1) (fp+ 8)—2(t—9)

(b) wenn r=2(p—1)(tp+s+1)—2(@¢—s)—1.
Dabe; sind jeweils s und t ganze Zahlen mit 0 < s <t < p— 1.

SchlieBlich haben M. A. KERVAIRE und J. MILNoOR in [13] fiir alle natiir-
lichen Zahlen # eine Gruppe @,, die Kobordismengruppe (genauer: -Kobordis-
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mengruppe) dieser Dimension r definiert. Zwischen der Ordnung dieser Gruppen
0, und der Ordnung der stabilen Homotopiegruppen G, der Sphiren gibt es die
folgenden Beziehungen (vgl. [12]):

2.26. Bezeichnet By, die k-te Bernoullische Zahl und ist a;, = 1 fiir gerade k
bzw. a;, = 2 fiir ungerade natiirliche Zahlen k, so gilt:

(8) 0(@4p—1) = 0(Gypy)- 226=4(22%-1 —1)- B, - 5, fiir alle k >'1,
(b) 0(Ouz) = 0(Gys) - o , fiir alle k> 1,
(©) 0(@4rr1) = 0(Gurs1) 5 Uy fiir alle k= 1,

(d) 0(@4rse) = 0(Gyis) o » fir alle k = 1.
In (c) und (d) ist u,, eine der beiden Zahlen 1 oder 2.

§3
Wir kommen nun zu den Beweisen. Zunichst betrachten wir die letzten
beiden unstabilen Gruppen des (2m + 1)-Stammes (die Einhdngungshomo-
morphismen werden jetzt wieder durch Indices unterschieden):

E, E,
Tam+2 (82 ) = Ty 4 3 (27 H2) = Ty 1 g (S2F83) ~ Gy iy -
Es gilt:

3.1. Fiir alle m = 4 gilt tm (2m + 1)-Stamm

(@) ym (8™ F?) = Z(wyp y2) © Im By

(b) ImE; ~ Gy, 4, also auch

(€) Gomi1=Tums3(8*™+2) ~ Gy i1 ® Z(Wop o).

Nach J. P. SERRE ist ndmlich 7, 3(8?™+2) direkte Summe einer freien
zyklischen und einer endlichen abelschen Gruppe. Fiir alle m = 4 gibt es in ihr
kein Element mit der Hopfschen Invariante 1; weiter ist nach 2.19 H (wy, 1)
= 2 * tym 45 Der freie Anteil wird daher von w,,,, , erzeugt und der endliche
Bestandteil mufl mit dem Kern von

H: 7ty 5(8*™+2) > 7y 4 5(S4™+9),

also wegen der Exaktheit der £ H P-Sequenz mit Im ¥, iibereinstimmen. Nach
2.3 und 2.4 ist aber E, ein Epimorphismus mit KerE, = Z (w,,, ,,), woraus
sich 3.1 ergibt.

Wegen 2.3 und 2.7 ist E, fir m = 21 + 1 ein Monomorphismus. Es folgt
daher sofort

3.2. Fiir alle 1 = 2 gilt im (41 + 3)-Stamm:

() Gty s = Tg147 (S 4) ~ Gyyy 3 @ Z(wyy44)

(b) Gi? 5= 7g146(8**%) ~ Gy

Weiter ist E, in diesem Stamm nach 2.3 und 2.8 ein Monomorphismus und
nach 2.4 und 2.12 ein Epimorphismus. Also gilt:

3.3. Fiir allel = 2 ist im (41 + 3)-Stamm

—3 " -
G413+3 = Tg145(8*T2) ~ Gypyg-
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Betrachtet man nun die nédchsten unstabilen Gruppen des (41 + 3)-Stammes
Es E. Es
Tg142 (84— 75 5 (1)) = 7814 o (S*1H) — 7, 5 (840 F2)

so ergibt sich aus 2.3 und 2.4: E, ist ein Isomorphismus, E, ein Monomorphis-
mus und E, ist auBerdem epimorph, wenn [v,;, t,,] die Ordnung 24 hat. Nach
2.14 ist dies aber fiir alle geraden ! und fiir diejenigen ungeraden /, die nicht von
der Form 41! = 27 — 4 sind, der Fall. Weiter ist £; wegen 2.13 ein Epimorphis-
mus, dessen Kern von [v,;,4, {4;,,] erzeugt wird. Nach 2.10 hat dieses White-
headprodukt fiir alle geraden [, nach 2.14 auch fiir diejenigen ungeraden I, die
nicht von der Form 4! 4 1 = 2/ — 3 sind, die Ordnung 2. Somit folgt, wenn
man [ = 2k bzw. 2k + 1 setzt, durch Zusammenfassung dieser Aussagen mit
3.1 bis 3.3 gerade der Inhalt von Satz 1.4 bzw. von Satz 1.8.

Wir behandeln jetzt den r-Stamm fiir den Fall r =1 (mod4), d. h. den
(47 + 1)-Stamm. Die letzten unstabilen Gruppen sind hier

E E, E E,
Mg (=) —> g, 5 (84179 > gy (S4172) —> 7g, (S41-1) —

E, E. E E :
8’ﬂsz+1(su) ”ﬂsz+z(S4l+1) 1’7Tsn+.°.('5"“+2) o’”sz+4(su+3)“G4t+1-

Wir definieren zwei Elemente «,; und 8,;_, durch

@y = Og10 Mgy € Mgy41(8*Y)
bzw. durch

Bar—1 = Nar—y© 0y €75, (S*77) .

Da die Ordnung von #g; und von #,;_, gleich 2 ist, haben sowohl die ¢, als
auch die 8,,_, eine Ordnung, die Teiler von 2 ist. Aus 2.18 folgt aber

H(og)) =95,y und H(fy;4) =123
und somit ist 0(ety;) = 0(f4;—1) = 2. Daher ist
H 715141 (8%) — 78741 (834 71)
ein Epimorphismus und wegen 2.18 hat der Homomorphismus
H : 71, (8*4-1) > g, (851 9)

das Bild ImH = Z,(12 - g, _3). Die Elemente o,; und B,,_, erfiillen also die
Voraussetzungen von 2.23, woraus man fiir [ = 2 folgert:

3.4. (a) gy (S") = Zy(ty,) ® Im By

(b) 75, (84 1) = Zy(B41-1) ® Im E,.
Nach 2.19 ist H ([®41, t4;]) = 0. Da Ker £, von [8,,, 1] erzeugt wird, gilt also
Ker B, ¢ Im E,. Da weiter E, nach 2.4 ein Epimorphismus ist, folgt aus 3.4 und
wegen K (ay1) = [74141) tar+1]

3.8 75,42 (8 ) ~ Zy (41415 tar41]) ® Im Ey[Ker B,

Durch Anwendung von E, hierauf ergibt sich wegen

KerE, = Zy([141+15 tar41])
(vgl. 2.3):
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3.6. ImE, ~ ImE,[KerE,.

Setzt man in 3.1 nun m = 2/, so hat man Im &, ~ G,;,, und erhilt also
durch Vergleich mit 3.5 und 3.6:

3.7. Fiir allel = 2 gilt im (41 + 1)-Stamm:

(@) Gt = 75143(8*1 %) ~ Gy g ® Z(Wy140)

(b) G = a142(8*") ~ Gyp i1 ® Zy([Na141> tar41))-

Entsprechend schlieBt man aus 3.4 (b), dal wegen H([v,;_1,ty;1]) =0
folgt:

3.8. ImE, ~ Z,([41, t4:]) ® ImE,[Ker E,.

Daraus, zusammen mit 3.4 (a), folgert man

3.9. 75,41 (8*) ~ Zy(2tg1) ® Zy([D41, t1]) ©® Im B, [Ker B,

Durch Anwendung von E, hierauf und durch Vergleich mit 3.5 ergibt sich

3.10. (a) mg142(8**+Y) ~ Zy([N41415 tar+1]) ® ImE,[Ker By,

(b) ImE,/KerE; ~ Q4 4.

Somit ist weiter gezeigt:

3.11. Fiir alle 1 = 2 gilt im (41 + 1)-Stamm

G 1= 73141 (8%Y) = Gyy iy @ Zy(0t41) ® Zy([Dy1s 143]) -

Zur weiteren Behandlung dieses Stammes untersuchen wir jetzt die Falle |
gerade und ! ungerade getrennt. Zunéachst sei [ = 2k gerade. Nach 2.3 und 2.9
ist in diesem Falle E, ein Monomorphismus. Da aber wegen 2.3 und 2.4 auch
E, monomorph und E; ein Isomorphismus ist, folgt aus 3.10 (b), da Im E, ~
a2 Ggy4q ist und aus 3.4 und 3.8 ergibt sich:

3.12, Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 1)-Stamm :

(a) Gaity 1= 12 (S%* 1) ~ Gapyy ® Zp(Psr-1)

(b) G5y 1= Myg-1(8%F %) ~ Ggz 1y

(¢) Gg¥r1=T16x-2(8%% %) ~ Ggpyy.

Als letzte Aussage im (8% + 1)-Stamm soll jetzt noch gezeigt werden, daB
auch Bg: mgy_3(88% %) - 7y, 5 (S8*~3) ein Isomorphismus ist. Natiirlich ist
E, wegen 2.4 ein Epimorphismus. Nach 2.3 muB also noch gezeigt werden, daB
[#gx—a> tgx—ga] = O ist; dies ist gerade die noch zu beweisende Aussage 2.11.
Dazu zeigen wir zunéchst die Giiltigkeit des folgenden Hilfssatzes:

3.13. Fir alle k = 1 existiert ein Element eg;, € 7016545 (S8%) mit

(a) 24-¢65,=0

(b) E?(egr) = Wer+3

(c) Hfegr) = V16x-1-

Beweis. Die Sequenz

B H,
Tigr+1 (SF 1) — T1gp44(S3F 1) —
H, Py B}
> Tgr+2(Verta,5) = M1g(8°%7Y) —> Mg s (S Y)
ist nach 2.20 fiir alle k = 1 exakt. Wegen 3.11 und 3.12 gilt Ker B3 = Z, (85x-1)-
Nach 2.21 ist g5, 2(Vgrsa,5) = Za, also ist Py ein Monomorphismus und daher
E ein Epimorphismus. Zu einem Element 4 € 7y, 5 (S8**3) existiert also ein
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Element u € 71654, (8%%~1) derart, daBl EA = E°y ist. Das Element A — B4y
liegt also im Kern der Einhidngung

B 716545(88%F3) > 7546 (SBF+Y) .

Wegen 2.2 ist 4 daher von der Form

314, A=t wgp g+ Etpu, mitt =0 oder t = 1.

Nach 2.22 ist jedoch wgy, 5 €in genau dreifach eingehingtes Element. Dem-
nach existiert ein Element g5 € 75454 5 (S%%), fiir welches E®(eg;) = wgy, 5 und
H (egx) = % * ¥145, ist, wobei u ein Teiler von 24 ist. Andererseits folgt aus der
Exaktheit von

E H P
Tygr4+1(S8% 1) > gk +2 (S2F) > Mgk 42 (S10* 1) > 7161 (8% 1)

wegen 2.9, daB H ein Epimorphismus ist. Also existiert ein Element
ey € Migrs 2 (%) mit H (eg}) = vy, und nach 3.14 ist E3(ef;) von der Form

B (egy) =t Wepps+ Eu,
wobel y € 7yg5.41(8%% 1) und # = 0 oder ¢ = 1 ist. Nun definiert man
ggr=¢gp— (W— 1) gy + (w—1)- E(u), falls t=0

bzw.
egr=¢sr— E(u), fallst=1.

Es gilt jedenfalls E3(eg5) = wgy4 5 und H (gg;) = ¥365_;. Wegen ersterem folgt
aus der Exaktheit der Sequenz

Py Es
7gr+3(Vsr+5,5) > Mg+ 2 (SBF) > Ty 147 (S8E+5),

daB g, € Im Py ist. Wegen 2.21 folgt hieraus schlieBlich auch 24 - g5, = 0.
Damit ist 3.13 bewiesen.

Vergleicht man diesen Hilfssatz mit Lemma 11.17 von [21], so folgt

3.15. Fiir alle k = 1 existiert ein Element

Vak—3 € Tygr_1(S%*7%) mit H(ygp_s) = 21457 -

Wegen der Exaktheit der £ H P-Sequenz ist also [x#g5_,, tgx_ 4] = 0. Damit
ist 2.11 bewiesen und wegen des nach 3.12 Gesagten ist damit gleichzeitig
gezeigt:

3.16. Fiir alle k = 1 gilt vm (8% + 1)-Stamm

—7 -4 o O=6 . ~
Gsk7+1 = Myer-3(S%% 1) ~ G5’y ~ Ggpyq -

Durch Zusammenfassung der Aussagen 3.7, 3.11, 3.12 und 3.16 erhdlt man
den Inhalt von Satz 1.2, der damit ebenfalls bewiesen ist.

Um die Erérterung des Falles r =1 (mod4) zum AbschluB zu bringen,
miissen wir nun noch den Fall 7 ungerade, I = 2k + 1, behandeln. Der Grund-
gedanke des Beweises ist hier der gleiche wie fiir den Fall gerader I. Wir
definieren ein Element yg; = egx 0 V1gx4 2 € igx +.5(S%*). Aus 2.18 folgt H (ygy)
= %4, und daher B (yg;) + 0. Da aber nach 2.3 E, und £ Monomorphismen
sind, gilt auch E3(ys) = [Vsr+ss lerss] == 0. Damit ist 2.10 fir den Fall
7= 3 (mod8) bewiesen und es folgt also KerE; = Zy([vgx+3 tsr+3))- Da die

Math. Ann, 164 17
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Sequenz

P, B
Tgk+6(Varts, d) = Tigr+6(SE L) — Tyg.119(S8%+5)

fir £ = 1 exakt ist, folgt weiter, daBl £ (yg,) die Ordnung 2 hat. Nach 2.21 ist
némlich gy 4(Vsr15,4) = Z, und wegen E([vgx s tsrxrsl) = 0 gilt B (ygs) €
¢ Ker E4. Daher muB entweder

3.17. o(ygr) =2
oder

3.18. 2 vgp = [#ax, tr]
gelten. Wir wollen zeigen, daBl in jedem der beiden Fille

KerE’s = Zg(["’gk-q-s, ‘8k+3])

direkter Summand in 7,4, , 5(S%%*+3) ist: Angenommen, es gilt 3.18. Bezeichnet
man mit () die Restklasse von « € 7,45, 5 (S®*) modulo Ker By, so ist durch
f({e)) = H () ein Homomorphismus f: 77,45 5 (S%%)/Ker By — myq; . 5 (S*6%-1)
und durch g(#gx_;1) = {ysry ein Homomorphismus ¢ : g, 5(S%6*~1) >
— Mg+ 5(8%%)/Ker Eg definiert. Natiirlich ist f - g der identische Automorphis-
mus von g, 5 (S'6#-1); deshalb ist

Tigr+5(8%%)Ker Bg = Zy({ys)) ® Kerf,

und wegen der Epimorphie von B4 (nach 2.4) gilt
3.19. 7y45.,.6(88%+1) = Z,(E (vs1)) ® Kerf, wobei Kerf = Im E,/Ker E,.
Durch Anwendung von E? = E E, hierauf erhélt man schlieflich

ImE, ~ Zy([vsx+3: tar+s]) ® Kerf.

In dem anderen Falle, in welchem 3.17 erfiillt ist, folgt die Behauptung durch
Anwendung von Hilfssatz 2.23 mit o = yg;, sofort: mgy,5(8%%) = Z,(ysr) @
® Im E,, und wegen Ker By C Im E, und da Eg nach 2.4 ein Epimorphismus ist,
folgt wiederum

Tior+6 (8% 1) ~ Zy(E (ysr)) © Im B [Ker Eg .

In jedem Falle gilt ImE,~ Z,([¥gx43 lgx+3]) ® ImE,/KerE;. Da aber
Zy([vsr+ 9 tsx+3]) = Ker Ej ist, folgt nach 3.10 (b)

ImE,[KerEg~ Ggy 5.

Durch Vergleich mit 3.4 (b) erhélt man also:

3.20. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 5)-Stamm:

(a) Gar's 5= Mier+8(S* %) ~ Ggp 5 ® Zy(Barrs) @ Za([Vsr+s lar+sl)

(b) G515 = Mg+ 7 (8% +2) ~ Gy 5 ® Zy(E2(ys1))

(©) G5y 5= 1k 4+6(S%* 1) ~ Gyp 5 ® Zy(E (Ys1))-

Die Zusammenfassung der Ergebnisse 3.7, 3.11 und 3.20 liefert genau die Aus-
sagen von Satz 1.6.

Nachdem wir jetzt die sich auf die ungeraden Stémme beziehenden Sitze
1.2,1.4, 1.6 und 1.8 bewiesen haben, wenden wir uns nun den Aussagen iiber die
geraden Stémme und deren Beweis zu. Auch hier ist die zugrunde liegende
Beweisidee die gleiche wie oben. Lediglich die zum Nachweis des Zerfallens
gewisser Sequenzen angewandte Methode wird den jeweils vorliegenden Um-
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stinden angepafBt. So werden beispielsweise die Beweise fiir den (8% + 2)-
Stamm anders gefithrt werden als die bisherigen, weil wir dort nicht von vorn-
herein Elemente konstruieren kénnen, die die Voraussetzungen von Hilfs-
satz 2.23 erfiillen.

Zunéchst zeigen wir: die Ordnung von [vy;_,, ¢4;_,] ist fiir alle I = 3
gleich 12. Wegen 2.6 und 2.16 ist namlich

12« [vg1 9 tg1—2] = [Pg1-2 tar—2] ° Ng1-3 -

Dies ist Null nach 2.8; daher ist die gesuchte Ordnung ein Teiler von 12. Nach
2.19 ist andererseits H ([¥4;_9) t41—2]) = 2 vg;_5; also ist diese Ordnung
gleich 12. Damit ist auch 2.10 fir n = 2, 6 (mod 8) bewiesen.

Wir betrachten jetzt die letzten unstabilen Gruppen des (41)-Stammes:

a1 (S4179) =% gy (S914) 5 g, g (S41-9) 0 gy _(§417)
— 7g1-1 (8*471) S 751 (8*Y) - g1 41(84H) — Mg11o(81E) ~ Gy, .
Die in 2.24 vorkommenden Elemente §,; € 715,(S*?) und 83;_; € 7g;_,(S4?7)
erfiilllen die Voraussetzungen von Hilfssatz 2.23. Deshalb folgt fir I = 1:

3.21. (a) 7mg;_1(8*' 1) = Z,(03y—1) ® ImE,

(b) 1(8%Y) = Z,(8,) @ Im By,

Hieraus ergibt sich durch Anwendung der (nach 2.3 monomorphen) Ein-
hingung Z, auf 3.21 (a) zusammen mit (b)

3.22. 714,(8*%) = Z,([141, t41]) ® Z3(841) © Im (B, By),
da nach 2.24 B,(03;_1) = (141, ta;] ist.

Nun ist weiter B, ein Epimorphismus mit KerE, = Z,([#,;, t;;]) und
E (,4;) = wyyyq, ebenfalls nach 2.24, sowie E, ein Epimorphismus mit
KerE = Z,(w,; ), sodaB folgt:

3.23. (a) 7g141(8*1HY) = Zy(wy144) ® Im (B, By Ey)

(b) 7g114(8*4*2) = Gy = Im (B E, B, E).

Also sind die direkten Summanden Im(. . .) in 3.22 und 3.23 isomorph zur
stabilen Gruppe G, und es gilt:

3.24. Fiir alle 1 = 1 gilt im (41)-Stamm:

(a) Gt = 73141 (8**Y) ~ Gy ® Zy(wy141)

(b) G = 751 (8%) =~ Gy ® Zy([741, ta1]) ® Z3(04,)

(0) G = 7511 (8*'7Y) ~ Gy @ Zy(0y—1)-

Weiter folgt noch

3.25. Ker (B E By Ey) = Ker By = Zy,([v41_9, ta1-2),
da E, ein Monomorphismus ist und sowohl KerE, ¢ Im(,E;) als auch
KerE, ¢ Im (E, E,E,) ist.

Zur weiteren Behandlung dieses Stammes unterscheiden wir wieder gerade
und ungerade I. Sei zuerst [ = 2% + 1 ungerade. In diesem Fall betrachten wir
die beiden Sequenzen

g8k-1y £ g8k+6) 2
Tyek+3( ) = Mg +10( )—
H, Py _n_ Fe
> Mgk+a(Varie,7) > Mg +2(S8% 1) > Mg +9 (825 +€)
17*
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und

py EL,
Tarss(Verar,7) — Tigrsa(8%) — Migp 4 (SE+T) ,

die nach 2.20 fiir £ = 1 exakt sind. Da 7y, 5 (Vg 47,7) = 0und 7g; 4 (Vrye,17)

= Z, ist, erweist sich £, als ein Monomorphismus, und da Ker £, = Z, ist,

folgt Im H, = 0 und somit ist 7 epimorph. Weiter ist natiirlich
T1ek+10(S*F %) & Mgy 4y (S°FF7) ~ Ggpoyy

und schlieBlich ist Eg: myg5.45(S* 1) > 71365 .., (S%%) ein Isomorphismus, da
(nach 2.16 und 2.9) [#gx_3; tgx—1] = [Psr—15 lex—1] © Y16 = O ist. Also folgt:
3.26. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 4)-Stamm
Ogilis = M1k +3(8% 1) ~ Ol g = Mygr44(S%%) ~
G5% s = Mypr45 (88 H) ~ Gz gy
Weiter ist, wie wir gesehen haben, £¢ = E B, E, E, E, E; ein Isomorphismus.
Durch f = (ES)-! - (EyE, E,E;) ist deshalb ein Homomorphismus
[ Tigr46(SF+2) - mygz 1 4 (S%F)
mit f - (£, E;) = Identitit definiert. Es folgt also
e +4(S%%) = Im (B, E;) ® Kerf .
Wegen Kerf = Ker(E E,E,E;) = Ker By = Zyy([Vgr 495 tar+2]) ist daher ge-
zeigt:
3.27. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 4)-Stamm
Gaitis = Mign+6(S8%¥2) ~ Ggry s © Zyo([Vsr+2 tars2]) -
Wegen H ([¥g51 0 lsk+2]) = 2 * V16545 folgt hieraus noch
P(mgr+3) = [Psr+1 tax+1] =0,

womit auch 2.10 jetzt vollstindig bewiesen ist. Durch Zusammenfassen der
Aussagen 3.24, 3.26 und 3.27 erhalten wir den Inhalt von Satz 1.5.
Wir kommen nun zum Fall I = 2k, d. h. zum (8%)-Stamm. Dazu betrachte
man die fiir £ = 1 exakte Sequenz
%

Tyg—1 (S5 ~2) ﬁ’ ﬂ13k+3(58k+2)i’ ﬂak+1(Vsk+2.4)—'&"
e Tyg—2 (S8%~2) = Tygr+2 (83 +2) R g (Varse,4) -
Da 735 (Varso,a) =0, Tapi1(Varse,a) =Z12® Z (nach 2.21), KokerE¢~Z
(nach 3.7 und 3.12) und da 745, 5 (S8%+2) = Gy, ist, folgt
Tygx—2 (8% ~2)[Zyy ~ Gy .

Essoll jetzt gezeigt werden, dal diese Extension zerfallt. Wegen B ([vgy_ o, tgre—21)
= 0 gilt namlich erst recht E*([vg;_s, tgx—s]) = 0, daher ist [vg;_,, tgr_s] €
€Im P,  Wegen 2.10 hat diescs Element die Ordnung 12, erzeugt also Im P,
= Zy5. Der Homomorphismus

H:mygp_ 5 (88 =2) — myg5_ 5 (S18%5)
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fiithrt dieses Erzeugende in 2 -4, _5, also in das erzeugende Element von
Im H iiber. Nach 2.14 ist weiter [vg;_g, tg;_3] == 0, wenn k keine Zweierpotenz
ist. In diesen Fillen existiert daher kein Element o« € mq;_,(S8%~2) mit
H () = v 5 Also ist Z;, direkter Summand in 74, _5(S8*~2) und es ist
gezeigt:

3.28. Fiir alle natiirlichen Zahlen k, die keine Zweierpotenz 27, j = 0, sind,
gilt im (8k)-Stamm

Gt = Migr—2 (8% %) ~ Gy @ Zya([Vr—2 tar—2) -

Wie wir soeben gesehen haben, ist H ([%g5_2) tsx—2]) = 2 * ¥162—5- Die An-
wendung von Hilfssatz 2.23 liefert
3.29. mig_o(8%%2) ~ mygr_5(8%% %) @ Zyp([Vsr—2 tar—2)-
Da E; ein Isomorphismus ist, folgt durch Vergleich mit 3.28.
3.30. Fiir alle natiirlichen Zahlen k, die keine Zweierpotenz 27, j = 0, sind,
gilt im (8k)-Stamm
G5% = T61-3 (8% 73) = G = 1654 (S3% %) =~ Gy, .

Zusammenfassung von 3.24, 3.28 und 3.30 liefert die volle Aussage von
Satz 1.1 iiber den (8%)-Stamm.

Uns verbleibt jetzt noch die Erorterung des r-Stammes fiir r = 2 (mod4).
Zunichst betrachten wir den (8% + 2)-Stamm, dessen letzte unstabile Gruppen
folgendermafen heillen:

Fe E E, E,
P17 (S8 2) = Ty 111 (S8F 1) —> Tr1q 14 2 (S°F) —> Trq 54 5 (SEHHY) —

E, E, E,
> Mg 1+ 4 (SBET2) > Mg 145 (SBET3) > Mg r+6(S8E+Y) ~ Gy -

Da E, nach 2.3 und 2.4 fiir t = 1 ein Epimorphismus mit Ker B, = Z, (wgy ., 5)
ist, gilt jedenfalls

Tigr+5(S2*3)/Zg ~ Qg yp -
Es soll nun gezeigt werden, dafl diese Extension zerfillt. Dazu geniigt es offen-
bar, die Existenz eines Homomorphismus f: g, 5(S%%*%) —Z, mit
f(wgz 1 3) #+ 0 nachzuweisen. Dazu betrachte man die exakte Sequenz

Bt H P,
Tygr+1(S8%-7) > Myg 45 (S8*+3) > Tgr+2(Varis,a) —

P E}
> 161 (S8% 1) > Mg+ 4 (SPFF3) .

Da mgpp9(Varrs,a) =Z;® Z, und wgy,3 ein genau dreifach eingehingtes
Element ist, folgt wgy .3 ¢ ImE*, also auch H,(wg;,3) += 0. Da weiter nach
3.12 Ker B4 ~ Z, ist, folgt mithin Im H, ~ Z, und somit ist in H, der gesuchte
Homomorphismus f gefunden. Also gilt

3.31. Fiir alle k = 1 gilt tm (8% + 2)-Stamm

Oty 2= Tagr+5(8%% %) =~ Ggry s ® Zy(Wap4s) -
Betrachten wir nun die exakte Sequenz

B H P,
Mgk 45 (S8*+2) — 7‘1ek+s(88k+5)‘_’. Mgr+3(Verss,s) —

P E} HY
— Mgt +a (SBFF2) —> M54 7 (S8F+5) — Mg +2(Var+s,s) -
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Wegen 7g ., 2(Vsrats,s) = Z folgt Im H¥ = 0 und E2 ist somit ein Epimorphis-
mus. Da E? ein Isomorphismus ist, mul P; monomorph sein und wegen
Ttk +3(Vsk+ss) = Z, hat man die kurze exakte Sequenz

P, E}
0— 27, > Mg r+a (SBE+2) —= Gy g > 0.

Das Bild des erzeugenden Elementes dieser Z, unter P, heifle B. Natiirlich ist
28 = [Msr+2 tarss]l. Wirde diese kurze Sequenz nicht zerfallen, so kénnte
offenbar kein Homomorphismus f : 71,65, 4 (S8*+2) — Z, mit f(f) = 0 existieren,
denn es gibe ein Element ' € 7,4, 4(88%+2) mit § = 2 §’. Daraus aber folgte
f(B) = {2 ') = 0 fiir jeden solchen Homomorphismus. Fiir die exakte Sequenz

P E
g1 +6 (S18F ¥5) > Mg re+a(SEET2) > Mg x4 5 (SBET3)

gilt aber § ¢ Im P, da o(f) = 4 und 7,4, , 4(S8%*5) = Z,. Weil aber E3(f8) = 0
ist, muf} wegen 3.31 E () = wg;, 5 sein. Damit gibt es also einen Homomorphis-
mus f, ndmlich f = E, und es ist gezeigt:

3.32. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 2)-Stamm

G2 = Migr+a(S3F+2) ~ Ggy 2 @ Z, .
Entsprechend findet man die Struktur der drittletzten unstabilen Gruppe

G332, 5. Die hier zu betrachtende exakte Folge

E¢ H, P,
Mg r+a(SBETT) > Mg +8 (S +5) > gx+3(Varss,a) >

P, E}
> Mg e+3 (SBEFT) > Tyg 147 (S8%F5)

verkiirzt sich, da E* und E4 epimorph sind, auf die Sequenz

P, E4
0—>Zg— Myg145(S3E*Y) — Gsrr2—> 0,

von der wiederum gezeigt werden soll, daB sie zerfallt. Genau wie eben fithrt
man diesen Nachweis, indem man zeigt, dal ein Homomorphismus
f: Tigrss(SB*+Y) > Z, mit f(20) + O existiert, wobei diesmal « das Bild des
Erzeugenden der Zg unter P, bezeichnet. Auch hier leistet die Einhdngung £
wieder das Gewiinschte, wie man rasch einsieht. Damit haben wir:

3.33. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 2)-Stamm

Gsire= Tgr+a(S3*+Y) ~ Gy 2 ® Zg .
Den letzten groBeren Beweisschritt erfordert nun noch der Nachweis, daf
auch die fiinftletzte unstabile Gruppe G5, , die Struktur Gg,,,® Zg hat.
Dazu betrachte man die Folge

. B H, P, ES
Mg +2 (8% 1) — 71654 8(S8%+5) — gy 3 (Vs rs,6) — Magrot1 (S3* 1) —

£} ' b:f4 pP¥ By
> k47 (8% +8) — Maxra(Varss,6) — 1gn (8P ~1) — Mgy 46(S°*+5).

Wie schon weiter oben bewiesen wurde, ist Ker E$, = Z,. Daraus ergibt sich,
daf E$ ein Epimorphismus ist. Andererseits folgt aus unseren Ergebnissen
iiber den (8% + 3)-Stamm, daf E® ebenfalls epimorph ist. Also haben wir
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wieder eine kurze exakte Sequenz, namlich

6
Oﬁzs—ﬁ’ 7‘1ek+1(88k”1)‘—i’ Gsrr2—>0.

Auch hier soll das Zerfallen der Folge nachgewiesen werden und wie oben
geniigt es zu zeigen, daf ein Homomorphismus f: mg; ,, (S%%-1) — Z, mit
f(2e) + O existiert, wo unter o wieder das Bild eines Erzeugenden der Zg unter
P, verstanden wird. Es ist also E$(x) = 0. Andererseits erhélt man aus der
Sequenz

Eg:* H; * P.g‘* n
Tk +2(8%F 1) = yg5 4 o (S8 ) = Tg s 4 3 (Ver41,0) — Magr41 (8% ~1) —

N (SBH+1) s . ) LI g5 (SB%-1) __Ei (88 +1)
T8k +3 Tgr+2\V8r+1,2 18 % T8k +2

die exakte Folge

P‘;* E? H,
0—>Zy— Mygr 41 (S3*) —— Gyy 0 ® Zg—> Z, > 0,

da E%. nach unseren Aussagen iiber den (8% + 3)-Stamm ein Isomorphismus
und KerE% = Z, nach 3.7 und 3.12 ist. Wir bezeichnen ein Erzeugendes des
direkten Summanden Zg in Gy, ® Zg mit §. Unser obiges Element a wird
durch E? notwendig auf ein Vielfaches von 8 abgebildet, es ist also E?(«x) €
€Zg(p). Davon liegt nach dem oben Gesagten aber nur die Untergruppe
Z,(2 p) in Im E2 Da Ker E? wegen der Exaktheit eine Z, ist, folgt aus o(x) = 8
jedenfalls o(E?(«x)) = 4. Alle in Im P§* gelegenen Elemente haben jedoch die
Ordnung 1 oder 2. Daher folgt 2« ¢ Im P¥* und somit E?(2«) + 0. Also ist
f = E?* ein Homomorphismus mit den geforderten Eigenschaften. Damit ist
gezeigt:
3.34. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 2)-Stamm

—5 1)
Gar’re = Tagre+1(88% 1) ~ Gy y 0 ® Zg .

Wegen 2.14, Hilfssatz 2.23 und der Isomorphie von E; fir k = 2 folgt
hieraus sofort:
3.3b6. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 2)-Stamm

Gaitio = Mig1+2(8%%) ~ Gy g @ Zg @ Zy, .
3.36. Fiir alle k = 2 gilt im (8% + 2)-Stamm
Gadio = M1 (%% —2) ~ Ggtio ~ Gy 2 ® Zg .

Durch Zusammenfassung von 3.31 bis 3.36 ergibt sich gerade der Inhalt
von Satz 1.3.

Wir kommen nun zur Betrachtung des letzten noch unbehandelten Falles,
des (8% + 6)-Stammes. Dieser Stamm paBt insofern nicht véllig in das Schema
unserer Ergebnisse, als wir in diesem Falle nicht alle entsprechenden Aussagen
wie in den anderen Sitzen ohne weitere Voraussetzungen beweisen konnen.
Zwar ist auch hier Ker B, = Z,(wgy., ), Woraus

Ty +18(S3%+7)[Zy ~ Gy g
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folgt. Das Zerfallen dieser Extension konnen wir jedoch nicht ohne weiteres
erschlieBen. Daher folgt lediglich

3.37. Fiir alle k > 1, fiir welche das Element wgy, . t0 7tyg5 413 (S2*+7) nicht
halbierbar ist, gilt tm (8% + 6)-Stamm

Gitro = M1 413 (S8 ") ~ Gy ® Zy(Wayyr) -

Hieraus allerdings schlieft man ganz entsprechend wie oben bei 3.32 und
3.33:

3.38. Fiir alle k > 1, fiir welche das Element wg;, . i1 t1g5 415 (S8*+7) nicht
halbierbar ist, gilt im (8% + 6)-Stamm.:

(a) Ogi’re = M1e412(S%%+%) ~ Ggr 16 ® Z,

(b) Ggid 6= M1gr4m (SPF+5) ~ Ggy 6 ® Zs.

Unabhingig von der Voraussetzung der Nichthalbierbarkeit von wg .,
folgt jedoch aus 2.3, 2.4, 2.12 und 2.13 iiber die Ordnung der letzten unstabilen
Gruppen im (8% + 6)-Stamm:

3.39. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 6)-Stamm:

(a) o(Gsz+6) = 2 0(Gspe)

(b) o(Gs#;6) =4 0(Gsrre)

(c) 0(G5is6) = 8 0(Gsrre)-

Ebenso folgt wegen 2.14 weiter

3.40. Fir alle natiirlichen Zahlen k, fir welche (k + 1) keine Zweierpotenz 27,
j = 1, ist, gilt vm (8% + 6)-Stamm:

(a) 0(Ggz'ye) = 192 - 0(Gsy )

(b) 0(G5Ps6) = 0(G5is 6) = 16 - 0(Ggpie)-

Auflerdem ist natiirlich E;, wie in allen Stimmen, auch hier ein Iso-
morphismus und daher gilt noch

3.41. Fiir alle k = 1 gilt im (8% + 6)-Stamm

Gé—k6+6 = Mygr4+8(S8%+2) ~ G8_k5+6 = Tyg149(SBEF3) .

Den Inhalt von Satz 1.7 erhdlt man wiederum durch Zusammenfassung,
diesmal der Aussagen 3.37 bis 3.41. Damit sind die Sétze 1.1 bis 1.8 vollstdndig
bewiesen.

§4
In diesem Paragraphen sollen die Beweise der iibrigen Aussagen von §1

gefithrt werden. Wir beginnen mit dem Beweis der Sitze 1.11 und 1.12 und
betrachten dazu die folgenden beiden fiir I = 0 exakten Sequenzen:

B H P
Tg145(8*1+2) — 7wg;, 4 (841+5) — 7t41+3(V~u+5,3) —>
P B}
— g1 44 (8442 —> ”ez+7(S“+5)
und

E H, P,
Tg145(8*1+2) — 751 (82 4) —> 7445 (Vaita,0) —

P, E2
> 74 4 (S41H2) —> 7g,, ¢ (S41HY) .
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Im vorigen Paragraphen wurde gezeigt, daf die hier auftretenden Homo-
morphismen E3, E3, E%2 Epimorphismen sind. AuBlerdem wissen wir, daf
Koker E? ~ Z ist. Daher sind P; und P, Monomorphismen. Es sei nun zur
Abkiirzung g, ,(8%1+2) = A gesetzt. Da mg;, ,(841+5%) ~ Gy, , ist, folgt

4.1. Firallel = 1 gilt A|Z, ~ G4y, .

Weiter schlieft man aus der zweiten Folge, da Im H, ~ Z, ist. Der Kokern
von H, muBl also die Ordnung 4 haben. Da nach 2.21 fir I = 1 gilt
Tar43(Varra,2) = Z; ® Z, mull daher

KokerH,=Z,® Z/ImH,
isomorph zu Z, & Z, sein und somit muf} gelten:

4.2. Firallel = 1 ist A|(Z, ® Z,) ~ G410

Aus 4.1 und 4.2 folgt, daB die 2-Komponente von A aus mindestens zwei
direkten Summanden besteht, deren Ordnungen aufeinanderfolgende Zweier-
potenzen sind, dafl A4 also von der Form

AnZy;® Zyj4,® -+ mit j=1
ist. Insbesondere folgt also iiber die stabile Gruppe Gy; . ,:

4.3. Fiir alle | = 1 ist die 2-Komponente von Gy, , ungleich Null.

WeiBl man dariiber hinaus, daB Ker E% = Z, in A4 direkter Summand ist,
so muB also j =1 gein und Gy, , enthilt dann eine zyklische Gruppe Z, der
Ordnung 2 als direkten Summanden. Nach unseren Ergebnissen 3.32 und 3.38
ist dies der Fall fiir alle geraden & und fiir diejenigen ungeraden k, fiir welche
das Element w,;  ; nicht halbierbar ist. Damit ist 1.11 und 1.12 bewiesen.

Es bezeichne p(n) nun wieder diejenige nichtnegative ganze Zahl, die
angibt, ein wie oft eingehingtes Element das Whiteheadprodukt w, = [t,, t,] €
€ Mgy _1(8™) ist (es sei im folgenden » > 15). Das Element w, liegt also im Bild
der g (n)-fach iterierten Einhdngung

o™ qtyn_gm 1 (8770 ™) > 7501 (87) ,
aber nicht im Bild der (p(n) + 1)-fach iterierten Einhdngung
Ee®+l gy, o —2(8"~¢™M 1) >y, (8.
Daher ist die Einhangung
E:mpn o —2(8" "M 1) > 7y o) 1 (8" 2™)

kein Epimorphismus. Wegen der Exaktheit der E H P-Sequenz

E H
Ton—om) —2 (8" M 1) —— 7o o () 1 (87 7C™) ——> 715, _ o (n) -1 (82" 22 (M) 1)

fir n = 2+ p(n) + 3, d.h. nach 2.22 fiir » > 15, ist also ImH + 0. Nach
einem Ergebnis von I. M. James (vgl. [10], Satz 3.5) existiert also ein Element
@ in der Gruppe 7y, _o(n) —1 (82" ~2¢(™ -1) mit gerader Ordnung. Diese Gruppe
ist jedoch isomorph zur stabilen Gruppe G,(,, falls 3(o(n) + 1) < 2n, also
nach 2.22 insbesondere fiir n > 15. Damit ist gezeigt:

4.4. Exzistiert zu der natiirlichen Zahl r eine natiirliche Zahl n > 15 derart,
daf r = g(n) ist, so ist die 2- Komponente der stabilen Gruppe G, des r-Stammes
nicht Null.
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Wie man aus der Definition der Funktion g(n) sofort ersieht (vgl. 2.22),
ist fiir alle natiirlichen Zahlen r mit » =0, 1, 3 und 7 (modulo 8) die Voraus-
setzung von 4.4 erfiillt. Dies, zusammen mit 4.3, stellt genau den Inhalt von
Satz 1.9 dar, der somit ebenfalls bewiesen ist.

Wir wenden uns nun den verbliebenen Fillen r = 4, 5 (mod 8) und damit
Satz 1.10 zu. Das gewiinschte Ergebnis erhélt man sofort aus 2.25 auf folgende
Weise. Setzt man dort ndmlich s = 0 und ¢ = 2, so ergibt sich: Die p-Kom-
ponente von (,, r = 4p(p— 1) — 4, ist fiir alle ungeraden Primzahlen p von
Null verschieden. Setzt man stattdessen s = 0 und ¢ = 1, so hat man: Die
p-Komponente von G,, r = 2(p— 1) (p + 1) — 3, ist fiir alle ungeraden Prim-
zahlen p von Null verschieden. Diese beiden Aussagen zusammen stellen den
Inhalt von 1.10 dar.

Wir kommen nun zZu den Sétzen 1 13, 1.14 und 1.15. Die Bernoullischen

Zahlen B, (Bl ==, By= 30 » By = 42 .. ) schreiben wir in der Form
By = —;— mit (zk, n)=1.

Nach einem bekannten Satz von v. STAUDT und CLAUSEN (vgl. [16]) folgt,
dafl der Nenner n; der k-ten Bernoullischen Zahl gleich dem Produkt aller
Primzahlen p; mit (p;— 1)|2k ist (wie iiblich schreiben wir a|b fir ,.a ist
Teiler von 5*). Es gilt also:

4.5. (a) Die Primzahl p teilt n, dann und nur dann, wenn (p— 1)|2k ist.

(b) ny it quadratfre:.

Im Hinblick auf 2.26 (a) interessiert man sich fiir die gemeinsamen Teiler
der natiirlichen Zahlen z,, (22¥-1—1); n,, k. Man beweist leicht:

4.6. Fiir alle natiirlichen Zahlen k gilt

(ngy (221 — 1)) = 1.

Da nun o0(@,;_,) jedenfalls eine natiirliche Zahl ist, folgt hieraus wegen
2.26, daB jede ungerade Primzahl p mit p|n; Teiler der Ordnung von Gy, _,
sein muBl. Zusammen mit 4.5 folgt daraus 1.13.

Sei jetzt p eine ungerade Primzahl mit (p — 1)|2% und p*| % fiir eine nicht-
negative ganze Zahl :. Wegen 4.5 und 4.6 ergibt sich sofort 1.14.

Es seien nun ¢, k natiirliche Zahlen, ¢ ungerade, mit ¢ (f)|2% (¢ bezeichne
die Eulersche p-Funktion). Weiter sei

1
t=JIp;

i=1

die kanonische Zerlegung von ¢, dann ist bekanntlich
o) = IT @' — 2" -

Aus ¢(t)|2k folgt also fiiralle 1 < 7 < I:

7'«?(2@?‘)]10,
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und daher nach 1.14, daB pf*|o(G4;_,) fiir alle ¢, also auch
HP:‘ =t[0(Gyx—) -
1

Fiir 2k = m ist dies die Aussage von 1.15.

Eine weitere zahlentheoretische Eigenschaft der Bernoullischen Zahlen ist
die folgende (vgl. etwa [16], Seite 137):

4.7. Wenn p|k und ptny, dann gilt p|z,.

Daher ist N = 0(G,;_,) - 2% - B cine natiirliche Zahl und wegen 2.26 fol
4k-1 A g gt

firk=4:
0(Oyp_q) =24 (22k-1—_1).q, - N = 86-2,

Dieses starke Anwachsen von o(@,,_,) fir zunehmende k impliziert ins-
besondere die Aussage von 1.18 fiir die Falle r = 3, 7 (modulo 8). Weiter ergibt
sich aus 1.22 (b), daBl wegen 2.26 (c) die Ordnung von By, ,, fir alle £ = 1
gerade ist. Schlieflich ersieht man aus 2.26 auch, daB fiir ungerade Primzahlen
pund fiir 7 &= 3 (mod 4) p dann und nur dann Teiler von 0(6),) ist, wenn p auch
Teiler von o(@,) ist. In den Féllen r = 4, 5 (mod 8) haben wir dariiber bereits
die Aussage von 1.10 hergeleitet. Entsprechend folgt aus 2.25, dal auch unter
den Ggy, Ggrye bzw. Ggy . jeweils unendlich viele Gruppen eine Ordnung
>1 haben, die keine Zweierpotenz ist. Damit hat man dann die gesamte Aus-
sage von 1.18.

Ehe wir uns jetzt den letzten beiden Sitzen 1.20 und 1.21 zuwenden,
zitieren wir noch ein Ergebnis, das wir in [19] bewiesen haben und das hier
benutzt wird. Es bezeichne dazu p, = 2, p, = 3, . . . die aufsteigend geordnete
Folge aller Primzahlen und P,, sei das Produkt

m
p, =H b -
t=1
Weiter sei £,, die Klasse aller endlichen abelschen Gruppen, deren Ordnung
Teiler einer Potenz von P,, ist. (Uber Klassen abelscher Gruppen vgl. [17].)
Dann gilt der folgende Satz:
4.8. Fiir alle natiirlichen Zahlen n und m und alle ganzen Zahlen r gilt

2 G, + G, _p 41, falls n gerade und wenn r < n (P, —1)—3,
T (87) = G,, falls n ungerade und wenn r < (n + 1) (P — 1) —3.

Mit Z2,,-Isomorphie ist dabei natiirlich die Existenz eines #,,-Isomorphis-
mus im Sinne von SERRE [17] gemeint.

Sei nun r = 4k —1 und p eine ungerade Primzahl mit (p — 1)|2k. Nach
1.13 folgt p|o(@,), also gilt wegen 4.8, daB p Teiler der Ordnung von
Tp 4 ar—1(S") ist, wenn entweder n gerade und 4k —1 < n(p—1)—3 oder
wenn n ungerade und 4k — 1 < (n + 1) (p — 1) — 3 ist. Nach Umformung der
Ungleichungen ist dies aber genau die Aussage von 1.20. Entsprechend folgt
auch 1.21.
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