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Gliittung ~iquivarianter Homotopiemengen 

Von 

TAMMO TOI~ D1ECK 

Sei G eine topologische Gruppe. Es kommt in der Praxis vor, dab fiir G.R/iume 
definierte Kohomologiegruppen ffir freie G-R/~ume X nur vom Orbitraum X/G ab- 
h/~ngen. Das ist etwa ffir die gew6hnliche Kohomologie oder fiir die K-Theorie der 
~all. Wit untersuchen homotopie-theoretisch die Voraussetzungen, untm- denen diese 
Situation eintritt. Dabei stellen wir ]3eziehungen zu sogenannten G1/~ttungs-Trans- 
formationen her (2., Definition (A)). Wir wenden die Ergebnisse auf klassifizierende 
R/~ume und Thom-RKume an. An anderer Stelle zeigen wir flare grundlegende Be- 
deutung ffir die Kobordismen-Theorie der Transformationsgruppen (s. auch 12.). 

1. Bezeichnungen. Sei G ehle topologische Gruppe. TO(G) sei die Kategorie der 
punktierten G-Pds d.h. die Objekte sin4 punktier te topologische Rgume zusammen 
mit einer stetigen Linksoperation von G, wobei der Grundpunkt 0 station/irer Punkt  
der Operation ist (g 0 = 0 ffir g e G) ; die Morphismen sind punktierte/iquivariante 
Abbildungen. Wir haben in T O (G) einen Homotopiebegriff: Eine Homotopie/t:  X-+  Y, 
t e I ,  ist eine Schar yon Morphismen It aus T~ die auBerdem eine gew6hnliche 
Homotopie ist. [X, y]o  sei die Menge der G-Homotopieklassen yon punktierten G-Ab- 
bildungen X -> Y. Wir verwenden auch die entsprechenden Begriffe ,,ohne Grund- 
punkt"  (bzw. ,,ohne Gruppe"); das wird in den Bezeichnungen durch Auslassen der 
Ziffer 0 (bzw. des Buehstaben G) vermerkt. 

Die Klasse der Objekte einer Kategorie g bezeichnen wh" mit ]g ] .  Ein X e IT(G)] 
heiBe G-Bfindel, genau wenn die Operation von G auf X frei ist und die Projektion 
q : qx: X --+ X / G  auf den Orbitraum numerierbar lokal trivial ist (]:)OLD [2], p. 226). 
Sei F(G) die volle Unterkategorie yon T(G) der G-Btindel. Speziell enth~lt F(G) 
universelle Objekte EG, z.B. die Milnorkonstruktion (DOLD [2], p. 251. /~G is~ bis 
auf h-~quivalenz (---- Itomotopie-~quivalenz) in _V(G) bestimmt und im folgenden 
fest gewiihlt). 

Wir haben natfirliehe Transformationen 

Q:F(G) - ->T ,  P :  T ( G ) - + T ,  p0: T 0(G)_+T O , 

die auf den Objekten wie folgt erkl&rt sind: Q(X) = X/G, P ( Y )  = (EG • y)/G, 
po(Z) = (EG X Z /EG • O)/G i). Die Projektionen EG X X -+ X ,  EG • X --> E G  ge- 
ben uns Abbildungen rx: P ( X )  -->X/G, Px: P ( X )  --> BG. Ffir X e IF(G)I ist rx 

1) Wit benutzen den Schri~gstrich in zweierlei Bedeutung! 
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eine Homotopie/tquivalenz (n/imlich eine Faserung mit zusammenziehbarer Faser), 
sx: X/G-+ p(X)  sei h-invers. Fiir X e [T(G)] ist X + e [T 0(G) l der Raum X mit 
separatem station/trem Grundpunkt. 

Ftir Begriffe, S/~tze und Methoden aus der Homotopietheorie verweisen wir auf 
Pt~ep~ [4]. 

2, Gliittungen. Falls im folgenden von R~umen Ms e [ TO (G) I bzw. M e IT ~ [ die 
Rede ist, so nehmen wir an, dab die Inklusion des Grundpunktes eine h-Cofasernng 
(~  W H E P  in 1DUPPE [3], p. 84) in T(G) bzw, T ist (d. h. die R/tume h-wohlpunktiert 
Sind. Vgl. PtrFrE [4]). 

(A) Definition. Sei Me e IT (G) I, M e IT t. Eine natfiriiehe Transformation 

~: [--,MG]G---->[--,M]o P 

(Yon Funktoren T (G) --> Mengen) heiBe Gliittung yon Ma, wenn ~ (X) ffir X e IF (G)I 
bijektiv ist. 

Sei MG e ] T O (G) I , M e 1 TO I" Eine natiirliche Transformation 

~: [--, Ms] ~ -+ [--, M] 0 o p0 

(yon Funktoren T~ punktierte Mengen) heifle punktierte Gliittung yon Me, 
Wenn ~(X +) far X e t F ( G )  I bijektiv ist. 

8el A (Ms, M) (bzw. A o (Ms, M)) die Menge der Gl~ttungen (bzw. puaktierten 
Glattungen) yon Ma. 

(B) Definition. Sei Ms e [T(G) I, M e 1T I" Eine natfirliche Transformation 

fl: [--,Ms]s--~-[--,M]oQ 

(yon Funktoren F(G) ---> Mengen) heiBe Verein[achung von Ms,  wenn fl (X) far jedes 
X s ]F(G)I bijektiv ist. Sei B(Ms,  M) die Menge der Vereinfaehungen yon Ms. 

(C) Definition. Sei Ms e IT(G) I, M e IT]. Eine ttomotopiegquivalenz 

7: P(Ms) ---> BG X M 

heiBe Reproduktion von Ms,  wenn die Zusammensetzung yon 7 mit der Projektion 
~G • M--> BG gleich ~Ma ist (d.h. y eine Abbfldung ,,fiber BG" ist). Ein 7 wle 
Oben heiBe punktierte Reproduktion yon Ms e ]T~ wenn aufierdem (EG x O)/G 
aaeh B G x  0 abgebfldet wird. Sei C(Ms, M) (bzw. C~ M)) die Menge der 
~IOmotopieklassen in der Kategorie der R/iume fiber BG (bzw. die :~[enge der Homo- 
topieklassen in der Kategorie yon Raumpaaren fiber BG) yon Reproduktionen von 

Wir fassen M e  IT~ I als Objekt yon T~ mit trivialer G-Operatlon auf. Ein 
~orphismus ]: M -+ Me aus T 0(G) heiBe starke Reproduktion von Ms,  wenn 

J----- id • }': E G x M - - > E G x M ~  

eiae Homotopiegquiv~lenz in T (G) ist. 

ArchPr  d,er ~a~t~er~a~i 'k X X  19 
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3. Haupts~itze. 

Satz 1. Sei M~ ~ I T  (G) I , M ~ t Ti.  l~s gibt kanonische Bijel~tionen 

A (Ma, M) _~ B(Mo, M) ~--- C(Mq, M).  

Ist A (Ma, M) 4- O, so ist M homotopie~iquivalent zum Raum M~ nach Vergessen der 
G-Struktur (so daft die drei Mengen bei gegebenem M a i m  wesentlichen unabMingig vo~ 
M sind). 

Wit geben die Bijcktionen im Verlaufe des Bewefises yon Satz 1 an. 

Satz 2. (a) Sei i o  E ]TO (G) I , M E IT ~ 1" Es gibt eine kanonische Bi]elaion 

AO(Ma, M)_~ C~ M).  

M i s t  punktiert homotopiedquivalent zu MG nach Vergehsen der G-Struktur, /alls 

AO(Mo, M) * O. 

(b) Sei (F, E') ein Paar aus F(G), so daft F 'c  F eine h-Cofaserun~ in T(G) ist. 
Sei ] eine starke Reproduktion yon M~ und ~ die (nach (a)) dazugeh6rige punktierte 
Glgttung. Dann ist cr (F/F') bi]ektiv. 

Seien jetzt  G und H kompakte Liesehe Gruppen. Ski B (G, H) e I T (G) I der klas- 
sifizierende Raum ffir (G,H)-Biindel (ira Sinne -con [1]). Sei M(G, V)~ IT~ 
de rmi t  einem Darstellungsraum V yon H aus E (G, H) • n V gebildete Thom-l~aum. 

Satz 3. B(G, H) und M (G, V) haben kanonische (starke) Reproduktionen. 

Einzelheiten erfi~hrt der Leser aus dem Beweis yon Satz 3. Die Abschnitte 4 bfis 8 
dienen zum Beweis von Satz 1, 9 und 10 zum Beweis von Satz 2. Satz 3 wird in l l .  
bewiesen. 

4. Lemma 1. Sei y eine (Tunktierte) Reproduktion. Dann ist M (punktiert) homo- 
topiedquivalent zu Ma nach Vergessen der G-Struktur. 

Beweis .  y fist nach Voraussetzung eine Abbildung fiber BG, und zwar zwischen 
numerierbar lokal trivialen Abbildungen, also Faserungen (DoLD [2], p. 236, 4.8). 
y fist eine h-~quivalenz, also eine fasernwefise h-~quivalenz (])OLD [2], p. 243, 6.1)- 
Das erledigt den unpunktierten Fall. Ffir den punktierten bemerken wir, daft 0-~Ma 
eine h-Cofaserung in T fist (weft sogar in T(G)) und eine punktierte Abbildung 
zwischen h-wohlpunktierten R~umen eine h-Aquivalenz in T O fist, falls sie es in T 
ist (PuPPE [4]). 

Sei ~ wie oben. Es gibt eine eindeutig bestimmte G-Abbildung 

yl : EG • Mo-+ F~G • M 

(M als trivialer G-Raum aufgefaBt), dig fiber EG liegt und Q(~I) --  y erffillt. 
])as folgende Lemma zeigt unter anderem 

(4.1) y1 ia eine h-.~quivalenz in F(G). 

Lemma 2. Seien F1 und F2 aus ]F(G)]. Sei yl: F1 "+F2 eine G-Abbildung und 
sei y -~ Q(y1) eine h-~quivalenz. Dann ist ~i eine h-A'quivalenz in F(G). 
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B e m e r k u n g .  Lemma 2 l~Bt sich anwenden, falls 71 v o n d e r  Form 

i d •  EG • MI--.~ EG • M~ 

ist und /: MI--> M2 eine G-Abbildung, die nach Vergessen der G-Struktur eine 
h'Aquivalenz ist. Dann ist n~mlich Q(?]) eine Abbildung fiber BG, die auf jeder 
Faser eine h-Aquivalenz ist. Also ist Q(?I) eine h-Aquivalenz (DoLD [2], 6.3). 

]3eweis  y o n  L e m m a  2. (71, ?) ist eine Bfindelabbildung zwisehen numerierbaren 
G-Prinzipalbfindeln. Ist  2 h-invers zu 7 und 21 eine G-Abbildung fiber 2, so liil3t sich 
sine Homotopie 7;~ ~ id zu einer G-Homotopie yon Bfindelabbildungen 7121 - 
hoehheben (DoLD [2], p. 250, 7.8). r liegt fiber der Identit~t, ist also ein Isomorphis- 
mus. Man sieht, dab ? l  ein h-Rechtsinverses 21 a -~ in T (G) hat. 

5. Wit definieren eine Abbildung a: A(Me,  M) -> B(Mc,  M) wie folgt. Sei 
~ A (Ma, M). Wir setzen 

a(e) (X): [X, Mc]a ~ [P(X),  M] - v  * [X/G, i ] .  
SX 

a(~r e B(Ma, M) ist klar. 

6. Wit definieren eine Abbildung b: B(M~, M) --> C(Ma, M) wie folgt. Sei 
fl~ B (Ma, M). Es ist EG • M a e  I F (G) I" Die Abbfldung ] : P (Ma) -+ M repr/~sen- 
tiere das Bild der Projektion EG • Ma--+ Ma bei ft. Sei y: P(M~) ---> BG • M die 
Abbildung mit den Komponenten PM~ u n d / ;  dann ist ? eine Abbildung fiber BG. 
])as folgende Lemma zeigt, dab wir b dureh b (fl) = [7] definieren kfnnen. 

Lemma 3. ? ist elne Homotopiedquivalenz. 

Beweis .  Wir zeigen, dab ffir jeden topologisehen Raum Y 

y . :  [Y, P ( M a ) ] ~ [ Y ,  BG x M] 

bijektiv ist. Dazu genfigt es zu zeigen, dab in dem kommutativen Diagramm 

[Y, P(Ma)]  ~7.-~ [Y, BG • M] 

[ Y, BG] 

?,  ,,fasernweise" bijektiv ist. Sei [/] e [Y, BG]. / induziert einen Raum Y/e  IF(G)[ 
fiber y .  Sei ~ die Zusammensetzung 

[YI, Ma]a -~-~. [Yf, EG X Mo]a Q ~ [Y, P(Ma)]. 

Zu [g] e [Y ,  P(Ma)] fiber [/] gibt es [gl] e [Y$, EO • MG]G mit Qgl : g. Es ist 
~[Prz o gl] : -  [g]. Also geht ~ surjektiv auf  die ,,Faser" fiber []]. Aus der Natfirlieh- 
keit yon fl folgt, dal] 

[Ys, M~]a -~-~ [Y, M] 

[Y, P(Ma)]  ~ [Y, BG • M] 

19" 
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kommutativ ist. pr ,  bfldet die Faser fiber [/] bijektiv auf [Y, M] ab. Es folgt, da/3 
7 ,  die Faser fiber []] bijektiv abbildet. 

7. Wir definieren eine Abbfldung c: C(Ma,  M)- ->A (M~, M) wie folgt. Sei [7] 
e C(MG, M). Dazu geh6rt naeh Lemma 2 eine G-Homotopieiiquivalenz 

}'1 : EG • MG --~ EG • M .  

Wir betraehten die Zusammensetzung ~ (X) 

IX, MG]~ ~ *  [EG • X ,  M~]~ -~- [EG • X ,  EG • M~]G ~--[EG • X ,  EG • M]~ 
_~ [ EG X X ,  M]a_~ [P(X), M].  

ist eine natiirliehe Transformation. Das folgende Lemma zeigt, dab a eine Gliittung 
ist. Wir definieren c[7 ] = ~. 

Lemma 4. Fi~r X ~ I F (G) [ ~st die Projelction EG • X ---> X eine h-~quivalenz in 
F(a). 

Beweis .  Nach Ubergang zu den Orbitri~umen erh/~lt man die h-J~quivalenz rx. 
Man wende Lemma 2 an. 

8. Man verifiziert, dab cba, acb und bac identische Abbfldungen sind. Damit is~ 
Satz I bewiesen. Zum Nachweis kann man die folgende Bemerkung benutzen: 

~ (id(Ma)) ---- a(fl) (pr: EG • JIG ---> Ma).  

Diese Beziehung folgt aus der Natfirlichkeit yon cr und 

P(pr) 0 8 E G x M  a r r E r T x M ~  0 8 E a x M  a ""  id. 

Die Abbfldung ba ordnet also einem ~ die Klasse mit den Komponenten [PM~] un3 
(id (M~)) zu. 

9. Zum Bewe i s  y o n  Sa t z  2 (a) geben wit inverse Abbildungen 

a0: AO(M~, M) -->CO(M~, M) ,  cO: CO(ME, M) --> AO(Mq, M) 
a r l ,  

Ist :r e A~162 M), so werde a0(:r wie folgt konstruiert. Sei i: M S -+Me die 
punktierte Abbildung, die auf dem Summanden ME die Identititt ist. Es ist 

p0 (M~) ~ P (ME) + . 

Aus ~(i) erhalten wir eine Abbildung 7': P ( M ~ ) - > M .  Wenden wir i*[id]-~ [i] 
und die Natfirlichkeit von ~ an, so erkennen wir, daft fiir 7' eine Abbildung gewiihl~ 
werden kann, die (EG • O)/G in den Grundpunkt abbfldet. Sei },: P (MG) --> BG X M 
die Abbildung mit den Komponenten PMo und 7'. Wir mfissen zeigen, dal] 7 eine 
h-Aquivalenz ist. Nun wird aber durch 

[X, Ma] _~ [X+, Mg]~ --~ [p0 (X+), M]0 ~ [p  (X), M] 

eine Glattung definiert, etwa ~'. Aus 8. entnimmt man ba(r162 ---- [7] und dann auS 
Lemma 3, dab 7 eine h-~quivalenz ist. 
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Ist y: P(MG) ---> BG x M eine punktierte Reproduktion, so induziert pr2 o y eine 
Punktierte Abbildung ] : po (Ma) --> M. Damit bilden wit fiir X e 1 TO (G) I 

IX, MoJ~ p' ). [p0 (X), p0 (Mo)]o. f*, [po (X), MjO. 

Die dadurch gegebene natiirliche Transformation sei c o (y). 

10. Bewei s  yon  Satz  2 (b). 

Lemma 5. Unter den Voraussetzungen yon Sa~z 2 (b) ist die kanonische Abbildu~g 

R: (EG x F/F')/EG X 0 --~ F/F' 

eine h-A'quivalenz in TO (G). 

]~eweis. Wir haben das kommutative Diagramm 

E G x F - - - - +  F 
aR~, 

t 
E G x F ' - ~ 7  F'.  

Die senkrechten Abbildungen sind h-Cofaserungen in T (G) (und insbesondere aueh 
Einbettungen; vgl. PuPeE [4]). Aus Lemma 3 entnimmt man, dab die Projektionen RF 
end RF, einzeln h-~quivalenzen in F(G) sind. Also ist (Re, RF,) eine h-~quivalenz 
in cler Kategorie der Paare (PueP]~ [4]) und m/thin die Quotientabbildung 

.RF/RF,  : (EG • F)/(EG x F') -~ F/F' 

eine h-Aquivalenz in T o (G). Die stetige bijektive Abbildung 

EG x F/EG • F'--> (EG • F]F')]EG X 0 

ist vielleicht kein HomSomorphismus, doeh immer eine pnnktierte h-~quivalenz. 
/)as folgt dutch eine sinnreiehe Anwendung yon Purr~ [5], I-Iilfssatz 18 (in ~qui- 
Varianter Form). Damit ist Lemma 5 bewiesen. 

Sei j: M --> M~ eine starke Reproduktion. Da M und Ma h-wohlpunktiert sind, ist 

J: (EG • M, EG X O) ---> (EG X Mq, EG X O) 

eine h-Aquivalenz yon Paaren in T (G). Aus einem Inversen erhalten wir 

U: EG X M~/1gG X 0 --> EG • M/EG X 0 

Uad nach Ubergang zu den Orbitriiumen 

u: P~ ---> po(M). 

Mit der kanonisehen Pro]ektion pr: p0 (M) -+ M bilden wirv ~ p ro  u. Die zu ~ ge- 
h6rige Gl'~ttung ~r ist durch [/] --> [v o po(])] gegeben. 

Sei ~ h-invers zu/~ unds  ~ Q (S). Wit definieren eine zu a (F/F') inverse Abbil. 
dung ~, wie folgt 

[P~ M] 0 -.-* [(.FIR')/G, M] o -~,, [F/F', M ~~ -~. * [F/F',  MG]g �9 
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Wir weisen nur a ' a  = id naeh. a a ' =  id ist leichter einzusehen. Wenn wir die Oe- 
finitionen einsetzen, so erkennen wir, dab ~r162 = id mit 

/ ~_ jovopO(l )  osoq  

(punktierte G-Homotopie) gleiehwertig ist, hier durchlituft [ die Abbildungen ]: 
F/F'----> Ma. In dem Diagramm 

Q(F/F')  > P~ -----> po(Ma) > M 
s p o ( f )  V 

EG • F/F' EG • Ma 
F / F ' - - - >  -> Ma 

S E G  X 0 i d x / >  EG X 0 pr 

sind das linke und das mittlere Quadrat kommutativ und die untere Zeile ist homotop 
zu [. Es bleibt die Kommutativit / i t  des rechten Quadrates zu zeigen: 

]vq ": ] o p r o  U _ p r o J o  U _ pr. 

Damit ist Satz 2 bewiesen. 

B e m e r k u n g .  Unter geeigneten Voraussetzungen lokaler Art fiber das Paar (F, F') 
ist ffir eine beliebige Gls cr (F/F') bijektiv. Wit sind an Satz 2 (b) hauptss 
in Verbindung mit Satz 3 interessiert. 

l l .  Bewe i s  von  S a t z  3. Seien G und H kompakte Liesehe Gruppen. Sei B(G, H) 
der klassifizierende Raum ffir H-Prinzipalb/indel mit G-Operation. In [1], Satz in 6.1, 
haben wir eine ttomotopies (in T) j: B H  ---> B (G, H) angegeben, die nach 
dem zitierten Satz als eine (unpunktierte) starke Reproduktion bezeichnet werdeIl 
kann (s. Bemerkung nach Lemma 2). Fiir einen sbetigen, endlich-dimensionalen 
reellen H-Modul V induziert ?" eine Bfindelabbildung 

iv: E H  • V -> E(G, H) X H  Y 

und eine Abbildung der zugeh6rigen Thom-R~Lume 

m =  M(iv):  M(V)-+ M(G, V). 

m ist dann naeh Vergessen der G-Struktur eine h-J~quivalenz und folglich 

id • m: EG X M(V)--->EG • M(G, V) 

eine h-Nquivalenz in T (G) (s. Bemerkung nach Lemma 2). Es ist klar, dab Them- 
R~ume h-wohlpunktiert sind (s. Pvm'~. [3], 7. Satz 3). Damit ist Satz 3 bewiesen. 

12. Wir werden die Ergebnisse dieser Arbeit auf die s unitgre Kobor- 
dismen-Theorie Ua* (X) anwenden. Sie gestatten die Konstruktion einer natfirlieheI1 
Transformation 

r162 V*(X)  -> V * ( ( E a  x x ) / a ) ,  

die ffir freie G-R~ume X ein Isomorphismus ist. Is t  X ein Punkt,  so erhalten wir 
speziell Invarianten fiir unit/~re G-Mannigfaltigkeiten, die in U* (BG) liegen. Die Be- 
rechnung dieser Invarianten liefert zum Beispiel weitreichende algebraische Beziehun" 
gen zwischen einer G-Mannigfaltigkeit und ihrer Fixpunktstruktur.  Wir gewinnen 
daraus Existenzs~tze ffir Fixpunkte. 
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