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Glattung dquivarianter Homotopiemengen

Von

Tammo ToMm D1ECK

Sei G eine topologische Gruppe. Es kommt in der Praxis vor, daB fiir G-Raume
definierte Kohomologiegruppen fiir freie G-Riume X nur vom Orbitraum X/G ab-
hingen. Das ist etwa fiir die gewdhnliche Kohomologie oder fiirr die K-Theorie der
Fall. Wir untersuchen homotopie-theoretisch die Voraussetzungen, unter denen diese
Situation eintritt. Dabei stellen wir Beziehungen zu sogenannten Glittungs-Trans-
formationen her (2., Definition (A)). Wir wenden die Ergebnisse auf klassifizierende
Réume und Thom-Rdume an. An anderer Stelle zeigen wir ihre grundlegende Be-
deutung fir die Kobordismen-Theorie der Transformationsgruppen (s. auch 12.).

1. Bezeichnungen. Sei G eine topologische Gruppe. 7'9(G) sei die Kategorie der
punktierten G-Riume; d.h. die Objekte sind punktierte topologische Riume zusammen
mit einer stetigen Linksoperation von @, wobei der Grundpunkt 0 stationdrer Punkt
der Operation ist (g0 = 0 fir g € @); die Morphismen sind punktierte dquivariante
Abbildungen. Wir haben in 70(G) einen Homotopiebegriff : Bine Homotopie f;: X ~Y,
te I, ist eine Schar von Morphismen f; aus 7°(), die auBerdem eine gewohnliche
Homotopie ist. [ X, Y ]% sei die Menge der G-Homotopieklassen von punktierten G-Ab-
bildungen X — ¥. Wir verwenden auch die entsprechenden Begriffe ,,ohne Grund-
punkt® (bzw. ,,ohne Gruppe*); das wird in den Bezeichnungen durch Auslassen der
Ziffer 0 (bzw. des Buchstaben @) vermerkt.

Die Klasse der Objekte einer Kategorie K bezeichnen wir mit | K |. Ein X e | 7(6)]
heile @-Biindel, genau wenn die Operation von G auf X frei ist und die Projektion
¢ = ¢x: X — X/ auf den Orbitraum numerierbar lokal trivial ist (DoLp [2], p. 226)-
Sei F(G) die volle Unterkategorie von 7(@) der G-Biindel. Speziell enthilt ¥ (&)
universelle Objekte E@, z.B. die Milnorkonstruktion (DoLp [2], p. 251. EQ ist bis
auf h-Aquivalenz (= Homotopie-Aquivalenz) in F(G) bestimmt und im folgenden
fest gewihlt).

Wir haben natiirliche Transformationen

Q:FPGHh—-T, P.TH->T, PL:TUG)—->T0,
die auf den Objekten wie folgt erklirt sind: Q(X) = X/@, P(Y) = (EG x Y)|G:

PO(Z) = (EG x Z|EG x 0)/G 1). Die Projektionen £G x X — X, BG x X — BG ge-
ben uns Abbildungen ry: P(X) - X/@, px: P(X)— BG. Fir X e |F(G)| ist 7x

1) Wir benutzen den Schriigstrich in zweierlei Bedeutung!
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eine Homotopieﬁquivalenz (ndmlich eine Faserung mit zusammenziehbarer Faser),
8x: X|@ — P(X) sei h-invers. Fir X € |7(G)] ist X+ |79(@)| der Raum X mit
Separatem stationidrem Grundpunkt.

Fir Begriffe, Sitze und Methoden aus der Homotopietheorie verweisen wir auf
Purry (4).

2. Glittungen. Falls im folgenden von Réumen Mg e |T%(@)| bzw. M e |T0| die
Rede ist, s0 nehmen wir an, daBl die Inklusion des Grundpunktes eine h-Cofaserung
(= WHEP in PureE [3], p. 84) in T(G) bzw. T ist (d.h. die Riume h-wohlpunktiert
sind. Vgl. Puerk [4]).

(A) Definition. Sei Mg e |T(®)|, M e |T]. Eine natiirliche Transformation
o [—, Mg]g——> [—, M] oP

(‘.’on Funktoren 7 (&) — Mengen) heifle Glitiung von Mg, wenn o(X) fiir X e ]F(G’)|
bijektiv ist.
Rei Mg e |T9(G)|, M e |T°|. Eine natiirliche Transformation
a: [—, Mgl —[—, M]%0 PO

(von Funktoren 7'0(G) — punktierte Mengen) heifie punktierte Glittung von Mg,
wenn o (X+) fiir X €| F(G)] bijektiv ist.

Sei A(M¢, M) (baw. AY(Mg, M)) die Menge der Glittungen (bzw. punktierten
Glittungen) von Mg.

(B) Definition. Sei Mg e |7 (®)|, M € |T'|. Eine natiirliche Transformation
B: [—, Mglg ~[—, M]o€¢

(von Funktoren F (@) — Mengen) heiBe Vereinfachung von Mg, wenn §(X) fiir jedes
Xe | F(6)| bijektiv ist. Sei B(Mg, M) die Menge der Vereinfachungen von M.

(C) Definition. Sei Mg e |T(@)|, M € |7T|. Eine Homotopiedquivalenz
y: P(Mg)—>BG x M

heige Reproduktion von Mg, wenn die Zusammensetzung von y mit der Projektion
BGx M -> BG gleich py, ist (d.h. y eine Abbildung ,iiber BG* ist). Ein p wie
Oben heiBe punktierte Reproduktion von Mg e |T0(6)|, wenn auBerdem (EG x 0)/G
Nach B@G x 0 abgebildet wird. Sei C(Mg, M) (bzw. C%(Mg, M)) die Menge der
omotopieklassen in der Kategorie der Raume iiber BG (bzw. die Menge der Homo-
topieklassen in der Kategorie von Raumpaaren iiber BG) von Reproduktionen von
G-
Wir fassen M e | 79| als Objekt von 7'0(@) mit trivialer G-Operation auf. Ein
orphismus j: M — Mg aus T0(G) heiBe starke Reproduktion von Mg, wenn

J=idxj: EGx M - EGx Mg

¢ine Homotopiedquivalenz in 7'(G) ist.
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3. Hauptsiitze,
Satz 1. Sei Mge |T(Q)|, M |T|. Es gibt kanonische Bijektionen
A(MG’ M) = B(MGs M)%O(MGH M) .

Ist A(Mg, M)+ 8, so ist M homotopieiquivalent zum Raum Mg nach Vergessen der

G-Struktur (so daf die drei Mengen bei gegebenem Mg im wesentlichen unabhingig von
M sind).

Wir geben die Bijektionen im Verlaufe des Beweises von Satz 1 an.
Satz 2. (a) Sei Mg e |T0(@)|, M €|T®|. Es gibt eine kanonische Bijektion
AV Mg, M)~ C*(Mg, M).
M ist punktiert homotopiedquivalent zu Mg nach Vergessen der Q-Struktur, falls
A¥( Mg, My=0.

(b) Sei (F, F') ein Paar aus F(G), so daff F'c F eine h-Cofaserung in T (G) ist.
Sei j eine starke Reproduktion von Mg und o die (nach (a)) dazugehorige punkiierte
Glittung. Dann ist o (F|F’) bijektiv.

Seien jetzt G und H kompakte Liesche Gruppen. Sei B(@, H) € |T'(Q)| der klas-
sifizierende Raum fiir (@, H)-Biindel (im Sinne von {1}]). Sei M(G V)e |T°(@)‘
der mit einem Darstellungsraum ¥ von H aus E (G, H) X g V gebildete Thom-Raum-

Satz 3. B(G, H) und M (G, V) haben kanonische (starke) Reproduktionen.

Rinzelheiten erfihrt der Leser aus dem Beweis von Satz 3. Die Abschnitte 4 bis 8
dienen zum Beweis von Satz 1, 9 und 10 zum Beweis von Satz 2. Satz 3 wird in 11.
bewiesen.

4. Lemma 1. Sei y eine (punktierte) Reproduktion. Dann ist M (punktiert) homo-
topredquivalent zu Mg nach Vergessen der G-Struktur.

Beweis. y ist nach Voraussetzung eine Abbildung iiber B@, und zwar zwischen
numerierbar lokal trivialen Abbildungen, also Faserungen (DoLp [2], p. 236, 4.8)-
y ist eine h-Aquivalenz, also eine fasernweise h-Aquivalenz (Doup [2], p. 243, 6.1)-
Das erledigt den unpunktierten Fall, Fir den punktierten bemerken wir, daff 0 —Me
eine h-Cofaserung in 7' ist (weil sogar in 7'(G)) und eine punktierte Abbildung
zwischen h-wohlpunktierten Réumen eine h-Aquivalenz in 7' ist, falls sie es in T
ist (Puppr [4]).

Sei y wie oben. Es gibt eine eindeutig bestimmte G-Abbildung

y1: EG X Mg—EG X M
(M als trivialer @-Raum aufgefaBt), die iber @ liegt und @(y1) = y erfiillt.

Dasg folgende Lemma zeigt unter anderem
(4.1) 1 ist eine h-Aquivalenz in F(Q).

Lemma 2. Seien Fy und F3 aus |F(G)]. Sei y1: F1 — F3 eine G-Abbildunyg und
sei y = Q(y1) eine h-Aquivalenz. Dann ist y1 eine h-Aquivalenz in F(G).
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Bemerkung. Lemma 2 1iBt sich anwenden, falls y; von der Form

dx f: EGx M1 —~EGX My

iﬂt_und f: M, — M, eine G-Abbildung, die nach Vergessen der G-Struktur eine
h-Aquivalenz ist. Dann ist namlich @(y;) eine Ab’_pildung iber B@, die auf jeder
Faser eine h-Aquivalenz ist. Also ist @(y1) eine h-Aquivalenz (Dorp [2], 6.3).

Beweis von Lemma 2. {¥1, 7) ist eine Bundelabbildung zwischen numerierbaren
G-Prinzipalbiindeln. Ist A h-invers zu y und 1, eine G-Abbildung iiber 1, so 1Bt sich
eine Homotopie y A ~ id zu einer G-Homotopie von Biindelabbildungen y11; ~ o
hochheben (DoLp [2], p. 250, 7.8). o liegt iiber der Identitdt, ist also ein Isomorphis-
us. Man sieht, daB 1 ein h-Rechtsinverses 11071 in T (G) hat.

5. Wir definieren eine Abbildung a: A(Mg, M)~ B(Mg, M) wie folgt. Sei
*€A (Mg, M). Wir setzen
a(x) (X): [X, Mgle —— [P(X), M] ”s;f’ [X/a, M].

e(«) e B(Mg, M) ist klar.

6. Wir definieren eine Abbildung b: B(Mg, M) —> C(Mg, M) wie folgt. Sei
Be B(Mg, M). Bs ist EG x Mg €| F(G)|. Die Abbildung f: P(Mg) — M reprisen-
tiere das Bild der Projektion BG X Mg — Mg bei f. Sei y: P(Mg) - BG X M die
Abbﬂdung mit den Komponenten p,,_ und f; dann ist y eine Abbildung fiber BG.
Das folgende Lemma zeigt, daB wir & durch b(8) = [y] definieren kénnen.

Lemma 3. y ist eine Homotopiedquivalenz.
Beweis. Wir zeigen, daB fiir jeden topologischen Raum ¥
ve: [ Y, P(Mg)]—[Y, BG x M]
bijektiv ist. Dazu geniigt es zu zeigen, daB in dem kommutativen Diagramm
[Y, P(M) 7 [Y, BG X M]

N v
[¥, BG)

Y% .,fasernweise‘* bijektiv ist. Sei [f] e [Y, BG]. f induziert einen Raum Y, e [ F@&|
Uber ¥, Sei & die Zusammensetzung

Yy, Male = [Y;, BG x Mcle -2 [Y, P(Mg)].

Zu [gle[¥, P(Mg)] iiber [f] gibt es [g1]e[¥Yr, EG X Mgle mit Qg; = g. Es ist
[Prz o g1] = [g]. Also geht & surjektiv auf die ,,Faser tiber [f]. Aus der Natiirlich-
°1t von # folgt, daBl N

Yy, Mol -S> (¥, M]
g€ 4 pr,
LY, P(Mg)] -7 [Y, BG x M]

19*
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kommutativ ist. pr, bildet die Faser uiber [f] bijektiv auf [¥, M] ab. Es folgt, daf
v die Fager iiber [f] bijektiv abbildet.

7. Wir definieren eine Abbildung ¢: C'(Mg, M) - A (Mg, M) wie folgt. Sei [y]€
€ C(Mg, M). Dazu gehort nach Lemma 2 eine G-Homotopieiquivalenz

Vi: EGX Mg—~EGQ@x M.
Wir betrachten die Zusammensetzung o (X)

[X, Mele o> [BG X X, Mgle == [BG x X, BG x Mgle ~[EG x X, BG x Mlg =
~[EG x X, Mg = [P(X), M].

« ist eine natiirliche Transformation. Das folgende Lemma zeigt, daBl « eine Glattung
ist. Wir definieren ¢[y] = «.

Lemma 4, Fiir X € |F(G)| st die Projektion EG X X — X eine h-Aguivalenz 1m
F(G).

Beweis. Nach Ubergang zu den Orbitrdumen erhilt man die h-Aquivalenz 7x-

Man wende Lemma 2 an.

8. Man verifiziert, daB cba, acb und bac identische Abbildungen sind. Damit isb
Satz 1 bewiesen. Zum Nachweis kann man die folgende Bemerkung benutzen:

ot(ld(MG)) = a(ﬁ) (pI’: EG % _ZL{G —> MG) .
Diese Beziehung folgt aus der Natiirlichkeit von o und

P(pr)ospgxas = "EGx Me O SBax 1o 2 id.

Die Abbildung ba ordnet also einem o« die Klasse mit den Komponenten [pyy,] und
o(id (Mg)) zu.

9. Zum Beweis von Satz 2 (a) geben wir inverse Abbildungen
ad: A%(Mg, M)~ CO(Mg, M), o®: C°(Mg, M) A (Mg, M)
an,

Ist e A0(My, M), so werde a®(x) wie folgt konstruiert. Sei i: My —» Mg die
punktierte Abbildung, die auf dem Summanden Mq die Identitdt ist. Es ist

PO(ME) = P (Me)*.

Aus a(i) erhalten wir eine Abbildung 3': P(M¢) — M. Wenden wir i*[id] = [i)
und die Natiirlichkeit von o an, so erkennen wir, daB fiir 4’ eine Abbildung gewiblf
werden kann, die (6 % 0)/@ in den Grundpunkt abbildet. Sei y: P (Mg) — BG X M
die Abblldung mit den Komponenten p,, und 9. Wir miissen zeigen, daB y einé
h-Aquivalenz ist. Nun wird aber durch

[X, M) o= [X+, Mgy — [PO(X+), M]° =~ [P(X), M]

eine Glattung definiert, etwa «'. Aus 8. entnimmt man ba(«’') = [y] und dann au$
Lemma 3, daB y eine h-Aquivalenz ist.
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Ist 4. P(Mg) - BG x M eine punktierte Reproduktion, so induziert prs o y eine
Punktierte Abbildung f: PO(Mg) — M. Damit bilden wir fiir X e [ TG |

[X, Mol T [PO(X), PO(ME))0 L2 [PO(X), MJ0,
Die dadurch gegebene natiirliche Transformation sei ¢?(y).
10. Beweis von Satz 2 (b).
Lemma 5. Unter den Voraussetzungen von Safz 2 (b) ist die kanonische Abbildung
R: (EG x F|F")|EG x 0 —~ F[F'
eine h-Aquivalenz in TO(G).

Beweis. Wir haben das kommutative Diagramm

0 0
EGXF'——#F'.

Die senkrechten Abbildungen sind h-Cofaserungen in 7'(G) (und insbesondere auch
Elnbettungen vgl. Puppk [4]). Aus Lemma 3 entnimmt man, daB die Projektionen Ry
und Rp. einzeln h-Aquivalenzen in F (@) sind. Also ist (Rr, Rp-) eine h-Aquivalenz
in ey Kategorie der Paare (Purpr (4]) und mithin die Quotientabbildung

Rp/Rp: (EG % F)(EG X F')— F|F'
elne h.Aquivalenz in T9(G). Die stetige bijektive Abbildung
EGx FEG x F'— (BG x F|F')JEG % 0

I8t vielleicht kein Homsomorphismus, doch immer eine punktierte h-Aquivalenz.
as folgt durch eine sinnreiche Anwendung von PurpE [5], Hilfssatz 18 (in aqui-
Varianter ¥orm). Damit ist Lemma 5 bewiesen.
Sei j: M - Mg eine starke Reproduktion. Da M und Mg h-wohlpunktiert sind, ist

J: (BGx M,EGQ x 0)—~ (EG X Mg, EG X 0)
¢ine h-Aquivalenz von Paaren in T'(G). Aus einem Inversen erhalten wir
U: EGX Mg/lEGx 0 —>EG@X M/EGX 0
und nach Ubergang zu den Orbitraumen
u: PO(Mg) — PO(M).

Mit der kanonischen Projektion pr: PO(M) — M bilden wir v = pr o u. Die zu j ge-
hérige Glattung o ist durch [f] - [v o PO()] geueben

Sei § h-invers zu R und s = Q(S). Wir definieren eine zu o(F|F") inverse Abbil-
dung o’ wie folgt

(POF(F), M10- 0> [(FIF")|G, MY > (F[F', MYG—— (F[F", Mg)§.
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Wir weisen nur o'« = id nach. e’ = id ist leichter einzusehen. Wenn wir die De-
finitionen einsetzen, so erkennen wir, daB o'« = id mit

f~jovoPflosogq

(punktierte G-Homotopie) gleichwertig ist, hier durchliuft f die Abbildungen f:
F|F'— M¢. In dem Diagramm

QF[F") - POF|F')y -———> PO(M¢) - M

Po(f)
(K e e Vi
EG x F/F EG x Mg
’*47 -
FiF 57 TEGx0 axs. EG X0 pr Me

sind das linke und das mittlere Quadrat kommutativ und die untere Zeile ist homotop
zu f. Es bleibt die Kommutativitit des rechten Quadrates zu zeigen:

jvg~joprolU ~proJoU ~ pr.
Damit ist Satz 2 bewiesen.

Bemerkung. Unter geeigneten Voraussetzungen lokaler Art iiber das Paar (F, F')
ist fiir eine beliebige Glattung o (F/F’) bijektiv. Wir sind an Satz 2 (b) hauptsachlich
in Verbindung mit Satz 3 interessiert.

11. Beweis von Satz 3. Seien G und H kompakte Liesche Gruppen. Sei B(G, H)
der klassifizierende Raum fiir H-Prinzipalbiindel mit G-Operation. In [1], Satz in 6.1,
haben wir eine Homotopieiquivalenz (in 7') j: BH — B(G, H) angegeben, die nach
dem zitierten Satz als eine (unpunktierte) starke Reproduktion bezeichnet werden
kann (s. Bemerkung nach Lemma 2). Fiir einen stetigen, endlich-dimensionalen
reellen H-Modul V induziert j eine Biindelabbildung

jr: EHXgV >E(@G HyxyV
und eine Abbildung der zugehérigen Thom-Riume
m=M(jy): M(V)—>M(@G,V).
m ist dann nach Vergessen der G-Struktur eine h-Aquivalenz und folglich
idxm: EGXx M(V)-EQG X MG, V)

eine h-Aquivalenz in 7'(@) (s. Bemerkung nach Lemma 2). Es ist klar, dal Thom-
Réume h-wohlpunktiert sind (s. PuppE [3], 7. Satz 3). Damit ist Satz 3 bewiesen.

12, Wir werden die Ergebnisse dieser Arbeit auf die dquivariante unitdre Kobor-
dismen-Theorie U¥(X) anwenden. Sie gestatten die Konstruktion einer natiirlichen
Transformation

a: US(X) - U*((EG X X)/@),

die fiir freie @-Rdume X ein Isomorphismus ist. Ist X ein Punkt, so erhalten wir
speziell Invarianten fiir unitire G-Mannigfaltigkeiten, die in U* (BG) liegen. Die Be-
rechnung dieser Invarianten liefert zum Beispiel weitreichende algebraische Beziehun-
gen zwischen einer G-Mannigfaltigkeit und ihrer Fixpunktstruktur. Wir gewinnen
daraus Existenzsiitze fiir Fixpunkte.
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