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Orbittypen und ~iquivariante Homologie II 

Von 

TAMMO TOM DIECK 

1. Einleitung. Die in [8] eingeftihrten klassifizierenden R~ume fiir Familien yon 
Orbittypen sind grundlegend fiir die Untersuchung yon s Homologie- 
Theorien. Die Ylethode der Induktion fiber benachbarte Familien yon Orbittypen 
wurde besonders in der Bordismentheorie erfolgTeieh angewendet (Conner und 
Floyd [4], Stong [26], Wasserman [27]). Wir formulieren in Satz 1 dieser Arbeit eine 
allgemeine homotopie-theoretische Version des Induktionssehrittes. Bemerkenswert 
an diesem Satz scheint mir, dab man nicht im stabilen Bereich arbeiten muB. 

Wir wenden Satz 1 an, um einen Zerspaltungssatz (Satz 2) fiir ~quivariante 
stabile Homotopiemengen zu beweisen. Die Ergebnisse werden ffir die Analyse des 
Burnside-l~inges einer kompakten Lieschen Gruppe G verwendet [9]. Dieser Satz 
wurde fiir endliehe G yon Segal [25] angekfindigt und kfirzlieh auf anderem Wege 
auch yon Hausehild [16] bewiesen. 

Als weitere Anwendungen yon Satz 1 geben wir einen neuen Beweis (Satz 5) ffir 
einen Satz yon Wasserman [27] an, n~mlich eine homotopie-theoretische Besehreibung 
der geometrischen ~quivarianten Bordismentheorie. Als Anwendung davon zeigen 
wir, dab die sogenannte multiplikative Induktion mit der Bordismenrelation ver- 
tr~glich ist (Satz 6). 

2. Benaehbarte Familien yon 0rbittypen. Sei G eine kompakte Liesehe Gruppe. 
Seien F i  und Fz Familien yon Untergruppen yon G (immer abgesehlossen voraus- 
gesetzt), die um H benaehbart sind; das soll heiBen: F2 c F1 und F1 -- F2 besteht 
sus der Menge (H) der zu H konjugierten UntergTuppen. Wir haben in [8] einer 
solehen Familie F1 einen universellen G-l~aum EF1 zugeordnet. Wir wollen in dieser 
Arbeit start EF1 nur F1 sehreiben, da aus dem Zusammenhang hervorgeht, ob die 
Familie oder der Raum gemeint ist. Wir setzen immer voraus, dab F2 c Fz eine abge- 
schlossene G-Kofaserung ist. Insbesondere k6nnen wir nach [8] fiir F1 das Modell 

(1) F~ = (G • E W ) .  F2 

verwenden. Dabei haben wir in (1) folgende Bezeichnungen verwendet: W----.N/H, 
N Normalisator yon H in G; es ist EW wie fiblieh ein numerierbarer freier W-Raum, 
der kontrahierbar ist (Dold [11]); es beze ichnet ,  den Join mit der l~[ilnor-Topologie 
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(Milnor [20], Brown [3], 5.7). Verwenden wir das Modell (1) ffir F1, so sehen wir, dab 
die H-Fixpunktmenge Fz n yon F1 die Gestalt F~ = E W  hat (mit den Identifizierun- 
gen E W  = N • E W  c G • E W c  F1 ; vgl. Brown [3], 5.7.3). Generell ist die 
H-Fixpunktmenge N-invariante Teilmenge, tr/~gt also eine induzierte 2V/H-Opera- 
tion. Der ~Tbergang zu H-Fixpunkten liefert also auf der Ebene der punktierten 
~quivarianten Homotopiemengen eine Abbildung 

(2) b: IX, F1/F2 A y]O ~ [X~r, EW+ A yn]o  

bei Verwendung folgender Bezeichnungen: [X, y]o ist die Menge der punktierten 
G-Homotopieklassen X -+ Y ffir punktierte G-Rs X und Y; es ist Z + generell 
der Raum Z mit hinzugeffigtem separatem Grundpunkt; es ist A A B das smashed- 
Produkt (Brown [3], SeRe 165) der punktierten R/iume A und B. 

Unser Anliegen ist die Frage : Warm ist b bijektiv ? Wir zeigen, dab b im wesent- 
lichen immer bijektiv ist. Ans beweistechnischen GVinden mfissen wir gewisse 
topologische Voraussetzungen fiber X und Y machen, die sich wohl reduzieren, aber 
nicht vollst&ndig beseitigen lassen. 

Zun/~chst fiberlegen wir uns, dab wit yon vornherein nur eine eingesehr/~nkte 
Klasse yon R/~umen X betraehten mfissen. Da n/~mlich F1/F2 nach obiger Wahl yon 
F1 auBerhalb des Grundpunktes F2 nur den Isotropietyp (H) hat oder kleinere 
(bezfiglich Inklusion bis auf Konjugation; in Zeiehen < )  in F2 liegende, so ~_rd 
yon X ein Orbit mit einem Isotropietyp, der nicht kleinergleich (H) ist, auf den 
Grundpunkt abgebildet. Dividieren wir die abgeschlossene Menge X0 (falls X voll- 
st/~ndig regul/~r ist; siehe Palais [21], 1.7.21)dieser Orbits heraus, so ist die kanonisehe 
Abbildung 

[X/Xo, F1/F2 A y]o ~ [X, F1/F2 A Y]~, 

die dureh die Quotientabbildung X ~ X/Xo  induziert wird, bijektiv. Wir kSnnen 
und wollen deshalb ffir den folgenden Satz annehmen, dab X auBerhalb des Grund- 
punktes nur Isotropiegruppen in F1 hat. Dann ist X(H) : -~  {x e X I ( H ) <  (Gx)) 
eine abgeschlossene G-Teilmenge yon X,  wobei Gz die Isotropiegruppe im Punkt  x 
bezeichnet. 

Satz 1. Sei X wie eben beschrieben. Seien oHene Teilmengen yon X und X • [0, 1] 
parakomlgakt. Seien X (H)  c X  und X(H)  • [0, 1] tAX • {0, 1} c X  X [0, 1] G-Urn. 
gebungsretrakte. Sei die Inklusion des Grundpunktes in Y eine G-Ko/aserung. Dann ist 
b bijektiv. 

Der B e we i s  des Satzes erfolgt in mehreren Sehritten und nimmt den Rest des 
Abschnittes ein. 

(a) Die abgeschlossene G-Teilmenge D yon X umfasse X (H) und sei G-Umgebungs- 
retrakt. Dann l~Bt sieh jede G-Abbildung ]: D -+ F1/F2 A Y auf X erweitern. 

Beweis .  Da D G-Umgebungsretrakt ist, gibt es eine Erweiterung yon ] auf eine 
offene G-Umgebung U yon D in X, etwa [1- Da X -- D eine offene Teilmenge yon 
X ist, also auch parakompakt, und nur Isotropiegruppen in F2 hat, gibt es wegen 
der universellen Eigensehaft des Raumes F2 eine G-Abbildung ]0 : X -- D -+ 2'2. 
Die offene Uberdeckung (X --  D, U) yon X ist numerierbar. Sei (to, tl) eine Nume- 
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rierung durch G-invariante Funktionen. Dann ist 

h : X ---> .F~,  (F1/F2 A Y), 

x ~ to (x)/o (z) + tz (x)/1 (z) 

eine G-Abbildung, die / erweitert (Verwendung der Koordinatensehreibweise ffir den 
Join, Brown [3], Seite 158, und der kanonischen Einbettung [3], 5.7.3). 

Geben wir dem Join A .  B zweier R/iume A und B verm6ge 

A • I • B--->A . B:  (a , t ,b)~->ta-k  ( 1 - - t ) b  

die Quotienttopologie und bezeiehnen das Ergebnis mit A * B, so ist die mengen- 
theoretische Identit~t A * B--> A .  B stetig und eine Homotopie/~quivalenz. Ein 
Homotopieinverses kann auf den kanonischen Teilr/iumen A und B als Identit~t 
angenommen werden; so ist zum Beispiel 

t a  -k (1 -- t) b - + ~ ( t ) a  -k (1 -- :r b 

geeignet, wenn cr I --> I das Intervall [0, 1/3] auf 0, [2/3, 1] auf 1 und [1/3, 2/3] 
linear auf [0, 1] abbildet. Diese ~berle~o-angen zeigen, dab man / aueh zu einer Ab- 
bildung 

h: X ~ F2 * (FI/F~ A Y) 

erweitern kann. 
Bezeiehnet CA = I • A / (O)  • A den Kegel fiber A mit Teilraum A ---- (1) • A, 

so haben wir eine stetige Abbildung 

A * B--> (CA/A)  A B ,  

die auf Repr/isentanten dureh ta  -[- (1 -- t)b ~-> (t, a, b) gegeben ist. Setzen wir mit 
einer solehen Abbildung zusammen, so erhalten wir aus heine Abbildung 

: X --> CF2/F2 A (F1/F2 ^ Y ) .  

Mit der Einbettung 

i: B - - > C A / A  A B :  b~-> (0, . ,b) 

k6nnen wir sie immer noeh als Erweiterung yon / auffassen. 
Wir werden gleich unter (b) zeigen, dal3 die Einbettung 

i: F1/F~ A Y --> CF2/F2 A (F1/F2 A Y) 

eine G-Homotopie~quivalenz ist. Da es sich aui3erdem um eine G-Kofaserung handelt 
(wie man etwa aus den i~quivarianten Versionen yon [10] 3.9, 3.26 entnimmt), ist 
i ein starker G-Deformationsretrakt ([10], Satz 2.29). Man erh~lt also aus/c die ge- 
wfinsehte Erweiterung yon / .  

(b) Da Y naeh Voraussetzung einen niehtausgearteten Grundpunkt hat  (und 
CF2/-F2 und _El/F2 auch, siehe [10] 7.3) kSnnen wir nach der ~quivarianten Version 
yon Puppe [22], Satz 18 und Beweis, aueh die i entsprechende Abbildung 

F1/F2 A Y ---> (CF2/F2 A F1/F2) /~ Y 
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betraehten, d.h. es geniigt zu zeigen, dab 

i: F1/F2 --> CF2/F~ A F1/F~ 

eine G-Homotopiei~quivalenz ist. Die Abbildung wird  aber durch eine Abbildung 
yon Raumpaaren 

j :  (F~, F2) -~ ( C F 2  x Fi , F2 • Fi u CF2 • F2) 

induziert. Nach der &quivarianten Version yon [10], 2.32 geniigt es zu zeigen, dab 
die zu j gehSrenden Abbildungen der einzelnen R&ume G-Homotopieaquivalenzen 
sind. Fiir ~: 2'1 --> CF2 • 2'1 ist das klar, da CF2 zusammenziehbar ist. Fiir 

j :  F2 -~ F2 x Fi u CF~ x F2 

bemerken wir zun/ichst, dali diese Abbildung offenbar homotop zu der dutch die 
Diagonale d: 2"2 -->F2 x 2"2 gegeb,enen Abbildung ist. Nun sind aber die Teilabbildun- 
gen 

d: F~ -> F2 X 2"1, 

d: F2 ---> CF2 X F2, 

d: F2 ---> F2 x 2'1 n CF~ x F2 = F2 x F~ 

Homotopieiquivalenzen: Die erste und dritte wegen der universellen Eigensehaft 
yon F~ bzw. F1, die zweiCe wegen der Zusammenziehbarkeit yon CF2. Also ist aueh 
d: F2 ---> F2 X F1 L) CF2 x F2 eine Homotopie&quivalenz, was man etwa mittels [3], 
7.5.7 zeigt. 

(e) Naeh diesen u wenden wir uns dem eigentliehen Beweis des 
Satzes zu. Wir zeigen zuniChst, daB b surjektiv ist. Sei f0: X H "--> E W  + ̂  yH gegeben. 
Wir setzen mit der Inklusion EW + A yxz c F1/F2 ^ Y zusammen. Es gibt eine ein- 
deutig bestimmte Erweiterung yon f0 zu einer G-Abbildung ]: X (H) --> Fi/2"2 A Y 
(siehe Bredon [1] I. Theorem 3.3, II .  Theorem 5.9). Da nach Voraussetzung X ( H )  
ein G-Umgebungsretrakt yon X ist, l&Bt sieh naeh Teil (a) ] auf X erweitern. 

(d) Wir zeigen, dab b injektiv ist. Seien ]o, ]i : X -+ Fi/F2 A Y zwei G-Abbildungen, 
deren Einsehr&nkungen auf X H N-homotop sind, deren Einsehrinkungen auf 
X (H) also G-homotop sind. Eine Homotopie zusammen mit den Abbildungen I0 und 
]i liefert eine G-Abbildung ]: X ( H )  x I u X x {0, 1} --->Fi/F~. A Y. 

Wir wenden jetzt wiederum das unter (a) Bewiesene an, wobei wir X dutch X X I 
ersetzen und als D die Teilmenge X (H) X I u X X {0, 1 } verwenden. Es liBt sieh 
also ] auf X X I erweitern und liefert damit die gewiinsehte G-Homotopie zwisehen 
]o und l l "  

B e m e r k u n g .  In den Anwendungen wird die Abbildung (2) meist fiir den Fall 
gebraueht, dab X eine differenzierbare kompakte G-Mannigfaltigkeit ist. In  diesem 
Fall l~Bt sieh Satz 1 anwenden. Das folgt zum Beispiel daraus, dab X ein /iqui- 
varianter CW-Komplex ist (Illman [17]). 

3. Zerspaitung der ~iquivarianten Homotopie, Wit definieren zuniehst die fraglichen 
Homotopiegruppen und die Abbildung, die spiter den Zerspaltungsisomorphismus 
liefert. 
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Sei wieder G eine kompakte Liesehe Gruppe und X ein punktierter G-Raum. Die 
Gruppe con G (X) wird definiert als direkter Limes (=  Kolimes) 

(3) kolim IV  c A S n, V c A X]  ~ 

fiber G-~quivariante punktierte Homotopiemengen. In (3) verwenden wit folgende 
Bezeichnungen : V c ---- V w {oo) ist die Einpunkt-Kompaktifizierung des G-Moduls V 
mit  Grundpnnkt oo; es ist S n die n-Sphiire. Der Kolimes wird fiber die Kategorie 
der komplexen G-Moduln mid linearen G-Einbettungen unter Verwendung yon Ein- 
h~ngtmgen definiert: Ist /: V-+ W eine solche Einbettung, so w~hle man eine 
direkte Zerlegung W -~ U @ / V und defmiere den Kolimes mittels der Abbildungen 

[Vc A Sn, Vc A X ] ~  ~ [U~ A Y~ A Sn, U~ A V~ A X ] ~  
[Wc A S~, W~ A X]~. 

Das ist analog zu Konstruktionen in [7]. 
Eine eingehendere Diskussion zeigt, dab man auf diese Weise eine Homologie- 

Theorie erhglt, die fiber dem reellen Darstellungsring RO(G) graduiert ist (siehe 
Segal [25], Kosniowski [18], Hauschild [15]). Das ist nicht wiehtig ffir uns. Wir 
erlauben aber in o~(x) auch negative Werte yon n. Die fragiichen Gruppen werden 
so definiert, dab der fibliehe Einh~ngungs-Isomorphismus gilt. Der Einfachheit 
halber verwenden wir nur punktierte G-R~ume, ffir die die Inklusion des Grund- 
punktes eine G-Kofaserung ist. Ffir eine G-Cofaserung A c X benutzen wir aueh die 
Bezeiehnung con a ( X /A  ) =:  Wan ( X ,  A ). 

Wir definieren nun eine natfirliehe Transformation yon Homologie-Tl~eorien. Sei 
H < G (d.h. abgeschlossene Untergruppe), sei N = N H  der ~ormalisator yon G in 
H, sei W = W H  = N / H .  Sei L der Tangentialraum yon G/.N an der Restklasse N, 
versehen mit der N-Operation, die durch Linkstranslation yon N auf G/.N induziert 
wird. Sei ~H die Znsammensetzung der folgenden Abbildungen, die wir sogleich er- 
1/~utern 

~ow (EW + ̂  XH) --~(1) 
~ ( L ~  A EW+ A X) (~.~ 
co~((G x~v EW)+ A X) 7~  
~ ( x )  . 

Die Abbildung (1) wird durch die Inklusionen X H c X und E W + --> L c ^ E W + :  
e ~-> (0, e)induziert; auBerdem werden W-R~ume vermSge der Quotientabbildung 
N - +  W als N-R/~nme aufgefaBt. Die Abbildung (2) ist der in Wirthmfiller [28], 
Theorem 2.1, konstruierte Extensions-Isomorphismus. Die Abbildung (3) wird durch 
Projektion auf X induziert. 

Sei ~ = (~H) die Summe der Homomorphismen SH, wobei H ein vollst~ndiges 
System yon paarweise nicht-konjugierten Untergruppen yon G durchlguft. Es 
dfirfte klar sein, wie ~ als natfirliehe Transformation yon ~quivarianten Homologie- 
Theorien aufznfassen ist. 

Satz 2. Die natiirliche Trans]ormation 

~ : | ~o~'(EWH+ A XH) _~ o~ (X) 
(1:1) 

ist ein Isomorphismus.  
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Der B e we i s  wird in mehreren Schritten geffihrt. 

(a) Da ~ eine natorliehe Transformation yon Homologie-Theorien ist, genfigt es, 
die Isomorphie for benachbarte Familien yon Isotropie-Gruppen nachzuweisen, 
also for F1/F2 A Y wie sie in Abschnitt 2 betrachtet wurden. Einen Beweis for diese 
Behauptung finder man ausgeffihrt bei Hauschild [15]. Wir zeigen deshalb im 
folgenden, dal3 die Abbildungen (1) und (3) in der Definition yon ~ for R/iume der 
Form F1/F2 A Y Isomorphismen sind. Zun~ehst sehen wir, dab in diesem Fall nur 
hSehstens eine der Abbildungen ~H yon Null verschieden ist. 

(b) Seien F1 und F2 K-benaehbart. Dann gilt: Die Gruppen 

sind hSehstens dann ungleich Null, wenn (H) = (K). 

Beweis .  Wenn die Gruppe ungleieh Null ist, so ist speziell F~  nieht-leer, also H 
in F1 enthalten. W~re sogar H e F2, so w~ren F1 und F2 als H-R~ume homotopie- 
~quivalent (n~mlich zusammenziehbar); also w~ren auch ihre Fixpunktmengen 
homotopie~quivalent und das worde die besagte Gruppe zu Null machen. Bleibt 
nur der Fall H e F1 -- F2 fibrig, also (H) = (K). 

(c) Seien F1 und F2 H-benachbart. Wir zeigen, dal~ 

pr . :  c%a(g + A F1/F2 A Y) -+oJ~n(F1/F2 t, Y) 

ein Isomorphismus ist (Z :=  G •  

Beweis .  Wir unterdrficken das unwesentliche Y in den Bezeiehnungen und 
setzen co = co~. Wir gehen aus yon folgendem Diagramm 

to (Z • F1, Z • F2) -'~-> co (Z • CF2, Z • F2) 

lpr, lq 
co (F1, F2) ~ ~ (CZ • F2 t..) Z • CF~, CZ • F2). 

Diskussion ! Naeh [8], Satz 4, k5rmen wir for F1 den Raum (CZ • F2) u (Z • CF2) 
verwenden; die Inklusion F2 c F1 ist dann durch die Abbildung F2-> CZ • F2 
gegeben, deren erste Komponente alles auf den Kegelpunkt wirft und deren zweite 
Komponente die Identit/~t ist. Mit diesen Vereinbarungen wird r durch die Identit/~t 
induziert und q durch die Inklusion. Die Abbildung p wird durch eine Abbildung 
induziert, die auf Z die Identit/it ist, w/ihrend auf dem zweiten Faktor irgendeine 
Erweiterung yon F2 c CFg. auf F1 ---> CF2 gew/ihlt wird. Dann ist q ein Isomorphismus 
nach dem Ausschneidungssatz. Es ist p ein Isomorphismus, weft die beiden Abbildun- 
gen Z x F1 ~ Z x CF~ und Z • F2 --> Z X F2 Homotopie/iquivalenzen sind; das ist 
klar fOr die zweite; for die erste folgt es daraus, dal3 CF2 zusammenziehbar ist, und 
for jeden numerierbaren Raum Z mit Isotropie~uppen in F1 die Projektion 
Z • F1 --> Z eine Homotopie~quivalenz ist, wegen der universeUen Eigenschaft yon 
F1. Wenn wir nachweisen, dal3 das Diagramm kommutativ ist, haben wir somit 
gezeigt, dal3 pr .  ein Isomorphismus ist. Wir zeigen, dal~ die beiden Wege des Dia- 
grammes durch homotope Abbildungen induziert werden. Beide Abbildungen haben 
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ntimlieh die folgende Form : Die Abbildungen Z • F2 --> CZ • .F2 stud offenbar 
homotop. Die Abbfldungen Z • F1 ---> (CZ • F2) ~J (Z • CF2) "= F1 stud jeweils 
dureh die universelle Eigenschaft von /~1 bis auf Homotopie eindeutig bestimmt. 
DaB die fragliehen Abbildungen als Abbildungen yon Raumpaaren homotop stud, 
folgt jetzt so: Ftir etue G-Kofaserung A c B yon Fl-numerierbaren R~umen (zum 
Begriff siehe [8]) l~13t sieh jede Abbildung A --> F1 auf  B erweitern. 

(d) Wir zeigen nun, dal3 die Abbildung (1) 

~ w ( E w +  A XH) ~ co~(Lc A EW+ ^ X)  

in der Definition yon ~ etu Isomorphismus ist ffir X = .FI[F2 A Y und H-benaeh- 
barte 2'1, F2 und beenden damit den Beweis yon Satz 2. Eine inverse Abbildung 
wird auf repr~sentierenden Homotopiemengen durch Beschrtinkung auf die H-Fix- 
punktmenge gegeben, und diese Abbildung ist nach Satz 1 bijektiv. Man beachte ftir 
die Anwendung yon Satz 1, dal3 nut  der Nullpunkt yon L etu H-Fixpunkt ist, da 
die Komponente yon GIN s ,  die die Restklasse N enth~lt, nu t  aus etuem Punkt  be- 
steht, was etwa aus Conner und Floyd [5], 38.1, folgt. 

B e m e r k u n g .  Ftir endiiehe G mad X die Nullsph~re wird die Zerlegung yon 
Satz 2 bei Segal [25] angekiindigt (siehe auch Kosniowski [18] und dazu Hausehild 
[15].) Ftir beliebige kompakte Liesehe Gruppen, n = 0 und X die Nullsph~re ent- 
nimmt man die Zerlegmag yon o~(X) der Dissertation yon Rubinsztetu [23], wo 
allgemeiner unstabile tiquivariante Homotopiemengen zerlegt werden. Kiirzlich 
konnte Hausehild [16] das Satz 2 entspreehende Ergebnis ffir unstabile Homotopie- 
mengen dureh Transversalit~tsmethoden beweisen. 0bgleieh das Ergebnis yon 
Hauschild aUgemeiner ist als maser Satz 2, scheint mir die elementare Zurtiek- 
fiihrung auf den grundlegenden Hilfssatz Satz 1 methodiseh yon Interesse. Often 
bleibt die Frage, ob man das Ergebnis yon Hausehild aueh homotopie-theoretisch 
herleiten kann, etwa durch Verfetuerung der hier verwendeten Methoden. 

4. Transfer and r Ftir die Anwendungen auf den Burnside-Rtug ist es wichtig, 
die durch Satz 2 gegebene Zerlegung yon co0 a geometrisch genauer zu besehreiben. 

Zur Berechnung der Gruppen o o ~ ( E W  + A Y) erinnern wir daran, dab der Raum 
EW als geometrisehe Realisierung eines simplizialen Raumes erhalten werden kama, 
dessen n-Simplex-Raum W n+l ist (Segal [24]). 

Die Gertist-Filterung fiihrt in jeder Homologie-Theorie zu einer Spektralsequenz, 
deren El-Term fiir die Theorie co. a isomorph zu 

E 1 ~ ~w(~W~+l)+  ^ Y)  p > 0 

ist. Diese Gruppen stud nach dem sehon zitierten Isomorphismus yon Wirthmiiller 
[28], Theorem 2.1., isomorph zu eoq(M c a (W~) + A Y),  wobei eoq gewShnliehe stabile 
Homotopie bezeichnet und M der Tangentialraum yon Wim neutralen Element ist. 
Ffir n ---- Io ~ q = 0 und dim M > 0 stud also diese Gruppen Null, also ist in diesem 
Fall auch o ~ w ( E w  + ̂  :Y) = O. Ist dagegen W endiieh, so bleibt fiir n = io + q = 0 
einzig E~, 0 als yon ~ull  verschiedene Gruppe iibrig; der E2-Term ist in diesem Fall 
abet die Homologie der Gruppe W mit Koeffizienten im W-Modul ~o.(Y). (Der 
E1-Komplex ist die Bar.Konstruktion, s. NIacLane [19].) Ist  speziell Y die Null- 



u XXu 1975  Orbittypen und ~iquivariante Homologie II 657 

sphere, so haben wir damit das folgende Ergebnis erhalten. 

Satz 3. Es ist 

~.  f 0 ]alls d i m W > 0 ,  
(bow ( E W  +) 

--~ [ Z /alls d i m W = 0 .  

In der Zerlegung yon coo a := r P ein Punkt, bleiben somit nur die 
ooow H ( E W H  +) iibrig, fiir die W H  endiich ist. 

Wit wollen das Bfld der I = 1H bei tH: Z ~_ ooow~Z(EWH +) --> off o genauer be. 
schreiben. Bei dem Isomorphismus 

Z ~__- ~o0 (P+)~  Wo w (W +) --> co0 w (B W +) 

wird 1H auf folgendes Element abgebildet: Man wi~hle eine W-Einbettung ]: W -> V 
in  einen komplexen W-Modul V und bride damit eine Transfer-Abbildung 

]': Vc--+ W+ ^ V c. 

Mit ,,Transfer-Abbildung" meinen wir dabei eine Abbfldung, die bei Anwendung 
einer Flomologie-Theorie den kikrzlich yon Dold eingehend lmtersuchten Fixpullkt- 
Transfer induziert (Dold [13]) und die sieh ffir dell Spezialfall der Abbildung einer 
kompakten differenzierbaren G-Malmigfaltigkeit C auf einen Punkt so erhalten lgBt: 
Sei C c V eine G-Einbettung in einen G-Modul V mit Normalenbiindel v. Sei V*--->M(v) 
die in der Pontrjagin-Thom-Konstruktion iibliche Abbfldlmg auf den Thom-Raum, 
die aUes auBerhalb einer tubularen Umgebung auf einen Punkt wirft. Sei 

M (v) -+ M (z | v) ~ M+ ^ V~ 

durch den ~qutlschnitt des Tangentialbiindels yon M und die Isomorphie 

z Q v ~ M x  V 

induziert. Eine Abbfldung yore Typ V e --> M(v)- -~  M + ̂  V e, die so konstruiert 
wurde, nennen wir Transfer-Abbildung. Zusammensetzung mit der Projektion 
M+ ^ V e --> Ve liefert eine Abbilduag V c -> V c, deren stabile Klasse in w0 a den 
~quivarianten Fixpunkt-Index fiir M -+ Punkt im Sinne yon Dold [12] reprgsentiert. 

Satz 4. Das Bild yon 1H e Z ~--- wow~ ( E W H  +) in OOao bei $ s  ist der t ' i x p u n ~ . I n d e x  
yon G/H --> Punkt. 

Beweis. Ein Repr~sentant yon 1H e coow~(EWH +) ist 

Ve --> W+ AVc --> E W  + ̂  V r , 

gebildet mit der oben beschriebenen Transfer-Abbildung ]' mid einer Inklusion 
W -+ EW. Wir schlieBen die durch (0} c L induzierte Abbildung an und verwenden 
dann den Isomorphismus yon Wirthmiiller. Der Leser verifiziere, dab dabei folgendes 
Ergebnis entsteht: Sei die N-Operation auf V Einschr~nkung einer G-Operatiom 
Sei i: G/N r U eine G-Einbettung in einen G-Modul U und i': Uc -+ G+ AN U c eine 
resultierende Transfer-Abbildung. DaIm wird das fragliehe Element repr~sentiert 
durch 
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Uc AVc i~UvV )" (G+ AN U c) A V c ~  G+ AN (U~ A V~) 

a+AN(UCAj,) G A N (U c A W + A V c) ---N (G + A N E W  +) A U c A V c 

und diese Abbildung geht aus einer Transfer-Abbildung yon G/H zur Einbettung 

G/H ~--- G • N N / H  --> U • V ,  

(g, n) ~-> (ig, g in )  

hervor (unter Benutzung yon G • W c G )<NEW). (Mit dieser letzten Behauptung 
hat man fibrigens in einem Spezialfall die Transitivit/~t der Transfer-Konstruktion 
nachgerechnet.) 

5. Der Transversalitiitssatz yon Wasserman. Sei a ~k (X, Y) ffir ein G-Raumpaar 
(X, Y) die B0rdismengruppe der k-dimensionalen differenzierbaren singulgren 
G-Mamaigfaltigkeiten (M, 0M)-+ (X, Y), die zum Beispiel yon Stong in [26] aus- 
ffihrlich untersucht wurde. Ffir endliche oder abetsche G und (X, Y) -~ (Punkt, 0) 
hat Wasserman [27] eine homotopie-theoretische Beschreibung yon ~ angegeben. 
Wit wollen ffir den allgemeineren Fall der Gruppen ~ (X, Y) ein analoges Ergebnis 
yon neuem herleiten, insbesondere um die grundlegende Rolle yon Satz 1 hervor- 
zuheben. 

Zungchst definieren wir die ben6tigten Homotopiemengen. Sei Vein G-Modul. 
Das kanonische k-dimensionale Bfindel y~(V) fiber der GraBmannsehen Mannig- 
faltigkeit G~(V) der k-dimensionalen Unterr/~ume in V habe M~(V)  als Thom-Raum. 
Fiir einen punktierten G-Raum X betraehten wit einen direkten Limes fiber Homo- 
topiemengen der Form 

[Wc, Mjwl-k(W | ~ )  A X] ~ , 

wobei W ein komplexer G-Modul mit reeller Dimension ] W] ist. Der Limes wird 
fiber die folgende Kategorie gebildet: Objekte sind Paare (W, n), W komplexer 
G-Modul und n natfirliehe Zahl und ein Morphismus ~v: (V, m) -+ (W, n) ist nur fiir 
m --__ n gegeben, und zwar dutch eine lineare G-Einbettung ~0: V -+ W. 

Mit einem Komplement U yon ~ V in W bildet man die Abbildung 

~':  [V  c, M i v [ - k ( V  Q ~ m )  A X] 0 " ~  
y]o [U~ A Vq U~ A MIvI-~(V 0 ~  m) A ."~Ja (.2) 

[Wc, Miwi-~:(W |  A X] ~ ---+ 
[W~, MIwI-k(W | R'~) A X] ~ . 

Darin ist (1) das smashed-Produkt mit U e. (2) wird dutch U c A Vc~_ W e und die 
Abbildung 

U~ A Mivl -k(V |  _+ MIwl-k(W @Rm) 

induziert, die dutch die kanonisehe klassifizierende Abbildung 

~,lvl-~(V Q~'~)  | U--+ylwI- , (W @~") 

und ~bergang zu Thom-l~gumen gegeben wird. (3) wird dureh die Abbildung der 
Thom-I~/iume induziert, die dadureh gegeben wird, dal3 jedem Unterraum yon 
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W @ Rm der eiitspreeheiide Unterraum hi W (~ ]R n zugeordnet wird. Der direkte 
Limes fiber die ~0' werde mit 

~(x) 
bezeichnet. Fiir eine G-Kofaserung A c X setzen wir 

~ ( x ,  A) := ~ ( X / A ) .  

Das System ~a(_),  k e Z, der so auf punktierten G-R/iumen definierten Funktoren 
]gBt sich leicht zu einer Homologie-Theorie erg/~iizeii. Es gilt n~mlieb das 

Lamina. Fiir eine l~unlctierte Abbildung /: X - >  Y und die lcanonische Inldusion 
P/:  Y --+ Cf in den Abbildungslcegel ist die Sequenz 

exakt. Es gibt kanonische Isomorphismen 

~_~ (x) ~ ~ ( s ~  A x )  . 

Beweis. Ein Beweis l~Bt sieh fast wSrtlieh wie in [2], Seite 44--47, ffihren und 
mug deshalb hier nieht aufgezeiehnet werdeii. Wenn man den Beweis des Ein- 
h//ngungs-Isomorphismus nachvollzieht, erkemlt man, warum wir abweieheiid veil 
Wasserman [27] die Gruppe ga(X) durch einen Limes defmiert habeii. 

Die Poiitrjagin-Thom-Konstruktioii [2], III.1, definiert eine nattirliehe Trans- 
formation veil Homologie-Theorien 

~: ~ ( x ,  Y ) ~ ( x ,  r ) .  

Es ist wiehtig, folgende Besonderheit dieser Konstruktion hi unserem/~quivarianten 
Fall im Auge zu behalten: Ist Meine G-Mannigfaltigkeit, eingebettet in den G-Modul 
V, so besitzt das Normalenbfindel r dieser Einbettung eine klassifizierende Ab- 
bfldiiiig nach yk(V), /c = dim ~. Das durch die Pontrjagin-Thom-Konstruktion 
gelieferte Element liegt also in [Vr M~(V)] ~ Analoges gilt fiir singul/~re Maiiiiig- 
faltigkeiten ]: (M, OM) --> (X, Y). 

Satz 5. Sei G endlich. Dann ist die Abbildung 

: ~ ( x ,  :r) ~ ~ ( x ,  Y) 

ein Isomorphismus. 
Beweis .  Wie schoii beim Beweis yon Satz 2 geniigt es, die Isomorphie fiir l~aum- 

paare (F1 • X, 2"2 x X) IIaehzuweisen, wobei F1 und /e2 H-benachbarte Familieii 
sind. In diesem Fall k6nnen wir nk a mittels Satz 1 bereetmen, w//hrend sich ~a (X, Y) 
geometrisch bestimmen 1/~13t (Stoiig [26], 5.). Wir wenden Satz 1 auf die repr~seii- 
tierenden Homotopiemengen 

IVY, M~( V G ]R,~) ̂  _t'~lt'2 ^ X+]~ 

an. Wir ben6tigen eiiie Besehreibung der Fixpunktmeiige Mr(V @ ]Rn) zz. Wir zer- 
legen als H-Modul V O ]Rn = Vo O Vx in eineii trivialen Anteil Vo uncl eineii IIieht- 

42* 



660 T. TOM D~ECK ARCH. MATH. 

trivialen V1. Dann ist 

(3) Mr(V OF~n)H = V Ma(VO) A Gb(Vl) H+ , 

wobei die punktierte Summe (= wedge) V fiber alle (a, b) mit a + b = r erstreekt 
wird. Man hat einen G-Diffeomorphismus Go (V1) ~ G l v~l-b (VI), der naeh Wahl eines 
G-invarianten Skalarproduktes durch ~3bergang zum orthogonalen Komplement 
gegeben wird; diesen setzen wit in (3) ein, damit die Beschrgnkung auf die H-~ix- 
punktmenge mit der Limesbildung zur Definition yon n~ vertr/~glieh ist. Die Bijek- 
tionen (naeh Satz 1) 

[V c, Mlvi-k(V 0 F~n) A F1/F2 A X+] ~ 

[(VII) c, V 2~ra(Vo) AGIVzI-b(V1)It+ AEW+ AXtt+] 0 
a+b=lVl-,~ 

liefern nach Ubergang zum direkten Limes einen Isomorphismus 

n~(-~l • X, F2 • X ) ~  | n~.(EW • XH • F'H(BO~)). 
n+v=k 

Dabei ist 2'~ (BOy) die Bezeichnung yon Stong [26], Seite 10, ftir den klassifizierenden 
Raum yon v-dimensionalen N-Vektorraumbfindeln mit trivialer H-Operation auf 
der Basis und ohne trivialen H-Summanden in einer Faser. Ein entsprechender 
Isomorphismus wird in Stong [26], Corollary 5.2 (Seite 21) fiir ~ anstelle yon n naeh- 
gewiesen. Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion ist mit diesen Isomorphismen ver- 
tr~glich, was man aus einer zum Beweis von [7], Proposition 4.1, analogen Reehnung 
erkennt. Fiir freie W-Marmigfaltigkeiten gilt aber der Transversalit~tssatz in der 
iibliehen Form (fiir Verallgemeinerungen siehe Hausehild [16]), so daI~ daffir die 
Pontrjagin-Thom-Konstruktion in bekarmter Weise einen Isomorphismus yon der 
geometrisehen zur homotopisehen Bordismentheorie induziert. Damit ist Satz 5 
bewiesen. 

6. Multiplikative Induktion. Sei G eine endliehe Gruppe und H eine Untergruppe. 
Der Funktor yon G-R~umen zu H-R~umen, der dureh Einsehr~nkung der Gruppen- 
operation entsteht, hat einen Reehtsadjungierten, den wir multiplikative Induktion 
nermen und der folgendermal~en exptizit besehrieben werden kann: Ist X ein H- 
Raum, so wird der Raum HomH (G, X) der H-Abbildungen durch Reehtstranslation 
auf G ein G-Raum und X --> HomH(G, X) ist der fragliche Funktor auf Objekten. 
Als topologiseher Raum ist HomH (G, X) einfach ~ X, das kartesische Produkt yon 

q/lt 

]G/H] Exemplaren X, wobei I G/H[ der Index yon H in Gist. Wir erhalten einen 
l~unktor yon punktierten H-R~umen zu punktierten G.R~umen, indem wir Y den 
Raum A Y zuordnen und die G-Operation auf dem smashed-Produkt ,genauso" 

G/H 

definieren wie auf dem Produkt bei der multiplikativen Induktion. (Fiir eine formale 
Fassung dieser Definition siehe Dress [14], Seite 36.) Als eine wichtige Anwendung 
yon Satz 5 beweisen wir, daI~ die multiplikative Induktion mit der Bordismen- 
relation vertr~glieh ist. Fiir eine singul~re H-Mannigfaltigkeit/: M --> X ist 

Hom/t (G,/) : HomH (G, M) --> HomH (G, X) 

eine singul~re G-Mannigfaltigkeit. 
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Satz 6. Die ~nultiplilcative Indul~tion induziert eine Abbildung 

~ ( X )  -+ ~IG/~t~ (Hom~ (G, X)). 

Beweis .  Seien ]~: M~->X,  i = 0, 1, bordante H-Mannigfaltigkeiten. Die Pon- 
trjagin-Thom-Konstruktion l iefer t  daraus Abbildungen h~: V c ---> Mr(V) ^ X+, die 
(fiir einen geeignet reichhaltigen 1Kodul V) H-homotop sind. Wenden wit darauf den 
oben beschriebenen Funktor  yon punktierten H-R~umen zu punktierten G-R~umen 
an, so erhalten wir 

(Hom~(G, V))r A V c---> A (Mr(V) A X  +) 
q/tI G/H 

~_> A Mr(V) ^ H o m n ( G , X )  + 
G/H 

(1)Aid MrlG/Hl (Hom~ (G, V)) ^ HOmH (G, X) + 

wobei (1) die klassifizierende Abbildung ist. Es ist Homn(G, V) iibrigens die yon V 
induzierte Darstellung im Sinne der Darstellungstheorie yon Gruppen. Die Pon- 
trjagin-Thom-Konstruktion, angewendet auf die Einbettungen 

HomH (G, M~) c HomH (G, V), 

liefert gerade die oben aus den h~ konstruierten Abbildungen, die G-homotop sind, 
weil die h~ H-homotop waren. Wegen Satz 5 sind also die singul~ren G-YIannig- 
faltigkeiten HomH (G, f~) G-bordant. 

B e m e r k u n g .  Ein Spezialfall der multiplikativen Induktion ist die Zuordnung der 
r-ten Potenz M r mit  Operation der symmetrischen Gruppe zu M oder die geo. 
metrische Form der ~uBeren Steenrod-Operation ([6]). Aus allgemeinen Griinden 
(Dress [14], w 7) folgt, dab die multiplikative Induktion die l~/Iaekey-Eigenschaft hat. 
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