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Orbittypen und dquivariante Homologie II

Von

Tammo Tom Dirck

1. Einleitung. Die in [8] eingefiihrten klassifizierenden Riume fiir Familien von
Orbittypen sind grundlegend fiir die Untersuchung von dquivarianten Homologie-
Theorien. Die Methode der Induktion iiber benachbarte Familien von Orbittypen
wurde besonders in der Bordismentheorie erfolgreich angewendet (Conner und
Floyd [4], Stong [26], Wasserman [27]). Wir formulieren in Satz 1 dieser Arbeit eine
allgemeine homotopie-theoretische Version des Induktionsschrittes. Bemerkenswert
an diesem Satz scheint mir, dafl man nicht im stabilen Bereich arbeiten muf.

Wir wenden Satz 1 an, um einen Zerspaltungssatz (Satz 2) fir dquivariante
stabile Homotopiemengen zu beweisen. Die Ergebnisse werden fiir die Analyse des
Burnside-Ringes einer kompakten Lieschen Gruppe G verwendet [9]. Dieser Satz
wurde fiir endliche & von Segal [25] angekiindigt und kiirzlich auf anderem Wege
auch von Hauschild [16] bewiesen.

Als weitere Anwendungen von Satz 1 geben wir einen neuen Beweis (Satz 5) fiir
einen Satz von Wasserman [27] an, ndmlich eine homotopie-theoretische Beschreibung
der geometrischen dquivarianten Bordismentheorie. Als Anwendung davon zeigen
wir, dafBl die sogenannte multiplikative Induktion mit der Bordismenrelation ver-
traglich ist (Satz 6).

2. Benachbarte Familien von Orbittypen. Sei ¢ eine kompakte Liesche Gruppe.
Seien F; und Fp Familien von Untergruppen von G (immer abgeschlossen voraus-
gesetzt), die um H benachbart sind; das soll heien: Fy c F; und F; — F3 besteht
aus der Menge (H) der zu H konjugierten Untergruppen. Wir haben in [8] einer
solchen Familie F'; einen universellen G-Raum EF; zugeordnet. Wir wollen in dieser
Arbeit statt EFq nur F1 schreiben, da aus dem Zusammenhang hervorgeht, ob die
Familie oder der Raum gemeint ist. Wir setzen immer voraus, dall F; c F; eine abge-
schlossene G-Kofaserung ist. Insbesondere kénnen wir nach [8] fiir #; das Modell

(1) Fi1= (G xyEW)* F»
verwenden. Dabei haben wir in (1) folgende Bezeichnungen verwendet: W= N/H,

N Normalisator von H in G; es ist EW wie iblich ein numerierbarer freier W-Raum,
der kontrahierbar ist (Dold [11]); es bezeichnet % den Join mit der Milnor-Topologie
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(Milnor [20], Brown [3], 5.7). Verwenden wir das Modell (1) fiir F, so sehen wir, daf3
die H-Fixpunktmenge Ff von F; die Gestalt FZ = EW hat (mit den Identifizierun-
gen EW =N Xy EW cG xy EW c F1; vgl. Brown [3], 5.7.3). Generell ist die
H-Fizpunktmenge N-invariante Teilmenge, tragt also eine induzierte N/H-Opera-
tion. Der Ubergang zu H-Fixpunkten liefert also auf der Ebene der punktierten
dquivarianten Homotopiemengen eine Abbildung

@) b: [X, Fy/F2 A Y)%—[XH, EW+ A YEIY,

bei Verwendung folgender Bezeichnungen: [X, Y12 ist die Menge der punktierten
G-Homotopieklassen X — Y fiir punktierte G-Réume X und Y; es ist Z+ generell
der Raum Z mit hinzugefiigtem separatem Grundpunkt; es ist 4 A B das smashed-
Produkt (Brown [3], Seite 165) der punktierten Réume 4 und B.

Unser Anliegen ist die Frage: Wann ist b bijektiv ? Wir zeigen, daf b im wesent-
lichen immer bijektiv ist. Aus beweistechnischen Grinden miissen wir gewisse
topologische Voraussetzungen iiber X und Y machen, die sich wohl reduzieren, aber
nicht vollstindig beseitigen lassen.

Zunichst iberlegen wir uns, dall wir von vornherein nur eine eingeschrinkte
Klasse von Réumen X betrachten missen. Da namlich F/F» nach obiger Wahl von
F; auflerhalb des Grundpunktes Fs nur den Isotropietyp (H) hat oder kleinere
{beztiglich Inklusion bis auf Konjugation; in Zeichen <C) in F3 liegende, so wird
von X ein Orbit mit einem Isotropietyp, der nicht kleinergleich (H) ist, auf den
Grundpunkt abgebildet. Dividieren wir die abgeschlossene Menge X (falls X voll-
sténdig regulir ist; siche Palais [21], 1.7.21) dieser Orbits heraus, so ist die kanonische
Abbildung

[X/Xo,Fl/Fz A Y]%%[X, Fl/Fz A Y]g;,

die durch die Quotientabbildung X — X/X, induziert wird, bijektiv. Wir kénnen
und wollen deshalb fiir den folgenden Satz annehmen, daB X auBerhalb des Grund-
punktes nur Isotropiegruppen in F; hat. Dann ist X(H):= {x e X|(H) < (G2)}
eine abgeschlossene G-Teilmenge von X, wobei G, die Isotropiegruppe im Punkt x
bezeichnet. '

Satz 1. Sei X wie eben beschrieben. Seien offene Teilmengen von X und X x [0, 1]
parakompakt. Seien X (H)c X und X(H)x[0,1]U X x {0,1}c X x [0, 1] G-Um-
gebungsretrakte. Sei die Inklusion des Grundpunktes in Y eine G-Kofaserung. Dann ist
b bijektiv.

Der Beweis des Satzes erfolgt in mehreren Schritten und nimmt den Rest des
Abschnittes ein.

(a) Die abgeschlossene (-Teilmenge D von X umfasse X (H) und sei G-Umgebungs-
retrakt. Dann 148t sich jede G-Abbildung f: D — F1/Fan Y auf X erweitern.

Beweis. Da D @-Umgebungsretrakt ist, gibt es eine Erweiterung von f auf eine
offene G-Umgebung U von D in X, etwa f;. Da X — D eine offene Teilmenge von
X ist, also auch parakompakt, und nur Isotropiegruppen in Fs hat, gibt es wegen
der universellen Eigenschaft des Raumes F3 eine G-Abbildung fo: X — D - Fs.
Die offene Uberdeckung (X — D, U) von X ist numerierbar. Sei (fo, #;) eine Nume-



652 T. ToM DiECK ARCH. MATH.

rierung durch G-invariante Funktionen. Dann ist
h: X——)Fz*(Fl/Fz A Y),
z > bo () fo(2) + f1(2) f1(2)

eine G-Abbildung, die f erweitert (Verwendung der Koordinatenschreibweise fiir den
Join, Brown [3], Seite 158, und der kanonischen Einbettung [3], 5.7.3).
Geben wir dem Join 4 % B zweier Rdume 4 und B vermége

AXIXB->A%B: (a,t,b)—~ta+ (1 —1)b

die Quotienttopologie und bezeichnen das Ergebnis mit 4 * B, so ist die mengen-
theoretische Identitit 4 % B - 4 % B stetig und eine Homotopiedquivalenz. Ein
Homotopieinverses kann auf den kanonischen Teilrdumen A4 und B als Identitit
angenommen werden ; so ist zum Beispiel

ta+(1—8)b—a)a+ (1 —a())d

geeignet, wenn «: I — I das Intervall [0, 1/3] auf 0, [2/3, 1] auf 1 und [1/3, 2/3]
linear auf [0, 1] abbildet. Diese Uberlegungen zeigen, dal man f auch zu einer Ab-
bildung

h: X—)Fz;(F]_/le\ Y)
erweitern kann.

Bezeichnet C4 = I x A/{0} X A den Kegel iiber 4 mit Teilraum 4 = {1} x 4,
so haben wir eine stetige Abbildung

A% B> (C4/4)r B,

die auf Reprisentanten durch e + (1 — £)b > (I, a, b) gegeben ist. Setzen wir mit
einer solchen Abbildung zusammen, so erhalten wir aus # eine Abbildung

k: X —~CF3/Fon (F1fFsn Y).
Mit der Einbettung
i: B—>CA[A A B: b~ (0,%,b)

kénnen wir sie immer noch als Erweiterung von f auffassen.
Wir werden gleich unter (b) zeigen, dafl die Einbettung

it FyjFyn Y —> OFaFay n (F1/F3 0 T)

eine G-Homotopieiquivalenz ist. Da es sich auerdem um eine G-Kofaserung handelt
(wie man etwa aus den dquivarianten Versionen von [10] 3.9, 3.26 entnimmt), ist
¢ ein starker G-Deformationsretrakt ([10], Satz 2.29). Man erhalt also aus k die ge-
wiinschte Erweiterung von f.

(b) Da Y mnach Voraussetzung einen nichtausgearteten Grundpunkt hat (und
CF3/Fy und F1/F; auch, sieche [10] 7.3) kénnen wir nach der dquivarianten Version
von Puppe [22], Satz 18 und Beweis, auch die ¢ entsprechende Abbildung

F1/Fon Y — (CF3/FanF1JF3) A Y
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betrachten, d.h. es geniigt zu zeigen, daf
i: Fl/F2~>CF2/F2AF1/F2

eine (-Homotopiedquivalenz ist. Die Abbildung wird aber durch eine Abbildung
von Raumpaaren

it (F1, F2) = (CF2 X F1, Fa X F1 U OF3 X Fy)

induziert. Nach der dquivarianten Version von [10], 2.32 geniigt es zu zeigen, daB
die zu § gehérenden Abbildungen der einzelnen Riume G-Homotopiedquivalenzen
sind. Fiir §: F1 — CFg X F; ist das klar, da CF3 zusammenziehbar ist. Fir

j: F2—>F2XF1UOF2XF2

bemerken wir zunichst, daB diese Abbildung offenbar homotop zu der durch die
Diagonale d: Fg — F3 X F3 gegebenen Abbildung ist. Nun sind aber die Teilabbildun-
gen

d: F 9 —> Fox Fq,

d: F2—>CF2XF2,

d: Fo>FoxX F1NCFyg X Fg=Fogx Fs

Homotopiedquivalenzen: Die erste und dritte wegen der universellen Eigenschaft
von Fa bzw. Fy, die zweite wegen der Zusammenziehbarkeit von CFjy. Also ist auch
d: Fo — F3 x F1 U CF3 X Fy eine Homotopieaquivalenz, was man etwa, mittels [3],
7.5.7 zeigt.

(¢) Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns dem eigentlichen Beweis des
Satzes zu. Wir zeigen zunéchst, daB b surjektiv ist. Sei fo: XH — EW+ A YH gegeben.
Wir setzen mit der Inklusion EW+ A YH c F1/Fo A Y zusammen. Es gibt eine ein-
deutig bestimmte Erweiterung von fo zu einer G-Abbildung f: X (H) — F1/Fan Y
(siche Bredon [1] I. Theorem 3.3, IL. Theorem 5.9). Da nach Voraussetzung X (H)
ein G-Umgebungsretrakt von X ist, 148t sich nach Teil (a) f auf X erweitern.

(d) Wir zeigen, daB b injektiv ist. Seien fp, f1: X — F1/F2 A Y zwei G-Abbildungen,
deren Einschrénkungen auf XH N-homotop sind, deren FEinschrinkungen auf
X (H) also G-homotop sind. Eine Homotopie zusammen mit den Abbildungen fo und
f1 liefert eine G-Abbildung f: X (H)x I U X X {0,1} > F1/F2 7 Y.

Wir wenden jetzt wiederum das unter (a) Bewiesene an, wobei wir X durch X x
ersetzen und als D die Teilmenge X (H) x I U X x {0, 1} verwenden. Es 1aBt sich
also f auf X x I erweitern und liefert damit die gewiinschte G-Homotopie zwischen
f() und f]_ .

Bemerkung. In den Anwendungen wird die Abbildung (2) meist fiir den Fall
gebraucht, daB X eine differenzierbare kompakte (-Mannigfaltigkeit ist. In diesem
Fall 148t sich Satz 1 anwenden. Das folgt zum Beispiel daraus, daB X ein aqui-
varianter CW-Komplex ist (Illman [17]).

3. Zerspaltung der dquivarianten Homotopie. Wir definieren zunichst die fraglichen
Homotopiegruppen und die Abbildung, die spater den Zerspaltungsisomorphismus
liefert. ’
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Sei wieder G eine kompakte Liesche Gruppe und X ein punktierter G-Raum. Die
Gruppe wf(X) wird definiert als direkter Limes (= Kolimes)

(8) kolim [ Ve A 87, Ve p XT3

iiber G-dquivariante punktierte Homotopiemengen. In (3) verwenden wir folgende
Bezeichnungen: V¢ = V U {co} ist die Einpunkt-Kompaktifizierung des G-Moduls ¥
wit Grundpunkt co; es ist S die n-Sphire. Der Kolimes wird iiber die Kategorie
der komplexen G-Moduln und linearen G-Einbettungen unter Verwendung von Ein-
hangungen definiert: Ist f: ¥V — W eine solche Einbettung, so wihle man eine
direkte Zerlegung W = U @ fV und definiere den Kolimes mittels der Abbildungen

[VenSn, Ven X1g—em= [Uen VenSn, Uen Ver X]ho
o [WenSn, Wep X%,
Das ist analog zu Konstruktionen in [7].

Eine eingehendere Diskussion zeigt, dall man auf diese Weise eine Homologie-
Theorie erhalt, die iiber dem reellen Darstellungsring EO(G) graduiert ist (siehe
Segal [25], Kosniowski [18], Hauschild [15]). Das ist nicht wichtig fir uns. Wir
erlauben aber in @ (z) auch negative Werte von n. Die fraglichen Gruppen werden
so definiert, daB der iibliche Einhdngungs-Isomorphismus gilt. Der Einfachheit
halber verwenden wir nur punktierte G-Raume, fur die die Inklusion des Grund-
punktes eine G-Kofaserung ist. Fiir eine G-Cofaserung 4 ¢ X benutzen wir auch die
Bezeichnung w$ (X/4) =: w$(X, 4).

Wir definieren nun eine natiirliche Transformation von Homologie-Theorien. Sei
H < @ (d.h. abgeschlossene Untergruppe), sei N = NH der Normalisator von ¢ in
H, sei W= WH = N[H. Sei L der Tangentialraum von G/N an der Restklasse N,
versehen mit der NV-Operation, die durch Linkstranslation von &N auf G/N induziert
wird. Sei {y die Zusammensetzung der folgenden Abbildungen, die wir sogleich er-
lautern

oF (EW+ A XH) o
ol (Le A EW+ A X) =
WS(@ Xy EWY 1 X) &
of(X).

Die Abbildung (1) wird durch die Inklusionen XH c X und EW+ — Lea EW+:
e — (0, ) induziert; aullerdem werden W-Raume vermige der Quotientabbildung
N — W als N-Riume aufgefaBt. Die Abbildung (2) ist der in Wirthmiller [28],
Theorem 2.1, konstruierte Extensions-Isomorphismus. Die Abbildung (3) wird durch
Projektion auf X induziert.

Sei { = ({y) die Summe der Homomorphismen [z, wobei H ein vollstindiges
System von paarweise nicht-konjugierten Untergruppen von G durchlduft. Es
diirfte klar sein, wie { als natiirliche Transformation von dquivarianten Homologie-
Theorien aufzufassen ist.

Satz 2. Die natiirliche Transformation

¢ @ wFE(EWH* A XH) » 0f (X)
(H)
tst esn Isomorphismus.
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Der Beweis wird in mehreren Schritten gefiihrt. »

(a) Da { eine natirliche Transformation von Homologie-Theorien ist, gentigt es,
die Isomorphie fiir benachbarte Familien von Isotropie-Gruppen nachzuweisen,
also fiir F1/F3 A Y wie sie in Abschnitt 2 betrachtet wurden. Einen Beweis fiir diese
Behauptung findet man ausgefithrt bei Hauschild [15]. Wir zeigen deshalb im
folgenden, daf8 die Abbildungen (1) und (3) in der Definition von { fir Riume der
Form F,/F2 » Y Isomorphismen sind. Zunichst sehen wir, daB in diesem Fall nur
hochstens eine der Abbildungen {7 von Null verschieden ist.

(b) Seien F; und Fy K-benachbart. Dann gilt: Die Gruppen
oY (EW+AFE[FE 5 YH)
sind héchstens dann ungleich Null, wenn (H) = (X).

Beweis. Wenn die Gruppe ungleich Null ist, so ist speziell FZ nicht-leer, also H
in F; enthalten. Ware sogar H € Fz, so wiren F; und F; als H-Riaume homotopie-
dquivalent (namlich zusammenziehbar); also wiren auch ihre Fixpunktmengen
homotopiedquivalent und das wiirde die besagte Gruppe zu Null machen. Bleibt
nur der Fall H € F; — Fy tibrig, also (H) = (K).

(¢) Seien Fy und F3 H-benachbart. Wir zeigen, dafl
pry: wl(Z+ A F1/Fe 0 Y) > (F1/F2 7 Y)

ein Isomorphismus ist (Z := G Xyg E(WH)).
Beweis. Wir unterdriicken das unwesentliche Y in den Bezeichnungen und
setzen w = w%. Wir gehen aus von folgendem Diagramm

w(Z X F1,Z X F2) 3~ w(Zx CF3,Z X F3)

lpl‘* lq
- w(F1,F) 77 w(0Z X FoUZ X CFy,CZ X Fy).

Diskussion ! Nach [8], Satz 4, kénnen wir fiir F'; den Raum (CZ x Fs) U (Z X CF3)
verwenden; die Inklusion Fgpc F; ist dann durch die Abbildung Fg — CZ x Fy
gegeben, deren erste Komponente alles auf den Kegelpunkt wirft und deren zweite
Komponente die Identitat ist. Mit diesen Vereinbarungen wird r durch die Identitat
induziert und ¢ durch die Inklusion. Die Abbildung » wird durch eine Abbildung
induziert, die auf Z die Identitit ist, wahrend auf dem zweiten Faktor irgendeine
Erweiterung von Fy ¢ CFg auf F; — OF3 gewéhlt wird. Dann ist ¢ ein Isomorphismus
nach dem Ausschneidungssatz. Es ist p ein Isomorphismus, weil die beiden Abbildun-
gen Z X Fy —Z X CFy und Z X Fy — Z X Fy Homotopiedquivalenzen sind; das ist
klar fiir die zweite; fir die erste folgt es daraus, daB CFy zusammenziehbar ist, und
fir jeden numerierbaren Raum Z mit Isotropiegruppen in F, die Projektion
Z X F1 —Z eine Homotopiedquivalenz ist, wegen der universellen Eigenschaft von
Fy. Wenn wir nachweisen, daf das Diagramm kommutativ ist, haben wir somit
gezeigt, daB pr, ein Isomorphismus ist. Wir zeigen, daBl die beiden Wege des Dia-
grammes durch homotope Abbildungen induziert werden. Beide Abbildungen haben
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namlich die folgende Form: Die Abbildungen Z X Fy — CZ X Fy sind offenbar
homotop. Die Abbildungen Z X Fy1— (CZ X Fg) U (Z x CF3) = F; sind jeweils
durch die universelle Eigenschaft von F1 bis auf Homotopie eindeutig bestimmt.
DaB die fraglichen Abbildungen als Abbildungen von Raumpaaren homotop sind,
folgt jetzt so: Fur eine G-Kofaserung 4 c B von Fi-numerierbaren Riumen (zum
Begriff siehe [8]) 148t sich jede Abbildung A — ¥, auf B erweitern.

(d) Wir zeigen nun, dafl die Abbildung (1)
o7 (BEW+ » XH) — o (Le A EW+ A X)

in der Definition von {y ein Isomorphismus ist fiir X = F1/F3 A Y und H-benach-
barte F1, F2 und beenden damit den Beweis von Satz 2. Eine inverse Abbildung
wird auf reprisentierenden Homotopiemengen durch Beschrinkung auf die H-Fix-
punktmenge gegeben, und diese Abbildung ist nach Satz 1 bijektiv. Man beachte fir
die Anwendung von Satz 1, daB nur der Nullpunkt von L ein H-Fixpunkt ist, da
die Komponente von G/NE, die die Restklasse N enthilt, nur aus einem Punkt be-
steht, was etwa aus Conner und Floyd [5], 38.1, folgt.

Bemerkung. Fir endliche ¢ und X die Nullsphire wird die Zerlegung von
Satz 2 bei Segal [25] angekiindigt (sieche auch Kosniowski [18] und dazu Hauschild
[15].) Fir beliebige kompakte Liesche Gruppen, #n = 0 und X die Nullsphire ent-
nimmt man die Zerlegung von w§(X) der Dissertation von Rubinsztein [23], wo
allgemeiner unstabile #quivariante Homotopiemengen zerlegt werden. Kiirzlich
konnte Hauschild [16] das Satz 2 entsprechende Ergebnis fiir unstabile Homotopie-
mengen durch Transversalititsmethoden beweisen. Obgleich das Ergebnis von
Hauschild allgemeiner ist als unser Satz 2, scheint mir die elementare Zuriick-
fithrung auf den grundlegenden Hilfssatz Satz 1 methodisch von Interesse. Offen
bleibt die Frage, ob man das Ergebnis von Hauschild auch homotopie-theoretisch
herleiten kann, etwa durch Verfeinerung der hier verwendeten Methoden.

4. Transfer und w§. Fiir die Anwendungen auf den Burnside-Ring ist es wichtig,
. die durch Satz 2 gegebene Zerlegung von of geometrisch genauer zu beschreiben.
Zur Berechnung der Gruppen ol (EW+ A Y) erinnern wir daran, daB der Raum
EW als geometrische Realisierung eines simplizialen Raumes erhalten werden kann,
dessen 7n-Simplex-Raum W7+l ist (Segal [24]).
Die Geriist-Filterung fiihrt in jeder Homologie-Theorie zu einer Spektralsequenz,

deren El-Term fiir die Theorie w$ isomorph zu

B ~ qu((Wp+1)+A '_Y) , p=0,

D=

ist. Diese Gruppen sind nach dem schon zitierten Isoraorphismus von Wirthmiiller
[28], Theorem 2.1., isomorph zu wq(M¢ A {W2)+ A Y), wobei wy gewShnliche stabile
Homotopie bezeichnet und M der Tangentialraum von W im neutralen Element ist.
Firn = p + ¢ = 0 und dim M > 0 sind also diese Gruppen Null, also ist in diesem
Fall auch wl (EW+ A Y) = 0. Ist dagegen W endlich, so bleibt fiir n =p + ¢=10
einzig B¢ ; als von Null verschiedene Gruppe iibrig; der £2-Term ist in diesem Fall
aber die Homologie der Gruppe W mit Koeffizienten im W-Modul w, (Y). (Der
E,-Komplex ist die Bar-Konstruktion, s. MacLane [19].) Ist speziell ¥ die Null-
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sphire, so haben wir damit das folgende Ergebnis erhalten.

Satz 3. Es st

0 falls dim W >0
w ~ )
wg (BW*) = { Z falls dim W =0.

In der Zerlegung von «f:= w§(P+), P ein Punkt, bleiben somit nur die
w2 (EWH*) ibrig, fir die WH endlich ist.

Wir wollen das Bild der 1 = 1y bei {y: Z~ ol F(EWH+) — w§ genauer be-
schreiben. Bei dem Isomorphismus

L~ wo(Pt) =2 off (W) — ol (EWH)

wird 1z auf folgendes Element abgebildet: Man wihle eine W-Einbettung j: W — V
'in einen komplexen W-Modul ¥ und bilde damit eine Transfer-Abbildung

' Ve—sW+aVe.

Mit ,,Transfer-Abbildung” meinen wir dabei eine Abbildung, die bei Anwendung
einer Homologie-Theorie den kiirzlich von Dold eingehend untersuchten Fixpunkt-
Transfer induziert (Dold [13]) und die sich fiir den Spezialfall der Abbildung einer
kompakten differenzierbaren G-Mannigfaltigkeit C' auf einen Punkt so erhalten 148t :
Sei C c V eine G-Einbettung in einen G-Modul ¥ mit Normalenbiindel ». Sei V¢ — M (v)
die in der Pontrjagin-Thom-Konstruktion iibliche Abbildung auf den Thom-Raum,
die alles auBerhalb einer tubularen Umgebung auf einen Punkt wirft. Sei

My)>MT D) M+ A Ve
durch den Nullschnitt des Tangentialbiindels von M und die Isomorphie
Ty M XV

induziert. Eine Abbildung vom Typ V¢ — M(y) - M+ A Ve, die so konstruiert
wurde, nennen wir Transfer-Abbildung. Zusammensetzung mit der Projektion
M+AVe—> Ve liefert eine Abbildung V¢ — V¢, deren stabile Klasse in of den
aquivarianten Fixpunkt-Index fiir M — Punkt im Sinne von Dold [12] reprisentiert.

Satz 4. Das Bild von 1y € Lo ol B (EWH*) in of bei Ly ist der Fizpunkt-Index
von G/H — Punkt.

Beweis. Ein Reprisentant von 1z € ol Z (EWH") ist
Ve W+aAVes>EW+ATe,

gebildet mit der oben beschriebenen Transfer-Abbildung j' und einer Inklusion
W — EW. Wir schliefen die durch {0} c L induzierte Abbildung an und verwenden
dann den Isomorphismus von Wirthmiiller. Der Leser verifiziere, daB dabei folgendes
Ergebnis entsteht: Sei die N-Operation auf V Einschrinkung einer G-Operation.
Sei i: G/N c U eine G-Einbettung in einen G-Modul U und i’: U¢ -G+ ay U¢ eine
resultierende Transfer-Abbildung. Dann wird das fragliche Element reprisentiert
durch
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Uen Vo5 (G an US) A Ve Gt ay (Ue V)
@iy G AN (U A WHA Vo) — (G ay EW*)n Uea Ve,
und diese Abbildung geht aus einer Transfer-Abbildung von G/H zur Einbettung
G H=G@XyNH->UXT,
(g:m) (19, 9§ n)

hervor (unter Benutzung von G Xy W c G xy EW). (Mit dieser letzten Behauptung
hat man ibrigens in einem Spezialfall die Transitivitat der Transfer-Konstruktion
nachgerechnet.)

5. Der Transversalititssatz von Wasserman. Sei R¢(X, Y) fir ein G-Raumpaar
(X, Y) die Bordismengruppe der k-dimensionalen differenzierbaren singuliren
G-Mannigfaltigkeiten (M, 9M) — (X, Y), die zum Beispiel von Stong in [26] aus-
fithrlich untersucht wurde. Fir endliche oder abelsche @ und (X, Y) = (Punkt, 0)
hat Wasserman [27] eine homotopie-theoretische Beschreibung von %¢ angegeben.
Wir wollen fiir den allgemeineren Fall der Gruppen N¢ (X, Y) ein analoges Ergebnis
von neuem herleiten, insbhesondere um die grundlegende Rolle von Satz 1 hervor-
zuheben.

Zunichst definieren wir die bendtigten Homotopiemengen. Sei V ein G-Modul.
Das kanonische k-dimensionale Biindel yx(V) iber der GraBmannschen Mannig-
faltigkeit Gy (V) der k-dimensionalen Unterriume in ¥ habe M (V) als Thom-Raum.
Fiir einen punktierten G-Raum X betrachten wir einen direkten Limes iiber Homo-
topiemengen der Form

[Wc! M1W1~k(W @Rn) A X]g' s

wobei W ein komplexer G-Modul mit reeller Dimension | W| ist. Der Limes wird
iber die folgende Kategorie gebildet: Objekte sind Paare (W, n), W komplexer
G-Modul und % natiirliche Zahl und ein Morphismus ¢: (V, m) — (W, =) ist nur fiir
m = n gegeben, und zwar durch eine lineare G-Einbettung ¢: V — W.

Mit einem Komplement U von ¢V in W bildet man die Abbildung

@' [Ve, Myy1-(V ®@Rm) » X]% o
[UenVe,Uerh My —x(V @R™) A X165
[(We, M\wi—x(W @Rm) n X]5, @

(We, M- (W @R?) n X]3 .
Darin ist (1) das smashed-Produkt mit Uc. (2) wird durch U¢a Ve W¢ und die
Abbildung
Ue rh Myyi—r(V ©R™) — My (W @ Rm)
induziert, die durch die kanonische klassifizierende Abbildung
yivi-x(V @R™) @ U — yiwi—x (W DR™)

und Ubergang zu Thom-Riumen gegeben wird. (3) wird durch die Abbildung der
Thom-Raume induziert, die dadurch gegeben wird, daB jedem Unterraum von
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W @ Rm™ der entsprechende Unterraum in W @ R» zugeordnet wird. Der direkte
Limes iiber die ¢’ werde mit

g (X)
bezeichnet. Fiir eine G-Kofaserung 4 c X setzen wir

(X, 4):=af(X[4).

Das System 7§ (—), k € Z, der so auf punktierten G-Réaumen definierten Funktoren
146t sich leicht zu einer Homologie-Theorie ergénzen. Es gilt namlich das

Lemma. Fir eine punktierte Abbildung f: X — Y und die kanonische Inklusion
Pf: Y — Crin den Abbildungskegel ist die Sequenz
78 (X) 77> 58 (Y) @7, 8 (C9)
exakt. Es gibt kanonische Isomorphismen
| A8y (X) s (81 1 X).

Beweis. Ein Beweis 148t sich fast wortlich wie in [2], Seite 44—47, fihren und
mufl deshalb hier nicht aufgezeichnet werden. Wenn man den Beweis des Ein-
héngungs-Isomorphismus nachvollzieht, erkennt man, warum wir abweichend von
Wasserman [27] die Gruppe #§(X) durch einen Limes definiert haben.

Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion [2], IIL.1, definiert eine natiirliche Trans-
formation von Homologie-Theorien

n: RYX,Y)>n(X, Y).

Es ist wichtig, folgende Besonderheit dieser Konstruktion in unserem dquivarianten
Fall im Auge zu behalten: Ist M eine G-Mannigfaltigkeit, eingebettet in den G-Modul .
V, so besitzt das Normalenbiindel » dieser Einbettung eine Kklassifizierende Ab-
bildung nach yz(V), k= dim». Das durch die Pontrjagin-Thom-Kounstruktion
gelieferte Element liegt also in [V¢, My (V)]%. Analoges gilt fiir singulire Mannig-
faltigkeiten f: (M, 0M) — (X, Y).

Satz 5. Set G endlich. Dann ist die Abbildung
m: RE(X,Y)—>nf(X, )

ein Isomorphismus.

Beweis. Wie schon beim Beweis von Satz 2 gentigt es, die Isomorphie fiir Raum-
paare (Fy X X, Fg X X} nachzuweisen, wobei F1 und Fs H-benachbarte Familien
sind. In diesem Fall kénnen wir #§ mittels Satz 1 berechnen, wihrend sich ¢ (X, )
geometrisch bestimmen 148t (Stong [26], 5.). Wir wenden Satz 1 auf die reprisen-
tierenden Homotopiemengen

Ve, My (V ©R") n F1/Fp A X*]5

an. Wir benétigen eine Beschreibung der Fixpunktmenge M, (V @ R#)H. Wir zer-
legen als H-Modul V @ R» = Vo @ V3 in einen trivialen Anteil Vo und einen nicht-

42%
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trivialen V3. Dann ist
3) M (V @R =V My(Vo) A Go(V1)HH,

wobei die punktierte Summe (= wedge) V tiber alle (@, b) mit @ + b = r erstreckt
wird. Man hat einen G-Diffeomorphismus Gy (V1) = Gy, (V1), der nach Wahl eines
G-invarianten Skalarproduktes durch Ubergang zum orthogonalen Komplement
gegeben wird; diesen setzen wir in (3) ein, damit die Beschrinkung auf die H-Fix-
punktmenge mit der Limesbildung zur Definition von #§ vertriglich ist. Die Bijek-
tionen (nach Satz 1)

[VC,MIVI_];(V@R")AFl/FgAX""J%—) )

[(VE), V  Ma(Vo) AG py s (V1)E+ A EW+ £ XEH] G,

a+b=|P|-%

liefern nach Ubergang zum direkten Limes einen Isomorphismus

wf(Fix X, Fax X)) @ kn‘,f(EW X XH x Fg(BOy)).

nto=

Dabei ist Fg (BOy) die Bezeichnung von Stong [26], Seite 10, fiir den klassifizierenden
Raum von v-dimensionalen N-Vektorraumbindeln mit trivialer H-Operation auf
der Basis und ohne trivialen H-Summanden in einer Faser. Ein entsprechender
Isomorphismus wird in Stong [26], Corollary 5.2 (Seite 21) fir 9 anstelle von n nach-
gewiesen. Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion ist mit diesen Isomorphismen ver-
triglich, was man aus einer zum Beweis von [7], Proposition 4.1, analogen Rechnung
erkennt. Fir freie W-Mannigfaltigkeiten gilt aber der Transversalitdtssatz in der
iiblichen Form (fiir Verallgemeinerungen siche Hauschild [16]), so daB dafir die
Pontrjagin-Thom-Konstruktion in bekannter Weise einen Isomorphismus von der
geometrischen zur homotopischen Bordismentheorie induziert. Damit ist Satz 5
bewiesen.

6. Multiplikative Induktion. Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe.
Der Funktor von G-Riumen zu H-Riumen, der durch Einschrinkung der Gruppen-
operation entsteht, hat einen Rechtsadjungierten, den wir multiplikative Induktion
nennen und der folgendermaBen explizit beschrieben werden kann: Ist X ein H-
Raum, so wird der Raum Hompg (G, X) der H-Abbildungen durch Rechtstranslation
auf @ ein G-Raum und X — Hompg (@, X) ist der fragliche Funktor auf Objekten.
Als topologischer Raum ist Hompy (G, X) einfach [ | X, das kartesische Produkt von

G18

|G/H | Exemplaren X, wobei |G/H| der Index von H in G ist. Wir erhalten einen
Funktor von punktierten H-Réumen zu punktierten G-Réumen, indem wir ¥ den

Raum A Y zuordnen und die G-Operation auf dem smashed-Produkt ,,genauso
6lH
definieren wie auf dem Produkt bei der multiplikativen Induktion. (Fir eine formale

Fassung dieser Definition sieche Dress [14], Seite 36.) Als eine wichtige Anwendung
von Satz 5 beweisen wir, daB die multiplikative Induktion mit der Bordismen-
relation vertriglich ist. Fiir eine singulire H-Mannigfaltigkeit f: M — X ist

Homy (G, f): Homy (@, M) — Homp (G, X)

eine singulare G-Mannigfaltigkeit.
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Satz 6. Die multiplikative Indukiion induziert etne Abbildung
R (X) ~ Nfjgz (Hom (6, X)) .

Beweis. Seien f;: M; -~ X, ¢ = 0, 1, bordante H-Mannigfaltigkeiten. Die Pon-
trjagin-Thom-Konstruktion liefert daraus Abbildungen A;: Ve — M (V) A X+, die
(fiir einen geeignet reichhaltigen Modul V) H-homotop sind. Wenden wir darauf den
oben beschriebenen Funktor von punktierten H-Riumen zu punktierten G-Riumen
an, so erhalten wir '

(Homp (G, V)b A Ve A (My(V) A XH)
: efb:d &8

= A M (V) rHomy (G, X)*+

T em

(5/'\?‘ MrlG/Hl (HomH (G, V)) A HomH (G, X)+ ,

wobei (1) die klassifizierende Abbildung ist. Es ist Homg (G, V) iibrigens die von V
induzierte Darstellung im Sinne der Darstellungstheorie von Gruppen. Die Pon-
trjagin-Thom-Konstruktion, angewendet auf die Einbettungen

HomH (G, M«,,) C HomH (G, V),

liefert gerade die oben aus den k; konstruierten Abbildungen, die G-homotop sind,
weil die h; H-homotop waren. Wegen Satz 5 sind also die singuliren G-Mannig-
faltigkeiten Homy (G, f;) G-bordant.

Bemerkung. Ein Spezialfall der multiplikativen Induktion ist die Zuordnung der
r-ten Potenz Mr mit Operation der symmetrischen Gruppe zu M oder die geo-
metrische Form der duBeren Steenrod-Operation ([6]). Aus aligemeinen Griinden
{Dress [14], § 7) folgt, daBl die multiplikative Induktion die Mackey-Eigenschaft hat.
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