
T A M M O  T O M  D I E C K  

V E R S C H L I N G U N G  IN 

B A U M = M A N N I G F A L T I G K E I T E N  

Sei B = (E(B), K(B)) ein Baum mit Eckenmenge E(B) und Kantenmenge 
K(B). Eine Bewertung von B ist eine Abbildung w: E(B) ~ Z in die ganzen 
Zahlen. Zu einem bewerteten Baum (B, w) geh6rt bekanntlich eine ge- 
schlossene (4m - l)-dimensionale Mannigfaltigkeit M = M(B, w), die daraus 
entsteht, dab man orientierte 2m-dimensionale Vektorraumbiindel V(w(b)) 
S 2m, b • E(B), mit Eulerzahl - w(b) geeignet 'kreuzweise' verheftet (plumbing) 
und den Rand der so gewonnenen Mannigfaltigkeit nimmt (siehe etwa 
Hirzebruch und Mayer [1]). Das Sph/irenbiJndel SV(w(b)) von V(w(b)) liefert 
Fasern S(b) c M. Wir geben eine Formel fiJr die Verschlingungszahl v(e, f )  
von Fasern S(e) und S( f )  in M an (Satz 1). Falls e = f  ist, verwenden wir 
disjunkte Fasern. 

Sei L(e, f )  der kiirzeste Weg in B von e nach f, betrachtet als linearer 
Teilbaum. Das Komplement B\L(e, f )  zerfalle in die B/iume Bt . . . . .  B,, d.h. 
E(B1) w ... ~; E(Br) ist gleich E(B)\EL(e, f )  und K(B1)u ... u K(Br) enth/ilt 
diejenigen Kanten von K(B), die mit keiner Ecke yon L(e, f )  inzidieren. Wit 
bezeichnen allgemein mit d(B) = d(B, w) die Determinante der Schnittmatrix 
des bewerteten Baumes. Die Schnittmatrix (b~jl i, j •  E(B)) ist durch 

b, = w(i) 

b~ i = 1 i ~ j, i und j durch eine Kante verbunden 

bij = 0 sonst 

definiert. Wir setzen im folgenden voraus, dab alle auftretenden M(Bi), M(B) 
etc. rationale Homologiesph/iren sind, also nicht verschwindende Determi- 
nante d(B~), d(B) etc. haben. Unter diesen Voraussetzungen gilt 

SATZ 1. Die Verschlingunffszahl v(e, f )  zweier Fasern in M(B, w) ist durch 

- d(B)- 1 ~ d(Bi) • Q 
i=1 

gegeben. (Die Determinante eines leeren Baumes ist als 1 zu lesen.) 

Der Rest der Arbeit ist dem Beweis dieses Satzes gewidmet. Zun/ichst 
untersuchen wir allgemein, wie sich Verschlingungszahlen beim Zusammen- 
setzen von rationalen Homologiesph~iren verhalten (S/itze 2 und 3). Danach 
beschreiben wir den bekannten Fall eines Sph/irenbiindels (eines einpunktigen 
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Baumes), um die Bezeichnungen festzulegen. Ein allgemeines Resultat fiber die 
Berechnung yon Baumdeterminanten folgt (Satz 4). Die soweit gewonnenen 
Ergebnisse werden zum induktiven Beweis von Satz 1 verwendet. 

Seien X1 und Xz rationale orientierte Homologiesph~iren der Dimension 
2n - 1, n >/2, gerade. Seien 

a i : S  n - I  x D"-*  Xi ,  b i : S  n-1  x Dn--~ X i  

disjunkte orientierungserhaltende Einbettungen. Dabei seien ffir die D" Stan- 
dardorientierungen gew~ihlt. Es orientiere die geordnete Basis (Cl, . . . ,  c,-1) 
den Tangentialraum TxS"-1,  wenn mit dem ~iufleren Normalenvektor c das 
System (C, Cl . . . . .  c,-1) die Orientierung yon TxD" beschreibt. Es trage 
S"-1 x D" die Produktorientierung. Wir setzen 

Si = ai(S"- 1 x 0), Ti = bi(S"- 1 x 0). 

Sei 

Xl  = X i \ b i (S" -  i x 19"). 

Wir verheften X'~ + X~ entlang der R~inder durch 

bl(u,v) ~ b2(v,u), ( u , v ) eS  "-1 x S "-1. 

Sei X das Resultat. F fir gerades n ~indert die Verheftung die Orientierung. 
Deshalb k6nnen wir X~ als eine orientierte Untermannigfaltigkeit yon X 
betrachten. 

Es soil im folgenden die Verschlingungszahl yon $1 und $2 in X berechnet 
werden, sofern X wieder eine rationale Homologiesph~ire ist. Ffir die Ver- 
schlingungszahl verwenden wir die folgende Definition. Man betrachte das 
niichste Diagramm: 

n . _  l(S"- 1) , n . _  I(X\S2) 
al, 

v H,,(X, X \ S 2 )  

T Ot2, 

H.(D", D"\O) ~ H.(S  "-~ x (D", D"\O)) 

Darin ist i die Inklusion einer Faser, dder  Randoperator und V macht das 
Diagramm kommutativ. Wenn X eine rationale Homologiesph/ire ist, sind 
alle Abbildungen Isomorphismen, sofern Homologie mit rationalen Koeffi- 
zienten verwendet wird. Die Orientierungen liefern kanonische Erzeugende 
z(S"-  ~ ) und z(D ~, D ~ \0), und die Verschlingungszahl v(S~, $2)E Q von $1 und 
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S 2 in X ist durch 

Vz(S"- 1) = v(Sl, Sz)z(D", D"\O) 

definiert. Da n gerade ist, gilt v(S1, $2) = v(S2, $1). 
Zur Berechnung yon v(S1, Sz) beschreiben wir die Homologie von X bzw. 

S\$2 durch die Mayer-Vietoris-Folge: 

H._I(S "-1 x S " - 1 ) ~  "'" ~ Hn-I(X1) • H , -  ,(X'z\S2) 

--' H . - I (X \S2) - - '  "." 

Wir beschreiben Homologieelemente durch orientierte Untermannigfaltig- 
keiten. Es wird H._ I(X'~) dutch x = bl(l x S"-1) erzeugt. Eine Basis von 
H . - I ( X 2 \ S 2 )  wird durch y = a2(l x S "-1) und z = b2(1 x S "-1) gegeben. 
Eine Basis von H._I (S  "-~ x S "-~) wird dutch el = S "-1 × 1 und e2 = 
1 x S"-1 gegeben. Die durch bi induzierten Abbildungen haben die Gestalt 

bl ,ez  = x, b l , e l  = v(T1, T1)x 

b2,e2 = y, b l , e l  = v(T2, T2)z + v(S2, T2)y. 

Dabei ist v(Ti, T~)= w~ als Selbstverschlingung von Ti beziiglich bi in Xi 
anzusehen, d.h. gleich der Verschlingungszahl yon bi(S"-i x 0) und 
b~(S "-1 x 1) und ebenso v(S2, Tz )= v2 die Verschlingungszahl in X2. Bei 
der Identifizierung werden el und e2 vertauscht. Deshalb ist H . - I ( X \ S 2 )  
gleich dem Kokern von 

el ~ (w lx ,  z) 

e2 ~(x,  W2Z "+ /~2Y)" 

Daraus entnimmt man zun~chst die 

NOTIZ. X ist genau dann eine rationale Homologiesphfire, wenn wlw2 ¢ 1 
ist. [] 

Aus einer Gleichung 

X = U(W1X "+ Z) "~- V(X "~ W2Z "11- 02y  ) + Wy 

folgt w = v2(wlw2 - 1) -1, d.h. x ist im Kokern gleich wz und deshalb $1 im 
Kokern gleich v~ v2(wlw2 - 1)-1. Damit haben wir erhalten: 

SATZ 2. Die Verschlingungszahl yon $1 und $2 in X ist gleich vl v2(wl w2 - 1)- 1. 

[] 

Wir bestimmen nun, wie sich die Verschlingungszahl zweier (n - 1)-Sph~iren 
$2, S~ in X \  7"2 beim l~bergang von X2 zu X ~indert. 
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SATZ 3. Es gilt 

t , ! , 
v(S2, $2, X )  = v(S2, $2, X2) - 

v(T1, T1)v(Sz, Tz)v(SL rz) 
WIW2 1 

Dabei sind die Verschlinoungszahlen, die in dem Bruch auftreten, alle in X 2 z t l  

nehmen. 

Beweis. Mit dem Ansatz S[ = zr + sy und 

rz + sy = u(w~x + z) + v(x + w2z + v2y) + wy 

errechnet man fiir w = ($1, S~; X) den angegebenen Wert. []  

S¢i p:E  ~ S" ein orientiertes n-dimensionales Vektorraumbiindel (n >I 2 

gerade) und SE -~ S" das zugeh6rige Sph~irenbiindel. Di¢ Eulerzahl e = e(p) 

des Btindels s¢i von Null verschieden. Dann gilt bekanntlich: 

P R O P O S I T I O N  1. SE ist eine rationale Homologiesph(lre, und die Ver- 

schlingungszahl zweier Fasern ist e-1. 

Beweis. Damit die Behauptung sinnvoll ist, miissen wir noch die Orien- 

tierungen festlegen. Wir denken uns alas Biind¢l SE durch Verheftung zweicr 
trivialer Biindel D" x S"-1 ~ D" gegeben: Die Verheftung gcschieht durch 

einen Automorphismus 

F: S"- t x S"- 1 _~ S"- 1 x S"- 1, (x, y) ~ (x ,  f(x)(y)).  

Dabei ist f(x):  R n ~ R" eine orientierungserhaltende orthogonale Abbildung. 
Homologisch hat F den Effekt 

F , e l  = el - ee2, e~7/ 

F*e2  = e2 

und kann deshalb durch 

I: 0) 
beschrieben werden. Da F die Orientierung erh~ilt, bekommen wir 

SE = D[ x S [ - l  ~ D ~  x S~- 

als oricntierte Mannigfaltigkeit, indem wir D[ x S [ - t  = D" x S "-1 die 
Produktorienticrung dcr Standardoricnticrungen yon D" und S"- 1 gcben und 
in D~ x S~- 1 = D" x S"- 1 die Orientierung yon D" ~indern. Wir verwcndcn 
die Fasern 

S o = 0 x S [  -1 und S I = 0 x S ~  -1. 
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Dann ist $1 ~ SE\So eine Homotopie~iquivalenz. Da D~ x S~-1 c SE die 

Orientierung erh~lt, berechnen wir die Verschlingungszahl mit der orien- 
tierungserhaltenden Abbildung S~ -1 x ( - D ~ )  Twist, D~ × S~ -1. Das Bild 

des Erzeugers - z(D~, D~\O) in Hn- I(SE\So) ist dann 

-F(S~  -1 × 1) = - [S] -1 x 1] + e[1 × S] -1]  = el0 × S'~-1]. 

Also ist v(S1, So) = 1/e. 
Die Abbildung f l :  S n- l _.. S"-  1, x ~ct(x)(1) ist - e. Die Eulerzahl des 

Bfindels ist der Grad der Abbildung f l  : - ST- 1 ~ S"- 1 (Schnitthindernis 
fiber der orientierten Zelle - D ~  c S~). Deshalb ist e eine Eulerzahl. []  

Zum Beweis von Satz 1 wird das folgende Resultat fiber die Berechnung von 
Baumdeterminanten ben6tigt. Seien T und U zwei benachbarte Ecken von B. 

Seien K1 . . . . .  Kr die Komponenten von B\  TU, die mit T, und L1 . . . . .  Ls die 
Komponenten, die mit U verbunden sind, wie in der Figur 1 angedeutet. 

% • f , ,  , r 

K L 
F i g u r  1. 

Sei K der Baum, der aus KI , . . . ,  K, und T besteht, und L der Baum, der aus 

L1 . . . . .  L~ und U besteht. (Wiederum dfirfen einige der B/iume leer sein.) 
Dann gilt: 

SATZ 4. 

Beweis. Der Beweis wird durch eine geeignete Anwendung des Laplace'schen 
Entwicklungssatzes gefiihrt. Die Determinante von B hat n/imlich die Form 
(Figur 2). 
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Figur 2. 
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Dabei enth~ilt das KrK/istchen die Schnittmatrix von K,. Das grol3e 
Quadrat links oben enth/ilt die Matrix von K. Entsprechend fiir L u n d  Li. 
Alle nicht gefiillten Pl~itze enthalten Nullen. Man entwickelt nach den zu 
K geh6renden Zeilen, und der Entwicklungssatz liefert die Behauptung. [] 

Beweis yon Satz 1. Induktion nach der Anzahl der Komponenten und der 
Eckenzahl. Sei zun/ichst B = L(e, f )  ein linearer Baum: 

e y x f 

Wir wenden Satz 2 auf 

e y x f 

an und auf e x . _ _- die Induktionsvoraussetzung und erhalten mittels 
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Satz 4 

v(e, f )  = 
v(e, x)v(f, f )  

v(x, x)v(f, f )  - 1 

- 1  - 1  

d(e, x) w( f )  
-d(e, y). -1  
d(e,x) w ( f )  

1 1 

d(e, y) - d(e, x )w( f )  d(e, f)" 

(Man hat zu beachten, in welchen Mannigfaltigkeiten jeweils die Verschlin- 
gungszahlen zu nehmen sind.) 

Sei die Aussage richtig fiir r Komponenten von B\L(e,  f ) ,  r >>. O. Wir fiJgen 
einen weiteren 'Ast' hinzu und bestimmen die resultierende Verschlingungs- 
zahl nach Satz 3. Die Struktur der Situation werde durch die Figur 3 
veranschaulicht. 

B e 

f Br 

13f 

e 

c 

Figur 3. 

c f  

Ein neuer Zweig C werde bei T angesetzt. Ferner sind an der Stelle T 
vielleicht weitere Zweige schon vorhanden, die in B, zusammengefal3t werden. 
Die restlichen Komponenten yon B\L(e,  f )  werden in Be bZW. B I zusam- 
mengefal3t, je nachdem, ob sie an L(e, T) oder L(f, T) angrenzen. Hier ist der 
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Fall betrachtet, dab C an der Verbindung L(e, f )  angesctzt ist. Es geniigt, 
diesen Fall zu betrachten; T = eoder T = f i s t  natiirlich crlaubt. Weitcr haben 
wir noch die beiden Teib~iume Ce und C/zu betrachten, die als Komponcnten 
bei der Beseitigung von T auftrctcn. Fiir e = T ist natfirlich Ce = Be. Als 
Determinante einer disjunktcn Vcreinigung von B/iumen verwenden wir das 
Produkt der Dcterminanten der Komponenten. Sei B' der gesamte Baum. Die 
Mannigfaltigkeiten, in denen wir Vcrschlingungszahlcn betrachten, werdcn 
durch die zugeh6rigcn B~iume angedeutet. Nach Satz 3 ist die Diffcrenz 

glcich 

v(e, f;  B') - v(e, f;  B) 

v(U, U; C)v(e, T; B)v(f, T; B) 
v(T, T; B)v(U, U; C) - 1 

Alle darin aufretenden Verschlingungszahlen ersetzen wir durch GrSBcn, 
dencn sic nach Induktionsvoraussetzung glcich sein sollen. Wir crhaltcn: 

d(C').d(B~)d(Br)d(Cj) d(C~)d(B,.)d(B,,) 
d(C) d(B) d(B) 

d(C') d(C~)d(C:)d(B,) 
- 1  

d(C) d(B) 

Nach Satz 4 ist 

d(B') = d(B)d(C) - d(C')d(C,)d(C:)d(B,). 

Wir erweitern den groBcn Bruch mit d(C)d(B) und setzen den Wcrt fiir d(B') 
tin. Dann crgibt sich 

d(C')d(B~)d(B:)d(C~)d(C:)d(B,) 2 
d(B')d(B) 

Die Behauptung des Satzes bcsagt, dab v(e, f ;  B') - v(e, f ;  B) glcich 

d(C)d(B,)d(B,)d(B:) d(B¢)d(B,)d(B:) 
d(B') d(B) 

d(B~)d(B,.)d(B/) d d B d(B')) = -  ( ( c ) ( ) -  

d( B ,)d( B,)d( B : )d( C')d( C ~)d( C : )d( B,) 
d(B')d(B) 

sein soll (wir habcn wieder Satz 4 vcrwendet). 
Damit ist der Induktionsschritt durchgefiihrt. [] 
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