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Faserbiindel mit Gruppenoperation 

Von 

TAMMO TOM DIECK 

Wir fibertragen einige der wichtigsten S/~tze fiber die Konstruktion und Charakteri- 
sierung universeller Bfindel yon der gew6hnlichen Bfindeltheorie auf Faserbfindel mit 
Gruppenoperation. Darunter fallen insbesondere die ,,reellen" Vektorraumbfindel im 
Sinne yon ATIYAH [1]. Zum SchluB geben wit eine Anwendung auf charakteristische 
Klassen. 

1. Definition der Biindel. 

1.1. Sei F eine kompakte Liesche Gruppe, G eine topologische Gruppe und 
~ : / ' - ->  Aut(G) ein Itomomorphismus yon F in die Gruppe der Automorphismen 
yon G. Das Bild yon y bei ~r werde mit c( v bezeichnet. Wir verlangen, dab die dutch 
(Y, g) -+ act (g) gegebene Abb i ldung / ' •  G --> G stetig ist. Im folgenden sollen topolo- 
gisehe Rs und Gruppen stets Hausdorff-Rs sein. 

Definition. Ein (F, r162 G)-Bfindel besteht aus einem lokal trivialen G-Prinzipal- 
bfindel p: E --> B nnd einer stetigen Linksoperation yon /" auf E und B, so dab 
folgendes gilt: 

(A 1) p ist / '-~quivariant (d.h. ffir alle e e E, ~ e F gilt p(~e) = ~ ( e ) ) .  
(A 2) Fiir alle ~ e F,  g e G und e e E gilt ~(eg) = (~e)~v(g). 

(Wir nehmen wie fiblich an, dab G yon reehts auf E operiert.) Wir bezeichnen ein 
(F, ~, G)-Bfindel meist nut  dnreh die zugrunde liegende Abbildung p: E --> B. Ist 
trivial, dann operiert F als Gruppe yon Bfindelautomorphismen; es handelt sich ulu 
F-/iquivariante Bfindel im eigentlichen Sinne (vgl. ATIYArr-S~cAL [2]). 

Eine Bfindelabbildung von (/', a, G)-Bfindeln ist eine Bfindelabbildung der zu- 
grunde liegenden G-Prinzipalbfindel, die mit der Operation von /1 vertr/iglich ist. 
Eine /LAbbildung ]: C---> B induziert yon einem (/', ar G)-Bfindel fiber B eines 
fiber C. Eine Bfindelabbildung ist eine ~quivalenz in der Kategorie der (/', a, G)- 
Bfindel, falls in der Basis ein HomSomorphismus induziert wird. 

Assoziierte Faserbfindel : Ist  F ein Raum auf d e m / "  und G yon links so operieren, 
dab ~(g/) = :~(g)(y])  gilt, so hat  das zu p: E --> B assoziierte Biindel mit Faser F 
eine kanonische/ ' -Operation.  

1.2. Die Bestimmungsstiieke/I,  a und G liefern ein semi-direktes Produk$ F •  G 
in folgender Weise: Auf dem topologischen Produkt  / ' •  G erkl~ren wir eine Ver- 
knfipfung durch 

(~', g) (r ' ,  9') = (~ ~', ~,'9' "g)" 
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Uater den genannten Voraussetzungen fiber a erhalten wir damit  eine topologische 
Gruppe, die wir mit  F x ~G bezeiehnen./~ • aG operiert stetig yon links auf  dem Total- 
raum E eines (/1, ct, G)-Bfindels dureh die Festsetzung (y, g)e ~ (Te)g. Umgekehrt  
liefert jeder ] ' x a G - R a u m  E einen Raum m i t / ' -  und G-Operation, so dab (A 2) gilt. 

1.3. Beispiele. Sei a: Z2 ---> A u t ( U  (n)) der t Iomomorphismus,  der dem nieht- 
trivialen Element von Z2 den ~lbergang yon einer unit/iren Matrix g aus U (n) zur 
kOnjugiert-komplexen g zuordnet. Die (Z2, a, U (n))-Bfindel sind die Prinzipalbfindel, 
die zu den reellen Vektorraumbfindeln fiber reellen Rhumen geh6ren (,,reell" im 
Shine yon AT:YAH [I]). Oder: 

~ ' : F  ~ Z 2  ~ A u t ( U ( n ) ) ,  
fl stetig, ~ wie oben. 

2. Lokale 0bjekte. 

2.1. Sei A abgesehlossene Untergruppe von / ' .  Der Raum .F/A der Klassen 7 A 
ist ein F - R a u m  vermSge Linkstranslation. 

Definition. Ein (F, ~(, G)-Bfindel fiber F / A  heil~e lokales Objekt. 
Wir wollen die lokalen Objekte klassifizieren. Sei p: E -~ F/./1 ein lokales Objekt 

Uad x G E ein Punkt  mit  p x  ~ A .  Sei Hx c F •  die Standgruppe im Punkte  x. 
H~ ist abgesehlossen, da E Hausdorff-Raum ist. Wir fassen Hx als Untermenge von 
/ ' •  G auf. I s t  (7 ,g)GHx,  so ist T e A ,  denn aus (Tx)g ----x folgt A ~ p x = p ( ( T x ) g )  -= 

y A. Sind (y, g) und (7, h) aus Hx,  so gilt g ~ h, weil G frei auf  E operiert. Hx ist 
also Graph einer Abbildung t: A --> G; es gilt t (~l ' )  = a~ (t~') �9 t,~. Falls ~ trivial ist, 
Wird t ein Antihomomorphismus. t i s t  ferner stetig, da p als lokal triviales G-Prinzipal- 
biindel vorausgesetzt wurde. Die durch u --> u x vermittel te Abbildung / : F •  ~G/Hx--> 
"~ E ist mit  der Operation yon F •  vertr~glich. / ist ein HomSomorphismus,  wie 
man mit Hilfe des folgenden Lemmas erkennt. 

Lemma. Sei die abgeschlossene Untergruppe H von F •  Graph einer stetigen 
Abbildung t: A --> G. Dann  ist 

r: I " •  --> i f / A ,  

betrachtet als G-Prinzipalbi~ndel, lolcal trivial. 

~ e w e i s .  Wesentlich ist die Tatsache, dal3 q: I ' - - > F / A  lokale Schnitte besitzt. 
Sei s : U --> F ein Schnitt yon q fiber der offenen Menge U : F l A .  Wir betrachten das 
folgende Diagramm 

q - : U •  U • 2 1 5  y,. 

r - : U  ~ - U •  
ep 

rait den Abbildungen: b(u, ~, g) -~ (u, g), q)(u, g) ~ a(su ,  g), a Einschriinkung yon 
P•  G --> F •  und 

(u, ~, g) - -  (8 u .  ~, ~ ( ~  (t ~). g ) ,  

T ( x ,  y) -~ (qx, ( s q x ) - l  x, ~r x ) �9 y) .  
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Dann ist a~b ---- ~0b. Ferner ist ~b~ _-- id und ~ --~ id. ~0 ist also ein mit der Rechts- 
operation yon G vertrhglicher Hom6omorphismus fiber U. 

2.2. Sind H und K zwei Untergruppen yon F •  wie sie oben betrachtet wurden, 
so gibt es eine Bfindelabbildung der zugeh6rigen (/', ~, G)-Biindel (fiber einem 
F-Isomorphismus von I / A )  genau dann, wenn H und K in F •  konjugiert sind. 
Wir nennen die betreffenden Objekte dann isomorph. 

Satz. Sei G eine Liesche Gruppe mit endlich vielen Komponenten. Dann gibt es bi8 au] 
Isomorphie nur abzdhlbar viele lokale Ob]ekte (bei /estem F, ~, G). 

B e w e i s . / ' x a G  ist eine Liesche Gruppe. Sie hat nut  abzs viele Konjugations- 
klassen kompakter Untergruppen (PALAIS [9], 1.7.27; in Verbindung mit HOOI~" 
SCHILD [6], Theorem 3.1, S. 180). Nur solehe Infissen wit aber nach 2.1 und den Vor- 
bemerkungen zum Satz z~hlen. 

B e m e r k u n g .  Allgemeiner k6nnten wir im voranstehenden Satz G als Limes einer 
Folge G1 c G2 c ... von Lieschen Gruppen mit endlich vielen Komponenten vor- 
aussetzen. 

2.3. Definition. Ein (]1, a, G)-Bfindel p: E -+ B heiSe lokal trivial, wenn B eine 
offene Uberdeckung U ~-- (U 11 ] e J)  init folgenden Eigenschaften hat:  

(T 1) Die U t sind F-invariant (als Menge). 
(T 2) Die Einsehriinkung p-1 Ut __> UI besitzt eine (P, a, G)-Bfinde]abbildung in 

ein lokMes Ohjekt. 

Das lokale Objekt in (T 2) ist nicht eindeutig bestimmt. Ein lokal triviales (F, a, G)- 
Bfindel heil~e numerierbar, wenn U eine untergeordnete lokal endliche Zerlegung der 
Eins besitzt. D a / "  kompakt  ist, k6nnen wir fiber die Gruppe integrieren und yon den 
Funktionen einer Zerlegung der Eins annehmen, dab sie F-invariant sind. 

Satz. Sei G eine kompalcte Liesche Gruppe. Sei p: E - ~  B ein (P, o~, G)-Bi~ndel ,nit 
vollstdndig reguldrem Totalraum E. Dann ist das Biindel lokal trivial im eben genannten 
Sinn. 

Beweis .  Sei x e E gegeben. Dann gibt es eine (/ ' •  U von x und eine 
~quivariante Abbi ldung/ :  U -> (I'• Das entnimmt man PALAIS [9], 1.7.7, 
1.7.19. Die Abbildung / liefert die gewfinschte Bfindelabbildung in ein lokales Objek~. 

3. Konstruktion universeller Biindel. 

3.1. Wie zuvor seien 1", ~ und G gegeben. Sei pj : Xj -)- Yj, ] e J ,  eine Familie yon 
lokalen Objekten, so dab jedes lokale Objekt zu einem dieser Familie isomorph 
(vgl. 2.2) ist. Sei Et = X 1 . X 1 . ... der Join yon abzs unendlich vielen Exem- 
plaren X t. Die Topologie yon Ej sei in der iiblichen Weise die gr6bste, ffir die Mle 
,,Koordinatenabbildungen" stetig sind (MIL~OR [8]). Ferner bilden wir 

E(F,o~, G ) = * E ~ ,  
jeJ 

den Join der El,  mit der ebenso erkls Topologie. E (F, ~r G) und die Ej sind in 
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kanonischer Weise / ' x a G - R ~ u m e .  Wir  setzen B ( F , ~ ,  G ) = E ( F , ~ ,  G)/G und  
erhalten in der  Quot ien tabbi ldung  p:  E (F, ~, G) --> B (/7, a, G) eine _F-Abbildung. 

Satz. (~) p ist ein lokal triviales (F, :r G).Biindel. 

(b) Jedes numerierbare ( F, cr G)-Biindel gestattet eine Biindelabbildung in p. Je zwei 
~olche Biindelabbildungen sind homotop als (11, :r G)- Bi~ndelabbildungen. 

(e) Ist J abziihlbar, so ist p numerierbar (vgl. 2.3). 

B e w e i s .  (a) (Vgl. MILNOR [8]). Man ha t  Koord ina ten funk t ionen  tj, n : E (/1, ~, G)--> 
--~ [0, 1], j E J ,  n = 1, 2 . . . .  (die n-re t -Koord ina te  yon Ej). Sei Vj, n das Urbi ld  yon 
[0, 1] bei tl, n. Vj, n --> Vj, n/G ges ta t t e t  eine Bfindelabbi ldung in pj .  Vj, n ist often 
Und _F-invariant in B (/1, ~, G). 

(b) Die Exis tenz  einer Bfindelabbi ldung zeigt m a n  wie in [4], 5. (Die Definit ion yon 
,,lokal t r iv ia l"  in 2.3 ist gerade da r au f  zugeschnit ten.)  U m  eine H o m o t o p i e  zwischen 
ZWei Bfindelabbi ldungen zu konstruieren,  wende m a n  die Beweismethode  yon [4], 6. 
auf jedes Ej  ge t renn t  an. D a n n  ist die I t omo top i e  mi t  der (F, :(, G)-St ruktur  vertr/~g- 
lich. 

(c) Siehe DOLD [5], 13. 251. 

3.2. Sei weiterhin E --~ E ( F ,  ~r G) und  q: X --> I ' / A  ein lokales Objekt .  Die zu q 
aSsoziierte Faserung  /q: (X  • E)/G--+ [ ' /A  mit  Faser  E ist  eine / ' -Abbi ldung .  ~Tir 
Sagen: ]q ist _F-schrumpfbar (DoLD [5], p. 225), wenn es einen _F-Schnitt s: F / A  -+ 

( X •  yon /q gibt,  so dal~ s[q fiber F / A  (d. h. fasernweise) /~-homotop zur 
Identit/~t yon (X  x E) /G ist. 

Satz. Fiir jedes lokale Objekt q ist /q l'-schrump/bar. 

~ e w e i s .  P u n k t e  yon E besehreiben wir dureh Famil ien  (aj, n ?" e J ,  n ---- 1, 2 . . . .  ), 
Wobei al, n = tl, n xj, n, tl, n ~ I ,  xl, n ~ XI  ; ferner  sind nur  endlich viele tl, n yon  Null  
Versehieden und  ~ t j ,  n = i.  Sei q: X --> F / A  i somorph  zu X0 --> Y0, 0 e J .  Wi t  
rtehmen X ---- X0 an. Es  ist  X yon  der F o r m  (FxctG)/H.  Deshalb  besehreiben wir 
1)unkte aus X dureh  ihre Repr/~sentanten in F x  G. 

Einen Schni t t  s definieren wir durch  

s(~ A) = ((7, e), aj,~@)), 

Wobei a0, 1 (~) ---- 1 (7, e) ist  und  at, n (7) = 0 (y, e) ffir (j, n) :~ (0, 1); e e G neutrales  
l~lement, s ist woh lde f in i e r t , / ' -Abb i ldung  und Sehnit t .  

Die gewfinschte F - I t o m o t o p i e  yon s /  zur Ident i t / i t  kons t ru ieren  wir wie fo lg t :  
Sei Hi:  ( X • E) / G --> ( X x E)  / G erkl/irt dureh 

[ttl,  nXl, n ffir ?" =~ O, 
al, n =  ~ttO, n_lXo, n-1 ffir j = O ,  n > l ,  

/ ( 1 - - t ) (7 ,  g) ffir ?'-=--0, n = l .  

l)ann ist H0 = s / u n d  H1 schon beinahe die Ident i t~ t ,  n/imlich in den Koord ina t en  
nait 7" r 0. J e t z t  kons t ru ieren  wir/~hnlich wie in [4], 6. in unendlich vielen Schr i t ten  
eiae t tomotop ie ,  die (0xl ,  t l x l ,  t2x2 . . . .  ) ~ Eo mit  ( t lx l ,  t2x2 . . . .  ) E Eo verb inde t  
Uad setzen sie zu einer H o m o t o p i e  von H~ zur Iden t i t~ t  von  (X  • E)[G fort.  Man 
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best~tigt, dal] alle diese Homotopien mit  der Operation von F vertr/iglich sind und 
fiber F/A liegen. 

3.3. Man kann auf die besehriebene Art auch universelle Bfindel ffir eine ein- 
gcsehri~nkte Kategorie yon (/I, c(, G)-Bfindeln konstruieren. Zum Beispiel: Triviale 
/ ' -Operat ion auf der Basis der Bfindel ; oder die Basis hat  nur endliche Orbits ; oder 
die K-Operation auf der Basis litBt sieh fiber eine best immte Faktorgruppe von 11 
faktorisieren. Natfirlich ,,enth/ilt" der Join im allgemeinen nicht nur die ]okalen 
Objekte, aus denen er gebildet ist. Deshalb ist der reduzierte Join (im Sinne yon 
PALAIS [9], 1.3.6) ZU verwenden. 

Man muB zur Konstrukt ion der universel]en Bfindel auch nicht yon allen Iso- 
morphietypen loka]er 0bjekte  ausgehen. Man kann sich auf  eine Menge yon lokalen 
Objekten beschri~nken, so dab sich jedes lokale 0b jek t  in eines dieser Menge abbilden 
lh6t. 

4. Der Homotopiesatz. Sei p: X --+ B • 1 ein numerierbares (F, ~, G)-Bfindel. Sei 
r: B • 1 =+ B • [ die Abbildung r(b, t) = (b, 1). 

Satz. Unter den lolgenden Voraussetzungen gibt es eine (!  1, o:, G)-Bi~ndelabbildung 
p -~ p, die i~ber r liegt: 

(a) B hat nur Orbits, die aus endlich vielen Punkten  bestehen ( zum Beispiel: F ist 
eine endliehe Gruppe).  

(b) B ist Limes einer Folge B1 c B2 c "" vozt kompakten F-Rgiumen Br und G eine 
kompakte Liesche Gruppe. 

F o l g e r u n g .  Sei p: X -+ C ein (F, ~, G)-Bfindel und H:  B • I --> C eine F-Homo-  
topic (d. h. : Ht  ist fiir jedes t e I eine F-Abbildung). Sei das yon p durch H induzierte 
Bfindel H* (p) numerierbar (etwa: p sei numerierbar). Dann ist unter der Voraus- 
setzung (a) oder (b) des Satzes das Bfindel H*(p)  ~quivalent zum Produktbfindel 
H0* (p) • I .  Insbesondere sind H0* (p) und H* (p) aquivalent. 

B e w e i s  des  S a t z e s .  (a) In  diesem Fall li~ftt sich der in [7], p. 48--50 aufgezeich- 
nete Beweis fast wSrtlich fibertragen - -  irn wesentlichen desbalb, weil Homotopien 
in die Basis der fraglichen lokalen Objekte konstant  sind. Nennen wir ein Bfindel 
trivial, wenn es eine Abbildung in ein loka]es Objekt besitzt, so hat  man sich nur 
einen etwas anderen Beweis yon [7], 4.9.4 Lemma,  p. 49, zu fiberlegen. 

(b) Sei zun~chst B kompakt .  Sei rt : B • I --> B • I durch rt (b, s) = (b, t) gegeben, 
also r = r l .  Sei gt: B • I --> (B • 1) • (B • I )  durch gt(u) -~ (u, r tu)  gegeben und 
sei qt : Y t  --> B • I die vom Produkt  p • p dureh gt induzierte Abbildung. qt ist in 
kanonischer Weise ein (F, ~', G • G)-Bfindel, wenn :r F --> Aut(G • G) dutch 
~'r(g, It) = (~r(g), o~r(h)) gegeben ist. Sei K = F •  • G). Wir haben auf G eine 
Rechtsoperation yon G • G dutch x(g, h) = g-1 xh  und eine Linksoperation y o n / '  
durch ~ x = ~v (x). Es gilt 

r(x(g, h)) = (~x).  ~',(g, h). 

Damit  wird G ein K-Raum.  Bfindelabbildungen p--> p fiber rt entsprechen den 
F-Schnit ten von qt und diese den K-Abbildungen ]: Yt  ---> G (vgl. [7], 4.8, p. 46--47). 
Sei Y(t) der fiber B x {t} liegende Tell yon Yr. Wir haben sehon eine K-Abbildung 
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a: Y(t) --> G. Sie 1/il~t sich auf eine Umgebung yon Y(t) in Yt erweitern, PALAIS [9], 
1.6. Wegen der Kompakthei t  yon B gibt es also eine Umgebung [at, bt] von t in I,  
so daft eine Bfindelabbildung yon p, eingeschriinkt auf p-1 (B • [at, bt]), fiber rt, 
eingesebrs auf B • [at, bt], existiert, die fiber B • {/} die Identit/tt  ist. Also ist 
~- l (  B • [at, bt]) fiber B • [at, bt] K-isomorph zu p - l ( B  • {t}) • [at, bt]. Es folgt 
leieht die Behauptung. 

Ffir eine Folge (B~) von kompakten F-Ritumen konstruiert man die Bfindel- 
abbildung mit dem schon Bewiesenen induktiv fiber Bi • I u lira Bt • 0. Wir gehen 
darauf nieht n/~her ein. 

5. Charakterisierung universeller Biindel. 

5.1. Satz. Sei p: E --> B ein ( I', r162 G)- Biindel, so daft/iir jedes lokale Objekt q: X --> F/ A 
da~ assoziierte Bi~ndel (X • E)/G--~ F / A  F-schrump/bar ist. Dann gestattet jedes 
numerierbare (F, or G)-Bi~ndel eine Bi~ndelabbildung in p und ]e zwei dieser Biindel- 
abbildungen sind homotop. 

]~eweis. Sei V->  Y ein numerierbares (F, cr G)-Biindel. Wir betrachten das 
assoziierte Bfindel ( V • E)/G -7 Y. 

t~ebauptung: Es hat die F-Schnitterweiterungseigenschaft (F-SEE). Nach DOLD 
[5], 2.8 genfigt es zu zeigen, dab lokal die ]"-SEE gilt. Lokal wird aber das Bfindel 
Yon eiaem F-schrumpfbaren induziert, hat also nach DOLl) [5], 3.1 die F-SEE. Der 
Veeitere Beweis verl/iuft wie bei DOLl) [5], p. 249. 

5.2. Satz. Sei 1" endlich und G Limes einer Folge G1 c G2 c ... Liescher Gruppen mit 
endlich vielen Komponenten. Ein numerierbares (F, ~, G)-Bi~ndel E ---> B ist genau dann 
Universell, wenn ]i~r alle lokalen Objekte X --~ F / A  die assoziierten Bi~ndel (X x E)/G 
~ P/ A F-schrump/bar sind. 

I~eweis. Nach 2.2, 3.1 und 3.2 gibt es universelle numerierbare (F, zr G)-Bfindel, 
fiir die alle Biindel (X•  --> F / A  F-schrumpfbar sind. Mit 4. und 5.1 wird nun 
der ]~eweis wie bei DOLD [5], p. 249 ffir Satz 7.5 geffihrt. 

t~emerkung .  ,,Universell" schlieBt hier die Gfiltigkeit des Homotopiesatzes ein, 

5.3. Beispiel. Fiir (Z2, ~, U(n))-Bfindel (vgl. 1.3) gibt es bis auf Isomorphie zwei 
lokale Objekte. Mit Bezeichnungen aus 2.1: A ---- {0} und t trivial; A --~ Z2 und t 
trivial. Ffir die Konstruktion des universellen Bfindels kann man sich auf U (n) fiber 
eineva Punkt  mit Konjugation als Z2-Operation besehr~nken (SchluBbemerkung 
ia 3.3). Der klassifizierende Raum ffir diese Bfindel ist also BU(n) mit der durch 
I(onjugation induzierten Involution. 

6. Charakteristische Klassen. 

6.1. Auf dem universellen G-Prinzipalbfindel EG ---> BG yon MILI~OR operiert F 
dutch die Festsetzung 

~" ( t l g l ,  t2~2 . . . .  ) : (tl 0r t2 ~ ( ~ 2 ) , . . . ) .  
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Das so gegebene (l", ~, G)-Bfindel bezeichnen wir mit  P 0 : E 0 - ~  B0. Sei j: B0 ~-~ 
--> B(F ,  ~, G) eine klassifizierende Abbildung von P0. Sei J = id • r j: E I ~ •  B o ~  
--> E / '  • r B( / ' ,  ~, G). Wir nehmen an, dab das universelle (/1, ~, G)-Bfindel numerier- 
bar ist (vgl. 3.1 Satz). 

Satz. J und j (nach Vergessen der F-Struk$ur) sind Homotopiei~luivalenzen. 

Bewe i s .  Aus 3.2 folgt, daJ] E (F ,  ~, G) zusammenziehbar ist. Also ist p bei Ver- 
gessen der l ' -S t ruktur  ein universelles G-Prinzipalbiindel. Da ?" ein universelles 
G-Prinzipalbiindel von einem anderen induziert, muB ?" eine Homotopie/~quivalenz 
sein. Die Behauptung fiber J folgt jetzt  aus DOLD [5], Theorem 6.3. 

6.2. Sei r162 trivial und in allen Bezeichnungen unterdrfiekt. Wir gehen aus yon einem 
numerierbaren (F, G)-Bfindel T: V --> X fiber einem f r e i e n / ' - R a u m  X mit  numerier- 
barem Quotientbfindel q: X --> X/I' .  Seien k : X ---> B (F, G), k'  : X / F  --> BG, (L, l) : 
(X, X/F) ~ (EF, BI ' )  klassifizierende Abbildungen yon p, p/I~: V/l" ---> X/F, q. 
Die assoziierte Faserung r: E I ' •  r X--> X / I '  ist eine Homotopie~quivalenz, da die 
Faser zusammenziehbar ist. Eine inverse ~quivalenz s: X/P--~ El"•  I 'X wird 
durch s (Fx) : (L x, x) mod _P geliefert. 

Satz. Das ]olgende Diagramm ist bi8 au/ Homotopie kommutativ 

E F •  X ~ E F •  
id • 

X/F  [t~k-~> BIP • BG . 

Bewei s .  Zun/~chst ist jk'q F-homotop zu k, da beide Abbildungen dasselbe 
(/1, G)-Bfindel fiber X induzieren. Also ist id •  homotop zu id •  Setzen 
wir id • v k' q mit  s zusammen, so erhalten wir [1, k']. Da s und r inverse Homotopie- 
iiquivalenzen sind, folgt die Behauptung. 

6.3. I s t  k ein :Funktor, definiert auf  der Kategorie der topologischen Ri~ume, so 
erhalten wir daraus einen Funktor  rk, definiert auf der Kategorie der /LRiiume, 
indem wir setzen 

r k ( i )  = k(E F • r X) .  

Wir fragen nach eharakteristisehen Klassen ffir (F, 0 (n))-Biindel mit  Werten in der 
Kohomologie rH*. Die universellen Klassen sind dann Elemente aus vH* (B (F, 0 (n)) 
oder --  wegen der ttomotopieiiquivalenz aus 6.1 - -  Elemente aus H * ( B / ~ x  BO(n)). 

Charakteristisehe Klassen ffir Bfindel fiber f re ien/LRi iumen wurden yon Co~N~1r 
und FLOYD betraehtet  (z.B. [3], p. 91). Das Bindeglied zwisehen den dort und hier 
betrachteten Klassen ist der Satz aus 6.2, der eine noeh weitergehende Zerspaltung 
der Klassen als 6. i besagt. Verwenden wir zum Beispiel Kohomologie mit  Koeffiziem 
ten in einem Kf rpe r  L, damit  wir die Kfinneth-Formel 

H* (BE • BO (n); L) ~= H* (B/~; L) | H* (BO (n) ; L) 

zur Verfiigung haben, so sind alle charakteristischen Klassen yon V -+ X Polynom e 
in charakteristisehen Klassen yon X -+ X/I" und V/F --> X/F. 
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Zusatz bei der Korrektur (24.3.1969): Dcr Homotopiesatz 4 (und damit aueh Satz 5.2) gelten 
lllgemein fiir kompakte Liesche Gruppen F. Der Beweis von 4 (a) l~Bt sich ,,induktiv fiber/1,, 
.Urchfiihrcn, wenn man folgendes beachtet: Sei ~0 : X --> B • [0, 1] durch f:  B x [0, 1] --> [ ' / A v o n  

emera lokalen 0bjekt  induziert. Dann ist B yon der Form F X A Y mit Y = f~L (A) (PALAIS [9], 
1.7.9). Die Einschr/~nkung p '  yon p auf Y • [0, 1] ist hquivalent zu p~ • id (klar f~r _/1 ~ A ; 
sonst nach Induktion, [9], 1.8, 1). Dann ist p -~ F •  = ( F X  P'o) X id. Der Satz gilt somit 
lekal. Man beendet den Beweis wie iiblich. 
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