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Faserbiindel mit Gruppenoperation

Von

Tammo ToMm DiEck

Wir iibertragen einige der wichtigsten Sdtze iiber die Konstruktion und Charakteri-
sierung universeller Biindel von der gewdhnlichen Biindeltheorie auf Faserbindel mit
Gruppenoperation. Darunter fallen insbesondere die ,,reellen* Vektorraumbiindel im
Sinne von Atrvas [1]. Zum SchluB geben wir eine Anwendung auf charakteristische
Klassen.

1. Definition der Biindel.

1.1. Sei I' eine kompakte Liesche Gruppe, G eine topologische Gruppe und
a: I' = Aut (@) ein Homomorphismus von I in die Gruppe der Automorphismen
von G. Das Bild von y bei o. werde mit «, bezeichnet. Wir verlangen, daB die durch
(7, 9) ~ oy (g) gegebene Abbildung I'x @ — G stetig ist. Im folgenden sollen topolo-
gische Réume und Gruppen stets Hausdorff-Riume sein.

Definition. Ein (I, «, G)-Biindel besteht aus einem lokal trivialen G-Prinzipal-
biindel p: E — B und einer stetigen Linksoperation von I" auf £ und B, so daB
folgendes gilt: .

(A1) pist Iaquivariant (d.h. fir alle e E, y € I' gilt p(ye) = yp(e)).

(A2) Firalle yel',ge Qund ec E gilt y(eg) = (ye)ay(g).

(Wir nehmen wie iiblich an, daB G von rechts auf I operiert.) Wir bezeichnen ein
(I, o, @)-Biindel meist nur durch die zugrunde liegende Abbildung p: £ — B. Ist
trivial, dann operiert I" als Gruppe von Biindelautomorphismen ; es handelt sich um
I'-aquivariante Biindel im eigentlichen Sinne (vgl. ATIvan-SEcar [2]).

Eine Biindelabbildung von (I, &, G)-Biindeln ist eine Biindelabbildung der zu-
grunde liegenden G-Prinzipalbiindel, die mit der Operation von I vertriglich ist.
Eine I-Abbildung f: C — B induziert von einem (I, &, @)-Biindel iiber B eines
iiber C. Eine Biindelabbildung ist eine Aquivalenz in der Kategorie der (I, o, @)
Biindel, falls in der Basis ein Homéomorphismus induziert wird.

Assoziierte Fagerbiindel: Ist F ein Raum auf dem I" und @ von links so operieren
dall y(gf) = e, (g) (yf) gilt, so hat das zu p: E — B assoziierte Biindel mit Faser F
eine kanonische I™-Operation.

1.2. Die Bestimmungsstiicke I', o und @ liefern ein semi-direktes Produkt I"x«G
in folgender Weise: Auf dem topologischen Produkt I'x @ erkliren wir eine Ver-
knipfung durch

P ,g) =y, a9 " 9).



Vol. XX, 1969 Faserbiindel mit Gruppenoperation 137

Unter den genannten Voraussetzungen iiber « erhalten wir damit eine topologische
GI'U-ppe, die wir mit 1" X 4@ bezeichnen. I"X & operiert stetig von links auf dem Total-
r_&Um E eines (I, «, G)-Biindels durch die Festsetzung (y, g)e = (ye)g. Umgekehrt
liefer; jeder I'x«G-Raum E einen Raum mit I™- und G-Operation, so dal (A 2) gilt.

L.3. Beispiele. Sei «: Zs — Aut(U(n)) der Homomorphismus, der dem nicht-
trivialen Element von Z; den Ubergang von einer unitiren Matrix g aus U (n) zur
konjugiert-komplexen g zuordnet. Die (Z,, «, U (n))-Biindel sind die Prinzipalbiindel,
d%e 2u den reellen Vektorraumbiindeln iiber reellen Réumen gehoren (,reell im
Sinne von Arrvan [1]). Oder:

oI L 7y %, Aut(U(n)),
i Stetig, o wie oben.

2. Lokale Objekte.

21, Sei A abgeschlossene Untergruppe von I". Der Raum I7/A der Klassen y A
18t ein I"Raum vermége Linkstranslation.

Definition. Ein (I, «, @)-Biindel iiber '/ heiBe lokales Objekt.

Wir wollen die lokalen Objekte klassifizieren. Sei p: E —> I'/A ein lokales Objekt
Und x ¢ F ein Punkt mit pz = A. Sei H, c I'X4G die Standgruppe im Punkte .
H, st abgeschlossen, da E Hausdorff-Raum ist. Wir fassen H; als Untermenge von
I'x @ auf, Tst (y,9)eH 5, so ist ye A, denn aus (yx)g ==z folgt A=pr=p((yz)g)=
=y A. 8ind (y, ¢) und (y, ) aus Hy, so gilt g = k, weil G frei auf E operiert. H ist
also Graph einer Abbildung ¢: A — @; es gilt $(24") = a;(£4") » t 4. Falls « trivial ist,
Wird ¢ ein Antihomomorphismus. ¢ ist ferner stetig, da p als lokal triviales G-Prinzipal-

lindel vorausgesetzt wurde. Die durch « — ua vermittelte Abbildung f: I’ XoG[Hz—
> E ist mit der Operation von I'x4G vertriglich. f ist ein Homdomorphismus, wie
Man mit Hilfe des folgenden Lemmas erkennt.

Lemma. Sei die abgeschlossene Untergruppe H von I'xqG Graph einer stetigen
Abbildung t: A -> G. Dann ist
r: I'xoG/H —~ 114,

betrachtet als G- Prinzipalbiindel, lokal trivial.

Beweis, Wesentlich ist die Tatsache, daB ¢: I"— I'/A lokale Schnitte besitzt.
Seis: U - I ein Schnitt von g iiber der offenen Menge U c I'/ A. Wir betrachten das
folgende Diagramm ®

¢ lUx@ ‘?i UxAx@
’ a l [4
Y

rU « - UxG@
P

it den Abbildungen: b(u, 4, g} = (u, g), ¢ (%, g) = a(su, g), @ Einschrinkung von
I'x @ - I'x,G/H, und
D(u,A,9) = (su- 2, asqwy(tA) ),
Pz, y) = (=, (sqa) 1z, ot ((sga)1a) - y).
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Dann ist a® = ¢b. Ferner ist @¥ = id und P @ = id. ¢ ist also ein mit der Rechts-
operation von @ vertriglicher Homéomorphismus iiber U.

2.2, Sind # und K zwei Untergruppen von 1" X, wie sie oben betrachtet wurden,
so gibt es eine Bindelabbildung der zugehérigen (I, o, &)-Biindel (iiber einem
I'Isomorphismus von I'/A) genau dann, wenn H und K in I"X 4G konjugiert sind.
Wir nennen die betreffenden Objekte dann isomorph.

Satz. Sei G eine Liesche Gruppe mit endlich vielen Komponenten. Dann gibt es bis auf
Isomorphie nur abzihlbar viele lokale Objekte (bei festem I', o, Q).

Beweis. I'X 4@ ist eine Liesche Gruppe. Sie hat nur abzéhlbar viele Konjugations-
klassen kompakter Untergruppen (Pavars [9], 1.7.27; in Verbindung mit HocH-
scHILD [6], Theorem 3.1, S. 180). Nur solche miissen wir aber nach 2.1 und den Vor-
bemerkungen zum Satz zihlen.

Bemerkung. Allgemeiner kénnten wir im voranstehenden Satz @ als Limes einer
Folge @1 c Gac--+ von Lieschen Gruppen mit endlich vielen Komponenten vor-
aussetzen,

2.3. Definition. Ein (I, «, &)-Biindel p: £ — B heille lokal trivial, wenn B eine
offene Uberdeckung U = (U;|;j € J) mit folgenden Eigenschaften hat:

(T 1) Die U; sind I'invariant (als Menge).

(T 2) Die Einschrinkung p-1U; —> Uy besitzt eine (I, «, G)-Biindelabbildung in

ein lokales Objekt.

Das lokale Objekt in (T 2) ist nicht eindeutig bestimmt. Ein lokal triviales (I, «, G)-
Biindel heile numerierbar, wenn U eine untergeordnete lokal endliche Zerlegung der
Eins besitzt. Da I kompakt ist, kénnen wir iiber die Gruppe integrieren und von den
Funktionen einer Zerlegung der Eing annehmen, daf} sie I-invariant sind.

Satz. Sei G eine kompakte Liesche Gruppe. Sei p: E — B ein (I, o, G)- Biindel mit
vollstindig requliirem Totalraum E. Dann ist das Biindel lokal trivial im eben genannten
Sinn.

Beweis. Sei x € E gegeben. Dann gibt es eine (I'X&)-Umgebung U von x und eine
dquivariante Abbildung f: U — (I"'x4G)/Hz. Das entnimmt man Pavais [9], 1.7.7,
1.7.19. Die Abbildung f liefert die gewiinschte Biindelabbildung in ein lokales Objekt.

3. Konstruktion universeller Biindel.

3.1. Wie zuvor seien I', x und @ gegeben. Sei ps: X; — Yy, j € J, eine Familie von
lokalen Objekten, so daB jedes lokale Objekt zu einem dieser Familie isomorph
(vgl. 2.2) ist. Sei By = X; % X; % -++ der Join von abzihlbar unendlich vielen Exem-
plaren X;. Die Topologie von Ej sei in der iiblichen Weise die grobste, fiir die alle
,»Koordinatenabbildungen‘ stetig sind (MiLNOR [8]). Ferner bilden wir

E(Fsa: G) =*Ej’
jeJ
den Join der E;, mit der ebenso erklarten Topologie. E(I", «, @) und die Ej; sind in
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kanonischer Weise I'xqG-Raume. Wir setzen B(I, «, &) = E(I', a, ¢)/G und
erhalten in der Quotientabbildung p: E(I, o, @) — B({, a, G) eine I-Abbildung.

Satz. (a) p ist ein lokal triviales (I, o, G)- Biindel.

(b) Jedes numerierbare (I', o, G)- Biindel gestattet eine Biindelabbildung in p. Je zwei
Solche Biindelabbildungen sind homotop als (I, «, G)- Biindelabbildungen.

() Ist J abzihklbar, so ist p numerierbar (vgl. 2.3).

Beweis. (a) (Vgl. MILNoR [8]). Man hat Koordinatenfunktionen t;, »: E (I',«, G) —
>[0,1],jed, n = 1,2, ... (die n-te ¢t-Koordinate von E;). Sei V;, » das Urbild von
10,1} bei ty,n- Vi,n — Vj, n/G gestattet eine Biindelabbildung in p;. V;, 5 ist offen
und Iinvariant in B([, o, G).

(b) Die Existenz einer Biindelabbildung zeigt man wie in [4], 5. (Die Definition von
»lokal trivial“ in 2.3 ist gerade darauf zugeschnitten.) Um eine Homotopie zwischen
Zwei Biindelabbildungen zu konstruieren, wende man die Beweismethode von [4], 6.
?ufljedes E; getrennt an. Dann ist die Homotopie mit der (I, «, @)-Struktur vertrig-
ie

(¢} Siehe DowLp [5], p. 251.

3.2, Sei weiterhin £ = E(I", «, G) und ¢: X — I'/ A ein lokales Objekt. Die zu ¢
soziierte Faserung f;: (X X E)/G — I'//l mit Faser E ist eine I-Abbildung. Wir
Sagen: f, ist I-schrumpfbar (DoLp [5], p. 225), wenn es einen I-Schnitt s: /A4 —
> (X x E)/G von f, gibt, so daB sf, iiber I'/A (d. h. fasernweise) /-homotop zur
Wentitit von (X x E)/G ist.

Satz. Fiir jedes lokale Objekt q ist {4 I-schrumpfbar.

Beweis. Punkte von E beschreiben wir durch Familien (a;,n | jed,n=1,2..),
Wobei a; 5, = t;, n %, 0, t,n € I, 27, n € Xy; ferner sind nur endlich viele #;, , von Null
Verschieden und > 4,5, = 1. Sei g: X — I'/A isomorph zu Xo—> Yo, OeJ. Wir
Nehmen X = X¢ an. Es ist X von der Form (I'xG)/H. Deshalb beschreiben wir

unkte aus X durch ihre Reprisentanten in I'x G.

Einen Schnitt s definieren wir durch

Cs(y A) = ((y. @), a5, n(¥)),

Wobei ag,1(y) = 1(y, e) ist und a; »(y) = O(y, ) fir (j, n) + (0, 1); ¢ € G neutrales
lement, s ist wohldefiniert, I-Abbildung und Schnitt.
Die gewiinschte I-Homotopie von sf zur Identitdt konstruieren wir wie folgt:
Sei H,: (X x E)/@ —> (X x E)/& erklart durch

bty nks n fir j=0,
aj,n = {tto, n-1%0,n—1 fir j=0,n>1,
1—0t(y,g) fir j=0,n=1.

Dann jst, Hy = sf und Hy schon beinahe die Identitdt, ndmiich in den Koordinaten
H‘lit j # 0. Jetzt konstruieren wir dhnlich wie in [4], 6. in unendlich vielen Schritten
flne Homotopie, die (0x1, tjx1, taxa, ...) € Eg mit (f121, faxs, ...) € Ky verbindet
Und setzen sie zu einer Homotopie von H; zur Identitit von (X x E)/@ fort. Man
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bestétigt, daB alle diese Homotopien mit der Operation von I” vertriglich sind und
iiber I'/A liegen.

3.3. Man kann auf die beschriebene Art auch universelle Biindel fiir cine ein-
geschrinkte Kategorie von (I, o, @)-Biindeln konstruieren. Zum Beispiel: Triviale
I'-Operation auf der Basis der Biindel: oder die Basis hat nur endliche Orbits; oder
die I-Operation auf der Basis liflt sich iiber eine bestimmte Faktorgruppe von r
faktorisieren. Natiirlich ,,enthdlt der Join im allgemeinen nicht nur die lokalen
Objekte, aus denen er gebildet ist. Deshalb ist der reduzierte- Join (im Sinne von
Pavrats [9], 1.3.6) zu verwenden.

Man mufl zur Konstruktion der universellen Biindel auch nicht von allen Iso-
morphietypen lokaler Objekte ausgehen. Man kann sich auf eine Menge von lokalen
Objekten beschrianken, so daB sich jedes lokale Objekt in eines dieser Menge abbilden
1aBt.

4. Der Homotopiesatz. Sei p: X — B X I ein numerierbares (I, «, @)-Biindel. Sei
ri Bx I - B x I die Abbildung 7 (b, 1) = (b, 1).

Satz. Unter den folgenden Voraussetzungen gibl es eine (I', o, G)- Biindelabbildung
P — p, die iber r liegt:

(a) B hat nur Orbits, die aus endlich vielen Punkten bestehen (zum Beispiel: T ist
eine endliche Gruppe).

(b) B ist Limes einer Folge By c By C -+ von kompakien I'-Riumen B; und G eine
kompakte Liesche Gruppe.

Folgerung. Sei p: X — C ein ([, «, G)-Biindel und #: B x I — ( eine I'.Homo-
topie (d.h.: H;ist fiir jedes f € I eine I-Abbildung). Sei das von p durch H induzierte
Biindel H*(p) numerierbar (etwa: p sei numerierbar). Dann ist unter der Voraus-
setzung (a) oder (b) des Satzes das Biindel F/*(p) dquivalent zum Produktbiindel
H¥(p) x I. Insbesondere sind HE(p) und H¥ (p) dquivalent.

Beweis des Satzes. (a) In dicsem Fall 1aBt sich der in [7], p. 48—50 aufgezeich-
nete Beweis fast wértlich iibertragen — im wesentlichen deshalb, weil Homotopien
in die Basis der fraglichen lokalen Objekte konstant sind. Nennen wir ein Biindel
trivial, wenn es cine Abbildung in ein lokales Objekt besitzt, so hat man sich nur
einen etwas anderen Beweis von [7], 4.9.4 Lemma, p. 49, zu iberlegen.

(b) Sei zunichst B kompakt. Seiry: B X I — B X I durch ry(b, s) = (b, t) gegeben,
also r = r1. Sei g;: Bx I — (B x I)x (B x I) durch g;(u) = (u, r,u) gegeben und
sei ;1 ¥y — B x I die vom Produkt p X p durch g, induzierte Abbildung. g, ist in
kanonischer Weise ein (I, o, @ X G)-Biindel, wenn «': I' — Aut(@ X &) durch
oc; (g, k) = (aty(g), oty (h)) gegeben ist. Sei K = I'Xq (G X G). Wir haben auf @ ein
Rechtsoperation von G x G durch z(g, k) = g1 2k und eine Linksoperation von
durch yx = oy (x). Es gilt ,

y(x(g, b)) = (yo) -0 (9, ).

Damit wird & ein K-Raum. Biindelabbildungen p — p iiber r; entsprechen den
I'-Schnitten von g; und diese den K-Abbildungen f: Y, — G (vgl. [7), 4.8, p. 46—47)-
Sei Y(t) der tiber B x {t} liegende Teil von Y,. Wir haben schon eine K-Abbildung
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%: Y(t) - @. Sie 1Bt sich auf eine Umgebung von Y(t) in Y; erweitern, Parais [9],
L6. Wegen der Kompaktheit von B gibt es also eine Umgebung [a;, b;] von ¢ in I,
S? daB eine Biindelabbildung von p, eingeschriankt auf p~1(B X [a,, b,]), Uber r¢,
®ingeschrinkt auf B X [a;, b;], existiert, die iiber B X {t} die Identitat ist. Also ist
ptI(B X [ay, b;]) tber B X [as, b;] K-isomorph zu p~1(B x {t}) X [a¢, b;]. Es folgt
leicht gje Behauptung.
Fir eine Folge (B;) von kompakten /-Raumen konstruiert man die Biindel-
a“bbﬂdung mit dem schon Bewiesenen induktiv iiber B; x I U lim B; x 0. Wir gehen
arauf nicht naher ein.

5. Charakterisierung universeller Biindel.

5.1. Satz. Sei p: B — Bein (I',«,G)- Biindel, so dap fiir jedes lokale Objekt q: X —I'| A

assoziterte Biindel (X X BE)|G — I'fA I-schrumpfbar ist. Dann gestattet jedes

Mumerierbare (I, o, Q)- Biindel eine Biindelabbildung in p und je zwei dieser Biindel-
“bbildungen sind homotop.

Beweis. Sei ¥V —> Y ein numerierbares (I', o, G)-Biindel. Wir betrachten das
Asoziierte Biindel (V x E)/G — Y.

Behauptung: Es hat die I-Schnitterweiterungseigenschaft (I-SEE), Nach DoLp
5], 2.8 geniigt es zu zeigen, dall lokal die I-SEE gilt. Lokal wird aber das Biindel
Yon einem Ischrumpfbaren induziert, hat also nach DorLp [5], 3.1 die I-SEE. Der
Weitere Beweis verlauft wie bei DoLp [5], p. 249.

5.2, Satz. Sei I endlich und G Limes einer Folge Gy c Gy C -+ Liescher Gruppen mit
en‘%lick vielen Komponenten. Ein numerierbares (I', u, G)- Biindel E — B ist genau dann
“niversell, wenn fiir alle lokalen Objekte X —>I'| A die assoziierten Biindel (X x B)/@ —
>TIA I'.schrumpfbar sind.

. Beweis. Nach 2.2, 3.1 und 3.2 gibt es universelle numerierbare (I, , G)-Biindel,
Ur die alle Biindel (X x E)/G — I'/ A I'-schrumpfbar sind. Mit 4. und 5.1 wird nun
er Beweis wie bei DoLD [5], p. 249 fiir Satz 7.5 gefiihrt.

Bemerkung. »»Universell* schliefit hier die Giiltigkeit des Homotopiesatzes ein,

5.3. Beispiel. Fiir (Z2, «, U (n))-Biindel (vgl. 1.3) gibt es bis auf Isomorphie zwei
101.{&18 Objekte. Mit Bezeichnungen aus 2.1: A = {0} und ¢ trivial; A = Z, und ¢
Tivial, Fiir die Konstruktion des universellen Biindels kann man sich auf U () iiber
!Inem Punkt mit Konjugation als Zs-Operation beschrinken (Schlufibemerkung
M 3.3). Der klassifizierende Raum fiir diese Biindel ist also BU (n) mit der durch
Onjugation induzierten Involution.

6. Charakteristische Klassen.

6.1. Auf dem universellen G-Prinzipalbiindel EG — BG von MiLNor operiert I
Urch die Festsetzung

ye(tig1.tege, ...} = (bray(g1), 2 oy (ga), ...} .
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Das so gegebene (I, «, )-Biindel bezeichnen wir mit pg: Eo — By, Sei j: Bo—~
— B(I', «, @) cine klassifizierende Abbildung von pg. Sei J = id X pj: EI'X pBo—>
— EI' % p B(I', o, G). Wir nehmen an, daB das universelle (I, «, @Q)-Biindel numerier-
bar ist (vgl. 3.1 Satz).

Satz. J und § (nach Vergessen der I'-Strukiur) sind Homotopiedguivalenzen.

Beweis. Aus 3.2 folgt, daBB E (I, «, ¢) zusammenziehbar ist. Also ist p bei Ver-
gessen der [-Struktur ecin universelles G-Prinzipalbiindel. Da § ein universelles
G-Prinzipalbiindel von einem anderen induziert, muB j eine Homotopieiquivalenz
sein. Die Behauptung {iber J folgt jetzt aus DoLp [5], Theorem 6.3.

6.2. Sei ¢ trivial und in allen Bezeichnungen unterdriickt. Wir gehen aus von einem
numerierbaren (I", @)-Biindel p: V — X iber einem freien /-Raum X mit numerier-
barem Quotientbiindel ¢: X — X/I". Seien k: X — B({, @), ¥': X|I" -> BG, (L)
(X, X/I') - (ET, BI") klassifizierende Abbildungen von p, p/I": V|I' - X|I ¢
Die assoziierte Faserung r: EI' X ; X — X/I ist eine Homotopiedquivalenz, da die
Faser zusammenzichbar ist. Eine inverse Aquivalenz s: X/I'—> EI'x , X wird

durch s(I'z) = (L, ) mod I geliefert.

Satz. Das folgende Diagramm ist bis auf Homotopie kommutativ

El'xpX ﬁxﬂc EDl'x B(I,Q)
% K
X/r ——> BI'xB@G.

{L,¥]

Beweis. Zunichst ist j&'q I“homotop zu %, da beide Abbildungen dasselbe
(I, @)-Biindel {iber X induzieren. Also ist id X pj&’'q homotop zu id X , k. Setzen
wir id X ;&' ¢ mit s zusammen, so erhalten wir (I, £']. Da s und r inverse Homotopie-
dquivalenzen sind, folgt die Behauptung.

6.3. Ist % cin Funktor, definiert auf der Kategorie der topologischen Raume, $0
erhalten wir daraus einen Funktor %, definiert auf der Kategorie der /-Raume,
indem wir setzen

k(X)=k(ET X X).

Wir fragen nach charakteristischen Klassen fiir (I, O (»))-Biindel mit Werten in der
Kohomologie »H*. Die universellen Klassen sind dann Elemente aus H* (B(I",0 (n))
oder — wegen der Homotopiedquivalenz aus 6.1 — Elemente aus H*(BI"x BO (n)):

Charakteristische Klassen fiir Biindel iiber freien J-Réumen wurden von CoNNER
und Froyp betrachtet (z.B. [3], p. 91). Das Bindeglied zwischen den dort und hier
betrachteten Klassen ist der Satz aus 6.2, der eine noch weitergehende Zerspaltung
der Klassen als 6.1 besagt. Verwenden wir zum Beispiel Kohomologie mit Koeffizient-
ten in einem Koérper L, damit wir die Kiinneth-Formel

H*(BI'x BO(n); L) ~ H*(BI'; L) ® H*(BO(n); L)

zur Verfiigung haben, so sind alle charakteristischen Klassen von ¥ — X Polynome
in charakteristischen Klassen von X — X/I"und V/I" + X|T".
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Zusatz bei der Korrektur (24.3.1969): Der Homotopiesatz 4 (und damit auch Satz 5.2) gelten
8ligemein fiir kompakte Liesche Gruppen I'. Der Beweis von 4 (a) a8t sich ,,induktiv iiber I«
d_“rchfﬁhren, wenn man folgendes beachtet: Sei p: X — B x [0,1] durch f: B x [0,1]— I'/4 von
élnem Jokglen Objekt induziert. Dann ist B von der Form I'X 5 ¥ mit ¥ = f*(A) (PaLa1s [9],
L7.9). Die Einschrinkung p’ von p auf ¥ x {0,1] ist dquivalent zu p, x id (klar fir I'= A;
JO08t nach Induktion, [9], 1.8, 1). Dann ist p=DXxpp = (I'x p,) X id. Der Satz gilt somit
Okal. Man beendet den Beweis wie iiblich.
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