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Einleitung

Vollsténdige Durchschnitte der komplexen Dimension n sind komplexe Unter-
mannigfaltigkeiten des komplex projektiven Raumes TP" Y. Sie sind der
transversale Schnitt von r nichtsinguldren Hyperflichen, die gegeben sind

durch homogene Polynome vom Grad d .,dr mit linear unabhi@ngigen Gradi-

enten. In den fdnfzigern bemerkte %hom, daBl die Diffeomorphieklasse eines
vollsténdigen Durchschnittes X der komplexen Dimension n nur von dem Multi-
grad (d), dem ungeordneten r-Tupel (dl"'f’dr)’ abhangt. Tatsachlich be-
stimmen n und (d) bereits die Isotopieklasse der Einbettung von X in P T
([ Libgober & Wood 3,thm.8.1 ]). Wir bezeichnen daher den so gegebenen

" vollstandigen Durchschnitt mit Xn(dl""’dr) oder kurz Xn(g).

Oa verschiedene Multigrade zu diffeomorphen vollstindigen Durchschnitten
gehorenkdnnten, ist eine natlrliche Frage, welche Invarianten, berechenbar
aus der Dimension und dem Multigrad, den Diffeomorphietyp eines vollstédn-
digen Durchschnittes bestimmen. Das Ergebnis im Fall n=1 ist wohlbekannt:
Xl(g) ist diffeomorph zu einer zusammenh@ngenden Summe von Tori, wobei die
Anzahl der Summanden durch die Fuler-Charakteristik e(Xl(g)) bestimmt ist,
mit e(Xl(g)) = d(2 - (dl—l) - .- - (dr—l)). Dabei bezeichnet d = dl"'"dr
den Totalgrad von Xl(g).

Mit obiger Fragestellung haben sich vor allem A.Libgober und J.Wood
in einer Reihe von Artikeln seit Ende der siebziger Jahre beschaftigt (vgl. (
Libgober & Wood 1,2,3 und 4] und [ Wood 1). Zu nennen ist ebenfalls W.
Browder ( [ Browder 3 ]1). Der letzte Artikel von Libgober und Wood beinhal-
tet im wesentlichen eine Zusammenfassung ihrer vorangegangenen Arbeiten und
gibt daher einen gute Uberblick Uber den derzeitigen Stand der Forschung,
den ich im folgenden kurz umreiBen will.

Da viele der von Libgober und Wood verwendeten Methoden in reellerDi-
mension 4 nicht funktionieren, mdchte ich zuvor noch fir Diffeomorphieun-
tersuchungen bei vollstandigen Durchschnitten der komplexen Dimension 2 auf
ein Resultat von [ Mandelbaum & Moishezon,thm.?2 1 hinweisen. Mit Hilfe von
Methoden aus der algebraischen Geometrie zeigen sie, daB es eine differen-
zierbare Zerlegung nach stabilisieren mit einen (IIP2 der folgenden Gestalt
gibt :  X,y(d) # TP° = k @P® # k' T2
tiven Raum mit der Nichtstandartorientierung bezeichnet.

Sei im folgenden stets Xn(g) ein vollstandiger Durchschnitt der komplexen

, wobei Eﬁbz den komplex projek-

Dimension n=2 3.



Nach dem Satz von Lefschetz Uber Hyperflichenschnitte ( [ Bott,§2 1) ist

die Inklusion i: Xn(g)———a(IPn+r eine n-Aquivalenz. Mit Poincaré-Dualitét

folgt, dafl die Homologiegruppen von Xn(g) und @p” isomorph sind, auller in
der mittleren Dimension, wo Hn(Xn(g),ZD ein freier Z-Modul von i.a. we-
sentlich groBerem Rang als 1 ist. Ein Studium der auf Hn(Xn(g),ZZ) erklarten

Schnittform ( [ Browder 3 1 fir n ungerade, [ Libgober & Wood 2 ] fir n ge-

rade) fihrt zu Zerlegungen von Xn(d) in der differenzierbaren upd der topo-
logischen Kategorie als zusammenhangende Summe von Mannigfaltigkeiten :
Xn(g) =M#N , so daB N eine (n-1)-zusammenhingende, fast paralleli-
sierbare Mannigfaltigkeit ist und Hn(M,ZZ) minimalen Rang hat. Diese Zer-
legungen sind fUr Libgober und Wood der erste Schritt zur Bestimmung des

Homotopie- bzw. Diffeomorphietyps von Xn(g). Sie nennen M ein Kernstick

(engl."core") von Xn(g) im topologischen Fall, ein glattes Kernstick im

differenzierbaren Fall. Sie zeigen:

(1) Ist n ungerade, so ist der minimale Rang von Hn(M,ZZ) in einer differ-
enzierbaren Zerlegung 0 oder 2. Letzteres ist genau dann der Fall,
wenn die Kervaire-Invariante von Xn(g) definiert und nichttrivial ist.
( Diese ist vollstandig in [ Browder 3 ] geklart.)

In der topologischen Kategorie hat man stets eine Zerlegung mit Rang
Hn(M,ZZ) 0. Die Cohomologiestruktur von M ist dann gegeben durch
H*M,2zZ) = ZTx,y1/ [ x"=dy , y2=o} , wobei 2m+1:j;?ist.

Ein einfach zusammenhéngender CW-Komplex mit dieser Cohomologiestruktur

hei3t d-getwisteter Homologie—&?n. FOr d=1 ist ein solcher Raum homoto-

pieaquivalnet zu p”.

Die Situation im Fall n gerade ist vollig anders. Da nicht alle Homologie-

klassen in Hn(Xn(g),ZZ) spharisch sind, kann Rang Hn(M,ZZ) nie null sein.

Libgober und Wood konstruieren die folgende orthogonale Zerlegung :

(2) Hn(Xn(g),ZZ) = A@ B , wobei alle Klassen in B spharisch sind und
Rang A kleiner oder geich 5 ist. Dem entspricht eine topologische Zer-
legung Xn(g) =M#N , mit Hn(M,ZZ) = A und Hn(N,Z) = B.

Geeignetes Verschieben von Summanden in N nach M liefert eine differ-

enzierbare Zerlegung.

Mittels dieser Zerlegungen untersuchen Libgober und Wood den Homotopietyp
von Xn(g). Ist n ungerade, so ist das Kernstick ein d-getwisteter Homolo-
gie-CEPn. Unter der Vorauseetzung, daB d keine kleinen Teiler hat zeigen

Libgober und Wood :
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(3) Folgt aus pld 2pxn+3, so sind je zwei d-getwistete Homologie—CEPn
homotopieaquivalent und somit ist der Homotopietyp von Xn(g) durch
n, d und die Euler-Charakteristik bestimmt (n ungerade).

Da sich all diese Invarianten aus H*(Xn(g),ZZ) ergeben, auBern Libgober

und Wood die folgende Vermutung fir beliebige n2 3 :

Wenn aus p|d 2p2§nf3 folgt, so ist der Homotopietyp von Xn(g) und seinem

Kernstick durch der ganzzahligen Cohomologiering von Xn(g) bestimmt.

Eine Vermutung von Browder ist, daB der Homotopietyp eines vollstandigen

Durchschnittes durch den ganzzahligen Cohomologiering und den Typ des Spha-

renblUndels des Tangentialbindels als spharische Faserung bestimmt ist.

Diese Vermutungen liegen auf einer Linie mit einem Satz von Sullivan, der

sich ergibt aus der Tatsache, daB Kahler-Mannigfaltigkeiten formal sind

( [ Deligne,Morgan,Griffiths & Sullivan ]):

Theorem ([ Sullivan,thm.12.5 1 1977):

Der Diffeomorphietyp einer einfach zusammenhangenden Kahler-Mannigfal-
tigkeit ist bis auf endliche Unbestimmtheit durch den ganzzahligen Co-

homologiering und die Pontrjagin-Klassen bestimmt.

-Da vollstandige Durchschnitte als komplexe Untermannigfaltigkeiten der

Komplex projektiven Raume Kdhler-Mannigfaltigkeiten sind ( { Hirzebruch, §18,
18.1 7)), ist dieser Satz auf vollstadndige Ourchschnitte anwendbar. Zur De-
finition von Kaehler-Mannigfaltigkeiten vgl. etwa [ Hirzebruch,§15,15.6 ]
Ein weiteres Ergebnis vonlibgober und Wood Ober den Homotopietyp vollstan-
diger Durchschnitte ist das folgende :

(4) Haben Xn(g) und Xn(gf) jeweils paarweise teilerfremde Eintrage im
Multigrad, d.h. (di’dj)=1 und (d'i,d'j)=l fur i%j, so haben sie genau
dann homotopiedquivalente Kernsticke, wenn sie gleichen Totalgrad
haben.

Weitere Aussagen von Libgober und Wood zeigen, dall die Voraussetzungen von

(3) und (4) notwendig sind. Mit Hilfe von Cohomologieoperationen beweisen

sie, daB fir 2p 4n+2 Xn(p,p) und Xn(pz) nicht homotopiedquivalente Kern-

sticke besitzen. Mit dieser Methode lassen sich allerdings keine Gegenbei-
spiele zu ihrer Vermutung konstruieren, denn sie zeigen, dal3 die Operation
der Steenrod-Algebra unter der Voraussetzung p\d impliziert 2p2 n+3 durch

H*(Xn(g),Z) bestimmt 1ist.




Neben den Zerlegungen und den Resultaten Uber den Homotopietyp sind die
folgenden Aussagen (ber die Existenz von diffeomorphen vollstandigen Durch-
schnitten mit verschiedenen Multigraden und Uber die Eindeutigkeit des Mul-
tigrads in kleiner Codimension zentral in der Arbeit von Libgober und Wood.
Sie werden durch Anwenden der langen exakten Surgery-Sequenz und durch ein
Abzéhlargument bewiesen.

(5) Die Zahl der Diffeomorphieklassen vollsténdiger Durchschnitte der kom-
plexen Dimension n mit gegebenen: Invarianten Totalgrad, Euler-Charak-
teristik, Pontrjagin-Klassen und einem Kernstick von gegebenem Homoto-
pietyp ist kleiner als eine Schranke, die nur von n abhangt.

Es folgt:

(6) In jeder Dimension n2 und fir jede Zahl k gibt es k verschiedene Mul-

tigrade, so daB die zugehdrigen Vollsténdigen Durchschnitte alle dif-
feomorph sind.

{7) Ist die Codimension von X (d) € @P™T refny/2) d;>1 fir alle i=1,...,r

und n>2, so bestimmen d und die Pontrjagin-Klassen von Xn(g) T und

dl""’dr eindeutig.

In komplexer Dimension n=3 liefern die Ergebnisse von [ Wall 1'], [Jupp]

und [ 2ubr] eine vollstdndige Diffeomorphieklassifikation von einfach zu-
sammenhdngenden 6-Mannigfaltigkeiten. Libgober und Wood fihren diese fir
vollsténdige Durchschnitte als Beispiel fir die gewiinschte Klassifikation
in héheren Dimensionen aus.
(1) X3(g) =M# k(83x 83) , wobei M ein glatter d-getwisteter Homologie-
CP” ist und k durch die Euler-Charakteristik bestimmt wird.
(ii) Zwei d-getwistete Hcmologie—CEP3 mit gleicher Stiefel-Whitney-Klasse
Wo und gleicher Pontrjagin-Klasse Py sind diffeomorph.
(i1i)Diese Invarianten erfillen :
W, = 0 impliziert Py = 4d mod 24
Wy 0 impliziert Py = d mod 48 .
(p1 bezeichnet hier den Wert <plk/i*cl(H), [X3(g)] >.)
(iv) Zu gegebenem d, W und Py die (iii) erfillen, existiert ein glatter
d-getwisteter Homologie-@P” mit den gegebenen Invarianten.
(v) Der Homotopietyp von M ist bestimmt durch d und W, und falls d und
Wy beide gerade sind, durch d, Wo und Pq mod 48.
(vi) FOr einen vollstandigen Durchschnitt mit einper Zerlegung wie in (i)

ist der Homotopietyp von M stets durch W und d bestimmt.



Der Diffeomorphietyp von M ist durch P, und d bestimmt.
Libgober und Wood geben unter anderem die folgenden, mittels Computer ge-
fundenen Beispiele an :
X3(15,l4,3,3,2) ist homotopiedquivalent zu X3(18,7,6,5)
X3(12,10) = X3(15,4,2) # (13440)(53:KS3)
X3(16,10,7,7,2,2,2) = X3(14,14,5,4,4,4)

1

?

Problemstellung dieser Arbeit ist ebenfalls ein Invariantesystem anzugeben,
das den Diffeomorphietyp eines vollsténdigen Durchschnittes bestimmt. Ein
klassischer Ansatz zur L8sung ist das Orei-Schritt-Surgery-Verfahren von
Browder, Novikov und Wall. Allerdings bereitet schon der erste Schritt, in
dem es darum geht, den Normalenhomotopietyp zu bestimmen, erhebliche'
Schwierigkeiten: Libgober und Wood kénnen den Homotopietyp nicht in allen
Fallen bestlmmen In (3) bestimmen sie ihn fir ungerade komplexe Dimension
n unter der Voraussetzung, daB der Totalgrad d keine kleinen Teiler be-
sitzt, in (4) fir vollstdndige Durchschnitte mit paarweise teilerfremden
Eintréagen im Multigrad.

Erinnern wir uns daran, daB die Inclusion i: Xn(g)-——e(IPn+r nach

Lefschetz eine n-Aquivalenz ist. Tatsichlich kann man sogar @™ aus

Xn(g) durch Anheften von Zellen der Dimension echt groBer als n erhalten

([ Bott J). Das bedeutet, daB die ~ vollsténdigen Durchschnitte
unterhalb der mittleren Dimension die Topologie des komplex projektiven
Raumes tragen. Daher sind sie hervorragend geeignete Objekte fir eine von
M.Kreck entwickelte Verallgemeinerung des Browder-Novikov-Wall-Verfahrens
([ Kreck 27]). Es handelt sich hierbei ebenfalls um ein Drei-Schritt-Ver-
fahren, das im ersten Schritt lediglich Informationen Uber die Topologie
bis zur mittleren Dimension und das Normalenbindel verlangt.Nach dem eben
Bemerkten 143t dies den ersten Schritt fir vollstandige Durchschnitte sehr
einfach werden, da das Normalenbindel ebenfalls bekannt ist. In dieser Ar-
beit ist das Programm von M.Kreck fir vcllstdndige Durchschnitte durchge-

fohrt worden. Das Hauptresultat ist das folgende :

FUr einen vollst&ndicen Durchschnitt X (d) bezeichne 'v (d) den Exponenten

der Primzahl p in der Prlmfaktorzerlegung der Totalgrades d:

g =d- g = TT gVeld)

1 T p prim
%(n d) sei das folgende komplexe Bindel Uber TP% , gegeben als Polynom

im Hopfbindel H : g(n,d) = -(n+r+1)H + Hd1+-~ Hdr. Dann gilt :




Theorem: -
Ist n23 und die folgende Bedingung (*) erfillt

2n+1

(*) “vp(d) A\ p-1) 1 fir alle Primzahlen p &£ Vn + 3 1

, g 7o
so ist ein vollstdndiges Invariantensystem fir den Diffeomorphietyp
eines vollsténdigen Durchschnittes Xn(g) gegeben durch den Totalgrad,

die Pontrjagin-Klassen von %(n,g) auf @P" und die Euler-Charakter-

istik :
(1) d=d;rd
(ii) p;(E(n,d))  firi=1,..., [n/27]

(1i1)  e(X {d))
Das heiBt: Zwei vollsténdige Durchschnitte der komplexen Dimension n
2 3, deren Totalgrade der Bedingung (*) genigen, sind genau dann dif-

feomorph, wenn ihre Invarianten nach (1),(ii) und (iii) Ubereinstimmen.

Da sich die Pontrjagin-Klassen und die Euler-Charakteristik aus der Dimen-
sion und dem Multigrad berechnen lassen (siehe [ Hirzebruch,p.160 ] bzw.

[ Chen'] oder [ Libgober & Wood 3,§7] ), ist dieses Resultat bis auf die
Bedingung (*) ein befriedigendes Ergebnis.

Auffallig ist, daB (*) fast komplementir zu der Bedingung ist, die Libgober
und Wood in (3) voraussetzen um den Homotopietyp von Xn(g) fir ungerades n
zu bestimmen. Wahrend (*) sichert, daB d gendgend oft von allen kleinen
Primzahlen geteilt wird, verlangen Libgober und Wood, daB d keine kleinen
Teiler besitzt. FUr sie ergibt sich diese Beschrankung beim Argumentieren
mit der ZZ-Cohomologie des Eilenberg-MacLane-Raumes K(Zd,n), wohingegen (*)
bedeutet, daf Xn(g) ein Element genigend hcher Adams-Filtrierung in der Ho-

motopie eines gewissen Thom-Spektrums reprasentiert.

Xn(g) ist in offensichtlicher Weise in @P *° eingebettet. Sei 1i: Xn(d)—a(EP“
diese Einbettung. Da i*%g(n,g) ein Vertreter des stabilen Normalenbindels
vaon Xn(g) ist, und i*: H*(CCP°°,Z)——>H*(Xn(g),Z) bis zur Dimension 2n
einschlieBlich injektiv ist, bestimmen die Klassen pi(ég(n,g)) mit

i=1,..., [ny2 1, die Pontrjagin-Klassen von Xn(g) und umgekehrt.

Wegen <i*Cl(H)n,[ xn(g)] > = d ist der Totalgrad und natirlich auch die
Euler-Charakteristik von Xn(g) durch H*(Xn(g),ZH bestimmt.

Damit kdnnen wir das Resultat auch wiefolgt formulieren (vgl [ Sullivan7]):




Theorem' :

Oer Diffeomorphietyp eines vollstandigen Durchschnittes der komplexen
Dimension n 23, der der Bedingung (*) genlgt, ist durch den ganzzah-

ligen Cohomologiering und die Pontrjagin-Klassen eindeutig bestimmt.

Der Aufbau der Arbeit folgt dem Programm von M.Kreck, das in §0 kurz dar-
gestellt wird. Untersucht werden generell nur vollstandige Durchschnitte
der komplexen Dimension n 3 3.

§1 beinhaltet den ersten Schritt des Programms, die Bestimmung des Norma-
lentyps von Xn(g). Er ist gegeben durch die folgende Faserung (B,p) Uber BO:
(TP % BO<n+1>,p(p(n,g) X p<n+1>)). Dabei klassifiziert die Abbildung
p(n,d): @CP % — BO<n+1> das Bindel %%(n,g), p<n+1>: BO<Kn+1> — B0 be-
zeichnet das n-zusammenhdngende Cover Uber BO und p: BO xBO —> BO die der
Whitney-Summe entsprechende H-Raumstruktur. Die KO-Theorie der complex pro-
jektiven Rdume liefert eine Charekterisierung des Normalentyps durch die
Pontrjagin-Klassen von g(n,g) auf UZP[n/Z] modulo einer Unbestimmtheit in
222 , die jedoch durch hohere Pontrjagin-Klassen aufgehoben wird.

Im zweiten Schritt des Programms ist die B-Bordismusklasse zu bestim-
men. Rational, d.h. modulo Torsion, ist diese durch die rationalen B-Bor-
dismuszahlen bestimmt, die in §2 berechnet werden. Sie entsprechen dem To-
talgrad und den Pontrjagin-Klassen von %%(ntg) auf o oberhalb der
mittleren Dimension.

Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion Ubersetzt das B-Bordismusproblem in
ein Problem der stabilen Homotopietheorie, d.h. sie liefert einen Isomor-
phismus zwishcen der Gruppe der B-Bordismusklassen von (B,p)-Mannigfaltig-
keiten éjgiB,p) und der Homotopie des zur Faserung (B,p) assoziierten Thom-
spektrums M(B,p). Die Methode zur Berechnung stabiler Homotopie, d.h. Homo-
topie von Spektren, ist die Adams-Spektralsequenz, die die Grundlage fir
die Betrachtungen in den Paragraphen 3 und 4 bildet. Da die Adams-Filtrie-
rung von Torsionselementen unter ginstigen Bedingungen durch eine lineare
Funktion in der Dimension beschrankt ist, ist fir Elemente genugend hoher
Adams-Filtrierung in einem solchen Fall die B-Bordismusklasse bereits durch
die rationale B-Bordismusklasse festgelegt.

In §3 wird die mod p -Adams-Filtrierung von Xn(g) als der Exponent von p in
der Primfaktorzerlegung des Totalgrades, also als vb(d)'bestimmt, indem die
durch Xn(g) vermoge der Pontrjagin-Thom-Konstruktion gegebenen Abbildung

S2n — M(B,p) durch Ausnutzen der Geometrie von Xn(g) als vollstandiger




Durchschnitt geeignet faktorisiert wird.

Zusammen mit der Untersuchung der Filtrierung der Torsion von 70, (M(B,p))
in §4 mittels des Zusammenhangs zwischen Adams-Spektralsequenz und Bock-
stein-Spektralsequenz ergibt sich die Bedingung (*), die sicherstellt, daf
die Adams-Filtrierung von Xn(g) groBer als die der entsprechenden Torsion
ist.

Nach M.Kreck ist nun der stabile Diffeomorphietyp eines vollstédndigen
Durchschnittes, der der Bedingung (*) geniigt, durch die Invarianten nach
(1) und (ii) bestimmt. Dabei heiBen zwei Mannigfaltigkeiten M und M' der
Dimension 2n stabil diffeomorph, wenn es natirliche Zahlen k und k' gibt,
so daB M # k(S"%xS™) und M'# k'(S"xS") diffeomorph sind, d.h. es gilt:
M # k(s"xS") = M' # k' (S"xS"). Die Paragraphen 5 und 6 befassen sich mit
dem Kirzungsproblem, d.h. unter welchen Bedingungen aus der obigen Glei-
chung M = M' folgt. Notwendig ist offensichtlich, daB M und M’ gleiche
Euler-Charakteristik haben. Dies liefert die Bedingung (iii). Es zeigt
sich, daB man bei vollstandigen Durchschnitten der komplexen Dimension n >3,
die (*) erfillen,kirzen kann. Ist n ungerade, so ist dies bereits unter der
wesentlich schwécheren Voraussetzung, daB die Kervaire-Invariante nicht de-
finiert oder trivial ist, mdglich. Dieses Resultat benutzt die Ergebnisse
von Libgober, Wood und Browder Uber die mittlere Homologie von Xn(g) und

die sich daraus ergebenden differenzierbaren Zerlegungen {(vgl. (1) und (2)).

Die Arbeit setzt Grundkenntnisse in algebraischer Topologie und Differenti-
altopologie voraus, wie sie durch Bicher wie [ Spanier }, [Milnor & Sta-
sheff ] und [ Hirsch ] abgedeckt werden, sowie den Begriff des Spektrums.
Ebenso werden Inhalte aus [ Switzer 1, von einigen Ausnahmen abgesehen,

ohne Angabe der Quelle benutzt.




§ 0 Konventionen,. Definitionen und ein Programm

zur Klassifikation von Mannigfaltigkeiten

0.1 Konventionen und Bezeichnungen

Alle Raume sind mit Basispunkten versehen und die Abbildungen respek-
tieren die gegebenenfalls im Basispunkt gewahlten Orientierungen. Gleich-
heit, symbolisiert durch "=", bedeutet stets Gleichheit in der jeweils
gemeinten Kategorie. Sofern nichts anderes gesagt wird, sind die betrach-
teten Mannigfaltigkeiten glatte kompakte einfach zusammenhdngende Mannig-
faltigkeiten der reellen Dimension 2n. Stets sei n 2 3. Sie sind einge-
bettet in ]RN mit N groB gegen die Dimension der Mannigfaltigkeit. Be-
z{lglich dieser Einbettung werden wir von der Normalen-GauB-Abbildung
sprechen.

Sind M und N Mannigfaltigkeiten so bezeichne :

V' M— BO die Normalen-GauB-Abbildung

V(M) das (instabile) Normalenbindel der eingebetteten
Mannigfaltigkeit

M#N die zusammenhdngende Summe im Basispunkt

kM die zusammenhangende Summe von k Kopien von M

M Ve N die Mannigfaltigkeit, die durch Verkleben von M und

N lidngs des Randes durch einen Diffeomorphismus
f: 9M — 3N entsteht
M=N bedeutet M und N sind diffeomorph

1
=

bedeutet M und N sind homeomorph

Zum folgenden Abschnitt Uber Bindel vergleiche 1.1.
Wir bezeichnen mit :
¥ — 80 das universelle Bindel iber BO

p: BOxBO — BO  die der Whitney-Summe entsprechende H-Raumstruktur

K(k)-—é BO (k) das universelle k-dimensionale BiUndel Uber BO(k)
p<k+1>: BO<k+1>-— BO das k-zusammenhangende Cover Uber BO
¥ <k+1> —> BO<k+1> das universelle k-zusammenhangende Bindel

Uber BO<k+1>, d.h. y<k+1> = p<k+1>* ¥
FUr einen topologischen Raum X, & und ﬁ&BUndel {ber X und Abbildungen
f,g: X—> B0 bezeichne :
A X—> XXX die Diagonaleinbettung
p(g y: X—>B0 eine klassifizierende Abbildung von % ,d.h.
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P(B)* ¥ =B in KO(X)
oL+ 3 die Whitneysumme von o und /3

f+g die Komposition

XL 5xxxL£%95 goxBo_H R0

Insbesondere ist p(a) + p((3) klassifizierende Abbildung von A+ /3.
Ist o« ein k-dimensionales, mit einer Metrik versehenes Vektorbindel (ber

X, so bezeichne :

CE(xX) den Totalraum von ol
Eo(d,) den Totalraum ohne den Nullschnitt X € E()
D(A) das Scheibenbindel
S(al) das Spharenbindel
T(a) den Thom-Raum T(d) = D(2)/S(c)

Sind X und Y topologische Rdume, f: X —Y eine Abbildung, so kdnnen wir
das Paar (X,f) in eine Faserung (If,p) mit p: If———aY verwandeln, so daf
If homotopiedquivalent zu X ist. Ist (X,f) bereits eine Faserung, so ist
(If,p) vom gleichen Faserhomotopietyp (vergleiche hierzu 1.5). Wird im
folgenden von einem Paar (X,f) als von einer Faserung gesprochen, so ist
Qamit die Faserung (If,p) gemeint.

Sei nun (B,p) eine Faserung Uber BO, d.h. p: B—>B0O. Mit M(B,p) bezeich-
nen wir das durch diese Faserung gegebene Thom-Spektrum. Ist f: B —B'
eine Abbildung der Faserungen (B,p) und (B',p') Uber BO, d.h. p = p'f, '
so bezeichnen wir die von f zwischen den Thom-Spektren induzierte Abbil-
dung mit M(f): M(B,p) —> M(B',p").

Wenn notig identifizieren wir R&ume mit ihren Suspensionsspektren.

0.2 Spezielle Notationen

FUr einen vollstadndigen Durchschnitt Xn(dl"“’dr) bezeichne :

n die (komplexe) Dimension

m:= [n/2] d.h. n = 2m oder n = 2m + 1

T die (komplexe) Codimension ( Xn(dl""’dr) e Pt )

(g):z(dl,...,dr) den Multigrad

d:= dl-~"‘dr den Totalgrad

~Qp(d) den Expanenten der Primzahl p in der Primfaktorzer-
legung von d :—Er plé(d)

s die Anzahl der geraden Eintrdge im Multigrad (d)
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Wir definieren das zu xn(g) assoziierte komplexe Bindel Uber TP als

das folgende Polynom in dem Hopf-BUndel H, dem universellen komplexen

Linienbindel :

(n,d) 1= Bn,d,...,d) = ~(nexe)H + 1o 4 - - 4 10T e k@p ).

p(n,d): P —> B0 bezeichne eine klassifizierende Abbildung von
%(n,g) als reelles Bindel.
Ein weiterer vollstandiger Durchschnitt Xn(g) hat analog die Daten
(g) = (dlv"‘,drl)y r ’ d s S,

Der Rest des Paragraphen gibt eine Skitze des Programms von Matthias Kreck

zur Klassifikation von Mannigfaltigkeiten [M.Kreck: An Extension of Results
of Browder, Novikov and Wall about Surgery on Compact Manifolds, Preprint,
Mainz 1984 | .

Dies beinhaltet die Einfihrung der wesentlichen Begriffe und die Formu-
lierung der in dieser Arbeit zur Anwendung kommenden Aussagen. Der Ein-
fachheit halber habe ich auf die Darstellung des Kirzungsproblems fir den

nicht einfach zusammenhdngenden Fall verzichtet.

0.3 B-Mannigfaltigkeiten und B-Bordismus
Zu diesem Abschnitt vergleiche [Stong 2,cth12.].

Sei (B,p) eine Faserung Uber BO, so daBl B zusammenhdngend ist und den Homo-
topietyp eines CW-Komplexes hat. Wir betrachten eine nicht notwendig ein-
fach zusammenhangende m-dimensionale Mannigfaltigkeit (M, 9M), die in

(IR+>< ]RN, {O} ><]RN), N>>2m, eingebettet ist, so daB oM {O} XIRN transver-
sal trifft.

Eine Homotopiehochhebung der Normalen-GauB-Abbildung Vi ist eine Aquiva-

lenzklasse von Lifts q: M— B von ‘VM Ober (B,p), d.h. von kommutativen

Diagrammen
B
q p
M > BO
Vi
Dabei heifien éwei Lifte &dquivalent, wenn sie homotop Uber Vi sind, d.h.

eine Homotopie H: MxI— B erfullt pH{x,t) :‘VM(X) fir alle xe M x1I.
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I bezeichnet das Einheitsintervall.

Haben wir eine weitere Einbettung von (M, oM) in (]R+X ]RN, {Dg x]RN), so
kdnnen wir die beiden Einbettungen durch eine Isotopie verbinden. Diese
Isotopie liefert eine Homotopie zwischen \& und V', der Normalen-Gaul-
Abbildung der zweiten Einbettung. Heben wir diese Homotopie beziglich
eines Liftes g von ‘VM hoch und schranken auf MIX{;} ein, so erhalten wir
eine Homotopiehochhebung von \Qﬁ. Da zwei Isotopieen zwischen Einbettungen
ihrerseits isotop sind, erhalten wir so eine Abbildung von den Homotopie-
hochhebungen von ‘VM in die Homotopiehochhebungen von V.., die eine BijeK-
tion ist.

Eine B-Struktur auf M ist eine Aquivalenzklasse solcher Homotopiehochhe-

+ bungen, wobei zwei Homotopiehochhebungen von 1}M und ‘OM dquivalent heiBen,

wenn sie sich unter der oben definierten Abbildung entsprechen. Wir identi-
fizieren eine B-Struktur auf M mit einem Représentanten q: M — B. Ist g
eine B-Struktur auf M, so heiBt das Paar (M,q) B-Mannigfaltigkeit.

Bemerkung:
Manchmal ist es nitzlich, mit der folgenden &quivalenten Beschreibung von

B-Mannigfaltigkeiten zu arbeiten :

.Zu der Faserung p: B — BO betrachten wir die Folge der Faserungen

PN BlBO(N)——ﬁ BO(N) . Eine B-Struktur auf M kann beschrieben werden als
eine Folge von Paaren‘(fN,cxN), N>>dim M, mit fN: M — BO(N) und einer
Trivialisierung <XN von VN(M) - fN*pN*'g(N), so daB die Folge mit den

folgenden Diagrammen vertraglich ist :

Bleon) =B g ne1)
BO(N) S BO(N+1)

Dabel ist \)N(M) das N-dimensionale Normalenbindel von M.

Die Folge (fN) liefert eine Abbildung f: M—8B := ;%T B\BO(N)' Die Tri-
vialisierung<xN ist &quivalent zu einem Isomorphismus zwischen ‘vk(M)

und fN*pN*'K(N), der eine explizite Homotopie zwischen der N-dimensio-
nalen Normalen-GauB-Abbildung \QM,N von M und prN liefert. Hochheben
dieser Homotopie und Einschranken auf die \&M,N Uberdeckende Abbildung er-
gibt eine Folge von Hochhebungen von \)M N in B’BO(N)' die eine eindeutig
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bestimmte B-Struktur q: M— B induziert (vgl. [Kreck,pp. 15—16.] ).

Ist (M,q) eine B-Mannigfaltigkeit, M' eine weitere Mannigfaltigkeit und

f: M'—> M ein Diffeomorphismus, so induziert f eine B-Struktur auf M',
ndmlich f*q := qf.

Die Einschrankung einer B-Struktur q auf den Rand der Mannigfaltigkeit M
definiert eine B-Mannigfaltigkeit d(M,q) := ( BM,q\eM).

Eine B-Struktur q auf M X{O}‘E MxTI kann in offensichtlicher Weise auf

M xTI fortgesetzt werden. Die Einschrankung dieser B-Struktur auf M %{1}
wird als Inverse von q mit -q bezeichnet. Fir (M,-q) schreiben wir auch
-(M,q). Zwei geschlossene B-Mannigfaltigkeiten (M,q) und (M',q') heiBen
B-bordant, wenn es eine kompakte B-Mannigfaltigkeit (W,h) gibt mit

oW =MuM, h\M = q und h\M' = -q'. Die Menge der B-Bordismusklassen
m-dimensionaler B-Mannigfaltigkeiten bildet eine Gruppe, die wir mit
gi)éB,p) bezeichnen. Fir B-Bordismus gilt die Pontrjagin-Thom-Konstruktion,
die eine Isomorphismus zwischen den B-Bordismusgruppen und den Homotopie-
gruppen des zu der Faserung (B,p) assoziierten Thom-Spektrums M(B,p) liefert:
PT : g:;éF,P)____> 7tm(M(B,p)). Diese lassen sich in glnstigen Fallen
mittels B-Bordismuszahlen und Adams-Spektralsequenz berechnen.

Zwei B-Mannigfaltigkeiten (M,q) und (M',q') heiBen s-cobordant,wenn es
einen B-Bordismus (W,h) gibt, der ein s-Cobordismus ist, d.h. die In%lu-

sionen M — W und M'—> W sind einfache Homotopiedquivalenzen.

0.4 k-Normalensmoothings und k-Normalentyp

Sei (M,q) eine m-dimensionale B-Mannigfaltigkeit. Ist q eine (k+1)-Aqui-

valenz,so nennen wir das Paar (M,q) ein m-dimensionales k-Normalen-

smoothing von (B,p).Die Menge der s-Cobordismusklassen m-dimensionaler

k-Normalensmoothings von (B,p) bezeichnen wir mit NSéBép). Wir haben die
offensichtliche Abbildung : NS"(]B;’(p)———'—)Q n(]B’p) ,

Die foigende Begriffsbildung ist zental in der Arbeit von [M.Kreck] :

Definition:

Sei M eine m-dimensionale Mannigfaltigkeit. Eine Faserung (B,p) Uber
BO heiBt k-Normalentyp von M,falls ein Lift q der Normalen-GauB-Ab-

bildung ‘vM Uber (B,p) existiert, so daB das folgende Diagramm eine

(k+1)-Postnikov-Zerlegung von ‘VM ist :
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q B
L

M ———> BO

v
Das heiBt : M

(1) Das Diagramm kommutiert

(11) (B,p) ist (k+1)-anti-zusammenhdngend, d.h. fir die Faser
F gilt ’}Ti(F):O fir i2k+1.

(1ii) g ist eine (k+1)-Aquivalenz.

In diesem Falle heiBit q eine k-Normalenstruktur auf M.

FOor uns ihteressant ist der Fall m = 2(k+1). Dann nennen wir (B,p)

den Normalentyp von M und q eine Normalenstruktur.

Der Normalentyp einer Mannigfaltigkeit ist eine Diffeomorphieinvariante

und ist bis auf Faserhomotopiedquivalenz eindeutig.

0.5 Klassifikation der k-Normalenstrukturen auf M

Ist g eine k-Normalenstruktur auf M in (B,p), so liefert eine Faserhomo-
topieselbstéquivalenz h von (B,p) eine weitere k-Normalenstruktur hg. Wir
werden sehen, daB wir auf diese Weise alle k-Normalenstrukturen auf M er-
halten. Fir eine Faserung (B,p) Uber BO bezeichnet Aut(B,p) die Gruppe der
Homotopieklassen (Uber p) von Faserhomotopieselbstdquivalenzen von (B,p).
Aut (B,p) operiert auf NSéBép) und CZ“g'p) durch Komposition. Dabei ist

die Operation auf den B-Bordismusklassen linear.

Proposition [Kreck,Proposition 7.4] :

Sei (M,q) ein festes k-Normalensmoothing der (k+1)-antizusammen-
hangenden Faserung (B,p) Uber BO.
Die Abbildung h -—>hq definiert eine Bijektion zwischen Aut(B,p)

und den verschiedenen k-Normalenstrukturen auf M, d.h. es gilt :

(B,p)
""k/ avt(8,p) = WL

IFL;BQD) bezeichnet dabei die s-Cobordismusklassen von m-dimensio-

nalen Mannigfaltigkeiten, die k-Normalentyp (B,p) haben.

0.6 Klassifikation bis auf stabile Diffeomorphie

Zwel Mannigfaltigkeiten M und M' der Dimension m=2n heiBen stabil diffeo-

morph, wenn es natirliche Zahlen r und r' gibt, so daB gilt :




M# r(s"xs") =M #r'(S"xS"). Die Differenz r-r' wird durch die Euler-
Charakteristik gemessen. Ist ein Diffeomorphismus f: 9M — oM' gegeben,
so sagen wir f ist stabil fortsetzbar,wenn es einen Diffeomorphismus von
M# r(S"xS™) auf M' # r'(S"xS") gibt, der f fortsetzt. Die Menge der

stabilen Diffeomorphieklassen von 2n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten vom

(B,p)
2n :

Normalentyp (B,p) bezeichnen wir mit TSt

Theorem [Kreck,Theorem 2.1,7.5J :

Seien M und M' 2n-dimensionale Mannigfaltigkeiten vom Normalentyp

(B,p). Sei n=22.

(1) Genau dann sind M und M' stabil diffeomorph, wenn es Normalen-
strukturen g auf M und q' auf M' gibt, so dafl (M,q) und (M',q')
B-bordant sind, d.h. es gilt :

Wty ? =625 /Aut(B,p)

(ii) Ist f: oM —> OM' ein Diffeomorphismus, so 1aBt sich f genau
dann stabil fortsetzen, wenn die entlang des Randes von M und
M' verklebte Mannigfaltigkeit M L% M' bezlglich einer geeigneten
B-Struktur, deren Einschrankungen auf M und M' Normalenstruktu-

ren sind, B-nullbordant ist.

Mit diesen Resultaten kann man das Problem angegen, ob zwei Mannigfaltig-
keiten M und M' der Dimension 2n diffeomorph sind.Als ersten Schritt be-
stimmt man die Normalentypen von M und M'. Stimmen diese Uberein, so unter-
sucht man als zweiten Schritt, ob M und M' zusammen mit geeigneten Norma-

lenstrukturen B-bordant sind, oder &dquivalent, ob M und M', 6 versehen mit
B.P) Lo
n
prasentieren. Ist dies der Fall, so sind M und M' nach dem obigen Theorem

Normalenstrukturen, Elemente der selben Bahn von Aut(B,p) in(:gé

stabil diffeomorph, d.h. fir geeignete Zahlen r und r' gilt :

M# (S xS =M #r'(s"xs"),

Als dritten und letzten Schritt des Programms gilt es das Kirzungsproblem
zu studieren. Darunter verstehen wir das Problem, wann man in der obigen
Gleichung die stabilisierenden Summanden r(Sn%-Sn) und r'(Sn><Sn) gegenein-
ander kirzen kann, d.h. wann M = M' folgt. Der Rest des Paragraphen be-
schaftigt sich mit dieser Fragestellung. Da es sich bei vollstandigen
Durchschnitten um.einfach zusammenhangende Mannigfaltigkeiten handelt,

stelle ich der Einfachheit halber den dritten Schritt des Programmes nur




fur diesen Fall dar.

0.7 Schnittzahl und Selbstdurchdringungszahl

FUr den Rest des Paragraphen sei stets M eine einfach zusammenhangende
orientierte Mannigfaltigkeit der Dimension 2n.

Dann vereinfachen sich die fiUr das Kirzungsproblem wesentlichen Begriffe
der Sdnﬁttzahl A und der Selbstdurchdringungszahl p , die in {Wall 2,
§5 | fir den allgemeinen Fall definiert sind.

Seien i: N— M und i': N'—> M Inklusionen von orientierten n-dimensio-
nalen geschlossenen Untermannigfaltigkeiten, die ¢.B.d.A. transversal
zueinander sind. Die geometrische Schnittzahl A (iN,i'N') z&hlt die An-
zahl der Schnittpunkte, die mit einem Vorzeichen versehen werden entspre-
chend dem Orientierungsverhalten von iN und i'N' relativ zu der Orientie-
rung von M (zur Schnittzahl vgl. {jBrowder,chap.V,§l-3 )

A (AN,I'NY) = == " sgn(x) & Z
x € 1IN ni'N'

Es gilt : A(iN,i'N') = i, [N] -i] [N] . Dabei ist rechts das durch Poin-
caré-Dualitat auf Hn(M,ZZ) gegebene Produkt gemeint,[_] bezeichnet die Fun- '

damentalklasse. Wir erkliren die Schnittzahl A auf 7fn(M) wiefolgt :
A M 2 M) — zZ

(f,9) —> £,[s")-q, ("] . ,

Da man nach [ Haeflinger] jedes Element von ’ﬁh(M) fir n 23 durch eine

Einbettung reprédsentieren kann, stimmt diese Definition mit der geome-
trischen Uberein.

Die Selbstdurchdringungszahl p ist ahnlich definiert. Sei j: N—>M

die Immersion einer n-dimensionalen orientierten geschlossenen Mannigfal-
tigkeit, so daB 0.B.d.A. das Bild j(N) in allgemeiner Lage ist. Die Selbst-
durchdringungszahl p(j(N)) z&hlt die Selbstdurchdringungspunkte, die ana-
log wie bei der Schnittzahl mit einem Orientierungsvorzeichen versehen
werden konnen, wenn man eine Reihenfolge auf den beiden Asten in einem
Selbstdurchdringungspunkt festlegt. Ist n gerade, so &ndert sich das Signum
bei einem Wechsel der Reihenfolge nicht, wdhrend dies fir ungerades n der

Fall ist. Wir definieren also die Selbstdurchdringungszahl p mit Werten

in Z fir gerades n, mit Werten in 22 fir ungerades n wiefolgt :

>

DG = pera e, Sl € Z/(1-(-DNZ

Die Selbstdurchdringungszahl ist auf reguldren Homotopieklassen von Immer-

sionen wohldefiniert ( [Wall,§5] ). Dabei versteht man unter einer
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regularen Homotopie eine Homotopie H: NxI — M, so daB H( ,t): N—M

eine Immersion fir alle te I ist. Also ist p auf der Gruppe der regularen
Homotppieklassen von Immersionen der n-dimensionalen Sphare in M definiert,
die wir mit In(M) bezeichnen. Ist n £ 1,3 oder 7, so kann jedes Element aus
qra(M) mit stabil trivialem Normalenbindel durch eine bis auf regulére Ho-
motopie eindeutige Immersion mit trivialem (instabilen) Normalenbindel re-
prasentiert werden. Genau dann hat ein Element aus GCH(M) stabil triviales
Normalenbindel, wenn es im Kern der Normalen-GauB-Abbildung liegt, den wir
mit K’TCn(M) 1= Kern(\)M*: ﬁIjn(M)-——ifﬁTn(BO) ) bezeichnen. Mit dieser
Uberlegung ist also die Selbstdurchdringungszahl poauf K7TH(M) erklart
for n £ 1,3 oder 7. Ist n = 1,3 oder 7, so ist die Abbildung von den regu-
laren Homotopieklassen von Immersionen mit trivialem Normalenbindel nach

5 Um in diesem Fall p auf K’EB(M) zZu

erklaren, muB man einen geeigneten Split wdhlen. Da wir im Fall n = 1,3

K’ﬁ;(M) splitsurjektiv mit Kern Z

oder 7 nie explizit mit y rechnen werden, verzichte ich auf die Darstel- :

lung der Details.

il

Damit sind A und y auf K’RB(M) erklart und da sie die Spezifikation der
in [ Wall,§5] erklarten Abbildungen A und g sind, gilt :

Proposition ( Wall )
FUr die Schnittzahl A : K?T;(M)x K7TH(M) —> ZZ , und die Selbst- ‘
durchdringungszahl i : KﬂTa(M) R ZZ/(l—(—l)n)ZZ gelten :

(1) X ist ein bilineare Abbildung
(1) A0Gy) = (17 Ay, x)
(iii)  A(x,x) )+ DT+ e(vix, M)

Dabei ist der rechte Term in Z auch fir ungerades n wohlde-

finiert.
(1iv) plx+y) = p(x) + ply) + [A(x,y)7]
(v) Ist f: Sn—~—>M eine Einbettung mit stabil trivialem Normalen-

bindel und n23, so ist f genau dann homotop zu einer Einbet-
tung mit trivialem Normalenbindel, wenn y auf f verschwindet,
d.h.  u(f) =0.

0.8 Das Kurzungsproblem fur einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten

Seien nun M und M' stabil diffeomorphe Mannigfaltigkeiten, d.h. es gibt
natirliche Zshlen r und ', so daB M # £(S"xS") = M' # r'(S"x §"),

Da die Differenz r-r' offensichtlich durch die Euler-Charakteristik von M
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und M' gemessen wird ist eine notwendige Bedingung fur das Kirzen deren
Gleichheit. Sei also e(M) = e(M') und £f: M # o(S"xS™) —>M' # r(S"x ™)
ein Diffeomorphismus. Die Frage, ob f einen Diffeomorphismus von M auf M’
induziert, d.h. ob f gegebenenfalls nach Komponieren mit einem geeigneten
Diffeomorphismus von M # r(Sn><Sn) einens-Cobordismus zwischen M und M'
induziert, kann durch das Studium der folgenden Abbildung untersucht werden.
Wir definieren ~J(f) als die Komposition

V() T (e(s"xsM) —E— g M # r(s"xsT)) L=

T M # r(s"%8N) —F 5T (r(s"xsM)

Dabei bezeichnet i die Inklusion, p die Projektion auf den direkten Sum-
manden bezUglich der natUrlichen Zerlegungen
T M # xS x ST = T @ T (x(sTxSM) |, und

Vves ' n n _ ' o~ n n
T (M'# (S xS7) = ’il“n(M) @ W (c(S"xS))

Theorem [Kreck,Theorem 3.1] i

Seien M und M' einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeiten der

Dimension 2n, n 23, gleicher Euler-Charakteristik.

Sei f: M # r(S"xS") — M' # r(S"xS") ein Diffeomorphismus.
Ist \J(f) eine Isometrie beziiglich > und p, so sind M und M'
diffeomorph vermége eines Diffeomorphismus F: M —M', der
f]aM T OM — gM' fortsetzt.

(FUr n=2 gilt die analoge Aussage mit Diffeomorphismus ersetzt

durch s-Cobordismus relativ Rand.)

Bemerkung
In seiner Arbeit hat M.Kreck diesen Satz fUr nicht notwendig einfach zu-
sammenhdngende Mannigfaltigkeiten formuliert. In diesem allgemeinen Fall
muB untersucht werden, ob "9 (f) beziglich der in [Wall,§5] definierten
ZZTTl(M)—wertigen Schnittzahl und der entsprechenden Selbstdurchdringungs-
zahl mit Werten in einem Quotienten des Gruppenringes ZZﬁTi(M) eine Iso-
metrie ist. Ist diesder Fall, so muB zusdtzlich die Whitehead-Torsion
T(f) € Wn( 7T, (M)) verschwinden, sowie das von 9(f) in einer ungeraden
Wall-Gruppe reprasentierte Element [Iﬂ(f;] - L;n+l(fnfi(M),wl(M)).
Wegen Wh( {e] ) = 0 und L5 ( {e} .0) = 0 ([Milnor,Corr.6.5 ], [Wall 2,

2
§l3.4']) entfdllt dies im einfach zusammenhangenden Fall.




Die Bedingung, daB J(f) eine Isometrie ist, ist in manchen Fdllen leicht

nachprifbar. Die folgende Proposition stellt einige Kriterien zusammen.

Proposition [ Kreck,Proposition 3.2 1
(1) Verschwinden A und p auf KQTE(M) und KﬁTA(M'), so ist fur
jeden Diffeomorphismus f: M # r(S'x S") — M' # (5" x S")

A9(f) eine Isometrie.

(11) Ist n = 3 oder 7, so genigt im einfach zusammenhangenden Fall
in (i) das Verschwinden von A, auf K’ﬂ;(M) und KﬁFh(M').

(iii) Ist die von der Inklusion des Randes induzierte Abbildung.
i, 0 KT (9M) — KTTB(M) surjektiv, so verschwindet A auf
KWTB(M).

(1iv) Aus der Proposition in 0.7 ergibt sich :

Ist n gerade, so verschwindet p wenn A verschwindet. i



§_1 Der Normalentyp der vollstdndigen Durchschnitte

Da nach dem Satz von Lefschetz iber Hyperflichenschnitte die Inklusion

X (d) — TP""" eine n-Aquivalenz ist ( [Bott §2 ), sind die komplexen
projektiven Rdume fUr die Klassifikation vollstandiger Durchschnitte von
Bedeutung. Wir stellen uns den unendlich dimensionalen komplexen projek-
tiven Raum @CP ® als den direkten Limes der CDPk bezuglich der linearen
Einbettung vor. Mit linearer Einbettung ist die Einbettung CPX +—s pX
als Nullstellenmenge des homogenen Polynoms X € E){xo,...,xk] gemeint.
Wir versehen P % mit dem Ublichen CW-Aufbau, bei dem in jeder geraden
Dimension eine Zelle angeheftet wird, so daB das n-Geriist von TP % gerade
CP” mit m=[n/2] ist. '

Eine wichtige Rolle bei der Klassifikation vollstandiger Durch-
schnitte spielt ein Bindel % (n,d) Uber @p < , dessen Einschrankung auf i
Xn(g) das stabile Normalenbindel *O(Xn(g)) ist und das die volle Informa-
tion Uber den Diffeomorphietyp von Xn(g) in Form der Dimension und des
Multigrades trédgt. Aus diesem Grund wollen wir uns zunichst mit der kom-
plexen und reellen K-Theorie der komplexen projektiven Rdume vertraut

machen.

1.1 Bemerkungen zur K-Theorie : !
(zu diesem Abschnitt vgl. [Adams 4,§6.], [Boardman,chap.5§l ], sowie
[Switzer,chap.ll] ) I

FOr einen CW-Komplex X erkldrt man die komplexe K-Theorie K*(X), bzw. die

reduzierte komplexe K-Theorie E;(X), als die zu dem K-Theorie Spektrum K,
dem klassischen BU-Spektrum, asscziierte Cohomologietheorie. Analog defi-
niert man die reelle K-Theorie KO0*(X), bzw. die reduzierte reelle K-Theorie
Eﬁ*(X), als die zu dem KO-Theorie Spektrum KO, dem klassischen BO-Spektrum,

. . . . s 0
assozilerte Cohomologietheorie. Wir werden uns nur fir die Funktoren K

und K0° bzw. RO und KoY interessieren. Es gilt :

k) := K20 = [x; zxsu] |

QYX) 1= EO(X) 1= [X,xO ; ZIXBU,(O,*)] (Basispunkt-erhaltende Ab-
bildungen), bzw. analog :

KO(x) := ko%(x) := [X ; Z 80|

KO(X) := koO(x) := [X.xg Z %80, (0,")]

Es ist bekannt, daB diese Definitionen fir einen endlichen CW-Komplex X

mit denen Ubereinstimmen, die VAtiyah & Hirzebruch} gegeben haben. Sie
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definieren K(X) als die Grothendiek-Gruppe der unreduzierten stabilen
Isomorphieklassen, EXX) als die Gruppe der stabilen Isomorphieklassen
von komplexen Vektorraumbindeln Uber X. Analog definieren sie KO(X) und
Eﬁ(X) mittels reellen Vektorraumbindeln Uber X. Dabei heifen zwei Bundel
oL und /3 Uber X stabil isomorph, wenn es triviale Bindel & und & Uber
X gibt, so daB gilt : &+ & = /> + &' . Haben zusdtzlich X und /3
gleich Dimension, so heiflen « und 3 unreduziert stabil isomorph.
Wir nennendie Elemente der K-Theorie virtuelle Bindel oder einfach
BUndel. Zur Vereinfachung von Rechnungen werden wir oft auch nicht mit
Homotopieklassen von Abbildungen nach BO rechnen,sondern mit Zurdckzieh-
ungen des universellen Bindels ¥ Uber BO, das der Identitat auf BO ent-
spricht. Dies ist durch [Boardman,chap.S,l.lO ] gerechtfertigt, der
¥ —> BO das universelle virtuelle Bundel Uber BO vom Rang 0 nennt. Dabei
ist der Rang eines Bindels [#]e Y_X,Z xBO] definiert als Komposition
von [ mit der Projektion auf Z. Jedes reelle Bindel von Rang 0 ist die
Zurickziehung von b unter der,bis auf Homotopie eindeutigen, klassifi-
zierenden Abbildung. Insbesondere gilt dies fir die Bindel d,é:EE(X), A
wenn X einfach zusammenhangend ist. K
Die Whitney-Summe und das Tensorprudukt Ober © bzw. IR induzieren
auf der komplexen bzw. reellen K-Theorie die Struktur eines Ringes, 1im
unreduzierten Fall die eines Ringes mit 1. Diesen algebraischen Strukturen '
entsprechen H-Raumstrukturen der klassifizierenden Raume, von denen uns
die der Whitney-Summe entsprechende H-Raumstruktur auf BO interessiert. !
Wir bezeichnen sie mit p: BOxBO —> BO .
Wir haben als offensichtliche Abbildung die Reduktion K(X)-—a’E(X)
und KO (X) ~*9EBKX), sowie die durch das Komlpexifizieren vermdge tensor-
ieren mit @ und das Vergessen der komplexen Struktur induzierten Abbil-
dungen c : KO(X) —— K(X) und r : K{X) ——> KO(X)
ol —> X3 T &L OLIR .
Im folgenden werden wir, falls Verwechselungen ausgeschlossen sind, mit
o € K(X) die Aquivalenzklasse von ol in EKX) oder auch die von r & 1in

EB(X) bezeichnen.

Sanderson hat die K-Theorie der komplex projektiven Raume untersucht.

1.2 Theorem fSanderson,thm 3;9,3.10] :

Mit H bezeichnen wir das Hopfbindel Uber CP® sowie seine Ein-

schrankungen auf die endlichen Geruste cP™ von TP~
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1 bezeichne das triviale komplexe Linienbindel.

Sei x := H-1, vy :=r(H-1) . Dann gilt :

K((EPrv) ist der Quotient des Polynomringes Z [ x7] nach dem von
m+l

X erzeugten Ideal.

KO(CEPm) ist ein Quotient von Z Uyl nach einem Ideal, das erzeugt

wird von : (i) yK+l fir m = 2k
(11) 2y2k+l und y2k+2 fir m = 4k+1
(ii1) ¢+ fUr m = 4k+3

1.3 Theorem:

Mit den Bezeichnungeg‘aus 1.1 gilt :
K(CP ) ist der formale Potenzreihenring in x Uber Z :
K(ce®) = zIx]1].

Dies ist nach [Adams 4,11.1} ein Ergebnis von Atiyah und Todd. !

1.4 Definition und Bemerkung:

Gegecen sei ein r-Tupel (dl""’dr) € N'. Wir definieren das Bindel
g(n,g) € K{@TP*) wiefolgt : o
% (n,_d_) = -(n+r+1)H + Hdi RN Hdr. ; 1"

p(n,d) : TP —-> BO sei klassifizierende Abbildung von %5(”’9)
als stabiles reelles Bindel. |

n+r

Da das Tangentialbindel von @CP stabil isomorph zu der Einschrankung

von (n+r+1)H auf TP ist und das Normalenbindel von X (d) in @P™T ge-
geben ist durch die Einschrankung von (Hd1 + e a-de) auf Xn(g) (vgl.
etwa 3.6 und 3.8 oder [Libgober & Wood 3,p.476] ), folgt aus der Gleichung

n+r

TP = T (X (@) + VX (d), e

dall die Einschrankung von %?(ntg) auf Xn(g) gerade das stabile Normalen-
bindel von Xn(g) ist N

ix %(ﬂ,g) = WX (d)  in KO(X (d)).
Dabei bezeichnet i: Xn(g)-——e(IP‘” die Inklusion von Xn(g) als Unterman-

nigfaltigkeit des 2(n+r)-Geristes @CP L.

1.5 Bemerkung zu Faserungen:

Nach [Hhitehead,pp.42—44 ] kann man eine Abbildung f: X — Y durch eine

explizite Konstruktion in eine Faserung p: If———>Y verwandeln,so dafBl gilt:
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(1) Es gibt Homotopiednuivalenzen j: X-——>If und T If-—f>X mit

jr = id X und pj = £ .
(11) Der Faserhomotopietyp von (If,p) hangt nur von der Homotopie-
klasse von f ab.

(iii) Ist (X,f) bereits eine Faserung, so ist (If,p) vom selben Faser-

"~ homotopietyp.
Um unsere Bezeichnungen im Hinblick auf den Normalentyp der vollstandig-
en Durchschnitte zu vereinfachen, werden wir ab jetzt fir eine Abbildung
f: X—> B0 die Faserung (If,p) mit (X,f) bezeichnen. Ist M eine Mannigfal-
tigkeit mit Normalen-GauB-Abbildung \JM und g: M — X eine Abbildung mit
'Vh = fg , so liefert das Komponieren mit j eine (If,p)—Struktur auf M,
namlich jg (vgl.(i)). Konsistent mit der obigen vereinfachenden Konven-

tion bezeichnen wir die so gegebene‘If—Mannigfaltigkeit mit (M,g).

Wir koénnen nun den Normalentyp eines vollst&dndigen Durchschnittes angeben:
Ist i: Xn(g) — P dié Inklusion, so gilt nach 1.4 fir das stabile Nor-
malenblndel von Xn(g)

V(X () = i*B(n,d) = i*p(n,d)* ¥ .
Also ist die Normalen-GauB-Abbildung von Xn(g) homotop zu p(n,d)i. Da

“nach Lefschetz die Inklusion i eine n-Aquivalenz ist, werden wir den Nor- .

malentyp durch kreuzen von P mit dem Totalraum einer geeigneten n-anti-
zusammenhangenden Faserung konstruieren, so daB die Inklusion von @CP “°
als Faktor in das Kreuzprodukt eine n-Aquivalenz ist.

Eine solche Faserung ist das n-zusammenhdngende Cover Uber BO, das wir mit
p<n+1> : BO<n+1> ——» B0 bezeichnen. BO<Kn+1> ist n-zusammenhangend und
p<n+1>*:7?k(80<n+l>) _— GTH(BO) ist ein Isomorphismus fir k 2n+l1 .
BO<n+1> ist klassifizierender Raum fiUr Bindel, deren Einschrankung auf das
n-GerUst trivial ist. In diesem Sinne ist Y<n+1> := p<n+1>* y das univer-
selle n-zusammenhangende Bindel.

BO<n+1> ist homotopiedquivalent zu einem CW-Komplex, der in jeder Dimen-
sion nur endlich viele Zellen besitzt und dessen n-Gertst aus einem Punkt
besteht.Wenn wir von dem x-Gerdst von BO<n+1> sprechen, meinen wir das k-

GerUst dieses CW-Komplexes.

Wir benutzen in 1.6 die folgenden Bezeichnungen :
i Xn(g)———«-a(EPc’o ist die Inklusion
TP ——> TP “°x BOKN+1> ist die Inklusion des ersten Faktors

il:




p(n,d) : CP° — B8O klassifiziet §(n,g)

p<n+1> : BO<n+1> —> BO 1st das n-zusammenhangende Cover

g : BOXxBO ——> B0 ist die H-Raumsrtuktur bzgl. +
Dann ist p(p(n,g)><p<n+l>) klassifizierende Abbildung des Bindels
S(n,d) X Y<n+l> —> TP xBOM+1> und es gilt :

1.6 Proposition:

Mit den Bezeichnungen aus 1.5 gilt :

Cer Normalentyp eines vollstandigen Durchschnittes Xn(g) der kom-
plexen Dimension n23 ist ( @CP ®xBO<n+1> , p(p(n,d)-xp<n+1>))
und die Komposition i,i : Xn(g) —> ([P % x BO<Kn+1> ist homotop

1
zu einer Normalenstruktur.

Beweis:
Setze X := TP x BO<n+1>
f = u(p(n,d) x p<n+1>)
Nach 1.4 gilt \](Xn(é)) = i*gi(n,g) . Da p(n,d) klassifizierende Abbildung

von %(n,g) ist, ist die Komposition p(n,d)i = fili homotop zu der Nor-

malen-GauB-Abbildung Y von Xn(g). Wegen der Homotopiehochhebungseigen-
‘schaft der Faserung (If,p) (vgl.1.5) gibt es eine Abbildung

H : Xn(g)x I ~———>If mit H( ,0) = j ili , pH( ,0) = fili und pH( ,1) =V.
Offensichtlich ist H( ,1) eine (I ,p)-Struktur auf Xn(g), homotop zu jili.
Also ist H( ,1) auch eine n-Aquivalenz,denn j ist eine Homotopiedquivalenz,
i1 eine n-Aquivalenz, da BO<n+1> n-zusammenhdngend ist, und i ist eine n-
Aguivalenz nach dem Lefschetz'schen Satz (ber Hyperflichenschnitte ([Eotf]).
Also ist nach der Definition in 0.4 nur noch zu zeigen, daB (I ,p) n-anti-
zusammenhangend 1ist.

p<n+1>,: 7Tk(80<n+1>) —_ TTL(BO) ist ein Isomorphismus fir k 2n+l .

Weiter ist ‘TL\’k(CCPm) = 0 fir k=23 , also ist ’ﬂ*n(If) =0 (n23).

Da die H-Raumstruktur p der Whitney-Summe entspricht, gilt in Homotopie
(vgl. [Whitehead,thm.5.12] )

po = £, 3.7

by (p(n,d) x p<n+l>), §,°
(p(n,d), + p<n+l>,) 3,
Also ist p, : 7Tk(If) ———>TTL(80) ein Isomorphismus fir k dn+l . Mit der

1
1

i

langen exakten Faserhomotopiesequenz ergibt sich damit fiUr die Homotopie-
gruppen der Faser F von (If,p) ’RL(F) = 0 fir k2n . M
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Als nachstes stellt sich die Frage, wann zwei vollstdndige Durchschnitte
vom selben Normalentyp sind, d.h. wann ihre Normalentypen nach 1.5 faser-

homotopieaquivalent sind.

1.7 Proposition:
Seien g und g'e KO (P °°) BUndel mit klassifizierenden Abbildungen
P(E) und p(g) : TP >80 . Sei i: TP"—> TP die Inklusion des

n-Geristes, also m= ]:n/Z].

Genau dann sind die Faserungen ((IIPOOxBO<n+l>,p(p(§) x p<n+1>)) und
(TP BO<Kn+1>,p(p( g‘) x p<n+1>) faserhomotopiedquivalent, wenn gilt:
i* (8 -g') =0 in ko (ce™

Beweis:

Sei zundchst i*(& -8') = 0 in KO(TP"). !
Wir werden eine Faserhomotopiedquivalenz konstruieren. o
Es bezeichne :
i+ ©P® — @P™ x BOKn+1>  die Inklusion des ersten Faktors,
py @CP ™ x BO<n+1> —» @©P*  die Projektion auff\(jen ersten Faktor. u
Wegen i*(%- g‘) = 0 , ist das Bundel pl*(g— g') € KO(TCP > x BOKn+1>) "
trivial auf dem n-Gerist TCP" x {*X von @CP " xB0<n+1>. Also existiert ein
Lift der klassifizierenden Abbildung von pl*(g— g‘) Uber (BO<n+1>,p<n+1>). 1
Sei dies g: (P ®xB0O<n+1> —> BO<n+1> . Wir betrachten die Komposition h:

- Axid o . e idx g
@P ~ x BOKn+1> ——> TP X (TP x BO<n+1> ——— TP ® x BO<n+1>

wobei A : TP —= TP ¥ x TP die Diagonaleinbettung bezeichnet.

b

Wegen hil = (id x(gil))15 gilt :
(hil)*(p(p(g') xp<n+l>))* ¥ = (hil)*(p(g')x p<n+l>)* ¥ x ¥
= (hi)*(B' x y<n+l>) = § + (gi)* ¥<n+1> = z§ + (g-g') = c;;;
Also ist p(p(gg')x p<n+l>)hil ebenfalls eine klassifizierende Abbildung
von gf und somit homotop zu p(%ﬁ).'Folglich haben wir das homotopiekommu-

tative Diagramm :
h
CP* x BO<n+1> > €P% x BO<n+1>

H(P(E) x p<n+1>) B(P(&') x p<n+l>)
B0 .
TP™ x BO<n+1>

p(p(%) x p<n+1>) und ' := p(p(%‘)xp<n+l>) , SO er-

Setzen wir X :
f .
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halten wir mit den Bezeichnungen aus 1.5 das homotopiekommutative Diagramm:
" hr

] .
it i

B0
Dabei waren r: If—->X und j': X-—*If' Homotopieaquivalenzen.
Wegen der Homotopiehochhebungseigenschaft der Faserung (If',p’) konnen wir
eine Homotopie zwischen p und p'j'hr hochheben zu einer Abbildung
H: I8 T — 15, mit H( ,0) = j'hr und p'H( ,1) = p . Also ist Ri= H( ,1)
eine Abbildung der Faserungen homotop zu j'hr. Ist gezeigt, daB j'hr eine
Homotopieaquivalenz ist, so ist nach [Dold,§2i}’ﬁ eine Faserhomotopie-
aquivalenz und die Faserungen aus Proposition 1.7 stimmen in diesem Sinne
Uberein.
Da die klassifizierende Abbildung von pl*(ég-gg') , l.e.
g @ @CP ®xB0<n+1> — BOKN+1> , auf dem n-Gerist nullhomotop ist, ist die A
Einschrankung von h auf ™ homotop zur Einbettung des n-Gerustes. Also
ist h und somit auch j'hr eine n-Aquivalenz. Da die Faserungen (If,p) und
(If',p') ebenso wie die Normalentypen n-dimensionaler vollsténdiger Durch-
schnitte n-antizusammenhdngend sind (vgl.den Beweis ven 1.6), folgt aus i
der Faserhom?topiesequenz, dafB p, :ﬁTk(If)-——a WTL(BO) und
p', : T?k(If ) ———>’ﬂ7k(80) Isomorphismen fir k> n und Injektionen fUr k=n |
sind. Wegen p, = p',(j'hr), gilt dies auch fir j'hr, . Also ist j'hr eine

Homotopiedquivalenz und die eine Richtung von Proposition 1.7 ist bewiesen.

Seien nun umgekehrt die Faserungen (@CP ™ x BO<n+1>,p(p(§) x p<n+1>Y)

und (TP x BO<n+1>, u(p( %') p<n+1>)) von selben Faserhomotopietyp und

h: If~——>If eine Faserhomotopiedquivalenz.

Dann macht h := r‘%j das folgende Diagramm homotopiekommutativ :
h
CP* x BO<n+1> > CP* xBO<n+1>
H(p( ) p<n+ld) p(p( ") p<n+ld>)
BO

0.B.d.A. liegt das Bild des n-Gerustes unter h im n-Gerust @P™ von
TP x BO<n+1>. Wegen p(p(%) xp<n+1>) | ppm = p({?)lmpm und analog

p(p(%i')x p<n+l>)hrpm = p(%é mIPm , folgt aus der Homotopiekommutativitat
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des Diagrammes htqpm (1 g') = i* % . _
Wir werden zeigen, daf h‘CCPm die Identitat auf KO(CBPm) induziert. Dann
folgt i* §= h’impm(i* %') = i* %' und die Proposition ist bewiesen.
Wegen ’l‘(’k(CCPm) = 0 fir alle k>3, 13Bt sich h]CCPm P — P zu
einer Abbildung g: @P* —> @CP* fortsetzen (n33). Da TP der Eilenberg-
Maclane-Raum K(Z,2) ist, ist die Homotopieklasse einer Abbildung von @TP<°
in sich durch den in H2((IZP°°,Z) induzierten Homomorphismus bestimmt. Da
mit h auch h eine Homotopiedaquivalenz ist, induziert g einen Isomorphismus
auf H2([EP°°;Z). HZ(IIJPOO;Z) ist ein freier Z-Modul, erzeugt von der ersten
Chern-Klasse des Hopfbindels.Also ist Aut(Hz(CEP ® 7)) = 22 und der Erzeu-
ger wird durch die Spiegelung sp auf CP° induziert. Diese ist durch das
komplexe Konjugieren auf @© oogegeben, und somit gilt :
sp*cl(H) = cl(sp*H) = cl(ﬁ) = —cl(H)
Da dem komplex konjugierten Bindel H dasselbe reelle Bindel unterliegt wie ‘
H, induziert die Spiegelung die Identitdt auf KO(TP%%) = Z f(H—l)]R] (1.2). !
Also induziert g und somit auch hlEPm = 9| gp" die Identitat in reeller K- ‘

Theorie. Dies gilt insbesondere auch reduziert. L

Als ndchstes wollen wir entscheiden, wann die Einschrankung eines BUndels
Ee%((ﬁ?“’) auf @©P™ trivial ist. Lemms 1.2 gibt zwar genaue Bedingungen (
hierfir an, ist aber nur auf solche Bindel direkt anwendbar, die als Poly-
nom in (H—l)]R oder H]R gegeben sind. Die von uns betrachteten Bindel
g(n,_d_) sind jedoch Polynome in H und das Vergessen der komplexen Struktur
ist kein Ringhomomorphismus. Das folgende Lemma kldrt, wann i* %z 0 1in

o~
KO(CCPm) gilt, in Form von Bedingungen an die charakteristischen Klassen

von%.

1.8 Lemma:
Sei i:@P” —> @p ® die Einbettung des n-Geristes, d.h. m=[n/2].
Sei 8 e KO(TP™) ein reelles Bindel.
(i) Fir n % 2 oder 3 mod 8 gilt :
Genau dann 1st die Einschrankung von % auf das n-GerUst trivial,
d.h. i* %: 0 e @(CEPm), wenn die Pontrjagin-Klassen von % auf
P verschwinden, d.h. falls gilt :

() py(B) =0 for i=1,..., [n/4]

(ii) FOr n=8k+2 und n=8k+3 ist (*) notwendig aber nicht hinreichend.




Genau dann ist die Einschrinkung von E% auf das n-Gerist trivial, /<7

wenn zusadtzlich zu (*) gilt : —es

* % ‘J
(%) gy, o(8) =0

Beweis:

Zum Beweis bendtigen wir die folgenden Aussagen:

H*(@CP%,Z) ist der Polynomring iber Z in der ersten Chern-Klasse des
Hopfbindels cl(H)é HZUIPOO,Z). Die von der Inklusion i induzierte Abbil-
dung ist die Projektion Z[c,(H)] — Z (e, 1/ c )™z [ () 7,
wobei wir den Quotienten mit der Cohomologie von @©P™ identifizieren.

Sei ch : K(@CP") —> H*(CP", @) der Chern-Charakter (zu Definition und
Eigenschaften vgl. [Atiyah & Hirzebruchl ). Der Chern-CharaEter ist eine
naturliche Transformation von Cohomologietheorien. Da H*((EPm,ZZ) torsions-
frei ist, ist ch injektiv ( [Atiyah & Hirzebruch,2.5] ).

Seien ¢ und r nach 1.1 das Komplexifizieren und das Vergessen der komlpexen
Struktur. Wir betrachten die Komposition ch ¢ : KO(CCPm) — H*(CBPm, ()]
Da rc : KO((EPm) -—> KO([EPm) Multiplikation mit 2 ist, folgt mit Thm.1.2 :
Fir m3%& 1 mod 4 ist ch ¢ injektiv und

for m=1mod 4 ist Kern(ch ) = {0,y?"1}.

‘Bemerkung: m =1 mod 4 genau dann wenn n = 2 oder 3 mod 8 .

ch(ci* E) ist ein Polynom in den Chern-KlLassen von c%. Da die ungeraden
Chern-Klassen von CE% Elemente der Ordnung 2, also trivial §ind, ist
ch(ci*gg) ein Polynom in den Pontrjagin-Klassen pi(gg) é:H41(CEP£°,Z).
Ist p; () = 0 fir alle i=1,...,[m/2], so ist ch(ci*&) € HO (@P™, @)

und somit ci* B =0 & K(TP).

Fur m % 1 mod 4 ist damit die Behauptung bewiesen.

Sei nun m = 4k+1 . Dann ist i* %g € {p,y2k+]'} , lnsbesondere ist in diesem
Fall (*) notwendig aber nicht hinreichend. Wir sind fertig, wenn wir ge-
zeigt haben : w 2k+1) 3 0.
k+

gk+2 (Y
pa y?**1 auf ©P?* trivial ist, liefert y2X'! ein nichttriviales Bindel auf
s8+2 _ p 1/ p (ygl.CW-Aufbau von P %), das wir mit & bezeich-
nen. Diegiizreprésentiert den Erzeuger von ﬁTék+2(BO) = 222.

Sei g: S —> B0 klassifizierende Abbildung von « . Diese besitzt nach
den Eigenschaften des (8k+1)-zusammenhdngenden Covers einen Lift J iber
(BO<8k+2>,p<Bk+2>), d.h. g = p<Bk+2>g. Da p<8k+2>*:ﬁT;(BO<8k+2>) ——aTYS(BO)
ein Isomorphismus fir s> 8k+2 ist, ist g der Erzeuger von

TFék+2(BO<8k+2>) = ff8k+2(80) = 222. Da BO<Bk+2> (8Bk+1)-zusammenhangend

- 29 -




. . ~ . . - .
1st, 1st g somit eine n-Aquivalenz.

fiziententheorem folgt, daB g*
injektiv ist. Nach [Ston 1] ist

8k+2

H8K+2

P<BK+2>*wg, (%) F 0 . Also gilt :
MBkr2 () = Mg, p(97y) = TrpBe g, () 4 0

Da die Projektion p: @p**! g

8k+1

einen Isomorphismus in H ( ,Z

induziert (siehe z.B. Zellkettenkomplex),

2k+1
ka2 (V) = gy p(pTet) + 0

M1t Whitehead und universellem Koef-
(BO<Bk+2>,22,,) —> B2 (Bk+2 4 )

(BO<8Bk+2>, ZZ ) erzeugt von

gilt also auch :

Aus 1.7 und 1.8 ergibt sich als abschlieBendes Ergebnis :

1.9 Theorem:

8k+2 )
2

L

Genau dann haben die vollsténdigen Durchschnitte X (d) und X (d")

der Dimension n =23 den selben Normalentyp, wenn gllt :

Py (§(n,d"))

) p;(B(n,d))

(***) p~(§(ﬂ,g)) = p~(§(ﬂ,

d"))

Dabei bezeichnet Ei(n d) , und analog

%g(n.g) i= ~(n+T+1)H + Hd‘

Beweis:

+

HT’

fir

fir i =1,..

]

und wenn im Falle n = 8k+2 oder n = 8k+3 zusatzlich gilt :

() g (B(0.9)) = wg H(B(n,d")

Hinreichend fir n=2 oder 3 mod 8 ist die Bedingung

, n/4] + 1.

%%(n d'), das folgende Bindel:

Sei (*) erfillt und fir n=2 oder 3 mod 8 zusatzlich (**) bzw. (***).

Sei i:@P™ —> TP die Einbettung des n-Geriistes, d.h. m

= [n/2].

Dann stimmen die totalen Pontrjagin-Klassen der unter i zuruckgezogenen

Bindel Uberein und es gilt :

p(i*g(n,d) - 1*§(n d')) = p(i* i__%(n d)) Dxl*%(n d"))

Also gilt : p.(gi(n d) E%(n d")) =

30 -

fir

i

-1

1.

= \n/4] Somit ist
nach 1.8 fir n%2 oder 3 mod 8 die Elnschrankung von %(n d) - %(‘!,g_ )

auf CP" trivial, d.h. i* (B(n,9) - B(n,d")) =
3 mod 8 ist die Einschréankung von %g(n d) - %%(n d') auf P
und der Jnterschled zwischen 1*§§(n.g) und 1*§§(n,g ) wird gerade durch
die (8k+2)-te Stiefel-Whitney-KLasse gemessen. Aus (***) folgtin diesem

0e KO(CCP Y.

Fir n = 2 oder

-1 trivial

AN




Fall, daB bereits die Einschrédnkung von E%(n,g) - E%(n,gf) auf CEPm+l
trivial ist. In jedem Fall erfiillen die in 1.6 bestimmten Normalentypen
von Xn(g) end Xn(gf) die Vorraussetzungen von 1.7 und ‘sind somit faser-
homotopiedquivalent. )

Seien umgekehrt Xn(g) und Xn(gf) vom selben Normalentyp, d.h. ihre
in 1.6 beschriebenen Normalentypen sind faserhomotopieaquivalent. Dann
gilt nach 1.7 : i*(g%(n,g) - E%(n,gf)) =0 € EE(GINB. Mit obiger Rech-
nung ist dies nach 1.8 aquivalent zu (*), bzw. fir n=2 oder 3 mod 8 zu

(*) und (**). . ' ]




§ 2 Rationale Bestimmung der B-Bordismusklassen

vollsténdiger Durchschnitte

Nachdem die Frage, wann zwei vollsténdige Durchschnitte vom selben Norma-
lentyp sind, befriedigend beantwortet ist, wenden wir uns dem Problem zu,
unter welchen Bedingungen an die Multigrade zwei vollsténdige Durchschnitte
vom selben Normalentyp (B,p) zusammen mit geeigneten Normalenstrukturen B-
tordant sind. Allgemeiner lautet die Frage : Wann gibt es zu zwei B-Mannig-
faltigkeiten (M,q) und (M',q') eine kompakte B-Mannigfaltigkeit (W,h) mit
der Eigenschaft d(W,h) = (M,q) v -(M',q") (vgl. 0.3).

Ein erster Schritt zur Losung dieses Problems ist die Unterscheidung
von (M,q) und (M',q') durch B—Bordiémusinvarianten, etwa durch B-Bordismus-
zahlen. Diese werden definiert als Werte, die unter q: M—3B zurlUckgezo-
gene Cohmologieklassen auf einem geeigneten Erzeuger von Hm(M,R) annehmen.
Dabei ist R ein geeigneter Ring, m die Dimension von M. Fir eine geschlos-
sene orientierbare Mannigfaltigkeit M der Dimension m bedeutet die Wahl
eins Erzeugers von Hm(M,ZZ) das Festlegen einer Fundamentalklasse und damit
die Wahl einer Orientierung auf M. Fir eine B-Mannigfaltigkeit (M,q) ist
diese nicht frei wahlbar, sondern festgelegt durch die B-Struktur g und
éine Orientierung der Faserung (B,p). Was dies genau bedeutet werde ich
im folgenden konkretisieren.

Sei w, = w,(y) € it
Ist (B,p) eine Faserung mit p*wl = 0, so existiert ein Lift von p in die

(BO,ZZZ) die erste universelle Stiefel—Whitney—Klasse.

universelle Uberlagerung (BSO,p<2>) von BO, d.h. eine Abbildung

p: B —>BSO mit p<2>p = p . Umgekehrt folgtaus der Existenz einer solchen
Hochhebung p*w1 = 0 . Die Zurickziehung eines Erzeugers von HO(MSO,ZU
unter der von p induzierten Spektrenabbildung M(B): M(B,p) — M(BSO, p<2>)

=:MSO liefert einen Erzeuger von HO(M(B,p),ZQ, den wir Thom-Klasse nennen.

2.1 Definition:

Sei (B,p) eine Faserung Uber BO mit p*wl =0 .
Eine Orientierung von (B,p) ist eine Thom-Klasse U, d.h. ein Erzeuger
ven HO(M(B,p),ZZ) = UZ .

Sei nun (B,p) eine mit U orie_ntierte Faserung, (M,q) eine geschlossene

B-Mannigfaltigkeit der Dimension m mit Normalen-GauB-Abbildung V-
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Wir werden aus diesen Daten einen Erzeuger von Hm(M,ZZ) konstruieren

(vgl. {Stong 2,chap.3] und [Browder 2,chap.2,§2]):

Sel M eingebettet in eine Sphare Sm+k. Die Identifikation einer Tubenumge-
bung von M in S™K nit dem Normslenbindel von M in S"™K LM, s™K) 1iefert
eine Abbildung von Sm+k in dem Thomraum T(*Q(M,Sm+k)). Diese induziert
eine Spektrenabbildung vom Suspensionsspektrum der S™ in das Thom-Spektrum
des Normalenbindels V(M), die wir mit TM: s ——aM(M,vM) bezeichnen. Ist
M(q): M(M,\h)-*—aM(B,p) die von der B-Struktur g zwischen den Thomspektren
induzierte Abbildung, so ist die Verknipfung M(q)TM gerade das durch die
Pontrjagin-Thom-Konstruktion aus (M,qg) gewonnene Element in ’ﬁ;(M(B,p)).

Sei h: Trm(M(B,P)) —_ Hm(M(B,p),ZZ) der stabile Hurewicz-Homomorphismus.

2.2 Definition:

Sei (B,p) eine mit U orientierte Faserung Uber BO.

FUr eine geschlossene m-dimensionale B-Mannigfaltigkeit (M,q) defi-

nieren wir die Fundamentalklasse [M,q] wiefolgt : '
[M.a) := h(mp A Mgy =

Tatséchlich ist [M,q] ein Erzeuger von Hm(M,ZQ, da M(g)*U & HO(M(M,\JM),ZQ
Thom-Klasse ist und somit das Cappen N\ M(q)*U : Hm(M(M,\)M),ZZ)-——a Hm(M,ZQ {
einen Isomorphismus liefert. h(TM) ist offensichtlich ein Erzeuger von
Hm(M(M, VM) /4
Nun sind wir in der Lage B-Bordismuszahlen zu definieren. Da alle von
uns betrachteten Faserungen (B,p) von der Gestalt (TP x BO<n+1>,p) sind,
gilt stets p*w1 = 0. Also sind alle betrachteten Faserungen orientierbar
und ich werde mich bei der Definition aus Grinden der Einfachheit auf

diesen Fall beschranken.

2.3 Definition:

Sei (B,p) eine mit U orientierte Faserung Uber BO, (M,q) eine B-
Mannigfaltigkeit der Dimension m. Fir R = Z,Z mit einer Primzahl
p oder R =@ bezeichne [M,q] € Hm(M,R) die Fundamentalklasse von
(M,q), bzw. das Bild der Fundamentalklasse unter der Reduktion mod p
bzw. der Lokalisierung bei Q.

Jede Cohomologieklasse x & Hm(B,R) definiert eine B-Bordismusinva-
riante, d.h. einen Gruppenhomomorphismus von den B-Bordismusklassen

m-dimensionaler B-Mannigfaltigkeiten nach R :
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Qe g

Ma)  ——s <g*x, [Mq]> ,

die zu x gehdrige R-wertige B-Bordismuszahl.

Ein vollstandiger Durchschnitt Xn(g) ist nach 1.6 eine ((EP“’X BO<n+1>,

H(p(n,d) xp<n+1>)) =: (B,p)-Mannigfaltigkeit und ill ist homotop zu einer
B-Struktur. FiUr den Totalgrad d von Xn(g) gilt ( [Libgober & Wood 3,§7] )
d = <ire (M7, [X ()] > = <@pi)e ", [xn(g_),ili] > , beziglich
einer geeignet ngewahlten OrientierungU der Faserung (B,p). Da diese Orien-
tierung vermdge ili die Standatrorientierung auf Xn(g) als komplexer Man-

nigfaltigkeit induziert, nennen wir sie Standartorientierung von (B,p).
Alsc 1st der Totalgrad eines vollstandigen Durchschnittes zusammen mit
einer geeigneten B-Struktur die zu cl(H)n gehorige Z-wertige B-Bordismus-
zahl. Diese ist stets nicht trivial und somit reprasentiert Xn(g) zusammen
mit der zu ili homotopen Normalenstruktur ein Element unendlicher Ordnung
in g:}ég’p). Daher ist es sinnvoll die rationale B-Bordismusklasse voll-

standiger Durchschnitte, d.h. ihre Klasse in é:gég’p)gﬂD zu bestimmen.

Es ist allgemein bekannt, daf die rationalen B-Bordismusklassen eindeutig

. durch die rationalen, d.h. die @-wertigen B-Bordismuszahlen bestimmt wer-

den. Die sieht man leicht an folgender Zusammenstellung von Resultaten,
die im wesentlichen auf Ergebnisse von [Serre é} und deren Zusammenstel-
lung in [Milnor & Stasheff] zurtckgehen.
Sei (B,p) eine Faserung Uber BO. Die Pontrjagin-Thom-Konstruktion Uber-
setzt das Bordismusproblem in ein Problem der stabilen Homotopietheorie,
d.h. sie liefert einen Isomorphismus ( [Stong 2,chap.21 )

PTG T MeB,p))

M,q) —— M) T,

Der Hurewicz-Homomorphismus h :ﬂ;ﬁ') ———aHm(',Z) ist fiUr Thom-Raume k-
dimensionaler BiUndel ein Isomorphismus modulo endlicher abelscher Gruppen
fior m{2k-1, d.h. Kern und Cokern haben endliche Ordnung. FUr Thom-Spek-
tren Ubertragt sich diese Eigenschaft im direkten Limes von Homologie-
und Homotopiegruppen und liefert einen Isomorphismus :

h : 7q%(M(B,p)) ® @ —— Hm(M(B,p),CD)
fUr alle m, den stabilen rationalen Hurewicz-Homomorphismus. Hm(M(B,p),(D)
ist ein @-Vektorraum und Hm(M(B,p),(D) der Dualraum vermoge Auswertung.

Daher ist eine Homologieklasse a eindeutig durch das Tupel von Werten in
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@ bestimmt, das die Auswertung einer @-Basis von Hm(M(B,p),(ﬂ) auf a
ergibt. Ist (B,p) eine mit U orientierte Faserung, so hat vermége des Thom-
Isomorphismus fir Thomspektren jedes Element aus Hm(M(B,p),(D) die Gestalt
xU mit x & Hm(B,CD). Eine leichte Rechnung zeigt :

U (M@ Ty)> = <a*x, [M,q]> .

Damit haben wir die folgende allgemein bekannte Tatsache gezeigt :

2.4 Theorem:

Sei (B,p) eine orientierte Faserung Uber BO. Sei {xi 1i (= I} eine

@-Bais von H"(B, @).

Dann bilden die zu den i i € I, gehdrigen rationalen B-Bordismus-
zahlen ein vollstandiges rationales Invariantensystem fUr g:g(B p)

d.h. jede Klasse in é;B(B p)89d3 ist eindeutig durch die oblgen

B-Bordismuszahlen bestlmmt.

Daher ist das nachste Ziel die Berechnung der rationalen Cohomologie
von P “°x BO<n+1>.

2.5 Lemma:
H* (BO<Kn+1>, Q) ist ein Polynomring in den Pontrjagin-Klassen des
universellen n-zusammenhdngenden Bundels Yy <n+1> (ber BO<n+l>,1.e.
o 4i e N
p; = p; (Y<n+1>) € HH(BOM+D>, @) mit i€ W, i > [(n+1)/4] .
Diese sind in dem angegebenen Bereich algebraisch unabhangig.
* = 3 } - ]
H*(BO<n+1>, @) = @ [pm |iemy, 4k nel > ak-4

Beweis:

Da wir nur an rationaler Information interessiert sind, betrachten wir
die Raume BO<n+1> lokalisiert bei 0. Bezeichnet 80<n+1>(0) die Lokali-
sierung von BO<n+1> bei 0, so gilt wegen_?Th(BO(O)) = T,(B0) ® Q=20
fir n £0 mod 4 : BO<n+1> gy = BOCAK> ) fUr alle n mit dk>nelddk-4 .
Der Beweisverlauft per Induktion nach k mittels der folgenden Faserung
(vgl. [Stong l] )

K(Z,4k-1) —————— BO<4k+1>

L

BO<4k>

FOr k=0 ist BOKO> = B0 und die Induktionsbasis ist die bekannte Tatsache,




daBl H*(BO, @) = @ [pi\ ié'Ef], Qer Polynomring in den universellen Pon-
trjagin-Klassen p, = p.(y) € H''(80, @) ist. |

Sei bereits H*(BO<4k>, Q) wie behauptet bestimmt. Der Induktionsschritt
wird gefihrt mit Hilfe der Leray-Serre-Spektralsequenz [Switzer chap.lS] ,
analog zv | Switzer 15.30,15.31 .

Der E2—Term der Leray-Serre-Spektralsequenz ist in unserem Fall gegeben
durch : E5'T = HP( BOC4k> , HI(K(Z,4k-1), @) ) . H*(K(Z,4k-1), @) ist

eine &uBere Algebra Uber @ in einem Erzeuger ¢ = H4k—l(K(ZZ,4k—l), a)

4k-1
{Serre l,chap.6,§3] . Also gilt :
5,q 0 fUrp#Oodern;p$0mod4;pL4n
E2 - E%} o fir p = 0O oder n ; p = 4s mit s2n ,
a(s) .
wobel a(s) die Anzahl der méglichen Darstellungen s = sok+sl(k+l)+52(k+2)+-~
mit s; € Dk)ist. Graphisch hat der E2—Term folgende Gestalt :
gt
4k-1 1+ @ e o --- o ...
dgw (.'—3 Q)
0+ e e o --- oo - -
0 4k 4k+1 8k D

Da die Differentiale der Leray-Serre-Spektralsequenz wiefolgt laufen :
4 : gPrQ ___, gP+T,g-T+l

r T T !
auf d4k trivial, der EZ-Term ist der E

obige Tableau eintragen. v
2J+l(BO<4k>, Q) = 0 zerfallt die exakte Sequenz [Switzer 15.31]

in die folgenden exakten Sequenzen :

sind offensichtlich alle Differentiale bis

k—Term und wir konnen d4 in das

4 k

Wegen H

p* . _
0 — 1™ Ligocak+1>, @) _ % He™ 4K (Bocak> . @) ———
d .
ax o*

— 1™ (BO<4K>, @) ———> KM (BOKAK+1>, @) ————— 0

Da BO<4k+1> 4k-zusammenhdngend ist, verschwindet die reduzierte Homologie
in diesem Bereich, und mit universellem Koeffiziententheorem auch die re-
duzierte rationale Cohomologie. Insbesondere ist H4k(BD<4k>,(D) trivial.
Also ist p*pk = 0 und wegen der Exaktheit der Sequenz liegt

2m-4k 2m-4k

pkH (BO<4k>, @) im Bild von d4k' Da die @Q-Vektorrdume H (BO<K4k> ,@)
2m-4k

und pkH (BO<4k>, Q) gleich Dimension haben, folgt, daB d4k injektiv
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und durch Multiplikation mit einem Vielfachen von Py gegeben ist. Also
i§t ¢ trivial und es folgt, daB p* surjektiv ist. Somit gilt :
HJ(BO<4k+l>,(D) =0 fUr J $50 mod 4 und j£4k, j ¥ 0. Wir, erhalten
die folgende Sequenz

, d p*
0 — ™K Bocars, @) —2K5 W™ (BO<ak> , @) —— HOM (BOCAK+1>, @) — O,
und wegen Bild d,, = p H'™ *(B0<4k>, @) folgt :
H* (BO<4k+1>, @) = @ [pm | 5€ N |. Wegen p p<dk> = p<dk+1> ist
p* ¥y <ak> = ¥ <4k+1> und die Behauptung ist bewiesen. [:]

Damit sind wir in der lage, ein vollst&ndiges rationales Invariantensystem
in Form der zu einer @-Basis von H*(B, Q) gehdrigen rationalen B-Bordis-

muszahlen aufzustellen (Erinnerung: B = TP > x BO<n+1>). Ist (M,q) eine

B-Mannigfaltigkeit ungerader Dimension, so représentiert (M,q) das triviale P
Element in der entsprechenden Gruppe von rationalen B-Bordismusklassen. 4‘
Ist dim M = 2m, so ist die rationale B-Bordismusklasse von {M,g) eindeutig (

durch die folgeﬁden Zahlen bestimmt : :

-23
(*) <g*c, (H)" lpiim . pij gl )
mit i+ oo+ ip= 4, 4,3 [(e1)/4] e Ny, und P
ie | [(wn)/a],..., [m2], 01} . ¥

Wir werden sehen, daB fir (n-1)-Normalensmoothings (*) bis auf das Vor- {
zeichen unabhangig von der Wahl der (n-1)-Normalenstruktur ist, wenn (B,p)
von der Gestalt (IP< x BO<n+1>,p) ist und p ein Bindel gx ¥ <n+1> mit

‘g e KO(@TP*®) klassifiziert. Das bedeutet fir die rationale B-Bordismus-
klasse zweier (n-1)-Normalensmoothings Uber derselben Mannigfaltigkeit M:

[Mal =20(mgn] in S2EP g q

Nach 1.6 sind insbesondere die Normalentypen n-dimensionaler vollsténdiger
Durchschnitte wegen p(p(n,d) x p<n+1>)* ¥ = g(n,g)x g<n+l> von dieser
Gestalt.

2.6 Lemma:
Seien p bzw. p' : TP x BOKn+1> — B0 klassifizierende Abbildungen
der Bindel § x x<n+1> bzw. g' x 5<n+1> . Fir die Pontrjagin-Klas-
sen von E und E' gelte : pi(é) = pi(g') fior 1 = [n/4]+1,...,j
Sei h eine Homotopiedquivalenz, die das folgende Diagramm homotopie-

kommutativ macht :




TP T x BO<n+1> 5 @CP7 x BO<n+1>

BO
Dann gilt mit den Bezeichnungen aus 2.5 in H*(@CP™ x BO<n+1>, @)
. + % .. <
h cl(H) = —-cl(H) und h P, = Py fir alle i 43 .
Insbesondere gilt:
Sind p und p' homotop und h*cl(H) = Cl(H) , SO0 induziert h die Iden-
titét in rationaler Cohomologie.

Beweis:
Da h eine Homotopie&dquivalenz ist, induziert h einen Isomorphismus in
Z-Cohomologie. Wegen n=3 ist H2((IIP°°)<BO<n+1>,Z) = HZ(CCPM,Z) = cl(H)Z.
Also gilt h*cl(H) = i-cl(H). Insbesondere 1aBt h* die Pontrjagin-Klassen
von g% und E%' fest, da diese Polynome in cl(H)2 sind.
Sei i:@P™ — @©P ® x BO<n+1> die Inklusion des n-Gerustes, d.h. m= [n/Z].
0.B.d.A. sei h zellulédr. Dann ist hi = ih auf @P". Wegen der Homotopie-
Kommutativit&t des Diagramms ist sowohl pi als auch p'hi klassifizierende
Abbildung von i* &. Also gilt fur i<[n/4) :

Pi(B) = p(i*8) = py(hi* &) = h*p,(g') = p, (E")
Zusammen mit der Vorraussetzung stimmen die Pontrjagin-KLassen von §§
und 5§' bis zu j-ten einschlieBlich Uberein.
Wir zeigen nun per Induktion h*pi =Py fir alle i &j
Ist 041 4Eﬁ+l)/4] , SO ist nach 2.5 p; = pi('5<n+l>) = 0 und die Behaup-
tung gilt trivialerweise. Sei nun [(n+l)/4] £i4j und h*pk = Py fir
alle k £1 .
Die Inklusion des zweiten Faktors i,: BO<n+1> —> @CP “x BOKn+1> induziert

2
in rationaler Cohomologie Projektion auf den @-Unterraum H*(BO<n+1>, @).

Wegen 12*( % x ¥<n+l>) = yw<n+1> gilt i2*pi(% x x<n+l>) = Py
pi(%gx ¥<n+1>) ist ein homogenes Polynom vom Grad 4i in den Pontrjagin-
klassen von %i und Y<n+l>, d.h. in cl(H)2 und Py mit k<4 1 . Dieses hat

nach der Uberlegung zu i, die folgende Gestalt :

2
- 2

pl(gx 6<n+l>) - f(Cl(H) lpll"'lpi_l) + pl

Da die Pontrjagin-Klassen von f; und %’ bis zur j-ten Ubereinstimmen, er-

halten wir ebenso :

pi(%i'x g<n+1>) = f(cl(H)z,pl,...,pi_l) * Py




Wegen der Homotopiekommutativitdt des Diagramms gilt

h*( %‘ x ¥<n+l>) = % x y<n+l> . Es folgt mit der Induktionsannahme :
2
f(Cl(H) )plv"'lpi_l) + pl
— * 2 * — 2 *
- h (f(cl(H) 1plr'-'1pi_l)) + h pl - f(Cl(H) 1p11--')pi__1) + h pl .

Mit Koeffizientenvergleich folgt die Behauptung h*pi =Py - [l

2.7 Corollar :

Sei (B,p) eine Faserung Uber BO von der Gestalt (B,p) =
’(EJP“ x 80<n+1>,p(p(%) x p<n+1>)), wobei p( g) das Bindel % aus
KO(@CP*) klassifiziert.
Dann ist die rationale B-Bordismusklasse eines (n-1)-Normalensmooth-
ings von (B,p) bis auf Orientierung unabhdngig von der Wahl der
(n-1)-Normalenstruktur. D.h. fir zwei (n-1)-Normalensmoothings (M,q)
und (M,q') gilt in G2BP e @

(Mol =% [man] = [mtan]

"Beweis:

Nach 0.5 operiert die Gruppe der Homotopieklassen von Faserhomotopie-
selbstaquivalenzen Aut(B,p) transitiv auf den (n-1)-Normalenstrukturen
auf M. Also existiert eine Faserhomotopieselbstaquivalenz g: B —B mit

gq = q' . Nach der Konvention Uber Faserungen 1.5 liefert g eine Homoto-

piedquivalenz h: CP™xBO<n+1> —— TP % x BOKn+1> , so daB p(p(%) x p<n+1>)

homotop zu p(p(%g ) x p<n+1>)h ist. Also erfullt h die Vorraussetzungen von
2.6 und es gilt: Ist h*cl(H) = cl(H) , so induziert h die Identitat auf

H* (CP = x BO<Kn+1>, @), ist h*cl(H) = -cl(H), so induziert h die Multipli-
kation mit -1 auf HY"2(@CP* x BO<n+1>, Q) fur alle k € N , die Identitét
sonst. Da die rationale Cohomologie in ungeraden Dimensionen verschwindet,

ist die Aussage fir Mannigfaltigkeiten ungerader Dimension trivial.

Sei M eine 2m-dimensionale Mannigfaltigkeit, so da3 (M,q) vnd (M,q') (n-1)-

Normalensmoothings von (B,p) sind. Dann gilt :

<Q'*cl(H)m'21pi' cepy L [Matlo

1 J
- <q*h*cl(H)m—21pi. ... .pl , i [ M’q—-‘ S
1 J
+ . m-21 L
= 2 <qre, (" - ey L [Ma] o
1 N
fUr dpeecr igo= i, i 3 [(n+1)/4] for alle k€N , j € Ny , und
i o= [(en/47, ..., (m/2].

- 39 -

e o

- .-




*

Nach 0.3 ist - [(M,q") ] = [ (M,-q") ] . O

Also ist nach 2.4 und 2.5 [(M,q)] =F [(M,q')—} in Q (B,p) & A .

2.8 Theorem:

Seien Xn(g) und Xn(gf) zwel vollstandige Durchschnitte vom selben
Normalentyp (B,p).

Genau dann repréasentieren Xn(g) und Xn(g‘) zusammen mit beliebigen
Normalenstrukturen bis auf Orientierung dieselbe rationale B-Bordis-
musklasse, wenn gilt :

(1) d=d' und

(11) pi(g(n,g)) = pi(g(n,g')) fir 1 = [n/4] +1,..., [n/Z].
D.h. wenn die Totalgrade und die Pontrjagin-Klassen der zu Xn(g) und
Xn(_c_i_') assoziierten Bindel E(n,g) und i‘é(n,g_') im angegebenen Bereich
Ubereinstimmen. Dabei ist Eg(n,g), und analog %ﬁ(n,gf) wiefolgt defi-
niert : %g(n,g) t= —(n+T+1)H + Ko, + HOr

Beweis:

Nach 1.6 ist Xn(g) vom Normalentyp (CP® x BO<n+1>,p(p(n,d) x p<n+1>)) und
analog Xn(g') vom Normalentyp (TP x BO<n+1>,p(p(n,d") x p<n+1>)).

Setze p := p(p(n,d)x p<n+1>) und p' := p(p(n,d') xp<n+1d>)

Da Xn(g) und Xn(gf) nach Vorraussetzung vom selben Normalentyp sind, gibt
es eine Homotopieadquivalenz h, die das folgende Diagramm homotopiekommuta-
tiv macht :

h
@CP™ x BO<n+1> s P~ x BO<n+1>

3 /p

BO

Seien i: Xn(g)———¢[1P0° und i': Xn(gf) die Inklusionen, il die Inklusion
von CP*® in das Kreuzprodukt @CP® x BO<n+1> als erster Faktor. Nach 1.6
ist ili homotop zu einer (CP % x BO<n+1>,p)-Normalenstruktur auf Xn(g)
und hi.i' homotop zu einer solchen auf Xn(g'). Beziglich dieser Normalen-

1
strukturen werden wir die B-Bordismuszahlen von Xn(g) und Xn(gf) berechnen.

Seien die Bedingungen (i) und (11) erfollt.

- n ks w n L .
Wegen d = <ive, ()", [X ()] > = <i*iy* ;0" [X (@),1;1] > ([Libgober
& Wood 3,§7] ) bezlglich der Standartorientierung des Normalentyps, die

wir ab jetzt vorraussetzen wollen, ist der Totalgrad die zu Cl(H) gehorige
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A

rationale B-Bordismuszahl von (Xn(g),ili). Da i, in rationaler Cohomologie

1
Projektion auf den Q-Unterraum H*(CP*, Q) induziert, gilt :
1k % n-2i e - - . . .
%*11 (Cl(H) pil pik) =0 fir 1¢i = iy+oo+ iy < [n/Z].

Somit verschwinden alle weiteren rationalen B-Bordismuszahlen von Xn(g)
(vgl.2.5). Die Homotopiedquivalenz h erfillt die Vorraussetzungen von 2.6
mit j = [n/2] nach Vorraussetzung (ii) und 138t somit alle P; mit 1 & [n/Z]
fest. Folglich gilt :

iy n-2i_ . .., ' ps i _§ +d  fir i=0
<(higit) e, (M p e ep [ (@) higit] > - { +

1 Tk 0 sonst
Alsc gilt nach Vorraussetzung (i) in é:lég'p)
[(xn(g),q)] =X [(Xn(gf),q')] , wobei q und q' zu i,i und hi,i' homo-

tope Normalenstrukturen sind. Corollar 2.7 leistet die Verallgemeinerung

auf beliebige Normalenstrukturen. Somit sind (i) und (ii) hinreichend.

Seien nun umgekehrt (Xn(g),q) und (Xn(gf),q') bordant in gi?ég'p)QQ Q
bis auf Orientierung. Nach 2.7 sei 0.B.d.A. q homotop zu i
zu hiji' (B = CP%x BOCn+1> ). '

Sei py: TP P x BO<n+1> — CP* die Projektion auf den ersten Faktor.

1i , q' homotop

Pq induziert einen Homomorphismus von Bordismusgruppen :
B, BSO o0
pre 8O 2P ——— G2 B0 (gp)
[(M,g)] —_— [(M,plg)]

Dabei bezeichnet .§12950(03>“W den singuldren orientierten Bordismus (vgl.

[Stongt], [Conner & Floyd] ). Da H*(@CP *®,Z) torsionsfrei ist, wird

lfz ?SO vollstédndig durch singuléare Stiefel-Whitney-Zahlen und singulére

Pontrjagin-Zahlen bestimmt ( [Conner & Floyd] ). Diese sind insbesondere

Invarianten des singuléren orientierten Bordismus. Da das stabile Normalen-

bindel von Xn(g) durch die Zurickziehung von g(n,g) gegeben ist, gilt

p (VX (d))) .

Pontrjagin—Zah}en von (Xn(g),plq)) = (Xn(g),i) in E;BS:O(CEP‘”)
<oy (0" e, (8(n,0)), [X ()] >

i* pi(g(n,g_)) . Somit sind die folgenden Zahlen singuléare

= <a§n,g) i*cl(H)n, [Xn(g)] > = ai(n,g) d for 1 =0,..., {n/Z] ,
wobei ai(n,g) durch die Gleichung ai(n,g_)cl(H)zl = pi(ég(n,g)) definiert
ist. Wegen q'*cl(H) = | plhili‘)*cl(H) = i-cl(H) sind auch die zu cl(H)n-21

gehorige singuldre Pontrjagin-Zahl von (Xn(g'),plq') das Produkt von Total-
grad und dem Koeffizienten ai(n,gf) fir alle 1 = 0,..., [n/Z] ,bis eventu-
ell auf ein globales Vorzeichen. Da (Xn(g),q) und (Xn(gf),q') 0.B.d.A.
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B-bordant sind (ersetze gegebenenfalls q' durch -q'),sind (Xn(g),plq)
und (Xn(g'),plq') orientiert singuldr bordant, und somit gilt :

d =g und ai(n,g) = ai(n,g ), d.h. pi(g(n,g)) = pi(%(n,g )} fir alle
i £[n/2] . Also sind (i) und (ii) notwendig. M




§ 3 Die Adams-Filtrierung vollstandiger Durchschnitte

In §2 wurde bestimmt, wann zwei vollstandige Durchschnitte vom Normalentyp
(B,p) zusammen mit geeigneten Nornalenstrukturen rational B-bordant sind,
d.h. B-bordant modulo Torsion in E;gﬁB,p). Die folgenden beiden Paragra-
phen werden sich damit beschaftigen, unter welchen Bedingungen an die
Multigrade und die Dimension diesbereits hinreichend fir B-Bordanz ist.
Die Uberlegungen basieren hauptsdchlich auf der Adams-Spektralsequenz als
Verfahren zur Berechnung der Homotopie von Spektren. Das wesentliche Argu-
ment wird sein, daf die Adams-Filtrierung von Torsionselementen einer
festen Dimension in unserem Fall nichtbeliebig hoch sein kann (vgl.§4).
Daher ist es sinnvoll, die Adams-Filtrierung der vollstandigen Durch-
schnitte moglichst gut nach unten abzuschdtzen. Wir werden die Adams-

Filtrierung exakt bestimmen konnen.

3.1 Definition und Eigenschaften der Adams-Spektralsequenz:

Zu diesem Abschnitt vgl. [Adams 1 ] und [Adams 4,815 ] .
(1) Sei X ein Spektrum.

Eine mod p -Adamsaufldsung vonX ist ein Diagramm

90 9 9 93
=1 Xg X, X, Xy <
A\ N
fo Py fN Py Py
Ny K K K
0 1 2 3

mit den folgenden Eigenschaften :

X

(1) Die KS sind verallgemeinerte Eilenberg-Maclane-Spektren, d.h.
-\ S
K = iGISZ Kz,

(i1) Die Abbildungen fs* : H*(KS,Z.Zp)——ﬁH*(XS,ZZp) sind surjektiv.

(iii) Die Dreiecke

sind Cofaserdreiecke mit X = C , der Cofaser von f_.
s+1 fS S




(2) Sei X ein Spektrum mit mod p -Adams-Auflfsing gemal (1).

Diese induziert eine Filtrierung der Homotopie von X :

- - ’

Tt(x) = FO,t D Flyt+l 2 F2,t+2 2 -.-..;Fs‘t.i,s - ... l

mit FS % 2 Bild((aga, - ag_q)e ¢ T

rrs(Xg) ——> T (Xg) )

Diese Filtrierung ist unabhdngig von der Wahl der mod p -Adams-Auf-

1ésung und heiBt mod p -Adams-Filtrierung. Ist a e.ﬁTL(X), a & Fs,t+s,
a $ Fs+l't+s+l, so sagen wir a hat mod p -Adamsfiltrierung s und
schreiben Fp(a) = s . Liegt a im Durchschnitt aller Fs,t+s fur s € B%y

so definieren wir Fp(a) 1= 00
(3) Sei X ein Spektrum mit mod p -Adams-Auflésung gemaB (1).

Dann ist das folgende bigraduierte Dreieck exakt :

s,t

Qi
s,t ar
SE?t T (x) & 1 B T
(-1,-1)
s,t s,t
8 = 0,00  (1,0) B o

@ -
s,t }(t(KS)

Die zu diesem exakten Dreieck assoziierte Spektralseguenz (Er’dr)r c N
ist bigraduiert und heiBt mod p -Adams-Spektralsequenz.
Wir schreiben EX*= @ g%
iy s,t T
(4) Es gilt:
(1) EE*(X) = Exta*(H*(X,Zp),Zﬁ) , wobei A die mod p -Steenrod-

Algebra bezeichnet. Der Isomorphismus ist natirlich bezlglich

Spektrenabbildungen.
(1i) Der Ego-Term ist natirlich isomorph zu den Filtrierungsquot-

jenten : 5P - pS T pStLuSL

(iii) (;\ FS’t+s ist die Untergruppe der Elemente aus ’Fk(X) mit

Ordnung prim zu p .

3.2 Bemerkung und Generalvoraussetzung:

Sei X ein Spektrum das den folgenden Bedingungen genugt :
(1) Es gibt ein tg & 7ZZ, so daB WL(X) = 0 for alle t éto , d.h.

X ist tD-zusammenhéngend .




Beweis:

(11) Hq(X,ZZ) ist endlich erzeugt fir alle q € Z, d.h. die ganzzahlige
Cohomologie von X ist von endlichem Typ.
Dann besitzt X eine mod p -Adams-Aufldsung ( [ Adams 4,§15] ).

Die von uns betrachteten Spektren erfiillen alle die Bedingungen (i) und
(ii). Sei also im folgenden X stets ein Spektrum, das den Bedingungen (1)

und (ii) genUgt.

Vermdge der Pontrjagin-Thom-Konstruktion reprasentieren B-Mannigfaltig-
keiten Elemente in der Homotopie des zu der Faserung (B,p) assoziierten
Thom-Spektrums. Daher konnen wir von der Adams-Filtrierung von B-Mannig-
faltigkeiten sprechen. Das ndchste Lemma zeigt, daB die Adams-Filtrierung
eines (k-1)-Normalensmoothings unabhangig von der Wahl der (k-1)-Normalen-

struktur ist, falls B k-antizusammenhangend ist.

3.3 Lemma:

Seien X und Y Spektren gemdB 3.2 , f: X—>Y eine Spektrenabbildung.
Dann erhdht oder erhdlt f die mod p -Adams-Filtrierung, d.h. es gilt:
Fp(f*(a)) 2 Fp(a) fir alle a € 7C,(X) und alle Primzahlen p.
Ist insbesondere f eine Homotopiedquivalenz, so ist f filtrierungs-

erhaltend.

. 9 9 99 a3
Seien X=XOL Xl Xzé———" und Y:YO‘ Yl‘ Y

mod p -Adams-Aufldsungen von X und Y.

Ist f:X—>Y eine Spektrenabbildung, so existiert eine Familie von Spek-
trenabbildungen {fsz XS————aYS | s € F%)} mit f0 = £ und fsqS = q Sf
fir alle s € INO .

. s, t s,t . . . ~
Seien {F ! (X)} und EF ’ (Y)} die mod p -Adams-Filtrierungen von ), (X)

. . . s,t s,t

und 0, (Y). Dapn gilt wegen fsqs = qg fs+l £ (F X))y €F (Y), d.h.
Fp(f*(a)) é.Fp(a) fir alle a € 70, (X).
Ist g: Y—=X die Homotopieinverse von f, so ist analog g*(FS’t(Y)) in
Fs’t(X) enthalten, und es folgt Fp(a) = Fp(g*f*(a)) > Fp(f*(a)) E:Fp(a)
Also gilt Uberall Gleichheit und f ist filtrierungserhaltend. O

s+l

3.4 Corollar :

Sei (B,p) eine k-antizusammenhingende Faserung Uber BO,M eine Mannig-

faltigkeit vom (k-1)-Normalentyp (B,p) und q und q': M—>B0 zwel
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(k-1)-Normalenstrukturen auf M.

Dann gilt Fp(M,q) = Fp(M,q') fOr alle Primzahlen p .

Bewelis:
Nach 0.5 operiert die Gruppe der Homotopieklassen von Faserhomotopie-
selbstdquivalenzen Aut(B,p) transitiv auf den (k-1)-Normalenstrukturen
auf M. Also existiert eine Faserhomotopieselbstdquivalenz h: B— B mit
g' = hg . h induziert eine Homotopieselbstdquivalenz des zu (B,p) assozi-
ierten Thom-Spektrums M{h) :.M(B,p)-———aM(B,p) , und es gilt :

PT(M,q") = M(q")Ty = M(h)M(q)Ty, = M(h), M(aq)Ty = M(h),PT(M,q)
Dabei bezeichnet PT wieder die Pontrjagin-Thom-Konstruktion. Die Behaup-
tung folgt mit 3.3. ‘ U

Um Aussagen Uber die Adams-Filtrierung der vollstandigen Durchschnitte
(zusammen mit einer Normalenstruktur) zu machen, werden wir zeigen, daf

sie im Bild von filtrierungserhdhenden Spektrenabbildungen liegen.

3.5 Lemma:
Seien X und Y Spektren, f: X— Y eine Spektrenabbildung.
Ist £* : H*(Y,Zp)—>H’(X,Zp) die Nullabbildung, so erhéht f die
mod p -Adams-Filtrierung, d.h. es gilt Fp(f*(a)) > Fp(a) fir alle
a € 10, (X).

Beweis:
f induziert eine Abbildung der mod p -Adams-Spektralsequenzen von X und Y
fr,: (Er(X),dr)-—-9(Er(Y),dr)- . Dabei ist f2: EZ(X)———a E2(Y) uber
die natiUrliche Identifikation von E2( ) mit ExtA(H*( ,ZZp),ZZp) (vgl.3.1)
das Bild von f*: H*(Y,Zp)———)H*(X,ZZP) unter dem Funktor ExtA( ,Zp).
Das f* trivial ist, ist auch f-2 trivial und somit fa: Ego (X) —> E o (Y).
Vermige der Identifikation des E. -Termes mit den Filtrierungsquotienten
einer mod p -Adams-Auflosung gilt somit

s+1,t+1 s+1,t+1

£ (FS %)) 7 F Y) =0 , d.h. £.(FFx) eF (Y)
Also ist Fp(f*(a)) > Fp(a) fir alle a € 70, (X). O]

Nach Definition ist ein vollstédndiger Durchschnitt Xn(g) der transversale

Schnitt von r Hyperflachen im @P™T. Dem Schneiden mit einer Hyperfldche

M\
S

frs




entspricht in Bordismusthecorie eine Abbildung S;BSB,p)____? E:QS?Z’p ) ,
deren homotopietheoretische Interpretation eine Abschdtzung der Adams-

Filtrierugn des Bildes liefern wird.

3.6 Konstruktion und Definition:

Sei X ein CW-Komplex. Zwei reelle Bindel o« und 3 Uber X seien gegeben

durch die Abbildungen : p(«L) : X — B0

P (8) J
p(p) : X ———— BO(k) ——> BO

Dabei ist j: BO(k) —> BO die klassifizierend Abbildung des universellen
k-dimensionalen Bindels (k).
Wir setzen :,V A= p(L)*y und %3:= pk(fS)* ¥y (k). Also ist « ein
Element von KO(X), A ein k-dimensionales Vektorbindel Uber X.
Sei M eine Mannigfaltigkeit mit Normaler-GauB-Abbildung W' M— BO ,
g: M —X ein Lift von VM Uber (X,p(«)), d.h. *VM = p(ad)g .
Wir wdhlen einen Schnitt s: M ——q*/3 transversal zum Nullschnitt M.
(zu Transversalitdt,Definition und Eigenschaften,vgl. [Hirsch,chap.3] )
Dann ist N := s—l(M) = s(M) "M eine k-codimensionale Untermannigfaltigkeit
von M, und fir das Normalenbindel von N in M gilt :
VNM) = ds Thviar ey = dspy Tt at By,
Also gilt fir das Normalenbindel von N beziglich der Einbettung von N in M:
V(N) = V(M)‘N + V(N,M) Z q[N* oL+ q‘N*ﬂ3, und wir erhalten einen ex-
pliziten Isomorphismus, namlich id+ dS[N . Offensichtlich liefert dieser
Isomorphismus zusammen mit N eine Folge von Paaren (fs’ ds) wie sie in
der Bemerkung in 0.3 beschrieben werden, und damit nach 0.3 eine eindeutig
bestimmte (X,p(d +/>))-Struktur auf N, die homotop zu q\N ist. Wir bezeich-

nen sie mit Qs - Dabei ist p(A +3) die folgende Komposition :

A pl) x p(p)

X —— 5 XxX — > B0 *xB0 —> B0 , also klassifizierende
Abbildung der Whitney-Summe & +/3
Die (X,p(+32))-Bordismusklasse von (N,qu) ist unabhangig von der Wahl
des Schnittes s. Denn ist s': M—> q* /> ein weiterer Schnitt, so ist s'
homotop zu s. Man kann eine Homotopie H: MxI—>g*/ so wahlen, daf
sie transversal zum Nullschnitt ist und H( ,t): M —> q* elnen Schnitt
fir alle t &€ I darstellt. Ist p: MxI —> M die Projektion auf den ersten
Faktor, so konnen wir H in offensichtlicher Weise als einen Schnitt 1in
das Bindel p*q* /2 Uber M xI auffassen. (M‘XI,qP) ist eine (X,p(al))-Man-
nigfaltigkeit und die obige Konstruktion liefert eine (X,p(X+/>))-Mannig-
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faltigkeit (H—l(M xI),quH) mit Rand. Wie man leicht sieht gilt :
-1 -1 -1
o "(MxI1),apy,) = (s (M),a4) v =(s" "M, q,.0)
Somit ist die (X,p(& +/3))-Bordismusklasse von (N’qsd) unabhangig von der

Wahl des Schnittes und wir k&nnen die folgende Abbildung definieren :

it it

[.0)] > ™M ,q, ]

Dabei ist k die Dimension von p ,p( o+ 3) klassifiziert o+ /3.

Seien nun wie in 3.6 olund /» reelle Bindel iber X, dim 2= k.

c(j bezeichne die Zurickziehung des universellen j-dimensionalen Bindels
uber BO(j) unter der Einséhrénkung von p() auf p(c()-l(BO(j)) = Xj'

Da p(X+ ) die Whitney-Summe X+ 3 klassifiziert, liefert die Inklusion
der Thom-R3ume Uber Xj T( aj) —a T dj + /S\Xj) eine Spektrenabbildung :

£(6) 1 M(X,p()) ——— SK MX, p(as )

f(RB) ist die homotopietheoretische Interpretation der Komstruktion s(/S)

in 3.6, denn es gilt-:

3.7 Lemma: I
Mit den Bezeichnungen aus 3.6 gilt : P
Die durch die Inklusion der Thom-Riume induzierte Spektrenabbildung
£(B) : M(X,plal)) ——> S5 M(X,p(a+p)) ,(k = dim 2 ), macht das
folgende Diagramm kommutativ :

G (X,p(a) s(e) s §2 Kop(aep))
PT PT
0. M(X,p(et))) > Mo MX,p(K+3)))
£(B).

Dabei sind die senkrechten Pfeile durch die Pontrjagin-Thom-Konstruk-

tion PT,[(M,q)]“——>M(q)TM, gegeben, p(d~+f3) bezeichnet die Komposition

A p(ex) xp(B) g
X —> X X X —> BO xB0 ——> BO .

Beweis:

Sei (M,q) eine (X,p(cl))-Mannigfaltigkeit .
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Es existiert ein Schnitt §: X —— /2 | so daB der zuruckgezogene Schnitt

s :=q*s : M —> g*(> transversal zum Nullschnitt ist.(Wihle etwa s als
Zurickziehung eines Schnittes in ¥({k) — BO(k) unter pk(;S), der transver-
sal zum Nullschnitt Uber einem CW-Gerist genigend grofer Dimension ist.)
Wir definieren die Spektrenabbildung g(p&): M(X,p()) ~——7:§FM(X,p(5i+ﬂ5))
als Verwacklung von f(23) mittels S wiefolgt :

Bezeichne wieder dj die Zurlckziehung von ¥(j) —BO(j) unter der Ein-
schrankung von p(ot ) auf p(ct)_l(BO(j)) =: Xj . Wir fassen die Thom-Réume
als Quotienten Totalraum des Bindels modulo dem Komplement des offenen
Scheibenbindels vermége der von R * auf o. € X xR und A; +4 Iy =
X *R” xR induzierten Metrik auf. ) X J
‘Dann liefert die mit § verwackelte Inklusion der Totalriume eine Abbildung

der Thom-R3ume : T(a(j) — T( dj + /3IX )

(x,v) ——  (x,v,5(x))

Wir definieren g(ﬁ ) als die von dieser Thom-Raumabbildung induzierte Spek-
trenabbildung. Da s homotop zur Einbettung des Nullschnittes ist, ist g(/S)
homotop zu f(3). Nach Definition der Pontrjagin-Thom-Konstruktion PT gilt
(M@ Ty 1) = M und somit (F(BIM@T) 700 = (@8 2o = 572
s_l(M) ist eine k-codimensionale Untermannigfaltigkeit von M und fir das
‘Normalenbindel von s ~(M) in M gilt :

v (sTE My My = 4(a%8| -1 ) 1q*@|s—1(M)

Es folgt : £(@IM(@)T, = F(IM@T, * M(age) Tg~L () + und demit
£(2)s PT = PT s(p) . 0

Da das stabile Normalenbiindel eines vollstdndigen Durchschnittes Xn(g)
durch die Einschréankung des Bindels %i(n,g) Uber @CP % gegeben ist, mit
E(n,g) = -(nsr+)H + B+ -4 W%, ist die Inklusion i: X (d) —> TP
homotop zu einer (Gﬂ’m,p(n,g))-Struktur g. wir werden sehen, daB
[(Xn(g),q)] im Bild einer ganzen Reihe von nacheinaﬁder ausgefihrten

s(/Bi) liegt.

3.8 Lemma:
Sei X :=@CP”, j& N .
Wir setzen & := E(n+r-j+l,dl,...,dj_l) = -(n+r+1)H + Hd‘+ cr 4 de"
0= de

. . L n+T
FUr j=1 setzen wir Xn+r(¢) := P
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FUr einen fest gewahlten Isomorphismus ¢ zwischen V(C{:Pmr) und
-(n+r+l)H|U:pn+r sei ShE cP™T TP die nach der Bemerkung in
0.3 eindeutig bestimmte (P, p(n+r, @ ))-Struktur.

Dann gilt fir J=1,...,r mit den bezeichnungen aus 3.6 :

d.
S(HJ) [(Xn+r_j+l(dly"')dJ_l)lqj_l)—] = [(Xn_’_r_j(dl""’dj)lq‘])] ’

. . = . i .. DOO
Wobei qj : (qj l)ds eine zur Inklusion i:; X M7 J(dl,...,dj)———>GI.
homotope, durch P eindeutig bestimmte (xp * ,p(n+r—j,dl,...,dj))_
Struktur ist.
Beweis:
. n+1r . . .
Sei Xn+r—1(dj) < P eine geeignete Hyperfléche, Xn+r—j+1(dl""’dj-l)

ein geeigneter vollstandiger Durchschnitt, so daB gilt :

Xn+r j(dl""’d') - Xn+r j+l(d1" l) A X n+r 1(d ) ‘
Dabei bezeichnet fﬁ den transversalen Schnitt. Diese existieren nach De- f
finition vollstdndiger Durchschnitte. A
Sei Xn+r—l(dj) Nullstellenmenge des Polynoms f € [XO’ .. ’xn+rj ,nfrho— t
mogen vom Grad d.. Wir benutzen f um zunichst einen Schnitt von TP in

das dJ -fache Tensorprodukt des Hopfbindels tber P™'F 3 dj zu konstru-

ieren. t
Wir stellen Punkte in @P"'T in homogenen Koordinaten dar.

Ist [x] = [xo,..., n+r] € ©P™T, so ist die Faser iber [x) in Hd3 v

als (C-Vektorraum erzeugt von d.-fachen Tensorprodukt von x & U:n+r+l-
Betrachten wir die folgende Abbildung : d
’f" : U:n+r+l\f (0) ——— 1*Hd’ cmp”*r (mn+r+1®¢j;~®mn+r+l)

X ﬁ([X_J LE(x lx@ - ®x)

Da f homogen vom Grad d. ist, gilt fir A & (@ :
/fv()\x) = ({Ax] ,f(l;]()—l AX 8 -+ ®Ax) .
= ([x1,2°% £x) 1A% & - ex ) = (Cx].£x) "t xe e @ X)
Also faktorisiert f gber @P"*T und liefert einen Schnitt :

S wP™TNx 1 (0) —— ixpds

Nach Normieren und geeignetem Homotopieren von §' auf einer Tubenumgebung
van Xn+r—l(dj) in @P™T kénnen wir den homotopierten Schnitt durch den
Nullschnitt auf X l(d ) stetig differenzierbar fortsetzen und erhalten

d .
insgesamt einen stetlg dlfferenuerbaren Schnitt §:@P™F—— i*H%T npit




n+r

~=1 . .. . ~
(P ) = Xn+r—l(dj)' Die Zurickziehung von s auf X ..,d

liefert einen Schnitt :

n+r—j+l(dl" j—l)

n . d4
s :=§ X (dy,...,d. ) —— 5 i*H?
IXn+r_j+l(dl,...,dj_l) n+r-1'91 j-1
Dieser ist nach Konstruktion o.B.d.A. transversal zum Nullschnitt und es gilt:
-1 .
(Xn+r—j+l(dl""’dj—1)) = Xn+r-j(d1""’dj) . Also ist nach 3.6

d.
S [0 po g1 @00y )y ) = NG CIRE R RN

3.9 Lemma:
Mit den Bezeichnungen aus 3.6 gilt :
Sind o und /3 orientierte Bindle, dim /3 =k, so induziert die Spek-
trenabblldung T(GB): M(X,p(a)) ——>2 M(X,p(xX+/>)) in Z-Coho-
mologie beziglich der Thom-Klasse Multiplikation mit der Euler-Klasse
e(pB) € Hk(X,Z). D.h. f(ﬁ)* ist durch das 8ild der Thom-Klasse

Ul + @) = U(x)U(B) wiefolgt bestimmt : *
£(B)* « H*M(X,p(x+B3)),Z) ———-—>H*+k(M(X,P(°<)),Z) o
U(x +£) > e(B)U(x) -~
L
Beweis:

Sei wieder dj die Zurickziehung von ¥(i)—>B0(j) unter der Einschran- ﬁ

kung von p(«) auf p(ct)—l(BO(j) =: Xj' Wir identifizieren die reduzierte
Cohomologie des Thom-Raumes von cxj mit der Cohomologie des Paares (E,EO), ;2

wobel E den Totalraum von cxj, E0 den Totalraum von o . ohne den Null-
schnitt bezeichnet. Analog seien E' und EO' fir das Bindel cxj + /ﬂX. de-
finiert. J
Vermége Thom-Isomorphismus sind H* (E, EO;ZZ) bzw. H*(E',E.'";Z) H*(XJ,Z)—
Moduln in einem Erzeuger, ndmlich der Thom-Klasse U(ﬁiJ) E:HJ(E E zZ),

bzw. dex Thon-Klasse U(ol + ﬁ,x )y e WHRE B 7).

Die Inklusion der Thom-Raume, dle f(B) induziert, stammt von der Inklusion
der Totalrdume i: E—>E'. Da die Einschrankung von i auf den Nullschnitt
die Identitdt auf Xj ist, induziert i eine Inklusion von EO———>EO‘ und
damit der Paare (E,EO) ———>(E',EO'), die wir wieder mit i bezeichnen.

Sind p: E-——an und p': E'———>Xj die Projektionen auf die Basis, so gilt

P =p'l . Wir kénnen somit wiefolgt in den durch i verbundenen langen ex-

akten Cohomologiesequenzen der Paare (E,EO) und (E',EO') rechnen :

1*U( O(j +ﬁ>lxj)lE, = i*p'*e( O(j + (_‘)‘Xj)
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T PrEC By elag) = (e SRECHE:

Dies liefert 1*U( d + ﬂﬂx ) = e ﬁwx )U(<x ) . Da dies fir alle j € N
gilt, erhalten wir for dle von i 1ndu21erte Spektrenabbildung f(Fs)

E(BIU(x+B) = e(BIU() . U

Nun sind wir in der Lage eine erste Abschadtzung der Adams-Filtrierung voll-

standiger Durchschnitte zu machen. Nach 3.7 und 3.8 gilt mit den dortigen

Bezeichnungen :
[ (@.a0] = s(Hd‘)o os(H‘“) L@™ ,q]  bau.
A Ty gy * £(H) 2o £ (1Y), M(qq) Tgpner

f(H j)* 1st in ZZ-Cohomologie Multiplikation mit e(de) d c (H) also
ist f(H 3) mod p -Adams-Filtrierungs-erhdhend, wenn dJ =0 mod p ist (3.9
und 3.5). Insgesamt ergibt sich :

FoOX (@), 2 {djzo mdpl|je {1,...,0]}
Leider ist die Gite dieser Abschdtzung stark von der Streuung der Primfak-
toren im Multigrad abhéngig. Eine weitere Faktorisierung der Abbildungen
f(H 3) wird dies beheben.

Sei wieder dj die Zurickziehung von j%(j) —> BO(j) unter der Einschrankung
von p(K) : X — B0 auf p(cx)—l(BO(j)) =: X, . Sei /3 ein komplexes Lini-
enbindel Ober X, g%a mit a &€ N das a-facheJTensorprodukt von f3 uber @.

o +QTX- S X XR¥xC®®---- Q™ trage die von R™ und der folgenden

a
Norm auf ©® ® ---® T ~ induzierte Metrik :
FUr x;,...,x_ € € sei | X8 - @x b= xl\\~-~--ﬂxa i
Dann Oberfihrt die Abbildung dj + ﬁ‘x > dj + ﬁE]]Xj
{x,v,w) > (X,V,W® - - & w)

Scheibenbindel in Scheibenbindel und Spharenbindel in Spharenbiindel und
liefert eine Abbildung der Thom-R&ume, die wir uns als Quotienten Schei-

benbindel modulo Sphérenbindel vorstellen :

Q.

a
5 T(okj + {B\Xj y ———— T(o(J + ﬁlxj )

(x,v,w) > (X,V,W® - - QW)
Wir definieren g(,2) : M(X,p(+B)) —> M(X,p(cl+(3°)) als die von
den Abbildungen der Thom-R&ume gj,j € N, durch Ubergang zum a-fachen Ten-
sorprodukt auf {3 induzierte Spektrenabbildung.
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Dabei sei p(5(+{ga) fur a € N die Komposition

a
A P() xp(3") H 4
X —— xxX —> BOxB0O ———— 80 , p(R°) Klassifi-

zierende Abbildung von /38 als reelles zwei-dimensionales Bindel.

3.10 Lemma:
Mit den obigen Bezeichnungen gilt fir die durch Ubergang zum a-fachen

Tensorprodukt auf /3 induzierte Spektrenabbildung

9(8.2) + M(X,p(a+@)) ——— M(X,p(ct+ B2 )

(1) Das folgende Diagramm ist homotopiekommutativ :

£(3% ]

M(X,p(a)) = MX,p(x+ 7))
f(m /g(/s,a) ‘
MIX,p(x+3)) ¢
(ii) Fur a,b,c € N, mit ab = c, gilt g(B.,c) = g( [_’,a,b)g(@,a) ‘I'
(ii1) Ist (X,p(x)) eine orientierte Faserung, so induziert g(/B,a) P

in Z-Cohomologie Multiplikation mit a bzgl. der Thom-Klassen

(.3 H*M(X,p(t+BT)),Z) —— H (M(X,p(x+p)),Z)
U(d+ﬁa) — a (&+p) e

die entsprechend der Orientierung von (X,p(«X)) und der éano-

nischen Orientierung auf den komplexen Bindeln gewahlt werden. ﬁ
Beweis:
(1) und (ii) sind nach Definition von f( ) und g( , ) trivial, da wir auf
Thom-Raum-Niveau sogar echt kommutative Diagramme erhalten.
Es bleibt (iii) zu zeigen.

Wegen der offensichtlichen Homotopiekommutativitat des Diagramms

g(p,a) 3
MX,p(B)) — MX,p(B7))
f(%)[ J £ )
g(p,a) 3
M(X,p(x+p2)) > MX,p(+ 7))

genugt es, den Fall A=0= EB(X), d.h. 0.B.d.A. p(&) konstant, zu unter-
suchen. Dann ist g(2,a) die im Suspensionsspektrum von der Thom-Raumab-
bildung g(@,3): T(B) — T(RY) |

(x,w) ——— (x,w ® - --®w) induzierte Abbildung.

Wir identifizieren die reduzierte Cohomologie des Thom-Raumes mit der Co-
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homologie des Paares (Scheibenbﬁndel,Sphérenbuhdel), das wir mit
(D( ),S( )) bezeichnen.

Sei i : (D( ﬁ%x)’s(‘glx) _ (D(pS),S(ﬁg)) , beziehungsweise

it (D(ﬁ?x),g(ﬁ?x) —_— (D(Ba),S(@a)) die Inklusion der Faser
in x € X. Wegen der definierenden Eigenschaft der Thom-Klasse ist
9(8,2)*U(B%) € H(D(3),5(8);Z) = ZU(P) durch die Einschrinkung auf
die Faser festgelegt. Wir identifizieren die Faser von /3 in x KSR als
komplexen Vektorraum beziiglich eines normierten Vektors mit @O und erhalten
démit ebenfalls eine Identifikation der Faser von (38 in x FSTx mit @ als
komplexer Vektorraum durch Weglassen der Tensorzeichen w & - - -é@vv--,wa.
Vermdge dieser Identifikation liefert die Komposition g(3,a)i die Abbil-
dung é: (0(@),S(®)) —> (D(®),S(C)) , die durch Potenzieren mit a auf
C gegeben ist. Da dies eine Abbildung vom Grad a ist, und i'*U(fsa) und

i*U(B) Erzeuger der Cohomologie von (D(@),S(T)) sind gilt :

i*g(@,a)*U(RY) = g*i*U(B?) = ai*U(B) und somit ‘

9(3,a)*U(B"%) = al(B) . -
Dabei wahlen wir U(AR) und U(ﬁba) als die der kanonischen Orientierung der -
komplexen Vektorbindel /3 und ;38 entsprechenden Thom-Klassen. ] .
Durch Faktorisierungen gemdB 3.7 und 3.10 kénnen wir jetzt alle Primfak- ﬁ
toren des Totalgrades zur Abschitzung der Adams-Filtrierung vollstandiger
Ourchschnitte ausnutzen. Das nichste Lemma wird zeigen, daB diese Abschat- i

zung optimal ist.

3.11 Lemma:

Sei (B,p) eine orientierbare Faserung Uber BO, (M,q) eine B-Mannig-
faltigkeit.
Dann ist die mod p -Adams-Filtrierung von (M,q) nach oben beschrankt
durch den minimalen Exponenten der Primzahl p in den Primfaktorzer-
legungen der von Null verschiedenen ZZ-wertigen B-Bordismuszahlen von
(M,q). Das heiBt explizit :
Sind {ail iC-I} die Z-wertigen B-Bordismuszahlen von (M,q) mit Prim-
faktorzerlegungen \ail = ;¥Lm pxk(ai)

Fo(M.q) £min { Vola) | i€ ]

, so gilt :

Bweis:

Sei (M,q) eine B-Mannigfaltigkeit der Dimension t und Fp(M,q) = F (M(q)TM)

p
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grofler oder gleich s. Dann ist M(q)TM = Fs,t+s {(vgl.3.1), wobei
ey

Fs,t+s = Bild(qoql---qs_l)*: )Lt+s(XS) ) 7T£(X))aus einer mod p -Adams-

Aufldsung des zu (B,p) assoziierten Thom-Spektrums X:= M(B,p) stammt :

9 9
X =: XO X1 < X2
fo\\ /;o f& /;1
KO Kl - .-

Da die f.*: H*(K.,Z ) — H*(X,,Z ) surjektiv sind, induzieren alle g.
b i’ i'Tp 1

die Nullabbildung in ZZp—Cohomologie. Betrachten wir die von der kurzen
p red.
exakten Koeffizientensequenz O z Z Zgs—>0 induzierte

lange exakte Sequenz in Cohomologie und das folgende kommutative Diagramm: ,
B p red.

-——>H”(xi,zzp) SN Hn+l(xi,ZZ) ———»H.“*l(xi,ZZ) - H”*l(xi,zzp)
*_ * * * Lad
T g;*=0 9y 9; 95
n-1 §) n p a red. n ,
—>H "X, .,Z) —>H (X, ,,ZYy——>H (X, ,,Z) —>H (X, ,,Z) "~
i-1'"p i-1 i-1 i-1'"p “
Dabei bezeichnet B den zu der obigen Koeffizientensequenz gehdrigen Bock-
stein- oder Verbindungshomomorphismus.
Da red g.* = g.* red = 0 ist, liegt Bild(g,*: Hn(Xi_l,ZZ)-—>Hn+l(Xi,Z)) :
im Bild der Multiplikation mit p. Sei a die zu dem Element xé:Ht(B,ZZ) ge-
horige B-Bordismuszahl. Dann gilt mit geeignetem f € J(, (X ) : #

t+s'' s
a = <qx, [M,0]> = «u, @)1, [s°]> = <(aga, a0, [s**°]>
& pS<Ht+S(St+S,Z), [St+s]> = pSZZ . Dabei ist U die Thomklasse.
Also sind alle Z-wertigen B-Bordismuszahlen von (M,q) durch pS teilbar.
Ist dies fir eine B-Mannigfaltigkeit nicht der Fall, so ist ihre mod p -
Adams-Filtrierung notwendiger Weise echt kleiner als s, und die Behauptung
folgt. ‘ ]

3.12 Theorem:

Die mod p -Adams-Filtrierung eines vollstandigen Durchschnittes Xn(g)

bezlglich einer Normalenstruktur q ist genau der Exponent der Prim-
zahl p in der Primfaktorzerlegung des Totalgrades d. D.h. 1ist

d=dped, =TT p Vel?, so gilt F (X (@),0) = v (9)
p prim P




Beweis:

Da der Normalentyp einer Mannigfaltigkeit bis auf Faserhomotopiedquivalenz
eindeutig ist (0.4), die nach 3.3 die Adams-Filtrierung erhalt, sei

-.B.d.A. der Normalentyp von X5(9) nach 1.6 (CP~ x BO<n+1>,pu(p(n,d) x p<n+1>)
Nach 3.4 ist die Adams-Filtrierung unabhangig von der Wahl der Normalen-
struktur g. Wir berechnen daher Fp(Xn(g),q) fir die Normalenstruktur q aus
1.6, die homotop zu ili ist, wobei i: Xn(g)-———aCEP“’ die Inklusion,

il: @CP” ——> @CP* x BOn+1> die Inklusion des ersten Faktors bezeichnet.
Wegen <i*c, (H), [xn(g)] > = d ([Libgober & Wood 3,§7] ) ist der Totalgrad

d eine B-Bordismuszahl.

Also gilt nach 3.11 : Fp(Xn(g),q) é;\)p(d)

Nach 3.8 ist mit den dortigen Bezeichnungen

[(xn(g_),qr)] = s(HIry. .. s(ndy [(U:P”*r,qo)] . Dabei sind die zur jewei-
ligen Inklusion in (P homotopen Abbildungen qg bzw.q_ (CP®,p(n+r, @))-
bzw. ([EP°°,p(n,g))—Strukturen. Die Komposition ilqr ist homotop zu g. Sei
0.B.d.A. q = ilqr . Dann gilt nach 3.7 : . .

M(Q)Txn(g) =~ M(il)M(qr)TXn(g) o~ M(iz)f(H Ty--- f(H 1)M(qo)Tmpmr . "
Ist di =Py Ry die Primfaktorzerlegung von di’ so ist nach 3.10 :
£(HYY) = (P2 Pen oy g(HPeLp)) alH,p ) £(H)

Damit hat nach 3.10 (iii) und 3.5 das Bild von f(H™*), mindestens mod p -

Adams-Filtrierung entsprechend dem Exponenten von p in der Primfaktorzer-

F. X3

legung von di' Da nach 3.3 M(il) die Filtrierung erhtht oder erhalt, er-
gibt sieh (6 (2,) = FI@ Ty (g) > vyl V() = v (@)
Die Behauptung folgt. ]



§ 4 Die Filtrierung der Torsion in ‘ﬂ;(M(ECPagX BO<n+1>,p))

Sei M(B,p) := M(@CP ™ x BO<n+1>,p) das zum Normalentyp des vollstandigen
" Durchschnittes Xn(g) nach 1.6 gehérige Thom-Spektrum. Es geht nun darum,

die Adams-Filtrierung der Torsion in 7Tén(M(B,p)) mdglichst gut nach aben
abzuschétzen. Zusammen mit den Resultaten aus § 3 sind wir dann in der

Lage anzugeben, fir welche vollstandigen Durchschnitte vom Normalentyp

(B,p) die B-Bordismusklasse bereits durch die rationale B-Bordismusklasse

bestimmt ist. Dieses geometrische Problem wird durch die Adams-Spektral-

sequenz, insbesondere durch den E2—Term algebraisiert und einer Ldsung

nahergebracht.

In § 4 gelte ebenfalls die Generalvoraussetzung 3.2, d.h. alle Spektren

seinen nach unten beschrénkt mit ganzzahliger Cohomologie von endlichem

Typ. ‘

4.1 Bemerkungen zur Torsion in der Adams-Spektralsequenz:

%

Wi

Sei X ein Spektrum gemdB 3.2 mit mod p -Adams-Spektralsequenz {Es,ds} .
Ist g: S —S eine Abbildung des Sphirenspektrums vom Grad p, so induziert
Verknipfen mit g in %, (X) Mutiplikation mit p. Es ist wohlbekannt, daB "
daslvin g in Extﬁ*(ZZp,Zﬁ) reprasentierte Element ein Erzeuger von

Ext,’ (ZZp,Zp) = Zp ist. Wir bezeichnen dieses Element mit hg -
Aus den in [ Adams 1,§4 ] bewiesenen multiplikativen Eigenschaften der i
Adams-Spektralsequenz folgt :

(1) EXtR*(Zp’Zp) ist eine graduierte Zp—Algebra .

(11) Die von hO erzeugte Unteralgebra ist der Polynomring ZZp[ hov] .

(ii1) Die Er—Terme der mod p -Adams-Spektralsequenz sind graduierte

zzp[ho] -Moduln mit hOEi’t c Effl’“l ( Stets sei r32 )

Die Differentiale sind Zb [hO] -Modulhomomorphismen.

(1v) Wir haben das folgende kommutative Diagramm :

°g
Fs,t , Fs+l,t+l
s,t s+1,t+1
E e . ) > E o
0

Dabei sind die senkrechten Pfeile durch die Projektion auf die

Faktorgruppen gegeben.
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Da H*(X,ZZp) in jeder Graduierung endlich erzeugt ist, sind auch die Gruppen
o0

&5 S,t+s, ., . .
<=0 ExtA {(H (X,ZZp),Zp) endlich erzeugte Zp[hoj—Moduln und somit auch

SEPO Ei’t+s fir alle r22. Also spaltet E. als ZO Ch. 1 -Modul direkt in den

Torsionsmodul TEr i= { a & Er i hg a =0 fir ein neN } und einen freien
- ' : = & FE - .

zzp[hO] Modul FE_ , d.h. es gilt : E_ = TE @ FE_ als zzp[hol Modul

Wir werden diese Bezeichnungen beibehalten. Damit bedeutet (iv) gerade,

daB die Filtrierungsquotienten der p-Torsion in 70, (X) der ZZp['hO] -Tor-

sion, oder kurz hO-Torsion, im E-Term entsprechen.

Seien ZE2 die permanenten Zykel in E2, d.h. alle Differentiale verschwinden
auf denen von ihnen représentierten Klassen in der Adams-Spektralsequenz.

Sei p: ZEE*-—~» E%e die natlrliche Projektion (vgl.3.1).

Die naheliegende Frage ist, unter welchen Bedingungen die Abbildung ‘
ZTEZ’t 1= ZEZ’tf\ TES’t — TEi;t , die duch Einschrankung von p gegeben
ist, surjektiv ist. Ist dies der Fall fUr alle s und t, so liefert eine

L]
Abschatzung der Bigrade der Elemente in TE§* eine Abschatzung der Bigrade .
in TEZS und damit eine Abschatzung der Adams-Filtrierung der p-Torsion in
7T£(X) fur alle t. Eine Antwort auf diese Frage liefert die Bockstein-Spek-

tralsequenz.

4.2 Definition und Eigenschaften der Bockstein-Specktralsequenz: ‘
Zu diesem Abschnitt vergleiche [ Browder 1,81 und 84 1.

Sei X ein to—zusammenhéngepdes Spektrum gemaf} 3.2. Sei ap der zu der ex-
akten Sequenz 0 —Z ——— 7 —l— Zp———,» 0 gehorige Bockstein-Homomor-
phismus, ap: H*(X,Z%Q ———aH*+l(X,ZQ . Dann haben wir das folgende exakte
ODreieck :

3 *

H* (X, Z2) > H*(X,Z)

e

H* (X, Z

Die zu diesem Dreieck assoziierte Spektralsequenz { Er’Br } heiBt mod p -

Bockstein-Spektralsequenz. Es gilt :

(1) (El,Bl) = (H*(X,ZZp),B) , wobel die Cohomologieoperaticn B der zu

der exakten Sequenz 0 — ZZp zZ , Zp >0 assoziierte

Bockstein-Homomorphismus ist.

~

(11)  E o = (H*(X,ZZ) / Torsion) ®zp
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(111) Die Graduierung von H*(X,Z) induziert eine Graduierung der Er—Terme

E - EY | beziiglich der die Differentiale Grad 1 haben :
T teZ r

B: EY —ogftl

Tr T r

Alle weiteren Uberlegungen und Beweise basieren hauptsachlich auf dem Ar-
tikel von [ May & Milgram ] Ober die Bockstein- und die Adams-Spektralse-

guenz und dem folgenden ebenda bewiesenen Satz.

4.3 Theorem (May & Milgram 1980 ):

Sei X ein (m-1)-zusammenhdngendes Spektrum mit Z-Cohomologie von end-

lichem Typ. Sei {Er,dr} die mod p -Adams-Spektralsequenz, { Er’Br 3
die mod p -Bockstein-Spektralsequenz von X.

Sei C_, r21, eine Basis von E_, sodaB C =D WR D WwC ist,
T T T T rr T+

wobei BrDr = { Brd \ d €D } und Cr+1 eine Menge von Zykelnlbezog—

lich Br ist, die auf die fir Er+l gewahlte Basis projeziert.

Dann gilt : .

(1) Die freien ZZp[ ho] -Erzeuger von FEr , 241 L o, entsprechen S
eineindeutig den Elementen der Basis Cr von Er'
Hat c € Cr Grad g und der korrespondierende freie ZZp[ hO]—Er—
zeuger Bigrad (s,t), so gilt f(s)+m £q = t-s .

(ii) Ist d€ D_und sind a € E2'" und b € €' mit v-u=t-s-1 die
freien Erzeuger von FEr' die d und Brd entsprechen, so gilt: {

d_(hg @) = he"™" SV b for me £(ivs) 3 tos
Dabei ist f wiefolgt definiert :
Fir p>2 ist f(s) := 2(p~-1)s .
Fir p=2 ist £(4k):= Bk+l , f(4k+1l):= 8k+2 , f(4k+2):= 8k+3 und

£(4k+3) 1= Bk+5 .

4.4 Corollar:
Sei X ein Spektrum gemafl 3.2 mit mod p -Adams-Spektralsequenz { Er’dr }

und mod p -Bockstein-Spektralsequenz {Er’er}' Sein &€7Z
Ist Eg = Eg fir alle q4n, so ist die Einschrédnkung der Projektion

O g7e,t ZTEy' " —— TELS surjektiv fir elle t-s<n |

Beweis:
Sei p: ZE;’t
Term (vgl.3.1). Ist p(ZTE;’t) £ TEi;t, so existiert wegen der Surjektivitat

Ei;t die Projektion der permanenten Zykel auf den E, -
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von p ein a &€ ZFE;’t mit p(a) e,TEi;t , £-s ¢n. Dabei bezeichnte ZFE, den

2
Schnitt ZEZrﬁ FE2. Dies ist aber nach 4.3 ein Widerspruch zu der Voraus-
setzung Eg = Egefﬂr alle q<n. O

Nun wenden wir uns der Abschdtzung der Adams-Filtrierung der hO—Torsion in

E2(X) = Ext;*(H*(X,ZZp),Z%Q zu. Dazu bendtigen wir ein vorbereitendes Lem-

ma.

4.5 Lemma:

Seien X und Y Spektren, f: X —Y eine Spektrenabbildung, so dafB

£* . H*(Y,Zp) ~——>H*(X,Zp) surjektiv ist.

Genau dann induziert f einenIsomérphismus auf den E -Termen der mod p
Bockstein-Spektralsequenz f,: H L (H* (Y, ZI) B) — H LH* (X, Z ) B) ,
0 Modul ist.
Dabei bezeichnet AO die von B & A erzeugte Subhopfalgebra der Steen-

rod-Algebra A.

wenn die Cohomologie die Cofaser Cf H*(Cf,ZZ ) ein freier A

Beweis:

f

Nach Voraussetzung liefert die Cofaserung X £

mologie die folgender kurze exakte Sequenz (stets ZZp—Koeffizienten)

0a— H*(X) <t Hr(y) PO He(Cp) «<— O

Die Cohomologieen sind AO—Moduln und graduierte differentielle Gruppen be-

sy P ¢ in zzp-cOho-

zuglich B, £* und p* sind AO—Modulhomomorphismen. Also liefert die kurze
exakte Sequenz eine lange exakte Sequenz in der Homologie der Kettenkom-
plexe (H*( ),B)

f p
* a * * * * *
He 1 (H*(CE)uB) e H (H*(X),B) «— H_(H*(Y),B) «—— H_(H*(C.),B)
Genau dann ist f, en Isomorphismus, wenn H*(H*(Cf),B) = 0 ist , d.h.
Kern B = Bild B , also wenn H*(Cf) ein freier AO—Modul ist. ]

Die nachste Proposition ergibt sich direkt aus dem Beweis von Theorem 4.3

in [ May & Milgram ]

4.6 Proposition:

Sei X ein Spektrum gemdB 3.2, p eine Primzahl.
Dann existiert ein Spektrum K und eine Spektrenabbildung f: X —K
so dafl gilt:




(1) f*: H*(K,Z ) — H*(X, Zp) ist surjektiv.
(i1) Die Cohomologle der Cofaser H*(C ZZp) ist ein freier AO—Modul.

(1i1) Ext (H*(K Zp),lp) 1st ein freier ZZp[ hoj—Modul.

&
s,t;s>0

Beweis( [ May & Milgram,proof of thm.57):

Modulo Torsion prim zu p ist Hn(X,ZZ) die direkte Summe von zyklischen Grup-

pen vo p-Potenzordnung und freien zyklischen Gruppen. Sei also mit der Be-

zeichnung ZZ(p) 1= Lokallslerung von Z bei der Primzahl p :
HX2) ®, z, . = 69 a{") Zx & B oM z
Z (p) k leIV\ lO (p) )
1EI

wobei { (n) \ i€ I , k & BVO } < Hn(X,ZZ) Erzeuger der zyklischen p-
Tk

Gruppen bzw. der Z-Summanden in Hn(X,Z) sind (n € Z).
Wegen der Darstellbarkeit der Cohomologie mit ZZ- und Z k-Koeffizienten

(n) und die Reduktionen der a( n)
1o Tk

berg-Maclane-Spektren : (pi(n) X ———— Z"KZ  bzw.
0

!

liefern die ay mod p Abbildungen in Eilen-

< -n

CPi(”) X ——— T KZ K mit 00
Diese haben die Eigenschaft, daB die folgende Abbildung einen Isomorphis-
mis in Hn( ,Z) modulo Torsion prim zu p induziert :

oM == M x —— X EN Kz kv 10\6/185:” kz =: k(M

L 0 o

wir setzen K:= V' K™ und die Abbildung £:- = M pabei sei (n-1)
der Zusammenhang von X.
f ist nach Konstruktion surjektiv in ZZp—Cohomologie, also gilt (1).
Ebenfalls nach Konstruktion induziert f einen Isomorphismus der mod p -
Bockstein-Spektralsequenzen von K und X. Also ist insbesondere die Abbil-
dung der E2—Terme f, ein Isomorphismus und mit 4.5 gilt (ii).
Fur den E2—T2§m der Adams-Spektralsequenz gilt :

B GB - @ -N
E,(K) = n@m ( it E, (7 KZ k) & ! E, (27KZ) )

Fur k=22 sind E (KZZ) und E (KZZpk) nach [ May & Milgram,lemma 3] freie
Zp[hoj Moduln, E ('7 "xz ) 0 fir s>0. Also ist ses EZ t(K) ein
freier ZZp [ hg ] —Modul s>0 0O

Zusammen mit dem folgenden Verschwindungssatz, der fir p=2 von [ Adams 2,§2 ]

und fur p>2 von [ Livlevicius, thm.1 1 stammt, erhalten wir die gewlnschte
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Abschatzung als Corollar aus 4.6 und 4.7.

4.7 Theorem (Adams, Liulevicius):

Sei M ein (m+l) -zusammenhdngender AO-freier A-Modul.

Dann ist Ext (M /74 ) =0 fir s 21 und t-s & m+f(s)

Dabei ist f(s) 2(p 1)s fir p>2 und fir p=2 wiefolgt gegeben:
f(4k) = 8k+1 , f(4k+1) = 8k+2 , £(4k+2) = 8k+3 und f(4k+3) = 8k+5.

4.8 Corollar (h (hy-Verschwndungsgerade) :

Sei X ein m- zusammenhangendes Spektrum gemaB 3.2,f wie in 4.7 .
Dann ist TExt t5s (H*(X /4 ) /4 ) 0 fir s 22 und t-s £ m+f(s-1) '

Bemerkung:

Tragt man Extz* in den Koordinaten t-s und s auf, so bedeutet 4.8, daB
TExtA* etwa oberhalb einer Geraden der Steigung 1/(2(p-1)) durch m-2(p-1)
auf der t-s-Achse verschwindet. Diese Gerade nennen wir hO—Verschwindungs—

gerade (vanishing line).

Beweis:

Sei K ein Spektrum, f:X — K eine Spektrenabbildung mit den Eigenschaften
(1)-(iii) aus 4.6. Da wegen (i) f* surjektiv in Z ~-Cohomologie ist, liefert
die Cofaserung X——£7 K-—E—aCf eine kurze exakte S;;uenz in ZZp—Cohomologie
und somit die folgende lange exakte Sequenz in Ext**(H*( ,ZZ ), ZZ) = E**( ):
s-1,t 2 f

— By (C) —— B (X)—L—>E2 (K)—-p—*—eE (cf)——+
f, und p, sind ZZ [t1 ] -Modulhomomorphismen, ézz E;’t(K) ist nach 4.6 ein
freier ZZ Lh ] Modul s>0

P 5.t
Also gilt : T D et < Kern 1,

s>0
Weiter gilt nach Theorem 4.3 und 4.6(ii), daB f einen Isomorphismus der
E2—Terme der mod p -Bockstein-Spektralsequenzen von K und X induziert.

Wegen Theorem 4.3 enthilt Kern f, daher keinen freien ZZ [ hO] -Untermodul.

Also ist Kern( f, : égz (X) - E**(K) =T EEE 2 (X)
s>0 s>O

Wegen der Exaktheit der Sequenz ist Kern f, = Bild 3 . H*(Cf,ZZp) ist
nach Konstruktion von f (vgl.Bew.4.6) ein (m+1)-zusammenhéngender freier
AO—Modul und damit gelten die Verschwindungssédtze von Adams und Liulevi-
civs (Theorem 4.7) : TES'*(X) = BE57"%(C) = 0  for s-1 31 und
t-s+1 & (m+1)+f(s-1) . Mlt leichtem Umformen folgt die Behauptung. ]
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4.9 Lemma:
Sei p eine ungerade Primzahl. n und m éeien ganze Zahlen mit m<n
und p > yﬁ;;;:&iﬁﬁj + 1/2 .
M= Q?Mk sel ein graduierter (2m-1) -zusammenhingender A-Modul, der fur
alle k £n die Bedingungen (i) M2k ist endlich erzeugter Z -Vektorraum
und (i1) M i
erfillst.
Dann ist T t_§:92k Extf\’t(M,Ep) =0 fir alle k n+m

und diese Grenze ist scharf, d.h.es gibt A-Moduln M', die den obigen

Vorraussetzungen genigen mit T Ext (M',ZZp) £+ 0.

<5)
t-s=2(n+m+1)
Beweis:.
.. . 2m Jus K k-3
Ist M (2m-1)—zusammenhangend, s0 ist 2_“M ((=°M)":= M ) (-1)-zusammen-
hdngend und erfillt die Bedingungen (i) und (ii) fir alle k £n-m. Weiter

- 4 a s,t 2m - o s,t _
gilt £-32] ExtA (2_ M,ZZp) t-s=i~2m ExtA (M,ZZp) als Zp[ ho—_l Modul.

Wir zeigen daher :

Ist M ein (-1)-zusammenhdngender A-Modul, der den Bedingungen (i) und (ii)

genugt, und p eine ungerade Primzahl groBer als Vn+(5/4) + 1/2 , so gilt: v
T, D, Ext2 (M, z o) = 0 fir alle ken .

Die volle Algemelnhelt folgt dann durch geeignetes Suspendieren.
Bekanntllch hangt der ZZp[h 1 -Modul EBJ Extz t(M z ) nur von dem A-Modul :
ﬂ/k>3 1 ab Sei also o.B.d.A. Mk =0 fur alle k>q fur ein genugend grofles
q € Z. Wir werden den Beweis mittels Induktion nach q fihren.
Fir die Induktionsbasis betrachten wir den trivialen A-Modul Z
Es ist allgemein bekannt (vgl. [ Nakamura 1,thm.4.4,insb.4.4.2.b)7) ), daB gilt:

T B Exty Yz, \Z,) =0  fir alle k < (p-1)p -1

t-s=2k p » und

S

S5 't
T t-2p(p-1)-2 EXt (ZZ) % 0

ZZp ist (-1)-zusammenhdngend und erfillt die Bedingungen (i) und (ii) fUr
alle neZZ. Genau dann ist n < (p-1)p-1 wenn p > YF:?§7ZY1+ 1/2 ist. Es
folgt die Behauptung fir den trivialen A-Modul Zp.
Wegen Ext**(M &N, Z ) = ExtAH M, Z ) GiExt**(N zZ ) als Z T_h ) -Modul fir
zwel A-Moduln M und N, gilt die Bphauptung auch fur endllche Summen von
ZZp. Damit ist die Behauptung gezeigt fir q=0.

Sei nun die Behauptung bewiesen fir alle A-Moduln N mlt N = 0 fur
k>g-1. Sel M ein A-Modul, der den Bedingungen (i) und (ii) genugt, und fir
den gilt M 0 fir alle k>q.




Ist g ungerade, so ist wegen (ii) auch M9= 0 und die Behauptung bereits
gezeigt. Sei g also gerade und {al,...,aj 1 eine Basis von MY,

Wegen Mk: 0 fir alle k>q ist MY ein A-Untermodul von M, isomorph zu dem
trivialen A-Modul qu£§%22;i). Daher haben wir die folgende exakte Sequenz

von A-Moduln :

0 ———>Zqi=lzz;i) M — M — 5 g

Diese liefert eine lange exakte Ext-Sequenz :
s,t q s,t s,t, s, (1)
—> ExtA (M/M ,Zp) —_— ExtA (M,ZZp)————) ExtA (2= izlzp ,ZZp) S

Da g gerade ist, gilt die Behauptung nach dem bereits Gezeigten fir den
trivialen A—ModulZqu;EiZZp und nach der Induktionsvoraussetzung auch fir
M/Mq, da (M/Mq)k = 0 fUr k>g-1. Da die in der langen egakten Sequenz auf-
tretenden Abbildungen ZZp[ ho-]—Modulhomomorphismen sind, gilt somit die

Behauptung auch fir M. |

4.10 Lemma:
Sei p eine ungerade Primzahl.
Dann ist HX L(@P P xBO+1>.Z ) = 0 fir alle k £ 2m « p? - 1
und H4m+2(p2'l)+l(aﬁ>“’xBO<n+lf,Zp) ¥+ 0 fir p<2m-1 wobei m durch

die Ungleichung 4(m-1) <n+1 <4m bestimmt ist.

Beweis:
Nach [ Giambalvo,thm.1 ] gilt :
H*(BO, Z
( p)

H*(80<n+1>,Z ) ¥ R @ Fam-3-
p ) - _ m t
Zzpf,a\ép(zl 1)<2k-1 1] £ 5050

Dabei ist der erste Faktor ein Quotient von H*(BO,Zp) = ZZp[j@ilie N J
mit O & H41(BO,ZZp). F, bezeichnet die Subhopfalgebra von
H*(K(Z,%),Z,), die von dem Element ppl 6, € Hk+2p_l(K(ZZ,k),Zp) dber der

Steenrod-Algebra A erzeugt wird. Es sei m wie im Lemma bestimmt.

p-2

Offensichtlich sitzen die Erzeuger der Fk in den Graduierungen 4g mit
4m £4g £4m+2p-2 . Nach [ Cartan 2,(3.6) ] gilt fir 0<4k<4p-1und h € N

PkBPh _ (k—ﬁm) Ph+kB . (k;;h) aph*k

Mit Hilfe der Adem-Relationen rechnet man nach : BPpBPl =0.

Da die Steenrod-Operation Ph Graduierung 2h(p-1) hat, sind die Elemente
in H*(BO<n+l>,ZZP) PhBPlcﬁk Elemente grader Graduierung. Wegen B<5k =0
gilt nach den obigen Formeln BPhBPlé>k = 0 fir alle h&p.
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BPp+lBPl ist ein zuldssiges Monom mit Excess exc(Bpp+lBPl) = 3 . Genau

dann ist BPp+lBPl 6k nicht trivial, wenn k>3 ist ( [Cartan l] ). FUr den

kleinstmdglichen Wert von k in der Zerlegung nach Giambalvo , namlich

k=4m-3-2(p-2) ist dies dquivalent zu der Bedingung p<2m-1. Damit ist fir
1,,1 . : :

p<Zm-1 BPPT 3P <:%m—3—2(p—2) das Element mit der niedrigsten ungeraden Gra-

duierung, ndmlich 4m+2(p2-1)+1. Die Behauptung folgt. O

4.11 Lemma:

FiGr den E2—Term der mod p -Bockstein-Spektralsequenz des zu der Faser-
ung (B,p) := ((CP“’X BO<n+1>,p) Uber BO assoziierten Thom-Spektrums
M(B,p) gilt fir alle Primzahlen p :

2q+1 . .
E2q (M(B,p)) = H2q+l(H*(M(B,p),Zp),B) =0 fir alle q&n.

Insbesondere gilt Eg(M(B,p)) = Ed(M(B,p)) fir alle q£2n+1 . '

Beweig:
Wegen Hl(M(B,p),ZZp)zo ist die Faserung (B,p) orientierbar und der Bock-
stein-Homomorphismus B operiert trivial auf der Thom-Klasse. Mit der
Cartan-Formel folgt, daB der Thom-Isomorphismus mod p von H*(B,ZZp) auf ‘
H*(M(B,p),ZZp) ein Isomorphismus von AO—Moduln ist. Dabei bezeichnet AO
die von B erzeugte Sub-Hopf-Algebra der Steenrod-Algebra A. B operiert
ebenfalls trivial auf H*((EP‘”,ZD) und folglich gilt mit der Kinneth- und
der Cartan-Formel :

H*(H*(B,Zp),B) = H*(H*(BO<n+1>,ZZp),B) ® H*(CCP"",ZD)
Da die Cohomologie von @CP*® in ungeraden Dimensionen verschwindet, ist so-
mit zu zeigen :

(*) HZQ+1(H*(BO<n+l>,Zp),B) = 0 fUr alle g4n

Wir werden (*) auf die analoge Aussage Uber die Spektren bo<k>, die die zu-
sammenhangende reelle K-Theorie reprdsentieren, zuruckfihren, da Uber diese
die benotigten Aussagen in zitierfshiger Form vorliegen. Dabei ist bo<k>
definiert als das SZ—Spektrum, dessen 8i-ter Term BO<k+8i> ist, mit den
durch Bott-Periodizitdt vermittelten Verbindungsabbildungen.
Nach [ Stolz §3,3.6 und §4 ] gibt es eine Abbildung

F: H*(bo<k>,ZZp)-———~a H*(BO<k>,ZZp) , die von einer geometrischen Abbil-
dung M(BO<k>,p<k>)/S — bo<k> und dem reduzierten Thom-Isomorphismus der
Faserung (BO<k>,p<k>) herrihrt. Wegen Hl(BO<k>,ZZ): 0 fir k1 (n23) ist

wie oben der Thom-Isomorphismus und damit auch F ein AsModulhomomorphismus.
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Sei zundchst p ungerade.

Da BO lokalisiert bei p nur Homotopie in den durch 4 teilbaren Dimensionen
tragt, ist die Lokalisierung BO<n+l>(p) homotopieéquivalent zZu BO<4m>(p),
wobei m durch die Ungleichung 4(m-1)<n+1 <£4m bestimmt ist. Sei also
0.B.d.A. n+l=4m=:k.
Nach 4.10 ist die Behauptung (*) trivial fir q £2m+p?, da die entsprechen-
den Cohomologiegruppen verschwinden. Sei also 4m=k > g > 2m+p2. Eine ein-
fache Rechnung zeigt, daB [ Stolz 4.15 ] auf unseren Bereich anwendbar iét,
und es ergibt sich fir F: Hj(bo<k>,1p) — Hj(BO<k>,ZZp) . Kern F = 0 fir
alle j<pk und Cokern F = 0 fir alle j<2k+8 mit J$2k oder 2k+4. Daher folgt
die Behauptung (*), wenn die folgende Behauptung gilt :

(**) H2'Q+1(H*(bo<k>,zzp),r3) =0 fir alle qeZ
Nach Definition der Spektren bo<k> gilt fir die Lokalisierung bei p :
bo<k> ) = El_kbo(p) . Nach [ Adams 3,lec.4 ] spaltet die Lokalisierung von

(p
BU bei p in p-1 Faktoren : BU = .0 [T 0-2 BU. und induziert eine

(p)

Spaltung des Spektrums bu, das die zusammenhangende komplexe K-Theorie re-
. . . p-2 :
prasentiert : -\ -1
Uy =i 2 L

Offensichtlich ist die Verknipfung der Inklusion mit der vom Vergessen der

komplexen Struktur induzierten Abbildung von bu nach bo
p-2

-i
1=0,120(2) ZZ: -@' —_— bu(p) —> bo

(p)
eine Homotopiedquivalenz. Nach [ Kane §22 ] ist H2q+1(H*( Z,ZZp),B) = 0 fir
alle qeZ. Die Behauptung (**) ergibt sich durch Ubergang zu direkten Summen

und i-fachem Suspendieren mit geradem 1i.

Sel nun p=2.

Mit der gleichen Argumentation wie bei ungeradem p betrachten wir 0.B.d.A.
den Raum BO<k>, wobei k die kleinste Zahl > n+1 ist, die kongruent 0,1,2
cder 4 mod 8 ist. Wieder zeiygt eine einfache Rethnung unter Berlcksichti-
gung der generellen Voraussetzung n 23, daB [ Stolz 4.7 ] auf unseren Be-
reich anwendbar ist und das folgende Ergebnis liefert:
F: Hj(bo<k>,12) -——~> Hj(BO<k>,ZZZ) ist zin Isomorphismus fir alle j<2k ,
und injektiv fir j=2k. Daher folgt die Behauptung (*), wenn die folgende
Behauptung gilt :

(**) HZQ+1(H*(bo<k>,ZZZ),B) =0 fir alleqeZ .
Wir beweisen (**) durch Induktion nach k mittels der von der Faserung

BO<k+1> —P— BO<Kk> —g—»'K(T(‘k(BO),k) ( [Stong 1]) induzierten Cofaserung
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von Spektren : bo<k+1> —FP 5 bo<k> ~—9——>21—kK7Tk(BO)
FOr k=0 ist bo<0> = bo und H*(bo,ZZZ) ist isomorph zu dem A-Linksmodul

A Q§ ZI , wobei Al die von Sqlund Sq2 erzeugte Sub-Hopf-Algebra der Steen-
l B
rod-Algebra bezeichnet ( [ Mahowald & Milgram ] ). Die Induktionsbasis folgt

mittels Theorem 4.3 aus [ Lellmann,Al0 und A1l 1 .

Sei nun k =0,1,2 oder 4 mod 8, k>0.

Nach [ Stong 1,thm.3.A T ist g*: W (K(mr, (80) k), Z,) —> H) (BO<Kk>, Z,)
surjektiv fir alle j 42h(k) mit h(k) = # {s € Dll 0<:s <k, s=0,1,2, 4 mod 83
Wegen HJ(bo<k> y/4 ) 11m HJ 81(BO<k+81> 222) ist damit g* surjektiv fir

alle j, g*: H( Z K/(k(BO),Zz)—:«HJ(bo<k>,ZZz). Damit liefert die

obige Cofaserung kurze exakte Sequenzen in Cohomologie ( ab jetzt stets mit
ZZz—Koeffizienten )} der Gestalt :

0 —> Wl bocke1>) —2——5 W (=% 7 (80)) —8—s W (bo<k>) —> 0
k

Da alle Abbildungen AO—Modulhomomorphismen sind, erhalten wir die folgende

lange exakte Sequenz in der Homologie bezlglich des Bockstein-Homomorphis-

1
mus B=S5q
- H.(H*(Z_kK . (80)),B) -——g*—>Hj(H*(bo<k>) py —S
—La Hy (H* (Bo<k+1>) ,B) PN o (7 (2 Kg 7= ©(B0)),6) —>

WegewH l(H*(ZZ K7T’(BO)) B) = 0 fir j+1%k ([ May & Milgram,3 und thm. 57)
ist <§ H (H* (bo<k>),B) —> H. (H*(bo<k+1>),B) surjektiv fir j+1ltk. Ist
j+l=k , so ist HJ(bo<k+l>) J und § ist trivialerweise surjektiv. Aus
der Induktionsannahme H2Q+1(H*(bo<k>,222),6) = 0 fur alle q folgt damit
HZQ+1(H*(bo<k+1>,12),B) = 0 fur alle q. Also gilt (**) fir alle k € N und
somit die Behauptung (*). O

4.12 Theorem:

Seien Xn(g) und Xn(gf) zwel vollstandige Durchschnitte der komplexen

Dimension n=3. x%(d), und analog v&(d'), bezeichne den Expohenten
der Primzahl p in der Primfaktorzerlegung des Totalgrades d von Xn(g).

Es gelte die Bedingung (*)

() V@), wd 2 Z%S’Li) + 1 fir alle Primzahlen p<\n+ 2 + 2

Genau dann sind Xn(g) und Xn(g_) stabil diffeomorph, wenn ihre Total-

grade und die Pontrjagin-Klassen der assoziierten Bundel auf xP” iber-

einstimmen, d.h. falls gilt :




(1) d =d'
(11) py(&(n,d)) = zg;»,(n d") fir i = 1,..., [n/2 7.
Dabei ist g n,d), und analog é(n d'), wiefolgt definiert :

E(n,d) = -(nrer)H + H32y s W9 2 (P )

Beweis: ght,}{
Nach dem Theorem in 0.6 sind Xn(g) und Xn(gf) genau dannvdiffeomorph, wenn
wenn sie vom selben Normalentyp (B,p) sind und beziiglich geeigneter Norma-
lenstrukturen B-bordant sind. Nach Theorem 1.9 haben sie gleichen Normalen-
typ, wenn (ii) erfillt ist, und (ii) mit i = 1,...,[ n/4 ] ist dafir not-
wendig. Haben Xn(g) und Xn(gf) den selben Normalentyp (B,p), so sind sie
bezlglich geeigneter Normalenstrukturen q und q' nach Theorem 2.8 genau
dann rational B-bordant, wenn (i) erfﬁllt ist und (ii) fir i = [n/4-]+ 1,..
., Ln/2]. Also sind (i) und (ii) notwendig.
Wir werden zeigen, daB (i) und (ii) unter der Bedingung (*) hinreichend fir
B-Bordanz sind. Seien (Xn(g),q) und (Xn(gf),q') rational B-bordant, o0.B.d.
A. (B,p) = (CP® xBO<n+1>,p). Dies bedeutet, daB (Xn(g),q) k/—(Xn(gf),q')
vermoge Pontrjagin-Thom-Konstruktion ein Element endlicher Ordnung in
7Tén(M(B,p)) reprasentiert. Nach Theorem 3.12 ist die mod p -Adams-Fil-
trierung von Xn(g) und Xn(gf) gerade *up(d) (d=d' nach (i)). Wegen Beding-
ung (*) ist die mod p -Adams-Filtrierung von (Xn(g),q) &/—(Xn(gf),q') eben-
falls gréBer oder gleich (2n+1)/2(p-1) + 1 fir p & Vn+(5/4)' + 1/2 und re-
prasentiert somit fUr solch p im E, -Term der mod p -Adams-Spektralsequenz
von M(B,p) ein Element oberhalb der hO—Verschwindungsgeraden, die in 4.8
fir Eg*(M(B,p)) gegeben ist. Dabei ist zu beachten, daB Thom-Spektren (-1)-
zusammenhangend sind. Mit s= ) (d) und t-s=2n folgt mit einer einfachen
Rechnung t-s & f(s-1)-1 . Wegeg p & Vn+(5/4) + 1/2 1ist (2n+l)/2(p-1) stets
grofer als 1 (n2>3), und somit die Voraussetzung s> 2 erfiullt. Wegen 4.11
erfullt M(B,p) die Voraussetzungen von 4.4 , und somit ist die Einschrin-
kung der Projektion ZTES’t(M(B p)) ———>TEs’t(M(B p)) surjektiv fir alle
t-s £2n+l. Also ist die B-Bordismusklasse von (X (d),q) M/‘(Xn(gf)’Q') mo-
dulo p-Torsion mit p > Vn+(5/4) + 1/2 trivial.
Nach 4.10 erfillt H*(@CP* x BO<n+1>, Z%) und damit auch vermdge Thom-Iso-
morphismus H*(M(B,p),Z ) die Voraussetzungen von 4.9. M(B,p) ist (-1)-zu-
sammenhangend und fir p > Nn+(5/4) + 1/2 ist die Grenze aus 4.10 2m+p2—l
mit 4(m-1) <n+1.44m groBer als n. Also gilt :
Tt_§92 Exty E i M(B,p), Z),Z) =0 fir slle k<n.
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Damit ist die B-Bordismusklasse von (Xn(g),q) u-(Xn(g'),q') trivial und
Xn(g) und Xn(g ) sind stabil diffeomorph. D



§ 5 Das Kirzungsproblem fir vollstandige Durchschnitte

gerader komplexer Dimension

Sind zwei Mannigfaltigkeiten M und N stabil diffeomorph, so.stellt sich

die Frage, unter welchen Bedingungen sie diffeomorph sind. Lax gesprochen
lautet die Frage, wann man in der Gleichung M # r(Snx Sn) = N # s(Snx.Sn)
die stabilisierenden Summanden r(S" xS™) und s(s" x s gegeneinander kirzen
kann, d.h. wann M = N folgt. Dabei ist 2n = dim M = dim N . Diese Frage-
stellung bezeichnen wir als Kiirzungsproblem (vgl.0.8).

Wiewohl das Kirzungsproblem im allgemeinem schwierig ist, werden wir es

fir eine groBRe Klasse von vollsténdigen Durchschnitten ldsen kénnen: FiT
komplex geraddimensionale vollstandige Durchschnitte geniigend hoher Adams-
Filtrierung, d.h. die der Voraussetzung (*) von Theorem 4.12 geniigen, und
komplex ungeraddimensionale, deren Kervéire—Invariante nicht definiert oder
trivial ist, sind Diffeomorphie und stabile Diffeomorphie bei Kontrolle der
Euler-Charakteristik &quivalente Begriffe. Der Beweis dieses Resultats ist
relativ einfach dank dem hervorragenden Ineinandergreifen der Kirzungssatze
in dem Klassifikationsprogramm von [KreckZ](vgl.O.B) einerseits und den
Ergebnissen von Libgober, Wood und 8rowder i(ber die Homologie und topolo-
gische Struktur vollstédndiger Durchschnitte andererseits ([ Libgober & Wood
2 ) fir gerade,{ Libgober & Wood 3 ) und [ Browder 3 ] fir ungerade komplexe Di-
mension ).

Da sich der Fall gerader komplexer Dimension in Argumentation und Aussage
wesentlich vom ungeraddimensionalen Fall unterscheidet, werden wir diese
Falle getrennt behandeln. Fir den Rest des Paragraphen sei stets Xn(g) ein

vollstandiger Durchschnitt gerader komplexer Dimension n.

Im ihrem Artikel "On the topological structure of even dimensional complete
intersections” ( [ Libgober & Wood 2 ]) beschreiben Libgober und Wood die
topologische Struktur geraddimensionaler vollstandiger Durchschnitte in
Konstruktionen wie Plumben, Bilden zusammenhadngender Summen und Verkleben
entlang von Randern. Dabei werden die Bausteine sowie Teile der Konstruk-
tion durch die mittlere Homologie und der darauf erklirten Schnittform be-

stimmt. Diese ist Gegenstand genauerer Untersuchung:

5.1 Die mittlere Homologie:

(Zu diesem Abschnitt vergleiche [ Libgober & Wood 2,pp.640-642 1)
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Wie bereits bemerkt, ist die Inklusion eines vollstandigen Durchschnittes
i: Xn(g) — TP eine n-Aquivalenz ([ Bott ). Es folgt zusammen mit
Poincaré-Dualitdt und universellem Koeffiziententheorem, daB die mittlere
Homologie H:=Hn(Xn(g),ZQ ein freier Z-Modul ist. Sein Rang ist durch die
Euler-Charakteristik e(Xn(g)) bestimmt, die aus n und dem Multigrad be-
rechenbar ist (vgl.[ Hirzebruch,p.160 ]). Die Schnittform liefert eine sy-
metrische unimodulare Bilinearform A HxH—s 7ZZ, so daB (H, A) ein in-
nerer Produktraum im Sinne von [ Husemoller & Milnor ] ist. Die Inclusion
i versieht H mit einem ausgezeichneten Element h:=i* C (H)[n/ ]/\ [X (d) ]
for das gilt : {ueH \\u,m=0] = r* = Bilg( 7r (x (d) —> H ).

Dies motiviert zu der folgenden Definition, der die mlttlere Homologie

eines vollstdndigen Durchschnittes genigt ( [Libgobér & Wood 2,thm.2.17])

5.2 Definition:

Ein basierter innerer Produktraum ist ein Tripel (H,h, X ), wobei H

ein freier Z-Modul ist, A: HXH — Z eine symetrische unimodulare
Bilinearform und h €H ein ausgezeichnetes Element ist mit :

(1) h ist unteilbar ,

(i1) h™ hat geraden Typ, d.h. aus X(u,h) = 0 folgt A (u,u) ist
gerade.
Wir nennen d:= A(h,h) den Grad von (H,h, A). (H,h, X)) heiBt von
geradem Typ, falls A (x,x) gerade ist fir alle x eH, von ungeradem

Typ wenn dies fir ein x nicht der Fall ist. Zwei basierte innere Pro-

duktrdume heiflen isomorph, wemm es einz Isometrie gibt, die das aus-

gezeichnete Element erhilt.

Die folgenden Aussagen aus [ Libgober & Wood 2,3.7,thm.5.1,2.2 ] klaren
die fUr uns wichtige Frage, wann zwei basierte innere Produktralme isomorph
sind, insbesondere solche, die im Zusammenhang mit vollsténdigen Durch-

schnitten auftreten.

5.3 Theorem (Libgober & Wood 1981):

(1) Zwel basierte innere Produktriume von gleichem Rang, Typ,Grad

und gleicher Signatur, die der Bedingung |signi 4rang - 4
genugen, sind isomorph.

(11) FOr den basierten inneren Prodiktraum (Hn(Xn(g),h, A) mit na3
gilt |signlérang - 4, falls (d) & { (1), (2), (2,2) }
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(ii1) (Hn(Xn(g),ZZ),h,)b)Ahat genau dann geraden Typ wenn gilt :

(m+s ) =0 mod 2 .
m

Dabei ist 2m=n und s die Anzahl der geraden Eintrdge im Multi-
grad (g).

Mit Hilfe einer Zerlegung des inneren Produktraumes (Hn(Xn(g),ZZ),h,)J
und der Information, die das charakteristische Element h liefert, konstru-
ieren Libgober und Wood eine topologische Zerlegung von Xn(g), die im
nachsten Theorem zusammengefaBt wird (vgl.[Libgober & Wood 2,thm.8.1,thm.

i |

9.3 ]). Dieser Satz wird uns die Grundlage zur Losung des Kirzungsproblems
liefern.

5.4 Theorem (Libgober & Wood, 1981):
Sei Xp(g) ein vollstandiger Durchschnitt mit n=2m>2 und (d) # (2) oder
(2,2) und fir n=4 (d) ¥ (3)

Dann besitzt Xn(g) eine differenzierbare Zerlegung der Gestalt :

Xn(g) = wl(n,g) L% wz(n,g)
Dabei ist Wl(n,g) ein n-dimensionales Scheibenbindel (ber (EPm, ein-
deutig bestimmt durch die stabile Klasse des Bindels
7= 345 (mer)H - (H9% 4 4 HI%)) | wobed ij: ©P" — X (d) —> @P™
homotop zur linearen Einbettung ist, und die Euler-Klasse e('7) wie-

folgt bestimmt ist : 0  falls (m+s ) =0 mod 2

e(/?) =
1 falls (”‘;S) =1 mod 2
Wz(n,g) ist bis auf Diffeomorphie durch das Tripel (Hn(Xn(g),ZZ),h, A)
bestimmt und f: awl(n,g) — awz(n,g) ist ein Diffeomorphismus.

Beweis:

[ Libgober & Wood 2,thm.8.1 und 9.3 ] liefern fir (d) # (2),(2,2) und falls
n=4 ist fir (d) # (3) unter der Voraussetzung n=2m>2 eine Zerlegung

Xn(g) = Wl(n,g) kJ% Wz(n,g) . Dabei ist Wl(n,g) ein n-dimensionales Schei-
benbindel iber @CP™: D(17). Nach [ Libgober & Wodd 2,lemma 2.4 1 ist seine
Isomorphieklasse bestimmt durch die stabile Isomorphieklasse und die Euler-
Charakteristik von - f7ist gegeben als Normalenbindel einer Einbettung

jr P —s X (d), wobei die Komposition ji: CP"‘—>xn(g) ——@CP* homo-

top zur linearen Einbettung ist. Die stabile Klasse von ” 1st bestimmt
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durch die Gleichung aus [ Libgober & Wood 2,lemma 2.3 ] :

TICP™) + V() + §* V(i) = 347 T(@P™T) | mit V(i) = i*(HO%s . 4 HOI).
Ist Hi= H_(X_(d),Z) von geradem Typ, so wird W,(n,d) in [ Libgober & Wood
2,thm.8.1 ] als die folgende randzusammenhdngende Summe bestimmt :

Wy(n,d) = Wha(s"xs" - 0°™)4 by . Dabei ist V die durch Plumben nach dem
Dynkin-Diagramm E8 konstruierte Mannigfaltigkeit (vgl. [ Browder 2,chap.5,
§2 ]). Die Zahlen a und b ergeben sich aus der direkten Zerlegung von H in
L Libgober & Wood 2,thm.3.2 ] :H=ABale bf% . Dabei hat U Rang 2 und
Schnittform (?é) , r% hat Rang 8 und die dem Dynkin-Diagramm E8 entsprech-
ende Schnittform MO (vgl.[ Browder 2,chap.5,§2 ]). A 1st ein unimodularer
Summand von H von minimalem Rang, der h enth&dlt, und damit eindeutig be-
stimmt. W ist in diesem Fall diffeomorph zu Wl(n,d).

Ist H von ungeradem Typ, so wird Wé(n,g) in [ Libgober & Wood 2,9.3-]818
die randzusammenh&dngende Summe W2(n,g) = W éc(Snx s" - Dzn)§ bV bestimmt,
wobei b wieder aus der Zerlegung H = A @ aU @ bfé stammt. W wird nach einem
Dynkin-Diagramm geplumpt, das durch die Kongruenzklasse des Totalgrades d
mod 8 eindeutig bestimmt ist. Nach [ Libgober & Wood 2,9.5 1 ist W dadurch
bis auf Diffeomorphie eindeutig bestimmt. Die Zahl c ergibt sich aus a,

Rang A und Rang Hn(W,Z). O

Bevor wir mittels dieser Zerlegung an das Kirzungsproblem herangehen,
wollen wir sehen, in wieweit die Bausteine Wl(n,g) und w2(n,g) durch den
Normalentyp und die B-Bordismusklasse von Xn(g) bestimmt sind. Wl(n,g) ist
bestimmt durch die Zurickziehung des Bindels (m+r)H - (Hd1+~--+ de), was
gerade das bekannte Bindel -(m+1)H - g(n,g) ist, sowie die Kongruenzklasse
mod 2 des Binomialkoeffizienten (m;s] . Dabei ist n=2m und s bezeichnet
die Anzahl der geraden Eintrdge im Multigrad (d).

Auch bei der Behandlung der complex ungeraddimensionalen vollstandigen
Durchschnitte spielt die Kongruenzklasse mod 2 des Binomialkoeffizienten

( 2:? )eine wichtige Rolle (hier:n=2m+1). Daher will ich an dieser Stelle
ein Lemma formulieren, das besagt, daB die Anzahl der geraden Eintrage im
Multigrad bei vollst&ndigen Durchschnitten vom selben Normalentyp nicht

wesentlich verschieden ist.
5.5 Lemma:
Seinen Xn(g) und Xn(g') zwel vollstandige Durchschnitte von selben

Normalentyp mit Dimension n = 2m oder n = 2m+l . Sei s bzw. s' die
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Anzahl der geraden Eintrage . in dem Multigrad (d) bzw. (d").

Dann ist s = s' mod 2k mit 2k_lém <2k .

Insbesondere gilt : (m+s) (m+s ) mod 2 und
m m
™) = | ™S mod 2 fur me1<2X .
m+1 m+1

Beweis:

Sei i: @P" —@P ™ die lineare Einbettung. Da Xn(g) und Xn(g') vom
selben Normalentyp sind, stimmen die Einschrankungen von E(n,g) und
E(n,g‘) auf ©p" Uberein (1.6 und 1.7). Insbesondere gilt fir die totalen
Stiefel-Whitney-Klassen w(i*g(n,g)) = w(i*%(n,g')).
Wegen c, (H%9) = djcy(H) ist 6. { up(H)  for d; =1 mod 2

W,y (H 1) =

0 for d; =0 mod 2 ﬂv
Sel j € Z so bestimmt, daB 23 > max {n+s+l,n+s'+1] . Dann gilt :

WA B(,d)) = ifw(-(nerel)H + HOT w ok HOE) 2 (o (nenel)H) w(H)TTS

_ J_ m J_ .
= i (H) (n+s+1) - i*(l+w2(H))2 {(n+s+1) - 12;6 (2 (2+s+1) ) WZ(H)l _
Eine analoge Rechnung 13Bt sich fir i*%(n,g') durchfihren, und somit gilt: r

23— (n+s+1) 21— (n+se1)
. . = . mod 2 fir i =1,...,m
i i
Da dies insbesondere fir alle 2'=i <m gilt, ist die obige Kongruenz gleich-

bedeutend damit, daB die Bindrdarstellungen von 23—(n+s+1) und 2J—(n+s'+1)

bis zur k-ten Stelle ausschlieBlich Ubereinstimmen ( Erinnerung: 2k-lé m<2k).
Also gilt : 23—(n+s+1) EZJ—(n+s'+l) mod 2k, und somit s =s' mod 2k.
Insbesondere gilt : (m;s) = (m;s ) mod 2 . da meok ist, und

m+s m+s .. k

(m+l) = (m+l > mod 2 fir m+1<2 D

Als kleine nitzliche Folgerung aus 5.5 werden wir das Problem der lastigen
Ausnahmefille Xn(g) mit (d) = (1),(2),(3) oder (2,2) erledigen. Da der To-
talgrad d eine stabile Diffeomorphieinvariante ist (Theorem 4.12), ist die
stabile Diffeomorphieklassifikation fir kleine d sehr einfach: Sind Xn(g)
und Xn(gf) stabil diffeomorph, so folgt fir d<4 (d) = (d') und damit Dif-
feomorphie. Ist d=4, so sind (d) und (d") € { (2,2),(4) } . Mit Hilfe vom
5.5 konnen wir Xn(2,2) und Xn(d) durch den Normalentyp unterscheiden.
Wegen n=23 ist stets s = s' mod 2k mit k 22.(Tatsachlich folgt aus 5.5 be-
reits, daB Xn(l),Xn(Z) und Xn(2,2) nicht den selben Normalentyp haben.)
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Insbesondere sind Xn(2,2) und Xn(4) nicht stabil diffeomorph, und somit
folgt auch fir d=4 (d) = (d'). Damit haben wir das folgende Corollar be-

wiesen :

5.6 Corollar:
Sei néN, n=23 beliebig.
Sind Xn(g) und Xn(gf) stabil diffeomorph, so folgt aus d£5 die Gleich-
heit der Multigrade : (d) = (d'). Dabei bedeutet Gleichheit die Iden-
tifikation von (dl""’dr) mit (dl""'dr'l""’l)'
Insbesondere fogt aus d <5, daB Xn(g) und Xn(gf) diffeomorph sind.

Daher konnen wir ab jetzt stets d>5 voraussetzen.

5.7 Proposition:

Haben die vollstandigen Durchschnitte Xn(g) und Xn(gf) den selben Nor-
malentyp, so gilt fir die Bausteine der Zerlegung gemaB Theorem 5.4,
sofern diese fir Xn(g) und Xn(gf) erklart ist :

Wl(n,g) ist diffeomorph zu wl(n,gf).

Beweis:

Haben X (d) und X (d") gleichen Normalentyp, so sind die Einschrankungen
von E(n d) und ‘g(n d') auf cp™ (n=2m) stabil isomorph (1.6 und 1.7). Da
die Komposition 1j: cp” ——»X (d)-——>CEP homotop zur linearen Einbettung
ist, gilt in KO(@P™

M = j*i*((m+r)H - (H +H')) = jri*(- (m+l)H—‘§(n d))

= J*i*(-(m+1)H - %(n d')) = j*i*((mer)H - (H + HO ")) "'

(Erinnerung : Eg(n,g) = -(n+r+1)H + Hd1+- + Hd‘) Nach 6.5 gilt weiter :
(m;s ) = Km;s') mod 2 , und somit haben m und 17 gleichen stabilen Iso-
morphietyp und gleiche Euler-Klasse (5. 4). Somit sind 2 und nz' als n-dim-
ensionale Bindel isomorph, also ihre Scheibenbindel diffeomorph und die Be-

hauptung folgt wegen Wl(n,g) = D(rz), bzw. Wl(n,g_) = D(oz ) (5.4). ™

5.8 Proposition:
Sind X (d) und X (d') stabil diffeomorph mit gleicher Euler-Charakter-

istik, so sind 1hre inneren basierten Produktraume (H (X (d), Z),h, \)
und (Hn(Xn(g_),ZZ),h , A.) isomorph.




Insbesondere sind die Bausteine der Zerlegung gemdB Theorem 5.4, so-
fern diese fir (d) und (d') erklart ist, Wz(n,g) und Wz(n,g‘) diffeo-

morph.

Beweis:

Wegen der bezugllch der Schnittform orthogonalen Zerlegung

H (X (d)#r(S xs" Y,Z) = H (X (d),Z) @H (r(S x ") ,ZZ) ist offensichtlich
(H (X (d)#r(S x g7 y,ZZ),h, k,) ein ba31erter innerer Produktraum (vgl.5.2).
Welter ist h'L- (h*tn H (X (d),Z2)) ® H (r(S xS y,Z), und somit hat h* ge-
raden Typ, denn hJ“r\H (X (d) ZZ) hat geraden Typ (5.1) und die Einschran-
kung von A auf H (r(S X S ),Z) ist die hyperbolische Form, d.h. insbeson-
dere fUr v & H (r(S x g" y,Z): A(u,u) =0 mod 2. Analog ist die mittlere Ho-
mologie von X (d )#r(S x s" ) zusammen mit h' und der Schnittform ein inner-
er Produktraum Nach Theorem 5.3(ii) gilt fur H (X (d), ZZ) falls (d) # (),
(2) oder (2,2): | sign H (X (d), Z)\ 4 rang H (X (d) Z) - 4 . Ist (d) = (1),
(2) oder (2,2), so folgt aus 5.6 (d) = (d' ) und die Behauptung gilt trivi-
alerweise. Sei nun (d) # (1), (2) oder (2,2). Dann erfullen die basierten
inneren Produktriume der vollstandigen Durchschnitte und ihrer Stabilisier-
ungen die Voraussetzung von Theorem 5.3(1).

Nach Voraussetzung sind X (d)#r(S x " ) und X (d' )#r(S % Sn) fir geeignetes
T & INO dlffeomorph Also haben (H (X (d)#r(S xS y,ZZ),h, A ) und

(H (X (d’ )#r(S xs" Y, Z),h', A) 9181chen Typ, Rang und gleiche Signatur. Da
Stablllsleren den Typ und die Signatur nicht indert, haben auch die basier-
ten inneren Produktrdume (H_ (X (d), Z),h, A) und (H_ (X (d'),Z),h', A) glei-
chen Typ,gleiche Signatur und auch gleichen Rang, da 1hre Euler-Charakter-
istik Ubereinstimmt. Nach Definition ist der Grad von (H (X (d),Z),h, )
gerade der Totalgrad von Xn(g). Da dieser nach Theorem 4.12 eine Invariante
der stabilen Diffeomorphie ist, sind nach Theorem 5.3(i) die basierten in-
neren Prcduktraume (Hn(Xn(_d_),E),h, A) und (Hﬁ(Xn(g‘),E),h',)() isomorph.
Also sind nach Theorem 5.4 wz(n,g)'und Wz(n,gf) diffeomorph. O

Die Propositionen 5.7 und 5.8 ergeben zusammen:
Sind X (d) und X (d') stabil diffeomorph, so stimmen ihre Zerlegungen ge-

maf Theorem 5.4, sofern erklart, bis auf den verklebenden Diffeomorphismus

gberein, d.h. :, Xn(g) = wl ‘u% w2 ~und
X (d') =W, g Wy mit W, = W (n,d) und W, = W, (n,d) .




Lapt sich der Diffeomorphismus g_lf: E)Wl———a awl zu einem Diffeomorphis-
mus von Wl fortsetzen, so sind Xn(g) und Xn(gf) diffeomorph. Diese Frage-
stellung kann ebenfalls mit dem in §0 dargestellten Programm von M.Kreck
behandelt werden:

Ist Wl L@ 1f wl vom Normalentyp (B,p) und ?inullbordant bezliglich einer
geeigneten Normalenstruktur, so 1laBt sich g “f stabil fortsetzen, d.h. es
existiert ein r EE]NO und ein lefeomorphlsmus F von W #r(S xs" ) , dessen
Einschrankung auf E)Wl gerade g f ist ( Theorem in O. 8 ). Verschwindet
zusitzlich die Schnittform A auf dem Kern der Normalen-GauB-Abbildung
K‘ﬂh(wl) (vgl.0.7), so ist nach der Proposition in 0.8 g-lf fortsetzbar zu
1 und somit Xn(g) diffeomorph zu Xn(gf). Nach

der Proposition in 0.8 verschwindet A etwa, wenn die Inklusion des Randes

einem Diffeomorphismus von W

eine Surjektion K7T;(£3w ) — K ﬂ’(w ) liefert. Da Wl homotopieaquivalent

zu ©P" mit 2m=n ist, und 1T UIP ) wegen n>2 trivial ist, ist dies stets *
der Fall. Daher bleibt nur zu kldren, wann der Diffeomorphismus g f stabil |
_auf w fortsetzbar ist.

Dies lelstet der folgende Satz fir vollstédndige Durchschnitte genugend ho-

her Adams-Filtrierung. Diese einschrénkende Voraussetzung wird in dieser

Arbeit leider notwendig, da der Beweis an einer wesentlichen Stelle be-

nutzt, daB rational die Gruppe der Homotopieklassen von Faserhomotopie-
selbstidquivalenzen des Normalentyps Aut(B,p) lediglich als Orientierungs-

umkehrung operiert und somit fUr hohe Filtrierungen gut zu kontrollieren

ist. Das wird allerdings das Hauptresultat dieser Arbeit nicht verschlech-

tern, da es sich exakt um die Voraussetzungen von Theorem 4.12, das bis

auf stabile Diffeomorphie klassifiziert, handelt.

5.9 Theorem:

Seien Xn(g) und Xn(gf) vollstandige Durchschnitte gerader komplexer
Dimension n>2. Sei seien stabil diffeomorph mit gleicher Euler-Cha-
rakteristik. Ihre Zerlegungen gemdB Theorem 5.4 seien mit 5.7 und 5.8

gegeben durch : Xn(g) = wl k/f W2 und

Xo(d') = Wy Y W,
Fir die Exponenten in der Primfaktorzerlegung des Totalgrades d gelte

2n+1 . . 5 1
* N ST L = =
(*) »b(d) = 5(p-1) + 1 fUr alle Primzahlen p & Vn +7 t>

Dann 1aBt sich der Diffeomorphismus g—lf: anl———»aawl stabil, d.h.

zu einem Diffeomorphismus von Wl#r(SnX Sn) fortsetzen fiUr ein T éﬁWO-
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Beweis:

Wegen (*) erfillen Xn(g) und Xn(gf) die Voraussetzung von Theorem 5.4.
Da sie stabil diffeomorph sind, haben sie den selben Nornalentyp (B,p) und
es exlstieren Normalenstrukturen q: Wl \/% w2 —Bund q': W k/g w2—~a B,

1
so daf} (W1 (% Wg,q) und (W1 k/g Wz,q') B-bordant sind (Theorem in 0.6).

Sei (W,h) ein g—Bordismus.
Wir werden zeigen, daB sich die Einschrénkung von q auf W2 zu einer Norma-
lenstruktur auf wl \‘/g Hz_fortsetzen 1a68t, die B-bordant zu g' ist. Mit
diesem B-Bordismus und (W,h) werden wir eine (B,p)-Mannigfaltigkeit kon-
struieren, deren Rand Wl \v/ 1f Wl ist, und die eine B-Struktur tragt,
deren Einschréankung auf den Rand Normalenstrukturen auf W liefert. Dann
188t sich nach dem Theorem in 0.6 g~ f oW ———?EBW stabll fortsetzen.
Oer Beweis erfolgt in Schritten.

(1) q5:= g | w 148t sich zu einer Normalenstruktur auf wl \‘/g W2 fort-

setzen.

Denn:

Sei Wl das Scheibenbindel des n-dinensionalen Bindels m Gber ap” gemaf

5.4, d.h. wl = D(fy) und awl = 8(17). Die Einschrankungen von q und gq'
auf wl bzw. w2 seien mit q, und q'l bzw. a5 und q'2 bezeichnet.
0.B.d.A. seien W, U _ W, und Wl L/g W2 so0 eingebettet, daB die Einschran-

1 £f2
kungen der Normalen-GauB-Abbildungen auf Wl Ubereinstimmen. Sei also

V= pg, = pq'l : Wl——% BO die Normalen-GauB-Abbildung von Wl__ Wl \J% W2
Wir stellen uns g und q' ebenfalls verklebt vor : 9 =9, Vg 9 und
9740, \JE 92 - U temerrmmmn Ad%
Wir haben das folgende Hochhebungsproblem : ‘ ..
/J/A; A in
ng . '/i N 7
S( 7) = B Gesucht ist eine Abbildung ¢ |, Tharag |
1 -7 l p die das Diagramm kommutativ
7 erganzt.
‘D —> B0
“p v

Da (B,p) eine n-antizusammenhangende Faserung ist (vgl. 0.4), verschwinden
die Homotopiegruppen der Faser F WL(F) fir k 2n. Die Hindernisse zur Fort-

setzung einer Hochhebung vom j- auf das j+1-GerUst eines CW-Komplexes lie-

gen in T5(F). Un q,g zu einer B-Struktur fortzusetzen genigt es also,
einen Unterkbmplex K des CW-Komplexes D(ry) zu finden, mit den folgenden

Eigenschaften:
(1) S(/Z) cK

(11) 9,9 1aBt sich auf K zu einer Hochhebung von VXK fortsetzen .
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Yy

(111) D((Y) entsteht aus K durch Anheften von Zellen der Oimension 2 n+1.
Wahit man einen CW-Aufbau von CEPm, so daB die Einschrankung von ” auf
Jeder Zelle trivial ist, so liefert das Kreuzprodukt mit D" einen Zellauf-
bau von D(/7), bei dem Zellen der Dimension 2n an S(ry) angeheftet werden.
Nach den oben Bemerkten ist das einzige Problem das Anheften der endlich
vielen Zellen xiX Dn, wobei Xg Nullzelle in CP™ beziglich des gewdhlten
CW-Aufbaus ist. Damit kénnen wir die Hochhebung 9,9 fortsetzen, wenn wir

das folgende Hochhebungsproblem gelost haben :

_ 3,9|an-1
gn-1 29]s .
_ 7
] "9 lp (*)
n// 1]
D I — 80

Da wir stets die Einbettung einer Mannigfaltigkeit M -—eIRN S0 isotopieren
konnen, daB ihre Einschrankung auf endlich viele eingebettete Scheiben af-
fin ist, sei 0.B.d.A. die Einschrankung der Normalen-GauB-Abbildung “V‘Dn

Konstant. Dann liegt das Bild ng(sn-l) ganz in einer Faser und das Hoch-

hebungsproblem (*) ist genau dann lésbar,‘wenn nglsn—lz Sn_l——~e B null-
homotop istﬁg

q setzt 9,9 = q|6W1 auf Wl fort. Insbesondere ist die Einschrankung von

ngg—lf auf das Urbild von $™1 unter g_lf (g_lf)(Sn—l) nullhomotop, denn
Wh—l(wl) =‘N%_1(CEPm) ist trivial (n=23,n gerade). Also ist die Komposition
-1
_ _ f _ 0,9 «n-1
l(5n l) —_— 5! s — F nullhomotop, d.h. das

(o716
Hindernis verschwindet und das Hochhebungsproblem (*) ist l&sbar.

Wir definieren den Unterkomplex K wiefolgt :

K := S(m) U { {Nullzellen in @P™] x 0" | . Offensichtlich erfillt K die
Bedingungen (i)-(iii). Damit existiert eine Hochhebung @ von VvV |, die a9

auf Wl fortsetzt. Nach Konstruktion ist dann §:= q \Jb a5 eine Fortset-
zung von g, auf Wl k“/g W2 .

Zu zeigen bleibt : § ist eine n-Aquivalenz :

Nach [ Libgober & Wood,§7,88 ] induziert die Inklusion 1t Wy, — W, W

2 1 g
Isomorphismen in Homologie bis zur Dimension n-1 einschlieBlich. Da qi =

2
qi
und g als Normalenstruktur eine n-Aquivalenz ist, induziert auch q Isomor-

phismen in Z-Homologie bis zur Dimension n-1 einschlieflich. ‘ﬂ;_l(wz) ist

trivial, da W2 durch Plumben von Bindeln Uber S und Bilden randzusammen-

hangender Summen mit einem Bindel Uber P entsteht (n=23,n gerade) (vgl.
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den Beweis von Theorem 5.4 und [ Libgober & Wood 2,thm.8.1 und cor.9.3 ] ).
Da B homotopiedquivalent zu @©P ® x BO<n+1> ist (1.6), ist ’WH(B) ebenfalls
trivial, und damit ist mit Whitehead q eine n-Aquivalenz.

Es folgt Aussage (1).

(2) (W \,5 1f Wl . \“/g—lf ql) 1st B-nullbordant.

Denn:

Nach Theorem 4.12 sind (w \‘/g W,,q') und (W Lj w2 d) B-bordant modulo
Orientierung. Da (w \v/f 2,q) B bordant zu (w (,/ W q') ist, induzie-
ren q und q' auf W2 dieselbe Orientierung und somit auch q und q', da q

und g auf N2 Ubereinstimmen. Also sind (W \v/ w2 q) und (w \VJ W2 q')
B bordant und damit auch (W W/ W2 q) und (W \w/ W2 q) Sel (W' h') ein
B Bordismus. Da h' die B- Strukturen q und q =q “/g 9, fortsetzt, die nach
Konstruktion von q auf W2 Ubereinstimmen, kdnnen wir w2<: wl - w2 < W
und W2 c.wl \_,/g w2 & W' Uber die Identit&t verkleben und erhalten so eine
B-Mannigfaltigkeit (W, h), die nach Konstruktion von der B-Mannigfaltigkeit
(W1 \Jg 1f W1 ;A g f qi) berandet wird.

Zu zeigen bleibt noch :

(3) gy und Ei : wl——F% B sind n-Aquivalenzen.

. Denn:

Nach Theorem 5.4 ist die Komposition P C—»D(<z) w -<>W \_/g W, —> TP~
homotop zur linearen Einbettung und damit eine n- Aqu1valenz Also 1st

&* (W ) —> fr (w k,/ ) ein Isomorphismus fir k<n. Da q und q n-
Aqu1valenzen sind und Q’(B) tr1v1al ist, sind q = qj und q1 = qJ eben-

falls n-Aquivalenzen.

Nach den Theorem in 0.7 148t sich wegen (2) und (3) der Diffeomorphismus

“1, .
g f: 9 Wl-———>EBWl stabil auf W, fortsetzen. M

5.10 Theorem:
Seien Xn(g) und Xn(gf) stabil diffeomorphe vollstandige Durchschnitte

gerader komplexer Dimension n>2 mit gleicher Euler-Charakteristik.

Fir die Exponenten in der Primfaktorzerlegung des Totalgrades d gelte

(*) \) (d) > 2%g+i) + 1 fur alle Primzahlen p é_Vn + %— + %

Dann sind Xn(g) und Xn(gf) diffeomorph.




Beweis:
Wegen 5.6 sei 0.B.d.A. d>5. Dann erfillen Xn(g) und Xn(gf) die Vorausset-

zung von Theorem 5.4. Zusammen mit 5.7 und 5.8 erhalten wir die folgenden

Zerlegungen : Xn(g) = W1 \‘/f w2 und
Xn(g_) = Wl \/b W2 mit W1:= ngn,g) und w2:= Wz(n,g).
Nach Theorem 5.9 14Bt sich der Diffeomorphismus g f: aldl———>ébwl stabil

fortsetzen, d.h. zu einem Diffeomorphismus F: Wl#r(SnX Sn) — Wl#r(Snx Sn)
fur ein geeignetes r. Nach dem Theorem in 0.8 148t sich g-lf zu einem Dif-
feomorphismus auf wl fortsetzen, wenn die Komposition J(F) eine Isometrie
beziglich der Schnittzahl A und der Selbstdurchdringungszahl py ist (zu
Definition und Eigenschaften von A, p und 19 (F) vgl. 0.7 und 0.8). Nach
der Proposition in 0.8 ist das Verschwinden von A und p auf K‘ﬂ%(wl) hin-
reichend hierfir. Da Wl homotopiedquivalent zu @P™ mit 2m=n ist, ist
WB(Wl) und damit auch KiTh(wl) g;??h(wl) trivial und die Bedingung ist
automatisch erfillt. Also ist 19 (F) eine Isometrie und es existiert eine

1 Diese setzt die
Identitat auf W2 zu einem Diffeomorphismus von W1 \,/f W2 nach Wl \“/g w2

fort. M

Fortsetzung von g—lf zu einem Diffeomorphismus auf W




§ 6 Das Kirzungsproblem fir vollsténdige Durchschnitte

ungerader komplexer Dimension

Wie auch schon im Fall gerader komplexer Dimension liefert eine genauere
Untersuchung der mittleren Homologie und der darauf erklarten Schnittform
eine Beschreibung der topologischen Struktur der vollstandigen Durchschnit-
te. Damit haben sich unter andren [ Wood ] (fir ungeraden Totalgrad) und
vor allem [ Browder 3 ] beschaftigt. Bevor ich ihre Ergebnisse genaver dar-
stelle, will ich etwa auf den allgemeinen Hintergrund dieser Arbeiten ein-
gehen und die Kervaire-Invariante definieren, die in diesem Paragraphen

eine wichtige Rolle spielen wird.

Sei n ungerade, X eine 2n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Im folgenden be-
zeichne H,(X) stets die Homologie mit Z-Koeffizienten.

Ist Hn—l(x) torsionsfrei, so ist wegen Poincaré-Dualitst und universellem
Koeffiziententheorem Hn(X) ein freier Z-Modul und bildet zusammen mit der
Schnittform A einen inneren Produktraum im Sinne von [ Husemoller & Milnor}_
Da n ungerade ist, ist A schiefsymetrisch, und somit besitzt Hn(X) nach

[ Husemoller & Milnor,chap.1 ] eine symplektische Basis, d.h. eine Basis
{el,...,e ’fl""’fq } , so daB gilt :

_ _ _ _ (1 for i=j
A(eivej) - O ’ X(fl,fJ) - O Und X(el’fj) _6i,j - {O sonst

Sind alle Homologieklassen spharisch, d.h. h: GTB(X)——~e Hn(X) surjektiv,

so kann man nach Einbettungssdtzen von [ Haeflinger ] und Whitney (n 23)

eine symplektische Basis durch eingebettete Sphéren { Sll""'Slq’821""
qu } reprasentieren, fir die gilt :

Sij NS5 = ¥ fir alle j # k und i = 1 oder 2

Slj N S, = 7 fir alle j # k und

515 0 So5 = fir alle j
Kann man alle Sij mit trivialem Normalenbindel in X wihlen, so ist eine

2“, und man erhalt

Umgebung von Slj X SZj in X diffeomorph zu s"xs" - p
eine differenzierbare Zerlegung X = M # q(Sn)<Sn) , wobei M eine Mannig-
faltigkeit mit Hn(M):O ist.

Eine solche Zerlegung, die es fir vollstéandige Durchschnitte ungerader
komplexer Dimension n (Dies sei ab jetzt stets vorausgesetzt) in vielen
Fallen gibt (vgl.[ Libgober & Wood 3,§2] ), liefert einen Ansatz zur Lo-

sung des Kirzungsproblems:




Sind Xn(g) und Xn(gf) stabil diffeomorphe vollstandige Durchschnitte mit
solchen Zerlegungen : Xn(g) =M# q(Sn><Sn) ,bzw.

X (d') =M #q'(s"xS™) ,mit H A(M) =0 =H (M),
so sind M und M' stabil dlffeomorph mit glelcher Euler Charakterlstlk
Sei etwa f: M # k(S X s ) —> Mg k(S x " ) ein Diffeomorphismus.
Das Problem, ob M und M' diffeomorph sind, was die Diffeomorphie von X (d)
und X (d ) bei gleicher Euler- Charakteristik impliziert, ist elnfacher zZu
behandeln als das urspringliche Kirzungsproblem. Denn die nach dem Theorem
in 0.8 hlnrelchende Bedingung, daB die Kamposition 19 (f) (vgl.0.8)

f, pr
n(k(s x g" ))——>u (M#k(S xS" ))———»rr(M #k(S" x s" )) —> % (k(s"x s™)

eine Isometrie beziglich der Schnittform X und der Selbstdurchdringungs-

zahl p ist, ist wegen Hn(M) =0 = Hn(M') fir A stets erfullt (vgl.0.7

und die Proposition in O. 8). L
Ist n=3 oder 7, so ist 7‘ (SOn, 0 und damit hat Jede eingebettete

Sphare s" triviales Normalenbundel Die Frage, ob fir n43 oder 7 eine sym-

l plektische Basis gefunden werden kann, die durch eingebettete Spharen mit

trivialem Normalenbindel, d.h. durch Snx p" S X reprasentiert wird, kann

mit Hilfe der Kervaire-Invariante studiert werden. Um diese zu definieren,

muBB man zunachst eine Abbildung p H (X)——eIZ definieren, so daB fir

X & H (X) 1V(x) genau dann trivial 1st, wenn x durch S x D" € X repra-

sentlerbar ist. Ist der Hurewicz- -Homomorphismus h eingeschrankt auf den

Kern der Normalen-GauB- Abblldung h: K”T‘(X)-——a H (X) ein Isomorphismus,

SO ergibt sich notwendig Vo= 1 fir n ¥ 3 oder 7. Denn nach Proposi-

tion (v)in 0.7 ist ein Element x aus KIqt (X) genau dann reprasentierbar

durch S"x D" & X, wenn die Selbstdurchdrlngungszahl H(x) trivial ist.

Die Einschrédnkung des Hurewicz ist dnﬁmmoqm: fir X = q(Snx Sn). Da wir

nur in diesem Fall Rechnungen mit der Kervaire- Invariante durchfihren mis-

sen, will ich auf die Definition der Abbildung ﬂy verzichten. Man kann sie

nachlesen etwa in [ Kervaire & Milnor , 88 ] oder in {Browder 3 §1] Dort

kann man auch die folgende Definition vergleichen :

6.1 Definition:

Sei X eine Mannigfaltigkeit, so daB (Hn(X),}\) ein innerer Produkt-
raum im Sinne von [ Husemoller & Milnor]

Sei { e ...,€ q’ fl" f 3 eine symplektlsche Basis von Hn(X)

Ist d1e in [ Kervaire & Milnor §8] (*yo Wf) bzw. [ Browder 3 §1]
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definierte Abbildung '\yauf Hn(X) erklart, ’LI/: Hn(X)———> 22 ,S0 de-

finieren wir die Kervaire- oder Arf-Invariante K(X) von X wiefolgt :

K(X) := '\{/(el)\}/(fl) + - ¥ ’\{/(eq) \y(fq) & 22

6.2 Bemerkungen zur Eigenschaft von K(X):
(vgl. [ Kervaire & Milnor, §8 ] )

Ist die Kervaire-Invariante K(X) definiert, so gilt :

(1) K(X) ist unabhéngig von der Wahl der symplektischen Basis.

(i1)  Analog zu 6.1 ist die Kervaire-Invariante eines direkten Summanden
von Hn(X) definiert. Ist Hn(X) = A® B eine beziglich der Schnitt-
form A orthogonale Zerlegung, so gilt offensichtlich :

K(X) = K(A) + K(B).

(1ii) Tst K(X)=0 , so besitzt Hn(X) eine symplektische Basis
{el,...,eq,fl,...,fq} mit We,) =0 firi=1,...,q.

(iv)  Fir x und y & H,(X) gilt Yx+y) = Yix) + Wly) + [A(x,y) 1.

Aus 6.2(iii)'ergibt sich das folgende Lemma, das wir beim Beweis des KUr-

zungssatzes bendtigen werden:

6.3 Lemma:
FGr eine Mannigfaltigkeit X der Dimension 2n, n ungerade, sei die
Kervaire-Invariante K(X) definiert und trivial.
Hat ein direkter Summand der Kodimension 2 von Hn(X) eine symplek-
tische Basis auf der Y verschwindet, so existieren Elemente e und
fe Hn(X) mit \V(e) =Y (f) = 0, die diese Basis zu einer symplek-

tischen Basis von Hn(X) erganzen.

Bewsis:

Sei U QEHn(X) der direkte Summand. Da (Hn(X), A ) ein innerer Produktraum
ist, besitzt U ein orthogonales Komplement Ut Wegen 6.2 und der Voraus-
setzung ist K(Ul) = K(X) + K(U) = 0 und UJ‘besitzt eine symplektische
Basis { e,f'] mit ~y(e)=0.

Ist \P(f')zo , S0 setzen wir f:=f".

Ist W(f')=1, so leistet f:= e+f' das Gewlnschte :

Ale,e+f') = A(e,e) + Afe,f') =1

Me+f',e+f') = A(e,e) + Afe,f') + A(f',e) + A(f',f') =0

ylerf') = Yle) + (') + [ Me,£') ] :0+1+1:0é222. n
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[ Browder 3 ] hat in seinem Artikel "Complete intersections and the Ker-
vaire invariant" die Kervaire-Invariante fir vollstdndige Durchschnitte

berechnet. Die folgenden drei Theoreme sind seine Hauptresultate.

6.4 Theorem (Browder 1979):

Sei n=2m+1, s die Anzahl der gerader Eintrdge im Multigrad des voll-
standigen Durchschnittes X (d).

Ist ( m:i ) =1lmod 2, n % 1,3 ogder 7, dann existiert eine nullhomo-
loge eingebettete Sphare s" < X (d) mit nicht trivialem (stabil tri-
v1alem) Normalenbindel und Jedes Element aus H (X (d)) kann durch
s"x " < X (d) reprasentiert werden. Insbesondere ist die Kervaire-
Invarlante van Xn(g) nicht definiert.

Ist n = 1,3 oder 7, so hat jede eingebettete Sphare s" Q.Xn(g) tri-

viales Normalenbiindel.

Die Existenz einer nullhomologen eingebetteten Sphire s" CLX (d) mit nicht
trivialem, stabil trivialem Normalenbiindel bedeutet, daB fur einen stabilen
Diffeomorphismus f zwischen solchen vollstandigen Durchschnitten die Kompo-
sition "\J(f) beziglich B nicht notwendig eine Isometrie sein muB, da in
diesem Fall p auf K‘ﬂB(M) %+ 0 nicht verschwindet (vgl. die Ausfihrungen zu

Beginn des Paragraphen und die Proposition (v) in 0.7).

6.5 Theorem (Browder 1979):

Mit den Bezeichnungen aus Theorem 6.4 gilt :

Ist ( 2:? ) = 0 mod 2, dann ist eine quadratische Form definiert :
’\}/: Hn(Xn(g)) ———>12 , S0 daB e;n Element x EHn(Xn), n+l,3 oder 7,

genau dann durch S”x(f]g;xn(g) reprasentiert wird, wenn \y(x)=o ist.

6.6 Theorem (Browder 1979)
Mit den Bezeichnungen aus Theorem 6.4 gilt :
Ist (g:i) = 0 mod 2, so besitzt Hn(Xn(g)) eine symplektische Basis,
reprasentiert durch eingebettete Spharen mit trivialem Normalenbiindel

§1X " g;xn(g) genau dann, wenn die Kervaire-Invariante K(Xn(g)) =
ist. fir K(Xn(g)) gilt :
(1)  Sind alle Eintrdge im Mutligrad ungerade, d.h. s=0, so gilt :
+
0 falls d =- 1 mod 8
K(X () = s e=
1 falls d =- 3 mod 8
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(11) Sind einige der Eintrége gerade, d.h. s>0, so gilt :

K(Xn(g)) = 1 genau dann, wenn s=2, 4 teilt m und 8 teilt nicht d.
Es ergibt sich die folgende Zerlegung [Libgober & Wood 3,§2 ] :

6.7 Theorem (Browder 1979, Libgober & Wood 1980):

Sei Xn(g) ein vollsténdiger Durchschnitt ungerader komplexer Dimension.

(1) Ist die Kervaire-Invariante von Xn(g) nicht definiert oder tri-
vial, so besitzt Xn(g) die folgende differenzierbare Zerlegung :
X (d) =M # q(s"x s
(11) TIst die Kervaire-Invariante von Xn(g) definiert und nicht trivi-
al, so besitzt Xn(g) die folgende topologische Zerlegung :
X (d) 2K #M#q(s"xsT

L
Dabei bezeichnet M eine Mannigfaltigkeit mit Hn(M) = 0 und K die Ker- ‘
vaire-Mannigfaltigkeit, die durch das Plumben zweier Kopien des tan-
gentialen Scheibenbiindels von S” an einem Punkt entsteht.
6.8 Bemerkung: O
- L}

Theorem 6.6 zeigt, dafB K(Xn(g)) eine relativ restriktive Forderung ist.

Da notwendig s=0 oder s=2 und 8*’d folgt, konnen nur vollstdndige Durch- /
schnitte der mod 2 -Adams-Filtrierung O oder 2 nichttriviale Kervaire-In-
variante besitzen (vgl.Theorem 3.12). Also haben die vollstandigen Durch-
schnitte, die der Bedingung (*) aus Theorem 4.12 genugen, stets nicht de-
finierte oder triviale Kervaire-Invariante. Denn die Bedingung (*) fir

p=2 besagt \22(d)>_n+(3/2) und sichert damit wegen n>3 \)Z(d) >5. Da wir

aber nur GUber solche vollstdndigen Durchschnitte Aussagen Uber stabile
Diffeomorphie machen kdnnen (Theorem 4.12), werde ich den Fall K(Xn(g))= 1

nicht mehr betrachten.

Lemma 5.5 besagt im Zusammenhang mit den Theoremen 6.4 und 6.5, daB in den
meisten Fallen bereits der Normalentyp des vollstindigen Durchschnittes
daruber entscheidet, ob die Kervaire-Invariante definiert ist oder nicht.

Das liefert das folgende Corollar zu den Theoremen 6.4 und 6.5 :

6.9 Corollar:

Seien Xn(g) und Xn(gf) vollstandige Durchschnitte vom gleichen Norma-

lentyp der komplexen Dimension n=2m+1.
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Fur die Exponenten der Primzahl 2 in den Primfaktorzerlegungen der

Totalgrade d und d' gelte \%(d) > 2 und V%(d') > 2.

(1) Ist m+1 keine Zweierpotenz, so sind die Kervaire-Invarianten
von Xn(g) und Xn(gf) entweder beide nicht definiert oder beide
trivial.

(i1) Ist m+l = 2k, so sind ihre Kervaire-Invarianten entweder beide
nicht definiert oder trivial genau dann, wenn S s'k ist.
Dabei bezeichnet s bzw. s' die Anzahl der geraden Eintrage im
Multigrad (d) bzw. (d") ung,sk bzw. s'k die k—pE’Stellekin der

- _ > k " S
Bindrdarstellung von s = k=0 Sk 2" bzw s' = k=0 Sk 2

Beweis:

(1) ist eine direkte Folgerung aus 5.5 und den Theoremen 6.4 und 6.5 .

(i1): Sei nun m+l = ok Dann gilt : !

K k.,
(2 'i*s):—-_ (2 ‘i*s ) mod 2 &= (s+2K—l)k - (s'+2k—1)k
2 2 )

) Sk T s'k , das=s' mod 2" (5.5).

Dabei bezeichnet ( )k die k-te Stelle in der Bin&rdarstellung. O

6.10 Bemerkung:

Sei m+l = 2k. Aus dem Beweis von 5.5 ist leicht ersichtlich, daB die Be-
dingung Sy = s‘k erfillt ist, wenn fiUr die zu Xn(g) und Xn(gf) asoziierten

Bindel gilt : w2k+1(§(n,g)) = w2k+1(%(n,g'))

Dies ist etwa der Fall, wenn Xn(g) und Xn(gf) stabil diffeomorph sind

(Theorem 4.12 zusammen mit 1.8).

Seien Xn(g) und Xn(gf) stabil diffeomorphe vollstandige Durchschnitte mit

Zerlegungen X (d) = M # q(8"xS") und X (d') =M # q'(s"xS") , wobei

M und M' Mannigfaltigkeiten mit Hn(M) =0 = Hn(M') sind.

Dann sind M und M' stabil diffeomorph und haben gleiche Euler-Charakter-

istik. Nach [ Wood,3.1 ] haben wir die folgende exakte Sequenz (n ungerade)
0 ——— Zy — M (X,(d) ——— H (X (9)) ——> 0

Also ist 7T6(M) und auch ﬂB(M') zyklisch der Ordnung d. Mit dieser Situa-

tion werden wir uns in der ndchsten Proposition n#her befassen.

6.11 Proposition:

Seien M und M' stabil diffeomorphe Mannigfaltigkeiten der Dimension Zn
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mit ungeradem n=3. Es gelte Hn(M) = Hn(M') = 0 und ﬂ%(M) und
7TH(M') seien zyklisch der Ordnung d e .

Dann sind M # S"xS" und M' # S"xS" diffeomorph.

Ist zusdtzlich ein Erzeuger des Kerns der Normalen-GauB-Abbildung
K'ﬁ;(M) < ﬂ;(M) reprasentierbar durch eine eingebettete Sphare mit
trivialem Normalenbindel, was fur n = 3 oder 7 stets der Fall ist,

so sind M und M' diffeomorph.

Beweis:

Da M und M' stabil diffeomorph sind und ihre mittlere Homologie verschwin-
det, haben sie die gleiche Euler-Charakteristik und fiUr geeignetes k é]N0
gibt es einen Diffeomorphismus f£: M # k(S"xS") — M' # k(" xs™)

Nach dem Theorem in 0.8 induziert f einen Diffeomorphismus von M nach M',
wenn die Komposition 19(f) aus 0.8 eine Isometrie beziiglich der Schnitt-
zahl ‘A und der Selbstdurchdringungszahl p ist. Hinreichend hierfir ist
nach der Proposition in 0.8, wenn A und p auf den Kernen der Normalen-
GauB3-Abbildungen K ﬂh(M) und K’ﬂB(M') verschwinden. Da TTn(M) und Tth(M')
endlich sind, ist dies fir die bilineare Z-wertige Schnittzahl A trivi-
alerweise der Fall. Somit ist p nach der Proposition in 0.7 auf K ﬁh(M)
additiv und verschwindet genau dann, wenn p auf einem Erzeuger x der zykli-
schen Gruppe K7Tn(M)€; TFE(M) trivial ist.Da das Bild von x unter der Iso-
metrie f, K?TB(M') erzeugt, gilt dies entsprechend auch fir K7Tn(M').

Nach der Proposition in 0.7 ist p(x) genau dann trivial, wenn x durch eine
eingebettete Sphare mit trivialem Normalenbindel reprasentiert werden kann.
Ist dies der Fall, so sind wir fertig.

Sei ab jetzt der Erzeuger x von K'WB(M) nicht durch eine eingebettete
Sphére mit trivialem Normalenbindel reprasentierbar, d.h. p(x) =1 éIQZ .
Wir werden %9 (f) genauer untersuchen.

Bezeichnen wir mit Hk die durch ﬂ;(k(Sn)<Sn)) gegebene hyperbolische Ebe-

ne, so ist J(f) die folgende Komposition :
i £,

W —— M # k(s"x sy —— T (M # k(ST xs™yy —PL_ ¥
Sei vy e.Hk g;ﬁTh(M # k(SnX Sn)). Dann hat f,(y) eine Darstellung:
f,(y) = y' + a(y)x" , mit y' é.Hk, x':= £,(x), Erzeuger von K7Th(M‘), und

|

a(y) € Z. Also ist W9(§)y =y' und es ist zu zeigen : p(y) = py").
Da f, eine Isometrie ist und A auf ’ﬂ;(M') verschwindet gilt (vgl.die Pro-

position in 0.8)




HY) = Bly" + aly)x') = ply") + alydp(x') + [Aly',a(y)x")]
H(y') + a(y)u(x")

Somit ist 9(f) genau dann eine Isometrie wenn gilt :

a(Sij)iE 0 mod 2 fir alle i=1,2 , j=1,...,k
Dahei sei | S;514=1,2, j=1,...,k ] die natirliche Basis von HK, d.h.
n n. <N
55 = I xs" < (s xs");  und
SZj = SN« {X} c (Sn>(Sn)j for j=1,...,k, wobei wir die zusammen-
hangende Summe numerieren : k(Snx Sn) = (SnXSn)l # - # (Snx Sn)k .
Ist also a(Sij)EE o mod 2 fir alle 1=1,2 und J=1,...,k, so sind wir nach

dem oben Bemerkten fertig.
Sei nun 0.B.d.A. a(Sli) =1 mod 2 .

Nach den Ausfihrungen in dem letzten Abschnitt ist dann 19(f) keine Iso-
metrie und f induzuiert keinen Diffeomorphismus zwischen M und M'. Wir
werden die Existenz eines Diffeomorphismus von M # S" xS" auf M #s"xg"
nachweisen, indem wir Diffeomorphismen

g: M # k(S"xS") —— M # k(s"xsM und

he M k(S"xS™) —— Mg k(ST xS

finden, so daB die folgende Komposition J(hfg) eine Isometrie ist :

Vhfg) : T ((k-1)(s"x M) —L M # (S"x s, # (k-1)(s"x ™))

e T (808" # (1) (8" S™) —PE, (ko) (87 £ )
Da jede Isometrie der hyperbolischen Ebene Hk von einem unterliegenden
Diffeomorphismus von k(Snx Sn) fir n23 induziert wird ( [Kreck 1,thm.2 7)),
kbnnen wir uns die Diffeomorphismen g und h mit Hilfe von Isometrien G und
H von Hk verschaffen. Wir setzen die unterliegenden Diffeomorphismen, die
gegebenenfalls nach geeignetem Isotopieren die Identitdt auf einer Scheibe
um den Basispunkt sind, durch die Identitit auf M bzw. M' fort.
Wir definieren G wiefolgt :

665, - { 55 fE)r .i=1,2 351

S fir i=1,2 , j=2,...,k

ij * PG543,
Dabei sei b(Si.) . 1 falls a(Sij)zs 1 mod 2
J 0 falls 3(S;;) = 0 mod 2
k
Offensichtlich ist {G(sij) | i=1,2, j=1,...,k | eine Basis von H*.

G ist eine Isometrie, denn es gilt :

K(G(Sij),G(Spq)) = X(Sij,s fir alle i,j,p und q ,

pq)
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p(G(Sij)) = p(Sij) + b(Sij)p(Sll) + [X(Sij,sll)]= 0 fir alle i=1,2 , j>1,
da Sll orthogonal zu allen Sij mit (i,j) + (2,1) bzgl. A ist. Wie man
leicht nachrechnet, ist nach Konstruktion von G die Einschrinkung von U(£)G
auf Hk l = "T ((S X s" ) # - # (Sn XSn)k) eine Isometrie. Da die Kompositi-
on Y(£)G: H o H ein Isomorphismus ist, bilden die Elemente
{ V6, PRESHIEEE k} eine Basis von H.
Wir deflnleren H zunachst auf H -1 wiefolgt :

H(W)(f)G(Sij)) 1= Sij ) for i=1,2 , j=2,...,k
Da H eine Isometrie von H" werden soll, muB unter H eine symplektische Ba-

sis, auf der p verschwindet, auf eine ebensolche abgebildet werden.

{ ] i=1,2 , j=1,...,k } ist eine solche Basis, und da "9(f)G einge-
schrankt auf Hk ! eine Isometrie ist, gilt dies auch fir die Basis
{U(f)e(s §) | i=1,2, j=2,...,k ] von W(E)6HY). Also muB eine sym-
k-1 L "I

plektische Ba31s {e fg des orthogonalen Komplements von 1J(£)G(H  ~), auf

der p verschwindet, unter H auf S 511,821 } abgebildet werden. Da die Ker-

vaire-Invarianten K(Hk) und K(19(f)G(Hk—l)) trivial sind, existiert eine
solche Basis { e,f } nach 6.3. Somit ist H durch die Festsetzung

H(e) := Sll und y o

H(f) = 821 eine Isometrie von H' .
Seien g' und h' Diffeomorphismen von k(Snx Sn), die G und H induzieren
(vgl [ Kreck 1,thm.2 7). Diese sind 0.B.d.A. die Identitdt auf einer
Scheibe um den Basispunkt. Dann kdnnen wir g' und h' durch die Identitat
auf zusammenhangende Summen fortsetzen und erhalten Diffeomorphismen

g: M # k(S"xS") — M # k(" xsT und

h: M'# k(5" x8") —— M# k(s" x3s")
Da die Einschrankung von G19(f)H auf Hk-1 die Identitdt ist, ist die Kom-
position 19(hfg) eine Isometrie :

k-1

Yingg) « HT I, g (S xS # (k1) (8 x8™) (hfg)«

P
—— M # (SRS # (k1) (8" R ST by kol

Nach dem Theorem in 0.8 induziert somit der Diffeomorphismus hfg einen
Diffeomorphismus von M # s"xs" auf M #s"xg" 0

Um aus 6.11 den Kirzungssatz fir vollstandige Durchschnitte ungerader kom-
plexer Dimension zv folgern, missen wir sicherstellen, daB eine Zerlegung
gemall Theorem 6.7 Xn(g) =M# K(Snx Sn) den in 6.11 bendtigten Spielraum

k21 gibt. Wir missen also untersuchen, fiir welche vollstdndigen Durch-
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schnitte die mittlere Homologie verschwindet. DaB dies in den zu entschei-
denden Fallen nie auftreten wird, ist eine Folgerung aus [ Hirzebruch
p.160 ] , der eine Formel gibt, aus der die Euler—Charaktgristik vollstan-
diger Durchschnitte berechenbar ist (vgl. [ Chen’]).

6.12 Lemma:

Sei Xn(g) ein vollsténdiger Durchschnitt ungerader komplexer Dimension.
Dann sind &quivalent : (i) Hn(Xn(g)) =0
(i1) (d) = (1,...,1)

Bewels:

Der Beweis folgt direkt aus [Chen]. O

6.13 Theorenm “
Seien Xn(g) und Xn(gf) stabil diffeomorphe vollstandige Durchschnitte

ungerader komplexer Dimension mit gleicher Euler-Charakteristik. Ihre
Kervaire-Invarianten seien nicht definiert oder trivial.
Dann sind Xn(g) und Xn(gf) diffeomorph.

Beweis:
Die Aussage ist trivial fir n=1. Sei also na2 3.
Nach Theorem 6.7 besitzen Xn(g) und Xn(gf) Zerlegungen der Gestalt :

X (d) =M # k(s"x s und

X (@)= M# k(xS mit H (M) = H_(M') = 0 und T (M) und 7= (M')
zyklisch der Ordnung d=d', da der Totalgrad eine stabile Diffeomorphiein-
variante ist (Theorem 4.12)( [Wood.3.1 ]). Nach 6.11 gibt es einen Diffeo-
morphismus von f von M # "k 5" auf M'# S"xS". Ist k21, so 1laBt sich

f durch die Identitat auf (k-1)(S"x S") zu einem Diffeomorphismus von X_(d)

auf Xn(gf) fortsetzen, wobei 0.3.d.A. f die Identitdt auf einer Scheibe um
den Basispunkt ist. Ist k=0, so ist Hn(Xn(g)) = Hn(Xn(gf)) = 0. Nach 6.12
sind dann Xn(g) und Xn(gf) diffeomorph zu cP”. Also ist auch in diesem

Fall die Behauptung bewiesen. U

AbschlieBend konnen wir das Hauptresultat dieser Arbeit wiefolgt formu-

lieren:

FOr einen vollstandigen Durchschnitt Xn(d) bezeichne y%(d) den Exponenten
n Ve(d)

der Primzahl p in der Primfaktorzerlegung des Totalgrades d = p[péim P
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%g(n d) sei das folgende Bindel iber TP °° » gegeben als Polynom im Hopf-
bindel H : &(n,d) = -(ner+)H + HO% 4+ 1o & K (@P~)

Mit diesen Bezeichnungen gilt :

6.14 Theorem:
Ist n23 und die folgende Bedingung (*) erfillt

* N 2n+1
(™) \Jp(d) = 2(p-1)

SO ist ein vollstdndiges Invariantensystem fir den Diffeomorphietyp

N b=

+1 fur alle Primzahlen p £ \n + %

eines vollstédndigen Durchschnittes Xn(g) gegeben durch den Totalgrad,

die Pontrjagin-Klassen des assoziierten Bindels auf @P" und die Eu-
ler-Charakteristik :

(1) d = d1~~-'dr ,

(1) pi(E0@)  fori-1,...,[2], “
(1i1) e(X (d))

Da heiBt : Genau dann sind zwei vollstandige Durchschnitte der kom-

plexen Dimension n2 3, die der Bedingung (*) genigen, diffeomorph,

wenn ihre Invarianten nach (1), (ii) und (iii) Ubereinstimmen.

Beweis:

Seien Xn(g) und Xn(gf) vollstdndige Durchschnitte, n >3, die der Bedingung
(*) genigen.

Nach Theorem 4.12 sind Xn(g) und Xn(gf) genau dann stabil diffeomorph, wenn
(1) und (i1) gelten. Natirlich ist (iii) eirme notwendige Bedingung.

FUr gerades n folgt nach Theorem 5.10 unter der Bedingung (*) aus stabiler
Diffeomorphie und gleicher Euler-Charakteristik Diffeomorphie.

Fir ungerades n folgt nach Theorem 6.13 aus stabiler Diffeomorphie und
gleicher Euler-Charakteristik die Diffeomorphie von X (d) und X (d"), wenn
ihre Kervaire-Invarianten nicht definiert oder tr1v1al sind. Dles ist wegen
»’(d) = ‘V (d') > n+l 3 4 nach 6.8 der Fall. M0

6.15 Bemerkung:

Theorem 6.14 ist bis auf die Einschrénkugn beziiglich des Totalgrades (*)
eine befriedigende Antwort auf die Frage, wann zwei vollstandige Durch-
schnitte diffeomorph sind. Das Invariantensystem (i), (ii) und (ii1)
ist in Termen devr Dimension und des Multigrades berechenbar. Fir die Euler-
Charakteristik gibt [ Hirzebruch,p. 160 ] (vgl. auch [Chen] ) eine Formel
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an, nach der man sie berechnen kann. Handlicher ist eventuell die folgen-

de Berechnungsvorschrift aus [Libgober & Wood 3,§7 ] :

e(Xn(g)) = c (Xn(d)) M [~X (d)] n' 9, (n+r+1- sl,...,n+r+1—§n)
Dabei sind ST 2= d. und g Polynome, so daB gilt :
oo =17 k
1
25 k1 9 (5q0e-005,) = (1sd X (14 x)

Die 9y kbnnen mit Hilfe der Newton Formel berechnet werden [ Hirzebruch,
A
p.92 7 : S T 915yt (- 1) gk =0 fir alle k21,
Die drei ersten Polynome sind :
2 3
gl(sl) =8y 92(51,32) =8 - Sy g3(sl,s ,33) =8 35132 + 253 .

Im &hnlicher Weise lassen sich auch die Pontrjagin-Klassen p. (%f(n d)) be-
rechnen.

Da die Einschréankung von %(n,g) auf Xn(g) ein Reprédsentant des stabilen

Normalenbindels von Xn(g) ist (vgl.[Hirzebruch,§22'] oder [Libgober &

Wood 3,87 ]) und die Inklusion i: Xn(g) —— TP ® eine injektive Abbil-

dung in Cohomologie bis zur Dimension 2n einschlieBlich induziert, ent-

sprechen sich die Pontrjagin-Klassen von X (d) und die Pontrjagin-Klassen
%(n d)) mit i<£[n/2] eineindeutig.

Wegen <i*e, (M), (X (d)]> = d ( [Libgober & Wood 3,§7 ) ist der Total-

grad durch den Cohomologlerlng Uber Z von X (d) bestimmt. Dies gilt na-

tirlich auch fir die Euler-Charakteristik.

Daher 1aBt sich Theorem 6.14 auch wiefolgt mit den Bezeichnungen aus 6.14

formulieren (vgl. das Theorem von Sullivan in der Einleitung)

6.14' Theorem:
Sei n=3 und die folgende Bedingung (*) erfillt :

() @) 2 %% 1 fir alle Prinzshlen p £ Vn + 2 +

Dann bestimmen die Pontrjagin-Klassen und der ganzzahlige Cohomologie-

N =

ring eines vollst#éndigen Durchschnittes der komplexen Dimension n,
dessen Totalgrad der Bedingung (*) genigt, eindeutig die Diffeomor-

phieklasse.

6.16 Bemerkung zu kompiexen Dimension 3 :

Fir komplese Dimension n=3 ist das in 6.14 angegebene Invariantensystem

bis auf eine kleine Uminterprétation dasselbe wie das von [ Libgober &
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Wood 3,§2 ] in diesem Fall angegebene, das wir in der Einleitung darge-
stellt haben. In der Tat kénnen wir die Ergebnisse von Libgober und Wood
fir n=3, abgesehen von Realisierungsfragen, mit wenig Aufwand nachvollzie-
hen. Da es sich lediglich um straightforward Rechnungen handelt, verzichte
ich auf eine genaue Ausfihrung und begnige mich mit der Darstellung des
Weges :
Fir n=3 reduziert sich die Bedingung (*) aus 6.14 zu einer Bedingung Uber
die mod 2 -Adams-Filtrierung der vollsténdigen Durchschnitte. Diese wurde
bendtigt um sicherzustellen, daB die Differenz zweier rational B-nullbor-
danter vollsténdiger Durchschnitte kein nichttriviales Element der 2-Tor-
sion in der Homotopie des entsprechenden Thom-Spektrums liefert.
FUr kleine Dimensionen, d.h. etwa fur n<44 halt sich der Rechenaufwand fir
die Erstellung expliziter Ext-Diagramme von Hand fir alle in Frage kommen-
den Thom-Spektren nach einer Methode von [ Stolz,§6 1 unter Benutzung
des "Change of Rings" in verninftigen Grenzen. FUhrt man die Rechnung
durch, so sieht man an den Ext-Diagrammen, daB es keine 2-Torsion in der
6. Homotopie der fraglichen Thom-Spektren gibt, und somit ist fir n=3 ra-
tionale B-Bordanz &quivalent zu B-Bordanz.
Da fir n=3 jedes Element von Hn(XB(g)) durch eine eingebettete Sphare mit
trivialem Normalenbindel représentiert werden kann, tritt der Fall nicht-
trivialer Kervaire-Invariante nicht auf, und nach 5.13 folgt aus stabiler
Diffeomorphie bei gleicher Euler-Charakteristik Diffeomorphie.
Wir erhalten also die folgende Aussage :
Der Diffeomorphietyp eines vollstdndigen Durchschnittes X3(g) ist
eindeutig bestimmt durch den Totalgrad, pl(§§(3,g)) und die Euler-
Charakteristik.
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