Préface

Jean-Louis Verdier, tragiquement disparu le 25 aoit 1989, a soutenu
sa these de doctorat d’Etat, intitulée Des catégories dérivées des catégories
abéliennes, le 14 juin 1967, & Paris. Le présent texte est celui du manuscrit
dactylographié de cette these, dans sa derniere version. Les éditeurs se sont
bornés & corriger des erreurs de détail. Seule la partie intitulée Introduction
avait été déposée a la faculté. Le corps du texte était inachevé a la date de
la soutenance, et 'est resté.

La genese de ce travail est assez bien connue (cf. [I]). On sait que Gro-
thendieck concgut I'idée des catégories dérivées au début des années soixante
pour fournir le cadre d’algebre homologique nécessaire a la vaste généralisa-
tion des théoreémes de dualité qu’il avait imaginée a la suite de son exposé
au congres international d’Edinbourg de 1958. I avait proposé a Verdier,
comme sujet de these, de construire le formalisme envisagé. En 1963, Verdier
faisait paraitre un fascicule de résultats résumant ’essentiel de la théorie,
Catégories dérivées, quelques résultats (Etat 0), miméographié par I'THES
(reproduit dans [SGA 4 1/2]). Si la notion de catégorie dérivée est due a
Grothendieck, c’est & Verdier que revient d’avoir introduit, en amont, celle
de catégorie triangulée. L’axiomatique présentée la, inspirée de la théorie
homotopique stable (¢f. [P]), devait se révéler d’une surprenante fécondité.

Ce n’est que plusieurs années apres que Verdier entreprend une rédac-
tion d’ensemble de son travail. Pourquoi ne 1’a-t-il pas terminée? Bien des
hypotheses ont été avancées. Je pencherais pour la suivante. La partie qui
manque est la théorie des foncteurs dérivés. Quand Verdier en arrive a cet
endroit de sa rédaction, les catégories dérivées ont déja été largement utilisées
en géométrie algébrique. Diverses variantes et généralisations se développent :
notion de dérivabilité ponctuelle & la Deligne, foncteurs dérivés non additifs
(algebre homotopique a la Quillen), foncteurs dérivés filtrés. Des lors, le cadre
fixé par le fascicule de résultats s’avérait insuffisant. Trouver le bon point de
vue aurait demandé un nouveau travail de fondements que Verdier, intéressé
a cette époque par d’autres problemes, n’a eu, me semble-t-il, ni le loisir ni
sans doute 'envie de réaliser. A mesure que le temps passait, des articles sur



les catégories dérivées paraissaient et 'usage s’en répandait, le formalisme
envahissant d’autres domaines des mathématiques (comme les équations aux
dérivées partielles linéaires). L’achévement de son ouvrage devenait alors aux
yeux de Verdier une tache de moins en moins nécessaire . ..

Tout incomplet qu’il est, ce texte de Verdier constitue néanmoins une
référence précieuse, voire irremplacable (par exemple, la présentation, origi-
nale et élégante, qui y est donnée des suites spectrales ne se trouve, & ma
connaissance, nulle part ailleurs). On ne peut que se réjouir qu’il voie enfin
le jour.

Paris, le 27 avril 1996

Luc Ilusie
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Note des éditeurs

C’est lors de la cérémonie en hommage & J.-L.. Verdier, organisée par
I’Université Paris VII, le 19 octobre 1989, que M. Artin, P. Cartier et L. Illu-
sie eurent 1'idée de publier la these de J.-L. Verdier. Deux ans plus tard je me
joignais a eux et j'obtenais, grace a ’appui de J. Le Potier et de M. Broué,
un financement de Paris VII (URA 212) et de P'ENS (DMI) pour une saisie
de ce texte en TEX. Une fois la frappe terminée, le résultat fut soigneuse-
ment comparé a ’original dactylographié de Verdier. Il restait encore a faire
une relecture mathématique car Verdier n’avait jamais effectué les dernieres
corrections.

Cette lecture attentive a été faite, avec un extréme soin, par P. Car-
tier (chapitre I), B. Keller (chapitre III), et, pour I'ensemble du texte, par
M. Zisman et moi-méme. En dehors des nombreuses coquilles qui ne méri-
tent pas d’étre énumérées, les principales modifications apportées sont les
suivantes. Dans le chapitre I, la proposition (3.1.5) affirmait une équivalence.
Cette équivalence a été remplacée par une implication, la réciproque (jamais
utilisée par la suite) étant fausse. Dans la proposition (3.4.1), il y avait une
erreur de signe, induisant des erreurs de signe dans le chapitre II1 ((1.3.4), ()
et (3.2.7.3)). Ceci a conduit a adapter la définition de la “catégorie triangulée
opposée” (chap. II, 1.1.7) afin que reste vraie I'affirmation : la catégorie dé-
rivée de la catégorie opposée est la catégorie triangulée opposée a la catégorie
dérivée.

Dans le chapitre II, 'ordre des propositions du §1.2 a été modifié. En
effet, Verdier s’était rendu compte, apres la rédaction, que D'assertion que
la somme directe de deux triangles distingués est un triangle distingué est
conséquence des autres axiomes des catégories triangulées. Il ’avait donc
supprimée de la liste des axiomes, sans effectuer les remaniements qui en
résultaient. D’autre part, les alinéas (2.3.6) et (2.3.7) qui n’étaient pas utilisés
dans la suite, et dont la vérification a échoué, ont été supprimés. La définition
de la notion d’objet spectral stationnaire (4.4.2) a été légerement modifiée, la
définition originale étant trop faible pour I’établissement du théoreme (4.4.3)
qui suivait. Il a été vérifié que cela était sans conséquence pour la suite.



L’index de notations et I'index terminologique ont été complétés. kn
revanche, la bibliographie a été laissée inchangée (sauf pour les SGA dont
les références définitives dans les “Lecture Notes” ont été indiquées). En
particulier, ’absence de référence numéro 13 n’a pas été comblée.

Je voudrais remercier vivement M. Broué, A. Bruguieres, P. Cartier,
L. Gruson, L. Hllusie, B. Keller, J. Le Potier, M. Zisman, ainsi que 1’Univer-
sité Paris VII, I’'Ecole Normale Supérieure, et I'Institut des Hautes Etudes
Scientifiques, qui ont aidé a divers titres a la réalisation de ce projet. Je re-
mercie également C. Defosse et C. Gourgues pour avoir patiemment saisi cet

ouvrage en ApS-TEX.

J’aurais aimé pouvoir étendre ces remerciements a L. Doustaing préma-
turément disparu en décembre 1994.

Paris, le 14 juin 1996

Georges Maltsiniotis
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Introduction

Nous proposons dans ce travail un formalisme de ’hyperhomologie.

1. Soient A et B deux catégories abéliennes, F': A — B un foncteur ad-
ditif. Lorsque la catégorie A possede suffisamment d’objets injectifs, la cons-
truction des foncteurs dérivés droits de F' est maintenant classique [1] : tout
objet X de A possede une résolution injective X = J* (X)) unique & “homoto-
pie prés”. Les objets de cohomologie du complexe F'(I° (X)) sont donc définis
a isomorphisme canonique pres par I'objet X et dépendent fonctoriellement
de X . Les foncteurs obtenus sont les foncteurs dérivés droits de F .

Ainsi, on associe fonctoriellement a tout objet X de A un complexe
d’objets de B défini “a homotopie pres” dont on prend la cohomologie. Ce-
pendant le plus souvent, les constructions usuelles de 'algebre homologique
ne fournissent pas des complexes définis & homotopie pres, mais des com-
plexes définis a quasi-isomorphisme prés (un morphisme de complexes est
appelé un quasi-isomorphisme §’il induit un isomorphisme sur les objets de
cohomologie). Pour illustrer ce point, donnons deux exemples.

Notons tout d’abord que, pour étudier les foncteurs dérivés de F',il y a

liew de considérer des résolutions X - R(X) plus générales que les résolu-
tions injectives : les résolutions par des objets acycliques pour le foncteur F
(en théorie des faisceaux, résolutions par des faisceaux flasques, mous [23];
en théorie des modules, résolutions par des modules plats ... ). Ces réso-
lutions ne sont plus nécessairement uniques a homotopie pres. Mais étant

données une résolution F-acyclique X = R(X) et une résolution injective

X = I'(X), il existe un et un seul (& homotopie prés) morphisme de réso-
lutions, 7.e. un morphisme de complexes p : R(X) — I*(X) tel que le dia-
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gramme ci-apres soit commutatif :

Ra(X)
51 /
X P
T
g2 T
R2(X) :

le morphisme de complexes d’objets de B :
F(p') s F(R1(X)) — F(R2(X))

est un quasi-isomorphisme. Remarquons qu’ici on obtient dans B un sys-
teme inductif de complexes et de quasi-isomorphismes qui possede un élément
maximal unique a homotopie pres : le transformé par F d’une résolution in-
jective de X . Ce phénomene ne se produit plus dans le deuxieme exemple
que nous abordons maintenant.

Le procédé de définition des foncteurs dérivés par résolution se généralise
parfois au cas ot la catégorie A ne possede plus nécessairement suffisamment
d’objets injectifs ou projectifs. Considérons le cas ou A est la catégorie des
faisceaux de groupes commutatifs sur un espace topologique F . Cette catégo-
rie ne possede pas, en général, suflisamment d’objets projectifs. On se propose
néanmoins de définir les foncteurs dérivés gauches du foncteur exact a droite
de A dans A qui, & tout faisceau (G, associe le faisceau F' @z G (F faisceau
fixe). On exige, bien entendu, que cette définition fournisse des foncteurs pos-
sédant les propriétés usuelles des foncteurs dérivés gauches (comportement
par rapport aux suites exactes et une certaine propriété universelle) et qu’elle
redonne dans les cas connus (par exemple lorsque E est réduit a un point)
les produits de torsion usuels.

On peut opérer de la maniere que voici. Tout faisceau G admet une
résolution & gauche L* — G de longueur finie (en fait de longueur 2) par des

2
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faisceaux dont les fibres sont des groupes commutatifs sans torsion (résolution
plate). On constate aisément les faits suivants :

a) Etant données deux résolutions plates L 2@, i=1,2,1l en existe

TIEEN =4 . . N . N
une troisieme L — G et un diagramme commutatif & homotopie pres de
résolutions :

i
£
2 Y
£3
\

A
P e
L

L G

b) Etant donnés deux morphismes de résolutions plates :

L;\

&1
\
p||p' ™~

/
//52

Ly

il existe une troisieme résolution plate :

G

€3

Ly — G
et un morphisme de résolutions :

Lg\

€3
~
o ™~

/
//51

L

G

?
tel que les morphismes de complexes po et p’o soient homotopes.

¢) Pour tout morphisme de résolutions plates :

L;\

&1
\
P ™~

/
/52

G
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le morphisme de complexes de faisceaux :
F®pF®ZL1——>F®ZL5 R

est un quasi-isomorphisme.

On obtient donc un systeme cohérent de complexes de faisceaux F®z L*
et de quasi-isomorphismes qui dépend, en un sens qu’on peut préciser, foncto-
riellement du faisceau GG. En tout cas, les objets de cohomologie des complexes
F®gz L* (L* résolution plate de ) sont définis a isomorphismes uniques
pres et dépendent fonctoriellement de G'. Les foncteurs ainsi obtenus posse-
dent les propriétés voulues et méritent le nom de foncteurs dérivés gauches
du foncteur “produit tensoriel par F7.

Bien entendu, pour calculer les faisceaux de torsion ’TOTZ(F, (), on peut

prendre le faisceau associé au préfaiscean U — TorZ(F(U), G(U)) (U ou-
vert de E). Mais la méthode que nous employons fournit un complexe de
faisceaux bien défini a quasi-isomorphisme pres dont les objets de cohomolo-
gie sont ’TOTZ(F, () et F'®zG , information supplémentaire essentielle pour le
maniement commode de ces foncteurs, ainsi que nous le verrons par la suite.
Cette méthode s’étend immédiatement au cas des topos annelés et permet
de définir dans ce cadre les foncteurs dérivés gauches du foncteur “produit
tensoriel de faisceaux”.

2. Dans I’étude des foncteurs dérivés d’un foncteur composé de deux
foncteurs, des propriétés d’associativité, des relations du type de Kiinneth,
on est amené a étendre le formalisme des foncteurs dérivés au cas ou 'argu-
ment n’est plus seulement un objet de la catégorie étudiée, mais un complexe
d’objets de cette catégorie. Cette extension a été faite dans [1]. Rappelons-en
les grandes lignes. Soit F': A — B un foncteur additif entre deux catégories
abéliennes telles que A possede suffisamment d’objets injectifs. Soit Y* un
complexe d’objets de A . On définit dans loc. cit. les “résolutions injectives”
du complexe Y*, que nous appelons résolutions injectives de Cartan-Filenberg
du complexe Y* . Une telle résolution est, par définition, un double complexe
I** dont les composants sont des objets injectifs de A, muni d’une augmen-
tation : .

yo Sopee

qui induit des résolutions injectives (au sens usuel) des composants, des bords,
et des objets de cohomologie du complexe Y* . Ces résolutions sont uniques
a homotopie (de doubles complexes) pres. On forme alors le double complexe
F(I**), puis le complexe simple associé [ F(I**) qui, lui aussi, est déterminé

4
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a homotopie pres par le complexe Y* . Les objets de cohomologie R™ F'(Y*)
du complexe [ F(I'*) sont donc définis & isomorphisme canonique pres et on
constate qu’ils dépendent fonctoriellement du complexe Y* . Les foncteurs
R"™F obtenus sont les hyperdérivés a droite de F'. On obtient de plus deux
suites spectrales fonctorielles en Y* dont les termes initiaux sont :

3" = HA(RTF(Y")) (+)
157 = RP F(HY(Y*)) | (%)

et dont les termes infinis sont les gradués associés aux objets R"F(Y*) conve-
nablement filtrés. Bornons-nous, pour simplifier, au cas ou les composants des
complexes envisagés sont nuls en degré suffisamment petit. On constate alors
que les suites spectrales (*) et (#+) convergent. Un morphisme m : Y* — 7*
de complexes induit des morphismes :

R"F(m): R"F(Y*) — R"F(Z*)

et des morphismes des suites spectrales correspondantes. En particulier,
lorsque m est un quasi-isomorphisme, la suite spectrale (k) montre que
les morphismes R"F(m) sont des isomorphismes. Ainsi les objets R"F(Y*)
sont déterminés des que ’on connait le complexe Y* & “quasi-isomorphisme
pres”. Comme, par ailleurs, on a indiqué que les procédés usuels de 'algebre
homologique ne fournissent le plus souvent que des complexes déterminés a
quasi-isomorphisme pres, il apparait que les objets naturels qu’étudie I’hyper-
homologie sont les “classes de complexes a quasi-isomorphisme pres”.

3. La démarche que nous suivons s’impose alors naturellement. On intro-
duit, pour toute catégorie abélienne A, la catégorie comp(.A) des complexes
d’objets de A. Puis on construit a partir de comp(.A) une nouvelle catégo-
rie en rendant formellement inversibles les quasi-isomorphismes de comp(.A).
On obtient ainsi une catégorie D(A) : la “catégorie dérivée” de la catégorie
abélienne A. Par des procédés de résolution a droite qu’il importe peu de
préciser dans cette introduction, on associe a un foncteur additif entre deux
catégories abéliennes F': A — B, un foncteur R F': D(A) — D(B) (qui n’est
défini le plus souvent que sur une sous-catégorie convenable D*(A) C D(A)
obtenue en imposant des limitations aux degrés des complexes envisagés) ap-
pelé le foncteur dérivé total a droite de F. Pour tout objet X de D™(A),
lobjet RF(X) de D(B) est donc un complexe d’objets de B défini a “quasi-
isomorphisme pres”, et par suite, les objets de cohomologie R"™F(X) de ce
complexe sont bien définis. Les foncteurs X — R"™F(X) sont les “hyperdé-
rivés a droite” du foncteur F', définis ici sans supposer nécessairement que
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A possede suffisamment d’objets injectifs. Le foncteur dérivé total permet
donc, en particulier, de reconstruire les “hyperdérivés a droite de F7; mais
il fournit plus d’informations. Par exemple, lorsqu’on a un foncteur additif
G : B — C entre catégories abéliennes, on peut composer les foncteurs dérivés
totaux :

RG-RF:D*(A) — D(C)

Dans les cas habituels, le foncteur R G - R F’ est canoniquement isomorphe au
foncteur dérivé total de G'F :

R(GF) — RG-RF

formule de composition qui traduit dans notre langage la suite spectrale des
foncteurs composés, et qui est d’ailleurs plus précise, car elle ne se borne pas
a donner certaines informations sur les objets de cohomologie de RGF(X)
(X objet de D*(A)), mais elle décrit entierement le complexe a “quasi-
isomorphisme pres” qui donne naissance & ces objets de cohomologie ; com-
plexe dont la connaissance permet, par exemple, de composer & nouveau avec
un autre foncteur dérivé total.

4. D’une maniere générale, on est amené, dans ce formalisme, & travail-
ler directement avec les complexes a “quasi-isomorphisme pres”, complexes
qu’on se garde bien de remplacer par les seuls objets de cohomologie. (Si,
le plus souvent, les “invariants” que ’on recherche, au terme du calcul ou
du raisonnement, sont les objets de cohomologie des complexes, il n’en est
pas toujours ainsi : les différentielles des suites spectrales sont, elles aussi,
des “invariants” intéressants). On établit, au niveau des complexes a quasi-
isomorphisme pres, ou au niveau des foncteurs dérivés totaux, ou plus généra-
lement au niveau des foncteurs entre les catégories dérivées, diverses relations
(relation d’isomorphie, relation d’adjonction pour les théorémes du type dua-
lité, etc.). Ces relations fourniront, par des procédés purement automatiques
(les suites spectrales), des informations sur les objets de cohomologie des
complexes, sur les filtrations naturelles dont ces objets sont munis, etc.

Méme lorsqu’on ne s’intéresse qu’aux valeurs des foncteurs dérivés tra-
ditionnels, i.e. aux seuls objets de cohomologie, les relations dans les ca-
tégories dérivées sont souvent des intermédiaires techniques indispensables
pour arriver & étudier ces foncteurs et formuler pour eux certaines relations
importantes.

Enfin, avantage essentiel, les relations qu’on établit dans les catégories
dérivées sont d’apparence et de fait plus simples que les relations qu’on en
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déduit pour les objets de cohomologie. Le mécanisme des suites spectrales
cache le plus souvent la simplicité des phénomenes. L’exemple élémentaire
des relations de Kiinneth est & cet égard significatif.

5. Soient X et Y deux espaces compacts, A un anneau a élément unité
commutatif (pour simplifier), I et (¢ deux faisceaux de A-modules sur X et
Y respectivement. Lorsque A est un corps, on sait que le produit cartésien
[23] définit un isomorphisme d’espaces vectoriels gradués :

(Kit); H (X, F) @4 HY(Y,G) — HY(X x Y, F 04 G)

coh

Lorsque A = Z et que le faisceau F ou le faisceau G est sans torsion, on a
des suites exactes scindables :

0— @ HAX,F)@ HI(Y,G) = H' (X XY, Fo,4G) —
ptg=n
(Kii)2,,, — @  Torl(HP(X, F),HY(Y,G))— 0
pt+g=n+1

Lorsque A = Z et qu’on ne fait aucune hypothese sur F et G, on a deux
familles de suites exactes scindables :

0— @ HI(X,F)o,HY(Y,G)—H"—
ptg=n
(K2 — @ Tor'(H(X,F),H(Y,G) =0 ,
pt+g=n+1

0— H"" X x Y, Tor (F,G)) = H* = H* (X xY,F @4 G) — 0

La formulation initiale (Kii)! , se complique donc, mais reste accessible au

calcul explicite. Quand "anneau A est plus compliqué, par exemple lorsque
A=2Z/U"Z, ( premier, r > 1, anneau de dimension cohomologique globale
infinie, on n’a plus, traditionnellement, que deux suites spectrales ayant méme
aboutissement dont les termes initiaux sont :

KT = @ Torl (H(X,F),H(V,G))
(Kﬁ)goh e
IIKZ2?7Q — Hp(X X Y, %Téq(Fv G))

Cependant ces suites spectrales et 'isomorphie entre leurs aboutissements ne

sont que la conséquence et la traduction imparfaite de la relation suivante
dans la catégorie dérivée de la catégorie des A-modules :

L ~ L
(Ki)per RH(X, F)®4 RH(Y,G) — RH(X x Y, F @4 G)
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ot RH(X, ) désigne le foncteur dérivé total a droite du foncteur “sections

globales” sur X (de méme pour RH(Y, ) et RH(X XY, )) et ou (quA dé-
signe le foncteur dérivé total a gauche du foncteur produit tensoriel. (On
suppose que X et Y sont des espaces de dimension cohomologique finie, par
exemple des complexes cellulaires finis.) Les deux membres de (Kii)pe, sont
des complexes de A-modules déterminés a quasi-isomorphisme pres dont les
modules de cohomologie sont respectivement ’aboutissement de la premiere
et de la deuxiéme suite spectrale de (Kii)* , . La formule (Kii)per est, bien
entendu, encore valable lorsque F' et (G sont des complexes de faisceaux sur
X et Y (convenablement bornés). Elle est parfaitement maniable pratique-
ment, et permet de formuler également les propriétés de commutativité, et
d’associativité lorsqu’il y a plusieurs facteurs.

L’extension des scalaires conduit a une formule analogue dans les catégo-
ries dérivées. Lorsque A — B est une A-algebre et lorsque F' est un faisceau
de A-modules sur X, on a la relation :

L ~ L
RH(X,F)®4a B — RH(X,F ®4 B)

De fagon imagée, on peut dire, qu’en général, les formules naives et tradi-
tionnellement fausses deviennent vraies lorsqu’on travaille dans les catégories
dérivées.

L’importance des anneaux de coefficients Z/{"Z provient notamment de
la cohomologie étale des schémas. On sait [6] que dans cette théorie on doit es-
sentiellement travailler avec des faisceaux de torsion. On obtient la cohomolo-
gie (-adique, i.e. & valeurs dans ’anneau Z,; des entiers (-adiques, en passant a
la limite projective dans la cohomologie & valeurs dans les anneaux Z/{"Z . La
formule (Kii)pe, est encore valable dans ce contexte (lorsque, par exemple, X
et Y sont des schémas propres sur un corps algébriquement clos, A = Z/("Z),
et passe a la limite immédiatement pour fournir une formule analogue pour
les Z,-faisceaux. Mais comme Z; est un anneau principal, la formule (Kii)pe,
fournit en passant & la cohomologie une formule du type (Kii)2, et en tenso-
risant par @y, la formule (Kii)! , pour les @ -faisceaux.

6. C’est le développement systématique des considérations esquissées
ci-dessus que nous présentons dans ce travail. Voici quel en est le plan.

Nous étudions au premier chapitre les catégories de complexes des ca-
tégories additives. Ces catégories sont graduées. Plus précisément, elles sont
munies de foncteurs translation (translation des degrés dans une direction
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donnée et changement de signe de la différentielle correspondante). Les exten-
sions naturelles des foncteurs multi-additifs aux complexes ne commutent pas
nécessairement aux translations, mais y commutent “a isomorphisme pres”,
isomorphismes déterminés, pratiquement, au signe pres. Il se trouve qu’on
ne peut choisir ces isomorphismes de maniere cohérente pour la composition
des “foncteurs translation”, et qu’il s’introduit alors un signe. L’étude de ce
signe fait I'objet du paragraphe 1 (voir aussi ’appendice). Au paragraphe
2, nous définissons les notions classiques de complexes multiples, complexes
simples, foncteur “complexe simple associé”, homotopie, et au paragraphe
3, nous abordons ’étude du céne d’un morphisme de complexes (“mapping
cone” ou “mapping cylinder”), construction essentielle pour la suite.

La construction de la catégorie D(A), catégorie dérivée de la catégorie
abélienne A, se fait en deux étapes. Dans la premiere étape on introduit la
catégorie K(A) des complexes de A a homotopie prés. Puis on inverse formel-
lement dans K(A) les quasi-isomorphismes pour obtenir la catégorie D(A).
Les catégories K(A) et D(A) ne sont pas nécessairement abéliennes; mais elles
sont munies d’une structure supplémentaire, consistant en la donnée d’une
famille de diagrammes définis a partir de la construction du cone : les tri-
angles distingués. Les triangles distingués jouent, pour ces catégories, le role
des suites exactes des catégories abéliennes. Les catégories additives munies
de cette structure supplémentaire, mise en évidence et étudiée par Puppe [2],
sont appelées catégories triangulées et sont étudiées de notre point de vue
au chapitre II. Le premier paragraphe est consacré a ’exposé de résultats
élémentaires sur les catégories triangulées. Au paragraphe 2, nous montrons,
dans le cadre général des catégories triangulées, que le probleme consistant
a inverser formellement les quasi-isomorphismes de la catégorie triangulée
K(.A) se résout simplement par un “calcul de fractions” [16]. Au paragraphe
3, nous démontrons un théoreme di & Freyd [17] : une catégorie triangulée
D se plonge de maniére universelle dans une catégorie abélienne A(D) . Cette
catégorie A(D) possede une famille £ d’objets a la fois injectifs et projectifs,
telle que tout objet de A(D) soit isomorphe a un sous-objet d’un objet de
F et a un objet quotient d’un objet de F. La sous-catégorie pleine de A(D)
définie par E est isomorphe a la catégorie D. Enfin au paragraphe 4, nous
étudions les “objets spectrauz” a valeurs dans les catégories triangulées ou les
catégories abéliennes. Nous ne faisons ici qu’adapter les définitions de [1].

Le chapitre III est consacré a ’étude des catégories dérivées proprement
dites. Lorsque X et Y sont deux objets de D(.A), catégorie dérivée de la ca-
tégorie abélienne A | les morphismes de degré n de X dans Y s’interpretent,
lorsque la catégorie A possede suffisamment d’objets injectifs et lorsque Y
est un complexe dont les composants sont nuls en degré petit, comme les
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éléments de Ext’;(X,Y), n-ieme hyper-ext des complexes X et Y (au sens
de [1]). Lorsque X et Y sont des complexes bornés (composants nuls sauf un
nombre fini), les homomorphismes de degré n de X dans Y peuvent se définir
par une construction qui généralise la construction de Yoneda [3]. La compo-
sition des morphismes dans D(.A) n’est autre que la composition de Yoneda.
Au paragraphe 4, nous étudions les objets spectraux usuels. Tout complexe de
A donne naissance a trois objets spectraux a valeurs dans D(.A), qui permet-
tent d’écrire de facon automatique les suites spectrales essentielles. D’ailleurs
toute suite --- — X, — X,41 — --- de complexes et de morphismes de
complexes (ou les morphismes de transition ne sont pas nécessairement des
monomorphismes) donne naissance a un objet spectral.

7. En résumé, il s’agit d’établir les fondements d’un formalisme, avec
tous les inconvénients qu’un tel travail comporte : enthymemes et sorites,
démonstrations sans réelles difficultés mathématiques mais nécessitant sou-
vent des suites de vérifications parfois (resp. toujours) ennuyeuses. Ce travail
ne présente donc un intérét que dans la mesure ou ce formalisme, par sa sou-
plesse et sa généralité, permet la formulation et la démonstration de “vrais”
théoremes. C’est le souci d’énoncer et de démontrer des théorémes de dualité
cohomologique qui a constitué la premiére motivation de ce formalisme. On
sait qu’il existe dans différents contextes des théories de dualité cohomolo-
gique formellement tres analogues :

1) Théorie de la dualité dans la cohomologie des faisceaux cohérents sur les
schémas [4].

2) Théorie de la dualité dans la cohomologie des faisceaux pour la topologie
étale des schémas [5], [6].
Ces théories sont dues a A. Grothendieck.

3) Théorie de la dualité dans la cohomologie des modules galoisiens due a
J. Tate et J.-L. Verdier [7].

4) Théorie de la dualité dans la cohomologie des faisceaux sur un espace
localement compact [9], [10].

5) Théorie de la dualité dans la cohomologie des faisceaux analytiques cohé-
rents. Cette théorie reste encore essentiellement conjecturale.

6) Théorie de la dualité pour les corps locaux, corps de nombres ou corps de
fonctions et ses relations avec la théorie du corps de classes. Cette théorie est
a développer. Les premiers pas sont dus & M. Artin [8].

Toutes ces théories ont pour point de départ (ou d’arrivée) une pro-
priété d’adjonction reliant certains foncteurs entre catégories dérivées. Le
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cas particulierement simple des espaces localement compacts fournit le mo-
dele des énoncés qu’on obtient. Soient X et Y deux espaces localement com-
pacts (disons : de dimension cohomologique finie), A un anneau (ncethé-
rien), D(X 4) et D(Yy4) les catégories dérivées des catégories de faisceaux de
A-modules X 4 et Y4 sur X et Y respectivement, f : X — Y une application
continue. On peut alors définir dans cette situation :

a) Un foncteur fi : X4 — Y, , image directe a support propre et le
foncteur dérivé total correspondant :

ng . D(XA) — D(YA)

(Lorsque f: X — Y est une application propre, le foncteur f est le foncteur
image directe usuel.)

b) Un foncteur f' : DT(Y,4) — DT(X4) (le signe + signifie qu’on se
limite aux complexes bornés inférieurement) dont la définition précise est
assez technique, mais qui est caractérisé, a isomorphisme unique pres, par la
propriété c).

¢) Un isomorphisme bifonctoriel :
A¢(F,G) : RHom(R fiF,G') — RHom(F, f'G)

défini pour tout objet I' de D(X 4) et tout objet G de DY (Y,) (RHom désigne
le foncteur dérivé total du foncteur “complexe des homomorphismes”).

Les phénomenes importants sont alors les suivants :

D1) La formation du foncteur f* est transitive pour f variable.

D?2) L’isomorphisme Ay est compatible avec la composition des applica-
tions.

D3) Lorsque X est lisse sur Y de dimension relative n, i.e. lorsque,
localement sur X, X est Y-isomorphe au produit d’un ouvert de Y par
I’espace topologique R™ (exemple : Y = un point, X variété topologique), on
a pour tout objet G de D+(YA) un isomorphisme canonique :

F(G) ~ (@) owxyyln]

ol f*(G) est 'image inverse usuelle, wy,y un faisceau localement libre de
rang 1 : le faisceau d’orientation relative de X sur Y, et olt wy,y[n] désigne
le complexe obtenu en faisant subir au complexe wx/y un décalage des degrés
de n unités.
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D) Lorsque X est un fermé de Y et que f est I'injection canonique, le
foncteur f' est le foncteur dérivé total du foncteur “sections & support dans
X7.

Ce théoreme, et ses variantes dans les autres contextes signalés plus haut,
contient les formulations traditionnelles de la dualité : théoreme de dualité de
Poincaré dans le cas topologique, théoreme de dualité de Serre pour les fais-
ceaux algébriques cohérents sur une variété projective et lisse. Mais ’emploi
du langage des catégories dérivées ne permet pas seulement de démontrer
avec plus de généralité des théoremes auxquels on pouvait ne s’intéresser que
dans des cas particuliers simples. On ne sait par exemple, a I’heure actuelle,
démontrer le théoréme de dualité sous la forme traditionnelle (type dualité de
Serre), pour les faisceaux algébriques cohérents sur une variété propre et lisse
non projective sur un corps algébriquement clos, que par l'intermédiaire du
théoreme de dualité général. Il en est de méme pour la dualité en cohomologie
étale, pour les variétés projectives non singuliéres.

8. Les théoremes de dualité dans les cas 1), 2) et 4) conduisent a des
formules de points fixes de Lefschetz, de type non classique, faisant interve-
nir des faisceaux pouvant présenter des singularités [10], [11], [12]. Soient X
un espace topologique compact de dimension cohomologique finie, A un an-
neau noethérien, F un faisceau de A-modules sur X possédant les propriétés
suivantes :

a) En tout point de X, les fibres du faisceau F' sont des A-modules de
type fini et de dimension projective finie.

b) Une propriété de régularité au voisinage de tout point de X, analogue
aux propriétés décrites par Wilder [9].

Soit & = (¢x,®r) : (X, F) — (X, F) un endomorphisme de l'espace
topologique X muni du faisceau F'. L’endomorphisme ¢ induit un endomor-
phisme de complexe de A-modules :

RH(®): RH(X, F) — RH(X, F)

Sous les hypotheses a) et b), le complexe RH( X, I') est un complexe parfait de
A-modules, i.e. il est isomorphe, dans la catégorie dérivée, a un complexe fini
dont les composants sont des A-modules projectifs de type fini. On peut donc
définir le nombre de Lefschetz x(RH(®)) comme étant la somme alternée des
traces des composants de RH(®), qui sont des endomorphismes de modules
projectifs de type fini. Supposons maintenant, pour fixer les idées, que les
points fixes de ¢ soient isolés. On a alors 1’égalité :

(Lef) VRH@) = 3 (@) |

P fixe
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ot les xp(®) sont des invariants locauz, que 'on peut déterminer lorsqu’on
connait le faisceau F' et ’endomorphisme ¢ au voisinage de P . Lorsque X
est une variété topologique et lorsque le faisceau F' est constant et libre de
rang 1, on retrouve la formule de Lefschetz usuelle.

Dans le cadre de la cohomologie des faisceaux cohérents, on a une for-
mule analogue. Il faut prendre, pour X , un schéma de type fini et propre
sur un corps k et pour F un faisceau cohérent de tor-dimension finie, ou plus
généralement un complexe parfait. I’étude des invariants locaux qui s8’intro-
duisent alors n’a été faite que dans certains cas particuliers. Lorsque le corps
k est algébriquement clos, le schéma X lisse sur k, le faisceau F' localement
libre et le point fixe P a croisement normal, on obtient :

Tr((I)Fp)
d) = :
XP( ) det(l — d(I)XJD) ’

ou ®r p désigne I'’endomorphisme induit par ® sur la fibre réduite du faisceau
Fen P (qui est un k-espace vectoriel de dimension finie) et ot d® x p désigne
la différentielle du morphisme ®x en P.

Lorsqu’on ne suppose plus que le point fixe P est a croisement normal,
i.e. lorsqu’on ne suppose plus que ’endomorphisme 1 — d® x p est inversible,
les invariants locaux peuvent encore se déterminer par un calcul de résidus
au sens de [4].

Le théoreme de Lefschetz dans le contexte de la Géométrie Algébrique
peut d’ailleurs se généraliser aux situations relatives. On se donne un

Y-schéma X L Y propre et lisse sur un schéma localement ncethérien Y
et un faisceau cohérent F' de tor-dimension finie sur X . Le complexe de fais-
ceaux R fi(F') sur Y est alors un complexe parfait. Soit ¢ : (X, F) — (X, F)
un Y-endomorphisme du schéma X muni du faisceau F et supposons que le
schéma P des points fixes de ® soit fini sur Y. L’endomorphisme @ induit
un endomorphisme :

Rf(®):RA(F) = RE(F)

et comme le complexe R f.(F) est parfait, on peut définir le nombre de Lef-
schetz (R fi(®)) qui est ici une section du faisceau structural de Y . Cela
posé, on a I’égalité :

X(Rf(®) = xp(®)

ol xp(®) est un invariant local, qui peut encore se déterminer par un calcul
de résidus.
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Dans le cadre de la topologie étale, on a une formule de Lefschetz
analogue [12]. Cette formule, appliquée a 1’endomorphisme de Frobenius
d’une courbe algébrique propre et lisse sur un corps fini, munie d’un faisceau
constructible pour la topologie étale, a permis la démonstration de la rationa-
lité des fonctions L généralisées [11]. Signalons que dans cette démonstration,
on utilise une formule de Lefschetz ou le faisceau des coefficients possede ef-
fectivement des singularités.

9. Dans le cas de la formule de Lefschetz topologique, on a vu que le
complexe :
RH(X, F)
est parfait, ce qui permet de définir le nombre de Lefschetz de :
RH(®): RH(X, F') — RH(X, F)
On voit la de fagon particulierement frappante pourquoi on ne peut remplacer

un complexe par la collection de ses objets de cohomologie. On ne peut en
effet définir la trace des endomorphismes :

H(®): H' (X, F) — H'(X, F)
que sous des conditions extrémement restrictives. Lorsque, par exemple, la
dimension cohomologique globale de I’anneau A est finie, 7.e. lorsque A est ré-
gulier, on peut définir la trace de H'(®) en prenant des résolutions projectives
finies. On a alors :
X(RH(®)) = > (~1)' Tr(H'(®))
i
Mais ainsi qu’on I’a vu, notamment en théorie des faisceaux pour la topologie

étale, on a a travailler avec des anneaux du type Z/p‘Z ({ > 2) qui ne sont
pas réguliers.

Cette notion de complexe parfait est également utile en géométrie algé-
brique : K-théorie et théoreme de Riemann-Roch [14].

10. En conclusion, il semble qu’actuellement, le langage des catégories
dérivées soit 'outil indispensable pour permettre de formuler et de démontrer
les résultats essentiels des théories qu’on vient de mentionner.

Nous nous sommes limités dans ce travail a ’algebre homologique addi-
tive : catégories abéliennes et foncteurs additifs. Des qu’on aborde les théo-
rémes de Riemann-Roch [14] ce cadre est insuffisant. Nous n’avons pas non
plus abordé I’étude des différents groupes de classes, ou groupes de Grothen-
dieck, que 'on peut former avec les catégories triangulées. Enfin, nous avons
laissé de coté les questions d’homologie relative, qui peuvent aussi se traiter
dans le cadre des catégories triangulées [15].

14



Remerciements

Cette these a été faite sous la direction de A. Grothendieck. Les idées
fondamentales qu’elle contient lui sont dues. Sans son impulsion initiale, son
aide constante, ses critiques fructueuses, je n’aurais pu la mener a son terme.
Qu’il trouve ici 'expression de ma profonde gratitude.

Je remercie C. Chevalley d’avoir bien voulu présider mon Jury de these
et d’avoir eu la patience de lire ce texte.

Je remercie R. Godement et N. Bourbaki de m’avoir initié aux mathé-
matiques.






Chapitre |

Les catégories de complexes
des catégories additives.

1. Catégories graduées.

1.1. Catégories graduées de type G'.

1.1.1. A tout groupe G on associe une catégorie, que nous notons G , définie
de la maniére suivante :

— Ob(G) est un ensemble réduit a un élément choisi une fois
pour toutes.
— FI(G) est 'ensemble sous-jacent a G'.

(1.1.1.1) — Les applications source et but sont les uniques applications
de FI(G) dans Ob(G). L’application identité envoie 1'unique
élément de Ob(G) sur I’élément neutre de G'.

g h
— Le composé de deux fleches — — est la fleche hg produit
dans le groupe G des éléments h et ¢ .

On appelle catégorie graduée de type G une catégorie fibrée sur G [18].
Une catégorie (C, () graduée de type G est donc une catégorie C munie d’un
foncteur deg : C — G faisant de C une catégorie fibrée au-dessus de G.
Le foncteur deg : C — G est appelé foncteur degré. L'image par deg d’un
morphisme de C est appelé le degré de ce morphisme. Soit e ’élément neutre
de G'. On désigne par C. la catégorie fibre de (C,G). La catégorie C. est
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donc la sous-catégorie de C ayant méme ensemble d’objets que C et dont les
morphismes sont les morphismes de C de degré e.

Soient (C,G) et (C', ) deux catégories graduées de type . On appelle
foncteur gradué de (C,G) dans (C',G) un foncteur cartésien F' au-dessus
de G. On désigne par F, : C. — C! le foncteur obtenu par restriction aux
catégories fibres. Enfin, un morphisme de foncteurs gradués m : F' — F' est
dit compatible avec la graduation si c’est un G-morphisme de foncteurs.

1.1.2. Soient C une catégorie graduée de type G et g un élément de & . Pour
tout couple X , Y d’objets de C, on désigne par Hom?(X,Y’) ’ensemble des
morphismes de X dans Y de degré g. On a alors :

(1.1.2.1) Hom(X,Y) = | | Hom?(X,Y)

L’ensemble Hom(X,Y) est donc muni d’une structure d’ensemble gradué de
type G . Le degré étant fonctoriel, on a pour tout morphisme m : X — Y et
tout morphisme n:Y — Z :

(1.1.2.2) deg(n) deg(m) = deg(nm)

Les formules précédentes ne font que traduire le fait que C est une ca-
tégorie au-dessus de G. Exprimons maintenant que la catégorie C est une
catégorie fibrée au-dessus de G. Il suffit pour cela d’exprimer que tout ob-
jet de C est but d’un morphisme hypercartésien de degré donné [19]. Or
on vérifie immédiatement que les morphismes hypercartésiens de C sont les
isomorphismes de C , et par suite que la catégorie C est fibrée si et seulement
si elle possede la propriété suivante :

(1.1.2.3) Pour tout élément g de G et tout objet X de C , il existe un
isomorphisme de but X et de degré g .

Soient maintenant (C,G) et (C', ) deux catégories graduées de type G
et F':C — C' un foncteur gradué. Le foncteur F est d’abord un G-foncteur
et, par suite, il conserve le degré des morphismes. Il transforme de plus les
morphismes cartésiens de C en morphismes cartésiens de C’, ce qui est auto-
matique car les morphismes cartésiens de C sont des isomorphismes. Les
foncteurs gradués de C dans C’ sont donc simplement les foncteurs de C dans
C' qui conservent le degré.

Enfin, un morphisme de foncteurs gradués m : F' — F' compatible avec
la graduation est simplement un morphisme de foncteurs de degré e, i.e. la
donnée pour tout objet X de C d’un morphisme :

m(X): F(X)— F'(X)

18
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de degré e vérifiant les propriétés de compatibilité usuelles.

Définition 1.1.3. Une catégorie graduée de type G est dite additive si la
catégorie fibre C. est additive [20]. Un foncteur gradué entre catégories gra-
duées additives est dit additif si le foncteur restreint aux fibres est additif.

Soit C une catégorie graduée de type G additive. La catégorie C dépouillée
de sa structure fibrée n'est pas additive lorsque GG # {e} . On peut toutefois
associer a C une catégorie additive en procédant comme suit : pour tout
couple X | Y d’objets de C et tout élément g de G, on vérifie que ’ensemble
Hom?(X,Y) est muni naturellement d’une structure de groupe commutatif.
Définissons alors une nouvelle catégorie C,qq en prenant comme ensemble
d’objets ’ensemble des objets de C, et comme ensemble de morphismes entre
deux objets X et YV :

(1.1.3.1) Home_,,(X,Y) = GGBGHomg(X,Y)
g

La composition des morphismes dans C,qq se définit de la maniere évidente
et on vérifie que C,qq est une catégorie additive. Iitant donné de méme un
foncteur cartésien additif F' : C — C' entre deux catégories graduées additives,
on COIlStI’l.li.t par la‘ mérpe méthode un f(?ncteur additif Foqq : Cadd — Chyq -
Nous n’utiliserons jamais cette construction.

Remarquons que la définition des catégories graduées adoptée ici est plus
restrictive que celle qui s’impose naturellement a esprit. En plus des struc-
tures évidentes (1.1.2.1) et (1.1.2.2), nous imposons la propriété (1.1.2.3).

1.2. Opération a isomorphisme prés d’un groupe sur une catégorie.

1.2.1. Soit C une catégorie graduée de type G'. Choisissons un clivage nor-

deg
malisé de la catégorie fibrée C —— G [18], i.e. pour tout g € G choisissons
un foncteur changement de base :

T(g):Cc—Ce
(1.2.1.1)
T(e) = identité de C,

Pour tout couple (g, h) d’éléments de G, on a [18] un isomorphisme de fonc-
teurs :

c(h,9): T(hg) = T(g)T(h)
(1.2.1.2)
c(g,e) = c(e,g) = identité de T(g)
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et pour tout triplet (g, h, k) d’éléments de GG, on a la relation :
(1.2.1.3) (T(g)* c(k, h))e(kh, g) = (c(h, g)x T(k))e(k, hyg)

Définition 1.2.2. Soit (G un groupe. On appelle G°-catégorie (G° groupe
opposé a () une catégorie C, munie d’une famille de foncteurs T'(¢g) (¢ € G)
et d’isomorphismes de foncteurs ¢(h,g) (g, h € G) vérifiant les propriétés
(1.2.1.1), (1.2.1.2) et (1.2.1.3).

Une G°-catégorie est donc une catégorie C, munie d’une opération &
isomorphisme pres d’un groupe G°. On utilise la notation (C.,G°, T, ¢) pour
désigner la GG°-catégorie; les isomorphismes c(h, ¢) sont appelés les isomor-
phismes de transition. Lorsque les isomorphismes de transition sont des iso-
morphismes identiques, ce qui implique en particulier qu’on a pour tout
couple g, h € G l'égalité T'(hg) = T(g)T(h), on dit que la G°-catégorie
est stricte. Un tel objet est donc défini par une représentation de G° dans le
groupe des automorphismes de la catégorie C. .

1.2.3. Soient maintenant C et C’' deux catégories graduées de type G et
F :C — C' un foncteur gradué. Choisissons sur C et C' des clivages normalisés.
Le choix de ces clivages définit des isomorphismes de foncteurs :

(1.2.3.1) m(g): F.T(g) = T'(g)F., g€ G, m(e) = identité de F,

tels que pour tout couple g, h € G, le diagramme ci-apres soit commutatif :

Fr(hg) —— 29 pihgr,
Foxe(h,g)
(1.2.3.2) F.T(g)T(h) c(h,g)*F.
n(g) > T(h)
T(g) T () —— D) iy,

Définition 1.2.4. Soient (C.,G°,T,c)et (CL,G°, T, ¢') deux G°-catégories.
On appelle G°-foncteur la donnée d’un foncteur :

F.:C.—C!
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et d’isomorphismes :
mlg): FT(g) = T(g)Fe ,  geG .
tels que les diagrammes (1.2.3.2) soient commutatifs.

Un G°-foncteur est donc un foncteur “commutant a isomorphisme pres
aux opérations de G°”. On utilisera pour le désigner la notation (F.,m).
Lorsque pour tout g € G les isomorphismes m(g) sont des isomorphismes
identiques, ce qui implique en particulier que pour tout ¢ € G on a les
égalités F.1(g)=T'(g)F., on dit que le G°-foncteur est strict.
1.2.5. Soient C, C' et C” trois catégories graduées et C L c— ",
F" = F'F trois foncteurs gradués. Choisissons sur C, C' et C" des cli-
vages normalisés. On en déduit, d’apres ce qui précede, trois G°-catégories
(Ce,G°,Tye), (CL,G°, T ") et (CI,G°,T", ") et trois G°-foncteurs (F., m),
(F!,m') et (F!',m"). On vérifie immédiatement qu’on a les relations :
F!'=FF, .
(1.2.5.1)
m'(g) = (m'(g)x Fe)(Flxm(g)), g€G

Définition 1.2.6. Soient (C.,G°,T,¢),(CL,G°,T',¢') et (C!,G°,T", ") trois
G°-catégories et :
o (Fe,m) ! o it Lt (F2m') 1novo ottt
(C.,G°, T, c) —— (C.,G°, T, ¢') —— (C.,G°,T", ")
deux G°-foncteurs. Les égalités (1.2.5.1) définissent un G°-foncteur qui est
appelé le foncteur composé des G°-foncteurs (F.,m) et (F.,m').

1.2.7. Soient F et F' deux foncteurs gradués entre deux catégories C et
C' graduées de type GG et soit v : F' — F' un morphisme de foncteurs de
degré e. Choisissons sur C et C' des clivages normalisés. On en déduit deux
G°-catégories (C.,G°, T, c) et (CL,G°,T',¢") et deux G°-foncteurs (F., m),
(F!,m'). Le morphisme u détermine alors un morphisme de foncteurs :

(1.2.7.1) ue : Fp — F!

tel que le diagramme ci-apres soit commutatif :

(g —2x W) g
(1.2.7.2) m(g)‘ ‘m'(g)
T'(g)F. T wm, T'(g)F!
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Définition 1.2.8. Soient (C.,G°,T,c) et (CL,G°,T',¢') deux G°-catégories
et (Fp,m)et (F.,m'):C. — C. deux G°-foncteurs. On dit qu’un morphisme
de foncteurs u, : F, — F! est compatible avec les opérations de G° si pour
tout ¢ € G le diagramme (1.2.7.2) est commutatif.

Enfin, nous dirons qu'une G°-catégorie est additive si la catégorie sous-
jacente est additive. D’apres (1.1.3), la G°-catégorie associée & une catégorie
graduée additive est une G°-catégorie additive.

1.3. Equivalence de deux langages.

1.3.1. On se fixe un univers U. Désignons par Grad(G) la U-catégorie dont
les objets sont les catégories graduées de type G, appartenant a U, et dont
les morphismes sont les foncteurs gradués. Désignons de méme par G°-C'at la
U-catégorie dont les objets sont les GG°-catégories, appartenant a U, et dont
les morphismes sont les G°-foncteurs. On déduit immédiatement de (1.2.1),
(1.2.3) et (1.2.5) que le choix, pour toute catégorie graduée de type G d’un
clivage normalisé, définit un foncteur :

(1.3.1.1) U : Grad(G) — G°-Cat

Le résultat de [18] s’interprete comme suit :
Proposition 1.3.2. Le foncteur ¥ est une équivalence de catégories.

On trouvera dans [18] la description d’un foncteur quasi-inverse de ¥ .
Nous nous bornerons ici a décrire rapidement la catégorie graduée C[G] asso-
ciée & une G°-catégorie (C,G°,T,c). Tout d’abord, I’ensemble des objets de
C[(] est ’ensemble des objets de C . Soient X et Y deux objets de C. Posons
alors :

(1.3.2.1) Hom?(X,Y) = Hom¢(X,T(9)Y) , geG,
(1.3.2.2) Home(g(X,Y) = | | Hom?(X,Y)
geG

Décrivons alors la composition des morphismes de C[G]. Soient X , YV et
Z trois objets de C et w € Hom?(X,Y), v € Hom? (Y, Z), g,¢" € G. Le
foncteur 7'(¢) définit une application :

(1.3.2.3) Hom? (Y, Z) — Home(T(9)Y, T(9)T(¢")7)
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et I'isomorphisme ¢(g’, g)~* définit une application :
(1.3.2.4) Home (T'(¢)Y, T(9)T(9')Z) — Home(T(g)Y, T (g'g)Z)

D’ou en prenant I'image de v, un élément v’ € Home(T(9)Y,T(¢'g)Z) . Le
composé dans C de u et de v est un élément :

(1.3.2.5) w=1vocu, weHom?I(X,Z7)

qui est, par définition, le composé de u et de v dans C[G]. Le foncteur fibrant
C[G] — G est alors le foncteur évident. La catégorie fibrée C[G] — G est
munie d’un clivage normalisé canonique.

1.3.3. On a en fait un résultat plus précis. Soient C et C' deux catégories
graduées de type G munies de clivages normalisés. Le foncteur ¥ définit une
bijection :

(1.3.3.1) U(C,C") : Homgrad(cy(C,C") — Homge_cqi(W(C), ¥(C"))
Or ces ensembles sont les ensembles d’objets des catégories :
(1332) HomGrad(G) (C,CI) 5 HO?TLGLCM(\IJ(C), \IJ(CI))

dont les morphismes sont respectivement les morphismes de foncteurs de
degré e et les morphismes de foncteurs compatibles avec les opérations de
G°. De plus, il résulte immédiatement de (1.2.7) que Iapplication ¥(C,C’)
s’étend en un foncteur :

(1.3.3.3)  ¥(C,C"): Homgrad(c)(C,C") — Homgo-ca:i(¥(C), ¥(C"))

et on vérifie aisement :
Proposition 1.3.4. Le foncteur W(C,C') est un isomorphisme de catégories.

1.3.5. Enfin, pour étre complet, il conviendrait de noter que le foncteur ¥
(étendu aux morphismes de foncteurs) respecte les convolutions des foncteurs
par les morphismes de foncteurs. La vérification en est laissée au lecteur.

1.3.6. Le plus souvent, nous utiliserons des G°-catégories strictes (1.2.2).
Soient (C,G°,T) et (C',G°,T") deux G°-catégories strictes. Un G°-foncteur
(F,m) est alors un foncteur F' : C — C' muni d’isomorphismes :

(1.3.6.1) m(g): FT(g) — T'(g)F , g € G, m(e) = identité
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tels que les diagrammes ci-apres soient commutatifs :

FT(hg) (i) T'(hg)F
I I
(1.36.2) FT(g)T(h) - T'(g)T'(h)F
m(g)xT(h —
(g)*T( )‘ Ty it
T'(g)FT(h) g, heG

Il convient de remarquer que, méme dans le cas d’opération stricte de G°
sur les catégories, les foncteurs ne commutent pas nécessairement stricte-
ment aux opérations de G°. Ainsi, lorsque G° opere trivialement sur les
catégories C et C' (i.e. T(g) = T'(g) = identité), un G°-foncteur n’est alors
autre qu’un foncteur muni d’une représentation de G dans son groupe des
automorphismes. De plus, il est facile de voir qu'un G°-foncteur n’est pas né-
cessairement isomorphe & un G°-foncteur strict. On construit facilement un
contre-exemple en s’inspirant de [19]. En utilisant les résultats de [loc. cit.],
on peut d’ailleurs montrer que toute G°-catégorie est (G°-équivalente a une
G°-catégorie stricte. On peut aussi par les mémes méthodes préciser ce résul-
tat de la fagon suivante. Etant données deux G°-catégories (C,G°, T, c) et
(C',G°, 1", "), il existe deux (G°-catégories strictes : (C~, G°, T) et (C~’, G°, T’)
et des G°-équivalences :

(u,p): (C.G°,T) = (C,G°,T,c)
(v,v): (C,G°, T, ') — (C',G°, T")
telles que pour tout foncteur :
(F,m):(C,G° T,c)— (C",G°, T, ) ,
le foncteur composé :
(v.v)(Fym)(u, p): (C.G°,T) — (C1,G°, T")

soit isomorphe a un foncteur commutant strictement aux opérations de G°.
Nous n’utiliserons pas ce résultat.
1.3.7. Nous avons rappelé dans ce numéro I’équivalence de deux langages : le

langage des catégories graduées et celui des G°-catégories. Nous emploierons
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exclusivement dans ce travail le langage des G°-catégories. Cependant, nous
n’oublierons pas totalement le point de vue “catégories graduées” en utilisant
la terminologie suivante :

Définition 1.3.8. Soient G un groupe et (C,G°,T,c) une G°-catégorie.
Soient g et h deux éléments de GG et X et Y deux objets de C. Un mor-
phisme de C :

w:T(h)X — T(gh)Y

sera appelé un morphisme de degré g de X dansY .

Montrons que cette terminologie n’apporte pas de confusion. En effet,
pour tout couple b, k' d’éléments de G, le foncteur T(h™1A') et les isomor-
phismes c(h, h=th') et ¢(gh, h~1h’) définissent un isomorphisme bifonctoriel :

(1.3.8.1) i4(h,h") : Home(T(h)X,T(gh)Y) = Home (T (W)X, T(gh")Y)

et les identités de cocycle (1.2.1.3) montrent qu’on a la relation :

(1.3.8.2) ig(h, ") = i g(B' B Yig(h,R")

pour tout triplet A, A', A" € (. Si donc, on identifie les différents ensembles :
Hom¢(T'(h) X, T(gh)Y)

a l'aide des isomorphismes i,4(h,h'), la formule (1.3.8.2) montre que ces
différentes identifications sont compatibles. De plus, pour tout quadruplet
g,9" ,h,h € G et tout triplet X,Y , Z d’objets de C, le diagramme ci-
apres (1.3.8.3) est commutatif

Home(T'(R)X,T(gh)Y) x Home(T(gh)Y,T(¢g'gh)Z) — Home(T'(h)X,T(¢'gh)Z)
ig(h,h') x ig:(gh,gh’)‘: ig,g(h,h’)‘:
Home(T(h') X, T(gh")Y') x Home(T (gh")Y, T(g'gh')Z) = Home(T(R")X, T(g'gh’) 7Z)
(les fleches horizontales sont définies par la composition dans C). Le dia-
gramme (1.3.8.3) nous permet donc de définir sans ambiguité, ou plus pré-
cisément aux identifications définies par les isomorphismes i,4(h,h') pres, le

composé de deux morphismes de degré respectif g et ¢’ et on vérifie immédia-
tement que cette définition de la composition est compatible avec la définition
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de la composition dans la catégorie graduée C[(] associée a la G°-catégorie
(C,G°,T,c) (1.3.2.5).
1.3.9. Soit (C,G, T, c) une G-catégorie. La catégorie opposée a (C,G,T,c)
est une G°-catégorie (G° groupe opposé a () (C°,G°,T°,¢°) définie de la
maniére suivante. La catégorie C° est la catégorie opposée & C . Les foncteurs
T°(g), g € G°, sont définis par :

T°(H)X =T(¢g™HX , X € 0b(C°)=0b(C),
(1.3.9.1)

T(g)u=T(g Hu u € FI(C°) =FI(C) ,
et les isomorphismes ¢°(g, h) de C° sont définis par :

(g, h): T°(h L g) = T°(h)T°(g) ,

(g, h) =g )

(on désigne par L la composition dans G°).

(1.3.9.2)

Remarque 1.3.10. Soit C[G°] — G° la catégorie graduée de type G° associée
a la catégorie (C,G,T,c). Cette catégorie est munie d’un clivage canonique.
Soit alors C[G°]° — G la catégorie cofibrée obtenue en passant aux catégories
opposées. Cette catégorie est munie d’un coclivage canonique et, comme G
est un groupe, cette catégorie est aussi fibrée sur G. On en déduit un clivage
canonique sur C[G°]° — G et par suite une (G°-catégorie qui est canonique-
ment isomorphe & la catégorie opposée a la catégorie (C, G, T, ¢), ainsi qu’on
le vérifie immédiatement.

1.8.11. Soient (C,G, T, c¢)une G-catégorie et (C',G',T",¢') une G'-catégorie.
La catégorie C x C' est munie canoniquement d’une structure de G x G'-
catégorie de la maniere évidente. La G x G'-catégorie obtenue sera appelée
le produit de la G-catégorie (C,G, T, ¢) par la G'-catégorie (C',G',T",c').

1.8.12. Soit (C,G°, T, c¢) une G°-catégorie. On utilisera le plus souvent dans
la pratique une notation a droite pour désigner les opérations de G° sur C.
On posera pour tout objet X de C :

(1.3.12.1) T(g)X = X[g]
et de méme pour tout morphisme u de C :
(1.3.12.2) T(g)u = ulg]

Les isomorphismes ¢(g, h) définissent donc, pour tout objet X, des isomor-
phismes :

(1.3.12.3) c(g,h)(X): X[gh] — X[g][h]
Cette notation a en particulier 'avantage de transformer les opérations de
G° sur C en des opérations a droite de G sur C.

26



CATEGORIES DERIVEES

1.4. Changement de groupes.

1.4.1. Soit f: H — G un homomorphisme de groupes. On associe & toute
G-catégorie (C,G, T, c) une H-catégorie (C, H, Ty, cs) en faisant opérer H sur
C par 'intermédiaire de f, i.e. en posant :

Ti(h) =T(f(h)) ., heH

(1.4.1.1) Cf(h,hl) _ C(f(h),f(hl)> , h,h' € H

Etant donné de méme un G-foncteur :
(F,m):(C,G,T,c)— (C',G,T', )

on lui associe un H-foncteur (F,my) entre les H-catégories correspondantes
en posant :

(1.4.1.2) myg(h) = m(f(h))

Enfin, un morphisme de G-foncteurs compatible avec les opérations de G est
compatible avec les opérateurs de H.

Ce qui précede définit visiblement un foncteur, qu’on appelle le foncteur
de changement de groupes :

(1.4.1.3) [ :G-Cat — H-Cat

Plus précisément, soient C et C' deux G-catégories ; le foncteur f* définit une
application :

(1.4.1.4) 7(€,C" s Homgoca(C,C") — Homp-cat (f*(C),f*(C'))

Mais les ensembles Homg.cq:(C,C’) et Homp-cqi(f*(C), f*(C")) sont des en-
sembles d’objets de catégories Homg-cqt(C,C') et Homp-cq:(f*(C), f*(C"))
dont les morphismes sont les morphismes de foncteurs, compatibles avec les
opérations des groupes, et I’application f*(C,C') s’étend naturellement en un
foncteur :

(1.4.1.5)  f7(C,C") : Homg-car(C,C") — Homp-cat (f*(C), f7(C"))

Ce foncteur est fidele.
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1.4.2. Soient e — K 2 H L G — ¢ une suite exacte de groupes, le groupe
K étant identifié par n a un sous-groupe distingué de H, et (C,G,T,c),
(C',G,T',c") deux G-catégories. Soient (C,H,Ty,cy), (C',H, T} ) les

H-catégories obtenues par le changement de groupes H L G Soit enfin :
(1.4.2.1) (F,m):(C,H,Ty,cp)— (C',H,T}, )

un H-foncteur. Les diagrammes (1.2.3.2) fournissent alors pour tout couple
d’éléments k, k' € K, un diagramme commutatif :

. m(kk') .
AN
(1.4.2.2) m<kN %k,)
F ;

d’ol une représentation de K° dans le groupe des automorphismes de F.
Lorsque le foncteur (F, m) provient d’un G-foncteur, cette représentation est
triviale. Réciproquement, lorsque cette représentation est triviale, on déduit
immédiatement des diagrammes (1.2.3.2) que, pour tout h € H et pour tout
ke K,on a:

(1.4.2.3) m(hk) = m(kh) = m(h)

et, par suite, le H-foncteur (F, m) provient d’un G-foncteur par le changement
de groupe f*. On se propose dans la suite de ce numéro d’étudier, dans un
cas tres particulier, les H-foncteurs (F,m) qui induisent une représentation
donnée a ’avance de K° dans le groupe des automorphismes de F.

1.4.3. On utilise les notations de (1.4.2). On suppose que la catégorie C’
est additive et que K = Z/2Z. Le groupe des signes {—1,+1} ~ Z/2Z opere
alors sur le foncteur identique de la catégorie C’ en associant a tout objet X
de C' le morphisme :

8~idX

(1.4.3.1) fX): X —— X ,  ee{-1,+1}

Par suite, le groupe des signes opere sur tout foncteur F': C — C’ en associant
a tout objet Y de C le morphisme :

8~idp(y)

(1.4.3.2) V) : F(Y) — L F(Y) ,  eef{-1,+1}
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Cette opération est appelée l'opération canonique. On se propose d’étudier
les H-foncteurs :

(1.4.3.3) (F,m):(C,H,Ty,cp)— (C',H,T}, )
qui induisent I'opération canonique du groupe Z/2Z sur le foncteur F.

Soit & € H?((,Z/2Z) ’élément décrivant Iextension :

(1.4.3.4) 1—~z/22 0L G—e

Soit o, € Z*(G,7/27) un cocycle normalisé non homogene dans la classe d
défini par une section normalisée s de f. On a :

ag(o1,09) = s(o9)s(ar02) 7 s(or) 01,09 € G,
s(e) = unité de H

(1.4.3.5) as(o1,e) = as(e,o1)=1 ,
bas(0oy,02,03) = as(UQ,03)045(0102,03)_1045(01,0203)045(01,02)_1

=1 ’ 01,02,03 € G
La section s : G — H définit un isomorphisme d’ensembles :
HZ7P21xG

et en transportant la loi de groupe de H sur Z/2Z x GG par cet isomorphisme,
on obtient la loi de groupe :

(1436) (81,0’1)(82, 0'2) = (8182&5(01, 0'2), 0'10'2)

Identifions alors le groupe H et le groupe décrit par (1.4.3.6). On a, pour
tout (ey,01),(e2,02) € H :
Ty(er,01) =T(0o1)
Ti(er,00) =T'(0n)
(1.4.3.7)
Cf( 51701 52702)) = 0(01702) ,

C 51701 52702))201(01702)
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et, par suite, d’apres (1.2.3.2), pour tout couple (¢,0), le diagramme ci-apres
est commutatif :

FT(o) mi(e,)) T'(0)F
e
(1.4.3.8) m((l’k //T,(U)*m(g)
T'(o)F )
(1.4.3.9) m((e,0)) = em((1,0))
Posons alors :
(1.4.3.10) m((1,0)) = p(c): FT(o) — T'(0)F

La famille des isomorphismes p(c), ¢ € G, possede alors la propriété
suivante : pour tout couple oy,00 € G, le diagramme ci-apres est
as(o1,02)-commutatif (i.e. commutatifsi as(o1,02) = +1 et anti-commutatif
si ag(or,00) = —1):

FT(0y05) p(9102) T'(o109)F
Fxc(0s,01)
(1.4.3.11) FT(01)T(03) (g, 00) % F
plo1) * T(oz)
T FT () — TP o y1( gy

Réciproquement, lorsqu’on se donne un foncteur F : C — C’ et une famille
d’isomorphismes p(o): F1'(0) — T'(0)F, 0 € GG, telle que pour tout couple
(01,09) € G x G le diagramme (1.4.3.11) soit as(oy, 02)-commutatif, on peut
reconstruire d’une maniere unique un H-foncteur :

(F,m):(C,H,Ty,c5) — (C',H,T]'c,c'f)

induisant I'opération canonique du groupe des signes sur F', en posant (via
I'identification du groupe H avec le groupe décrit par (1.4.3.6)) :

(1.4.3.12) m((e,0)) = ep(o)

La vérification immédiate est laissée au lecteur.
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Définition 1.4.4. Soient (C,G,T,c) et (C',G,T',¢") deux G-catégories, C’
étant une catégorie additive. Soit a € Z*(G,Z/2Z) un cocycle normalisé
non homogene. On appelle G-foncteur tordu par le cocycle a 'objet (F,p)
constitué par un foncteur :

F:C-=
et des isomorphismes de foncteurs :
p(o): FT(c) = T'(o)F ccG

tels que, pour tout couple 01,02 € GG, le diagramme (1.4.3.11) soit a(oy, 02)-
commutatif.

Le choix d’une section normalisée s de I'extension (1.4.3.4) permet donc
d’établir une correspondance biunivoque entre les H-foncteurs :

(F,m):(C,H,T¢,c5) — (C',H,T},c'f)

qui induisent l'opération canonique du groupe des signes sur F, et les
G-foncteurs tordus par le cocycle a; défini par la section s.

1.4.5. On utilise les notations de (1.4.3). Soient :

(1.4.5.1) (Fi,my), (Fy,my) : (C,H, Ty, cp) — (C',H, T}, )

deux H-foncteurs induisant U'opération canonique du groupe des signes et :
(1.4.5.2) w: (Frymy) — (Fy,ma)

un morphisme de foncteurs compatible avec les opérations de H. Soient sy
et sy deux sections normalisées de 'application f de la suite exacte (1.4.3.4)

(s1(e) = sa(€) = €). Soient a,,,a,, € Z*(G,Z/2Z) les cocycles normalisés
correspondants. Soit §: G — Z/2Z, I’application :

(1.4.5.3) B(o) = sy(a)sy(a)™t cecG
Les foncteurs (F7,mq) et (Fy, my) définissent, d’apres (1.4.3), des G-foncteurs
(F1,p1), (Fy,p2) tordus respectivement par les cocycles ay, , a,, . On vérifie

immédiatement que le morphisme u : 4 — F3 entre les foncteurs sous-jacents
possede la propriété suivante :
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Pour tout élément o € G, le diagramme :

(o) —2) iR,

(1.4.5.4) U * T(O‘)‘ ‘T’(O‘) * U
BT —2) iR,
est (o )-commutatif.

Définition 1.4.6. Soient (C,G,T,c) une G-catégorie, (C',G, T, ¢') une
G-catégorie additive, ay et ay dans Z2(G,Z/QZ) deux cocycles non homo-
genes normalisés, § : G — Z/2Z une application telle que :

(1.4.6.1) as(a1,02)a7t (01,09) = B(02)B(a102) " Blor)

Soient enfin (Fy,py),(Fa,p2) : (C,G,T,¢) — (C',G,T',¢') deux G-foncteurs
tordus respectivement par les cocycles ay et ay. On appelle f-morphisme du
foncteur (Fy,p1) dans le foncteur (Fy, p2) un morphisme w : Iy — F5 de fonc-
teurs tel que, pour tout o € G, le diagramme (1.4.5.4) soit §(o)-commutatif.

1.4.7. On a montré (1.4.5) que le choix de deux sections normalisées permet
d’associer a un morphisme de H-foncteurs induisant ’opération canonique du
groupe des signes un @-morphisme entre les G-foncteurs tordus correspon-
dants. On vérifie immédiatement que cette correspondance est biunivoque.
De plus, lorsqu’on a trois H-foncteurs (Fy,mq), (Fy, ma), (F3, ms) induisant
I’opération canonique du groupe des signes, trois sections normalisées sy , s5,
s3 et deux morphismes de H-foncteurs u, v et leur composé vu :

w: (F,my) —(Fy,me)
(1.4.7.1) v (Fy,me) —(F3,ms)
vu: (Fy,mq) —(F3,m3)

les morphismes :
w: (Fr,p) —(Fay,p2)
(1.4.7.2) v (Fy,p2) —(F3,p3)
vu: (Fy,p1) —(F3,p3)
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ou les (F}, p;) sont les G-foncteurs tordus déterminés respectivement par les
foncteurs (F;, m;) et les sections s;, sont des 3; ;-morphismes, ot :

(1.4.7.3) Biio)=sj(a)si(a)™, d,5€{1,2,3}, i<j

On a donc la relation :

(1.4.7.4) P31 = B3202,1

Les relations (1.4.7.2) et (1.4.7.4) permettent alors de définir le composé du
B3 2-morphisme v avec le 33 ;-morphisme u et cette composition ainsi définie
est compatible avec la composition des morphismes de H-foncteurs.

1.4.8. Soient C' une catégorie additive et :
(F,p):(C,G.T,e)— (C',G, T,

un G-foncteur tordu par un cocycle normalisé o € Z2(G, Z/27). On désigne
par :

(1.4.8.1) (F°,p°): (C°,G°,T°,¢%) — (C'°,G°, 1", '°)
le foncteur gradué tordu opposé au foncteur (F,p). (On utilise les notations
de (1.3.9)). Il est défini de la maniere suivante :

Le foncteur sous-jacent est £°, le foncteur opposé au foncteur F. Pour
tout g € G° (groupe opposé a (), I'isomorphisme de C° :

p°(g): F°T°(g) = FT(g~") = T'"°(g)F° =T'(g~")F

est égal & p~1(g71).

Le foncteur (F°,p°) est un G°-foncteur tordu par le cocycle a® dans
Z*(G°,7/27) opposé au cocycle a (ao(g,g’) = a‘l(g_l,g’_l)).

1.4.9. La seule vertu du groupe Z/27 qu’on utilise dans ce numéro est qu’il
opere canoniquement sur le foncteur identique des catégories additives. On
peut donc développer des considérations analogues en remplacant le groupe
Z/27 par un groupe commutatif K opérant sur les foncteurs identiques des
catégories considérées, de facon compatible avec les opérations de G.
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1.5. Z™-catégories.

1.5.1. Soient (C,Z",T,c) une Z"-catégorie, (C',Z",T’,¢') une Z"-catégorie
additive, (F,p) : (C,Z™,T,c) — (C',Z2",1',c') un Z"-foncteur tordu par un
cocycle normalisé o € Z2(Z”,Z/QZ). Désignons par eq,...,e, la base cano-
nique de Z". On a donc pour tout ¢ € [1,n] un isomorphisme de foncteurs :

(1.5.1.1) ple;) : FT(e;) — T'(e;)F

et pour tout couple (i,7),i # j, un diagramme a(e;, e;)a™"(e;, €;)-commu-
tatif :

(1.5.1.2)

FT(er 1 e5) 240 pg ypeny PE D oy prien
Fxclej,e) T'(ej) + ple;)
FT(ei)T(e;) T'(e;)T"(ei)F
ple:)  T(e;) ere)) ¥ F

T'(ei)FT(ej) —>T’(€i)TI(€]')F T'(ei + 6]')F

T'(ei) = ple;) (e e) % F
Proposition 1.5.2. Soient F': C — C' un foncteur et pour tout i € [1,n] un
isomorphisme de foncteurs :

pi: FT(e;) — T'(e;)F

tel que pour tout couple v, j, ¢ # j, le diagramme analogue au diagramme
(1.5.1.2), ot l'on remplace les p(e;) par les p;, soit a(e;, e;)a™(e;,e;)-com-
mutatif. Il existe un et un seul 2™ -foncteur tordu par le cocycle o :

(F,p):(C,2",T,c)— (C",2",T',¢)
tel que :
p(ez) =pi (AS [1,71]

La démonstration de 'unicité se fait en examinant les diagrammes (1.4.3.11).
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier ce point. Nous nous bornerons a
donner quelques indications sur la démonstration de I’existence. Celle-ci se
fait par récurrence sur 'entier n.
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1.5.3. Existence dans le cas n = 1. Posons :
p(0) = identité ,

(1.5.3.1) ples) = o

Puis :

(1.5.3.2)
p(—e1) = aleq, —61)(T'(—61)F * c_l(—el,el))
(T'(=e1) xp~'(er) x T(—e1)) ((e1, —e1) * FT(—e1)) ,

i.e. p(—eq) est, au signe pres (ce signe étant a(ey, —eq) ), le morphisme compo-
8é :

c(ey,—e1)xFT(—ey) T'(—e1)xp~ " (e1)xT(—e1)
FT(—e;) T'(—e )T (1) FT(—e1) ’

, T'(—e1)Fxc Y (—eq,e1) ,
— T (—el)FT(el)T(—el) T (—61)F

Nous allons définir les isomorphismes p(gey) par récurrence sur |¢|. Pour cela,
considérons les diagrammes D(q, ") du type (1.4.3.11), ou les isomorphismes
p(rey) a définir doivent intervenir :

p((g+q')e1)

FT((q+q')er) T'((¢+ ¢')er)F
Fxe(q'er,qeq)
(1.5.3.3) FT(qe1)T(q'eq) d(q'er,qer) x F

plger) * T(q'eq)

T'(qe1)FT(q'er) T'(qe)T'(¢'e1)F

T'(qer) * plq'er)

et supposons que les isomorphismes p(ge;) soient définis pour les entiers
q tels que |¢| < r. On définit alors p(re;) comme étant 'unique isomor-
phisme rendant le diagramme D(r —1,1) a(r — 1, 1)-commutatif et p(—rey)
comme étant 'unique isomorphisme rendant le diagramme D(—r + 1,—1)
a(—r+ 1, —1)-commutatif. Les isomorphismes p(geq) étant maintenant défi-
nis, nous pouvons considérer la propriété :

(P(q, q’)) Le diagramme D(q,q )est a(q, q')-commutatif .
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Soit par définition, soit par vérification immédiate, la propriété P(q,q') est
vraie dans les cas suivants :

g<0et ¢ =-1,
(1.5.3.4)
¢g>0et ¢ =1,

g=1let ¢ =-1 |,
g=—-let ¢ =1

De plus, 'examen des différents diagrammes D(q, ¢') qu’on peut former avec
trois entiers ¢, ¢', ¢'" montre immédiatement (1.5.5) :

(1.5.3.5) Si trois des quatre propriétés P(q',q"), P(q+4¢',4"), P(q,q' +4"),
P(q,q") sont vraies, la quatriéme lest aussi.

On déduit alors de (1.5.3.4) que la propriété P(q,q') est vraie pour tout
couple d’entiers ¢, ¢’, ce qui acheve la démonstration dans le cas n = 1.

1.5.4. Existence dans le cas général. Désignons par 2"~ ! — Z" le
sous-groupe engendré par les n — 1 premiers éléments de la base de Z"; on
a alors Z" = Z"~' @ Ze,. Utilisant I’hypothese de récurrence, il existe des
isomorphismes :

=
2
~
=
2
1

T'(o)F ccz7"

=
2
~
=
2
1

T'(TF r€le,

tels que les diagrammes :

PTG+ ) — 22 g r
Fe(u, )
(1.5.4.1)3 FT(\)T(n) A+ F
p(A)* T(p)

T'ONFT () e T T (1) F
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soient a(A, u)-commutatifs lorsque A\, € Z"~! ou A\, u € Ze,. Désignons
alors par Q(o,7),0 € 2", 7 € Ze,, , la propriété :

(Q(U, T)) Le diagramme ci-aprés est a(o,7)a~ (1, 0)-commutatif :
(1.5.4.2),.,
FT(o + 1) —2 ) pryrio) 2O by
Fxe(r,o) T'(7)* p(o)
FT(o)T(7) ()T (o) F
p(o)*T(T) Ao, 7)) Lx P
T'(o)FT(7) OIS T'(o)T'(7)F e T'(o+1)F

Par hypothese, les propriétés Q(e;, e,,),Q(e;,0),1 <i<n—1,0(0,e,),sont
vraies. De plus, en utilisant les diagrammes a(A, p)-commutatifs (1.5.4.1), ,,,
on vérifie aisément (1.5.6) :

(1.5.4.3) Si deux des propriétés Q(o, 7+ 1'), Q(o,7), Q(o,7'), 0 € 2",
7,7 € Ze, sont vérifiées, la troisiéme lest aussi. De méme, si deur des
propriétés Q(o+o',7),Q(o,7), Q(c’,7), 0,0 € 2", 1 € Ze,, sont vraies,
la troisieme lest aussi.

On en déduit que la propriété Q(o, 1) est vérifiée pour tout o € Z"~1 et
tout 7 € Ze,.

Définissons alors, pour tout w € 2", w = o+ 7,0 € 2", 7 € Ze,,
lisomorphisme p(w) : FT(w) — T'(w)F, comme étant I'unique isomor-
phisme rendant le diagramme (1.5.4.1), » a(o,7)-commutatif. Ceci nous
permet d’écrire pour tout couple A, € Z" le diagramme (1.5.4.1), , et de
considérer la propriété :

(P(A, 1)) Le diagramme (1.5.4.1), ,, est a(A, p)-commutatif .
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D’apres ce qui précede, nous savons que la propriété P(\, i) est vérifiée dans
les cas suivants :

Aet pecz" ™t

Aet p€Ze,
(1.5.4.4)
ANeZ" et p€Ze, |

NEZe, et pez" !
De plus (1.5.5), 0n a:

(1.5.4.5) Si trois des propriétés P(u,v), P(A+ p,v), PO\, p+v), P(A,pn)
sont vraies, la quatrieme ['est aussi.

On en déduit que la propriété P(A, ) est vraie pour tout couple A, u € 7",
ce qui achéve la démonstration de la proposition (1.5.2).

Diagramme 1.5.5. On se propose de démontrer 'assertion (1.5.4.5). On
désigne par D(A, i) le diagramme (1.5.4.1), ,. La démonstration de (1.5.4.5)
repose sur la considération du diagramme que nous écrivons, pour simplifier,
dans le cas ol les isomorphismes de transition c¢ et ¢’ sont des morphismes
identiques, i.e. dans le cas ol le groupe Z" opére strictement sur les catégories

Cet(C:

FI(A+p+v)
/ T~
POHWT() ~ T PO Huty)

A) T (v ~
- POVT(i40) —

! !
g (/\—I—H)Fi(y) T' (A p)<p(v) Tt p+nl
— e
T (Vxp()*T(v) /F'(A)*p(u-l-V)

T'(NFT (4 v)

Ce diagramme a la forme d’un tétraedre dont les quatres faces sont respective-
ment les diagrammes D(\, u+v), D(A+u,v), DA, 1)T(v) et T'"(AN)D(u,v).
La démonstration de (1.5.4.5) se fait alors en envisageant les quatre cas pos-
sibles et en utilisant la relation de cocycle. Dans le cas général, le diagramme
qu’il faut introduire est un peu plus compliqué, mais en utilisant les identités
(1.2.1.3), Pargument se ramene a 'argument esquissé ci-dessus. Pour obte-
nir la démonstration de (1.5.3.5), on utilise le méme diagramme en posant :
A=qger,p=qer,v=4q"e;.

38



CATEGORIES DERIVEES

Diagramme 1.5.6. Démontrons maintenant 'assertion (1.5.4.3). La démons-
tration repose sur la considération du diagramme suivant, que nous écrirons
pour simplifier dans le cas ol les isomorphismes de transition ¢ et ¢’ sont des

morphismes identiques :

1.5.7.

p(o")<T(7+7)

FT(U—I—U'—I—T)

N

p(r)=T(o+0")

T'(o)*p(7)*T(c")

TI(T)FT(O' + O_I)Tl(T)*p(Ul)*T(U)

N

O

\
T'(ﬂ*p(cr)*T»\
N

Tt 4 o)FT(c")

T
N T—

T
p(U)*T(g’+\p(U+g’)*T(7) \\ \
\

T'(o)FT(o'+ 1)

T'(c"\FT(o+ 7)

AN
AN

Nw')*pwwm

TI

T NFT
@enener( Do) FT(T)

T'(c")xp(7)<T(0)

T (o40")xp(T)

—T'(t+ 0 FT(0)

\TI(T)*Z?(U-I-U') YI(UI-I—T)*ZD(U)
T

Désignons par A(o,7) le diagramme (1.5.4.2), ;. Le diagramme ci-dessus
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fait apparaitre cinq diagrammes verticaux qui sont respectivement les dia-
grammes :

T'(c"\A(o,7), T'(o)A(c’,7), Ao, 7)T(c"), A(c’,7)T(0), A(c+a',7) .

1l fait apparaitre de méme quatre diagrammes horizontaux qui sont respec-
tivement les diagrammes :

D(o,d"\T(7), D(¢',0)T(7), T'(1)D(0,0"), T'(1)D(c',0) .

Par hypothese de récurrence, les diagrammes D(o,0') et D(o’, o) sont respec-
tivement a(o, 0’) et a(o’, 0)-commutatifs. On en déduit la premiere partie de
lassertion (1.5.4.3) en envisageant les trois cas possibles. La deuxieme partie
de I'assertion (1.5.4.3) s’obtient en interchangeant les roles des o et des 7.
Dans le cas général, le diagramme qu’il faut introduire est plus compliqué.
Mais, en utilisant les identités (1.2.1.3),’argument se rameéne a celui présenté
ci-dessus.

Remarque 1.5.8. La proposition (1.5.2) s’applique en particulier au cas ou
le cocycle a est trivial. On vérifie alors que la proposition et sa démonstra-
tion s’étendent wverbatim au cas ou la catégorie C' n’est plus nécessairement
additive.

1.5.9. Soient :
(Flvpl)v(F27p2) : (Cvzanv C) - (Clvzanlvcl)

deux Z"-foncteurs tordus respectivement par deux cocycles normalisés
ar,ay € Z3(27,2/22) , 3 : 7" — 7 /27 une application telle que :

(1.5.9.1)  as(o1,02)a7 (01,09) = B(a3)B(a109)  B(ar) , 01,00 €2,

et u: (F1,p1) — (Fy, p2) un S-morphisme de foncteurs (1.4.6). Soit eq, ..., e,
la base canonique de Z". Pour tout ¢ € [l,n] le diagramme ci-aprés est
G(e;)-commutatif :

FT(e;) % "(ei)

(1.5.9.2) u*T(ei)‘ ‘T’(ei)*u

P2(€z‘)

FT(e;) T'(e:) Fy
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Réciproquement :

Proposition 1.5.10. Tout morphisme uw : Fy — Fy entre les foncteurs
sous-jacents, tels que pour tout ¢ € [l,n]| le diagramme (1.5.9.2) soit
B(e;)-commutatif, est un 3-morphisme de foncteurs.

En effet, pour tout o € Z", désignons par R(o) la propriété :

(R(0)) Le diagramme ci-aprés est 3(o)-commutatif :
AT(o)—P o
(1.5.10.1), u*T(U)‘ ‘T’(U)*u
p2(9)

FQT(O’) R TI(U)F2

L’examen des différents diagrammes (1.5.10.1),, , (1.5.10.1),,, (1.5.10.1) 5,4 5,
montre immédiatement qu’on a :

Si deux des propriétés R(oy), R(os), R(o1 + 03) sont vraies, la troisiéme
lest aussi.

De plus par hypothese, on a les propriétés R(e;), ¢ € [1,n] et R(0). On en
déduit immédiatement que la propriété R(o) est vraie pour tout o € Z™.

1.5.11. Une Z"-catégorie stricte est une catégorie munie d’une représentation
de Z" dans son groupe des automorphismes. Pour définir une telle représenta-
tion, il suffit bien entendu de se donner n automorphismes : T'(eq),...,T(e,)
qui commutent deux & deux.

1.5.12. Le probléme consistant a déterminer sur une catégorie donnée les
structures de Z"-catégorie (non nécessairement stricte) est beaucoup moins
simple. Ainsi, si on se borne a déterminer, sur une catégorie C, les struc-
tures de Z"-catégorie telles que pour tout ¢ € Z" on ait T(c) = identité
de C, on a alors a se donner, pour tout couple o1,0, d’éléments de Z", un
élément c¢(oq,02) du groupe des automorphismes du foncteur identique de C
(ce groupe est commutatif), cette donnée étant soumise a vérifier les identi-
tés (1.2.1.3). Par suite, pour se donner une telle structure, il faut se donner
un 2-cocycle normalisé non homogene de Z" & valeurs dans le groupe des
automorphismes du foncteur identique de C. On vérifie d’ailleurs immédiate-
ment que deux telles structures sont isomorphes, par un Z"-foncteur (F, m)
tel que I’ = identité de C, si et seulement si les cocycles correspondants sont
dans la méme classe de cohomologie.
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1.5.13. Les Z"-catégories que nous utiliserons dans ce travail seront des
catégories strictes. Aussi ne tenterons-nous pas d’aborder le probleme signalé
en (1.5.12) dans le cas général. Cependant I'exemple présenté en (1.5.12)
suggere que la détermination des structures de Z-catégorie sur une catégorie
C est particulierement simple. C’est en effet le cas. Désignons par F-Cat la
U-catégorie dont les objets sont les catégories appartenant & U munies d’une
équivalence :

(1.5.13.1) T:C—C

et dont les morphismes sont les foncteurs F : ¢ — C’ muni d’un isomor-
phisme :

(1.5.13.2) m:FT —T'F

On a alors évidemment un foncteur de la U-catégorie Z-C'at dans la
U-catégorie F-Cat :

(1.5.13.3) R:Z-Cat — E-Cat

Le foncteur R associe & une Z-catégorie (C,Z,T,c) la catégorie C munie de
Iéquivalence T(1) : C — C et a tout Z-foncteur :

(F,m):(C,Z2,T,c)— (C',2,T".c) ,
le foncteur F' muni de I'isomorphisme m(1): FT(1) — T'(1)F .

Proposition 1.5.14. Le foncteur R est une équivalence de catégories.

Nous nous bornerons a donner des indications sur la démonstration. La
proposition (1.5.2) et la remarque (1.5.8) montrent que R est pleinement
fidele. Il suffit donc de montrer que R est essentiellement surjectif. Soit donc
(C,T :C — C) une catégorie munie d'une équivalence. Soient 77! : C — C
un foncteur quasi-inverse de T et :

w:ide =TT |
(1.5.14.1)

viide — T7IT
les isomorphismes d’adjonction.

Les foncteurs 7™ et (T~1)" sont, pour tout entier n > 0, adjoints 1'un
de Pautre, d’ou des isomorphismes d’adjonction :

u™ ride — ™ (TrhH

(1.5.14.2)
(M ide — (T7HrT
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Posons alors :

T(0)=ide
(1.5.14.3) Tn)y=1T" n>0
Tn)=(T"H™", n<0

Puis, pour tout couple (n,n’) d’entiers, définissons des isomorphismes :

c(n',n): T(n+n")— T(n)T(n")

par :
n,n' >0 c(n',n)= identité |,
n,n' <0 ¢(n',n)= identité |,
n<0,n>0,n+n <0, cn',n:u(”)*T(n—l—n'),
(1.5.14.4)

n<0,n>0,n+n" >0, ¢

Pour s’assurer qu’on a bien ainsi défini une Z-catégorie, il reste a vérifier
qu’on a bien les identités du type (1.2.1.3). Cette vérification s’appuie sur les
identités classiques que vérifient les morphismes u(™ et v("). Nous laissons

au lecteur le soin de ’entreprendre.

1.6. Cocycle de Koszul. Régle des signes.

1.6.1. Soit ey, ...,e, une base de Z". Désignons par 27, 4,5 € [1,n],1 # j,
le sous-groupe de Z" engendré par les éléments e; et ;. Les homomorphismes

de restriction définissent un homomorphisme :

(1.6.1.1) H(z",2/22)— € W z};2/27)
i,je[ll,n]
1<J

On a des isomorphismes (canoniques) :
(1.6.1.2) H3(27.,2/27)~ 7/27

1,70

L’homomorphisme (1.6.1.1) est un isomorphisme.
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Proposition 1.6.2. 1) Soient a € Z*(2",7/27) un cocycle normalisé non
homogene, & € H2(Z”,Z/QZ) sa classe de cohomologie, ¢ ; € H%Z%,Z/QZ)
ses composantes. On a (utilisant (1.6.1.2)) :

(1621) di,j = 04(62‘76]')_104(6]'762‘)

(On écrit multiplicativement la loi de groupe de Z/27).

2) Soient ay et ay deux éléments cohomologues de Z*(7",7/21) et pour
tout i € [1,n], B; un élément de Z/2Z. 1l existe une et une seule application
B 2" — Z)27 telle que :

(1.6.2.2)
as(oy,09)ay (o1,02) = B(02)B(0y + 02) " B(oy) , pour oy,09 € 2",

On se ramene, pour démontrer la premiere assertion au cas n = 2 et
on vérifie immédiatement que la quantité a(e;,e;) " a(e;, ;) ne change pas
lorsqu’on modifie o par un cobord. Lorsque « est un cobord, il est symétrique
et par suite la formule (1.6.2.1) est vraie dans ce cas. D’autre part, le cocycle :

aog(pre; + qiej, pae; + qrej) = (—1)1F2
n’est pas cohomologue & 0 puisqu’on a :
agles,ei) taglej,er) = —1
et tout cocycle non cohomologue a zéro est cohomologue a aq .

Pour démontrer la deuxieme assertion, on remarque que deux solutions
de (1.6.2.2) different par un homomorphisme de groupes; par suite, on peut
toujours modifier une solution de (1.6.2.2) d’une maniére unique par un
homomorphisme de groupes de facon & lui faire prendre sur les e; des va-
leurs données a ’avance.

Définition 1.6.3. Soit ey, ..., e, une base de Z. On appelle classe de Kos-
zul relative a la base eq,...,e, l'unique élément de H2(Z”,Z/QZ) dont les

restrictions aux H*(Z7 . ,7/2Z) soient non nulles.

27]' ?

On notera que la définition de la classe de Koszul fait intervenir le choix
d’une base de Z™. Les classes de Koszul associées a deux bases distinctes sont
en général distinctes.

Soit e1,...,€e, une base de Z" qu’on ordonne suivant I’ordre naturel de
[1,n]. Désignons alors par Z"(< @) (resp. Z"(> 1)) le sous-groupe de Z"
engendré par les e;, j < ¢ (resp. j > 1).
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Définition 1.6.4. On appelle cocycle de Koszul relatif a une base ordonnée
€1,...,6, de Z" 'unique cocycle o dans la classe de Koszul relative a la base
€1,...,6e, qui vérifie les égalités :

(1.6.4.1) a(o1,09)=1 Vo, €Z"(<t), Vo, € Z"(> 1), Vi€ [1,n]

Soient o1 = pi€i, 02 = > ¢;e; deux éléments de Z™; on a alors :
( > qipj)
(1.6.4.2) a(oy,09) = (=1)\i<i

Cette définition demande une justification. L’existence d’un cocycle dans
la classe de Koszul vérifiant (1.6.4.1) est claire : un calcul immédiat montre
que le cocycle (1.6.4.2) vérifie (1.6.4.1) et qu’il est dans la classe de Kos-
zul (1.6.2). Pour vérifier I'unicité, il suffit de remarquer que tout cocycle
cohomologue au cocycle o est du type :

ai(oy,09) = a(oy,09)8(09) (01 + 02)_15(01)

et qu’un tel cocycle possede la propriété (1.6.4.1) si et seulement si :

Blo1 +02) = B(o1)B(oz) Vi, Vo € (< i), Vou € 2"(> 1)
On en déduit immédiatement que 3 : Z™ — Z/2Z est un homomorphisme de
groupes et par suite qu’on a a = «a.

1.6.5. La définition du cocycle de Koszul fait intervenir de facon essentielle
I’ordre total que 'on met sur la base ey, ..., e, de Z™. Désignons par < ’ordre
naturel de [1, n] et par <; un ordre total sur [1, n]. Soit s 'unique permutation
de [1,n] telle que :

(1.6.5.1) i <5 J == s(i) < s())

Soient a et ay les cocycles de Koszul relatifs respectivement aux ordres < et
<,.On a alors :

(1.6.5.2)

> aip;
a(gth):(_l)(m ) 7

01 = Zpiem 02 = Z%‘@m
i i
> qipj)

045(0'170'2) = (—1)(5(i)<5(j) ,
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d’ou on déduit immédiatement :

as(glng) a(0_170_2)—1 = ﬁs(o-Z)ﬁs(Ul + 0-2)_1ﬁ5(0-1) )

(1.6.5.3) 2 p”'p")

v <J

Bs(o1) = (—1)( s()>503) :
ﬁs(ei) =1 , Vie[l,n]

Par suite, d’aprés (1.6.2), toute application §: 2" — Z /27 telle que

(1.6.5.4) a,(01,03) alor,02)7" = B(o2)B(o1 + 02) " B(01)
est du type :
(1.6.5.5) B=0sn

ou n: 2" — Z/2Z est 'unique homomorphisme de groupes qui prend sur les
ej € 2™ les valeurs ((e;).

1.6.6. Soient (C;,Z,Ti,¢;), 1 < @ < n, des Z-catégories et (D,Z,T,c)
une Z-catégorie additive. Désignons par (C,Z", T, c) la catégorie produit des
(Ci,Z,T;,¢;). Le groupe Z™ est muni naturellement d’une base ordonnée
€1,...,€p,. 1l opére & isomorphisme pres sur C par la formule (on utilise ici
la notation a droite introduite en (1.3.12)) :

(1.6.6.1) (X1, X)) = (Xa[lh), .. . Xulln]) , o= Zliei

n n
Soit ¢ : Z" — Z homomorphisme ¢( Y l;e;) = > ;. Faisons opérer Z"
sur D par 'intermédiaire de ¢ (1.4.1). Dans cette situation, nous utiliserons

toujours les conventions suivantes :

Reégle des signes I : Les foncteurs de C dans D seront toujours, sauf men-
tion expresse du contraire, des Z"-foncteurs tordus par le cocycle de Koszul
relatif a la base ordonnée ey, ..., e, .

Reégle des signes IT : les morphismes de foncteurs seront, sauf mention

expresse du contraire, des morphismes de Z"-foncteurs relatifs a ’homomor-
phisme trivial § : 2" — 7 /27 (1.4.6).
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D’apres la proposition (1.5.2), se donner un foncteur de C dans D revient
a se donner un foncteur :

(1.6.6.2) (X1, X)) — F(Xq,...,X,)
et des isomorphismes de foncteurs :
(1.6.6.3) pit F(Xy, ., X[, X)) = F(X, ., X))

tels que les diagrammes (1.5.1.2) :

P(Xy, . X[, XG0, X)) 2 F(X e Xy X, X[

‘p]‘ ‘p]‘ (1]

F(X1,. o XA X X 28 px, X X X))

solent anticommutatifs (pour 7 < j). (Pour simplifier le diagramme (1.5.1.2),
on a supposé, ce qui sera toujours le cas dans ce travail, que les isomorphismes
de transition de D sont des identités).

De méme, d’aprés la proposition (1.5.10), les morphismes de foncteurs
u: F — F' que nous considérons sont soumis aux conditions suivantes : les
diagrammes ci-apres sont commutatifs :

F(X1,. .., X1, .., X)) —4— F'(Xy,..., X[1],..., X,)

(1.6.6.4) ‘pi ‘pé

u[1]

F(X1oeo X X1 — s (X, X, X))

Lorsque le contexte ne prétera a aucune confusion, nous désignerons les
Z-catégories par les catégories sous-jacentes et les Z"-foncteurs tordus par
leurs foncteurs sous-jacents.
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2. Complexes d’une catégorie additive.

2.1. Complexes n-uples.

2.1.1. Fixons d’abord quelques notations. On désigne par [n] I’ensemble :
[n]={peZ]1<p<n}

On désigne par Z[n] le groupe abélien libre engendré par I'ensemble [n] et
pour tout ¢ € [n] par e; le générateur de Z[n] associé a i. Soit ¢ : [n] — [m]
une application ; on désigne encore par ¢ : Z[n] — Z[m] 'homomorphisme
de groupes qui lui correspond. Dans ce paragraphe, C désigne une catégorie
additive.

Définition 2.1.2. Un complexe n-uple d’objets de C est un objet constitué
par :
1) La donnée, pour tout ¢ € Z[n], d’un objet X7 de C.

2) La donnée, pour tout o € Z[n] et tout ¢ € [n], d’un morphisme :
dcr,i . Xcr _ XU+€i
* ?
ces morphismes étant soumis aux conditions suivantes :

doteigei — Vo elZn], Vien] .
(2.1.2.1) o o
doTeiigod = goteid ot VoeZn], Vi,je[n]

2.1.3. Un complexe n-uple d’objets de C sera appelé le plus souvent un
complexe n-uple de C. Soit (X7, d”") un complexe n-uple de C. L'objet X?
est appelé le composant de degré o du complexe (X7, d”"). Le morphisme
d®" est appelé la différentielle de degré o dans la direction i du complexe
(X7, d>"). Soit Y un complexe n-uple de C. Le composant de degré o de YV
est noté Y. La différentielle de degré o dans la direction ¢ de Y est notée
dy’.

Définition 2.1.4. Soient Y et Y’ deux complexes n-uples de C. Un mor-
phisme de complexves de Y dans Y’ est une famille de morphismes de C :

(fcr . Ycr . Ylg)ael[n]
qui commutent aux différentielles, i.e. telle que :

(2.1.4.1) foredst = dgife
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2.1.5. Le morphisme f? : Y7 — Y'? est appelé le composant de degré o du
morphisme (f7). Soit f:Y — Y’ un morphisme de complexes n-uples. Le
composant de degré o de f est noté f?. Les morphismes de complexes n-uples
se composent de maniere évidente : composant par composant. Les complexes
n-uples d’objets de C forment une catégorie qui est notée comp™(C). Lorsque
n = 1, on utilise la notation simplifiée comp(C) = comp(C). Les objets de
comp(C) sont appelés les complexes simples de C ou méme, lorsqu’aucune
confusion n’en résulte, les complezes de C. Les catégories comp™(C) sont ad-
ditives.

2.1.6. Soit Y un complexe n-uple de C. On utilise parfois, pour désigner le
composant de degré o de Y, la notation Y_, , et, pour désigner la différentielle
de degré o de Y dans la direction ¢, la notation di_/m. Cette notation est
surtout utilisée lorsque Y est un complexe simple dont tous les composants
de degré positif sont nuls sauf un nombre fini d’entre eux. Soit de méme
f:Y — Y’ un morphisme de complexes n-uples. On utilise parfois la notation
f—o- pour désigner le composant de degré ¢ du morphisme f.

2.1.7. Soit ¢ : [n] — [m] une application. Un complexe n-uple Y de C est dit
p-sommable, si pour tout 7 € Z[m],’ensemble des o € Z[n] tels que p(o) =7
et Y7 soit différent de 0, est fini. Lorsque ¢ est I'unique application [n] — [1],
on dit simplement sommable. Soient [n] = [m] 4 [p] deux applications. Tout
complexe n-uple Y qui est ¢p-sommable est aussi p-sommable. En particu-
lier, tout complexe n-uple sommable est w-sommable pour toute application
[n] 2 [m] . Lorsque ¢ est une injection, tous les complexes sont ¢-sommables.
On appelle catégorie des complexes n-uples p-sommables, la sous-catégorie
pleine de comp™(C) définie par les complexes ¢-sommables.

2.2. Complexe simple associé.

2.2.1. Pour tout ¢ € Z[n], 0 = Y liej, l; € Z, et pour tout i € [n]
posons : st
(z)
(2.2.1.1) e(o,1) = (—1) V<
La formule (2.2.1.1) définit une application :
(0,i) — e(0,1)

de Z[n] x [n] dans le groupe des signes {—1,1}. On vérifie immédiatement
que pour tout ¢ € [n], 'application 0 — &(0,%) est un homomorphisme de
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groupes et que e(ej,1) = —1si j < ¢, e(e;,¢) = 1si ¢ < j. L’application
(0,i) — ¢(0,1) est d’ailleurs uniquement déterminée par ces propriétés. On
en déduit immédiatement la relation :

(2.2.1.2) g(o,i)e(c+€5,7) = —¢c(o,j)e(o+ €j,1)

valable pour tout ¢ € Z[n] et pour tout couple (7,5) € [n] X [n], 7 # j.
2.2.2. Soit Y un complexe n-uple de C. Posons :

(2.2.2.1) 9= e(o,i)dy

On déduit alors de (2.2.1.2) que les relations (2.1.2.1) sont équivalentes aux
relations :

6;4_@“2‘6;,2‘ =0, VYoeZn], Yien] ,
(2.2.2.2) . o
ST 6yTeIen =0, Yo eZln], Vi€ [n]

Soit maintenant ¢ : [n] — [m] une application et supposons que Y soit
p-sommable. On définit alors un complexe m-uple f@Y par les formules :

(2.2.2.3) (/ Y)T - Py, vrezm ,

w(o)=T

(2.2.2.4) 577;(%) = > 6y, €] i€ml,y, €Y, T =p(0).

¢ ()=t
La formule (2.2.2.4) définit un morphisme de (fw V)" = @ Y° dans
w(o)=T
(fw Y) THe P Y7 lorsque C est la catégorie des groupes abéliens.
plo)=71+e;

Elle permet aussi de définir un morphisme de (fw Y) " dans (fw Y) T lorsque
C est une catégorie additive en se placant dans la catégorie des foncteurs
contravariants sur C a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens, i.e. en
interprétant y, comme un morphisme d'un objet quelconque de C dans Y7.
Un calcul immédiat montre que les 6}’2 v vérifient les relations (2.2.2.2) d’ou,

@
en revenant aux différentielles, que les objets définis par (2.2.2.3) munis des
morphismes définis par :

-

€ Z[m],
(2.2.2.5) dﬂ;(yg)zg(r,i) > el )dy (ys), i€ m], o€z,

@(j):i (o‘) =T

S
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forment un complexe m-uple de C.

Soit maintenant f : Y — Y’ un morphisme de complexes n-uples de C,
p-sommables. Posons :

e22n ([1) = @ r([v) ()

w(o)=T

1l est clair que les (fw f)T commutent aux différentielles de f@ Y et de f@ Y'et
que, par suite, une telle famille définit un morphisme de complexes

m-uples fwf : f@Y — wa’. 1l est clair que fwfg = fwffwg et que
f@ idy = idf y - Par suite f@ est un foncteur de la catégorie des complexes

n-uples @-sommables dans la catégorie des complexes m-uples. Ce foncteur
est additif.

2.2.3. Soient ¢ : [n] — [m] une application, 7 un élément de Z[m] et ¢ un
élément de [m]. Solent Fy (resp. Ey) les ensembles :

Ey = {o1 € Z[n]| ¢lor) = 7}

(resp. Ey = {02 €Z[n]| ploy) =1+ ei})
Soit enfin ¥ un complexe n-uple de C. Posons, pour o1 € Fy, 09 € F5 :

Upy o (V) = (T, 0)e(01, j A2 si oy —oy=e€;,
(223.1) 2o (Y) = &7, 0)e(on, j)dy j
=0 sinon

d’ol une matrice de type Fq X Fq :

(2232) M(T,i,Y) = <u02701(Y)>026E2,U1€E1

Lorsque Y est ¢-sommable, cette matrice est la matrice du morphisme d}’iy

Remarquons que dans le cas général, cette matrice ne possede qu’un nombre
fini de termes non nuls sur chaque ligne et sur chaque colonne. Il y a donc
a priori au moins deux extensions possibles du foncteur [ aux complexes
quelconques lorsque, dans C, les produits dénombrables et les sommes di-
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rectes dénombrables sont représentables :

)

w(o)=T

dmi défini par la matrice M(7,7,Y)

Ly

[)-or

w(o)=T

(2.2.3.3)

ATl . défini par la matrice M(7,7,Y) .

L.

Le foncteur fH est appelé la II-extension du foncteur [ . Le foncteur fz est
® ® ®

appelé la Y-extension du foncteur f(p. Ces deux extensions seront utilisées

par la suite. On a d’ailleurs un morphisme naturel de foncteurs fz — ff
correspondant au morphisme fonctoriel de la somme directe dans le produit.

2.2.4. Soient [n] = [m] 4 [r] deux applications et supposons, pour fixer les
idées, que les produits dénombrables soient représentables dans C. On a alors
les relations :

(2.2.4.1) /; /; :/1; ;

I
(2.2.4.2) / =id

id
Le rédacteur se voit ici dans la pénible obligation de tirer irritant coup de
chapeau habituel. Le signe = de la formule (2.2.4.1) n’est valable que lors-
qu’on dispose d’un foncteur produit possédant des propriétés d’associativité
convenables, ce qui n’est jamais le cas dans la pratique. Dans le cas général,
le signe “=" doit étre remplacé par un isomorphisme canonique qui vérifie les
propriétés de compatibilité usuelles du type (1.2.1.3). Des relations analogues
aux relations (2.2.4.1) sont valables pour le foncteur ff Lorsque les pro-
duits et sommes dénombrables ne sont pas nécessairement représentables,
la formule (2.2.4.1) est encore valable lorsqu’on se restreint aux complexes
p-sommables. Lorsque 1 est I'unique morphisme [n] — [1], on utilise la
notation fn Pour tout complexe n-uple sommable Y, le complexe fn Y est
appelé le complexe simple associé au complexe Y .
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2.3. Structure graduée sur les catégories de complexes.

2.3.1 Soient Y un complexe n-uple et i € [n]. Posons :

TYY =Y el |
(2.3.1.1) | o
A3 = v(i, AT, e
ou v(i,j) = 1sii # j, v(i,j) = —1si ¢ = j. Pour tout morphisme de

complexes n-uples f:Y — Y’ posons :
(2.3.1.2) (T.f) = frre | o € Z[n]

On définit ainsi un foncteur 7; : comp™(C) — comp™(C) qu’on appelle le
foncteur de translation dans la direction 1. Lorsque n = 1, on utilise la
notation 7Y, T'f ou bien Y[1], f[l]. Le foncteur de translation dans la
direction ¢ est un automorphisme de comp™(C). Les foncteurs 75, ¢ € [n],
commutent deux & deux :

(2313) T, =TT Vi,j € [n]
On peut donc définir une opération du groupe Z[n] sur la catégorie comp”(C) :
(2.3.1.4) o= le , T(o)=T{---Tp

1€[n]
La notation comp™(C) désignera dorénavant la catégorie comp”(C) munie de
la structure de Z[n]-catégorie stricte décrite ci-dessus.

2.3.2. Soient ¢ : [n] — [m] une application, ¥ un complexe n-uple de
C, i un élément de [n]. On suppose, pour fixer les idées, que les sommes
dénombrables sont représentables dans C. Remarquons tout d’abord que les

objets (ff TiY)T et (Tw(i) fj Y)T sont égaux. Ils sont en effet égaux par
définition & :
o v
w(o)=7+e,)
Posons alors :

(pio(¥))" (/; TiY)T _ (Tw) /E Y)T . rezlm] |

(2.3.2.1) ’

(pi,ap(Y))T = @ €(U,i)€(c,o(a),c,o(i))idya

w(o)=7+e ()
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Un calcul immédiat montre que la famille ((p; (Y ))", 7 € Z[m]) commute

aux différentielles de fz T:Y et de T; fz Y et qu’elle définit par suite un
. © w(3) [
morphisme :

b)) b
(2.3.2.2) mAﬂi/ﬂY%%m/Y
74 @

Ce morphisme est un isomorphisme fonctoriel en Y, d’ott un isomorphisme
de foncteurs :

b b
(2.3.2.3) mw:/njyzjaﬂ/
¢ ¢
Proposition 2.3.3. 1) Pour tout couple i,j € [n], i # j, le diagramme :
o *x T} ¥
©
(2.3.3.1) Pio* T Tp(iy * Pjg

¥ ¥
Top(jy * Pive
Mﬂ/ T; fmﬂwﬁ/
@ @

est commutatif lorsque (1) # ¢(j) et anticommutatif lorsque o(i) = @(j) .
2) Soit 1 : [m] — [r] une application. Le diagramme :

»
L X f *P; by by
'(l} ¥
/ / T / Tﬂn/
v Je p @

b
Potiy,w * [,

> Pipo
/ ﬂ———4———4%w)/ -—/%w)/ /
Y

est commutatif. (Le lecteur qui ne veut pas tricher remplacera le signe “=
par des isomorphismes canoniques).

La preuve est immédiate et laissée au lecteur. La premiere assertion
résulte de (2.2.1.2).
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2.3.4. Prenons pour application ¢ 'unique application [n] R [1] et faisons
opérer le groupe Z[n] sur comp(C) par I'intermédiaire de ¢ : Z[n] — Z. 1l
existe alors (1.5.2) un seul Z[n]-foncteur tordu par le cocycle de Koszul :

(2.3.4.1) (/j,pn) : comp™(C) — comp(C)

tel que :
pn(ez) = Pi,p
Dorénavant, la notation an désignera le foncteur an muni de la structure de

Z[n]-foncteur tordu décrite ci-dessus.

2.8.5. Les considérations développées aux alinéas (2.3.2), (2.3.3) et (2.3.4)

s’appliquent, modulo les modifications évidentes, aux foncteurs ff . Lorsque
les sommes et produits dénombrables ne sont pas nécessairement représen-
tables dans C, les résultats ci-dessus s’appliquent aux foncteurs [ en se
restreignant a des complexes possédant des propriétés de sommabilité conve-
nables.

2.4. Extension des foncteurs aux complexes.
2.4.1. 1l existe un foncteur canonique :
(2.4.1.1) tn : comp™(C)° — comp”(C°)

défini par les formules suivantes :

(LX) =X"7 X € Ob(comp™(C)) ,
(2.4.1.2) A7y = dy7 7
(tnf)" =177, [ €Fl(comp™(C))

Le foncteur ¢, est un isomorphisme de Z[n]-catégories (la structure de
Z[n]-catégorie de comp™(C®) est définie par (2.3.1) ; la structure graduée de
comp”(C)° est définie par (2.3.1) et (1.3.9)).

Supposons que les sommes directes dénombrables soient représentables
dans C et soit ¢ : [n] — [m] une application. Désignons par :

(2.4.1.3) (/EC)O :comp”(C)° — comp™(C)°

)
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le foncteur opposé au foncteur défini en (2.2.3) et (2.2.4). De méme, désignons
par :

1
(2.4.1.4) / :comp”(C°) — comp™(C°) ,
@, Ce

le foncteur défini en (2.2.3) et (2.2.4). On vérifie immédiatement que le dia-
gramme :

comp”(C)° i, comp”(C?)

(2.4.1.5) (fz,c)o

I
fap,C°

comp™(C)° _im comp™(C°)

est commutatif. En particulier, lorsque ¢ est I'unique application [n] — [1],
on a un diagramme commutatif :

I
fn,C°

(2.4.1.6) (5% ’

comp(C)° ———— comp(C°)

et on vérifie immédiatement que le couple d’isomorphismes (¢y,¢,) est un

isomorphisme du Z[n]-foncteur tordu (fnzc

(la structure graduée de anC° est décrite en (2.3.4) ; la structure graduée de

(fnzc)o est décrite en (2.3.4) et (1.4.8)).

)O sur le Z[n]-foncteur tordu | ..

Nous identifierons dorénavant par lisomorphisme ¢, les catégories

comp”(C)° et comp™(C°) et les foncteurs (ﬁic)o et £C° .

2.4.2. Soient C;, ¢ € [n], une famille de catégories additives et [[ C; leur
1€[n]
produit. On désigne par (X1, X3,..., X, ) les objetsde [] C; et on utilise la
1€[n]
notation (X1, X2,..., fi,..., X,) pour désigner le morphisme :

(idy,,idx,, - fir.nonidx, )

57



J.-L. VERDIER

Ces conventions s’appliquent en particulier a la catégorie [][ comp(C;).

1€[n]

Remarquons que la catégorie [[ comp(C;) est munie d’une structure de
1€[n]
Z[n]-catégorie (1.3.11). Pour tout o = > lie;, 0 € Z[n], on a:
1€[n]
(2.4.2.1) T(o)( X1, Xo,.... X,) = (X4[1], Xo[lo)s - .o, Xalln])
Un objet (X1,...,X,) de [[ comp(C;) est dit sommable si pour tout [ € Z,
1€[n]
ensemble des o = 3 lie; € Z[n] tels que 3 I; = et X% # 0, pour au
1€[n] 1€[n]

moins un 7 € [n], est fini.

Soit maintenant F' : [] C; — € un foncteur multiadditif (covariant).

1€[n]
Pour tout objet (X1,...,X,,) de [[ comp(C;), posons :
1€[n]
(2.4.2.2) FUU Xy, X)) = F(XP, . Xy
pour tout o = Y lie; € Z[n],
_ i€n]
o, _ l I n ;
dF[n](Xl,...,Xn) = FP(X' o dy Xy Vi€ [n]

On a ainsi défini un complexe n-uple de C.

Pour tout morphisme (fi,..., f,) de [[ comp(C;), posons :
1€[n]

(2.4.2.3) FUN o fa) = FOURY o )

pour tout ¢ = ) lie; € Z[n]. On a ainsi défini un morphisme de complexes
n-uples. i€[n]

Ce qui précede définit visiblement un foncteur :

(2.4.2.4) Flol H comp(C;) — comp”(C)
1€[n]

Remarquons que pour tout ¢ € Z[n], on a :
(2.4.2.5) F'T () = T(o)F!"

Par suite, le foncteur FUl est un Z[n]-foncteur strict. Le foncteur FI"! trans-

forme les objets sommables de [] comp(C;) en objets sommables de comp™(C).
1€[n]
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Supposons maintenant que les produits (resp. sommes directes) dénom-
brables soient représentables dans C. On pose alors :

11
compHF:/ Fll
(2.4.2.6) !

T
(resp. compEF:/ Flb

Le foncteur compp F (resp. compy F) : [[ comp(C;) — comp(C) est appelé la
1€[n]

II-extension (resp. la X-extension) du foncteur F' aux complexes. Le foncteur
F' étant un Z[n]-foncteur strict et le foncteur f: (resp. an ) étant un Z[n]-
foncteur tordu par le cocycle de Koszul relatif a la base ordonnée eq,...,e,
de Z[n], le foncteur compp F' (resp. compy. ') est un Z[n]-foncteur tordu par le
cocycle de Koszul relatif a la base ordonnée ey, ..., e, de Z[n], conformément
a la regle des signes 1 (1.6.6). On a donc pour tout ¢ € [n] des isomorphismes
canoniques :

(2.4.2.7)
compy F(X1,..., X;[1],..., X)) = compp F(X1,..., X4, ..., X)[1]

(resp. compg F(X1,..., X;[1],..., X)) = compg F(X1,..., X4y, X)[1] )

qui seront notés p;. Ces isomorphismes possedent les propriétés d’anticom-
mutativité décrites en (1.6.6.3). Les restrictions des foncteurs comppt’ et

compy, I'' aux objets sommables de [[ comp(C;) sont égales, et cette restric-
1€[n]
tion peut toujours se définir, sans hypotheses sur la catégorie C.

2.4.3. Soient maintenant deux foncteurs multiadditifs F', F' : [ C; — C
1€[n]

et h : ' — F' un morphisme de foncteurs. On en déduit un morphisme de

foncteurs :

plal . plnl o prln]
en posant :
AN (X, X)) = XD, Xy
(243.1) Nlheien) . (Xi,...X,)€ Ob( I1 COmP(Ci))

i€[n] i€[n]
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D’ou, en passant aux complexes simples, deux morphismes de foncteurs :

compph : comp F — comp ',
(2.4.3.2)
compsh : compy, F' — compy I’

Si h et h' sont deux morphismes composables de foncteurs multiadditifs, on
a:
comph compph’

compy hh'
compshh' = compyh compg i/

Le morphisme compph (resp. compyh) est un morphisme de Z[n]-foncteurs
qui suit la regle des signes II (1.6.6).

2.4.4. Lorsque le foncteur F est contravariant en certaines variables, i.e.
lorsqu’on a des égalités C; = (C))°, pour ¢ € J C [n], les foncteurs compy ¥
et compy, I’ sont, modulo les identifications faites en (2.4.1), contravariants
en les variables correspondantes.

2.5. Homotopies.

2.5.1. Soient X et Y deux complexes n-uples de C et f.g : X =2 Y deux
morphismes de complexes. Une homotopie reliant f a g est une famille de
morphismes a = (a%': X% — Y7 o€ Z[n], i€ [n]) telle que :

a"re ey = d;—@ﬂag—@j J VYo eln], Vi,jen], i#£7j,
2.5.1.1 i 30, i v i
( ) ¢’ — f7 = Z acr,zdc)réz + dc{/—ezﬂag—@zﬂ’ Vo e Z[n]
1€[n]

On utilise la notation a : f m— g pour désigner les homotopies a reliant f a
g.

2.5.2. Soient f,g,h: X =Y trois morphismes, a : f s get b:gw—h
deux homotopies. On désigne par b+ a : f s»— h, ’homotopie ((b +a)”t =
b+ a0 € Zn], i€ [n]).

2.5.3. Soient f,g: X —= Y deux morphismes de complexes, a : f w—s g une
homotopie et u : Y — Y’ (resp. v : X' — X ) un morphisme de complexes.

On désigne par uxa : uf w— ug (resp. a xv : fv w— gv) ’homotopie
((U*Q)U,i = uU@U,i) (resp. ((a*v)a,i — acr,ivcr—l—ei))‘

60



CATEGORIES DERIVEES

2.5.4. Les opérations x et “somme des homotopies” possedent les propriétés
suivantes :

ux(b+a)=uxb+uxa |,

(b+a)xv=bxv+axv |,
(2.5.4.1)
uw' xa = ux(u' xa)

axvv' = (axv)xv'

2.5.5. Deux morphismes f,g : X == Y sont dits homotopes s’il existe une
homotopie qui les relie. Deux morphismes f, ¢ sont homotopes si le mor-
phisme f — g est homotope a zéro. Soit f: X — Y un morphisme homotope
a zéro. Pour tout ¢ € Z[n], le morphisme 7'(¢)f est homotope & zéro. L’en-
semble des morphismes homotopes a zéro forme un idéal de comp™(C), i.e.
le composé dans les deux sens d’un morphisme homotope & zéro avec un
morphisme quelconque est homotope a zéro et la somme directe de deux
morphismes homotopes a zéro est homotope a zéro.

2.5.6. Soit ¢ : [n] — [m] une application. Les foncteurs fj et ff transfor-

ment les couples de morphismes homotopes de comp™(C) en couples de mor-
phismes homotopes de comp™(C). Soient de méme F': [[ C; — C un fonc-
teur multiadditif, i€[n]

Flil H comp(C;) — comp”(C)
1€[n]

le foncteur décrit en (2.4.2.4), X; des objets de comp(C;) (i # j) et
f,9 : X == Y deux morphismes homotopes de comp(C;). Les morphismes

de comp™(C) :
FUOW Xy, o X)) et FU(Xy g, X))
sont homotopes. Par suite, les morphismes de comp(C) :
comp F(X1,...,f,...,Xn) et compyF(X1,...,0,...,X,)

sont homotopes (méme résultat pour compy, F'). Nous laissons au lecteur le
soin de vérifier toutes ces assertions ou de se reporter a [1].

2.5.7. Désignons par K(C) la catégorie suivante :
— Les objets de K(C) sont les objets de comp(C).
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— Soient X et Y deux objets de K(C), f,¢g : X == Y deux morphismes de
comp(C) . La relation “f et g sont homotopes” est une relation d’équivalence
sur Homeomp(e)(X,Y), et on définit Homk ) (X,Y) comme le quotient de
Homcomp(ey(X,Y) par cette relation d’équivalence.

— Il résulte immédiatement de (2.5.5) que la loi de composition sur les
morphismes de comp(C) passe au quotient et définit une loi de composition
sur les morphismes de K(C).

Il résulte immédiatement de (2.5.5) qu’on a bien défini ainsi une catégorie

et que cette catégorie est additive. Le foncteur canonique comp(C) A K(C)
qui est I'identité sur les objets et qui associe a tout morphisme f de comp(C)
sa classe d’équivalence f est additif. Le morphisme f de K(C) image du
morphisme f de comp(C) par le foncteur canonique est appelé la classe de f
modulo homotopie. La catégorie K(C) est appelé la catégorie des complexes
de C a homotopie pres.

2.5.8. Le foncteur canonique comp(C) ° K(C) possede la propriété suivante :
tout foncteur de K(C) dans une catégorie A fournit, par composition avec Q ,
un foncteur de comp(C) dans A, d’oti, pour toute catégorie A, un foncteur :

Hom(Q, A) : Hom(K(C), A) — Hom(comp(C), A)

(Hom désigne la catégorie des foncteurs). Ce foncteur est pleinement fidele,
injectif sur les objets et I'image est la sous-catégorie pleine de :

Hom (comp(C), A)

définie par les foncteurs de comp(C) dans A qui transforment tout couple de
morphismes homotopes de comp(C) en morphismes égaux. La catégorie K(C)

munie du foncteur canonique comp(C) A K(C) est déterminée a isomorphisme

unique pres par cette propriété.
2.5.9. Il résulte immédiatement de (2.5.5) et de (2.5.8) qu’il existe un et un
seul foncteur de translation sur K(C) tel que le foncteur canonique :

comp(C) — K(C)

commute (strictement) aux translations. Ce foncteur de translation est un
automorphisme de K(C) et par suite définit sur K(C) une structure de
Z-catégorie stricte. Le foncteur canonique comp(C) — K(C) est un Z-foncteur
strict.
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2.5.10. Soit F': [[ C; — C un foncteur multiadditif. Désignons par :
1€[n]
Q; : comp(C;) — K(C;)

les foncteurs canoniques. Il résulte de (2.5.6) et de (2.5.7) qu’il existe, lorsque
les produits dénombrables sont représentables dans C, un et un seul foncteur
Ka(F): [] K(C;) — K(C) tel que le diagramme ci-apres soit commutatif :

1€[n]
H comp(C;) compy £ comp(C)
1€[n]
(2.5.10.1) iel_[[n]Qi ©
[T K(€) —— k()
1€[n]

De plus, le foncteur [] Q; étant un Z[n]-foncteur strict, il existe sur le

1€[n]
foncteur Ky F' une et une seule structure de Z[n]-foncteur gradué tordu par
le cocycle de Koszul relatif a la base ordonnée eq,..., e, de Z[n], tel qu’on
ait I’égalité entre Z[n]-foncteurs tordus :
(2.5.10.2) Kn F' ] @i = Q compy F

1€[n]
Enfin, soient F' et F’ deux foncteurs multiadditifs et m : ¥ — F’ un mor-

phisme de foncteurs. Il résulte de (2.5.7) qu’il existe un et un seul morphisme
de foncteurs :

(2.5.10.3) K : K F — Kpp I

tel que :

(2.5.10.4) K m % H Q; = Q xcompym
1€[n]

Le foncteur Kip F est appelé la Il-extension du foncteur F aux com-
plexes a homotopie pres. Le morphisme Ky m est appelé la 1l-extension du
morphisme m aux complexes & homotopie pres.

Lorsque les sommes directes dénombrables sont représentables dans C,
on définit de maniere analogue le foncteur Ky F' : la Y-extension du foncteur
F aux complexes a homotopie pres, et le morphisme Ky m : la X-extension
du morphisme m aux complexes a homotopie pres.
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2.5.11. Soient X et Y deux complexes de C. Un morphisme de comp(C),
f:+ X — Y, est appelé un homotopisme si son image f dans K(C) est un
isomorphisme. Les complexes X et Y sont dits homotopes s’ils sont isomorphes

dans K(C).
2.5.12. Soient X et Y deux complexes de C, f,¢g : X —= Y deux mor-
phismes de comp(C), a,b : f W= g deux homotopies reliant f a g. On appelle
homotopie du deuxiéme ordre reliant a a b, notée « : @ s b, une famille de
morphismes a = (0/ X oY e Z) telle que :
(2.5.12.1) b —at = aldiyt — dyta !
2.5.13. Remarquons pour terminer que 'isomorphisme (2.4.1) :

¢y : comp(C)° — comp(C°)
définit, en vertu de (2.5.7), un unique isomorphisme :

1 2 K(C)° — K(C)

qui est un isomorphisme de Z-catégories. Nous identifierons dorénavant le
plus souvent les catégories K(C)° et K(C®) par cet isomorphisme.
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3. Triangles distingués.

3.1. Le céne d’un morphisme.

3.1.1. Soit C une catégorie additive. On désigne par tr1(C) la catégorie
suivante :

— Les objets de tr1(C) sont les morphismes (de degré zéro) X Ly de
complexes d’objets de C.

~ Soient X LV et X' L ¥ deux objets de tri(C). Un morphisme de
X L v dans X' L V7 est un triplet (g, h,a),ou g: X — X' et h:Y — Y/’

sont des morphismes de complexes de degré zéro et ot a : f'g w— hf est une
homotopie reliant f'g a hf .
— Soient :

. f 1 I Py 1 I w1 on
(g,h,a): (X =Y)=(X"=Y") et (¢,h,a): (X =Y")—=(X"=Y")
deux morphismes de try(C) . Le morphisme composé :

(g",h",a”) (X ER V) — (X// N Y//)
est alors défini par les égalités :
9"=4dg .
(3.1.1.1) B =h'h
d'=axg+h xa
On vérifie aussitot qu’on a bien ainsi défini une catégorie. On représen-

tera le plus souvent un morphisme (g, h,a) : (X ER V) — (X' EN Y') de
tr1(C) par un diagramme :

X —

(3.1.1.2) g h
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La catégorie try(C) est additive. La somme directe de X Lyetdex' Ly
est :
G 2
o
XX ——YaY'

3.1.2. Soit X LV un objet de try(C) . Posons :

() =viox

(3.1.2.1) ‘ di,  fit! ‘ » » »
A— ‘ Yig Xt Syl g xof

e(f) 0 _dH_l

X

On vérifie qu’on a ainsi défini un complexe d’objets de C. Ce complexe est
noté ¢( f) et est appelé le cone du morphisme f. Soit maintenant :

x_ I

un morphisme de tr{(C). Posons :
Rt a

0 gi-l—l

(3.1.2.2)  c((g,h,a)) = ( ) Yig X ylig X

Ces morphismes commutent avec les différentielles de ¢( f) et de ¢(f') et par
suite définissent un morphisme de complexes :

(3.1.2.3) c((g,h,a)) cc(f) — e(f)

On vérifie qu’on a défini ainsi un foncteur ¢ : try(C) — comp(C) qu’on appelle
le foncteur cone.

Désignons par s : comp(C) — tr1(C) le foncteur X —— (0 — X ). Pour
tout objet X Ly de tr1(C), on désigne par ¢(f) : (X ER Y) — se(f) le

66



CATEGORIES DERIVEES

morphisme suivant de try(C) :

o(f) = (0.p(f),a(f)) p(f)

00— ¢(f)

(3.1.2.4)

‘ iy ‘ ‘ ‘
p(f) = Y =Yg X
0

4 0 4 4 4
a(f)Z — ( ) :Xz-l—l N Yz @ Xz-l—l

id i1
Un calcul immédiat montre que ® est un morphisme du foncteur identique

de la catégorie try(C) dans le foncteur sc.

Proposition 3.1.3. Le morphisme @ fait du foncteur cone un adjoint a

gauche du foncteur s, i.e. pour tout objet X Ly de tr1(C) et pour tout objet
W de comp(C), Uapplication canonique définie par le morphisme ® :

Homcomp(e) (¢(f)s W) — Homy ey (X £ V), sW)

est un isomorphisme.

La vérification est laissée au lecteur. On notera que le foncteur s est
pleinement fidele et que par suite le foncteur cs est canoniquement isomorphe
au foncteur identique. En fait, avec la construction choisie du foncteur ¢, le
foncteur ¢s est égal au foncteur identique. La propriété d’adjonction de (3.1.3)
peut encore se traduire comme suit : 'application définie par le foncteur :

c: Homtrl(C) ((X i> Y), SW) - Homcomp(C)(C(f)v W)

est un isomorphisme.

3.1.4. Nous allons définir dans tr1(C) une notion d’homotopie. Soient :

(gvhva)v (gl,h',a') : (X i> Y) — (X’ i; Y’)
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deux morphismes de tr1(C). Une homotopie reliant (g,h,a) a (¢',h',a’) est
un triplet (b,b', @), 0t b: g w— g' et b’ : h av— h' sont des homotopies et ou
a: f'xb+a w— b x f+ a est une homotopie du deuxieme ordre (2.5.12).
Deux morphismes de try(C) seront dits homotopes s’il existe une homotopie
les reliant. La relation : “(g,h,a) et (¢',h',a’) sont homotopes” est une re-
lation d’équivalence compatible avec la somme directe et la composition des
morphismes. On peut donc introduire la catégorie Tri(C) dont les objets sont
les objets de tr1(C) et les morphismes les morphismes de tr1(C) a homotopie
pres.

Proposition 3.1.5. Soient D, D' : (X EA Y) = (X' N Y'") deux mor-
phismes de tri(C) . Si les morphismes D et D' sont homotopes dans tr1(C),
alors les morphismes ¢(D) et ¢(D') sont homotopes dans comp(C) .

Soient D = (g,h,a) et D' = (¢',h',a’'). Supposons que D et D' soient

homotopes dans tri(C). Il existe donc des homotopies b et b’ telles que :

g —g=0bd+db |,
(3.1.5.1)

B —h=104d+ db
(Pour alléger la notation, nous avons omis dans ce calcul les exposants indi-
quant le degré des composants.) Il existe de plus une homotopie du deuxieéme
ordre « telle que :

ad—da:b'f—l—a—(f’b—l—a')

!

Un calcul immédiat montre alors que ( @ ) est une homotopie qui
. \ / 0 —b

relie ¢(D) a ¢(D’).

Corollaire 3.1.6. Les foncteurs :
c:tri(C) — comp(C) et s:comp(C)— tri(C)

sont compatibles avec les homotopies de tri(C) et de comp(C) et définissent,
en passant au quotient, des foncteurs encore notés ¢ : Tri(C) — K(C) et
s K(C) — Tri(C). Le foncteur ¢ : Tri(C) — K(C) est adjoint a gauche du
foncteur s : K(C) — Tr1(C).

Ceci résulte formellement de (3.1.5) et de (3.1.3).

3.1.7. Désignons par s’ : comp(C) — try(C) le foncteur X —— (X — 0).
Le foncteur ¢s’' : comp(C) — comp(C) est égal au foncteur de translation de
comp(C) . Le foncteur s’ transforme deux morphismes homotopes de comp(C)
en morphismes homotopes de tr;(C) et par suite définit un foncteur que nous
noterons encore s’ : K(C) — Try(C). Le foncteur ¢s' : K(C) — K(C) est égal
au foncteur de translation de K(C).
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3.2. Propriétés du foncteur céne.
3.2.1. Dans une Z-catégorie, on appelle triangle tout diagramme du type :
(3.2.1.1) X2y 272 X[

Pour désigner le triangle (3.2.1.1), on utilise la notation (X, Y, Z, u,v,w), ou
bien le diagramme :

(3.2.1.2) / \

la fleche munie d’un poussoir désignant le morphisme de degré 1 du triangle.
Soient (X,Y, Z, u,v,w)et (X', V', Z' v/ o', w') deux triangles. Un morphisme
de triangles est un diagramme commutatif :

(3.2.1.3) f| g| h| ‘f[l]

Les morphismes de triangles se composent de la maniere évidente. Les tri-
angles forment une catégorie.

3.2.2. Soit X - Y un objet de try(C). Le morphisme (fonctoriel en f) de
tr1(C) :

x_ I

(3.2.2.1) idx‘ ‘

X ——0

fournit, en appliquant le foncteur cone, un morphisme, fonctoriel en X Ly ,

(3.1.7) de comp(C) :

(3.2.2.2) q(f) el f) — X[1]
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De méme, le morphisme de tr;(C) :

0—Y
(3.2.2.3) ‘ ‘idy
X LY

fournit, en appliquant le foncteur cone, un morphisme, fonctoriel en X Ly ,
de comp(C) (3.1.2.4) :

(3.2.2.4) p(f):Y —e(f)
On peut donc associer a tout objet X Ly detr (C) un triangle de comp(C) :
(3.2.2.5) x Ly xn

On notera que ce triangle ne dépend pas fonctoriellement de I’objet X Ly

de tr1(C). Soit, en effet, D = (g, h,a): (X EA Y)— (X' ER Y') un morphisme
de tri(C). On obtient alors le diagramme :

[ T L)) of) q(f) X[
(3.2.2.6) g h (D) g[1]

[ Fl\(‘l// [ [

Y7 RN

Les morphismes p(f) et q(f) étant fonctoriels en f, les deux derniers carrés
de ce diagramme sont commutatifs, mais le premier carré est commutatif a
homotopie pres seulement. En passant au quotient par les homotopies, on

peut associer a tout objet X Ly de Try(C) un triangle de K(C) :
(3.2.2.7) x Ly ™Y xn
qui dépend fonctoriellement de X Ly, (On désigne par f, p(f), 4(f) les

classes modulo homotopie des morphismes f, p(f), ¢(f) respectivement.) On
a donc ainsi un foncteur de la catégorie Tr1(C) dans la catégorie des triangles

de K(C).
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3.2.3. L’automorphisme de translation de comp(C) s’étend naturellement en
un automorphisme 7" : try(C) — try(C) :

r(x Lovy=x My

T((g:h,a)) = (g1]. b[1], —a[1])

(3.2.3.1)

On fait alors du foncteur céne un Z-foncteur (1.5.2) en définissant un isomor-

phisme W(f) : e(f[1]) = e(f)[1] :

idy it 0
(3.2.3.2) V(f) = (Y g X2 Lyl g xR
0 —idxite

Le lecteur vérifiera que (3.2.3.2) définit bien un isomorphisme de complexes
et démontrera la proposition suivante :

Proposition 3.2.4. Lorsque f = 0 — Y, lVisomorphisme canonique :

o(f[n]) = (f)ln]

n'est autre que Uapplication identique de Y[n] . Lorsque f = X — 0, lisomor-
phisme canonique :

c(f[n]) = c(f)[n]

n'est autre que ['isomorphisme :

(—1D)™idx[n+41]

X[n+1] X([n+1]

3.2.5. Soit X £V un objet de tr1(C). On peut lui associer un triangle de
comp(C) :

(3.2.5.1) Y ey 82 xpny 2y

Or le morphisme ¢(f)p(f):Y — X[1] est le transformé par le foncteur cone
du morphisme :

0 —Y

—_—

X——0
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1l est donc nul. 1l existe donc, d’apres les propriétés d’adjonction du foncteur
cone (3.1.3), un unique morphisme :

(3.2.5.2) Je(p(f) — X[1]

tel que le diagramme :

(3.2.5.3) idcm‘ ‘J

soit commutatif et que on ait Ja(p(f)) =0 (3.1.2.4).

Proposition 3.2.6. a) Le morphisme J est un homotopisme, i.e. est un
isomorphisme a homotopie prés.

b) Le diagramme :
(3.2.6.1) J‘ ‘idym

est anticommutatif a homotopie prés.

3.2.7. Démonstration. Nous allons d’abord construire un morphisme
H: X[1] — c(p(f)) . Il suffit pour cela de construire un morphisme entre
les deux foncteurs que ces objets représentent. Soit W un objet de comp(C).
Un morphisme de c(p(f)) dans W n’est autre que, tenant compte des proprié-
tés d’adjonction du foncteur coéne (3.1.3), un couple (u,a), ot u:c(f) — W
est un morphisme de complexes et @ : 0 sv— up( f) est une homotopie. Utili-
sant encore une fois (3.1.3), on voit qu’un morphisme de c(p(f)) dans W est
un triplet (m:Y — W, a:0w— m, b:0w— mf). Associons a ce triplet
le diagramme :

X—0

(3.2.7.1) a=b—axf,
a7
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i.e. ((3.1.3) et (3.1.7)) un morphisme de X[1] dans W. On a donc associé,
fonctoriellement en W, a tout morphisme de c(p(f)) dans W un morphisme
de X[1] dans W, et par suite on a défini un morphisme H : X[1] — c(p(f)) .
Pour prouver la partie a) de la proposition (3.2.6), il suffit de montrer que :

(3.2.7.2) Le morphisme JH : X[1] — X[1] est Uidentité.

(3.2.7.3) Le morphisme HJ : c(p(f)) — c(p(f)) est homotope ¢ Uidentité.

Pour prouver la partie b) de la proposition (3.2.6), il suffit de montrer de
plus que :

(3.2.7.4) Le diagramme :

est anticommutatif.

3.2.8. Démonstration de D’assertion (3.2.7.2).

Montrons que le morphisme JH : X[1] — X[1] est I'identité. Il suffit
pour cela de voir que le morphisme J H induit ’endomorphisme identique du
foncteur représenté par X[1]. D’apres (3.1.3) et (3.1.7), le foncteur :

W — Homcomp(c)(X[l], W)

n’est autre que le foncteur :

(3.2.8.1) W —

(83
”'\F/W

D’autre part, d’apres (3.2.7), 'objet c(p(f)) de comp(C) représente le fonc-
teur :

(3.2.8.2) Wl——>{(m:Y——>W,a:me,b:OMHmf)}
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L’homomorphisme J : c(p(f)) — X|[1] correspond, ainsi qu’on le vérifie im-
médiatement, au morphisme fonctoriel :

(3.2.8.3)

X——-0

D:‘ ‘|—>JD:(0:Y—>W,O:OJW_>O,04:OM»—>O).
Q

0 —FH{W
Le morphisme H : X[1] — c(p(f)) correspond par définition (3.2.7) au mor-
phisme fonctoriel :
(3.2.8.4) X—0
t:(m:Y—>W,a:OMA—>m,b:OMA—>mf)I—>Ht:‘ ‘

FHO‘/

0 ——W

,a = b—axf.

Le composé de ces deux morphismes fonctoriels est bien l'identité, ce qui
démontre I'assertion (3.2.7.2).

3.2.9. Démonstration de D’assertion (3.2.7.3).

D’apres (3.2.8), le morphisme H.J : c(p(f)) — c(p(f)) correspond au
morphisme fonctoriel :

(3.2.9.1) t=(m:Y —W,a:0m—m,b:0w—mf)— HJt=
=0:Y —W,0:0mw—=0,b—axf:0w0)
et par suite :

(3.29.2) t—HJt=(m:Y — W, a:0w—m,axf:0wsmf)

Pour prouver l'assertion (3.2.7.3), il suffit de montrer que tout triplet de
la forme (m : Y — W, a: 0w m,ax f: 0w mf) correspond & un
morphisme homotope & zéro de c(p(f)) dans W. Or un tel triplet définit, en
utilisant (3.1.3), un morphisme :

(3.2.9.3) vie(f)— W v=(m:Y — W, axf:0mwsmf)

et une homotopie :

(3.2.9.4) a:0w—op(f)=m
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d’ot un diagramme :

(3.2.9.5) v
V

AT

0——W

définissant par (3.1.3) le morphisme n : ¢(p(f)) — W associé au triplet
(m:Y — W,a:0w—m,axf: 0w mf). Pour montrer que le mor-
phisme n est homotope & zéro, il suffit (3.1.5) de montrer que le diagramme
(3.2.9.5) est un morphisme homotope & zéro de tr1(C) et, pour cela, il suffit
de montrer qu’il existe une homotopie 5 : 0 w— v telle que Fxp(f) =a. Or
le morphisme v : ¢(f) — W a pour composants :

(3.2.9.6) vi=(m', ' fTY) Y e X - W
et on vérifie immédiatement que I’homotopie 3 de composants :
(3.2.9.7) B =(a',0): YT g X2 - W'

relie 0 & v et que S xp(f) = a, ce qui achéve la démonstration de I’assertion

(3.2.7.3).

3.2.10. Démonstration de P’assertion (3.2.7.4).
L’objet Y[1] représente le foncteur :

Y ——0

]

0 ———W

(3.2.10.1) W — ‘

et le morphisme f[1]: X[1] — Y[1] représente le morphisme fonctoriel :

Y —0 X——0

.2.10. D= — D=
(3.2.10.2) ‘ N\FO/" fI1] ‘ a*f/‘
00— W OAW
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De méme, le morphisme q(p(f)) : c(p(f)) — Y[1] représente le morphisme
fonctoriel :

(3.2.10.3)

Par suite, en utilisant (3.2.8.4), pour démontrer (3.2.7.4), il suffit de remar-
quer que pour tout diagramme :

Y ———0
-1
oy
on a He(p(f))D + fI11D =0.

3.2.11. Soient X LV £ 7 deux morphismes de comp(C). Posons gf = h.
On peut construire, avec ces données, deux diagrammes commutatifs :

(3.2.11.1) D= ‘idX ‘g ) D' = ‘f ‘idz
xX_—h .z y 9 .z

que nous interpréterons comme des morphismes de tr;(C). D’ou, en appli-
quant le foncteur cone, deux diagrammes :

o(f) 2 e(h) 2 ¢(g)

y 9

r- p(f)‘ ‘pm)
o(f) —2LL h)

Ce dernier diagramme est un carré commutatif (3.2.2.4) et peut donc étre

interprété comme un morphisme de tri(C), d’ou en appliquant encore une
fois le foncteur cone, un morphisme :

(3.2.11.3) e(I):e(g) — c(e(D))

(3.2.11.2)
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Proposition 3.2.12. a) Le morphisme ¢(I) : ¢(g) — c(c(D)) est un homoto-

pisme.
b) Le diagramme :

(3.2.12.1) W)~ c(I)

est commutatif a homotopie preés.

c¢) Le diagramme :

o(g) —————Y[1]
(3.2.12.2) c(I)‘ ‘p(f)[l]
(e(0) LD (g

est commutatif.

En effet, un calcul immédiat montre que le ¢-eme composant du mor-
phisme ¢(]) est :

(3.2.12.3) o(I)' = ARG SR ANCE CUEN R E G

id 0
0 0
0 id
0 0
Le morphisme u : ¢(¢(D)) — ¢(g) de composants :

id 0 0 0

(3.2.12.4) ' = ( ) 2P X Ty Tl X o Zigy it

0 f*1 id 0

est un inverse de ¢([) a homotopie pres, ce qui démontre la premieére assertion.
Pour démontrer la deuxieme assertion, il suffit de vérifier que le diagramme :

(3.2.12.5)

o(h) — AL (o))

est commutatif, ce qui se fait en exhibant les composants. Enfin, d’apres
(3.2.2), les propriétés fonctorielles du morphisme ¢(f) (3.2.2.2) impliquent
que le carré (3.2.12.2) soit commutatif.
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3.3. Propriétés des triangles distingués.

Définition 3.3.1. Un triangle X =Y 2% Z = X[1] de K(C) sera dit distin-

gué s’il existe un objet X' Ly de Tr1(C) et un isomorphisme de triangles

((3.2.1.3) et (3.2.2.7)) :

P B

Proposition 3.3.2. (TRI) Tout triangle de K(C) isomorphe a un triangle

distingué est un triangle distingué. Pour tout objet X de K(C), le triangle

X dx X — 0 — X[1] est distingué. Tout morphisme u: X — Y de K(C) est

contenu dans un triangle distingué X =Y = 7 2 X[1].

La premiere assertion est triviale. Pour démontrer la deuxieme assertion,
il suffit de montrer que le diagramme :

y—dx  y 0 X[1]
idX| idX| | ‘idxm
yodx oy Bdy) gy dld) g

est un isomorphisme de triangles de K(C). Il suffit donc de montrer que
c(idx ) est homotope a zéro. Or il résulte immédiatement de la définition des
homotopies dans try(C) (3.1.4) que tout morphisme de tr1(C) du type :

g

0 w

est homotope a zéro. Les propriétés d’adjonction du foncteur cone (3.1.6)
montrent alors que ¢(idx ) est homotope a zéro. Soit f : X — Y un morphisme
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de comp(C) dans la classe modulo homotopie de w : X — Y. On a alors un

objet de Try(C) : XLY. Le triangle distingué :

Lty D o) 9 ]

contient le morphisme .

Proposition 3.3.3. (TRII) Un triangle X ——Y —~ 7 - X[1] de K(C)

est distingué si et seulement si le triangle Y —— 7 =% X[1] _—E]Y[l] est

distingué.
Supposons que le triangle X —Y — Z 2 X[1] soit distingué. Il est

alors isomorphe & un triangle du type :

i 5(5) i)
x oy 22X

ott X' L ¥ est un objet de Try(C) . Il suffit donc de montrer que le triangle :

5(f) i(f) -]
Y () — X Y

est distingué. Or d’apres (3.2.6), le diagramme :

)

idy/| idc(f)‘ j‘ ‘idy,m

est un isomorphisme de triangles dans K(C). Supposons maintenant que le

triangle ¥ —— Z % X[1] _—E]Y[l] soit distingué. On en déduit par (3.2.4)

que le triangle :

of-1] w-1]
Y[-1]—— Z[-1] —— X~V

est distingué et, en appliquant deux fois I'argument précédant, que le tri-
angle :
X2y L 75 X[1]

est distingué, ce qui achéve la démonstration.
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Proposition 3.3.4. (TRIII) Soient :

+ + +

X2y Lz2X1], X2y L7252 X'
deux triangles distingués de K(C) et :

XI ul YI

(3.3.4.1) m‘ ‘n

X4 .y

un carré commutatif de K(C). Il existe un morphisme r : Z' — 7 tel que le
diagramme :
XI UI YI UI ZI wl Xl[l]

T

X4 v Y 7 Y X[]

soit un morphisme de triangles.

Par définition, les triangles proposés sont isomorphes & des triangles :

p(f) ()

v-Low e(f) Vi o,
i o(f') (')
VLW o) —— V1L

et, par suite, le carré (3.3.4.1) est isomorphe & un carré :

!
VI f WI

I

f

Vv —m—mmrouW

oug: V' —Vetg : W — W sont des morphismes de comp(C). Le carré
de comp(C) :

!
VI f WI

ol

f

Vv —>-W
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est commutatif & homotopie pres. Soit donc a : fg w— ¢’ f/ une homotopie.
Le diagramme :

VI fl WI

D= |g q'
a

v / NJ/YW

SURR N () itr)

est un morphisme de triangles dans K(C), d’ou ’existence du morphisme
r:Z'— 7.

Proposition 3.3.5. (TRIV) Soit :

Xo
e
X, L X,

un diagramme commutatif de K(C). Il existe trois triangles distingués :

X, =X, 2 7y 22X,
X, 22 X3 2 7 2L X[,
X, =2 X3 2 7, 22 X1

et deux morphismes :
my Z3 — Z2 5

m3:Z2—>Z1 5

tels que :
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a) Les diagrammes :

X, —8 X, B 7YX
idl Ull mll ‘id
U D) w
Xy . 2 7, : Xq[1]
U D) w
Xy . 2 7, : Xq[1]
U3[ id[ m3l ‘u;;[l]
X, —4 x, 1z X
sotent des morphismes de triangles.
b) Le triangle :
m m va[1]w
Ty ——s 7y — 7y ——— Z4[1]

soit distingué.

Soient f: X1 — Xy (resp. g: Xy — X3) un morphisme de comp(C) qui
soit dans la classe usg (resp. uy ). Posons h = gf : X1 — X35. Le morphisme
h est dans la classe us. Pour démontrer la proposition, il suffit de prendre
pour triangles distingués les triangles (3.2.2) :

f p(f) q(f)

X1 Xo C(f) Xu{1]
g p(g) i(9)

Xo X3 c(g) Xo[l]
h p(h) q(h)

X1 X3 C(h) Xl[l]

et pour morphismes, les morphismes :

o(D):e(f) —c(h) . (D) :e(h) — clg) ,
ou D et D' sont les diagrammes :
X1 #)Q X4 #Xg,
e e
X, —nr ., X, ——— X,
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En effet, la premiere assertion est une conséquence immédiate de (3.2.2) et,
d’apres la proposition (3.2.12), il existe un morphisme ¢(1): ¢(g) — ¢(c(D))
tel que le diagramme :

soit un isomorphisme de triangles.

3.3.6. Soit F': J — comp(C) un foncteur. Désignons par F(,,(J) la catégorie
des suites de n morphismes composables de 7 : les objets de F(, (7 ) sont les
diagrammes de J :

. f1 . f2 . fn N
W ——=1 —13 - 7 int1

Soient (ip, fp) et (jp, gp) deux suites de n morphismes composables de 7. Un
morphisme, dans F(,,(J), de (ip, f,) dans (jp, gp) est un diagramme commu-
tatif :

. fl . f2 . f3 fn .

4! 12 13 T tnt1
[hl [h2 [h3 ‘hn+1
i g1 s g2 s g3 . In st

La composition des morphismes se définit de la maniere évidente. On désigne

par Fl,,(J) 'ensemble des objets de F(,,(J) . Soit ¢ 4, J un objet de F¢1 (7).

En appliquant le foncteur F', on obtient un morphisme de comp(C) :

F(§)

Fi)) —=F@G)

qu’on peut interpréter comme un objet de Tri(C), d’ol, en appliquant le
foncteur cone, un foncteur S : Fl4(J) — K(C) :

(3.3.6.1) $(F) =82 j) = e(F(i) =2 F(j))
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Soit maintenant i < j 2k un objet de Fly(TJ). On peut lui faire cor-
respondre le diagramme suivant de Try(C) :

F(f)

F(2) F(j)
id F(g)
(3.3.6.2) piy 29 g
F(f) id
Posons :
6(f,9):5(9)— S(HIT
(3.3.6.3)

8(f,9) = p(F(N))[1G(F(g))

On obtient, en appliquant le foncteur cone au diagramme (3.3.6.2), un fonc-

teur de Fly(J) dans la catégorie des triangles de K(C) :

(33.64) (L2 k) — SU)—Sf) — St) 2 s

La fin de la démonstration de (3.3.5) montre que le triangle :

S(H) — Saf) — 500 L2 s

est un triangle distingué.
3.4. Propriétés fonctorielles des triangles distingués.

Proposition 3.4.1. Soient ¢; : K(C)° — K(C°) lUisomorphisme canonique
(2.5.13) et X 2 Y 2 Z 2 X[1] un triangle distingué de K(C). Le triangle
de K(C°) :

LLw L —iu

(e, X)[-1] A nY 01X

est distingué.
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On peut toujours supposer (3.3.1) que le triangle proposé est de la forme :

xlyMapnxn

ot f: X — Y est un morphisme de comp(C). Il s’agit alors de montrer que
le triangle :

i) wid(f) —(51 1)
(LlX)[—l] _ Llc(f) _ L1Y _ LlX

est distingué (¢y f est 'image par ¢; : comp(C)° — comp(C°) du morphisme
f)- Il résulte immédiatement des définitions de ¢y (2.4.1) et du foncteur cone
(3.1.2) que les composants et les différentielles du complexe ¢y¢( f) sont :

L1C(f)i = (LlX)i_l ® (L1Y)i )

(3.4.1.1) ~d; % (i f)

o) = |
0 diy

Par suite, on a I’égalité :

ve(f) = (= f)l-1]

et on vérifie que le diagramme :

X1 () wblf) =t
-1 (=i f)-

te(f
est commutatif. Il suffit alors d’appliquer (3.3.3) pour achever la démonstra-
tion.

1 X

Ao 1] iy

1 X

3.4.2. Soit F': [[ C; — C un foncteur multiadditif. Supposons, pour fixer
1€[n]
les idées, que les produits dénombrables soient représentables dans C. Soient

alors :
Ku F: ] K(Ci) — K(C)
1€[n]
la II-extension de F aux complexes a homotopie pres et :
Pit KH F(Xl,,XZ[l],,Xn) — KH F(Xl,,X“,Xn)[l]

les isomorphismes fonctoriels canoniques.
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Soient j € [n] et pour tout ¢ # j, X; un objet de K(C;). Désignons par
G K(C;) — K(C) le foncteur :
(3.4.2.1) X—GdX)=KnpF(Xq,....X,..., X)) ,
et par m : G(X[1]) = G(X)[1] 'isomorphisme fonctoriel déduit de p; .
Proposition 3.4.3. Pour tout triangle distingué :
X2y 272 X[
de K(C;), le triangle de K(C) :

Gx¥) 2 vy 2 arz) " Gonop

est distingué.

On peut, tout d’abord, supposer que le triangle distingué de K(C;) est
de la forme (3.3.1) :

XLy Dy xpy

ot f: X — Y est un morphisme de comp(C;). Désignons par :
H : comp(C;) — comp(C)
le foncteur :
X — H(X)=compg F'(Xy,....X,....X,,) ,

et par m : H(X[1]) = H(X)[1] I'isomorphisme fonctoriel de commutation
aux translations dans la direction j. Le foncteur (G, m) s’obtient a partir du
foncteur (H,m) en passant aux complexes a homotopie prés. Pour démontrer
la proposition, il suffit de montrer qu’il existe un isomorphisme de complexes
dans comp(C) :

J:H(c(f) = c(H(S))

tel que le diagramme ci-apres soit commutatif :

(3430 . .
(x) D gy B gy 2OUD gyxepy
id‘ id‘ J‘ m‘
(0 LU (V) R PL 11 R
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Pour tout complexe X, désignons par X le complexe obtenu en gardant

les composants de X et en annulant les différentielles. Il résulte immédiate-

ment de la définition de H qu’on a I’égalité H(X )= H(X). De méme, pour
tout morphisme de complexes f: X — Y, désignons par f: X — Y le mor-
phisme obtenu en conservant les composants de f. Il résulte alors de la défini-

tion du foncteur cone que ¢( f) = Y @ X[1], que le morphisme p(f) : Y — c(f)

est la premiére injection et que le morphisme ¢(f) : ¢(f) — X[1] est la

[ 2

deuxieme projection. Le foncteur H et le foncteur étant additifs, on en

déduit que H (¢(f)) = H(Y)® H (X[1]), que H(p(f)) : H(Y) — H(c([)) est
la premiére injection et que H(q(f)) : H(c(f)) — H(X[l]) est la deuxieme

projection. Il en résulte que :

H{c(f) = HY) @ H (X)) |

diq(y) P!

0 dyxm

o' H(X[1]) — H(Y)H!
La différentielle de H (c(f)) s’obtient sous cette forme en exprimant sim-

plement que H(p(f)) et H(q(f)) sont des morphismes de complexes. Pour
calculer ®!, il faut revenir a la définition du foncteur H et, par suite, a la
définition du foncteur complexe simple associé (2.2.2.5). On a :

H(x[)' = [ Foxp,. xbHLL Xy
UIEliei
Y=t

Hy)yH = [ P yiTL X
(3.4.3.3) o= X,
Ell:l

o' = J[ (o, )F(Xp,... 5% X0
UIEliei
Y=t
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Par ailleurs, on a (définition du foncteur cone) :

(3.4.3.4) | diryy  HH™
domipy = l
0 dyxyy/

ot le morphisme H( f) est défini par (2.4.2.6), (2.4.2.3) et (2.2.2.6) :

(3.4.3.5) qH M = I PO, 07X
o=, l;e;
Y=l
Posons alors :

Jh =

v= H 8(U’j)idF(Xil,...,)(’J'Jrl,...,)(iﬁ)
UIEliei
Y=l

Pour vérifier que les J! sont les composants d’un morphisme de complexes,
il suffit de vérifier que :

o = H(f)THo!
(3.4.3.7)
+1 41 _ gl l
U dyxpy = dacom ¥

Pour vérifier que le diagramme (3.4.3.1) est commutatif, il suffit de vérifier
que :

(3.4.3.8) U=
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La premiere égalité de (3.4.3.7) est évidente ((3.4.3.3) et (3.4.3.5)). La deuxi-
eme égalité de (3.4.3.7) résulte de (3.4.3.8). Pour vérifier (3.4.3.8), il suffit de
se reporter a la définition du morphisme m (2.3.2.1).

3.4.4. Lorsque les sommes directes dénombrables sont représentables dans
C, on a une proposition analogue & la proposition (3.4.3) pour le foncteur
Ks . La démonstration s’obtient en remplacant dans la démonstration de
la proposition (3.4.3) les produits par des sommes.
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Appendice : Commentaires sur le choix des signes.

Le foncteur cone est déterminé a isomorphisme unique pres par ses pro-
priétés d’adjonction (3.1.3). Pour pouvoir associer facilement & un morphisme
de tr1(C) un triangle de comp(C), nous avons choisi pour foncteur de trans-
lation le foncteur “céne du morphisme X — 07 ((3.1.7) et (3.2.2.7)), i.e.
décalage des degrés et changement de signe de la différentielle.

Soit F': [[ C; — C un foncteur multiadditif. La catégorie [[ comp(C;)
i€[n] i€[n]
est munie naturellement d’une structure de Z[n]-catégorie. Si on veut que

le foncteur FI" : ] comp(C;) — comp™(C) soit un Z[n]-foncteur strict, on
1€[n]

est conduit au choix des conventions que nous avons fait pour les transla-

tions : décalage des degrés dans une direction et changement de signe de la

différentielle correspondante.

Nous avons pris les conventions de [1] pour le choix du foncteur com-
plexe simple associé (a ceci prés que, dans nos complexes multiples, les
différentielles commutent entre elles). Ceci permet de définir le foncteur

Ko £ : [[K(C;) — K(C). 1l se trouve alors que Kig F'(X1,..., X;[1],..., X,)

K3
est différent de K F'(X4,..., X4, ..., X,,)[1]. Pour pouvoir néanmoins affir-
mer que le foncteur K F' transforme les triangles distingués en triangles
distingués, on est amené & définir les isomorphismes :

Pi: KHF(Xl,,XZ[l],,Xn) :> KHF(Xl,,X“,Xn)[l]

(démonstration de (3.4.3)).

Il se trouve alors que, pour ¢ # j, on a des diagrammes anticommutatifs :

Kit F(X1s oo X1 X[, )~ Ky F(X s X[ ooy X O[]

2 |

D
K F(X1,. o Xy X5[1), - D] —2—= K F(X1, .. Xy XG0 000)[2]

On a alors montré (1.5.2) comment prolonger de fagon cohérente ces isomor-
phismes en isomorphismes p(o) définis pour tout ¢ € Z[n]. Il intervient
ici un choix arbitraire. Il consiste a choisir un cocycle dans une classe de
cohomologie qui elle est bien déterminée : la classe de Koszul (1.6.3). Pour
nous conformer aux régles communément admises (par exemple [1]), nous
avons choisi de prendre dans tous les cas le cocycle de Koszul (1.6.6).






Chapitre |l

Catégories triangulées.

1. Définitions et premieres propriétés.

1.1. Définition des catégories triangulées.

Définition 1.1.1. Une catégorie triangulée D est une Z-catégorie additive
stricte (chap. I, 1.5.11) munie d’un ensemble de triangles (chap. I, 3.2.1),
appelés triangles distingués, possédant les propriétés suivantes :

TRI: Tout triangle de D isomorphe a un triangle distingué est un triangle

distingué. Pour tout objet X de D, le triangle X idx X — 0 — X[1] est
distingué. Tout morphisme u : X — Y de D est contenu dans un triangle
distingué X =Y % 7 2 X[1].

v w

TRII : Un triangle de D : X 2 YV 2 Z 2 X[1] est distingué si et

seulement si le triangle Y = Z 2 X[1] 4 Y[1] est distingué.

TRIII : Pour tout couple de triangles distingués :

XLy L z2Xx[1] ,

X 2y 7 2 X
et tout diagramme commutatif :

X—% .y

1| I

XI UI YI
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il existe un morphisme h : Z — Z' tel que (f,¢,h) soit un morphisme de
triangle, i.e. tel que le diagramme ci-apres soit commutatif :

X4t .y .7z Y X[

N

XI Uu YI v ZI w Xl[l]

TRIV : Pour tout diagramme commutatif :

X,
S
X, £ X

et tout triplet de triangles distingués :

X =X, 2oz ==X,
X, 24 X, Loz L X[,
X =X, 27, 22X
il existe deux morphismes :
my Ay — Zo
ms: hy — 11,

tels que (idx,,u1,m1) et (us,idx,,ms3) soient des morphismes de triangles,
et tels que le triangle :

mq ms v3[1]w1
Ly —= Loy —— /L1 —— Z3[1]

soit distingué.

Remarque 1.1.2. Soit (X,Y, 7, u,v,w) un triangle distingué. Il résulte de
TRII que dans la suite illimitée :

(=1)" ulr] (=) vl (=1)"wln]
e X[ ——— Y] —— 2 2] — T X 1] — -

trois morphismes consécutifs forment un triangle distingué. Les automor-
phismes de D : X —— X|[n] sont appelés automorphismes de translation.
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Définition 1.1.3. Soient D et D’ deux catégories triangulées. Un foncteur
exact de D dans D' est un Z-foncteur (non nécessairement strict) (chap. I,
1.2.4) (F,p): D — D' tel que, pour tout triangle distingué :

X2y 272 X[

de D, le triangle :
“ v (X)Fw
FX T py T ey T (PO
soit distingué (1.1.4.2).

Définition 1.1.4. Soient D;, 1 <2< mn et D, n+1 catégories triangulées.
Un foncteur multi-exact de [[ D; dans D est un Z"-foncteur tordu (chap. I,

1.4.4) (F,p) : [[ D; — D tel que, pour toute famille d’objets X; appartenant

respectivement aux catégories D;, ¢ # j, le Z-foncteur :
X— F(Xq,...,X,...,X,):D; =D

soit un foncteur exact.
1.1.4.1. Dans la définition (1.1.4), la catégorie [[D; est munie de sa

K3
Z"-structure canonique et le groupe Z™ opeére sur la catégorie D par l'in-
termédiaire de ’lhomomorphisme Z" — Z , somme des coordonnées (chap. I,
1.6.6).

1.1.4.2. Conformément a la régle des signes I (chap. I, 1.6.6), les foncteurs
multi-exacts seront, sauf mention expresse du contraire, tordus par le cocycle
de Koszul relatif & la base canonique eq,...,e, de Z" (chap. I, 1.6.4). Ceci
implique en particulier que les foncteurs exacts de D dans D' sont tordus par
le cocycle trivial.

Définition 1.1.5. Soient D une catégorie triangulée et A une catégorie abé-
lienne. Un foncteur H : D — A est appelé foncteur cohomologique si pour
tout triangle distingué :

X2y 272 X[

le diagramme :
gx 2 gy ™ gz 2 g (X))

est une suite exacte de A .
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On montrera (1.2.7) que les foncteurs cohomologiques sont additifs et
que les foncteurs multi-exacts sont multi-additifs.

Soit H : D — A un foncteur cohomologique. On utilise le plus souvent
la notation H(X) = H(X), H"(X) = H(X[n]). En utilisant Paxiome
TRIIL, on voit qu’un foncteur cohomologique associe & tout triangle distingué
X 2 Y & 7 2 X[1] une suite exacte longue :

(1.1.5.1)
H™(~w) H(u) H°(v) H(w)

= HNZ) —— HYX) —— HY) — H(Z) —
1.1.6. Soit D une catégorie triangulée. On emploie le plus souvent la ter-
minologie suivante : un triangle X = Y = Z 2 X[1] de D est dit anti-
distingué si le triangle X = Y = Z =2 X[1] est distingué. Un Z-foncteur
d’une catégorie triangulée D’ dans D est dit antiexact s’il transforme les tri-
angles distingués de D’ en triangles antidistingués de D. Le plus souvent,
pour désigner un foncteur exact de D’ dans D, on omet de faire figurer dans
la notation les isomorphismes de commutation aux translations.

1.1.7. Soient C une Z-catégorie stricte (chap. I, 1.2.2) et :
X+—X[n], nez,

les foncteurs de translation de C. Soit C° la Z-catégorie opposée (chap. I,
1.3.9). Pour tout morphisme u de C, notons ((u)) le morphisme correspondant
de C°. Cette notation est abusive car ’ensemble des objets et I’ensemble
des morphismes de C° sont égaux respectivement a ’ensemble des objets et
I’ensemble des morphismes de C. Désignons par :

X+—X][n]], nez,

les foncteurs de translations de C°. Rappelons qu’on a, pour tout objet X de
C et tout entier n € Z (chap. I, 1.3.9) :

X[-n] = X [[n]]
On appelle catégorie triangulée opposée a une catégorie triangulée D

la Z-catégorie stricte D° opposée & la catégorie D (chap. I, 1.3.9) munie de
I’ensemble de triangles distingués suivant. Un triangle de D° :

X)) W) 7 @)y @)
est distingué si et seulement si le triangle correspondant de la catégorie D :
XLy L z2Xx[1] ,

est antidistingué. On démontre aisément que la famille de triangles de D°
ainsi définie vérifie les axiomes des catégories triangulées.
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1.2. Premiéres propriétés des catégories triangulées.

Proposition 1.2.1. Soit D une catégorie triangulée. Pour tout objet X de D,
les foncteurs Homp (X, . ) et Homp( ., X) sont des foncteurs cohomologiques
a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens.

Il suffit tout d’abord de montrer que le foncteur Homp(X, .) est un
foncteur cohomologique. L’autre assertion s’obtiendra alors en passant a la

+
v w

catégorie opposée D° (1.1.7). Soit donc X' = V' = Z'" = X'[1] un
triangle distingué. Il suffit de montrer que dans le diagramme :

(1.2.1.1)
Homp (X ,u') Homp (X v') Homp (X ,w')
Homp(x,xY)————Homp(x,v)————Homyp(x,72) ———Homp (X, xX'[1])

on a : Homp(X,v") Homp(X,u') = 0 et que ce diagramme est exact en
Homp(X,Y'). En effet, 'axiome TRII permettra alors d’obtenir le méme
résultat en Homp(X, Z'). Soit donc f : X — X'. D’aprés TRI, le triangle

X I—di X — 0 — X[1] est distingué et d’apres TRII et TRIII, il existe un
morphisme g : X — Y’ tel que le diagramme ci-aprés soit commutatif :

x vy 0 X[1]

(1.2.1.2) f| 9| | ‘f[l]

On en déduit que v'f = g et que v'v'f = v'g = 0, ce qui démontre que
Homp(X,v') Homp(X, ') = 0. Soit maintenant g : X — Y’ un morphisme
tel que v'g = 0. D’apres TRII et TRIII, il existe un morphisme f: X — X'
tel que le diagramme (1.2.1.2) soit commutatif. On en déduit que g = u'f et
que par conséquent la suite (1.2.1.1) est exacte en Homp(X,Y"').

w

Corollaire 1.2.2. Dans un triangle distingué X' &Y' % 7' 2 X'[1], le
composé de deuxr morphismes consécutifs est nul.

En vertu de TRII, il suffit de montrer que v’u’ = 0. Pour cela, il suffit
de prendre X = X' dans la suite exacte (1.2.1.1) et de considérer les images
successives de idx: € Homp(X', X').

Corollaire 1.2.3. Soient (X,Y, Z,u,v,w) et (X", Y', Z' ' v, w") deux tri-
angles distingués de D et (f1, f2, f3) un morphisme de triangles. Si deux des
fi, 1 <0< 3, sont des isomorphismes, le troisiéme lest aussi.
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Supposons, pour fixer les idées, que f; : X — X' et f, : Y — Y/ solent
des isomorphismes. Pour tout objet W de D, on a un diagramme commutatif :

- = Homp(W, X) — Homp(W,Y) — Homp(W, Z) — Homp(W, X[1]) — - - -

Homyp (W, f1) Homp (W, f2) Homyp (W, f3) Homp (W, f1[1])
- = Homp(W, X') — Homp(W,Y') — Homp(W, Z') — Homp(W, X'[1]) = - - -

ot les lignes sont exactes. On en déduit, par le lemme des cing, que Homp(W, f3)
est un isomorphisme pour tout W, et par suite que f5 est un isomorphisme.

Les deux autres assertions du corollaire se déduisent de celle-ci en utilisant
I'axiome TRII.

Corollaire 1.2.4. Soient X =Y 2 Z Z X[1] et X 2 Y g X[1]

deux triangles distingués. Il existe un isomorphisme f : Z = Z' tel que le
diagramme ci-aprés soit commutatif :

Z\
v w
// .
(1.2.4.1) XLJ/\ U X[1]
v’\; /{
ZI
En effet, d’apres 'axiome TRIIL, il existe un morphisme f: 7 — 7’ tel

que le diagramme (1.2.4.1) soit commutatif. D’apres (1.2.3), ce morphisme
est un isomorphisme.

Le corollaire (1.2.4) montre donc que les triangles distingués contenant
un morphisme donné sont essentiellement uniques : ils sont déterminés a
isomorphisme pres. Mais il convient de noter que cet isomorphisme n’est pas
unique. Nous préciserons ce point en (1.2.12).

Corollaire 1.2.5. La somme directe de deux triangles distingués est un tri-
angle distingué.

Soient :

XLy L7z 2 X[

x oy g ox
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deux triangles distingués et soit de plus :

uu' m n
XX — Yoy L% (X@X')[l]

un triangle distingué contenant le morphisme u@u' (TRI). Les diagrammes :

X u Y

0 0
!

Xax' uou Yay' :

XI UI YI

0 0

id idy
!

XX P Y@y

sont commutatifs et, par suite, s’inserent en vertu de (TRIII) dans des dia-
grammes commutatifs :

X u Y v VA w X[1]

YN

!
Xox —40% ygy' M " (XX

XI u YI v ZI w Xl[l]
0 0 7 0
iXm idy: |dX’[1]
!
Xox —49% ygy' - m " (XX
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On en déduit que le diagramme ci-apres est commutatif :

! ! !

X@X'MY@Y'MZ@Z'M(X®X')[1]

id id (f. f) id

X ' U@UI ' m n '
X —22 . vagyvy L (X & X"[1]

Pour démontrer le corollaire, il suffit de montrer que le morphisme :
(ffh:Za72 — L

est un isomorphisme. Il suffit donc de montrer que, pour tout objet M, le
morphisme :

Homp (Mv (fv fl)>

est un isomorphisme de groupes abeliens; ceci résulte immédiatement de
(1.2.1) et du lemme des cinq.

Corollaire 1.2.6. Soit X =Y = 7 2 X[1] un triangle distingué de D tel
que w = 0. Il existe alors une section s : Z — Y du morphisme v. Toute
section s : Z — Y définit un isomorphisme :

(u,5)
XaZ —Y

Réciproquement, tout triangle du type :

id

0 (0, id) 0
(1.2.6.1) X—XpZ — 7 — X[1]

est distingué.

La troisieme assertion résulte immédiatement de TRI, de TRII et de
(1.2.5). Démontrons la premiere assertion. Il résulte de (1.2.1) que, pour tout
W, la suite :

(1.2.6.2) 0 — Homp(W, X) — Homp(W,Y) — Homp(W, Z) — 0
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est exacte. En prenant W = Z, on voit que 'application identique

idz € Homp(Z,Z) provient d’une application s : Z — Y, d’ou 'existence
de la section. Cette section permet de construire un diagramme commutatif :

id
(8) .., 0
X2 . xaz—~—".z

J ) e

X u Y v VA

En appliquant le foncteur Homp(W, . ), 'exactitude de la suite (1.2.6.2) et
le lemme des cinq entrainent que le morphisme :

Homp (W, (u, s)) : Homp(W, X & Z) — Homp(W,Y)

est un isomorphisme. Par suite, le morphisme (u, s) est un isomorphisme.

Remarque 1.2.7. Le corollaire (1.2.6) permet de montrer que tout foncteur

exact D' L D est additif. Tout d’abord, le triangle 0 — 0 — 0 — 0 est
distingué dans D'; par suite, le triangle :

id (o id oy
F(0) — F(0) —— F(0) — F(0)[1]

est distingué dans D. On déduit alors de (1.2.2) que F'(0) = 0. En appliquant
le foncteur F & des triangles distingués du type (1.2.6.1) et en appliquant
(1.2.6), on en déduit que F' est additif. Un raisonnement analogue montre
que tout foncteur cohomologique est additif.

Définition 1.2.8. Une décomposition d’un morphisme f : X — Y d’une
catégorie additive est un diagramme commutatif :

X / Y

(%)

Un morphisme est dit décomposable 8’1l admet une décomposition. Un scin-
dage d’un morphisme f : X — Y est un morphisme ¢ : ¥ — X tel que

Ze W waZz
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fof = [ et gfg = g. Un morphisme est dit scindable s’il possede un scin-
dage. Les morphismes décomposables sont scindables. La réciproque n’est pas
nécessairement vraie (exemple : catégorie des modules libres sur un anneau
de Dedekind non principal). Une catégorie additive est dite décomposable si
tous les morphismes de cette catégorie sont décomposables. Une catégorie
décomposable est abélienne.

Soit X LV un morphisme d’une catégorie triangulée D et soit :

X Y

(%)

une décomposition de f. Tout triangle distingué contenant f est isomorphe

au triangle :
0 idg 0 idgzp
0 0 0 0

6w

oW — L waz L o] — L Z[law[l]

ZeWw waoZz

Ceci résulte immédiatement de (1.2.4), de (1.2.5) et des axiomes TRI et TRIL
Proposition 1.2.9. Soient D une catégorie triangulée et f : X — Y un
morphisme de D . Considérons les propriétés suivantes du morphisme [ :

i) Le morphisme f admet un noyau.

ii) Le morphisme f admet un conoyau.

iii) Le morphisme f est décomposable.

iv) Le morphisme f est scindable.

On a alors les implications :
i) <= ii) <= iii) = iv)

Lorsque les produits dénombrables ou bien lorsque les sommes dénombrables
sont représentables dans D, les propriétés i), ii), iii) et iv) sont équivalentes.
Tout d’abord, on a évidemment les implications i) = @), 1) = 1),

i1) = 4v). L’implication ¢) == i¢) est équivalente & I'implication
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1) = 111) pour la catégorie opposée & D . L’implication i) = it) pour
toute catégorie triangulée est donc équivalente a 'implication 1) = i)
pour toute catégorie triangulée. Pour démontrer les implications :

1) = i) = i) = )
il suffit donc de démontrer I'implication ) = 7i7) .

1.2.10. Démonstration de la proposition 1.2.9. (suite). Démontrons
d’abord qu’un monomorphisme est décomposable. Soient f : X — Y un

monomorphisme et X Ly>»gx X[1] un triangle distingué contenant f
(TRI). Le morphisme f étant un monomorphisme, il en est de méme de f[1].
Il résulte alors de TRII et de (1.2.2) que w = 0. Il résulte alors de (1.2.6) que
le morphisme f est décomposable. Démontrons maintenant que i) = i)
dans le cas général. Supposons que le morphisme f : X — Y admette un
noyau Ker(f) — X . Le morphisme Ker( f) — X est un monomorphisme, donc
il est décomposable. Le morphisme f est donc isomorphe a un morphisme du

type :
(0:9)
Ker(f)e X' — Y

id

0
dont le noyau est Ker(f) —— Ker(f) & X'. On en déduit immédiatement
que le morphisme ¢ est un monomorphisme; par suite, il est décomposable.
Le morphisme f: X — Y est donc isomorphe & un morphisme du type :

0 id
0 0
Ker(f)a X' —— X'gVY’

1l est donc décomposable.

1.2.11. Démonstration de la proposition 1.2.9. (fin)!. Il reste & démon-
trer 'implication iv) = 1iii) sous les hypotheses supplémentaires. Remar-
quons tout d’abord que les sommes directes dénombrables sont représentables
dans D si et seulement si les produits directs dénombrables sont représen-
tables dans D°. De plus, I'implication iv) = i) pour la catégorie D est
équivalente a I'implication iv) = 7i7) pour la catégorie opposée a D. Il suffit
donc de démontrer I'implication iv) = i) lorsque les produits dénom-
brables sont représentables dans D, i.e. compte tenu de ce qui précede, de

!'Nous utilisons ici un argument dii & Freyd.
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démontrer 'implication iv) = 7). Soit donc f: X — Y un morphisme muni
d’un scindage g : Y — X. Le foncteur noyau du morphisme f: X — Y est
alors égal au foncteur noyau du morphisme gf : X — X qui est un projec-
teur de X (i.e. gfgf = gf). On est donc ramené a démontrer que, dans
une catégorie triangulée, ou les produits dénombrables sont représentables,

les projecteurs admettent des noyaux. Soit donc e : X — X un projecteur de
X. Posons X; = X, ¢ € N, soient :

o [[xi—J[x .
ieN ieN
le morphisme défini par :

(1.2.11.1) (20,21, 22,...) = (exo + (1 — €)xy, exy + (1 — €)aa,...)

La formule (1.2.11.1) définit un morphisme en interprétant les symboles

%o, T1,... comme des morphismes d’un objet quelconque de D dans les X;.
De méme, soit :
EN | B | B
ieN ieN

le morphisme défini par :
(1.2.11.2) ¥(xg,21,22,...) = (20, (1 — €)xg + ex1, (1 — €)a1 + eas,...)

1l est clair que ®V¥ = id et, par suite, le morphisme ® est un épimorphisme.
Il admet donc, d’apres les implications déja démontrées, un noyau représen-
table. D’autre part, le foncteur noyau de ® est canoniquement isomorphe au
foncteur noyau de e : X — X. Ce foncteur est donc représentable et, par
suite, le projecteur e admet un noyau. Ceci acheve la démonstration de la
proposition (1.2.9).

1.2.12. Le corollaire (1.2.4) montre que les triangles distingués contenant
un morphisme donné sont uniques a isomorphisme non unique pres. De plus,
I’axiome TRIII impose que tout morphisme de morphismes se prolonge en un
morphisme de triangles. On peut donc se demander s’il est possible de définir
la structure triangulée en associant fonctoriellement & tout morphisme de la
catégorie un triangle distingué. Nous allons montrer que dans ’affirmative la
catégorie est, sous certaines hypotheses supplémentaires, décomposable.

Proposition 1.2.13. Soient D une catégorie triangulée et Tr un foncteur
de Fl1(D) (chap.1, 3.3.6), catégorie des morphismes de D, dans la catégorie
des triangles distingués (sous-catégorie pleine de la catégorie des triangles de
D définie par les triangles distingués) :

a(f) ()
Tr(X L vy=x L v — 7(f) —= X[1]
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Si les produits dénombrables ou les sommes directes dénombrables sont re-
présentables dans D, la catégorie D est décomposable.

En effet, soit v : W — X un morphisme tel que fo = 0. On a alors un
morphisme de morphismes :

f

X ———Y

|

W———0

D’ou, en appliquant le foncteur T'r, un diagramme commutatif :

[y )

X 7(f) X[1]
(1.2.13.1) U| Tr(v, 0)] ]v[l]
% rw — o) V=0 )

Remarquons tout d’abord que la ligne du bas du diagramme (1.2.13.1) est un
triangle distingué. Par suite, le morphisme b (W — 0) est un isomorphisme
(1.2.1). Posons alors :

a(v) = Tr (v, 0)[-1]b(W — 0)7'[-1] ,

de sorte que le diagramme :

T(f)[—l] b(f)[_l] X f Y
\ %
0‘(”)\\ /%
w

soit commutatif. On vérifie aussitdot qu’on a ainsi défini une section :

a: Ker(f) — 7(f)[-1]

du morphisme canonique 7(f)[—1] — Ker(f) du foncteur représenté par
7(f)[—1] dans le foncteur noyau du morphisme f. Le foncteur noyau de f
est donc isomorphe au foncteur noyau d’un projecteur de 7(f)[—1]. Il est
donc représentable (1.2.9). On en déduit par (1.2.9) que le morphisme f est
décomposable, ce qui acheve la démonstration.
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Remarque 1.2.14. Les propriétés étudiées au numéro 1.2 n’ont fait a aucun
moment intervenir ’axiome TRIV. Elles sont donc valables pour toutes les

Z-catégories additives strictes munies d’un ensemble de triangles vérifiant les
axiomes TRI, TRII et TRIII.

1.3. Exemples de catégories triangulées.

1.3.1. Soient C une catégorie additive, K(C) la catégorie des complexes de C &
homotopie pres (chap. I, 2.5.7). La catégorie K(C) est une Z-catégorie stricte
munie d’une famille de triangles, les triangles distingués (chap. I, 3.3.1), qui
possede les propriétés TRI, TRII et TRIII (chap. I, 3.3).

Proposition 1.3.2. La catégorie K(C), munie de la famille des triangles
distingués, est une catégorie triangulée.

Il reste & démontrer que la famille des triangles distingués de K(C) pos-
sede la propriété TRIV. Soient donc :

/\

un diagrammme commutatif et :
X =X, 2oz ==X,
X, 22 X3 27 2L X[,
X, =2 X3 27, 22 X1

trois triangles distingués. D’aprés (chap. I, 3.3.5), il existe trois triangles
distingués :

! ! ! ! ! ! ! ! !
(X17X27Z37u37v37w3) 9 (X27X37Z17u17v17w1) 9 (X17X37Z27u27v27w2)
et deux morphismes :

I [ I [
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tels que (idx,,u1,m}) et (us,idx,, m}) soient des morphismes de triangles et
tels que le triangle :

! !
P m'1 P mg v3 1]y

Zy —= Zy — Z{ - Z:I),[l]

soit distingué. De plus ((1.2.4) et (1.2.14)), il existe des isomorphismes
ij 2 2 — Zy, 1 <5 <3, tels que (id,id,4;) soient des isomorphismes de
triangles. Il suffit alors de poser :

my = 22m1123_1 . Z3 — Z2 ) ms = Zlmglgl : Z2 I Z1
Les morphismes my et m3 possedent les propriétés demandées par "axiome

TRIV.

1.3.3. Soit C une catégorie additive. A tout objet X de C, on associe le
complexe de C dont tous les composants sont nuls sauf le composant de
degré zéro qui est égal a X. On définit ainsi un foncteur de C dans comp(C),
et en composant avec le foncteur canonique comp(C) — K(C), un foncteur

de C dans K(C).

Ces foncteurs sont pleinement fideles et injectifs sur les ensembles d’ob-
jets, et réalisent donc C comme sous-catégorie pleine de comp(C) et K(C) . Par
la suite, la catégorie C sera toujours considérée comme sous-catégorie pleine
de comp(C) et K(C) par l'intermédiaire de ces foncteurs.

1.3.4. Soit C une catégorie abélienne. Pour tout complexe X de C , on désigne

par H’(X) objet de C :

(1.3.4.1) H(X) = Ker(d)/Im(dx")

Pour tout morphisme de complexes X EN Y, on désigne par :
HO(f) : HO(X) — H(Y)
le morphisme induit par f. On définit ainsi un foncteur :
H® : comp(C) — C
qu’on appelle le zéro-iéme objet de cohomologie. Ce foncteur transforme les
morphismes homotopes en morphismes égaux et, par suite, fournit un fonc-
teur encore noté :

HY . K(C)—C
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Proposition 1.3.5. Soit C une catégorie abélienne. Le foncteur :
HY : K(C) —C

est un foncteur cohomologique.

En effet, d’apres (chap. I, 3.3.1), il suffit de montrer que, pour tout objet
XLy de tr1(C) (chap. I, 3.1.1), la suite :

H(o(£) HG4()
_

m HY( HO(e(f)) ——— HO(X[1])

H?(X) Y)

est exacte. En utilisant la propriété TRII (1.1.1), on voit qu’il suffit de mon-
trer que la suite :

H(o(£) HG4()
_

HO(Y) HO(e(f)) ——= H°(X[1])

est exacte, ce qui résulte immédiatement des définitions (chap. I, 3.1.2 et
3.2.2).

Le foncteur H° : K(C) — C est appelé le foncteur cohomologique cano-
nique. On pose H"(X) = H°(X[n]) conformément & I'usage.

Proposition 1.3.6. Soit C une catégorie abélienne. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) La catégorie K(C) est abélienne.

ii) La catégorie K(C) est décomposable (1.2.8).

iii) La catégorie C est décomposable.

L’équivalence ¢) <= i¢) résulte de (1.2.9). L’'implication i¢) = i¢) est

évidente car C est une sous-catégorie pleine de K(C). Pour tout complexe X
de C, désignons par H*(X) le complexe :

On vérifie que le foncteur H* : K(C) — K(C) est une équivalence de catégories
lorsque C est décomposable. On en déduit I'implication i) = ii).
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1.3.7. Soit F': ] C; — C un foncteur multi-additif. Supposons que les pro-
1€[n]
duits dénombrables soient représentables dans C . Il résulte immédiatement
de (chap. I, 3.4.3 et 3.4.4) que la Il-extension du foncteur F' aux complexes
a homotopie pres :
KnF : ] K(C:) — K(C)

1€[n]

est un foncteur multi-exact. Ce foncteur est un Z"-foncteur tordu par le co-
cycle de Koszul conformément a la régle des signes (chap. I, 1.6.6). Résultats
analogues pour le foncteur Kg F'.

1.3.8. Soit C une catégorie additive et ¢ : K(C)® — K(C°) I'isomorphisme
canonique ¢ = ¢; (chap. I, 2.5.13). Munissons la catégorie K(C)® de la struc-
ture triangulée décrite en (1.1.7). Il résulte de (chap. I, 3.4.1) que ¢ est un
foncteur exact entre catégories triangulées. Par suite, ¢ est un isomorphisme
de catégories triangulées. Nous identifierons dorénavant, sauf mention du con-
traire, les catégories triangulées K(C)° et K(C®) a I’aide de 'isomorphisme ¢ .
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2. Localisation dans les catégories triangulées.

2.1. Systémes multiplicatifs de morphismes [16].

2.1.1. Soit C une catégorie (non nécessairement additive). Un ensemble 5
de morphismes de C est appelé un systéme multiplicatif si il possede les
propriétés suivantes :

SM1) Le composé de deux morphismes composables de .S est un élément
de 5. Pour tout objet X de C, le morphisme identique de X est un élément
de §'.

SM2) Tout diagramme :

se s

peut se compléter en un diagramme commutatif :

Tout diagramme :
te s

peut se compléter en un diagramme commutatif :

SM3) Pour tout couple de morphismes f,g : X == Y, les propriétés
suivantes sont équivalentes :
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i) Il existe un morphisme s de 5, de source Y, tel que sf = sg.

i) Il existe un morphisme ¢t de 5, de but X, tel que ft = gt.

Un systeme multiplicatif est dit saturé s’il possede la propriété suivante :

SM4) Si f, g et h sont trois morphismes composables et si les morphismes
fg et gh appartiennent & 5, alors le morphisme g appartient a 5.
2.1.2. Soit D une catégorie triangulée. Un systeme multiplicatif S de D est
dit compatible avec la triangulation s’il possede les propriétés suivantes :

SM5) Pour tout élément s de S et tout entier n € Z, le morphisme
s[n] appartient & 5. Autrement dit, S est stable par les automorphismes de
translation.

SM6) Pour tout couple de triangles distingués :
(X,Y, Z,u,v,w) , (XY Z' u v w
et tout diagramme commutatif :

X v

XI Uu YI

ou s et s' sont des éléments de 9, il existe un morphisme appartenant & S :
" Z — 7' tel que (s,8',5") soit un morphisme de triangles.

Remarque 2.1.3. 1) Soient D une catégorie triangulée, S un systéme mul-
tiplicatif de D compatible avec la triangulation et D° la catégorie triangulée
opposée a D . L’ensemble S de morphismes de D° est un systeme multiplicatif
de D° compatible avec la triangulation de D° (1.1.7).

2) Soient D une catégorie triangulée et S un ensemble de morphismes de
D possédant les propriétés SM1), SM5) et SM6). Alors ’ensemble S possede
aussi la propriété SM2). En effet, il suffit de montrer que tout diagramme :

XI

‘SES

z—1
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se complete en un diagramme commutatif :

ZI ___g___> XI
tes a ‘5
VA #X

car alors la deuxiéme assertion de SM2) s’obtiendra en passant a la caté-
gorie opposée. Par TRI) et TRII), on sait qu’il existe un triangle distingué
(X,Y, Z[1],u,v, f[1]) et, par TRI), on sait qu’il existe un triangle distingué
(XY, Z' Jus,v',w'). On a alors un diagramme commutatif :

XI us
-

5‘ ‘idy

X v

Le morphisme idy appartient a S (SM1) et, par SM6), on obtient un mor-
phisme s’ : Z' — Z[1] appartenant a 5 tel que (s,idy,s’) soit un morphisme
de triangles. En particulier, le diagramme ci-apres est commutatif :

d’ou, en utilisant SM5), la premiére assertion de SM2).

2.1.4. Les systemes multiplicatifs des catégories triangulées seront, sauf men-
tion expresse du contraire, compatibles avec la triangulation. Ils seront donc
appelés simplement et par abus de langage, systemes multiplicatifs.

2.1.5. Soit D une catégorie triangulée. Une sous-catégorie triangulée pleine
de D est une sous-catégorie pleine de D stable par translations, munie d’une
structure triangulée telle que le foncteur d’inclusion soit un foncteur exact
(pour la commutation stricte aux translations). Une sous-catégorie triangulée
pleine de D est une sous-catégorie additive de D (1.2.7). Une sous-catégorie
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pleine de D admet au plus une structure triangulée compatible avec le fonc-
teur d’inclusion. Soit D’ une sous-catégorie pleine de D stable par transla-
tions. Pour que D' admette une structure triangulée faisant de D’ une sous-
catégorie triangulée pleine de D, il faut et il sufflit que pour tout couple X , Y
d’objets de D’ et tout morphisme f: X — Y, il existe un triangle distingué
de D : (X,Y,Z,f,g,h),0u Z est un objet de D’.

2.1.6. Soit D une catégorie triangulée. Une sous-catégorie triangulée pleine
D’ de D est dite saturée si elle posséde la propriété suivante :

Tout facteur direct dans D d’un objet de D’

(2.1.6.1) ) . .
est isomorphe a un objet de D'.

(Un facteur direct d’un objet Y est un objet X tel qu’il existe un objet 7 et
un isomorphisme X & 7 =Y ).

2.1.7. Soit D' une sous-catégorie triangulée pleine d’une catégorie triangulée
D. Désignons par S(D') 'ensemble de morphismes de D défini de la maniere
suivante :

(2.1.7.1)
Un morphisme f: X — Y appartient a S(D') si et seulement s’il existe

un triangle distingué de D : (X,Y,Z, f,q,h), ot Z est un objet de D'.

Proposition 2.1.8. Lensemble S(D') (2.1.7.1) est un systéme multiplicatif
(2.1.4) de D. 1l est saturé si et seulement si la sous-catégorie D' est saturée.

Pour prouver la premiére assertion, il suffit en vertu de (2.1.3), de mon-
trer que 'ensemble S(D') possede les propriétés SM1), SM3), SM5) et SM6).
Nous allons montrer successivement que I’ensemble S(D’) possede ces pro-
priétés, et nous démontrerons ensuite la derniere assertion.

2.1.9. L’ensemble S(D') posséde la propriété SM1). Tout d’abord, il est clair
que pour tout objet X de D, le morphisme id x est un élément de S(D’). Ceci
résulte immédiatement de TRI) et du fait que les objets nuls de D’ sont des
objets nuls de D. Le fait que ’ensemble S(D') est stable par composition
résulte immédiatement de l’axiome TRIV) et de (1.2.4). Nous laissons au
lecteur le soin de faire les vérifications.

2.1.10. L’ensemble S(D') posséde la propriété SM3). 1l suffit tout d’abord
de montrer que lorsqu’on a un diagramme X = Y EN 7, avec s € S(D'),

fs =0, il existe un diagramme Y Lzt W, avect € S(D'),tf =0. Car
alors, en passant aux catégories opposées, on obtiendra la réciproque et, par
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suite, SM3). Par hypotheése, il existe un triangle distingué (X,Y, N, s, h,u),
ot N est un objet de D'. Comme on a fs = 0, il résulte de (1.2.1) qu’il
existe un morphisme g : N — Z tel que f = gh. Soit alors (N, Z, W, g,t,v)
un triangle distingué contenant g (TRI). On a alors tg = 0 (1.2.2) et, par
suite, tf = tgh = 0. Tout revient donc a montrer que ¢t est un élément de
S(D'), ce qui résulte immédiatement de TRII).

2.1.11. L’ensemble S(D') posséde la propriété SM5). Résulte immédiate-
ment de TRIT) et du fait que la sous-catégorie D' est stable par translation.

2.1.12. L’ensemble S(D') posséde la propriété SM6). Soient (X,Y, Z, u,v,w)
et (XY, Z' ' v w') deux triangles distingués de D et :

X —rt—

XI Uu YI

un diagramme commutatif, ot s et s’ appartiennent a S(D’). Il s’agit de trou-
ver un morphisme s” : Z — Z' de S(D’) tel que (s, s, ") soit un morphisme
de triangles. On peut tout d’abord supposer qu’on est dans I'un des deux cas
suivants :

a)OnaX =X'ets=idx.
b)OnayY =Y et s’ =idy.

En effet, tout morphisme de morphismes se factorise :

X —4 .y

id x s'

XI Uu YI

et on obtiendra le morphisme s” en composant (on a déja montré que ’en-
semble 5(D’) est stable par composition). Ensuite, le cas b) se déduit du cas
a) en passant aux catégories opposées. Il suffit donc de traiter le cas a), qui
est alors une conséquence immédiate de TRIV).
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2.1.13. Si la catégorie D' est saturée, l’ensemble S(D') est saturé. Soient
f, ¢, h trois morphismes composables tels que fg et gh soient des éléments
de S(D’). Utilisant 'axiome TRIV, on peut construire un diagramme :

V. V. N
'YV .

ot Ny et N3y sont des objets de D', ot les cinq triangles hachurés sont des
triangles distingués et ou les deux triangles non hachurés sont commutatifs.
On en déduit que s[1]t = 0 (1.2.2). De plus, en vertu de SM1) et SM5), le
morphisme s[1]¢ est un élément de S(D’). Il existe donc un triangle distin-
gué du type (Z,Y[2],N,0,u,v), ou N est un objet de D'. On en déduit, en
utilisant (1.2.6) et TRII, que Y est facteur direct d’un objet de D'. Par suite,
Y est isomorphe a un objet de D'. On en déduit, en utilisant (1.2.4), le fait
que D' soit une sous-catégorie triangulée de D et le triangle distingué :

Ny

i T

Yli IilX

S

que X est isomorphe & un objet de D’. Par suite, le morphisme ¢ est un
élément de S(D').

2.1.14. Sil’ensemble S(D') est saturé, la sous-catégorie D' est saturée. Soit
X un facteur direct d’un objet de D'. En utilisant (1.2.6) et TRII, on voit
qu’il existe un triangle distingué (X,Y, N,0,u,v), ot N est un objet de D'
Par suite, le morphisme nul X — ¥ est un morphisme de S(D’). Appliquons
alors la propriété SM4) aux trois morphismes 0 — X — 0 — Y. On en déduit
que le morphisme X — 0 est un élément de S(D’). Il existe donc un triangle
distingué (X,0,N,0,0,7), ou N est un objet de D'. Par suite, le morphisme
N = X[1] est un isomorphisme. On en déduit que X est isomorphe & N[—1],
qui est un objet de D’. Ceci acheve la preuve de la proposition (2.1.8).
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2.1.15. Soit D' une sous-catégorie triangulée pleine d’une catégorie triangu-
lée D. Le systéme multiplicatif S(D') (2.1.7) est appelé le systéme multiplicatif
associ€ q la sous-catégorie D',

Proposition 2.1.16. Soit F' : Dy — Dy un foncteur exact entre deux catégo-
ries triangulées (1.1.3). Soit S(F') Uensemble des morphismes de Dy qui sont
transformés par F en isomorphismes de Dy . Soit D'(F) la sous-catégorie
pleine de Dy définie par les objets de Dy qui sont transformés par F' en ob-
jets nuls de Do .

a) La sous-catégorie D'(F') est une sous-catégorie triangulée strictement
pleine (tout objet de Dy isomorphe d un objet de D'(F) est un objet de D'(F))
el saturée.

b) L’ensemble S(F') est un systéme multiplicatif saturé de Dy .

¢) L’ensemble S(F') est le systéme multiplicatif associé a la sous-catégorie
D'(F) (2.1.15).

La preuve est facile et laissée au lecteur qui pourra démontrer de méme

la proposition ci-apres :
Proposition 2.1.17. Soit H : D — A un foncteur cohomologique d’une
catégorie triangulée dans une catégorie abélienne. Soit S(H ) l’ensemble des
morphismes de D qui sont transformés, ainsi que leurs translatés, en des
isomorphismes de A. Soit D'(H) la sous-catégorie pleine de D définie par
les objets de D qui sont transformés, ainsi que leurs translatés, en des objets
nuls de A .

a) La sous-catégorie D'(H) est une sous-catégorie triangulée strictement
pleine et saturée.

b) L’ensemble S(H) est un systéme multiplicatif saturé de D .

¢) L’ensemble S(H ) est le systéme multiplicatif associé a la sous-catégorie

D'(H) (2.1.15).
2.2. Construction de la catégorie localisée.

2.2.1. Soient C une catégorie (non nécessairement additive) et S un systéeme
multiplicatif de C. Désignons, pour tout objet X de C, par /X (resp. X\9)
la catégorie dont les objets sont les morphismes de S de but X (resp. de
source X ) et dont les morphismes sont les diagrammes commutatifs :

y — 4%y

N
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X
/X s,te s
u

y — 4 .y )

(resp.

Pour tout couple X, Y d’objets de C, posons :

(2.2.1.1) Home(s-1)(X,Y) = lim Home(.,Y)
(S/X)°

(Le “point” dans la formule (2.2.1.1) désigne la source d’un objet variable de

S/X).

Il résulte immédiatement des propriétés SM1), SM2) et SM3) que la caté-
gorie (5/X)° est filtrante [6]. Il en résulte qu'un élément de Home(s-1)(X,Y)
est une classe de diagrammes du type :

D=X2X"2Y, 6 se§ |,

deux diagrammes Dy = X <&~ X; L Y et D, = X &2 X, 22 YV
appartenant a la méme classe si et seulement s’il existe un diagramme :

Dy=X &2 X3 2y | s3€ 8,

et un diagramme commutatif :

Pour tout élément f € Hom¢(X,Y), on désigne par Q(f) la classe du dia-

gramme X Hdx X L v. Pour tout morphisme s : Y — X, s € 5, on

désigne par Q(s)~" la classe du diagramme X <V Wy oy
Désignons alors par FI(C(571)) 'ensemble :

H HomC(S_l)(va)v
(X,Y)eO0b(C)xOb(C)
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parset b: FI(C(S™!)) == Ob(C) les applications :

m € Homg(s-1y(X,Y), s(m)=X, bm)=Y
et par id : Ob(C) — FI(C(5™')) lapplication X ~— Q(idx). On définit
ainsi un diagramme C(5~1) = (Ob(C), FI(C(S71)), s, b,id). On a de plus un
couple d’applications noté abusivement :

Q = (idop(c) : Ob(C) — Ob(C) . Q : FI(C) — FI(C(S™")))
Théoréme 2.2.2. a) [l existe une et une seule loi de composition partielle-
ment définie sur FI(C(S™1)) telle que :

1) C(S™Y) soit une catégorie.
2) Q(s) soit un isomorphisme et Q(s)™1

3) Pour tout diagramme D = X S X' Y, s€e8,omait D=
Q(m)Q(s)™" (D € Homg(s-1)(X,Y) est la classe de D).

4) Q soit un foncteur.

son inverse (s € 5).

b) Tout morphisme de C(S™') peut s’écrire comme un composé Q(t)~1Q(m),
m e FIC), te s, (resp. Q(p)Q(s)™L, p e FIC),scS).

c) Le foncteur Q) commute aux limites projectives finies et auz limites induc-
tives finies.

d) Pour toute catégorie A, la composition avec le foncteur () définit un fonc-
teur :

Hom(Q, A) : Hom(C(S™1), A) — Hom(C, A)

(Hom désigne la catégorie des foncteurs). Le foncteur Hom(Q,.A) est injectif
sur les objets, pleinement fidéle, et 'image de Hom(C(S™1), A) est la sous-
catégorie strictement pleine de Hom(Q), A) définie par les foncteurs de C dans
A qui transforment les morphismes de S en isomorphismes.

La démonstration de ce théoreme est laissée au lecteur, qui pourra
consulter [16]. Nous nous bornerons a décrire la composition des morphismes
dans C(S™1). Soient Dy € Home(s-1)(X,Y) et Dy € Home(s-1y(Y, Z) deux
morphismes composables de C(S7!). Soient Dy = X <= X' 5 V et

Dy =Y Sy P 7 deux diagrammes de C dans les classes D; et Dy . En
utilisant SM2), complétons le diagramme :

X! Y'!
k\ / te s
Y
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en un diagramme commutatif :

On obtient alors un diagramme D3 = X i 7" 2 7 ot le composé st’ ap-
partient & .S (SM1). On vérifie que la classe D3 de D3 dans Home(s-1y(X, Z)
ne dépend que des classes Dy et Dy . Le morphisme D3 est le composé dans
C(S™1) des morphismes Dy et D, .

Remarque 2.2.3. a) Il résulte de la quatrieme assertion du théoréme (2.2.2)
que la catégorie C(S™1) munie du foncteur @ : C — C(S5™!) est solution
d’un probleme universel : le foncteur ¢ transforme les morphismes de 5 en
isomorphismes, et tout foncteur de C dans une catégorie A qui transforme les
morphismes de S en isomorphismes se factorise d’une maniere unique par @) .
La catégorie C(.S~!) munie du foncteur @ est donc déterminée & isomorphisme
unique pres par cette propriété.

b) Soient C une catégorie et S un ensemble de morphismes de C qui ne soit
pas nécessairement un systeme multiplicatif de C . Il existe toujours une caté-
gorie C(S71) et un foncteur @ : C — C(5™') qui transforme les morphismes
de 5 en isomorphismes, tel que tout foncteur de C dans une catégorie A
transformant les morphismes de 5 en isomorphismes se factorise d’une ma-
niére unique par ) . Lorsque 5 est un systeme multiplicatif de C , le théoreme
(2.2.2) donne une description simple de la catégorie C(S™'); il donne de plus
des propriétés supplémentaires du foncteur @) (assertions b) et ¢) ) qui ne sont
pas vraies en général.

Corollaire 2.2.4. Soient C une catégorie et S un systéme multiplicatif de C .

a) L’ensemble S est un systéme multiplicatif de C°, la catégorie opposée a
C. On a un isomorphisme canonique de catégories :

(€°(571)° — (57
Cet isomorphisme induit en particulier des isomorphismes :

Homc(5_1)(X,Y) — l_Hg HomC(X, )
Y\S
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b) Lorsque la catégorie C est additive, la catégorie C(S™1) est additive et le
foncteur Q) est additif.

c) Soit S Uensemble des morphismes de C qui sont transformés par Q en
isomorphismes de C(S5™Y). L’ensemble S est un systéme multiplicatif saturée
de C . Tout systeme multiplicatif saturé de C qui contient S contient S .

La premiere assertion résulte immédiatement de la propriété universelle
de C(S71):1a catégorie (C°(571))° est une solution de ce probleme. La deuxi-
eme assertion résulte immédiatement des assertions b) et ¢) du théoreme
(2.2.2). 1l résulte immédiatement de la description des morphismes de C(.571)
qu'un morphisme f de C est transformé par () en isomorphisme si et seule-
ment §’il existe deux morphismes de C, g et h, tels que gf et fh soient
définis et appartiennent a 5. On en déduit immédiatement que ’ensemble s
possede les propriétés SM2) et SM3). De plus, il résulte de la définition de
S que cet ensemble posséde les propriétés SM1) et SM4). L’ensemble S est
donc un systeme multiplicatif saturé de C. La derniere assertion de (2.2.4)
est triviale.

2.2.5. Soient C une catégorie et 5 un systéme multiplicatif de C . La catégorie
C(S™1) est appelée la catégorie localisée de C par rapport au systéme S . Le
foncteur @ : C — C(S571) est appelé le foncteur de localisation. Le systéme
multiplicatif S est appelé le saturé du systeme S'.

Théoréme 2.2.6. Soient D une catégorie triangulée et S un systéme mul-
tiplicatif de D (2.1.4). Désignons par D(S™1) la catégorie localisée de D et
@ : D — D(S71) le foncteur de localisation.

a) Il existe sur D(S™1) une et une seule structure de Z-catégorie stricte telle
que () soit un Z-foncteur strict.

b) 1l existe sur D(S™') une et une seule structure triangulée telle que Q
soit un foncteur exact. Les triangles distingués pour cette structure sont les
triangles isomorphes aux images par () des triangles distingués de D .

c) Tout foncteur exact (resp. cohomologique) F' : D — D' dans une ca-
tégorie triangulée (resp. abélienne) qui transforme les morphismes de S en
isomorphismes se factorise d’une maniére unique par Q : D — D(S71)
en un foncteur evact (resp. cohomologique) G : D(S™') — D'. Soient
Fi,Fy, : D == D' deux foncteurs exacts (resp. cohomologiques) qui trans-
forment les morphismes de S en isomorphismes; G1,Gy : D(S™1) = D’
leurs factorisations respectives et m : Iy — Fy un morphisme de foncteurs
exacts (resp. cohomologiques). Il existe un et un seul morphisme de foncteurs
p:GL— Gy tel que m = pxQ) .

La premiere assertion est une conséquence immédiate du théoreme (2.2.2)
et de SM5). La troisieme assertion est une conséquence immédiate de la
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deuxieme assertion et du théoreéme (2.2.2). Il reste donc a démontrer la
deuxiéme assertion. Soit 7 I’ensemble des triangles de D(5™1) qui sont iso-
morphes aux images par ) des triangles distingués de D . On vérifie sans
difficulté que I’ensemble 7 posseéde les propriétés TRI et TRII. Pour démon-
trer qu’il possede la propriété TRIII, nous aurons besoin d’un lemme :

Lemme 2.2.7. Soient u: X — Y et v’ : X' — Y’ deux morphismes de D

et :
ox) —2 o)

m‘ ‘p
!
Q(X') M, Q(Y’)
un diagramme commutatif de D(S™1). Il existe un morphisme v’ : X" — Y

et deux diagrammes commutatifs de D :

XII UII YII

5‘ ‘t s,te s

u
X——— ;

XII u” YII
-

|

XI Uu YI

tels que m = Q(£)Q(s)™" et p = Q(9)Q(H) ™.

Supposons le lemme démontré et montrons que I'ensemble 7 possede la
propriété TRIII. En utilisant la définition de ’ensemble 7, on est ramené a
démontrer : étant donné deux triangles distingués de D :

(X,Y, Z,u,v,w) , (XY, Z ' 0" w')
et un diagramme commutatif de D(S~1) :

Q(u)
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il existe un morphisme r : Q(Z) — Q(Z') tel que (m, p, ) soit un morphisme
de triangles. En utilisant le lemme (2.2.7), on est ramené a envisager les deux
cas suivants :

a)m=Q(s) L, p=Q(t)™, s,t €5 et le diagramme :

XI ul YI

L

est commutatif.

by m=Q(f), p=Q(g) et le diagramme :

X —u

/| I

XI ul YI

est commutatif.

Dans le cas a), la propriété résulte alors de la propriété SM6) (2.1.2).
Dans le cas b), la propriété résulte de la propriété TRIII pour les triangles
distingués de D.

2.2.8. Démonstration du lemme 2.2.7. En vertu du théoreme (2.2.2),
il existe un morphisme ¢ : Y — Y ¢ € 5, tel que pQ(t) = Q(g), ou
g:Y" — Y’ . On construit alors pas & pas le diagramme suivant :

XII

53

52

1
51 1

) G N
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tel que :
1) On ait 1’égalité us; = tul et 51 € 5. Ceci se fait en utilisant SM2).

2) On ait les égalités m@Q(s152) = Q(f'),ou f': X)) — X' est un morphisme
de D, uf = ufsy et s5 € 5. Ceci se fait en utilisant le théoreme (2.2.2).

3) On ait égalité u'f's3 = gufss, v = ulss, et s3 € 5. En effet, le
diagramme de D :
"
x Uy v
2
' u’ '
X —Y

n’est pas nécessairement commutatif. Mais le diagramme de D(S™!) obtenu
en appliquant le foncteur ) au diagramme précédent est commutatif. On a
donc Q(v'f") = Q(guy) : Q(XY) — Q(Y"). 1l en résulte, par définition des
morphismes de D(571), qu’il existe un morphisme s3 € S : X" — X tel
que u' f's3 = gulss.

Pour achever la démonstration du lemme, il suffit de poser [ = f’'s3,
S = 818253 .

2.2.9. Fin de la démonstration du théoréme 2.2.6. Il reste & démontrer
que ’ensemble T possede la propriété TRIV. Nous savons maintenant que cet
ensemble possede les propriétés TRI, TRII et TRIII. On peut donc utiliser les
résultats du numéro 1.2 (1.2.14). En particulier, il résulte de (1.2.4) que tous
les triangles de 7 contenant un morphisme donné sont isomorphes. On peut
donc, par des réductions analogues a celles utilisées dans la démonstration
de la proposition (1.3.2), se ramener, pour démontrer la propriété TRIV, a
des diagrammes de D(57!) qui sont images par ) de diagrammes analogues
de D. La vérification est alors facile. Nous laissons au lecteur le soin d’en
mettre au point les détails.

2.2.10. Soient D une catégorie triangulée, B C D une sous-catégorie triangu-
lée pleine et S(B) le systeme multiplicatif associé a B (2.1.15). On notera D/B
la catégorie D(S(B)~!). La catégorie D/B est appelée la catégorie quotient
de la catégorie D par la catégorie B . Le foncteur canonique @ : D — D/B
est appelé le foncteur de passage au quotient. Soit F' : D — D' un foncteur
exact (resp. cohomologique) dans une catégorie triangulée (resp. abélienne).
On désigne par Ker(F') et on appelle noyau de I' la sous-catégorie triangulée
strictement pleine saturée définie par les objets qui sont annulés par F' (resp.
dont tous les translatés sont annulés par F') ((2.1.16) et (2.1.17)).
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Corollaire 2.2.11. Soient D une catégorie triangulée et B C D une sous-
catégorie triangulée pleine.

a) Le noyau du foncteur de passage au quotient ) : D — D/B est la plus
petite sous-catégorie triangulée strictement pleine saturée qui contienne B .

b) L’application B — S(B) qui a toute sous-catégorie triangulée strictement
pleine saturée associe son systéme multiplicatif saturé (2.1.8) est un isomor-
phisme d’ensembles ordonnés de lensemble des sous-catégories triangulées
strictement pleines saturées, ordonné par inclusion, dans 'ensemble des sys-
temes multiplicatifs saturés de D, ordonné par inclusion. L’application in-
verse associe a tout systeme multiplicatif saturé le noyau du foncteur de lo-
calisation correspondant.

¢) Un foncteur exact (resp. cohomologique) F : D — D' dont le noyau con-
tient la sous-catégorie B se factorise d’une maniére unique par QQ : D — D/B
en un foncteur G : D/B — D' qui est exact (resp. cohomologique). Un mor-
phisme de foncteurs exacts (resp. cohomologiques) dont les noyaux contien-
nent la sous-catégorie B provient d’une maniére unique d’un morphisme entre
les factorisations.

Ce sont des conséquences faciles du théoreme (2.2.6).

2.2.12. Commentaires sur la propriété TRIV. Appelons catégorie pré-
triangulée une Z-catégorie stricte munie d’une famille de triangles possédant
les propriétés TRI, TRII et TRIII. On définit de la méme facon que pour
les catégories triangulées les notions de foncteurs exacts, foncteurs cohomo-
logiques, systemes multiplicatifs.

Soit S un systeme multiplicatif (2.1.4) d’une catégorie pré-triangulée D .
La catégorie localisée D(5~!) admet une et une seule structure de catégorie
pré-triangulée telle que le foncteur de localisation soit exact. La sous-catégorie
pleine des objets de D qui sont annulés par le foncteur de localisation est
une sous-catégorie pré-triangulée pleine. On a besoin dans la pratique de
savoir, inversement, associer a une sous-catégorie pré-triangulée un systeme
multiplicatif saturé convenable. Le rédacteur ne sait le faire qu’en utilisant la
propriété TRIV. Cette propriété, de nature assez technique, a donc surtout
servi, pour l'instant, & obtenir le corollaire (2.2.11) a partir du théoréme
(2.2.6).

2.3. Propriétés du foncteur de localisation.

Proposition 2.3.1. Soient D une catégorie triangulée, B une sous-catégorie
triangulée pleine.
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Pour toute sous-catégorie triangulée pleine A telle que B C A C D,
désignons par Sp(B) (resp. Sa(B) ) le systéme multiplicatif de D (resp. A )
associé a B (2.1.7).

a) On a Sp(B)NFI(A) = Sa(B).

b) Le foncteur canonique A/B — D /B est pleinement fidéle et injectif sur
les objets. Limage de ce foncteur est Q(A), ou Q) : D — D/B est le foncteur
canonique.

¢) Le foncteur canonique DJA — (D/B)/(A/B) est un isomorphisme de
catégories.

d) Si la catégorie A est saturée (2.1.6), la sous-catégorie QQ(A) est saturée.

Pour toute sous-catégorie triangulée pleine C de D/B, désignons par
Q7 HC) la sous-catégorie pleine de D définie par les objets X de D tels que
Q(X) soit isomorphe a un objet de la catégorie C .

a)P’s La catégorie Q~1(C) est une sous-catégorie triangulée strictement pleine

de D .

b)bis Le systéme multiplicatif Sp(Q~1(C)) est composé des morphismes de D
dont limage par Q) est un morphisme de Sp/(C).

c)* La sous-catégorie Q7(C) est saturée si et seulement si la sous-catégorie
C est saturée.

d)Pis L application A — Q(A) est un isomorphisme d’ensembles ordonnés de
Uensemble des sous-catégories triangulées strictement pleines de D contenant
B (le noyau du foncteur Q) ), ordonné par inclusion, dans lensemble des sous-
catégories triangulées strictement pleines de D/B, ordonné par inclusion.
L’application inverse est Uapplication C — Q~1(C).

La premiere assertion est évidente. La deuxieme résulte immédiatement
de la description des morphismes dans les catégories A/B et D/B (2.2.1).
Pour démontrer ¢), il suffit de se reporter aux propriétés universelles des caté-
gories quotients (2.2.11). Démontrons d). Quitte a remplacer A par sa cléture
strictement pleine, ce qui modifie Q(.A) par une équivalence, on peut suppo-
ser que A est strictement pleine. Le noyau du foncteur D — D/ A est alors
la catégorie A (2.2.11). Ce foncteur se factorise en D — D/B — D/A. On
en déduit que le noyau du foncteur canonique D/B — D/ A est Q(A). Par
suite, Q(A) est saturée (2.1.16). L’assertion a)P* est évidente, de méme que
’assertion b)P*. Supposons que C soit saturée. On peut supposer de plus que
C est strictement pleine, car si ’on désigne par C la cloture strictement pleine
de C, la catégorie C est strictement pleine saturée et Q~1(C) = Q71(C). La
catégorie C est alors noyau d’un foncteur exact (2.2.11). Par suite, @ ~'(C) est
noyau d’un foncteur exact, donc saturée (2.1.16). Supposons que @ ~(C) soit
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saturée. La sous-catégorie Q(Q~(C)) est strictement pleine saturée d’apres
la démonstration de d). Or la catégorie Q(Q~1(C)) est la cloture strictement
pleine de C . Par suite, C est saturée. Ceci démontre I’assertion ¢)P*. 1l reste
a démontrer la derniere assertion. Il est clair que lorsque C est strictement
pleine, on a Q(Q~1(C)) = C. Soit A une catégorie triangulée strictement
pleine contenant B. Il nous faut montrer que A = Q7 HQ(A)). Quitte &
remplacer B par g, ce qui ne change pas la catégorie D/B (2.2.11), on peut
supposer que B est saturée, et par suite que 5 = B. Comme on a évidemment
linclusion A C Q71(Q(A)), il suffit de montrer que tout objet de D qui de-
vient isomorphe dans D/B a un objet de A est un objet de A. Soient donc
X un objet de A, Y un objet de D et m : Q(X) — Q(Y) un isomorphisme.
Le morphisme m se décompose en m = Q(f)Q(s)™!, ot s € Sp(B) (2.2.2),
et ot Q(f) est un isomorphisme. Donc f € Sp(B) car B est saturée ((2.1.8)
et (2.2.4)). On a donc un diagramme dans D:

A
TN sresm)
X Y

Le morphisme s étant un élément de Sp(B), il existe un triangle distingué
(Z, X, W,s,u,v),ou W est un objet de B (2.1.7). Par suite, W est un objet
de A, et comme A est strictement pleine, l'objet 7 appartient aussi a A
(1.2.4). Le méme argument montre alors que Y est un objet de A, ce qui
acheve la démonstration de la proposition.

2.3.2. Soient F' : C — (' un foncteur et X un objet de C'. Rappelons
qu'un objet Y de C est dit F-libre a droite sur X, ou simplement libre a
droite sur X , s’il existe un morphisme u : F(Y) — X tel que pour tout
morphisme F(Z) —2. X, il existe un et un seul morphisme w: Z — Y tel
que le diagramme ci-apres soit commutatif :

La fleche u : F(Y) — X s’appelle fléche de liberté pour le couple (X,Y)
(relativement au foncteur F'). Cela peut encore s’interpréter, en prenant un
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univers dont C et C’ soient des éléments, en disant que Y est libre & droite
sur X s’il existe un isomorphisme entre les foncteurs Z — Hom¢(Z,Y) et
Z — Home:(F(Z), X ). Nous dirons qu'un objet Y de C est F-libre a droite
s’il existe un objet X de C’ tel que Y soit libre & droite sur X . Nous dirons
qu’un objet X de C’ est F-libérable a droite s’il existe un objet Y de C libre
a droite sur X . On définit de facon analogue, par passage aux catégories
opposées, les notions d’objet libre ou libérable a gauche.

Proposition 2.3.3. Soient D une catégorie triangulée, B une sous-catégorie
triangulée pleine, Q : D — D /B le foncteur de passage au quotient (2.2.10),
Sp(B) le systéme multiplicatif de D associé a B (2.1.8).

a) Pour tout objet Y de D, les conditions suivantes sont équivalentes :
i) L'objet Y est ()-libre a droite.
ii) Pour tout morphisme s € Sp(B), s: S — T, Uapplication :

Homp(s,Y) : Homp(T,Y) — Homp(5,Y)

est une bijection.
ili) Pour tout objet B de B, Homp(B,Y)=0.
iv) Tout morphisme Y > 7 , avec s € Sp(B), admet une rétraction.

v) Pour tout objet X de D, Uapplication :
Homp(X,Y) — Homp,5(Q(X), Q(Y))

est bijective.

b) Soit Lr(Q) la sous-catégorie pleine de D définie par les objets QQ-libres a
droite. La catégorie Lr(Q) est triangulée, strictement pleine, saturée.

¢) La restriction du foncteur de passage au quotient a Lr(Q):

QILr(Q): Lr(Q) — D/B

est pleinement fidéle et injective sur les objets.

d) Soit Libr(Q) C D/B la sous-catégorie pleine définie par les objets
Q-libérables a droite de D/B . La sous-catégorie Libr(Q) est triangulée stric-
tement pleine. St les produits ou les sommes directes dénombrables sont re-
présentables dans D, la catégorie Libr((Q)) est saturée.

e) Le foncteur ) envoie Lr((Q)) dans Libr(Q). La catégorie Libr(Q) est la
cloture strictement pleine de image de Lr(Q). Les fleches de liberté sont
des isomorphismes.
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f) Un objet Z de D appartient ¢ Q1 (Libr(Q)) si et seulement s'il existe
un objet libre a droite Y et un morphisme s : Z — Y, ou s appartient a
Sp(B), le saturé du systéme Sp(B) (2.2.4, (¢)).

g) Le foncteur d’inclusion Lr(Q) C Q™ (Libr(Q)) admet un adjoint a gauche
R:Q Y Libr(Q)) — Lr(Q).

Lp(Q) === Q! (Libp(Q)) ——— D

S

Libp(Q) ———DJB

Soit W : Libp(Q)) — Lr(Q) un foncteur quasi-inverse a Q|Lr(Q) (cf. c) et
e)). On peut prendre pour foncteur R le foncteur Y@, ou on désigne par
Q1 : QY Libr(Q)) — Libr(Q) le foncteur induit par Q . Le foncteur ¥ est

adjoint a droite au foncteur Q)1 .

2.3.4. Démonstration de la proposition 2.3.3 : Démontrons a). Tout
d’abord, si Y est Q-libre a droite, le foncteur X — Homp(X,Y) est iso-
morphe au foncteur X — Homyp,3(Q(X),Z), pour un objet Z convenable
de D/B. Par suite, le foncteur X — Homp(X,Y') transforme les morphismes
de Sp(B) en isomorphismes. Ceci démontre 'implication ¢) = ). L’impli-
cation i) = i) résulte de ce que le morphisme B —— 0 est un morphisme
de Sp(B). L'implication 7i7) = iv) résulte de la définition de Sp(B) et de
(1.2.6). L'implication iv) = v) résulte de I'isomorphisme (2.2.4) :

HomD/B(Q(X)vQ(Y)) e hir% HomD(Xv )
Y\Sp(B)

Enfin, 'implication v) = i) est évidente : Y est libre a droite sur Q(Y).

L’assertion b) résulte de a), iii). L’assertion ¢) résulte de a), v). Il résulte
aussi de a), v) que les objets de D/B qui sont libérables a droite sont les objets
de D /B qui sont isomorphes dans D/B aux images par ) des objets Q-libres a
droite. Les fleches de liberté sont des isomorphismes. Ceci démontre e). Il est
alors clair que Libg(()) est une sous-catégorie triangulée strictement pleine.
Soit Z = Z1& Z; un objet de Libr(Q) . Il existe donc un objet Q-libre a droite
Y et un isomorphisme Q(Y) — Z; @ Z,. Le foncteur X — Homp(X,Y)
admet donc un projecteur, et par suite la décomposition de Z en somme
directe définit sur Y un projecteur. Les facteurs de Z seront dans Libr(Q))
si et seulement si ce projecteur est décomposable, ce qui est le cas lorsque
dans D les sommes ou produits dénombrables sont représentables (1.2.9).
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Ceci démontre d); démontrons maintenant f). Un objet Z de D appartient
a Q7Y Libr(Q)) si et seulement s’il existe un objet Q-libre & droite Y et un
isomorphisme dans D/B : Q(Z) — Q(Y). Un tel isomorphisme est de la

forme m = Q(s)71Q(t), ot s € Sp(B) et t € Sp(B) ((2.2.2) et (2.2.4)). On

a par suite dans D un diagramme :

Z

D’apres a), iv), le morphisme s admet une rétraction s’ : X — Y qui est
un élément de Sp(B) (1.2.6). Par suite, il existe un morphisme ¢ : 7 — Y,
t e §D(B). Réciproquement, s’il existe un tel morphisme, le morphisme
Q") : Q(Z) — Q(Y) est un isomorphisme. Il reste a démontrer g). On a,
d’apreés a), v), un isomorphisme bifonctoriel :

HomQ_1(LibR(Q))(Z, \IJ(W)) —N—> HomLibR(Q)(Ql(Z), W) 5

ce qui montre que ¥ est adjoint a droite a 1 . On en déduit immédiatement
que si on note i : Lr(Q) — Q(Libr(Q)) le foncteur d’inclusion, on a un
isomorphisme bifonctoriel :

HomQ—1(LibR(Q))(Z, Z(Y)) ; HomLR(Q)(\IJQl(Z), Y)

Ceci montre que le foncteur R = W@, est adjoint & gauche au foncteur
d’inclusion et acheve la démonstration de la proposition (2.3.3).

Proposition 2.3.5. Soient D une catégorie triangulée, A et B deux sous-
catégories triangulées pleines (B strictement pleine), Sp(B) et S4(ANB) les
systemes multiplicatifs de D et A associés respectivement aux catégories B et

ANB.

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Tout morphisme X - X', avec X € Ob(A), s € Sp(B), s’insére
dans un diagramme commutatif :

X —5 X'

fy\\l '€ S4(ANB)
XII
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ii) Tout morphisme B — X , avec B € Ob(B), X € Ob(A), s’insére
dans un diagramme commutatif :

B— X
\ / B' € Ob(AN B)
BI

Les sous-catégories triangulées pleines A de D qui possedent les deux
propriétés équivalentes ci-dessus sont appelées sous-catégories B-localisantes
a droite.

b) Si A est B-localisante a droite, le foncteur canonique :
A/ANB — D/B

est pleinement fideéle et injectif sur les objets.
¢) Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) A est B-localisante a droite.

ii) Soit Q : DJANB — D/B le foncteur canonique. La sous-catégorie
A/ANB — D/ANB est formée d’objets Q-libres a droite.

L’équivalence de a) résulte immédiatement de TRIII et des définitions
des systemes Sp(B) et S4(AN B) (2.1.7). Démontrons b). Soient X et Y
deux objets de A (donc de A/ANDB).

Montrons d’abord que ’homomorphisme :
Hom 4/ 4n5(X,Y) — Homp,3(X,Y)

est injectif. Désignons par Q1 : A — A/ AN B et Qs : D — D/B les fonc-
teurs canoniques de passage au quotient. Un élément m € Hom 4/ 4q5(X,Y)
peut toujours s’écrire sous la forme m = Qq(s)7'Q1(f), s € Sa(A N B)
(2.2.2). Son image dans Homp/p(X,Y) est alors Q(s)™'Q2(f). D’aprés
(2.2.4, a)), cette image est nulle si et seulement s’il existe un diagramme
commutatif :

P
7 ! t € Sp(B)
N
X Y
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tel que uf = 0. En utilisant alors a), i), on voit qu’il existe un diagramme
commutatif :

e
13 L e SaANnB)
/ S L
-~
X Y
tel que vf = 0. Il en résulte alors que m = Q1(¢')~1Q(vf) = 0.
Montrons maintenant que ’homomorphisme :
Hom 4/ 4n5(X,Y) — Homp,3(X,Y)

est surjectif. Un élément p € Homp,3(X,Y) se met sous la forme :

p=Q20t)"'Q2(g) ., teSp(B)
En utilisant a), i), on voit qu’un tel élément s’écrit toujours sous la forme :
p=Qaxs)7'Qag") , seSulANB)

et, par suite, qu’il provient d’un élément de Hom 4/ 4n5(X,Y).

Il reste a démontrer ’équivalence de ¢). Démontrons tout d’abord que
i) = it). D’apres (2.3.1), la catégorie D/B est canoniquement isomorphe a
la catégorie (D/ AN B)/(B/AN B) et le foncteur canonique :

Q:D/ANB —D/B

est le foncteur de passage au quotient. Par suite, d’aprés la proposition (2.3.3,
a)), pour démontrer 'implication i) = i), il suffit de montrer que pour tout
objet X de A et tout objet B de B, Homp,4qz(B,X) = 0. Un élément m
de Homp, ans(B, X ) se met sous la forme Q3(f)Qs(s)™", ot :

Q3§D——>D/AQB

est le foncteur canonique, et ol s est un élément de Sp(A N B), le systéeme
multiplicatif de D associé & AN B (2.2.2). On a alors un diagramme de D:

7N

B X
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et comme B est un objet de B et s un élément de Sp(ANB), 'objet W est
isomorphe a un objet de B (1.2.4). Par suite, d’apreés la premiere assertion, le
morphisme f se factorise & travers un objet de ANB . Le morphisme Q3( f) est
donc nul, et par suite m = 0. Démontrons maintenant I'implication it) = 7).
Il suffit de montrer, d’apres a), que tout morphisme dans D, g : B — X,
ol B est un objet de B et X un objet de A, se factorise a travers un objet
de AN B. On sait par hypothese que Q3(g) € Homp, 4~3(B, X ) est nul. Par
suite (2.2.4), il existe un morphisme ¢t : X — X', t € Sp(AN B), tel que
tg = 0. Par définition de 'ensemble Sp(ANB), il existe un triangle distingué
de D de la forme (B, X, X',{,t,w), ou B’ est un objet de AN B. D’apres
(1.2.1), I’égalité tg = 0 implique que le morphisme g se factorise a travers
B’ ce qu’il fallait démontrer. Ceci acheve la démonstration de la proposition

(2.3.5).

On dit qu’une sous-catégorie triangulée pleine A de D est B-localisante
a gauche si la sous-catégorie A° de D° est B°-localisante a droite.

133






3. Abélianisation des catégories triangulées.

3.1. Construction de la catégorie A(D).

3.1.1. Soient D une catégorie additive et F{; (D) la catégorie des morphismes
de D (chap. I, 3.3.6). Un morphisme :

vy I

1 I\h

X —Yy’

de Fly(D) est dit négligeablesi f'g = hf = 0. Le composé dans les deux sens
d’un morphisme négligeable et d’un morphisme quelconque est un morphisme
négligeable ; la somme directe de deux morphismes négligeables est un mor-
phisme négligeable. Désignons par A(D) la catégorie dont les objets sont les
objets de F(1(D) et les morphismes, les morphismes de F¢;(D) a morphismes
négligeables pres, i.e. pour tout couple U et V d’objets de A(D), le groupe
Homa(py (U, V) est le quotient du groupe Homz, (p)(U, V') par le sous-groupe
des morphismes négligeables. La catégorie A(D) est additive.

Soit C une catégorie; la composition avec le foncteur canonique :
Ft(D) — A(D)
fournit un foncteur :
(3.1.1.1) Hom(A(D),C) — Hom(F(1(D),C)

Ce foncteur est pleinement fidele et injectif sur les objets. Son image est la
sous-catégorie pleine définie par les foncteurs de F¢;(D) dans C qui transfor-
ment les morphismes qui different par un morphisme négligeable, en mor-
phismes égaux.

3.1.2. Le foncteur canonique de D dans F;(D) : X (X Hyx, X) composé

avec le foncteur canonique Fly (D) — A(D) est un foncteur qu’on note :
(3.1.2.1) H:D — A(D)

Le foncteur H est additif. Il est pleinement fidele et injectif sur les objets. Il
réalise donc D comme sous-catégorie pleine de A(D).
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3.1.3. Supposons que la catégorie D soit une Z-catégorie stricte. Les fonc-
teurs de translations de D : X — X[n],n € Z,s’étendent en automorphismes

de Ft1(D) :
(X L Y) - (X[n] I Y[n])

Il résulte immédiatement de la propriété universelle de A(D) (3.1.1.1) que ces
automorphismes passent au quotient et définissent sur A(D) une structure de
Z-catégorie stricte. Le foncteur H : D — A(D) est un Z-foncteur strict.

3.1.4. Soient D et D' deux Z-catégories strictes additives et F' : D — D’
un Z-foncteur additif (tordu par le cocycle trivial). Soit Fl;(F') I'extension
de F aux catégories de morphismes :

FUi(F) (X I Y) - (FX LER FY)

Le foncteur F¢;(F') transforme les morphismes négligeables de F¢1(D) en
morphismes négligeables de F(¢;(D'). Il définit par suite un foncteur :
(3.1.4.1) A(F):A(D) — A(D")

Le foncteur A(F) est additif. Il résulte immédiatement des propriétés univer-

selles des catégories A(D) et A(D') que le foncteur A(F') est muni canonique-
ment d’une structure de Z-foncteur.

Soit F' : D' — D" un Z-foncteur additif entre Z-catégories strictes
additives. On a alors :

(3.1.4.2) A(F'YA(F) = A(F'F)

Le diagramme ci-apres est commutatif :

p#p'

(3.1.4.3) H‘ ‘H’

A(D) M>A(D’)

(les foncteurs H et H' sont définis en (3.1.2)).

Soit de méme m : F — F" un morphisme de Z-foncteurs additifs
entre D, D'. On en déduit, par les mémes arguments que précédemment, un
morphisme de Z-foncteurs :

(3.1.4.4) A(m) : A(F) — A(F")
Si m et m’ sont deux morphismes composables de Z-foncteurs additifs, on a :
(3.1.4.5) A(m’)A(m) = A(m'm)
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3.2. Propriétés de la catégorie A(D) (D catégorie triangulée).

3.2.0. Soient D et D' deux catégories triangulées. Désignons par Ex(D,D’)
la catégorie dont les objets sont les foncteurs exacts de D dans D’ et dont
les morphismes sont les morphismes de foncteurs exacts. Désignons de méme
par Z-Add(A(D),A(D’)) la catégorie dont les objets sont les Z-foncteurs ad-
ditifs de A(D) dans A(D’') et dont les morphismes sont les morphismes de
Z-foncteurs. Il résulte de ce qui précede qu’on a défini un foncteur :

(3.2.0.1) App i Ex(D,D') — Z-Add(A(D),A(D"))

Ce foncteur associe a un foncteur exact F' le foncteur A(F).

Théoréme 3.2.1. (*) a) Si D est une catégorie triangulée, la catégorie A(D)
est abélienne. Si F : D — D' est un foncteur exact entre deux catégories
triangulées, le foncteur A(F') (3.1.4.1) est exact. Le foncteur Ap pr (3.2.0.1)
est pleinement fideéle et injectif sur les objets.

b) Les objets de D sont injectifs et projectifs dans A(D) . Tout objet de A(D)
est isomorphe a un objet quotient (resp. a un sous-objet) d’un objet de D.

¢) Soit A une catégorie abélienne. Désignons par Ex(A(D),A) la catégorie
dont les objets sont les foncteurs exacts de A(D) dans A et les morphismes,
les morphismes de foncteurs. De méme, désignons par Hom(D, A) la catégo-
rie dont les objets sont les foncteurs de D dans A et les morphismes, les
morphismes de foncteurs. La composition avec le foncteur H : D — A(D)
définit un foncteur :

Ex(A(D), A) — Hom(D, A)

Ce foncteur est pleinement fidele. Son image essentielle est constituée par
les foncteurs cohomologiques de D dans A (1.1.5). En particulier, le foncteur
H :D — A(D) est un foncteur cohomologique.

La démonstration de ce théoréme nous occupera jusqu’a alinéa (3.2.9).
Nous démontrerons d’abord trois propositions intermédiaires.

3.2.2. Soit U un univers tel que la catégorie D soit U-petite, i.e. tel que
D soit un élément de U. Soit D" la catégorie des foncteurs additifs contra-
variants sur D a valeurs dans la catégorie des groupes abéliens U-petits. La
catégorie D" est abélienne et le foncteur canonique h : D — D”, qui asso-
cie a tout objet de D le foncteur qu’il représente, est pleinement fidele. Le
foncteur h transforme tout objet de D en objet projectif de D”.

(*) Ce théoréme m’a été communiqué par Freyd [17].
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Un objet de D" est dit admissible s’il est image d’un morphisme entre
foncteurs représentables. Soit Zm : Fl; (D) — D" le foncteur :

(3.2.2.1) Im (X IR Y) = image du morphisme h(f) .

Le foncteur Zm est additif et transforme les morphismes négligeables en mor-
phismes nuls. Il se factorise donc d’une maniére unique par un foncteur additif
noté abusivement :

(3.2.2.2) Im:A(D) — D"

Le foncteur composé ZmoH : D — A(D) — D" n’est autre que le foncteur
h. Un objet de D" est isomorphe & I'image par Zm d’un objet de A(D) si et
seulement s’il est admissible.

Proposition 3.2.3. Le foncteur Im : A(D) — D" est pleinement fidéle.
Soit : 7

X ——

g‘ gl‘ = (939

Xy’

un morphisme de F{; (D). Nous désignerons par Zm((g;g¢')) 'image par Im
du morphisme (g;¢'). Le diagramme de Fl4(D) :

idx

1

idx J

X#Y
I e
Yid—Y>Y

fournit, en appliquant le foncteur Zm, le diagramme :

Im((idx;f)) Im((f;idy))

(X) —————Im(f) ———— h(Y)
On a I’égalité :
(3.2.3.1) Im((f;idy)) o Im((idx; f)) = h(f)
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Soient (X,Y, flet (X',Y’, f') deux objets de A(D) . Pour démontrer la propo-
sition (3.2.3), il suffit de montrer que ’homomorphisme défini par le foncteur
Im:

(3.2.3.2)  Homa(p) (X,Y, /), (X" Y', f)) — Hompn (Zm(f),Zm(f"))
est un isomorphisme. Montrons d’abord qu’il est injectif. Soit donc :
(959") : (X, Y, f) — (XY, f)
un morphisme de F{;(D) tel que Zm((g;g')) = 0. Le morphisme composé :
Im((f';idyr)) o Im((g;9") o Tm(idx; f)

est égal au morphisme h(g'f). Par suite, h(g'f) = 0. Le foncteur h étant
pleinement fidele, on a ¢'f = 0. Par suite, le morphisme (g;g') est négli-
geable. Pour démontrer que ’homomorphisme (3.2.3.2) est surjectif, il suffit
de démontrer le lemme :

Lemme 3.2.4. Soit Im(f) — Im(f') un morphisme de D". Il existe deuz
morphismes de D, g : X — X' et ¢' : Y — Y, tels que les diagrammes
ci-apres soient commutatifs :

Im((idx; f))

(3.2.4.1) h(g)‘ a

h(X')
hx)— My
(3.2.4.2) h(g)‘ ‘h(g’)

En effet, on déduit immédiatement du lemme que le morphisme « est
égal au morphisme Zm((g;g')). Ceci résulte de I'égalité (3.2.3.1) et du fait
que Zm((idx; f)) est un épimorphisme de D”.
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Pour démontrer le lemme (3.2.4), remarquons que le morphisme :

Im((idxr5f"))
h(X") —— Tm(f")
est un épimorphisme de D”. Les foncteurs représentables étant des objets
projectifs de D, il existe un morphisme ¢ : X — X’ tel que le diagramme
(3.2.4.1) soit commutatif.

Passons maintenant & la construction du morphisme ¢’ : ¥V — Y.
Il résulte des axiomes TRI et TRII des catégories triangulées qu’il existe
deux triangles distingués de la forme (7, X, Y, u, f,v)et (Z', X", Y' ', f',v").
Comme pour tout objet W de D, le foncteur Homp(W, - ) est un foncteur
cohomologique (1.2.1), les suites :
h(u) Im((idx;f))
h(Z) h(X)  Im(f) — 0
h(u') Im((idxr3f"))
WZ')y —— h(X) — " TIm(f) — 0
sont exactes. Comme h(Z) est un objet projectif de D”, il existe un mor-
phisme ¢" : Z — 7' tel que le diagramme :

h(u)

soit commutatif. Il résulte alors de ’axiome TRIII qu’il existe un morphisme
g’ tel que (¢” ¢,¢') soit un morphisme de triangle. En particulier, le dia-
gramme (3.2.4.2) est commutatif. Ceci achéve la démonstration du lemme
(3.2.4) et de la proposition (3.2.3).

Proposition 3.2.5. Soient V et V' deux objets admissibles de D" et
a: V. — V' un morphisme de D™. Le noyau de o dans D" (resp. le conoyau
de a dans D" ) est un objet admissible de D".

D’apres (3.2.3), on peut supposer que V = Zm(f) et V' = Im(f') et
que « est le morphisme induit sur les images des morphismes h(f) et h(f')
par un diagramme commutatif :

h(X) ﬂ» h(Y)
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Soit alors (7, X,Y',u, f'g,v) un triangle distingué de D. Le diagramme :

h(fu)

hZ) h(Y)
h(u) idh(y)

h(X) _ M h(Y)
h(g) h(g")

h(f")

fournit, en prenant les images des morphismes horizontaux, un diagramme :
(3.2.5.1) Im(fu) 2V 2V

Montrons que le morphisme Zm( fu) LV estle noyau de a. Tout d’abord,
il est clair que  est un monomorphisme : en effet, Zm(fu) et V sont des
sous-objets de h(Y'). Ensuite, le composé af est nul : en effet, le morphisme
canonique h(Z) — Im( fu) est un épimorphisme ; le morphisme canonique
V' — h(Y') est un monomorphisme, et le composé h(f'gu) est I'image
par h du composé de deux morphismes consécutifs d’un triangle distingué;
ce morphisme est donc nul (1.2.2). Il reste a montrer que la suite (3.2.5.1)
est exacte en V. Soit W un objet de D. Un morphisme o de (W) dans V
provient toujours d’un morphisme de h(W) dans h(X) ( h(W) est projectif
dans D" ), i.e. d’un morphisme m : W — X . Ce morphisme composé avec a
est nul si et seulement si f'gm = 0 (V' est un sous-objet de h(Y") ). Par suite
(1.2.1), il existe un morphisme n: W — Z tel que un = m. Le morphisme
o se factorise donc par Zm( fu).

Montrons maintenant que le conoyau de o dans D est un objet ad-
missible de D*. Soit (X,Y',Z',¢'f,u/,v") un triangle distingué de D. Le
diagramme :

h(x)— ey
h(g) h(g")

nx'y —UD iy
id),(x0) h(u')

h(X/) h(ulfl)
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fournit, en prenant les images des morphismes horizontaux, le diagramme :
(3.2.5.2) Vv T f)

Tout d’abord, ¥ est un épimorphisme : en effet, V' et Zm(u'f) sont des
quotients de h(X'). Ensuite, le composé ya est nul : en effet, le morphisme
canonique h(X ) — V est un épimorphisme, le morphisme canonique :

Im(u'f) — h(Z")

est un monomorphisme et le composé h(u'g’'f) est le transformé par h du
composé de deux morphismes consécutifs d'un triangle distingué; ce mor-
phisme est donc nul (1.2.2). Il reste a montrer que la suite (3.2.5.2) est exacte
en V'. Pour cela, d’aprés les propriétés des suites exactes dans D, il suffit
de montrer que pour tout objet W de D, la suite de groupes commutatifs :

Hompn (M(W), V) — Hompna (A(W), V') — Hompn (R(W ), Zm(u' "))

est exacte. Soit donc ¢ un morphisme de (W) dans V'. Ce morphisme o
composé avec le morphisme canonique de V' dans h(Y') fournit un mor-
phisme de h(W) dans A(Y'), i.e. un morphisme m : W — Y. Le composé
vo est nul si et seulement si w'm =0 (Zm(u'f') est un sous-objet de h(Z') ).
Il existe donc (1.2.1) un morphisme n : W — X tel que ¢’ fn = m. D’ou,
en composant avec le morphisme canonique h(X) — V, un morphisme
o't h(W) — V. Comme V' est un sous-objet de h(Y'), on a ac’ = 0. Ceci
acheve la démonstration de la proposition (3.2.5).

3.2.6. Il résulte de la proposition (3.2.3) que la catégorie A(D) est équiva-
lente a la sous-catégorie pleine des objets admissibles de D”. Il résulte de
la proposition (3.2.5) que la sous-catégorie pleine des objets admissibles de
D" est une sous-catégorie abélienne de D”. La catégorie A(D) est par suite
abélienne.

Proposition 3.2.7. Toute suite exacte de A(D) :
0— Vl I V2 I V3

est isomorphe a une suite de A(D) déterminée par un diagramme commutatif

de D :

Uy U3

0 X3 Xy X3 P
4
id 1<e<3
0 v, — My —y Y,
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tel que le diagramme :

uy fauz

Xy Xs Y

puisse s’insérer dans un triangle distingué (X1, X2, Ys, u1, faua, us) .
Ceci résulte immédiatement de la démonstration de la proposition (3.2.5).

3.2.8. Démonstration des assertions a) et b) du théoréme 3.2.1.
Nous avons déja montré (3.2.6) que la catégorie A(D) est abélienne. Soit
F: D — D' un foncteur exact. Il résulte immédiatement de la proposition
(3.2.7) que le foncteur A(F) est exact a gauche. Par ailleurs, il est clair d’apres
la construction de la catégorie A(D), que la catégorie A(D°)° est canonique-
ment isomorphe a la catégorie A(D) et que le foncteur A(F°)° est canonique-
ment isomorphe au foncteur A(F’). Le foncteur F° étant exact (1.1.7), on en
déduit que A(F°) est un foncteur exact a gauche et, par suite, que le foncteur
A(F) est aussi exact a droite, donc exact. Les objets admissibles de D” sont
isomorphes a des sous-objets et des objets quotients de foncteurs représen-
tables. Par suite (3.2.3), tout objet de A(D) est isomorphe & un sous-objet
et a un objet quotient d’un objet de D. Les foncteurs représentables sont
des objets projectifs dans D”. Ils sont donc (3.2.5) projectifs dans la sous-
catégorie pleine des objets admissibles de D, Par suite (3.2.3), les objets de
D sont des projectifs de A(D). On en déduit que les objets de D° sont des
objets projectifs de A(D°) et par suite, en passant aux catégories opposées,
que les objets de D sont des objets injectifs de A(D). La démonstration en
forme du fait que Ap ps est pleinement fidele peut étre sans danger laissée
au lecteur : un morphisme entre foncteurs exacts est uniquement déterminé
lorsqu’on connait ses valeurs sur suffisamment d’objets projectifs.

3.2.9. Fin de la démonstration du théoreme 3.2.1. Montrons d’abord
que le foncteur H : D — A(D) est un foncteur cohomologique. Soit :

(X7Y7 Z7f7g7h)
un triangle distingué de D. Il faut démontrer que la suite :

) vy 2z

est exacte. Pour cela ((3.2.3) et (3.2.5)), il suffit de montrer que la suite :

(3.2.9.1) xX) — vy 22 gz
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est exacte dans D”. La suite (3.2.9.1) est exacte si et seulement si pour tout
objet W de D, la suite :

Hompn (W(W), k(X)) — Hompn (R(W), A(Y)) — Hompa (R(W), h(Z))
est exacte. Or ceci résulte de ce que h est pleinement fidele et de (1.2.1).
Soit alors A une catégorie abélienne et :
Ex(A(D), A) — Hom(D, A)

le foncteur “composition avec H 7. Il est clair que ce foncteur est pleine-
ment fidele : un morphisme entre foncteurs exacts est uniquement déterminé
lorsqu’on connait ses valeurs sur suffisamment d’objets projectifs. Il reste

a démontrer que tout foncteur cohomologique ¥ : D — A se factorise a
travers A(D) :

D\H A(D)
(3.2.9.2) . ‘cp
A ’

le foncteur ¢ étant exact. Pour tout objet X LV de A(D) posons :
o (X 7, Y) = Image dans A de ¥(X) ) U(Yy) ().

On détermine ainsi un foncteur de A(D) dans A tel que le diagramme (3.2.9.2)
soit commutatif. Montrons que ® est un foncteur exact. Il résulte immédiate-
ment de (3.2.7) que ® est exact a gauche. En passant aux catégories opposées,
on montre de méme que ® est exact a droite. Ceci acheve la démonstration
du théoreme (3.2.1).

Remarque 3.2.10. 1) La propriété universelle décrite dans le théoreme
(3.2.1, ¢)) détermine la catégorie A(D) a équivalence pres.

2) Lorsque dans D les sommes dénombrables ou bien les produits dénom-
brables sont représentables, tous les objets projectifs (resp. injectifs) de A(D)
sont isomorphes a des objets de D. En effet, un tel objet est facteur direct
dans A(D) d’un objet de D. Il est donc noyau d’un projecteur d’un objet de
D. Or sous les hypotheses faites, les projecteurs sont décomposables dans D
(1.2.9).

(*) On remarquera que la construction du foncteur @ fait intervenir le choix d’un foncteur
“image” dans A. Ce choix est bien entendu unique & isomorphisme unique prés. On peut tou-

jours imposer, ce que nous ferons désormais, que le foncteur “image” associe & tout morphisme

. id
identique idy dans A, I'objet T' muni du morphisme 7L,
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4. Objets spectraux.

Nous reprenons, pour 'adapter aux catégories triangulées, I’exposition
des suites spectrales de [1], chap. XV, §7.

4.1. Définition des objets spectraux.

4.1.1. Soit J une catégorie et, pour tout n € N, soit F(,,(J) la catégorie des
suites de n» morphismes composables de J (chap. I, 3.3.6). Nous utiliserons
trois foncteurs notés s; : Flo(J) — Fl1(J), 1 <i<3:

L2 c0ob Fl(T)

(f g) !
$1/l— — ) = — |
(f g) gf
S|l — — ) ==

(f g)_g
$3|l— — ) =—

(4.1.1.1)

et deux morphismes de foncteurs :

Uy 1 81 — 8o défini par :
f
—
ul(_L_L):;dl Lo
—
(4.1.1.2) 97
Ug : 89 — 83 défini par :
af
—
uQ(_L_L):fl | id
—
g

4.1.2. Soient D une catégorie triangulée et J une catégorie. Un objet spectral
de type J a valeurs dans D est un objet constitué par deux foncteurs :

a) Un foncteur X : Fl(J) — D :

(—f—>) — Xf
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b) Un foncteur de Fly(J) dans la catégorie des triangles distingués de D de
la forme :

¥ g Xxug(wa) Xxug(wa) &(w2)
Wy = (——> ——>) — Xy Xy X, Xf[l]

Pour désigner les objets spectraux de type [J, nous utiliserons la notation
(Xy, f € ObFU(T), 6(ws), ws € Ob Fly(T)), ou plus simplement (X, 6)

quand aucune confusion n’en résulte.

4.1.3. Soient C une catégorie additive et F' : J — comp(C) un foncteur.
On a montré au chapitre I, (3.3.6) comment associer a F' un objet spectral
de type J a valeurs dans K(C). L’objet spectral décrit au chapitre I, (3.3.6)
est appelé 'objet spectral associé au foncteur F.

4.1.4. Soient A une catégorie abélienne et J une catégorie. Un objet spectral
de type J a valeurs dans A est constitué par :

a) Une suite de foncteurs H" : Fl4(J) — A, n € Z.

b) La donnée pour tout objet wy, = L. de Fly(T) et tout entier n,
d'un morphisme 6"(wy) : H™(g) — H™Y(f), fonctoriel en wy , tel que le
diagramme :

H"suq(ws) H" xug(ws) 6™ (ws)

— () ——— H"(¢]) H'(g) —— H"*(f) — -

soit une suite exacte illimitée de A .

Nous utiliserons la notation :
(H™(f), f € ObFly(T), §"(ws), wy € Ob Fla(T))

pour désigner les objets spectraux de type 7, ou plus simplement (H™(f), )
quand aucune confusion n’en résulte.

4.1.5. Soit F': D — D’ un foncteur exact entre deux catégories triangulées.
Soit (Xy,6) un objet spectral de type J a valeurs dans D. Le couple des
foncteurs (F' Xy, F'6) est un objet spectral de type [J a valeurs dans D'. De
méme, un foncteur cohomologique H : D — A d’une catégorie triangulée
dans une catégorie abélienne transforme les objets spectraux a valeurs dans
D en objets spectraux a valeurs dans A.

4.1.6. Soient D une catégorie triangulée et (Xy,6), (Yy,68') deux objets
spectraux de type J a valeurs dans D. Un morphisme d’objets spectraux est
un morphisme de foncteurs :

my: Xy — Yy | fEObfﬁl(j) ,
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tel que pour tout objet wy = S5 e Fly(T) , le diagramme ci-apres soit
commutatif :
Xy M’ Xf[l]
mg‘ ‘mf[l]
Y, ) Yy

Soient A une catégorie abélienne et (H™(f),6), (H'"(f),¢') deux objets
spectraux de type J a valeurs dans A. Un morphisme d’objets spectraux est
une suite de morphismes de foncteurs :

m"(f) H"(f) — H"™(f) , f€ObFUL(T) , nel ,

telle que pour tout objet wy = T2 e Fly(TJ) et tout entier n, le
diagramme ci-apres soit commutatif :

6" (w2)

() ()
)] st
1) L gy

Les objets spectraux de type J a valeurs dans D (resp. .A) forment une
catégorie.

4.2. Mécanisme des suites spectrales.

4.2.1. Soient A une catégorie abélienne et (H"(f),¢) un objet spectral de
type J . Pour tout objet wy = T4 de Fly(TJ), posons :

n=1(0,)
o [2]--ria =n
"xug (wa)
~ Ker (H"(f) L 1" (gf)
(4.2.1.1)
" (w2)
(-l et
H" xug(ws2)

~Im(H"(g9f) ——— H"(g))
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On a ainsi défini deux foncteurs de Fy(J ) dans A. On a par définition
des inclusions :

o[ Jems o) mn

n
fr9
Soit wy = 1+ & L un objet de Fls3(J).

Proposition 4.2.2. On a les inclusions :

n

sl ezl emo

La deuxieme inclusion est mise pour mémoire. Pour démontrer la pre-
miere inclusion, il suffit de montrer que le composé des deux morphismes de
la suite :

H* (k) = H" (g) =% H™(f)
est nul. Or I'objet —& " de Fly(J) fournit la suite exacte :

H™ (k) 2% H™(g) -~ H"(hg)

et le morphisme de Fly(J) :

f g
— —

a| o, 9], |
— —

fournit le diagramme commutatif :

HY(g) —2— ()

7
03
H"(hg) -

D’ou la proposition.
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4.2.3. Posons alors :

(4.2.3.1) E [;3] =E [f,z,h] =7 [f?g] /B [g?h]

On a ainsi défini un foncteur de F3(J) dans A.

Soit maintenant ws = 2 2 4y objet de Fl3(J) . L’objet ELRNELN

de Fly(J) fournit la suite exacte :

H™(f3) = H™(fufs) — H™(fs) == H"(f3)

De plus, le morphisme dans Flz(7) :

f2 I3
SN —
id | id | 2
SN —
f2 fafs

fournit le diagramme commutatif :

H(fofs) — 2 H™1(fy)
/

|
o (fy) -

Par suite, le diagramme :

H"(fofs) ————— H™(f1) ——— g+ (fy)

| e

™ (fs) ——— 14 (fy)

définit un morphisme :

") - n et n—l—l]
v ( 3)‘Z|:f37f4:| a (f2)/B|:f27f3
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On vérifie que :

Im (¥"(w3)) = B [f;l,—;l;?)] /B [?:fﬂ

Le morphisme U™ (ws) définit par suite un isomorphisme :

R "ol it e
I P Py R P VA VR

Soit alors wy = & 2 L i By, objet de Fl5(J). Les mor-

phismes canoniques :

n n n
£ [fa,f4,f5] 7 [fg,fJ / g [fzfz,fJ — 0

n+1 n+1 n+1
0__>B|:f27f4f3:| /B|:f27f3:| —>E|:f17f27f3:| ’

composés avec l'isomorphisme ®"( f2, fs, f1) , définissent un morphisme :
(4.2.3.2)
n n [ n n+1
d (W5)Id (f17f27f37f47f5):E :| ——>E|: :|

_f37f47f5 f17f27f3
On a:
" _ [ n+1 n+1
Im(d(ws)) = 5 _f27f4f3] /B [f%fa] 7
(4.2.3.3)

Ker(d"(ws)) = Z :fafzb, f4] /B [f:fs]

Le morphisme d"(ws) dépend fonctoriellement, en un sens évident, de w; .

Proposition 4.2.4. Soit w; = LT N N (N N LN | S objet de

Flz(J). Posons :
dl = dn_l(f37f47f57f67f7) P

dy = d"(f1, fa, f35 f1, f5)
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Le composé des morphismes :

n—1 dy n _di> n+1
£ [f57f67f7] -k [fa,f4,f5] o [fl,fz,fg]

est nul. On a un isomorphisme canonique :

(4.2.4.1) Ker(dy)/Im(dy) ~ E [f3f27f47f6f5]

Résulte immédiatement de (4.2.3.3) et (4.2.3.1).
4.2.5. Les morphismes d"(w3), ws € Ob Fl5(J), sont appelés les différen-
tielles (relatives al’objet spectral considéré). La famille des foncteurs (4.2.3.1)
w3 — B {53} , w3 € ObFl3(J), munis des différentielles (4.2.3.2) d™(ws),
ws € Ob Fl5(T), est appelée la famille spectrale associée a 'objet spectral
(H"(f).0).
Jio fo fa Ja

4.2.6. Soit wy = —— == == —= un objet de Fly(J). On en déduit un
diagramme dans Fl3(J) :

id id id 1
S h h Jaf1 Ja
id id Ja
id
Ja Ja I3/ V! V!
id /3
id id
V! Jafs Ja Ja Ja
Ja id id id

i3
w3

n n n n
0= [fz,f4f3] / b [fz,fg] — [fl,fz,fg] — [fl,fg,f4f3] =0,

n

n n
fl,fz,f4f3] —F [fl,fgfz,fJ —F [fzfl,f:a,ﬁ;] -
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n n n n
0—F [fzfl,f:a,fJ —k [fz,fg,fJ 7 [fz,fg] / 7 [fthfz] -0

Soit alors f;, ¢ € Z, une suite illimitée de morphismes composables de [J .
On déduit de ce qui précede et de la définition des différentielles, une suite
exacte illimitée :
1 dn—l
n— i3 i3
o B |:fi+37fi+47fi+5:| E |:fi+17fi+27fi+3:| - B |:fi+17fi+3fi+27fi+4:| -
n & 1
— E |:fi+27fi+37fi+4:| — B |:fi7fi+17fi+2:| —

Le lecteur curieux élucidera les rapports de cette suite exacte avec la suite
exacte a b termes de bas degré des suites spectrales classiques.

4.2.7. Tout diagramme commutatif de A :

s

XI - X XII ,

® n

dans lequel la ligne est exacte, définit par l'intermédiaire de 1 un isomor-
phisme ([1] p.316, Lemme 1.1) :

Im()/ Im(¢") ~ Im(¢))

Soit w3 = ELINE T EN objet de Fl3(J). En appliquant la remarque

précédente au diagramme :

/Hn(f2f1)
6
e
H" 1 (f3) L>H”(f2) —H"(fsfo)

on obtient un isomorphisme :

~

(4.2.7.1) E [ . fB] S Am(H (o fy) — H(fs )
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En appliquant la méme remarque au diagramme :

/Hn(f2f1)\
7 \ .

H"(fi)——H"(f3fo i) ——H"(f3f2) .

on obtient un isomorphisme :

(4.2.7.2)

~

E [f17f27f3] — m(H"(f2/1) = H*(fafo /1)) [ Im(H"(fr) — H*(f3f2 1))-

4.3. Les termes F {_Oo " } .
,Psq, 00

4.3.1. Soit Z l'ensemble ordonné Z complété par un élément initial —oo
et un élément final +o0o. Par abus de notation, nous désignerons également
par Z la catégorie associée a I’ensemble ordonné Z. Un morphisme de 7 est
donc un couple p < ¢, o p et ¢ sont des éléments de Z. Une suite ordonnée
p1 < py < --- < p, définit un objet de Fl,_1(Z) noté (p1,p2,...,ps). Un
morphisme de Z est dit fini si sa source et son but appartiennent & Z. Un
objet F(,(Z) est dit fini si les morphismes qui le composent sont finis.

4.3.2. Nous nutiliserons dans ce travail que les objets spectraux de type i,
qui seront appelés dorénavant objets spectrauz. On retrouve ainsi la notion

du chapitre XV, §7 de [1]. Soit (H”(p, q),0,p<q¢€ Z) un objet spectral a

valeurs dans une catégorie abélienne A . Posons :
(4.3.2.1) FPH"™(—00,+00) = Im(H"(—00,p) — H"(—00,+))

On a FT*H"(—00,4+00) = H"(—00,+) et F~*° H"(—00,4+00) = 0. Les
FPH™(—00,400) forment une filtration croissante de type Z de H"(—o00, +00).
De plus, pour tout couple p < ¢ on a un isomorphisme (4.2.7.2) :

n
F ~ FTH"(—00,4+00) /| FPH"(—00, +00
|:_Oovp7Q7+OO:| ( )/ ( )

153



J.-L. VERDIER

n
p—r+1,pp+1,p+r |7’
peL,r e€Z,r >0, car ceux-ci permettront, sous des hypotheses conve-
nables, de déterminer le gradué associé a H"(—o00,+00). Pour nous ramener

aux notations de loc. cit., nous poserons :

4.3.3. On s’intéresse plus particulierement aux termes V

n _ 1—p:ntp
E {p—ﬁp—lmm-l-r—l} =1 ’
r.e. :
(4331) vaq =E |:—p—7’,—p—pl-!——qp7_p-|—7’—1:| y Py q € VA 9 1 S T S +00 .

Les différentielles correspondantes seront notées :

TP ptrg—r+1
d,: 107 — 18

Il nous arrivera tres souvent d’utiliser la notation :

n —_ I PP
L {p—r-l—l,p,p-l—l,p-l-r} =1L
e
(4.3:3:2) % = E {Q—T-I-?,q{);—-l?l,q-l—r—l} P g€, 2SS F00

Les différentielles correspondantes seront notées :

. P,q ptrg—r+1
d, 1129 — TI7 .

Nous préciserons dans chaque cas la notation utilisée. Remarquons que lors-
qu’on utilise la notation (4.3.3.1), les termes 127 sont définis pour » > 1, alors
que lorsqu’on utilise la notation (4.3.3.2), les termes II2'? ne sont définis que
pour r > 2.

L’ensemble des termes F p—7’+1,p7?p+1,p+7’ ,np e, 1 <r < 400,

munis des différentielles correspondantes, est appelé la suite spectrale associée
a l'objet spectral (H"™(p,q),0(p,q,7)).
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4.4. Convergence.

4.4.1. Pour une étude détaillée de la convergence des suites spectrales, nous
renvoyons a loc. cit. Nous n’utiliserons que le critere suivant :

Définition 4.4.2. On dit qu’un objet spectral (H"(p,q),¢) a valeurs dans
une catégorie abélienne A est stationnaire, si pour tout entier n, il existe
deux entiers u(n), v(n) € Z tels que :

H"(p,q)=0, u(n)<p<g<+4oo

H"(p,q)=0, —o00<p<gqg<u(n)

Théoréme 4.4.3. Soit (H"(p,q),6) un objet spectral stationnaire.

a) Pour tout n, la filtration F* H"(—o00,+0), p € Z, est stationnaire, i.e. il
existe deux entiers ny < my € Z tels que :

FMH"(—00,400) =0 et F"™H"(—00,400)= H"(—00,+0)

b) Les différentielles partant de (resp. aboutissant a) F { sont nulles

sir <wv(n+1) (resp. u(n — 1) < s ), et de plus :

T7p7q75}

n

¢) Pour tout n et tout couple p < ¢, les objets E P8

} tels que :
—co<r<wvn+1l) et un-1)<s<4x

sont canoniquement isomorphes.
Ce théoreme résulte immédiatement des définitions.

Un objet spectral stationnaire fournit une suite spectrale fortement con-
vergente au sens de loc. cit. Nous dirons qu’une suite spectrale associée & un
objet spectral est stationnaire, ou encore, abusivement, convergente, lorsque
cet objet spectral est stationnaire. En utilisant 1’'une ou ’autre des notations
de (4.3.3), nous écrirons :

If’q = Hp+q(—oo,—|—oo)
2% = HP9(—00, +00)

pour indiquer qu’une suite spectrale converge. L’ensemble des termes
HPY9(—00,400) sera alors appelé ['aboutissement de la suite spectrale.
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4.4.4. Soient (H"(p,q),6), (H'™(p,q),8") deux objets spectraux a valeurs
dans A et m™(p,q) = H"(p,q) — H'™(p,q) un morphisme d’objets spec-
traux. Un tel morphisme induit un morphisme des familles spectrales cor-
respondantes, 7.e. une famille de morphismes :

st i = L
p7q7r78 p7q7r78 p7q7r78

qui commutent aux différentielles. En particulier, le morphisme m(p, ¢) induit
un morphisme des suites spectrales correspondantes :

mb?: EPY s e
(On pose ici B4 = 127 ou bien EP7 = 1127 en prenant 'une ou l'autre des
notations de (4.3.3)).

Proposition 4.4.5. On suppose que les objets spectraux :

(H"(p,q),6) et (H"(p,q),8)
sont stationnaires et que pour un entier r convenable, le morphisme :
m£7q : E7Z?7q N E/£7q

est un isomorphisme pour tout couple p,q. Alors pour tout v’ > r, le mor-
phisme :
mi?: ERt — B

est un isomorphisme. Le morphisme :
m"(—o0,4+00) : H*(—00,+00) — H'"(—00, +0)
est un isomorphisme d’objets filtrés.

En effet, les m2¢ définissent un isomorphisme entre les objets différen-

tiels gradués (EP7,d,) et (E’f’q,dr). Ils induisent donc un isomorphisme

sur les objets de cohomologie Ef_’l_ql et E;ﬂﬁ , d’ou la premiere assertion par

récurrence sur v'. Les objets spectraux étant stationnaires, le morphisme :
P4 . P9 _ 1P-q
mbf s K0 —— B

est un isomorphisme. Les E2¢ (resp. E'2)%) sont les gradués associés aux
objets filtrés H™(—o00,400) (resp. H'"(—00,+00) ). Comme les filtrations de
ces objets sont stationnaires, on en déduit que :

m"(—o0,+00) : H"(—o00, +o0) — H'"(—00,+00)

est un isomorphisme d’objets filtrés.
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Chapitre Il

Les catégories dérivées.

1. Définitions des catégories dérivées.

Dans ce paragraphe, A désigne, sauf mention du contraire, une catégorie
abélienne.

1.1. Notations et terminologie.

1.1.1. Soit A une catégorie additive (non nécessairement abélienne). On
désigne par comp®(A) (resp. comp™(A), resp. comp™(A)) la sous-catégorie
pleine de comp(.A) définie par les complexes X tels que X = 0, pour || assez
grand (resp. ¢ assez petit, resp. i assez grand). On désigne par Kb(A) (resp.
KT(A), resp. K7(A)) la sous-catégorie pleine de K(A) définie par les objets
de comp®(A) (resp. comp™(A), resp. comp™(A) ).

1.1.2. Soient maintenant A une catégorie (abélienne) et x 'un des signes
typographiques : b, 4+, —, “vide”. On désigne par comp*®(A) (resp.
comp*t(A), resp. comp*~(.A) ) la sous-catégorie pleine de comp*(.A) définie
par les complexes X objets de comp*(.A) tels que Hi(X) =0, pour |i| grand
(resp. pour ¢ petit, resp. pour ¢ grand). De méme, on désigne par K*’b(A)
(resp. K“F(A), resp. K¥7(A) ) la sous-catégorie pleine de K*(.A) définie par
les complexes X objets de K*(A) tels que H'(X) = 0, pour [¢] grand (resp. i
petit, resp. 7 grand). On introduit ainsi huit sous-catégories de K(.A) :

Kt(A)
KRN TR A
(1.1.2.1) Kb(A)\ =K 7b(,4)\ KA
KA K T(A)

T~ g
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Il résulte immédiatement de la définition des triangles distingués dans
K(A) (chap. I, 3.3.1) et des propriétés du foncteur cohomologique canonique
H: K(A) — A que les catégories K*’*l(A) C K(A) sont des sous-catégories
triangulées (chap. 11, 2.1.5) pleines (strictement si * = “vide”) et saturées

(chap. II, 2.1.6) de K(A).

1.1.3. Un complexe X de A est dit acyclique si pour tout entier ¢ , Hi(X) =0.
On désigne par Ac*(A) la sous-catégorie pleine de K*(.A) définie par les com-
plexes acycliques qui sont des objets de K*(A). Un morphisme X Y
de K(A) (resp. de comp(.A) ) est appelé un quasi-isomorphisme si pour tout

. Hi(w .
entier ¢, le morphisme H'(X) Y H'(Y) est un isomorphisme. On désigne

par Qis*(A) (ou par Qis™ lorsqu’aucune confusion n’en résulte) I’ensemble
des quasi-isomorphismes de K*(A). La sous-catégorie Ac*(A) de K*(\A) est
une sous-catégorie triangulée strictement pleine et saturée de K*(A). L’en-
semble Qis™(A) est un systéme multiplicatif saturé de morphismes de K*(.A)
(chap. II, 2.1.4). Dans un triangle distingué (X,Y, Z, u,v,w) de K*(A), le
morphisme u est un quasi-isomorphisme si et seulement si le complexe Z est
acyclique. Autrement dit (chap. II, 2.1.15), Qis™(\A) est le systéme multipli-
catif de K*(A) associé a la sous-catégorie triangulée pleine Ac™(A).

1.1.4. Soit M un ensemble d’objets de A. Un complexe de A est dit de type
M si tous ses composants sont des éléments de M. Un morphisme v : X — Y
de K*(A) ou de comp*(.A) est appelé une résolution a droite (resp. a gauche)
de X (resp. Y ) de type M si u est un quasi-isomorphisme et si Y (resp.
X ') est un complexe de type M. Le plus souvent, par abus de langage et
quand le contexte ne préte a aucune confusion, on supprime la mention “a
droite” (resp. “a gauche”). De méme le plus souvent, par abus de langage et
quand le contexte ne préte & aucune confusion, on désigne par résolution a
droite (resp. & gauche) d’un objet Y, le but (resp. la source) d’une résolution
a droite (resp. a gauche) de Y. On désigne par comp® (M), ou simplement
comp™(M) (resp. K4(M), ou simplement K*(M) ), la sous-catégorie pleine
de comp*(A) (resp. K"(A)) définie par les complexes de type M.

1.1.5. Lorsque M est I’ensemble des objets projectifs (resp. injectifs) de la
catégorie A, les complexes dont les composants sont projectifs (resp. injectifs)
sont appelés, conformément aux conventions ci-dessus, les complezes de type
projectif (resp. injectif). Le lecteur prendra soin de ne pas confondre les com-
plexes de type projectif (resp. injectif) avec les objets projectifs (resp. injec-
tifs) de la catégorie comp(.A). On constate aisément qu’un objet de comp(.A)
est projectif (resp. injectif) si et seulement s’il est de type projectif (resp.
injectif) et homotope a zéro.
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1.2. Les sous-catégories remarquables des catégories dérivées.

Proposition 1.2.1. a) Les sous-catégories K “(A) C K(A) sont Ac(A)-
localisantes a droite et a gauche (chap. 11, 2.3.5).

b) Les sous-catégories K (A) C K(A) sont Ac(A)-localisantes a droite.
b)* Les sous-catégories K™ *(A) C K(A) sont Ac(A)-localisantes a gauche.
) La sous-catégorie K'(A) C KT (A) est AcT(A)-localisante @ gauche.

)P La sous-catégorie K*(A) C K™(A) est Ac™ (A)-localisante a droite.

d) Tout objet de K ’+(A) s’envote par un quasi-isomorphisme dans un objet
de KT(A).

d)bis Tout objet de K '~(A) recoit par un quasi-isomorphisme un objet de
K7 (A).

e) Tout objet de K ’b(A) s’envote par un quasi-isomorphisme dans un objet

de KT(A).

e)bis Tout objet de K ’b(A) recoit par un quasi-isomorphisme un objet de

K™ (A).
f) Tout objet de KT"(A) recoit par un quasi-isomorphisme un objet de K°(A) .

C

C

f)bis Tout objet de K_’b(A) s’envote par un quasi-isomorphisme dans un objet

de K'(A).

Pour tout complexe X, on désigne par X (n,+o00) (resp. X(—oo,n)) le
complexe :

X(n,+o00) = ---——>0—>0——>X”/|m(d}_1) — Xt
(resp.
X(—o0,n)= -+ — X" X" Ker(d}_l) —0—0--- )

et par p: X — X(n,+00) (resp. ¢ : X(—oo,n) — X ) le morphisme de
complexes :

p? = identité, ¢ > n ,

pt=X"— X"/Im (d}_l) (morphisme canonique),
pl=0, ¢g<n-1
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(resp.
11 = identité, g<n—1,
il = Ker (d}_l) — Xt (morphisme canonique),
=0, ¢g>n ).

Remarquons que le morphisme p (resp. ¢) induit un isomorphisme sur les
objets de cohomologie en degré j > n (resp. j < n) et que H/ (X (n, +00)) = 0
pour j < n (resp. H/(X(—o00,n)) = 0 pour j > n). Toutes les assertions de
la proposition (1.2.1) se démontrent alors immédiatement en utilisant cette
construction. Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstration en
détail.

Définition 1.2.2. On appelle catégorie dérivée de A et on note D(A) la
catégorie triangulée :

D(A) = K(A)/Ac(A) = K(A) [Qis(A) ]

(chap. II, 2.2.6 et 2.2.10).

Il résulte du théoréme (2.2.6) que le foncteur cohomologique canonique
H: K(A) — A se factorise d’une maniére unique en un foncteur cohomolo-
gique encore noté :

(1.2.2.1) H:D(A) — A
et encore appelé foncteur cohomologique canonique. Le foncteur canonique
de passage au quotient est noté @ : K(A) — D(A).

Théoréme 1.2.3. a) Les foncteurs naturels qui figurent dans le diagramme :

P K T(A)/ Ac(A)\
/ \

K (A)/ Ac(A) D(A)
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sont strictement pleinement fidéles. Ils sont injectifs sur les objets et réalisent
donc les catégories K 7™(A)/Ac(A) comme sous-catégories triangulées stric-
tement pleines de D(A). Un objet X de D(A) est un objet de K "*(A)/Ac(A)
(resp. K T(A)/Ac(A), resp. K ~(A)/Ac(A)) si et seulement si H'(X) =0,
pour |i| grand (resp. 1 petit, resp. i grand).

b) Les foncteurs naturels qui figurent en traits pleins dans les diagrammes :

K+ (A)/ Act(A) K H(A)/ Ac(A)
o
K~ (A)/ Ac™(A) K Ay
KF(A)) AcH(A)
pe
K(A)] A(A) K YA/ Ac(A) - D(A)

K= (A)) Ac(A)

sont des équivalences de catégories. Il sont injectifs sur les ensembles d’objets.

¢) Les foncteurs naturels qui figurent en traits pleins dans le diagramme :

KH0(A)) Act(A) KH(A)/ Act(A)—_

K=Y (A)/ Ac(A) KZ(A)/ A ()7

sont strictement pleinement fidéles et injectifs sur les ensembles d’objets.

Résulte immédiatement de (1.2.1) et de (chap. II, 2.3.5).
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1.2.4. La sous-catégorie K "(A)/Ac(A) (resp. K F(A)/Ac(A), resp.
K " (A)/Ac(A)) de D(A) est notée D’(A) (resp. DT(A), resp. D™(A)) et
est appelée la sous-catégorie des objets bornés (resp. bornés inférieurement,
resp. bornés supérieurement). Il convient de noter que ces limitations ne s’ap-
pliquent qu’aux objets de cohomologie des complexes considérés.

1.2.5. Soient X et Y deux objets de D(A). On désigne par Ext’(X,Y)
le groupe Homp(4)(X,Y). De méme, on désigne par Ext'y(X,Y) les
groupes Ext%(X,Y[i]) ~ Ext%(X[—i],Y) (chap. I, 1.3.8). Cette notation
sera justifiée ultérieurement. Rappelons cependant que tout triangle distin-
gué (X, X', X" u,v,w) (resp. (Y, Y, Y" u,v,w)) de D(A) fournit une suite
exacte illimitée :

o= ExtY(X"Y) — Ext%(XY) — Ext%(X,Y) — Ext,(X"Y) — .

(resp.
ce— EXt?L‘(X,Y) — EXt?L‘(X,YI) — EXt?L‘(X,Y”) N Exth(){)Y) — .. )

(chap. II, 1.2.1).

1.2.6. Soit M un ensemble d’objets de A. On désigne par Dys(A) la sous-
catégorie pleine de D(.A) définie par les complexes dont les objets de cohomolo-
gie appartiennent & M en tout degré. On désigne par D};(A) la sous-catégorie
pleine Dps(A) N D*(A). Si la sous-catégorie pleine de A définie par les ob-
jets de M est une sous-catégorie épaisse de A (i.e. si elle est abélienne, si le
foncteur d’inclusion est exact et si 'ensemble des objets de M est stable par
extension), les sous-catégories D},(A) sont des sous-catégories triangulées

pleines de D(A).

1.2.7. Soient F' : A — B un foncteur exact entre deux catégories abé-
liennes et K(F) : K(A) — K(B) l'extension du foncteur F' aux complexes a
homotopie prés (chap. I, 2.5.10). Le foncteur K(F') transforme les complexes
acycliques de A en complexes acycliques de B, est exact (chap. II, 1.3.7) et,
par suite, (chap. II, 2.2.6) définit un foncteur exact D(#') : D(A) — D(B).
Le foncteur D(F') transforme les objets bornés (resp. bornés inférieurement,
resp. bornés supérieurement) de D(A) en objets de méme nature de D(B).
Le plus souvent, on utilisera la notation abusive I’ : D(A) — D(B) pour
désigner le foncteur D(F).

1.2.8. L’isomorphisme canonique (chap. II, 1.3.8) ¢ : K(A)° — K(A°)
transforme les objets de Ac(.A)° en objets de Ac(.A°) et, par suite, définit
un isomorphisme de catégories triangulées encore noté ¢ : D(A)° — D(A°).
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On identifiera dorénavant, sauf mention du contraire, les catégories D(.A)° et
D(.A°) a l'aide de l'isomorphisme ¢. Notons que cette identification identifie
la catégorie D’(A)° avec la catégorie D'(LA°), la catégorie DT(A)° avec la
catégorie D™ (A°) et la catégorie D™ (A)° avec la catégorie DT(A°).

1.2.9. Le foncteur canonique A — K(.A) (chap. II, 1.3.3), composé avec
le foncteur @ : K(A) — D(A), fournit un foncteur A — D(A) qui est
pleinement fidéle : en effet, soient X et Y deux objets de A. Un morphisme
dans D(A) de X dans Y est (chap. II, 2.2.2) la classe D d'un diagramme de
K(A) :

D=Xx 2272~y |,

ol s est un quasi-isomorphisme de K(A). Par suite, s : Z®* — X induit
un isomorphisme HO(s) : H(Z*) == H(X) = X et on vérifie aussitoét que
D =Q (H(m)H’(s)™1) . Ceci montre que I’homomorphisme :

Hom4(X,Y) — Homp(4(X,Y)

est surjectif. Montrons qu’il est injectif. Un morphisme f: X — Y dans A
définit un morphisme nul dans la catégorie D(.A) si et seulement s’il existe un
quasi-isomorphisme s : Z®* — X dans K(A) tel que fs = 0. On en déduit
que H°(f)H%(s) = 0. Comme H°(s) est un isomorphisme, on en déduit que
H(f)=f=0.

Notons que le foncteur A — D(.A) est de plus injectif sur les ensembles
d’objets et réalise par suite A comme sous-catégorie pleine de D(A). Doré-
navant, la catégorie A sera toujours considérée comme une sous-catégorie de
sa catégorie dérivée par 'intermédiaire de ce foncteur. Le foncteur cohomolo-

gique canonique D(.A) M A, restreint a la sous-catégorie A, est le foncteur
identique.

Proposition 1.2.10. a) Un objet X de D(A) est isomorphe a un objet de
A si et seulement st H'(X) = 0, pour tout i # 0. Il est alors canoniquement
isomorphe a H°(X).

b) Soient X etY deux objets de A. On a :

Ext%4(X,Y)=0, pour n<O0,
Ext%(X,Y) = Hom4(X,Y)

Démontrons a). Il est clair que Hi(X) =0, pour ¢ # 0, lorsque X est
un objet de A. Soit X un objet de D(A) tel que H'( X)) soit nul, pour 7 # 0.
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Le complexe X (0, +00) (démonstration de (1.2.1)) est alors quasi-isomorphe
3 X, et le morphisme canonige H’(X (0, +00)) — X (0, +00) est un quasi-
isomorphisme. Ce qui montre que X est isomorphe dans D(A) & H°(X).

Démontrons b). La deuxiéme égalité est mise pour mémoire et résulte
de ce que A est une sous-catégorie pleine de D(A). Un morphisme dans
D(A) de X[—n] dans YV est de la forme Q(m)Q(s)™', ot m : Z* — Y est
un morphisme de K(A) et s : Z* — X[—n] est un quasi-isomorphisme de
K(A). Le morphisme 7 : Z*(—oco,n + 1) — Z* (démonstration de (1.2.1))
est alors un quasi-isomorphisme. Par suite, on a :

QUm)Q(s)™" = Q(m)Q()Q()™'Q(s) ™ = Q(mi)Q(si) ™"

Lorsque n est strictement négatif, mi = 0. Par suite, @(m)Q(s)~! = 0.

Définition 1.2.11. On désigne par AP la sous-catégorie pleine de D(.A)
définie par les translatés des objets de A.

La catégorie APt est donc (contrairement & la sous-catégorie A ) une
sous-Z-catégorie de D(A). Un objet de D(A) est isomorphe & un objet de
ABt si et seulement s'il ne posséde qu’un seul objet de cohomologie non nul.

1.3. Le é-foncteur canonique.

1.3.1. Soit A une catégorie abélienne et D une catégorie triangulée. Un
6-foncteur de A dans D est un objet constitué par :

1) Un foncteur G : A — D.

2) La donnée, pour toute suite exacte S = 0 — X — Y — 7 — 0 de
A, d’un morphisme de D :

§(5): G(Z) — G(X)[1]

Ces données étant soumises aux axiomes suivants :

a) Pour tout morphisme de suites exactes :

S =0 X Y Z 0
5" =0 X' Y’ A 0
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le diagramme ci-apres est commutatif :

b) Pour toute suite exacte de A, § =0 — X =V - Z — 0, le
triangle (G(X),G(Y), G(Z),G(u),G(v),6(9)) est distingué.

1.3.2. Soient A une catégorie abélienne et u un morphisme de comp(A). On
désigne par [u]'image de u dans D(A) . Soit $ =0 — X —=Y " Z — 0
une suite exacte de comp(.A). Les propriétés d’adjonction du foncteur céne
(chap. I, 3.1.3), définissent un morphisme p(5) : ¢(u) — Z . Le diagramme
ci-apres est commutatif (chap. I, 3.2.2.4) :

Y% c(u)
} ‘H(S)
\ A

Un calcul simple montre que les composants du morphisme p(.5) sont :

u(S) Yig xHt — 7t

p(8)" = (v',0)

On en déduit que le morphisme p(5) : ¢(u) — Z est un épimorphisme et
qu’on a une suite exacte :

(1.3.2.1)

0 — c(idx) — c(u) — Z — 0

Introduisons alors le complexe ¢(p(.9)) et soit m : ¢(idx ) — c(p(5))[—1] le
morphisme de composants :

mi XZ @XZ-I—I SN Zi—l @Y’L @XZ-I—I

(1.3.2.2) | 0 0
mt=1u" 0
0 id
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Le morphisme m est un monomorphisme et on a la suite exacte :
(1.3.2.3) 0 — c(idx) - e(u(9)[~1] — c(idz)[-1] — 0

Les complexes ¢(idx) et ¢(idz) sont homotopes a zéro. Par suite, le complexe
c(p(9)) est acyclique. Le morphisme g(5) est donc un quasi-isomorphisme.

En passant dans la catégorie K(A), on obtient un diagramme (chap. I,
3.2.2.7):

Posons alors :

(1.3.2.4) 8(8) = lg(w)] [u(5)]~"

Il résulte des définitions des structures triangulées de K(.A) (chap. 1, 3.3.1) et
de D(A) (chap. II, 2.2.6) que le triangle (X,Y, Z,[u],[v],6(5)) est distingué
dans D(A). De plus, on vérifie immédiatement que le morphisme §(.9) est
fonctoriel par rapport & 5 ((1.3.1), propriété a)). On a donc muni le foncteur
canonique comp(A) — D(A) d’une structure de é-foncteur. Le é-foncteur
ainsi obtenu est appelé le §-foncteur canonique. Le morphisme 6(.5) est appelé
le morphisme de liaison associé & la suite exacte 5.

1.3.3. Soit A° la catégorie opposée a A. Pour toute suite exacte 5 de
comp(.A°), désignons par 6°(5) le morphisme de liaison associé. Soient C une
catégorie, X un objet de C et u un morphisme de C. Dans la proposition
ci-apres, nous désignerons abusivement par X ° et u° 'objet et le morphisme
correspondant de la catégorie opposée a C (rappelons que la catégorie opposée
a C a méme ensemble d’objets et de morphismes que la catégorie C ).

Proposition 1.3.4. a) Pour toute suite exacte S de comp(A), on a:

b) Pour toute suite exacte S de comp(A), compte tenu de l'identification
(1.2.8),0n a:



CATEGORIES DERIVEES

¢) Tout triangle distingué de D(A) est isomorphe a un triangle distingué du
type (X,Y,Z, [u],[v],é(S)), ou S =0—X 2V - Z — 0 est une
suite exacte de A .

La démonstration de a) et b) est laissée au lecteur. Démontrons c).
D’apres (chap. II, 2.2.6), tout triangle distingué de D(A) est isomorphe a
Iimage par () : K(A) — D(A) d’un triangle distingué de K(A). D’apres
(chap. I, 3.3.1) et 'axiome TRII, tout triangle distingué de K(.A) est iso-
morphe a un triangle de la forme :

p(u) a(u) a1

c(u) X[1] Y[1]

Par suite, tout triangle distingué de D(.A) est isomorphe & un triangle du

type :
(Y, e(w), X (1], [p(w)]; lg(w)), =[u][1])

Remarquons alors que :

(w) (w)
S=0—Y 7 e(u) - X[1] — 0

est une suite exacte de comp(.A). Il résulte alors de (chap. II, 1.2.4) qu’il
existe un isomorphisme du triangle :

(V. e(w), X[1], [p(w)]; [g(w)], —[u][1])

sur le triangle :

(Vs e(u), X (1], [p(w)]; [o(w)], (5))

Proposition 1.3.5. a) Tout foncteur F': comp(A) — C qui transforme les
quasi-isomorphismes en isomorphismes de C, se factorise de maniére unique
par le foncteur comp(A) — D(A).

b) Tout foncteur semi-exact de comp(A) dans une catégorie abélienne B qui
transforme les quasi-isomorphismes en isomorphismes se factorise d’une ma-
niére unique & travers le §-foncteur canonique comp(A) — D(A) et un fone-
teur cohomologique de D(A) dans B .

L’assertion b) résulte de ’assertion a) et de la description des triangles
distingués de D(.A) donnée par (1.3.4). L’assertion a) résulte de la définition
de D(A) (chap. II, 2.2.6) et du lemme ci-apres.

Lemme 1.3.6. Soient A une catégorie additive (non nécessairement abé-
lienne) et F un foncteur de comp(A) dans une catégorie C. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
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i) F se factorise par K(A) .
ii) ¥ transforme les homotopismes en isomorphismes de C.
Il est clair que 7) = 4i). Pour montrer que ) = i), il suffit de mon-

trer que F transforme les couples de morphismes homotopes en morphismes
égaux. Soit X un objet de comp(.A). Le foncteur sur comp(.A) :

Y — {couple de morphismes de X dansY muni d’une homotopie qui les relie}

est représentable par un complexe Z :
dy 0 id xi41

(1.3.6.1) ‘ |
dy=| 0 di —idyn

=
0 0 —dYy
1l existe donc deux morphismes homotopes p1, p2 : X — Z :

idXi
p=1_ 0 ;
0
(1.3.6.2)
0
p% = |dXz 5
0

et il suffit de montrer que F(p;) = F(p2). Or le couple de morphismes
(idx,idx) muni de ’lhomotopie triviale définit un morphisme 7 : 7 — X :

(1.3.6.3) 7' = (idy:,idxi,0)

et on a mp; = wpe = idx . De plus, on vérifie immédiatement que les mor-
phismes 7, p1 et py sont des homotopismes. Il en résulte que Fi(p1), F(p2),
F(r) sont des isomorphismes et que F(7)F(p1) = F(7)F(p2) = idp(x) . Par
suite, F(p1) = F(p2), ce qui achéve la démonstration du lemme.

Remarque 1.3.7. Il résulte de la proposition (1.3.5) que la catégorie dérivée
de A est la solution du probleme universel consistant a inverser les quasi-
isomorphismes de comp(A) (chap. 11, 2.2.3, b)).
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2. Résolutions.

Dans tout ce paragraphe, A désigne une catégorie abélienne.
2.1. Morphismes élémentaires.

2.1.1. Soient X un complexe de A et X’ le composant de degré i. Soit
u:Y — X" un morphisme de A. Construisons le diagramme commutatif
ci-apres :

(2.1.1.1) ‘

X,z—l v2 Yy

v/ ‘u’ u‘ \713
Ji=3 /di—Z Ji-1 J£ i1

X’i—3 X Xi—? X Xi—l X XZ X Xi-l—l X Xi-l—? ,
ou le carré : 4 »

x't 2 .y

i—1
Xi—l dX XZ

est cartésien et oll les morphismes vy et v3 sont définis par les égalités :

Vo1 = 0 5
u'v = de_2 ,
vy = dxu

Désignons alors par X (u,7) le complexe :

(2.1.1.2)
oAt - -
Xu,i)=--- X' —— X722 x" 2oy Byt — X
et par p(u,7): X(u,i) — X le morphisme de complexe :
plu, i)’ = identité, pour j #i—1,4,
(2.1.1.3) plu, i)t =

plu,i) = u
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Soit alors m : Z — X un morphisme de complexes. Il est clair que le
complexe Z' au dessus de Z obtenu par le changement de base 7 -~ X :

7 — X(u,i)

| ‘p(ua i)

Zom

est isomorphe a un complexe p(w,?) : Z(w,i) — Z pour un morphisme w
convenable.

Lemme 2.1.2. a) Le morphisme H’(p(u,1)) : H/ (X (u,i)) — HY(X) est un
isomorphisme pour j #i,1+ 1.

b) On a des suites exactes :

0 — H (X (u,)) = H(X) — (Ker (d%) +Im(w)) / (Im (d'g") + Im(u)) — 0

0 — (Ker (d) +Im(u)) / (Im (dg") + Im(u)) —
X'/ (Im(dFY) + Im(u)) — X* / (Ker (d) + Im(u)) — 0

0 — X'/ (Ker (di) + Im(u)) — H* (X (u,)) — HTH(X) — 0
¢) Pour que p(u,i) soit un quasi-isomorphisme, il faut et il suffit que :

Im (digh) + Im(u) = X

La “chasse au diagramme” est laissée au lecteur.

Définition 2.1.3. Un morphisme de complexes m : Z — X est appelé un
morphisme élémentaire de hauteur i s'il est isomorphe dans F{;(comp(A)) &
un morphisme du type p(u,?), ou u est un épimorphisme.

Un morphisme élémentaire est donc, en particulier, un quasi-isomorphisme
((2.1.2), ¢)). Un morphisme élémentaire est un épimorphisme de comp(.A).
Un épimorphisme de comp(.A) est un morphisme élémentaire si et seulement
si son noyau est un complexe acyclique comportant au plus deux composants
non nuls. Le composé de deux morphismes élémentaires de méme hauteur est
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un morphismes élémentaire. Les morphismes élémentaires sont stables par
changement de base. Soit :

Up—1

Un
e X, — s Xy g ——— X, g

une suite de morphismes de complexes, illimitée dans les deux sens, telle
que pour tout entier n, le morphisme u, soit un morphisme élémentaire
de hauteur —n . Cette suite admet dans comp(.A) une limite projective et
inductive (cette suite induit sur les composants de degré donné une suite
stationnaire dans les deux sens).

Lemme 2.1.4. Soit m : X — Y wun quasi-isomorphisme de comp(A). Il
existe une suite de morphismes :

un:Xn_>Xn—17 nEZ,

telle que u, soit, pour tout entier n, un morphisme élémentaire de hauteur
—n, et des morphismes :

lim X, =V
-

lim X, <~ X , v homotopisme (chap. I, 2.5.11) ,
am

n

tels que le diagramme :

X—Y% L limX,
lim

y —~  lim X,
=

n

soit commutatif a homotopie preés.

Tout d’abord, remarquons que pour tout morphisme m : X — Y de
comp(A), il existe un épimorphisme m' : X' — Y et un diagramme com-
mutatif & homotopie pres :
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ol v est un homotopisme.
Construisons en effet le cone du morphisme m :

m p(m)

X Y c(m) X[1]

puis de nouveau, le cone du morphisme p(m) :

T ) ———e(p(m)) —— Y]1]

Le morphisme ¢(p(m)) —= Y[1] est une épimorphisme (chap. I, 3.2.2). Tl
résulte des propriétés des triangles distingués (propriété TRII) qu’il existe
un homotopisme :

X — c(p(m))[~1]

tel que le triangle ci-apres :

soit commutatif & homotopie pres.

On peut donc supposer que le morphisme m est un épimorphisme de
comp(A). Soit alors :

. 4 o 4
N oo N2yt Y N2

le noyau du morphisme m. Posons :
Noy=++—N"2 - N"? —Imdy?) —0—0—- -

Les N_, forment une suite décroissante de sous-complexes acycliques de NV,
d’oli en posant X, = X/N,,, une suite :

Up : Xp — Xp1, NEL
Les u, sont des morphismes élémentaires de hauteur —n et lim X, = X,

lim X, =Y. n
—_—

n
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Remarque 2.1.5. Placons nous sous les hypotheéses du lemme (2.1.4) et
supposons de plus que X, Y € Ob comp™(A). L’argument présenté plus
haut montre alors qu’on peut, en changeant au besoin X par un homoto-
pisme, supposer que m est un épimorphisme. La construction de la suite
X, présentée ci-dessus, montre alors que le systeme inductif X,, est station-
naire (i.e. X,, = Y et u, = identité pour n petit) et que pour tout n,

X, € Ob comp~(A).
2.2. Etude de certains ensembles d’objets.

2.2.1. Soit M un ensemble d’objets de A . Nous considererons les différentes
propriétés suivantes :

(F71) Les objets nuls appartiennent a M. La somme directe de deux objets
appartenant a M est un objet appartenant a M.

(Ey) Pour tout épimorphisme X —— L, ott X est un objet de A et L un
élément de M, il existe un épimorphisme v : L' — L, L' € M, qui se
factorise par u .

(F3) Pour tout entier n et toute suite exacte :
0—X—L,— L, 14—+ —Ly—0, LiecM,0<:<n,

il existe un épimorphisme L' — X ,ou L' € M.

(E4) Pour tout épimorphisme w: L — L', L, L' € M, le noyau de u est un
élément de M.

(E5) Pour toute extension 0 — L — 7 — L' — 0, L, L' € M, l'objet
Z est un élément de M ; 0 est un élément de M.

(Fs) L’ensemble M est exact, i.e. chaque fois que deux des objets d’une suite
exacte courte de A sont des éléments de M, le troisiéme 'est aussi; 0 est un
élément de M.

On notera qu’on a les implications (Fg) = (F4) et (F5), (Fy) = (E3)
et (E5) = (E£7). Une suite exacte illimitée :

_>Ln——>Ln_1——>——>L0——>X——>0,L26M7’L€N7

est appelée une oo-M-présentation de 'objet X. Soit M un ensemble d’ob-
jets possédant les propriétés (Fy), (Fs) et (F3). Désignons par M” 1’en-
semble d’objets suivants : un objet X appartient a M” s’il posséde une
oo- M -présentation et si pour tout entier n et toute suite exacte :

0O—X' —L,—L, 4 — -+ —Ly—X—0,L; M, 0<i<n,

I'objet X' posséde une oco-M-présentation.
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Lemme 2.2.2. Soit 0 — X — Y — 7 — 0 une suite exacte de A.

a) Si X etY sont des éléments de M", il existe un épimorphisme v : [ — 7,
Le M.

b) Si X et Z sont des éléments de M™, il existe un épimorphisme w: L — Y,
Le M.

¢) SiY et Z sont des éléments de M, il existe un épimorphisme w : L — X,
Le M.

Lemme 2.2.3. Soit 0 — X — Y — Z — 0 une suite exacte de A.

a) SiY et Z sont des éléments de M", pour tout épimorphisme u : [ — X,
L e M, le noyau de u est un noyau d’un €pimorphisme entre deux éléments
de M.

b) Si X et Y sont des éléments de M”, pour tout épimorphisme v : L — 7,

L € M, le noyau de u est un conoyau d’un monomorphisme entre deuzx €élé-
ments de M.

¢) Si X et Z sont des éléments de M", pour tout épimorphisme u: L — Y,
L e M, le noyau de u est un noyau d’un €pimorphisme entre deux éléments
de M.

La démonstration des deux lemmes est laissée au lecteur. On remarquera
que les propriétés (a) et (¢) des lemmes (2.2.2) et (2.2.3) ne font pas intervenir
la propriété (Fs).

Proposition 2.2.4. a) L’ensemble M" posséde les propriétés (Fg) et (Es) .
L’ensemble M est contenu dans Uensemble M. Tout objet de M”" est quo-
tient d’un objet de M.

b) Tout ensemble d’objets M' contenant M tel que tout objet de M' soit un
quotient d’un objet de M et qui posséde la propriété (Fs) est contenu dans
M.

¢) En particulier, (M™)" = M.

La propriété a) résulte des deux lemmes précédents. Les propriétés b) et
¢) sont immédiates.

2.2.5. Soient M C M' deux ensembles d’objets de A tels que M posseéde les
propriétés (Ey) et (Ej), que M' posséde la propriété (Fy), et que tout objet
de M’ soit quotient d’un objet de M. On dit qu’un objet X de M' est de
M -dimension inférieure ou égale a n et on note M-dim(X ) < n, s’il existe
une suite exacte :

0O—IL,— L, 41— -—1Liy—X—0,L;,eM,0<:<n.
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S’il existe des entiers n tels que M-dim(X ) < n, on appelle M-dimension de
X et on note M-dim(X),le plus petit des entiers n tels que M-dim(X) < n.
S’il n’existe pas de tels entiers, on pose M-dim(X)= +o0.

Lemme 2.2.6. Soit 0 — X — I, ==Y — 0 une suite exacte de A telle
que L e M et X,Y e M'. On a:

M-dim(X) = sup{M-dim(Y) -1, 0}

Proposition 2.2.7. Soit 0 — X — Y — 7 — 0 une suite exacte,
X, Y, Ze M.

a) M-dim(Z) < inf{M-dim(X), M-dim(Y)} = M-dim(X) = M-dim(Y).
b) M-dim(Y) < inf{M-dim(X), M-dim(Z)} =
M-dim(X) = sup{M-dim(Z) — 1, M-dim(Y)}.

¢) M-dim(X) < inf{M-dim(Y), M-dim(Z)} = M-dim(Z) = M-dim(Y")
ou M-dim(Z) = M-dim(Y) + 1.

La proposition se démontre par récurrence, en construisant un épimor-
phisme de suites exactes :

0O — Ly — L4 — Ly — 0
o — X — 'Y — Z — 0

et en appliquant ’hypothese de récurrence a la suite exacte noyau sur laquelle
on a un contrdle, grace au lemme (2.2.6). Reste donc a démontrer le lemme.
Tout d’abord, si M-dim(Y) = +oo (resp. 0), M-dim(X)= +oo (resp.0).
On peut donc supposer que M-dim(Y') est fini non nul, et il s’agit de montrer
que M-dim(X )= M-dim(Y)— 1. Soit :
0 —L,— L, 14— - —Lyg—Y—0, n>1,

une M-résolution de Y. Posons :

vV *=-0-0—-.--=-0—-L,—- L, 41— =LY —=-0—-0—---
( L; est le composant de degré —i ),

Ug =V*(u,1) , po = plu,1): U5 — V*
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(2.1.1). Le morphisme py est un morphisme élémentaire de hauteur 1. Le
complexe Uy est de la forme :

Ug=0—-0---0—-L,— L, 41— —1L1—Zyg—L—-0—-0—---

D’apres la propriété (Fy), l'objet Zy est un élément de M'. Par suite, il
existe un épimorphisme wug : L{ — Zo, Ly € M. Posons alors (2.1.1) U =
US(ug,0), p1 = p(ug,0) : U — Ug. En poursuivant ainsi, on démontre
par récurrence, qu’il existe une suite de morphismes :

pi U — U, 1<i<n—-1,

1 1
po:Ug — V* ,

olt p; est un morphisme élémentaire de hauteur —i 4+ 1 et ou U? est de la
forme : U? =

0—>0—>---Ln—>Ln_1—>---Li+1—>Zi—>L§_1—>---—>L(’)—>L—>O---,

ou L; € M,0<j5<i—1.0n obtient donc, en composant ces différents
morphismes p; , un quasi-isomorphisme épimorphique :

p:U_ —V*
Remarquons alors que dans le complexe :
U7;—1 =0—-0—+--—=0L,— 7,1 —>L;1_2 —>---—>L6—>L—>O—>---

lobjet Z,_1 apparait, d’apres la propriété (), comme une extension de
deux éléments de M et est par suite, d’apres la propriété (£5), un élément
de M. Posons alors :

*-0—0—1L,—L, 1 — - —Ly—0—0-- ,

LIOIO——>0——>Ln — __>L;1—2_>"'__>L(I) —0—10---

et notons m : L'* — L°® le morphisme induit par p. Le seul objet de
cohomologie non nul de L* (resp. L'*) est 'objet Y en dimension 0 (resp.
L en dimension 0) et le morphisme m induit sur ces objets le morphisme u .
Considérons alors le céne ¢(m) du morphisme m :

c(m):—>0——>Ln ——>Ln@Zn_1 _HLn—l@L%_2—>"'

'——>L1@L6——>L0—>0——>"'
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(Pobjet Lo est le composant de degré 0 de ¢(m) ). La cohomologie de ¢(m)
est nulle en degré différent de —1, et égale & X en degré —1. Le morphisme

L, — L,®Z,_1 dont la matrice est de la forme ( If ) admet une retraction.

Il existe donc un morphisme v : Z,,_y — L,_1 & L! _, tel que le complexe :
0 —=0— 2,1 —U—>Ln_1@L;l_2 — o= L ®BLy—Lyg—0— -

soit quasi-isomorphe au complexe ¢(m) . D’autre part, le noyau du morphisme
L1 & Ly — Lg est, d’aprés la propriété (Fy), un élément de M. Désignons
par L ce noyau. Le complexe :

0—>0—>Zn_1—>Ln_1@L;l_2—>---—>L2®L'1—>L'1'—>X—>O---

est donc acyclique. On a ainsi construit une résolution de longueur n — 1
de l'objet X et, par suite, M-dim(X) < n — 1. Par ailleurs, il est clair que
M-dim(X) > M-dim(Y)—1. Ceci acheve la démonstration du lemme (2.2.6)
et de la proposition (2.2.7).

2.3. Quelques lemmes sur les résolutions.

Proposition 2.3.1. [22] a) Soit M un ensemble d’objets de A possédant les
propri€tés (L), (Ey) et (Es) (2.2.1). Soient Y € Ob comp™(A) un compleze
dont les composants appartiennent ¢ M™ (2.2.1) et m : X — Y un quasi-
isomorphisme. Il existe un complexe L* € Ob comp™(.A) dont les composants
appartiennent a M et un quasi-isomorphisme w : L®* — X .

b) Réciproquement, soit M un ensemble d’objets de A possédant la propriété
(Fy). Supposons que pour tout compleze Y € Ob comp™(A) dont les compo-
sants sont des éléments de M, et pour tout quasi-isomorphisme m : X — Y,
il existe un complexe L® dont les composants appartiennent a M et un quasi-
isomorphisme w : L* — X . Alors Uensemble M posséde les propriétés (Es)

et (E3)

Démontrons a). Tout d’abord, il existe un complexe X’ € Ob comp™(.A)
et un quasi-isomorphisme X' — X (1.2.1). On peut donc se ramener au cas
ot X est un objet de comp™(A). D’apres (2.1.4) et (2.1.5), il existe une suite
de morphismes :

un:Xn_HXn—l ” nEZ,
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ou les X, sont des objets de comp~(A), les u,, des morphismes élémentaires
de hauteur —n et un diagramme commutatif a homotopie pres :

limX, —— X
—

m

lim X, —~——Y
=

n

Pour démontrer la proposition, on peut donc supposer que X = limX,, et
n

que X, =Y, u, = identité, pour n assez petit. Nous allons construire par

récurrence sur n :

a) Une suite de morphismes élémentaires :

v, Ly — LYy , n€Z, v, élémentaire de hauteur — n.

b) Une suite de morphismes :

wy: LY — X,

n

tels que :

1) Pour tout n € Z les composants de degré i, i > —n, de L? soient des
éléments de M et les composants de degré ¢, ¢ < —n, soient des éléments de
M.

2) Les diagrammes ci-apres, soient commutatifs :

”n‘ lu” YneZ

Wpn-1
. n
L, —t . x, .,

3) L’objet L? soit égal a Y et les morphismes v,, et w,, soient I'identité pour
n assez petit.
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Ceci étant fait, il suffira de poser L* = lim LY, w = lim w, . Pour

n n
n suffisamment petit, on pose L, = Y, v, = idy et w, = idy. Supposons
que 'on ait construit pour tout entier n < ¢, ¢ € Z, des complexes L? et
des morphismes v,, et w, possédant les propriétés 1), 2) et 3) ci-dessus. Le

complexe X, est de la forme :
Xn: ____Hy—n—Z N Z—n—l - X" __}X—n—l—l ...
et le complexe L? est de la forme :

L= o — Y "2 77

ot les Y (resp. les X*) sont les composants du complexe Y (resp. X). On a
donc un diagramme :

‘(uq)_q

(wq_l)_q Z—q \

Zl_q

ol (uy)~7 est un épimorphisme et ou Z'~? € M”". Comme I’ensemble M"
possede la propriété (F3) (2.2.4), on peut compléter ce diagramme en un
diagramme commutatif :

L= B X4
0“ ‘(uq)_q
g1~ (wq—l)_q 74 :

ou le morphisme « est un épimorphisme et I'objet =7 un élément de M.
On en déduit, en utilisant les notations (2.1.1.2) et (2.1.1.3), un diagramme
commutatif de complexes :

LYy (o, —q) ——— X1 ((ug) ™, —q) = X,
p(a, _Q)‘ [p((uq)_qv _Q) =~ uq

L. 1 Xq_l

g—
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Posons alors L§ = L?_;(a,—q), w, = ¢, vy = p(a, —q) . Les complexes L,
et les morphismes de complexes w,, et v, , n < g, possedent les propriétés 2)
et 3). Il reste & montrer que L} possede la propriété 1) ci-dessus. Ceci résulte
du fait que 'ensemble M" est exact (Fg) (2.2.4).

Démontrons b). Soient L un élément de M et u : X — L un épimor-
phisme. Désignons par Y le noyau de «. On a un quasi-isomorphisme :

o

Par suite, on a un quasi-isomorphisme :

S O
S O

-

b

ot les L* sont des éléments de M. Par suite, le morphisme uv est un épimor-
phisme, ce qui démontre la propriété (Fy). Soit maintenant :

0—X *~I1,—IL,q4— —1Ly—0

une suite exacte, ou les L; sont des éléments de M. On a alors un quasi-
isomorphisme :

RN

—>L—n—1 L—n L_n_|_1 -
X 0
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et par suite v est un épimorphisme, ce qui démontre la propriété (Fs) et
acheve la démonstration de la proposition.

Proposition 2.3.2. Soit M un ensemble d’objets de A possédant les pro-
priétés (L), (L) et (E3). Soit Y € Ob comp(A) un complexe tel que pour
tout entier n, H"(Y') € M et tel qu’il existe un entier ng tel que H"(Y') =0,
pour n > ng . Il existe alors un compleze X € Ob comp™(A) dont les compo-
sants sont des éléments de M et un quasi-isomorphisme :

u: X —Y

Tout d’abord, il existe (1.2.1) un complexe Y’ € Ob comp™(A) et un
quasi-isomorphisme Y’/ — Y. On peut donc se ramener au cas ot Y est un
objet de comp™(A). Nous allons construire par récurrence sur n, une suite
de morphismes :

Uy Xy — X1
possédant les propriétés suivantes :

1) Pour n assez petit X,, =Y et u,, = identité.

2) Les composants de degré ¢ > —n du complexe X, sont des éléments de

M. Les noyaux et images des différentielles de degré i > —n de X, sont des
éléments de M”" (2.1.1).

3) Le morphisme w, est un quasi-isomorphisme. Il est isomorphe au mor-
phisme p((u,,)™", —n) (2.1.1.3).

Ceci fait, il suffit de poser X = lim X, et de prendre pour morphisme u
le morphisme canonique : n

Pour n assez petit, on pose X,, = Y et u,, = idy . Supposons que ’on
ait construit pour tout entier n < ¢ des complexes X, et des morphismes u,,
possédant les propriétés 1), 2) et 3) ci-dessus. Le complexe X,_q est de la
forme :

Xyop= oo — Y702 o ymiml g et et

ol les Y sont les composants du complexe Y et les L¢ sont des éléments de
M. On a alors un épimorphisme :

770 — 77 Im(Y "1 — 777 — 0
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et des suites exactes :
0—-H4X,_y)— 27/ |m(Y_q_1 — 77— 771/ Ker(Z79 — L_q+1) — 0,

0— 72"/ Ker(Z79 — L_q+1) — L7ttt L_q+1/ Im(Z7% — L_q+1) — 0,

H™t Y (X, 1) — L9 Im(Z79 — L9ty — [=9F1 ) Ker(L—9H! — [—9%2) — 0.

Le complexe X,_; étant quasi-isomorphe au complexe Y, les objets Hi(Xq_l)
sont des éléments de M. Il résulte alors des suites exactes écrites ci-dessus,
de ’hypothese de récurrence 2), et des propriétés d’exactitude de I'ensemble
M" (2.2.4), que I'objet Z77/ Im(Y =971 — Z79) est un élément de M".
Par suite, il existe un morphisme :

v L7 — 771
tel que L~9 soit un élément de M et que le morphisme composé :
L7 2 77— 77 Im(Y "1 — 279

soit un épimorphisme. Posons alors :

Xy =Xg-1(v,—q)

g = p(v,—q) (2.1.1).
Il résulte de (2.1.2) que u, est un quasi-isomorphisme, d’ou la propriété 3).
Il reste a vérifier la propriété 2), i.e. a vérifier que le noyau et 'image du

morphisme =7 — L~9T1 sont des éléments de M"; ce qui résulte immé-
diatement des suites exactes :

0— Im(L_q — L_q+1) —— Ker(L_‘H'1 N L—q+2) N H—q-l-l(Xq) _ .0
0 — Ker(L™7 — L‘q"'l) — L7 — Im(L7 — L—q-l—l) —.0

Ceci acheve la preuve de la proposition.

Proposition 2.3.3. Soient M C M’ deux ensembles d’objets de A tels que
M posséde les propriétés (Ey) et (Fs), que M' posséde les propriétés (Fy) et
(Ey) et que tout objet de M' soit quotient d’un objet M. SoitY € Ob comp(.A)
un complexe tel que :

1) Les composants Y, i € Z, de Y soient des éléments de M'.
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2) La suite i — i — M-dim(Y"?) tende vers +oc, quand i tend vers +oc.

Il existe alors un complexe X € Ob comp(A) dont les composants sont des
éléments de M et un quasi-isomorphisme :

u: X —Y

Si on suppose de plus que tous les composants de Y sont de M -dimension
finie et que Y € Ob(comp®(A)) (resp. Ob(comp*(A)) ), on peut alors prendre
X dans comp®(A) (resp. compT(A)).

Soit ng un entier tel que i > ng = M-dim(Y?) < +00. On se propose
de construire :
a) Une suite de complexes X;, 7 > ng .
b) Une suite de morphismes u; : X; — X;_1, @ > ng, Up, : Xpy — Y,
tels que :

1); (X;)7 € M, pour j <1.

2); (X;)) =Y pour j>i.

3); Le morphisme u; soit un quasi-isomorphisme.

0 0

4); (u;)? = identité, pour j > .

5); (u;)! = identité, pour j < i — M-dim(Y"); cette derniere propriété
n’étant vraie que pour ¢ > ng .

Cette construction étant faite, remarquons que le systeme projectif X;
admet une limite projective dans comp(.A) : les systémes projectifs induits

sur les composants de degré donné sont stationnaires, car i — M- dim(Y")
tend vers +oo avec 1. Il suffira de poser alors X = lim X; et de prendre pour

K3
#: X — Y le morphisme canonique. Les composants du complexe X sont
des éléments de M et le morphisme u est un quasi-isomorphisme.

Construisons tout d’abord le morphisme u,,, : X,,, — Y. Procédons par

récurrence et supposons qu’on ait construit pour tout entier i, —ng <1 < ¢,
des complexes X, ; et des morphismes v, ; : X;0 ;i — Xpgiz1, ¢ > —no ,
et Vng —ng : Xng,—ny — Y, tels que :
I)p,.i Les composants (X, ;) soient des éléments de M, pour —i < j < ng.
I1),,.; Les composants (X, ;)’ soient des éléments de M', pour tout entier j.
I111),,; Le morphisme v,, ; soit un morphisme élémentaire de hauteur —:
(2.1.3).

Le complexe X, ,_1 est alors de la forme :

Vel g el a2 Tro—l L [ro L Yo+l L Ymot+2 Ll
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ol Z79 est un élément de M’ et les L7, —g+ 1 < j < ng, des éléments de
M. 1l existe par suite un épimorphisme :

a: L7 — 777  ou L ?'eM

Posons alors :
Xno#] = Xnmq—l(av _(Z) )

Vng,qg = PO, —q) (2.1.1).

Il est clair que par construction on a les propriétés I),, , et 111),, .. La

propriété I1),, , résulte de ce que ’ensemble M’ possede les propriétés (£)

et (Fy). On peut donc poursuivre la construction des X, ;. En posant X, =

lim X, ; et en prenant pour u,, : X,,, — Y le morphisme canonique, on
K3

obtient un complexe et un morphisme qui possedent les propriétés 1), ,2)n, ,
3)n0 ? 4)n0 .

Pour construire alors les complexes X; et les morphismes u; : X; — X;_1,
nous procédons par récurrence. Supposons donc qu’on ait construit pour tout
entier 7, ng <1 < ¢q, des complexes X; et des morphismes u; : X; — X;_1
possédant les propriétés 1);, 2);, 3);, 4)i, 5)i, no < @ < ¢. Il s'agit de
construire un complexe X, et un morphisme u, : X, — X,_; tels que I'on
ait les propriétés 1),, 2),, 3)4, 4)4, 5),. Tout d’abord, si Y7 € M, on pose
Xy = X,-1 et uy = identité. Supposons que Y'? ne soit pas un élément de M,
i.e. que M-dim(Y?) > 0. Pour construire le complexe X, et le morphisme
uq : Xy — X4-1, nous procédons a nouveau par récurrence. 5oit 7 un entier
tel que —g < r < —g+ M-dim(Y?). Supposons qu’on ait déterminé une suite
de complexes X, ;, —¢ <[ < r, et de morphismes v,;: X,; — X, ;-1 (on
pose X, _, = X,_1) tels que :

Iy (Xg0) = (Xg4-1)7, pour tout j # —1, =1+ 1.

Iy, (X, e M et M-dim((X,,)™") = M-dim(Y?) - [ - q.

I (Xg )™t e M.

IV'), v, soit un morphisme élémentaire de hauteur —[ + 1 et (v,;)! =
identité, pour j # -1, =l + 1.

Le complexe X, ._; est alors de la forme :

S LTzt ot Lyt Lyt ,

olt les L? sont des éléments de M et ott Z~"t! est un élément de M’ tel que
M-dim(Z="t1) = M-dim(Y?) — r + 1 — ¢. 1l existe donc un épimorphisme
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a: L7 —— 77+ Dot L7 est un objet de M. Posons alors X, =
Xgro1(a,—r+ 1) et vy, = pla,—r + 1) (2.1.1). I est clair que X, , et
vy, possedent les propriétés I'),, I11'),, IV'),. De plus, par définition du
complexe X, . (2.1.1), on a une suite exacte :

0— (Xy) " — L7764 L7tttz

Il résulte alors de la propriété (Ey) que (X, ,)~" est un élément de M' et de
(2.2.6) que :

M- dim((Xq,T)_T) = M- dim(Z_T—I—l) —1=M- dlm(Yq) -r—q ,

d’ou la propriété I1'),. On peut donc poursuivre la construction. Posons
alors Xy _ 4 M-dim(ve) = X, et désignons par u, : X, — X, 1 le mor-
phisme obtenu en composant les v, ;. Il est clair que X, et u, possedent les
propriétés 1),, 2),, 3)q, 4)4, 5)y. Ceci acheve la démonstration de la pre-
miere assertion de la proposition. Pour démontrer la deuxieme assertion, il
suffit de remarquer que sous les hypotheses supplémentaires, on peut prendre
dans la construction précédente X,,, =Y, pour un ny convenable.

Remarque 2.3.4. Dans la construction du complexe X, (¢f. démonstration
de la proposition (2.3.3)), nous avons en fait démontré le résultat suivant :
soit M C M’ deux ensembles d’objets de A tels que 0 € M, M’ possede
les propriétés (E1) et (Fy) et que tout objet de M’ soit quotient d’un objet
de M. Soit Y € Ob comp™(A) un complexe dont tous les composants sont
des éléments de M'. Il existe un complexe X € Ob comp~(.A) dont tous les
composants sont des éléments de M et un quasi-isomorphisme u : X — Y.

2.3.5. Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer les résultats qu’on obtient
en appliquant les résultats de ce numéro a la catégorie opposée & A. On dit
qu’un ensemble M d’objets de A possede la propriété (F;)°, 1 < i < 6, si
I'ensemble M d’objets de A° possede la propriété (£;) de (2.2.1).

2.4. Applications.

Proposition 2.4.1. a) Soient A une catégorie abélienne et M un ensemble
d’objets de A possédant la propriété (Ey) (2.2.1). La catégorie K~ (M) (1.1.4)
est Ac(A)-localisante a gauche (chap. 11, 2.3.5) si et seulement si 'ensemble
M posséde les propriétés (Ey) et (E3).

b) Soient M un ensemble d’objets possédant les propriétés (Ey), (Ey) et (E3)
et M™ ensemble associé ¢ M, défini en (2.2.1). Le foncteur naturel :

K=(M)/ Ac™ (M) — K= (M™)/ Ac™(M")
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est une €quivalence de catégories. Le foncteur naturel :
K™(M")/Ac™(M") — D™(A)

est pleinement fidéle. Les objets de D™ (A) dont les objets de cohomologie sont
des éléments de M sont isomorphes a des objets de K~ (M")/ Ac™ (M"), ou
Ac™ (M) et Ac™(M") désignent les catégories des complexes acycliques dont
les composants sont des éléments de M et M respectivement.

Cette proposition résulte immédiatement de (2.3.1), (2.3.2) et de (chap.
11, 2.3.5).

Corollaire 2.4.2. Soit U un univers. On suppose que la catégorie A est une
U-catégorie, i.e. que pour tout couple Y et 7 d’objets de A, Homu4(Y, 7) est
un €lément de U, et que les sommes directes indexées par des éléments de
U sont représentables dans A . Soient (X;)icreu une famille de générateurs

de A et M Uensemble des objets de A de la forme [ X;, oules X; sont
jeJeu
des éléments de Uensemble |J {X;}. Alors le foncteur naturel :
€1

K™(M)/Ac™ (M) — D™ (A)

est une équivalence de catégories.
Résulte immédiatement de (2.4.1).

Proposition 2.4.3. Soient A une catégorie abélienne et M un ensemble
d’objets de A possédant les propriétés (Fy) et (Fs) tel que tout objet de A
soit quotient d’un élément de M et tel qu’il existe un entier n € N majorant
la M -dimension de tout objet X de A.

a) La catégorie K*(M) est Ac™(A)-localisante a gauche (+ = —, +, b, “vide”).

b) Le foncteur naturel :
K*(M)/ Ac™(M) — D*(A)

est une équivalence de catégories.

Paraphrase la proposition (2.3.3) (¥ = 4, b, “vide”), ou la proposition
(2.3.1) (x = —).
Proposition 2.4.4. On désigne par Q* : K*(A) — D" (A) le foncteur cano-
nique.

a) Soit X un objet de A. L’objet X est Q-libre a gauche (chap. 11, 2.3.2) si
et seulement si X est un objet projectif de la catégorie A .
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b) Désignons par P l’ensemble des objets projectifs de A. La catégorie tri-
angulée K™ (P) est une sous-catégorie de la catégorie des objets Q-libres a
gauche. Le foncteur naturel :

K™ (P) — D(A)

est pleinement fidéle.

¢) Si tout objet de A est quotient d’objet projectif (resp. et si de plus il existe
un entier n € N qui majore la dimension projective des objets de A), alors :

1) Le foncteur naturel K~(P) — D7 (A) (resp. K*(P) — D*(A)) est
une équivalence de catégories. On désigne par L™ : D™ (A) — K™ (P) (resp.
L*: D*(A) — K*(P)) un foncteur quasi-inverse.

2) Le foncteur L=Q~ : K7 (A) — K7 (P) (resp. L*Q* : K*(A) — K*(P))

est adjoint a droite au foncteur d’inclusion :
K7 (P) — K (A) (resp. K*(P)— K"(A) ).

Le morphisme d’adjonction idg-( 4 — L7Q~ (resp. idkx(4) — L*Q™) est
un “quasi-isomorphisme”.

3) Le foncteur L= (resp. L*) est un adjoint a gauche au foncteur ()~
(resp. @ ).

4) Un objet de K~ (A) (resp. K*(A)) est Q-libre a gauche si et seulement
s’il est isomorphe @ un objet de K™ (P) (resp. K*(P)).

Démontrons a). Pour tout objet Y de A, on a : Homk(4)(X,Y[n]) =0,
pour n # 0, et par suite, comme X est )-libre a gauche (chap. II, 2.3.3), on

a:
Homp4)(X,Y[n]) =0 , pour n #0 .

Par ailleurs, on a Homp(4)(X,Y) = Hom4(X,Y) (1.2.9). Soit alors :
S=0—Y LY -2V —0

une suite exacte de A. Le foncteur cohomologique canonique comp(A) — D(A)

(1.3.2) fournit un triangle distingué (Y’, Y, Y7 [u], [v], 6(5)) . D’ot, une suite

exacte (chap. II, 1.2.1) :

o= 0= HomD(A)(X,Y’) — Homp(4)(X,Y) — HomD(A)(X,Y”) —-0—= .-

t.e. une suite exacte :

0 — Hom4(X,Y") — Homa(X,Y) — Hom4(X,Y") — 0
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ce qui montre que X est un objet projectif de A.

Démontrons b). Soient L*® un complexe de type projectif objet de K™ (.A)
et uw: L®* — Y un morphisme dans un complexe acyclique. Supposons qu’on
ait construit pour tout entier ¢ > n, un morphisme s' : L' — Y71 tel
que u® = dé/_lsi + stt1di, (une telle construction est toujours possible pour
n suffisamment grand car L°® est un objet de K7 (A)). On en déduit que
di(u™—s"t1d7,) = 0 et, par suite, le morphisme u" —s"t1d7, se factorise par
Ker(dy). Le complexe Y étant acyclique, le morphisme Y71 — Ker(d})
est un épimorphisme et 'objet L™ étant projectif, il existe un morphisme
s L — Y7 tel que dg_lsn = u" — s"t1d7?, . On démontre ainsi par
récurrence qu’il existe, pour tout entier ¢, un morphisme s* tel que u* =
dé/_lsi + si"'ldﬁ. . Le morphisme u est donc homotope a zéro. On en déduit
par (chap. II, 2.3.3) que 'objet L*® est un objet Q-libre & gauche. La derniére
assertion de b) résulte alors de (chap. II, 2.3.3).

Démontrons ¢). L’assertion 1) résulte immédiatement de b) et de (2.3.1).
Pour démontrer I’assertion 1) sous la forme resp., montrons d’abord que tout
complexe de type projectif est ¢)-libre & gauche. Soit L* un complexe de type
projectif et u : X — L*® un quasi-isomorphisme. Il suffit de montrer que u
admet une section (chap. II, 2.3.3). Il suffit donc de montrer qu’il existe un
complexe de type projectif L'* et un quasi-isomorphisme v : L'* — X tel
que le morphisme composé uv : L'* — L*® soit un isomorphisme de K(A).
D’aprés (2.3.3), il existe toujours un complexe L'* de type projectif et un
quasi-isomorphisme v : L'* — X. Tout revient donc & montrer qu’un quasi-
isomorphisme uv : L'* — L* est un isomorphisme. Ot il existe un triangle
distingué (L'*, L*, L"* ,uv,w,m), ott L"* est un complexe de type projectif
acyclique. Tout revient donc & montrer que les complexes acycliques de type
projectif sont homotopes & zéro. Soit donc L”* un complexe acyclique de type
projectif. Comme la dimension projective des objets de A est majorée, les
noyaux des différentielles de L''® sont des projectifs (2.2.6). On en déduit que
toutes les différentielles de L"® sont des morphismes décomposables (chap.
I1, 1.2.8) et, par suite, que L"® est homotope & zéro.

Il résulte alors de (chap. II, 2.3.3) que le foncteur naturel K*(P) — D(.A)
est pleinement fidele. Par suite, le foncteur K*(P) — D*(A) est pleinement
fidele. D’apres (2.3.3), ce foncteur est aussi essentiellement surjectif; il est par
suite une équivalence de catégorie. Les assertions 2) et 3) ne sont alors que
des applications directes de (chap. II, 2.3.3). L’assertion 4) est alors évidente :
un objet Q-libre a gauche de K™(.A) (resp. de K*(\A) ) admet, d’apres (2.3.1)
(resp. (2.3.3)), une résolution & gauche par un complexe de type projectif
de K7(A) (resp. K*(\A)), et un quasi-isomorphisme entre objets Q-libres &
gauche est un isomorphisme de K(A).
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Remarque 2.4.5. a) Soit A une catégorie abélienne dont tous les objets
solent isomorphes & des quotients d’objets projectifs. Un complexe de type
projectif n’est pas nécessairement ¢)-libre a gauche.

Fzemple : Soit A la catégorie des Z/4Z-modules. Le complexe :
== 2/Al — 7]A1 — 7]A1 — 2 )AL — 1 )AL — - - -

dont toutes les différentielles sont la multiplication par 2 est acyclique et de
type projectif. Il n’est cependant pas homotope a zéro. Le méme complexe
fournit un exemple de complexe acyclique de type injectif, non homotope a
zéro.

b) Méme lorsque la dimension projective des objets de A n’est pas bornée, il
peut exister des complexes de type projectif @J-libres a gauche dont 'image
dans D(A) n’appartienne pas & D7 (A). Par exemple, un complexe projectif
de Cartan-Filenberg est un objet ()-libre a gauche. Plus généralement, toute
somme directe d’objets )-libres & gauche est (J-libre a gauche.

2.4.6. Nous laissons au lecteur le soin de formuler les énoncés qu’on ob-
tient en appliquant les résultats de ce numéro a la catégorie opposée a la
catégorie A .
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3. Etude des Ext.

Dans ce paragraphe, A désigne une catégorie abélienne.
3.1. Différentes définitions équivalentes.

3.1.1. On dit que la dimension cohomologique de A est inférieure ou égale
a n si pour tout couple X et Y d’objets de A et pour tout entier p > n,
on a Ext’(X,Y) =0 ((1.2.5), (1.2.9)). On appelle dimension cohomologique
de A et on note dimcoh(A), le plus petit des entiers n pour lesquels la di-
mension cohomologique de A est inférieure ou égale a n. S’il n’existe pas
d’entier n pour lequel la dimension cohomologique de A soit inférieure ou
égale a n , on dit que la dimension cohomologique de A est infinie et on écrit

dimcoh(A) = 400

3.1.2. Rappelons (1.1.3) qu’on désigne par Qis™ ’ensemble des quasi-iso-
morphismes de K*(A) (* = b, —, +, “vide”). Soit X un objet de K*(A),
on désigne par Qis™ /X (resp. X\ Qis™ ) la catégorie des quasi-isomorphismes
de but X (resp. de source X ) (chap. II, 2.2.1). L’ensemble Qis™ étant un
systéme multiplicatif de morphismes, la catégorie Qis™ /X (resp. X\ Qis™)
est filtrante & gauche (resp. a droite) (chap. II, 2.2.1). La catégorie Qis™ /X
(resp. X\ Qis™) admet un objet initial (resp. final) u : ¥ — X (resp.
w: X — Y ) si et seulement s’il existe un objet Q*-libre a gauche (resp. a
droite) Y et un quasi-isomorphisme u : Y — X (resp. u : X — Y),
comme on le voit immédiatement en utilisant (chap. II, 2.3.3).

Proposition 3.1.3. Soient X et Y deux complexes de A.
(1) EXt?L\(XvY) = hir% HomK(.A)( ) 7Y)

(Qis /X)°

(2) EXt?L\(XvY) = I_H_n> HomK(.A)(Xv )
Y\ Qis

(3) EXt?L\(Xv Y) = I_H_n> HomK(.A)( Tyt )
(Qis /X)° x(Y'\ Qis)

(4)  Ext(X,Y)~ Ext% (X[p],Y[n + p]) , pour tout entier p .

(5) Pour tout X dans K™ (A), Ext%(X,Y) ~ lim  Homg(4)(-,Y) .
(Qis™ /X)°

(6) Pour tout Y dans KT (A), Ext%(X,Y) ~ lim  Homg (4 (X, -) .
Y\ Qist
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(7) Pour tout X dans K'(A) et tout Y dans K (A),

Ext&(X, V)~ 1_11(_[1> HomK(A)( YY)
(Qis® /Xx)°

(8) Pour tout X dans K™(A) et tout Y dans K'(A),

Ext&(X,Y) ~ 1_11(_[1> HomK(A)(X, -)
Y\ Qis®

La formule (1) résulte de la définition de la catégorie localisée (chap. II,
2.2.2). La formule (2) se déduit de la formule (1), en passant a la catégorie
opposée (chap. II, 2.2.4). La formule (3) se déduit alors des formules (1) et
(2). La formule (4) est une définition (chap. I, 1.3.8). Les formules (5) et (6)
résultent de la proposition (1.2.1), b) et b)"=. Les formules (7) et (8) résultent
de la proposition (1.2.1), ¢) et ¢)",

Proposition 3.1.4. On suppose que tout objet de la catégorie A est isomorphe
a un sous-objet (resp. a un quotient) d’un objet injectif (resp. projectif ) de A.
1) Tout objet Y (resp. X ) de KT(A) (resp. K~(A)) posséde une résolution
a droite (resp. a gauche) v :Y — I* (resp. u: P* — X) de type injectif
(resp. projectif ) (1.1.4).

2) Cette résolution définit un isomorphisme :

Ext&(X,Y) ~ HomK(A)(X,P) , pour tout X dans K(A)

(resp.  Ext%(X,Y) ~ Homk (4 (P*,Y) , pour tout Y dans K(A) ).

3) La dimension cohomologique de A est la borne supérieure des dimensions
injectives (resp. projectives) des objets de A .

4) Lorsque la dimension cohomologique de A est finie, tout objet Y (resp.
X') de K(A) posséde une résolution a droite (resp. a gauche) u:Y — I°
(resp. u : P* — X ) de type injectif (resp. projectif).

5) Avec les hypothéses et notations de 4), une telle résolution définit un
isomorphisme :

Ext%(X,Y) ~ Homya)(X, %) , pour tout X dans K(A)

(resp.  Ext%(X,Y) ~ Homk4)(P*,Y) , pour tout Y dans K(A) ).
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Seule reste a démontrer la troisieme assertion. Les autres assertions sont
des conséquences immédiates de la proposition (2.4.4). L’assertion 2) montre
aussitot que la dimension cohomologique de A est inférieure ou égale a la
borne supérieure des dimensions injectives (resp. projectives) des objets de
A . Supposons que la dimension cohomologique de A soit égale & n et soit :

= . —0—0—J" -7t __.r_...

une résolution de type injectif d’un objet Y de A . Pour tout objet X de A, on
a Homg4)(X[-n—1],I*) = 0. En particulier, en prenant X = Ker d?.‘"l, on
montre aussitot que le morphisme canonique Ker d?."'l
a travers 1" :

— It ge factorise

In—>In—|—1—>___

Par suite, Ker dt! et Kerd}. sont des facteurs directs de I™ et sont donc
injectifs. Le complexe :

e 00— 10—t Kerdj, — 0 — - --

est une résolution injective de Y; ce qui montre que la dimension injective
de Y est inférieure ou égale & n. On démontre de méme que la dimension
projective de tout objet X de A est inférieure ou égale a n.

3.1.5. Soient X et Y deux objets de A. La proposition (3.1.4) montre que
lorsque la catégorie A possede suffisamment d’objets injectifs ou projectifs les
groupes Ext’4(X,Y’) que nous avons définis ici coincident avec ceux qui sont
définis classiquement.

3.2. La construction de Yoneda.

3.2.1. Soient X et Y deux objets de .A. Désignons par E%(X,Y) (n > 1)
I’ensemble des suites exactes :

SUXY)=0—Y — Z, | — Zp_y — - — Ty~ X — 0

L’entier n est appelé la longueur de la suite S™(X,Y ). Associons a tout
élément S™(X,Y) de E(X,Y) trois complexes :
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a) Le complexe X dont le seul composant non nul est 'objet X en degré
zéro.

b) Le complexe :
7= i —0—Y —=Z, 4 — - —Zy—0—0— -

(Y est le composant de degré —n et les Z; sont les composants de degré —i ).

c¢) Le complexe Y[n] dont le seul composant non nul est 'objet Y en de-
gré —n.

Désignons alors par u(S"™(X,Y)): Z* — X le morphisme dont le seul
composant non nul est ug en degré 0, et par v(S"(X,Y)) : Z* — Y[n] le
morphisme dont le seul composant non nul est idy en degré —n. Le mor-
phisme u(S™(X,Y)) est un quasi-isomorphisme, d’ot un morphisme dans
D(A) (avec les notations de (1.3.2)) :

(3.2.1.1) 8%(S™(X,Y)) =[v(S™"(X,Y))] [u(S”(X,Y))]_1 : X — Y|[n]
On définit ainsi une application :

(3.2.1.2) 0 ER(X,Y) — Ext}(X,Y)

qu’on note simplement 6" lorsqu’aucune confusion n’en résulte.

Proposition 3.2.2. a) L’application 6™ est surjective.

b) Deux éléments :

SUXY)=0—Y —Z, | — - — Zyg — X — 0
et :

S"MX,Y)y=0—Y — 2, | — - — 7 — X —0
ont la méme image par 6™ si et seulement s’il existe un élément :

S"X YY) =0—Y — 2" | — . — 7] — X —0

et un diagramme commutatif :

0 Y A - Zo X 0
id id

0 Y A 44 X 0
id id

0 Y Z 7z X 0
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¢) Lorsque n = 1, &1 est le morphisme défini par le §-foncteur canonique
comp(A) — D(A) (1.3.2).

Cette proposition résulte de la proposition (3.1.3) formule (7). Nous
laissons I'exercice au lecteur qui pourra consulter [3].

3.2.3. Soit S(X,Y)=0—Y = Z, 4 22 Z, 5 Zy 2% X — 0
un élément de E7%(X,Y). Pour tout entier p, 0 < p < n, donnons nous un
élément ¢, de {—1,41}. Désignons par SZ(X,Y) la suite exacte :

EnUp E€n—1Un—1 EoUQ

(3.2.3.1) 0—Y — 27, 1 ——Z, o-Z2yg—X —0

qui est élément de E(X,Y). On a I’égalité :

(3.2.3.2) §"(S(X,Y)) = (Hg) §"(S™(X,Y))

La formule (3.2.3.2) se démontre immédiatement en utilisant la relation
d’équivalence (3.2.2), b) et la définition de 6™ (3.2.1.1).

3.2.4. Soient maintenant deux suites exactes :

Uy Up—1 U1

SUX, XN = 0— X' Zy oy —— oz X 0

+ ! + +

S™X' X" = 0 — X" u_’”} 7! ml

1 0
m_1—>---—>Z6—>Xl——>O

Désignons par S”(X', X")« S™(X, X') la suite exacte :

(3.2.4.1) ST™X X"y« SMX, X)) =
i ulm , ulm—1 , un“6 Up—1 Ug
0O —X"— 7 _ 1 —— 7 L1 e Zyp— X — 0

Proposition 3.2.5. On a [’égalité :
SRS, X) £ 7O, X)) = (<1 (7 (ST, X)) [n] 87 (57(X, X)),
Déterminons le morphisme (6™ (S™(X', X")))[n] 6"(S™(X,X")). Avec
les notations de (3.2.1), on a deux diagrammes :

u(S™(X',X")) u(S™(X',X")

ZI. Xll[m] ,
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o S™(X,X")) o(S™(X,X")
z* X'n] -,

d’ot un diagramme :

a(S") ) w(s") oS™A (ST
z* ) ———Z2"[n] ——— X"Im+n] ,

(ou pour simplifier la notation nous avons fait les abréviations évidentes).
Il résulte alors de la définition de la translation dans D(A) (chap. II, 2.2.6)
qu’on a I’égalité :

(3.2.5.1) (6™(S™(X',X")))[n] 6*(S™(X,X")) =

1

[o(5™)[n]] [u(s™)[n]) " [o(5™)] [u(S™)]

Posons alors :

ne _ . " (=1)" ! (=1)"
(3.2.5.2) 7" = =Xy
(=)™} WUy U Upy — m
) ! ! S 7. Lo b —— 00— 0 —— -

(les Z; sont les composants de degré —i de Z""*),

(=)™ up, (=1)"
§rHn(X, X" = 0 —— XM gt T
(_l)null P unu:) Up—1 U7 uQ
. Z Ly — - — Ly — X — 0

Définissons maintenant deux morphismes de complexes :

pP = d, pour p>-n+1,
p: 2" — 7S pT = g,
pt = 0, pour p< —n,

(3.2.5.3)

YyP= 0, pour p>-n-+1,

Lo e
v Z — 4 [n]{¢p: id, pour p<-—n.

On vérifie immédiatement qu’on a les propriétés suivantes :

a) Le morphisme p : Z"* — Z* (3.2.5.3) est un quasi-isomorphisme.
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b) Dans le diagramme ci-apres :

ZII.
u( S N
(3:254) X 2" 7" n) WX”[WJW]
v(S5") u(5™)[n]
X'[n]

le carré central et les triangles latéraux sont commutatifs dans comp(.A).
En passant dans la catégorie D(A), le diagramme (3.2.5.4) fournit I’éga-
lité :
(8™ (5™ (X", X)) [n] 87(S™(X, X)) = 87 F (57X, X))
Il suffit alors d’utiliser (3.2.3.2) pour achever la démonstration.

3.2.6. Un cas d’application particulierement important de la proposition
(3.2.5) est le suivant. Soit :

Up—1 uq Ug

SUX,Y)= 0 — Y —— Z,_, e Zy e X —— 0

un élément de £ (X,Y). Posons pour tout entier p, 1 <p <n:
(3.2.6.1) Sy = 0— Ker(uy_1) — Zp—1 — Im(up_y) — 0
On a alors 1’égalité :
(3.2.6.2)

8" (S™(X,Y)) = (=1)

S St - 11881 — 2] 6181,

ainsi qu’on le démontre immédiatement en utilisant la proposition (3.2.5).

3.2.7. Buvons le calice jusqu’a la lie, et soient X et Y deux objets de A et
par conséquent de A°: la catégorie opposée a A. Les ensembles £ (X,Y) et
E%. (Y, X)) sont égaux et on a deux applications :

6A
E%(X,Y)—A L Ext’(X,Y)

(3.2.7.1) H

6A
Ela (Y, X) —A L Ext’. (Y, X)
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Par ailleurs, on a identifié en (1.2.8) la catégorie D(\A)° a la catégorie D(A°),
ce qui permet d’identifier les ensembles Ext’y. (Y, X) et Ext’; (X,Y") (chap. I,
1.3.9). Modulo ces identifications, on a donc deux applications ayant méme
source et méme but :

E%(X,Y) LY S Ext”(X,Y)
(32.72) H H
Eh(Y, X ¢>Extd4° Y, X)
et on a la relation :
(3.2.7.3) 0% = %%

Cette relation est vraie pour n = 1 (1.3.4). Elle se démontre alors par récur-
rence sur n en utilisant (3.2.5).

3.2.8. Soient :

n—1 U

SUXY)= 0—Y gz L M x o

un élément de E4(X,Y), f: X' — X et g : Y — Y deux morphismes
de A. Posons :

(3.2.8.1)
SUX Y)Y f=0—Y 2z, 2L g o B oxr

+ +

ou Z| est le produit fibré :
ul
7y —2 X'

7

Zp —0 X

b I b . . 7 . 7 . 7 I I . I I .
et ot u} est I'unique morphisme défini par les égalités f'u] = uy et ugu) = 0.
De méme, posons :

(3.2.8.2)

1 i
n—1 Up—2 Ul

grSY X, Y)= 0—Y" Szt g, oy X o,
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ou Z!'_, est la somme amalgamée :

y Y gz |

g‘{ ‘gll
UII

" n 1
Y'"———— 7

et ot u!!_, est 'unique morphisme défini par les égalités u!!_, ¢" = u,_1 et
uwl_qull =0.
Proposition 3.2.9. a) On a les égalités :

SM(S™MX, Y )+ f) = 6"(S™(X, V) f

8"(g+ S™(X,Y)) = g[n] 6"(5™(X,Y))

b) Tout diagramme commutatif :

S™X,Y)=0 Y /A e 7 Zo X 0
S™MXY)Y =0 —Y' — 7! | e 7 7} X' 0

fournit Uégalité :
(3.2.9.1) §"(g* S™(X,Y)) = 6"(S" (X", Y ) x f)
Lorsque n = 1, ces propriétés résultent des propriétés du é-foncteur

canonique comp(A) — D(A) (1.3). Le cas général s’obtient par récurrence
sur n, en utilisant (3.2.5).

3.2.10. Soient S™(X,Y) et S"(X',Y') deux éléments appartenant respecti-
vement aux ensembles E%(X,Y ) et E%(X',Y') et considérons le morphisme :

(SMXY) @ SMXL YY) X X — (Y & Y')[n]
On a I’égalité :
(3.2.10.1)
" (S™M(X,Y)) 0
§M(SMX,Y) B SM(XLY") = ,
0 an(S™M(X',Y")

ainsi qu’il résulte immédiatement de la définition des applications ¢, .
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3.2.11. Soient f = 6"(S™(X,Y)) et g = 6"(5""(X,Y)) deux éléments de
Ext’4(X,Y). Le morphisme f + ¢ € Ext4(X,Y) est, par définition, le mor-

phisme composé :
;oo
0 g (id,id)
Y

XX — [n]@ [n]—> [n]

Les alinéas (3.2.9) et (3.2.10) permettent alors, a partir des éléments S™(X,Y)
et $""(X,Y), de construire un élément S”"(X,Y) € FE%(X,Y) tel que
6"(S""(X,Y)) = f+ g. Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter cette
construction.

3.2.12. Nous avons donc montré au cours de ce numéro que les groupes
Ext4(X,Y) (X et Y objets de A ) peuvent s’interpréter comme des quotients
des ensembles E7%(X,Y) par la relation d’équivalence décrite en (3.2.2). De
plus, la composition des extensions et la somme peuvent se décrire a 'aide
d’opérations simples sur les éléments des E%(X,Y). On retrouve ainsi une
description due a Yoneda [3].

3.3. La catégorie AP,

Lemme 3.3.1. a) Soient X et Y deux objets de A et £ € Ext&(X[p],Y[q]) ~
Exty, "(X,Y), ¢ > p. Il existe ¢ — p suites exactes de longueur 1, St
1 << g—p, telles que la suite exacte de longueur n : S;_p*S;_p_l ook 5T
soit définie (3.2.4) et telles que :

(3.3.1.1) 8T (Sh xSty w xS [P =€

q

b) Soient S™ et S'" deux éléments de E%{(X,Y) qu’on peut écrire en utilisant
les notations de (3.2.6) :
S =8 e sl wox sl

mo_ ol 2l 2t
ST =58, x5, 1 x---x 8]

ou les S} et les S’}, 1 <17 < n, sont des suites exactes de longueur 1. Les
propriétés sutvantes sont équivalentes :

i) 6m(5™) = 6"(S"").
ii) Il existe n suites exactes de longueur 1 : S"}, 1<i<n,et2n—2

morphismes de A: f;, 1 <i1<n—1,etg;, 1 <i1<n—1, tels que les suites
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evactes St * fi_1, 1 <i<m, fi*S”}, 1<i<n, S’}*gi_l, 1<i1<n,

gi* 8"}, 1<i<n, soient définies ((3.2.8.1) et (3.2.8.2)) et tels que :

sL(S"h) = (8L fua)

61(51171%) = gL (51711 *gn—1) :

SUfix 8" = 8 (Stxfiny), 1<i<n-—1,
(3.3.1.2)

§gix S") = & (S’}*gi_l), l<i<n-1,

S (fix8") = 6YSH

§(g1+5") = 645"

En effet, lassertion a) résulte immédiatement de (3.2.2) et (3.2.5) et
I’assertion b) résulte de la description de la relation d’équivalence induite par
Papplication E7%(X,Y) — Ext’(X,Y) ((3.2.2) et (3.2.9)).

3.3.2. Rappelons (1.2.11) que la catégorie AP est la sous-catégorie pleine
de D(A) définie par les translatés des objets de A. Soit F' : APt — ¢ un
foncteur (a valeurs dans une catégorie non nécessairement additive). Dési-
gnons, pour tout entier n, par ¥ : A — C le foncteur X — F(X[n]). De
méme, pour toute suite exacte de A, 1 =0 — X — Y — 7 — 0,
désignons par 6%(St) 1 F™(Z) — F"*'(X) le morphisme

F(6Y(SHn]) : F(Z[n) — F(X[n+ 1))
La suite des foncteurs F™, n € Z, munie des morphismes 0} possede les

propriétés suivantes (3.2.9) :

SFL I) Tout diagramme commutatif :

S=0 X Y Z 0
b
S'=0 X' Y’ A 0
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ol les lignes sont exactes fournit, pour tout entier n, un diagramme commu-
tatif :

8p(5)

F(Z) FTHH(X)
F”(g)‘ ‘F”“(f)
Fn(ZI) 6?7(‘9[) Fn—|—1(XI)

SFL II) Lorsque S = 0 — 0 — 0 — 0 — 0, le morphisme 6%(5) est,
pour tout entier n, un isomorphisme.

Soit maintenant m : F' — F’ un morphisme de foncteurs F', F’ : ARt — .
On en déduit de facon évidente une suite de morphismes de foncteurs
m": " — F'". Cette suite de morphismes possede la propriété :

MSFL) Pour toute suite exacte S = 0 — X — Y — Z — 0, et pour
tout entier n, le diagramme ci-apres est commutatif :

priz) L )

m”(Z)‘ ‘m”"’l(X)

85 (5)

F'"™(7) F" (X))

Définition 3.3.3. Une suite de foncteurs F” : A — C munie de la donnée,
pour toute suite exacte S = 0 — X — Y — Z — 0, d’un morphisme
§n(8): F™(Z) — F"1(X) possédant les propriétés SFL 1) et SFL II) est
appelée une suite de foncteurs liés. Soient (F™,6%) et (F'",6%,) deux suites
de foncteurs liés. Une suite de morphismes de foncteurs m” : F* — F'" est
appelée un morphisme de suites de foncteurs li€s si elle possede la propriété

MSFL).

Proposition 3.3.4. Soient Hom (AP, C) la catégorie des foncteurs de AF
dans C et SFL(A,C) la catégorie dont les objets sont les suites de foncteurs
li€s et les morphismes, les morphismes de suites de foncteurs liés. Ce qui
précede définit un foncteur :

@ : Hom(AP, C) — SFL(A,C)
a) Ce foncteur est une équivalence de catégories.
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b) Lorsque la catégorie C est additive, un foncteur de ABY dans C est pré-
additif si et seulement si chacun des foncteurs de la suite de foncteurs liés
associée est additif.

Nous nous bornerons a montrer que ® est essentiellement surjectif. Tout
d’abord, quitte a modifier les catégories en présence par une équivalence,
on peut supposer que la catégorie A possede un seul objet nul. On vérifie
aussitét qu’alors la catégorie AP ne posséde qu’un seul objet nul. Soit alors
(F™,6%) une suite de foncteurs liés. Remarquons que, pour tout entier n,
la propriété SFL II) définit un isomorphisme F™(0) — F"T1(0). On peut
alors, en remplagant au besoin la suite (F™,8%) par une suite isomorphe,
supposer que, pour tout n, F"(0) = F"T1(0) et que §7%(0) = identité. Tout
objet non nul W de la catégorie APt 9écrit d’une maniere unique sous la
forme X [n],ou X est un objet de A. Posons alors pour tout objet non nul W
de AP (W) = F*(X) et posons de plus F(0) = F°(0). Nous avons ainsi
défini une application de Ob(AFt) dans Ob(C) que nous allons maintenant
prolonger en un foncteur F : APt — €. qui induise la suite de foncteurs
liés (F™,8%). Soit donc m : W — W' un morphisme de A®<. Examinons
d’abord différents cas :

1) W =W'=0.O0n pose alors F'(m) = idpo(q) .

2) W=0et W = X[p], X #0. On pose alors F(m) = FP(0 — X).

)W =Y[p],Y #0,et W =0. On pose alors F(m) = FP(Y — 0).
Supposons maintenant que W et W’ soient différents de I'objet nul. Ils

s’écrivent alors de maniére unique sous la forme W = X|[p], W' = Y|[q], ou
X et Y sont des objets de A. L’entier ¢ — p est appelé alors le degré de m .

4) Degré de m < 0. On pose alors F(m) = F1(0 — Y) FP(X — 0).
5) Degré de m = 0. Le morphisme m s’écrit alors de maniére unique sous la
forme f[p], ou f est un morphisme de A. On pose alors Fi(m) = FP(f).

6) Degré de m = 1. Il existe une suite exacte de A :
S=0—Y —7—X —0

telle que m = 6'(9)[p] (3.3.1). On pose alors F(m) = 65(9). Le fait que le
morphisme F(m) ainsi défini ne dépende pas de la suite exacte choisie résulte
de (3.2.2) et de la propriété SFL I).

Désignons alors par Fl<,,(AF®) Pensemble des morphismes m : W — W'
tels que W ou W' soit I'objet nul ou tels que le degré de m soit inférieur
ou égal & n. Lexistence du foncteur F : AP — € induisant la suite de
foncteurs liés (F'",6%) résulte alors du lemme et de la proposition suivants :
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Lemme 3.3.5. Soient m : W — W', m/ : W' — W', m" = m'm
trois morphismes de AP appartenant 4 Flgl(AEXt) . Les morphismes F(m),
F(m') et F(m') ont été définis ci-dessus dans les cas 1), 2), 3),4),5), 6) et
on a:

(3.3.5.1) F(m") = F(m)F(m)

Proposition 3.3.6. (Définition de la catégorie APt par générateurs et rela-
tions). Soient C une catégorie et :

Ob(F) : Ob(AFYy — 0b(C)

Fl<y(F) : Fle (AR — FI(0)

deuz applications compatibles avec les applications source et but des catégo-
ries AP et C telles que pour tout triplet de morphismes m : W — W',
m' W — W' m" = m'm, m, m', m" € Flay (AP on ait :

Fl<i(£)(m') Flci (F)(m) = Flgi (£)(m")
Il eziste alors un foncteur F': ABY —— C et un seul tel que F induise Uappli-
cation Ob(F) sur les ensembles d’objets et tel que pour tout m € Fley(AFXY)
on ait :

En effet, on vérifie facilement que la suite de foncteurs liés associée au
foncteur fourni par (3.3.5) et (3.3.6) est bien la suite (F7",0%) qu’on avait
au départ.

3.3.7. Démonstration du lemme 3.3.5. La démonstration se fait en
examinant les différents cas possibles. Il y a, d’abord, quatre cas & examiner
lorsqu’au moins deux des objets W, W', W' sont nuls. Les morphismes
F(m), F(m') et F(m'") sont alors définis dans I'un des cas 1), 2) ou 3). La
vérification de (3.3.5.1) est immédiate et laissée au lecteur. Il y a, ensuite,
neuf cas & examiner dans lesquels un des objets W, W/ W' est nul. Deux
des morphismes m , m', m' sont alors définis par 1), 2), 3), le troisieme étant
défini par 4), 5), 6). La encore la vérification est immédiate et laissée au
lecteur. Il reste & examiner les cas ou W, W/, W' sont non nuls. Ces cas
sont au nombre de huit :

c1) degré de m et m' < 0;
¢z) degré de m < 0, degré de m' = 0;
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c3) degré de m = 0, degré de m' < 0;

cq) degré de m et m' =03

¢5) degré de m = 1, degré de m’ < 0;

cg) degré de m < 0, degré de m' = 1;

c7) degré de m =1, degré de m' = 0;

cg) degré de m = 0, degré de m' = 1;

Nous nous bornerons a envisager le cas cg); le cas ¢7) se traite de la méme
maniere et les cas ¢;), 1 <1 <6, sont triviaux. Soit :

S=0—X"—Y — X' —0

une suite exacte telle que §1(9)[p] = m', et f: X — X’ un morphisme
de A tel que f[p] = m. On a alors F(m) = FP(f), F(m') = 65.(5) et
F(m')y=6%(5* f) (3.2.9). Or on a un diagramme commutatif :

Sxf=0 X y! X 0
S=0 X" Y X' 0

D’ot un diagramme commutatif (SFL I) :

FP(X) (X")
FP(f) ‘ld
Fp(XI) 6%(‘9) Fp-|—1(XII) ,

1.€.

3.3.8. Démonstration de la proposition 3.3.6. Soit m : X[p] — Y[p+n],
X et Y objets de A, n > 0, un morphisme de APt D’apres le lemme (3.3.1),
il existe n+1 objets X;[p+i], 0 < i <n, Xo[p] = X[p], Xu[p+n] =Y[p+n]
et n morphismes :

X[p] == Xu[p+ 1] == Xa[p+2] = --- Z2 Y [p + 0]
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tel que m = m,m,_1 ---maomq . Ceci entraine aussitot 'unicité de F. Pour
démontrer l'existence, il suffit de remarquer que d’apres le lemme (3.3.1),
lorsqu’on a une deuxiéme décomposition de m : m = m/ m/,_;---m}, on a
un diagramme commutatif :

Xip+ 1] "= Xop+2]— - — Xoq[p+n — 1]

m/ Silp+1] f2lp+2] Fn—1lp+n—1] in

1 12

X[p] ——=X{p+ 1] —XJp+2] — - — X [p+n—1]—">Y[p+n]
m} g1lp+1] g2[p+2] In—1[p+n—1] !

Xilp+1] == Xjp+2] — - —X| _[p+n— 1] ,

ol les f;etles ¢g;, 1 <i<mn-—1,sont des morphismes de A.
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4. Objets spectraux usuels.

4.1. Premier objet spectral canonique.

4.1.1. Rappelons que Z désigne ’ensemble ordonné Z U {—oc, 4}, ou
encore la catégorie associée a cet ensemble ordonné (chap. II, 4.3.1). Soient

A une catégorie additive et Y : Z — comp(.A) un foncteur :

g€l , q—Y(q) ,
(4.1.1.1)

(p.q) € Fi(Z) . ul(p,q):Y(p)— Y(q)

On a alors associé, au chapitre I, (3.3.6), au foncteur Y un objet spectral

(de type Z) & valeurs dans K(A) (chap. II, 4.1.2 et 4.1.3) dont nous allons
rappeler la construction.

Soit, tout d’abord, pour tout élément (p,q) de Fll(i) (i.e. pour tout

couple p,q € Z tel que p < q), Y(p,q) le cone du morphisme u(p,q) (chap.
I,3.1.2) :

V(p.q)' =Y(q) &Y(p)*,

(4.1.1.2) | Ay wp, )™
e, =
Y(p.9) i1
0 —dvy

Définissons alors, pour tout couple (p,q) et (p',¢’) d’éléments de Fly (i) tels
quep < petqg<q :

(4.1.1.3) ((p,q), (¥ d)) : Y(po) = Y'.q)

comme étant la classe a homotopie pres du morphisme de complexes :

(4.1.1.4) U((p.q), (¥ q)) : Y(p.q) = YW, d")

défini par les formules :

o [l d) 0
(4.1.1.5) T((p.q), (0, q)) = ‘
0 u(p,p)t
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On a ainsi défini un foncteur fﬁl(z) — K(A).

Soit (p,q,r) un élément de Fl, (Z) Définissons alors :

(4.1.1.6) o(p,q.7): Y(g,r) = V(p. 1]
comme étant la classe d’homotopie du morphisme de complexes :
(4.1.1.7) d(p,q,r): (g, r) = V(p, 1]
défini par les formules :
) 0 idy(q)i+1
(4.1.1.8) d(p,q,r)' =
0 0

On sait (chap. I, 3.3.6) que le triangle de K(A) :

(y(p, 0),Y(p, 1), Y(q,7), 2 ((p, 0): (p,7)), @ (0, 7), (q,7)), 6(p, 4, 7‘))

est distingué et dépend fonctoriellement de (p,q,7). On a donc construit un
objet spectral (Y(p,q),6(p,q,7)), a valeurs dans K(A).

Soient Y : Z — comp(A) et Y' : Z — comp(A) deux foncteurs et
m:Y — Y' un morphisme de foncteurs. Le morphisme m induit un mor-
phisme des objets spectraux associés :

(4.1.1.9) M(p,q): Y(p,9) — V'(p,q)
4.1.2. Soit Y un objet de comp(.A). Posons :
(4.1.21) ¢q€Z, Y()=0—-0—Y ¢ y-otl L y-ot2 ...

les différentielles de ce complexe étant induites par les différentielles de Y.
Posons de méme :

(4.1.2.2) Y(-x)=0 |, Y(+0)=Y
On a des monomorphismes :
0=Y(-x)—= - —=Y(q) —=Y(@+l) = Y({@+2) = - = Y(+xx)=Y |
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qui définissent une filtration du type ZdeY qu’on appelle premiere filtration
canonique de Y , et par suite un foncteur, que nous notons Y, de Z dans
comp(A). On en déduit par la construction rappelée en (4.1.1) un objet
spectral a valeurs dans K(A) : (y(p, q),é(p,q,r)). On se propose de décrire
un objet spectral isomorphe a (y(p, q), 6(p,q,7‘)). Posons tout d’abord :

(4.1.2.3)

a) pour —oo < p < ¢ < 400 :
Y(pvq):...oﬁoﬁy—q%y—qﬁ-l_>..._>Y—p—2Hy—p—1_>0_>0_>...
b) pour —oco < p < 400 :
Y(p7_|_oo):..._>yi_>yi+1_>..._>Y—p—2_>Y_p—1_>0_>0_>...7
¢) Y(—00,q) = Y(q), pour tout ¢ € Z, Y(p,p) = 0, pour tout p € Z,

les différentielles de ces complexes étant induites par les différentielles du
complexe Y.

Désignons par :
(4.1.24)  o((p.q). (P, ¢")) : Y(pg) = Y(',¢), p<p et ¢<dq,

la classe d’homotopie du morphisme de complexes :

(4.1.2.5) o 9), (0 d)) Y (po) =Y q)

dont les composants sont des morphismes identiques quand la source et le
but sont des objets non nuls. On vérifie immédiatement qu’on a ainsi défini

un foncteur de Fé;(Z) dans K(A).

Soit (p,q,r) un élément de Fl, (i) Désignons par :
(4.1.2.6) 8(p,q,7) Y (g, 1) — Y(p, q)[1]
la classe d’homotopie du morphisme de complexes :
(4.1.2.7) d(p,q,7):Y(g,r) = Y(p,q)[1]

dont les composants sont :

d(p,¢,r)' =0, pour i#—q—1,
(4.1.2.8)

d(p, q, T)_q_l = _di_/q_l
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Enfin, pour tout élément (p, ¢) de Fll(i) , désignons par :

(4.1.2.9) J(p,q): Y(p,q) — Y(p.q)

la classe d’homotopie du morphisme de complexes :

(4.1.2.10) i) Yp,q) = Y(p,q)

défini par les formules :

](p,q)i:()7 pour ¢ < —q ou > —-p—1,

](pv Q)Z = identité , pour —gq S @ S —P - 2 ”
(4.1.2.11)
Jpg) P Y P g YT Yy TP

j(pyq)™P~" = (id,0)

Proposition 4.1.3. a) Pour tout élément (p,q) de Fll(i), le morphisme
J(p,q): Y(p,q) — Y(p,q) de K(A) est un isomorphisme.

!

b) Pour tout couple (p,q), (p',q') de Fll(i) tel que p < p' et ¢ < ¢, le

diagramme de K(A) : -
®((p,9): (¢, 4")

Y(p,q) V' q')
J(p, q)k BJ(p’, q')
Y(p,q) el(e: 0, (¢'.4) Y(p',q)

est commutatif.
¢) Pour tout élément (p,q,r) de Fly(Z), le diagramme de K(A) :

Y(g,7) op.a,7) Y(p,q)[1]
J(qﬂ‘)k BJ(% q)[1]
Y(q,r) op.g7) Y(p,q)[1]

est commutatif.

La vérification est laissée au lecteur.
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4.1.4. Il résulte de (4.1.3) que pour tout objet Y de comp(.A),

Specl(Y) = (Y(p7 q)76(p7Q7r)) 9

défini par (4.1.2.3), (4.1.2.4) et (4.1.2.6), est un objet spectral a valeurs dans
K(A). L’objet spectral Specy(Y) dépend fonctoriellement de 'objet Y de
comp(A). On a donc déterminé un foncteur :

Y —— Spec,(Y)

de la catégorie des complexes de A dans la catégorie des objets spectraux a
valeurs dans K(A). Ce foncteur est appelé le foncteur premier objet spectral
canonique a valeurs dans K(A) . Pour tout objet Y de comp(.A),1’objet spec-
tral Specy (V') est appelé le premier objet spectral a valeurs dans K(A) associé
au complexze Y. Il convient de noter que lorsque Y est un objet de comp*(.A)
(x =+, —,b, “vide”), le premier objet spectral a valeurs dans K(.A) associé
au complexe Y est, en fait, a valeurs dans K*(A).

4.1.5. Soient A une catégorie abélienne et Y un complexe de A. L’image
par le foncteur canonique K(A) — D(A) du premier objet spectral associé
au complexe Y est un objet spectral & valeurs dans D(A) qui est appelé le
premier objet spectral a valeurs dans D(A) associé au complexe Y. Le plus
souvent, nous dirons simplement premier objet spectral associé au complexe
Y et noterons (abusivement) :

Spec,(Y) = (Y(p,q),é(p,q,7))

le premier objet spectral a valeurs dans D(.A) associé au complexe Y. Le
foncteur premier objet spectral canonique composé avec le foncteur canonique
K(A) — D(A) (étendu aux objets spectraux) est appelé le foncteur premier
objet spectral canonique a valeurs dans D(A). Soulignons qu’il s’agit d’un
foncteur de la catégorie des complexes de A dans la catégorie des objets
spectraux de D(A) et que ce foncteur ne se factorise pas, en général, par la
catégorie des complexes a homotopie pres.

4.1.6. Les complexes n-uples d’objets de A permettent de construire des
complexes simples munis de filtrations et par suite des objets spectraux a
valeurs dans K(.A). Soient X un complexe n-uple (chap. I, 2.1.2) et m un en-
tier, 1 < m < n. Pour tout o € Z[n] (notation de (chap. I, 2.1.1)), désignons
par o, sa m-ieme coordonnée.

Nous allons, tout d’abord, définir une famille de complexes et de mor-
phismes de complexes. Soit, pout tout couple (p,q) € Fli(Z), ™X(p,q) le
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complexe n-uple défini par :

X7 s —q S Om < =P ,
("X(p.q)) =

0 si op<—q ou —p<Lo,,
(4.1.6.1)
les différentielles de "X (p, q) sont les différentielles

de X sauf peut-étre si la source ou le but de la dif-

férentielle considérée sont des objets nuls.

Pour tout couple (p,q) et (p',¢’) d’éléments de Fll(z), tels que p < p' et
q < ¢, désignons par :

(4.1.6.2) f((pa), (P, q") - "X (p,q) — "X (P, )

le morphisme de complexes n-uples dont les composants sont des morphismes
identiques sauf peut-étre si la source ou le but sont des objets nuls. Enfin,
pour tout élément (p,q,r) de Fl3(Z), désignons par :

(4.1.6.3) g(p,q,r): "X (q,7) — T} (mX(p, q))

(T, désigne le foncteur de translation dans la direction m (chap. I, 2.3.1) le
morphisme dont les composants sont :

9(p,q,7)7 =0 si op#—q-1 ,
(4.1.6.4)

9(psq,r)” = —dy" st o =—q—1

Introduisons alors de nouvelles notations. Tout d’abord, désignons, par
abus de notation, par [ : comp”(A) — comp(A) la Il-extension ou la
Y-extension du foncteur complexe simple associé (sous réserve d’existence
de produits ou sommes dénombrables dans A (chap. I, 2.2.3). Posons alors :

/mX(p,Q)ImY(p,q) :

(4.1.6.5) /mX(—oo,‘]) ="Y(-00,q) ="Y(q) ,

[ Xty = [ X =Y (=00 ko) = Y (o) = Y
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puis :

(4.1.6.6) /f((p, ), ('.q") = h((p.9), (¥, q")
Soit de plus :

(4.1.6.7) Td(p,q.r): Y (q.r) — Y (p,q)[1]

le morphisme composé :

[ atp.am) *
Y (gor) 2 X () ( [x. q)) 1]
(4.1.6.8) n n |

Y(p,o)[1]

ot le morphisme (*) est I'isomorphisme de commutation aux translations du
foncteur complexe simple associé (chap. I, 2.3.2.1).

On obtient ainsi une filtration du complexe simple ¥ = fn X
(4.1.6.9) 0="Y(—0)C - C™Y(q)C - C"Y(400)=Y

qu’on appelle la filtration définie par le m-ieme degré de X.

On peut, par le procédé rappelé en (4.1.1), associer au complexe filtré
(4.1.6.9) un objet spectral & valeurs dans K(.A) noté :

(4.1.6.10) (Y(p,9), 8(psq:7))

Enfin, abusivement, nous désignerons dans la proposition ci-apres par la
méme notation, un morphisme de comp(.A) et son image dans K(A).

Proposition 4.1.7. a) Les objets ™Y (p,q) (4.1.6.5), les morphismes
h((p,q),(p'.q')) (4.1.6.6) et les morphismes ™d(p,q,r) (4.1.6.7) définissent
un objet spectral a valeurs dans K(A) qui dépend fonctoriellement du com-
plexe n-uple X.

Cet objet spectral est appelé ["objet spectral a valeurs dans K(A) défini
par le complexe X filtré par son m-ieme degré.

b) Il existe un isomorphisme canonique (i.e. fonctoriel par rapport a ['objet
X de comp™(A)) entre les objets spectraux (y(p, q),é(p,q,r)) (4.1.6.10) et

(™Y (p,q), ™d(p,q,7))-
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Supposons, tout d’abord, la proposition démontrée lorsque X est un
double complexe et lorsque ’entier m = 1, et montrons comment on peut se
ramener & ce cas. Soit ¢ : [n] — [2] ’application :

plm) =1,
(4.1.7.1)
(i) =2 pour tout ¢ € [n], i #m

Posons f@ X = Z (chap. I, 2.2.2). On peut alors effectuer sur le double
complexe Z les constructions décrites en (4.1.6.7), 1 <7 < 4. On obtient des
doubles complexes :

(4.1.7.2) Z(p,e) . (p ) €FW(Z)

et des morphismes de doubles complexes :

fz((pa), (P, d)) ' Z(p,q) = "Z(p'.q")

(4.1.7.3)
92(p,q,7): " Z(q,r) = Ty (*Z(p, q))

On constate alors que :

/mX(p,Q)IlZ(p,Q) . (pa)eFL(Z)
(4.1.7.4) ’

/f((p, 0),(0, ")) = fz((p.9), (', d"))

(vérification immédiate) et que de plus le morphisme g¢,(p, ¢, r) est le mor-
phisme composé :

(4.1.7.5) LMX(q,r)MLTm(mX(p,q))ﬂTl (/me(p,q)) ,

ou (%) est I'isomorphisme de commutation du foncteur f@ aux translations

(chap. I, 2.3.2.1) (pour vérifier ceci, on utilise la définition explicite des diffé-
rentielles de Z (chap. I, 2.2.2.5) et de I'isomorphisme de commutation (chap.
I, 2.3.2.1). Construisons alors I'objet spectral défini par Z filtré par son pre-
mier degré. Il résulte de I'égalité |, f@ = [, de (4.1.7.4), (4.1.7.5) et de

(chap. I, 2.3.3) que (mY(p, q),md(p,q,r)) est égal a cet objet spectral.
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Supposons donc que X soit un double complexe et que m = 1. Pour
démontrer a), il suffit de montrer que, pour tout (p,q,r) € Fl3(Z), le dia-
gramme de comp(.A) :

(4.1.7.6)

/1X n.q —>/X o7 —>/1X q,r ld(p’q’r) T ('X(p,q)) = (/;X(p, f]))[l]

définit dans K(.A) un triangle distingué (remarquons que l'isomorphisme de
commutation aux translations [, Ty (1X(p, q))—N—>(f2 X (p, q))[l] est dans ce
cas l'identité). Les autres assertions contenues dans a) sont évidentes. Pour
prouver que le diagramme (4.1.7.6) définit dans K(A) un triangle dinstin-
gué, il suffit, d’apres la propriété (TRII) (chap. I, 1.1.1), de montrer que le
diagramme :

(4.1.7.7)
(/2 1X(q,r)) [—1]M> 21X(p,q)—> /21X(p,r) . /21X(W)

définit dans K(.A) un triangle distingué. On constate alors immédiatement que
le complexe simple [, X (p, ) est égal au cone du morphisme —'d(p, ¢,7)[—1]
(chap. I, 3.1.2) et que les morphismes [, X(p,q) — | X(p,r),
| X(p,r)— | X (q,r), figurant dans (4.1.7.7), sont les morphismes intro-
duits dans I’étude du foncteur coéne (chap. I, 3.2.2.2 et 3.2.2.4). Par suite, le
triangle de K(A) défini par le diagramme (4.1.7.7) est par définition (chap. I,
3.3.1) un triangle distingué. Démontrons maintenant b). En utilisant les no-
tations introduites en (4.1.6.5), on vient de montrer que dans le diagramme :

(4.1.7.8)  Y(q.r)[-1] e, Wi(g) — 'Y (r)—"Y(qg,r),

le complexe 'Y (r) apparait comme le cone du morphisme —1d(—o0,q,r) (po-
ser p = —oo dans le diagramme (4.1.7.7)). De plus (4.1.1), lobjet Y(q,7) a
été défini comme étant le cone du morphisme :

(4.1.7.9) YWiq) — Y (r)

On a alors défini, dans cette situation (chap. I, 3.2.5.2), un homotopisme
(définissant donc un isomorphisme dans K(A)) :

(4.1.7.10) J(q,r): Y(g,r) — 'Y(q,7)

On laisse au lecteur le soin de vérifier que cet homotopisme est fonctoriel par
rapport aux indices (q,7) € Fl1(Z) et par rapport au double complexe X et
qu’il définit un isomorphisme canonique de ’objet spectral (y(p, q),6(p,q, 7‘))
sur ’objet spectral (1Y(p, q),ld(p,q,r)).
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4.1.8. Lorsque X est un complexe simple, 'objet spectral a valeurs dans
K(A) défini par le complexe X filtré par son premier degré (4.1.7) n’est autre
que le premier objet spectral a valeurs dans K(.A) associé au complexe X. De
méme, soient X un complexe n-uple et m un entier, 1 < m < n. Supposons
que le composant X? de X soit nul lorsque :

o —0pmen #0 (0, m-iéme coordonnée ).

On vérifie alors que 'objet spectral défini par le complexe X filtré par son
m-ieme degré est égal au premier objet spectral canonique du complexe
simple fm X.

Enfin, lorsque la catégorie A est abélienne, le foncteur canonique :
K(A) — D(A)

transforme 'objet spectral a valeurs dans K(.A) défini par un complexe
n-uple X filtré par son m-iéme degré en un objet spectral a valeurs dans
D(A). L’objet spectral ainsi obtenu est appelé ["objet spectral, a valeurs dans
D(A), défini par X, filtré par son m-iéme degré. Lorsque aucune confusion
n’en résulte, on supprime la mention “a valeurs dans D(A)”.

4.1.9. Soit X** un complexe double de A. Désignons, pour tout entier ¢,
par X%* (resp. X*?) le complexe simple :

dq)i—l dq’i dq’i+1
° 2 N 2 <_|_1 2
Xq7 — ... Xqvl Xqvl - L.
T R A M
(resp. X9 — ... xwe__ -  xutle_ 7 7 xutZag oL )7

dont le composant de degré i est X% (resp. X 7).

La différentielle dans la premiere (resp. deuxieéme) direction de X ** in-

duit des morphismes (dans K(A)) :
dj® : X0 — Xothe
( resp. dy?: X9 — X*atl ),
dont les composants sont :
(@ = dp
(resp.  (d3)' = (=1)'dy” ).
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Désignons par (1Y(p, q),lé(p,q,r)) (resp. (2Y(p, q),26(p,q,7‘)) )1 objet
spectral, a valeurs dans K(.A), défini par le complexe X, filtré par son premier
(resp. deuxieme) degré (4.1.7). Il résulte immédiatement des définitions qu’on
a les relations :

W(g-1,9)=X""%q] ,

Y(g-1,9)=X*"""q] ,
(4.1.9.1)
Y(g—1,¢,q+ 1) ==(d7 " )g+1]

(g~ 1.q,q+1) = ~(d3 ™" g +1]
Ces formules seront utilisées au numéro (4.6).

4.2. Objet spectral & valeurs dans D(.A) associé & un objet filtré de
comp(A).

Dans ce numéro et les numéros suivants de ce paragraphe, A désigne
une catégorie abélienne.

4.2.1. Soient X un objet de comp(A) et X(q), ¢ € Z , une filtration crois-
sante de type Z du complexe X :

(42.11) 0=X(—0)C---CX(¢)CX(¢g+1)C---CX(+0)=X

On en déduit, par la construction rappelée en (4.1.1), un objet spectral
(X(p, q),6(p,q, 7‘)) a valeurs dans K(.A), d’oti, en appliquant le foncteur cano-
nique K(A) — D(A), un objet spectral a valeurs dans D(A) encore noté,
abusivement, (X(p, q),6(p,q, 7‘)) . On se propose de décrire un objet spectral
a valeurs dans D(.A) isomorphe a ce dernier objet spectral.

4.2.2. Soit donc 0 = X(—o00) C ---C X(q) C---C X(400) = X, un objet
filtré de comp(.A) . Posons :

(4.2.2.1) X(p )= X(q)/X(p)

pour tout élément (p,q) de Fll(i). (Le quotient est pris évidemment ici au
sens de la catégorie abélienne comp(.A) ). Désignons par :

(4.2.2.2) o((p.0). (P, ")) : X(p.g) — X (', ¢") .
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ou (p,q) et (p',q') sont des éléments de Fll(i) tels que p < p' et ¢ < ¢,
Iimage dans D(.A) du morphisme canonique de comp(.A) :

(4.2.2.3) e((p9), (0 q")) = X(pog) — X, q")

On a ainsi déterminé un foncteur de F(y(Z) dans D(A). Soit, pour tout
élément (p,q,r) de Fly(Z) :
(4.2.2.4) S(p.g,r): 0— X(p,q) — X(p,7)— X(¢,7)— 0 ,

la suite exacte de comp(.A) dont les morphismes sont les morphismes cano-
niques déduits de la filtration de X. Soit enfin, pour tout élément (p,q) de

Fly(Z),

(4.2.2.5) T ) X(pq) — X(p,g)
Iimage dans D(A) du morphisme de comp(A) :
(4.2.2.6) i(pq): X(pog) — X(prq)

dont les composants sont :

J(pq) = X(pq) = X(9)' & X(p)H' — X(9)'/X(p)' = X(p.q)’ ,

j(pq)' = (7,0)
(4.2.2.7) ‘
ol 7 est I’épimorphisme canonique :

™ X(q) — X(9)'/X(p)
Proposition 4.2.3. Pour tout élément (p,q,r) de Fly (Z), désignons par :

6(p7Q7T) : X(qu) - X(p7 (])[1] ’
le morphisme de D(A) :

(4.2.3.1) 8(p.g.m)=8(S(p,q;m))

ot 6(S(p, q, 7‘)) est le morphisme de D(A) associ€ a la suite exacte S(p,q,r)

(4.2.2.4) par le é-foncteur canonique comp(A) — D(A) (1.3.2).

a) Les objets X(p,q) (4.2.2.1), les morphismes c,o((p, q),(p, q’)) (4.2.2.2)

et les morphismes 6(p,q,r) (4.2.3.1) définissent un objet spectral a valeurs

dans D(A).

b) Les morphismes J(p,q) (4.2.2.5) définissent un isomorphisme de [’objet

spectral (X(p, q),6(p, q,r)) sur lobjet spectral (X(p, q),6(p, q,r)) .
L’assertion a) résulte immédiatement des proporiétés du é-foncteur cano-

nique comp(A) — D(A) (1.3.1). Pour démontrer Iassertion b), le lecteur se

reportera a (1.3.2).
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4.2.4. Un morphisme d’objets filtrés de type Z de comp(.A) induit de la
maniere évidente un morphisme entre les objets spectraux associés décrits
par la proposition (4.2.3), a). La proposition (4.2.3) définit donc un foncteur
de la catégorie des objets filtrés de comp(A) dans la catégorie des objets
spectraux a valeurs dans D(A).

Soient X un objet de comp(A)et X(¢) C X, ¢ € Z , sa premiere filtration
canonique. L’objet spectral associé par la proposition (4.2.3) a l'objet filtré

(X, X(q), q € Z) n’est autre, dans ce cas, que le premier objet spectral, a
valeurs dans D(A), associé au complexe X (4.1.5).

Soient de méme X un complexe n-uple de A, fn X =Y le complexe
simple associé, m un entier, 1 < m < mn, et :

0="Y(-00)C---C"™Y(¢)C--C"Y(+0) =Y

la filtration définie par le m-ieme degré de X (4.1.6.9). L’objet spectral asso-
cié par la proposition (4.2.3) & l'objet filtré (Y, ™Y (q), ¢ € Z) n’est autre,
dans ce cas, que I'objet spectral, & valeurs dans D(A), défini par X, filtré
par son m-ieme degré (4.1.8).

4.3. Deuxiéme objet spectral canonique.

4.3.1. Soit X un objet de comp(.A). Posons :

(4.3.1.1)
X(=0)=0 ,  X(+o0)=X ,
Xv(q):“'qu_B—>qu_2—>Ker(dg(_l)—>()—>()_>...7 geZ,

les différentielles de ce dernier complexe étant induites par les différentielles
de X. On a des monomorphismes canoniques :

(4.312) 0=X(-0)C---CX(q)CX(¢g+1)C---CX(+0)=X

qui définissent une filtration de type Z sur X qu’on appelle la deuziéme
filtration canonique de X. On en déduit, par la proposition (4.2.3), un objet
spectral (X(p, q),6(p,q, 7‘)) qu’on appelle le deuziéme objet spectral, a valeurs
dans D(A), associé au complexe X. Un morphisme dans comp(A) : X — Y
respecte les deuxiemes filtrations canoniques et, par suite, le foncteur :

X +— (X(p, (])75(1’7‘]7T))

est un foncteur de comp(.A) dans la catégorie des objets spectraux a valeurs
dans D(A). Ce foncteur est appelé le foncteur deuziéme objet spectral cano-
nique.
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Proposition 4.3.2. Soient X un objet de comp(A), (X(p,q),6(p,q,7)) le
deuziéme objet spectral associé @ X et H : D(A) — A le foncteur cohomolo-
JLque canonique.

a) HT(X(p, q)) = 0, pour tout entier r < p ou r > ¢ .

b) Soit r un entier. Pour tout élément (p,q) € Fll(i) tel que p <1 < q, i
existe un et un seul isomorphisme :

7 (X):H'(X) — H"(X(p,q))

p,q

tel que i~ | (X)) soit Uidentité et tel que pour tout couple (p,q) et (p',q'),
p <, qg<q, p<r<gqg,p <r<q, lediagramme ci-aprés soit
commutatif :

H™(X)

i (xX) w,ﬂ,()()
/

7 1o ~
HT(X(]),(])) H (@((Pﬂ)»(l’»q))) HT(X(plvql))

¢) Soient m : X — Y un morphisme de comp(A) et :

m(p,q): X(p,q) = Y(p,q)

le morphisme correspondant entre les deuviemes objets spectraur associés.
Pour tout élément (p,q) de FI1(Z) et tout entier v tel que p < r < q, le
diagramme ci-aprés est commutatif :

H™(m(p, 9))
————— H'(Y(p.,q))
Cette proposition résulte immédiatement des définitions.

Corollaire 4.3.3. Le foncteur deuxiéme objet spectral canonique (4.3.1) se
factorise d’une maniere unique a travers le foncteur canonique :

comp(A) — D(A)

En effet, d’apreés (4.3.2), un quasi-isomorphisme m : X — Y est transfor-
mé par ce foncteur en isomorphisme d’objets spectraux. Le corollaire résulte

donc de (1.3.5).
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4.3.4. Le foncteur de D(.A) dans la catégorie des objets spectraux de D(.A)
est encore appelé, abusivement, le foncteur deuzieme objet spectral canonique.

Soient X un complexe de A, (X(p, q),6(p,q, 7‘)) le deuxieéme objet spec-
tral associé a X. Il résulte de (4.3.2) et (1.2.10) qu’on a un isomorphisme
canonique dans D(A) :

(4.3.4.1) X(p,p+ 1) = H(X)[—p]

Notons aussi que lorsque X est un objet de D*(A) (x = —, +, b, “vide”),
le deuxiéme objet spectral associé & X est en fait & valeurs dans D*(A).

4.4. Suites spectrales usuelles.

4.4.1. Soient A une catégorie additive, non nécessairement abélienne,
F:K(A) — B un foncteur cohomologique dans une catégorie abélienne 5,
F?P i K(A) — B les foncteurs déduits de /' en composant avec le foncteur
de translation de K(A) (FP(X) = F(X[p])). Soit, de plus, Y un complexe
de A. Le foncteur F' transforme le premier objet spectral, a valeurs dans
K(A), associé a Y (4.1.4) en un objet spectral & valeurs dans B. On en dé-
duit (chap. II, 4.3.3) une suite spectrale a valeurs dans B, fonctorielle en F et
en Y (lorsque celui-ci varie dans comp(.A) ), qu'on appelle la premiére suite
spectrale du foncteur F, relative au compleze Y. On utilise toujours, pour
cette suite spectrale, I'indexation introduite au (chap. II, 4.3.3.1).

Proposition 4.4.2. a) Le terme 177 de la premiére suite spectrale du foncteur
F relative au complexe Y est donné par :

17 = FI(Y?)

(YP désigne ici le complexe dont le seul composant non nul est, en degré
z€ro, le p-iéme composant du complexe Y ). La différentielle correspondante
est :

. TP4 p+1,q9
d1 . Il e Il 5

dy = FU(—dy): FIYP) — FIYPTh

b) Le terme 157 de cette méme suite spectrale peut donc se décrire comme
suit : désignons par F?* : comp(K(A)) — comp(B) lestension de F? aux
complezes, Hi; : comp(B) — B le foncteur p-iéme objet de cohomologie et Y*

objet de comp(K(A)) :

Y':---—>Yp_1 YP Yp+1__>...
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On a alors :

I = MG ()
c¢) Les termes 127 sont les gradués associés auzx objets FPT4(Y') convenable-
ment filtrés.

Démontrons a). Soit (Y(p, q),é(p,q,r)) le premier objet spectral a va-
leurs dans K(.A) associé au complexe Y. Il résulte immédiatement de la défi-
nition de cet objet qu’on a (4.1.2.3) :

Y(=p—1,—p) = Y"[-p]
Par suite (chap. II, 4.3.3.1) :
I]f’q — Fp-l—tz(yp[_p]) = F1(YP)

La description de la différentielle dy : 107 — I¥T19 e déduit alors immédia-
tement de (4.1.2.6). L’assertion b) résulte immédiatement de a). La derniere
assertion résulte de (chap. II, 4.3.2).

Remarque 4.4.3. Désignons par (If’q(Y) s, T > 1) la premiere suite
spectrale du foncteur F relative au complexe Y. Le foncteur :

Y — (YY), d,,r>1)

est un foncteur de la catégorie comp(.A) dans la catégorie des suites spectrales
a valeurs dans B. Ce foncteur ne se factorise pas en général par la catégorie
K(A). En revanche, le foncteur :

Y — (YY), d,, r>2)

se factorise, d’apres la proposition (4.4.2), b), par la catégorie des complexes
a homotopie pres.

4.4.4. Soient maintenant A une catégorie abélienne, F': D(A) — B un fonc-
teur cohomologique a valeurs dans une catégorie abélienne, F?, p € 7, les
foncteurs déduits de F en composant avec les translations de D(A) ( FP(X) =
F(X[p]) ). Soient, de plus, Y un objet de comp(A) et (Y(p,q),6(p,q,7)) le
premier objet spectral, & valeurs dans D(A) , associé au complexe Y. Le fonc-
teur F transforme cet objet spectral en un objet spectral a valeurs dans B.
On en déduit une suite spectrale & valeurs dans B qu’on appelle encore la
premiére suite spectrale du foncteur F, relative au complexe Y. Cette suite
spectrale est décrite essentiellement par la proposition (4.4.2) (il suffit dans la
proposition (4.4.2) de remplacer la catégorie K(.A) par la catégorie D(.A) ). La
premiere suite spectrale du foncteur £, relativement au complexe Y, dépend
fonctoriellement de F' et de 'argument Y quand celui-ci varie dans comp(.A).

Nous utiliserons toujours, pour cette suite spectrale, I'indexation introduite
en (chap. II, 4.3.3.1).
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4.4.5. Les données sont les mémes qu’en (4.4.4) mais on se donne, de plus,
un objet X de D(A). Soit (X(p, q),é(p,q,r)) le deuxieme objet spectral a
valeurs dans D(A) associé au complexe X (4.3.1). Le foncteur F' transforme
cet objet spectral en un objet spectral a valeurs dans B. On en déduit une
suite spectrale fonctorielle en F' et en 'argument X lorsque celui-ci varie dans
la catégorie D(A) (4.3.3). Cette suite spectrale est appelée la deuziéme suite
spectrale du foncteur F, relative au complexe X. On utilise toujours, pour
cette suite spectrale, I'indexation introduite au (chap. II, 4.3.3.2).

Proposition 4.4.6. a) Le terme 1157 de la deuxieme suite spectrale de F
relative au complexe X est donné par :

137 = 7 (H0(X)
b) Les termes 1127 sont les gradués associés aux objets FPT9(X ) convenable-
ment filtrés.

En effet (4.3.4.1), on un isomorphisme canonique :
X(pp+1) —H(X)[-p] ,
d’ou en utilisant (chap. II, 4.3.3.2) :
5?7 = FPHa(HY(X)[—q]) = FP(H'(X))
d’ou I’égalité (abusive) de a). L’assertion b) résulte de (chap. 11, 4.3.2).
4.5. Problémes de convergence.

Définition 4.5.1. Soient A et B deux catégories abéliennes. Un foncteur
cohomologique F : D*(A) — B (x =+, —, b, “vide”) est dit stationnaire a
droite (resp. a gauche) s’il existe un entier ng tel que, pour tout objet X de
D*(A) tel que H'(X) = 0, pour tout i < 0 (resp. > 0), on ait F*(X) =0,
pour tout n < ny (resp. n > ng ). Le foncteur F' est dit stationnaire s’il est
stationnaire a droite et a gauche. Un foncteur exact G': D*(A) — D*I(B) est
dit stationnaire a droite (resp. stationnaire a gauche, resp. stationnaire) si
le foncteur cohomologique obtenu en composant le foncteur GG avec le fonc-
teur cohomologique canonique D*l(B) — B est stationnaire & droite (resp.
stationnaire & gauche, resp. stationnaire).
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4.5.2. Soient F': D(A) — B un foncteur cohomologique stationnaire a droite,
p un entier, X un objet de comp(.A) et :

0=X(-x0)— - —=X(g)—=X(¢g+1)— = X(+0)=X

la deuxieme filtration canonique (4.3.1) de X. Le systeme inductif F?(X(q))
est stationnaire, 7.e. il existe un entier ¢ tel que pour tout ¢, g < ¢ < +00,
le morphisme :

FP(X(q)) — FP(X)

soit un isomorphisme. En effet, avec les notations de (4.2.3), on a une suite
exacte :

FP=H(X (g, +00)) — FP(X(q)) = FP(X) = FP(X(q,+00))

et le foncteur F' étant stationnaire a droite, il existe un entier ¢y tel que pour
tout ¢ > qo les objets FP (X(q, —I—oo)) et fP—1 (X(q, —I—oo)) soient nuls.

Soient de méme F': D(A) — B un foncteur cohomologique stationnaire
a droite, p un entier, Y un objet de comp(.A) et :

0=Y(-x)—-=Y(qQ)—=Y(@+1l)— - Y(+0)=Y ,

la premiere filtration de Y (4.1.2). Il existe un entier ¢y tel que pour tout
q < qo 'objet FP (Y(q)) soit nul. La vérification analogue a la précédente est
laissée au lecteur qui pourra de méme, en passant aux catégories opposées,
étudier les propriétés analogues des foncteurs stationnaires a gauche.

Proposition 4.5.3. a) Soit Y un objet de comp*(A) (1.1.1) (x =+, —, b,
“vide”). Soit F' : D*(A) — B un foncteur cohomologique. La premiére suite
spectrale du foncteur F' relative au complexe Y (4.4.1) dont les termes ini-
tiauz sont (4.4.2)
P9 = Fo(y)

est stationnaire (chap. 11, 4.4.2) dans les cas suivants :

1) Y est un objet de comp®(A).

2) Y est un objet de compt(A) et F est stationnaire a droite.

3) Y est un objet de comp™(A) et I est stationnaire a gauche.

4) Le foncteur F est stationnaire.

b) Soient X un objet de D*(A) (1.2.4) et F' : D"(A) — B un foncteur
cohomologique. La deuxieme suite spectrale du foncteur F relative au com-
plexze X (4.4.5) est stationnaire dans les cas suivants :
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1) X est un objet de D°(A).

2) X est un objet de DT (A) et I' est stationnaire a droite.

3) X est un objet de D™ (A) et F' est stationnaire a gauche.

4) Le foncteur F est stationnaire.

Cette proposition résulte immédiatement de (4.5.2) et de la définition
(chap. II, 4.4.2).
Théoréme 4.5.4. Soient Iy, Fy : D"(A) — B (+ =+, —, b, “vide”) deux
foncteurs cohomologiques (resp. G1,Gy : D*(A) — D*l(B) deux foncteurs

exacts) et m : Iy — Fy (resp. m : G1 — G3) un morphisme de foncteurs
(resp. un morphisme de foncteurs exacts (chap. 1, 1.6.6.4)). La sous-catégorie
pleine de D*(A) définie par les objets X de D*(A) tels que m(X[p]) soit un
isomorphisme, pour tout entier p, est une sous-catégorie triangulée stricte-
ment pleine et saturée de D*(A) (chap. II, 2.1.6), notée Is(m).

a) Si tout objet de A est un objet de Is(m), alors D*(A) C Is(m).

b) Si tout objet de A est un objet de Is(m) et si les foncteurs Fy et Fy (resp.
Gy et Gy ) sont stationnaires a droite, alors DT (A) N D*(A) C Is(m).

¢) S tout objet de A est un objet de Is(m) et si les foncteurs Fy et Fy (resp.
G4 et Gy ) sont stationnaires a gauche, alors D™(A) N D*(A) C Is(m).

d) St tout objet de A est un objet de |Is(m) et si les foncteurs Fy et Fy (resp.
G et Gy ) sont stationnaires, alors D*(A) = Is(m).

e) Sl existe une partie M de Ob(A) telle que :

a) tout objet de A soit isomorphe a un quotient d’un objet appartenant
a M;

3) tout objet appartenant a M soit un objet de Is(m);

st de plus les foncteurs Fy et Fy (resp. Gy et Gy ) sont stationnaires a gauche,
alors D™ (A) N D*(A) C Is(m).
f) S7l existe une partie M de Ob(A) telle que :

«) tout objet de A soit isomorphe a un sous-objet d’un objet appartenant
a M;

3) tout objet appartenant a M est un objet de Is(m);
st de plus les foncteurs Fy et Fy (resp. G et Gy ) sont stationnaires a droite,

alors DT(A) N D*(A) C Is(m).

Notons, tout d’abord, que la partie resp. du théoreme (4.5.4) se déduit
de la partie non resp., en composant les foncteurs G7 et G5 avec le foncteur

cohomologique canonique D*l(B) — B. Démontrons a). Soit X un objet de
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D’(A). Le morphisme m induit un morphisme entre les deuxiémes suites
spectrales canoniques des foncteurs F} et F, relatives au complexe X. Le
morphisme induit entre les termes initiaux :

my (X)) Y (HU(X)) — I3 (H'(X))

est par hypothese un isomorphisme. De plus, les deux suites spectrales sont
stationnaires (4.5.3). On en déduit (chap. II, 4.4.5) que le morphisme m in-
duit un isomorphisme entre les aboutissements des deux suites spectrales et,
par suite, que m(X ) est un isomorphisme. Les assertions b), ¢), d) se démon-
trent de maniere analogue : il suffit de remarquer que sous les hypotheses
faites, les deuxieémes suites spectrales canoniques sont stationnaires (4.5.3).
Démontrons e). Il suffit, d’apres ¢), de montrer que tout objet de A est un
objet de Is(m). Soient X un objet de A, p un entier, et montrons que le
morphisme :

m(X[p]) : F{(X) — F(X)

est un isomorphisme. Les foncteurs Fy et Fy étant stationnaires a gauche, il

existe un entier r tel que F/(Y) = 0, pour ¢« = 1, 2, tout objet ¥ de A et

tout entier ¢ > p4r—1. La propriété a) implique que X est quasi-isomorphe
a un complexe :

We=...o0—=Y ™ -2 ... 11 19 0—...

b

oit les composants L1, —r +1 < i < 0, sont des éléments de M. Désignons
par L°® le complexe :

e 0= 2 L Y L —
On a une suite exacte de complexes :
0—L*—W*—=Y[r]—0 |,

d’ott (1.3.2) un triangle distingué de D*(A) :

/Y[r] \
L*— X .
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On en déduit un diagramme commutatif, ou les lignes sont exactes :

Y ) —— PP ——— FY(X) ——— F{Y(Y)
‘ m(L'[p])‘ ‘m(X [p]) ‘

FT Y ) ———— FJ(L*) ———— FJ(X) ——— F]T7(Y)

L’entier r a été choisi de telle facon que les objets F7(Y) soient nuls, pour
i=1,2 et ¢ > p+r—1,et, par suite, tout revient a montrer que m(L*)
est un isomorphisme, pour tout objet L* de comp®(A) dont les composants
sont des éléments de M. Or le morphisme m induit un morphisme entre les
premieres suites spectrales des foncteurs F et F3 relatives au complexe L°®.

Sur les termes initiaux, ce morphisme :
myA(L®) : FY(LP) — F)(L")

est, par hypothese, un isomorphisme. Ces suites spectrales étant stationnaires
(4.5.3), le morphisme m induit un isomorphisme sur les aboutissments (chap.
II, 4.4.5) et, par suite (4.4.2), le morphisme m(L®) est un isomorphisme.
Ceci acheve la démonstration de D'assertion e). L’assertion f) se déduit de
I’assertion e), en passant aux catégories opposées. Le théoreme est démontré.

4.6. Objet spectral de Cartan-Eilenberg.

Définition 4.6.1. On dit qu’un complexe I* de A est un complexe injectif
de Cartan-Filenberg si, pour tout entier i, les objets Im(d%. ) et H/(1*) sont
injectifs.

4.6.2. On notera qu'un complexe injectif de Cartan-Filenberg I'* est de type
injectif (1.1.5), i.e. que ses composants sont des objets injectifs de A et que,
pour tout entier ¢, 'objet Ker(d%, ) est un objet injectif de A . Ceci se vérifie
immédiatement, en utilisant les suites exactes & trois termes qui relient ces
différents objets.

Proposition 4.6.3. Soit I°* un complexe injectif de Cartan-Filenberg.

a) Pour tout complexe Y, le morphisme canonique :

HomK(A)(Y, I.) — H HomA<Hp(Y)7 Hp(I.)>

, , pez
est un isomorphisme.
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b) Soit Q : K(A) — D(A) le foncteur de passage au quotient. Le complexe I*
est Q-libre a droite (chap. 11, 2.3.3), i.e. pour tout complexe Y, le morphisme

canonique :
HomK(A) (Y, I.) — HomD(A) (Y, I.)

est un isomorphisme.
¢) Soit :
H*(I*): - - — HP(I®) — HPH (1) — ...
le complexe dont les composants sont les HP(I1*), p € Z, et les différentielles

sont nulles. 1l existe un et un seul isomorphisme dans K(A) I* — H*(I*)
induisant lidentité sur les objets de cohomologie.

d) Les morphismes canoniques H*(I*) — HP(I*)[—p] définissent des isomor-

phismes dans K(A) et dans D(A) :

H*(1*) = ] H*(1*)[-]
pel

Montrons que @) entraine b). En effet, il suffit (chap. 11, 2.3.3) de montrer
que pour tout complexe acyclique Y, HomK(A)(Y, I*) =0, ce qui résulte de
a). Montrons que a) entraine c). En effet, il suffit de remplacer, dans I'isomor-
phisme de a), le complexe Y par I* et le complexe I* par H*(I*). On voit de
méme que @) entraine d) en remplacant, dans I'isomorphisme de a), le com-
plexe I* par le complexe H*(7*). Démontrons a). Il résulte immédiatement
des définitions que le complexe I® est isomorphe a un complexe du type :

00id 00id
000 000
000 000

”_>Jn—2@Hn—1@Jn—l Jn—1®Hn@Jn J”@ Hn-l—l@Jn-I—l_>

et, par suite, il existe un homotopisme entre I* et le complexe H*(I*). Pour
démontrer @), on peut donc supposer que I* = H*(7*). Il est clair qu’on a
alors un isomorphisme :

HomK(A) (Y, H*(I.)> —N—> H HomK(A) (Y, Hp(I.)[—p])
p€E”Z

De plus, les objets HP(I*) étant injectifs, le morphisme canonique :
Hom 4y (Y, HP(I*)[—p]) — Hom 4 (HP(Y),H?(1*))
est un isomorphisme.
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4.6.4. Soit X** un double complexe de A (chap. I, 2.1.2). Le double com-
plexe X ** définit un objet de comp(comp(A)) :
do,n—l do,n

2

Xoo e Xo,n—l 2 Xo,n X.’n+1 e

(On utilise les notations de (4.1.9). Attention au signe!) Désignons par
BY(X**) le complexe simple :

BI(X**) = Im(df )
(4.6.4.1) | |
Br(x++) induit par d3"

Désignons par ZJ(X**) le complexe simple :

{ ZYX") = Ker(df)

(4.6.4.2) | i
dgs(x++y induit par dy

Désignons par HY(X**) le complexe simple :

HELY ) = Z30X) ) B(X )

(4.6.4.3) ‘ o i
hf(X") induit par d¥’

Enfin, Y étant un complexe simple de A, nous désignons encore par Y
le complexe double dont les composants sont nuls en deuxiéme degré non
nul et dont les composants et les premieres différentielles sont ceux de Y en
deuxieme degré zéro.

Définition 4.6.5. Soit Y un complexe simple de A . Une résolution injective
de Cartan-Filenberg de Y est un double complexe :

I":"'—>0—>I.’0—>I.’1—>I.’2—>"'
muni d’un morphisme appelé augmentation :
ey —1I°°

tel que pour tout entier p, les complexes simples BY(7*®) (4.6.4.1) et H{(1°**)
(4.6.4.3) munis des augmentations :

Bf(e) : Im(d}~") — BI(I**) .
HE(e) s HP(Y) — HE(I**)
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soient des résolutions de type injectif (1.1.4).

Nous appelons donc résolution injective de Cartan-Filenberg du complexe
Y ce que ces auteurs appellent simplement résolution injective du complexe Y
([1], chap. XVII), terminologie que nous n’utiliserons pas dans ce travail. Une
résolution injective de Cartan-Eilenberg de Y induit des résolutions de type
injectif des composants du complexe Y et des noyaux des différentielles de
Y [loc. cit.]. Nous dirons qu’une résolution de Cartan-Filenberg ¢ : Y — I**
est de longueur finie s’il existe un entier ng tel que I*™ = 0 pour n > ng.
Pour qu’un complexe ¥ admette une résolution injective de Cartan-Eilenberg
de longueur finie, il faut et il suffit que la dimension injective des objets
de cohomologie de Y et des images des différentielles de Y soit majorée.
Rappelons les résultats établis dans loc. cit. :

Proposition 4.6.6. a) Lorsque la catégorie A posséde suffisamment d’objets
injectifs (3.1.5), tout complexe simple Y de A admet une résolution injective
de Cartan-Filenberg.

b) Soient f : X — Y un morphisme de complexes simples, ¢ : X — I** et
e Y — J* deux résolutions injectives de Cartan-FEilenberg. Il existe un
morphisme de doubles complezes :

g:IOO__>JOO

au dessus de f, i.e. tel que le diagramme de morphismes de doubles com-
plexes :

x I

g‘ ‘5,

IOO g JOO
soit commutatif.

¢) Deux morphismes g, g' : I1** — J** au dessus de f, sont homotopes (au
sens de ’homotopie des morphismes de doubles complexes (chap. I, 2.5.1) ).

Nous renvoyons pour la démonstration a loc. cit.

4.6.7. Soient Y un objet de comp(A) et Y — [** une résolution injective
de Cartan-Eilenberg de Y. Le double complexe I** donne naissance a deux
objets spectraux a valeurs dans D(.A), suivant qu’on le filtre par son premier
ou son deuxieme degré (4.1.7). L’objet spectral, & valeurs dans D(A), défini
par I°** filtré par son deuziéme degré, est appelé l'objet spectral de Cartan-
Filenberg de Y (relatif & la résolution de Cartan-Eilenberg considéré).
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Proposition 4.6.8. Soient Y un complexe de A et ¢ : Y — I** une résolu-
tion injective de Cartan-FEilenberg de Y . Lorsque Y est un objet de comp™(A),
ou bien lorsque la résolution I1°® est de longueur finie, le complexe simple
f2 I** est un compleze de type injectif et le morphisme de complexes :

/5:Y——>/I"
2 2

est un quasi-isomorphisme.

En effet, le morphisme ¢ induit un morphisme entre le premier objet
spectral de Y, a valeurs dans D(\A) (4.1.5), et I'objet spectral, a valeurs dans
D(.A), défini par I** filtré par son premier degré ((4.1.7), (4.1.8)). Ces deux
objets spectraux sont transformés par le foncteur cohomologique canonique
H:D(A) — A en objets spectraux a valeurs dans la catégorie abélienne A .
Il suffit de montrer que ¢ induit un isomorphisme entre ces objets spectraux.
Or I'objet spectral défini par Y est toujours stationnaire (chap. II, 4.4.2) et,
sous les hypotheses faites, I’objet spectral défini par I**® est stationnaire. Il
suffit donc de montrer que ¢ induit un isomorphisme sur les termes initiaux.
Ces termes initiaux sont d’une part :

I =HYY") |
et d’autre part :
P9 = HI([P®)

De plus, le morphisme induit par ¢ sur les termes initiaux est déduit par
passage a la cohomologie du morphisme de complexes :

P YP s [P

Or ce morphisme est un quasi-isomorphisme, ce qui démontre la proposition.

4.6.9. Soient F': D(A) — B un foncteur cohomologique, Y un objet de
comp(A) et Y — I*® une résolution injective de Cartan-FEilenberg. Le fonc-
teur I transforme ’objet spectral de Cartan-FEilenberg correspondant (4.6.7)
en un objet spectral a valeurs dans B, d’ou une suite spectrale appelée suite
spectrale de Cartan-Filenberg. Désignons par (C.E.)E? les termes de cette
suite spectrale (chap. I, 4.3.3.1). Les termes initiaux de cette suite spectrale
sont (4.1.9.1) :

(CET = FPH(19F[—p]) = F/(I%7)
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et les premieres différentielles sont (4.1.9.1) :
dP7 (CE)PT — (CEHFF
d%%q — Fq(_d;7p)

Les complexes I*? sont des complexes injectifs de Cartan-FEilenberg (4.6.1)
et, par suite (4.6.3), on a un isomorphisme canonique dans D(A) :

S
rel

Utilisons alors le complexe HY(7**) introduit en (4.6.4.3). Pour tout entier r
on a:

Hi(1%%)" = H7(1*")
d’ot un isomorphisme canonique dans D(.A) :
N | (L
rel

et, modulo cet isomorphisme, le morphisme de complexes :

d;’p N A L L

?
est isomorphe au morphisme :
P
11 &)1
rel

d’ou Pexpression définitive des termes initiaux :

(4.6.9.1) (QEﬁﬂ:F%IIwu"Vpﬂ),

rel
et des premieres différentielles :
(4.6.9.2) A = (H d{;w,,)[—r])
rel

Soit alors F‘“(H{(I")) le complexe d’objets de B obtenu en appliquant le
foncteur F'¢ aux composants et aux différentielles du complexe H{(I*®). Les
formules (4.6.9.1) et (4.6.9.2) définissent un morphisme :

(4.6.9.3) (C.E.)g’q SN H H%<Fq_T’.(H{(I")))
rel
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Ce morphisme est un isomorphisme lorsque, par exemple, le complexe Y est
un objet de comp™(.A) et lorsque le foncteur F' est stationnaire & droite, ou
bien, sans hypothese sur Y, lorsque le foncteur F' est stationnaire (4.5.1).

Le double complexe I** étant une résolution injective de Cartan-Filenberg
de Y, le complexe HJ(I**) est une résolution injective de 1’objet H"(Y) et,
par suite, on a un isomorphisme :

(4.6.9.4) HE (F=7* (HT(1°%))) == RPFE(HT(Y))

ouw RPFI=7 + A — B désigne le p-ieme dérivé droit (au sens de [1]) du
foncteur F'?777 restreint & la catégorie A. On a donc, lorsque le morphisme
(4.9.6.3) est un isomorphisme, un isomorphisme :

(4.6.9.5) (C.E)P? = [ RPFO(H'(Y))
rel

4.6.10. Etudions le cas oi la catégorie B est la catégorie Ab des groupes
abéliens appartenant a un univers convenable et ou le foncteur :

F:D(A) — Ab

est le foncteur :

Y — F(Y)=Ext*(Z,Y) ,

ol Z est un objet de D(A). Soient Y un complexe de A et ¢ : Y — I*® une
résolution injective de Cartan-Eilenberg. Le morphisme (4.6.9.3) est alors un
isomorphisme (4.6.3) et, par suite, on a un isomorphisme :

(4.6.10.1) (C.E)f? = [ Ext? (H™%(2), H"(Y))
rel

Par ailleurs, la suite spectrale de Cartan-Eilenberg relative & F est station-
naire lorsque Y est un objet de comp™*(A) et Z un objet de D™ (A), ou bien
lorsque la résolution injective de Cartan-Eilenberg est de longueur finie. De
plus, sous ces hypotheses, ’aboutissement de cette suite spectrale est, en
vertu de (4.6.8) :

[T Ext”(H~%(2),H"(Y)) = Ext**%(Z,Y)
rel
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Extension d’un foncteur aux catégories de complexes. Chap. I, 2.4.2.
Famille spectrale associée & un objet spectral. Chap. I, 4.2.5.
Filtration définie par le m-ieme degré. Chap. 111, 4.1.6.

Foncteur antiexact. Chap. II, 1.1.6.

Foncteur cohomologique. Chap. II, 1.1.5.

Foncteur cohomologique canonique. Chap. I, 1.3.5, Chap III, 1.2.2.
Foncteur composé de deux G-foncteurs. Chap. I, 1.2.6.

Foncteur cone. Chap. I, 3.1.2.

Foncteur de changement de groupes. Chap. I, 1.4.1.

Foncteur de localisation. Chap. II, 2.2.5.

Foncteur de passage au quotient. Chap. 11, 2.2.10.

Foncteur de translation dans la direction ¢. Chap. I, 2.3.1.

Foncteur degré. Chap. I, 1.1.1.

Foncteur exact. Chap. II, 1.1.3.
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Homotopie reliant deux morphismes de complexes n-uples. Chap. I, 2.5.1.
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Homotopisme. Chap. I, 2.5.11.

Isomorphismes de transition. Chap. I, 1.2.2.
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1.1.1.
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Morphisme décomposable. Chap. II, 1.2.8.
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Morphismes homotopes de complexes n-uples. Chap. I, 2.5.5.
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Objet F-libérable a droite (ou & gauche). Chap. II, 2.3.2.
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Objet F-libre a droite (ou & gauche) sur un autre. Chap. II, 2.3.2.
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Objet fini de F(,(Z). Chap. II, 4.3.1.
Objet sommable de comp™(C). Chap. I, 2.1.7.

Objet sommable de H comp(C;). Chap. I, 2.4.2.
1€[n]
Objet spectral. Chap. II, 4.3.2.

Objet spectral a valeurs dans D(.A) défini par un complexe filtré par son
m-ieme degré. Chap. 111, 4.1.8.

Objet spectral a valeurs dans K(.A) défini par un complexe filtré par son
m-ieme degré. Chap. 111, 4.1.7.
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d’une catégorie additive. Chap. II, 4.1.3.

Objet spectral de Cartan-FEilenberg. Chap. III, 4.6.7.

Objet spectral de type J a valeurs dans une catégorie abélienne. Chap. II,
4.1.4.
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Objet spectral stationnaire. Chap. I, 4.4.2.
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111, 4.1.4.
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Premier objet spectral canonique & valeurs dans D(A). Chap. 111, 4.1.5.
Premier objet spectral canonique a valeurs dans K(A). Chap. 111, 4.1.4.
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Premiere filtration canonique d'un complexe. Chap. 111, 4.1.2.

Premiere suite spectrale d’un foncteur relative a un complexe. Chap. III,
4.4.1,4.4.4.

Produit d’une G-catégorie par une '-catégorie. Chap. I, 1.3.11.
Quasi-isomorphisme. Chap. III, 1.1.3.

Regle des signes. Chap. I, 1.6.6.

Résolution a droite (resp. a gauche) de type M. Chap. III, 1.1.4.
Résolution injective de Cartan-Eilenberg. Chap. III, 4.6.5.

Résolution injective de Cartan-Eilenberg de longueur finie. Chap. III, 4.6.5.
Y-extension du foncteur fw. Chap. I, 2.2.3.

Y-extension d’un foncteur aux complexes & homotopie pres. Chap. I, 2.5.10.
Y-extension d’un foncteur multiadditif. Chap. I, 2.4.2.

Y-extension d’un morphisme de foncteurs aux complexes a homotopie pres.
Chap. I, 2.5.10.

Saturé d’un systeme multiplicatif. Chap. II, 2.2.5.

Scindage d’un morphisme. Chap. II, 1.2.8.

Somme de deux homotopies. Chap. I, 2.5.4.
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supérieurement) de la catégorie dérivée d’une catégorie abélienne. Chap. III,
1.2.4.

Sous-catégorie triangulée. Chap. II, 2.1.5.

Sous-catégorie triangulée saturée. Chap. II, 2.1.6.

Suite de foncteurs liés. Chap. III, 3.3.3.

Suite spectrale associée a un objet spectral. Chap. I, 4.3.3.
Suite spectrale convergente. Chap. II, 4.4.3.
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