
Pr�efaceJean-Louis Verdier, tragiquement disparu le 25 août 1989, a soutenusa th�ese de doctorat d'�Etat, intitul�ee Des cat�egories d�eriv�ees des cat�egoriesab�eliennes, le 14 juin 1967, �a Paris. Le pr�esent texte est celui du manuscritdactylographi�e de cette th�ese, dans sa derni�ere version. Les �editeurs se sontborn�es �a corriger des erreurs de d�etail. Seule la partie intitul�ee Introductionavait �et�e d�epos�ee �a la facult�e. Le corps du texte �etait inachev�e �a la date dela soutenance, et l'est rest�e.La gen�ese de ce travail est assez bien connue (cf. [I]). On sait que Gro-thendieck con�cut l'id�ee des cat�egories d�eriv�ees au d�ebut des ann�ees soixantepour fournir le cadre d'alg�ebre homologique n�ecessaire �a la vaste g�en�eralisa-tion des th�eor�emes de dualit�e qu'il avait imagin�ee �a la suite de son expos�eau congr�es international d'�Edinbourg de 1958. Il avait propos�e �a Verdier,comme sujet de th�ese, de construire le formalisme envisag�e. En 1963, Verdierfaisait parâ�tre un fascicule de r�esultats r�esumant l'essentiel de la th�eorie,Cat�egories d�eriv�ees, quelques r�esultats ( �Etat 0), mim�eographi�e par l'IH�ES(reproduit dans [SGA 4 1/2]). Si la notion de cat�egorie d�eriv�ee est due �aGrothendieck, c'est �a Verdier que revient d'avoir introduit, en amont, cellede cat�egorie triangul�ee. L'axiomatique pr�esent�ee l�a, inspir�ee de la th�eoriehomotopique stable (cf. [P]), devait se r�ev�eler d'une surprenante f�econdit�e.Ce n'est que plusieurs ann�ees apr�es que Verdier entreprend une r�edac-tion d'ensemble de son travail. Pourquoi ne l'a-t-il pas termin�ee? Bien deshypoth�eses ont �et�e avanc�ees. Je pencherais pour la suivante. La partie quimanque est la th�eorie des foncteurs d�eriv�es. Quand Verdier en arrive �a cetendroit de sa r�edaction, les cat�egories d�eriv�ees ont d�ej�a �et�e largement utilis�eesen g�eom�etrie alg�ebrique. Diverses variantes et g�en�eralisations se d�eveloppent :notion de d�erivabilit�e ponctuelle �a la Deligne, foncteurs d�eriv�es non additifs(alg�ebre homotopique �a la Quillen), foncteurs d�eriv�es �ltr�es. D�es lors, le cadre�x�e par le fascicule de r�esultats s'av�erait insu�sant. Trouver le bon point devue aurait demand�e un nouveau travail de fondements que Verdier, int�eress�e�a cette �epoque par d'autres probl�emes, n'a eu, me semble-t-il, ni le loisir nisans doute l'envie de r�ealiser. �A mesure que le temps passait, des articles sur



les cat�egories d�eriv�ees paraissaient et l'usage s'en r�epandait, le formalismeenvahissant d'autres domaines des math�ematiques (comme les �equations auxd�eriv�ees partielles lin�eaires). L'ach�evement de son ouvrage devenait alors auxyeux de Verdier une tâche de moins en moins n�ecessaire . . .Tout incomplet qu'il est, ce texte de Verdier constitue n�eanmoins uner�ef�erence pr�ecieuse, voire irrempla�cable (par exemple, la pr�esentation, origi-nale et �el�egante, qui y est donn�ee des suites spectrales ne se trouve, �a maconnaissance, nulle part ailleurs). On ne peut que se r�ejouir qu'il voie en�nle jour. Paris, le 27 avril 1996Luc IllusieR�ef�erences[I] L. Illusie, Cat�egories d�eriv�ees et dualit�e, travaux de J.-L. Verdier, L'En-seignement Math�ematique, 36 (1990), 369-391. (Expos�e donn�e le 19 octobre1989, lors de la c�er�emonie en hommage �a Jean-Louis Verdier organis�ee parl'Universit�e Paris VII.)[P] D. Puppe, On the formal structure of stable homotopy theory, Colloquiumon Algebraic Topology, Aarhus Universitet (1962), 65-71.[SGA 4 1/2] \Cohomologie �etale", S�eminaire de G�eom�etrie Alg�ebrique duBois-Marie, SGA 4 1/2, par P. Deligne, Lecture Notes in Mathematics 569,Springer-Verlag (1977), 262-311.
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Note des �editeursC'est lors de la c�er�emonie en hommage �a J.-L. Verdier, organis�ee parl'Universit�e Paris VII, le 19 octobre 1989, que M. Artin, P. Cartier et L. Illu-sie eurent l'id�ee de publier la th�ese de J.-L. Verdier. Deux ans plus tard je mejoignais �a eux et j'obtenais, grâce �a l'appui de J. Le Potier et de M. Brou�e,un �nancement de Paris VII (URA 212) et de l'�ENS (DMI) pour une saisiede ce texte en TEX. Une fois la frappe termin�ee, le r�esultat fut soigneuse-ment compar�e �a l'original dactylographi�e de Verdier. Il restait encore �a faireune relecture math�ematique car Verdier n'avait jamais e�ectu�e les derni�erescorrections.Cette lecture attentive a �et�e faite, avec un extrême soin, par P. Car-tier (chapitre I), B. Keller (chapitre III), et, pour l'ensemble du texte, parM. Zisman et moi-même. En dehors des nombreuses coquilles qui ne m�eri-tent pas d'être �enum�er�ees, les principales modi�cations apport�ees sont lessuivantes. Dans le chapitre I, la proposition (3.1.5) a�rmait une �equivalence.Cette �equivalence a �et�e remplac�ee par une implication, la r�eciproque (jamaisutilis�ee par la suite) �etant fausse. Dans la proposition (3.4.1), il y avait uneerreur de signe, induisant des erreurs de signe dans le chapitre III ((1.3.4), (b)et (3.2.7.3)). Ceci a conduit �a adapter la d�e�nition de la \cat�egorie triangul�eeoppos�ee" (chap. II, 1.1.7) a�n que reste vraie l'a�rmation : la cat�egorie d�e-riv�ee de la cat�egorie oppos�ee est la cat�egorie triangul�ee oppos�ee �a la cat�egoried�eriv�ee.Dans le chapitre II, l'ordre des propositions du x1.2 a �et�e modi��e. Ene�et, Verdier s'�etait rendu compte, apr�es la r�edaction, que l'assertion quela somme directe de deux triangles distingu�es est un triangle distingu�e estcons�equence des autres axiomes des cat�egories triangul�ees. Il l'avait doncsupprim�ee de la liste des axiomes, sans e�ectuer les remaniements qui enr�esultaient. D'autre part, les alin�eas (2.3.6) et (2.3.7) qui n'�etaient pas utilis�esdans la suite, et dont la v�eri�cation a �echou�e, ont �et�e supprim�es. La d�e�nitionde la notion d'objet spectral stationnaire (4.4.2) a �et�e l�eg�erement modi��ee, lad�e�nition originale �etant trop faible pour l'�etablissement du th�eor�eme (4.4.3)qui suivait. Il a �et�e v�eri��e que cela �etait sans cons�equence pour la suite.



L'index de notations et l'index terminologique ont �et�e compl�et�es. Enrevanche, la bibliographie a �et�e laiss�ee inchang�ee (sauf pour les SGA dontles r�ef�erences d�e�nitives dans les \Lecture Notes" ont �et�e indiqu�ees). Enparticulier, l'absence de r�ef�erence num�ero 13 n'a pas �et�e combl�ee.Je voudrais remercier vivement M. Brou�e, A. Brugui�eres, P. Cartier,L. Gruson, L. Illusie, B. Keller, J. Le Potier, M. Zisman, ainsi que l'Univer-sit�e Paris VII, l'�Ecole Normale Sup�erieure, et l'Institut des Hautes �EtudesScienti�ques, qui ont aid�e �a divers titres �a la r�ealisation de ce projet. Je re-mercie �egalement C. Defosse et C. Gourgues pour avoir patiemment saisi cetouvrage en AMS-TEX.J'aurais aim�e pouvoir �etendre ces remerciements �a L. Doustaing pr�ema-tur�ement disparu en d�ecembre 1994. Paris, le 14 juin 1996Georges Maltsiniotis
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DES CAT�EGORIES D�ERIV�EESDES CAT�EGORIES AB�ELIENNESJ.-L. VERDIER





IntroductionNous proposons dans ce travail un formalisme de l'hyperhomologie.1. Soient A et B deux cat�egories ab�eliennes, F : A ! B un foncteur ad-ditif. Lorsque la cat�egorie A poss�ede su�samment d'objets injectifs, la cons-truction des foncteurs d�eriv�es droits de F est maintenant classique [1] : toutobjetX de A poss�ede une r�esolution injective X "! I�(X) unique �a \homoto-pie pr�es". Les objets de cohomologie du complexe F (I�(X)) sont donc d�e�nis�a isomorphisme canonique pr�es par l'objet X et d�ependent fonctoriellementde X . Les foncteurs obtenus sont les foncteurs d�eriv�es droits de F .Ainsi, on associe fonctoriellement �a tout objet X de A un complexed'objets de B d�e�ni \�a homotopie pr�es" dont on prend la cohomologie. Ce-pendant le plus souvent, les constructions usuelles de l'alg�ebre homologiquene fournissent pas des complexes d�e�nis �a homotopie pr�es, mais des com-plexes d�e�nis �a quasi-isomorphisme pr�es (un morphisme de complexes estappel�e un quasi-isomorphisme s'il induit un isomorphisme sur les objets decohomologie). Pour illustrer ce point, donnons deux exemples.Notons tout d'abord que, pour �etudier les foncteurs d�eriv�es de F , il y alieu de consid�erer des r�esolutions X "0! R(X) plus g�en�erales que les r�esolu-tions injectives : les r�esolutions par des objets acycliques pour le foncteur F(en th�eorie des faisceaux, r�esolutions par des faisceaux 
asques, mous [23] ;en th�eorie des modules, r�esolutions par des modules plats . . . ). Ces r�eso-lutions ne sont plus n�ecessairement uniques �a homotopie pr�es. Mais �etantdonn�ees une r�esolution F -acyclique X "0! R(X) et une r�esolution injectiveX "! I�(X) , il existe un et un seul (�a homotopie pr�es) morphisme de r�eso-lutions, i.e. un morphisme de complexes � : R(X)! I�(X) tel que le dia-



J.-L. Verdiergramme ci-apr�es soit commutatif : R(X)u �X��������"0[[[[[[[]" I�(X) :De plus, �etant donn�e un morphisme de r�esolutions F -acycliques :R1(X)u �0X��������"1[[[[[[[]"2 R2(X) ;le morphisme de complexes d'objets de B :F (�0) : F (R1(X)) �! F (R2(X))est un quasi-isomorphisme. Remarquons qu'ici on obtient dans B un sys-t�eme inductif de complexes et de quasi-isomorphismes qui poss�ede un �el�ementmaximal unique �a homotopie pr�es : le transform�e par F d'une r�esolution in-jective de X . Ce ph�enom�ene ne se produit plus dans le deuxi�eme exempleque nous abordons maintenant.Le proc�ed�e de d�e�nition des foncteurs d�eriv�es par r�esolution se g�en�eraliseparfois au cas o�u la cat�egorie A ne poss�ede plus n�ecessairement su�sammentd'objets injectifs ou projectifs. Consid�erons le cas o�u A est la cat�egorie desfaisceaux de groupes commutatifs sur un espace topologique E . Cette cat�ego-rie ne poss�ede pas, en g�en�eral, su�samment d'objets projectifs. On se proposen�eanmoins de d�e�nir les foncteurs d�eriv�es gauches du foncteur exact �a droitede A dans A qui, �a tout faisceau G, associe le faisceau F 
Z G (F faisceau�xe). On exige, bien entendu, que cette d�e�nition fournisse des foncteurs pos-s�edant les propri�et�es usuelles des foncteurs d�eriv�es gauches (comportementpar rapport aux suites exactes et une certaine propri�et�e universelle) et qu'elleredonne dans les cas connus (par exemple lorsque E est r�eduit �a un point)les produits de torsion usuels.On peut op�erer de la mani�ere que voici. Tout faisceau G admet uner�esolution �a gauche L� ! G de longueur �nie (en fait de longueur 2) par des2



Cat�egories D�eriv�eesfaisceaux dont les �bres sont des groupes commutatifs sans torsion (r�esolutionplate). On constate ais�ement les faits suivants :a) �Etant donn�ees deux r�esolutions plates L�i "i! G , i = 1; 2 , il en existeune troisi�eme L�3 "3! G et un diagramme commutatif �a homotopie pr�es der�esolutions : L�1�����"1L�3AAAAC�1 w"3������2 GL�2NNNNP"2 :b) �Etant donn�es deux morphismes de r�esolutions plates :L�1u� u �0�������"1 GL�2��������"2 ;il existe une troisi�eme r�esolution plate :L�3 "3�! G ;et un morphisme de r�esolutions :L�3u� �������"3 GL�1��������"1 ;tel que les morphismes de complexes �� et �0� soient homotopes.c) Pour tout morphisme de r�esolutions plates :L�1u� �������"1 GL�2��������"2 ;3



J.-L. Verdierle morphisme de complexes de faisceaux :F 
 � : F 
Z L�1 �! F 
Z L�2 ;est un quasi-isomorphisme.On obtient donc un syst�eme coh�erent de complexes de faisceaux F 
ZL�et de quasi-isomorphismes qui d�epend, en un sens qu'on peut pr�eciser, foncto-riellement du faisceau G. En tout cas, les objets de cohomologie des complexesF 
Z L� (L� r�esolution plate de G ) sont d�e�nis �a isomorphismes uniquespr�es et d�ependent fonctoriellement de G . Les foncteurs ainsi obtenus poss�e-dent les propri�et�es voulues et m�eritent le nom de foncteurs d�eriv�es gauchesdu foncteur \produit tensoriel par F ".Bien entendu, pour calculer les faisceaux de torsion TorZ(F;G) , on peutprendre le faisceau associ�e au pr�efaisceau U 7�! TorZ(F (U); G(U)) (U ou-vert de E). Mais la m�ethode que nous employons fournit un complexe defaisceaux bien d�e�ni �a quasi-isomorphisme pr�es dont les objets de cohomolo-gie sont TorZ(F;G) et F
ZG , information suppl�ementaire essentielle pour lemaniement commode de ces foncteurs, ainsi que nous le verrons par la suite.Cette m�ethode s'�etend imm�ediatement au cas des topos annel�es et permetde d�e�nir dans ce cadre les foncteurs d�eriv�es gauches du foncteur \produittensoriel de faisceaux".2. Dans l'�etude des foncteurs d�eriv�es d'un foncteur compos�e de deuxfoncteurs, des propri�et�es d'associativit�e, des relations du type de K�unneth,on est amen�e �a �etendre le formalisme des foncteurs d�eriv�es au cas o�u l'argu-ment n'est plus seulement un objet de la cat�egorie �etudi�ee, mais un complexed'objets de cette cat�egorie. Cette extension a �et�e faite dans [1]. Rappelons-enles grandes lignes. Soit F : A ! B un foncteur additif entre deux cat�egoriesab�eliennes telles que A poss�ede su�samment d'objets injectifs. Soit Y � uncomplexe d'objets de A . On d�e�nit dans loc. cit. les \r�esolutions injectives"du complexe Y � , que nous appelons r�esolutions injectives de Cartan-Eilenbergdu complexe Y � . Une telle r�esolution est, par d�e�nition, un double complexeI�� dont les composants sont des objets injectifs de A , muni d'une augmen-tation : Y � "�! I��qui induit des r�esolutions injectives (au sens usuel) des composants, des bords,et des objets de cohomologie du complexe Y � . Ces r�esolutions sont uniques�a homotopie (de doubles complexes) pr�es. On forme alors le double complexeF (I��) , puis le complexe simple associ�e R F (I��) qui, lui aussi, est d�etermin�e4



Cat�egories D�eriv�ees�a homotopie pr�es par le complexe Y � . Les objets de cohomologie RnF (Y �)du complexe R F (I��) sont donc d�e�nis �a isomorphisme canonique pr�es et onconstate qu'ils d�ependent fonctoriellement du complexe Y � . Les foncteursRnF obtenus sont les hyperd�eriv�es �a droite de F . On obtient de plus deuxsuites spectrales fonctorielles en Y � dont les termes initiaux sont :Ip;q2 = Hp(Rq F (Y �)) (�)IIp;q2 = Rp F (Hq(Y �)) ; (��)et dont les termes in�nis sont les gradu�es associ�es aux objetsRnF (Y �) conve-nablement �ltr�es. Bornons-nous, pour simpli�er, au cas o�u les composants descomplexes envisag�es sont nuls en degr�e su�samment petit. On constate alorsque les suites spectrales (�) et (��) convergent. Un morphisme m : Y � ! Z�de complexes induit des morphismes :RnF (m) : RnF (Y �) �! RnF (Z�)et des morphismes des suites spectrales correspondantes. En particulier,lorsque m est un quasi-isomorphisme, la suite spectrale (��) montre queles morphismes RnF (m) sont des isomorphismes. Ainsi les objets RnF (Y �)sont d�etermin�es d�es que l'on connâ�t le complexe Y � �a \quasi-isomorphismepr�es". Comme, par ailleurs, on a indiqu�e que les proc�ed�es usuels de l'alg�ebrehomologique ne fournissent le plus souvent que des complexes d�etermin�es �aquasi-isomorphisme pr�es, il apparâ�t que les objets naturels qu'�etudie l'hyper-homologie sont les \classes de complexes �a quasi-isomorphisme pr�es".3. La d�emarche que nous suivons s'impose alors naturellement. On intro-duit, pour toute cat�egorie ab�elienne A , la cat�egorie comp(A) des complexesd'objets de A . Puis on construit �a partir de comp(A) une nouvelle cat�ego-rie en rendant formellement inversibles les quasi-isomorphismes de comp(A).On obtient ainsi une cat�egorie D(A) : la \cat�egorie d�eriv�ee" de la cat�egorieab�elienne A . Par des proc�ed�es de r�esolution �a droite qu'il importe peu depr�eciser dans cette introduction, on associe �a un foncteur additif entre deuxcat�egories ab�eliennes F : A ! B , un foncteur RF : D(A)! D(B) (qui n'estd�e�ni le plus souvent que sur une sous-cat�egorie convenable D�(A) � D(A)obtenue en imposant des limitations aux degr�es des complexes envisag�es) ap-pel�e le foncteur d�eriv�e total �a droite de F . Pour tout objet X de D�(A) ,l'objet RF (X) de D(B) est donc un complexe d'objets de B d�e�ni �a \quasi-isomorphisme pr�es", et par suite, les objets de cohomologie RnF (X) de cecomplexe sont bien d�e�nis. Les foncteurs X 7! RnF (X) sont les \hyperd�e-riv�es �a droite" du foncteur F , d�e�nis ici sans supposer n�ecessairement que5



J.-L. VerdierA poss�ede su�samment d'objets injectifs. Le foncteur d�eriv�e total permetdonc, en particulier, de reconstruire les \hyperd�eriv�es �a droite de F "; maisil fournit plus d'informations. Par exemple, lorsqu'on a un foncteur additifG : B ! C entre cat�egories ab�eliennes, on peut composer les foncteurs d�eriv�estotaux : RG � RF : D�(A) �! D(C) :Dans les cas habituels, le foncteur RG �RF est canoniquement isomorphe aufoncteur d�eriv�e total de GF :R(GF ) ��! RG � RF ;formule de composition qui traduit dans notre langage la suite spectrale desfoncteurs compos�es, et qui est d'ailleurs plus pr�ecise, car elle ne se borne pas�a donner certaines informations sur les objets de cohomologie de RGF (X)(X objet de D�(A)), mais elle d�ecrit enti�erement le complexe �a \quasi-isomorphisme pr�es" qui donne naissance �a ces objets de cohomologie ; com-plexe dont la connaissance permet, par exemple, de composer �a nouveau avecun autre foncteur d�eriv�e total.4. D'une mani�ere g�en�erale, on est amen�e, dans ce formalisme, �a travail-ler directement avec les complexes �a \quasi-isomorphisme pr�es", complexesqu'on se garde bien de remplacer par les seuls objets de cohomologie. (Si,le plus souvent, les \invariants" que l'on recherche, au terme du calcul oudu raisonnement, sont les objets de cohomologie des complexes, il n'en estpas toujours ainsi : les di��erentielles des suites spectrales sont, elles aussi,des \invariants" int�eressants). On �etablit, au niveau des complexes �a quasi-isomorphisme pr�es, ou au niveau des foncteurs d�eriv�es totaux, ou plus g�en�era-lement au niveau des foncteurs entre les cat�egories d�eriv�ees, diverses relations(relation d'isomorphie, relation d'adjonction pour les th�eor�emes du type dua-lit�e, etc.). Ces relations fourniront, par des proc�ed�es purement automatiques(les suites spectrales), des informations sur les objets de cohomologie descomplexes, sur les �ltrations naturelles dont ces objets sont munis, etc.Même lorsqu'on ne s'int�eresse qu'aux valeurs des foncteurs d�eriv�es tra-ditionnels, i.e. aux seuls objets de cohomologie, les relations dans les ca-t�egories d�eriv�ees sont souvent des interm�ediaires techniques indispensablespour arriver �a �etudier ces foncteurs et formuler pour eux certaines relationsimportantes.En�n, avantage essentiel, les relations qu'on �etablit dans les cat�egoriesd�eriv�ees sont d'apparence et de fait plus simples que les relations qu'on en6



Cat�egories D�eriv�eesd�eduit pour les objets de cohomologie. Le m�ecanisme des suites spectralescache le plus souvent la simplicit�e des ph�enom�enes. L'exemple �el�ementairedes relations de K�unneth est �a cet �egard signi�catif.5. Soient X et Y deux espaces compacts, A un anneau �a �el�ement unit�ecommutatif (pour simpli�er), F et G deux faisceaux de A-modules sur X etY respectivement. Lorsque A est un corps, on sait que le produit cart�esien[23] d�e�nit un isomorphisme d'espaces vectoriels gradu�es :H�(X;F )
A H�(Y;G) ��! H�(X � Y; F 
A G) :(K�u)1cohLorsque A = Z et que le faisceau F ou le faisceau G est sans torsion, on ades suites exactes scindables :0! Lp+q=nHp(X;F ) 
A Hq(Y;G)! Hn(X � Y; F 
A G)!! Lp+q=n+1TorZ(Hp(X;F );Hq(Y;G))! 0 :(K�u)2cohLorsque A = Z et qu'on ne fait aucune hypoth�ese sur F et G , on a deuxfamilles de suites exactes scindables :0! Lp+q=nHp(X;F )
A Hq(Y;G)! Hn !! Lp+q=n+1TorZ(Hp(X;F );Hq(Y;G))! 0 ;(K�u)3coh 0! Hn+1(X � Y; TorA(F;G))! Hn ! Hn(X � Y; F 
A G)! 0 :La formulation initiale (K�u)1coh se complique donc, mais reste accessible aucalcul explicite. Quand l'anneau A est plus compliqu�e, par exemple lorsqueA = Z=`rZ , ` premier, r > 1 , anneau de dimension cohomologique globalein�nie, on n'a plus, traditionnellement, que deux suites spectrales ayant mêmeaboutissement dont les termes initiaux sont :(K�u)4coh 0Kp;q2 = Lr+s=qTorA�p(Hr(X;F );Hs(Y;G)) ;00Kp;q2 = Hp(X � Y; TorA�q(F;G)) :Cependant ces suites spectrales et l'isomorphie entre leurs aboutissements nesont que la cons�equence et la traduction imparfaite de la relation suivantedans la cat�egorie d�eriv�ee de la cat�egorie des A-modules :RH(X;F ) L
A RH(Y;G) ��! RH(X � Y; F L
A G) ;(K�u)Der 7



J.-L. Verdiero�u RH(X; ) d�esigne le foncteur d�eriv�e total �a droite du foncteur \sectionsglobales" sur X (de même pour RH(Y; ) et RH(X � Y; )) et o�u L
A d�e-signe le foncteur d�eriv�e total �a gauche du foncteur produit tensoriel. (Onsuppose que X et Y sont des espaces de dimension cohomologique �nie, parexemple des complexes cellulaires �nis.) Les deux membres de (K�u)Der sontdes complexes de A-modules d�etermin�es �a quasi-isomorphisme pr�es dont lesmodules de cohomologie sont respectivement l'aboutissement de la premi�ereet de la deuxi�eme suite spectrale de (K�u)4coh . La formule (K�u)Der est, bienentendu, encore valable lorsque F et G sont des complexes de faisceaux surX et Y (convenablement born�es). Elle est parfaitement maniable pratique-ment, et permet de formuler �egalement les propri�et�es de commutativit�e, etd'associativit�e lorsqu'il y a plusieurs facteurs.L'extension des scalaires conduit �a une formule analogue dans les cat�ego-ries d�eriv�ees. Lorsque A! B est une A-alg�ebre et lorsque F est un faisceaude A-modules sur X , on a la relation :RH(X;F ) L
A B ��! RH(X;F L
A B) :De fa�con imag�ee, on peut dire, qu'en g�en�eral, les formules na��ves et tradi-tionnellement fausses deviennent vraies lorsqu'on travaille dans les cat�egoriesd�eriv�ees.L'importance des anneaux de coe�cients Z=`rZ provient notamment dela cohomologie �etale des sch�emas. On sait [6] que dans cette th�eorie on doit es-sentiellement travailler avec des faisceaux de torsion. On obtient la cohomolo-gie `-adique, i.e. �a valeurs dans l'anneau bZ` des entiers `-adiques, en passant �ala limite projective dans la cohomologie �a valeurs dans les anneaux Z=`rZ . Laformule (K�u)Der est encore valable dans ce contexte (lorsque, par exemple, Xet Y sont des sch�emas propres sur un corps alg�ebriquement clos, A = Z=`rZ),et passe �a la limite imm�ediatement pour fournir une formule analogue pourles bZ`-faisceaux. Mais comme bZ` est un anneau principal, la formule (K�u)Derfournit en passant �a la cohomologie une formule du type (K�u)3coh et en tenso-risant par Q` , la formule (K�u)1coh pour les Q`-faisceaux.6. C'est le d�eveloppement syst�ematique des consid�erations esquiss�eesci-dessus que nous pr�esentons dans ce travail. Voici quel en est le plan.Nous �etudions au premier chapitre les cat�egories de complexes des ca-t�egories additives. Ces cat�egories sont gradu�ees. Plus pr�ecis�ement, elles sontmunies de foncteurs translation (translation des degr�es dans une direction8



Cat�egories D�eriv�eesdonn�ee et changement de signe de la di��erentielle correspondante). Les exten-sions naturelles des foncteurs multi-additifs aux complexes ne commutent pasn�ecessairement aux translations, mais y commutent \�a isomorphisme pr�es",isomorphismes d�etermin�es, pratiquement, au signe pr�es. Il se trouve qu'onne peut choisir ces isomorphismes de mani�ere coh�erente pour la compositiondes \foncteurs translation", et qu'il s'introduit alors un signe. L'�etude de cesigne fait l'objet du paragraphe 1 (voir aussi l'appendice). Au paragraphe2, nous d�e�nissons les notions classiques de complexes multiples, complexessimples, foncteur \complexe simple associ�e", homotopie, et au paragraphe3, nous abordons l'�etude du cône d'un morphisme de complexes (\mappingcone" ou \mapping cylinder"), construction essentielle pour la suite.La construction de la cat�egorie D(A) , cat�egorie d�eriv�ee de la cat�egorieab�elienne A , se fait en deux �etapes. Dans la premi�ere �etape on introduit lacat�egorie K(A) des complexes de A �a homotopie pr�es. Puis on inverse formel-lement dans K(A) les quasi-isomorphismes pour obtenir la cat�egorie D(A) .Les cat�egories K(A) et D(A) ne sont pas n�ecessairement ab�eliennes; mais ellessont munies d'une structure suppl�ementaire, consistant en la donn�ee d'unefamille de diagrammes d�e�nis �a partir de la construction du cône : les tri-angles distingu�es. Les triangles distingu�es jouent, pour ces cat�egories, le rôledes suites exactes des cat�egories ab�eliennes. Les cat�egories additives muniesde cette structure suppl�ementaire, mise en �evidence et �etudi�ee par Puppe [2],sont appel�ees cat�egories triangul�ees et sont �etudi�ees de notre point de vueau chapitre II. Le premier paragraphe est consacr�e �a l'expos�e de r�esultats�el�ementaires sur les cat�egories triangul�ees. Au paragraphe 2, nous montrons,dans le cadre g�en�eral des cat�egories triangul�ees, que le probl�eme consistant�a inverser formellement les quasi-isomorphismes de la cat�egorie triangul�eeK(A) se r�esout simplement par un \calcul de fractions" [16]. Au paragraphe3, nous d�emontrons un th�eor�eme dû �a Freyd [17] : une cat�egorie triangul�eeD se plonge de mani�ere universelle dans une cat�egorie ab�elienne A(D) . Cettecat�egorie A(D) poss�ede une famille E d'objets �a la fois injectifs et projectifs,telle que tout objet de A(D) soit isomorphe �a un sous-objet d'un objet deE et �a un objet quotient d'un objet de E . La sous-cat�egorie pleine de A(D)d�e�nie par E est isomorphe �a la cat�egorie D . En�n au paragraphe 4, nous�etudions les \objets spectraux" �a valeurs dans les cat�egories triangul�ees ou lescat�egories ab�eliennes. Nous ne faisons ici qu'adapter les d�e�nitions de [1].Le chapitre III est consacr�e �a l'�etude des cat�egories d�eriv�ees proprementdites. Lorsque X et Y sont deux objets de D(A) , cat�egorie d�eriv�ee de la ca-t�egorie ab�elienne A , les morphismes de degr�e n de X dans Y s'interpr�etent,lorsque la cat�egorie A poss�ede su�samment d'objets injectifs et lorsque Yest un complexe dont les composants sont nuls en degr�e petit, comme les9



J.-L. Verdier�el�ements de ExtnA(X; Y ) , n-i�eme hyper-ext des complexes X et Y (au sensde [1]). Lorsque X et Y sont des complexes born�es (composants nuls sauf unnombre �ni), les homomorphismes de degr�e n de X dans Y peuvent se d�e�nirpar une construction qui g�en�eralise la construction de Yoneda [3]. La compo-sition des morphismes dans D(A) n'est autre que la composition de Yoneda.Au paragraphe 4, nous �etudions les objets spectraux usuels. Tout complexe deA donne naissance �a trois objets spectraux �a valeurs dans D(A) , qui permet-tent d'�ecrire de fa�con automatique les suites spectrales essentielles. D'ailleurstoute suite � � � ! Xn ! Xn+1 ! � � � de complexes et de morphismes decomplexes (o�u les morphismes de transition ne sont pas n�ecessairement desmonomorphismes) donne naissance �a un objet spectral.7. En r�esum�e, il s'agit d'�etablir les fondements d'un formalisme, avectous les inconv�enients qu'un tel travail comporte : enthym�emes et sorites,d�emonstrations sans r�eelles di�cult�es math�ematiques mais n�ecessitant sou-vent des suites de v�eri�cations parfois (resp. toujours) ennuyeuses. Ce travailne pr�esente donc un int�erêt que dans la mesure o�u ce formalisme, par sa sou-plesse et sa g�en�eralit�e, permet la formulation et la d�emonstration de \vrais"th�eor�emes. C'est le souci d'�enoncer et de d�emontrer des th�eor�emes de dualit�ecohomologique qui a constitu�e la premi�ere motivation de ce formalisme. Onsait qu'il existe dans di��erents contextes des th�eories de dualit�e cohomolo-gique formellement tr�es analogues :1) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des faisceaux coh�erents sur lessch�emas [4].2) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des faisceaux pour la topologie�etale des sch�emas [5], [6].Ces th�eories sont dues �a A. Grothendieck.3) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des modules galoisiens due �aJ. Tate et J.-L. Verdier [7].4) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des faisceaux sur un espacelocalement compact [9], [10].5) Th�eorie de la dualit�e dans la cohomologie des faisceaux analytiques coh�e-rents. Cette th�eorie reste encore essentiellement conjecturale.6) Th�eorie de la dualit�e pour les corps locaux, corps de nombres ou corps defonctions et ses relations avec la th�eorie du corps de classes. Cette th�eorie est�a d�evelopper. Les premiers pas sont dus �a M. Artin [8].Toutes ces th�eories ont pour point de d�epart (ou d'arriv�ee) une pro-pri�et�e d'adjonction reliant certains foncteurs entre cat�egories d�eriv�ees. Le10



Cat�egories D�eriv�eescas particuli�erement simple des espaces localement compacts fournit le mo-d�ele des �enonc�es qu'on obtient. Soient X et Y deux espaces localement com-pacts (disons : de dimension cohomologique �nie), A un anneau (n�th�e-rien), D(XA) et D(YA) les cat�egories d�eriv�ees des cat�egories de faisceaux deA-modules XA et YA sur X et Y respectivement, f : X ! Y une applicationcontinue. On peut alors d�e�nir dans cette situation :a) Un foncteur f! : XA ! YA , image directe �a support propre et lefoncteur d�eriv�e total correspondant :R f! : D(XA)! D(YA) :(Lorsque f : X ! Y est une application propre, le foncteur f! est le foncteurimage directe usuel.)b) Un foncteur f ! : D+(YA) ! D+(XA) (le signe + signi�e qu'on selimite aux complexes born�es inf�erieurement) dont la d�e�nition pr�ecise estassez technique, mais qui est caract�eris�e, �a isomorphisme unique pr�es, par lapropri�et�e c).c) Un isomorphisme bifonctoriel :�f(F;G) : RHom(R f!F;G)! RHom(F; f !G)d�e�ni pour tout objet F de D(XA) et tout objet G de D+(YA) (RHom d�esignele foncteur d�eriv�e total du foncteur \complexe des homomorphismes").Les ph�enom�enes importants sont alors les suivants :D1) La formation du foncteur f ! est transitive pour f variable.D2) L'isomorphisme �f est compatible avec la composition des applica-tions.D3) Lorsque X est lisse sur Y de dimension relative n , i.e. lorsque,localement sur X , X est Y -isomorphe au produit d'un ouvert de Y parl'espace topologique Rn (exemple : Y = un point, X vari�et�e topologique), ona pour tout objet G de D+(YA) un isomorphisme canonique :f !(G) ' f�(G)
 !X=Y [n] ;o�u f�(G) est l'image inverse usuelle, !X=Y un faisceau localement libre derang 1 : le faisceau d'orientation relative de X sur Y , et o�u !X=Y [n] d�esignele complexe obtenu en faisant subir au complexe !X=Y un d�ecalage des degr�esde n unit�es. 11



J.-L. VerdierD4) Lorsque X est un ferm�e de Y et que f est l'injection canonique, lefoncteur f ! est le foncteur d�eriv�e total du foncteur \sections �a support dansX". Ce th�eor�eme, et ses variantes dans les autres contextes signal�es plus haut,contient les formulations traditionnelles de la dualit�e : th�eor�eme de dualit�e dePoincar�e dans le cas topologique, th�eor�eme de dualit�e de Serre pour les fais-ceaux alg�ebriques coh�erents sur une vari�et�e projective et lisse. Mais l'emploidu langage des cat�egories d�eriv�ees ne permet pas seulement de d�emontreravec plus de g�en�eralit�e des th�eor�emes auxquels on pouvait ne s'int�eresser quedans des cas particuliers simples. On ne sait par exemple, �a l'heure actuelle,d�emontrer le th�eor�eme de dualit�e sous la forme traditionnelle (type dualit�e deSerre), pour les faisceaux alg�ebriques coh�erents sur une vari�et�e propre et lissenon projective sur un corps alg�ebriquement clos, que par l'interm�ediaire duth�eor�eme de dualit�e g�en�eral. Il en est de même pour la dualit�e en cohomologie�etale, pour les vari�et�es projectives non singuli�eres.8. Les th�eor�emes de dualit�e dans les cas 1), 2) et 4) conduisent �a desformules de points �xes de Lefschetz, de type non classique, faisant interve-nir des faisceaux pouvant pr�esenter des singularit�es [10], [11], [12]. Soient Xun espace topologique compact de dimension cohomologique �nie, A un an-neau n�th�erien, F un faisceau de A-modules sur X poss�edant les propri�et�essuivantes :a) En tout point de X , les �bres du faisceau F sont des A-modules detype �ni et de dimension projective �nie.b) Une propri�et�e de r�egularit�e au voisinage de tout point de X , analogueaux propri�et�es d�ecrites par Wilder [9].Soit � = (�X ;�F ) : (X;F ) ! (X;F ) un endomorphisme de l'espacetopologique X muni du faisceau F . L'endomorphisme � induit un endomor-phisme de complexe de A-modules :RH(�) : RH(X;F ) �! RH(X;F ) :Sous les hypoth�eses a) et b), le complexe RH(X;F ) est un complexe parfait deA-modules, i.e. il est isomorphe, dans la cat�egorie d�eriv�ee, �a un complexe �nidont les composants sont des A-modules projectifs de type �ni. On peut doncd�e�nir le nombre de Lefschetz �(RH(�)) comme �etant la somme altern�ee destraces des composants de RH(�) , qui sont des endomorphismes de modulesprojectifs de type �ni. Supposons maintenant, pour �xer les id�ees, que lespoints �xes de � soient isol�es. On a alors l'�egalit�e :(Lef) �(RH(�)) = XP �xe�P (�) ;12



Cat�egories D�eriv�eeso�u les �P (�) sont des invariants locaux, que l'on peut d�eterminer lorsqu'onconnâ�t le faisceau F et l'endomorphisme � au voisinage de P . Lorsque Xest une vari�et�e topologique et lorsque le faisceau F est constant et libre derang 1, on retrouve la formule de Lefschetz usuelle.Dans le cadre de la cohomologie des faisceaux coh�erents, on a une for-mule analogue. Il faut prendre, pour X , un sch�ema de type �ni et propresur un corps k et pour F un faisceau coh�erent de tor-dimension �nie, ou plusg�en�eralement un complexe parfait. L'�etude des invariants locaux qui s'intro-duisent alors n'a �et�e faite que dans certains cas particuliers. Lorsque le corpsk est alg�ebriquement clos, le sch�ema X lisse sur k, le faisceau F localementlibre et le point �xe P �a croisement normal, on obtient :�P (�) = Tr(�F;P )det(1� d�X;P ) ;o�u �F;P d�esigne l'endomorphisme induit par � sur la �bre r�eduite du faisceauF en P (qui est un k-espace vectoriel de dimension �nie) et o�u d�X;P d�esignela di��erentielle du morphisme �X en P .Lorsqu'on ne suppose plus que le point �xe P est �a croisement normal,i.e. lorsqu'on ne suppose plus que l'endomorphisme 1� d�X;P est inversible,les invariants locaux peuvent encore se d�eterminer par un calcul de r�esidusau sens de [4].Le th�eor�eme de Lefschetz dans le contexte de la G�eom�etrie Alg�ebriquepeut d'ailleurs se g�en�eraliser aux situations relatives. On se donne unY -sch�ema X f�! Y propre et lisse sur un sch�ema localement n�th�erien Yet un faisceau coh�erent F de tor-dimension �nie sur X . Le complexe de fais-ceaux R f�(F ) sur Y est alors un complexe parfait. Soit � : (X;F )! (X;F )un Y -endomorphisme du sch�ema X muni du faisceau F et supposons que lesch�ema P des points �xes de � soit �ni sur Y . L'endomorphisme � induitun endomorphisme : R f�(�) : R f�(F )! R f�(F ) ;et comme le complexe R f�(F ) est parfait, on peut d�e�nir le nombre de Lef-schetz �(R f�(�)) qui est ici une section du faisceau structural de Y . Celapos�e, on a l'�egalit�e : �(R f�(�)) = �P (�) ;o�u �P (�) est un invariant local, qui peut encore se d�eterminer par un calculde r�esidus. 13



J.-L. VerdierDans le cadre de la topologie �etale, on a une formule de Lefschetzanalogue [12]. Cette formule, appliqu�ee �a l'endomorphisme de Frobeniusd'une courbe alg�ebrique propre et lisse sur un corps �ni, munie d'un faisceauconstructible pour la topologie �etale, a permis la d�emonstration de la rationa-lit�e des fonctions L g�en�eralis�ees [11]. Signalons que dans cette d�emonstration,on utilise une formule de Lefschetz o�u le faisceau des coe�cients poss�ede ef-fectivement des singularit�es.9. Dans le cas de la formule de Lefschetz topologique, on a vu que lecomplexe : RH(X;F )est parfait, ce qui permet de d�e�nir le nombre de Lefschetz de :RH(�) : RH(X;F )! RH(X;F ) :On voit l�a de fa�con particuli�erement frappante pourquoi on ne peut remplacerun complexe par la collection de ses objets de cohomologie. On ne peut ene�et d�e�nir la trace des endomorphismes :Hi(�) : Hi(X;F )! Hi(X;F )que sous des conditions extrêmement restrictives. Lorsque, par exemple, ladimension cohomologique globale de l'anneau A est �nie, i.e. lorsque A est r�e-gulier, on peut d�e�nir la trace de Hi(�) en prenant des r�esolutions projectives�nies. On a alors : �(RH(�)) =Xi (�1)iTr(Hi(�)) :Mais ainsi qu'on l'a vu, notamment en th�eorie des faisceaux pour la topologie�etale, on a �a travailler avec des anneaux du type Z=p`Z (` � 2) qui ne sontpas r�eguliers.Cette notion de complexe parfait est �egalement utile en g�eom�etrie alg�e-brique : K-th�eorie et th�eor�eme de Riemann-Roch [14].10. En conclusion, il semble qu'actuellement, le langage des cat�egoriesd�eriv�ees soit l'outil indispensable pour permettre de formuler et de d�emontrerles r�esultats essentiels des th�eories qu'on vient de mentionner.Nous nous sommes limit�es dans ce travail �a l'alg�ebre homologique addi-tive : cat�egories ab�eliennes et foncteurs additifs. D�es qu'on aborde les th�eo-r�emes de Riemann-Roch [14] ce cadre est insu�sant. Nous n'avons pas nonplus abord�e l'�etude des di��erents groupes de classes, ou groupes de Grothen-dieck, que l'on peut former avec les cat�egories triangul�ees. En�n, nous avonslaiss�e de côt�e les questions d'homologie relative, qui peuvent aussi se trâ�terdans le cadre des cat�egories triangul�ees [15].14



RemerciementsCette th�ese a �et�e faite sous la direction de A. Grothendieck. Les id�eesfondamentales qu'elle contient lui sont dues. Sans son impulsion initiale, sonaide constante, ses critiques fructueuses, je n'aurais pu la mener �a son terme.Qu'il trouve ici l'expression de ma profonde gratitude.Je remercie C. Chevalley d'avoir bien voulu pr�esider mon Jury de th�eseet d'avoir eu la patience de lire ce texte.Je remercie R. Godement et N. Bourbaki de m'avoir initi�e aux math�e-matiques.





Chapitre ILes cat�egories de complexesdes cat�egories additives.1. Cat�egories gradu�ees.1.1. Cat�egories gradu�ees de type G .1.1.1. �A tout groupe G on associe une cat�egorie, que nous notons G , d�e�niede la mani�ere suivante :{ Ob(G) est un ensemble r�eduit �a un �el�ement choisi une foispour toutes.{ Fl(G) est l'ensemble sous-jacent �a G .(1.1.1.1) { Les applications source et but sont les uniques applicationsde Fl(G) dans Ob(G) . L'application identit�e envoie l'unique�el�ement de Ob(G) sur l'�el�ement neutre de G .{ Le compos�e de deux 
�eches g�! h�! est la 
�eche hg produitdans le groupe G des �el�ements h et g .On appelle cat�egorie gradu�ee de type G une cat�egorie �br�ee sur G [18].Une cat�egorie (C; G) gradu�ee de type G est donc une cat�egorie C munie d'unfoncteur deg : C ! G faisant de C une cat�egorie �br�ee au-dessus de G .Le foncteur deg : C ! G est appel�e foncteur degr�e. L'image par deg d'unmorphisme de C est appel�e le degr�e de ce morphisme. Soit e l'�el�ement neutrede G . On d�esigne par Ce la cat�egorie �bre de (C; G) . La cat�egorie Ce est



J.-L. Verdierdonc la sous-cat�egorie de C ayant même ensemble d'objets que C et dont lesmorphismes sont les morphismes de C de degr�e e .Soient (C; G) et (C 0; G) deux cat�egories gradu�ees de type G . On appellefoncteur gradu�e de (C; G) dans (C 0; G) un foncteur cart�esien F au-dessusde G . On d�esigne par Fe : Ce ! C 0e le foncteur obtenu par restriction auxcat�egories �bres. En�n, un morphisme de foncteurs gradu�es m : F ! F 0 estdit compatible avec la graduation si c'est un G-morphisme de foncteurs.1.1.2. Soient C une cat�egorie gradu�ee de type G et g un �el�ement de G . Pourtout couple X , Y d'objets de C , on d�esigne par Homg(X; Y ) l'ensemble desmorphismes de X dans Y de degr�e g . On a alors :(1:1:2:1) Hom(X; Y ) = Gg2GHomg(X; Y ) :L'ensemble Hom(X; Y ) est donc muni d'une structure d'ensemble gradu�e detype G . Le degr�e �etant fonctoriel, on a pour tout morphisme m : X ! Y ettout morphisme n : Y ! Z :(1:1:2:2) deg(n) deg(m) = deg(nm) :Les formules pr�ec�edentes ne font que traduire le fait que C est une ca-t�egorie au-dessus de G . Exprimons maintenant que la cat�egorie C est unecat�egorie �br�ee au-dessus de G . Il su�t pour cela d'exprimer que tout ob-jet de C est but d'un morphisme hypercart�esien de degr�e donn�e [19]. Oron v�eri�e imm�ediatement que les morphismes hypercart�esiens de C sont lesisomorphismes de C , et par suite que la cat�egorie C est �br�ee si et seulementsi elle poss�ede la propri�et�e suivante :(1.1.2.3) Pour tout �el�ement g de G et tout objet X de C , il existe unisomorphisme de but X et de degr�e g .Soient maintenant (C; G) et (C 0; G) deux cat�egories gradu�ees de type Get F : C ! C 0 un foncteur gradu�e. Le foncteur F est d'abord un G-foncteuret, par suite, il conserve le degr�e des morphismes. Il transforme de plus lesmorphismes cart�esiens de C en morphismes cart�esiens de C 0, ce qui est auto-matique car les morphismes cart�esiens de C sont des isomorphismes. Lesfoncteurs gradu�es de C dans C0 sont donc simplement les foncteurs de C dansC 0 qui conservent le degr�e.En�n, un morphisme de foncteurs gradu�es m : F ! F 0 compatible avecla graduation est simplement un morphisme de foncteurs de degr�e e, i.e. ladonn�ee pour tout objet X de C d'un morphisme :m(X) : F (X)! F 0(X)18



Cat�egories D�eriv�eesde degr�e e v�eri�ant les propri�et�es de compatibilit�e usuelles.D�e�nition 1.1.3. Une cat�egorie gradu�ee de type G est dite additive si lacat�egorie �bre Ce est additive [20]. Un foncteur gradu�e entre cat�egories gra-du�ees additives est dit additif si le foncteur restreint aux �bres est additif.Soit C une cat�egorie gradu�ee de type G additive. La cat�egorie C d�epouill�eede sa structure �br�ee n'est pas additive lorsque G 6= feg . On peut toutefoisassocier �a C une cat�egorie additive en proc�edant comme suit : pour toutcouple X , Y d'objets de C et tout �el�ement g de G , on v�eri�e que l'ensembleHomg(X; Y ) est muni naturellement d'une structure de groupe commutatif.D�e�nissons alors une nouvelle cat�egorie Cadd en prenant comme ensembled'objets l'ensemble des objets de C , et comme ensemble de morphismes entredeux objets X et Y :(1:1:3:1) HomCadd(X; Y ) = Lg2GHomgC(X; Y ) :La composition des morphismes dans Cadd se d�e�nit de la mani�ere �evidenteet on v�eri�e que Cadd est une cat�egorie additive. �Etant donn�e de même unfoncteur cart�esien additif F : C ! C 0 entre deux cat�egories gradu�ees additives,on construit par la même m�ethode un foncteur additif Fadd : Cadd ! C 0add .Nous n'utiliserons jamais cette construction.Remarquons que la d�e�nition des cat�egories gradu�ees adopt�ee ici est plusrestrictive que celle qui s'impose naturellement �a l'esprit. En plus des struc-tures �evidentes (1.1.2.1) et (1.1.2.2), nous imposons la propri�et�e (1.1.2.3).1.2. Op�eration �a isomorphisme pr�es d'un groupe sur une cat�egorie.1.2.1. Soit C une cat�egorie gradu�ee de type G . Choisissons un clivage nor-malis�e de la cat�egorie �br�ee C deg��! G [18], i.e. pour tout g 2 G choisissonsun foncteur changement de base :(1:2:1:1) 8<:T (g) : Ce ! Ce ;T (e) = identit�e de Ce :Pour tout couple (g; h) d'�el�ements de G , on a [18] un isomorphisme de fonc-teurs :(1:2:1:2) 8<: c(h; g) : T (hg)! T (g)T (h) ;c(g; e) = c(e; g) = identit�e de T (g)19



J.-L. Verdieret pour tout triplet (g; h; k) d'�el�ements de G , on a la relation :(1:2:1:3) (T (g) ? c(k; h))c(kh; g) = (c(h; g) ? T (k))c(k; hg) :D�e�nition 1.2.2. Soit G un groupe. On appelle G�-cat�egorie (G� groupeoppos�e �a G) une cat�egorie Ce munie d'une famille de foncteurs T (g) (g 2 G)et d'isomorphismes de foncteurs c(h; g) (g ; h 2 G) v�eri�ant les propri�et�es(1.2.1.1), (1.2.1.2) et (1.2.1.3).Une G�-cat�egorie est donc une cat�egorie Ce munie d'une op�eration �aisomorphisme pr�es d'un groupe G�. On utilise la notation (Ce; G�; T; c) pourd�esigner la G�-cat�egorie ; les isomorphismes c(h; g) sont appel�es les isomor-phismes de transition. Lorsque les isomorphismes de transition sont des iso-morphismes identiques, ce qui implique en particulier qu'on a pour toutcouple g ; h 2 G l'�egalit�e T (hg) = T (g)T (h) , on dit que la G�-cat�egorieest stricte. Un tel objet est donc d�e�ni par une repr�esentation de G� dans legroupe des automorphismes de la cat�egorie Ce .1.2.3. Soient maintenant C et C0 deux cat�egories gradu�ees de type G etF : C ! C 0 un foncteur gradu�e. Choisissons sur C et C0 des clivages normalis�es.Le choix de ces clivages d�e�nit des isomorphismes de foncteurs :(1:2:3:1) m(g) : FeT (g)! T 0(g)Fe ; g 2 G ; m(e) = identit�e de Fetels que pour tout couple g ; h 2 G , le diagramme ci-apr�es soit commutatif :(1:2:3:2) FeT (hg) wm(hg)uFe ? c(h; g) T 0(hg)Feu c0(h; g) ? FeFeT (g)T (h)um(g) ? T (h)T 0(g)FeT (h) wT 0(g) ? m(h) T 0(g)T 0(h)Fe :D�e�nition 1.2.4. Soient (Ce; G�; T; c) et (C 0e; G�; T 0; c0) deux G�-cat�egories.On appelle G�-foncteur la donn�ee d'un foncteur :Fe : Ce ! C 0e20



Cat�egories D�eriv�eeset d'isomorphismes :m(g) : FeT (g)! T 0(g)Fe ; g 2 G ;tels que les diagrammes (1.2.3.2) soient commutatifs.Un G�-foncteur est donc un foncteur \commutant �a isomorphisme pr�esaux op�erations de G� ". On utilisera pour le d�esigner la notation (Fe; m) .Lorsque pour tout g 2 G les isomorphismes m(g) sont des isomorphismesidentiques, ce qui implique en particulier que pour tout g 2 G on a les�egalit�es FeT (g) = T 0(g)Fe , on dit que le G�-foncteur est strict.1.2.5. Soient C , C0 et C 00 trois cat�egories gradu�ees et C F�! C 0 F 0�! C00 ,F 00 = F 0F trois foncteurs gradu�es. Choisissons sur C , C0 et C 00 des cli-vages normalis�es. On en d�eduit, d'apr�es ce qui pr�ec�ede, trois G�-cat�egories(Ce; G�; T; c) , (C 0e; G�; T 0; c0) et (C 00e ; G�; T 00; c00) et trois G�-foncteurs (Fe; m),(F 0e; m0) et (F 00e ; m00). On v�eri�e imm�ediatement qu'on a les relations :(1:2:5:1) 8<:F 00e = F 0eFe ;m00(g) = (m0(g) ? Fe)(F 0e ? m(g)) ; g 2 G :D�e�nition 1.2.6. Soient (Ce; G�; T; c) , (C 0e; G�; T 0; c0) et (C 00e ; G�; T 00; c00) troisG�-cat�egories et :(Ce; G�; T; c) (Fe;m)����! (C 0e; G�; T 0; c0) (F 0e;m0)�����! (C 00e ; G�; T 00; c00)deux G�-foncteurs. Les �egalit�es (1.2.5.1) d�e�nissent un G�-foncteur qui estappel�e le foncteur compos�e des G�-foncteurs (Fe; m) et (F 0e; m0) .1.2.7. Soient F et F 0 deux foncteurs gradu�es entre deux cat�egories C etC 0 gradu�ees de type G et soit u : F ! F 0 un morphisme de foncteurs dedegr�e e . Choisissons sur C et C0 des clivages normalis�es. On en d�eduit deuxG�-cat�egories (Ce; G�; T; c) et (C 0e; G�; T 0; c0) et deux G�-foncteurs (Fe; m),(F 0e; m0). Le morphisme u d�etermine alors un morphisme de foncteurs :(1:2:7:1) ue : Fe ! F 0etel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :(1:2:7:2) FeT (g) wue ? T (g)um(g) F 0eT (g)um0(g)T 0(g)Fe wT 0(g) ? ue T 0(g)F 0e :21



J.-L. VerdierD�e�nition 1.2.8. Soient (Ce; G�; T; c) et (C 0e; G�; T 0; c0) deux G�-cat�egorieset (Fe; m) et (F 0e; m0) : Ce ! C 0e deux G�-foncteurs. On dit qu'un morphismede foncteurs ue : Fe ! F 0e est compatible avec les op�erations de G� si pourtout g 2 G le diagramme (1.2.7.2) est commutatif.En�n, nous dirons qu'une G�-cat�egorie est additive si la cat�egorie sous-jacente est additive. D'apr�es (1.1.3), la G�-cat�egorie associ�ee �a une cat�egoriegradu�ee additive est une G�-cat�egorie additive.1.3. �Equivalence de deux langages.1.3.1. On se �xe un univers U. D�esignons par Grad(G) la U-cat�egorie dontles objets sont les cat�egories gradu�ees de type G, appartenant �a U, et dontles morphismes sont les foncteurs gradu�es. D�esignons de même par G�-Cat laU-cat�egorie dont les objets sont les G�-cat�egories, appartenant �a U, et dontles morphismes sont les G�-foncteurs. On d�eduit imm�ediatement de (1.2.1),(1.2.3) et (1.2.5) que le choix, pour toute cat�egorie gradu�ee de type G d'unclivage normalis�e, d�e�nit un foncteur :(1:3:1:1) 	 : Grad(G)! G�-Cat :Le r�esultat de [18] s'interpr�ete comme suit :Proposition 1.3.2. Le foncteur 	 est une �equivalence de cat�egories.On trouvera dans [18] la description d'un foncteur quasi-inverse de 	 .Nous nous bornerons ici �a d�ecrire rapidement la cat�egorie gradu�ee C[G] asso-ci�ee �a une G�-cat�egorie (C; G�; T; c) . Tout d'abord, l'ensemble des objets deC[G] est l'ensemble des objets de C . Soient X et Y deux objets de C . Posonsalors :(1:3:2:1) Homg(X; Y ) = HomC(X; T (g)Y ) ; g 2 G ;(1:3:2:2) HomC[G](X; Y ) = Gg2GHomg(X; Y ) :D�ecrivons alors la composition des morphismes de C[G] . Soient X , Y etZ trois objets de C et u 2 Homg(X; Y ) , v 2 Homg0(Y; Z) , g ; g0 2 G . Lefoncteur T (g) d�e�nit une application :(1:3:2:3) Homg0(Y; Z)! HomC(T (g)Y; T (g)T (g0)Z)22



Cat�egories D�eriv�eeset l'isomorphisme c(g0; g)�1 d�e�nit une application :(1:3:2:4) HomC(T (g)Y; T (g)T (g0)Z)! HomC(T (g)Y; T (g0g)Z) :D'o�u en prenant l'image de v , un �el�ement v0 2 HomC(T (g)Y; T (g0g)Z) . Lecompos�e dans C de u et de v0 est un �el�ement :(1:3:2:5) w = v0 �C u ; w 2 Homg0g(X;Z)qui est, par d�e�nition, le compos�e de u et de v dans C[G] . Le foncteur �brantC[G] ! G est alors le foncteur �evident. La cat�egorie �br�ee C[G] ! G estmunie d'un clivage normalis�e canonique.1.3.3. On a en fait un r�esultat plus pr�ecis. Soient C et C0 deux cat�egoriesgradu�ees de type G munies de clivages normalis�es. Le foncteur 	 d�e�nit unebijection :(1:3:3:1) 	(C; C 0) : HomGrad(G)(C; C 0)! HomG�-Cat(	(C);	(C 0)) :Or ces ensembles sont les ensembles d'objets des cat�egories :(1:3:3:2) HomGrad(G)(C; C 0) ; HomG�-Cat(	(C);	(C 0))dont les morphismes sont respectivement les morphismes de foncteurs dedegr�e e et les morphismes de foncteurs compatibles avec les op�erations deG� . De plus, il r�esulte imm�ediatement de (1:2:7) que l'application 	(C; C 0)s'�etend en un foncteur :(1:3:3:3) 	(C; C 0) : HomGrad(G)(C; C 0)! HomG�-Cat(	(C);	(C 0))et on v�eri�e aisement :Proposition 1.3.4. Le foncteur 	(C; C 0) est un isomorphisme de cat�egories.1.3.5. En�n, pour être complet, il conviendrait de noter que le foncteur 	(�etendu aux morphismes de foncteurs) respecte les convolutions des foncteurspar les morphismes de foncteurs. La v�eri�cation en est laiss�ee au lecteur.1.3.6. Le plus souvent, nous utiliserons des G�-cat�egories strictes (1.2.2).Soient (C; G�; T ) et (C 0; G�; T 0) deux G�-cat�egories strictes. Un G�-foncteur(F;m) est alors un foncteur F : C ! C 0 muni d'isomorphismes :(1:3:6:1) m(g) : FT (g)! T 0(g)F ; g 2 G ; m(e) = identit�e23



J.-L. Verdiertels que les diagrammes ci-apr�es soient commutatifs :(1:3:6:2) FT (hg) wm(hg) T 0(hg)FFT (g)T (h)um(g) ? T (h) T 0(g)T 0(h)FT 0(g)FT (h)''''''''')T 0(g) ? m(h) g ; h 2 G :Il convient de remarquer que, même dans le cas d'op�eration stricte de G�sur les cat�egories, les foncteurs ne commutent pas n�ecessairement stricte-ment aux op�erations de G� . Ainsi, lorsque G� op�ere trivialement sur lescat�egories C et C0 (i.e. T (g) = T 0(g) = identit�e), un G�-foncteur n'est alorsautre qu'un foncteur muni d'une repr�esentation de G dans son groupe desautomorphismes. De plus, il est facile de voir qu'un G�-foncteur n'est pas n�e-cessairement isomorphe �a un G�-foncteur strict. On construit facilement uncontre-exemple en s'inspirant de [19]. En utilisant les r�esultats de [loc. cit.],on peut d'ailleurs montrer que toute G�-cat�egorie est G�-�equivalente �a uneG�-cat�egorie stricte. On peut aussi par les mêmes m�ethodes pr�eciser ce r�esul-tat de la fa�con suivante. �Etant donn�ees deux G�-cat�egories (C; G�; T; c) et(C 0; G�; T 0; c0) , il existe deux G�-cat�egories strictes : (eC; G�; eT) et (eC 0; G�; eT 0)et des G�-�equivalences :(u; �) : (eC; G�; eT )! (C; G�; T; c) ;(v; �) : (C 0; G�; T 0; c0)! (eC 0; G�; eT 0)telles que pour tout foncteur :(F;m) : (C; G�; T; c)! (C 0; G�; T 0; c0) ;le foncteur compos�e :(v; �)(F;m)(u; �) : (eC; G�; eT)! (eC 0; G�; eT 0)soit isomorphe �a un foncteur commutant strictement aux op�erations de G� .Nous n'utiliserons pas ce r�esultat.1.3.7. Nous avons rappel�e dans ce num�ero l'�equivalence de deux langages : lelangage des cat�egories gradu�ees et celui des G�-cat�egories. Nous emploierons24



Cat�egories D�eriv�eesexclusivement dans ce travail le langage des G�-cat�egories. Cependant, nousn'oublierons pas totalement le point de vue \cat�egories gradu�ees" en utilisantla terminologie suivante :D�e�nition 1.3.8. Soient G un groupe et (C; G�; T; c) une G�-cat�egorie.Soient g et h deux �el�ements de G et X et Y deux objets de C . Un mor-phisme de C : u : T (h)X ! T (gh)Ysera appel�e un morphisme de degr�e g de X dans Y .Montrons que cette terminologie n'apporte pas de confusion. En e�et,pour tout couple h ; h0 d'�el�ements de G , le foncteur T (h�1h0) et les isomor-phismes c(h; h�1h0) et c(gh; h�1h0) d�e�nissent un isomorphisme bifonctoriel :(1:3:8:1) ig(h; h0) : HomC(T (h)X; T (gh)Y ) ��! HomC(T (h0)X; T (gh0)Y )et les identit�es de cocycle (1.2.1.3) montrent qu'on a la relation :(1:3:8:2) ig(h; h00) = ig(h0; h00)ig(h; h0) ;pour tout triplet h ; h0 ; h00 2 G . Si donc, on identi�e les di��erents ensembles :HomC(T (h)X; T (gh)Y )�a l'aide des isomorphismes ig(h; h0) , la formule (1.3.8.2) montre que cesdi��erentes identi�cations sont compatibles. De plus, pour tout quadrupletg ; g0 ; h ; h0 2 G et tout triplet X ; Y ; Z d'objets de C , le diagramme ci-apr�es (1.3.8.3) est commutatif :HomC(T (h)X; T (gh)Y )� HomC(T (gh)Y; T (g0gh)Z) wuig(h; h0)� ig0(gh; gh0) ' HomC(T (h)X; T (g0gh)Z)uig0g(h; h0) 'HomC(T (h0)X; T (gh0)Y )� HomC(T (gh0)Y; T (g0gh0)Z) w HomC(T (h0)X; T (g0gh0)Z)(les 
�eches horizontales sont d�e�nies par la composition dans C). Le dia-gramme (1.3.8.3) nous permet donc de d�e�nir sans ambigu��t�e, ou plus pr�e-cis�ement aux identi�cations d�e�nies par les isomorphismes ig(h; h0) pr�es, lecompos�e de deux morphismes de degr�e respectif g et g0 et on v�eri�e imm�edia-tement que cette d�e�nition de la composition est compatible avec la d�e�nition25



J.-L. Verdierde la composition dans la cat�egorie gradu�ee C[G] associ�ee �a la G�-cat�egorie(C; G�; T; c) (1.3.2.5).1.3.9. Soit (C; G; T; c) une G-cat�egorie. La cat�egorie oppos�ee �a (C; G; T; c)est une G�-cat�egorie (G� groupe oppos�e �a G) (C�; G�; T �; c�) d�e�nie de lamani�ere suivante. La cat�egorie C� est la cat�egorie oppos�ee �a C . Les foncteursT �(g) , g 2 G� , sont d�e�nis par :(1:3:9:1) T �(g)X = T (g�1)X ; X 2 Ob(C�) = Ob(C) ;T �(g)u = T (g�1)u ; u 2 Fl(C�) = Fl(C) ;et les isomorphismes c�(g; h) de C� sont d�e�nis par :(1:3:9:2) c�(g; h) : T �(h ? g)! T �(h)T �(g) ;c�(g; h) = c�1(g�1; h�1) :(on d�esigne par ? la composition dans G� ).Remarque 1.3.10. Soit C[G�]! G� la cat�egorie gradu�ee de type G� associ�ee�a la cat�egorie (C; G; T; c) . Cette cat�egorie est munie d'un clivage canonique.Soit alors C[G�]� ! G la cat�egorie co�br�ee obtenue en passant aux cat�egoriesoppos�ees. Cette cat�egorie est munie d'un coclivage canonique et, comme Gest un groupe, cette cat�egorie est aussi �br�ee sur G . On en d�eduit un clivagecanonique sur C[G�]� ! G et par suite une G�-cat�egorie qui est canonique-ment isomorphe �a la cat�egorie oppos�ee �a la cat�egorie (C; G; T; c) , ainsi qu'onle v�eri�e imm�ediatement.1.3.11. Soient (C; G; T; c) une G-cat�egorie et (C 0; G0; T 0; c0) une G0-cat�egorie.La cat�egorie C � C 0 est munie canoniquement d'une structure de G � G0-cat�egorie de la mani�ere �evidente. La G � G0-cat�egorie obtenue sera appel�eele produit de la G-cat�egorie (C; G; T; c) par la G0-cat�egorie (C 0; G0; T 0; c0) .1.3.12. Soit (C; G�; T; c) une G�-cat�egorie. On utilisera le plus souvent dansla pratique une notation �a droite pour d�esigner les op�erations de G� sur C .On posera pour tout objet X de C :(1:3:12:1) T (g)X = X [g]et de même pour tout morphisme u de C :(1:3:12:2) T (g)u = u[g] :Les isomorphismes c(g; h) d�e�nissent donc, pour tout objet X , des isomor-phismes :(1:3:12:3) c(g; h)(X) : X [gh]! X [g][h] :Cette notation a en particulier l'avantage de transformer les op�erations deG� sur C en des op�erations �a droite de G sur C .26



Cat�egories D�eriv�ees1.4. Changement de groupes.1.4.1. Soit f : H ! G un homomorphisme de groupes. On associe �a touteG-cat�egorie (C; G; T; c) une H-cat�egorie (C; H; Tf; cf) en faisant op�ererH surC par l'interm�ediaire de f , i.e. en posant :(1:4:1:1) Tf (h) = T�f(h)� ; h 2 H ;cf(h; h0) = c�f(h); f(h0)� ; h; h0 2 H :�Etant donn�e de même un G-foncteur :(F;m) : (C; G; T; c)! (C 0; G; T 0; c0) ;on lui associe un H-foncteur (F;mf) entre les H-cat�egories correspondantesen posant :(1:4:1:2) mf(h) = m�f(h)� :En�n, un morphisme de G-foncteurs compatible avec les op�erations de G estcompatible avec les op�erateurs de H .Ce qui pr�ec�ede d�e�nit visiblement un foncteur, qu'on appelle le foncteurde changement de groupes :(1:4:1:3) f� : G-Cat! H-Cat :Plus pr�ecis�ement, soient C et C0 deux G-cat�egories ; le foncteur f� d�e�nit uneapplication :(1:4:1:4) f�(C; C 0) : HomG-Cat(C; C 0)! HomH-Cat �f�(C); f�(C 0)� :Mais les ensembles HomG-Cat(C; C 0) et HomH-Cat(f�(C); f�(C 0)) sont des en-sembles d'objets de cat�egories HomG-Cat(C; C 0) et HomH-Cat(f�(C); f�(C 0))dont les morphismes sont les morphismes de foncteurs, compatibles avec lesop�erations des groupes, et l'application f�(C; C 0) s'�etend naturellement en unfoncteur :(1:4:1:5) f�(C; C 0) : HomG-Cat(C; C 0)! HomH-Cat�f�(C); f�(C 0)� :Ce foncteur est �d�ele. 27



J.-L. Verdier1.4.2. Soient e! K n! H f! G! e une suite exacte de groupes, le groupeK �etant identi��e par n �a un sous-groupe distingu�e de H , et (C; G; T; c),(C 0; G; T 0; c0) deux G-cat�egories. Soient (C; H; Tf; cf), (C 0; H; T 0f ; c0f) lesH-cat�egories obtenues par le changement de groupes H f! G . Soit en�n :(1:4:2:1) (F;m) : (C; H; Tf; cf)! (C 0; H; T 0f ; c0f)un H-foncteur. Les diagrammes (1.2.3.2) fournissent alors pour tout coupled'�el�ements k; k0 2 K, un diagramme commutatif :(1:4:2:2) F wm(kk0)44446m(k) FFhhhhjm(k0) ;d'o�u une repr�esentation de K� dans le groupe des automorphismes de F .Lorsque le foncteur (F;m) provient d'un G-foncteur, cette repr�esentation esttriviale. R�eciproquement, lorsque cette repr�esentation est triviale, on d�eduitimm�ediatement des diagrammes (1.2.3.2) que, pour tout h 2 H et pour toutk 2 K , on a :(1:4:2:3) m(hk) = m(kh) = m(h)et, par suite, leH-foncteur (F;m) provient d'unG-foncteur par le changementde groupe f�. On se propose dans la suite de ce num�ero d'�etudier, dans uncas tr�es particulier, les H-foncteurs (F;m) qui induisent une repr�esentationdonn�ee �a l'avance de K� dans le groupe des automorphismes de F .1.4.3. On utilise les notations de (1.4.2). On suppose que la cat�egorie C0est additive et que K = Z=2Z. Le groupe des signes f�1;+1g ' Z=2Z op�erealors sur le foncteur identique de la cat�egorie C 0 en associant �a tout objet Xde C 0 le morphisme :(1:4:3:1) "(X) : X "�idX���! X ; " 2 f�1;+1g :Par suite, le groupe des signes op�ere sur tout foncteur F : C ! C 0 en associant�a tout objet Y de C le morphisme :(1:4:3:2) "(Y ) : F (Y ) "�idF (Y )�����! F (Y ) ; " 2 f�1;+1g :28



Cat�egories D�eriv�eesCette op�eration est appel�ee l'op�eration canonique. On se propose d'�etudierles H-foncteurs :(1:4:3:3) (F;m) : (C; H; Tf; cf)! (C 0; H; T 0f ; c0f)qui induisent l'op�eration canonique du groupe Z=2Z sur le foncteur F .Soit _� 2 H2(G;Z=2Z) l'�el�ement d�ecrivant l'extension :(1:4:3:4) 1! Z=2Z n! H f! G! e :Soit �s 2 Z2(G;Z=2Z) un cocycle normalis�e non homog�ene dans la classe _�d�e�ni par une section normalis�ee s de f . On a :�s(�1; �2) = s(�2)s(�1�2)�1s(�1) ; �1; �2 2 G ;s(e) = unit�e de H ;(1.4.3.5) �s(�1; e) = �s(e; �1) = 1 ;��s(�1; �2; �3) = �s(�2; �3)�s(�1�2; �3)�1�s(�1; �2�3)�s(�1; �2)�1= 1 ; �1; �2; �3 2 G :La section s : G! H d�e�nit un isomorphisme d'ensembles :H �! Z=2Z�G ;et en transportant la loi de groupe de H sur Z=2Z�G par cet isomorphisme,on obtient la loi de groupe :(1:4:3:6) ("1; �1)("2; �2) = �"1"2�s(�1; �2); �1�2� :Identi�ons alors le groupe H et le groupe d�ecrit par (1.4.3.6). On a, pourtout ("1; �1); ("2; �2) 2 H :(1:4:3:7) Tf("1; �1) = T (�1) ;T 0f("1; �1) = T 0(�1) ;cf�("1; �1); ("2; �2)� = c(�1; �2) ;c0f�("1; �1); ("2; �2)� = c0(�1; �2)29



J.-L. Verdieret, par suite, d'apr�es (1.2.3.2), pour tout couple ("; �) , le diagramme ci-apr�esest commutatif :(1:4:3:8) FT (�) wm(("; �))AAAACm((1; �)) T 0(�)FT 0(�)FNNNNNPT 0(�) �m(") ;i.e.(1:4:3:9) m�("; �)� = "m�(1; �)� :Posons alors :(1:4:3:10) m�(1; �)�= p(�) : FT (�)! T 0(�)F :La famille des isomorphismes p(�) , � 2 G, poss�ede alors la propri�et�esuivante : pour tout couple �1; �2 2 G , le diagramme ci-apr�es est�s(�1; �2)-commutatif (i.e. commutatif si �s(�1; �2) = +1 et anti-commutatifsi �s(�1; �2) = �1 ) :(1:4:3:11) FT (�1�2) wp(�1�2)uF � c(�2; �1) T 0(�1�2)Fuc0(�2; �1) � FFT (�1)T (�2)up(�1) � T (�2)T 0(�1)FT (�2) wT 0(�1) � p(�2) T 0(�1)T 0(�2)F :R�eciproquement, lorsqu'on se donne un foncteur F : C ! C 0 et une familled'isomorphismes p(�) : FT (�)! T 0(�)F , � 2 G , telle que pour tout couple(�1; �2) 2 G�G le diagramme (1.4.3.11) soit �s(�1; �2)-commutatif, on peutreconstruire d'une mani�ere unique un H-foncteur :(F;m) : (C; H; Tf; cf)! (C 0; H; T 0f; c0f)induisant l'op�eration canonique du groupe des signes sur F , en posant (vial'identi�cation du groupe H avec le groupe d�ecrit par (1.4.3.6)) :(1:4:3:12) m�("; �)�= " p(�) :La v�eri�cation imm�ediate est laiss�ee au lecteur.30



Cat�egories D�eriv�eesD�e�nition 1.4.4. Soient (C; G; T; c) et (C 0; G; T 0; c0) deux G-cat�egories, C 0�etant une cat�egorie additive. Soit � 2 Z2(G;Z=2Z) un cocycle normalis�enon homog�ene. On appelle G-foncteur tordu par le cocycle � l'objet (F; p)constitu�e par un foncteur : F : C ! C0et des isomorphismes de foncteurs :p(�) : FT (�)! T 0(�)F ; � 2 G ;tels que, pour tout couple �1; �2 2 G , le diagramme (1.4.3.11) soit �(�1; �2)-commutatif.Le choix d'une section normalis�ee s de l'extension (1.4.3.4) permet doncd'�etablir une correspondance biunivoque entre les H-foncteurs :(F;m) : (C; H; Tf; cf)! (C 0; H; T 0f ; c0f)qui induisent l'op�eration canonique du groupe des signes sur F , et lesG-foncteurs tordus par le cocycle �s d�e�ni par la section s.1.4.5. On utilise les notations de (1.4.3). Soient :(1:4:5:1) (F1; m1); (F2; m2) : (C; H; Tf; cf)! (C 0; H; T 0f ; c0f)deux H-foncteurs induisant l'op�eration canonique du groupe des signes et :(1:4:5:2) u : (F1; m1)! (F2; m2)un morphisme de foncteurs compatible avec les op�erations de H . Soient s1et s2 deux sections normalis�ees de l'application f de la suite exacte (1.4.3.4)�s1(e) = s2(e) = e�. Soient �s1 ; �s2 2 Z2(G;Z=2Z) les cocycles normalis�escorrespondants. Soit � : G! Z=2Z, l'application :(1:4:5:3) �(�) = s2(�)s1(�)�1 ; � 2 G :Les foncteurs (F1; m1) et (F2; m2) d�e�nissent, d'apr�es (1.4.3), des G-foncteurs(F1; p1) , (F2; p2) tordus respectivement par les cocycles �s1 , �s2 . On v�eri�eimm�ediatement que le morphisme u : F1 ! F2 entre les foncteurs sous-jacentsposs�ede la propri�et�e suivante : 31



J.-L. VerdierPour tout �el�ement � 2 G, le diagramme :(1:4:5:4) F1T (�)uu � T (�) wp1(�) T 0(�)F1u T 0(�) � uF2T (�) wp2(�) T 0(�)F2est �(�)-commutatif.D�e�nition 1.4.6. Soient (C; G; T; c) une G-cat�egorie, (C 0; G; T 0; c0) uneG-cat�egorie additive, �1 et �2 dans Z2(G;Z=2Z) deux cocycles non homo-g�enes normalis�es, � : G! Z=2Z une application telle que :(1:4:6:1) �2(�1; �2)��11 (�1; �2) = �(�2)�(�1�2)�1�(�1) :Soient en�n (F1; p1); (F2; p2) : (C; G; T; c)! (C 0; G; T 0; c0) deux G-foncteurstordus respectivement par les cocycles �1 et �2. On appelle �-morphisme dufoncteur (F1; p1) dans le foncteur (F2; p2) un morphisme u : F1 ! F2 de fonc-teurs tel que, pour tout � 2 G, le diagramme (1.4.5.4) soit �(�)-commutatif.1.4.7. On a montr�e (1.4.5) que le choix de deux sections normalis�ees permetd'associer �a un morphisme de H-foncteurs induisant l'op�eration canonique dugroupe des signes un �-morphisme entre les G-foncteurs tordus correspon-dants. On v�eri�e imm�ediatement que cette correspondance est biunivoque.De plus, lorsqu'on a trois H-foncteurs (F1; m1) , (F2; m2) , (F3; m3) induisantl'op�eration canonique du groupe des signes, trois sections normalis�ees s1 , s2 ,s3 et deux morphismes de H-foncteurs u , v et leur compos�e vu :(1:4:7:1) u : (F1; m1)!(F2; m2) ;v : (F2; m2)!(F3; m3) ;vu : (F1; m1)!(F3; m3) ;les morphismes :(1:4:7:2) u : (F1; p1)!(F2; p2) ;v : (F2; p2)!(F3; p3) ;vu : (F1; p1)!(F3; p3) ;32



Cat�egories D�eriv�eeso�u les (Fi; pi) sont les G-foncteurs tordus d�etermin�es respectivement par lesfoncteurs (Fi; mi) et les sections si, sont des �j;i-morphismes, o�u :(1:4:7:3) �j;i(�) = sj(�)si(�)�1 ; i; j 2 f1; 2; 3g ; i < j :On a donc la relation :(1:4:7:4) �3;1 = �3;2�2;1 :Les relations (1.4.7.2) et (1.4.7.4) permettent alors de d�e�nir le compos�e du�3;2-morphisme v avec le �2;1-morphisme u et cette composition ainsi d�e�nieest compatible avec la composition des morphismes de H-foncteurs.1.4.8. Soient C 0 une cat�egorie additive et :(F; p) : (C; G; T; c)! (C 0; G; T 0; c0)un G-foncteur tordu par un cocycle normalis�e � 2 Z2(G;Z=2Z). On d�esignepar :(1:4:8:1) (F �; p�) : (C�; G�; T �; c�)! (C 0�; G�; T 0�; c0�)le foncteur gradu�e tordu oppos�e au foncteur (F; p). (On utilise les notationsde (1.3.9)). Il est d�e�ni de la mani�ere suivante :Le foncteur sous-jacent est F �, le foncteur oppos�e au foncteur F . Pourtout g 2 G� (groupe oppos�e �a G), l'isomorphisme de C� :p�(g) : F �T �(g) = FT (g�1) �! T 0�(g)F � = T 0(g�1)Fest �egal �a p�1(g�1) .Le foncteur (F �; p�) est un G�-foncteur tordu par le cocycle �� dansZ2(G�;Z=2Z) oppos�e au cocycle � ���(g; g0) = ��1(g�1; g0�1)�.1.4.9. La seule vertu du groupe Z=2Z qu'on utilise dans ce num�ero est qu'ilop�ere canoniquement sur le foncteur identique des cat�egories additives. Onpeut donc d�evelopper des consid�erations analogues en remplacant le groupeZ=2Z par un groupe commutatif K op�erant sur les foncteurs identiques descat�egories consid�er�ees, de fa�con compatible avec les op�erations de G.33



J.-L. Verdier1.5. Zn-cat�egories.1.5.1. Soient (C;Zn; T; c) une Zn-cat�egorie, (C0;Zn; T 0; c0) une Zn-cat�egorieadditive, (F; p) : (C;Zn; T; c) ! (C 0;Zn; T 0; c0) un Zn-foncteur tordu par uncocycle normalis�e � 2 Z2(Zn;Z=2Z). D�esignons par e1; . . . ; en la base cano-nique de Zn. On a donc pour tout i 2 [1; n] un isomorphisme de foncteurs :(1:5:1:1) p(ei) : FT (ei)! T 0(ei)Fet pour tout couple (i; j); i 6= j, un diagramme �(ei; ej)��1(ej ; ei)-commu-tatif :(1:5:1:2)FT (ei + ej) wF � c(ei; ej)u F � c(ej; ei) FT (ej)T (ei) wp(ej) � T (ei) T 0(ej)FT (ei)uT 0(ej) � p(ei)FT (ei)T (ej)u p(ei) � T (ej) T 0(ej)T 0(ei)Fuc0(ei; ej)�1 � FT 0(ei)FT (ej) wT 0(ei) � p(ej) T 0(ei)T 0(ej)F wc0(ej ; ei)�1 � F T 0(ei + ej)F :Proposition 1.5.2. Soient F : C ! C 0 un foncteur et pour tout i 2 [1; n] unisomorphisme de foncteurs :pi : FT (ei)! T 0(ei)Ftel que pour tout couple i , j , i 6= j , le diagramme analogue au diagramme(1.5.1.2), o�u l'on remplace les p(ei) par les pi, soit �(ei; ej)��1(ej ; ei)-com-mutatif. Il existe un et un seul Zn-foncteur tordu par le cocycle � :(F; p) : (C;Zn; T; c)! (C 0;Zn; T 0; c0)tel que : p(ei) = pi ; i 2 [1; n] :La d�emonstration de l'unicit�e se fait en examinant les diagrammes (1.4.3.11).Nous laissons au lecteur le soin de v�eri�er ce point. Nous nous bornerons �adonner quelques indications sur la d�emonstration de l'existence. Celle-ci sefait par r�ecurrence sur l'entier n. 34



Cat�egories D�eriv�ees1.5.3. Existence dans le cas n = 1 . Posons :(1:5:3:1) p(0) = identit�e ,p(e1) = p1 :Puis :(1:5:3:2)p(�e1) = �(e1;�e1)�T 0(�e1)F � c�1(�e1; e1)��T 0(�e1) � p�1(e1) � T (�e1)��c0(e1;�e1) � FT (�e1)� ;i.e. p(�e1) est, au signe pr�es (ce signe �etant�(e1;�e1) ), le morphisme compo-s�e :FT (�e1) c0(e1 ;�e1)�FT (�e1)�������������! T 0(�e1)T 0(e1)FT (�e1) T 0(�e1)�p�1(e1)�T (�e1)����������������!�! T 0(�e1)FT (e1)T (�e1) T 0(�e1)F�c�1(�e1 ;e1)���������������! T 0(�e1)F :Nous allons d�e�nir les isomorphismes p(qe1) par r�ecurrence sur jqj. Pour cela,consid�erons les diagrammes D(q; q0) du type (1.4.3.11), o�u les isomorphismesp(re1) �a d�e�nir doivent intervenir :(1:5:3:3) FT ((q + q0)e1) wp((q + q0)e1)uF � c(q0e1; qe1) T 0((q + q0)e1)Fuc0(q0e1; qe1) � FFT (qe1)T (q0e1)up(qe1) � T (q0e1)T 0(qe1)FT (q0e1) wT 0(qe1) � p(q0e1) T 0(qe1)T 0(q0e1)Fet supposons que les isomorphismes p(qe1) soient d�e�nis pour les entiersq tels que jqj < r. On d�e�nit alors p(re1) comme �etant l'unique isomor-phisme rendant le diagramme D(r� 1; 1) �(r� 1; 1)-commutatif et p(�re1)comme �etant l'unique isomorphisme rendant le diagramme D(�r + 1;�1)�(�r+ 1;�1)-commutatif. Les isomorphismes p(qe1) �etant maintenant d�e�-nis, nous pouvons consid�erer la propri�et�e :�P (q; q0)� Le diagramme D(q; q0)est �(q; q0)-commutatif .35



J.-L. VerdierSoit par d�e�nition, soit par v�eri�cation imm�ediate, la propri�et�e P (q; q0) estvraie dans les cas suivants :(1:5:3:4) q = 0 ;q0 = 0 ;q � 0 et q0 = �1 ;q � 0 et q0 = 1 ;q = 1 et q0 = �1 ;q = �1 et q0 = 1 :De plus, l'examen des di��erents diagrammes D(q; q0) qu'on peut former avectrois entiers q , q0 , q00 montre imm�ediatement (1.5.5) :(1.5.3.5) Si trois des quatre propri�et�es P (q0; q00) , P (q+q0 ; q00) , P (q; q0+q00) ,P (q; q0) sont vraies, la quatri�eme l'est aussi.On d�eduit alors de (1.5.3.4) que la propri�et�e P (q; q0) est vraie pour toutcouple d'entiers q; q0, ce qui ach�eve la d�emonstration dans le cas n = 1.1.5.4. Existence dans le cas g�en�eral. D�esignons par Zn�1 ,! Zn lesous-groupe engendr�e par les n � 1 premiers �el�ements de la base de Zn ; ona alors Zn = Zn�1 � Zen. Utilisant l'hypoth�ese de r�ecurrence, il existe desisomorphismes : p(�) : FT (�)! T 0(�)F ; � 2 Zn�1 ;p(�) : FT (�)! T 0(�)F ; � 2 Zen ;tels que les diagrammes :(1:5:4:1)�;� FT (�+ �) wp(�+ �)uF � c(�; �) T 0(�+ �)Fu c0(�; �) � FFT (�)T (�)up(�) � T (�)T 0(�)FT (�) wT 0(�) � p(�) T 0(�)T 0(�)F36



Cat�egories D�eriv�eessoient �(�; �)-commutatifs lorsque �; � 2 Zn�1 ou �; � 2 Zen. D�esignonsalors par Q(�; �) , � 2 Zn�1 , � 2 Zen , la propri�et�e :�Q(�; �)� Le diagramme ci-apr�es est �(�; �)��1(�; �)-commutatif :(1:5:4:2)�;�FT (� + �) wF � c(�; �)u F � c(�; �) FT (�)T (�) wp(�) � T (�) T 0(�)FT (�)uT 0(�) � p(�)FT (�)T (�)u p(�) � T (�) T 0(�)T 0(�)Fuc0(�; �)�1 � FT 0(�)FT (�) wT 0(�) � p(�) T 0(�)T 0(�)F wc0(�; �)�1 � F T 0(� + �)F :Par hypoth�ese, les propri�et�esQ(ei; en) ,Q(ei; 0) , 1 � i � n�1 ,Q(0; en) , sontvraies. De plus, en utilisant les diagrammes �(�; �)-commutatifs (1.5.4.1)�;� ,on v�eri�e ais�ement (1.5.6) :(1.5.4.3) Si deux des propri�et�es Q(�; � + � 0) , Q(�; �) , Q(�; � 0) , � 2 Zn�1 ,�; � 0 2 Zen sont v�eri��ees, la troisi�eme l'est aussi. De même, si deux despropri�et�es Q(�+�0; �) , Q(�; �) , Q(�0; �) , �; �0 2 Zn�1 , � 2 Zen sont vraies,la troisi�eme l'est aussi.On en d�eduit que la propri�et�e Q(�; �) est v�eri��ee pour tout � 2 Zn�1 ettout � 2 Zen.D�e�nissons alors, pour tout ! 2 Zn , ! = � + � , � 2 Zn�1 , � 2 Zen ,l'isomorphisme p(!) : FT (!) �! T 0(!)F , comme �etant l'unique isomor-phisme rendant le diagramme (1.5.4.1)�;� �(�; �)-commutatif. Ceci nouspermet d'�ecrire pour tout couple �; � 2 Zn le diagramme (1.5.4.1)�;� et deconsid�erer la propri�et�e :�P (�; �)� Le diagramme (1:5:4:1)�;� est �(�; �)-commutatif .37



J.-L. VerdierD'apr�es ce qui pr�ec�ede, nous savons que la propri�et�e P (�; �) est v�eri��ee dansles cas suivants :(1:5:4:4) � et � 2 Zn�1 ;� et � 2 Zen ;� 2 Zn�1 et � 2 Zen ;� 2 Zen et � 2 Zn�1 :De plus (1.5.5), on a :(1.5.4.5) Si trois des propri�et�es P (�; �) , P (�+ �; �) , P (�; �+ �) , P (�; �)sont vraies, la quatri�eme l'est aussi.On en d�eduit que la propri�et�e P (�; �) est vraie pour tout couple �; � 2 Zn,ce qui ach�eve la d�emonstration de la proposition (1.5.2).Diagramme 1.5.5. On se propose de d�emontrer l'assertion (1.5.4.5). Ond�esigne par D(�; �) le diagramme (1.5.4.1)�;� . La d�emonstration de (1.5.4.5)repose sur la consid�eration du diagramme que nous �ecrivons, pour simpli�er,dans le cas o�u les isomorphismes de transition c et c0 sont des morphismesidentiques, i.e. dans le cas o�u le groupe Zn op�ere strictement sur les cat�egoriesC et C 0 : FT (�+ �+ �)NNNNNNNQp(�+�)?T (�) '''''''')p(�)�T (�+�)�����������p(�+�+�)T 0(�+ �)FT (�) T 0(�+�)�p(�) w T 0(�+ � + �)FT 0(�)FT (�+ �)NNNNNNNNNNNNNQT 0(�)�p(�)�T (�) AAAAACT 0(�)�p(�+�) :Ce diagramme a la forme d'un t�etra�edre dont les quatres faces sont respective-ment les diagrammes D(�; �+�) , D(�+�; �) ,D(�; �)T (�) et T 0(�)D(�; �) .La d�emonstration de (1.5.4.5) se fait alors en envisageant les quatre cas pos-sibles et en utilisant la relation de cocycle. Dans le cas g�en�eral, le diagrammequ'il faut introduire est un peu plus compliqu�e, mais en utilisant les identit�es(1.2.1.3), l'argument se ram�ene �a l'argument esquiss�e ci-dessus. Pour obte-nir la d�emonstration de (1.5.3.5), on utilise le même diagramme en posant :� = qe1 , � = q0e1 , � = q00e1 . 38



Cat�egories D�eriv�eesDiagramme 1.5.6.D�emontronsmaintenant l'assertion (1.5.4.3).La d�emons-tration repose sur la consid�eration du diagramme suivant, que nous �ecrironspour simpli�er dans le cas o�u les isomorphismes de transition c et c0 sont desmorphismes identiques :1.5.7.FT (� + �0 + �) wp(�0)�T (�+�)hhhhhhhhhhhhhhhhhhhjp(�+�0)�T (�)444444446p(�)�T (�0+�)
u

p(�)�T (�+�0)
T 0(�0)FT (� + �)444444446T 0(�0)�p(�)�T (�)T 0(�)FT (�0 + �) wT 0(�)�p(�0)�T (�)

u
T 0(�)�p(�)�T (�0) u T 0(�0)�p(�)�T (�)

T 0(� + �0)FT (�)
u
T 0(�+�0)�p(�)T 0(�)FT (� + �0)T 0(�)�p(�0)�T (�)hhhhhhhAAAAAAAACT 0(�)�p(�)�T (�0) w T 0(� + �0)FT (�)''''''''')T 0(�0+�)�p(�)hhhhhhhhhhhjT 0(�)�p(�+�0)T 0(� + �)FT (�0) wT 0(�+�)�p(�0) T 0(� + � + �0)FD�esignons par �(�; �) le diagramme (1.5.4.2)�;� . Le diagramme ci-dessus39



J.-L. Verdierfait apparâ�tre cinq diagrammes verticaux qui sont respectivement les dia-grammes :T 0(�0)�(�; �) ; T 0(�)�(�0; �) ; �(�; �)T (�0) ; �(�0; �)T (�) ; �(� + �0; �) :Il fait apparâ�tre de même quatre diagrammes horizontaux qui sont respec-tivement les diagrammes :D(�; �0)T (�) ; D(�0; �)T (�) ; T 0(�)D(�; �0) ; T 0(�)D(�0; �) :Par hypoth�ese de r�ecurrence, les diagrammesD(�; �0) etD(�0; �) sont respec-tivement �(�; �0) et �(�0; �)-commutatifs. On en d�eduit la premi�ere partie del'assertion (1.5.4.3) en envisageant les trois cas possibles. La deuxi�eme partiede l'assertion (1.5.4.3) s'obtient en interchangeant les rôles des � et des � .Dans le cas g�en�eral, le diagramme qu'il faut introduire est plus compliqu�e.Mais, en utilisant les identit�es (1.2.1.3), l'argument se ram�ene �a celui pr�esent�eci-dessus.Remarque 1.5.8. La proposition (1.5.2) s'applique en particulier au cas o�ule cocycle � est trivial. On v�eri�e alors que la proposition et sa d�emonstra-tion s'�etendent verbatim au cas o�u la cat�egorie C0 n'est plus n�ecessairementadditive.1.5.9. Soient :(F1; p1); (F2; p2) : (C;Zn; T; c)! (C 0;Zn; T 0; c0)deux Zn-foncteurs tordus respectivement par deux cocycles normalis�es�1; �2 2 Z2(Zn;Z=2Z) , � : Zn ! Z=2Z une application telle que :(1:5:9:1) �2(�1; �2)��11 (�1; �2) = �(�2)�(�1�2)�1�(�1) ; �1; �2 2 Zn ;et u : (F1; p1)! (F2; p2) un �-morphisme de foncteurs (1.4.6). Soit e1; . . . ; enla base canonique de Zn. Pour tout i 2 [1; n] le diagramme ci-apr�es est�(ei)-commutatif :(1:5:9:2) F1T (ei)uu � T (ei) wp1(ei) T 0(ei)F1u T 0(ei) � uF2T (ei) wp2(ei) T 0(ei)F2 :40



Cat�egories D�eriv�eesR�eciproquement :Proposition 1.5.10. Tout morphisme u : F1 ! F2 entre les foncteurssous-jacents, tels que pour tout i 2 [1; n] le diagramme (1.5.9.2) soit�(ei)-commutatif, est un �-morphisme de foncteurs.En e�et, pour tout � 2 Zn, d�esignons par R(�) la propri�et�e :(R(�)) Le diagramme ci-apr�es est �(�)-commutatif :(1:5:10:1)� F1T (�)uu � T (�) wp1(�) T 0(�)F1u T 0(�) � uF2T (�) wp2(�) T 0(�)F2 :L'examen des di��erents diagrammes (1.5.10.1)�1 , (1.5.10.1)�2 , (1.5.10.1)�1+�2montre imm�ediatement qu'on a :Si deux des propri�et�es R(�1) , R(�2) , R(�1 + �2) sont vraies, la troisi�emel'est aussi.De plus par hypoth�ese, on a les propri�et�es R(ei) , i 2 [1; n] et R(0) . On end�eduit imm�ediatement que la propri�et�e R(�) est vraie pour tout � 2 Zn.1.5.11. Une Zn-cat�egorie stricte est une cat�egorie munie d'une repr�esentationde Zn dans son groupe des automorphismes. Pour d�e�nir une telle repr�esenta-tion, il su�t bien entendu de se donner n automorphismes : T (e1); . . . ; T (en)qui commutent deux �a deux.1.5.12. Le probl�eme consistant �a d�eterminer sur une cat�egorie donn�ee lesstructures de Zn-cat�egorie (non n�ecessairement stricte) est beaucoup moinssimple. Ainsi, si on se borne �a d�eterminer, sur une cat�egorie C , les struc-tures de Zn-cat�egorie telles que pour tout � 2 Zn on ait T (�) = identit�ede C, on a alors �a se donner, pour tout couple �1; �2 d'�el�ements de Zn, un�el�ement c(�1; �2) du groupe des automorphismes du foncteur identique de C(ce groupe est commutatif), cette donn�ee �etant soumise �a v�eri�er les identi-t�es (1.2.1.3). Par suite, pour se donner une telle structure, il faut se donnerun 2-cocycle normalis�e non homog�ene de Zn �a valeurs dans le groupe desautomorphismes du foncteur identique de C. On v�eri�e d'ailleurs imm�ediate-ment que deux telles structures sont isomorphes, par un Zn-foncteur (F;m)tel que F = identit�e de C, si et seulement si les cocycles correspondants sontdans la même classe de cohomologie.41



J.-L. Verdier1.5.13. Les Zn-cat�egories que nous utiliserons dans ce travail seront descat�egories strictes. Aussi ne tenterons-nous pas d'aborder le probl�eme signal�een (1.5.12) dans le cas g�en�eral. Cependant l'exemple pr�esent�e en (1.5.12)sugg�ere que la d�etermination des structures de Z-cat�egorie sur une cat�egorieC est particuli�erement simple. C'est en e�et le cas. D�esignons par E-Cat laU-cat�egorie dont les objets sont les cat�egories appartenant �a U munies d'une�equivalence :(1:5:13:1) T : C ! Cet dont les morphismes sont les foncteurs F : C ! C 0 muni d'un isomor-phisme :(1:5:13:2) m : FT ! T 0F :On a alors �evidemment un foncteur de la U-cat�egorie Z-Cat dans laU-cat�egorie E-Cat :(1:5:13:3) R : Z-Cat! E-Cat :Le foncteur R associe �a une Z-cat�egorie (C;Z; T; c) la cat�egorie C munie del'�equivalence T (1) : C ! C et �a tout Z-foncteur :(F;m) : (C;Z; T; c)! (C 0;Z; T 0; c0) ;le foncteur F muni de l'isomorphisme m(1) : FT (1)! T 0(1)F .Proposition 1.5.14. Le foncteur R est une �equivalence de cat�egories.Nous nous bornerons �a donner des indications sur la d�emonstration. Laproposition (1.5.2) et la remarque (1.5.8) montrent que R est pleinement�d�ele. Il su�t donc de montrer que R est essentiellement surjectif. Soit donc(C; T : C ! C) une cat�egorie munie d'une �equivalence. Soient T�1 : C ! Cun foncteur quasi-inverse de T et :(1:5:14:1) u : idC ! TT�1 ;v : idC ! T�1Tles isomorphismes d'adjonction.Les foncteurs Tn et (T�1)n sont, pour tout entier n > 0, adjoints l'unde l'autre, d'o�u des isomorphismes d'adjonction :(1:5:14:2) u(n) : idC ! Tn(T�1)n ;v(n) : idC ! (T�1)nTn :42



Cat�egories D�eriv�eesPosons alors :(1:5:14:3) T (0) = idC ;T (n) = Tn ; n > 0 ;T (n) = (T�1)�n ; n < 0 :Puis, pour tout couple (n; n0) d'entiers, d�e�nissons des isomorphismes :c(n0; n) : T (n+ n0)! T (n)T (n0)par :(1:5:14:4) n; n0 � 0 c(n0; n) = identit�e ;n; n0 � 0 c(n0; n) = identit�e ;n0 � 0 ; n � 0 ; n+ n0 � 0 ; c(n0; n) = u(n) � T (n+ n0) ;n0 � 0 ; n � 0 ; n+ n0 � 0 ; c(n0; n) = T (n+ n0) � u(�n0) ;n0 � 0 ; n � 0 ; n+ n0 � 0 ; c(n0; n) = T (n+ n0) � v(n0) ;n0 � 0 ; n � 0 ; n+ n0 � 0 ; c(n0; n) = v(�n) � T (n+ n0) :Pour s'assurer qu'on a bien ainsi d�e�ni une Z-cat�egorie, il reste �a v�eri�erqu'on a bien les identit�es du type (1.2.1.3). Cette v�eri�cation s'appuie sur lesidentit�es classiques que v�eri�ent les morphismes u(n) et v(n). Nous laissonsau lecteur le soin de l'entreprendre.1.6. Cocycle de Koszul. R�egle des signes.1.6.1. Soit e1; . . . ; en une base de Zn. D�esignons par Zni;j , i; j 2 [1; n] , i 6= j ,le sous-groupe de Zn engendr�e par les �el�ements ei et ej . Les homomorphismesde restriction d�e�nissent un homomorphisme :(1:6:1:1) H2(Zn;Z=2Z)! Mi;j2[1;n]i<j H2(Zni;j;Z=2Z) :On a des isomorphismes (canoniques) :(1:6:1:2) H2(Zni;j ;Z=2Z)' Z=2Z :L'homomorphisme (1.6.1.1) est un isomorphisme.43



J.-L. VerdierProposition 1.6.2. 1) Soient � 2 Z2(Zn;Z=2Z) un cocycle normalis�e nonhomog�ene, _� 2 H2(Zn;Z=2Z) sa classe de cohomologie, _�i;j 2 H2(Zni;j ;Z=2Z)ses composantes. On a (utilisant (1.6.1.2)) :(1:6:2:1) _�i;j = �(ei; ej)�1�(ej ; ei) :(On �ecrit multiplicativement la loi de groupe de Z=2Z).2) Soient �1 et �2 deux �el�ements cohomologues de Z2(Zn;Z=2Z) et pourtout i 2 [1; n] , �i un �el�ement de Z=2Z. Il existe une et une seule application� : Zn ! Z=2Z telle que :(1:6:2:2)�2(�1; �2)��11 (�1; �2) = �(�2)�(�1 + �2)�1�(�1) ; pour �1; �2 2 Zn ;(1:6:2:3) �(ei) = �i :On se ram�ene, pour d�emontrer la premi�ere assertion au cas n = 2 eton v�eri�e imm�ediatement que la quantit�e �(ei; ej)�1�(ej ; ei) ne change paslorsqu'on modi�e � par un cobord. Lorsque � est un cobord, il est sym�etriqueet par suite la formule (1.6.2.1) est vraie dans ce cas. D'autre part, le cocycle :�0(p1ei + q1ej ; p2ei + q2ej) = (�1)q1p2n'est pas cohomologue �a 0 puisqu'on a :�0(ei; ej)�1�0(ej ; ei) = �1et tout cocycle non cohomologue �a z�ero est cohomologue �a �0 .Pour d�emontrer la deuxi�eme assertion, on remarque que deux solutionsde (1.6.2.2) di��erent par un homomorphisme de groupes ; par suite, on peuttoujours modi�er une solution de (1.6.2.2) d'une mani�ere unique par unhomomorphisme de groupes de fa�con �a lui faire prendre sur les ei des va-leurs donn�ees �a l'avance.D�e�nition 1.6.3. Soit e1; . . . ; en une base de Zn. On appelle classe de Kos-zul relative �a la base e1; . . . ; en l'unique �el�ement de H2(Zn;Z=2Z) dont lesrestrictions aux H2(Zni;j ;Z=2Z) soient non nulles.On notera que la d�e�nition de la classe de Koszul fait intervenir le choixd'une base de Zn. Les classes de Koszul associ�ees �a deux bases distinctes sonten g�en�eral distinctes.Soit e1; . . . ; en une base de Zn qu'on ordonne suivant l'ordre naturel de[1; n] . D�esignons alors par Zn(� i) (resp. Zn(� i)) le sous-groupe de Znengendr�e par les ej , j � i (resp. j � i ).44



Cat�egories D�eriv�eesD�e�nition 1.6.4. On appelle cocycle de Koszul relatif �a une base ordonn�eee1; . . . ; en de Zn l'unique cocycle � dans la classe de Koszul relative �a la basee1; . . . ; en qui v�eri�e les �egalit�es :(1:6:4:1) �(�1; �2) = 1 8 �1 2 Zn(� i) ; 8 �2 2 Zn(� i) ; 8 i 2 [1; n] :Soient �1 = nPi=1 piei , �2 = nPi=1 qiei deux �el�ements de Zn; on a alors :(1:6:4:2) �(�1; �2) = (�1)� Pi<j qipj� :Cette d�e�nition demande une justi�cation. L'existence d'un cocycle dansla classe de Koszul v�eri�ant (1.6.4.1) est claire : un calcul imm�ediat montreque le cocycle (1.6.4.2) v�eri�e (1.6.4.1) et qu'il est dans la classe de Kos-zul (1.6.2). Pour v�eri�er l'unicit�e, il su�t de remarquer que tout cocyclecohomologue au cocycle � est du type :�1(�1; �2) = �(�1; �2)�(�2)�(�1 + �2)�1�(�1)et qu'un tel cocycle poss�ede la propri�et�e (1.6.4.1) si et seulement si :�(�1 + �2) = �(�1)�(�2) 8 i ; 8 �1 2 Zn(� i) ; 8 �2 2 Zn(� i) :On en d�eduit imm�ediatement que � : Zn ! Z=2Z est un homomorphisme degroupes et par suite qu'on a �1 = � .1.6.5. La d�e�nition du cocycle de Koszul fait intervenir de fa�con essentiellel'ordre total que l'on met sur la base e1; . . . ; en de Zn. D�esignons par � l'ordrenaturel de [1; n] et par �s un ordre total sur [1; n]. Soit s l'unique permutationde [1; n] telle que :(1:6:5:1) i �s j () s(i) � s(j) :Soient � et �s les cocycles de Koszul relatifs respectivement aux ordres � et�s . On a alors :(1:6:5:2) �(�1; �2) = (�1)� Pi<j qipj� ; �1 =Xi piei ; �2 =Xi qiei ;�s(�1; �2) = (�1)� Ps(i)<s(j) qipj� ;45



J.-L. Verdierd'o�u on d�eduit imm�ediatement :(1:6:5:3) �s(�1; �2)�(�1; �2)�1 = �s(�2)�s(�1 + �2)�1�s(�1) ;�s(�1) = (�1)� Pi<js(i)>s(j) pipj� ;�s(ei) = 1 ; 8 i 2 [1; n] :Par suite, d'apr�es (1.6.2), toute application � : Zn ! Z=2Z telle que(1:6:5:4) �s(�1; �2)�(�1; �2)�1 = �(�2)�(�1 + �2)�1�(�1)est du type :(1:6:5:5) � = �s� ;o�u � : Zn ! Z=2Z est l'unique homomorphisme de groupes qui prend sur lesej 2 Zn les valeurs �(ej) .1.6.6. Soient (Ci;Z; Ti; ci) , 1 � i � n , des Z-cat�egories et (D;Z; T; c)une Z-cat�egorie additive. D�esignons par (C;Zn; T; c) la cat�egorie produit des(Ci;Z; Ti; ci) . Le groupe Zn est muni naturellement d'une base ordonn�eee1; . . . ; en . Il op�ere �a isomorphisme pr�es sur C par la formule (on utilise icila notation �a droite introduite en (1.3.12)) :(1:6:6:1) (X1; . . . ; Xn)[�] = �X1[l1]; . . . ; Xn[ln]� ; � = nXi=1 liei :Soit ' : Zn ! Z l'homomorphisme '� nPi=1 liei� = nPi=1 li . Faisons op�erer Znsur D par l'interm�ediaire de ' (1.4.1). Dans cette situation, nous utiliseronstoujours les conventions suivantes :R�egle des signes I : Les foncteurs de C dans D seront toujours, sauf men-tion expresse du contraire, des Zn-foncteurs tordus par le cocycle de Koszulrelatif �a la base ordonn�ee e1; . . . ; en .R�egle des signes II : les morphismes de foncteurs seront, sauf mentionexpresse du contraire, des morphismes de Zn-foncteurs relatifs �a l'homomor-phisme trivial � : Zn ! Z=2Z (1.4.6).46



Cat�egories D�eriv�eesD'apr�es la proposition (1.5.2), se donner un foncteur de C dans D revient�a se donner un foncteur :(1:6:6:2) (X1; . . . ; Xn) 7�! F (X1; . . . ; Xn)et des isomorphismes de foncteurs :(1:6:6:3) pi : F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xn) �! F (X1; . . . ; Xn)[1]tels que les diagrammes (1.5.1.2) :F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xj[1]; . . . ; Xn) wpiu pj F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xj[1]; . . . ; Xn)[1]u pj [1]F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xj; . . . ; Xn)[1] wpi[1] F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xj; . . . ; Xn)[2]soient anticommutatifs (pour i < j). (Pour simpli�er le diagramme (1.5.1.2),on a suppos�e, ce qui sera toujours le cas dans ce travail, que les isomorphismesde transition de D sont des identit�es).De même, d'apr�es la proposition (1.5.10), les morphismes de foncteursu : F ! F 0 que nous consid�erons sont soumis aux conditions suivantes : lesdiagrammes ci-apr�es sont commutatifs :(1:6:6:4) F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xn) wuu pi F 0(X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xn)u p0iF (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xn)[1] wu[1] F 0(X1; . . . ; Xi; . . . ; Xn)[1] :Lorsque le contexte ne prêtera �a aucune confusion, nous d�esignerons lesZ-cat�egories par les cat�egories sous-jacentes et les Zn-foncteurs tordus parleurs foncteurs sous-jacents. 47





2. Complexes d'une cat�egorie additive.2.1. Complexes n-uples.2.1.1. Fixons d'abord quelques notations. On d�esigne par [n] l'ensemble :[n] = fp 2 Z j 1 � p � ng :On d�esigne par Z[n] le groupe ab�elien libre engendr�e par l'ensemble [n] etpour tout i 2 [n] par ei le g�en�erateur de Z[n] associ�e �a i . Soit ' : [n]! [m]une application ; on d�esigne encore par ' : Z[n] ! Z[m] l'homomorphismede groupes qui lui correspond. Dans ce paragraphe, C d�esigne une cat�egorieadditive.D�e�nition 2.1.2. Un complexe n-uple d'objets de C est un objet constitu�epar :1) La donn�ee, pour tout � 2 Z[n] , d'un objet X� de C.2) La donn�ee, pour tout � 2 Z[n] et tout i 2 [n] , d'un morphisme :d�;i : X� ! X�+ei ;ces morphismes �etant soumis aux conditions suivantes :(2:1:2:1) d�+ei;id�;i = 0 8 � 2 Z[n] ; 8 i 2 [n] ;d�+ej ;id�;j = d�+ei;jd�;i 8 � 2 Z[n] ; 8 i ; j 2 [n] :2.1.3. Un complexe n-uple d'objets de C sera appel�e le plus souvent uncomplexe n-uple de C. Soit (X�; d�;i) un complexe n-uple de C. L'objet X�est appel�e le composant de degr�e � du complexe (X�; d�;i) . Le morphismed�;i est appel�e la di��erentielle de degr�e � dans la direction i du complexe(X�; d�;i) . Soit Y un complexe n-uple de C. Le composant de degr�e � de Yest not�e Y �. La di��erentielle de degr�e � dans la direction i de Y est not�eed�;iY .D�e�nition 2.1.4. Soient Y et Y 0 deux complexes n-uples de C. Un mor-phisme de complexes de Y dans Y 0 est une famille de morphismes de C :(f� : Y � ! Y 0�)�2Z[n]qui commutent aux di��erentielles, i.e. telle que :(2:1:4:1) f�+eid�;iY = d�;iY 0 f� :



J.-L. Verdier2.1.5. Le morphisme f� : Y � ! Y 0� est appel�e le composant de degr�e � dumorphisme (f�) . Soit f : Y ! Y 0 un morphisme de complexes n-uples. Lecomposant de degr�e � de f est not�e f� . Les morphismes de complexes n-uplesse composent de mani�ere �evidente : composant par composant. Les complexesn-uples d'objets de C forment une cat�egorie qui est not�ee compn(C). Lorsquen = 1, on utilise la notation simpli��ee comp1(C) = comp(C). Les objets decomp(C) sont appel�es les complexes simples de C ou même, lorsqu'aucuneconfusion n'en r�esulte, les complexes de C. Les cat�egories compn(C) sont ad-ditives.2.1.6. Soit Y un complexe n-uple de C. On utilise parfois, pour d�esigner lecomposant de degr�e � de Y , la notation Y�� , et, pour d�esigner la di��erentiellede degr�e � de Y dans la direction i , la notation dY��;i . Cette notation estsurtout utilis�ee lorsque Y est un complexe simple dont tous les composantsde degr�e positif sont nuls sauf un nombre �ni d'entre eux. Soit de mêmef : Y ! Y 0 un morphisme de complexes n-uples. On utilise parfois la notationf�� pour d�esigner le composant de degr�e � du morphisme f .2.1.7. Soit ' : [n]! [m] une application. Un complexe n-uple Y de C est dit'-sommable, si pour tout � 2 Z[m] , l'ensemble des � 2 Z[n] tels que '(�) = �et Y � soit di��erent de 0, est �ni. Lorsque ' est l'unique application [n]! [1] ,on dit simplement sommable. Soient [n] '! [m]  ! [p] deux applications. Toutcomplexe n-uple Y qui est  '-sommable est aussi '-sommable. En particu-lier, tout complexe n-uple sommable est '-sommable pour toute application[n] '! [m] . Lorsque ' est une injection, tous les complexes sont '-sommables.On appelle cat�egorie des complexes n-uples '-sommables , la sous-cat�egoriepleine de compn(C) d�e�nie par les complexes '-sommables.2.2. Complexe simple associ�e.2.2.1. Pour tout � 2 Z[n] , � = Pj2[n] ljej , lj 2 Z , et pour tout i 2 [n]posons :(2:2:1:1) "(�; i) = (�1)�Pj<i lj� :La formule (2.2.1.1) d�e�nit une application :(�; i) 7�! "(�; i)de Z[n] � [n] dans le groupe des signes f�1; 1g . On v�eri�e imm�ediatementque pour tout i 2 [n] , l'application � 7�! "(�; i) est un homomorphisme de50



Cat�egories D�eriv�eesgroupes et que "(ej ; i) = �1 si j < i , "(ej ; i) = 1 si i � j . L'application(�; i) 7�! "(�; i) est d'ailleurs uniquement d�etermin�ee par ces propri�et�es. Onen d�eduit imm�ediatement la relation :(2:2:1:2) "(�; i)"(� + ei; j) = �"(�; j)"(�+ ej ; i)valable pour tout � 2 Z[n] et pour tout couple (i; j) 2 [n]� [n] , i 6= j .2.2.2. Soit Y un complexe n-uple de C. Posons :(2:2:2:1) ��;iY = "(�; i)d�;iY :On d�eduit alors de (2.2.1.2) que les relations (2.1.2.1) sont �equivalentes auxrelations :(2:2:2:2) ��+ei;iY ��;iY = 0 ; 8 � 2 Z[n] ; 8 i 2 [n] ;��+ej ;iY ��;jY + ��+ei;jY ��;iY = 0 ; 8 � 2 Z[n] ; 8 i; j 2 [n] :Soit maintenant ' : [n] ! [m] une application et supposons que Y soit'-sommable. On d�e�nit alors un complexe m-uple R' Y par les formules :(2:2:2:3) � Z' Y �� = M'(�)=� Y � ; 8 � 2 Z[m] ;(2:2:2:4) ��;iR'Y (y�) = X'(j)=i��;jY (y�) ; � 2 Z[n] ; i 2 [m] ; y� 2 Y �; � = '(�) :La formule (2.2.2.4) d�e�nit un morphisme de �R' Y �� = L'(�)=� Y � dans�R' Y ��+ei = L'(�)=�+ei Y � lorsque C est la cat�egorie des groupes ab�eliens.Elle permet aussi de d�e�nir un morphisme de �R' Y �� dans �R' Y ��+ei lorsqueC est une cat�egorie additive en se pla�cant dans la cat�egorie des foncteurscontravariants sur C �a valeurs dans la cat�egorie des groupes ab�eliens, i.e. eninterpr�etant y� comme un morphisme d'un objet quelconque de C dans Y � .Un calcul imm�ediat montre que les ��;iR' Y v�eri�ent les relations (2.2.2.2) d'o�u,en revenant aux di��erentielles, que les objets d�e�nis par (2.2.2.3) munis desmorphismes d�e�nis par :(2:2:2:5) d�;iR'Y (y�) = "(�; i) X'(j)=i"(�; j)d�;jY (y�) ; � 2 Z[m] ;i 2 [m] ; � 2 Z[n] ;'(�) = �51



J.-L. Verdierforment un complexe m-uple de C.Soit maintenant f : Y ! Y 0 un morphisme de complexes n-uples de C ,'-sommables. Posons :(2:2:2:6) �Z' f�� = M'(�)=� f� : �Z' Y �� ! �Z' Y 0�� :Il est clair que les �R' f�� commutent aux di��erentielles de R' Y et de R' Y 0 etque, par suite, une telle famille d�e�nit un morphisme de complexesm-uples R' f : R' Y ! R' Y 0 . Il est clair que R' fg = R' f R' g et queR' idY = idR' Y . Par suite R' est un foncteur de la cat�egorie des complexesn-uples '-sommables dans la cat�egorie des complexes m-uples. Ce foncteurest additif.2.2.3. Soient ' : [n] ! [m] une application, � un �el�ement de Z[m] et i un�el�ement de [m] . Soient E1 (resp. E2) les ensembles :E1 = ��1 2 Z[n] j '(�1) = �	�resp. E2 = ��2 2 Z[n] j '(�2) = � + ei	� :Soit en�n Y un complexe n-uple de C. Posons, pour �1 2 E1, �2 2 E2 :(2:2:3:1) u�2;�1(Y ) = "(�; i)"(�1; j)d�1;jY si �2 � �1 = ej ;= 0 sinon ,d'o�u une matrice de type E2 �E1 :(2:2:3:2) M(�; i; Y ) = �u�2;�1(Y )��22E2;�12E1 :Lorsque Y est '-sommable, cette matrice est la matrice du morphisme d�;iR' Y .Remarquons que dans le cas g�en�eral, cette matrice ne poss�ede qu'un nombre�ni de termes non nuls sur chaque ligne et sur chaque colonne. Il y a donca priori au moins deux extensions possibles du foncteur R' aux complexesquelconques lorsque, dans C , les produits d�enombrables et les sommes di-52



Cat�egories D�eriv�eesrectes d�enombrables sont repr�esentables :(2:2:3:3)  Z �' Y !� = Y'(�)=� Y � ;d�;iR �' Y d�e�ni par la matrice M(�; i; Y ) ; Z �' Y !� = M'(�)=� Y � ;d�;iR �' Y d�e�ni par la matrice M(�; i; Y ) :Le foncteur R �' est appel�e la �-extension du foncteur R' . Le foncteur R �' estappel�e la �-extension du foncteur R' . Ces deux extensions seront utilis�eespar la suite. On a d'ailleurs un morphisme naturel de foncteurs R �' ! R �'correspondant au morphisme fonctoriel de la somme directe dans le produit.2.2.4. Soient [n] '! [m]  ! [r] deux applications et supposons, pour �xer lesid�ees, que les produits d�enombrables soient repr�esentables dans C. On a alorsles relations :(2:2:4:1) Z � Z �' = Z � ' ;(2:2:4:2) Z �id = id :Le r�edacteur se voit ici dans la p�enible obligation de tirer l'irritant coup dechapeau habituel. Le signe = de la formule (2.2.4.1) n'est valable que lors-qu'on dispose d'un foncteur produit poss�edant des propri�et�es d'associativit�econvenables, ce qui n'est jamais le cas dans la pratique. Dans le cas g�en�eral,le signe \=" doit être remplac�e par un isomorphisme canonique qui v�eri�e lespropri�et�es de compatibilit�e usuelles du type (1.2.1.3). Des relations analoguesaux relations (2.2.4.1) sont valables pour le foncteur R �' . Lorsque les pro-duits et sommes d�enombrables ne sont pas n�ecessairement repr�esentables,la formule (2.2.4.1) est encore valable lorsqu'on se restreint aux complexes '-sommables. Lorsque  est l'unique morphisme [n] ! [1], on utilise lanotation Rn . Pour tout complexe n-uple sommable Y , le complexe Rn Y estappel�e le complexe simple associ�e au complexe Y .53



J.-L. Verdier2.3. Structure gradu�ee sur les cat�egories de complexes.2.3.1 Soient Y un complexe n-uple et i 2 [n] . Posons :(2:3:1:1) (TiY )� = Y �+ei ; � 2 Z[n] ;d�;jTiY = �(i; j)d�+ei;jY ; j 2 [n] ;o�u �(i; j) = 1 si i 6= j , �(i; j) = �1 si i = j . Pour tout morphisme decomplexes n-uples f : Y ! Y 0, posons :(2:3:1:2) (Tif)� = f�+ei ; � 2 Z[n] :On d�e�nit ainsi un foncteur Ti : compn(C) ! compn(C) qu'on appelle lefoncteur de translation dans la direction i . Lorsque n = 1 , on utilise lanotation TY , Tf ou bien Y [1] , f [1] . Le foncteur de translation dans ladirection i est un automorphisme de compn(C) . Les foncteurs Ti , i 2 [n] ,commutent deux �a deux :(2:3:1:3) TiTj = TjTi ; 8i ; j 2 [n] :On peut donc d�e�nir une op�eration du groupe Z[n] sur la cat�egorie compn(C) :(2:3:1:4) � = Xi2[n] liei ; T (�) = T l11 � � �T lnn :La notation compn(C) d�esignera dor�enavant la cat�egorie compn(C) munie dela structure de Z[n]-cat�egorie stricte d�ecrite ci-dessus.2.3.2. Soient ' : [n] ! [m] une application, Y un complexe n-uple deC , i un �el�ement de [n] . On suppose, pour �xer les id�ees, que les sommesd�enombrables sont repr�esentables dans C. Remarquons tout d'abord que lesobjets �R �' TiY �� et �T'(i) R �' Y �� sont �egaux. Ils sont en e�et �egaux pard�e�nition �a : M'(�)=�+e'(i) Y � :Posons alors :(2:3:2:1) �pi;'(Y )�� : � Z �' TiY �� ! �T'(i) Z �' Y �� ; � 2 Z[m] ;�pi;'(Y )�� = M'(�)=�+e'(i) "(�; i)"�'(�); '(i)�idY � :54



Cat�egories D�eriv�eesUn calcul imm�ediat montre que la famille �(pi;'(Y ))� ; � 2 Z[m]� commuteaux di��erentielles de R �' TiY et de T'(i) R �' Y et qu'elle d�e�nit par suite unmorphisme :(2:3:2:2) pi;'(Y ) : Z �' TiY ! T'(i) Z �' Y :Ce morphisme est un isomorphisme fonctoriel en Y , d'o�u un isomorphismede foncteurs :(2:3:2:3) pi;' : Z �' Ti �! T'(i) Z �' :Proposition 2.3.3. 1) Pour tout couple i; j 2 [n] , i 6= j , le diagramme :(2:3:3:1) Z �' TiTj wpi;' ? Tjupj;' ? Ti T'(i) Z �' Tju T'(i) ? pj;'T'(j) Z �' Ti wT'(j) ? pi;' T'(i)T'(j) Z �'est commutatif lorsque '(i) 6= '(j) et anticommutatif lorsque '(i) = '(j) .2) Soit  : [m]! [r] une application. Le diagramme :Z � Z �' Ti wR � ?pi;' Z � T'(i) Z �'u p'(i); ? R �'Z � ' Ti wpi; ' T '(i) Z � ' T '(i) Z � Z �'est commutatif. (Le lecteur qui ne veut pas tricher remplacera le signe \="par des isomorphismes canoniques).La preuve est imm�ediate et laiss�ee au lecteur. La premi�ere assertionr�esulte de (2.2.1.2). 55



J.-L. Verdier2.3.4. Prenons pour application ' l'unique application [n] '! [1] et faisonsop�erer le groupe Z[n] sur comp(C) par l'interm�ediaire de ' : Z[n] ! Z . Ilexiste alors (1.5.2) un seul Z[n]-foncteur tordu par le cocycle de Koszul :(2:3:4:1) �Z �n ; pn� : compn(C)! comp(C)tel que : pn(ei) = pi;' :Dor�enavant, la notation R �n d�esignera le foncteur R �n muni de la structure deZ[n]-foncteur tordu d�ecrite ci-dessus.2.3.5. Les consid�erations d�evelopp�ees aux alin�eas (2.3.2), (2.3.3) et (2.3.4)s'appliquent, modulo les modi�cations �evidentes, aux foncteurs R �' . Lorsqueles sommes et produits d�enombrables ne sont pas n�ecessairement repr�esen-tables dans C, les r�esultats ci-dessus s'appliquent aux foncteurs R' en serestreignant �a des complexes poss�edant des propri�et�es de sommabilit�e conve-nables.2.4. Extension des foncteurs aux complexes.2.4.1. Il existe un foncteur canonique :(2:4:1:1) �n : compn(C)� ! compn(C�)d�e�ni par les formules suivantes :(2:4:1:2) ��nX�� = X�� ; X 2 Ob(compn(C)) ;d�;i�nX = d���ei ;iX ;��nf�� = f�� ; f 2 Fl(compn(C)) :Le foncteur �n est un isomorphisme de Z[n]-cat�egories (la structure deZ[n]-cat�egorie de compn(C�) est d�e�nie par (2.3.1) ; la structure gradu�ee decompn(C)� est d�e�nie par (2.3.1) et (1.3.9)).Supposons que les sommes directes d�enombrables soient repr�esentablesdans C et soit ' : [n]! [m] une application. D�esignons par :(2:4:1:3) � Z �';C �� : compn(C)� ! compm(C)� ;56



Cat�egories D�eriv�eesle foncteur oppos�e au foncteur d�e�ni en (2.2.3) et (2.2.4). De même, d�esignonspar :(2:4:1:4) Z �';C� : compn(C�)! compm(C�) ;le foncteur d�e�ni en (2.2.3) et (2.2.4). On v�eri�e imm�ediatement que le dia-gramme :(2:4:1:5) compn(C)� w�nu�R �';C�� compn(C�)u R �';C�compm(C)� w�m compm(C�)est commutatif. En particulier, lorsque ' est l'unique application [n] ! [1] ,on a un diagramme commutatif :(2:4:1:6) compn(C)� w�nu�R �n;C�� compn(C�)u R �n;C�comp(C)� w�1 comp(C�)et on v�eri�e imm�ediatement que le couple d'isomorphismes (�1; �n) est unisomorphisme du Z[n]-foncteur tordu �R �n;C�� sur le Z[n]-foncteur tordu R �n;C�(la structure gradu�ee de R �n;C� est d�ecrite en (2.3.4) ; la structure gradu�ee de�R �n;C�� est d�ecrite en (2.3.4) et (1.4.8)).Nous identi�erons dor�enavant par l'isomorphisme �n les cat�egoriescompn(C)� et compn(C�) et les foncteurs �R �';C�� et R �';C� .2.4.2. Soient Ci , i 2 [n] , une famille de cat�egories additives et Qi2[n] Ci leurproduit. On d�esigne par (X1; X2; . . . ; Xn) les objets de Qi2[n] Ci et on utilise lanotation (X1; X2; . . . ; fi; . . . ; Xn) pour d�esigner le morphisme :(idX1 ; idX2 ; . . . ; fi; . . . ; idXn) :57



J.-L. VerdierCes conventions s'appliquent en particulier �a la cat�egorie Qi2[n] comp(Ci).Remarquons que la cat�egorie Qi2[n] comp(Ci) est munie d'une structure deZ[n]-cat�egorie (1.3.11). Pour tout � = Pi2[n] liei , � 2 Z[n] , on a :(2:4:2:1) T (�)(X1; X2; . . . ; Xn) = �X1[l1]; X2[l2]; . . . ; Xn[ln]) :Un objet (X1; . . . ; Xn) de Qi2[n] comp(Ci) est dit sommable si pour tout l 2 Z,l'ensemble des � = Pi2[n] liei 2 Z[n] tels que Pi2[n] li = l et X lii 6= 0 , pour aumoins un i 2 [n] , est �ni.Soit maintenant F : Qi2[n] Ci ! C un foncteur multiadditif (covariant).Pour tout objet (X1; . . . ; Xn) de Qi2[n] comp(Ci) , posons :(2:4:2:2) F [n](X1; . . . ; Xn)� = F (X l11 ; . . . ; X lnn ) ;pour tout � = Pi2[n] liei 2 Z[n] ,d�;iF [n](X1;...;Xn) = F (X l11 ; . . . ; dliXi; . . . ; X lnn ) ; 8 i 2 [n] :On a ainsi d�e�ni un complexe n-uple de C.Pour tout morphisme (f1; . . . ; fn) de Qi2[n] comp(Ci) , posons :(2:4:2:3) F [n](f1; . . . ; fn)� = F (f l11 ; . . . ; f lnn ) ;pour tout � = Pi2[n] liei 2 Z[n] . On a ainsi d�e�ni un morphisme de complexesn-uples.Ce qui pr�ec�ede d�e�nit visiblement un foncteur :(2:4:2:4) F [n] : Yi2[n] comp(Ci)! compn(C) :Remarquons que pour tout � 2 Z[n] , on a :(2:4:2:5) F [n]T (�) = T (�)F [n] :Par suite, le foncteur F [n] est un Z[n]-foncteur strict. Le foncteur F [n] trans-forme les objets sommables de Qi2[n]comp(Ci) en objets sommables de compn(C) .58



Cat�egories D�eriv�eesSupposons maintenant que les produits (resp. sommes directes) d�enom-brables soient repr�esentables dans C. On pose alors :(2:4:2:6) comp�F = Z �n F [n] ;(resp. comp�F = Z �n F [n] ) :Le foncteur comp�F (resp. comp�F ) : Qi2[n] comp(Ci)! comp(C) est appel�e la�-extension (resp. la �-extension) du foncteur F aux complexes. Le foncteurF �etant un Z[n]-foncteur strict et le foncteur R �n (resp. R �n ) �etant un Z[n]-foncteur tordu par le cocycle de Koszul relatif �a la base ordonn�ee e1; . . . ; ende Z[n] , le foncteur comp�F (resp. comp�F ) est un Z[n]-foncteur tordu par lecocycle de Koszul relatif �a la base ordonn�ee e1; . . . ; en de Z[n], conform�ement�a la r�egle des signes I (1.6.6). On a donc pour tout i 2 [n] des isomorphismescanoniques :(2:4:2:7)comp�F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xn) �! comp�F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xn)[1](resp. comp�F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xn) �! comp�F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xn)[1] )qui seront not�es pi . Ces isomorphismes poss�edent les propri�et�es d'anticom-mutativit�e d�ecrites en (1.6.6.3). Les restrictions des foncteurs comp�F etcomp�F aux objets sommables de Qi2[n] comp(Ci) sont �egales, et cette restric-tion peut toujours se d�e�nir, sans hypoth�eses sur la cat�egorie C.2.4.3. Soient maintenant deux foncteurs multiadditifs F , F 0 : Qi2[n] Ci ! Cet h : F ! F 0 un morphisme de foncteurs. On en d�eduit un morphisme defoncteurs : h[n] : F [n] ! F 0[n] ;en posant :(2:4:3:1) h[n](X1; . . . ; Xn)� = h(X l11 ; . . . ; X lnn ) ;� = Xi2[n] liei 2 Z[n] ; (X1; . . . ; Xn) 2 Ob�Yi2[n] comp(Ci)� :59



J.-L. VerdierD'o�u, en passant aux complexes simples, deux morphismes de foncteurs :(2:4:3:2) comp�h : comp�F ! comp�F 0 ;comp�h : comp�F ! comp�F 0 :Si h et h0 sont deux morphismes composables de foncteurs multiadditifs, ona : comp�hh0 = comp�h comp�h0 ;comp�hh0 = comp�h comp�h0 :Le morphisme comp�h (resp. comp�h) est un morphisme de Z[n]-foncteursqui suit la r�egle des signes II (1.6.6).2.4.4. Lorsque le foncteur F est contravariant en certaines variables, i.e.lorsqu'on a des �egalit�es Ci = (C 0i)�, pour i 2 J � [n] , les foncteurs comp�Fet comp�F sont, modulo les identi�cations faites en (2.4.1), contravariantsen les variables correspondantes.2.5. Homotopies.2.5.1. Soient X et Y deux complexes n-uples de C et f; g : X ww Y deuxmorphismes de complexes. Une homotopie reliant f �a g est une famille demorphismes a = (a�;i : X�+ei ! Y � , � 2 Z[n] , i 2 [n]) telle que :(2:5:1:1) a�+ei�ej ;jd�;iX = d��ej ;iY a��ej ;j ; 8 � 2 Z[n] ; 8 i; j 2 [n] ; i 6= j ;g� � f� = Xi2[n] a�;id�;iX + d��ei;iY a��ei ;i ; 8 � 2 Z[n] :On utilise la notation a : f } w g pour d�esigner les homotopies a reliant f �ag .2.5.2. Soient f; g; h : X www Y trois morphismes, a : f } w g et b : g } w hdeux homotopies. On d�esigne par b+ a : f } w h, l'homotopie �(b+ a)�;i =b�;i + a�;i , � 2 Z[n] , i 2 [n]� .2.5.3. Soient f; g : X ww Y deux morphismes de complexes, a : f } w g unehomotopie et u : Y ! Y 0 (resp. v : X 0 ! X) un morphisme de complexes.On d�esigne par u ? a : uf } w ug (resp. a ? v : fv } w gv) l'homotopie�(u ? a)�;i = u�a�;i� (resp. �(a ? v)�;i = a�;iv�+ei�).60



Cat�egories D�eriv�ees2.5.4. Les op�erations ? et \somme des homotopies" poss�edent les propri�et�essuivantes :(2:5:4:1) u ? (b+ a) = u ? b+ u ? a ;(b+ a) ? v = b ? v + a ? v ;uu0 ? a = u ? (u0 ? a) ;a ? vv0 = (a ? v) ? v0 :2.5.5. Deux morphismes f; g : X ww Y sont dits homotopes s'il existe unehomotopie qui les relie. Deux morphismes f , g sont homotopes si le mor-phisme f � g est homotope �a z�ero. Soit f : X ! Y un morphisme homotope�a z�ero. Pour tout � 2 Z[n] , le morphisme T (�)f est homotope �a z�ero. L'en-semble des morphismes homotopes �a z�ero forme un id�eal de compn(C), i.e.le compos�e dans les deux sens d'un morphisme homotope �a z�ero avec unmorphisme quelconque est homotope �a z�ero et la somme directe de deuxmorphismes homotopes �a z�ero est homotope �a z�ero.2.5.6. Soit ' : [n]! [m] une application. Les foncteurs R �' et R �' transfor-ment les couples de morphismes homotopes de compn(C) en couples de mor-phismes homotopes de compm(C) . Soient de même F : Qi2[n] Ci ! C un fonc-teur multiadditif, F [n] : Yi2[n] comp(Ci)! compn(C)le foncteur d�ecrit en (2.4.2.4), Xi des objets de comp(Ci) (i 6= j) etf; g : X ww Y deux morphismes homotopes de comp(Cj) . Les morphismesde compn(C) :F [n](X1; . . . ; f; . . . ; Xn) et F [n](X1; . . . ; g; . . . ; Xn)sont homotopes. Par suite, les morphismes de comp(C) :comp�F (X1; . . . ; f; . . . ; Xn) et comp�F (X1; . . . ; g; . . . ; Xn)sont homotopes (même r�esultat pour comp�F ). Nous laissons au lecteur lesoin de v�eri�er toutes ces assertions ou de se reporter �a [1].2.5.7. D�esignons par K(C) la cat�egorie suivante :{ Les objets de K(C) sont les objets de comp(C) .61



J.-L. Verdier{ Soient X et Y deux objets de K(C) , f; g : X ww Y deux morphismes decomp(C) . La relation \f et g sont homotopes" est une relation d'�equivalencesur Homcomp(C)(X; Y ) , et on d�e�nit HomK(C)(X; Y ) comme le quotient deHomcomp(C)(X; Y ) par cette relation d'�equivalence.{ Il r�esulte imm�ediatement de (2.5.5) que la loi de composition sur lesmorphismes de comp(C) passe au quotient et d�e�nit une loi de compositionsur les morphismes de K(C) .Il r�esulte imm�ediatement de (2.5.5) qu'on a bien d�e�ni ainsi une cat�egorieet que cette cat�egorie est additive. Le foncteur canonique comp(C) Q! K(C)qui est l'identit�e sur les objets et qui associe �a tout morphisme f de comp(C)sa classe d'�equivalence _f est additif. Le morphisme _f de K(C) image dumorphisme f de comp(C) par le foncteur canonique est appel�e la classe de fmodulo homotopie. La cat�egorie K(C) est appel�e la cat�egorie des complexesde C �a homotopie pr�es.2.5.8. Le foncteur canonique comp(C) Q! K(C) poss�ede la propri�et�e suivante :tout foncteur de K(C) dans une cat�egorie A fournit, par composition avec Q ,un foncteur de comp(C) dans A , d'o�u, pour toute cat�egorie A , un foncteur :Hom(Q;A) : Hom�K(C);A�! Hom�comp(C);A�(Hom d�esigne la cat�egorie des foncteurs). Ce foncteur est pleinement �d�ele,injectif sur les objets et l'image est la sous-cat�egorie pleine de :Hom�comp(C);A�d�e�nie par les foncteurs de comp(C) dans A qui transforment tout couple demorphismes homotopes de comp(C) en morphismes �egaux. La cat�egorie K(C)munie du foncteur canonique comp(C) Q! K(C) est d�etermin�ee �a isomorphismeunique pr�es par cette propri�et�e.2.5.9. Il r�esulte imm�ediatement de (2.5.5) et de (2.5.8) qu'il existe un et unseul foncteur de translation sur K(C) tel que le foncteur canonique :comp(C)! K(C)commute (strictement) aux translations. Ce foncteur de translation est unautomorphisme de K(C) et par suite d�e�nit sur K(C) une structure deZ-cat�egorie stricte. Le foncteur canonique comp(C)! K(C) est un Z-foncteurstrict. 62



Cat�egories D�eriv�ees2.5.10. Soit F : Qi2[n] Ci ! C un foncteur multiadditif. D�esignons par :Qi : comp(Ci)! K(Ci)les foncteurs canoniques. Il r�esulte de (2.5.6) et de (2.5.7) qu'il existe, lorsqueles produits d�enombrables sont repr�esentables dans C, un et un seul foncteurK�(F ) : Qi2[n]K(Ci)! K(C) tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :(2:5:10:1) Yi2[n] comp(Ci) wcomp� FuQi2[n]Qi comp(C)u QYi2[n]K(Ci) wK� F K(C) :De plus, le foncteur Qi2[n]Qi �etant un Z[n]-foncteur strict, il existe sur lefoncteur K� F une et une seule structure de Z[n]-foncteur gradu�e tordu parle cocycle de Koszul relatif �a la base ordonn�ee e1; . . . ; en de Z[n] , tel qu'onait l'�egalit�e entre Z[n]-foncteurs tordus :(2:5:10:2) K� F Yi2[n]Qi = Q comp�F :En�n, soient F et F 0 deux foncteurs multiadditifs et m : F ! F 0 un mor-phisme de foncteurs. Il r�esulte de (2.5.7) qu'il existe un et un seul morphismede foncteurs :(2:5:10:3) K�m : K� F ! K� F 0tel que :(2:5:10:4) K�m ? Yi2[n]Qi = Q ? comp�m :Le foncteur K� F est appel�e la �-extension du foncteur F aux com-plexes �a homotopie pr�es. Le morphisme K�m est appel�e la �-extension dumorphisme m aux complexes �a homotopie pr�es.Lorsque les sommes directes d�enombrables sont repr�esentables dans C,on d�e�nit de mani�ere analogue le foncteur K� F : la �-extension du foncteurF aux complexes �a homotopie pr�es, et le morphisme K�m : la �-extensiondu morphisme m aux complexes �a homotopie pr�es.63



J.-L. Verdier2.5.11. Soient X et Y deux complexes de C. Un morphisme de comp(C) ,f : X ! Y , est appel�e un homotopisme si son image _f dans K(C) est unisomorphisme. Les complexesX et Y sont dits homotopes s'ils sont isomorphesdans K(C) .2.5.12. Soient X et Y deux complexes de C , f; g : X ww Y deux mor-phismes de comp(C), a; b : f } w} w g deux homotopies reliant f �a g. On appellehomotopie du deuxi�eme ordre reliant a �a b , not�ee � : a} w b , une famille demorphismes � = ��i : X i+2 ! Y i ; i 2 Z� telle que :(2:5:12:1) bi � ai = �idi+1X � di�1Y �i�1 :2.5.13. Remarquons pour terminer que l'isomorphisme (2.4.1) :�1 : comp(C)� ! comp(C�)d�e�nit, en vertu de (2.5.7), un unique isomorphisme :�1 : K(C)� ! K(C�)qui est un isomorphisme de Z-cat�egories. Nous identi�erons dor�enavant leplus souvent les cat�egories K(C)� et K(C�) par cet isomorphisme.
64



3. Triangles distingu�es.3.1. Le cône d'un morphisme.3.1.1. Soit C une cat�egorie additive. On d�esigne par tr1(C) la cat�egoriesuivante :{ Les objets de tr1(C) sont les morphismes (de degr�e z�ero) X f! Y decomplexes d'objets de C.{ Soient X f! Y et X 0 f 0! Y 0 deux objets de tr1(C). Un morphisme deX f! Y dans X 0 f 0! Y 0 est un triplet (g; h; a) , o�u g : X ! X 0 et h : Y ! Y 0sont des morphismes de complexes de degr�e z�ero et o�u a : f 0g } w hf est unehomotopie reliant f 0g �a hf .{ Soient :(g; h; a) : (X f! Y )! (X 0 f 0! Y 0) et (g0; h0; a0) : (X 0 f 0! Y 0)! (X 00 f 00! Y 00)deux morphismes de tr1(C) . Le morphisme compos�e :(g00; h00; a00) : (X f! Y )! (X 00 f 00! Y 00)est alors d�e�ni par les �egalit�es :(3:1:1:1) g00 = g0g ;h00 = h0h ;a00 = a0 ? g + h0 ? a :On v�eri�e aussitôt qu'on a bien ainsi d�e�ni une cat�egorie. On repr�esen-tera le plus souvent un morphisme (g; h; a) : (X f! Y ) ! (X 0 f 0! Y 0) detr1(C) par un diagramme :(3:1:1:2) X wfug Yu hX 0 wf 0 ZNNPa Y 0 :



J.-L. VerdierLa cat�egorie tr1(C) est additive. La somme directe de X f! Y et de X 0 f 0! Y 0est : X �X 0 � f 00 f 0��������! Y � Y 0 :3.1.2. Soit X f! Y un objet de tr1(C) . Posons :(3:1:2:1) c(f)i = Y i �X i+1 ;dic(f) =  diY f i+10 �di+1X ! : Y i �X i+1 ! Y i+1 �X i+2 :On v�eri�e qu'on a ainsi d�e�ni un complexe d'objets de C. Ce complexe estnot�e c(f) et est appel�e le cône du morphisme f . Soit maintenant :X wfug Yu hX 0 wf 0 ZNNPa Y 0un morphisme de tr1(C) . Posons :(3:1:2:2) c�(g; h; a)�i =  hi ai0 gi+1! : Y i �X i+1 ! Y 0i �X 0i+1 :Ces morphismes commutent avec les di��erentielles de c(f) et de c(f 0) et parsuite d�e�nissent un morphisme de complexes :(3:1:2:3) c�(g; h; a)� : c(f)! c(f 0) :On v�eri�e qu'on a d�e�ni ainsi un foncteur c : tr1(C)! comp(C) qu'on appellele foncteur cône.D�esignons par s : comp(C) ! tr1(C) le foncteur X 7�! (0 ! X) . Pourtout objet X f! Y de tr1(C) , on d�esigne par �(f) : (X f! Y ) ! sc(f) le66



Cat�egories D�eriv�eesmorphisme suivant de tr1(C) :(3:1:2:4) �(f) = �0; p(f); a(f)� X wfu Yu p(f)0 wMAACa(f) c(f) ;p(f)i =  idY i0 ! : Y i ! Y i �X i+1 ;a(f)i =  0idXi+1 ! : X i+1 ! Y i �X i+1 :Un calcul imm�ediat montre que � est un morphisme du foncteur identiquede la cat�egorie tr1(C) dans le foncteur sc .Proposition 3.1.3. Le morphisme � fait du foncteur cône un adjoint �agauche du foncteur s, i.e. pour tout objet X f! Y de tr1(C) et pour tout objetW de comp(C) , l'application canonique d�e�nie par le morphisme � :Homcomp(C)�c(f);W�! Homtr1(C)�(X f! Y ); sW�est un isomorphisme.La v�eri�cation est laiss�ee au lecteur. On notera que le foncteur s estpleinement �d�ele et que par suite le foncteur cs est canoniquement isomorpheau foncteur identique. En fait, avec la construction choisie du foncteur c , lefoncteur cs est �egal au foncteur identique. La propri�et�e d'adjonction de (3.1.3)peut encore se traduire comme suit : l'application d�e�nie par le foncteur :c : Homtr1(C)�(X f! Y ); sW�! Homcomp(C)(c(f);W )est un isomorphisme.3.1.4. Nous allons d�e�nir dans tr1(C) une notion d'homotopie. Soient :(g; h; a) ; (g0; h0; a0) : (X f! Y ) ww (X 0 f 0! Y 0)67



J.-L. Verdierdeux morphismes de tr1(C) . Une homotopie reliant (g; h; a) �a (g0; h0; a0) estun triplet (b; b0; �) , o�u b : g } w g0 et b0 : h} w h0 sont des homotopies et o�u� : f 0 ? b + a0 } w b0 ? f + a est une homotopie du deuxi�eme ordre (2.5.12).Deux morphismes de tr1(C) seront dits homotopes s'il existe une homotopieles reliant. La relation : \(g; h; a) et (g0; h0; a0) sont homotopes" est une re-lation d'�equivalence compatible avec la somme directe et la composition desmorphismes. On peut donc introduire la cat�egorie Tr1(C) dont les objets sontles objets de tr1(C) et les morphismes les morphismes de tr1(C) �a homotopiepr�es.Proposition 3.1.5. Soient D , D0 : (X f! Y ) ww (X 0 f 0! Y 0) deux mor-phismes de tr1(C) . Si les morphismes D et D0 sont homotopes dans tr1(C) ,alors les morphismes c(D) et c(D0) sont homotopes dans comp(C) .Soient D = (g; h; a) et D0 = (g0; h0; a0) . Supposons que D et D0 soienthomotopes dans tr1(C) . Il existe donc des homotopies b et b0 telles que :(3:1:5:1) g0 � g = bd+ db ;h0 � h = b0d+ db0 :(Pour all�eger la notation, nous avons omis dans ce calcul les exposants indi-quant le degr�e des composants.) Il existe de plus une homotopie du deuxi�emeordre � telle que : �d� d� = b0f + a� (f 0b+ a0) :Un calcul imm�ediat montre alors que � b0 �0 �b� est une homotopie quirelie c(D) �a c(D0) .Corollaire 3.1.6. Les foncteurs :c : tr1(C)! comp(C) et s : comp(C)! tr1(C)sont compatibles avec les homotopies de tr1(C) et de comp(C) et d�e�nissent,en passant au quotient, des foncteurs encore not�es c : Tr1(C) ! K(C) ets : K(C) ! Tr1(C). Le foncteur c : Tr1(C) ! K(C) est adjoint �a gauche dufoncteur s : K(C)! Tr1(C).Ceci r�esulte formellement de (3.1.5) et de (3.1.3).3.1.7. D�esignons par s0 : comp(C) ! tr1(C) le foncteur X 7�! (X ! 0) .Le foncteur cs0 : comp(C) ! comp(C) est �egal au foncteur de translation decomp(C) . Le foncteur s0 transforme deux morphismes homotopes de comp(C)en morphismes homotopes de tr1(C) et par suite d�e�nit un foncteur que nousnoterons encore s0 : K(C) ! Tr1(C). Le foncteur cs0 : K(C) ! K(C) est �egalau foncteur de translation de K(C) . 68



Cat�egories D�eriv�ees3.2. Propri�et�es du foncteur cône.3.2.1. Dans une Z-cat�egorie, on appelle triangle tout diagramme du type :(3:2:1:1) X u! Y v! Z w! X [1] :Pour d�esigner le triangle (3.2.1.1), on utilise la notation (X; Y; Z; u; v;w) , oubien le diagramme :(3:2:1:2) Z�����wX wu Y[[[̂ v ;la 
�eche munie d'un poussoir d�esignant le morphisme de degr�e 1 du triangle.Soient (X; Y; Z; u; v;w) et (X 0; Y 0; Z 0; u0; v0; w0) deux triangles. Unmorphismede triangles est un diagramme commutatif :(3:2:1:3) X wuuf Y wvug Z wwuh X [1]u f [1]X 0 wu0 Y 0 wv0 Z 0 ww0 X 0[1] :Les morphismes de triangles se composent de la mani�ere �evidente. Les tri-angles forment une cat�egorie.3.2.2. Soit X f! Y un objet de tr1(C). Le morphisme (fonctoriel en f) detr1(C) :(3:2:2:1) X wfuidX YuX w 0 ;fournit, en appliquant le foncteur cône, un morphisme, fonctoriel en X f! Y ,(3.1.7) de comp(C) :(3:2:2:2) q(f) : c(f)! X [1] :69



J.-L. VerdierDe même, le morphisme de tr1(C) :(3:2:2:3) 0 wu Yu idYX wf Yfournit, en appliquant le foncteur cône, un morphisme, fonctoriel en X f! Y ,de comp(C) (3.1.2.4) :(3:2:2:4) p(f) : Y ! c(f) :On peut donc associer �a tout objet X f! Y de tr1(C) un triangle de comp(C) :(3:2:2:5) X f�! Y p(f)�! c(f) q(f)�! X [1] :On notera que ce triangle ne d�epend pas fonctoriellement de l'objet X f! Yde tr1(C) . Soit, en e�et,D = (g; h; a) : (X f! Y )! (X 0 f 0! Y 0) un morphismede tr1(C) . On obtient alors le diagramme :(3:2:2:6) X wfug Y wp(f)uh c(f) wq(f)uc(D) X [1]u g[1]X 0 wf 0 thja Y 0 wp(f 0) c(f 0) wq(f 0) X 0[1] :Les morphismes p(f) et q(f) �etant fonctoriels en f , les deux derniers carr�esde ce diagramme sont commutatifs, mais le premier carr�e est commutatif �ahomotopie pr�es seulement. En passant au quotient par les homotopies, onpeut associer �a tout objet X f! Y de Tr1(C) un triangle de K(C) :(3:2:2:7) X _f�! Y _p(f)�! c(f) _q(f)�! X [1]qui d�epend fonctoriellement de X f! Y . (On d�esigne par _f , _p(f) , _q(f) lesclasses modulo homotopie des morphismes f , p(f) , q(f) respectivement.) Ona donc ainsi un foncteur de la cat�egorie Tr1(C) dans la cat�egorie des trianglesde K(C) . 70



Cat�egories D�eriv�ees3.2.3. L'automorphisme de translation de comp(C) s'�etend naturellement enun automorphisme T : tr1(C)! tr1(C) :(3:2:3:1) T (X f�! Y ) = X [1] f [1]�! Y [1]T�(g; h; a)�= (g[1] ; h[1] ; �a[1] ) :On fait alors du foncteur cône un Z-foncteur (1.5.2) en d�e�nissant un isomor-phisme 	(f) : c(f [1]) '! c(f)[1] :(3:2:3:2) 	(f)i = 0@ idY i+1 00 �idXi+2 1A : Y i+1 �X i+2 ! Y i+1 �X i+2 :Le lecteur v�eri�era que (3.2.3.2) d�e�nit bien un isomorphisme de complexeset d�emontrera la proposition suivante :Proposition 3.2.4. Lorsque f = 0! Y , l'isomorphisme canonique :c(f [n]) ��! c(f)[n]n'est autre que l'application identique de Y [n] . Lorsque f = X ! 0 , l'isomor-phisme canonique : c(f [n]) ��! c(f)[n]n'est autre que l'isomorphisme :X [n+ 1] (�1)nidX[n+1]�����������! X [n+ 1] :3.2.5. Soit X f! Y un objet de tr1(C) . On peut lui associer un triangle decomp(C) :(3:2:5:1) Y p(f)�! c(f) q(f)�! X [1] f [1]�! Y [1] :Or le morphisme q(f)p(f) : Y ! X [1] est le transform�e par le foncteur cônedu morphisme : 0 wu YuX w 0 :71



J.-L. VerdierIl est donc nul. Il existe donc, d'apr�es les propri�et�es d'adjonction du foncteurcône (3.1.3), un unique morphisme :(3:2:5:2) J : c�p(f)�! X [1] ;tel que le diagramme :(3:2:5:3) c(f) wp(p(f))uidc(f) c(p(f))u Jc(f) wq(f) X [1]soit commutatif et que l'on ait Ja(p(f)) = 0 (3.1.2.4).Proposition 3.2.6. a) Le morphisme J est un homotopisme, i.e. est unisomorphisme �a homotopie pr�es.b) Le diagramme :(3:2:6:1) c(p(f)) wq(p(f))uJ Y [1]u idY [1]X [1] wf [1] Y [1]est anticommutatif �a homotopie pr�es.3.2.7. D�emonstration. Nous allons d'abord construire un morphismeH : X [1] ! c�p(f)� . Il su�t pour cela de construire un morphisme entreles deux foncteurs que ces objets repr�esentent. Soit W un objet de comp(C) .Un morphisme de c�p(f)� dansW n'est autre que, tenant compte des propri�e-t�es d'adjonction du foncteur cône (3.1.3), un couple (u; a) , o�u u : c(f)! West un morphisme de complexes et a : 0} w up(f) est une homotopie. Utili-sant encore une fois (3.1.3), on voit qu'un morphisme de c�p(f)� dans W estun triplet (m : Y �! W ; a : 0} w m ; b : 0} w mf). Associons �a ce tripletle diagramme :(3:2:7:1) X wu 0u0 wZNNP� W � = b� a ? f ;72



Cat�egories D�eriv�eesi.e. ((3.1.3) et (3.1.7)) un morphisme de X [1] dans W . On a donc associ�e,fonctoriellement en W , �a tout morphisme de c�p(f)� dans W un morphismede X [1] dans W , et par suite on a d�e�ni un morphisme H : X [1]! c�p(f)� .Pour prouver la partie a) de la proposition (3.2.6), il su�t de montrer que :(3:2:7:2) Le morphisme JH : X [1]! X [1] est l'identit�e.(3:2:7:3) Le morphisme HJ : c�p(f)�! c�p(f)� est homotope �a l'identit�e.Pour prouver la partie b) de la proposition (3.2.6), il su�t de montrer deplus que :(3.2.7.4) Le diagramme : X [1] wf [1]uH Y [1]u idY [1]c(p(f)) wq(p(f)) Y [1]est anticommutatif.3.2.8. D�emonstration de l'assertion (3.2.7.2).Montrons que le morphisme JH : X [1] ! X [1] est l'identit�e. Il su�tpour cela de voir que le morphisme JH induit l'endomorphisme identique dufoncteur repr�esent�e par X [1] . D'apr�es (3.1.3) et (3.1.7), le foncteur :W 7�! Homcomp(C)(X [1];W )n'est autre que le foncteur :(3:2:8:1) W 7�! 8>>>>>><>>>>>>: X wu 0u0 wZNNP� W 9>>>>>>=>>>>>>; :D'autre part, d'apr�es (3.2.7), l'objet c�p(f)� de comp(C) repr�esente le fonc-teur :(3:2:8:2) W 7�! n(m : Y �! W ; a : 0} w m ; b : 0} w mf)o :73



J.-L. VerdierL'homomorphisme J : c�p(f)� ! X [1] correspond, ainsi qu'on le v�eri�e im-m�ediatement, au morphisme fonctoriel :(3:2:8:3)D = X wu 0u0 wthj� W 7! JD = (0 : Y ! W; 0 : 0} w 0 ; � : 0} w 0) :Le morphisme H : X [1]! c�p(f)� correspond par d�e�nition (3.2.7) au mor-phisme fonctoriel :(3:2:8:4)t = (m : Y !W; a : 0} w m; b : 0} w mf) 7! Ht =X wu 0u0 wthj� W;� = b�a?f:Le compos�e de ces deux morphismes fonctoriels est bien l'identit�e, ce quid�emontre l'assertion (3.2.7.2).3.2.9. D�emonstration de l'assertion (3.2.7.3).D'apr�es (3.2.8), le morphisme HJ : c�p(f)� ! c�p(f)� correspond aumorphisme fonctoriel :(3:2:9:1) t = (m : Y �!W ; a : 0} w m ; b : 0} w mf) 7�! HJt == (0 : Y �! W ; 0 : 0} w 0 ; b� a ? f : 0} w 0)et par suite :(3:2:9:2) t�HJt = (m : Y �! W ; a : 0} w m ; a ? f : 0} w mf) :Pour prouver l'assertion (3.2.7.3), il su�t de montrer que tout triplet dela forme (m : Y �! W ; a : 0} w m ; a ? f : 0} w mf) correspond �a unmorphisme homotope �a z�ero de c�p(f)� dans W . Or un tel triplet d�e�nit, enutilisant (3.1.3), un morphisme :(3:2:9:3) v : c(f)! W v = (m : Y �! W ; a ? f : 0} w mf)et une homotopie :(3:2:9:4) a : 0} w vp(f) = m ;74



Cat�egories D�eriv�eesd'o�u un diagramme :(3:2:9:5) Y wp(f)u c(f)u v0 wMAACa Wd�e�nissant par (3.1.3) le morphisme n : c(p(f)) ! W associ�e au triplet(m : Y �! W ; a : 0} w m ; a ? f : 0} w mf) . Pour montrer que le mor-phisme n est homotope �a z�ero, il su�t (3.1.5) de montrer que le diagramme(3.2.9.5) est un morphisme homotope �a z�ero de tr1(C) et, pour cela, il su�tde montrer qu'il existe une homotopie � : 0} w v telle que � ? p(f) = a . Orle morphisme v : c(f)! W a pour composants :(3:2:9:6) vi = (mi; aif i+1) : Y i �X i+1 ! W iet on v�eri�e imm�ediatement que l'homotopie � de composants :(3:2:9:7) �i = (ai; 0) : Y i+1 �X i+2 ! W irelie 0 �a v et que � ? p(f) = a , ce qui ach�eve la d�emonstration de l'assertion(3.2.7.3).3.2.10. D�emonstration de l'assertion (3.2.7.4).L'objet Y [1] repr�esente le foncteur :(3:2:10:1) W 7�! 8>>><>>>: Y wu 0u0 wZNNP� W 9>>>=>>>;et le morphisme f [1] : X [1]! Y [1] repr�esente le morphisme fonctoriel :(3:2:10:2) D = Y wu 0u0 wZNNP� W 7�! f [1]D = X wu 0u0 wZNNP� ? f W :75



J.-L. VerdierDe même, le morphisme q�p(f)� : c�p(f)� ! Y [1] repr�esente le morphismefonctoriel :(3:2:10:3)D = Y wu 0u0 wZNNP� W 7�! q(p(f))D = (0 : Y ! W ; � : 0} w 0 ; 0 : 0} w 0) :Par suite, en utilisant (3.2.8.4), pour d�emontrer (3.2.7.4), il su�t de remar-quer que pour tout diagramme :D = Y wu 0u0 wthj� W ;on a Hq�p(f)�D + f [1]D = 0 .3.2.11. Soient X f! Y g! Z deux morphismes de comp(C) . Posons gf = h .On peut construire, avec ces donn�ees, deux diagrammes commutatifs :(3:2:11:1) D = X wfu idX Yu gX wh Z ; D0 = X whu f Zu idZY wg Zque nous interpr�eterons comme des morphismes de tr1(C). D'o�u, en appli-quant le foncteur cône, deux diagrammes :(3:2:11:2) c(f) c(D)�! c(h) c(D0)�! c(g)I = Y wgup(f) Zu p(h)c(f) wc(D) c(h) :Ce dernier diagramme est un carr�e commutatif (3.2.2.4) et peut donc êtreinterpr�et�e comme un morphisme de tr1(C), d'o�u en appliquant encore unefois le foncteur cône, un morphisme :(3:2:11:3) c(I) : c(g) �! c�c(D)� :76



Cat�egories D�eriv�eesProposition 3.2.12. a) Le morphisme c(I) : c(g)! c�c(D)� est un homoto-pisme.b) Le diagramme :(3:2:12:1) c(g)u c(I)c(h)AAAAAAAACc(D0) wp(c(D)) c(c(D))est commutatif �a homotopie pr�es.c) Le diagramme :(3:2:12:2) c(g) wq(g)uc(I) Y [1]u p(f)[1]c(c(D)) wq(c(D)) c(f)[1]est commutatif.En e�et, un calcul imm�ediat montre que le i-�eme composant du mor-phisme c(I) est :(3:2:12:3) c(I)i = 0B@ id 00 00 id0 0 1CA : Zi � Y i+1 ! Zi �X i+1 � Y i+1 �X i+2 :Le morphisme u : c�c(D)�! c(g) de composants :(3:2:12:4) ui =  id 0 0 00 f i+1 id 0! : Zi�X i+1�Y i+1�X i+2 ! Zi�Y i+1est un inverse de c(I) �a homotopie pr�es, ce qui d�emontre la premi�ere assertion.Pour d�emontrer la deuxi�eme assertion, il su�t de v�eri�er que le diagramme :(3:2:12:5) c(g)u uc(h)AAAAAAAACc(D0) wp(c(D)) c(c(D))est commutatif, ce qui se fait en exhibant les composants. En�n, d'apr�es(3.2.2), les propri�et�es fonctorielles du morphisme q(f) (3.2.2.2) impliquentque le carr�e (3.2.12.2) soit commutatif.77



J.-L. Verdier3.3. Propri�et�es des triangles distingu�es.D�e�nition 3.3.1. Un triangle X u! Y v! Z w! X [1] de K(C) sera dit distin-gu�e s'il existe un objet X 0 f 0! Y 0 de Tr1(C) et un isomorphisme de triangles((3.2.1.3) et (3.2.2.7)) :X wuuf o Y wvug o Z wwuh o X [1]uo f [1]X 0 w_f 0 Y 0 w_p(f 0) c(f 0) w_q(f 0) X 0[1] :Proposition 3.3.2. (TRI) Tout triangle de K(C) isomorphe �a un triangledistingu�e est un triangle distingu�e. Pour tout objet X de K(C) , le triangleX idX! X ! 0! X [1] est distingu�e. Tout morphisme u : X ! Y de K(C) estcontenu dans un triangle distingu�e X u! Y v! Z w! X [1] .La premi�ere assertion est triviale. Pour d�emontrer la deuxi�eme assertion,il su�t de montrer que le diagramme :X widXuidX X wuidX 0 wu X [1]u idX[1]X widX X w_p(idX) c(idX) w_q(idX) X [1]est un isomorphisme de triangles de K(C) . Il su�t donc de montrer quec(idX) est homotope �a z�ero. Or il r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition deshomotopies dans tr1(C) (3.1.4) que tout morphisme de tr1(C) du type :X widXu Xu g0 wZNNPa West homotope �a z�ero. Les propri�et�es d'adjonction du foncteur cône (3.1.6)montrent alors que c(idX) est homotope �a z�ero. Soit f : X ! Y un morphisme78



Cat�egories D�eriv�eesde comp(C) dans la classe modulo homotopie de u : X ! Y . On a alors unobjet de Tr1(C) : X f!Y . Le triangle distingu�e :X u���! Y _p(f)����! c(f) _q(f)����!X [1]contient le morphisme u .Proposition 3.3.3. (TRII) Un triangle X u�! Y v�!Z w�!X [1] de K(C)est distingu�e si et seulement si le triangle Y v�!Z w�!X [1]�u[1]�! Y [1] estdistingu�e.Supposons que le triangle X u�! Y v�!Z w�!X [1] soit distingu�e. Il estalors isomorphe �a un triangle du type :X 0 _f���! Y 0 _p(f)����! c(f) _q(f)����!X 0[1] ;o�u X 0 f�! Y 0 est un objet de Tr1(C) . Il su�t donc de montrer que le triangle :Y 0 _p(f)����! c(f) _q(f)����!X 0[1] � _f [1]�����! Y 0[1] ;est distingu�e. Or d'apr�es (3.2.6), le diagramme :Y 0 w_p(f)uidY 0 c(f) w_p(p(f))uidc(f) c(p(f)) w_q(p(f))u_J Y 0[1]u idY 0[1]Y 0 w_p(f) c(f) w_q(f) X 0[1] w� _f [1] Y 0[1]est un isomorphisme de triangles dans K(C) . Supposons maintenant que letriangle Y v�!Z w�!X [1]�u[1]�! Y [1] soit distingu�e. On en d�eduit par (3.2.4)que le triangle : Y [�1] v[�1]����!Z[�1] w[�1]����!X u���! Yest distingu�e et, en appliquant deux fois l'argument pr�ec�edant, que le tri-angle : X u�! Y v�!Z w�!X [1]est distingu�e, ce qui ach�eve la d�emonstration.79



J.-L. VerdierProposition 3.3.4. (TRIII) Soient :X u! Y v! Z w! X [1] ; X 0 u0! Y 0 v0! Z0 w0! X 0[1]deux triangles distingu�es de K(C) et :(3:3:4:1) X 0 wu0um Y 0u nX wu Yun carr�e commutatif de K(C) . Il existe un morphisme r : Z 0 ! Z tel que lediagramme : X 0 wu0um Y 0 wv0un Z0 ww0ur X 0[1]u m[1]X wu Y wv Z ww X [1]soit un morphisme de triangles.Par d�e�nition, les triangles propos�es sont isomorphes �a des triangles :V _f�! W _p(f)���! c(f) _q(f)���! V [1] ;V 0 _f 0�! W 0 _p(f 0)���! c(f 0) _q(f 0)���! V 0[1]et, par suite, le carr�e (3.3.4.1) est isomorphe �a un carr�e :V 0 w_f 0u_g W 0u _g0V w_f W ;o�u g : V 0 ! V et g0 : W 0 ! W sont des morphismes de comp(C) . Le carr�ede comp(C) : V 0 wf 0ug W 0u g0V wf W80



Cat�egories D�eriv�eesest commutatif �a homotopie pr�es. Soit donc a : fg } w g0f 0 une homotopie.Le diagramme : D = V 0 wf 0u g W 0u g0V wf ZNNPa West un morphisme de tr1(C) . On en d�eduit par (3.2.2.7) que le diagramme :V 0 w_f 0u_g W 0 w_p(f 0)u_g0 c(f 0) w_q(f 0)u_c(D) V 0[1]u _g[1]V w_f W w_p(f) c(f) w_q(f) V [1]est un morphisme de triangles dans K(C) , d'o�u l'existence du morphismer : Z0 ! Z .Proposition 3.3.5. (TRIV) Soit : X2[[[]u1X1



�u3 wu2 X3un diagramme commutatif de K(C) . Il existe trois triangles distingu�es :X1 u3�! X2 v3�! Z3 w3�! X1[1] ;X2 u1�! X3 v1�! Z1 w1�! X2[1] ;X1 u2�! X3 v2�! Z2 w2�! X1[1]et deux morphismes : m1 : Z3 ! Z2 ;m3 : Z2 ! Z1 ;tels que : 81



J.-L. Verdiera) Les diagrammes :X1 wu3uid X2 wv3uu1 Z3 ww3um1 X1[1]u idX1 wu2 X3 wv2 Z2 ww2 X1[1]X1 wu2uu3 X3 wv2uid Z2 ww2um3 X1[1]u u3[1]X2 wu1 X3 wv1 Z1 ww1 X2[1]soient des morphismes de triangles.b) Le triangle : Z3 m1���!Z2 m3���!Z1 v3[1]w1�����!Z3[1]soit distingu�e.Soient f : X1 ! X2 (resp. g : X2 ! X3 ) un morphisme de comp(C) quisoit dans la classe u3 (resp. u1 ). Posons h = gf : X1 ! X3 . Le morphismeh est dans la classe u3 . Pour d�emontrer la proposition, il su�t de prendrepour triangles distingu�es les triangles (3.2.2) :X1 _f���!X2 _p(f)����! c(f) _q(f)����!X1[1] ;X2 _g���!X3 _p(g)����! c(g) _q(g)����!X2[1] ;X1 _h���!X3 _p(h)����! c(h) _q(h)����!X1[1]et pour morphismes, les morphismes :c(D) : c(f) �! c(h) ; c(D0) : c(h) �! c(g) ;o�u D et D0 sont les diagrammes :D = X1 wfu id X2u gX1 wh X3 ; D0 = X1 whu f X3u idX2 wg X3 :82



Cat�egories D�eriv�eesEn e�et, la premi�ere assertion est une cons�equence imm�ediate de (3.2.2) et,d'apr�es la proposition (3.2.12), il existe un morphisme c(I) : c(g)! c(c(D))tel que le diagramme :c(f) w_c(D)uid c(h) w_c(D0)uid c(g) w_p(f)[1] _q(g)u_c(I) c(f)[1]uidc(f) w_c(D) c(h) w_p(c(D)) c(c(D)) w_q(c(D)) c(f)[1]soit un isomorphisme de triangles.3.3.6. Soit F : J ! comp(C) un foncteur. D�esignons par F`n(J ) la cat�egoriedes suites de n morphismes composables de J : les objets de F`n(J ) sont lesdiagrammes de J : i1 f1�! i2 f2�! i3 � � � fn�! in+1 :Soient (ip; fp) et (jp; gp) deux suites de n morphismes composables de J . Unmorphisme, dans F`n(J ), de (ip; fp) dans (jp; gp) est un diagramme commu-tatif : i1 wf1u h1 i2 wf2u h2 i3 wf3u h3 � � � wfn in+1u hn+1j1 wg1 j2 wg2 j3 wg3 � � � wgn jn+1 :La composition des morphismes se d�e�nit de la mani�ere �evidente. On d�esignepar Fln(J ) l'ensemble des objets de F`n(J ) . Soit i f! j un objet de F`1(J ) .En appliquant le foncteur F , on obtient un morphisme de comp(C) :F (i) F (f)�! F (j) ;qu'on peut interpr�eter comme un objet de Tr1(C) , d'o�u, en appliquant lefoncteur cône, un foncteur S : F`1(J )! K(C) :(3:3:6:1) S(f) = S�i f! j� = c�F (i) F (f)�! F (j)� :83



J.-L. VerdierSoit maintenant i f! j g! k un objet de F`2(J ). On peut lui faire cor-respondre le diagramme suivant de Tr1(C) :(3:3:6:2) F (i) wF (f)uid F (j)u F (g)F (i) wF (gf)uF (f) F (k)u idF (j) wF (g) F (k) :Posons :(3:3:6:3) �(f; g) : S(g)! S(f)[1] ;�(f; g) = _p�F (f)�[1] _q�F (g)� :On obtient, en appliquant le foncteur cône au diagramme (3.3.6.2), un fonc-teur de F`2(J ) dans la cat�egorie des triangles de K(C) :(3:3:6:4) (i f! j g! k) 7�! S(f)! S(gf)! S(g) �(f;g)���! S(f)[1] :La �n de la d�emonstration de (3.3.5) montre que le triangle :S(f)! S(gf)! S(g) �(f;g)���! S(f)[1]est un triangle distingu�e.3.4. Propri�et�es fonctorielles des triangles distingu�es.Proposition 3.4.1. Soient �1 : K(C)� ! K(C�) l'isomorphisme canonique(2.5.13) et X u! Y v! Z w! X [1] un triangle distingu�e de K(C) . Le trianglede K(C�) : (�1X)[�1] �1w���! �1Z �1v���! �1Y ��1u���! �1Xest distingu�e. 84



Cat�egories D�eriv�eesOn peut toujours supposer (3.3.1) que le triangle propos�e est de la forme :X _f! Y _p(f)�! c(f) _q(f)�! X [1] ;o�u f : X ! Y est un morphisme de comp(C) . Il s'agit alors de montrer quele triangle : (�1X)[�1] �1 _q(f)���! �1c(f) �1 _p(f)���! �1Y _�(�1f)���! �1Xest distingu�e (�1f est l'image par �1 : comp(C)� ! comp(C�) du morphismef ). Il r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions de �1 (2.4.1) et du foncteur cône(3.1.2) que les composants et les di��erentielles du complexe �1c(f) sont :(3:4:1:1) �1c(f)i = (�1X)i�1 � (�1Y )i ;di�1c(f) = 0B@�di�1�1X (�1f)i0 di�1Y 1CA :Par suite, on a l'�egalit�e : �1c(f) = c(��1f)[�1]et on v�eri�e que le diagramme :(�1X)[�1] w�1 _q(f) �1c(f) w�1 _p(f) �1Y w� _�1f �1X(�1X)[�1] w_p(��1f)[�1] c(��1f)[�1] w_q(��1f)[�1] �1Y w� _�1f �1Xest commutatif. Il su�t alors d'appliquer (3.3.3) pour achever la d�emonstra-tion.3.4.2. Soit F : Qi2[n] Ci ! C un foncteur multiadditif. Supposons, pour �xerles id�ees, que les produits d�enombrables soient repr�esentables dans C. Soientalors : K� F : Yi2[n]K(Ci)! K(C)la �-extension de F aux complexes �a homotopie pr�es et :pi : K� F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xn)! K� F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xn)[1]les isomorphismes fonctoriels canoniques.85



J.-L. VerdierSoient j 2 [n] et pour tout i 6= j , Xi un objet de K(Ci) . D�esignons parG : K(Cj)! K(C) le foncteur :(3:4:2:1) X 7�! G(X) = K� F (X1; . . . ; X; . . . ; Xn) ;et par m : G(X [1]) �! G(X)[1] l'isomorphisme fonctoriel d�eduit de pj .Proposition 3.4.3. Pour tout triangle distingu�e :X u! Y v! Z w! X [1]de K(Cj) , le triangle de K(C) :G(X) G(u)�! G(Y ) G(v)�! G(Z) mG(w)���! G(X)[1]est distingu�e.On peut, tout d'abord, supposer que le triangle distingu�e de K(Cj) estde la forme (3.3.1) : X _f! Y _p(f)�! c(f) _q(f)�! X [1] ;o�u f : X ! Y est un morphisme de comp(Cj) . D�esignons par :H : comp(Cj) �! comp(C)le foncteur : X 7�! H(X) = comp�F (X1; . . . ; X; . . . ; Xn) ;et par m : H(X [1]) �! H(X)[1] l'isomorphisme fonctoriel de commutationaux translations dans la direction j . Le foncteur (G;m) s'obtient �a partir dufoncteur (H;m) en passant aux complexes �a homotopie pr�es. Pour d�emontrerla proposition, il su�t de montrer qu'il existe un isomorphisme de complexesdans comp(C) : J : H�c(f)� �! c�H(f)�tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :(3:4:3:1)H(X) wH(f)uid H(Y ) wH(p(f))uid H(c(f)) wH(q(f))uJ H(X [1])umH(X) wH(f) H(Y ) wp(H(f)) c(H(f)) wq(H(f)) H(X)[1] :86



Cat�egories D�eriv�eesPour tout complexe X , d�esignons par X le complexe obtenu en gardantles composants de X et en annulant les di��erentielles. Il r�esulte imm�ediate-ment de la d�e�nition de H qu'on a l'�egalit�e H(X) = H(X). De même, pourtout morphisme de complexes f : X ! Y , d�esignons par f : X ! Y le mor-phisme obtenu en conservant les composants de f . Il r�esulte alors de la d�e�ni-tion du foncteur cône que c(f) = Y �X [1] , que le morphisme p(f) : Y ! c(f)est la premi�ere injection et que le morphisme q(f) : c(f) ! X [1] est ladeuxi�eme projection. Le foncteur H et le foncteur \ " �etant additifs, on end�eduit que H�c(f)� = H(Y )�H�X [1]� , que H�p(f)� : H(Y )! H�c(f)� estla premi�ere injection et que H�q(f)� : H�c(f)�! H�X [1]� est la deuxi�emeprojection. Il en r�esulte que :(3:4:3:2) H�c(f)�l = H(Y )l �H�X [1]�l ;dlH(c(f)) = 0B@dlH(Y ) �l0 dlH(X[1])1CA ;�l : H�X [1]�l ! H(Y )l+1 :La di��erentielle de H�c(f)� s'obtient sous cette forme en exprimant sim-plement que H�p(f)� et H�q(f)� sont des morphismes de complexes. Pourcalculer �l, il faut revenir �a la d�e�nition du foncteur H et, par suite, �a lad�e�nition du foncteur complexe simple associ�e (2.2.2.5). On a :(3:4:3:3) H�X [1]�l = Y�=� liei�i li=l F (X l11 ; . . . ; X lj+1; . . . ; X lnn ) ;H(Y )l+1 = Y�=� liei�i li=l F (X l11 ; . . . ; Y lj+1; . . . ; X lnn ) ;�l = Y�=� liei�i li=l "(�; j)F (X l11 ; . . . ; f lj+1; . . . ; X lnn ) :87



J.-L. VerdierPar ailleurs, on a (d�e�nition du foncteur cône) :(3:4:3:4) c�H(f)�l = H(Y )l � �H(X)[1]�l ;dlc(H(f)) = 0B@ dlH(Y ) H(f)l+10 dlH(X)[1] 1CA ;o�u le morphisme H(f) est d�e�ni par (2.4.2.6), (2.4.2.3) et (2.2.2.6) :(3:4:3:5) H(f)l+1 = Y�=� liei� li=l F (X l11 ; . . . ; f lj+1; . . . ; X lnn ) :Posons alors :(3:4:3:6) J l : H(Y )l �H�X [1]�l �! H(Y )l � �H(X)[1]�l;J l = 0B@ idH(Y )l 00 	l1CA ;	l = Y�=� liei� li=l "(�; j)idF (Xl11 ;...;Xlj+1 ;...;Xlnn ) :Pour v�eri�er que les J l sont les composants d'un morphisme de complexes,il su�t de v�eri�er que :(3:4:3:7) �l = H(f)l+1	l ;	l+1dlH(X[1]) = dlH(X)[1]	l :Pour v�eri�er que le diagramme (3.4.3.1) est commutatif, il su�t de v�eri�erque :(3:4:3:8) 	l = ml :88



Cat�egories D�eriv�eesLa premi�ere �egalit�e de (3.4.3.7) est �evidente ((3.4.3.3) et (3.4.3.5)). La deuxi-�eme �egalit�e de (3.4.3.7) r�esulte de (3.4.3.8). Pour v�eri�er (3.4.3.8), il su�t dese reporter �a la d�e�nition du morphisme m (2.3.2.1).3.4.4. Lorsque les sommes directes d�enombrables sont repr�esentables dansC , on a une proposition analogue �a la proposition (3.4.3) pour le foncteurK�F . La d�emonstration s'obtient en rempla�cant dans la d�emonstration dela proposition (3.4.3) les produits par des sommes.
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Appendice : Commentaires sur le choix des signes.Le foncteur cône est d�etermin�e �a isomorphisme unique pr�es par ses pro-pri�et�es d'adjonction (3.1.3). Pour pouvoir associer facilement �a un morphismede tr1(C) un triangle de comp(C) , nous avons choisi pour foncteur de trans-lation le foncteur \cône du morphisme X ! 0 " ((3.1.7) et (3.2.2.7)), i.e.d�ecalage des degr�es et changement de signe de la di��erentielle.Soit F : Qi2[n] Ci ! C un foncteur multiadditif. La cat�egorie Qi2[n] comp(Ci)est munie naturellement d'une structure de Z[n]-cat�egorie. Si on veut quele foncteur F [n] : Qi2[n] comp(Ci) ! compn(C) soit un Z[n]-foncteur strict, onest conduit au choix des conventions que nous avons fait pour les transla-tions : d�ecalage des degr�es dans une direction et changement de signe de ladi��erentielle correspondante.Nous avons pris les conventions de [1] pour le choix du foncteur com-plexe simple associ�e (�a ceci pr�es que, dans nos complexes multiples, lesdi��erentielles commutent entre elles). Ceci permet de d�e�nir le foncteurK� F : Qi K(Ci) ! K(C) . Il se trouve alors que K� F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xn)est di��erent de K� F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xn)[1] . Pour pouvoir n�eanmoins a�r-mer que le foncteur K� F transforme les triangles distingu�es en trianglesdistingu�es, on est amen�e �a d�e�nir les isomorphismes :pi : K� F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xn) �! K� F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xn)[1](d�emonstration de (3.4.3)).Il se trouve alors que, pour i 6= j, on a des diagrammes anticommutatifs :K� F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xj[1]; . . .) wpjupi K� F (X1; . . . ; Xi[1]; . . . ; Xj; . . . )[1]u piK� F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xj[1]; . . .)[1] wpj K� F (X1; . . . ; Xi; . . . ; Xj; . . . )[2] :On a alors montr�e (1.5.2) comment prolonger de fa�con coh�erente ces isomor-phismes en isomorphismes p(�) d�e�nis pour tout � 2 Z[n] . Il intervientici un choix arbitraire. Il consiste �a choisir un cocycle dans une classe decohomologie qui elle est bien d�etermin�ee : la classe de Koszul (1.6.3). Pournous conformer aux r�egles commun�ement admises (par exemple [1]), nousavons choisi de prendre dans tous les cas le cocycle de Koszul (1.6.6).





Chapitre IICat�egories triangul�ees.1. D�e�nitions et premi�eres propri�et�es.1.1. D�e�nition des cat�egories triangul�ees.D�e�nition 1.1.1. Une cat�egorie triangul�ee D est une Z-cat�egorie additivestricte (chap. I, 1.5.11) munie d'un ensemble de triangles (chap. I, 3.2.1),appel�es triangles distingu�es , poss�edant les propri�et�es suivantes :TRI : Tout triangle de D isomorphe �a un triangle distingu�e est un triangledistingu�e. Pour tout objet X de D , le triangle X idX�! X ! 0 ! X [1] estdistingu�e. Tout morphisme u : X ! Y de D est contenu dans un triangledistingu�e X u! Y v! Z w! X [1] .TRII : Un triangle de D : X u! Y v! Z w! X [1] est distingu�e si etseulement si le triangle Y v! Z w! X [1] �u[1]�! Y [1] est distingu�e.TRIII : Pour tout couple de triangles distingu�es :X u�! Y v�! Z w�! X [1] ;X 0 u0�! Y 0 v0�! Z 0 w0�! X 0[1]et tout diagramme commutatif :X wuuf Yu gX 0 wu0 Y 0 ;



J.-L. Verdieril existe un morphisme h : Z ! Z0 tel que (f; g; h) soit un morphisme detriangle, i.e. tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :X wuuf Y wvug Z wwuh X [1]u f [1]X 0 wu0 Y 0 wv0 Z 0 ww0 X 0[1] :TRIV : Pour tout diagramme commutatif :X2[[[]u1X1



�u3 wu2 X3et tout triplet de triangles distingu�es :X1 u3�! X2 v3�! Z3 w3�! X1[1] ;X2 u1�! X3 v1�! Z1 w1�! X2[1] ;X1 u2�! X3 v2�! Z2 w2�! X1[1] ;il existe deux morphismes : m1 : Z3 �! Z2 ;m3 : Z2 �! Z1 ;tels que (idX1 ; u1; m1) et (u3; idX3 ; m3) soient des morphismes de triangles,et tels que le triangle :Z3 m1�! Z2 m3�! Z1 v3[1]w1���! Z3[1]soit distingu�e.Remarque 1.1.2. Soit (X; Y; Z; u; v;w) un triangle distingu�e. Il r�esulte deTRII que dans la suite illimit�ee :� � � �! X [n] (�1)nu[n]������! Y [n] (�1)nv[n]������! Z[n] (�1)nw[n]������! X [n+ 1] �! � � �trois morphismes cons�ecutifs forment un triangle distingu�e. Les automor-phismes de D : X 7�! X [n] sont appel�es automorphismes de translation.94



Cat�egories D�eriv�eesD�e�nition 1.1.3. Soient D et D0 deux cat�egories triangul�ees. Un foncteurexact de D dans D0 est un Z-foncteur (non n�ecessairement strict) (chap. I,1.2.4) (F; p) : D ! D0 tel que, pour tout triangle distingu�e :X u! Y v! Z w! X [1]de D , le triangle :FX Fu�! FY Fv�! FZ p(X)Fw����! (FX)[1]soit distingu�e (1.1.4.2).D�e�nition 1.1.4. Soient Di , 1 � i � n et D , n+1 cat�egories triangul�ees.Un foncteur multi-exact de Qi Di dans D est un Zn-foncteur tordu (chap. I,1.4.4) (F; p) :Qi Di ! D tel que, pour toute famille d'objets Xi appartenantrespectivement aux cat�egories Di , i 6= j , le Z-foncteur :X 7�! F (X1; . . . ; X; . . . ; Xn) : Dj ! Dsoit un foncteur exact.1.1.4.1. Dans la d�e�nition (1.1.4), la cat�egorie Qi Di est munie de saZn-structure canonique et le groupe Zn op�ere sur la cat�egorie D par l'in-term�ediaire de l'homomorphisme Zn ! Z , somme des coordonn�ees (chap. I,1.6.6).1.1.4.2. Conform�ement �a la r�egle des signes I (chap. I, 1.6.6), les foncteursmulti-exacts seront, sauf mention expresse du contraire, tordus par le cocyclede Koszul relatif �a la base canonique e1; . . . ; en de Zn (chap. I, 1.6.4). Ceciimplique en particulier que les foncteurs exacts de D dans D0 sont tordus parle cocycle trivial.D�e�nition 1.1.5. Soient D une cat�egorie triangul�ee et A une cat�egorie ab�e-lienne. Un foncteur H : D ! A est appel�e foncteur cohomologique si pourtout triangle distingu�e : X u! Y v! Z w! X [1]le diagramme : HX Hu�! HY Hv�! HZ Hw�! H�X [1]�est une suite exacte de A . 95



J.-L. VerdierOn montrera (1.2.7) que les foncteurs cohomologiques sont additifs etque les foncteurs multi-exacts sont multi-additifs.Soit H : D ! A un foncteur cohomologique. On utilise le plus souventla notation H0(X) = H(X) , Hn(X) = H�X [n]� . En utilisant l'axiomeTRII, on voit qu'un foncteur cohomologique associe �a tout triangle distingu�eX u! Y v! Z w! X [1] une suite exacte longue :(1:1:5:1)� � � ! H�1(Z) H�1(�w)�����! H0(X) H0(u)���! H0(Y ) H0(v)���! H0(Z) H0(w)���! � � �1.1.6. Soit D une cat�egorie triangul�ee. On emploie le plus souvent la ter-minologie suivante : un triangle X u! Y v! Z w! X [1] de D est dit anti-distingu�e si le triangle X u! Y v! Z �w�! X [1] est distingu�e. Un Z-foncteurd'une cat�egorie triangul�ee D0 dans D est dit antiexact s'il transforme les tri-angles distingu�es de D0 en triangles antidistingu�es de D. Le plus souvent,pour d�esigner un foncteur exact de D0 dans D, on omet de faire �gurer dansla notation les isomorphismes de commutation aux translations.1.1.7. Soient C une Z-cat�egorie stricte (chap. I, 1.2.2) et :X 7�! X [n] ; n 2 Z ;les foncteurs de translation de C. Soit C� la Z-cat�egorie oppos�ee (chap. I,1.3.9). Pour tout morphisme u de C, notons ((u)) le morphisme correspondantde C�. Cette notation est abusive car l'ensemble des objets et l'ensembledes morphismes de C� sont �egaux respectivement �a l'ensemble des objets etl'ensemble des morphismes de C. D�esignons par :X 7�! X�[n]� ; n 2 Z ;les foncteurs de translations de C�. Rappelons qu'on a, pour tout objet X deC et tout entier n 2 Z (chap. I, 1.3.9) :X [�n] = X�[n]� :On appelle cat�egorie triangul�ee oppos�ee �a une cat�egorie triangul�ee Dla Z-cat�egorie stricte D� oppos�ee �a la cat�egorie D (chap. I, 1.3.9) munie del'ensemble de triangles distingu�es suivant. Un triangle de D� :X�[�1]� ((w))�! Z ((v))�! Y ((u))�! Xest distingu�e si et seulement si le triangle correspondant de la cat�egorie D :X u�! Y v�! Z w�! X [1] ;est antidistingu�e. On d�emontre ais�ement que la famille de triangles de D�ainsi d�e�nie v�eri�e les axiomes des cat�egories triangul�ees.96



Cat�egories D�eriv�ees1.2. Premi�eres propri�et�es des cat�egories triangul�ees.Proposition 1.2.1. Soit D une cat�egorie triangul�ee. Pour tout objet X de D ,les foncteurs HomD(X; : ) et HomD( : ; X) sont des foncteurs cohomologiques�a valeurs dans la cat�egorie des groupes ab�eliens.Il su�t tout d'abord de montrer que le foncteur HomD(X; : ) est unfoncteur cohomologique. L'autre assertion s'obtiendra alors en passant �a lacat�egorie oppos�ee D� (1.1.7). Soit donc X 0 u0�! Y 0 v0�! Z 0 w0�! X 0[1] untriangle distingu�e. Il su�t de montrer que dans le diagramme :(1:2:1:1)HomD(X;X0)HomD(X;u0)�������!HomD(X;Y 0)HomD(X;v0)�������!HomD(X;Z0)HomD(X;w0)�������!HomD(X;X0[1])on a : HomD(X; v0) HomD(X; u0) = 0 et que ce diagramme est exact enHomD(X; Y 0) . En e�et, l'axiome TRII permettra alors d'obtenir le mêmer�esultat en HomD(X;Z0) . Soit donc f : X ! X 0. D'apr�es TRI, le triangleX idX�! X ! 0 ! X [1] est distingu�e et d'apr�es TRII et TRIII, il existe unmorphisme g : X ! Y 0 tel que le diagramme ci-apr�es soit commutatif :(1:2:1:2) X widXuf X wug 0 wu X [1]u f [1]X 0 wu0 Y 0 wv0 Z 0 ww0 X 0[1] :On en d�eduit que u0f = g et que v0u0f = v0g = 0 , ce qui d�emontre queHomD(X; v0) HomD(X; u0) = 0 . Soit maintenant g : X ! Y 0 un morphismetel que v0g = 0 . D'apr�es TRII et TRIII, il existe un morphisme f : X ! X 0tel que le diagramme (1.2.1.2) soit commutatif. On en d�eduit que g = u0f etque par cons�equent la suite (1.2.1.1) est exacte en HomD(X; Y 0) .Corollaire 1.2.2. Dans un triangle distingu�e X 0 u0! Y 0 v0! Z 0 w0! X 0[1] , lecompos�e de deux morphismes cons�ecutifs est nul.En vertu de TRII, il su�t de montrer que v0u0 = 0 . Pour cela, il su�tde prendre X = X 0 dans la suite exacte (1.2.1.1) et de consid�erer les imagessuccessives de idX0 2 HomD(X 0; X 0) .Corollaire 1.2.3. Soient (X; Y; Z; u; v;w) et (X 0; Y 0; Z 0; u0; v0; w0) deux tri-angles distingu�es de D et (f1; f2; f3) un morphisme de triangles. Si deux desfi , 1 � i � 3 , sont des isomorphismes, le troisi�eme l'est aussi.97



J.-L. VerdierSupposons, pour �xer les id�ees, que f1 : X ! X 0 et f2 : Y ! Y 0 soientdes isomorphismes. Pour tout objetW de D, on a un diagramme commutatif :� � � w HomD(W;X) wu HomD (W;f1) HomD(W;Y ) wu HomD(W;f2)HomD(W;Z) wu HomD(W;f3)HomD(W;X [1]) wu HomD(W;f1 [1])� � �� � � w HomD(W;X 0) w HomD(W;Y 0) w HomD(W;Z 0) w HomD(W;X 0[1]) w � � � ;o�u les lignes sont exactes. On en d�eduit, par le lemme des cinq, que HomD(W; f3)est un isomorphisme pour tout W , et par suite que f3 est un isomorphisme.Les deux autres assertions du corollaire se d�eduisent de celle-ci en utilisantl'axiome TRII.Corollaire 1.2.4. Soient X u! Y v! Z w! X [1] et X u! Y v0�! Z 0 w0�! X [1]deux triangles distingu�es. Il existe un isomorphisme f : Z �! Z0 tel que lediagramme ci-apr�es soit commutatif :(1:2:4:1) Zuo f



�wX wu Y AAAACv



�v0 X [1]Z0AAAACw0 :En e�et, d'apr�es l'axiome TRIII, il existe un morphisme f : Z ! Z 0 telque le diagramme (1.2.4.1) soit commutatif. D'apr�es (1.2.3), ce morphismeest un isomorphisme.Le corollaire (1.2.4) montre donc que les triangles distingu�es contenantun morphisme donn�e sont essentiellement uniques : ils sont d�etermin�es �aisomorphisme pr�es. Mais il convient de noter que cet isomorphisme n'est pasunique. Nous pr�eciserons ce point en (1.2.12).Corollaire 1.2.5. La somme directe de deux triangles distingu�es est un tri-angle distingu�e.Soient : X u�! Y v�! Z w�! X [1] ;X 0 u0�! Y 0 v0�! Z 0 w0�! X 0[1]98



Cat�egories D�eriv�eesdeux triangles distingu�es et soit de plus :X �X 0 u�u0���! Y � Y 0 m�! L n�! (X �X 0)[1]un triangle distingu�e contenant le morphisme u�u0 (TRI). Les diagrammes :X wuu� idX0 � Yu � idY0 �X �X 0 wu� u0 Y � Y 0 ;X 0 wu0u� 0idX0 � Y 0u � 0idY 0 �X �X 0 wu� u0 Y � Y 0sont commutatifs et, par suite, s'ins�erent en vertu de (TRIII) dans des dia-grammes commutatifs :X wuu � idX0 � Y wvu � idY0 � Z wwu f X [1]u � idX[1]0 �X �X 0 wu� u0 Y � Y 0 wm L wn (X �X 0)[1] ;X 0 wu0u � 0idX0 � Y 0 wv0u � 0idY 0 � Z 0 ww0u f 0 X 0[1]u � 0idX0[1] �X �X 0 wu� u0 Y � Y 0 wm L wn (X �X 0)[1] :99



J.-L. VerdierOn en d�eduit que le diagramme ci-apr�es est commutatif :X �X 0 wu� u0u id Y � Y 0 wv � v0u id Z � Z 0 ww� w0u (f; f 0) (X �X 0)[1]u idX �X 0 wu� u0 Y � Y 0 wm L wn (X �X 0)[1] :Pour d�emontrer le corollaire, il su�t de montrer que le morphisme :(f; f 0) : Z � Z 0 �! Lest un isomorphisme. Il su�t donc de montrer que, pour tout objet M , lemorphisme : HomD�M; (f; f 0)�est un isomorphisme de groupes abeliens; ceci r�esulte imm�ediatement de(1.2.1) et du lemme des cinq.Corollaire 1.2.6. Soit X u! Y v! Z w! X [1] un triangle distingu�e de D telque w = 0 . Il existe alors une section s : Z ! Y du morphisme v. Toutesection s : Z ! Y d�e�nit un isomorphisme :X � Z (u;s)���!� Y :R�eciproquement, tout triangle du type :(1:2:6:1) X � id0 �����! X � Z �0 ; id�������! Z 0�! X [1]est distingu�e.La troisi�eme assertion r�esulte imm�ediatement de TRI, de TRII et de(1.2.5). D�emontrons la premi�ere assertion. Il r�esulte de (1.2.1) que, pour toutW , la suite :(1:2:6:2) 0! HomD(W;X)! HomD(W;Y )! HomD(W;Z)! 0100



Cat�egories D�eriv�eesest exacte. En prenant W = Z , on voit que l'application identiqueidZ 2 HomD(Z; Z) provient d'une application s : Z ! Y , d'o�u l'existencede la section. Cette section permet de construire un diagramme commutatif :X w� id0 �uid X � Z w�0; id�u(u; s) Zu idX wu Y wv Z :En appliquant le foncteur HomD(W; : ) , l'exactitude de la suite (1.2.6.2) etle lemme des cinq entrâ�nent que le morphisme :HomD�W; (u; s)� : HomD(W;X � Z)! HomD(W;Y )est un isomorphisme. Par suite, le morphisme (u; s) est un isomorphisme.Remarque 1.2.7. Le corollaire (1.2.6) permet de montrer que tout foncteurexact D0 F! D est additif. Tout d'abord, le triangle 0 ! 0 ! 0 ! 0 estdistingu�e dans D0 ; par suite, le triangle :F (0) idF(0)���! F (0) idF (0)���! F (0)! F (0)[1]est distingu�e dans D. On d�eduit alors de (1.2.2) que F (0) = 0. En appliquantle foncteur F �a des triangles distingu�es du type (1.2.6.1) et en appliquant(1.2.6), on en d�eduit que F est additif. Un raisonnement analogue montreque tout foncteur cohomologique est additif.D�e�nition 1.2.8. Une d�ecomposition d'un morphisme f : X ! Y d'unecat�egorie additive est un diagramme commutatif :X wfuo Yu oZ �W w� 0 idW0 0 � W � Z0 :Un morphisme est dit d�ecomposable s'il admet une d�ecomposition. Un scin-dage d'un morphisme f : X ! Y est un morphisme g : Y ! X tel que101



J.-L. Verdierfgf = f et gfg = g . Un morphisme est dit scindable s'il poss�ede un scin-dage. Les morphismes d�ecomposables sont scindables. La r�eciproque n'est pasn�ecessairement vraie (exemple : cat�egorie des modules libres sur un anneaude Dedekind non principal). Une cat�egorie additive est dite d�ecomposable sitous les morphismes de cette cat�egorie sont d�ecomposables. Une cat�egoried�ecomposable est ab�elienne.Soit X f! Y un morphisme d'une cat�egorie triangul�ee D et soit :X wfuo Yu oZ �W w� 0 idW0 0 � W � Z 0une d�ecomposition de f . Tout triangle distingu�e contenant f est isomorpheau triangle :Z�W � 0 idW0 0 �������! W �Z 0 � 0 idZ00 0 �������! Z 0�Z[1] � 0 idZ[1]0 0 ��������! Z[1]�W [1] :Ceci r�esulte imm�ediatement de (1.2.4), de (1.2.5) et des axiomes TRI et TRII.Proposition 1.2.9. Soient D une cat�egorie triangul�ee et f : X ! Y unmorphisme de D . Consid�erons les propri�et�es suivantes du morphisme f :i) Le morphisme f admet un noyau.ii) Le morphisme f admet un conoyau.iii) Le morphisme f est d�ecomposable.iv) Le morphisme f est scindable.On a alors les implications :i)() ii) () iii) =) iv) :Lorsque les produits d�enombrables ou bien lorsque les sommes d�enombrablessont repr�esentables dans D , les propri�et�es i), ii), iii) et iv) sont �equivalentes.Tout d'abord, on a �evidemment les implications iii) =) i) , iii) =) ii) ,iii) =) iv) . L'implication i) =) iii) est �equivalente �a l'implication102



Cat�egories D�eriv�eesii) =) iii) pour la cat�egorie oppos�ee �a D . L'implication i) =) iii) pourtoute cat�egorie triangul�ee est donc �equivalente �a l'implication ii) =) iii)pour toute cat�egorie triangul�ee. Pour d�emontrer les implications :i)() ii)() iii) =) iv) ;il su�t donc de d�emontrer l'implication i) =) iii) .1.2.10. D�emonstration de la proposition 1.2.9. (suite). D�emontronsd'abord qu'un monomorphisme est d�ecomposable. Soient f : X ! Y unmonomorphisme et X f! Y v! Z w! X [1] un triangle distingu�e contenant f(TRI). Le morphisme f �etant un monomorphisme, il en est de même de f [1] .Il r�esulte alors de TRII et de (1.2.2) que w = 0 . Il r�esulte alors de (1.2.6) quele morphisme f est d�ecomposable. D�emontrons maintenant que i) =) iii)dans le cas g�en�eral. Supposons que le morphisme f : X ! Y admette unnoyau Ker(f)! X . Le morphisme Ker(f)! X est un monomorphisme, doncil est d�ecomposable. Le morphisme f est donc isomorphe �a un morphisme dutype : Ker(f)�X 0 �0;g����! Y ;dont le noyau est Ker(f) � id0 ����! Ker(f) � X 0 . On en d�eduit imm�ediatementque le morphisme g est un monomorphisme; par suite, il est d�ecomposable.Le morphisme f : X ! Y est donc isomorphe �a un morphisme du type :Ker(f)�X 0 �0 id0 0 ������! X 0 � Y 0 :Il est donc d�ecomposable.1.2.11. D�emonstration de la proposition 1.2.9. (�n)1. Il reste �a d�emon-trer l'implication iv) =) iii) sous les hypoth�eses suppl�ementaires. Remar-quons tout d'abord que les sommes directes d�enombrables sont repr�esentablesdans D si et seulement si les produits directs d�enombrables sont repr�esen-tables dans D�. De plus, l'implication iv) =) iii) pour la cat�egorie D est�equivalente �a l'implication iv) =) iii) pour la cat�egorie oppos�ee �a D. Il su�tdonc de d�emontrer l'implication iv) =) iii) lorsque les produits d�enom-brables sont repr�esentables dans D, i.e. compte tenu de ce qui pr�ec�ede, de1Nous utilisons ici un argument dû �a Freyd.103



J.-L. Verdierd�emontrer l'implication iv) =) i). Soit donc f : X ! Y un morphisme munid'un scindage g : Y ! X . Le foncteur noyau du morphisme f : X ! Y estalors �egal au foncteur noyau du morphisme gf : X ! X qui est un projec-teur de X (i.e. gfgf = gf ). On est donc ramen�e �a d�emontrer que, dansune cat�egorie triangul�ee, o�u les produits d�enombrables sont repr�esentables,les projecteurs admettent des noyaux. Soit donc e : X ! X un projecteur deX . Posons Xi = X , i 2 N, soient :� : Yi2NXi ! Yi2NXi ;le morphisme d�e�ni par :(1:2:11:1) �(x0; x1; x2; . . . ) = �ex0 + (1� e)x1; ex1 + (1� e)x2; . . .� :La formule (1.2.11.1) d�e�nit un morphisme en interpr�etant les symbolesx0; x1; . . . comme des morphismes d'un objet quelconque de D dans les Xi .De même, soit : 	 : Yi2NXi ! Yi2NXi ;le morphisme d�e�ni par :(1:2:11:2) 	(x0; x1; x2; . . . ) = �x0; (1� e)x0 + ex1; (1� e)x1 + ex2; . . .� :Il est clair que �	 = id et, par suite, le morphisme � est un �epimorphisme.Il admet donc, d'apr�es les implications d�ej�a d�emontr�ees, un noyau repr�esen-table. D'autre part, le foncteur noyau de � est canoniquement isomorphe aufoncteur noyau de e : X ! X . Ce foncteur est donc repr�esentable et, parsuite, le projecteur e admet un noyau. Ceci ach�eve la d�emonstration de laproposition (1.2.9).1.2.12. Le corollaire (1.2.4) montre que les triangles distingu�es contenantun morphisme donn�e sont uniques �a isomorphisme non unique pr�es. De plus,l'axiome TRIII impose que tout morphisme de morphismes se prolonge en unmorphisme de triangles. On peut donc se demander s'il est possible de d�e�nirla structure triangul�ee en associant fonctoriellement �a tout morphisme de lacat�egorie un triangle distingu�e. Nous allons montrer que dans l'a�rmative lacat�egorie est, sous certaines hypoth�eses suppl�ementaires, d�ecomposable.Proposition 1.2.13. Soient D une cat�egorie triangul�ee et Tr un foncteurde F`1(D) (chap. I, 3.3.6), cat�egorie des morphismes de D, dans la cat�egoriedes triangles distingu�es (sous-cat�egorie pleine de la cat�egorie des triangles deD d�e�nie par les triangles distingu�es) :Tr(X f�! Y ) = X f�! Y a(f)���! �(f) b(f)���! X [1] :104



Cat�egories D�eriv�eesSi les produits d�enombrables ou les sommes directes d�enombrables sont re-pr�esentables dans D , la cat�egorie D est d�ecomposable.En e�et, soit v : W ! X un morphisme tel que fv = 0 . On a alors unmorphisme de morphismes : X wf YWuv w 0u :D'o�u, en appliquant le foncteur Tr , un diagramme commutatif :(1:2:13:1) X wf Y wa(f) �(f) wb(f) X [1]Wuv w 0u w �(W ! 0) wb(W ! 0)uTr(v; 0) W [1]u v[1] :Remarquons tout d'abord que la ligne du bas du diagramme (1.2.13.1) est untriangle distingu�e. Par suite, le morphisme b (W ! 0) est un isomorphisme(1.2.1). Posons alors :�(v) = Tr (v; 0)[�1] b (W ! 0)�1[�1] ;de sorte que le diagramme :�(f)[�1] wb(f)[�1] X wf YW�������� �(v) u v�����0soit commutatif. On v�eri�e aussitôt qu'on a ainsi d�e�ni une section :� : Ker (f) �! �(f)[�1]du morphisme canonique �(f)[�1] ! Ker(f) du foncteur repr�esent�e par�(f)[�1] dans le foncteur noyau du morphisme f . Le foncteur noyau de fest donc isomorphe au foncteur noyau d'un projecteur de �(f)[�1] . Il estdonc repr�esentable (1.2.9). On en d�eduit par (1.2.9) que le morphisme f estd�ecomposable, ce qui ach�eve la d�emonstration.105



J.-L. VerdierRemarque 1.2.14. Les propri�et�es �etudi�ees au num�ero 1.2 n'ont fait �a aucunmoment intervenir l'axiome TRIV. Elles sont donc valables pour toutes lesZ-cat�egories additives strictes munies d'un ensemble de triangles v�eri�ant lesaxiomes TRI , TRII et TRIII .1.3. Exemples de cat�egories triangul�ees.1.3.1. Soient C une cat�egorie additive, K(C) la cat�egorie des complexes de C �ahomotopie pr�es (chap. I, 2.5.7). La cat�egorie K(C) est une Z-cat�egorie strictemunie d'une famille de triangles, les triangles distingu�es (chap. I, 3.3.1), quiposs�ede les propri�et�es TRI, TRII et TRIII (chap. I, 3.3).Proposition 1.3.2. La cat�egorie K(C), munie de la famille des trianglesdistingu�es, est une cat�egorie triangul�ee.Il reste �a d�emontrer que la famille des triangles distingu�es de K(C) pos-s�ede la propri�et�e TRIV. Soient donc :X2����u1X1 wu2''')u3 X3un diagrammme commutatif et :X1 u3�! X2 v3�! Z3 w3�! X1[1] ;X2 u1�! X3 v1�! Z1 w1�! X2[1] ;X1 u2�! X3 v2�! Z2 w2�! X1[1]trois triangles distingu�es. D'apr�es (chap. I, 3.3.5), il existe trois trianglesdistingu�es :(X1; X2; Z 03; u3; v03; w03) ; (X2; X3; Z 01; u1; v01; w01) ; (X1; X3; Z 02; u2; v02; w02)et deux morphismes :m01 : Z 03 �! Z 02 ; m03 : Z 02 �! Z 01 ;106



Cat�egories D�eriv�eestels que (idX1 ; u1; m01) et (u3; idX3 ; m03) soient des morphismes de triangles ettels que le triangle : Z 03 m01�! Z 02 m03�! Z 01 v03[1]w01���! Z 03[1]soit distingu�e. De plus ((1.2.4) et (1.2.14)), il existe des isomorphismesij : Z0j ! Zj , 1 � j � 3 , tels que (id; id; ij) soient des isomorphismes detriangles. Il su�t alors de poser :m1 = i2m01i�13 : Z3 �! Z2 ; m3 = i1m03i�12 : Z2 �! Z1 :Les morphismes m1 et m3 poss�edent les propri�et�es demand�ees par l'axiomeTRIV.1.3.3. Soit C une cat�egorie additive. �A tout objet X de C , on associe lecomplexe de C dont tous les composants sont nuls sauf le composant dedegr�e z�ero qui est �egal �a X . On d�e�nit ainsi un foncteur de C dans comp(C) ,et en composant avec le foncteur canonique comp(C) ! K(C) , un foncteurde C dans K(C) .Ces foncteurs sont pleinement �d�eles et injectifs sur les ensembles d'ob-jets, et r�ealisent donc C comme sous-cat�egorie pleine de comp(C) et K(C) . Parla suite, la cat�egorie C sera toujours consid�er�ee comme sous-cat�egorie pleinede comp(C) et K(C) par l'interm�ediaire de ces foncteurs.1.3.4. Soit C une cat�egorie ab�elienne. Pour tout complexe X de C , on d�esignepar H0(X) l'objet de C :(1:3:4:1) H0(X) = Ker(d 0X)=Im(d�1X ) :Pour tout morphisme de complexes X f! Y , on d�esigne par :H0(f) : H0(X) �! H0(Y )le morphisme induit par f . On d�e�nit ainsi un foncteur :H0 : comp(C) �! Cqu'on appelle le z�ero-i�eme objet de cohomologie. Ce foncteur transforme lesmorphismes homotopes en morphismes �egaux et, par suite, fournit un fonc-teur encore not�e : H0 : K(C)! C :107



J.-L. VerdierProposition 1.3.5. Soit C une cat�egorie ab�elienne. Le foncteur :H0 : K(C) �! Cest un foncteur cohomologique.En e�et, d'apr�es (chap. I, 3.3.1), il su�t de montrer que, pour tout objetX f! Y de tr1(C) (chap. I, 3.1.1), la suite :H0(X) H0(f)���! H0(Y ) H0(p(f))�����! H0�c(f)� H0(q(f))�����! H0�X [1]�est exacte. En utilisant la propri�et�e TRII (1.1.1), on voit qu'il su�t de mon-trer que la suite :H0(Y ) H0(p(f))�����! H0�c(f)� H0(q(f))�����! H0�X [1]�est exacte, ce qui r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions (chap. I, 3.1.2 et3.2.2).Le foncteur H0 : K(C) ! C est appel�e le foncteur cohomologique cano-nique. On pose Hn(X) = H0�X [n]� conform�ement �a l'usage.Proposition 1.3.6. Soit C une cat�egorie ab�elienne. Les conditions suivantessont �equivalentes :i) La cat�egorie K(C) est ab�elienne.ii) La cat�egorie K(C) est d�ecomposable (1.2.8).iii) La cat�egorie C est d�ecomposable.L'�equivalence i)() ii) r�esulte de (1.2.9). L'implication ii) =) iii) est�evidente car C est une sous-cat�egorie pleine de K(C) . Pour tout complexe Xde C , d�esignons par H�(X) le complexe :H�(X)l = Hl(X) ; l 2 Z ;d lH�(X) = 0 ; l 2 Z :On v�eri�e que le foncteur H� : K(C)! K(C) est une �equivalence de cat�egorieslorsque C est d�ecomposable. On en d�eduit l'implication iii) =) ii).108



Cat�egories D�eriv�ees1.3.7. Soit F : Qi2[n] Ci ! C un foncteur multi-additif. Supposons que les pro-duits d�enombrables soient repr�esentables dans C . Il r�esulte imm�ediatementde (chap. I, 3.4.3 et 3.4.4) que la �-extension du foncteur F aux complexes�a homotopie pr�es : K�F : Yi2[n]K(Ci)! K(C)est un foncteur multi-exact. Ce foncteur est un Zn-foncteur tordu par le co-cycle de Koszul conform�ement �a la r�egle des signes (chap. I, 1.6.6). R�esultatsanalogues pour le foncteur K�F .1.3.8. Soit C une cat�egorie additive et � : K(C)� ! K(C�) l'isomorphismecanonique � = �1 (chap. I, 2.5.13). Munissons la cat�egorie K(C)� de la struc-ture triangul�ee d�ecrite en (1.1.7). Il r�esulte de (chap. I, 3.4.1) que � est unfoncteur exact entre cat�egories triangul�ees. Par suite, � est un isomorphismede cat�egories triangul�ees. Nous identi�erons dor�enavant, sauf mention du con-traire, les cat�egories triangul�ees K(C)� et K(C�) �a l'aide de l'isomorphisme � .
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2. Localisation dans les cat�egories triangul�ees.2.1. Syst�emes multiplicatifs de morphismes [16].2.1.1. Soit C une cat�egorie (non n�ecessairement additive). Un ensemble Sde morphismes de C est appel�e un syst�eme multiplicatif si il poss�ede lespropri�et�es suivantes :SM1) Le compos�e de deux morphismes composables de S est un �el�ementde S . Pour tout objet X de C, le morphisme identique de X est un �el�ementde S .SM2) Tout diagramme : u s 2 Swfpeut se compl�eter en un diagramme commutatif :wgut 2 S u s 2 Swf :Tout diagramme : wgut 2 Speut se compl�eter en un diagramme commutatif :wgut 2 S u s 2 Swf :SM3) Pour tout couple de morphismes f; g : X ww Y , les propri�et�essuivantes sont �equivalentes :



J.-L. Verdieri) Il existe un morphisme s de S, de source Y , tel que sf = sg .ii) Il existe un morphisme t de S, de but X , tel que ft = gt .Un syst�eme multiplicatif est dit satur�e s'il poss�ede la propri�et�e suivante :SM4) Si f; g et h sont trois morphismes composables et si les morphismesfg et gh appartiennent �a S, alors le morphisme g appartient �a S .2.1.2. Soit D une cat�egorie triangul�ee. Un syst�eme multiplicatif S de D estdit compatible avec la triangulation s'il poss�ede les propri�et�es suivantes :SM5) Pour tout �el�ement s de S et tout entier n 2 Z , le morphismes[n] appartient �a S . Autrement dit, S est stable par les automorphismes detranslation.SM6) Pour tout couple de triangles distingu�es :(X; Y; Z; u; v;w) ; (X 0; Y 0; Z 0; u0; v0; w0)et tout diagramme commutatif :X wuus Yu s0X 0 wu0 Y 0 ;o�u s et s0 sont des �el�ements de S, il existe un morphisme appartenant �a S :s00 : Z ! Z 0 tel que (s; s0; s00) soit un morphisme de triangles.Remarque 2.1.3. 1) Soient D une cat�egorie triangul�ee, S un syst�eme mul-tiplicatif de D compatible avec la triangulation et D� la cat�egorie triangul�eeoppos�ee �a D . L'ensemble S de morphismes de D� est un syst�eme multiplicatifde D� compatible avec la triangulation de D� (1.1.7).2) Soient D une cat�egorie triangul�ee et S un ensemble de morphismes deD poss�edant les propri�et�es SM1), SM5) et SM6). Alors l'ensemble S poss�edeaussi la propri�et�e SM2). En e�et, il su�t de montrer que tout diagramme :X 0u s 2 SZ wf X112



Cat�egories D�eriv�eesse compl�ete en un diagramme commutatif :Z0 wgut 2 S t X 0u sZ wf X ;car alors la deuxi�eme assertion de SM2) s'obtiendra en passant �a la cat�e-gorie oppos�ee. Par TRI) et TRII), on sait qu'il existe un triangle distingu�e(X; Y; Z[1]; u; v; f [1]) et, par TRI), on sait qu'il existe un triangle distingu�e(X 0; Y; Z 0; us; v0; w0). On a alors un diagramme commutatif :X 0 wusus Yu idYX wu Y :Le morphisme idY appartient �a S (SM1) et, par SM6), on obtient un mor-phisme s0 : Z 0 ! Z[1] appartenant �a S tel que (s; idY ; s0) soit un morphismede triangles. En particulier, le diagramme ci-apr�es est commutatif :Z 0 ww0us0 X 0[1]u s[1]Z[1] wf [1] X [1] ;d'o�u, en utilisant SM5), la premi�ere assertion de SM2).2.1.4. Les syst�emes multiplicatifs des cat�egories triangul�ees seront, sauf men-tion expresse du contraire, compatibles avec la triangulation. Ils seront doncappel�es simplement et par abus de langage, syst�emes multiplicatifs.2.1.5. Soit D une cat�egorie triangul�ee. Une sous-cat�egorie triangul�ee pleinede D est une sous-cat�egorie pleine de D stable par translations, munie d'unestructure triangul�ee telle que le foncteur d'inclusion soit un foncteur exact(pour la commutation stricte aux translations). Une sous-cat�egorie triangul�eepleine de D est une sous-cat�egorie additive de D (1.2.7). Une sous-cat�egorie113



J.-L. Verdierpleine de D admet au plus une structure triangul�ee compatible avec le fonc-teur d'inclusion. Soit D0 une sous-cat�egorie pleine de D stable par transla-tions. Pour que D0 admette une structure triangul�ee faisant de D0 une sous-cat�egorie triangul�ee pleine de D, il faut et il su�t que pour tout couple X , Yd'objets de D0 et tout morphisme f : X ! Y , il existe un triangle distingu�ede D : (X; Y; Z; f; g; h) , o�u Z est un objet de D0.2.1.6. Soit D une cat�egorie triangul�ee. Une sous-cat�egorie triangul�ee pleineD0 de D est dite satur�ee si elle poss�ede la propri�et�e suivante :(2:1:6:1) Tout facteur direct dans D d'un objet de D0est isomorphe �a un objet de D0.(Un facteur direct d'un objet Y est un objet X tel qu'il existe un objet Z etun isomorphisme X � Z �! Y ).2.1.7. Soit D0 une sous-cat�egorie triangul�ee pleine d'une cat�egorie triangul�eeD. D�esignons par S(D0) l'ensemble de morphismes de D d�e�ni de la mani�eresuivante :(2:1:7:1)Un morphisme f : X ! Y appartient �a S(D0) si et seulement s'il existeun triangle distingu�e de D : (X; Y; Z; f; g; h) , o�u Z est un objet de D0.Proposition 2.1.8. L'ensemble S(D0) (2.1.7.1) est un syst�eme multiplicatif(2.1.4) de D. Il est satur�e si et seulement si la sous-cat�egorie D0 est satur�ee.Pour prouver la premi�ere assertion, il su�t en vertu de (2.1.3), de mon-trer que l'ensemble S(D0) poss�ede les propri�et�es SM1), SM3), SM5) et SM6).Nous allons montrer successivement que l'ensemble S(D0) poss�ede ces pro-pri�et�es, et nous d�emontrerons ensuite la derni�ere assertion.2.1.9. L'ensemble S(D0) poss�ede la propri�et�e SM1). Tout d'abord, il est clairque pour tout objet X de D, le morphisme idX est un �el�ement de S(D0) . Cecir�esulte imm�ediatement de TRI) et du fait que les objets nuls de D0 sont desobjets nuls de D. Le fait que l'ensemble S(D0) est stable par compositionr�esulte imm�ediatement de l'axiome TRIV) et de (1.2.4). Nous laissons aulecteur le soin de faire les v�eri�cations.2.1.10. L'ensemble S(D0) poss�ede la propri�et�e SM3). Il su�t tout d'abordde montrer que lorsqu'on a un diagramme X s! Y f! Z , avec s 2 S(D0) ,fs = 0 , il existe un diagramme Y f! Z t! W , avec t 2 S(D0) , tf = 0 . Caralors, en passant aux cat�egories oppos�ees, on obtiendra la r�eciproque et, par114



Cat�egories D�eriv�eessuite, SM3). Par hypoth�ese, il existe un triangle distingu�e (X; Y;N; s; h; u) ,o�u N est un objet de D0. Comme on a fs = 0 , il r�esulte de (1.2.1) qu'ilexiste un morphisme g : N ! Z tel que f = gh . Soit alors (N;Z;W; g; t; v)un triangle distingu�e contenant g (TRI). On a alors tg = 0 (1.2.2) et, parsuite, tf = tgh = 0 . Tout revient donc �a montrer que t est un �el�ement deS(D0) , ce qui r�esulte imm�ediatement de TRII).2.1.11. L'ensemble S(D0) poss�ede la propri�et�e SM5). R�esulte imm�ediate-ment de TRII) et du fait que la sous-cat�egorie D0 est stable par translation.2.1.12. L'ensemble S(D0) poss�ede la propri�et�e SM6). Soient (X; Y; Z; u; v;w)et (X 0; Y 0; Z 0; u0; v0; w0) deux triangles distingu�es de D et :X wuus Yu s0X 0 wu0 Y 0un diagramme commutatif, o�u s et s0 appartiennent �a S(D0). Il s'agit de trou-ver un morphisme s00 : Z ! Z 0 de S(D0) tel que (s; s0; s00) soit un morphismede triangles. On peut tout d'abord supposer qu'on est dans l'un des deux cassuivants :a) On a X = X 0 et s = idX .b) On a Y = Y 0 et s0 = idY .En e�et, tout morphisme de morphismes se factorise :X wuuidX Yu s0X ws0uus Y 0u idY 0X 0 wu0 Y 0 ;et on obtiendra le morphisme s00 en composant (on a d�ej�a montr�e que l'en-semble S(D0) est stable par composition). Ensuite, le cas b) se d�eduit du casa) en passant aux cat�egories oppos�ees. Il su�t donc de traiter le cas a), quiest alors une cons�equence imm�ediate de TRIV).115



J.-L. Verdier2.1.13. Si la cat�egorie D0 est satur�ee, l'ensemble S(D0) est satur�e. Soientf , g , h trois morphismes composables tels que fg et gh soient des �el�ementsde S(D0) . Utilisant l'axiome TRIV, on peut construire un diagramme :N1hhhj N2hhhjYQNNNQ NNNP X*'''*u xs NNNP Z*'''*u xtwh wghhhk wfhhhk ���� ;o�u N1 et N2 sont des objets de D0, o�u les cinq triangles hachur�es sont destriangles distingu�es et o�u les deux triangles non hachur�es sont commutatifs.On en d�eduit que s[1]t = 0 (1.2.2). De plus, en vertu de SM1) et SM5), lemorphisme s[1]t est un �el�ement de S(D0) . Il existe donc un triangle distin-gu�e du type (Z; Y [2]; N; 0; u; v), o�u N est un objet de D0 . On en d�eduit, enutilisant (1.2.6) et TRII, que Y est facteur direct d'un objet de D0. Par suite,Y est isomorphe �a un objet de D0. On en d�eduit, en utilisant (1.2.4), le faitque D0 soit une sous-cat�egorie triangul�ee de D et le triangle distingu�e :N144446Yhhhhj Xu xsque X est isomorphe �a un objet de D0 . Par suite, le morphisme g est un�el�ement de S(D0) .2.1.14. Si l'ensemble S(D0) est satur�e, la sous-cat�egorie D0 est satur�ee. SoitX un facteur direct d'un objet de D0. En utilisant (1.2.6) et TRII, on voitqu'il existe un triangle distingu�e (X; Y;N; 0; u; v), o�u N est un objet de D0.Par suite, le morphisme nul X ! Y est un morphisme de S(D0) . Appliquonsalors la propri�et�e SM4) aux trois morphismes 0! X ! 0! Y . On en d�eduitque le morphisme X ! 0 est un �el�ement de S(D0). Il existe donc un triangledistingu�e (X; 0; N; 0; 0; i), o�u N est un objet de D0. Par suite, le morphismeN i! X [1] est un isomorphisme. On en d�eduit que X est isomorphe �a N [�1] ,qui est un objet de D0. Ceci ach�eve la preuve de la proposition (2.1.8).116



Cat�egories D�eriv�ees2.1.15. Soit D0 une sous-cat�egorie triangul�ee pleine d'une cat�egorie triangu-l�eeD. Le syst�ememultiplicatif S(D0) (2.1.7) est appel�e le syst�eme multiplicatifassoci�e �a la sous-cat�egorie D0.Proposition 2.1.16. Soit F : D1 ! D2 un foncteur exact entre deux cat�ego-ries triangul�ees (1.1.3). Soit S(F ) l'ensemble des morphismes de D1 qui sonttransform�es par F en isomorphismes de D2 . Soit D0(F ) la sous-cat�egoriepleine de D1 d�e�nie par les objets de D1 qui sont transform�es par F en ob-jets nuls de D2 .a) La sous-cat�egorie D0(F ) est une sous-cat�egorie triangul�ee strictementpleine (tout objet de D1 isomorphe �a un objet de D0(F ) est un objet de D0(F ) )et satur�ee.b) L'ensemble S(F ) est un syst�eme multiplicatif satur�e de D1 .c) L'ensemble S(F ) est le syst�eme multiplicatif associ�e �a la sous-cat�egorieD0(F ) (2.1.15).La preuve est facile et laiss�ee au lecteur qui pourra d�emontrer de mêmela proposition ci-apr�es :Proposition 2.1.17. Soit H : D ! A un foncteur cohomologique d'unecat�egorie triangul�ee dans une cat�egorie ab�elienne. Soit S(H) l'ensemble desmorphismes de D qui sont transform�es, ainsi que leurs translat�es, en desisomorphismes de A . Soit D0(H) la sous-cat�egorie pleine de D d�e�nie parles objets de D qui sont transform�es, ainsi que leurs translat�es, en des objetsnuls de A .a) La sous-cat�egorie D0(H) est une sous-cat�egorie triangul�ee strictementpleine et satur�ee.b) L'ensemble S(H) est un syst�eme multiplicatif satur�e de D .c) L'ensemble S(H) est le syst�eme multiplicatif associ�e �a la sous-cat�egorieD0(H) (2.1.15).2.2. Construction de la cat�egorie localis�ee.2.2.1. Soient C une cat�egorie (non n�ecessairement additive) et S un syst�ememultiplicatif de C. D�esignons, pour tout objet X de C, par S=X (resp. XnS )la cat�egorie dont les objets sont les morphismes de S de but X (resp. desource X ) et dont les morphismes sont les diagrammes commutatifs :Y wuhhhjs Y 0'''* t s; t 2 SX ;117



J.-L. Verdier(resp. X'''*s hhhjt s; t 2 SY wu Y 0 ) :Pour tout couple X , Y d'objets de C, posons :(2:2:1:1) HomC(S�1)(X; Y ) = lim�!(S=X)� HomC( : ; Y ) :(Le \point" dans la formule (2.2.1.1) d�esigne la source d'un objet variable deS=X ).Il r�esulte imm�ediatement des propri�et�es SM1), SM2) et SM3) que la cat�e-gorie (S=X)� est �ltrante [6]. Il en r�esulte qu'un �el�ement de HomC(S�1)(X; Y )est une classe de diagrammes du type :D = X s � X 0 m�! Y ; s 2 S ;deux diagrammes D1 = X s1 � X1 m1�! Y et D2 = X s2 � X2 m2�! Yappartenant �a la même classe si et seulement s'il existe un diagramme :D3 = X s3 � X3 m3�! Y ; s3 2 S ;et un diagramme commutatif : X144447 s1 �����m1X X3u s3 wm3u vu u YX2����� s2 44446m2 :Pour tout �el�ement f 2 HomC(X; Y ) , on d�esigne par Q(f) la classe du dia-gramme X idX � X f�! Y . Pour tout morphisme s : Y ! X , s 2 S , ond�esigne par Q(s)�1 la classe du diagramme X s � Y idY�! Y .D�esignons alors par Fl(C(S�1)) l'ensemble :a(X;Y )2Ob(C)�Ob(C)HomC(S�1)(X; Y ) ;118



Cat�egories D�eriv�eespar s et b : Fl(C(S�1)) ww Ob(C) les applications :m 2 HomC(S�1)(X; Y ) ; s(m) = X ; b(m) = Y ;et par id : Ob(C) �! Fl(C(S�1)) l'application X 7�! Q(idX) . On d�e�nitainsi un diagramme C(S�1) = (Ob(C); Fl(C(S�1)); s; b; id) . On a de plus uncouple d'applications not�e abusivement :Q = � idOb(C) : Ob(C) �! Ob(C) ; Q : Fl(C) �! Fl(C(S�1)) � :Th�eor�eme 2.2.2. a) Il existe une et une seule loi de composition partielle-ment d�e�nie sur Fl(C(S�1)) telle que :1) C(S�1) soit une cat�egorie.2) Q(s) soit un isomorphisme et Q(s)�1 son inverse ( s 2 S ).3) Pour tout diagramme D = X s � X 0 m�! Y , s 2 S , on ait D =Q(m)Q(s)�1 ( D 2 HomC(S�1)(X; Y ) est la classe de D ).4) Q soit un foncteur.b) Tout morphisme de C(S�1) peut s'�ecrire comme un compos�e Q(t)�1Q(m) ,m 2 Fl(C) , t 2 S , (resp. Q(p)Q(s)�1 , p 2 Fl(C) , s 2 S).c) Le foncteur Q commute aux limites projectives �nies et aux limites induc-tives �nies.d) Pour toute cat�egorie A, la composition avec le foncteur Q d�e�nit un fonc-teur : Hom(Q;A) : Hom(C(S�1);A) �! Hom(C;A)(Hom d�esigne la cat�egorie des foncteurs). Le foncteur Hom(Q;A) est injectifsur les objets, pleinement �d�ele, et l'image de Hom(C(S�1);A) est la sous-cat�egorie strictement pleine de Hom(Q;A) d�e�nie par les foncteurs de C dansA qui transforment les morphismes de S en isomorphismes.La d�emonstration de ce th�eor�eme est laiss�ee au lecteur, qui pourraconsulter [16]. Nous nous bornerons �a d�ecrire la composition des morphismesdans C(S�1) . Soient D1 2 HomC(S�1)(X; Y ) et D2 2 HomC(S�1)(Y; Z) deuxmorphismes composables de C(S�1) . Soient D1 = X s � X 0 m�! Y etD2 = Y t � Y 0 p�! Z deux diagrammes de C dans les classes D1 et D2 . Enutilisant SM2), compl�etons le diagramme :X 0hhhjm Y 0'''* t t 2 SY 119



J.-L. Verdieren un diagramme commutatif : Z00'''*t0 2 S hhhjm0X 0hhhjm Y 0'''* t 2 SY :On obtient alors un diagrammeD3 = X st0 � Z00 pm0�! Z , o�u le compos�e st0 ap-partient �a S (SM1). On v�eri�e que la classe D3 de D3 dans HomC(S�1)(X;Z)ne d�epend que des classes D1 et D2 . Le morphisme D3 est le compos�e dansC(S�1) des morphismes D1 et D2 .Remarque 2.2.3. a) Il r�esulte de la quatri�eme assertion du th�eor�eme (2.2.2)que la cat�egorie C(S�1) munie du foncteur Q : C �! C(S�1) est solutiond'un probl�eme universel : le foncteur Q transforme les morphismes de S enisomorphismes, et tout foncteur de C dans une cat�egorie A qui transforme lesmorphismes de S en isomorphismes se factorise d'une mani�ere unique par Q .La cat�egorie C(S�1) munie du foncteurQ est donc d�etermin�ee �a isomorphismeunique pr�es par cette propri�et�e.b) Soient C une cat�egorie et S un ensemble de morphismes de C qui ne soitpas n�ecessairement un syst�eme multiplicatif de C . Il existe toujours une cat�e-gorie C(S�1) et un foncteur Q : C �! C(S�1) qui transforme les morphismesde S en isomorphismes, tel que tout foncteur de C dans une cat�egorie Atransformant les morphismes de S en isomorphismes se factorise d'une ma-ni�ere unique par Q . Lorsque S est un syst�eme multiplicatif de C , le th�eor�eme(2.2.2) donne une description simple de la cat�egorie C(S�1) ; il donne de plusdes propri�et�es suppl�ementaires du foncteur Q (assertions b) et c) ) qui ne sontpas vraies en g�en�eral.Corollaire 2.2.4. Soient C une cat�egorie et S un syst�eme multiplicatif de C .a) L'ensemble S est un syst�eme multiplicatif de C� , la cat�egorie oppos�ee �aC . On a un isomorphisme canonique de cat�egories :(C�(S�1))� �! C(S�1) :Cet isomorphisme induit en particulier des isomorphismes :HomC(S�1)(X; Y ) �! lim�!Y nSHomC(X; : ) :120



Cat�egories D�eriv�eesb) Lorsque la cat�egorie C est additive, la cat�egorie C(S�1) est additive et lefoncteur Q est additif.c) Soit Ŝ l'ensemble des morphismes de C qui sont transform�es par Q enisomorphismes de C(S�1) . L'ensemble Ŝ est un syst�eme multiplicatif satur�ede C . Tout syst�eme multiplicatif satur�e de C qui contient S contient Ŝ .La premi�ere assertion r�esulte imm�ediatement de la propri�et�e universellede C(S�1) : la cat�egorie (C�(S�1))� est une solution de ce probl�eme. La deuxi-�eme assertion r�esulte imm�ediatement des assertions b) et c) du th�eor�eme(2.2.2). Il r�esulte imm�ediatement de la description des morphismes de C(S�1)qu'un morphisme f de C est transform�e par Q en isomorphisme si et seule-ment s'il existe deux morphismes de C , g et h , tels que gf et fh soientd�e�nis et appartiennent �a S . On en d�eduit imm�ediatement que l'ensemble Ŝposs�ede les propri�et�es SM2) et SM3). De plus, il r�esulte de la d�e�nition deŜ que cet ensemble poss�ede les propri�et�es SM1) et SM4). L'ensemble Ŝ estdonc un syst�eme multiplicatif satur�e de C . La derni�ere assertion de (2.2.4)est triviale.2.2.5. Soient C une cat�egorie et S un syst�eme multiplicatif de C . La cat�egorieC(S�1) est appel�ee la cat�egorie localis�ee de C par rapport au syst�eme S . Lefoncteur Q : C �! C(S�1) est appel�e le foncteur de localisation. Le syst�ememultiplicatif Ŝ est appel�e le satur�e du syst�eme S .Th�eor�eme 2.2.6. Soient D une cat�egorie triangul�ee et S un syst�eme mul-tiplicatif de D (2.1.4). D�esignons par D(S�1) la cat�egorie localis�ee de D etQ : D �! D(S�1) le foncteur de localisation.a) Il existe sur D(S�1) une et une seule structure de Z-cat�egorie stricte telleque Q soit un Z-foncteur strict.b) Il existe sur D(S�1) une et une seule structure triangul�ee telle que Qsoit un foncteur exact. Les triangles distingu�es pour cette structure sont lestriangles isomorphes aux images par Q des triangles distingu�es de D .c) Tout foncteur exact (resp. cohomologique) F : D �! D0 dans une ca-t�egorie triangul�ee (resp. ab�elienne) qui transforme les morphismes de S enisomorphismes se factorise d'une mani�ere unique par Q : D �! D(S�1)en un foncteur exact (resp. cohomologique) G : D(S�1) �! D0. SoientF1; F2 : D ww D0 deux foncteurs exacts (resp. cohomologiques) qui trans-forment les morphismes de S en isomorphismes ; G1; G2 : D(S�1) ww D0leurs factorisations respectives et m : F1 �! F2 un morphisme de foncteursexacts (resp. cohomologiques). Il existe un et un seul morphisme de foncteursp : G1 �! G2 tel que m = p ? Q .La premi�ere assertion est une cons�equence imm�ediate du th�eor�eme (2.2.2)et de SM5). La troisi�eme assertion est une cons�equence imm�ediate de la121



J.-L. Verdierdeuxi�eme assertion et du th�eor�eme (2.2.2). Il reste donc �a d�emontrer ladeuxi�eme assertion. Soit T l'ensemble des triangles de D(S�1) qui sont iso-morphes aux images par Q des triangles distingu�es de D . On v�eri�e sansdi�cult�e que l'ensemble T poss�ede les propri�et�es TRI et TRII. Pour d�emon-trer qu'il poss�ede la propri�et�e TRIII, nous aurons besoin d'un lemme :Lemme 2.2.7. Soient u : X �! Y et u0 : X 0 �! Y 0 deux morphismes de Det : Q(X) wQ(u)um Q(Y )u pQ(X 0) wQ(u0) Q(Y 0)un diagramme commutatif de D(S�1) . Il existe un morphisme u00 : X 00 ! Y 00et deux diagrammes commutatifs de D :X 00 wu00us Y 00u t s; t 2 SX wu Y ;X 00 wu00uf Y 00u gX 0 wu0 Y 0 ;tels que m = Q(f)Q(s)�1 et p = Q(g)Q(t)�1 .Supposons le lemme d�emontr�e et montrons que l'ensemble T poss�ede lapropri�et�e TRIII. En utilisant la d�e�nition de l'ensemble T , on est ramen�e �ad�emontrer : �etant donn�e deux triangles distingu�es de D :(X; Y; Z; u; v;w) ; (X 0; Y 0; Z 0; u0; v0; w0)et un diagramme commutatif de D(S�1) :Q(X) wQ(u)um Q(Y )u pQ(X 0) wQ(u0) Q(Y 0) ;122



Cat�egories D�eriv�eesil existe un morphisme r : Q(Z) �! Q(Z 0) tel que (m; p; r) soit un morphismede triangles. En utilisant le lemme (2.2.7), on est ramen�e �a envisager les deuxcas suivants :a) m = Q(s)�1 , p = Q(t)�1 , s; t 2 S et le diagramme :X 0 wu0us Y 0u tX wu Yest commutatif.b) m = Q(f) , p = Q(g) et le diagramme :X wuuf Yu gX 0 wu0 Y 0est commutatif.Dans le cas a), la propri�et�e r�esulte alors de la propri�et�e SM6) (2.1.2).Dans le cas b), la propri�et�e r�esulte de la propri�et�e TRIII pour les trianglesdistingu�es de D .2.2.8. D�emonstration du lemme 2.2.7. En vertu du th�eor�eme (2.2.2),il existe un morphisme t : Y 00 �! Y , t 2 S , tel que pQ(t) = Q(g) , o�ug : Y 00 �! Y 0 . On construit alors pas �a pas le diagramme suivant :X 00us3 ���������u00X 002us2 '''''')u002X 001us1 wu001 Y 00u tX wu Y ;123



J.-L. Verdiertel que :1) On ait l'�egalit�e us1 = tu001 et s1 2 S . Ceci se fait en utilisant SM2).2) On ait les �egalit�esmQ(s1s2) = Q(f 0) , o�u f 0 : X 002 �! X 0 est un morphismede D , u002 = u001s2 et s2 2 S . Ceci se fait en utilisant le th�eor�eme (2.2.2).3) On ait l'�egalit�e u0f 0s3 = gu002s3 , u00 = u002s3 , et s3 2 S . En e�et, lediagramme de D : X 002 wu002uf 0 Y 00u gX 0 wu0 Y 0n'est pas n�ecessairement commutatif. Mais le diagramme de D(S�1) obtenuen appliquant le foncteur Q au diagramme pr�ec�edent est commutatif. On adonc Q(u0f 0) = Q(gu002) : Q(X 002 ) �! Q(Y 0) . Il en r�esulte, par d�e�nition desmorphismes de D(S�1) , qu'il existe un morphisme s3 2 S : X 00 �! X 002 telque u0f 0s3 = gu002s3 .Pour achever la d�emonstration du lemme, il su�t de poser f = f 0s3 ,s = s1s2s3 .2.2.9. Fin de la d�emonstration du th�eor�eme 2.2.6. Il reste �a d�emontrerque l'ensemble T poss�ede la propri�et�e TRIV. Nous savons maintenant que cetensemble poss�ede les propri�et�es TRI, TRII et TRIII. On peut donc utiliser lesr�esultats du num�ero 1.2 (1.2.14). En particulier, il r�esulte de (1.2.4) que tousles triangles de T contenant un morphisme donn�e sont isomorphes. On peutdonc, par des r�eductions analogues �a celles utilis�ees dans la d�emonstrationde la proposition (1.3.2), se ramener, pour d�emontrer la propri�et�e TRIV, �ades diagrammes de D(S�1) qui sont images par Q de diagrammes analoguesde D . La v�eri�cation est alors facile. Nous laissons au lecteur le soin d'enmettre au point les d�etails.2.2.10. Soient D une cat�egorie triangul�ee, B � D une sous-cat�egorie triangu-l�ee pleine et S(B) le syst�eme multiplicatif associ�e �a B (2.1.15). On noteraD=Bla cat�egorie D(S(B)�1) . La cat�egorie D=B est appel�ee la cat�egorie quotientde la cat�egorie D par la cat�egorie B . Le foncteur canonique Q : D �! D=Best appel�e le foncteur de passage au quotient. Soit F : D �! D0 un foncteurexact (resp. cohomologique) dans une cat�egorie triangul�ee (resp. ab�elienne).On d�esigne par Ker(F ) et on appelle noyau de F la sous-cat�egorie triangul�eestrictement pleine satur�ee d�e�nie par les objets qui sont annul�es par F (resp.dont tous les translat�es sont annul�es par F ) ((2.1.16) et (2.1.17)).124



Cat�egories D�eriv�eesCorollaire 2.2.11. Soient D une cat�egorie triangul�ee et B � D une sous-cat�egorie triangul�ee pleine.a) Le noyau du foncteur de passage au quotient Q : D �! D=B est la pluspetite sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleine satur�ee qui contienne B .b) L'application B 7! S(B) qui �a toute sous-cat�egorie triangul�ee strictementpleine satur�ee associe son syst�eme multiplicatif satur�e (2.1.8) est un isomor-phisme d'ensembles ordonn�es de l'ensemble des sous-cat�egories triangul�eesstrictement pleines satur�ees, ordonn�e par inclusion, dans l'ensemble des sys-t�emes multiplicatifs satur�es de D , ordonn�e par inclusion. L'application in-verse associe �a tout syst�eme multiplicatif satur�e le noyau du foncteur de lo-calisation correspondant.c) Un foncteur exact (resp. cohomologique) F : D ! D0 dont le noyau con-tient la sous-cat�egorie B se factorise d'une mani�ere unique par Q : D ! D=Ben un foncteur G : D=B �! D0 qui est exact (resp. cohomologique). Un mor-phisme de foncteurs exacts (resp. cohomologiques) dont les noyaux contien-nent la sous-cat�egorie B provient d'une mani�ere unique d'un morphisme entreles factorisations.Ce sont des cons�equences faciles du th�eor�eme (2.2.6).2.2.12. Commentaires sur la propri�et�e TRIV. Appelons cat�egorie pr�e-triangul�ee une Z-cat�egorie stricte munie d'une famille de triangles poss�edantles propri�et�es TRI, TRII et TRIII. On d�e�nit de la même fa�con que pourles cat�egories triangul�ees les notions de foncteurs exacts, foncteurs cohomo-logiques, syst�emes multiplicatifs.Soit S un syst�eme multiplicatif (2.1.4) d'une cat�egorie pr�e-triangul�ee D .La cat�egorie localis�ee D(S�1) admet une et une seule structure de cat�egoriepr�e-triangul�ee telle que le foncteur de localisation soit exact. La sous-cat�egoriepleine des objets de D qui sont annul�es par le foncteur de localisation estune sous-cat�egorie pr�e-triangul�ee pleine. On a besoin dans la pratique desavoir, inversement, associer �a une sous-cat�egorie pr�e-triangul�ee un syst�ememultiplicatif satur�e convenable. Le r�edacteur ne sait le faire qu'en utilisant lapropri�et�e TRIV. Cette propri�et�e, de nature assez technique, a donc surtoutservi, pour l'instant, �a obtenir le corollaire (2.2.11) �a partir du th�eor�eme(2.2.6).2.3. Propri�et�es du foncteur de localisation.Proposition 2.3.1. Soient D une cat�egorie triangul�ee, B une sous-cat�egorietriangul�ee pleine. 125



J.-L. VerdierPour toute sous-cat�egorie triangul�ee pleine A telle que B � A � D,d�esignons par SD(B) (resp. SA(B) ) le syst�eme multiplicatif de D (resp. A )associ�e �a B (2.1.7).a) On a SD(B) \ Fl(A) = SA(B) .b) Le foncteur canonique A=B �! D=B est pleinement �d�ele et injectif surles objets. L'image de ce foncteur est Q(A) , o�u Q : D �! D=B est le foncteurcanonique.c) Le foncteur canonique D=A �! (D=B)=(A=B) est un isomorphisme decat�egories.d) Si la cat�egorie A est satur�ee (2.1.6), la sous-cat�egorie Q(A) est satur�ee.Pour toute sous-cat�egorie triangul�ee pleine C de D=B , d�esignons parQ�1(C) la sous-cat�egorie pleine de D d�e�nie par les objets X de D tels queQ(X) soit isomorphe �a un objet de la cat�egorie C .a)bis La cat�egorie Q�1(C) est une sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleinede D .b)bis Le syst�eme multiplicatif SD(Q�1(C)) est compos�e des morphismes de Ddont l'image par Q est un morphisme de SD=B(C) .c)bis La sous-cat�egorie Q�1(C) est satur�ee si et seulement si la sous-cat�egorieC est satur�ee.d)bis L'application A 7! Q(A) est un isomorphisme d'ensembles ordonn�es del'ensemble des sous-cat�egories triangul�ees strictement pleines de D contenantbB (le noyau du foncteur Q ), ordonn�e par inclusion, dans l'ensemble des sous-cat�egories triangul�ees strictement pleines de D=B , ordonn�e par inclusion.L'application inverse est l'application C 7! Q�1(C) .La premi�ere assertion est �evidente. La deuxi�eme r�esulte imm�ediatementde la description des morphismes dans les cat�egories A=B et D=B (2.2.1).Pour d�emontrer c), il su�t de se reporter aux propri�et�es universelles des cat�e-gories quotients (2.2.11). D�emontrons d). Quitte �a remplacer A par sa clôturestrictement pleine, ce qui modi�e Q(A) par une �equivalence, on peut suppo-ser que A est strictement pleine. Le noyau du foncteur D �! D=A est alorsla cat�egorie A (2.2.11). Ce foncteur se factorise en D ! D=B ! D=A . Onen d�eduit que le noyau du foncteur canonique D=B �! D=A est Q(A) . Parsuite, Q(A) est satur�ee (2.1.16). L'assertion a)bis est �evidente, de même quel'assertion b)bis. Supposons que C soit satur�ee. On peut supposer de plus queC est strictement pleine, car si l'on d�esigne par bC la clôture strictement pleinede C , la cat�egorie bC est strictement pleine satur�ee et Q�1(bC) = Q�1(C) . Lacat�egorie C est alors noyau d'un foncteur exact (2.2.11). Par suite, Q�1(C) estnoyau d'un foncteur exact, donc satur�ee (2.1.16). Supposons que Q�1(C) soit126



Cat�egories D�eriv�eessatur�ee. La sous-cat�egorie Q(Q�1(C)) est strictement pleine satur�ee d'apr�esla d�emonstration de d). Or la cat�egorie Q(Q�1(C)) est la clôture strictementpleine de C . Par suite, C est satur�ee. Ceci d�emontre l'assertion c)bis. Il reste�a d�emontrer la derni�ere assertion. Il est clair que lorsque C est strictementpleine, on a Q(Q�1(C)) = C . Soit A une cat�egorie triangul�ee strictementpleine contenant bB . Il nous faut montrer que A = Q�1(Q(A)) . Quitte �aremplacer B par bB , ce qui ne change pas la cat�egorie D=B (2.2.11), on peutsupposer que B est satur�ee, et par suite que B = bB . Comme on a �evidemmentl'inclusion A � Q�1(Q(A)) , il su�t de montrer que tout objet de D qui de-vient isomorphe dans D=B �a un objet de A est un objet de A . Soient doncX un objet de A , Y un objet de D et m : Q(X) ��! Q(Y ) un isomorphisme.Le morphisme m se d�ecompose en m = Q(f)Q(s)�1, o�u s 2 SD(B) (2.2.2),et o�u Q(f) est un isomorphisme. Donc f 2 SD(B) car B est satur�ee ((2.1.8)et (2.2.4)). On a donc un diagramme dans D :ZNNNNQs �����f s; f 2 SD(B)X Y :Le morphisme s �etant un �el�ement de SD(B) , il existe un triangle distingu�e(Z;X;W; s; u; v) , o�u W est un objet de B (2.1.7). Par suite, W est un objetde A , et comme A est strictement pleine, l'objet Z appartient aussi �a A(1.2.4). Le même argument montre alors que Y est un objet de A , ce quiach�eve la d�emonstration de la proposition.2.3.2. Soient F : C �! C 0 un foncteur et X un objet de C 0 . Rappelonsqu'un objet Y de C est dit F -libre �a droite sur X , ou simplement libre �adroite sur X , s'il existe un morphisme u : F (Y ) �! X tel que pour toutmorphisme F (Z) v�! X , il existe un et un seul morphisme w : Z �! Y telque le diagramme ci-apr�es soit commutatif :F (Y ) wu XF (Z)NNNNQF (w) ����v :La 
�eche u : F (Y ) �! X s'appelle 
�eche de libert�e pour le couple (X; Y )(relativement au foncteur F ). Cel�a peut encore s'interpr�eter, en prenant un127



J.-L. Verdierunivers dont C et C0 soient des �el�ements, en disant que Y est libre �a droitesur X s'il existe un isomorphisme entre les foncteurs Z 7! HomC(Z; Y ) etZ 7! HomC0(F (Z); X) . Nous dirons qu'un objet Y de C est F -libre �a droites'il existe un objet X de C 0 tel que Y soit libre �a droite sur X . Nous dironsqu'un objet X de C 0 est F -lib�erable �a droite s'il existe un objet Y de C libre�a droite sur X . On d�e�nit de fa�con analogue, par passage aux cat�egoriesoppos�ees, les notions d'objet libre ou lib�erable �a gauche.Proposition 2.3.3. Soient D une cat�egorie triangul�ee, B une sous-cat�egorietriangul�ee pleine, Q : D �! D=B le foncteur de passage au quotient (2.2.10),SD(B) le syst�eme multiplicatif de D associ�e �a B (2.1.8).a) Pour tout objet Y de D, les conditions suivantes sont �equivalentes :i) L'objet Y est Q-libre �a droite.ii) Pour tout morphisme s 2 SD(B) , s : S �! T , l'application :HomD(s; Y ) : HomD(T; Y ) �! HomD(S; Y )est une bijection.iii) Pour tout objet B de B , HomD(B; Y ) = 0 .iv) Tout morphisme Y s�! Z , avec s 2 SD(B) , admet une r�etraction.v) Pour tout objet X de D , l'application :HomD(X; Y ) �! HomD=B(Q(X); Q(Y ))est bijective.b) Soit LR(Q) la sous-cat�egorie pleine de D d�e�nie par les objets Q-libres �adroite. La cat�egorie LR(Q) est triangul�ee, strictement pleine, satur�ee.c) La restriction du foncteur de passage au quotient �a LR(Q) :QjLR(Q) : LR(Q) �! D=Best pleinement �d�ele et injective sur les objets.d) Soit LibR(Q) � D=B la sous-cat�egorie pleine d�e�nie par les objetsQ-lib�erables �a droite de D=B . La sous-cat�egorie LibR(Q) est triangul�ee stric-tement pleine. Si les produits ou les sommes directes d�enombrables sont re-pr�esentables dans D , la cat�egorie LibR(Q) est satur�ee.e) Le foncteur Q envoie LR(Q) dans LibR(Q) . La cat�egorie LibR(Q) est laclôture strictement pleine de l'image de LR(Q) . Les 
�eches de libert�e sontdes isomorphismes. 128



Cat�egories D�eriv�eesf) Un objet Z de D appartient �a Q�1(LibR(Q)) si et seulement s'il existeun objet libre �a droite Y et un morphisme s : Z �! Y , o�u s appartient �abSD(B) , le satur�e du syst�eme SD(B) (2.2.4, (c)).g) Le foncteur d'inclusion LR(Q) � Q�1(LibR(Q)) admet un adjoint �a gaucheR : Q�1(LibR(Q)) �! LR(Q) :LR(Q) y w





�QjLR(Q) Q�1(LibR(Q)) y wu Q1u R Du QLibR(Q)������� 	 y w D=B :Soit 	 : LibR(Q) �! LR(Q) un foncteur quasi-inverse �a QjLR(Q) (cf. c) ete)). On peut prendre pour foncteur R le foncteur 	Q1 , o�u on d�esigne parQ1 : Q�1(LibR(Q)) �! LibR(Q) le foncteur induit par Q . Le foncteur 	 estadjoint �a droite au foncteur Q1 .2.3.4. D�emonstration de la proposition 2.3.3 : D�emontrons a). Toutd'abord, si Y est Q-libre �a droite, le foncteur X 7! HomD(X; Y ) est iso-morphe au foncteur X 7! HomD=B(Q(X); Z) , pour un objet Z convenablede D=B . Par suite, le foncteur X 7! HomD(X; Y ) transforme les morphismesde SD(B) en isomorphismes. Ceci d�emontre l'implication i) ) ii). L'impli-cation ii) ) iii) r�esulte de ce que le morphisme B �! 0 est un morphismede SD(B) . L'implication iii) ) iv) r�esulte de la d�e�nition de SD(B) et de(1.2.6). L'implication iv) ) v) r�esulte de l'isomorphisme (2.2.4) :HomD=B(Q(X); Q(Y )) ��! lim�!Y nSD(B)HomD(X; : ) :En�n, l'implication v) ) i) est �evidente : Y est libre �a droite sur Q(Y ) .L'assertion b) r�esulte de a), iii). L'assertion c) r�esulte de a), v). Il r�esulteaussi de a), v) que les objets de D=B qui sont lib�erables �a droite sont les objetsde D=B qui sont isomorphes dans D=B aux images par Q des objets Q-libres �adroite. Les 
�eches de libert�e sont des isomorphismes. Ceci d�emontre e). Il estalors clair que LibR(Q) est une sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleine.Soit Z = Z1�Z2 un objet de LibR(Q) . Il existe donc un objet Q-libre �a droiteY et un isomorphisme Q(Y ) ��! Z1 � Z2 . Le foncteur X 7! HomD(X; Y )admet donc un projecteur, et par suite la d�ecomposition de Z en sommedirecte d�e�nit sur Y un projecteur. Les facteurs de Z seront dans LibR(Q)si et seulement si ce projecteur est d�ecomposable, ce qui est le cas lorsquedans D les sommes ou produits d�enombrables sont repr�esentables (1.2.9).129



J.-L. VerdierCeci d�emontre d) ; d�emontrons maintenant f ). Un objet Z de D appartient�a Q�1(LibR(Q)) si et seulement s'il existe un objet Q-libre �a droite Y et unisomorphisme dans D=B : Q(Z) m�!� Q(Y ) . Un tel isomorphisme est de laforme m = Q(s)�1Q(t) , o�u s 2 SD(B) et t 2 bSD(B) ((2.2.2) et (2.2.4)). Ona par suite dans D un diagramme : XZ AAAAACt Yu s :D'apr�es a), iv), le morphisme s admet une r�etraction s0 : X �! Y qui estun �el�ement de SD(B) (1.2.6). Par suite, il existe un morphisme t0 : Z �! Y ,t0 2 bSD(B) . R�eciproquement, s'il existe un tel morphisme, le morphismeQ(t0) : Q(Z) �! Q(Y ) est un isomorphisme. Il reste �a d�emontrer g). On a,d'apr�es a), v), un isomorphisme bifonctoriel :HomQ�1(LibR(Q))(Z;	(W )) ��! HomLibR(Q)(Q1(Z);W ) ;ce qui montre que 	 est adjoint �a droite �a Q1 . On en d�eduit imm�ediatementque si on note i : LR(Q) ,�! Q�1(LibR(Q)) le foncteur d'inclusion, on a unisomorphisme bifonctoriel :HomQ�1(LibR(Q))(Z; i(Y )) ��! HomLR(Q)(	Q1(Z); Y ) :Ceci montre que le foncteur R = 	Q1 est adjoint �a gauche au foncteurd'inclusion et ach�eve la d�emonstration de la proposition (2.3.3).Proposition 2.3.5. Soient D une cat�egorie triangul�ee, A et B deux sous-cat�egories triangul�ees pleines (B strictement pleine), SD(B) et SA(A\B) lessyst�emes multiplicatifs de D et A associ�es respectivement aux cat�egories B etA \ B .a) Les conditions suivantes sont �equivalentes :i) Tout morphisme X s�! X 0 , avec X 2 Ob(A) , s 2 SD(B) , s'ins�eredans un diagramme commutatif :X ws�����s0 X 0u s0 2 SA(A \ B)X 00 :130



Cat�egories D�eriv�eesii) Tout morphisme B �! X , avec B 2 Ob(B) , X 2 Ob(A) , s'ins�eredans un diagramme commutatif :B whhhj X B0 2 Ob(A \ B)B0 ��� :Les sous-cat�egories triangul�ees pleines A de D qui poss�edent les deuxpropri�et�es �equivalentes ci-dessus sont appel�ees sous-cat�egories B-localisantes�a droite.b) Si A est B-localisante �a droite, le foncteur canonique :A=A \ B �! D=Best pleinement �d�ele et injectif sur les objets.c) Les conditions suivantes sont �equivalentes :i) A est B-localisante �a droite.ii) Soit Q : D=A \ B �! D=B le foncteur canonique. La sous-cat�egorieA=A \ B �! D=A \ B est form�ee d'objets Q-libres �a droite.L'�equivalence de a) r�esulte imm�ediatement de TRIII et des d�e�nitionsdes syst�emes SD(B) et SA(A \ B) (2.1.7). D�emontrons b). Soient X et Ydeux objets de A (donc de A=A \ B ).Montrons d'abord que l'homomorphisme :HomA=A\B(X; Y ) �! HomD=B(X; Y )est injectif. D�esignons par Q1 : A �! A=A \ B et Q2 : D �! D=B les fonc-teurs canoniques de passage au quotient. Un �el�ement m 2 HomA=A\B(X; Y )peut toujours s'�ecrire sous la forme m = Q1(s)�1Q1(f) , s 2 SA(A \ B)(2.2.2). Son image dans HomD=B(X; Y ) est alors Q2(s)�1Q2(f) . D'apr�es(2.2.4, a)), cette image est nulle si et seulement s'il existe un diagrammecommutatif : t 2 SD(B)AAACuXAAAAAACf Y''''*s u t131



J.-L. Verdiertel que uf = 0 . En utilisant alors a), i), on voit qu'il existe un diagrammecommutatif : t0 2 SA(A \ B)AAACvXAAAAAACf Y''''*s u t0tel que vf = 0 . Il en r�esulte alors que m = Q1(t0)�1Q1(vf) = 0 .Montrons maintenant que l'homomorphisme :HomA=A\B(X; Y ) �! HomD=B(X; Y )est surjectif. Un �el�ement p 2 HomD=B(X; Y ) se met sous la forme :p = Q2(t)�1Q2(g) ; t 2 SD(B) :En utilisant a), i), on voit qu'un tel �el�ement s'�ecrit toujours sous la forme :p = Q2(s)�1Q2(g0) ; s 2 SA(A \ B) ;et, par suite, qu'il provient d'un �el�ement de HomA=A\B(X; Y ) .Il reste �a d�emontrer l'�equivalence de c). D�emontrons tout d'abord quei) ) ii). D'apr�es (2.3.1), la cat�egorie D=B est canoniquement isomorphe �ala cat�egorie (D=A \ B)=(B=A\ B) et le foncteur canonique :Q : D=A \ B �! D=Best le foncteur de passage au quotient. Par suite, d'apr�es la proposition (2.3.3,a)), pour d�emontrer l'implication i)) ii), il su�t de montrer que pour toutobjet X de A et tout objet B de B , HomD=A\B(B;X) = 0 . Un �el�ement mde HomD=A\B(B;X) se met sous la forme Q3(f)Q3(s)�1 , o�u :Q3 : D �! D=A \ Best le foncteur canonique, et o�u s est un �el�ement de SD(A \ B) , le syst�ememultiplicatif de D associ�e �a A \ B (2.2.2). On a alors un diagramme de D :W����s [[[]fB X ;132



Cat�egories D�eriv�eeset comme B est un objet de B et s un �el�ement de SD(A \ B) , l'objet W estisomorphe �a un objet de B (1.2.4). Par suite, d'apr�es la premi�ere assertion, lemorphisme f se factorise �a travers un objet de A\B . Le morphisme Q3(f) estdonc nul, et par suite m = 0 . D�emontrons maintenant l'implication ii)) i).Il su�t de montrer, d'apr�es a), que tout morphisme dans D , g : B �! X ,o�u B est un objet de B et X un objet de A , se factorise �a travers un objetde A\B . On sait par hypoth�ese que Q3(g) 2 HomD=A\B(B;X) est nul. Parsuite (2.2.4), il existe un morphisme t : X �! X 0 , t 2 SD(A \ B) , tel quetg = 0 . Par d�e�nition de l'ensemble SD(A\B) , il existe un triangle distingu�ede D de la forme (B0; X;X 0; l; t; w) , o�u B0 est un objet de A \ B . D'apr�es(1.2.1), l'�egalit�e tg = 0 implique que le morphisme g se factorise �a traversB0 , ce qu'il fallait d�emontrer. Ceci ach�eve la d�emonstration de la proposition(2.3.5).On dit qu'une sous-cat�egorie triangul�ee pleine A de D est B-localisante�a gauche si la sous-cat�egorie A� de D� est B�-localisante �a droite.
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3. Ab�elianisation des cat�egories triangul�ees.3.1. Construction de la cat�egorie A(D).3.1.1. Soient D une cat�egorie additive et F`1(D) la cat�egorie des morphismesde D (chap. I, 3.3.6). Un morphisme :X wfug Yu hX 0 wf 0 Y 0de F`1(D) est dit n�egligeable si f 0g = hf = 0. Le compos�e dans les deux sensd'un morphisme n�egligeable et d'un morphisme quelconque est un morphismen�egligeable ; la somme directe de deux morphismes n�egligeables est un mor-phisme n�egligeable. D�esignons par A(D) la cat�egorie dont les objets sont lesobjets de F`1(D) et les morphismes, les morphismes de F`1(D) �a morphismesn�egligeables pr�es, i.e. pour tout couple U et V d'objets de A(D) , le groupeHomA(D)(U; V ) est le quotient du groupe HomF`1(D)(U; V ) par le sous-groupedes morphismes n�egligeables. La cat�egorie A(D) est additive.Soit C une cat�egorie ; la composition avec le foncteur canonique :F`1(D) �! A(D)fournit un foncteur :(3:1:1:1) Hom(A(D); C) �! Hom(F`1(D); C) :Ce foncteur est pleinement �d�ele et injectif sur les objets. Son image est lasous-cat�egorie pleine d�e�nie par les foncteurs de F`1(D) dans C qui transfor-ment les morphismes qui di��erent par un morphisme n�egligeable, en mor-phismes �egaux.3.1.2. Le foncteur canonique de D dans F`1(D) : X 7! �X idX�! X� compos�eavec le foncteur canonique F`1(D) �! A(D) est un foncteur qu'on note :(3:1:2:1) H : D �! A(D) :Le foncteur H est additif. Il est pleinement �d�ele et injectif sur les objets. Ilr�ealise donc D comme sous-cat�egorie pleine de A(D) .



J.-L. Verdier3.1.3. Supposons que la cat�egorie D soit une Z-cat�egorie stricte. Les fonc-teurs de translations de D :X 7! X [n] , n 2 Z , s'�etendent en automorphismesde F`1(D) : �X f�! Y � 7! �X [n] f [n]�! Y [n]� :Il r�esulte imm�ediatement de la propri�et�e universelle de A(D) (3.1.1.1) que cesautomorphismes passent au quotient et d�e�nissent sur A(D) une structure deZ-cat�egorie stricte. Le foncteur H : D �! A(D) est un Z-foncteur strict.3.1.4. Soient D et D0 deux Z-cat�egories strictes additives et F : D �! D0un Z-foncteur additif (tordu par le cocycle trivial). Soit F`1(F ) l'extensionde F aux cat�egories de morphismes :F`1(F )�X f�! Y � = �FX Ff�! FY � :Le foncteur F`1(F ) transforme les morphismes n�egligeables de F`1(D) enmorphismes n�egligeables de F`1(D0) . Il d�e�nit par suite un foncteur :(3:1:4:1) A(F ) : A(D) �! A(D0) :Le foncteur A(F ) est additif. Il r�esulte imm�ediatement des propri�et�es univer-selles des cat�egories A(D) et A(D0) que le foncteur A(F ) est muni canonique-ment d'une structure de Z-foncteur.Soit F 0 : D0 �! D00 un Z-foncteur additif entre Z-cat�egories strictesadditives. On a alors :(3:1:4:2) A(F 0)A(F ) = A(F 0F ) :Le diagramme ci-apr�es est commutatif :(3:1:4:3) D wFuH D0u H0A(D) wA(F ) A(D0)(les foncteurs H et H0 sont d�e�nis en (3.1.2)).Soit de même m : F �! F 00 un morphisme de Z-foncteurs additifsentre D , D0. On en d�eduit, par les mêmes arguments que pr�ec�edemment, unmorphisme de Z-foncteurs :(3:1:4:4) A(m) : A(F ) �! A(F 00) :Si m et m0 sont deux morphismes composables de Z-foncteurs additifs, on a :(3:1:4:5) A(m0)A(m) = A(m0m) :136



Cat�egories D�eriv�ees3.2. Propri�et�es de la cat�egorie A(D) (D cat�egorie triangul�ee).3.2.0. Soient D et D0 deux cat�egories triangul�ees. D�esignons par Ex(D;D0)la cat�egorie dont les objets sont les foncteurs exacts de D dans D0 et dontles morphismes sont les morphismes de foncteurs exacts. D�esignons de mêmepar Z-Add(A(D);A(D0)) la cat�egorie dont les objets sont les Z-foncteurs ad-ditifs de A(D) dans A(D0) et dont les morphismes sont les morphismes deZ-foncteurs. Il r�esulte de ce qui pr�ec�ede qu'on a d�e�ni un foncteur :(3:2:0:1) AD;D0 : Ex(D;D0) �! Z-Add(A(D);A(D0)) :Ce foncteur associe �a un foncteur exact F le foncteur A(F ) .Th�eor�eme 3.2.1. (*) a) Si D est une cat�egorie triangul�ee, la cat�egorie A(D)est ab�elienne. Si F : D �! D0 est un foncteur exact entre deux cat�egoriestriangul�ees, le foncteur A(F ) (3.1.4.1) est exact. Le foncteur AD;D0 (3.2.0.1)est pleinement �d�ele et injectif sur les objets.b) Les objets de D sont injectifs et projectifs dans A(D) . Tout objet de A(D)est isomorphe �a un objet quotient (resp. �a un sous-objet) d'un objet de D.c) Soit A une cat�egorie ab�elienne. D�esignons par Ex(A(D);A) la cat�egoriedont les objets sont les foncteurs exacts de A(D) dans A et les morphismes,les morphismes de foncteurs. De même, d�esignons par Hom(D;A) la cat�ego-rie dont les objets sont les foncteurs de D dans A et les morphismes, lesmorphismes de foncteurs. La composition avec le foncteur H : D �! A(D)d�e�nit un foncteur : Ex(A(D);A) �! Hom(D;A) :Ce foncteur est pleinement �d�ele. Son image essentielle est constitu�ee parles foncteurs cohomologiques de D dans A (1.1.5). En particulier, le foncteurH : D �! A(D) est un foncteur cohomologique.La d�emonstration de ce th�eor�eme nous occupera jusqu'�a l'alin�ea (3.2.9).Nous d�emontrerons d'abord trois propositions interm�ediaires.3.2.2. Soit U un univers tel que la cat�egorie D soit U-petite, i.e. tel queD soit un �el�ement de U. Soit D^ la cat�egorie des foncteurs additifs contra-variants sur D �a valeurs dans la cat�egorie des groupes ab�eliens U-petits. Lacat�egorie D^ est ab�elienne et le foncteur canonique h : D �! D^, qui asso-cie �a tout objet de D le foncteur qu'il repr�esente, est pleinement �d�ele. Lefoncteur h transforme tout objet de D en objet projectif de D^.(*) Ce th�eor�eme m'a �et�e communiqu�e par Freyd [17].137



J.-L. VerdierUn objet de D^ est dit admissible s'il est image d'un morphisme entrefoncteurs repr�esentables. Soit Im : F`1(D) �! D^ le foncteur :(3:2:2:1) Im�X f�! Y � = image du morphisme h(f) :Le foncteur Im est additif et transforme les morphismes n�egligeables en mor-phismes nuls. Il se factorise donc d'une mani�ere unique par un foncteur additifnot�e abusivement :(3:2:2:2) Im : A(D) �! D^ :Le foncteur compos�e Im �H : D �! A(D) �! D^ n'est autre que le foncteurh. Un objet de D^ est isomorphe �a l'image par Im d'un objet de A(D) si etseulement s'il est admissible.Proposition 3.2.3. Le foncteur Im : A(D) �! D^ est pleinement �d�ele.Soit : X wfug Yug0X 0 wf 0 Y 0 = (g ; g0)un morphisme de F`1(D) . Nous d�esignerons par Im((g ; g0)) l'image par Imdu morphisme (g ; g0) . Le diagramme de F`1(D) :X widXuidX Xu fX wfuf Yu idYY widY Yfournit, en appliquant le foncteur Im , le diagramme :h(X) Im((idX ;f))���������! Im(f) Im((f ;idY ))���������! h(Y ) :On a l'�egalit�e :(3:2:3:1) Im((f ; idY )) � Im((idX ; f)) = h(f) :138



Cat�egories D�eriv�eesSoient (X; Y; f) et (X 0; Y 0; f 0) deux objets de A(D) . Pour d�emontrer la propo-sition (3.2.3), il su�t de montrer que l'homomorphisme d�e�ni par le foncteurIm :(3:2:3:2) HomA(D)�(X; Y; f); (X 0; Y 0; f 0)� �! HomD^�Im(f); Im(f 0)�est un isomorphisme. Montrons d'abord qu'il est injectif. Soit donc :(g ; g0) : (X; Y; f)�! (X 0; Y 0; f 0)un morphisme de F`1(D) tel que Im((g ; g0)) = 0 . Le morphisme compos�e :Im((f 0; idY 0)) � Im((g ; g0)) � Im(idX ; f)est �egal au morphisme h(g0f) . Par suite, h(g0f) = 0 . Le foncteur h �etantpleinement �d�ele, on a g0f = 0 . Par suite, le morphisme (g ; g0) est n�egli-geable. Pour d�emontrer que l'homomorphisme (3.2.3.2) est surjectif, il su�tde d�emontrer le lemme :Lemme 3.2.4. Soit Im(f) ��! Im(f 0) un morphisme de D^. Il existe deuxmorphismes de D, g : X �! X 0 et g0 : Y �! Y 0, tels que les diagrammesci-apr�es soient commutatifs :(3:2:4:1) h(X) wIm((idX ; f))uh(g) Im(f)u �h(X 0) wIm((idX0 ; f 0)) Im(f 0)(3:2:4:2) h(X) wh(f)uh(g) h(Y )u h(g0)h(X 0) wh(f 0) h(Y 0)En e�et, on d�eduit imm�ediatement du lemme que le morphisme � est�egal au morphisme Im((g ; g0)). Ceci r�esulte de l'�egalit�e (3.2.3.1) et du faitque Im((idX ; f)) est un �epimorphisme de D^.139



J.-L. VerdierPour d�emontrer le lemme (3.2.4), remarquons que le morphisme :h(X 0) Im((idX0 ;f 0))���������! Im(f 0)est un �epimorphisme de D^. Les foncteurs repr�esentables �etant des objetsprojectifs de D^, il existe un morphisme g : X �! X 0 tel que le diagramme(3.2.4.1) soit commutatif.Passons maintenant �a la construction du morphisme g0 : Y �! Y 0.Il r�esulte des axiomes TRI et TRII des cat�egories triangul�ees qu'il existedeux triangles distingu�es de la forme (Z;X; Y; u; f; v) et (Z 0; X 0; Y 0; u0; f 0; v0) .Comme pour tout objet W de D, le foncteur HomD(W; � ) est un foncteurcohomologique (1.2.1), les suites :h(Z) h(u)����! h(X) Im((idX ;f))���������! Im(f) �! 0h(Z 0) h(u0)����! h(X 0) Im((idX0 ;f 0))���������! Im(f 0) �! 0sont exactes. Comme h(Z) est un objet projectif de D^, il existe un mor-phisme g00 : Z �! Z 0 tel que le diagramme :h(Z) wh(u)uh(g00) h(X)u h(g)h(Z 0) wh(u0) h(X 0)soit commutatif. Il r�esulte alors de l'axiome TRIII qu'il existe un morphismeg0 tel que (g00; g; g0) soit un morphisme de triangle. En particulier, le dia-gramme (3.2.4.2) est commutatif. Ceci ach�eve la d�emonstration du lemme(3.2.4) et de la proposition (3.2.3).Proposition 3.2.5. Soient V et V 0 deux objets admissibles de D^ et� : V �! V 0 un morphisme de D^. Le noyau de � dans D^ (resp. le conoyaude � dans D^ ) est un objet admissible de D^.D'apr�es (3.2.3), on peut supposer que V = Im(f) et V 0 = Im(f 0) etque � est le morphisme induit sur les images des morphismes h(f) et h(f 0)par un diagramme commutatif :h(X) wh(f)uh(g) h(Y )u h(g0)h(X 0) wh(f 0) h(Y 0)140



Cat�egories D�eriv�eesSoit alors (Z;X; Y 0; u; f 0g; v) un triangle distingu�e de D. Le diagramme :h(Z) wh(fu)uh(u) h(Y )u idh(Y )h(X) wh(f)uh(g) h(Y )u h(g0)h(X 0) wh(f 0) h(Y 0)fournit, en prenant les images des morphismes horizontaux, un diagramme :(3:2:5:1) Im(fu) ��! V ��! V 0 :Montrons que le morphisme Im(fu) ��! V est le noyau de � . Tout d'abord,il est clair que � est un monomorphisme : en e�et, Im(fu) et V sont dessous-objets de h(Y ). Ensuite, le compos�e �� est nul : en e�et, le morphismecanonique h(Z) �! Im(fu) est un �epimorphisme ; le morphisme canoniqueV 0 �! h(Y 0) est un monomorphisme, et le compos�e h(f 0gu) est l'imagepar h du compos�e de deux morphismes cons�ecutifs d'un triangle distingu�e ;ce morphisme est donc nul (1.2.2). Il reste �a montrer que la suite (3.2.5.1)est exacte en V . Soit W un objet de D. Un morphisme � de h(W ) dans Vprovient toujours d'un morphisme de h(W ) dans h(X) ( h(W ) est projectifdans D^ ), i.e. d'un morphisme m : W �! X . Ce morphisme compos�e avec �est nul si et seulement si f 0gm = 0 (V 0 est un sous-objet de h(Y 0) ). Par suite(1.2.1), il existe un morphisme n : W �! Z tel que un = m . Le morphisme� se factorise donc par Im(fu) .Montrons maintenant que le conoyau de � dans D^ est un objet ad-missible de D^. Soit (X; Y 0; Z 0; g0f; u0; v0) un triangle distingu�e de D. Lediagramme : h(X) wh(f)uh(g) h(Y )u h(g0)h(X 0) wh(f 0)uidh(X0) h(Y 0)u h(u0)h(X 0) wh(u0f 0) h(Z 0)141



J.-L. Verdierfournit, en prenant les images des morphismes horizontaux, le diagramme :(3:2:5:2) V ��! V 0 
�! Im(u0f 0) :Tout d'abord, 
 est un �epimorphisme : en e�et, V 0 et Im(u0f) sont desquotients de h(X 0) . Ensuite, le compos�e 
� est nul : en e�et, le morphismecanonique h(X) �! V est un �epimorphisme, le morphisme canonique :Im(u0f 0) �! h(Z 0)est un monomorphisme et le compos�e h(u0g0f) est le transform�e par h ducompos�e de deux morphismes cons�ecutifs d'un triangle distingu�e ; ce mor-phisme est donc nul (1.2.2). Il reste �a montrer que la suite (3.2.5.2) est exacteen V 0. Pour cela, d'apr�es les propri�et�es des suites exactes dans D^, il su�tde montrer que pour tout objet W de D, la suite de groupes commutatifs :HomD^�h(W ); V � �! HomD^�h(W ); V 0� �! HomD^�h(W ); Im(u0f 0)�est exacte. Soit donc � un morphisme de h(W ) dans V 0. Ce morphisme �compos�e avec le morphisme canonique de V 0 dans h(Y 0) fournit un mor-phisme de h(W ) dans h(Y 0) , i.e. un morphisme m : W �! Y 0. Le compos�e
� est nul si et seulement si u0m = 0 ( Im(u0f 0) est un sous-objet de h(Z0) ).Il existe donc (1.2.1) un morphisme n : W �! X tel que g0fn = m . D'o�u,en composant avec le morphisme canonique h(X) �! V , un morphisme�0 : h(W ) �! V . Comme V 0 est un sous-objet de h(Y 0) , on a ��0 = � . Ceciach�eve la d�emonstration de la proposition (3.2.5).3.2.6. Il r�esulte de la proposition (3.2.3) que la cat�egorie A(D) est �equiva-lente �a la sous-cat�egorie pleine des objets admissibles de D^. Il r�esulte dela proposition (3.2.5) que la sous-cat�egorie pleine des objets admissibles deD^ est une sous-cat�egorie ab�elienne de D^. La cat�egorie A(D) est par suiteab�elienne.Proposition 3.2.7. Toute suite exacte de A(D) :0 �! V1 �! V2 �! V3est isomorphe �a une suite de A(D) d�etermin�ee par un diagramme commutatifde D :0 wu X1 wu1uf1 X2 wu2uf2 X3uf30 w Y1 widY1 Y2 = Y1 w Y3 (Xi fi�! Yi) ' Vi1 � i � 3142



Cat�egories D�eriv�eestel que le diagramme : X1 u1����! X2 f3u2����! Y3puisse s'ins�erer dans un triangle distingu�e (X1; X2; Y3; u1; f3u2; u3) .Ceci r�esulte imm�ediatement de la d�emonstration de la proposition (3.2.5).3.2.8. D�emonstration des assertions a) et b) du th�eor�eme 3.2.1.Nous avons d�ej�a montr�e (3.2.6) que la cat�egorie A(D) est ab�elienne. SoitF : D �! D0 un foncteur exact. Il r�esulte imm�ediatement de la proposition(3.2.7) que le foncteur A(F ) est exact �a gauche. Par ailleurs, il est clair d'apr�esla construction de la cat�egorie A(D) , que la cat�egorie A(D�)� est canonique-ment isomorphe �a la cat�egorie A(D) et que le foncteur A(F �)� est canonique-ment isomorphe au foncteur A(F ) . Le foncteur F � �etant exact (1.1.7), on end�eduit que A(F �) est un foncteur exact �a gauche et, par suite, que le foncteurA(F ) est aussi exact �a droite, donc exact. Les objets admissibles de D^ sontisomorphes �a des sous-objets et des objets quotients de foncteurs repr�esen-tables. Par suite (3.2.3), tout objet de A(D) est isomorphe �a un sous-objetet �a un objet quotient d'un objet de D. Les foncteurs repr�esentables sontdes objets projectifs dans D^. Ils sont donc (3.2.5) projectifs dans la sous-cat�egorie pleine des objets admissibles de D^. Par suite (3.2.3), les objets deD sont des projectifs de A(D) . On en d�eduit que les objets de D� sont desobjets projectifs de A(D�) et par suite, en passant aux cat�egories oppos�ees,que les objets de D sont des objets injectifs de A(D) . La d�emonstration enforme du fait que AD;D0 est pleinement �d�ele peut être sans danger laiss�eeau lecteur : un morphisme entre foncteurs exacts est uniquement d�etermin�elorsqu'on connait ses valeurs sur su�samment d'objets projectifs.3.2.9. Fin de la d�emonstration du th�eor�eme 3.2.1. Montrons d'abordque le foncteur H : D �! A(D) est un foncteur cohomologique. Soit :(X; Y; Z; f; g; h)un triangle distingu�e de D. Il faut d�emontrer que la suite :H(X) H(f)����! H(Y ) H(g)����! H(Z)est exacte. Pour cela ((3.2.3) et (3.2.5)), il su�t de montrer que la suite :(3:2:9:1) h(X) h(f)����! h(Y ) h(g)����! h(Z)143



J.-L. Verdierest exacte dans D^. La suite (3.2.9.1) est exacte si et seulement si pour toutobjet W de D, la suite :HomD^�h(W ); h(X)��! HomD^�h(W ); h(Y )� �! HomD^�h(W ); h(Z)�est exacte. Or ceci r�esulte de ce que h est pleinement �d�ele et de (1.2.1).Soit alors A une cat�egorie ab�elienne et :Ex(A(D);A) �! Hom(D;A)le foncteur \composition avec H ". Il est clair que ce foncteur est pleine-ment �d�ele : un morphisme entre foncteurs exacts est uniquement d�etermin�elorsqu'on connait ses valeurs sur su�samment d'objets projectifs. Il reste�a d�emontrer que tout foncteur cohomologique 	 : D �! A se factorise �atravers A(D) :(3:2:9:2) D wH444446	 A(D)u �A ;le foncteur � �etant exact. Pour tout objet X f�! Y de A(D) posons :��X f�! Y � = Image dans A de 	(X) 	(f)�! 	(Y ) (*) .On d�etermine ainsi un foncteur de A(D) dansA tel que le diagramme (3.2.9.2)soit commutatif. Montrons que � est un foncteur exact. Il r�esulte imm�ediate-ment de (3.2.7) que � est exact �a gauche. En passant aux cat�egories oppos�ees,on montre de même que � est exact �a droite. Ceci ach�eve la d�emonstrationdu th�eor�eme (3.2.1).Remarque 3.2.10. 1) La propri�et�e universelle d�ecrite dans le th�eor�eme(3.2.1, c)) d�etermine la cat�egorie A(D) �a �equivalence pr�es.2) Lorsque dans D les sommes d�enombrables ou bien les produits d�enom-brables sont repr�esentables, tous les objets projectifs (resp. injectifs) de A(D)sont isomorphes �a des objets de D. En e�et, un tel objet est facteur directdans A(D) d'un objet de D. Il est donc noyau d'un projecteur d'un objet deD. Or sous les hypoth�eses faites, les projecteurs sont d�ecomposables dans D(1.2.9).(�) On remarquera que la construction du foncteur � fait intervenir le choix d'un foncteur\image" dans A . Ce choix est bien entendu unique �a isomorphisme unique pr�es. On peut tou-jours imposer, ce que nous ferons d�esormais, que le foncteur \image" associe �a tout morphismeidentique idT dans A , l'objet T muni du morphisme T idT�!T .144



4. Objets spectraux.Nous reprenons, pour l'adapter aux cat�egories triangul�ees, l'expositiondes suites spectrales de [1], chap. XV, x7.4.1. D�e�nition des objets spectraux.4.1.1. Soit J une cat�egorie et, pour tout n 2 N, soit F`n(J ) la cat�egorie dessuites de n morphismes composables de J (chap. I, 3.3.6). Nous utiliseronstrois foncteurs not�es si : F`2(J ) �! F`1(J ), 1 � i � 3 :(4:1:1:1) 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: f�! g�! 2 Ob F`2(J ) ;s1 � f�! g�!� = f�! ;s2 � f�! g�!� = gf�! ;s3 � f�! g�!� = g�! ;et deux morphismes de foncteurs :(4:1:1:2) 8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>: u1 : s1 �! s2 d�e�ni par :u1 � f�! g�!� = id f��!?y ?y��!gf g ;u2 : s2 �! s3 d�e�ni par :u2 � f�! g�!� = f gf��!?y ?y��!g id :4.1.2. Soient D une cat�egorie triangul�ee et J une cat�egorie. Un objet spectralde type J �a valeurs dans D est un objet constitu�e par deux foncteurs :a) Un foncteur X : F`1(J ) �! D :� f�!� 7�! Xf :



J.-L. Verdierb) Un foncteur de F`2(J ) dans la cat�egorie des triangles distingu�es de D dela forme :!2 = � f�! g�!� 7�! Xf X�u1(!2)������! Xgf X�u2(!2)������! Xg �(!2)����! Xf [1] :Pour d�esigner les objets spectraux de type J , nous utiliserons la notation�Xf ; f 2 ObF`1(J ); �(!2); !2 2 ObF`2(J )�, ou plus simplement (Xf ; �)quand aucune confusion n'en r�esulte.4.1.3. Soient C une cat�egorie additive et F : J �! comp(C) un foncteur.On a montr�e au chapitre I, (3.3.6) comment associer �a F un objet spectralde type J �a valeurs dans K(C). L'objet spectral d�ecrit au chapitre I, (3.3.6)est appel�e l'objet spectral associ�e au foncteur F .4.1.4. Soient A une cat�egorie ab�elienne et J une cat�egorie. Un objet spectralde type J �a valeurs dans A est constitu�e par :a) Une suite de foncteurs Hn : F`1(J ) �! A , n 2 Z .b) La donn�ee pour tout objet !2 = f�! g�! de F`2(J ) et tout entier n ,d'un morphisme �n(!2) : Hn(g) �! Hn+1(f) , fonctoriel en !2 , tel que lediagramme :� � � �! Hn(f) Hn�u1(!2)������! Hn(gf) Hn�u2(!2)������! Hn(g) �n(!2)����! Hn+1(f) �! � � �soit une suite exacte illimit�ee de A .Nous utiliserons la notation :�Hn(f); f 2 ObF`1(J ); �n(!2); !2 2 ObF`2(J )�pour d�esigner les objets spectraux de type J , ou plus simplement (Hn(f); �)quand aucune confusion n'en r�esulte.4.1.5. Soit F : D �! D0 un foncteur exact entre deux cat�egories triangul�ees.Soit (Xf ; �) un objet spectral de type J �a valeurs dans D. Le couple desfoncteurs (FXf ; F�) est un objet spectral de type J �a valeurs dans D0. Demême, un foncteur cohomologique H : D �! A d'une cat�egorie triangul�eedans une cat�egorie ab�elienne transforme les objets spectraux �a valeurs dansD en objets spectraux �a valeurs dans A .4.1.6. Soient D une cat�egorie triangul�ee et (Xf ; �) , (Yf ; �0) deux objetsspectraux de type J �a valeurs dans D. Un morphisme d'objets spectraux estun morphisme de foncteurs :mf : Xf �! Yf ; f 2 ObF`1(J ) ;146



Cat�egories D�eriv�eestel que pour tout objet !2 = f�! g�! de F`2(J ) , le diagramme ci-apr�es soitcommutatif : Xg w�(!2)umg Xf [1]u mf [1]Yg w�0(!2) Yf [1] :Soient A une cat�egorie ab�elienne et (Hn(f); �) , (H 0n(f); �0) deux objetsspectraux de type J �a valeurs dans A . Un morphisme d'objets spectraux estune suite de morphismes de foncteurs :mn(f) : Hn(f) �! H 0n(f) ; f 2 ObF`1(J ) ; n 2 Z ;telle que pour tout objet !2 = f�! g�! de F`2(J ) et tout entier n , lediagramme ci-apr�es soit commutatif :Hn(g) w�n(!2)umn(g) Hn+1(f)umn+1(f)H 0n(g) w�0n(!2) H 0n+1(f) :Les objets spectraux de type J �a valeurs dans D (resp. A) forment unecat�egorie.4.2. M�ecanisme des suites spectrales.4.2.1. Soient A une cat�egorie ab�elienne et (Hn(f); �) un objet spectral detype J . Pour tout objet !2 = f�! g�! de F`2(J ) , posons :(4:2:1:1) 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>: B � n!2 � = B � nf; g� = Im�Hn�1(g) �n�1(!2)������! Hn(f)�'Ker�Hn(f) Hn�u1(!2)������! Hn(gf)� ;Z � n!2 � = Z � nf; g� =Ker�Hn(g) �n(!2)�����! Hn+1(f)�' Im�Hn(gf) Hn�u2(!2)�������! Hn(g)� :147



J.-L. VerdierOn a ainsi d�e�ni deux foncteurs de F`2(J ) dans A . On a par d�e�nitiondes inclusions : B � nf; g� � Hn(f) ; Z � nf; g� � Hn(g) :Soit !3 = f�! g�! h�! un objet de F`3(J ) .Proposition 4.2.2. On a les inclusions :B � ng; h� � Z � nf; g� � Hn(g) :La deuxi�eme inclusion est mise pour m�emoire. Pour d�emontrer la pre-mi�ere inclusion, il su�t de montrer que le compos�e des deux morphismes dela suite : Hn�1(h) �1�! Hn(g) �2�! Hn+1(f)est nul. Or l'objet g�! h�! de F`2(J ) fournit la suite exacte :Hn�1(h) �1�! Hn(g) u�! Hn(hg) ;et le morphisme de F`2(J ) : f��! g��!id?y id?y ?y hf��! hg��!fournit le diagramme commutatif :Hn(g) w�2uu Hn+1(f)Hn(hg) NNNNNNP�3 :D'o�u la proposition. 148



Cat�egories D�eriv�ees4.2.3. Posons alors :(4:2:3:1) E � n!3 � = E � nf; g; h� = Z � nf; g� � B � ng; h� :On a ainsi d�e�ni un foncteur de F`3(J ) dans A .Soit maintenant !3 = f2�! f3�! f4�! un objet de F`3(J ) . L'objet f3�! f4�!de F`2(J ) fournit la suite exacte :Hn(f3) u�! Hn(f4f3) �! Hn(f4) ��! Hn+1(f3) :De plus, le morphisme dans F`2(J ) :f2��! f3��!id?y id?y ?y f4��!f2 ��!f4f3fournit le diagramme commutatif :Hn(f4f3) w� Hn+1(f2)Hn(f3) NNNNNNP�uu :Par suite, le diagramme :Hn(f4f3) w������� Hn(f4) w� Hn+1(f3)Hn(f3) w�uu Hn+1(f2)d�e�nit un morphisme :	n(!3) : Z � nf3; f4� �! Hn+1(f2) . B �n+ 1f2; f3 � :149



J.-L. VerdierOn v�eri�e que :Ker (	n(!3)) = Z � nf3f2; f4� ;Im (	n(!3)) = B � n + 1f2; f4f3 � � B �n + 1f2; f3� :Le morphisme 	n(!3) d�e�nit par suite un isomorphisme :�n(!3) : Z � nf3; f4� � Z � nf3f2; f4 � ��! B � n + 1f2; f4f3 � � B �n+ 1f2; f3� :Soit alors !5 = f1�! f2�! f3�! f4�! f5�! un objet de F`5(J ) . Les mor-phismes canoniques :E � nf3; f4; f5� �! Z � nf3; f4� � Z � nf3f2; f4 � �! 0 ;0 �! B � n + 1f2; f4f3 � � B �n+ 1f2; f3� �! E � n+ 1f1; f2; f3� ;compos�es avec l'isomorphisme �n(f2; f3; f4) , d�e�nissent un morphisme :(4:2:3:2)dn(!5) = dn(f1; f2; f3; f4; f5) : E � nf3; f4; f5 � �! E � n+ 1f1; f2; f3� :On a :(4:2:3:3) 8>>><>>>: Im (dn(!5)) = B � n+ 1f2; f4f3 � � B �n+ 1f2; f3� ;Ker (dn(!5)) = Z � nf3f2; f4� � B � nf4; f5� :Le morphisme dn(!5) d�epend fonctoriellement, en un sens �evident, de !5 .Proposition 4.2.4. Soit !7 = f1�! f2�! f3�! f4�! f5�! f6�! f7�! un objet deF`7(J ) . Posons : d1 = dn�1(f3; f4; f5; f6; f7) ;d2 = dn(f1; f2; f3; f4; f5) :150



Cat�egories D�eriv�eesLe compos�e des morphismes :E � n� 1f5; f6; f7� d1�! E � nf3; f4; f5 � d2�! E � n+ 1f1; f2; f3�est nul. On a un isomorphisme canonique :(4:2:4:1) Ker(d2)= Im(d1) ' E � nf3f2; f4; f6f5 � :R�esulte imm�ediatement de (4.2.3.3) et (4.2.3.1).4.2.5. Les morphismes dn(!5) , !5 2 ObF`5(J ) , sont appel�es les di��eren-tielles (relatives �a l'objet spectral consid�er�e). La famille des foncteurs (4.2.3.1)!3 7! E h n!3 i , !3 2 ObF`3(J ) , munis des di��erentielles (4.2.3.2) dn(!5) ,!5 2 ObF`5(J ) , est appel�ee la famille spectrale associ�ee �a l'objet spectral(Hn(f); �) .4.2.6. Soit !4 = f1�! f2�! f3�! f4�! un objet de F`4(J ) . On en d�eduit undiagramme dans F`3(J ) :widuf1 widu f1 widu f1 wf1u f2f1 u f2widuf2 widu f2 wf2u f3f2 widu f3 u f3widuf3 wf3u f4f3 widu f4 widu f4 u f4wf4 wid wid wid :D'o�u, en appliquant le foncteur E h n!3 i, trois suites exactes de A :0! B � nf2; f4f3 � � B � nf2; f3� �! E � nf1; f2; f3� �! E � nf1; f2; f4f3 �! 0 ;0 �! E � nf1; f2; f4f3 � �! E � nf1; f3f2; f4� �! E � nf2f1; f3; f4 � �! 0 ;151



J.-L. Verdier0! E � nf2f1; f3; f4 � �! E � nf2; f3; f4� �! Z � nf2; f3� � Z � nf2f1; f3�! 0 :Soit alors fi , i 2 Z , une suite illimit�ee de morphismes composables de J .On d�eduit de ce qui pr�ec�ede et de la d�e�nition des di��erentielles, une suiteexacte illimit�ee :� � � ! E h n�1fi+3;fi+4;fi+5 i dn�1���! E h nfi+1;fi+2;fi+3 i ! E h nfi+1;fi+3fi+2;fi+4 i!�! E h nfi+2;fi+3;fi+4 i dn�! E h n+1fi;fi+1;fi+2 i �! � � � :Le lecteur curieux �elucidera les rapports de cette suite exacte avec la suiteexacte �a 5 termes de bas degr�e des suites spectrales classiques.4.2.7. Tout diagramme commutatif de A :Yu 'NNNNP X 0 w'0



�X w� X 00 ;dans lequel la ligne est exacte, d�e�nit par l'interm�ediaire de � un isomor-phisme ([1] p.316, Lemme 1.1) :Im(')= Im('0) ' Im( ) :Soit !3 = f1�! f2�! f3�! un objet de F`3(J ) . En appliquant la remarquepr�ec�edente au diagramme : Hn(f2f1)u NNNNPHn�1(f3) w�[[[[[]� Hn(f2) w Hn(f3f2) ;on obtient un isomorphisme :(4:2:7:1) E � nf1; f2; f3� ��! Im�Hn(f2f1) �! Hn(f3f2)� :152



Cat�egories D�eriv�eesEn appliquant la même remarque au diagramme :Hn(f2f1)u 44446Hn(f1) wNNNNNPHn(f3f2f1) w Hn(f3f2) ;on obtient un isomorphisme :(4:2:7:2)E � nf1; f2; f3 � ��! Im�Hn(f2f1)! Hn(f3f2f1)� � Im�Hn(f1)! Hn(f3f2f1)�:4.3. Les termes E h n�1;p;q;+1i .4.3.1. Soit eZ l'ensemble ordonn�e Z compl�et�e par un �el�ement initial �1et un �el�ement �nal +1 . Par abus de notation, nous d�esignerons �egalementpar eZ la cat�egorie associ�ee �a l'ensemble ordonn�e eZ . Un morphisme de eZ estdonc un couple p � q , o�u p et q sont des �el�ements de eZ . Une suite ordonn�eep1 � p2 � � � � � pn d�e�nit un objet de F`n�1(eZ) not�e (p1; p2; . . . ; pn) . Unmorphisme de eZ est dit �ni si sa source et son but appartiennent �a Z . Unobjet F`n(eZ) est dit �ni si les morphismes qui le composent sont �nis.4.3.2. Nous n'utiliserons dans ce travail que les objets spectraux de type eZ ,qui seront appel�es dor�enavant objets spectraux. On retrouve ainsi la notiondu chapitre XV, x7 de [1]. Soit �Hn(p; q) ; � ; p � q 2 eZ� un objet spectral �avaleurs dans une cat�egorie ab�elienne A . Posons :(4:3:2:1) F pHn(�1;+1) = Im�Hn(�1; p) �! Hn(�1;+1)� :On a F+1Hn(�1;+1) = Hn(�1;+1) et F�1Hn(�1;+1) = 0 . LesF pHn(�1;+1) forment une �ltration croissante de type eZ deHn(�1;+1).De plus, pour tout couple p � q on a un isomorphisme (4.2.7.2) :E � n�1; p; q;+1� ' F qHn(�1;+1) � F pHn(�1;+1) :153



J.-L. Verdier4.3.3. On s'int�eresse plus particuli�erement aux termes E h np�r+1;p;p+1;p+ri ,p 2 Z , r 2 Z , r > 0 , car ceux-ci permettront, sous des hypoth�eses conve-nables, de d�eterminer le gradu�e associ�e �a Hn(�1;+1) . Pour nous rameneraux notations de loc. cit., nous poserons :(4:3:3:1) 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:E h np�r;p�1;p;p+r�1i = I�p;n+pr ;i.e. :Ip;qr = E h p+q�p�r;�p�1;�p;�p+r�1i ; p; q 2 Z ; 1 � r � +1 :Les di��erentielles correspondantes seront not�ees :dr : Ip;qr �! Ip+r;q�r+1r :Il nous arrivera tr�es souvent d'utiliser la notation :(4:3:3:2) 8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:E h np�r+1;p;p+1;p+ri = IIn�p;pr+1 ;i.e. :IIp;qr = E h p+qq�r+2;q;q+1;q+r�1i ; p; q 2 Z ; 2 � r � +1 :Les di��erentielles correspondantes seront not�ees :dr : IIp;qr �! IIp+r;q�r+1r :Nous pr�eciserons dans chaque cas la notation utilis�ee. Remarquons que lors-qu'on utilise la notation (4.3.3.1), les termes Ip;qr sont d�e�nis pour r � 1 , alorsque lorsqu'on utilise la notation (4.3.3.2), les termes IIp;qr ne sont d�e�nis quepour r � 2 .L'ensemble des termes E h np�r+1;p;p+1;p+ri, n; p 2 Z , 1 � r � +1 ,munis des di��erentielles correspondantes, est appel�e la suite spectrale associ�ee�a l'objet spectral (Hn(p; q); �(p; q; r)).154



Cat�egories D�eriv�ees4.4. Convergence.4.4.1. Pour une �etude d�etaill�ee de la convergence des suites spectrales, nousrenvoyons �a loc. cit. Nous n'utiliserons que le crit�ere suivant :D�e�nition 4.4.2. On dit qu'un objet spectral (Hn(p; q); �) �a valeurs dansune cat�egorie ab�elienne A est stationnaire, si pour tout entier n , il existedeux entiers u(n) , v(n) 2 Z tels que :Hn(p; q) = 0 ; u(n) � p � q � +1 ;Hn(p; q) = 0 ; �1 � p � q � v(n) :Th�eor�eme 4.4.3. Soit (Hn(p; q); �) un objet spectral stationnaire.a) Pour tout n , la �ltration F pHn(�1;+1) , p 2 eZ , est stationnaire, i.e. ilexiste deux entiers n1 � n2 2 Z tels que :Fn1Hn(�1;+1) = 0 et Fn2Hn(�1;+1) = Hn(�1;+1) :b) Les di��erentielles partant de (resp. aboutissant �a) E h nr;p;q;si sont nullessi r � v(n+ 1) (resp. u(n� 1) � s ), et de plus :c) Pour tout n et tout couple p � q , les objets E h nr;p;q;si tels que :�1 � r � v(n+ 1) et u(n� 1) � s � +1sont canoniquement isomorphes.Ce th�eor�eme r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions.Un objet spectral stationnaire fournit une suite spectrale fortement con-vergente au sens de loc. cit. Nous dirons qu'une suite spectrale associ�ee �a unobjet spectral est stationnaire, ou encore, abusivement, convergente, lorsquecet objet spectral est stationnaire. En utilisant l'une ou l'autre des notationsde (4.3.3), nous �ecrirons : Ip;qr ) Hp+q(�1;+1)IIp;qr ) Hp+q(�1;+1)pour indiquer qu'une suite spectrale converge. L'ensemble des termesHp+q(�1;+1) sera alors appel�e l'aboutissement de la suite spectrale.155



J.-L. Verdier4.4.4. Soient (Hn(p; q); �) , (H 0n(p; q); �0) deux objets spectraux �a valeursdans A et mn(p; q) = Hn(p; q) �! H 0n(p; q) un morphisme d'objets spec-traux. Un tel morphisme induit un morphisme des familles spectrales cor-respondantes, i.e. une famille de morphismes :m � np; q; r; s� : E � np; q; r; s� �! E 0 � np; q; r; s�qui commutent aux di��erentielles. En particulier, le morphismem(p; q) induitun morphisme des suites spectrales correspondantes :mp;qr : Ep;qr �! E 0p;qr :(On pose ici Ep;qr = Ip;qr ou bien Ep;qr = IIp;qr en prenant l'une ou l'autre desnotations de (4.3.3)).Proposition 4.4.5. On suppose que les objets spectraux :(Hn(p; q); �) et (H 0n(p; q); �0)sont stationnaires et que pour un entier r convenable, le morphisme :mp;qr : Ep;qr �! E 0p;qrest un isomorphisme pour tout couple p; q . Alors pour tout r0 � r , le mor-phisme : mp;qr0 : Ep;qr0 �! E 0p;qr0est un isomorphisme. Le morphisme :mn(�1;+1) : Hn(�1;+1) �! H 0n(�1;+1)est un isomorphisme d'objets �ltr�es.En e�et, les mp;qr d�e�nissent un isomorphisme entre les objets di��eren-tiels gradu�es (Ep;qr ; dr) et �E 0p;qr ; dr� . Ils induisent donc un isomorphismesur les objets de cohomologie Ep;qr+1 et E 0p;qr+1 , d'o�u la premi�ere assertion parr�ecurrence sur r0. Les objets spectraux �etant stationnaires, le morphisme :mp;q1 : Ep;q1 �! E 0p;q1est un isomorphisme. Les Ep;q1 (resp. E 0p;q1 ) sont les gradu�es associ�es auxobjets �ltr�es Hn(�1;+1) (resp. H 0n(�1;+1) ). Comme les �ltrations deces objets sont stationnaires, on en d�eduit que :mn(�1;+1) : Hn(�1;+1) �! H 0n(�1;+1)est un isomorphisme d'objets �ltr�es.156



Chapitre IIILes cat�egories d�eriv�ees.1. D�e�nitions des cat�egories d�eriv�ees.Dans ce paragraphe, A d�esigne, sauf mention du contraire, une cat�egorieab�elienne.1.1. Notations et terminologie.1.1.1. Soit A une cat�egorie additive (non n�ecessairement ab�elienne). Ond�esigne par compb(A) (resp. comp+(A) , resp. comp�(A) ) la sous-cat�egoriepleine de comp(A) d�e�nie par les complexes X tels que X i = 0 , pour jij assezgrand (resp. i assez petit, resp. i assez grand). On d�esigne par Kb(A) (resp.K+(A) , resp. K�(A) ) la sous-cat�egorie pleine de K(A) d�e�nie par les objetsde compb(A) (resp. comp+(A) , resp. comp�(A) ).1.1.2. Soient maintenant A une cat�egorie (ab�elienne) et � l'un des signestypographiques : b ; + ; � , \vide". On d�esigne par comp�;b(A) (resp.comp�;+(A) , resp. comp�;�(A) ) la sous-cat�egorie pleine de comp�(A) d�e�niepar les complexes X objets de comp�(A) tels que Hi(X) = 0 , pour jij grand(resp. pour i petit, resp. pour i grand). De même, on d�esigne par K�;b(A)(resp. K�;+(A) , resp. K�;�(A) ) la sous-cat�egorie pleine de K�(A) d�e�nie parles complexes X objets de K�(A) tels que Hi(X) = 0 , pour jij grand (resp. ipetit, resp. i grand). On introduit ainsi huit sous-cat�egories de K(A) :(1:1:2:1) K+(A)c[[[]K+;b(A)"���c[[[] K ;+(A)c[[[]Kb(A)"���c[[[] K ;b(A)"���c[[[] K(A)K�;b(A)"���c[[[] K ;�(A)"���K�(A)"���



J.-L. VerdierIl r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition des triangles distingu�es dansK(A) (chap. I, 3.3.1) et des propri�et�es du foncteur cohomologique canoniqueH : K(A) �! A que les cat�egories K�;�0(A) � K(A) sont des sous-cat�egoriestriangul�ees (chap. II, 2.1.5) pleines (strictement si � = \vide") et satur�ees(chap. II, 2.1.6) de K(A) .1.1.3. Un complexe X de A est dit acyclique si pour tout entier i ,Hi(X) = 0 .On d�esigne par Ac�(A) la sous-cat�egorie pleine de K�(A) d�e�nie par les com-plexes acycliques qui sont des objets de K�(A) . Un morphisme X u�! Yde K(A) (resp. de comp(A) ) est appel�e un quasi-isomorphisme si pour toutentier i , le morphisme Hi(X) Hi(u)�! Hi(Y ) est un isomorphisme. On d�esignepar Qis�(A) (ou par Qis� lorsqu'aucune confusion n'en r�esulte) l'ensembledes quasi-isomorphismes de K�(A) . La sous-cat�egorie Ac�(A) de K�(A) estune sous-cat�egorie triangul�ee strictement pleine et satur�ee de K�(A) . L'en-semble Qis�(A) est un syst�eme multiplicatif satur�e de morphismes de K�(A)(chap. II, 2.1.4). Dans un triangle distingu�e (X; Y; Z; u; v;w) de K�(A) , lemorphisme u est un quasi-isomorphisme si et seulement si le complexe Z estacyclique. Autrement dit (chap. II, 2.1.15), Qis�(A) est le syst�eme multipli-catif de K�(A) associ�e �a la sous-cat�egorie triangul�ee pleine Ac�(A) .1.1.4. Soit M un ensemble d'objets de A . Un complexe de A est dit de typeM si tous ses composants sont des �el�ements deM . Un morphisme u : X �! Yde K�(A) ou de comp�(A) est appel�e une r�esolution �a droite (resp. �a gauche)de X (resp. Y ) de type M si u est un quasi-isomorphisme et si Y (resp.X ) est un complexe de type M . Le plus souvent, par abus de langage etquand le contexte ne prête �a aucune confusion, on supprime la mention \�adroite" (resp. \�a gauche"). De même le plus souvent, par abus de langage etquand le contexte ne prête �a aucune confusion, on d�esigne par r�esolution �adroite (resp. �a gauche) d'un objet Y , le but (resp. la source) d'une r�esolution�a droite (resp. �a gauche) de Y . On d�esigne par comp�A(M) , ou simplementcomp�(M) (resp. K�A(M) , ou simplement K�(M) ), la sous-cat�egorie pleinede comp�(A) (resp. K�(A) ) d�e�nie par les complexes de type M .1.1.5. Lorsque M est l'ensemble des objets projectifs (resp. injectifs) de lacat�egorieA , les complexes dont les composants sont projectifs (resp. injectifs)sont appel�es, conform�ement aux conventions ci-dessus, les complexes de typeprojectif (resp. injectif). Le lecteur prendra soin de ne pas confondre les com-plexes de type projectif (resp. injectif) avec les objets projectifs (resp. injec-tifs) de la cat�egorie comp(A) . On constate ais�ement qu'un objet de comp(A)est projectif (resp. injectif) si et seulement s'il est de type projectif (resp.injectif) et homotope �a z�ero. 158



Cat�egories D�eriv�ees1.2. Les sous-cat�egories remarquables des cat�egories d�eriv�ees.Proposition 1.2.1. a) Les sous-cat�egories K ;�(A) � K(A) sont Ac(A)-localisantes �a droite et �a gauche (chap. II, 2.3.5).b) Les sous-cat�egories K+;�(A) � K(A) sont Ac(A)-localisantes �a droite.b)bis Les sous-cat�egories K�;�(A) � K(A) sont Ac(A)-localisantes �a gauche.c) La sous-cat�egorie Kb(A) � K+(A) est Ac+(A)-localisante �a gauche.c)bis La sous-cat�egorie Kb(A) � K�(A) est Ac�(A)-localisante �a droite.d) Tout objet de K ;+(A) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans un objetde K+(A) .d)bis Tout objet de K ;�(A) re�coit par un quasi-isomorphisme un objet deK�(A) .e) Tout objet de K ;b(A) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans un objetde K+;b(A) .e)bis Tout objet de K ;b(A) re�coit par un quasi-isomorphisme un objet deK�;b(A) .f)Tout objet de K+;b(A) re�coit par un quasi-isomorphisme un objet de Kb(A) .f)bis Tout objet de K�;b(A) s'envoie par un quasi-isomorphisme dans un objetde Kb(A) .Pour tout complexe X , on d�esigne par X(n;+1) (resp. X(�1; n) ) lecomplexe :X(n;+1) = � � � �! 0 �! 0 �! Xn= Im�dn�1X � �! Xn+1 �! � � �(resp.X(�1; n) = � � � �! Xn�3 �! Xn�2 �! Ker �dn�1X � �! 0 �! 0 � � � )et par p : X �! X(n;+1) (resp. i : X(�1; n) �! X ) le morphisme decomplexes :pq = identit�e , q > n ;pn = Xn �! Xn= Im�dn�1X � (morphisme canonique) ;pq = 0 ; q � n� 1 159



J.-L. Verdier(resp. iq = identit�e , q < n � 1 ;in�1 = Ker �dn�1X � �! Xn�1 (morphisme canonique) ;iq = 0 ; q � n ):Remarquons que le morphisme p (resp. i) induit un isomorphisme sur lesobjets de cohomologie en degr�e j � n (resp. j < n) et que Hj(X(n;+1)) = 0pour j < n (resp. Hj(X(�1; n)) = 0 pour j � n). Toutes les assertions dela proposition (1.2.1) se d�emontrent alors imm�ediatement en utilisant cetteconstruction. Nous laissons au lecteur le soin de faire la d�emonstration end�etail.D�e�nition 1.2.2. On appelle cat�egorie d�eriv�ee de A et on note D(A) lacat�egorie triangul�ee :D(A) = K(A)=Ac(A) = K(A) �Qis(A)�1�(chap. II, 2.2.6 et 2.2.10).Il r�esulte du th�eor�eme (2.2.6) que le foncteur cohomologique canoniqueH : K(A) �! A se factorise d'une mani�ere unique en un foncteur cohomolo-gique encore not�e :(1:2:2:1) H : D(A) �! Aet encore appel�e foncteur cohomologique canonique. Le foncteur canoniquede passage au quotient est not�e Q : K(A) �! D(A) .Th�eor�eme 1.2.3. a) Les foncteurs naturels qui �gurent dans le diagramme :K ;+(A)=Ac(A)




�K ;b(A)=Ac(A)AAAAAC




� D(A)K ;�(A)=Ac(A)AAAAAC160



Cat�egories D�eriv�eessont strictement pleinement �d�eles. Ils sont injectifs sur les objets et r�ealisentdonc les cat�egories K ;�(A)=Ac(A) comme sous-cat�egories triangul�ees stric-tement pleines de D(A) . Un objet X de D(A) est un objet de K ;b(A)=Ac(A)(resp. K ;+(A)=Ac(A) , resp. K ;�(A)=Ac(A) ) si et seulement si Hi(X) = 0 ,pour jij grand (resp. i petit, resp. i grand).b) Les foncteurs naturels qui �gurent en traits pleins dans les diagrammes :K+(A)=Ac+(A) w K ;+(A)=Ac(A)������D(A)K�(A)=Ac�(A) w K ;�(A)=Ac(A)555556K+;b(A)=Ac+(A)'''')Kb(A)=Acb(A)[[[[]'''') K ;b(A)=Ac(A) w D(A)K�;b(A)=Ac�(A)[[[[]sont des �equivalences de cat�egories. Il sont injectifs sur les ensembles d'objets.c) Les foncteurs naturels qui �gurent en traits pleins dans le diagramme :K+;b(A)=Ac+(A) w K+(A)=Ac+(A)������D(A)K�;b(A)=Ac�(A) w K�(A)=Ac�(A)555556sont strictement pleinement �d�eles et injectifs sur les ensembles d'objets.R�esulte imm�ediatement de (1.2.1) et de (chap. II, 2.3.5).161



J.-L. Verdier1.2.4. La sous-cat�egorie K ;b(A)=Ac(A) (resp. K ;+(A)=Ac(A) , resp.K ;�(A)=Ac(A) ) de D(A) est not�ee Db(A) (resp. D+(A) , resp. D�(A) ) etest appel�ee la sous-cat�egorie des objets born�es (resp. born�es inf�erieurement,resp. born�es sup�erieurement). Il convient de noter que ces limitations ne s'ap-pliquent qu'aux objets de cohomologie des complexes consid�er�es.1.2.5. Soient X et Y deux objets de D(A) . On d�esigne par Ext0A(X; Y )le groupe HomD(A)(X; Y ) . De même, on d�esigne par ExtiA(X; Y ) lesgroupes Ext0A(X; Y [i]) ' Ext0A(X [�i]; Y ) (chap. I, 1.3.8). Cette notationsera justi��ee ult�erieurement. Rappelons cependant que tout triangle distin-gu�e (X;X 0; X 00; u; v; w) (resp. (Y; Y 0; Y 00; u; v; w)) de D(A) fournit une suiteexacte illimit�ee :� � � ! Ext0A(X 00; Y ) �! Ext0A(X 0; Y ) �! Ext0A(X; Y ) �! Ext1A(X 00; Y )! � � �(resp.� � � ! Ext0A(X; Y ) �! Ext0A(X; Y 0) �! Ext0A(X; Y 00) �! Ext1A(X; Y )! � � � )(chap. II, 1.2.1).1.2.6. Soit M un ensemble d'objets de A . On d�esigne par DM(A) la sous-cat�egorie pleine de D(A) d�e�nie par les complexes dont les objets de cohomolo-gie appartiennent �aM en tout degr�e. On d�esigne par D�M(A) la sous-cat�egoriepleine DM (A) \ D�(A) . Si la sous-cat�egorie pleine de A d�e�nie par les ob-jets de M est une sous-cat�egorie �epaisse de A (i.e. si elle est ab�elienne, si lefoncteur d'inclusion est exact et si l'ensemble des objets de M est stable parextension), les sous-cat�egories D�M (A) sont des sous-cat�egories triangul�eespleines de D(A) .1.2.7. Soient F : A �! B un foncteur exact entre deux cat�egories ab�e-liennes et K(F ) : K(A) �! K(B) l'extension du foncteur F aux complexes �ahomotopie pr�es (chap. I, 2.5.10). Le foncteur K(F ) transforme les complexesacycliques de A en complexes acycliques de B, est exact (chap. II, 1.3.7) et,par suite, (chap. II, 2.2.6) d�e�nit un foncteur exact D(F ) : D(A) �! D(B) .Le foncteur D(F ) transforme les objets born�es (resp. born�es inf�erieurement,resp. born�es sup�erieurement) de D(A) en objets de même nature de D(B) .Le plus souvent, on utilisera la notation abusive F : D(A) �! D(B) pourd�esigner le foncteur D(F ) .1.2.8. L'isomorphisme canonique (chap. II, 1.3.8) � : K(A)� �! K(A�)transforme les objets de Ac(A)� en objets de Ac(A�) et, par suite, d�e�nitun isomorphisme de cat�egories triangul�ees encore not�e � : D(A)� �! D(A�) .162



Cat�egories D�eriv�eesOn identi�era dor�enavant, sauf mention du contraire, les cat�egories D(A)� etD(A�) �a l'aide de l'isomorphisme � . Notons que cette identi�cation identi�ela cat�egorie Db(A)� avec la cat�egorie Db(A�) , la cat�egorie D+(A)� avec lacat�egorie D�(A�) et la cat�egorie D�(A)� avec la cat�egorie D+(A�) .1.2.9. Le foncteur canonique A �! K(A) (chap. II, 1.3.3), compos�e avecle foncteur Q : K(A) �! D(A) , fournit un foncteur A �! D(A) qui estpleinement �d�ele : en e�et, soient X et Y deux objets de A . Un morphismedans D(A) de X dans Y est (chap. II, 2.2.2) la classe D d'un diagramme deK(A) : D = X s � Z� m�! Y ;o�u s est un quasi-isomorphisme de K(A) . Par suite, s : Z� �! X induitun isomorphisme H0(s) : H0(Z�) ��! H(X) = X et on v�eri�e aussitôt queD = Q �H0(m)H0(s)�1� . Ceci montre que l'homomorphisme :HomA(X; Y ) �! HomD(A)(X; Y )est surjectif. Montrons qu'il est injectif. Un morphisme f : X �! Y dans Ad�e�nit un morphisme nul dans la cat�egorie D(A) si et seulement s'il existe unquasi-isomorphisme s : Z� �! X dans K(A) tel que fs = 0 . On en d�eduitque H0(f)H0(s) = 0 . Comme H0(s) est un isomorphisme, on en d�eduit queH0(f) = f = 0 .Notons que le foncteur A �! D(A) est de plus injectif sur les ensemblesd'objets et r�ealise par suite A comme sous-cat�egorie pleine de D(A) . Dor�e-navant, la cat�egorie A sera toujours consid�er�ee comme une sous-cat�egorie desa cat�egorie d�eriv�ee par l'interm�ediaire de ce foncteur. Le foncteur cohomolo-gique canonique D(A) H�! A , restreint �a la sous-cat�egorie A , est le foncteuridentique.Proposition 1.2.10. a) Un objet X de D(A) est isomorphe �a un objet deA si et seulement si Hi(X) = 0 , pour tout i 6= 0 . Il est alors canoniquementisomorphe �a H0(X) .b) Soient X et Y deux objets de A . On a :ExtnA(X; Y ) = 0 ; pour n < 0 ;Ext0A(X; Y ) = HomA(X; Y ) :D�emontrons a). Il est clair que Hi(X) = 0 , pour i 6= 0 , lorsque X estun objet de A . Soit X un objet de D(A) tel que Hi(X) soit nul, pour i 6= 0 .163



J.-L. VerdierLe complexe X(0;+1) (d�emonstration de (1.2.1)) est alors quasi-isomorphe�a X , et le morphisme canoniqe H0(X(0;+1)) �! X(0;+1) est un quasi-isomorphisme. Ce qui montre que X est isomorphe dans D(A) �a H0(X) .D�emontrons b). La deuxi�eme �egalit�e est mise pour m�emoire et r�esultede ce que A est une sous-cat�egorie pleine de D(A) . Un morphisme dansD(A) de X [�n] dans Y est de la forme Q(m)Q(s)�1, o�u m : Z� �! Y estun morphisme de K(A) et s : Z� �! X [�n] est un quasi-isomorphisme deK(A) . Le morphisme i : Z�(�1; n + 1) �! Z� (d�emonstration de (1.2.1))est alors un quasi-isomorphisme. Par suite, on a :Q(m)Q(s)�1 = Q(m)Q(i)Q(i)�1Q(s)�1 = Q(mi)Q(si)�1 :Lorsque n est strictement n�egatif, mi = 0 . Par suite, Q(m)Q(s)�1 = 0 .D�e�nition 1.2.11. On d�esigne par AExt la sous-cat�egorie pleine de D(A)d�e�nie par les translat�es des objets de A .La cat�egorie AExt est donc (contrairement �a la sous-cat�egorie A ) unesous-Z-cat�egorie de D(A) . Un objet de D(A) est isomorphe �a un objet deAExt si et seulement s'il ne poss�ede qu'un seul objet de cohomologie non nul.1.3. Le �-foncteur canonique.1.3.1. Soit A une cat�egorie ab�elienne et D une cat�egorie triangul�ee. Un�-foncteur de A dans D est un objet constitu�e par :1) Un foncteur G : A �! D .2) La donn�ee, pour toute suite exacte S = 0 �! X �! Y �! Z �! 0 deA , d'un morphisme de D :�(S) : G(Z) �! G(X)[1] :Ces donn�ees �etant soumises aux axiomes suivants :a) Pour tout morphisme de suites exactes :S = 0 w X wuu Y wuv Z wuw 0S0 = 0 w X 0 w Y 0 w Z0 w 0 ;164



Cat�egories D�eriv�eesle diagramme ci-apr�es est commutatif :G(Z) w�(S)uG(w) G(X)[1]u G(u)[1]G(Z 0) w�(S0) G(X 0)[1] :b) Pour toute suite exacte de A , S = 0 �! X u�! Y v�! Z �! 0 , letriangle (G(X); G(Y ), G(Z); G(u); G(v); �(S)) est distingu�e.1.3.2. Soient A une cat�egorie ab�elienne et u un morphisme de comp(A) . Ond�esigne par [u] l'image de u dans D(A) . Soit S = 0 �! X u�! Y v�! Z �! 0une suite exacte de comp(A) . Les propri�et�es d'adjonction du foncteur cône(chap. I, 3.1.3), d�e�nissent un morphisme �(S) : c(u) �! Z . Le diagrammeci-apr�es est commutatif (chap. I, 3.2.2.4) :Y wp(u)''''')v c(u)u �(S)Z :Un calcul simple montre que les composants du morphisme �(S) sont :(1:3:2:1) �(S)i : Y i �X i+1 �! Zi�(S)i = (vi; 0) :On en d�eduit que le morphisme �(S) : c(u) �! Z est un �epimorphisme etqu'on a une suite exacte :0 �! c(idX) �! c(u) �! Z �! 0 :Introduisons alors le complexe c(�(S)) et soit m : c(idX) �! c(�(S))[�1] lemorphisme de composants :(1:3:2:2) mi : X i �X i+1 �! Zi�1 � Y i �X i+1mi = 0@ 0 0ui 00 id1A :165



J.-L. VerdierLe morphisme m est un monomorphisme et on a la suite exacte :(1:3:2:3) 0 �! c(idX) m�! c(�(S))[�1]�! c(idZ)[�1] �! 0 :Les complexes c(idX) et c(idZ) sont homotopes �a z�ero. Par suite, le complexec(�(S)) est acyclique. Le morphisme �(S) est donc un quasi-isomorphisme.En passant dans la cat�egorie K(A) , on obtient un diagramme (chap. I,3.2.2.7) : X w_u Y w_p(u)''''')_v c(u) w_q(u)u _�(S) X [1]Z :Posons alors :(1:3:2:4) �(S) = [q(u)] [�(S)]�1 :Il r�esulte des d�e�nitions des structures triangul�ees de K(A) (chap. I, 3.3.1) etde D(A) (chap. II, 2.2.6) que le triangle (X; Y; Z; [u]; [v]; �(S)) est distingu�edans D(A) . De plus, on v�eri�e imm�ediatement que le morphisme �(S) estfonctoriel par rapport �a S ((1.3.1), propri�et�e a)). On a donc muni le foncteurcanonique comp(A) �! D(A) d'une structure de �-foncteur. Le �-foncteurainsi obtenu est appel�e le �-foncteur canonique. Le morphisme �(S) est appel�ele morphisme de liaison associ�e �a la suite exacte S .1.3.3. Soit A� la cat�egorie oppos�ee �a A . Pour toute suite exacte S decomp(A�) , d�esignons par ��(S) le morphisme de liaison associ�e. Soient C unecat�egorie, X un objet de C et u un morphisme de C. Dans la propositionci-apr�es, nous d�esignerons abusivement par X� et u� l'objet et le morphismecorrespondant de la cat�egorie oppos�ee �a C (rappelons que la cat�egorie oppos�ee�a C a même ensemble d'objets et de morphismes que la cat�egorie C ).Proposition 1.3.4. a) Pour toute suite exacte S de comp(A) , on a :�(S[1]) = ��(S)[1] :b) Pour toute suite exacte S de comp(A) , compte tenu de l'identi�cation(1.2.8), on a : ��(S�) = �(S)�[1] :166



Cat�egories D�eriv�eesc) Tout triangle distingu�e de D(A) est isomorphe �a un triangle distingu�e dutype �X; Y; Z, [u]; [v]; �(S)� , o�u S = 0 �! X u�! Y v�! Z �! 0 est unesuite exacte de A .La d�emonstration de a) et b) est laiss�ee au lecteur. D�emontrons c).D'apr�es (chap. II, 2.2.6), tout triangle distingu�e de D(A) est isomorphe �al'image par Q : K(A) �! D(A) d'un triangle distingu�e de K(A) . D'apr�es(chap. I, 3.3.1) et l'axiome TRII, tout triangle distingu�e de K(A) est iso-morphe �a un triangle de la forme :Y :p(u)����! c(u) :q(u)����! X [1] � :u[1]����! Y [1] :Par suite, tout triangle distingu�e de D(A) est isomorphe �a un triangle dutype : �Y; c(u); X [1]; [p(u)]; [q(u)];�[u][1]� :Remarquons alors que :S = 0 �! Y p(u)����! c(u) q(u)����! X [1] �! 0est une suite exacte de comp(A) . Il r�esulte alors de (chap. II, 1.2.4) qu'ilexiste un isomorphisme du triangle :�Y; c(u); X [1]; [p(u)]; [q(u)];�[u][1]�sur le triangle : �Y; c(u); X [1]; [p(u)]; [q(u)]; �(S)� :Proposition 1.3.5. a) Tout foncteur F : comp(A) �! C qui transforme lesquasi-isomorphismes en isomorphismes de C, se factorise de mani�ere uniquepar le foncteur comp(A) �! D(A) .b) Tout foncteur semi-exact de comp(A) dans une cat�egorie ab�elienne B quitransforme les quasi-isomorphismes en isomorphismes se factorise d'une ma-ni�ere unique �a travers le �-foncteur canonique comp(A) �! D(A) et un fonc-teur cohomologique de D(A) dans B .L'assertion b) r�esulte de l'assertion a) et de la description des trianglesdistingu�es de D(A) donn�ee par (1.3.4). L'assertion a) r�esulte de la d�e�nitionde D(A) (chap. II, 2.2.6) et du lemme ci-apr�es.Lemme 1.3.6. Soient A une cat�egorie additive (non n�ecessairement ab�e-lienne) et F un foncteur de comp(A) dans une cat�egorie C. Les conditionssuivantes sont �equivalentes : 167



J.-L. Verdieri) F se factorise par K(A) .ii) F transforme les homotopismes en isomorphismes de C.Il est clair que i) ) ii). Pour montrer que ii) ) i), il su�t de mon-trer que F transforme les couples de morphismes homotopes en morphismes�egaux. Soit X un objet de comp(A) . Le foncteur sur comp(A) :Y 7! fcouple de morphismes de X dans Y muni d'une homotopie qui les reliegest repr�esentable par un complexe Z :(1:3:6:1) Zi = X i �X i �X i+1diZ = 0BB@ diX 0 idXi+10 diX � idXi+10 0 �di+1X 1CCA :Il existe donc deux morphismes homotopes p1; p2 : X �! Z :(1:3:6:2) pi1 = 0@ idXi00 1A ;pi2 = 0@ 0idXi0 1A ;et il su�t de montrer que F (p1) = F (p2) . Or le couple de morphismes(idX ; idX) muni de l'homotopie triviale d�e�nit un morphisme � : Z �! X :(1:3:6:3) �i = (idXi ; idXi ; 0)et on a �p1 = �p2 = idX . De plus, on v�eri�e imm�ediatement que les mor-phismes � , p1 et p2 sont des homotopismes. Il en r�esulte que F (p1) , F (p2) ,F (�) sont des isomorphismes et que F (�)F (p1) = F (�)F (p2) = idF (X) . Parsuite, F (p1) = F (p2) , ce qui ach�eve la d�emonstration du lemme.Remarque 1.3.7. Il r�esulte de la proposition (1.3.5) que la cat�egorie d�eriv�eede A est la solution du probl�eme universel consistant �a inverser les quasi-isomorphismes de comp(A) (chap. II, 2.2.3, b)).168



2. R�esolutions.Dans tout ce paragraphe, A d�esigne une cat�egorie ab�elienne.2.1. Morphismes �el�ementaires.2.1.1. Soient X un complexe de A et X i le composant de degr�e i . Soitu : Y �! X i un morphisme de A . Construisons le diagramme commutatifci-apr�es :(2:1:1:1) X 0i�1 wv2u u0 Yuu '''')v3X i�3 wdi�3X X i�2 wdi�2Xhhhhjv1 X i�1 wdi�1X X i wdiX X i+1 wdi+1X X i+2 ;o�u le carr�e : X 0i�1 wv2uu0 Yu uX i�1 wdi�1X X iest cart�esien et o�u les morphismes v1 et v3 sont d�e�nis par les �egalit�es :v2v1 = 0 ;u0v1 = di�2X ;v3 = diXu :D�esignons alors par X(u; i) le complexe :(2:1:1:2)X(u; i) = � � �X i�3 di�3X����! X i�2 v1�! X 0i�1 v2�! Y v3�! X i+1 di+1X����! X i+2 � � � ;et par p(u; i) : X(u; i)�! X le morphisme de complexe :(2:1:1:3) p(u; i)j = identit�e, pour j 6= i� 1 ; i ;p(u; i)i�1 = u0 ;p(u; i)i = u :



J.-L. VerdierSoit alors m : Z �! X un morphisme de complexes. Il est clair que lecomplexe Z 0 au dessus de Z obtenu par le changement de base Z m�! X :Z 0 wu X(u; i)u p(u; i)Z wm Xest isomorphe �a un complexe p(w; i) : Z(w; i) �! Z pour un morphisme wconvenable.Lemme 2.1.2. a) Le morphisme Hj(p(u; i)) : Hj(X(u; i))�! Hj(X) est unisomorphisme pour j 6= i ; i+ 1 .b) On a des suites exactes :0! Hi(X(u; i))! Hi(X)! �Ker �diX�+ Im(u)� � �Im �di�1X �+ Im(u)�! 00 �! �Ker �diX�+ Im(u)� � �Im �di�1X �+ Im(u)� �!X i � �Im�di�1X �+ Im(u)� �! X i � �Ker �diX�+ Im(u)� �! 00 �! X i � �Ker �diX�+ Im(u)� �! Hi+1(X(u; i))�! Hi+1(X) �! 0c) Pour que p(u; i) soit un quasi-isomorphisme, il faut et il su�t que :Im �di�1X �+ Im(u) = X i :La \chasse au diagramme" est laiss�ee au lecteur.D�e�nition 2.1.3. Un morphisme de complexes m : Z �! X est appel�e unmorphisme �el�ementaire de hauteur i s'il est isomorphe dans F`1(comp(A)) �aun morphisme du type p(u; i), o�u u est un �epimorphisme.Un morphisme �el�ementaire est donc, en particulier, un quasi-isomorphisme((2.1.2), c)). Un morphisme �el�ementaire est un �epimorphisme de comp(A) .Un �epimorphisme de comp(A) est un morphisme �el�ementaire si et seulementsi son noyau est un complexe acyclique comportant au plus deux composantsnon nuls. Le compos�e de deux morphismes �el�ementaires de même hauteur est170



Cat�egories D�eriv�eesun morphismes �el�ementaire. Les morphismes �el�ementaires sont stables parchangement de base. Soit :� � �Xn un����! Xn�1 un�1����! Xn�2 � � �une suite de morphismes de complexes, illimit�ee dans les deux sens, telleque pour tout entier n , le morphisme un soit un morphisme �el�ementairede hauteur �n . Cette suite admet dans comp(A) une limite projective etinductive (cette suite induit sur les composants de degr�e donn�e une suitestationnaire dans les deux sens).Lemme 2.1.4. Soit m : X �! Y un quasi-isomorphisme de comp(A) . Ilexiste une suite de morphismes :un : Xn �! Xn�1 ; n 2 Z ;telle que un soit, pour tout entier n , un morphisme �el�ementaire de hauteur�n , et des morphismes :lim�!n Xn � � Y ;lim �n Xn v � X ; v homotopisme (chap. I, 2.5.11) ;tels que le diagramme : X wvum lim �n XnuY w� lim�!n Xnsoit commutatif �a homotopie pr�es.Tout d'abord, remarquons que pour tout morphisme m : X �! Y decomp(A) , il existe un �epimorphisme m0 : X 0 �! Y et un diagramme com-mutatif �a homotopie pr�es :X wvNNNNPm X 0



� m0Y ;171



J.-L. Verdiero�u v est un homotopisme.Construisons en e�et le cône du morphisme m :X m����! Y p(m)����! c(m)����!X [1] ;puis de nouveau, le cône du morphisme p(m) :Y p(m)����! c(m)����!c(p(m)) q����! Y [1] :Le morphisme c(p(m)) q�! Y [1] est une �epimorphisme (chap. I, 3.2.2). Ilr�esulte des propri�et�es des triangles distingu�es (propri�et�e TRII) qu'il existeun homotopisme : X v�! c(p(m))[�1]tel que le triangle ci-apr�es :X wvNNNNPm c(p(m))[�1]hhhhk q[�1]Ysoit commutatif �a homotopie pr�es.On peut donc supposer que le morphisme m est un �epimorphisme decomp(A) . Soit alors :N = � � � �! N i diN����! N i+1 di+1N����! N i+2 �! � � �le noyau du morphisme m. Posons :N�n = � � � �! Nn�3 �! Nn�2 �! Im�dn�2N � �! 0 �! 0 �! � � � :Les N�n forment une suite d�ecroissante de sous-complexes acycliques de N ,d'o�u en posant Xn = X=Nn, une suite :un : Xn �! Xn�1 ; n 2 Z :Les un sont des morphismes �el�ementaires de hauteur �n et lim �n Xn = X ,lim�!n Xn = Y . 172



Cat�egories D�eriv�eesRemarque 2.1.5. Pla�cons nous sous les hypoth�eses du lemme (2.1.4) etsupposons de plus que X ; Y 2 Ob comp�(A) . L'argument pr�esent�e plushaut montre alors qu'on peut, en changeant au besoin X par un homoto-pisme, supposer que m est un �epimorphisme. La construction de la suiteXn pr�esent�ee ci-dessus, montre alors que le syst�eme inductif Xn est station-naire (i.e. Xn = Y et un = identit�e pour n petit) et que pour tout n ,Xn 2 Ob comp�(A) .2.2. �Etude de certains ensembles d'objets.2.2.1. Soit M un ensemble d'objets de A . Nous consid�ererons les di��erentespropri�et�es suivantes :(E1) Les objets nuls appartiennent �a M . La somme directe de deux objetsappartenant �a M est un objet appartenant �a M .(E2) Pour tout �epimorphisme X u�! L , o�u X est un objet de A et L un�el�ement de M , il existe un �epimorphisme v : L0 �! L , L0 2 M , qui sefactorise par u .(E3) Pour tout entier n et toute suite exacte :0 �! X �! Ln �! Ln�1 �! � � � �! L0 �! 0 ; Li 2M ; 0 � i � n ;il existe un �epimorphisme L0 �! X , o�u L0 2M .(E4) Pour tout �epimorphisme u : L �! L0, L , L0 2M , le noyau de u est un�el�ement de M .(E5) Pour toute extension 0 �! L �! Z �! L0 �! 0 , L ; L0 2 M , l'objetZ est un �el�ement de M ; 0 est un �el�ement de M .(E6) L'ensemble M est exact, i.e. chaque fois que deux des objets d'une suiteexacte courte de A sont des �el�ements de M , le troisi�eme l'est aussi; 0 est un�el�ement de M .On notera qu'on a les implications (E6) ) (E4) et (E5) , (E4) ) (E3)et (E5)) (E1). Une suite exacte illimit�ee :� � � �! Ln �! Ln�1 �! � � � �! L0 �! X �! 0 ; Li 2M ; i 2 N ;est appel�ee une 1-M -pr�esentation de l'objet X . Soit M un ensemble d'ob-jets poss�edant les propri�et�es (E1), (E2) et (E3). D�esignons par M^ l'en-semble d'objets suivants : un objet X appartient �a M^ s'il poss�ede une1-M -pr�esentation et si pour tout entier n et toute suite exacte :0 �! X 0 �! Ln �! Ln�1 �! � � � �! L0 �! X �! 0 ; Li 2M; 0 � i � n ;l'objet X 0 poss�ede une 1-M -pr�esentation.173



J.-L. VerdierLemme 2.2.2. Soit 0 �! X �! Y �! Z �! 0 une suite exacte de A .a) Si X et Y sont des �el�ements de M^, il existe un �epimorphisme u : L �! Z,L 2M .b) SiX et Z sont des �el�ements deM^, il existe un �epimorphisme u : L �! Y ,L 2M .c) Si Y et Z sont des �el�ements de M^, il existe un �epimorphisme u : L �! X,L 2M .Lemme 2.2.3. Soit 0 �! X �! Y �! Z �! 0 une suite exacte de A .a) Si Y et Z sont des �el�ements de M^, pour tout �epimorphisme u : L �! X,L 2M , le noyau de u est un noyau d'un �epimorphisme entre deux �el�ementsde M^.b) Si X et Y sont des �el�ements de M^, pour tout �epimorphisme u : L �! Z,L 2 M , le noyau de u est un conoyau d'un monomorphisme entre deux �el�e-ments de M^.c) Si X et Z sont des �el�ements de M^, pour tout �epimorphisme u : L �! Y ,L 2M , le noyau de u est un noyau d'un �epimorphisme entre deux �el�ementsde M^.La d�emonstration des deux lemmes est laiss�ee au lecteur. On remarqueraque les propri�et�es (a) et (c) des lemmes (2.2.2) et (2.2.3) ne font pas intervenirla propri�et�e (E2).Proposition 2.2.4. a) L'ensemble M^ poss�ede les propri�et�es (E6) et (E2) .L'ensemble M est contenu dans l'ensemble M^. Tout objet de M^ est quo-tient d'un objet de M .b) Tout ensemble d'objets M 0 contenant M tel que tout objet de M 0 soit unquotient d'un objet de M et qui poss�ede la propri�et�e (E3) est contenu dansM^.c) En particulier, (M^)^ = M^.La propri�et�e a) r�esulte des deux lemmes pr�ec�edents. Les propri�et�es b) etc) sont imm�ediates.2.2.5. Soient M �M 0 deux ensembles d'objets de A tels que M poss�ede lespropri�et�es (E4) et (E5), que M 0 poss�ede la propri�et�e (E4), et que tout objetde M 0 soit quotient d'un objet de M . On dit qu'un objet X de M 0 est deM -dimension inf�erieure o�u �egale �a n et on note M - dim(X) � n , s'il existeune suite exacte :0 �! Ln �! Ln�1 �! � � � �! L0 �! X �! 0 ; Li 2M ; 0 � i � n :174



Cat�egories D�eriv�eesS'il existe des entiers n tels que M - dim(X) � n , on appelle M -dimension deX et on noteM - dim(X) , le plus petit des entiers n tels queM - dim(X) � n .S'il n'existe pas de tels entiers, on pose M - dim(X) = +1 .Lemme 2.2.6. Soit 0 �! X �! L u�! Y �! 0 une suite exacte de A telleque L 2M et X; Y 2M 0. On a :M - dim(X) = supfM - dim(Y )� 1 ; 0g :Proposition 2.2.7. Soit 0 �! X �! Y �! Z �! 0 une suite exacte,X; Y; Z 2M 0.a) M - dim(Z) � inffM - dim(X) ; M - dim(Y )g )M - dim(X) = M - dim(Y ) .b) M - dim(Y ) � inffM - dim(X) ; M - dim(Z)g )M - dim(X) = supfM - dim(Z)� 1 ; M - dim(Y )g .c) M - dim(X) � inffM - dim(Y ) ; M - dim(Z)g ) M - dim(Z) = M - dim(Y )ou M - dim(Z) = M - dim(Y ) + 1 .La proposition se d�emontre par r�ecurrence, en construisant un �epimor-phisme de suites exactes :0 �! L2 �! L1 �! L0 �! 0# # # ; Li 2M ; 0 � i � 2 ;0 �! X �! Y �! Z �! 0et en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a la suite exacte noyau sur laquelleon a un contrôle, grâce au lemme (2.2.6). Reste donc �a d�emontrer le lemme.Tout d'abord, si M - dim(Y ) = +1 (resp. 0 ), M - dim(X) = +1 (resp. 0 ).On peut donc supposer que M - dim(Y ) est �ni non nul, et il s'agit de montrerque M - dim(X) = M - dim(Y )� 1 . Soit :0 �! Ln �! Ln�1 �! � � � �! L0 �! Y �! 0 ; n � 1 ;une M -r�esolution de Y . Posons :V � = 0! 0! � � � ! 0! Ln ! Ln�1 ! � � � ! L0 ! Y ! 0! 0! � � �(Li est le composant de degr�e �i ),U�0 = V �(u; 1) ; p0 = p(u; 1) : U�0 �! V �175



J.-L. Verdier(2.1.1). Le morphisme p0 est un morphisme �el�ementaire de hauteur 1 . Lecomplexe U�0 est de la forme :U�0 = 0! 0 � � �0! Ln ! Ln�1 ! � � � ! L1 ! Z0 ! L! 0! 0! � � � :D'apr�es la propri�et�e (E4), l'objet Z0 est un �el�ement de M 0. Par suite, ilexiste un �epimorphisme u0 : L00 �! Z0 , L00 2 M . Posons alors (2.1.1) U�1 =U�0 (u0; 0) , p1 = p(u0; 0) : U�1 �! U�0 . En poursuivant ainsi, on d�emontrepar r�ecurrence, qu'il existe une suite de morphismes :pi : U�i �! U�i�1 ; 1 � i � n � 1 ;p0 : U�0 �! V � ;o�u pi est un morphisme �el�ementaire de hauteur �i + 1 et o�u U�i est de laforme : U�i =0! 0! � � �Ln ! Ln�1 ! � � �Li+1 ! Zi ! L0i�1 ! � � � ! L00 ! L! 0 � � � ;o�u L0j 2 M , 0 � j � i � 1 . On obtient donc, en composant ces di��erentsmorphismes pi , un quasi-isomorphisme �epimorphique :p : U�n�1 �! V � :Remarquons alors que dans le complexe :U�n�1 = 0! 0! � � � ! Ln ! Zn�1 ! L0n�2 ! � � � ! L00 ! L! 0! � � �l'objet Zn�1 apparâ�t, d'apr�es la propri�et�e (E4), comme une extension dedeux �el�ements de M et est par suite, d'apr�es la propri�et�e (E5), un �el�ementde M . Posons alors :L� = 0 �! 0 �! Ln �! Ln�1 �! � � � �! L0 �! 0 �! 0 � � � ;L0� = 0 �! 0 �! Ln �! Zn�1 �! L0n�2 �! � � � �! L00 �! 0 �! 0 � � �et notons m : L0� �! L� le morphisme induit par p . Le seul objet decohomologie non nul de L� (resp. L0� ) est l'objet Y en dimension 0 (resp.L en dimension 0 ) et le morphisme m induit sur ces objets le morphisme u .Consid�erons alors le cône c(m) du morphisme m :c(m) =�! 0 �! Ln �! Ln � Zn�1 �! Ln�1 � L0n�2 �! � � �� � � �! L1 � L00 �! L0 �! 0 �! � � �176



Cat�egories D�eriv�ees(l'objet L0 est le composant de degr�e 0 de c(m) ). La cohomologie de c(m)est nulle en degr�e di��erent de �1 , et �egale �a X en degr�e �1 . Le morphismeLn �! Ln�Zn�1 dont la matrice est de la forme � id� � admet une retraction.Il existe donc un morphisme v : Zn�1 �! Ln�1 �L0n�2 tel que le complexe :� � �0! 0! Zn�1 v�! Ln�1 � L0n�2 ! � � � ! L1 � L00 ! L0 ! 0! � � �soit quasi-isomorphe au complexe c(m) . D'autre part, le noyau du morphismeL1 � L00 �! L0 est, d'apr�es la propri�et�e (E4), un �el�ement de M . D�esignonspar L001 ce noyau. Le complexe :0! 0! Zn�1 ! Ln�1 � L0n�2 ! � � � ! L2 � L01 ! L001 ! X ! 0 � � �est donc acyclique. On a ainsi construit une r�esolution de longueur n � 1de l'objet X et, par suite, M - dim(X) � n � 1 . Par ailleurs, il est clair queM - dim(X) �M - dim(Y )�1. Ceci ach�eve la d�emonstration du lemme (2.2.6)et de la proposition (2.2.7).2.3. Quelques lemmes sur les r�esolutions.Proposition 2.3.1. [22] a) Soit M un ensemble d'objets de A poss�edant lespropri�et�es (E1), (E2) et (E3) (2.2.1). Soient Y 2 Ob comp�(A) un complexedont les composants appartiennent �a M^ (2.2.1) et m : X �! Y un quasi-isomorphisme. Il existe un complexe L� 2 Ob comp�(A) dont les composantsappartiennent �a M et un quasi-isomorphisme w : L� �! X .b) R�eciproquement, soit M un ensemble d'objets de A poss�edant la propri�et�e(E1). Supposons que pour tout complexe Y 2 Ob comp�(A) dont les compo-sants sont des �el�ements de M , et pour tout quasi-isomorphisme m : X �! Y ,il existe un complexe L� dont les composants appartiennent �a M et un quasi-isomorphisme w : L� �! X. Alors l'ensemble M poss�ede les propri�et�es (E2)et (E3).D�emontrons a). Tout d'abord, il existe un complexe X 0 2 Ob comp�(A)et un quasi-isomorphisme X 0 �! X (1.2.1). On peut donc se ramener au caso�u X est un objet de comp�(A) . D'apr�es (2.1.4) et (2.1.5), il existe une suitede morphismes : un : Xn �! Xn�1 ; n 2 Z ;177



J.-L. Verdiero�u les Xn sont des objets de comp�(A) , les un des morphismes �el�ementairesde hauteur �n et un diagramme commutatif �a homotopie pr�es :lim �n Xn wu Xumlim�!n Xn w� YPour d�emontrer la proposition, on peut donc supposer que X = lim �n Xn etque Xn = Y , un = identit�e, pour n assez petit. Nous allons construire parr�ecurrence sur n :a) Une suite de morphismes �el�ementaires :vn : L�n �! L�n�1 ; n 2 Z ; vn �el�ementaire de hauteur � n :b) Une suite de morphismes :wn : L�n �! Xntels que :1) Pour tout n 2 Z les composants de degr�e i , i � �n , de L�n soient des�el�ements de M et les composants de degr�e i , i < �n , soient des �el�ements deM^.2) Les diagrammes ci-apr�es, soient commutatifs :L�n wwnuvn Xnu un 8n 2 ZL�n�1 wwn�1 Xn�1 :3) L'objet L�n soit �egal �a Y et les morphismes vn et wn soient l'identit�e pourn assez petit. 178



Cat�egories D�eriv�eesCeci �etant fait, il su�ra de poser L� = lim �n L�n , w = lim �n wn . Pourn su�samment petit, on pose Ln = Y , vn = idY et wn = idY . Supposonsque l'on ait construit pour tout entier n < q , q 2 Z , des complexes L�n etdes morphismes vn et wn poss�edant les propri�et�es 1), 2) et 3) ci-dessus. Lecomplexe Xn est de la forme :Xn = � � � �! Y �n�2 �! Z�n�1 �! X�n �! X�n+1 �! � � �et le complexe L�n est de la forme :L�n = � � � �! Y �n�2 �! Z 0�n�1 �! L�n �! L�n+1 �! � � � ;o�u les Y i (resp. les X i ) sont les composants du complexe Y (resp. X). On adonc un diagramme : X�qu (uq)�qZ 0�q w(wq�1)�q Z�q ;o�u (uq)�q est un �epimorphisme et o�u Z0�q 2 M^. Comme l'ensemble M^poss�ede la propri�et�e (E2) (2.2.4), on peut compl�eter ce diagramme en undiagramme commutatif :L�q w�u� X�qu (uq)�qZ 0�q w(wq�1)�q Z�q ;o�u le morphisme � est un �epimorphisme et l'objet L�q un �el�ement de M .On en d�eduit, en utilisant les notations (2.1.1.2) et (2.1.1.3), un diagrammecommutatif de complexes :L�q�1(�;�q) w'up(�;�q) Xq�1((uq)�q ;�q) ' Xqu p((uq)�q;�q) ' uqL�q�1 wwq�1 Xq�1 :179



J.-L. VerdierPosons alors L�q = L�q�1(�;�q) , wq = ' , vq = p(�;�q) . Les complexes L�net les morphismes de complexes wn et vn , n � q , poss�edent les propri�et�es 2)et 3). Il reste �a montrer que L�q poss�ede la propri�et�e 1) ci-dessus. Ceci r�esultedu fait que l'ensemble M^ est exact (E6) (2.2.4).D�emontrons b). Soient L un �el�ement de M et u : X �! L un �epimor-phisme. D�esignons par Y le noyau de u . On a un quasi-isomorphisme :� � � w 0 wu Y wu X wu u 0 wu � � �� � � w 0 w 0 w L w 0 w � � � :Par suite, on a un quasi-isomorphisme :� � � w L�1 wu L0 wu v L1 wu L2 wu � � �� � � w Y w X w 0 w 0 w � � � ;o�u les Li sont des �el�ements de M . Par suite, le morphisme uv est un �epimor-phisme, ce qui d�emontre la propri�et�e (E2). Soit maintenant :0 �! X u�! Ln �! Ln�1 �! � � � �! L0 �! 0une suite exacte, o�u les Li sont des �el�ements de M . On a alors un quasi-isomorphisme :� � � w 0 wu 0 wu X wu u 0 wu � � � w 0 wu 0 wu � � �� � � w 0 w 0 w Ln w Ln�1 w � � � w L0 w 0 w � � � :Il existe par suite un quasi-isomorphisme :� � � w L�n�1 wu L�n wu v L�n+1 wu � � �� � � w 0 w X w 0 w � � �180



Cat�egories D�eriv�eeset par suite v est un �epimorphisme, ce qui d�emontre la propri�et�e (E3) etach�eve la d�emonstration de la proposition.Proposition 2.3.2. Soit M un ensemble d'objets de A poss�edant les pro-pri�et�es (E1), (E2) et (E3). Soit Y 2 Ob comp(A) un complexe tel que pourtout entier n , Hn(Y ) 2M et tel qu'il existe un entier n0 tel que Hn(Y ) = 0 ,pour n � n0 . Il existe alors un complexe X 2 Ob comp�(A) dont les compo-sants sont des �el�ements de M et un quasi-isomorphisme :u : X �! Y :Tout d'abord, il existe (1.2.1) un complexe Y 0 2 Ob comp�(A) et unquasi-isomorphisme Y 0 �! Y . On peut donc se ramener au cas o�u Y est unobjet de comp�(A) . Nous allons construire par r�ecurrence sur n , une suitede morphismes : un : Xn �! Xn�1poss�edant les propri�et�es suivantes :1) Pour n assez petit Xn = Y et un = identit�e.2) Les composants de degr�e i � �n du complexe Xn sont des �el�ements deM . Les noyaux et images des di��erentielles de degr�e i � �n de Xn sont des�el�ements de M^ (2.1.1).3) Le morphisme un est un quasi-isomorphisme. Il est isomorphe au mor-phisme p((un)�n, �n) (2.1.1.3).Ceci fait, il su�t de poser X = lim �n Xn et de prendre pour morphisme ule morphisme canonique :u : X = lim �n Xn �! lim�!n Xn = Y :Pour n assez petit, on pose Xn = Y et un = idY . Supposons que l'onait construit pour tout entier n < q des complexes Xn et des morphismes unposs�edant les propri�et�es 1), 2) et 3) ci-dessus. Le complexe Xq�1 est de laforme :Xq�1 = � � � �! Y �q�2 �! Y �q�1 �! Z�q �! L�q+1 �! L�q+2 �! � � � ;o�u les Y i sont les composants du complexe Y et les Li sont des �el�ements deM . On a alors un �epimorphisme :Z�q �! Z�q= Im(Y �q�1 �! Z�q) �! 0181



J.-L. Verdieret des suites exactes :0! H�q(Xq�1)! Z�q= Im(Y �q�1 ! Z�q)! Z�q=Ker(Z�q ! L�q+1)! 0 ;0! Z�q=Ker(Z�q ! L�q+1)! L�q+1 ! L�q+1= Im(Z�q ! L�q+1)! 0 ;0! H�q+1(Xq�1)! L�q+1= Im(Z�q ! L�q+1)! L�q+1=Ker(L�q+1 ! L�q+2)! 0:Le complexe Xq�1 �etant quasi-isomorphe au complexe Y , les objets Hi(Xq�1)sont des �el�ements de M . Il r�esulte alors des suites exactes �ecrites ci-dessus,de l'hypoth�ese de r�ecurrence 2), et des propri�et�es d'exactitude de l'ensembleM^ (2.2.4), que l'objet Z�q= Im(Y �q�1 �! Z�q) est un �el�ement de M^.Par suite, il existe un morphisme :v : L�q �! Z�qtel que L�q soit un �el�ement de M et que le morphisme compos�e :L�q v�! Z�q �! Z�q= Im(Y �q�1 �! Z�q)soit un �epimorphisme. Posons alors :Xq = Xq�1(v;�q) ;uq = p(v;�q) (2:1:1):Il r�esulte de (2.1.2) que uq est un quasi-isomorphisme, d'o�u la propri�et�e 3).Il reste �a v�eri�er la propri�et�e 2), i.e. �a v�eri�er que le noyau et l'image dumorphisme L�q �! L�q+1 sont des �el�ements de M^ ; ce qui r�esulte imm�e-diatement des suites exactes :0 �! Im(L�q �! L�q+1) �! Ker(L�q+1 �! L�q+2) �! H�q+1(Xq) �! 00 �! Ker(L�q �! L�q+1) �! L�q �! Im(L�q �! L�q+1) �! 0 :Ceci ach�eve la preuve de la proposition.Proposition 2.3.3. Soient M � M 0 deux ensembles d'objets de A tels queM poss�ede les propri�et�es (E4) et (E5), que M 0 poss�ede les propri�et�es (E1) et(E4) et que tout objet deM 0 soit quotient d'un objetM . Soit Y 2 Ob comp(A)un complexe tel que :1) Les composants Y i, i 2 Z , de Y soient des �el�ements de M 0.182



Cat�egories D�eriv�ees2) La suite i 7! i�M - dim(Y i) tende vers +1 , quand i tend vers +1 .Il existe alors un complexe X 2 Ob comp(A) dont les composants sont des�el�ements de M et un quasi-isomorphisme :u : X �! Y :Si on suppose de plus que tous les composants de Y sont de M -dimension�nie et que Y 2 Ob(compb(A)) (resp. Ob(comp+(A)) ), on peut alors prendreX dans compb(A) (resp. comp+(A) ).Soit n0 un entier tel que i > n0 ) M - dim(Y i) < +1 . On se proposede construire :a) Une suite de complexes Xi , i � n0 .b) Une suite de morphismes ui : Xi �! Xi�1 , i > n0 , un0 : Xn0 �! Y ,tels que :1)i (Xi)j 2M , pour j � i .2)i (Xi)j = Y j , pour j > i .3)i Le morphisme ui soit un quasi-isomorphisme.4)i (ui)j = identit�e, pour j > i .5)i (ui)j = identit�e, pour j � i�M - dim(Y i) ; cette derni�ere propri�et�en'�etant vraie que pour i > n0 .Cette construction �etant faite, remarquons que le syst�eme projectif Xiadmet une limite projective dans comp(A) : les syst�emes projectifs induitssur les composants de degr�e donn�e sont stationnaires, car i � M - dim(Y i)tend vers +1 avec i . Il su�ra de poser alors X = lim �i Xi et de prendre pouru : X �! Y le morphisme canonique. Les composants du complexe X sontdes �el�ements de M et le morphisme u est un quasi-isomorphisme.Construisons tout d'abord le morphisme un0 : Xn0 �! Y . Proc�edons parr�ecurrence et supposons qu'on ait construit pour tout entier i , �n0 � i < q ,des complexes Xn0;i et des morphismes vn0;i : Xn0;i �! Xn0;i�1 , i > �n0 ,et vn0;�n0 : Xn0;�n0 �! Y , tels que :I)n0;i Les composants (Xn0;i)j soient des �el�ements de M , pour �i � j � n0.II)n0;i Les composants (Xn0;i)j soient des �el�ements deM 0, pour tout entier j.III)n0;i Le morphisme vn0 ;i soit un morphisme �el�ementaire de hauteur �i(2.1.3).Le complexe Xn0;q�1 est alors de la forme :� � � ! Y �q�1 ! Z�q ! L�q+1 ! L�q+2 � � � ! Ln0�1 ! Ln0 ! Y n0+1 ! Y n0+2 ! � � � ;183



J.-L. Verdiero�u Z�q est un �el�ement de M 0 et les Lj , �q + 1 � j � n0 , des �el�ements deM . Il existe par suite un �epimorphisme :� : L�q �! Z�q ; o�u L�q 2M :Posons alors : Xn0;q = Xn0;q�1(�;�q) ;vn0;q = p(�;�q) (2:1:1):Il est clair que par construction on a les propri�et�es I)n0;q et III)n0;q . Lapropri�et�e II)n0;q r�esulte de ce que l'ensemble M 0 poss�ede les propri�et�es (E1)et (E4). On peut donc poursuivre la construction des Xn0;i . En posantXn0 =lim �i Xn0;i et en prenant pour un0 : Xn0 �! Y le morphisme canonique, onobtient un complexe et un morphisme qui poss�edent les propri�et�es 1)n0 , 2)n0 ,3)n0 , 4)n0 .Pour construire alors les complexesXi et les morphismes ui : Xi ! Xi�1 ,nous proc�edons par r�ecurrence. Supposons donc qu'on ait construit pour toutentier i , n0 � i < q , des complexes Xi et des morphismes ui : Xi �! Xi�1poss�edant les propri�et�es 1)i , 2)i , 3)i , 4)i , 5)i , n0 � i < q . Il s'agit deconstruire un complexe Xq et un morphisme uq : Xq �! Xq�1 tels que l'onait les propri�et�es 1)q , 2)q , 3)q , 4)q , 5)q . Tout d'abord, si Y q 2 M , on poseXq = Xq�1 et uq = identit�e. Supposons que Y q ne soit pas un �el�ement de M ,i.e. que M - dim(Y q) > 0 . Pour construire le complexe Xq et le morphismeuq : Xq �! Xq�1 , nous proc�edons �a nouveau par r�ecurrence. Soit r un entiertel que �q < r � �q+M - dim(Y q) . Supposons qu'on ait d�etermin�e une suitede complexes Xq;l , �q < l < r , et de morphismes vq;l : Xq;l �! Xq;l�1 (onpose Xq;�q = Xq�1) tels que :I 0)l (Xq;l)j = (Xq;l�1)j , pour tout j 6= �l ; �l + 1 .II 0)l (Xq;l)�l 2M 0 et M - dim((Xq;l)�l) = M - dim(Y q)� l� q .III 0)l (Xq;l)�l+1 2M .IV 0)l vq;l soit un morphisme �el�ementaire de hauteur �l + 1 et (vq;l)j =identit�e, pour j 6= �l , �l + 1 .Le complexe Xq;r�1 est alors de la forme :� � � ! L�r �! Z�r+1 �! L�r+2 �! � � � �! Lq �! Y q+1 �! Y q+2 ! � � � ;o�u les Li sont des �el�ements de M et o�u Z�r+1 est un �el�ement de M 0 tel queM - dim(Z�r+1) = M - dim(Y q) � r + 1� q . Il existe donc un �epimorphisme184



Cat�egories D�eriv�ees� : L�r+1 �! Z�r+1 , o�u L�r+1 est un objet de M . Posons alors Xq;r =Xq;r�1(�;�r + 1) et vq;r = p(�;�r + 1) (2.1.1). Il est clair que Xq;r etvq;r poss�edent les propri�et�es I 0)r , III 0)r , IV 0)r . De plus, par d�e�nition ducomplexe Xq;r (2.1.1), on a une suite exacte :0 �! (Xq;r)�r �! L�r � L�r+1 �! Z�r+1 �! 0 :Il r�esulte alors de la propri�et�e (E4) que (Xq;r)�r est un �el�ement de M 0 et de(2.2.6) que :M - dim((Xq;r)�r) = M - dim(Z�r+1)� 1 = M - dim(Y q)� r� q ;d'o�u la propri�et�e II 0)r . On peut donc poursuivre la construction. Posonsalors Xq;�q+M- dim(Y q) = Xq et d�esignons par uq : Xq �! Xq�1 le mor-phisme obtenu en composant les vq;l . Il est clair que Xq et uq poss�edent lespropri�et�es 1)q , 2)q , 3)q , 4)q , 5)q . Ceci ach�eve la d�emonstration de la pre-mi�ere assertion de la proposition. Pour d�emontrer la deuxi�eme assertion, ilsu�t de remarquer que sous les hypoth�eses suppl�ementaires, on peut prendredans la construction pr�ec�edente Xn0 = Y , pour un n0 convenable.Remarque 2.3.4. Dans la construction du complexe Xn0 (cf. d�emonstrationde la proposition (2.3.3)), nous avons en fait d�emontr�e le r�esultat suivant :soit M � M 0 deux ensembles d'objets de A tels que 0 2 M , M 0 poss�edeles propri�et�es (E1) et (E4) et que tout objet de M 0 soit quotient d'un objetde M . Soit Y 2 Ob comp�(A) un complexe dont tous les composants sontdes �el�ements de M 0. Il existe un complexe X 2 Ob comp�(A) dont tous lescomposants sont des �el�ements de M et un quasi-isomorphisme u : X �! Y .2.3.5. Nous laissons au lecteur le soin d'�enoncer les r�esultats qu'on obtienten appliquant les r�esultats de ce num�ero �a la cat�egorie oppos�ee �a A . On ditqu'un ensemble M d'objets de A poss�ede la propri�et�e (Ei)�, 1 � i � 6, sil'ensemble M d'objets de A� poss�ede la propri�et�e (Ei) de (2.2.1).2.4. Applications.Proposition 2.4.1. a) Soient A une cat�egorie ab�elienne et M un ensembled'objets de A poss�edant la propri�et�e (E1) (2.2.1). La cat�egorie K�(M) (1.1.4)est Ac(A)-localisante �a gauche (chap. II, 2.3.5) si et seulement si l'ensembleM poss�ede les propri�et�es (E2) et (E3).b) Soient M un ensemble d'objets poss�edant les propri�et�es (E1), (E2) et (E3)et M^ l'ensemble associ�e �a M , d�e�ni en (2.2.1). Le foncteur naturel :K�(M)=Ac�(M) �! K�(M^)=Ac�(M^)185



J.-L. Verdierest une �equivalence de cat�egories. Le foncteur naturel :K�(M^)=Ac�(M^) �! D�(A)est pleinement �d�ele. Les objets de D�(A) dont les objets de cohomologie sontdes �el�ements de M^ sont isomorphes �a des objets de K�(M^)=Ac�(M^) , o�uAc�(M) et Ac�(M^) d�esignent les cat�egories des complexes acycliques dontles composants sont des �el�ements de M et M^ respectivement.Cette proposition r�esulte imm�ediatement de (2.3.1), (2.3.2) et de (chap.II, 2.3.5).Corollaire 2.4.2. Soit U un univers. On suppose que la cat�egorie A est uneU-cat�egorie, i.e. que pour tout couple Y et Z d'objets de A , HomA(Y; Z) estun �el�ement de U, et que les sommes directes index�ees par des �el�ements deU sont repr�esentables dans A . Soient (Xi)i2I2U une famille de g�en�erateursde A et M l'ensemble des objets de A de la forme `j2J2U Xj , o�u les Xj sontdes �el�ements de l'ensemble Si2I fXig. Alors le foncteur naturel :K�(M)=Ac�(M) �! D�(A)est une �equivalence de cat�egories.R�esulte imm�ediatement de (2.4.1).Proposition 2.4.3. Soient A une cat�egorie ab�elienne et M un ensembled'objets de A poss�edant les propri�et�es (E4) et (E5) tel que tout objet de Asoit quotient d'un �el�ement de M et tel qu'il existe un entier n 2 N majorantla M -dimension de tout objet X de A .a) La cat�egorie K�(M) est Ac�(A)-localisante �a gauche (� = � ; + ; b ; \vide").b) Le foncteur naturel :K�(M)=Ac�(M) �! D�(A)est une �equivalence de cat�egories.Paraphrase la proposition (2.3.3) (� = + ; b ; \vide"), ou la proposition(2.3.1) (� = �).Proposition 2.4.4. On d�esigne par Q� : K�(A) �! D�(A) le foncteur cano-nique.a) Soit X un objet de A . L'objet X est Q-libre �a gauche (chap. II, 2.3.2) siet seulement si X est un objet projectif de la cat�egorie A .186



Cat�egories D�eriv�eesb) D�esignons par P l'ensemble des objets projectifs de A . La cat�egorie tri-angul�ee K�(P ) est une sous-cat�egorie de la cat�egorie des objets Q-libres �agauche. Le foncteur naturel :K�(P ) �! D(A)est pleinement �d�ele.c) Si tout objet de A est quotient d'objet projectif (resp. et si de plus il existeun entier n 2 N qui majore la dimension projective des objets de A ), alors :1) Le foncteur naturel K�(P ) �! D�(A) (resp. K�(P ) �! D�(A) ) estune �equivalence de cat�egories. On d�esigne par L� : D�(A) �! K�(P ) (resp.L� : D�(A) �! K�(P ) ) un foncteur quasi-inverse.2) Le foncteur L�Q� : K�(A)! K�(P ) (resp. L�Q� : K�(A)! K�(P ) )est adjoint �a droite au foncteur d'inclusion :K�(P ) �! K�(A) (resp. K�(P )! K�(A) ) :Le morphisme d'adjonction idK�(A) �! L�Q� (resp. idK�(A) �! L�Q� ) estun \quasi-isomorphisme".3) Le foncteur L� (resp. L� ) est un adjoint �a gauche au foncteur Q�(resp. Q� ).4) Un objet de K�(A) (resp. K�(A) ) est Q-libre �a gauche si et seulements'il est isomorphe �a un objet de K�(P ) (resp. K�(P ) ).D�emontrons a). Pour tout objet Y de A , on a : HomK(A)(X; Y [n]) = 0 ,pour n 6= 0 , et par suite, comme X est Q-libre �a gauche (chap. II, 2.3.3), ona : HomD(A)(X; Y [n]) = 0 ; pour n 6= 0 :Par ailleurs, on a HomD(A)(X; Y ) = HomA(X; Y ) (1.2.9). Soit alors :S = 0 �! Y 0 u�! Y v�! Y 00 �! 0une suite exacte de A. Le foncteur cohomologique canonique comp(A)! D(A)(1.3.2) fournit un triangle distingu�e �Y 0; Y; Y 00; [u]; [v]; �(S)� . D'o�u, une suiteexacte (chap. II, 1.2.1) :� � � ! 0! HomD(A)(X; Y 0)! HomD(A)(X; Y )! HomD(A)(X; Y 00)! 0! � � � ;i.e. une suite exacte :0 �! HomA(X; Y 0) �! HomA(X; Y ) �! HomA(X; Y 00) �! 0 ;187



J.-L. Verdierce qui montre que X est un objet projectif de A .D�emontrons b). Soient L� un complexe de type projectif objet de K�(A)et u : L� �! Y un morphisme dans un complexe acyclique. Supposons qu'onait construit pour tout entier i > n , un morphisme si : Li �! Y i�1 telque ui = di�1Y si + si+1diL� (une telle construction est toujours possible pourn su�samment grand car L� est un objet de K�(A) ). On en d�eduit quednY (un�sn+1dnL�) = 0 et, par suite, le morphisme un�sn+1dnL� se factorise parKer(dnY ) . Le complexe Y �etant acyclique, le morphisme Y n�1 �! Ker(dnY )est un �epimorphisme et l'objet Ln �etant projectif, il existe un morphismesn : Ln �! Y n�1 tel que dn�1Y sn = un � sn+1dnL� . On d�emontre ainsi parr�ecurrence qu'il existe, pour tout entier i , un morphisme si tel que ui =di�1Y si + si+1dnL� . Le morphisme u est donc homotope �a z�ero. On en d�eduitpar (chap. II, 2.3.3) que l'objet L� est un objet Q-libre �a gauche. La derni�ereassertion de b) r�esulte alors de (chap. II, 2.3.3).D�emontrons c). L'assertion 1) r�esulte imm�ediatement de b) et de (2.3.1).Pour d�emontrer l'assertion 1) sous la forme resp. , montrons d'abord que toutcomplexe de type projectif est Q-libre �a gauche. Soit L� un complexe de typeprojectif et u : X �! L� un quasi-isomorphisme. Il su�t de montrer que uadmet une section (chap. II, 2.3.3). Il su�t donc de montrer qu'il existe uncomplexe de type projectif L0� et un quasi-isomorphisme v : L0� �! X telque le morphisme compos�e uv : L0� �! L� soit un isomorphisme de K(A) .D'apr�es (2.3.3), il existe toujours un complexe L0� de type projectif et unquasi-isomorphisme v : L0� �! X . Tout revient donc �a montrer qu'un quasi-isomorphisme uv : L0� �! L� est un isomorphisme. Or il existe un triangledistingu�e (L0�; L�; L00�; uv; w;m) , o�u L00� est un complexe de type projectifacyclique. Tout revient donc �a montrer que les complexes acycliques de typeprojectif sont homotopes �a z�ero. Soit donc L00� un complexe acyclique de typeprojectif. Comme la dimension projective des objets de A est major�ee, lesnoyaux des di��erentielles de L00� sont des projectifs (2.2.6). On en d�eduit quetoutes les di��erentielles de L00� sont des morphismes d�ecomposables (chap.II, 1.2.8) et, par suite, que L00� est homotope �a z�ero.Il r�esulte alors de (chap. II, 2.3.3) que le foncteur naturel K�(P )! D(A)est pleinement �d�ele. Par suite, le foncteur K�(P ) �! D�(A) est pleinement�d�ele. D'apr�es (2.3.3), ce foncteur est aussi essentiellement surjectif ; il est parsuite une �equivalence de cat�egorie. Les assertions 2) et 3) ne sont alors quedes applications directes de (chap. II, 2.3.3). L'assertion 4) est alors �evidente :un objet Q-libre �a gauche de K�(A) (resp. de K�(A) ) admet, d'apr�es (2.3.1)(resp. (2.3.3)), une r�esolution �a gauche par un complexe de type projectifde K�(A) (resp. K�(A) ), et un quasi-isomorphisme entre objets Q-libres �agauche est un isomorphisme de K(A) .188



Cat�egories D�eriv�eesRemarque 2.4.5. a) Soit A une cat�egorie ab�elienne dont tous les objetssoient isomorphes �a des quotients d'objets projectifs. Un complexe de typeprojectif n'est pas n�ecessairement Q-libre �a gauche.Exemple : Soit A la cat�egorie des Z=4Z-modules. Le complexe :� � � �! Z=4Z �! Z=4Z �! Z=4Z �! Z=4Z �! Z=4Z �! � � �dont toutes les di��erentielles sont la multiplication par 2 est acyclique et detype projectif. Il n'est cependant pas homotope �a z�ero. Le même complexefournit un exemple de complexe acyclique de type injectif, non homotope �az�ero.b) Même lorsque la dimension projective des objets de A n'est pas born�ee, ilpeut exister des complexes de type projectif Q-libres �a gauche dont l'imagedans D(A) n'appartienne pas �a D�(A) . Par exemple, un complexe projectifde Cartan-Eilenberg est un objet Q-libre �a gauche. Plus g�en�eralement, toutesomme directe d'objets Q-libres �a gauche est Q-libre �a gauche.2.4.6. Nous laissons au lecteur le soin de formuler les �enonc�es qu'on ob-tient en appliquant les r�esultats de ce num�ero �a la cat�egorie oppos�ee �a lacat�egorie A .
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3. �Etude des Ext .Dans ce paragraphe, A d�esigne une cat�egorie ab�elienne.3.1. Di��erentes d�e�nitions �equivalentes.3.1.1. On dit que la dimension cohomologique de A est inf�erieure ou �egale�a n si pour tout couple X et Y d'objets de A et pour tout entier p > n ,on a ExtpA(X; Y ) = 0 ((1.2.5), (1.2.9)). On appelle dimension cohomologiquede A et on note dimcoh(A) , le plus petit des entiers n pour lesquels la di-mension cohomologique de A est inf�erieure ou �egale �a n . S'il n'existe pasd'entier n pour lequel la dimension cohomologique de A soit inf�erieure ou�egale �a n , on dit que la dimension cohomologique de A est in�nie et on �ecritdimcoh(A) = +1 .3.1.2. Rappelons (1.1.3) qu'on d�esigne par Qis� l'ensemble des quasi-iso-morphismes de K�(A) ( � = b ; � ; + , \vide"). Soit X un objet de K�(A) ,on d�esigne par Qis� =X (resp. XnQis� ) la cat�egorie des quasi-isomorphismesde but X (resp. de source X ) (chap. II, 2.2.1). L'ensemble Qis� �etant unsyst�eme multiplicatif de morphismes, la cat�egorie Qis� =X (resp. XnQis� )est �ltrante �a gauche (resp. �a droite) (chap. II, 2.2.1). La cat�egorie Qis� =X(resp. XnQis� ) admet un objet initial (resp. �nal) u : Y �! X (resp.u : X �! Y ) si et seulement s'il existe un objet Q�-libre �a gauche (resp. �adroite) Y et un quasi-isomorphisme u : Y �! X (resp. u : X �! Y ),comme on le voit imm�ediatement en utilisant (chap. II, 2.3.3).Proposition 3.1.3. Soient X et Y deux complexes de A .(1) Ext0A(X; Y ) = lim�!(Qis=X)�HomK(A)( � ; Y ) .(2) Ext0A(X; Y ) ' lim�!Y nQisHomK(A)(X; � ) .(3) Ext0A(X; Y ) ' lim�!(Qis=X)��(Y nQis)HomK(A)( � ; � ) .(4) ExtnA(X; Y ) ' Ext0A�X [p]; Y [n+ p]� , pour tout entier p .(5) Pour tout X dans K�(A) , Ext0A(X; Y ) ' lim�!(Qis� =X)�HomK(A)( � ; Y ) .(6) Pour tout Y dans K+(A) , Ext0A(X; Y ) ' lim�!Y nQis+ HomK(A)(X; � ) .



J.-L. Verdier(7) Pour tout X dans Kb(A) et tout Y dans K+(A) ,Ext0A(X; Y ) ' lim�!(Qisb =X)� HomK(A)( � ; Y ) :(8) Pour tout X dans K�(A) et tout Y dans Kb(A) ,Ext0A(X; Y ) ' lim�!Y nQisb HomK(A)(X; � ) :La formule (1) r�esulte de la d�e�nition de la cat�egorie localis�ee (chap. II,2.2.2). La formule (2) se d�eduit de la formule (1), en passant �a la cat�egorieoppos�ee (chap. II, 2.2.4). La formule (3) se d�eduit alors des formules (1) et(2). La formule (4) est une d�e�nition (chap. I, 1.3.8). Les formules (5) et (6)r�esultent de la proposition (1.2.1), b) et b)bis. Les formules (7) et (8) r�esultentde la proposition (1.2.1), c) et c)bis.Proposition 3.1.4.On suppose que tout objet de la cat�egorie A est isomorphe�a un sous-objet (resp. �a un quotient) d'un objet injectif (resp. projectif ) de A .1) Tout objet Y (resp. X ) de K+(A) (resp. K�(A) ) poss�ede une r�esolution�a droite (resp. �a gauche) u : Y �! I� (resp. u : P � �! X ) de type injectif(resp. projectif ) (1.1.4).2) Cette r�esolution d�e�nit un isomorphisme :Ext0A(X; Y ) ' HomK(A)(X; I�) ; pour tout X dans K(A)(resp. Ext0A(X; Y ) ' HomK(A)(P �; Y ) ; pour tout Y dans K(A) ):3) La dimension cohomologique de A est la borne sup�erieure des dimensionsinjectives (resp. projectives) des objets de A .4) Lorsque la dimension cohomologique de A est �nie, tout objet Y (resp.X ) de K(A) poss�ede une r�esolution �a droite (resp. �a gauche) u : Y �! I�(resp. u : P � �! X ) de type injectif (resp. projectif ).5) Avec les hypoth�eses et notations de 4), une telle r�esolution d�e�nit unisomorphisme :Ext0A(X; Y ) ' HomK(A)(X; I�) ; pour tout X dans K(A)(resp. Ext0A(X; Y ) ' HomK(A)(P �; Y ) ; pour tout Y dans K(A) ):192



Cat�egories D�eriv�eesSeule reste �a d�emontrer la troisi�eme assertion. Les autres assertions sontdes cons�equences imm�ediates de la proposition (2.4.4). L'assertion 2) montreaussitôt que la dimension cohomologique de A est inf�erieure ou �egale �a laborne sup�erieure des dimensions injectives (resp. projectives) des objets deA . Supposons que la dimension cohomologique de A soit �egale �a n et soit :I� = � � � �! 0 �! 0 �! I0 �! I1 �! I2 �! I3 �! � � �une r�esolution de type injectif d'un objet Y de A . Pour tout objetX de A , ona HomK(A)(X [�n�1] ; I�) = 0 . En particulier, en prenant X = Ker dn+1I� , onmontre aussitôt que le morphisme canonique Ker dn+1I� �! In+1 se factorise�a travers In : Kerdn+1I�\\\\\̂ uIn w In+1 w � � � :Par suite, Ker dn+1I� et Ker dnI� sont des facteurs directs de In et sont doncinjectifs. Le complexe :� � � �! 0 �! I0 �! I1 �! � � � �! In�1 �! Ker dnI� �! 0 �! � � �est une r�esolution injective de Y ; ce qui montre que la dimension injectivede Y est inf�erieure ou �egale �a n . On d�emontre de même que la dimensionprojective de tout objet X de A est inf�erieure ou �egale �a n .3.1.5. Soient X et Y deux objets de A . La proposition (3.1.4) montre quelorsque la cat�egorie A poss�ede su�samment d'objets injectifs ou projectifs lesgroupes ExtiA(X; Y ) que nous avons d�e�nis ici co��ncident avec ceux qui sontd�e�nis classiquement.3.2. La construction de Yoneda.3.2.1. Soient X et Y deux objets de A . D�esignons par EnA(X; Y ) (n � 1)l'ensemble des suites exactes :Sn(X; Y ) = 0 �! Y �! Zn�1 �! Zn�2 �! � � � �! Z0 u0�! X �! 0 :L'entier n est appel�e la longueur de la suite Sn(X; Y ) . Associons �a tout�el�ement Sn(X; Y ) de EnA(X; Y ) trois complexes :193



J.-L. Verdiera) Le complexe X dont le seul composant non nul est l'objet X en degr�ez�ero.b) Le complexe :Z� = � � � �! 0 �! Y �! Zn�1 �! � � � �! Z0 �! 0 �! 0 �! � � �( Y est le composant de degr�e �n et les Zi sont les composants de degr�e �i ).c) Le complexe Y [n] dont le seul composant non nul est l'objet Y en de-gr�e �n .D�esignons alors par u(Sn(X; Y )) : Z� ! X le morphisme dont le seulcomposant non nul est u0 en degr�e 0 , et par v(Sn(X; Y )) : Z� ! Y [n] lemorphisme dont le seul composant non nul est idY en degr�e �n . Le mor-phisme u(Sn(X; Y )) est un quasi-isomorphisme, d'o�u un morphisme dansD(A) (avec les notations de (1.3.2) ) :(3:2:1:1) �nA(Sn(X; Y )) = [v(Sn(X; Y ))] [u(Sn(X; Y ))]�1 : X �! Y [n] :On d�e�nit ainsi une application :(3:2:1:2) �nA : EnA(X; Y ) �! ExtnA(X; Y ) ;qu'on note simplement �n lorsqu'aucune confusion n'en r�esulte.Proposition 3.2.2. a) L'application �n est surjective.b) Deux �el�ements :Sn(X; Y ) = 0 �! Y �! Zn�1 �! � � � �! Z0 �! X �! 0et : S 0n(X; Y ) = 0 �! Y �! Z0n�1 �! � � � �! Z 00 �! X �! 0ont la même image par �n si et seulement s'il existe un �el�ement :S 00n(X; Y ) = 0 �! Y �! Z 00n�1 �! � � � �! Z 000 �! X �! 0et un diagramme commutatif :0 w Y w Zn�1 w � � � w Z0 w X w 00 w Y wuid uid Z 00n�1 wu u � � � w Z 000 wuu X wu idu id 00 w Y w Z 0n�1 w � � � w Z 00 w X w 0 :194



Cat�egories D�eriv�eesc) Lorsque n = 1 , �1 est le morphisme d�e�ni par le �-foncteur canoniquecomp(A) �! D(A) (1.3.2).Cette proposition r�esulte de la proposition (3.1.3) formule (7). Nouslaissons l'exercice au lecteur qui pourra consulter [3].3.2.3. Soit Sn(X; Y ) = 0 �! Y un�! Zn�1 un�1�! Zn�2 � � �Z0 u0�! X �! 0un �el�ement de EnA(X; Y ) . Pour tout entier p , 0 � p � n , donnons nous un�el�ement "p de f�1;+1g. D�esignons par Sn" (X; Y ) la suite exacte :(3:2:3:1) 0 �! Y "nun���! Zn�1 "n�1un�1������! Zn�2 � � �Z0 "0u0���! X �! 0 ;qui est �el�ement de EnA(X; Y ) . On a l'�egalit�e :(3:2:3:2) �n(Sn" (X; Y )) = � nYi=0 "i� �n(Sn(X; Y )) :La formule (3.2.3.2) se d�emontre imm�ediatement en utilisant la relationd'�equivalence (3.2.2), b) et la d�e�nition de �n (3.2.1.1).3.2.4. Soient maintenant deux suites exactes :Sn(X;X 0) = 0 �! X 0 un��! Zn�1 un�1���! � � � u1��! Z0 u0��! X �! 0Sm(X 0; X 00) = 0 �! X 00 u0m��! Z 0m�1 u0m�1���! � � � u01��! Z 00 u00��! X 0 �! 0 :D�esignons par Sm(X 0; X 00) � Sn(X;X 0) la suite exacte :(3:2:4:1) Sm(X 0; X 00) � Sn(X;X 0) =0 �! X 00 u0m��! Z 0m�1 u0m�1���! � � �Z 00 unu00���! Zn�1 un�1���! � � �Z0 u0��! X �! 0Proposition 3.2.5. On a l'�egalit�e :�m+n(Sm(X 0; X 00) � Sn(X;X 0)) = (�1)mn (�m(Sm(X 0; X 00))) [n] �n(Sn(X;X 0)):D�eterminons le morphisme (�m(Sm(X 0; X 00))) [n] �n(Sn(X;X 0)) . Avecles notations de (3.2.1), on a deux diagrammes :X 0 u(Sm(X0;X00)) ���������� Z 0� v(Sm(X0;X00))����������! X 00[m] ;195



J.-L. VerdierX u(Sn(X;X0)) ��������� Z� v(Sn(X;X0))���������! X 0[n] ;d'o�u un diagramme :X u(Sn) ���� Z� v(Sn)����! X 0[n] u(Sm)[n] ������ Z 0�[n] v(Sm)[n]������! X 00[m+ n] ;(o�u pour simpli�er la notation nous avons fait les abr�eviations �evidentes).Il r�esulte alors de la d�e�nition de la translation dans D(A) (chap. II, 2.2.6)qu'on a l'�egalit�e :(3.2.5.1) (�m(Sm(X 0; X 00))) [n] �n(Sn(X;X 0)) =�v(Sm)[n]��u(Sm)[n]��1�v(Sn)��u(Sn)��1 :Posons alors :(3.2.5.2) Z00� = � � � �! 0 �! X 00 (�1)nu0m������! Z 0m�1 (�1)nu0m�1�������! � � �� � � (�1)nu01�����! Z 00 unu00���! Zn�1 un�1���! � � � u1��! Z0 �! 0 �! 0 �! � � �(les Zi sont les composants de degr�e �i de Z 00� ),Sm+n(X;X 00) = 0 �! X 00 (�1)nu0m������! Z 0m�1 (�1)nu0m�1�������! � � �� � � (�1)nu01�����! Z 00 unu00���! Zn�1 un�1���! � � � u1��! Z0 u0��! X �! 0D�e�nissons maintenant deux morphismes de complexes :(3:2:5:3) � : Z 00� �! Z�8<: �p = id ; pour p � �n + 1 ;��n = u00 ;�p = 0 ; pour p < �n ; : Z00� �! Z 0�[n]� p = 0 ; pour p � �n+ 1 ; p = id ; pour p � �n :On v�eri�e imm�ediatement qu'on a les propri�et�es suivantes :a) Le morphisme � : Z 00� �! Z� (3.2.5.3) est un quasi-isomorphisme.196



Cat�egories D�eriv�eesb) Dans le diagramme ci-apr�es :(3:2:5:4) Z00�''''''''''*u(Sm+n) 



� � [[[[] hhhhhhhhhhjv(Sm+n)X Z�u u(Sn) [[[]v(Sn) Z 0�[n]���� u(Sm)[n] wv(Sm)[n] X 00[m+ n]X 0[n]le carr�e central et les triangles lat�eraux sont commutatifs dans comp(A) .En passant dans la cat�egorie D(A) , le diagramme (3.2.5.4) fournit l'�ega-lit�e : (�m(Sm(X 0; X 00))) [n] �n(Sn(X;X 0)) = �m+n(Sm+n(X;X 00)) :Il su�t alors d'utiliser (3.2.3.2) pour achever la d�emonstration.3.2.6. Un cas d'application particuli�erement important de la proposition(3.2.5) est le suivant. Soit :Sn(X; Y ) = 0 �! Y un��! Zn�1 un�1���! � � � u1��! Z0 u0��! X �! 0un �el�ement de EnA(X; Y ) . Posons pour tout entier p , 1 � p � n :(3:2:6:1) S1p = 0 �! Ker(up�1) �! Zp�1 �! Im(up�1) �! 0 :On a alors l'�egalit�e :(3:2:6:2)�n(Sn(X; Y )) = (�1)n(n�1)2 �1(S1n)[n� 1] �1(S1n�1)[n� 2] � � ��1(S11);ainsi qu'on le d�emontre imm�ediatement en utilisant la proposition (3.2.5).3.2.7. Buvons le calice jusqu'�a la lie, et soient X et Y deux objets de A etpar cons�equent de A� : la cat�egorie oppos�ee �a A . Les ensembles EnA(X; Y ) etEnA�(Y;X) sont �egaux et on a deux applications :(3:2:7:1) EnA(X; Y ) w�nA ExtnA(X; Y )EnA�(Y;X) w�nA� ExtnA�(Y;X) :197



J.-L. VerdierPar ailleurs, on a identi��e en (1.2.8) la cat�egorie D(A)� �a la cat�egorie D(A�) ,ce qui permet d'identi�er les ensembles ExtnA�(Y;X) et ExtnA(X; Y ) (chap. I,1.3.9). Modulo ces identi�cations, on a donc deux applications ayant mêmesource et même but :(3:2:7:2) EnA(X; Y ) w�nA ExtnA(X; Y )EnA�(Y;X) w�nA� ExtnA�(Y;X)et on a la relation :(3:2:7:3) �nA = �nA� :Cette relation est vraie pour n = 1 (1.3.4). Elle se d�emontre alors par r�ecur-rence sur n en utilisant (3.2.5).3.2.8. Soient :Sn(X; Y ) = 0 �! Y un��! Zn�1 un�1���! � � � u2��! Z1 u1��! Z0 u0��! X �! 0un �el�ement de EnA(X; Y ) , f : X 0 �! X et g : Y �! Y 00 deux morphismesde A . Posons :(3:2:8:1)Sn(X; Y ) � f = 0! Y un��! Zn�1 un�1���! � � � u2��! Z1 u01��! Z 00 u00��! X 0 ! 0 ;o�u Z00 est le produit �br�e : Z00 wu00uf 0 X 0u fZ0 wu0 Xet o�u u01 est l'unique morphisme d�e�ni par les �egalit�es f 0u01 = u1 et u00u01 = 0 .De même, posons :(3:2:8:2)g �Sn(X; Y ) = 0! Y 00 u00n��! Z 00n�1 u00n�1���! Zn�2 un�2���! � � � u1��! Z0 u0��! X ! 0 ;198



Cat�egories D�eriv�eeso�u Z00n�1 est la somme amalgam�ee :Y wunug Zn�1u g00Y 00 wu00n Z 00n�1et o�u u00n�1 est l'unique morphisme d�e�ni par les �egalit�es u00n�1 g00 = un�1 etu00n�1u00n = 0 .Proposition 3.2.9. a) On a les �egalit�es :�n(Sn(X; Y ) � f) = �n(Sn(X; Y ))f�n(g � Sn(X; Y )) = g[n] �n(Sn(X; Y )) :b) Tout diagramme commutatif :Sn(X; Y ) = 0 w Y wug Zn�1 wu � � � w Z1 wu Z0 wu X wu f 0S 0n(X 0; Y 0) = 0 w Y 0 w Z 0n�1 w � � � w Z 01 w Z 00 w X 0 w 0fournit l'�egalit�e :(3:2:9:1) �n(g � Sn(X; Y )) = �n(S0n(X 0; Y 0) � f) :Lorsque n = 1 , ces propri�et�es r�esultent des propri�et�es du �-foncteurcanonique comp(A) �! D(A) (1.3). Le cas g�en�eral s'obtient par r�ecurrencesur n , en utilisant (3.2.5).3.2.10. Soient Sn(X; Y ) et Sn(X 0; Y 0) deux �el�ements appartenant respecti-vement aux ensembles EnA(X; Y ) et EnA(X 0; Y 0) et consid�erons le morphisme :�n�Sn(X; Y )� Sn(X 0; Y 0)� : X �X 0 �! (Y � Y 0)[n] :On a l'�egalit�e :(3:2:10:1)�n�Sn(X; Y )� Sn(X 0; Y 0)� = 0@ �n(Sn(X; Y )) 00 �n(Sn(X 0; Y 0))1A ;ainsi qu'il r�esulte imm�ediatement de la d�e�nition des applications �n .199



J.-L. Verdier3.2.11. Soient f = �n(Sn(X; Y )) et g = �n(S 0n(X; Y )) deux �el�ements deExtnA(X; Y ) . Le morphisme f + g 2 ExtnA(X; Y ) est, par d�e�nition, le mor-phisme compos�e :X � idid������! X �X � f 00 g��������! Y [n]� Y [n] �id;id������! Y [n] :Les alin�eas (3.2.9) et (3.2.10) permettent alors, �a partir des �el�ements Sn(X; Y )et S 0n(X; Y ), de construire un �el�ement S00n(X; Y ) 2 EnA(X; Y ) tel que�n(S00n(X; Y )) = f + g . Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter cetteconstruction.3.2.12. Nous avons donc montr�e au cours de ce num�ero que les groupesExtnA(X; Y ) (X et Y objets de A ) peuvent s'interpr�eter comme des quotientsdes ensembles EnA(X; Y ) par la relation d'�equivalence d�ecrite en (3.2.2). Deplus, la composition des extensions et la somme peuvent se d�ecrire �a l'aided'op�erations simples sur les �el�ements des EnA(X; Y ) . On retrouve ainsi unedescription due �a Yoneda [3].3.3. La cat�egorie AExt .Lemme 3.3.1. a) Soient X et Y deux objets de A et � 2 Ext0A(X [p]; Y [q]) 'Extq�pA (X; Y ) , q > p . Il existe q � p suites exactes de longueur 1 , S1i ,1 � i � q � p , telles que la suite exacte de longueur n : S1q�p�S1q�p�1�� � ��S11soit d�e�nie (3.2.4) et telles que :(3:3:1:1) �q�p �S1q�p � S1q�p�1 � � � � � S11� [p] = � :b) Soient Sn et S0n deux �el�ements de EnA(X; Y ) qu'on peut �ecrire en utilisantles notations de (3.2.6) :Sn = S1n � S1n�1 � � � � � S11 ;S0n = S 01n � S01n�1 � � � � � S011 ;o�u les S1i et les S01i , 1 � i � n , sont des suites exactes de longueur 1 . Lespropri�et�es suivantes sont �equivalentes :i) �n(Sn) = �n(S 0n) .ii) Il existe n suites exactes de longueur 1 : S001i , 1 � i � n , et 2n � 2morphismes de A : fi , 1 � i � n�1 , et gi , 1 � i � n�1 , tels que les suites200



Cat�egories D�eriv�eesexactes S1i � fi�1 , 1 < i � n , fi � S001i , 1 � i < n , S01i � gi�1 , 1 < i � n ,gi � S001i , 1 � i < n , soient d�e�nies ((3.2.8.1) et (3.2.8.2)) et tels que :(3:3:1:2) 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:
�1(S 001n) = �1 �S1n � fn�1� ;�1(S 001n) = �1 �S 01n � gn�1� ;�1(fi � S 001i ) = �1 �S1i � fi�1� ; 1 < i � n� 1 ;�1(gi � S 001i ) = �1 �S 01i � gi�1� ; 1 < i � n� 1 ;�1(f1 � S 0011) = �1(S11) ;�1(g1 � S0011) = �1(S 011) :En e�et, l'assertion a) r�esulte imm�ediatement de (3.2.2) et (3.2.5) etl'assertion b) r�esulte de la description de la relation d'�equivalence induite parl'application EnA(X; Y ) �! ExtnA(X; Y ) ((3.2.2) et (3.2.9)).3.3.2. Rappelons (1.2.11) que la cat�egorie AExt est la sous-cat�egorie pleinede D(A) d�e�nie par les translat�es des objets de A . Soit F : AExt �! C unfoncteur (�a valeurs dans une cat�egorie non n�ecessairement additive). D�esi-gnons, pour tout entier n , par Fn : A �! C le foncteur X 7! F (X [n]) . Demême, pour toute suite exacte de A , S1 = 0 �! X �! Y �! Z �! 0 ,d�esignons par �nF (S1) : Fn(Z) �! Fn+1(X) le morphismeF (�1(S1)[n]) : F (Z[n]) �! F (X [n+ 1]) :La suite des foncteurs Fn, n 2 Z , munie des morphismes ��F poss�ede lespropri�et�es suivantes (3.2.9) :SFL I) Tout diagramme commutatif :S = 0 w X wuf Y wu Z wu g 0S0 = 0 w X 0 w Y 0 w Z0 w 0 ;201



J.-L. Verdiero�u les lignes sont exactes fournit, pour tout entier n , un diagramme commu-tatif : Fn(Z) w�nF (S)uFn(g) Fn+1(X)u Fn+1(f)Fn(Z 0) w�nF (S0) Fn+1(X 0) :SFL II) Lorsque S = 0 �! 0 �! 0 �! 0 �! 0 , le morphisme �nF (S) est,pour tout entier n, un isomorphisme.Soit maintenantm : F ! F 0 un morphisme de foncteurs F , F 0 : AExt ! C.On en d�eduit de fa�con �evidente une suite de morphismes de foncteursmn : Fn �! F 0n. Cette suite de morphismes poss�ede la propri�et�e :MSFL) Pour toute suite exacte S = 0 �! X �! Y �! Z �! 0 , et pourtout entier n , le diagramme ci-apr�es est commutatif :Fn(Z) w�nF (S)umn(Z) Fn+1(X)u mn+1(X)F 0n(Z) w�nF 0(S) F 0n+1(X) :D�e�nition 3.3.3. Une suite de foncteurs Fn : A �! C munie de la donn�ee,pour toute suite exacte S = 0 �! X �! Y �! Z �! 0 , d'un morphisme�nF (S) : Fn(Z) �! Fn+1(X) poss�edant les propri�et�es SFL I) et SFL II) estappel�ee une suite de foncteurs li�es. Soient (Fn; �nF ) et (F 0n; �nF 0) deux suitesde foncteurs li�es. Une suite de morphismes de foncteurs mn : Fn �! F 0n estappel�ee un morphisme de suites de foncteurs li�es si elle poss�ede la propri�et�eMSFL).Proposition 3.3.4. Soient Hom(AExt; C) la cat�egorie des foncteurs de AExtdans C et SFL(A; C) la cat�egorie dont les objets sont les suites de foncteursli�es et les morphismes, les morphismes de suites de foncteurs li�es. Ce quipr�ec�ede d�e�nit un foncteur :� : Hom(AExt; C) �! SFL(A; C) :a) Ce foncteur est une �equivalence de cat�egories.202



Cat�egories D�eriv�eesb) Lorsque la cat�egorie C est additive, un foncteur de AExt dans C est pr�e-additif si et seulement si chacun des foncteurs de la suite de foncteurs li�esassoci�ee est additif.Nous nous bornerons �a montrer que � est essentiellement surjectif. Toutd'abord, quitte �a modi�er les cat�egories en pr�esence par une �equivalence,on peut supposer que la cat�egorie A poss�ede un seul objet nul. On v�eri�eaussitôt qu'alors la cat�egorie AExt ne poss�ede qu'un seul objet nul. Soit alors(Fn; �nF ) une suite de foncteurs li�es. Remarquons que, pour tout entier n ,la propri�et�e SFL II) d�e�nit un isomorphisme Fn(0) �! Fn+1(0) . On peutalors, en rempla�cant au besoin la suite (Fn; �nF ) par une suite isomorphe,supposer que, pour tout n , Fn(0) = Fn+1(0) et que �nF (0) = identit�e . Toutobjet non nul W de la cat�egorie AExt s'�ecrit d'une mani�ere unique sous laformeX [n] , o�u X est un objet de A . Posons alors pour tout objet non nul Wde AExt, F (W ) = Fn(X) et posons de plus F (0) = F 0(0) . Nous avons ainsid�e�ni une application de Ob(AExt) dans Ob(C) que nous allons maintenantprolonger en un foncteur F : AExt �! C, qui induise la suite de foncteursli�es (Fn; �nF ) . Soit donc m : W �! W 0 un morphisme de AExt. Examinonsd'abord di��erents cas :1) W = W 0 = 0 . On pose alors F (m) = idF 0(0) .2) W = 0 et W 0 = X [p] , X 6= 0 . On pose alors F (m) = F p(0 �! X) .3) W = Y [p] , Y 6= 0 , et W 0 = 0 . On pose alors F (m) = F p(Y �! 0) .Supposons maintenant que W et W 0 soient di��erents de l'objet nul. Ilss'�ecrivent alors de mani�ere unique sous la forme W = X [p] , W 0 = Y [q] , o�uX et Y sont des objets de A . L'entier q � p est appel�e alors le degr�e de m .4) Degr�e de m < 0 . On pose alors F (m) = F q(0 �! Y )F p(X �! 0) .5) Degr�e de m = 0 . Le morphisme m s'�ecrit alors de mani�ere unique sous laforme f [p] , o�u f est un morphisme de A . On pose alors F (m) = F p(f) .6) Degr�e de m = 1 . Il existe une suite exacte de A :S = 0 �! Y �! Z �! X �! 0telle que m = �1(S)[p] (3.3.1). On pose alors F (m) = �pF (S) . Le fait que lemorphisme F (m) ainsi d�e�ni ne d�epende pas de la suite exacte choisie r�esultede (3.2.2) et de la propri�et�e SFL I).D�esignons alors par Fl�n(AExt) l'ensemble des morphismes m :W ! W 0tels que W ou W 0 soit l'objet nul ou tels que le degr�e de m soit inf�erieurou �egal �a n . L'existence du foncteur F : AExt �! C induisant la suite defoncteurs li�es (Fn; �nF ) r�esulte alors du lemme et de la proposition suivants :203



J.-L. VerdierLemme 3.3.5. Soient m : W �! W 0, m0 : W 0 �! W 00, m00 = m0mtrois morphismes de AExt appartenant �a Fl�1(AExt) . Les morphismes F (m) ,F (m0) et F (m00) ont �et�e d�e�nis ci-dessus dans les cas 1), 2), 3), 4), 5), 6) eton a :(3:3:5:1) F (m00) = F (m0)F (m) :Proposition 3.3.6. (D�e�nition de la cat�egorie AExt par g�en�erateurs et rela-tions). Soient C une cat�egorie et :Ob(F ) : Ob(AExt) �! Ob(C) ;Fl�1(F ) : Fl�1(AExt) �! Fl(C)deux applications compatibles avec les applications source et but des cat�ego-ries AExt et C telles que pour tout triplet de morphismes m : W �! W 0,m0 : W 0 �! W 00, m00 = m0m , m; m0; m00 2 Fl�1(AExt) on ait :Fl�1(F )(m0) Fl�1(F )(m) = Fl�1(F )(m00) :Il existe alors un foncteur F : AExt �! C et un seul tel que F induise l'appli-cation Ob(F ) sur les ensembles d'objets et tel que pour tout m 2 Fl�1(AExt)on ait : F (m) = Fl�1(F )(m) :En e�et, on v�eri�e facilement que la suite de foncteurs li�es associ�ee aufoncteur fourni par (3.3.5) et (3.3.6) est bien la suite (Fn; �nF ) qu'on avaitau d�epart.3.3.7. D�emonstration du lemme 3.3.5. La d�emonstration se fait enexaminant les di��erents cas possibles. Il y a, d'abord, quatre cas �a examinerlorsqu'au moins deux des objets W , W 0, W 00 sont nuls. Les morphismesF (m) , F (m0) et F (m00) sont alors d�e�nis dans l'un des cas 1), 2) ou 3). Lav�eri�cation de (3.3.5.1) est imm�ediate et laiss�ee au lecteur. Il y a, ensuite,neuf cas �a examiner dans lesquels un des objets W , W 0, W 00 est nul. Deuxdes morphismes m , m0, m00 sont alors d�e�nis par 1), 2), 3), le troisi�eme �etantd�e�ni par 4), 5), 6). L�a encore la v�eri�cation est imm�ediate et laiss�ee aulecteur. Il reste �a examiner les cas o�u W , W 0, W 00 sont non nuls. Ces cassont au nombre de huit :c1) degr�e de m et m0 < 0 ;c2) degr�e de m < 0 , degr�e de m0 = 0 ;204



Cat�egories D�eriv�eesc3) degr�e de m = 0 , degr�e de m0 < 0 ;c4) degr�e de m et m0 = 0 ;c5) degr�e de m = 1 , degr�e de m0 < 0 ;c6) degr�e de m < 0 , degr�e de m0 = 1 ;c7) degr�e de m = 1 , degr�e de m0 = 0 ;c8) degr�e de m = 0 , degr�e de m0 = 1 ;Nous nous bornerons �a envisager le cas c8) ; le cas c7) se traite de la mêmemani�ere et les cas ci) , 1 � i � 6 , sont triviaux. Soit :S = 0 �! X 00 �! Y �! X 0 �! 0une suite exacte telle que �1(S)[p] = m0, et f : X �! X 0 un morphismede A tel que f [p] = m . On a alors F (m) = F p(f) , F (m0) = �pF (S) etF (m00) = �pF (S � f) (3.2.9). Or on a un diagramme commutatif :S � f = 0 w X 00 wuid Y 0 wu X wu f 0S = 0 w X 00 w Y w X 0 w 0 :D'o�u un diagramme commutatif (SFL I) :F p(X) w�pF (S � f)uF p(f) F p+1(X 00)u idF p(X 0) w�pF (S) F p+1(X 00) ;i.e. F (m00) = F (m0)F (m) :3.3.8. D�emonstration de la proposition 3.3.6. Soitm : X [p]! Y [p+n] ,X et Y objets de A , n > 0 , un morphisme de AExt. D'apr�es le lemme (3.3.1),il existe n+1 objetsXi[p+i] , 0 � i � n , X0[p] = X [p] , Xn[p+n] = Y [p+n]et n morphismes :X [p] m1�! X1[p+ 1] m2�! X2[p+ 2] m3�! � � � mn�! Y [p+ n]205



J.-L. Verdiertel que m = mnmn�1 � � �m2m1 . Ceci entrâ�ne aussitôt l'unicit�e de F . Pourd�emontrer l'existence, il su�t de remarquer que d'apr�es le lemme (3.3.1),lorsqu'on a une deuxi�eme d�ecomposition de m : m = m0nm0n�1 � � �m01 , on aun diagramme commutatif :X1[p+ 1] wm2 X2[p+ 2] w � � � w Xn�1[p+ n � 1]hhhhjmnX [p] wm001hhhhjm01�����m1 X 001 [p+ 1] wm002u f1[p+1]u g1[p+1] X 002 [p+ 2] wu f2[p+2]u g2[p+2] � � � w X 00n�1[p+ n � 1]ufn�1[p+n�1] ugn�1[p+n�1] wm00n Y [p+ n]X 01[p+ 1] wm02 X 02[p+ 2] w � � � w X 0n�1[p+ n � 1]'''')m0n ;o�u les fi et les gi , 1 � i � n � 1 , sont des morphismes de A .
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4. Objets spectraux usuels.4.1. Premier objet spectral canonique.4.1.1. Rappelons que eZ d�esigne l'ensemble ordonn�e Z [ f�1;+1g , ouencore la cat�egorie associ�ee �a cet ensemble ordonn�e (chap. II, 4.3.1). SoientA une cat�egorie additive et Y : eZ! comp(A) un foncteur :(4:1:1:1) q 2 eZ ; q 7�! Y (q) ;(p; q) 2 Fl1(eZ) ; u(p; q) : Y (p)! Y (q) :On a alors associ�e, au chapitre I, (3.3.6), au foncteur Y un objet spectral(de type eZ) �a valeurs dans K(A) (chap. II, 4.1.2 et 4.1.3) dont nous allonsrappeler la construction.Soit, tout d'abord, pour tout �el�ement (p; q) de Fl1(eZ) (i.e. pour toutcouple p; q 2 eZ tel que p � q ), Y(p; q) le cône du morphisme u(p; q) (chap.I, 3.1.2) :(4:1:1:2) Y(p; q)i = Y (q)i � Y (p)i+1 ;diY(p;q) = 0@diY (q) u(p; q)i+10 �di+1Y (p) 1A :D�e�nissons alors, pour tout couple (p; q) et (p0; q0) d'�el�ements de Fl1(eZ) telsque p � p0 et q � q0 :(4:1:1:3) ��(p; q); (p0; q0)� : Y(p; q)! Y(p0; q0) ;comme �etant la classe �a homotopie pr�es du morphisme de complexes :(4:1:1:4) 	�(p; q); (p0; q0)� : Y(p; q)! Y(p0; q0) ;d�e�ni par les formules :(4:1:1:5) 	�(p; q); (p0; q0)�i = 0@u(q; q0)i 00 u(p; p0)i+11A :



J.-L. VerdierOn a ainsi d�e�ni un foncteur F`1(eZ)! K(A) .Soit (p; q; r) un �el�ement de Fl2(eZ) . D�e�nissons alors :(4:1:1:6) �(p; q; r) : Y(q; r)! Y(p; q)[1] ;comme �etant la classe d'homotopie du morphisme de complexes :(4:1:1:7) d(p; q; r) : Y(q; r)! Y(p; q)[1] ;d�e�ni par les formules :(4:1:1:8) d(p; q; r)i = 0@ 0 idY (q)i+10 0 1A :On sait (chap. I, 3.3.6) que le triangle de K(A) :�Y(p; q);Y(p; r);Y(q; r);��(p; q); (p; r)�;��(p; r); (q; r)�; �(p; q; r)�est distingu�e et d�epend fonctoriellement de (p; q; r) . On a donc construit unobjet spectral �Y(p; q); �(p; q; r)� , �a valeurs dans K(A) .Soient Y : eZ ! comp(A) et Y 0 : eZ ! comp(A) deux foncteurs etm : Y ! Y 0 un morphisme de foncteurs. Le morphisme m induit un mor-phisme des objets spectraux associ�es :(4:1:1:9) M(p; q) : Y(p; q)! Y 0(p; q) :4.1.2. Soit Y un objet de comp(A) . Posons :(4:1:2:1) q 2 Z ; Y (q) = 0! 0! Y �q ! Y �q+1 ! Y �q+2 ! � � � ;les di��erentielles de ce complexe �etant induites par les di��erentielles de Y .Posons de même :(4:1:2:2) Y (�1) = 0 ; Y (+1) = Y :On a des monomorphismes :0 = Y (�1) ,! � � � ,! Y (q) ,! Y (q+1) ,! Y (q+2) ,! � � � ,! Y (+1) = Y ;208



Cat�egories D�eriv�eesqui d�e�nissent une �ltration du type eZ de Y qu'on appelle premi�ere �ltrationcanonique de Y , et par suite un foncteur, que nous notons Y , de eZ danscomp(A) . On en d�eduit par la construction rappel�ee en (4.1.1) un objetspectral �a valeurs dans K(A) : �Y(p; q); �(p; q; r)� . On se propose de d�ecrireun objet spectral isomorphe �a �Y(p; q); �(p; q; r)� . Posons tout d'abord :(4.1.2.3)a) pour �1 < p < q < +1 :Y (p; q) = � � �0! 0! Y �q ! Y �q+1 ! � � � ! Y �p�2 ! Y �p�1 ! 0! 0! � � � ;b) pour �1 < p < +1 :Y (p;+1) = � � � ! Y i ! Y i+1 ! � � � ! Y �p�2 ! Y �p�1 ! 0! 0! � � � ;c) Y (�1; q) = Y (q) , pour tout q 2 eZ , Y (p; p) = 0 , pour tout p 2 eZ ,les di��erentielles de ces complexes �etant induites par les di��erentielles ducomplexe Y .D�esignons par :(4:1:2:4) '�(p; q); (p0; q0)� : Y (p; q)! Y (p0; q0) ; p � p0 et q � q0 ;la classe d'homotopie du morphisme de complexes :(4:1:2:5)  �(p; q); (p0; q0)� : Y (p; q)! Y (p0; q0) ;dont les composants sont des morphismes identiques quand la source et lebut sont des objets non nuls. On v�eri�e imm�ediatement qu'on a ainsi d�e�niun foncteur de F`1(eZ) dans K(A) .Soit (p; q; r) un �el�ement de Fl2(eZ). D�esignons par :(4:1:2:6) �(p; q; r) : Y (q; r)! Y (p; q)[1]la classe d'homotopie du morphisme de complexes :(4:1:2:7) d(p; q; r) : Y (q; r)! Y (p; q)[1] ;dont les composants sont :(4:1:2:8) d(p; q; r)i = 0 ; pour i 6= �q � 1 ;d(p; q; r)�q�1 = �d�q�1Y :209



J.-L. VerdierEn�n, pour tout �el�ement (p; q) de Fl1(eZ) , d�esignons par :(4:1:2:9) J(p; q) : Y(p; q)! Y (p; q)la classe d'homotopie du morphisme de complexes :(4:1:2:10) j(p; q) : Y(p; q)! Y (p; q) ;d�e�ni par les formules :(4:1:2:11) j(p; q)i = 0 ; pour i < �q ou i > �p � 1 ;j(p; q)i = identit�e , pour � q � i � �p � 2 ;j(p; q)�p�1 : Y �p�1 � Y �p ! Y �p�1 ;j(p; q)�p�1 = (id; 0) :Proposition 4.1.3. a) Pour tout �el�ement (p; q) de Fl1(eZ) , le morphismeJ(p; q) : Y(p; q)! Y (p; q) de K(A) est un isomorphisme.b) Pour tout couple (p; q), (p0; q0) de Fl1(eZ) tel que p � p0 et q � q0, lediagramme de K(A) :Y(p; q) w��(p; q); (p0; q0)�uJ(p; q) Y(p0; q0)u J(p0; q0)Y (p; q) w'�(p; q); (p0; q0)� Y (p0; q0)est commutatif.c) Pour tout �el�ement (p; q; r) de Fl2(eZ) , le diagramme de K(A) :Y(q; r) w�(p; q; r)uJ(q; r) Y(p; q)[1]u J(p; q)[1]Y (q; r) w�(p; q; r) Y (p; q)[1]est commutatif.La v�eri�cation est laiss�ee au lecteur.210



Cat�egories D�eriv�ees4.1.4. Il r�esulte de (4.1.3) que pour tout objet Y de comp(A) ,Spec1(Y ) = �Y (p; q); �(p; q; r)� ;d�e�ni par (4.1.2.3), (4.1.2.4) et (4.1.2.6), est un objet spectral �a valeurs dansK(A) . L'objet spectral Spec1(Y ) d�epend fonctoriellement de l'objet Y decomp(A) . On a donc d�etermin�e un foncteur :Y 7�! Spec1(Y )de la cat�egorie des complexes de A dans la cat�egorie des objets spectraux �avaleurs dans K(A) . Ce foncteur est appel�e le foncteur premier objet spectralcanonique �a valeurs dans K(A) . Pour tout objet Y de comp(A) , l'objet spec-tral Spec1(Y ) est appel�e le premier objet spectral �a valeurs dans K(A) associ�eau complexe Y . Il convient de noter que lorsque Y est un objet de comp�(A)(� = + ; � ; b ; \vide"), le premier objet spectral �a valeurs dans K(A) associ�eau complexe Y est, en fait, �a valeurs dans K�(A) .4.1.5. Soient A une cat�egorie ab�elienne et Y un complexe de A . L'imagepar le foncteur canonique K(A) ! D(A) du premier objet spectral associ�eau complexe Y est un objet spectral �a valeurs dans D(A) qui est appel�e lepremier objet spectral �a valeurs dans D(A) associ�e au complexe Y . Le plussouvent, nous dirons simplement premier objet spectral associ�e au complexeY et noterons (abusivement) :Spec1(Y ) = �Y (p; q); �(p; q; r)�le premier objet spectral �a valeurs dans D(A) associ�e au complexe Y . Lefoncteur premier objet spectral canonique compos�e avec le foncteur canoniqueK(A)! D(A) (�etendu aux objets spectraux) est appel�e le foncteur premierobjet spectral canonique �a valeurs dans D(A) . Soulignons qu'il s'agit d'unfoncteur de la cat�egorie des complexes de A dans la cat�egorie des objetsspectraux de D(A) et que ce foncteur ne se factorise pas, en g�en�eral, par lacat�egorie des complexes �a homotopie pr�es.4.1.6. Les complexes n-uples d'objets de A permettent de construire descomplexes simples munis de �ltrations et par suite des objets spectraux �avaleurs dans K(A) . Soient X un complexe n-uple (chap. I, 2.1.2) et m un en-tier, 1 � m � n . Pour tout � 2 Z[n] (notation de (chap. I, 2.1.1)), d�esignonspar �m sa m-i�eme coordonn�ee.Nous allons, tout d'abord, d�e�nir une famille de complexes et de mor-phismes de complexes. Soit, pout tout couple (p; q) 2 Fl1(eZ) , mX(p; q) le211



J.-L. Verdiercomplexe n-uple d�e�ni par :(4:1:6:1) 8>>>>>>>><>>>>>>>>:�mX(p; q)�� = 8<:X� si � q � �m < �p ;0 si �m < �q ou � p � �m ;les di��erentielles de mX(p; q) sont les di��erentiellesde X sauf peut-être si la source ou le but de la dif-f�erentielle consid�er�ee sont des objets nuls.Pour tout couple (p; q) et (p0; q0) d'�el�ements de Fl1(eZ) , tels que p � p0 etq � q0, d�esignons par :(4:1:6:2) f�(p; q); (p0; q0)� : mX(p; q)�! mX(p0; q0)le morphisme de complexes n-uples dont les composants sont des morphismesidentiques sauf peut-être si la source ou le but sont des objets nuls. En�n,pour tout �el�ement (p; q; r) de Fl2(eZ) , d�esignons par :(4:1:6:3) g(p; q; r) : mX(q; r)�! Tm�mX(p; q)�(Tm d�esigne le foncteur de translation dans la direction m (chap. I, 2.3.1) lemorphisme dont les composants sont :(4:1:6:4) 8<: g(p; q; r)� = 0 si �m 6= �q � 1 ;g(p; q; r)� = �d�;mX si �m = �q � 1 :Introduisons alors de nouvelles notations. Tout d'abord, d�esignons, parabus de notation, par Rn : compn(A) ! comp(A) la �-extension ou la�-extension du foncteur complexe simple associ�e (sous r�eserve d'existencede produits ou sommes d�enombrables dans A (chap. I, 2.2.3). Posons alors :(4:1:6:5) 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: Zn mX(p; q) = mY (p; q) ;Zn mX(�1; q) = mY (�1; q) = mY (q) ;Zn mX(�1;+1) = ZnX = mY (�1;+1) = mY (+1) = Y ;212



Cat�egories D�eriv�eespuis :(4:1:6:6) Zn f�(p; q); (p0; q0)� = h�(p; q); (p0; q0)� :Soit de plus :(4:1:6:7) md(p; q; r) : mY (q; r) �! mY (p; q)[1]le morphisme compos�e :(4:1:6:8) mY (q; r) Rn g(p;q;r)�������! Zn TmmX(p; q) (�)��!�Zn mX(p; q)� [1]jjY (p; q)[1] ;o�u le morphisme (�) est l'isomorphisme de commutation aux translations dufoncteur complexe simple associ�e (chap. I, 2.3.2.1).On obtient ainsi une �ltration du complexe simple Y = RnX :(4:1:6:9) 0 = mY (�1) � � � � � mY (q) � � � � � mY (+1) = Yqu'on appelle la �ltration d�e�nie par le m-i�eme degr�e de X .On peut, par le proc�ed�e rappel�e en (4.1.1), associer au complexe �ltr�e(4.1.6.9) un objet spectral �a valeurs dans K(A) not�e :(4:1:6:10) �Y(p; q); �(p; q; r)� :En�n, abusivement, nous d�esignerons dans la proposition ci-apr�es par lamême notation, un morphisme de comp(A) et son image dans K(A) .Proposition 4.1.7. a) Les objets mY (p; q) (4.1.6.5), les morphismesh�(p; q); (p0; q0)� (4.1.6.6) et les morphismes md(p; q; r) (4.1.6.7) d�e�nissentun objet spectral �a valeurs dans K(A) qui d�epend fonctoriellement du com-plexe n-uple X .Cet objet spectral est appel�e l'objet spectral �a valeurs dans K(A) d�e�nipar le complexe X �ltr�e par son m-i�eme degr�e.b) Il existe un isomorphisme canonique (i.e. fonctoriel par rapport �a l'objetX de compn(A) ) entre les objets spectraux �Y(p; q); �(p; q; r)� (4.1.6.10) et�mY (p; q);md(p; q; r)�. 213



J.-L. VerdierSupposons, tout d'abord, la proposition d�emontr�ee lorsque X est undouble complexe et lorsque l'entier m = 1, et montrons comment on peut seramener �a ce cas. Soit ' : [n]! [2] l'application :(4:1:7:1) 8<:'(m) = 1 ;'(i) = 2 ; pour tout i 2 [n] ; i 6= m :Posons R'X = Z (chap. I, 2.2.2). On peut alors e�ectuer sur le doublecomplexe Z les constructions d�ecrites en (4.1.6.i), 1 � i � 4 . On obtient desdoubles complexes :(4:1:7:2) 1Z(p; q) ; (p; q) 2 Fl1(eZ) ;et des morphismes de doubles complexes :(4:1:7:3) fZ�(p; q); (p0; q0)� : 1Z(p; q)! 1Z(p0; q0) ;gZ(p; q; r) : 1Z(q; r)! T1�1Z(p; q)� :On constate alors que :(4:1:7:4) Z' mX(p; q) = 1Z(p; q) ; (p; q) 2 Fl1(eZ) ;Z' f�(p; q); (p0; q0)� = fZ�(p; q); (p0; q0)� ;(v�eri�cation imm�ediate) et que de plus le morphisme gZ(p; q; r) est le mor-phisme compos�e :(4:1:7:5) Z' mX(q; r) R' g(p;q;r)�������! Z' Tm�mX(p; q)� (��)���!T1 �Z' mX(p; q)� ;o�u (��) est l'isomorphisme de commutation du foncteur R' aux translations(chap. I, 2.3.2.1) (pour v�eri�er ceci, on utilise la d�e�nition explicite des di��e-rentielles de Z (chap. I, 2.2.2.5) et de l'isomorphisme de commutation (chap.I, 2.3.2.1). Construisons alors l'objet spectral d�e�ni par Z �ltr�e par son pre-mier degr�e. Il r�esulte de l'�egalit�e R2 R' = Rn , de (4.1.7.4), (4.1.7.5) et de(chap. I, 2.3.3) que �mY (p; q);md(p; q; r)� est �egal �a cet objet spectral.214



Cat�egories D�eriv�eesSupposons donc que X soit un double complexe et que m = 1 . Pourd�emontrer a), il su�t de montrer que, pour tout (p; q; r) 2 Fl2(eZ) , le dia-gramme de comp(A) :(4:1:7:6)Z21X(p; q)!Z21X(p; r)!Z21X(q; r) 1d(p;q;r)�����!Z2T1�1X(p; q)�= �Z21X(p; q)�[1]d�e�nit dans K(A) un triangle distingu�e (remarquons que l'isomorphisme decommutation aux translations R2 T1�1X(p; q)� ��!�R2 1X(p; q)�[1] est dans cecas l'identit�e). Les autres assertions contenues dans a) sont �evidentes. Pourprouver que le diagramme (4.1.7.6) d�e�nit dans K(A) un triangle dinstin-gu�e, il su�t, d'apr�es la propri�et�e (TRII) (chap. II, 1.1.1), de montrer que lediagramme :(4:1:7:7)�Z2 1X(q; r)� [�1] �1d(p;q;r)[�1]���������! Z2 1X(p; q) �! Z2 1X(p; r)�! Z2 1X(q; r)d�e�nit dans K(A) un triangle distingu�e. On constate alors imm�ediatement quele complexe simple R2 1X(p; r) est �egal au cône du morphisme �1d(p; q; r)[�1](chap. I, 3.1.2) et que les morphismes R2 1X(p; q) �! R2 1X(p; r) ,R2 1X(p; r)! R2 1X(q; r) , �gurant dans (4.1.7.7), sont les morphismes intro-duits dans l'�etude du foncteur cône (chap. I, 3.2.2.2 et 3.2.2.4). Par suite, letriangle de K(A) d�e�ni par le diagramme (4.1.7.7) est par d�e�nition (chap. I,3.3.1) un triangle distingu�e. D�emontrons maintenant b). En utilisant les no-tations introduites en (4.1.6.5), on vient de montrer que dans le diagramme :(4:1:7:8) 1Y (q; r)[�1] �1d(�1;q;r)���������! 1Y (q) �! 1Y (r) �! 1Y (q; r) ;le complexe 1Y (r) apparâ�t comme le cône du morphisme �1d(�1; q; r) (po-ser p = �1 dans le diagramme (4.1.7.7)). De plus (4.1.1), l'objet Y(q; r) a�et�e d�e�ni comme �etant le cône du morphisme :(4:1:7:9) 1Y (q) �! 1Y (r)On a alors d�e�ni, dans cette situation (chap. I, 3.2.5.2), un homotopisme(d�e�nissant donc un isomorphisme dans K(A)) :(4:1:7:10) J(q; r) : Y(q; r)�! 1Y (q; r) :On laisse au lecteur le soin de v�eri�er que cet homotopisme est fonctoriel parrapport aux indices (q; r) 2 Fl1(eZ) et par rapport au double complexe X etqu'il d�e�nit un isomorphisme canonique de l'objet spectral �Y(p; q); �(p; q; r)�sur l'objet spectral �1Y (p; q); 1d(p; q; r)�.215



J.-L. Verdier4.1.8. Lorsque X est un complexe simple, l'objet spectral �a valeurs dansK(A) d�e�ni par le complexe X �ltr�e par son premier degr�e (4.1.7) n'est autreque le premier objet spectral �a valeurs dans K(A) associ�e au complexe X . Demême, soient X un complexe n-uple et m un entier, 1 � m � n . Supposonsque le composant X� de X soit nul lorsque :� � �mem 6= 0 (�m m-i�eme coordonn�ee ):On v�eri�e alors que l'objet spectral d�e�ni par le complexe X �ltr�e par sonm-i�eme degr�e est �egal au premier objet spectral canonique du complexesimple RmX .En�n, lorsque la cat�egorie A est ab�elienne, le foncteur canonique :K(A) �! D(A)transforme l'objet spectral �a valeurs dans K(A) d�e�ni par un complexen-uple X �ltr�e par son m-i�eme degr�e en un objet spectral �a valeurs dansD(A) . L'objet spectral ainsi obtenu est appel�e l'objet spectral, �a valeurs dansD(A) , d�e�ni par X, �ltr�e par son m-i�eme degr�e. Lorsque aucune confusionn'en r�esulte, on supprime la mention \ �a valeurs dans D(A) ".4.1.9. Soit X�� un complexe double de A . D�esignons, pour tout entier q ,par Xq;� (resp. X�;q ) le complexe simple :Xq;� = � � � dq;i�12����!Xq;i dq;i2���!Xq;i+1 dq;i+12����! � � �( resp. X�;q = � � � ! X i;q (�1)qdi;q1�������!X i+1;q (�1)qdi+1;q1��������!X i+2;q ! � � � ) ;dont le composant de degr�e i est Xq;i (resp. X i;q ).La di��erentielle dans la premi�ere (resp. deuxi�eme) direction de X�� in-duit des morphismes (dans K(A) ) :dq;�1 : Xq;� �! Xq+1;�( resp. d�;q2 : X�;q �! X�;q+1 ) ;dont les composants sont : (dq;�1 )i = dq:i1( resp. (d�;q2 )i = (�1)idi;q2 ) :216



Cat�egories D�eriv�eesD�esignons par �1Y (p; q); 1�(p; q; r)� (resp. �2Y (p; q); 2�(p; q; r)� ) l' objetspectral, �a valeurs dans K(A) , d�e�ni par le complexe X , �ltr�e par son premier(resp. deuxi�eme) degr�e (4.1.7). Il r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions qu'ona les relations :(4:1:9:1) 8>>>>>>><>>>>>>>: 1Y (q � 1; q) = X�q;�[q] ;2Y (q � 1; q) = X�;�q[q] ;1�(q � 1; q; q+ 1) = �(d�q�1;�1 )[q + 1] ;2�(q � 1; q; q+ 1) = �(d�;�q�12 )[q + 1] :Ces formules seront utilis�ees au num�ero (4.6).4.2. Objet spectral �a valeurs dans D(A) associ�e �a un objet �ltr�e decomp(A) .Dans ce num�ero et les num�eros suivants de ce paragraphe, A d�esigneune cat�egorie ab�elienne.4.2.1. Soient X un objet de comp(A) et X(q) , q 2 eZ , une �ltration crois-sante de type eZ du complexe X :(4:2:1:1) 0 = X(�1) � � � � � X(q) � X(q + 1) � � � � � X(+1) = X :On en d�eduit, par la construction rappel�ee en (4.1.1), un objet spectral�X (p; q); �(p; q; r)� �a valeurs dans K(A) , d'o�u, en appliquant le foncteur cano-nique K(A) ! D(A) , un objet spectral �a valeurs dans D(A) encore not�e,abusivement, �X (p; q); �(p; q; r)� . On se propose de d�ecrire un objet spectral�a valeurs dans D(A) isomorphe �a ce dernier objet spectral.4.2.2. Soit donc 0 = X(�1) � � � � � X(q) � � � � � X(+1) = X , un objet�ltr�e de comp(A) . Posons :(4:2:2:1) X(p; q) = X(q)=X(p) ;pour tout �el�ement (p; q) de Fl1(eZ) . (Le quotient est pris �evidemment ici ausens de la cat�egorie ab�elienne comp(A) ). D�esignons par :(4:2:2:2) '�(p; q); (p0; q0)� : X(p; q)�! X(p0; q0) ;217



J.-L. Verdiero�u (p; q) et (p0; q0) sont des �el�ements de Fl1(eZ) tels que p � p0 et q � q0,l'image dans D(A) du morphisme canonique de comp(A) :(4:2:2:3)  �(p; q); (p0; q0)� : X(p; q) �! X(p0; q0) :On a ainsi d�etermin�e un foncteur de F`1(eZ) dans D(A) . Soit, pour tout�el�ement (p; q; r) de Fl2(eZ) :(4:2:2:4) S(p; q; r) : 0! X(p; q)! X(p; r)! X(q; r)! 0 ;la suite exacte de comp(A) dont les morphismes sont les morphismes cano-niques d�eduits de la �ltration de X . Soit en�n, pour tout �el�ement (p; q) deFl1(eZ) ,(4:2:2:5) J(p; q) : X (p; q) �! X(p; q) ;l'image dans D(A) du morphisme de comp(A) :(4:2:2:6) j(p; q) : X (p; q) �! X(p; q) ;dont les composants sont :(4:2:2:7) j(p; q)i : X (p; q)i = X(q)i �X(p)i+1 ! X(q)i=X(p)i = X(p; q)i ;j(p; q)i = (�i; 0) ;o�u �i est l'�epimorphisme canonique :�i : X(q)i �! X(q)i=X(p)i :Proposition 4.2.3. Pour tout �el�ement (p; q; r) de Fl2(eZ) , d�esignons par :�(p; q; r) : X(q; r)�! X(p; q)[1] ;le morphisme de D(A) :(4:2:3:1) �(p; q; r) = ��S(p; q; r)� ;o�u ��S(p; q; r)� est le morphisme de D(A) associ�e �a la suite exacte S(p; q; r)(4.2.2.4) par le �-foncteur canonique comp(A)! D(A) (1.3.2).a) Les objets X(p; q) (4.2.2.1), les morphismes '�(p; q); (p0; q0)� (4.2.2.2)et les morphismes �(p; q; r) (4.2.3.1) d�e�nissent un objet spectral �a valeursdans D(A) .b) Les morphismes J(p; q) (4.2.2.5) d�e�nissent un isomorphisme de l'objetspectral �X (p; q); �(p; q; r)� sur l'objet spectral �X(p; q); �(p; q; r)� .L'assertion a) r�esulte imm�ediatement des propori�et�es du �-foncteur cano-nique comp(A)! D(A) (1.3.1). Pour d�emontrer l'assertion b), le lecteur sereportera �a (1.3.2). 218



Cat�egories D�eriv�ees4.2.4. Un morphisme d'objets �ltr�es de type eZ de comp(A) induit de lamani�ere �evidente un morphisme entre les objets spectraux associ�es d�ecritspar la proposition (4.2.3), a). La proposition (4.2.3) d�e�nit donc un foncteurde la cat�egorie des objets �ltr�es de comp(A) dans la cat�egorie des objetsspectraux �a valeurs dans D(A) .SoientX un objet de comp(A) etX(q) � X , q 2 eZ , sa premi�ere �ltrationcanonique. L'objet spectral associ�e par la proposition (4.2.3) �a l'objet �ltr�e�X; X(q) ; q 2 eZ � n'est autre, dans ce cas, que le premier objet spectral, �avaleurs dans D(A) , associ�e au complexe X (4.1.5).Soient de même X un complexe n-uple de A , RnX = Y le complexesimple associ�e, m un entier, 1 � m � n , et :0 = mY (�1) � � � � � mY (q) � � � � � mY (+1) = Yla �ltration d�e�nie par le m-i�eme degr�e de X (4.1.6.9). L'objet spectral asso-ci�e par la proposition (4.2.3) �a l'objet �ltr�e �Y; mY (q) ; q 2 eZ � n'est autre,dans ce cas, que l'objet spectral, �a valeurs dans D(A) , d�e�ni par X , �ltr�epar son m-i�eme degr�e (4.1.8).4.3. Deuxi�eme objet spectral canonique.4.3.1. Soit X un objet de comp(A) . Posons :(4:3:1:1)X(�1) = 0 ; X(+1) = X ;X(q) = � � �Xq�3 ! Xq�2 ! Ker(dq�1X )! 0! 0! � � � ; q 2 Z ;les di��erentielles de ce dernier complexe �etant induites par les di��erentiellesde X . On a des monomorphismes canoniques :(4:3:1:2) 0 = X(�1) � � � � � X(q) � X(q + 1) � � � � � X(+1) = Xqui d�e�nissent une �ltration de type eZ sur X qu'on appelle la deuxi�eme�ltration canonique de X . On en d�eduit, par la proposition (4.2.3), un objetspectral �X(p; q); �(p; q; r)� qu'on appelle le deuxi�eme objet spectral, �a valeursdans D(A) , associ�e au complexe X . Un morphisme dans comp(A) : X ! Yrespecte les deuxi�emes �ltrations canoniques et, par suite, le foncteur :X 7�! �X(p; q); �(p; q; r)�est un foncteur de comp(A) dans la cat�egorie des objets spectraux �a valeursdans D(A) . Ce foncteur est appel�e le foncteur deuxi�eme objet spectral cano-nique. 219



J.-L. VerdierProposition 4.3.2. Soient X un objet de comp(A) , �X(p; q); �(p; q; r)� ledeuxi�eme objet spectral associ�e �a X et H : D(A)! A le foncteur cohomolo-gique canonique.a) Hr�X(p; q)�= 0 , pour tout entier r < p ou r � q .b) Soit r un entier. Pour tout �el�ement (p; q) 2 Fl1(eZ) tel que p � r < q , ilexiste un et un seul isomorphisme :irp;q(X) : Hr(X) �! Hr�X(p; q)�tel que ir�1;+1(X) soit l'identit�e et tel que pour tout couple (p; q) et (p0; q0) ,p � p0, q � q0, p � r < q , p0 � r < q0, le diagramme ci-apr�es soitcommutatif : Hr(X)AAAAAADirp;q(X) 





�irp0;q0(X)Hr(X(p; q)) wHr�'�(p; q); (p0; q0)�� Hr(X(p0; q0)) :c) Soient m : X ! Y un morphisme de comp(A) et :m(p; q) : X(p; q)! Y (p; q)le morphisme correspondant entre les deuxi�emes objets spectraux associ�es.Pour tout �el�ement (p; q) de Fl1(eZ) et tout entier r tel que p � r < q , lediagramme ci-apr�es est commutatif :Hr(X) wHr(m)uirp;q(X) o Hr(Y )uo irp;q(Y )Hr(X(p; q)) wHr(m(p; q)) Hr(Y (p; q)) :Cette proposition r�esulte imm�ediatement des d�e�nitions.Corollaire 4.3.3. Le foncteur deuxi�eme objet spectral canonique (4.3.1) sefactorise d'une mani�ere unique �a travers le foncteur canonique :comp(A)! D(A) :En e�et, d'apr�es (4.3.2), un quasi-isomorphisme m : X ! Y est transfor-m�e par ce foncteur en isomorphisme d'objets spectraux. Le corollaire r�esultedonc de (1.3.5). 220



Cat�egories D�eriv�ees4.3.4. Le foncteur de D(A) dans la cat�egorie des objets spectraux de D(A)est encore appel�e, abusivement, le foncteur deuxi�eme objet spectral canonique.Soient X un complexe de A , �X(p; q); �(p; q; r)� le deuxi�eme objet spec-tral associ�e �a X . Il r�esulte de (4.3.2) et (1.2.10) qu'on a un isomorphismecanonique dans D(A) :(4:3:4:1) X(p; p+ 1) ��!Hp(X)[�p] :Notons aussi que lorsqueX est un objet de D�(A) (� = �; +; b, \vide"),le deuxi�eme objet spectral associ�e �a X est en fait �a valeurs dans D�(A) .4.4. Suites spectrales usuelles.4.4.1. Soient A une cat�egorie additive, non n�ecessairement ab�elienne,F : K(A)! B un foncteur cohomologique dans une cat�egorie ab�elienne B ,F p : K(A) ! B les foncteurs d�eduits de F en composant avec le foncteurde translation de K(A) �F p(X) = F (X [p]) �. Soit, de plus, Y un complexede A . Le foncteur F transforme le premier objet spectral, �a valeurs dansK(A) , associ�e �a Y (4.1.4) en un objet spectral �a valeurs dans B. On en d�e-duit (chap. II, 4.3.3) une suite spectrale �a valeurs dans B, fonctorielle en F eten Y (lorsque celui-ci varie dans comp(A) ), qu'on appelle la premi�ere suitespectrale du foncteur F , relative au complexe Y . On utilise toujours, pourcette suite spectrale, l'indexation introduite au (chap. II, 4.3.3.1).Proposition 4.4.2. a) Le terme Ip;q1 de la premi�ere suite spectrale du foncteurF relative au complexe Y est donn�e par :Ip;q1 = F q(Y p)( Y p d�esigne ici le complexe dont le seul composant non nul est, en degr�ez�ero, le p-i�eme composant du complexe Y ). La di��erentielle correspondanteest : d1 : Ip;q1 �! Ip+1;q1 ;d1 = F q(�dpY ) : F q(Y p) �! F q(Y p+1) :b) Le terme Ip;q2 de cette même suite spectrale peut donc se d�ecrire commesuit : d�esignons par F q;� : comp�K(A)� ! comp(B) l'extension de F q auxcomplexes, HpB : comp(B)! B le foncteur p-i�eme objet de cohomologie et Y �l'objet de comp�K(A)� :Y � = � � � ! Y p�1 dp�1Y����! Y p dpY����! Y p+1 �! � � � :221



J.-L. VerdierOn a alors : Ip;q2 = HpB F q;�(Y �) :c) Les termes Ip;q1 sont les gradu�es associ�es aux objets F p+q(Y ) convenable-ment �ltr�es.D�emontrons a). Soit �Y (p; q); �(p; q; r)� le premier objet spectral �a va-leurs dans K(A) associ�e au complexe Y . Il r�esulte imm�ediatement de la d�e�-nition de cet objet qu'on a (4.1.2.3) :Y (�p� 1;�p) = Y p[�p] :Par suite (chap. II, 4.3.3.1) :Ip;q1 = F p+q�Y p[�p]� = F q(Y p) :La description de la di��erentielle d1 : Ip;q1 ! Ip+1;q1 se d�eduit alors imm�edia-tement de (4.1.2.6). L'assertion b) r�esulte imm�ediatement de a). La derni�ereassertion r�esulte de (chap. II, 4.3.2).Remarque 4.4.3. D�esignons par �Ip;qr (Y ) ; dr ; r � 1� la premi�ere suitespectrale du foncteur F relative au complexe Y . Le foncteur :Y 7�! �Ip;qr (Y ) ; dr ; r � 1�est un foncteur de la cat�egorie comp(A) dans la cat�egorie des suites spectrales�a valeurs dans B. Ce foncteur ne se factorise pas en g�en�eral par la cat�egorieK(A) . En revanche, le foncteur :Y 7�! �Ip;qr (Y ) ; dr ; r � 2�se factorise, d'apr�es la proposition (4.4.2), b), par la cat�egorie des complexes�a homotopie pr�es.4.4.4. Soient maintenant A une cat�egorie ab�elienne, F : D(A)! B un fonc-teur cohomologique �a valeurs dans une cat�egorie ab�elienne, F p, p 2 Z , lesfoncteurs d�eduits de F en composant avec les translations de D(A) �F p(X) =F (X [p]) �. Soient, de plus, Y un objet de comp(A) et �Y (p; q); �(p; q; r)� lepremier objet spectral, �a valeurs dans D(A) , associ�e au complexe Y . Le fonc-teur F transforme cet objet spectral en un objet spectral �a valeurs dans B.On en d�eduit une suite spectrale �a valeurs dans B qu'on appelle encore lapremi�ere suite spectrale du foncteur F , relative au complexe Y . Cette suitespectrale est d�ecrite essentiellement par la proposition (4.4.2) (il su�t dans laproposition (4.4.2) de remplacer la cat�egorie K(A) par la cat�egorie D(A) ). Lapremi�ere suite spectrale du foncteur F , relativement au complexe Y , d�ependfonctoriellement de F et de l'argument Y quand celui-ci varie dans comp(A) .Nous utiliserons toujours, pour cette suite spectrale, l'indexation introduiteen (chap. II, 4.3.3.1). 222



Cat�egories D�eriv�ees4.4.5. Les donn�ees sont les mêmes qu'en (4.4.4) mais on se donne, de plus,un objet X de D(A) . Soit �X(p; q); �(p; q; r)� le deuxi�eme objet spectral �avaleurs dans D(A) associ�e au complexe X (4.3.1). Le foncteur F transformecet objet spectral en un objet spectral �a valeurs dans B. On en d�eduit unesuite spectrale fonctorielle en F et en l'argumentX lorsque celui-ci varie dansla cat�egorie D(A) (4.3.3). Cette suite spectrale est appel�ee la deuxi�eme suitespectrale du foncteur F , relative au complexe X . On utilise toujours, pourcette suite spectrale, l'indexation introduite au (chap. II, 4.3.3.2).Proposition 4.4.6. a) Le terme IIp;q2 de la deuxi�eme suite spectrale de Frelative au complexe X est donn�e par :IIp;q2 = F p�Hq(X)�b) Les termes IIp;q1 sont les gradu�es associ�es aux objets F p+q(X) convenable-ment �ltr�es.En e�et (4.3.4.1), on un isomorphisme canonique :X(p; p+ 1) ��!Hp(X)[�p] ;d'o�u en utilisant (chap. II, 4.3.3.2) :IIp;q2 = F p+q�Hq(X)[�q]� = F p�Hq(X)� ;d'o�u l'�egalit�e (abusive) de a). L'assertion b) r�esulte de (chap. II, 4.3.2).4.5. Probl�emes de convergence.D�e�nition 4.5.1. Soient A et B deux cat�egories ab�eliennes. Un foncteurcohomologique F : D�(A)! B (� = + ; � ; b , \vide") est dit stationnaire �adroite (resp. �a gauche) s'il existe un entier n0 tel que, pour tout objet X deD�(A) tel que Hi(X) = 0 , pour tout i < 0 (resp. > 0 ), on ait Fn(X) = 0 ,pour tout n < n0 (resp. n > n0 ). Le foncteur F est dit stationnaire s'il eststationnaire �a droite et �a gauche. Un foncteur exact G : D�(A)! D�0(B) estdit stationnaire �a droite (resp. stationnaire �a gauche, resp. stationnaire) sile foncteur cohomologique obtenu en composant le foncteur G avec le fonc-teur cohomologique canonique D�0(B) ! B est stationnaire �a droite (resp.stationnaire �a gauche, resp. stationnaire).223



J.-L. Verdier4.5.2. Soient F : D(A)! B un foncteur cohomologique stationnaire �a droite,p un entier, X un objet de comp(A) et :0 = X(�1)! � � � ! X(q)! X(q + 1)! � � � ! X(+1) = Xla deuxi�eme �ltration canonique (4.3.1) de X . Le syst�eme inductif F p�X(q)�est stationnaire, i.e. il existe un entier q0 tel que pour tout q , q0 � q � +1 ,le morphisme : F p�X(q)�! F p(X)soit un isomorphisme. En e�et, avec les notations de (4.2.3), on a une suiteexacte :F p�1�X(q;+1)�! F p�X(q)�! F p(X)! F p�X(q;+1)� ;et le foncteur F �etant stationnaire �a droite, il existe un entier q0 tel que pourtout q > q0 les objets F p�X(q;+1)� et F p�1�X(q;+1)� soient nuls.Soient de même F : D(A) ! B un foncteur cohomologique stationnaire�a droite, p un entier, Y un objet de comp(A) et :0 = Y (�1)! � � � ! Y (q)! Y (q + 1)! � � �Y (+1) = Y ;la premi�ere �ltration de Y (4.1.2). Il existe un entier q0 tel que pour toutq < q0 l'objet F p�Y (q)� soit nul. La v�eri�cation analogue �a la pr�ec�edente estlaiss�ee au lecteur qui pourra de même, en passant aux cat�egories oppos�ees,�etudier les propri�et�es analogues des foncteurs stationnaires �a gauche.Proposition 4.5.3. a) Soit Y un objet de comp�(A) (1.1.1) (� = + ; � ; b ,\vide"). Soit F : D�(A) ! B un foncteur cohomologique. La premi�ere suitespectrale du foncteur F relative au complexe Y (4.4.1) dont les termes ini-tiaux sont (4.4.2) : Ip;q1 = F q(Y p)est stationnaire (chap. II, 4.4.2) dans les cas suivants :1) Y est un objet de compb(A) .2) Y est un objet de comp+(A) et F est stationnaire �a droite.3) Y est un objet de comp�(A) et F est stationnaire �a gauche.4) Le foncteur F est stationnaire.b) Soient X un objet de D�(A) (1.2.4) et F : D�(A) ! B un foncteurcohomologique. La deuxi�eme suite spectrale du foncteur F relative au com-plexe X (4.4.5) est stationnaire dans les cas suivants :224



Cat�egories D�eriv�ees1) X est un objet de Db(A) .2) X est un objet de D+(A) et F est stationnaire �a droite.3) X est un objet de D�(A) et F est stationnaire �a gauche.4) Le foncteur F est stationnaire.Cette proposition r�esulte imm�ediatement de (4.5.2) et de la d�e�nition(chap. II, 4.4.2).Th�eor�eme 4.5.4. Soient F1; F2 : D�(A) ! B (� = + ; � ; b , \vide") deuxfoncteurs cohomologiques (resp. G1; G2 : D�(A) ! D�0(B) deux foncteursexacts) et m : F1 ! F2 (resp. m : G1 ! G2) un morphisme de foncteurs(resp. un morphisme de foncteurs exacts (chap. I, 1.6.6.4)). La sous-cat�egoriepleine de D�(A) d�e�nie par les objets X de D�(A) tels que m�X [p]� soit unisomorphisme, pour tout entier p, est une sous-cat�egorie triangul�ee stricte-ment pleine et satur�ee de D�(A) (chap. II, 2.1.6), not�ee Is(m) .a) Si tout objet de A est un objet de Is(m) , alors Db(A) � Is(m) .b) Si tout objet de A est un objet de Is(m) et si les foncteurs F1 et F2 (resp.G1 et G2 ) sont stationnaires �a droite, alors D+(A) \ D�(A) � Is(m) .c) Si tout objet de A est un objet de Is(m) et si les foncteurs F1 et F2 (resp.G1 et G2 ) sont stationnaires �a gauche, alors D�(A) \ D�(A) � Is(m) .d) Si tout objet de A est un objet de Is(m) et si les foncteurs F1 et F2 (resp.G1 et G2 ) sont stationnaires, alors D�(A) = Is(m) .e) S'il existe une partie M de Ob(A) telle que :�) tout objet de A soit isomorphe �a un quotient d'un objet appartenant�a M ;�) tout objet appartenant �a M soit un objet de Is(m) ;si de plus les foncteurs F1 et F2 (resp. G1 et G2 ) sont stationnaires �a gauche,alors D�(A) \ D�(A) � Is(m) .f) S'il existe une partie M de Ob(A) telle que :�) tout objet de A soit isomorphe �a un sous-objet d'un objet appartenant�a M ;�) tout objet appartenant �a M est un objet de Is(m) ;si de plus les foncteurs F1 et F2 (resp. G1 et G2 ) sont stationnaires �a droite,alors D+(A) \ D�(A) � Is(m) .Notons, tout d'abord, que la partie resp. du th�eor�eme (4.5.4) se d�eduitde la partie non resp., en composant les foncteurs G1 et G2 avec le foncteurcohomologique canonique D�0(B) ! B . D�emontrons a). Soit X un objet de225



J.-L. VerdierDb(A) . Le morphisme m induit un morphisme entre les deuxi�emes suitesspectrales canoniques des foncteurs F1 et F2 relatives au complexe X . Lemorphisme induit entre les termes initiaux :mp;q2 (X) : F p1 �Hq(X)� �! F p2 �Hq(X)�est par hypoth�ese un isomorphisme. De plus, les deux suites spectrales sontstationnaires (4.5.3). On en d�eduit (chap. II, 4.4.5) que le morphisme m in-duit un isomorphisme entre les aboutissements des deux suites spectrales et,par suite, que m(X) est un isomorphisme. Les assertions b), c), d) se d�emon-trent de mani�ere analogue : il su�t de remarquer que sous les hypoth�esesfaites, les deuxi�emes suites spectrales canoniques sont stationnaires (4.5.3).D�emontrons e). Il su�t, d'apr�es c), de montrer que tout objet de A est unobjet de Is(m) . Soient X un objet de A , p un entier, et montrons que lemorphisme : m�X [p]� : F p1 (X) �! F p2 (X)est un isomorphisme. Les foncteurs F1 et F2 �etant stationnaires �a gauche, ilexiste un entier r tel que F qi (Y ) = 0 , pour i = 1; 2 , tout objet Y de A ettout entier q � p+r�1 . La propri�et�e �) implique que X est quasi-isomorphe�a un complexe :W � = � � � ! 0! Y ! L�r+1 ! L�r+2 ! � � � ! L�1 ! L0 ! 0! � � � ;o�u les composants Li , �r + 1 � i � 0 , sont des �el�ements de M . D�esignonspar L� le complexe :� � � ! 0! L�r+1 ! L�r+2 ! � � � ! L�1 ! L0 ! 0! � � � :On a une suite exacte de complexes :0! L� ! W � ! Y [r]! 0 ;d'o�u (1.3.2) un triangle distingu�e de D�(A) :Y [r]DAAADL� w Xhhhk :226



Cat�egories D�eriv�eesOn en d�eduit un diagramme commutatif, o�u les lignes sont exactes :F p+r�11 (Y ) wu F p1 (L�) wum(L�[p]) F p1 (X) wum(X [p]) F p+r1 (Y )uF p+r�12 (Y ) w F p2 (L�) w F p2 (X) w F p+r2 (Y ) :L'entier r a �et�e choisi de telle fa�con que les objets F qi (Y ) soient nuls, pouri = 1; 2 et q � p + r � 1 , et, par suite, tout revient �a montrer que m(L�)est un isomorphisme, pour tout objet L� de compb(A) dont les composantssont des �el�ements de M . Or le morphisme m induit un morphisme entre lespremi�eres suites spectrales des foncteurs F1 et F2 relatives au complexe L�.Sur les termes initiaux, ce morphisme :mp;q1 (L�) : F q1 (Lp)! F q2 (Lp) ;est, par hypoth�ese, un isomorphisme. Ces suites spectrales �etant stationnaires(4.5.3), le morphisme m induit un isomorphisme sur les aboutissments (chap.II, 4.4.5) et, par suite (4.4.2), le morphisme m(L�) est un isomorphisme.Ceci ach�eve la d�emonstration de l'assertion e). L'assertion f ) se d�eduit del'assertion e), en passant aux cat�egories oppos�ees. Le th�eor�eme est d�emontr�e.4.6. Objet spectral de Cartan-Eilenberg.D�e�nition 4.6.1. On dit qu'un complexe I� de A est un complexe injectifde Cartan-Eilenberg si, pour tout entier i, les objets Im(diI�) et Hi(I�) sontinjectifs.4.6.2. On notera qu'un complexe injectif de Cartan-Eilenberg I� est de typeinjectif (1.1.5), i.e. que ses composants sont des objets injectifs de A et que,pour tout entier i, l'objet Ker(diI�) est un objet injectif de A . Ceci se v�eri�eimm�ediatement, en utilisant les suites exactes �a trois termes qui relient cesdi��erents objets.Proposition 4.6.3. Soit I� un complexe injectif de Cartan-Eilenberg.a) Pour tout complexe Y , le morphisme canonique :HomK(A)(Y; I�) �! Yp2ZHomA�Hp(Y );Hp(I�)�est un isomorphisme. 227



J.-L. Verdierb) Soit Q : K(A)! D(A) le foncteur de passage au quotient. Le complexe I�est Q-libre �a droite (chap. II, 2.3.3), i.e. pour tout complexe Y , le morphismecanonique : HomK(A)(Y; I�) �! HomD(A)(Y; I�)est un isomorphisme.c) Soit : H�(I�) : � � � ! Hp(I�)! Hp+1(I�)! � � �le complexe dont les composants sont les Hp(I�) , p 2 Z , et les di��erentiellessont nulles. Il existe un et un seul isomorphisme dans K(A) I� ! H�(I�)induisant l'identit�e sur les objets de cohomologie.d) Les morphismes canoniques H�(I�)! Hp(I�)[�p] d�e�nissent des isomor-phismes dans K(A) et dans D(A) :H�(I�) ��!Yp2ZHp(I�)[�p] :Montrons que a) entrâ�ne b). En e�et, il su�t (chap. II, 2.3.3) de montrerque pour tout complexe acyclique Y , HomK(A)(Y; I�) = 0 , ce qui r�esulte dea). Montrons que a) entrâ�ne c). En e�et, il su�t de remplacer, dans l'isomor-phisme de a), le complexe Y par I� et le complexe I� par H�(I�) . On voit demême que a) entrâ�ne d) en rempla�cant, dans l'isomorphisme de a), le com-plexe I� par le complexe H�(I�) . D�emontrons a). Il r�esulte imm�ediatementdes d�e�nitions que le complexe I� est isomorphe �a un complexe du type :� � � !Jn�2�Hn�1�Jn�1  0 0 id0 0 00 0 0 !�����! Jn�1�Hn�Jn  0 0 id0 0 00 0 0 !�����! Jn�Hn+1�Jn+1! � � � ;et, par suite, il existe un homotopisme entre I� et le complexe H�(I�) . Pourd�emontrer a), on peut donc supposer que I� = H�(I�) . Il est clair qu'on aalors un isomorphisme :HomK(A)�Y;H�(I�)� ��!Yp2ZHomK(A)�Y;Hp(I�)[�p]� :De plus, les objets Hp(I�) �etant injectifs, le morphisme canonique :HomK(A)�Y;Hp(I�)[�p]� �! HomA�Hp(Y );Hp(I�)�est un isomorphisme. 228



Cat�egories D�eriv�ees4.6.4. Soit X�� un double complexe de A (chap. I, 2.1.2). Le double com-plexe X�� d�e�nit un objet de comp�comp(A)� :X�� : � � � ! X�;n�1 d�;n�12�����!X�;n d�;n2���!X�;n+1 ! � � � :(On utilise les notations de (4.1.9). Attention au signe !) D�esignons parBp1(X��) le complexe simple :(4:6:4:1) 8<: Bp1(X��)i = Im(dp�1;i1 ) ;diBp1(X��) induit par dp;i2 :D�esignons par Zp1(X��) le complexe simple :(4:6:4:2) ( Zp1(X��)i = Ker(dp;i1 ) ;diZp1(X��) induit par dp;i2 :D�esignons par Hp1(X��) le complexe simple :(4:6:4:3) ( Hp1(X��)i = Zp1(X��)i=Bp1(X��)i ;diHp1(X��) induit par dp;i2 :En�n, Y �etant un complexe simple de A , nous d�esignons encore par Yle complexe double dont les composants sont nuls en deuxi�eme degr�e nonnul et dont les composants et les premi�eres di��erentielles sont ceux de Y endeuxi�eme degr�e z�ero.D�e�nition 4.6.5. Soit Y un complexe simple de A . Une r�esolution injectivede Cartan-Eilenberg de Y est un double complexe :I�� : � � � ! 0! I�;0 ! I�;1 ! I�;2 ! � � � ;muni d'un morphisme appel�e augmentation :" : Y ! I��tel que pour tout entier p , les complexes simples Bp1(I��) (4.6.4.1) et Hp1(I��)(4.6.4.3) munis des augmentations :Bp1(") : Im(dp�1Y ) �! Bp1(I��) ;Hp1(") : Hp(Y ) �! Hp1(I��)229



J.-L. Verdiersoient des r�esolutions de type injectif (1.1.4).Nous appelons donc r�esolution injective de Cartan-Eilenberg du complexeY ce que ces auteurs appellent simplement r�esolution injective du complexe Y([1], chap. XVII), terminologie que nous n'utiliserons pas dans ce travail. Uner�esolution injective de Cartan-Eilenberg de Y induit des r�esolutions de typeinjectif des composants du complexe Y et des noyaux des di��erentielles deY [loc. cit.]. Nous dirons qu'une r�esolution de Cartan-Eilenberg " : Y ! I��est de longueur �nie s'il existe un entier n0 tel que I�;n = 0 pour n > n0 .Pour qu'un complexe Y admette une r�esolution injective de Cartan-Eilenbergde longueur �nie, il faut et il su�t que la dimension injective des objetsde cohomologie de Y et des images des di��erentielles de Y soit major�ee.Rappelons les r�esultats �etablis dans loc. cit. :Proposition 4.6.6. a) Lorsque la cat�egorie A poss�ede su�samment d'objetsinjectifs (3:1:5), tout complexe simple Y de A admet une r�esolution injectivede Cartan-Eilenberg.b) Soient f : X ! Y un morphisme de complexes simples, " : X ! I�� et"0 : Y ! J�� deux r�esolutions injectives de Cartan-Eilenberg. Il existe unmorphisme de doubles complexes :g : I�� �! J��au dessus de f , i.e. tel que le diagramme de morphismes de doubles com-plexes : X wfu" Yu "0I�� wg J��soit commutatif.c) Deux morphismes g ; g0 : I�� ! J�� au dessus de f , sont homotopes (ausens de l'homotopie des morphismes de doubles complexes (chap. I, 2.5.1) ).Nous renvoyons pour la d�emonstration �a loc. cit.4.6.7. Soient Y un objet de comp(A) et Y ! I�� une r�esolution injectivede Cartan-Eilenberg de Y . Le double complexe I�� donne naissance �a deuxobjets spectraux �a valeurs dans D(A) , suivant qu'on le �ltre par son premierou son deuxi�eme degr�e (4.1.7). L'objet spectral, �a valeurs dans D(A) , d�e�nipar I�� �ltr�e par son deuxi�eme degr�e, est appel�e l'objet spectral de Cartan-Eilenberg de Y (relatif �a la r�esolution de Cartan-Eilenberg consid�er�e).230



Cat�egories D�eriv�eesProposition 4.6.8. Soient Y un complexe de A et " : Y ! I�� une r�esolu-tion injective de Cartan-Eilenberg de Y . Lorsque Y est un objet de comp+(A) ,ou bien lorsque la r�esolution I�� est de longueur �nie, le complexe simpleR2 I�� est un complexe de type injectif et le morphisme de complexes :Z2 " : Y �! Z2 I��est un quasi-isomorphisme.En e�et, le morphisme " induit un morphisme entre le premier objetspectral de Y , �a valeurs dans D(A) (4.1.5), et l'objet spectral, �a valeurs dansD(A), d�e�ni par I�� �ltr�e par son premier degr�e ((4.1.7), (4.1.8)). Ces deuxobjets spectraux sont transform�es par le foncteur cohomologique canoniqueH : D(A) ! A en objets spectraux �a valeurs dans la cat�egorie ab�elienne A .Il su�t de montrer que " induit un isomorphisme entre ces objets spectraux.Or l'objet spectral d�e�ni par Y est toujours stationnaire (chap. II, 4.4.2) et,sous les hypoth�eses faites, l'objet spectral d�e�ni par I�� est stationnaire. Ilsu�t donc de montrer que " induit un isomorphisme sur les termes initiaux.Ces termes initiaux sont d'une part :Ip;q1 = Hq(Y p) ;et d'autre part : 0Ip;q1 = Hq(Ip;�) :De plus, le morphisme induit par " sur les termes initiaux est d�eduit parpassage �a la cohomologie du morphisme de complexes :"p : Y p �! Ip;� :Or ce morphisme est un quasi-isomorphisme, ce qui d�emontre la proposition.4.6.9. Soient F : D(A) ! B un foncteur cohomologique, Y un objet decomp(A) et Y ! I�� une r�esolution injective de Cartan-Eilenberg. Le fonc-teur F transforme l'objet spectral de Cartan-Eilenberg correspondant (4.6.7)en un objet spectral �a valeurs dans B , d'o�u une suite spectrale appel�ee suitespectrale de Cartan-Eilenberg. D�esignons par (C.E.)p;qr les termes de cettesuite spectrale (chap. II, 4.3.3.1). Les termes initiaux de cette suite spectralesont (4.1.9.1) : (C.E.)p;q1 = F p+q�I�;p[�p]� = F q(I�;p) ;231



J.-L. Verdieret les premi�eres di��erentielles sont (4.1.9.1) :dp;q1 : (C.E.)p;q1 �! (C.E.)p+1;q1 ;dp;q1 = F q(�d�;p2 ) :Les complexes I�;p sont des complexes injectifs de Cartan-Eilenberg (4.6.1)et, par suite (4.6.3), on a un isomorphisme canonique dans D(A) :I�;p ��!Yr2ZHr(I�;p)[�r] :Utilisons alors le complexe Hp1(I��) introduit en (4.6.4.3). Pour tout entier ron a : Hr1(I��)p = Hr(I�;p) ;d'o�u un isomorphisme canonique dans D(A) :I�;p ��!Yr2ZHr1(I��)p[�r] ;et, modulo cet isomorphisme, le morphisme de complexes :d�;p2 : I�;p �! I�;p+1 ;est isomorphe au morphisme :Yr2ZdpHr1(I��)[�r] ;d'o�u l'expression d�e�nitive des termes initiaux :(4:6:9:1) (C.E.)p;q1 = F q�Yr2ZHr1(I��)p[�r]� ;et des premi�eres di��erentielles :(4:6:9:2) dp;q1 = �F q�Yr2ZdpHr1(I��)[�r]� :Soit alors F q;��Hr1(I��)� le complexe d'objets de B obtenu en appliquant lefoncteur F q aux composants et aux di��erentielles du complexe Hr1(I��) . Lesformules (4.6.9.1) et (4.6.9.2) d�e�nissent un morphisme :(4:6:9:3) (C.E.)p;q2 �! Yr2ZHpB�F q�r;�(Hr1(I��))� :232



Cat�egories D�eriv�eesCe morphisme est un isomorphisme lorsque, par exemple, le complexe Y estun objet de comp+(A) et lorsque le foncteur F est stationnaire �a droite, oubien, sans hypoth�ese sur Y , lorsque le foncteur F est stationnaire (4.5.1).Le double complexe I�� �etant une r�esolution injective de Cartan-Eilenbergde Y , le complexe Hr1(I��) est une r�esolution injective de l'objet Hr(Y ) et,par suite, on a un isomorphisme :(4:6:9:4) HpB�F q�r;�(Hr1(I��))� ��!RpF q�r(Hr(Y )) ;o�u RpF q�r : A ! B d�esigne le p -i�eme d�eriv�e droit (au sens de [1]) dufoncteur F q�r restreint �a la cat�egorie A . On a donc, lorsque le morphisme(4.9.6.3) est un isomorphisme, un isomorphisme :(4:6:9:5) (C.E.)p;q2 ��!Yr2ZRpF q�r(Hr(Y )) :4.6.10. �Etudions le cas o�u la cat�egorie B est la cat�egorie Ab des groupesab�eliens appartenant �a un univers convenable et o�u le foncteur :F : D(A) �! Abest le foncteur : Y 7�! F (Y ) = Ext0(Z; Y ) ;o�u Z est un objet de D(A) . Soient Y un complexe de A et " : Y ! I�� uner�esolution injective de Cartan-Eilenberg. Le morphisme (4.6.9.3) est alors unisomorphisme (4.6.3) et, par suite, on a un isomorphisme :(4:6:10:1) (C.E.)p;q2 ��!Yr2ZExtp�Hr�q(Z);Hr(Y )� :Par ailleurs, la suite spectrale de Cartan-Eilenberg relative �a F est station-naire lorsque Y est un objet de comp+(A) et Z un objet de D�(A) , ou bienlorsque la r�esolution injective de Cartan-Eilenberg est de longueur �nie. Deplus, sous ces hypoth�eses, l'aboutissement de cette suite spectrale est, envertu de (4.6.8) :Yr2ZExtp�Hr�q(Z);Hr(Y )� =) Extp+q(Z; Y ) :233
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