
0ber die Homologiegruppen der Vereinigung 
zweier Komplexe. 

Von L. Vie tor i s  in Wien. 

Wir wollen hier die folgenda Aufgabe liisen: 

El, Z 2 seian zwai kombinatorische Komplaxe, Z8 der Durehschnitt 
yon El and E2, Z die Vereinigung E~+Z~ yon Z 1 und E.~. Wir 
fragen: Was mail man yon den Homologiegrappen yon El~ Z~, Z 8 
wissen, um die Homologiegruppan yon )2 angeban zu kSnnen~ and 
wia gibt man diesa dann an? 

W. Mayer ,  dam ieh das Problem samt vermutungsweisen An- 
gaban tiber Weg and Antwort mitgeteilt habe, hat das Problem in 
diesen Monatsheftan, Bd. 36 (1929), S. 1--42 (insbesonders 31--42), 
soweit es sich auf die Bettisahen Zahlen beziaht~ auf zum Teil an- 
deram Wag gelSst [Formal (96)]. Im folgenden will ieh dan yon 
mir damals ins Auge gefa~ten Gedankengang wiader aufgreifbn and 
zur allgemeinen Liisung verwanden. 

92 z { Ao, AI~ As, . . . .  }, ~ ~ { Bo, B1, B2 . . . . .  } saien zwei 
Gruppanl). -40, Bo seien die baiden neutralen Elemente (Einheits- 
elemente). Wir bilden die oriantiertan Paare As Bk--C~k und setzen 
ftir diese Paare folgendes Verkniipfungsgesetz fast: C~.k Cj~ ~ A~ Aj B~ Bz, 
wo untar A~ Aj and BkB~ die Verkntipfungsresultata innerhalb 92 und 
!~ za verstehan sind~). Damit ist eine Gruppe erkl~rt, deran neutrales 

~) Die Bezeichnung Ao, AI, A2... soll nicht andeuten, dal~ 9~ nur endlich 
oder abz~thlbar viele Elemente haben soll. 

2) Vgl. O. HSlder, Math. Ann., 43 (1893)~ S. 301--412, and 46 (1895), 
S. 321--422. 
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Element Coo ~ Ao Bo ist. Wit nennen diese Gruppe das ,,Produkt, ~ 

Schreiben wir die einsmfige Isomorphic zweier Gruppen {~, ~) 
einfaeh (~ ~ ~,  dann gilt 9A!~ - -  ~ 2 ;  d. h. unser Produkt ist kommu- 
tativ. Die Gruppe ~ i~  ist natUrlich dann und nur dann kommutativ, 
wenn 2 und i~ fiir sich kommutativ sind. Aul]erdem gilt das assozia- 
t ire Gesetz (gA ~)  ~ ---- 9.I (!~ ~). 

Nun sei (~ eine Gruppe, 92 ein Normalteiler yon (~. Wir 
zerlegen (~ naeh 9~ in Nebenkomplexe: 

Ao, A1, As, . . �9 

B1Ao~ B1A1, Bi A~ . . . 

B2 Ao~ B~ A1, Bs As . . . .  

Setzt man in (~ alle Elemente yon 2 gleieh dem neutralen 
Element (Einftihrung neuer definierender Relationen), d. h." unter- 
seheidet man zwei Elemente yon | nicht, wenn sie in dem ange- 
schriebenen Zerlegungsschema in derselben Zeile stehen~ dann erhiilt 

(~ 
man aus (~ die Faktorgruppe ~2" 

Wir gehen nun an unsere eigentliche Aufgabe. Wir verstehen 
unter ~ die ~to Homol0giegrupp e yon Z~ ( i -  1, 2, 3), unter ~Q die 
yon Z, unter (~Q die Untergruppe yon ~ aller jener  in Z3 liegenden 
?-dimensionalen Zykel, welche sowohl in Z 1, wie in Z s homolog 0 
sind; ferner sei ~Q die Untergruppe yon ~e aller jener  ?-dimen- 
sionalen Zykel, welche Summe tines in Z 1 liegenden Zykels und 
eines in Zs liegenden Zykels sind. 

Dann l~tl~t sieh das Ergebnis der in den Seiten 32 bis Mitte 35 
der zitierten Arbeit von W. M a y e r  enthaltenen Entwicklungen in 
der Formel niederlegen 4, 5) : 

8) Der Unterschied yore ,dlrekten Produkt" besteht darin, dab 9~ und !~ 
nicht als Untergruppen einer Gruppe (~ aufgefal~t werden, sondern die Paarung 
AiBk ein noch nicht vorhandenes Gebilde schafft. 

4) Um die Bezeichnung W. Mayers zu erhalten, mul~ man ~ H e , 
OQ 

/~ ~_ - - - ,  ~Q--I _-- 1~3 setzen. ~e 

5) Das Folgende gilt auch ftir p ~-0, wenn man unter (~-1 die nur das 
neutrale Element enthaltende Gruppe versteht. 
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(1) ~ = ~ ~o-~. 

Wit wollen nun ~Q durch ~)~, ~ ,  ~ ,  (~Q ausdrUcken. 

Zunttchst gilt folgender Hilfssatz: 

Ist C ein p-dimensionaler Zykel in El, Co. ein p-dimensionaler 
Zykel in Zo. und ist C~ c,o C2 in ~Q, dann gibt es einen Zykel P in 
)2a, so daI~ P ~  Ca in ~ und Pc~  Co. in ~ ist. 

Beweis :  Wegen C~--C, c~0  in ~)Q gibt es einen Komplex 
K in Z, so dag C1--C~ -- tl (K). Es gibt ferner einen Komplex /{1 
in Za und einen Komplex Ko. in Z.,, so dag K--K~--KO. ist. Also 
ist C~--CO. = R (K~--Uo.) --" R (Ka)--R (K~). Wir setzen P =  Ct--R (1{i) 
--CO.--R(K.~). P liegt daher in 2] i and in Z~, also in Z 3. Ferner 
ist wegen C~--P=.R(K~) und C~--P-=R(K~) Cic~P in ~ und 
C., c ~ P  in ,~,  womit die Behauptung erwiesen ist. 

~ ~ ist die Gruppe aller Paare (C1, Co), wo Cx ein ?-dimen- 
sionaler Zykel in ZI, Ca ein p-dimensionaler Zykel in Zo. ist, und 
(C~, C~) --  (C1, C~) in ~)~ ~ dann land nur dann gilt, wenn Ca c~z C, 
in ~)~ und C, c~z Co. in ~ gilt. 

~ ist die Gruppe der Zykel C~ + C~ als Untergruppe yon ~e;  
d. h. zwei Zykel gelten in ~e als gleieh, wenn sie in ~e homolog sind. 

Wir werden nun definierende Relationen ermitteln, welche in 
~ ~q, eingeffihrt, eine /nit @e einstufig isomorphe Gruppe definieren. 

Es sei CI+C,.c~zCI+C~ in ~)e. Dann ist C~--CIC~CO.~CO. in 
~e. Naeh dem oben bewiesenen Hilfssatz gibt es in Za einen Zykel 
P, so da~ 

Pc~aCI--CI in ~ und P~a Co.--Co. in gj~. 

Also ist C~ c~ C1--P in ~)el und C~ ~ Ca + P in ~)e ; d, h. : 

Wenn C1 + Co ~ C, + C~ in ~Q ist, d.i. wenn C1 + C~ und C1 + C2 
dasselbe Element der Gruppe ~Q darstellen, dann gibt es in Z~ 
einen Zykel P, so dal~ Clc~CI- -P  in ~ nnd C ~ C o . + l  ~ in Sj~ 
ist. D. h.: 

Aus einem Element (C~, C~) yon ~ ~ bekommt man alle das- 
selbe Element C~ + Co. yon ~e liefernden Elements yon g~ ~)~ in der 
Form (C~--P, C~+P), wo P ein beliebiger p-dimensionaler Zykel 
in Z~ ist. Andererseits i~t aber 
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(CI--P, Ca+P)=(01~ C2) in ~ g2~ dann und nur dann, wenn Pc~z0 
in ~t  e nnd P c ~ 0  in ~ ist. 

Daher ist 

(~) 

Setzt man (2) in (l) ein~ dann erh~lt man 

(,'.~) ~ = ~? ~ 

womit unscre Aufgabe gclSst ist. 
Aus (3) ist W. Mayers  Formcl (96) unmittelbar zu gewinnen. 

(Eingegangen: 15. VII. 1929.) 


