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COBORDISME ^IMMERSIONS

PAR PIERRE VOGEL

INTRODUCTION

On se propose de classifier les immersions dans une variété M munies d'un morphisme
strict du fibre normal dans un fibre donné Ç, et ceci modulo cobordisme (une immersion
est cobordante à zéro si elle est le bord d'une immersion dans M x I). On note 1 (^, M)
l'ensemble des classes. Le foncteur M \—> 1 (Ç, M) est un foncteur homotopique contra-/\
variant en le compactifié d'Alexandrov M de M, et l'on cherche un classifiant.

Pour ce faire, on définit un autre foncteur de la façon suivante : si X et Y sont deux
espaces topologiques pointés de points base x et y, on considère les « étalements de type X
dans Y » (K, oc,/) où K est un espace topologique, a une application continue propre et
fermée de K dans Y et/une application continue de (K, a~1 (y)) dans X tels que la
restriction de a à K—/~ 1 (x) soit localement un homéomorphisme. Ces étalements modulo
une certaine relation d'équivalence (I, § 2) forment un ensemble J (X, Y) et Y h-> J (X, Y)
est un foncteur homotopique contravariant semi-exact.

Les deux foncteurs 1 et J sont reliés par un isomorphisme fonctoriel 9 de 1 (Ç, M)
y\

sur J (T Ç, M) (th. 1, I, § 3) obtenu par épaississement des immersions et par une cons-
truction de Thom-Pontrjagin.

On est alors ramené à classifier le foncteur J (X, ?). On définit (I, § 4) l'espace A X qui
est un sous-espace du produit symétrique infini de X x R°° et un étalement uni-
versel y : A X -> A X, où A X est l'espace A X où l'on a oublié de symétriser le premier
facteur et î la projection canonique. Si l'on prend un élément a de J (X, Y) représenté
par un étalement (K, oc, /) de type X dans Y tel que a soit localement injectif, on obtient
une application (p : Y -> A X de la façon suivante : on choisit une certaine application ^
de K dans R00 et, si y est un point de Y, (p (y) est la classe d'équivalence du point
de (XxR00)00 dont les coordonnées sont les images des points de a"1 (y) par l'appli-
cation /x ?i. Cette application se relève en (p : K —> A X puisque monter dans A X c'est
choisir un point source de a. On montre ainsi que A X est un classifiant (th. 2, I, 4.3)

On peut tirer de ceci une condition nécessaire et suffisante pour qu'un élément a/\,
de 1 (Ç, M) soit représentable par un plongement; c'est que, si (p : M -> A T S, classifie a,./\
(p soit homotope à une application de M dans le sous-espace T Ç de A T Ç (th. 3, I, § 5).
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318 P. VOGEL

Au chapitre II on étudie le type d'homotopie de A X et l'on montre que si X est connexe
il existe une équivalence d'homotopie de A X dans l'espace limQ"(S"AX) (th. 4, § 3),

ce qui permet de calculer les groupes 1 (Ç, M) et J (X, Y).
Enfin (chap. III et IV) on étudie l'homologie de A X. On définit les sous-espaces A^ X,

n ^ 0, de A X (I, § 4) et l'on montre que la suite spectrale d'homologie de la filtration
de A X par les sous-espaces A^ X dégénère. On construit en fait un isomorphisme
fonctoriel p^ de H^ (A X) sur la somme directe des groupes H^ (A^ X, A^_ ^ X) (th. 4 et 5,
III, 3.3) ce qui permet de déterminer complètement l'homologie de A X à coefficients
dans un corps (chap. IV). Si le corps est de caractéristique zéro, l'homologie de A X est
l'algèbre de Hopf engendrée par la coalgèbre unitaire H^ (X) (th. 2, IV, § 3). En
caractéristique non nulle les résultats sont beaucoup plus complexes; l'expression complète
de H^ (AX), de la somme des groupes H^ (A^ X, A^_i X) et de l'isomorphisme p^ est
donnée aux théorèmes 5, 6 et 7 (chap. IV).

CHAPITRE 1

Cobordisme d'immersions

1. COBORDISME D'IMMERSIONS. — Soit q un entier positif ou nul. On appellera fibre
vectoriel de dimension q sur une paire (X, A) tout triplet Ç = (Ç', X, A) où (X, A) est une
paire d'espaces topologiques ayant le type d'homotopie d'une paire de C. W. complexes
et où Ç' est un fibre vectoriel de dimension q sur X. Ces objets et les applications fibrées
linéaires et bijectives sur les fibres et respectant les bases forment une catégorie que l'on
notera ^.

Soient M une variété différentiable sans bord, et Ç un fibre vectoriel de dimension q
sur une paire (X, A).

DÉFINITION. — On appellera immersion de type Ç dans M, tout triplet (V, a, /) où V
est une variété différentiable compacte à bord s'immergeant par a dans M et/une appli-
cation fibrée de (v, V, 3V) dans Ç (v désigne le fibre normal de oc).

On dira que deux immersions de type Ç dans M, (V, a,/) et (V, oc',/') sont cobordantes,
s'il existe un 4-uple (W, B, p, g) où (W, B) est un cobordisme entre (V, ÔV) et (V, W),
P une immersion de W dans M x 1 de fibre normal v transverse au bord de M x 1 et induisant
au-dessus de M x 0 et M x 1 les immersions a et a', et g une application fibrée de (v, W, B)
dans Ç prolongeant les applications/et/'.

On définit ainsi une relation d'équivalence sur les immersions de type Ç dans M et l'on
désignera par 1 (Ç, M) l'ensemble quotient. Cet ensemble est muni d'une structure de
monoïde commutatif unitaire par la somme disjointe des immersions.

Remarque. — Dans la pratique ^ sera soit le fibre universel sur le classifiant d'un groupe
de Lie, soit le fibre normal d'une immersion; en effet, si V est une variété différentiable
compacte et a une immersion de V dans M de fibre normal v, le triplet (V, a, Idy) définit
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COBORDISME D'IMMERSIONS 319

un élément de 1 ((v, V, BV), M). L'étude des éléments de 1 ((v, V, 3V), M) donnera ainsi
des renseignements sur l'immersion a.

FONCTORIALITÉ DE 1 (Ç, M). — II est clair que Ç \-> 1 (Ç, M) est un foncteur homo-
topique covariant de ̂  dans la catégorie des monoïdes commutatifs. Il y a en plus foncto-
rialité en M.

PROPOSITION. — 1 (Ç, ?) est un foncteur homotopique contravariant de la catégorie des
variétés dîfférentiables sans bord et des applications continues propres dans la catégorie des
monoïdes commutatifs.

Démonstration. — Soient M et M' deux variétés différentiables sans bord et o une appli-
cation continue propre de M' dans M. Si (V, a, /) est une immersion de type Ç dans M,
on peut trouver une application continue (p' de M' dans M homotope à (p dans une homo-
topie à support compact, différentiable au-dessus d'un voisinage de oc (V) et transverse
à oc et à oc ^y. Désignons par V le produit fibre de V et de M' au-dessus de M :

V'^M'•i. i"
V->M

V est une variété différentiable compacte de bord \|/~1 (c'V) et a' est une immersion.
Les applications d^f et d^ (partiellement définie) induisent une application fibrée g du fibre
normal de a' dans le fibre normal de a. On pose alors :

(^(V.oc.n^V'.oc'./.g).

La classe de cobordisme de (p7* (V, oc, /) ne dépend que de la classe de cobordisme
de (V, a, /) et de la classe d'homotopie de (p, et (p induit une application (p* de 1 (Ç, M)
dans 1 (Ç, M'). On démontre alors aisément la proposition.

2. COBORDISME D'ÉTALEMENTS. — Dans toute la suite, on désignera par CW' (resp. PC*)
la catégorie des espaces topologiques pointés ayant le type d'homotopie d'un C. W.
complexe pointé (resp. d'un espace paracompact pointé) et des applications continues
pointées.

DÉFINITION. - Soient X un espace de CW* pointé par le point ̂  et (Y, B) une paire
d'espaces topologiques. On appellera étalement de type X dans (Y, B) tout
triplet (K, oc,/) où K est un espace topologique, a une application continue propre et
fermée de K dans Y,/une application continue de (K, oc~1 (B)) dans X, et tel que la res-
triction de a à K—/~ 1 (^) soit localement un homéomorphisme.

Si (K, oc,/) et (K', oc',/7) sont deux étalements de type X dans (Y, B), on dira qu'ils
sont cobordants s'il existe un étalement de type X dans (Yxl, Bxl) induisant au-dessus
de Y x 0 et Y x 1 les étalements (K, oc,/) et (K/, oc',/').
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320 p. VOGEL

Si maintenant X et Y sont deux espaces respectivement de CW' et de PC', on désignera
par J (X, Y) l'ensemble des classes de cobordisme d'étalements de type X dans Y. Cet
ensemble est muni d'une structure de monoïde commutatif unitaire parla somme disjointe
des étalements. On vérifie de plus que J (X, Y) est un foncteur homotopique co variant en X
et contravariant en Y. La fonctorialité en X est évidente et la fonctorialité en Y s'obtient
de la façon suivante :

Si (p est une application continue pointée de Y' dans Y et (K, oc,/) un étalement de type X
dans Y, on construit le produit fibre de K et de Y' au-dessus de Y :

K'-^Y'

1. [ '
K-^Y

et l'on pose
(p*(K,a,/)=(K',a',/o(p').

3. RELATION ENTRE LES FONCTEURS 1 ET J. — Soient Ç un fibre vectoriel de dimension q
sur une paire (X, A), et M une variété difiérentiable sans bord. Si Ç est le fibre (^/, X, A),
on désignera par T Ç l'espace de Thom de Ç, quotient de T Ç' par l'espace de Thom de Ç' |^,./<
et par ̂  le point base de T Ç. Enfin on désignera par M le compactifié d'Alexandre v de M
pointé par le point à l'infini.

Soit (V, oc,/) une immersion de type Ç dans M de fibre normal v. On épaissit l'immer-
sion a par une immersion P de B (v), espace total du fibre en boules de v, dans M.
L'espace B (v) est une variété compacte à coins et T/est une application de (B (v), 8B (v))
dans T Ç. On désignera par 6 (V, a, /) l'étalement (B (v), P, T/) de type T ^ dans M;
6 est donc une application de 1 (Ç, M) dans J (T Ç, M).

^\
THÉORÈME 1. — L'application 9 de 1 (Ç, M) dans J (T Ç, M) est un îsomorphîsme de

monoïde commutatif fonctoriel en Ç et en M.

Démonstration. — L'application 9 est évidemment un morphisme de monoïde fonctoriel
en Ç et en M. Il reste à montrer que 9 est bijectif, ce que l'on peut, pour des raisons homo-
topiques, se contenter de vérifier lorsque le fibre Ç' est classifié par une application n de X
dans BOq telle que (X, BO^, n) soit un fibre de Serre.

On supposera donc que (X, BOg, 71) est un fibre de Serre et ^ égal à TI* (y^), y^ étant
le fibre universel sur BO^. On se propose alors de construire un inverse 9' de 9 à l'aide
d'une construction de Thom-Pontrjagin.

Choisissons un voisinage ouvert U de A dans X tel que l'inclusion de (X, A) dans (X,U)
soit une équivalence d'homotopie. Si T Ç est défini à l'aide d'une structure riemannienne,
on désignera par œ l'ensemble des points de T Ç représentés par des vecteurs de Ç' qui sont
de norme strictement supérieure à 1/2 ou qui se projettent sur U; œ est un voisinage
contractile de ̂  dans T Ç. Désignons également par E et E' les complémentaires des points
base dans, respectivement, T t,' et T y^, et par Q l'image réciproque de œ par l'application
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COBORDISME D'IMMERSIONS 321

canonique de E dans T Ç. La projection n induit une application TI' de E dans E' et (E, E', n ' )
est un fibre de Serre.

Considérons maintenant un étalement (W, |3, g) de type T Ç dans M. L'espace W est
compact et W-g~1 (^) est une variété difiérentiable sans bord qui s'immerge par P
dans M. Choisissons une sous-variété compacte à bord W de W-g~1 (^) telle g(W-W')
soit contenu dans co. L'application g induit alors une application g ' de (W, W) dans (E, Q).

Comme (E, E\ TT') est un fibre de Serre et que Q est ouvert, il existe une homotopie h\
de (W, aw7) dans (E, Q) telle que

ho = g'.

n' ° A'i et TT' o h\ ̂ . sont difîerentiables et transverses à BOy.
Posons alors :

V^o^-^BO,).

V est une sous-variété différentiable compacte à bord de W de codimension q\ l'éta-
lement P induit une immersion a de V dans M de fibre normal v égal au fibre normal de
l'inclusion de V dans W, et par construction de V, h\ induit une application fibrée /
de (v, V, ^V) dans (Ç', X, U).

On obtient ainsi une immersion (V, a, /) de type (^', X, U) dans M, dont on vérifie
que la classe de cobordisme ne dépend que de la classe de cobordisme de (W, P, g). On
définit donc une application 9" de J (T Ç, M) dans 1 (fê', X, U), M) et à l'aide de l'iso-
morphisme de 1 (Ç, M) sur 1 ((Ç', X, U), M) déduit de l'équivalence d'homotopie de (X, A)
dans (X, U), on obtient une application 6' de J (T Ç, M) dans 1 (^, M).

Par des arguments standards de transversalité, on montre alors que 9 et 9' sont inverses
l'un de l'autre et le théorème est démontré.

4. CLASSIFICATION DU FONCTEUR J (X, ?). — 4.1. U espace AX. — Soit X un espace
de ÇW* de point base ̂ , que l'on supposera séparé. On désignera par R°° la limite inductive
des espaces R", par 0 l'espace X x R00 pointé par le point (^, 0), et par O00 la limite inductive
des espaces Q".

On dira que deux éléments (x, t ) et (x\ t f) de û sont étrangers si l'on a l'une des trois
conditions suivantes :

(i) t ^ t - ;
(il) x = *;

(iii) x ' = *
et l'on désignera par E (X) l'ensemble des points de O00 dont les projections sur 0. sont
étrangères deux à deux. On notera E" (X) l'espace E (X) n 0" et E^ (X) l'espace

E (X) n (û" x (* x R00)00).

Soit 6^ le groupe symétrique infini, limite inductive des groupes ^ symétriques de
degré n. Par substitution des facteurs, S^ opère sur Q°° et sur E (X). On désignera par A X
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322 p. VOGEL

l'espace quotient E(X)/S^, par n la projection de E(X) sur A X, par A" X
l'espace n (E" (X)) et par A^ X l'espace TC (E^ (X)).

On vérifie que A" X est isomorphe à E" (X)/S^, et que A X est la limite inductive des
sous-espaces A" X ainsi que des sous-espaces A^ X. On vérifie également que les
espaces A X, A" X et A^ X sont fonctoriels en X.

4.2. L'étalement universel AX. — On désignera par S'̂  le sous-groupe de S^ formé
des substitutions laissant fixe l'élément 1 de N*, par AX, l'espace quotient E (X)/6'^,
par n la projection de E (X) sur A X et par ^ la projection de A X sur A X.

Soit u = (x^ t^\ Xz, ^2; . . . ) un élément de E (X). On pose

/ (u)==xi .

Cette application est compatible avec (5^ et induit une application /de A X dans X.

PROPOSITION. - Le triplet (A X, ̂ ,f) est un étalement de type X dans A X.

Démonstration. — Comme A" X est le quotient de E" (X) par un groupe fini, n E"(X) est

propre et fermée. Il en résulte que ï est propre et fermée au-dessus de A" X. Par passage
à la limite, on en déduit que ç est propre et fermée.

Montrons que la restriction de î à A X — / ~ 1 (^) est localement un homéomorphisme.
Soit y un élément de A x — / ~ 1 (^). On peut le représenter par un élément Çx^ï^x^ t^ ; . . . )
de û°° tel que

3^1, i ^ q => x^ ^,
i > q => x, = ̂ .

Comme les éléments (^, ^) de Q sont étrangers deux à deux, on a

2 ^ i ̂  q => ti ̂  f i .

Choisissons alors deux ouverts u et u' de R°° tels que

un M' = 0,

^ev,
l ^ i ^ q => ^GM'.

Choisissons également deux ouverts u et î/ de X, voisinages disjoints respectivement
de x^ et du point base.

Soit alors U l'ensemble des éléments (x\, t[\ x^, t'^\ . . . ) de E (X) tels que

x[ev,
i > q => x\ e i/,

t[eu,

2 ^ i ^ q ==> t ^ e u .
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COBORDISME D'IMMERSIONS 323

Comme les applications n et ^ sont ouvertes, n (U) et TT (U) sont ouverts, et l'on vérifie
que la restriction de ^ à n (U) est une bijection sur n (U). On en déduit alors aisément la
proposition.

4.3. Uisomorphisme de classification s : J (X, Y) -> [Y, A X]'.

THÉORÈME 2. - Soit X un espace de CW*. ^fo^ le fondeur J (X, ?) <& la catégorie PC*
ûfa^ /a catégorie des monoïdes commutatifs unitaires est un fondeur homotopique représen-
table, et A X est un classifiant.

Démonstration. — Soit Y un espace de PC*. Désignons par c' l'application canonique

de [Y, A X]' dans J (X, Y) déduite de l'étalement (AX, y,/). On sait que s' est fonctoriel
en Y. Pour montrer que s' est bijectif et possède donc un inverse s, il suffit de le vérifier
lorsque Y est paracompact, ce que l'on supposera.

Nous allons tout d'abord démontrer le lemme suivant :

LEMME. - Soit (K, a,/) un étalement de type X dans Y tel que oc soit localement injectif.
Alors l'espace des applications ̂  de K dans R00 telles que l'application a x X de K dans Y x R°°
soit injective est un espace non vide connexe par arcs.

Démonstration du lemme. - Comme a est localement injective, propre et fermée, il
existe un recouvrement ouvert { u, }^, de Y tel que, pour tout ;, a"1 (^) soit une union
disjointe finie d'ouverts sur chacun desquels oc est injective. Comme Y est paracompact,
on peut alors trouver un recouvrement ouvert dénombrable de Y possédant la même
propriété, et par suite, K est recouvert par une suite (p^ v^ . . . ) d'ouverts telle que, pour
tout 72, la restriction de oc à ^ soit injective.

D'autre part, oc est propre et fermée et Y est paracompact; K. est donc paracompact et
l'on peut choisir une partition de l'unité (^) subordonnée au recouvrement (^). Les
applications ̂  définissent une application À, de K dans R00, et il est clair que oc x X est injectif.
Il en résulte que l'espace E des applications ^ de K dans R°° telles que oc x ̂  soit injectif
est non vide.

Pour la connexité par arcs de E, on va procéder comme suit :

Soient F et F' deux sous-espaces supplémentaires de R30 de dimension infinie, et À-o
une application de K dans F appartenant à E. Comme il existe une homotopie injective
de R°° dans F', tout élément de E est homotope dans E à une application ?i de K dans F',
et À- est homotope dans E à Xy+^ qui est lui-même homotope à ?io- Le lemme est ainsi
démontré.

Considérons maintenant un étalement (K, oc, /) de type X dans Y. Choisissons une
application g de (K,/~1 (^)) dans X homotope à/et telle que g"1 (^) soit un voisinage
de / ~1 (iç), et un fermé H de K dont le complémentaire est compris entre / ~1 (^) et
l'intérieur de g ~ 1 (^). Alors (H, oc „, g) est un étalement de type X dans Y cobordant
à (K, oc, /) et oc IH est localement injectif. Grâce au lemme et au fait que K est normal,
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324 P. VOGEL

il existe une application À, de K dans R°° nulle sur K — H et telle que O C X À < soit injectif
surK-^-1^).

Si y est un élément de Y, a"1 (y) r\ H est un ensemble fini { k ^ , . . . , k^}
et (g (k^), 7^ (k^)', . . . ; g (/r^), À- (/;„)) est un élément de E (X) dont l'image dans A X ne
dépend que de y. Cela définit une application (p de Y dans A X qui est clairement continue
et qui respecte les points base. Il résulte du lemme que la classe d'homotopie de (p ne
dépend pas du choix de ^, et l'on vérifie qu'elle ne dépend en fait que de la classe de
cobordisme de (K, oc,/), ce qui nous définit une application s de J (X, Y) dans [Y, A X]'.

D'autre part, si h est un élément de H, oc~1 (oc (A)) n H est un ensemble fini
{h, k^, ..., k^ }, et l'on désignera par (p (h) l'élément de A X représenté dans E (X)
par (g (A), ^ (À); g (k^), ^ (k^)', . . . ; g (k^, ?i (/:„)). L'application (p est continue, et l'on a
le diagramme commutatif suivant :

X
9/\7
/ \^

H————>AX
1 ? h4 , r

Y——-——>AX

On vérifie alors immédiatement que £ et s' sont inverses l'un de l'autre.
Pour prouver le théorème, il reste à montrer que A X a le type d'homotopie d'un espace

paracompact pointé, ce qui sera démontré ultérieurement (chap. II, th. 1).

5. IMMERSION COBORDANTE OU RÉGULIÈREMENT HOMOTOPE A UN PLONGEMENT. — Soit X

un espace de CW*. L'espace A X contient l'espace A1 X qui contient lui-même l'espace X,
et X est un sous-espace de A X. On vérifie d'ailleurs que les inclusions X c= A1 X c= A^ X
sont des équivalences d'homotopie.

THÉORÈME 3. — Soit (V, oc,/) une immersion de type Ç dans une variété différentiable sans
bord M représentant Vêlement a de 1 (Ç, M). Alors (V, a,/) est cobordante à une immer-
sion (V, oc',/') de type ^ dans M, où oc' est un plongement, si et seulement si la classe

y\

d'homotopie s (9 (a)) est représentable par une application continue pointée de M dans T Ç.
La démonstration de ce théorème résulte trivialement de la construction des appli-

cations 9 et s.

COROLLAIRE. — Soient M une variété différentiable sans bord, V une variété différentiable
compacte, et a une immersion de V dans M défibré normal v. Alors une condition nécessaire
pour que oc soit régulièrement homotope à un plongement est que l'image par s o 9 de la
classe de cobordisme de (V, v, Id^) dans 1 ((v, V, 8V), M) soit représentée par une application/\
continue pointée de M dans le sous-espace T (v, V, 0\) de A T (v, V, ÔV).

La démonstration est évidente.
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CHAPITRE II

Le type (Thomotopie de AX

1. LE TYPE D'HOMOTOPIE DE A X.

THÉORÈME 1. — Soit X un espace de CW*, alors A ̂ filtré par les sous-espaces A^ X a

le type d''homotopie d'un C. W. complexe filtré par des sous-complexes.

Démonstration. — Pour des raisons homotopiques, il suffit de démontrer le théorème
lorsque X est un complexe simplicial ordonné, pointé par un sommet XQ, ce que nous
supposerons.

Choisissons alors une triangulation de R°° de façon que R"0 soit un complexe simplicial
ordonné. On en déduit une structure de complexe simplicial ordonné sur (X x R00)" [9]
et donc sur (Xx R00)00. On vérifie que cette structure passe au quotient et (Xx R00)00/^
est également un complexe simplicial ordonné.

Soient U l'étoile ouverte de XQ dans X et K son complémentaire. On désignera par E'
l'ensemble des éléments (x^, t^ ; x^, t^ ' , . . . ) de (X x R00)00 possédant la propriété suivante :

V f , j e N * , i ^ j , ti^tj ou ^U ou XyeU

et par F son complémentaire.
Il est clair que F est un sous-complexe de (Xx R00)00 et, par conséquent, F/6^ est un

sous-complexe de (Xx R00)00/^. On désignera par A 'X le complémentaire de F/6^
dans (XxR00)00/^ et par A;, X l'espace A' X n [(Xx R00)" x({xo } x R00)00]/^. On
désignera également par A" X l'ensemble A7 X muni de la topologie induite par la structure
de complexe simplicial de (X x R00)00/^ et par A^' X l'ensemble A^, X muni de la topologie
trace de celle de A" X.

Enfin on désignera par/l'inclusion de A X dans A' X et par g l'identité de A" X dans A' X.
Il est clair que/est une application du système (A X; Ao X, A^ X, . . .) dans le système
(A' X; A'o X, Ai X, . . . ) et que g est une application du système (A'o X; A'o X, \'[ X, . . . )
dans le système (A' X; A^ X, \\ X, . . . ) .

a. /est une équivalence d'homotopie.
En effet une homotopie de X dans X, rétractant U en XQ, induit une homotopie de A' X

dans A' X compatible avec les inclusions de A^ X dans A' X et de A X dans A' X et
rétractant A'X en AX; / est donc une équivalence d'homotopie entre les deux
systèmes (A X; Ao X, A, X, . . . ) et (A' X; AQ X, A, X, . . . ) .

b. g est une équivalence d'homotopie.
On s'inspire ici d'une démonstration de Milnor [18].
Si A est un complexe simplicial, x un point de A et a un sommet de A, on désignera

par ^ (a, x) la coordonnée de x suivant a.
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Désignons par A' l'espace (Xx R00)00/^, par B' le sous-espace F/C^ de A', par A'7

le complexe A' muni de la topologie simpliciale et par B" le complexe B' muni de la topo-
logie trace de celle de A". On appellera i l'identité de A" dans A'.

Soient Ao l'ensemble des sommets de A' et P l'ensemble des sommets de A' n'appar-
tenant pas à B'. Si a est un élément de Ao, on définira l'application ̂  : A' -> I par

aeP => P,(x)=sup(^(a,x)-1 supÇ^, x), oV
\ 2 beP )

a^P => PaW=supfç(â ,x) - 1 supÇ(fc,;c),oV
\ 2 beAo )

II est clair que les applications Ç (a, ?) sont continues sur A', et l'on vérifie que ̂  est
continue. Désignons par V^ l'ouvert ̂ l (]0, 1]). On vérifie que { V^ } forme un recou-
vrement d'ouverts de A' dont la trace sur A'-B' est localement finie et tel que pour tout a
de Ao, V^ est contenu dans l'étoile ouverte de a.

Soit alors g ' : A' -» A" l'application qui envoie tout x de A' en le point de A" de
coordonnées barycentriques :

P.(^)
E P. W

beAo

On vérifie que g ' est continue sur A'-B' et envoie A'-B' en A"-B", et que les appli-
cations i o g ' et g ' o ; envoient chaque simplexe en lui-même. Les deux appli-
cations i o g ' \^_^ et g ' o i \^,_y, sont donc homotopes à l'identité dans une homotopie
laissant fixe chaque simplexe.

Il en résulte que g est une équivalence d'homotopie entre les deux systèmes
(A' X; Ao X, A,' X, . . . ) et (A' X; Ao X, A, X, . . . ) .

c. Le type d'homotopie de (A" X; AQ X, \'[ X, . . . ) .

Comme B" est un sous-complexe de A", il existe sur A^-B" une structure de C. W.
complexe compatible avec la topologie de A^-B" et telle que, pour tout simplexe a de A",
a n (A^-B") soit un sous-complexe de A^-B".

Il en résulte que A" X est muni d'une structure de C. W. complexe telle que A^ X soit
un sous-complexe de A'7 X et le théorème est démontré.

2. L'APPLICATION DE STABILISATION s : S1 A A X -> A (S1 A X). — Par suspension
de l'étalement universel sur A X, on obtient un étalement de type S1 AX dans S1 A A X
classifié par l'application s : S1 A A X -> A (S1 AX).

THÉORÈME 2. - Si X est connexe, l'application ï : A X -> 0 A (S1 A X) déduite de s est
une équivalence d'homotopie.

Démonstration. - D'après le théorème 1, A X et A(S 1AX) ont le type d'homotopie
de C. W. complexes pointés et il en est de même de Q A (S1 AX) [18]. Il suffit donc de
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montrer que s est une équivalence cThomotopie faible. Or, si X est connexe, A X est connexe
et il suffit alors de vérifier que s induit un isomorphisme sur les groupes d'homotopie.

D'autre part, si (V, oc,/) est une immersion de type X (considéré comme fibre vectoriel
de dimension 0 sur X) dans une variété différentiable sans bord M, l'inclusion de M
dans R x M induit une immersion P de V dans R x M de fibre normal v trivial et / induit
une application fibrée g de (v, V, 3V) dans le fibre trivial Q^ de dimension 1 sur X. On
obtient ainsi une application o de 1 (X, M) dans I(9x, RxM), et l'on a le diagramme
commutatif suivant, dans le cas où M est égal à R" :

nx.R^—^ex,^1)
e o 9 e o 9

^(A^-^^ACS^X))
nn(s)

Pour montrer le théorème il suffit alors de montrer que l'application

a : nx.R^Kex^1)
est bijective.

a. surjectivité de a.

Soit b un élément de 1 (9x, R"4'1). Comme X est connexe, b peut être représenté par une
immersion (V, P, g) de type 6x dans Rn+l telle que chaque composante connexe de V ait
un bord non vide.

Le fibre normal v de P est trivialisé, il en résulte que V est stablement parallélisable
donc parallélisable et, par le théorème de Smale, on en déduit que les classes d'homotopie
régulière d'immersions de V dans J]Ln+l s'identifient aux classes d'homotopie d'applications
de V dans GL^+i. Or V est de dimension homologique strictement inférieure à n,
l'application canonique :

[V,GLJ-[V,GL^]

est donc surjective, et P est régulièrement homotope à une immersion oc de V dans R"
telle que les trivialisations du fibre normal de a induites par g et par a soient égales. Il est
alors clair que b appartient à l'image de a et a est surjectif.

b. injectivité de o".

Soient a et a' deux éléments de 1 (X, R") représentés par les immersions (V, a,/)
et (V, oc',/') de type X dans R" et identifiés par a. Comme X est connexe, on peut trouver
un cobordisme (W, B, P, g) entre les deux immersions a (V, oc,/) et a (V, oc',/') de type 6x
dans R/^1 tel que (W, V u V) soit de dimension homologique strictement inférieure à n + 1.

On vérifie alors, comme ci-dessus, à l'aide du théorème de Smale, que P est régulièrement
homotope, dans une homotopie constante sur V et V, à une immersion de W dans R" x I,
et les deux immersions (V, oc,/) et (V, oc',/') sont cobordantes. L'application a est donc
injective, ce qui achève de démontrer le théorème.
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3. LE SPECTRE A (S A X). CALCUL DE J (X, Y) ET DE 1 (Ç, M). — L'application s induit
une structure de spectre sur la famille des espaces pointés A (S" A X), n e N. Ce spectre sera
noté A (S A X). On notera également S A X le spectre des suspensions de X.

L'application canonique de S"AX dans A(S"AX) induit une application a du
spectre S A X dans le spectre A (S A X).

THÉORÈME 3. — L'application a induit un isomorphisme sur les groupes d'homotopie.
La démonstration résulte trivialement de la proposition suivante :

PROPOSITION. — Soit X un espace de CW* n—1-connexe. Alors la paire (A X, X) est
In— 1-connexe.

Démonstration. — Soitp un entier strictement positif. La paire (Ap X, Ap-i X) a le type
d'homotopie d'une paire de C. W. complexes, et l'on a

H^X, A^X; Z) = H^X/A^X; Z).

Désignons par (R^)^ l'espace (R00)^ privé de toutes ses diagonales. Le groupe Sp
opère librement sur X^ x (R00)00, et l'on désignera par A l'espace quotient, par B' l'ensemble
des éléments de X^ x (R^)^ dont l'une des projections sur X est égale au point base, et
par B le sous-espace B'/^p de A. La paire (A, B) a le type d'homotopie d'une paire de C. W.
complexes et A/B a le type d'homotopie de Ap X/Ap_ ^ X. D'autre part, il est clair que (A, B)
se fibre sur (R00)00/^ par un fibre de Serre de fibre pn— 1 connexe; (A, B) est donc/m— 1
connexe, et l'on a

Vp>0, VKpn, H,(ApX,Ap_iX;Z)=0
=> V i<2n, H,(AX,X; Z)=H(AX,AiX; Z)=0.

Comme de plus le groupe TT^ (A X) est commutatif car isomorphe à J (X, S1), la
paire (A X, X) est 2 n — 1 connexe.

COROLLAIRE 1. — Si X est connexe et Y compact, on a

J(X,Y)=H°(Y, SAX)^!™^^ S " A X ] ' = = { Y , X } .

COROLLAIRE 2. — Soit Ç un fibre vectoriel de dimension q sur une paire (X, A) et M une
variété différentîable sans bord. Alors, si q est non nul ou si (X, A) est connexe, on a

l fé ,M)=Ê°(M, SAT^limp'AM.S^Ty'^M.T^}.

COROLLAIRE 3. — Si X est connexe, les groupes d'homotopie de X sont les groupes
d'homotopie stable de X.

La démonstration de ces corollaires résulte trivialement du fait que, si X est connexe,
A (SAX) est un Q-spectre et que l'on a alors pour tout Y :

J (X,Y)=H°(Y,A(SAX)) .
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THÉORÈME 4. — Si X est connexe, il existe une équivalence d'homotopie entre A X et
l'espace lim Q" (S" A X), homotopiquement fonctorielle en X.

Démonstration. — Choisissons l'application s de S1 A A X dans A (S1 AX) de la façon
suivante :

Si ?i appartient à S1, désignons par !| À. || la distance de \ au point base de S1. On définit
alors l'application s ' de S1 A E (X) dans E (S1 A X) par

s\K/\(x^t^ ...))=()iAxi, \\H\h, ...).

Cette application passe au quotient et définit l'application s de S1 A A X dans A (S1 A X)
cherchée. On vérifie que s classifie la suspension de l'étalement universel sur A X. De
plus s est fonctoriel en X.

Cette application s induit une application de QnA(S"AX) dans O"^ A (S^AX)
et donc une application/de A X dans l'espace lim 0" A (S" A X) fonctorielle en R. On

a le diagramme

AX-^\imfftA(SnAX)<g-\im^n(SnAX).

Or les inclusions de Q" (S" A X) et Q" A (S" A X) dans Q^1 (S^1 A X) et Q^1 A (S^1 A X)
sont des cofibrations. Les espaces limû"(S"AX) et lim Q" A (S" A X) ont donc le type

d'homotopie de C. W. complexes et l'inclusion g est une équivalence d'homotopie.
Si X est connexe/est une équivalence d'homotopie (th. 2) et l'on en déduit une équi-

valence d'homotopie homotopiquement fonctorielle entre A X et l'espace lim îî" (S"AX).

CHAPITRE III

Propriétés homotopiques et homologiques du foncteur A

1. STRUCTURES H-ALGÉBRIQUES DE A X. — 1.1. La structure de ïî-espace de AX. —
La structure de monoïde commutatif de J (X, Y) induit une structure de H-espace sur A X.
Le produit de A X x A X dans A X est l'application/qui classifie l'étalement de type X
dans A X x A X : pr^ (A X, ^/)+prî (A X, ^,f), pr^ et pr^ étant les deux projections
de A X x A X dans A X. On vérifie que l'application ainsi construite envoie Ap X x A X
dans Ap+qX. On a donc la proposition :

PROPOSITION. — A X est un ïî-espace homotopiquement commutatif, associatif et possédant
un élément homotopiquement neutre, et tel que le produit soit compatible avec la filtration
de A X par les sous-espaces A^ X. De plus la structure de ïî-espace de AX est homoto-
piquement fonctorielle enX.

1.2. Le produit extérieur de AXA A X dans A (X A X7). - Si X et X' sont deux espaces
de CW' et Y et Y' deux espaces de PC', le « smash » produit d'un étalement de type X
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dans Y et d'un étalement de type X7 dans Y' est un étalement de type XAX' dans Y A Y'.
On obtient ainsi une application fonctorielle de J (X, Y) x J (X7, Y') dans J (X A X', Y A Y')
qui est classifiée par une application (que l'on appellera produit extérieur) de A X A A X7

dans A (X A X7). Ce produit classifie l'étalement de type X A X' dans A X A A X7, « smash »
produit des deux étalements universels sur A X et A X'. On vérifie que le produit ainsi
construit envoie Ap XAAg X' dans Apq (XAX'). On a donc :

PROPOSITION. — Les espaces A X sont munis d'une famille de produits de A X A A X'
dans A(XAX'), qui sont homotopiquement commutatifs, associatifs et fonctoriels, qui
possèdent un élément homotopiquement neutre dans A S°, et qui envoient Ap X A A^ X'
dans Apq (XAX'). Déplus ces produits sont homotopiquement distributifs à droite et à gauche
par rapport aux produits des structures de ïî-espace.

1.3. Interprétation géométrique. — Les deux produits que l'on vient de définir s'inter-
prètent sur le foncteur 1 de la façon suivante :

PROPOSITION. — Soient M une variété différentiable sans bord, Ç et t,' deux fibres vectoriels
de dimension q sur deux paires d'espaces, (V, a, /) une immersion de type Ç dans M
et (V, oc',/') une immersion de type Ç' dans M. Alors l'immersion (V+V, a+a/,/+/')
de type Ç + ̂  dans M est classifiée par une application de M dans A T (Ç + Ç') = A (T Ç V T Ç')
induite par les applications classifiant (V, a, /) et (V, a', //) et par l'application
de A T Ç x A T Ç' dans A (T Ç V T ̂ ) déduite de la structure de H'espace de A (T Ç V T Ç').

PROPOSITION. — Soient M et M' deux variétés différentiables sans bord, Ç et Ç' deux
fibres vectoriels de dimension q et q ' sur des paires d'espaces, (V, a, /) une immersion de
type Ç dans M et (V, a', //) une immersion de type Ç' dans M'. Alors l'immersion
(VxV, axa', fxf) de type Ç © ^/ dans M x M7 est classifiée par une application

de M x M7 = M A M' dans A T (Ç © Ç') = A (T Ç A T Ç') induite par les applications
classifiant (V, a,/) et (V, a',/') et par le produit extérieur de A T Ç A T Ç' dans A (T Ç A T Ç')

2. L'APPLICATION DE MULTIPLICITÉ (pp. — 2.1. L'espace Qp (X). — Désignons par (R^)^
l'espace (R^Y privé de toutes ses diagonales. Si X est un espace de CW*, Qp opère
sur X1' x (R^)^ et sur A x (R00)^^ A étant l'ensemble des éléments de X^ dont l'une des
projections sur X est égale au point base. On définit alors l'espace pointé 6p (X) comme
l'espace ^p x (R00)00/^ quotienté par le sous-espace A x (R00)00/^. On obtient ainsi
un foncteur 6p (?) de la catégorie CW* dans elle-même.

On définit également l'espace 6p (X) si X n'est pas pointé, c'est l'espace X^ x (R^^/Op.
Si Ç est un fibre vectoriel de dimension q de base B et d'espace total E, alors 6p (E)

est l'espace total d'un fibre vectoriel de dimension pq de base Sp (B). Ce fibre sera
noté 6^fê).

On vérifie que les espaces T6p (Ç) et 8p (TÇ) sont canoniquement isomorphes

2.2. L'application de multiplicité (pp : A X -> A ^p (X). — Soit X un espace
de CW*. Le groupe Qp x S^ formé des substitutions de N* laissant globalement
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invariant le sous-ensemble { 1, . . . , p ] de N*, opère sur E (X). Désignons par Kp l'espace
quotient E (X)/Sp x 6^, et par y? la projection de Kp sur A X. L'application/p de E (X)
dans Sp (X) qui à (x^, ^; x^, t^ ' , . . . ) de E (X) associe le point base de 6p (X) si l'un des
points x^, x^ . . . , Xp est égal au point base de X et la classe d'équivalence modulo 6p
de (xi, t^\ . . . ; Xp, t p ) sinon, est compatible avec l'action du groupe 6^x S^ et définit
une application fp de Kp dans ^p (X).

On vérifie que si p est non nul, (Kp, jp,fp) est un étalement de type Sp (X) dans A X,
ce qui définit une application de A X dans A Sp (X) que l'on notera (pp et que l'on appellera
l'application de multiplicité d'ordre p. /\

Sip est nul, (Ko, Yoî/o) est Lm étalement de type (5o (X) = S° dans l'espace A X obtenu
en rajoutant un point base extérieur à A X, ce qui définit encore une application (po de A X
dans A So X = A S° ((po est la composée de l'application constante non triviale de A X
dans S° et de l'inclusion de S° dans A S°).

2.3. Interprétation géométrique. Variétés multiples d'une immersion générique. —
Soient M une variété différentiable sans bord et V une variété différentiable fermée
s'immergeant dans M par une immersion générique a. La variété \p privée de toutes ses
diagonales s'immerge par oc^ dans JVP transversalement à la diagonale A, ce qui définit
par image réciproque de A une variété compacte Vp (a) contenue dans V^ et sur laquelle
opère librement le groupe Sp. On appellera p'ième variété multiple de a la variété Vp (a),
quotient de Vp (a) par le groupe 6p.

Si X est une application continue injective de V dans R00, l'application qui
à (x,, . . . , ^)eVp(a) associe (x,, . . . , Xp; ^ (x,), . . . . X (Xp)) e V^ x (R00)0^ est
Sp-équivariante et induit une application v|/p de Vp (a) dans ^p (V). On vérifie que le fibre
normal Vp de l'immersion canonique dp de Vp (oc) dans M est le fibre \|/p (<3p (v)) où v est
le fibre normal de a. On désignera par v|/p l'application de Vp dans Sp (v).

THÉORÈME 1. — U immersion (Vp (a), a?, v|/_) de type Sp (v) dans M est classifiée par la
composée (Ïune application classifiant l'immersion (V, v, Id^) de type v dans M et de l'appli-
cation (pp de A T v dans A S ,̂ (T v) == A T (Sp (v)).

/\
Démonstration. — Soit (B (v), P, ^) l'étalement de type T v dans M obtenu par épaississe-

ment de a. Désignons par B (v)^ l'espace B (^ privé de toutes ses diagonales. L'image
réciproque par ^p de la diagonale de MF rencontre B (v)^ en une variété compacte à
coins Wp qui contient la variété \p (a), et si l'on a choisi B (v) suffisamment petit, Wp est
un voisinage régulier de Vp (oc). A l'aide d'une application continue injective de B (v)
dans R00 prolongeant ̂  on obtient une application gp de Wp/6^ dans 6p (T v). Soit Wp
la variété Wp/Sp qui s'immerge par (3^ dans M. On vérifie que l'étalement (Wp, Pp, g p )
de type 6p (T (v)) dans M représente l'image par 6 de l'immersion (Vp (a), a?, \|/? de
type ^p (v) dans M.

Le théorème résulte alors du fait qu'il existe un morphisme d'étalement de (Wp, Pp, g p )
dans (Kp, jp,fp) induisant une application de M dans A X qui classifie (B (v), P, g), ce que
l'on vérifie aisément.
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3. LES MORPHISMES p^ ET p*. - Si A = (A,),^ et B = (B^ sont deux spectres, on
posera

H,(A, B) = limH,^(A», B) = lim7i^^(A,,AB^,
n n, p

H'(A, B) = limfi'^A,,, B) = lim lim^AA,, B,^+J.
w n p

3.1. Homologie du spectre A(SAX).

THÉORÈME 2. - Soient X M/2 ^ûcé» de CW* ^ E ̂  spectre. L'application a <A? SAX
âto/^ A (S A X) induit un isomorphisme en homologie et Von a

H,(A(SAX),E)=H,(X,E).

Démonstration. — Comme a induit un isomorphisme sur les groupes d'homotopies,
îîi+p (E^,, a) est un isomorphisme. Il en résulte que l'application

H, (E, a) : H, (E, S A X) -> H, (E, A (S A X))

est un isomorphisme, c'est-à-dire que l'application H; (oc, E) de H,(SAX,E) dans
H, (A (SAX), E) est un isomorphisme et le théorème est démontré.

3.2. Cohomologie du spectre A (SAX).

THÉORÈME 3. - Soient X un espace de CW' et E un Çl'spectre. L'application oc induit un
isomorphisme en cohomologie et Pon a

H^SAX^^^^X.E).

Démonstration. — Soit A le spectre formé par les espaces A^ = A (S" A X)/S" A X.
Comme A^ a le type d'homotopie d'un C. W. complexe pointé, il existe un spectre
B = (B^, b^) et un morphisme de spectre (p = ((p^) de B dans A tels que B^ soit un C. W.
complexe pointé, (?„ une équivalence d'homotopie de B^ dans A^ et que l'application b^
de S1 AB^ dans B^+i soit cellulaire.

Soit B^ le /2+^-ième squelette de B^ et G^ le groupe H14-" (B^, E). L'inclusion de B^
dans B^1 induit une application ̂  de G;,̂  dans G^ et b^ induit une application u^
de G^ dans G^.

Comme B^ est 2^-1 connexe, l'inclusion de B^ dans B^4'1 est homotope à zéro si n
est strictement supérieur à p, et dans ce cas X^ est nul. On en déduit :

lim* lim*G^=0
p n

(lim* désignant la somme directe des foncteurs lim et lim1).
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Soient G1 le produit des groupes G^ et ^ et u les applications de G1 dans G1 produits
des applications 'k^p et u^. On a le diagramme commutatif suivant :

0 0 o o

0--IJml^nG^———TIljmG;, =TIIjmG;,——- lim lit1 G ̂ ——^0
n PI , p "i. ..P ni "n-^ p

0—— HljmG,p—— G- 1-^ , G' ——— nA',,———0
n p i - ^-r^ ^ n ^o-^— ^J-l^^__ nA.^——o

0——l^ljmGnp——"H^mG^p =IIIJmG'np ——- jJm^G^p ———-0

0 0 0 ^

En considérant les deux suites spectrales associées à ce double complexe, on vérifie
immédiatement que le groupe lim* lim* G^ est nul.

n p

Or B^ est filtré par les sous-complexes B^, on a donc la suite exacte [22] :

0 -^ lim1 G1^1 ̂  H1^ (B^, E) -.lim G^ ̂  0.
P P

j i m V\ o.+ l^^-.! Ut+» .11 en résulte que les groupes H1 (B, E) et lim1 H 1 1" (B^, E) sont nuls, ainsi que les

groupes H1 (A, E) et lim1 H1^ (A,, E). <-"

Considérons alors la suite exacte

. . . ^H^^A^, E^H^^ACS'AX), E^H^CS^AX, E)-> . . . .

C'est une suite exacte de systèmes projectifs de groupes. On a donc une suite spectrale
cohomologique convergeant vers zéro et dont le terme E^ est donné par les formules

E^lim^H^^A^E)^,

E?14"1^ lim^H^^S'AX), E),

v^i+2q i™go»+" / ç»A Y ï^ H^X, E) si q == 0,El =hmH (^^e)^ o si q^o.

On en déduit immédiatement que H1 (oc, E) est un isomorphisme et le théorème est
démontré.

3.3. Les isomorphismes p^ et p*. — L'application de Ep (X) dans Xpx(RW)p qui
à (xi, t^ ; . . . ) associe Qq, ^ ; . . . ; Xp, tp) définit par passage au quotient une application gp
de Ap X dans Sp (X) qui induit une équivalence d'homotopie de Ap X/Ap_ i X sur Sp (X).

/\ /\
Dans la suite, si Y est un espace topologique pointé, on désignera par A Y et Ap Y les

espaces A Y et Ap Y pointés par un point extérieur.
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Considérons alors le diagramme

ÂX^AS,(X)
î î

Â,X^(5,(X)

Ce diagramme est homotopiquement commutatif et l'on en déduit le diagramme suivant
également homotopiquement commutatif :

SAAX——-SAA((3?JX)h.-A(SA(5p(X))

t ^P p ^
SAAPX-SXgp^sA6P(x)

Soit E un spectre que l'on supposera être un û-spectre dans le cas cohomologique.
Les applications H^ (a, E) et H* (a, E) sont des isomorphismes et l'on a les deux
diagrammes commutatifs

H^AX,E) - ^ P * p
t ^^-

H»(ApX,E)—g^H^Sp(X),E)

H*(X/E) ^^^ p^

hftAX,E)-<——^——H^((5p(X),E)
9p

avec
p^ == H Joe, E)-1 oHJs, E)oHJSA(p,, E),

p% = H*(SAq^, E)oH*(s, E)oHiiî(a, E)-1.

Il en résulte que les suites spectrales d'homologie et de cohomologie de la filtra-
tion (A^ X)^gN de A X dégénèrent complètement. Si l'on désigne par (S^ (X) le bouquet
des espaces 6^ (X), n ^ 0, par p^ l'application de H^ (A X, E) dans H^ (6^ (X), E) induite
par les p^p et par p* l'application de H* (6^ (X), E) dans H* (A X, E) induite par les p^,
on en déduit :

THÉORÈME 4. — Les applications

p^ : HJAX,E)-^HJ(SJX),E)
et

p* : H*(^(X),E)^H*(AX,E)

•swî^ des isomorphismes de ï-modules gradués fonctoriels en X et en E.
La structure de H-espace de A X qui est compatible avec la filtration (Ap X)^^ induit

par l'intermédiaire des équivalences d'homotopie de Ap X/Ap_i X sur S^ X, une structure
de H-espace homotopiquement associatif et commutatif sur l'espace S^ (X), et, si A est
un spectre d'anneau, H^ (S^ (X), A) est une H^ (pt, A)-algèbre.
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THÉORÈME 5. - Si A est un spectre d'anneau, l'application p,;, de H^ (A X, A)
dans H^ (^ (X), A) est un isomorphisme de H^ (pt, A)-algèbres.

Démonstration. - Comme p^ est fonctoriel par rapport au spectre, p^ est un isomorphisme
de H^ (pt, A)-modules. Il reste donc à montrer que p^ est un morphisme d'algèbre.

Si (AQ, Ai, . . . ) est une suite d'espaces topologiques pointés, on désignera par xA

l'espace lim (Ao xA^ x . . . xA,,). Les applications q)p induisent alors une appli-

cation (p : À X -> x A Qp (X).
p

Considérons le diagramme

SAÂXS^SA(xA^(X))- s>xA(SA^(X))^-SA6^(X)
^ l̂

A(SA6,(X))^.SA^(X)

xA(SA(5p(X)) est le spectre formé par les espaces x A (S" A 6p (X)), et P est l'unique
P p

application de spectre rendant le diagramme commutatif pour tout p.
On vérifie que H^ (P, A) est un isomorphisme et que l'on a

p^ = H^P.A^oH^s, A)oHJSA(p, A).

Or les spectres S A A X et S A S^ (X) sont des spectres d'anneau; pour montrer le théorème,
il suffit alors de montrer que x A 6p (X) est un H-espace, que x A (S A Qp (X)) est un

p p
spectre d'anneau, que P et s sont des morphismes de spectres d'anneau et que (p est un
morphisme de H-espaces.

a. x A (S A 6p (X) est un spectre d'anneau.
p

Soient^, q, i et y quatre entiers. Désignons par F^ l'application de

A(S lA^(X))AA(S JAS,(X))

dans A(S l + JA(5p+^(X)) composée du produit extérieur de

ACS'AO^AACS^Ae^X))

dans A (S14-7 A 6p (X) A (^ (X)) et de l'application déduite du produit de Sp (X) A 6^ (X)
dans ^p+q (X) défini par la structure de H-espace de ̂  (X).

Soit alors F l'application de

x A (S1 A 6^ (X)) A x A (S7 A Qp (X))
P p
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dans xA(S i +• /ASp(X)) telle que, si ^ est la projection de xA(S k A^(X))

sur A(SfcA6,(X)), on ait

^ ° F (U, V) = Fo, „ (KO W, ̂  (U)) . Fi,_ i (TTi (M), 7T,_ i (l;)) . . . . . F^ o (^n (^), ïto (îQ),

le signe . désignant le produit dans A (Si+j /\^ (X)).
On vérifie que F induit une structure de spectre d'anneau sur x A (SA Qp (X)).

p
b. x A Qp (X) est un H-espace.

p
L'étude ci-dessus appliquée au cas où i et./' sont nuls, montre que x A Qp (X) est un

p
H-espace.

c. Compatibilité de P.
La compatibilité de P esc évidente.

d. Compatibilité de s.
Désignons par x les divers produits extérieurs et par . les produits définis par les

structures de H-espace.

Soient t\->t l'inclusion de S1 dans AS 1 et s, l'application de Si^(xAQp(X))

dans x A (S1 A 6p (X)) définie par
p _ _

Si(t/\(Xo, Xi, . . . ) )=( î XXo, t X X i , . . . )

s est homotope à l'application définie par les s^.
Considérons le diagramme

^(xA^X^AS^xA^CX))-. S^xAS/X^^S^'AA^X)
P | p p | |

^ A Sj Sf + j S

xA(S iA(Sp(X))A xA(SyA(^„(X))-^ xA(Si+JA^(X))—^A(Si+yA(S„(X))
P P P

s étant l'application : t/\x ->~txx.
Pour montrer que s est un morphisme de spectre d'anneau, il suffit de montrer

que le diagramme est homotopiquement commutatif, c'est-à-dire que, pour tout n,
s o (S'^ATI^) o . et TC^ o . o (si/\Sj) sont homotopes.

Or, s o (S^MTT^) o . est l'application

OA(xo^...))A(f 'A(xo, ...))

^A^xCAGHxoX^.AOfXiXx;...!). ... .A(.)(^xxo)).

Comme le produit x est homotopiquement distributif par rapport au produit
s o (S^^ATT^) o . est donc homotope à l'application

(M(xo^..))A(^'A(xo,Xi, ...))

^OA^xA(.)(xoXx;)).(M^xA(.)(xiXx,_i)). ... .(7X? xA(.)(x,xxo)).
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D'autre part, ^ o . o (^A^) est l'application

OA(xo, ...))AO'A(4, ...))

t->Fo,^ xxo, ^xx;,) .Fi^_i(^ xxi , rxx;,_i) . . . . .F^o(^ x^n, ^x4).

D'après les propriétés fonctorielles du produit x, on vérifie que les applications qui
à(M(xo, . . . ) )A(^A(Xo, . . .)) associent t / \ t f x \(.)(x,xx^_^ et F,^_, (txx^ t ' x x ' ^
sont homotopes. On en déduit donc que s est un morphisme de spectre d'anneau.

e. Compatibilité de (p.

L'étalement de type X dans A X x A X

(A"X x A X+A X x A~X, î x Id+Id x y./o pr^ +/o pr^),

pr^ et pr^ étant les deux projections sur A X, est classifié par le produit . de A X x A X/\
dans A X. Si (Kp, jp,fp) est l'étalement de type 6p (X) dans A X définissant l'application (p^,,
il est clair que l'application (p^ o . de A X x A X dans A 6^ (X) classifié l'étalement
( K o x K ^ + . . . + K ^ x K o , y o x y « + . • • + Y n X y o , / ?o+ . . .+^) où /?o est le composé
de/, xfn-i et du produit . de 6, (X)A ̂ _, (X) dans S^ (X). Il est alors immédiat que (p
est un morphisme de H-espace et le théorème est démontré.

3.4. Interprétation géométrique de p^. — Soient V et M deux variétés différentiables
sans bord, V étant compacte, oc une immersion générique de V dans M de fibre normal v,
i un entier strictement positif et A un spectre d'anneau.

Comme i est strictement positif, p^ est nul sur H^ (Ao T v, A). Or AQ T v est contractile,
p^ définit donc une application notée p^ de H^ (A T v. A) dans H^ (6; (T v). A).

On désignera par V, (a) la f-ième variété multiple de oc, par oc, l'immersion canonique
de V^ (a) dans M et par \|/^ l'application fibrée du fibre normal v, de oc^ dans 6^ (v) (voir 2.3).
On désignera également par B (v^) l'espace total du fibre en boules de v,, et par P,
l'immersion de B (v,) dans M.

THÉORÈME 6. — Si M est ^.-orientée, l'image par (T \[/^ de la classe fondamentale
de (B (v,), <9B (v,)) ^-orienté par P,, est égale à l'image par p^ o (p^ de la classe fondamentale/\
de (M, oo), (p étant une application de M dans A (T v) classifiant l'immersion (V, oc, ld^)
de type v dans M.

La démonstration se fera à l'aide de trois lemmes préliminaires.

LEMME 1. — Soit X un espace de ÇW*, et (V, oc,/) une immersion de type X dans M.
Alors f^ [V, 3V] est un élément de H^ (X, A) qui ne dépend que de la classe de cobordisme
de (V,oc,/).

Cela résulte du fait que M x I est A-orienté et qu'un cobordisme (W, B, P, g) entre
deux immersions (V, oc, /) et (V, oc', //) est alors A-orienté et induit un cobordisme
homologique entre /„ [V, 5V] et /„ [V, ô\'~\.
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Si (V, a,/) représente l'élément û de 1 (X, M), on notera F (a) l'élément /^ [V, BV].
On désignera également par F (a) l'élément p^i ° H^ (8 ° 9 (a\ A) [M, oo].F et F' sont
deux applications de 1 (X, M) dans H^ (X, A); on les supposera également définies sur
J (X, M) via risomorphisme 6.

LEMME 2. - Soient a rhomomorphisme standard de 1 (X, M) dans (ô^, R x M) et 2^
la suspension en homologie. On a alors, pour tout élément a de 1 (X, M) ;

F(9oa(a))=^F(a),

Ff(Qoa(a))=^¥f(a).

Soit (V, a, /) une immersion de type X dans M. On en déduit une immersion de
[-1, + l ] x V dans R x M et une application g de [-1, + l ] x V dans

S ^ X ^ E - L + l j / â C - L + ^ A X .

On a alors, si a est la classe de cobordisme de (V, a, /) :

F(9.a(a))=gJ[-l, +l]xV,B([- l , +l]xV))
=g*([[-l, +l],a[-l, +l]]x[V,^V])=Z^[V,BV]

c'est-à-dire
F(9ocT(a))=2^F(û).

D'autre part, si (p classifie a, on vérifie que 9 o a (a) est classifié par l'application composée

RxM-^AM^^AAX-^S^X).
On en déduit

8 o 9 o a (a)^ [R x M, oo] = s^ ([S1] x (p^ [M, oo]).

Il est alors facile de vérifier la formule

p^o(8o9oa(ûO)^[RxM, oo] = I^p^i °(p^[M, oo]
soit

F^eoaCfl))^!^'^).

LEMME 3. — Les deux applications F et F' ^o^^ égales.
Soit r un entier, û un élément de 1 (X, M) et b l'élément (9 o a)' (a) de 1 (S'' A X, R'' x M).
5; r est assez grand, l'application

[R'" x M, S'A X]' -> [R1' x M, A (S'A X)]*

est surjective, et b peut être représenté par une immersion (W, P, g) de type S'' A X dans
Rr x M telle que P soit un plongement. On vérifie alors que, si n est la rétraction canonique
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de R'xM sur W/ôW, s (b) est classifié par l'application composée

R rxM^W/aW-^S rAX-L>A(S ^AX)
et l'on a

P*i°sW*[R'"xM, oo] = p^io^og^Tr^irxM, oo]
= ̂  o ̂  [R'- x M, œ] = ̂  [W, 3W].

F' (&) et F (V) sont donc égaux, et comme 2^ est bijectif, les deux applications F et F'
sont égales.

On peut alors démontrer le théorème :
Soit a, la classe de cobordisme de (B (v,), P,, T \|/;). D'après le théorème 1, a, est classifiée

par (p^ o (p. On a donc

(T ̂  [B (v,), BB (v,)] = F (a,) = F' (a,) = p^ o ̂  o (^ [M, oo] = p^, o <p^ [M, oo]

et le théorème est démontré.

CHAPITRE IV

Homologie de A X à coefficients dans un corps

1. L'ALGÈBRE H^ (AS0, k). — Soit k un corps.

L'espace A S° est la somme disjointe des espaces K (Sp, 1), on en déduit :

PROPOSITION 1. - K, (A S°, k) et ® H^ (6^, k) sont deux k-modules gradués canoni-
p

quernent isomorphes.
D'autre part, A S° possède deux produits, le produit défini par la structure de H-espace

et le produit extérieur. Il en résulte que H^ (A S°, k) possède deux structures d'algèbre
de Hopf, définie par la diagonale A et deux produits : le produit . déduit de la structure
de H-espace et le produit x déduit du produit extérieur. On transposera ces structures
sur © H^ (6p, k).

p
On vérifie qu'il y a une unité 1 e Ho (60, k) pour le produit . et une unité e e Ho (61, k)

pour le produit x . De plus, si l'on dit qu'un élément de H^ (6p, k) est de dimension n
et de rang p , on a, pour tous éléments homogènes x et y de <® H^ (6p, k) :

p
dim (x. y ) = dim x + dim y ,

rg(x.^)=rgx+rg^,

dim (x x y) = dim x + dim y,

r g ( x x y ) = r g x . r g y .
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Les deux produits peuvent être définis de la façon suivante :
Désignons par (5 (A) le groupe des bijections d'un ensemble A. Si A et B sont deux

ensembles, on a deux applications canoniques :

a : (5(A)x<5(B)-^(5(A+B),

P : (5(A)xS(B)-^(5(AxB),

ces applications définissent deux familles d'applications (définies à automorphisme intérieur
près) :

(T : ^x6^S^,

r': s^x^-^^
et l'on vérifie que ces applications induisent les deux produits sur © H^ (6p, À;).

p
2. L'ALGÈBRE H^ (6^ (X), k). — Si C^ est un Â:-module différentiel gradué et W^

un k [(^-module différentiel gradué libre acyclique, on désignera par H^ (S^, C^)
l'homologie du complexe W^ ® C^.

®n

PROPOSITION 2. — 5o^ C^ (X) le complexe de chaînes de l'espace pointé X.
Alors H^ (S^ (X), A;) ^ H^ (S^, C^ (X)") .sw^ deux k-modules gradués isomorphes.

La démonstration est évidente.

PROPOSITION 3. — 11 existe un isomorphisme canonique entre H^ (S^, C^ (X)") et
H, (S,, KJX,/;n.

Démonstration. — Considérons H^ (X, A:) comme un Â:-module différentiel gradué,
avec une différentielle nulle. Soit s de C^ (X) dans H^ (H, k) une application induisant
l'identité en homologie; s est unique à homotopie près. Si W^ est un À; [S^J-module diffé-
rentiel gradué libre acyclique, s induit une application/entre les deux doubles complexes
W^ 00 C^ (X)" et W^ (x) H^ (X, /:)". Comme / induit un isomorphisme sur les deuxièmes

<5n ' ®n

termes des suites spectrales, / induit un isomorphisme en homologie. Cet isomorphisme
est indépendant du choix de s d'après un lemme de Steenrod [26].

Soient ; un entier et ^(î) le corps k muni de l'action de S^ suivante :

aeS,,, tek => a.t = (Sgna)4.

PROPOSITION 4. — @ H^ ((5^, ^(')) est une algèbre vérifiant les formules suivantes :
n

aeH^k^, beîî^<S,, k^) => b.a =(-\)n'n+pvi a.b.

Démonstration. — Soitf l'application de SpX (3g dans 'Zp+q définie par

< ,̂, ,eS., ,e{l,...,,,+,) » /(,,, )(,),;:^y_^ ̂
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Choisissons des k [6^]-modules différentiels gradués libres acycliques W^ et des appli-
cations (p^ de Wp ® Wq dans W^+g compatibles avec /. On définit alors la structure
d'algèbre de © H,;, (€„, k^) parles applications de Wp 00 À^0 ® W^ ® Â:0^ dansW^ ® ̂

n

suivantes :
a ® &00c(x)d^(ppg(a00c)00 fcrf

et l'on vérifie aisément les formules.
Les éléments de H^(Sp, k^) seront dits de dimension n et de rang p. L'algèbre

© H^ (S^, A^0) est alors une algèbre bigraduée par la dimension et le rang.
n

Soient u un élément de H^ (X, k) et a un élément de Hy ((5^, A^0) représenté par un
élément a' de W^. Le cycle a' (x) M" induit un élément de îîni+j (.^n ' H^ (X, /;)") indépendant
du choix de a ' . Cet élément sera noté a ^ u. On vérifie la formule

ueH,(X,Jc), ûeH^,^0), &eH,(6,, ̂  (a.^u = (-lY^a ï u . b ï u.

Soit E un ensemble gradué par une application notée dim de E dans N. La /^-algèbre
unitaire graduée engendrée par E et soumise aux relations

Vx,^eE, y.x=(-l)dimx'dimy+ix.y

sera appelée la A^^-algèbre commutative libre engendrée par E.

PROPOSITION 5. — Si © H^ (S^, Â^0) est la k^-algèbre commutative libre engendrée par
n

un ensemble gradué { a'. } - g j . , les éléments a1, étant de rang impair si la caractéristique de k
est différente de 2, et si {Ui } est une base de H^ (X, k), u^ étant de dimension
di, © H^ (^, H^ (X, k)") est la k-algèbre commutative libre engendrée par l'f ensemble a^ i Ui.

n

Démonstration. — Soit n un entier positif ou nul. La base { u,} de H^ (X, k) induit une
base de H^ (X, k)" notée B^. Si x est un élément de B^ u ~B^, on désignera par 0 (x)
l'orbite de x sous l'action de 6,,, et l'on notera A^ l'ensemble, pour tous les éléments x
de B^ u —B^ des parties 0 (x) u —0 (x).

Si a est un élément de A,,, on désignera par E (a) le sous /^-module de H^ (X, /:)" engendré
par les éléments de a. On vérifie la formule

H^, HJX, fe)") = © H^(6,, E(a)).
a e An

Choisissons un ordre total sur l'ensemble d'indices de la base { Ui} de H^ (X, k). Si a
est un élément de A^, il existe un seul élément x de a de la forme

-y __ 111'1 /Ç^ (Ç\ 11 ''PX — U^ {X) . . . (X) Mj ,

avec
FI + ... + Fp = n,

V / e { l , ...,^}, r,>0,» J v- t A ? • • • î ^ j î ' J - -5

;1 < . . . < l,.
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Soient G (à) le sous-groupe de S,, ensemble des substitutions CT telles que CT.JC soit
au signe près égal à x, et F (x) le Ar-module engendré par x. On a alors

H» (S,,, E(a)) = H^(G(fl), F(x)).

Or G (a) est égal au produit <5,^ x ... x S, . On a donc

H^((S,, E(a)) = t4(<5^ F(«,J1) ® . . . ® H» (6^, F(M,J').

Soient / et r deux entiers. Désignons par ;• l'entier d,; H^ (©„ F (i/,/) est alors isomorphe
en tant que ^-module à H^ (S,, k^).

D'autre part, si l'on choisit sur J. un ordre total, H^ (©„ Â:c>) possède une base formée
par les éléments de la forme

(a^sl.....W•',
avec

Sirga},+...+s,rg^=r,
Vfe{ l , ...,^}, s,>0,

À < . . . < 7 g ,
et, si la caractéristique de k est différente de 2 :

V ( e { l , ..., q}, dima^+i= l(mod2) => s, = 1.

Il en résulte que H^ (S,, F (»,)'•) possède une base formée par les éléments de la forme

[(a;,r.....(a^]? «„

avec les mêmes conditions sur les entiers./, et s, que précédemment.
Or [(a},)51. . . . .(ay]îu, est égal au signe près à (a^? y,)51. ... .(a', i iiy. Il

en résulte que, si l'on désigne par { y, } l'ensemble { a^ ï y, } muni dej l'ordre lexico-
graphique sur le couple (7, y), © H^ (€„, H^ (X, k)") possède une base formée par les

n
éléments

^;. ... .̂ :,
avec

^0,
W e { l , . . . , ^} , 5,>0,

À-i < . . .<^ ,

et, si la caractéristique de A; est différente de 2 :

V ^ e { l , . . . , q], d im^=l(mod2) => s, = 1,

ce qui démontre la proposition.

3. CAS ou k EST DE CARACTÉRISTIQUE ZÉRO. - On supposera dans ce paragraphe que k
est de caractéristique zéro.
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PROPOSITION 6. - © H^ (Sp, ^(l)) ̂  /ûr k^-algèbre commutative libre engendrée par
p

le générateur canonique e de H() (61, Â^0).

Démonstration. - Comme k est de caractéristique zéro, on a

©H^,^)^^2,
p
©H^S,,,^)^!)'],
p

ce qui démontre la proposition.

PROPOSITION 7. - © H^ (6^, H^ (X, ky) est la k-algèbre commutative libre engendrée

par H^ (X, k).
C'est une conséquence directe des propositions 5 et 6.

THÉORÈME 1. - H^ (S^ (X), k) est la k-algèbre de Hopf graduée engendrée par la
coalgèbre H^ (X, k).

THÉORÈME 2. - Soit a la classe de Ho (X, k) représentée par le point base de X.
Alors H^ (A X, k) est l'algèbre de Hopf graduée engendrée par la coalgèbre H^ (X, k) et
soumise à la relation a = 1.

THÉORÈME 3. - Soient e : H^ (X, k) -> k la comité de H^ (X, k) et u \-> u la projection
canonique de H^ (X, k) sur H^ (X, k). Alors p^ est le morphisme d'algèbre défini par

VueH^(X, k\ p^(u) = s (M)l+i ï .

Démonstration des trois théorèmes. — D'après la définition de p ^ p , on a

( 0 si p ^ 2,
Vi^eH^X,^), V^eN, p^(u) = M si p = 1,

( 8(^)1 si p = 0 .

On en déduit immédiatement les trois théorèmes en utilisant le fait que p^ est un iso-
morphisme d'algèbre.

4. HOMOLOGIE DES GROUPES SYMÉTRIQUES. — On supposera dorénavant que k est de
caractéristique p non nulle.

4.1. Générateurs de l'algèbre © H^ (<5^, A^0). - Soient A c S^ et F c: (5^ deux groupes
n

de substitutions. On désignera par F ^ A le produit en couronne de F et de A ([20] et [26]).
F ^ A est un sous-groupe de 6^ isomorphe au produit semi-direct de F par A^ De plus,
H^ (F ^ A, k) est canoniquement isomorphe à H^ (F, H^ (A, k)"").

Si u est un élément de Hy (F, k^) et y un élément de H, (A, k), on désignera par u ï v
l'élément de H^+y (F ^ A, k) représenté en homologie par u' (x) i/", ^/ étant un
représentant de î/.
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Choisissons une fois pour toute un ^-sous-groupe de Sylow n de ̂ , et un générateur t
de II. On définit les sous-groupes G, de 6^ par

G o = l ,
G^=n ^ G,_i.

Gy est un /^-sous-groupe de Sylow de S ^ [26].
Le générateur t de n définit un isomorphisme/de Z / p Z sur II. On appellera ^ l'image

par/^ du générateur canonique de H, ( Z / p Z, k\ et l'on définit les éléments e(j\, .. .,7^)
de KL (G^ /;), par récurrence par

avec

et

e(h. • • •^r )=^ ï e(j^ ...,7,),

^=À-(P- l )0 '2+. . .+Jr)

^(0)=1.

Comme toutes les substitutions de G,. sont paires si p est impair, H^ (G,., k) est égal
à H^ (G,, ^(0). Soit 0e0 l'application canonique de H^ (G,, ^c) dans H^ (€p,, y^0). On
posera

^Oi, ...,^)=oo ' )(^0\, ...,7.)).

PROPOSITION 8. - U algèbre © H^ (6,,, Â^0) ^ engendrée par les éléments a^ (J),
n

J parcourant l'ensemble des suites finies d'éléments de N.

Démonstration. — Cette proposition est démontrée par Nakaoka [20] dans le cas où
l'action sur Z^0 est triviale, c'est-à-dire lorsque p est égal à 2 ou lorsque i est pair. Dans le
cas contraire, on va procéder comme suit :

Soit A^ le sous-groupe des substitutions paires de 6^. On vérifie que le groupe G, est
inclus dans Apr et que, si / est l'application définissant la structure d'algèbre
de © H^ (6,, k^) (§ 2, prop. 4),/envoie Ai x A^ dans A^. Il en résulte que © H^ (A^, k)

n n

est une algèbre qui s'envoie dans © H^ (6^, Â:0^) par un morphisme d'algèbre. Ce
n

morphisme est surjectifcar l'indice de A^ dans 6^ est premier h p. Si g désigne l'inclusion
de G^ dans A^, il suffit alors de vérifier que l'algèbre © H (A^, k) est engendrée par les

n
éléments g^ (e (J)), J parcourant l'ensemble des suites finies de N, et ceci se démontre de
façon similaire à la démonstration de Nakaoka.

4.2. Relation avec les puissances réduites. — Soient X un espace topologique et F un
groupe de permutations de degré n. Si u est un élément de W (X, k) et c un élément de
H, (F, k^), on définit la puissance réduite u^c qui est un élément de }înq~j (X, k) [25].
On montre les deux lemmes [25] :
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LEMME. — Soient a un élément de H, ((^, k^), b un élément de Hy (6^, ^(î)) et u un
élément de W (X, k). On a la formule

ul+m|(a.b)^(-l)j(i+lq)ul|a.um|b,

le produit dans le lemme de droite étant le cup produit.

LEMME. — Soient A et Y deux groupes de permutations de degrés respectifs l et m, tels
que toutes les substitutions de A soient paires si p est impair. Alors, si u est un élément
de W (X, k\ a un élément de H, (A, k) = H, (A, k^) et b un élément de H, (F, ^-°),
on a la formule

u^Kb ^a)=(-l)\ul|ar|b,
avec

m(m-l). .. m(m-l)-s = ————-1 + mij + —-———- liq.
2 2

Si P est rhomomorphisme de Bockstein et ̂ s la puissance de Steenrod de degré 2s(p-1)
on pose

St^P8^5 si i=25(p - l )+e avec 0^e<2(p - l ) .

On définit également les éléments c^ et £„ de k par

( 1 si p = 2 ,
cn = , f P~^\ tn/l\[(P-l/2]{[«(«+l)]/2} • / - .

J 1 — — . — — 1 • << L ) M ? 7- Z,

(_ iy+f si n = 2 s ( p - l ) + f avec ^ = 0 ou i ,
1 sinon.

PROPOSITION 9. - Soient u un élément de W (X, k) et J == (j\, .. .,7^) une suite d'entiers
positifs ou nuls. On a la formule

u^la^ÇS) = (-1)^ ... c,^ ... s,,St11 ... StS,

i t = : l ( lP r ~ î (P- l ) - j t ,

avec

^=<?+^+ l+• • •+^r=^ r - f - (A+ l+• • •+7r ) .

a = P(Ç1-)(^+1)0•2+2J3+ . . . +(r-l)j.)

,0'i+...+j,)0'i+...+7,+l)p(p-l)-j- ——————————————————— -I- ————— l 'a .
2 2

Démonstration. — Cette proposition se montre par récurrence sur r en utilisant le lemme
précédent et la formule [25] :

ueW(X,k\ jeN => up|e (7) = Cq £, St1 u avec i = q(p-l)-j.
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4.3. L'algèbre © H^ (6^, ^(i)). - Soit ^ le générateur canonique de W (Z/p Z, ^; k).
n

Si f, 7, q et /î sont quatre entiers, q et ; étant de même parité, on définit l'application F
de H, (S,, k^) dans Wq-j ( Z / p Z, q; k) par '

aeH,((T,,fe<0) ^ F,(û)=(-l)^•+1^2^/a.

F^ est alors une application de © H^ (6^, Â^0) dans H* (Z//? Z, ^; À:).
n

PROPOSITION 10. - Si j est strictement inférieur à q, l'application F^ de H^.(6^ k^)
âfû^ H* (Zip Z, q; k) est injective.

Démonstration. - Désignons par SP" (S^) le ^-ième produit symétrique de la sphère S^
et par u le générateur canonique de W (SP" (S^), k). On définit l'application G
de H, (6,, k^) dans H" '̂ (SP" (S^), ^) par

aeH,^,^0) => G(a)=(-l)[^+^ /2^/a.

Si / est une application continue de SP" (S^) dans K (Z//? Z, q) telle que l'image
réciproque de ̂  par/soit égale à u, G est égal à/* o Fç. Comme G est un isomorphisme
si j est strictement inférieur à q d'après un théorème de Steenrod [27], F^ est injective si j
est strictement inférieur à q.

Soient u et v deux entiers. On définit l'élément X (u, v) de k par

p = 2 ^ X(^)==(^~1),\ /
i /_ iY, -<Y(P- l )^- l+f" \ . u = 2 a ( p - l ) + t - t ' p ,

„, , \ \ ^ ) sl v = 2 b ( p - l ) + t " ,p^2 => X(u, i;)=. ^ gç
( , ( ' , t " e { 0 , l } et ( ' ( "=0,

i 0 sinon.

On a alors les relations d'Adem :

a < pb, SfSt" = ̂ X (a- pb+ pt, ()Sta+(Sti'-'.
t

PROPOSITION 11. - Soient (j\, . . . , /,) une suite finie d'entiers positifs ou nuls et s un
élément de {1, . . . , r }. On a les relations suivantes :

(Ri) sij, n'est congru ni à i (/?-!) ni à i(p-1)-1 modulo 2 (p-1), on a
^O'i, . . . ,7.)=0;

(R2) J l < ( ^ - l ) a 2 + • • • + 7 r ) = > ^ ï ) ( À , . . . , ^ )=0;
(Ra) s<r,j\> pj^^

^^ai,...,;.)
=E(-l)b f^X(^-^+P7s+l,0^ l )0•l, • . . , J s - ^ À + l + ^ . . . ,7r),
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avec

^^o^.,^

?4) 7l=(p-l)0•2+. . .+; , )^a< l )0\ , . . . ,^)=a< l )0•„ ...,y^.

Démonstration. - D'après la proposition 10, un élément u de H^.(S^, Â^0) est nul si
et seulement si Fq (u) est nul pour tout q de la parité de i. La relation (RJ résulte alors du
fait que St1 est nul si ; n'est congru ni à 0 ni à 1 modulo 2 (/?-!), (RJ résulte du fait
que St1 u est nul si ; est strictement supérieur à (p-1) dim u, (R^) provient des relations
d'Adem et (R4) découle de la relation

i^Çp-^dimu => 8^=^.

Soit J = (j\, . . . , j\) une suite finie d'entiers positifs ou nuls. On dira que J est
f-admissible si l'on a les propriétés suivantes :

0) J ' i , . . . ,7r sont congrus à i ( p - l ) ou à i(p-\)-\ modulo 2 (p-V)\
(ii)7\ ^7^ ' " J r - i ^PJr\

(m)7i > (^-l)0'2+...+7r).

THÉORÈME 4. - ® H^ ((5^, ^(0) é^ /a k^-algèbre commutative libre engendrée par les
n

éléments â^0 (J), J parcourant l'ensemble des suites finies i-admissibles d'entiers positifs
ou nuls.

Démonstration. - 11 résulte immédiatement des propositions 8 et 11 que © H^ ((5^, k^)

est engendrée par les éléments a^ (J) avec J f-admissible. D'autre part, il est facile de vérifier
que, si q est de la parité de f, H* (Z/p Z, q\ k) est la yc-algèbre commutative libre engendrée
par les éléments Pq (a^ (J)), J parcourant l'ensemble des suites f-admissibles (j\, . . . , j\)
telles que

V f e { l , . . . , r} , j^q^^Ç?-!).

On vérifie alors aisément le théorème.

5. DÉTERMINATION DE L'ALGÈBRE H^ (^ (X), k). - 5.1. L'algèbre H^ (6^ (X), k). -
Soient W un n-module différentiel gradué libre acyclique et W^ des ^-modules
différentiels gradués libres acycliques. On désignera par/l'application composée

W ® (W, ® C^ (X)V -^ W (x) W/ ® C^ (X)^ -^ W^ ® C^ (X)^,

la première flèche étant induite par des transpositions et la deuxième par une application
de W (x) W/ dans W^ compatible avec l'inclusion de n < ̂  dans S .̂

Si y est un entier et u un élément de H^ (€„ (X), k), on notera .̂ ^ M la classe d'homologie
de/(x ® ^'p) où x est un représentant de ej et u' un représentant de u. On vérifie que <?• ? ^
ne dépend que de j et de M.
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Si F est un sous-groupe de 6^ formé de substitutions paires si p est différent de 2 et si a
est l'inclusion de F dans ^ et a' l'inclusion de II ^ F dans (5^, on vérifie la formule
suivante :

MGH,(X,^), ûeH,(r,fe) => e^ (<^(a) ̂ ) = (-l)^-1^2^'^, ? a) ? M.

Si M est un élément de îîq (6/, (X), /:) et 7 un entier positif ou nul, on posera par définition :

a(j)-ku=c^lu avec i = j - ( p - l ) q .

Enfin, on définit par récurrence les éléments a (j\) * a (j^) *.. .* a (jy) * u par

^O'i)*. • ^a(jr)-ku = fï (À)* [a (72)*.. .*a0',)*4

THÉORÈME 5. — H^ (6^ (X), k) est la k-algèbre commutative engendrée par les
éléments a (j\) *.. .* a (j\) * u, ( j\, . . . , j\) parcourant l'ensemble des suites finies
d'entiers positifs ou nuls et u l'ensemble des éléments homogènes de H^ (X, k), et soumise
aux relations suivantes :

(RO) ^O'i)*. • •*^0'r)*(^+^) = û(jl)*. • .*^0'r)*^+^ai)*. • ̂ a(J^V;

(R^) s i j s n'est congru ni à 0 ni à •— 1 modulo 2 (/?— 1), on a

^(À)*...*ûar)*^==o;
(R2) À<(^-l)0 '2+. . .+7r+dimM)^aO\)*. . .*â(7,)*u=0;
(R3) s< r , j , < p j , + ^

^^O'i)*. . .*^0'r)*M = EX(^-J,+ p^+i, Oû0\)*. . .
t

*ûO',-o*^o^i+o*...*aa,)*M;
(R4) Ji=(p-l)0'2+...+Jr+dimM)

^^(À)*•.•*^o•.)*^=(-l)D'o'+l)]/2[^o•2)*...*ûa,)*^^
a^c

7 =72+ • • • +Jr+dimM.

Démonstration. — Pour montrer (Ro), il suffit de montrer que l'application u i—> ej ï u
de Hq (S^ (X), k) dans îîpq+j (^np W, A:) est linéaire. Pour cela, désignons par K^ le
complexe W^ (g) C^ (X)" et choisissons deux cycles u et ^ de K^.

Si P est une partie de { 1, . . . , p }, posons

x (P )=X i®X2®. . .®^ avec x, = ̂ M sl l e î
( V SI ï fp r •

On a alors
(u+vy=^x(P).p

Or, il est clair que
t.x(P)=x(t.P).
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Si P est une partie propre de { 1, . . . , p } l'orbite de P sous l'action de II a p éléments.
Il existe donc un cycle w de KF tel que

(u+v)p=up+vp+(l-}-t+...-{-tp~l)w,

et, si x est un représentant de ej dans W, on a l'égalité suivante dans W (x) KF :
n

x®(u+vY == x ® M P + x ® ^ ; p + ( l + f + . . .+^ - l)x00w.

Comme ( l + . - . + ^ ' ^ x est un bord, il en résulte que l'application u^e^u est
linéaire, ce qui montre la relation (Ro).

On montre ensuite par récurrence la formule suivante :

^O'i)*.. .*^0'r)*^ = (-1)'^ . • . c^d,,..., y ^ u,
avec

ueH,(X,k\

it^Jt-P1"^?-^^
^=^+7ï+l+. . .+Jr.

b = P(Ç^\0•2+273+ . • . +(^-1)À).

Les formules (R'i), (R^)? (R's) et (R^) sont alors conséquences directes de la proposition 11.
Soit A^ la Â:-algèbre commutative engendrée par les éléments a (j\) ̂ .. .^ a (7,.) ̂  u,

(./iî • • •5.7r) parcourant l'ensemble des suites finies d'entiers positifs ou nuls et u l'ensemble
des éléments homogènes de H^ (X, k), et soumise aux relations (R^), i = 0, 1, 2, 3, 4.
L'algèbre A^ s'envoie par un morphisme d'algèbre/dans H^ (<3^ (X), ^). Choisissons une
base homogène { Ui} de H^ (X, /;), M^ étant de dimension d^ D'après la proposition 5
et le théorème 4, H^, (6^ (X), k) est la /^-algèbre commutative libre engendrée par les
éléments a^ (î\, . . . , ly) l Ui 0\, . . . , iy) parcourant l'ensemble des suites ^-admissibles
d'entiers positifs ou nuls. Il en résulte que H^ (6^ (X), k) est la /^-algèbre commutative
libre engendrée par les éléments a (y\) ̂ .. .^ a ( j y ) ̂  Ui avec

j ,=0 ou -lmod(2(p-l)),
h ^ P J i . ' " J r - i ^ P J r ,

À>(P-1)0 '2+. . .+À+^) .

Il est alors clair que/est un isomorphisme et le théorème est démontré.

5.2. Le produit extérieur de @ H^ (6^, k) ® H^ ((^ (X), k) dans H^ (S^ (X), À:). -
n>0

Choisissons comme II-module différentiel gradué libre acyclique le module W librement
engendré par les éléments x^ de degré ;, i ^ 0, le bord étant donné par la formule

, .- - f 1 + ^ + . . . + ^ ~ 1 s i f=0(mod2) ,dXi = r.x,-i avec T. = \ . . , , , -.1 1 1 l [ 1-t si i'.= l(mod2).
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LEMME. — Soient K^ le k-complexe de chaînes d'un complexe simplicial et (p un morphisme
de complexe de W ® K^ ûfe^ K$, Tl-équiva riant, qui soit une approximation de la diagonale.
Alors, si u est un élément de ïîq (K^) représenté par un cycle u ' , il existe des cycles
homogènes Vj de K^ et des éléments homogènes Wj de K$ tels que, pour tout entier j positif ou
nul, on ait

(p (Xj ® u ' ) = v/ + Tj Wj + dwj+1.

De plus, si St, est l'opération homologique duale de St1, on a

7+^0(modp) ==> Vj'=0,

j+q == p (q—Ï) => la classe d'homologie de Vj est égale à Cq-.^ s; St^ u.

Démonstration. — Soit W le n-module différentiel gradué libre engendré en dimension - /
par Yi, la différentielle étant donnée par

j^=(-iyT,+i^+i,
T^+i étant le conjugué de T^+i.

On définit l'application linéaire \|/ de K^ dans W7 ® K$ par
n

^(^)=E} ;f®<p(^®M)i
et l'on vérifie que \|/ est un morphisme de complexes.

Comme H^ (W ® K$) est isomorphe à H^ (W ® H^ (K^)^, H^ (W ® K^) est
n n n

engendré par les classes d'homologie d'éléments de la forme

Yi ® ^p avec dv = 0 ou 3^0 ® To î^.

Si M' est un cycle de K^, \|/ (u') est un cycle de W ® K^. Il en résulte que \|/ (V) est une
somme d'éléments de la forme y^ (x) ^p avec dv = 0, ^o ® TQ ^ et û?(j; ® w). On en déduit
alors aisément la première partie du lemme par identification et la deuxième partie résulte
de la définition de St1.

Comme le produit extérieur de A S° A A X dans A X envoie A^ S° A A^ X dans A^, X,
on en déduit, si n est strictement positif, une application notée x et appelée produit
extérieur de S^(S°)AS^ (X) dans 6^ (X). On notera également x l'application induite
en homologie.

PROPOSITION 12. — Soient u un élément de H^ (^ (X), k) et i un entier positif ou nul.
On a les formules

j?(i+l)=0(mod2) => a(i)xu =^s,a(î+O^St,M,k t
p(i+l)= l(mod2) => O ( O X M ==^82^(î+20^St^M.

t

Démonstration. — Soient W^ des S^-modules différentiels gradués libres acycliques. On
vérifie que le produit extérieur de £p (S°) A ©„ (X) dans Qnp (X) est induit par une appli-
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cation / 6p x (^-équivariante de Wp (x) W^ ® C^ (X)" dans W^ ® C^ (X)^ qui est une
approximation de la diagonale. Soient A' : W^ -> Wp (x) Wp un morphisme de complexes
compatible avec la diagonale de 6^, (p' : Wp ® W^ (g) C^ (X)" -> (W^ ® C^ (X)V un
morphisme de complexes 6p x S^-équivariant qui est une approximation de la diagonale
de X et g : Wp ® W/ -> W^ un morphisme de complexes compatible avec l'inclusion
de Sp ^ ̂  dans 6^.

On désignera par/' l'application composée

A'®1 ^ KgXp'

W^ ® W^ ® C^ (X)" ——. W^ ® W^ ® W, ® C^ (X)" ——. Wp ® (W, ® C^ (X)V
1 ® T ^ g®l ^—>w, ® w/ ® cjxr^w^ ® c^xr,

où T est induit par les transpositions.
D'après le théorème des modèles acycliques, on vérifie que/' est S^x ^-homotope à/.
Soient A un morphisme de complexe de W dans W 00 W compatible avec la diagonale

de II, h un morphisme de complexes de W dans Wp compatible avec l'inclusion de II
dans Qp et (p une approximation de la diagonale de W (g) W^ (x) C^ (X)" dans
(W^ (x) C^ (Xyy, II x 6^-équivariante. On a le diagramme suivant, II x 6^-homo-
topiquement commutatif :

^ A®1 ^ l®(p ^ l®T

w®w„(g)C^x)"—^w®w®w,®c^(x)n-^w®(w„®c^(xyl)p—^w®w/®c^(x^
\./»®1 /^®lo/»®l

w^w.oc^x)"—————————.w^®c^(xr

11 en résulte que si u est un élément de H^ ((5^ (X), /;) représenté par un élément u'
de W^ ® C^ (X)", et ; un entier, a (i) x u est la classe d'homologie de

g ® 1 o h (x) 1 o 1 (g) T o 1 ® (p o A (x) 1 (x; ® ^/)

dans W,, ® C^ (X)^.
®np

On choisira comme application diagonale A l'application suivante :

^2i=1LX2j®x2i-2j-'L £ t k x 2 j+ l® t l x 2 i - 2 j - ^
j j 0^k<l<p

^x2i+l = L^X2j ® x2i-2j+l~^,LX2j+l ® tx2i-2j'
J J

Soit K^ le complexe W^ (x) C^ (X)". D'après le lemme, il existe des cycles homogènes Vj
<Zn

de K^ et des éléments homogènes Wj de K^/ tels que

V./ ^0, (p (Xj ® M') = y/ + T, Wy + dWj+^.
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On vérifie alors la formule suivante dans W (x) K^ :
n

1 ® ( p o A ® l (Xf®i / ) == ^ Xy®(a^^_/+T^Wf_y+T^^_^+i) ,
o^ j^ i

avec

p(p^_L) ^ ^ o, j =E 1 (mod2),
^j = j 2

( 1 sinon;
^ ^ f TI si ï = l , 7 = = 0 ( m o d 2 ) ,

lj \ TQ sinon;
( - ( ^+2^+ . . .+ ( jo - l ) ^~ 1 ) si f = 0 , j E E l ( m o d 2 ) ,

T[y = ^ ï si i = 1, j = 1 (mod2),
( 1 sinon.

Soit
1 (x) (p oA ® 1 (x, ® u) = ^ (Xj ® ̂ .î;,-/+(- iyd(x, ® T;,w,_,+i)).

o ^ y ^ i

On vérifie alors aisément la formule

a(î)xM=^^-,£ya^+,^+^_^_i)^St^,
j

ce qui entraîne directement la proposition.
Soit Ap l'algèbre de Hopf graduée des opérations homologiques stables modulo p;

Ap est engendrée par les opérations St^ de degré — f . On désignera par P^ l'élément de Ap
défini par

( ZSt, si p = 2 ,
P = = ' l

* < E(-iySt^_i) si p ^ 2 .
\ i

P^ est un élément inversible de Ap et l'on désignera par P^ son inverse et par P^ la
composante de degré - i de P.

PROPOSITION 13. — Soient u un élément de H^ (^ (X), k) et î un entier positif ou nul.
On a les formules

( I>(f+O^P,M si pf^0(mod2),
a(i) xu== _

I>0+0*(P^-P.-iP^) 5f ^^l(mod2);
' (
( ^a ( f+OxP^ sf pf=0(mod2),

fl(Q*M= ' - -
E û ( f + 0 X ( P , M + P P , - I M ) si pf=l (mod2) .

\ i

Démonstration. — C'est une conséquence triviale de la proposition 12.
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Remarque. - La structure de A^-module de H^ (6^, k) est bien connue, elle se détermine
en fonction du A^-module H^ (II, k), et le produit extérieur est distributif, via la diagonale,
par rapport au produit •. Ces propriétés ainsi que la proposition 13 permettent de déter-
miner complètement le produit extérieur de © H^ (S,, (S°), k) 00 H^ (6* (X), k)

n>0
dans H^ ((5^ (X), k) en fonction de la structure de coalgèbre et de Ap-module de H^ (X, k),
ainsi que la structure algébrique complète de H^ (A S°, k) canoniquement isomorphe
à H^ (^ (S°), /;).

6. DÉTERMINATION DE L'ALGÈBRE H^ (A X, k). — Soit X l'espace topologique X
pointé par un point extérieur. L'espace A X est alors la somme topologique des

./< /s. ^ /< y\ y\

espaces A^ X~A,,_i X. Si/est l'application de A X dans S^ (X) qui, sur A^ X -A^_i X
y\. ./\.

est égale à la projection canonique de A^ X sur S^ (X), on vérifie que/est une équivalence^ /\
d'homotopie de A X sur le complémentaire du point base dans S^ (X), et induit un iso-

y\. <v ./s.

morphisme d'algèbre de Hopfde H^ (A X, k) sur H^ ((5^ (X), k) compatible avec le produit
extérieur.

On a le diagramme commutatif suivant :

H^(AX, k) ——^HJAX, k)

h .. 1-
H^(SJX),k)^H^(®^(X),/<)

^\

où les applications horizontales sont induites par la projection canonique de X sur X.
On vérifie que n^ est surjectif. Comme p^ et p^ sont des isomorphismes, il en résulte

que Te,;, est surjectif.

THÉORÈME 6. — Soit a Vêlement de Hy (X, k) induit par le point base de X.<^ /\
Alors H^ (A X, k) est le quotient de l'algèbre de Hopf H^ (6^ (X), k) par les relations
suivantes :

(i) û- 1,'
(ii) pour toute suite (;\, .. ., iy) d'entiers positifs ou nuls :

^0 ^ û(ï\)*...*û(y^û=0.

De plus le produit extérieur dans H^ (A X, k) est induit par le produit extérieur
dans H^ (S^ (X), k).

Démonstration. — La relation (i) est évidente.
On vérifie que le sous-espace de H^ (A X, k) engendré par les éléments

a(i^)iç...iç û0",)* a avec i, ̂  0
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est égal au sous-espace engendré par les éléments

a (?\) x . . . x a (i^) x a avec iy ^ 0.

La relation (ii) est alors conséquence du fait que

i ^ 0 => n^(a(i)xa) = a(i)x 1 = 0,

ce que l'on démontre de la façon suivante :
On a

a (0x l =a(i)xlp.

Comme le produit x est distributif par rapport au produit ., on vérifie que

a(Ï)xV=[ (ao')xl)p si ^ P J 9

[ 0 sinon,

ce qui entraîne que a (i) x 1 est nul si ; est strictement positif.
/\.

Soit A^ l'algèbre engendrée par H^ (A X, k) et soumise aux relations (i) et (ii). On
vérifie que A^ et H^ (S^ (X), k) sont deux algèbres isomorphes. Si X est fini, n^ induit
alors un isomorphisme d'algèbre de A^ sur H^ (A X, k), et l'on en déduit le théorème
pour X quelconque, par fonctorialité.

7. L'ISOMORPHISME p^ DE H^ (A X, /<) SUR H^ (6^ (X), À;). — 7.1. £Wé7 ^ p^.

PROPOSITION 14. — Soient X et Y deux C. W. complexes et f un revêtement fini de Y
sur X. ^for^-, ^f (p ̂  M/2(? application continue de X rf^^ A Y classifiant l'étalement (Y,/, Idy)
^ type Y ûfo^ X, X et Y ^ÛTZ/ /^ espaces X et Y pointés par des points extérieurs, l'appli-
cation p^ o (p^ de H^ (X, k) dans 1-4 (Y, k) est égale à l'application de transfert du
revêtement /.

Démonstration. — Désignons par T l'application p^ o (p^ et par T l'application de
transfert; T et T sont fonctoriels, et l'on peut même définir T et T de H^ (X, A, k)
dans H^ (Y, B, k), A étant un sous-complexe de X et B le complexe / ~1 (A). Pour
démontrer la proposition, il suffit de le faire lorsque X et Y sont finis, ce que l'on supposera.

Soit r un entier. On vérifie que les deux diagrammes suivants sont commutatifs :
Sr y

H^ (Y, k) -^ H^ (Y x F, Y x ôV, k) H^ (Y, k) -^ H^ (Y x Y, Y x ôï\ k)
î î î TT T T T'

1 ^ | | S- |

H^ (X, k) -^ H^ (X x F, X x Sî\ k) HJX,fc)->HJXx F, X x âf, k)

On procède alors comme au théorème 6 (III, 3.4). On montre que pour r assez grand,
l'étalement (YxF, /xld, Id) de type Y x F/Y x 8V dans XxF/Xxar est cobordant
à un plongement et que, dans ce cas, les applications T et T de H^ (X x F, X x 3F, k)
dans H^ (Y x F, Y x 3F, k) sont égales. Il en résulte que les applications T et T sont égales
dans tous les cas, ce qui démontre la proposition.
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7.2. Détermination de Visomorphisme p^. - L'application p^ est un isomorphisme
d'algèbre de H^ (A X, k) dans H^ ((^ (X), À;) que nous allons déterminer. Il suffira pour
cela de calculer les éléments p^ (a (i^) x . . . x a 0',) x u\ i^ . . . , f, étant des entiers positifs
ou nuls et u un élément de H^ (X, k).

Soit r un entier positif. On choisira une numération de { 1, . . . , p }\ ce qui définit
une action de II'' sur { 1, . . . , / /} et une application continue a de K (II1", 1) dans le sous-,/\.
espace K (S^, 1) de A S°. On désignera par X l'espace X pointé par un point extérieur.

On vérifie qu'on a le diagramme commutatif suivant :

h f ^ ©n(")

ExX———,K—>S,(X)——>^(X)
a x 1 y

i y ^

K(ir, l ) x X - ^ A X — > A X
/^. /\

où (K, y,/) est l'étalement de type (3^ (X) dans A X définissant l'application (?„, g le produit
extérieur de a et de l'inclusion de X dans A X, TT la projection canonique de X sur X
et a : E —^ K (II1', 1) le revêtement défini par l'action de II'" sur l'ensemble des parties
de { 1, . . . , ? ' ' ] de cardinal n.

Si ;\, . . . , ^ sont des entiers positifs ou nuls et u un élément de H^ (X, k\ on vérifie alors
la formule suivante :

P*n(^0'i) x . • . x a(Q x u) = 6,(7c)^ o/^o ̂ (T(^ ® . . . ® ̂ ) ® ^),

où T est l'application de transfert du revêtement oc.
Soient F une composante connexe de E définie par un sous-groupe H de IT, P la restriction

de a à F et T le transfert de H^ (K (IT, 1), k) dans H^ (F, k). Si H est distinct de n'-,
son indice est divisible par p et P^ o Y est nul. Comme H est un facteur direct de IT,
P^ est injectif et donc T est nul.

Si n est différent de 0 et de p1' on vérifie qu'il n'y a pas de sous-revêtement trivial dans E
et donc T est nul. 11 en résulte dans ce cas :

P*n(û0'i)x ... xa0',)xu)=0.

Si n est égal à 0 ou à//, E est le revêtement trivial de K (II'', 1), et l'on vérifie les formules
suivantes :

f 0 si i \+. . .+i^0,
[ 8(u)l si i \+ . . . + ^ = 0 ;

P^o(û(l'i)x ... Xfl(f,)XM)=

P^pr(a(il)x ' ' • xa(i,)xu) = a(i^)x ... xa(i,)xu.

£ étant la counité de H^ (X, k) et u \-> u la projection canonique de H^ (X, k) sur H^ (X, k).
On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME 7. - Soit X M/Î é^ûCé» de C. W*. ^/or^, ^-f e est la comité de H^ (X, k) et u i-> u
la projection canonique de H^ (X, k) sur H^ (X, k\ V isomorphisme d'algèbre p^
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de H^ (A X, k) sur H^ ((5^ (X), k) est caractérisé par les égalités (i) et (ii) ou (i) ^ (iii)
suivantes :

(i) VMeH^(X,fc),pjM)=îi+s(M)l;

(ii) VMGH^(X, /c), fi+...+^> 0==>p^(û(î\)x.. .xa(^)xH)== a(î\) x ... x û(f,)xiL'
(iii) VMeH^(X,^),i\+...+^>0^p^(û(ï\)^...*a(0*M)=a(f0^...^a(y*M.

Démonstration. — Les égalités (i) et (ii) viennent d'être démontrées et les égalités (iii)
s'en déduisent immédiatement grâce aux formules de la proposition 13.
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