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Question 1: Find an expression for <7 , -1> as an element of Kz(z,7) .

Question 2: Find generators for cok(KaR + K3R/g) in other cases where
| &/m | is small.

Hand computations are under way for 2Z/8 and Z/9 , but little beyond that
seems approachable now. Further progress will require theoretical improvements
which reduce the initial set of generators for KX substantially. It will
probably also be necessary to implement an interactive version of the computer

program so that the effect of various relations on the generators for K can be

tried out easily.

Question 3: Find an explicit generator for K3(F7) using our knowledge that

K is generated by <7 ., -1> .

Loday [unpublished] has discussed some ideas of how to go about this by

"1ifting” the proof that <7 , =1> is trivial in KZ(Z(7)):

7 , =1> =<1 , =1> <3 , -1

<1, =1> <1, =1> <1, =1>

His method depends on an explicit use of the isomorphism

K3(R) = H3(St(R),z) using an exact sequence of Gersten's.
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UNE NOUVELLE FAMILLE DE GROUPES

EN L-THEORIE ALGEBRIQUE

Pierre VOGEL

§0.- INTRODUCTION
Les groupes de chirurgie Ln[A] ont été définis par Wall [12], du moins lorsque A
est un anneau de groupe. Si n est pair, les éléments de Ln[A3 sont représentés par
des formes quadratiques et, si n est impair, Ln(AJ est un guotient du groupe
unitaire U(A). En fait, il y a plusieurs définitions possibles suivant que 1'on

considére les groupes L:, Li

ou LP .
n
Dans [12], Wall suggére une nouvelle définition des groupes Ln[A) en considérant
des formes quadratiques de degré n sur des complexes algébrigues et cette idée a &té

reprise et développée considérablement par Ranicki [B].

Soient A >B deux classes de A-modules différentiels gradués, projectifs de type
fini, stables par équivalence d'homotopie, par extension et par dualité. On se pro-
pose de définir ici des groupes Ln(A,B), en considérant des formes quadratiques sur
des complexes de A, le défaut de dégénérescence étant dans B. Ces groupes sont des
généralisations des groupes de chirurgie classiques et apparaissent dans de nombreu-
ses situations, comme le montrent les exemples suivants:

Soit Kc:Sn+2 un noeud. Si M est le complémentaire d'un voisinage tubulaire

ouvert de K, on a une application normale de M dans Bn+1x S1 qui est un isomor-

phisme sur le bord. Comme 1‘'application de M dans Bn+1x 81 est une éguivalence
d'homologie, la construction standard donne une forme guadratique non dégénérée de
degré n+2 sur un Z[Z]-complexe Z-acyclique.

Ainsi, si A est la classe des Z[Z]-complexes Ctelsque C ® 2 est acycligue,
et si B est la classe des 2[2]-complexes acycliques, on obtieiEZ]un élément du

groupe Ln+2(A,BJ, et on vérifie que cela donne un isomorphisme du groupe de noeuds

P.L Cn sur le groupe Ln+2(A,B).
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Si maintenant le noeud K(:Sn+2 vérifie la conjecture de Smith modulo p, c'est-
a-dire que le revétement de Sn+2 a p feuillets, ramifié le long de K, est une sphé-
re d'homologie, alors 1l'application de M dans Bn+1x S1 est une éguivalence de
Z[Z/p]—homologie, et 1'on obtient une forme guadratique non dégénérée de degré n+2
sur un Z[Zl-complexe Z[Z/p]—acyclique.

Soit alors Ap la classe des Z[Z]-complexes C tels que C Z?Z]Z[Z/p] ‘est acy-
clique. On obtient un isomorphisme du groupe de Cappell et Shaneson [2] de noeuds
vérifiant la conjecture de Smith medulo p, dans le groupe Ln+2(Ap’B)

soit A + A une localisation injective d'anneaux avec involution. Soient A la
classe des A-complexes, B la classe des A-complexes A-acycligues st C la classe des

A-complexes acycliques. Alors la théorie de localisation en L-théorie peut s'inter-

préter de la fagon suivante:

L (A,C) = L _(A)

n n

L (A,B) = L_(A)

n n

L (B,C) = L. (AA)

et 1’on a une longue suite exacte:
e > Ln(B,C] - Ln(A,CJ - Ln(A,BJ - Ln_1(B,C) * e

Les groupes Ln[A,B] possédent un certain nombre de bonnes propriétés gui peuvent
se résumer de la fagon suivante: les groupes Ln se comportent vis-&-vis des paires
de classes A>B comme les groupes d'homologie Hn vis-a-vis des paires d'espaces
topologiques. En particulier, si A>B>C sont trois classes, on a une longue
suite exacte comme ci-dessus; on a &galement un théoréme d'excision et une suite
exacte de Mayer-Vietoris.

Si A est commutatif noetherien régulier, les calculs peuvent se poursuivre
beaucoup plus loin, et 1'on obtient, entre autres, upe suite spectrale convergeant
vers L’[A] analogue & la suite spectrale de Quillen convergeant vers la K-théorie
de A. On obtient ainsi des résultats assez comparables & ceux de W. Pardon {5], [6].
Les techniques utilisées sont cependant assez différentes car Pardon travaille
essentiellement avec des groupes de Witt sur certaines catégories de modules.

Cet article est consacré & 1'étude compléte des groupes L (A,B) dans le cas géné-
n
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ral. Le cas ol A est commutatif est traité en collaboration avec J. Barge et

J.J. Sansuc dans [1].

Table des matiéres
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§5. La longue suite exacte

§6. Transversalité et excision

§7. Localisation

§1- ENONCE DES PRINCIPAUX RESULTATS

Soient A un anneau unitaire muni d'une involution: a = a , et € un élément du
centre de A tel que ce =1 . S1 e est 1'un des symboles s, h, p ou p', on désigne
par CB(A) la catégorie des A-modules (& droite) différentiels Z-gradués:

s T C T g T e
ol chaque module Cn est un module de type fini, projectif si e = p ou p', libre s
e = h, et libre muni d'une ase si e = s, et od de plus, dans le cas e ¥ p' ,
les modules Cn sont tous nuls sauf pour un nombre fini d'entre eux.

Les ohjets de C®(A) seront appelés des complexes.

Spit 0+ C -~ C' » C" - 0 une suite de complexes de Ce[A). On dira gue cette
suite est e-exacte si elle est exacte et si, dans le cas e = s, elle induit, pour
chagque dimension, une suite exacte courte de torsion nulle dans le groupe kth]/e

k1[A] gtant le groupe de K-théorie relative du morphisme d'anneaux Z > A [4].[?]

Si C est un complexe de Ce(A], on désignera par C le complexe dual défini par

C_ = Hom {C__,A)
n -n
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1a différentielle étant choisie de fagon que 1'évaluation de C ®C dans A soit un.

cocycle.

ar

En remarguant gue 1tinvolution sur A induit sur chagque A-module gauche une

»

structure de A-module a droite (et réciproquement), on vérifie gue C est un complexe

de C%(A) (si e = s, il faut choisir sur C les bases duales]).

DEFINITION 1.1. Une classe AcC®(A) sera dite exacte si A contient tous les
complexes ayant le type d’homotopie (simple, si e = s) du complexe O, et si, pour
chaque suite e-exacte : 0 > C > C' +C"+ 0 de complexes de c®¢a), on a la pro-
priété suivante:

5i deux des complexes C, C' et C” appartiennent a A, le troisiéme appartient

également a A.

La plus grande classe exacte est c®a). 1a plus petite classe exacte, formée des

complexes ayant ls type d'homotopie (simple, s1 e = s) de O sera notée 0.

DEFINITION 1.2. Soit A une classe exacte de C%(A}. On désignera par A la classe
des complexes ceC®(A) tels que C appartient & A. La classe A est exacte.

La classe A sera dite symétrique si A = A.

. e
DEFINITION 1.3. Soit A une classe exacte de C%(A). On dira qu'un morphisme feC (A)

est une A-équivalence si le cone de f appartient 2 A.

EXEMPLE 1.4. Soit M un A-module & gauche (resp. & droite}. Alors la classe A des
complexes C tels que H'(C,M] (resp. H.[C,M]] est nul est une classe exacte. De plus,

les A-équivalences sont les équivalences de M-homologie (resp. de M-cohomologiel.

EXEMPLE 1.5. Soit A =+ B un morphisme d’anneaux et B un sous-groupe de k1(8). Soit

A la classe des complexes EIGCs[A] tels que C © B soit acyclique avec torsion dans

B . Alors A est exacte et les A-éguivalences sont les équivalences de B-homologie
avec torsion dans B.

Si, de plus, A -~ B est un morphisme d’anneaux a involution et si B est stable

par involution, A est symétrique.
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Soient C et C' deux complexes de Ce(A]. On désignera par Hom[C,C')n 1'ensemble
des homorphismes A-linéaires de degré n de C dans C'; Hom{(C,C') est muni d'une
structure de Z-module différentiel gradué en posant, pour tout fe Hom(C,C') et tc

x €C:

1

3°(f(x)) 3°f + 3°x
a°f
dif(x)} = (dfi{x} + (-1) fldx)
Si 1'on pose, de plus, pour tout f & Hom(C,C') est ueC’
-~ o o
Flay = ¥ e,
on obtient un morphisme f - f de Hom(C,C']) dans Hom[é',C] qui respecte les degré:

et les différentielles.

NOTATION 1.6. Soit C un complexe de C®(A). On désignera par B{C) le Z-module
différentiel gradué Hom(C,é) . L'application composée :
Hom[C,é) > Hom[E, E] 3 HDm[C,E) est une involution sur B{C) (toujours notée
f > ;) et B(C) est un Z[Z/Z]-module différentiel gradué.

On désignera par B(C)E 1e module différentiel gradué B(C) muni de la nouvell

involution f » ef.

DEFINITION 1.7. Soit C un complexe de Ce[A). On notera Qi(C) le groupe d'hype
homologie Hn(Z/Z,B(C)EJ. On appellera n-forme e-quadratique sur C un €lément de
Qi(C). Un n-complexe e- quadratique sera un couple [C.ql, g e Qi[C]

Soit C + C' un épimorphisme de degré O entre deux complexes de C®(A). On not
ra QE(C + C') le groupe Hn(2/2, B[CJE/B[C']E). On appellera n-forme e-quadratic
sur C -+ C' un élément de QE(C + C'). Une n-paire e-quadratique sera un couple

(C+c'.g), ge mi(c +C') .

DEFINITION 1.8. Soit A une classe exacte symétrigue dans cfay.
Soit (C,q) un n-complexe e-quadratique. On dira que g ou (C.,q) est A-non

dégénérée si 1'image de g par 1l'application composée:

H (2/2, B(C)®) Lransfery H (1, BIC)®) & H_(BC))

est représentée par une A-équivalence de C dans C.

Soit (C - C',q) une n-paire e-quadratique. Soit K le noyau de C ~ C'. On di
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que g ou (C »C’,qg} est A-non dégénérse si 1'image de q par 1'application composée:
W (z/2, BCYS/Bre)®) EXANSTEIL Y tAre)/B(E!Y) — H tHom(K,C))
n

@st représentée par une A-égulvalence de K dans C.

2 e o
DEFINITION 4.9. Soient ADB deux classes exactes symétrigues de C (A). On dési-
gnera par L®(A,B) 1'ensemble des n-complexes g-guadratigues A-non dégénérés
en
(C,q), C€A , soumis & la relation de cobordisme suivante:

{C,q) et (C*,q') sont cobordants s'il existe une n+1-paire e-guadratique

B-non dégénérée (£ +~ C ® C', u) telle que I appartienne 3 Aet 3u=qg®-g .

Les groupes eLi(A,B] ainsi définis sont des généralisations des groupes de chi-
rurgie classiques. Ainsi le groupe €Li[A] {pour e = s, h ou p) est isomorphe &

L20C%(A1,0) et LP'(CP (A),0) est isomorphe @ LD(A).

En outre, si o est un sous-~groupe de kofA) stable par involution, st[A) est le
groupe eLi[A,O],A gtant la classe des complexes de ¢P(A) dont la classe est dans a.

Si o est un sous-groupe de k1[A)/a stable par involution, gL:(A) est le groupe

EL:(CS(A],B], B étant la classe des complexes acycliques de C%(A) avec torsion
dans o.

Ceci est démontré par Ranicki [8] mais dans un cadre un peu différent: tout
d'abord il utilise un point de vue dual du point de vue adopté ici; de plus, les
complexes qu'il considére pour définir les groupes ELn sont -1-connexes et de di-

mensiocn n, alors gu'ici on ne prend aucune restriction de ce genre.

PROPOSITION 1.410. Soient A>B deux classes exactes symétriques. Pour tout neZ,

on a des isomorphismes canoniqgues :

e ~ e
Lo (AB) = LYAB)

PROPOSITION 1.11. Soient A>B deux classes exactes symétriques QE_QF(A). Soit a

L%A,B) — ,LB(A,B] , avec €' = €
n '’ n

oifo

391

THEOREME 1.12. Soient AD B D C trois classes exactes symétriques de CB[A].

Alors on a une longue suite exacte

e > L%,y » %A - L%ABY > L% (B,C) -+ ...
£ n €N € n € n-1

R e s e R P
Ainsi eLn se comporte vis-a-vis d'une paire de classes exactes symétrigues

comme une théorie homologique vis-&-vis d'une paire d'espaces topologiques. On er

déduit, par exemple, gue si C%(A) est Tiltrs par des classes exactes symétrigues

0 = AOC: A1 C ... C An = €%(A) , on a une suite spectrale dont le terme E1
est : el - L5 (ALA )
pg eptg  p p1
et qui converge vers RS A (S S

€ p*g € p*q

DEFINITION 1.13. Soient C un complexe de C®(A) et A une classe exacte. On dira
que C est inversible modulo A s'il existe un complexe C' & c%(A) tel que C®C'

appartienne a A.

Soient A 5B deux classes exactes de C°(A) telles que tout complexe CeA est
inversible modulo B. Alors la relation
C~C" < Coe iC'eB
est une relation d’éguivalence sur A et 1'ensemble quotient est un groupe abélien

gue 1'on notera K(A,B).

EXEMPLE 1.14. Si A est la classe des complexes acycliques de CS(A], alors K(A,
est égal & Kq[A]/E.
Si A est égal a €P(A) et si B est la classe des complexes C & CP(A) tels que [

soit nul dans Ke(A), alors K(A,B) est égal & Ko(A).

THEOREME 1.15. Spient A o B deux classes exactes symétrigues telles gue tout

complexe C € A soit inversible modulo B. Alors an a un isomorphisme canonigue :

LS(A.B) =« H(Z/2,K(A,B))
g n

Les théorémes 1.12 et 1.15 permettent de retrouver les suites exactes de Ranicl

Rothenberg. Par exemple, la suite exacte
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> thay - 1Ay M2/2, KotA)) LD (A > s
s'obtient en choisissant {dans 1.12) e = p et les classes suivantes :

A= P

B est la classe des complexes ce cP(A) tels que [_C] soit nul dans
Ko (A)

C est la classe nulle 0.

De méme, la suite exacte reliant eLi[A) et EL:[A) s'obtient en prenant e = S,
et les classes suivantes: la classe c%¢pa), la classe des complexes acycliques et la
classe nulle .

Les groupes ELn possédent en outre la propriété d'excision. Cette propriété n'

est cependant valable-que pour les classes transverses au sSens suivant:

DEFINITION 1.16. Soient A et B deux classes exactes de C%(A). On dira que A est
transverse & B et 1'on écrira A 4 B,si,pour tout C € A et tout C' € B,tout morphis-
me de C dans C' se factorise & travers un complexe de A n B.

Si A et B sont deux classes exactes de CP(A), on notera A + B la classe exacte

engendrée par A ¥ B.

THEOREME 1.17 (excision). Soient A et B deux classes exactes symétriques, A 4 B.

Alors on a un isomorphisme canonique :
ntols 212 0

e ~ e
eLn[A’A n B — €LHEA + B,B)
Des théorémes 1.12 et 1.17, on déduit immédiatement le théoréme suivant :

THEOREME 1.18 (Mayer-Vietoris). Soient A et B deux classes exactes symétrigues,

A d B. Soit C une classe exacte symétrique contenue dans An B. On a alors une lop-

gue suite exacte :

e e e e
ves 8Ln[Af'\ B,C) =~ ELn(A,CJ @ELH(B.C] - eLn(A+B‘C) > e

THEOREME 1.18. Soit A une classe exacte de ce®(A). On suppose gue A est transverse

a A. Alors les groupes E:L:(A + A,An A} sont nuls.

Si A est commutatif, les classes exactes sont en général transverses, comme le

montre 1'exemple suivant:
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EXEMPLE 1.20. On suppose A commutatif noetherien. Si € est un complexe de c®a)
on note Supp(C) (support de C) 1’ensemble des idéaux premiers p de A tels que C[p)
ne soit pas acyclique. lLe support de C est un fermé du spectre de A. Soit S une un
de fermés de Spec A. Alors la classe AS des complexes de C®(A) dont 1le support est

dans S est une classe exacte.

classes AS et AS’ sont transverses et 1'on a :

Asn AS' = A et AS+AS,C A

SnS’ Svs’

De plus, si A est régulier et e = p, on a : ASUS' = AS + AS'

Si A n'est pas commutatif, on peut assez facilement trouver des classes non tra

verses

EXEMPLE 1.22. Soit F un groupe libre non commutatif. Soit A 1'anneau K[F], K ét
un corps. Soit A la classe des complexes C de CB(A) tels que H,(C) soit de type fi

sur K. Alors A et A ne sont pas transverses.

D'autres propriétés des groupes eLn concernent la localisation.
Spit A > A un morphisme d'anneaux. On dira gue A - A est une localisaticn de

si A est obtenu par inversion formelle d'un systéme de matrices & coefficients

dans A [3] .

THEQOREME 1.23. Soit A - A une localisation de A qui soit un morphisme d'anneat

avec involution. Soit o un sous-groupe de K1(A% stable par involution. Soit A 1la

classe des complexes C & CS[A) tels que C ® A soit acyclique avec torsion dans o

Alors, onh a un isomorphisme :

L3re%ca), A = 1%
€n £n

THEOREME 1.24. Soit A = A une localisation de A gui soit un morphisme d'anneat

avec involution. On suppose gue les groupes Tor?(A.A] sont nuls pour 1 2.

Soient A>B deux classes symétriques de CBA) (e # p') contenant tous les cc

plexes C & C®(A) tels que C ® A soit dans le classe nulle de C%(A). Soit A @ A

(resp. B 8 A) la classe exacte de & engendrée par les complexes C 8 A, C€& A
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(resp. CEB J.

Alors, la tensorisation par A induit un isomorphisme :

1%A,B) = 1°(Ae@nBaAr)
e n £n

REMARQUE 1.25. Si W est la classe des complexes C & Cc®(A) (e = s ou h) tels que
C ® A appartienne & la classe nulle de ¢®(A), on déduit des théorémes 1.12 et 1.23
une longue suite exacte :
3 e e e 3 e (w.0) -
S ELn(w.O] > €Ln(A] - €Ln[A] - eLn~1 ’
C'est la longue suite exacte de localisation démontrée dans [9].

3i e est égal a p, on a une suite analogue, a stant 1'image de Kgo(A) - Ko(A)

P P o P
e 3 Pwor - P - § P w0 .

§2 - QUELQUES POINTS D'ALGEBRE HOMOLOGIRUE

2.1 Soient C et C' deux complexes de C%(A). On appellera aplication de degré n

de C dans C' un élément de Hom(C,C']n = Il Hom(C
peZ

,C' ). Les applications de C dans
p  n+*p
C* forment un Z-module différentiel gradug Hom(C,C'). On appellera morphisme de de-

gré n de C dans C' une application f de Home.C']n telle gque df = 0. On appellera

homotopie de degré n de C dans C' une application de la forme dg, gé€ Hom(C,C']n+1.

2.2 le cfne d’'un morphisme
Soient C et C' deux complexes de C®(A) et f un morphisme de C dans C'. Soient
M(F) le module C ® C', 1 et i’ les inclusions canoniques de C et C' dans M(f) et p
et p’ les projections canoniques de M{f) sur C et C'. Soit n un entier; on peut
“alors choisir sur M(f) la graduation et la différentielle de fagon que 1l'on ait
5°i' = n 3%’ = -n 8% = 1+n+3°f 3% = -1-n-3°F
di' = 0 dp' = fp di = -(-1)"i'F dp = O
M(f) sera appelé le (n-)cbne du morphisme f; M{f) est un complexe de c®ral.

0 c E M{F) * C a
i p
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Soit A une classe exacte de CZ(A). On dira gu'un morphisme f est une A-gquivale

ce si M(Ff) (bien défini & suspension pr&s) appartient & A.

LEMME 2.3. Soident €, C', et C” trois complexes de c®A), f: C > et g:iC' > C

deux A-éguivalences. Alars gf est une A-éguivalence.

Démonstration. Il suffit de remarguer gue l'on a une suite e-exacte

0 > MF) > Mgf) @ M1,,) > Mig) ~ 0

LEMME 2.4. Considérons le diagramme commutatif suivant dans %)

0—C—C' —C" —0

el

0 —C, —>C,—Cy —0

1

od toutes les fleches sont des morphismes et ol les lignes sont e-exactes. Alars,

deux des trois morphismes f, g et h sont des A-8quivalences, le troisiéme 1'est.

Démonstration. On a la suite e-exacte

g -+ M{f} > M{g) - M(h) >~ D

LEMME 2.5. Considérons le diagramme commutatif suivant dans c%a)

0—cC %o B en g

o el

o—»c,l—B—»c%—&»c;—»o

une application de C' dans C%qui rende commutatif le diagramme :

c —%,

10

C’ cr

1 1

Soit h le morphisme de C" dans C1 tel que : dX = Bha'. Alors, si deux des trois

morphismes f, g et h sont des A-équivalences, le troisiéme 1'est.

Démonstration. Soient M(8) le O-cBne de B, et i, i', p et p’ les applications
définies dans 2.2, On vérifie gue g' = i'A+iha’ est un morphisme de £’ dans M(B), e

le diagramme suivant est commutatif, & lignes e-exactes
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b —s C —2C' ¥, e ——a0

1o
o ———»C,'l—i—'»' g8 ¢, — 0
D'aprés le lemme 2.4, si deux des trois morphismes T, g’ et h sont des A-éguiva-
1ences, le troisiéme 1'est.

Or g est égal & g'p'g’ et B'p’ sst une équivalence d'homotopie (simple si e = s)

On en déduit donc le lemme.

§3 -FORMES QUADRATIQUES

Soit W la résolution suivante du 7[2/2] -module 7 :
2[2/2]e +— 2[2/2]e,— ---

avec, pour tout 1 > 1 : de; = (1+(—1)it]ei_1
t étant le générateur du groupe 7/2.

Si C est un complexe de CT(A), B(CIE est le z[2/2]-module différentiel gradué
Hom(C,&), 1'involution étant définie par : f = s

On désignera par QF(C] lg Z-module différentiel gradué suivant:

0ftcy =W 8 BIC)°
7/2
Ainsi, une n-forme g-quadratique sur € est un élément de Qi(t] = Hn(QF[C]).
Un élément de QF(C] est une somme finie de la forme
u=1=Ie; ®u, , avec 3%u = i+30ui .Uy € B(C)

et 1'on a :

i i
d(X 8y ® ui) = Zei ] (Ui+1_(_1) €0, ,4 +(-1) dui) .

. € .
NOTATION 3.2. 8i u =1L e, & u, est un &lément de Q (C), on posera :
U=u_+ el eB(C)
o o

i o €
s(u) = Ze;,, ® (-1)7el; € 273

On vérifie aisément la formule suivante

FORMULE 3.3. Pour tout u € Q(C), on a : d(Su) + S(du] = ¢, ® .
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NOTATION 3.4. Soient C et C' deux complexes de Ce(A) et o et 8 deux applicatior
de C dans C' de degrés respectifs p et g.
8iuy=1 ey ®'ui est un élément de QE(C’), on désignera par uf 1'élément
08" (c) (e’ = (-1)Pe) défini par :

PP _43yPig
Gup =% ey ® (-1] duiB

LEMME 3.5. Soient C et C' deux complexes de CE(A), o et B deux applications dt
dans C' de degré p et u un ¢lément de QF[C'] de degré n. Alors, on a les formules

& slu) 8 = (-13Ps(Rua)

alaue - (-19P dastula] = (-1 adua + dad(Sula - t-1)"gasulda
§4 - LES GROUPES L_(A,B)

Dans ce paragraphe, A > B désigneront deux classes exactes symétriques de €%t

DEFINITION 4.1. Soient (C,g) et {C’,g') deux n-complexes e-quadratiques B-non
dégénérés, C et C' appartenant a A.

On dira que (C,g) et (C',q') sont en relation {par la relation R) s’'il exis

une n+1-paire e-quadratigue B-non dégénérée {(r ~C®C',u) telle que I appartienn

aAet 2u=q@®-g

LEMME- 4.2 Soient q = [¢] et g’ = [¢'] deux n-formes e-guadratigues B-non dégér

rées sur des complexes C et C' de A. Alors, {C,q) et (C',q") sont en relation si

seulement s'il existe deux suites e-exactes:

0—k-L1%c—o0 3% = 3% =0
0 > Eeo—o 3% = 3%8' = O

o

et un élément u»eQF[E] de degré n+1 tels gue: Bo - 8'¢’'a’ = dyP

et B'PB est une B-égquivalence.

Démonstration.Supposons que (C,g) et (C',g') soient en relation. Alors il exi
une suite e-exacte :
'
0 ——s Ey__l+ T 08 ~gcr—0n

et un élément ¥ € QFEZ) de degré n+1 tels gue :
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Gda - A'd'a’ = Y
¥y est une B-équivalence.
Soient K {resp. K'} le noyau de a (resp. a') et B (resp. R') 1'inclusion canoni-

que de K (resp. K'} dans Z. On a le diagramme commutatif suivant:

0 by @B cr—o0
3 fpyl v |5+78
0—C &’ i K 0
et 1'on a : dlPp) = -4'¢'a’'B

Or §ry et §' sont des B-dquivalences. D’aprés le lemme 2.5, B'{iB est une B-égui-
.valence.
Réciproguement, supposons gu'il existe deux suites e-exactes:

B o

0—K — I ———C— 0
, Bl al ,
0— K' ——§ —— (C'— 0
et un élément Y e QQ(Z] vérifiant les conditions du lemme.
A type d'homotopie (simple) prés, on peut supposer que o ® o' est surjectif, de
noyau L' € c®ca).

On a alors le diagramme (I) et §' et B'JR sont des B-équivalences. D'aprés le

lemme 2.5, Uy est une B-éguivalence.

LEMME 4.3. La relation R est une relation d'équivalence compatible avec 1la somme

directe.

Démonstration. D'aprés le lemme 4.2, la relation R est réflexive et symétrigue.
Elle est de plus clairement compatible avec la somme directe.

Montrons que R est transitive.

Soient g, g' et g" des n-formes e-guadratiques B-non dégénérées sur des complexes
C, C’ et C” de A, représentées par des éléments ¢, ¢' et ¢" de QE(C], QE(C’) et
2%em.

Supposons que (C,g) et (C',q’) soient en relation, ainsi que (C',q') et (cr,q").
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Il existe alors des suites e-exactes:

0—s K ) & ¢ —0
0—>K' T & s
0—K, z, 0‘7 C'—>s0
0— K £, —*>cr—o0

ol toutes les flaches sont des morphismes de degré 0, et deux &léments Y e QE(Z) €
v, € QE(Z,]J tels que: Qoo - &'¢'a’ = dy
&1¢'a1 - &%¢"a% = dy,
et ol P et &1 induisent des B-éguivalences de K dans K et de K, dans &%.

Soit X le produit fibré de I et 21 au-dessus de C'. On a le diagramme commutati
L 3

-

Y c

- s

o

suivant c

1

ol toutes les fléches sont des morphismes de degré 0. On a:
P FONIPT - s
Yooy - Q1Y 0 any, -ﬂ%w*?wﬂﬂ

Considérons alors le diagramme commutatif suivant

U———>Kei‘ Y Ker‘l’ay Ker o —0
T
0 ——Ker ¥ Kg\a,’]y,] Kg‘\yq—>0

ot les fliéches verticales sont des morphismes induits par Wy + ?1®1Y1 . Les fle-
ches verticales extrémes sont des B-équivalences. Il en résulte que Py + ?1$1Y1
induit une B-équivalence de Ker oy sur le dual de Ker oz,;y1 et (C,qg) et (C",q")
sont en relation.

Ainsi la relation R est une relation d'équivalence (on 1'appellera dorsdnavant
cobordisme) et 1'ensemble quotient aLi(A,B) est un groupe abélien pour la somme

directe. De plus, (C,q) et (C.,-q) représentent des &léments oppaosés dans EL:[A,B]

LEMME 4.4. Soient f une B-éguivalence de degré 0 d'un complexe CeA dans un com-

plexe C'€ A, et q une n-forme e-quadratigue B-nondégénérée sur C’. Alors (C',q) et
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(C,?l(q)) sont cobordants.

Démonstration. Comme f est une B-équivalence, on peut trouver deux suites e-exac-
remonstriar_ -

tes dans CP{A)

0 —» K —L —2>C —>0

f—s K'—s 3 8o
o les fléches sont des morphismes de degré 0, o est une équivalence d'homotopie
{simple) et ol fo est homotope & o' par une homotopie dg.
Soit ¢eQ€[C’] un représentant de g. On a
6Fofa - a'da’ = a'¢dB + dBha’ + dBGdB
Posons ¢ = Zei ® ¢i. On vérifie aisément 1la formule suivante
6'¢d8 + dBba’ = d[ze, @((-1)"a'9,8 + (-1)7B0,a")]
Soit ¢' 1'élément de Q_EIC’] défini par : ¢ = Sp’ + e, ® ¢O. On a : —_

0= d(s¢') + e @dp = -Sldd’) + e ®F + e &dd

et dd’' est nul.
En appliquant la formule.a.S, on obtient:
G(84'6 + dB9E) = dle_ © dBo_B) + dRA(S4")B + (-1"dBSH'dB
drob :+ d(B'8 + aB8) - (-1)"dBedB
Ilen résulte que &;¢fu—&’¢a’ est un bord dy, UIGQF(Z]. De plus, comme K et K' appar-
tiennent & B, ¥ induit une B-équivalence de K dans g’. On en déduit, d'aprés le lem-

me 4.2, que (C',q) est cobordant & [C,f*q].

Démonstration de la proposition 1.10

I1 s'agit de montrer 1'isomorphisme entre les groupes €Li+2(A,B] et _ELi(A,Bi.

Soit C un complexe de A. Soit IC la suspension de C ; IC est le complexe C, la
graduation et la différentielle ayant été modifiées pour gque 1'identité de C dans
IC soit un morphisme de degré 1.

Le morphisme de C dans %C induit un isomorphisme éguivariant de degré 2 de
B(ZC) € sur B(CIE, d'ol un isomorphisme de degré 2 de Q_s(ZC) sur Q?[C) et un iso-

. e e
morphisme de —eLn(A’B] sur ELn+2(A,B).
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Démonstration de la proposition 1.11

Soit a une unité du centre de A. Soit €' l'élément-ge de A. Si C est un comple
de C%(A}, 1a multiplication par & induit un isomorphisme de degré O de B(CIE sur
B(C)® , d'ob un isomorphisme de degré O de QF(C) sur QF (C) et un isomorphisme de

e e
ELn[A,B) sur E,Ln(A.B).

LEMME DE CHIRURGIE 4.5, Soit 0——=K —g—»z —jL+C ——0 une suite e-exacte dans

A, les morphismes o et B &tant de degré 0. Soit g une n~forme g-guadratique B-non
) *
dégénérée sur C représentée par un élément ¢ de QE(C]. On suppose gue B ¢ est un

bord dy.

Alors, il existe une n-forme e-guadratigue B-non dégénérée, g' sur le

{-n-1)-céne C' du morphisme fo et (C’,g') est cobordant & (C,q).

Démonstration. Soit M le O-cbne de a. Notons y et p les projections de M sur K
et Z . 0na:
Bop =0 , aoy = -1
dp = oy dy =0
De plus, Bp est une éguivalence d'homotopie (simple) de degré O de M sur C. Il
en résulte gue (Bp]*q est une n-forme e-quadratique B-non dégénérée sur M et (C,q)
et [M,[Bp]*q) sont cobordants.

Soit C' (resp. X) le Fn-1)-céne du morphisme Po (resp Pay). On a le dilagramme

commutatif suivant dans A, ol les lignes et les coleonnes sont e-exactes:

>

=

o
|
e}

O Rt X e ] S—— O
oQ
G‘——-K*——Q(———M)?‘—O
l
[}

De plus, toutes les fléches du diagramme sont de degré O sauf vy et yu’' gui sont d

degre -1 et XA et X' qui sont de degré -n-1
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~

Soient p et p' les projections de X et C' sur L. On a

30 = 9 p' = n¥1
dp = Jayu dp' = Pau’
D'apreés le lemme 3.5, on a
d[fpwpn - 98S(yIpu] = DBcYpu + DA (SPIpu + (-13709ESTYIayy
Or, on a
Mad(spIpn = -096ST80BIPU + e, © N9ATPY = & © 96FPu
Posons
w = fPyYpu - 098Swlpy + (-1 e, ® ebpu
On a alors :
dw = (Bpi)™0 - g¥le, ® epron’ - (-1 0rastylan’)
Comme [Bp)*q est B-non dégénérée et que ;&A est un isomorphisme,
e, ® ep'an’ - [—1)”ﬁ'&8t¢)au’ représente une n-forme e-guadratique B-non dégénérée

g’ sur C' et (C',g') est cobordant & (C,q).

graupe €Li(Ce(A),0] est isomorphe au groupe de chirurgie 8L:(A) .

Démonstration. Pour démontrer le théordéme, il est possible d'utiliser le lemme de
chirurgie et d’exprimer le groupe EL:(CE(A],OJ en terme de générateurs et de rela-
tions avec des complexes de longueur 1 ou 2. Il est alors facile de reconnaitre la
définition classique du groupe 8L:[A].

On peut également utiliser la définition de Ranicki des groupes eL:(A] [B]

Si (C,q) est un complexe de Poincaré e-quadratique de dimension n au sens de Ranicki
on en déduit une n-forme €-guadratique non dégénérée sur E. Cette correspondance
induit un morphisme de groupe de EL:(A] dans EL:(Ce[AB,OJ , compatible avec la
périodicité.

Soit u un élément de

e, e
Lntc (A),0) représenté par un couple (C,q). Si k est un

entier assez grand, le <tabilisé de (C,q) par la périodicité L 3 L sera le

n+4k

. 2Ke -2k,
couple {£"C,g'} et le dual de £ “"€ sera un complexe paositif de dimension inférieu-
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ZKC,q’] est dans 1'image du mor-

re ou égale & n+4k . Dans ce cas, la classe de ("
phisme :
e e

EL {A) ———e»gLn+4ka (A1,0)

I1 en résulte, par périodicité, que la classe de (C.g) appartient & 1'image de

e . e 2,.8 . X
L (A) et le morphisme de L (A} dans L _{C (A},0) est surjectif.
g n €N €n

Pour 1'injectivité du morphisme, on procéde de méme; on stabilise pour s'assurer

que les complexes utilisés satisfont les conditions dimensionnelles de Rapicki.

On montrera plus loin que ELi (cP (A),0) est isomorphe au groupe eLi(A]'

DEFINITION 4.7. Seit A une classe exacte de CE(A]. On dira qu'un complexe
Ce CE(A] est inversible modulo A s'il existe un complexe C’' &€ c®(a) tel que C & C'

appartienne & A.

plexe de A est inversible modulo B. Alors, la relation

C~C' < Ce®iL'e B

est une relation d’éguivalence sur A compatible avec la somme directe.

Le groupe quotient sera noté K(A,B).

Démonstration. Soit C un complexe de A. I1 existe C' & CE[A] tel que C ® C'
appartienne 3 B et C' est un complexe de A. Or C & C' est le O-cdne de 1'applicatior
nulle de Z—1C‘ dans C. Par suite, 1'application nulle de C' dans IC est une B-équi-
valence et il existe une B-éguivalence de C @ C' dans C @I C. Il en résulte que
C®y C appartient & B.

On vérifie alors immédiatement que la relation ~ est une relation d’équivalence
sur A compatible avec la somme directe et gue 1'ensemble quotient K{A B est un

iy

groupe ahbélien.

LEMME 4.8. Soit 6 1'application guotient de A dans K(A B. Alors, si
o B

0 —+C — (' ——C"— 0 est une suite e-exacte dansA, o et B étant des mor-

phismes de degré 0, on a

8(Cc') = 8(C) + 6(C™)
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Démonstration. On a une suite g-exacte 1
bemonswrat’l

0—>C eI —>C" ®IC @ " —C” & IC"—> 0

et C' ® IC @ IC” appartient & B.

Démonstration du théoréme 1.15.

Soient A OB deux classes exactes symétriques de C®(A). On suppose que tout com-

plexe de A est inversible modulo B. Alors, K(A,B)) est un groupe abélien muni d'une

involution induite par la dualité.

On va montrer que © induit un isomorphisme de €L:[A,B] sur AN(2/2,K(A,BY) .

Soit (C,q) un n-complexe e-quadratigue B-non dégénéré, C appartenant a A. Comme

g induit une B-équivalence de degré n de C dans E, on a
6(c) = (-1)" 8(C)
D'autre part, si (C.q) est‘cobordant 3 0, il existe une suite e-exacte dans A:
g— K—} —>C —*0
et une B-équivalence de degré n+1 de K dans E, On a alors, dans ce cas:
B(C) = 61T) - 8(K) = 6(x) + (-13"8(D)

On en déduit, par passage au guotient, un morphisme de groupe 8’ de EL:(A,BJ
dans ;n(Z/Z,K(A,B]]. Le morphisme B' fait correspondre & la classe de (C,q) 1la
classe de 6(C].

Montrons que 8' est surjectif. Soit ue an[Z/Z,K(A,B)) un élément représenté par
6(C), C €A.

ona: 8(C) = (-N" B(C)

On en déduit que {C,0) est un n-complexe e-quadratique B-non dégénéré qui donne
u dans an[Z/Z,K(A,B]]; 8’ est deonc surjectif.

Montrons que @' est injectif.

Soit (C,q) un n-complexe e-quadratique, C appartenant a A, tel que {C,qg) donne O
dans H'(2/2,KIA,B)).

Alors on a @ 8(C) = 8(D) + (1" B(E)

Sans changer le type d'homotopie (simple] de %, on peut supposer qu'il existe un

épimorphisme homotope & O de I sur C, de noyau K €A . Choisissons un élément

405

€ f
ve 5 PPN
Qn+1[ = C) de bord g. Alors, u est B-nan dégénéré et {C,g) est cobordant 3 0.

§5- LA LONGUE SUITE EXACTE (Théorame 1.12)

Soient A B > C trois classes exactes symétriques de C(A). On va construire
une longue suite exacte
v =5 18,0 L 12,00 s (BeaBy 2 (© —
ebn L (A el (AB) ELn_1(B,C) .

o i et j résultent des inclusions CC B et B C A.

5.1 Construction du bord 3.
Soient C un complexe de A et g une n-forme e-guadratique sur C représentée par
P, 3 . 2

un €lément ¢ de Q°(C). Soient M le -n-cBne du morphisme ¢ de C dans C, o 1'injection

canonique de C dans M, B et p les projections canoniques de M sur C et E.

_p
0 c ;’ M —g=>C 0
3% = -n 3°% = n 3°B = -1
da =0 dg = 0 do = &8
Posons : Y = e, @ ép - §8(¢3B

On 1 : = - 8 8 8
a alors : dy e, @ BFB + BA(S$IR = -BS(d$)IB = O
et ¥ représente une n-1-forme €-quadratique sur M,

On vérifie que le diagramme suivant est commutatif

o——-—»E—O‘—>M——L>c———>D
b
a] c—B,p_8.,¢ ol

et la classe de Y est non dégénérée.

s B .
1 la forme e-quadratique g est B-non dégénérée, M appartient a B et (M [w])

. représente un élément 3(C, d €
‘ o) de eLn-1(B‘C]'

s . N
uppasons que (C,[$]) soit coberdant & 0. Alors il existe une suite e-exacte

dans A D——)KLE—LC——»D

X et p étant des morphismes de degré 0O, et un &lément u de QE(Z] tel que

uéu = du et UA est une B-équivalence
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Soit K' le -1-cdne du morphisme p : C »+ Z. Soient f et s les injections canoni-

gques de £ et C dans K' , et g et t les projections canonigues de K' sur C et Z.

~ b2 ~ 8 ~
8] r K = [ 0]
On a 3°F = -1 3°t = 1 9°g = 3°s =20
df = dg =0 dt = g ds = fu

On vérifie que UA et sdu + FfU sont des morphismes et le diagramme suivant est

commutatif :

-4

o

) > e R > e— D >

Soient M’ le -n-céne de sdu+fl et M” le -n-1-céne de UA. On a un diagramme

commutatif & lignes et colonnes e-exactes

1L

o g By o
lf lh lx

o Kr—2 B 5 0
lg lk lu

0 C—O oy B .c 0
% 4 J

0 0

On notera p' et p" les rétractions canonigues de o' et a”. On a donc
dp’' = sduB’ + B’ dp” = GAB"
On a : QWK e, ® é'ﬁgp' - é’£8[¢)u8'
On vérifie alors gue, si l'on pose : v = e, ® g'tp' - é‘S(u)B’ , ona:
QWK = dv

Pour montrer gue (M,[w]) est cobordant & 0, il reste & montrer que M'et M”
appartiennent & B et que Vh est une C-équivalence. Or M" est le cBne de @) qui est

une B-équivalence. Il en résulte que M' et M" appartiennent a B.
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D'autre part, on a le diagramme commutatif suivant

N LY U .
-1j th l(—ﬂnet)\
gz —B & o

Or, il est facile de vérifier gue gk est une équivalence d'homotopie (simple) de
K vers le dual K' de E'. On en déduit gue ¥h est une C-égquivalence et [M,[w]) est
cobordant a O.

Ainsi, si (C,[$]) est cobordant & 0, 3(C,¢) est nul.

Soient, maintenant, C et C" deux complexes de A et [¢] et [¢’] des n-formes €-qua
dratigues B-non dégénérées sur C et C'. Si {C,[¢]} est cobordant a (C’,[¢']),
tcec'.[pe —¢']] est cobordant & O et 3(C @ C',¢ ® -¢') = 3(C,¢) + 3(C',-¢') est
nul. Cela a lieu en particulier si C =C' et ¢ = ¢' . On en déduit :

9lC',¢') + 3(C',=¢') = O

I1 en résulte gue, si (C,[¢]) est cobordant & (C',[$']), 3(C.¢) est égal 2
alC,9")

Ainsi 1'application 3 est bien définie de EL:(A,BJ dans ELi_,l(B,C] .

5.2. ji = 0 . Soit g une n-forme e-quadratique C-non dégénérée sur un complexe
C € B. L'application nulle de O dans C est une B-équivalence.

D’'aprés le lemme 4.4, (C;q] représente O dans le groupe eL:(A,B] . L'application

ji est donc nulle.

5.3. 3j =D . Soit [¢] une n-forme e€-quadratique C-non dégénérée sur un com-
plexe C € A. Alors, § est une C-équivalence de C sur E et 9(C,$) est représenté par
un couple [(M,q) , M € C. D’aprés le lemme 4.4, (M,g) est cobordant & O et 3(C.¢)
est nul.

L'application 3j est donc nulle.

5.4. i3 = 0 . Soit [¢] une n-forme €-quadratique B-non dégénérée sur un com-
plexe C € A.

En reprenant les notations de 5.1, 9(C,$) est représenté par (M,[y]).
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Soient M' le O-cdne du morphisme B de M dans C, A 1’inclusion canonique de C dans de C et C dans M et B et p les projections canoniques de M sur C et C. Si 3(C,4)

M' et t et u les projections canonigques de M' sur Cet M : est nul, il existe une suite e-exacte dans B :

0—s k=21 Hey—sp

et un élément u de QE(E) tels que :
Les applications A, u et t sont de degré O et 1'on a
9°A = 3°u =0 3% = n
di = du =0 dt = Bu N A A

~e ~a - 2 wpu = ule @ Bp - BS($IBIM = du
On a : Iy = e_ @ uBpy - uBS{$IBu = e, ® dtpp - dtS(¢ldt _
o UM est une C-équivalence
D'aprés le lemme 3.5, on @ ggalement R
R R R N n Soient s une secticn de Y et C' le produit fibré de C et I au dessus de M, le

(-1)7d(tet - deS(§It - e ® tdr) = -e @ t¢dt - dtS(§ldt
o morphisme C' + I étant de degré 0. On a le diagramme suivant :
On en déduit , si 1'on pose :

u= e, ®tou * (-1 gt - (-1 dtSieIt [—1)”90 @ ¥t
que 1l'on a : Wy = du

D'autre part, on vérifie que UX est égal & €up - [—1)nt¢, et si ¥ est 1'équiva-

[>]
L
e}
™
T
(e}

lence d'homotopie (simple) canonique de C dans ™', fUA est égal a {-1)"e. On en

déduit que UA est une C-éguivalence. Comme, de plus, C et M' appartiennent a A,

a(C,9) est annulé par i.

Comme s0 est une section (de degré 1) de , i1 i i 3
L'application 13 est donc nulle. 8 ! Bl 11 existe un morphisne f de degré

0 de C dans C' tel gue : diso) = -(-1) "o’ s

. e
5.5. Exactitude en €Ln(A,C] . On vérifie aisément que p'f est égal & §.

Soit [¢] une n-forme e-guadratigue C-non dégénérée sur un complexe C € A, tel Soit v 1'élément de Q_EIZ] défini par : u=e ® o+ sty

que (C.[¢]] soit annulé par j. Il existe alors une suite e-exacte dans A On a

[s3 B an
0 K z >C 8] ~ ~n

du = e, ® duo - S{dv) + e, 8V =1¢e @ wBou - uBS{¢IBu
et un élémant ¥ € QF(Z) tels que : % =3% =0

BOB = dv SCdv) = pBS(4IBY = -S(HRGRU)

Jio est une B-éguivalence. = dv = -uBdBu

D'aprés le lemme de chirurgie 4.5, (C,[¢]) est cobordant & (C',q')}, C' étant un D’aprés le lemme 3.5, on a :

cone de o . Ainsi, C' appartient & B et la classe de (C,[¢]3 est dans 1'image de 1. d[éavso " d§8S(v)sc] = -£3dvso + d€3d(Sv)so + [ 1)nd§38vd( ol
= - s

Or on a les formules ivant .
5.5. Exactitude en €L:[A,B] suivantes

-§3dvso = éBéﬁ¢Busc = -¢
Soit [¢] une n-forme e€-quadratique B-non dégénérée sur un complexe C € A, tel

d§3d(Sviso = ~(-1)"Fa - - -
gue 3(C,$) soit nul. Scient M le -n-cbne de §, o et O les injections canoniques (-1) fa'dusa S ® ds/aduo50 o ® d§BduDsc

t-1)"d63svdlso) = (-1)"Farua' - (-12"e_ ® d83u_d(s0)
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a 2
On en déduit : a] K 5 5 c 8}
d[8dvso + d&Bstvisa] = -¢ « (-1)"Fa’ua’f - dle  ® d§3u so) Wj .
Ainsi ¢ est homologue & (=13 o'ua’ f. Comme ¥ est une B-éguivalence, (C,[¢>]] est Y 2 g
0 K 3 M " K 8]

cobordant & (E',[(—ﬂnoc'uon']]. .
D'aprés le lemme 3.5, on a

Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant ~ ~ ~ ~ 0 oA
disyps - dsS(yYls) = sdys + dsd{SyPls - [-1) dsSyds

A' , u' N ~ ~ ~ ~ A
0 K c C 0 = ¢ - dsS(BeB)s + e ®dsPs - (1) yaSyary
le 7 l&’ﬁa' =ore,® yogis - (1) yasyay
~ ~e ~ Ay ~ D'autre part, on a
0 yo—8 Lyt & Lo 0 i

. fle. ® up -~ uSlayalulf = (-1 " 8 yalis - yaS oY
Les fliéches horizontales et verticales sont des morphismes et l'on a o 4 g 8 Y i yasSy

o * ~ A A
- an ~n ~n On en déduit que ¢ est homologue & (-1 e ® up - uSlogalyl, et par conséquent
d{da') = (uBpu + eupfula’ = Wby’ o :

- N L la classe de (C,[-13" ) est égale & 3(K,apa).
D'aprés le lemme 2.5, comme UA est une C-équivalence, o'ua’ est une C-équivalence [¢] & P

net . . I1 en résulte gue la classe de (C,[(b]) est dans 1'image de 3.
et 1a classe de (C',(-1)"[a’ua’]) est dans 1'image de j. .

. e
5.7. Exactitude en L°  (B,C) §6- TRANSVERSALITE ET EXCISION

Soit [¢] une n-1-forme e€-quadratique C-non dégénérée sur un complexe T de B,

, e . . _
telle que (C,[4]) s'annule dans ELn_,][A,C). Il existe une suite e-exacte dans A Soient A et B deux classes exactes de C°(A). On dira que A est transverse 3 B

o B
c K z C 0 (A /{'\ B) si tout morphisme d'un complexe de A dans un complexs de B se factorise par

et un élément Y de QQ(Z) tels gque : 8% = 3°8 =0 , 3% =n un complexe de A  B.

dy = 898

Si A et B sont deux classes exactes, on notera A + B la classe engendrée par A

Ja est une C-équivalence ot B .

Considérons alors le couple (K,oo). Soient M le -n-cone de 8o, A et o les in-

~

LEMME 6.1. Soient .
jections canoniques de K et K dans M, et |y et p les projections canoniques de M sur —_—_ Soient A et B deux classes exactes, A AB . Alors, un complexe C

appartient & A+ B si et seulement s'il existe une B-équivalence d'un complexe de

K et K. Posons : u = e, ® Up - uSloyaly . Alors [M,[u]] représente 3(K,opal.
: . . PR A dans C .
Soit s une sectian de B. Il existe un morphisme y de C dans K dé&fipi par : —

ds = ay Démonstration. Soit C la classe des complexes C & c®(A) tels qu'il existe une

Comme le morphisme &) de I dans K est une C-équivalence, il induit une C-éguiva- B-équivalence d'un complexe de A dans C . Il est clair que C est contenue dans

lence du céne de o sur M. Or le cbne de o a le type d'homotopie (simple) de C. On A + B et contient A et B ., Il suffit donc de montrer que C est exacte

en déduit une C-géguivalence ¥ de C dans M. On trouve la formule Soit 0—sC 2y — C" —> 0 une.suite e-exacte, C et C' appartenant a C.

= Fa - n
f = AGPs + (-1} oy I1 existe deux complexes K et K’ dans A et des B-équivalences f: K+ C et
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f£7: K' » C' , que 1'on peut supposer surjectives.
Soit M' le céne de f'. Comme A est transverse a B , le morphisme composé
K +>C~>C'+ M se factorise par un complexe X € A NnB. Soit M le 1-cBne du mor-

phisme K =+ X.

Comme X appartient @ A n B, M appartient & A et le morphisme composé M + K = C

est une B-équivalence. De plus, le morphisme composé M - K >~ M' est homotope & O et

le morphisme de M vers C' se factorise par K’.

M!
4
cr »>C" —s0

T,,,

K*

=z > R —>0

/

Soit K" le céne du morphisme M - K' ; K" appartient 3 A et s'envoie dans C”
par une B-équivalence. Donc C" appartient aC.
Comme C est stable par équivalence d'homotopie (simple) et par suspension, on en

déduit que C est exacte, et par conséquent, égale 3 A + B.

8.2 pémonstration du théoreéme d'excision 1.17.

Soient A et B deux classes exactes symétriques, A A B. On a un morphisme cano-
nique : F : €Li(A,A N B) ——a.ELi[A + B,B}

On va montrer que F est bijective.

Soit (C,q) un n-complexe e-quadratique B-non dégénéré, C € A + B.

D'aprés B.1, il existe une B-équivalence f de K dans C , K € A. D’aprés le lemme
4.4, (C,g) est cobordant 2 (K,f*q] et F est surjective.

Soit (C,q) un n-complexe e-quadratique A N B-non dégénéré, C € A. On suppose gue
(C,q) s’annule par F. Alors, il existe une suite exacte dans A + B:

B

0 — Kk -2z E5c——0
o
et un élément ¢ € 0%tz) tels que : 3% = 3°8 =0 3P = n+l
dy = B¢B

Jo est une B-éguivalence.

D'aprés le lemme 6.1, on peut trouver un diagramme commutatif :
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0 K —2 7 —B L ¢ 0
o K —2 o B ¢ 0

ol les lignes sont e-exactes, ol K' et I' sont dans A et ol f et g sont des B-équi-

valences. On a alors : dlgygl = B'¢R’

gga' est une A N B-dquivalence.

Ainsi, (C,q) est cobordant & O et F est injective.

B.3. Démonstration du théoreme 1.18.

Soit A une classe exacte, A A A. On va montrer la nullité des groupes
e ~ N
eLn(A + ALAn A .
Soit (C,g) une n-forme e-quadratique A N A-non dégénérde, C € A + A .
S5i j est un entier, on désignera par (Pj] la propriété suivante
" I1 existe un complexe I € A et une A-équivalence f de ¥ dans C tels gue f*[q]

J
soit représenté par un élément de QE(Z] de la forme I e, ® ¢i."

D’aprés le lemme 6.1, la propriété (Pj] est vérifiézopour J assez grand. Montrons
par récurrence que [Pj] est vérifiée pour tout j » -1 .

Supposons donc vérifiée la propriété [Pj) » 3 20 . I1 existe un complexe £ € A
et un R—équivalence f de I dens C tels que f*(q] soit représenté par
e, ] ¢O oLt ej ® ¢j .

Comme cet €lément est un cycle de QF[ZJ, on a : d¢j =0 et ¢j est un morphisme

~

de £ dans L. Comme A est transverse a A , ¢j se factorise par un complexe X €AnNA.

Soient I' le. -1-cBne de L » X et o le morphisme de I' dans £ . Il est clair gque %'

appartient 3 A et que fo est une A-équivalence. De plus &¢ja est un bord dy . Il
est alors facile de vérifier que [fa)*fq) est représenté par un élément de la forme
S B0y T et e @0,

Ainsi, par récurrence, on vérifie toutes les propriétés [Pj) et il existe un com-
plexe L € A et une X—équivalence f de I dans C tels gue F*[q) soit nul. Sans changer
le type d'homotopie (simple) de X, on pourra supposer que f est surjective de noyau
K e X : 0—>K —g—>2 —f—>C —>0

Soient ¢ € QefC) un représentant de g et ¥ Qe[Z] un élément tel que dy = ;¢f-
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Considérons le diagramme commutatif suivant

b —> K —2——> T —sC o
lwa la@
o g —f 5y 2 K ———>0

Comme £ et K appartiennent & A, &J est une A-équivalence. De plus, on a :

dy = ;&f et § est une A-équivalence. On en déduit, d'aprés le lemme 2.5, que Jio est

une A-égquivalence.
~

A ~o, .
D'autre part, K et I appartiennent & A et Jo est une A N A-équivatence. Il en

résulte que (C,g) est cobordant & O .

lar

) ' ) P
COROLLAIRE 6.4. Le groupe eLg (cP (A1,0) est isomorphe eLn[/-\) .

Démonstration. Soit A la classe exacte de CDI(A) formée des complexes ayant le
type d'homotopie de complexes de CPtA). Comme les catégories homatopiques cP(a) et
A sont éguivalentes, ELE'[A,O) est isomorphe a ELE(CD(A],O) = ELi(A] .

Soit B la classe exacte de Cp'(Ai formée des complexes ayant le type d'homoto-
pie de complexes de dimension finie. Alors, é est la classe des complexes ayant le
type d’homotopie de complexes minorés. On vérifie que B est transverse & é, que
B n ﬁ est égal & A et que B + é est égal & Cp'(A]

D'aprés le théoréme 1.19, on a : ELz’th'[A),A] =0

En utilisant la longue suite exacte du théoréme 1.12, on en déduit que 1'appli-

cation canonique de ELg (A,0) dans ELa[Cp(A),OJ est un isomorphisme et

p'eop’ . s P
P tcP (A),0) est isomorphe & LT (A} .
en en
§7. LOCALISATION

Dans ce paragraphe, on suppose gque A - A est une localisation d'anneaux au sens

de Cohn [3], qui soit, de plus, un morphisme d'anneaux avec involution.

7.1, Démonstration du théoreme 1.23.

Soient a un sous-groupe de Kq(Ak stable par involution, Alresp. A') la classe des

complexes C de CS(A) (resp. C%(A)) tels gque C ® A (resp. C) soit acyclique avec
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tersion dans Q.
La tensorisation par A induit un morphisme
L5eesa), Al —— L35cm, A = L%
en e n € n
On va montrer que c'est un isomorphisme.
Soit B (resp. B’} la classe des complexes C de V! {resp. C%(A}) tels que
C ® A (resp. C) soit acyclique. On a un diagramme commutatif
oo —> 15(B,A) — 13(C%(R),A) — 1%(C%(n),B) — t°
£7n €£n £n n-1

| | 15_}

7 Sems g S, S s S, pS , s
. ——ékLn[B LAY) ——+€Ln[C (A),A ]'_+éLn(C (A},B") *‘*eLn

(BLA) —> ...

(B',A'] — ...

ar, ELi(CS(A),B’] est égal 2 E:L:(/\] , et il est démontré dans [10] que le mor-
phisme de EL?[CS[A),BJ dans eL:[A) est bijectif, du moins si € est égal & 1, mais
la démonstration s’applique pour tout €.

D'autre part, tout complexe de Blresp. B') est inversible modulo A (resp. A') et
1'on a [101 :

KEB.A) = K(B',A") = K, (A)/a
On en déduit que 1'application de eLi[B,A) dans EL:(B’,A’] gst bijective, et,

d’aprés le lemme des cing, 1l'’application de ELi[CS[AJ.A) dans EL(::(A) est bijective

7.2. Localisation des complexes

Soit C(A) la catégorie des A-modules différentiels Z-graduds projectifs et mino-
rés. Si e est différent de p', on a une fonction canonique de C®(A) dans C(A) qui
est une injection si e est différent de s.

Soient W c C{A) la classe des complexes C de C{A) tels que C ® A soit acyclique,
et W la classe exacte des complexes C de C%(A) tels que C ® A ait le type d'homoto-

pie (simple) de O.

LEMME 7.3 hD]. Soient K un complexe QE.CS(A) et C un complexe de W. Alors tout

DEFINITION 7.4. Un complexe C de C(A} est local si tout morphisme d’un complexe

de W dans C est homotope & O.



416 417

Voici quelques résultats démontrés dans [10] concernant la localisation des com- LEMME 7.9. Soient C et C' deux complexes de %A et f un morphisme de C ® A dans

@ A, Alors il existe une W-équivalence o : K ~ C et un morphisme g : K + C' tels

plexes.
eg ® A soit homotope 3 f6 o ® A

THEOREME 7.5. Il existe un foncteur E de T(A) dans lui-méme et un morphisme n

de Id dans E tels que : Démonstration. Soit E(C'} le localisé de C'. On a le diagramme suivant :
Pour tout C € C(A), E(C) est local ' — E(C")

Pour tout C € C(A), le cone de n : C—»E(C) appartient 3 W.
- - C'® A————E(C']) ® A

LEMME 7.6. Si C € C(A) sst local, 1'application canonigue de H,(C) dans H, (C)8A d’aprés le lemme 7.8, le morphisme E(C'] -+ E(C') ® A induit un isomorphisme en

est bijective. momologie. I1 n’y a donc pas d’obstruction & factoriser le morphisme composé

C+C®A~>C'"®A~>E(C') ®A & travers E(C'].

LEMME 7.7. On a les formules suivantes

Soit g' le morphisme obtenu de C dans E[C') et M le cBne de C' » E{C') . Comme M

rnen=h  Torhm -0 e
#ppartient & W et que C appartient & C (A), 1'application composée C + E(C'} - M

A

On supposera dorénavant que TDTA[A,A) est nul pour tout i » 2. factorise & travers un complexe X de W . Soient K le -1-c8ne du morphisme
i

bﬁﬁtenu de C dans X et a le morphisme de K dans C . Par construction, g'q se facto-

LEMME 7.8. Si C est un complexe local de TtAl, 1'application canonique de Hi(C]

se & travers C' par un morphisme g . On & donc un diagramme homotopiquement

dans H,(C @ A) est bijective.

opmutatif :
Démonstration. Soit E la catégorie des A-modules & droite M tels que M~ M ® A o) s E(C') > M
soit bijectif. Soit M un module de E.I1 existe une suite exacte : gI g’ T T
K o C 3+ X

00— N—L—>M—0

ol L est un A-module libre et N appartient & E. Comme L est libre, Tori(L,A] est nul I1 est clair gue a est une W-équivalence. Pour vérifier gue g ® A est homotope

pour i » 1, et Tor, ,(M,A) est isomorphe & Tor, (N,A) pour i > 1. On a de plus la 3 foa ®A, 11 suffit de remarquer que le morphisme C' ® A » E(C') ® A est une

suite exacte suivante: guivalence d'homotopie.

0~ TOF1(M,A] > N®A>LO®A>MB® A0 e
LEMME 7.10. Soient C et C' deux complexes de C (A) et f un morphisme de C dans C!

On en déduit que Tor1(M,A) est nul pour tout M de E et par suite, Tor,(M,A} est nul
1 lors, si f @ A est homotope & O, il existe une W-éguivalence o: K = C telle que

pour tout i » 1 et tout module M de E. &
_fa soit homotope & O.

D'autre part, il existe une suite spectrale de terme E§q= Torp[Hq(C].A] conver-

geant vers Hp+q(C ® AY. Comme C est local, Hq[C] appartient & E et Eiq est nul pour Démonstration. Soit E(C') le localisé de C'. Comme E(C') »~ E(C') ® A induit un

p > 1. De plus, Eso est égal a HD(C] ® A c’est-3-dire a Hp(C). somorphisme en homologie, 1'application composée C > C' > E(C'} est homotope & O.

On en déduit que 1'application C + C ® A induit un isomorphisme en homologie. Soit M' le -1-céne de C' » E(C'). Alors f se factorise & travers M' par une

application g' :
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7\

Comme M’ appartient & W et que C appartient a Ce(A], g' se factorise 3 travers

7.12. Démonstration du théoréme 1.24.

On suppose que A B sont deux classes exactes symétriques de c®A) (e # p')

E(C") tenant (. Soit F le morphisme canonigue :
Fi LAB o+ 1°(A® AB® N
€N £ n

un complexe X de W par une application g

<\

a) Surjectivité de F. Soit v un élément de €L:(A ® A,B ® A} représenté par un
inle (C',q').

Sodit J un entier positif ou nul. Considérons la propriété Pj suivante :

E(C") 11 existe un complexe C € A, une équivalence d'homotopie (simple)} f de € & A dans

Soient alors K le -1-cone de g et o : K—»C la projection canonigue. I1 est un cycle ¢’ = L e, ® ¢£ de QE[C ® A) et des éléments ¢i , 1 » j, de B(C) tels

1

N * P 5 '
clair que o est une W-éguivalence et que fo est homotope & O. f'q' est représenté par ¢

o pout tout i » j, ¢£ = ¢i ® A
LEMME 7.11. Soit A une classe exacte de C (A) contenant W. Soit C' un complexe s i~
pour tout i » j, (-1) d¢i by T -1 ep;.4 =0 "
de A® A . Alors, il existe un complexe CE€A et une gguivalence d'homotopie

O'aprés le lemme 7.11, la propriété Pj est vérifiée pour j assez grand. Soit
(simple) de C & A dans C'.

> D et supposons Pj vérifiée. Comme ¢' est un cycle, on a :
Démonstration. Soit C la classe de CB(A) formée des complexes ayant le type d' (’1)3_1d¢3_1 + ¢j + (_1)J€¢j =0

homotopie (simple} de C® A, C € A . On vérifie alors que ¢j + (—1]Je¢j est un cycle et que E¢j + (-1]Je¢j) ® A est

Pour montrer gque C est égal 8 A @ A , il suffit de montrer gue C est exacte. bord. D'aprés le lemme 7.10, on peut, quitte & modifier C, supposer que

spit 0 +c¢c ¥ ¢ ﬁ C" - 0 une suite e-exacte dans CS(A), € et C’ appartenant a C # [—1]J€ . est un bord do. On a alors
o 3

I1 existe deux complexes K et K' de A et des équivalences d'homotopie {simple) (—1]J_1d¢3_1 + dla ®A) =D

u: K®@A~>Cetu : K A »C' . On a donc un diagramme homotopiquement D'aprés le lemme 7.9, on peut, guitte & modifier C, supposer que l'on a
commutatif : [—1)j‘1¢j_1 + o @®A=a @A+ dB avec da' = O
8] [ 2 sc 8 c" 8] On pose alors : ¢j-1 = [—1)j[a - o)
u u' 1'on a :

.F ’ o - 11
K@ A—>K'® A ¢ - dle,  ®B) =T e @04

D'aprés le lemme 7.9, on peut, gquitte & modifier K, supposer que f est de la st pour tout i 2 j-1, ¢£ = ¢i ® A et (~1)ld¢i + ¢i+1 - {—1319¢i+1 =0

forme g ® A. Soit K" le cone de g. Alors, C" a le type d'homotopie (simple) de On a ainsi montré la propriété Pj—1

En particulier, on a la propriété PO, ce qul impligue gue F est surjective.

K" & A .

Comme C st stable par équivalence d'homotopie (simple) et par suspension, C est b) Injectivité de F. Soit u un élément de ELE(A.BJ annulé par F et représenté
ihjectivite de n

exacte et, par suite, égale 3 A ® A par un n-complexe e-guadratique B-non dégénéré (C,g), C & A.

Comme F(u) est nul, il existe une n+1-paire e-guadratique B ® A-non dégénérée
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(Z'——j:—+C ® A,gq') telle que I' appartienne @ A® A et 3q’ soit égal a2 g ® A .
D'aprés les lemmes 7.11 et 7.9, on peut supposer que L’ est de la forme I ® A ,
T eA et f' de la forme f ® A , f étant un épimorphisme.
Soit ¢ = L e; ] ¢i un représentant de g. Soit j un entier positif ou nul. Consi-
dérons la propriété F’j suivante :
" Il existe un complexe 21 € A, une W-équivalence surjective g de 21 sur I, un re-

présentant ¢' = I e, ® Wi de (g ® A]*q’ et des éléments wi , 12 3 de B(Z1) tels qu

que : pour tout i 2 J , W£ = wi ® A

pour tout i > j . (—1)idwi + wi+1 - (-13i€$i+1 g;¢ifg .
Cette propriété a lieu pour j assez grand. Soit j > 0 et supposans Pj vérifige.
On vérifie que wj + (-13j€$j - £;¢j_1fg est un cycle et que
(wj + (-1)j€$j - ;;¢j_1fg] ® A est un bord.
D*apres le lemme 7.10, on peut, guitte 3 modifier 21, supposer que
wj + (-1]j€&j - ;;¢j_1fg est un bord do . On a alors :
r-1)j‘1d\p3_1 +do®A =0

D'aprés le lemme 7.8, on peut, guitte & modifier 21. supposer gue l'on a :

[—1]j_1w3_1 +a®A =o' ®A +dB avec do' = 0
On pose alors :
TSRS P
wj—1 = (-1 (a - a")
et 1'on a : P - d(ej_1 ®B8) =re @Y}

pour tout i > j-1 ., 97 =y, @A
L i N SURE A
pour tout 1 » j-1 ., (-1)7dy, *+ ¥, (-137ey, ., gfd,fg

On a montré ainsi la propriété Pj_ . En particulier, on a la propriété Po' On

1
vérifie alors gue (21-§f»c,[w]) est une n+1-paire e-quadratique B-non dégénérée, que

21 appartient 3 A et gue a[w] est égal & g. En conséquence, F est injective.
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