
COBORDISMUS VON KNOTEN 

Renate Vogt 

In der vorliegenden Arbeit verstehen wir unter einem Knoten eine 

glatte orientierbare Untermannigfaltigkeit K q von S q+2, wobei K eine 

geschlossene, einfach zusammenh~ngende q-dimensionale Mannigfaltigkeit 

ist. Der Knoten heiBt ~h~£h, wenn K q homotopie~quivalent zu S q ist. 

Zwei Knoten K~, K? c S q+2 heiBen ££b£~d_an!, wenn es eine glatte 

orientierte Untermannigfaltigkeit X q+1 von sq+~x I gibt, so dab gilt: 

(ii) Die Inklusionen K~-*X , K?-~X sind Homotopie~quivalenzen. 

Cobordismus ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller 

q-dimensionalen Knoten (q ~ 0). Auf der Menge ~q der Cobordismus- 

klassen yon q-dimensionalen Knoten wird durch die zussmmenh~ngende 

Summe (s. [3J) die Struktur einer abelschen Halbgruppe induziert. Wit 

bezeichnen mit g~ die Untergruppe der Cobordismusklassen von sph~ri- 

schen Knoten. 

s Die Gruppen ~q wurden fiir gerade q yon Kervaire [2] und fGr unge- 

rade q ~ 5 von Levine [5,6] vollst~ndig bestimmt als 

~ = 0 fGr q gerade , 

~ ~ Z ~ + Z~ + Z~ fGr q ungerade, q~ 5 • 

In dieser Arbeit sollen nun die Halbgruppen £ untersucht werden, wobei 

weitgehend auf die Methoden von Kervaire und Levine zurKckgegriffen 

wird. 

I. Hilfsmittel 

Die Existenz der Seifertfl~che ist nach Erie [I] auch fGr nicht- 

sph~rische Knoten gesichert: 

Lemma I: Jeder Knoten K qc S q+2 ist der Rand einer orientierbaren 

Mannigfaltigkeit V q+1 ~ S q+2. V heist Seifertfl~che fUr K. 

Um zu entscheiden, ob zwei Knoten cobordant sind, erweist sich 

das folgende Kriterium als nGtzlich: 
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Lemma 2: Zwei Knoten Koq , K q c S q+2 mit q ~ 5 

genau dann, wenn es eine Mannigfaltigkeit W q+Ic D q+3 

(i) W q+In S q+2 = ~W = Ko~(-K I) , 

(ii) Die Inklusionen Kqk~ q-~W q+1, K1q\Dq -~ W q+1 

~quivalenzen. 

sind cobordant 

gibt mit 

sind Homotopie- 

2. Knoten gerader Dimension 

2n K~n $2n+2 Seien K ° , c zwei (n-1)-zusammenh~ngende, 2n-dimen- 

sionale Enoten mit n • 3, und seien V 2n+I ~n+1 -- o , V Seifertfl~chen 

fGr K2no ' K~ n. Dann ist V := Vo~ (-VI) eine Seifertfl~che fGr K := 

~o ~ (-~1)" 
Wir nehmen an, dab K o und K I dieselbe Homologie haben, d.h. 

Hn(Ko) ~ Hn(KI) ~ Z k . 

Dabei ist k gerade, weil K o und K I gerade Eulercharakteristik haben. 

Dutch Surgery k~nnen wir die Seifertfl~che V zun~chst (n-1)- 

zusammenh~Lugend machen (s. [4]). Indem wir Surgery entlang der "primi- 

tiven" Elemente im Sinne yon Kervaire-Milnor [4] durchftthren, k~nnen 

wir im n~chsten Schritt erreichen, da2 rg Hn(V) = k ist. Um die 

Torsion von Hn(V ) zu tSten, mu2 man nach der Methode yon Wall [9] 

vorgehen. Man hat dann die Seifertfl~che V yon K abge~ndert zu einer 

(n-1)-zusammenh~ngenden Mannigfaltigkeit V mit 

Hn(~ ) ~ Z k 

Durch w e i t e r e  ~ S u r g e r i e s  kann man s c h l i e 2 1 i c h  e r r e i c h e n ,  da2 d ie  

I n k l u s i o n e n  K o - ~ V  , K1--*~ Isomorphismen in  de r  Homologie e r z e u g e n ,  

a l s o  Homotop ie~qu iva l enzen  s i n d .  

Da s i c h  a l l e  d i e s e  S u r g e r i e s  au f  V i n n e r h a l b  de r  Kugel D 2n+3 

durchftthren lassen (s. [2]), ist V eine Untermannigfaltigkeit yon D 2n+3 

und erffillt damit die Bedingungen yon Lemma 2. 

Wit haben den folgenden Satz bewiesen: 

Satz I: Sei ~(n-1) die Halbgruppe der Cobordismusklassen von 
~2~ 

(n-1)-zusammenh~genden Knoten. Ffir alle n ~ 3 ist die Abbildung 

~(n-1) ~ N 
: 2n 

K ~ > ½ rg Hn(K) 

p(n-1) wird repr~sentiert ein Isomorphismus. Das Erzeugende von ~2n 

dutch den kanonisch eingebettenen Torus 
sn× S n c S 2n+2 . 
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Der Beweis des Satzes beruht im wesentlichen darauf, da2 sich die 

Homologie der Seifertfl~che, auch in der mittleren Dimension, durch 

Surgery vereinfachen li2t. Mit diesen Methoden kann daher eine Verall- 

gemeinerung des Satzes auf Knoten, die nicht (n-1)-zusammenh~Lugend sind, 

nicht gelingen. 

5. Knoten ungerader Dimension 

fache Knoten mit freier Homologie. Fttr 

zusammenh~ngende Seifertfl~che fur Ki, 

~ die Schnittform auf V i i 

Bei sph~rischen Knoten enth~it die Seifertform gen~gend Informa- 

tionen, tun zu entscheiden, ob zwei Knoten cobordant sind. Wir werden 

zeigen, da~ auch bei hochzusammenh~ngenden einfachen Knoten mit freier 

Homologie eine Cobordismusklassifikation mit Hilfe der Seifertform 

m~glich ist. Dabei hei2t ein (2n-1)-dimensionaler Knoten ~£~, wenn 

er eine (n-1)-zusammenh/ngende Seifertfl~che besitzt. 

Sei K 2n-Ic S 2n+I ein Knoten mit Seifertfl~che V 2n. Sei 

i+: V ) S 2n+I \V 

die Verschiebung von V in positiver Normalenrichtung. Dann ist die 

Seifertform yon K bezfiglich V definiert als die folgende Bilinearform 

e :  H (v) ® H (v) z 

x @ y J > L(x, i~(y)) , 

wobei H~(V) := Hn(V)/Torsion und L die Linking-Form in S 2n+1 ist. 

Die Seifertform hat die folgende wichtige Eigenschaft: ist 

die Schnittform auf V, so ist 

9 + (-I) n @t : ~ . 

Seien K 2n-I ~n-1 o , K zwei cobordante (n-2)-zusammenh~ngende ein- 

i ¢[0,1} sei V i eine (n-1)- 

e i die zugehSrige Seifertform, 

Wir haben die folgende Situation: 

0 • Hn(Ki) ) Hn(Vi) > Hn(Vi,Ki) ) Hn_1(Ki) 

ci inj zri ri ci 
0 ~ Z "~ ) Z ~ Z 

Basis 

> 0 

0 

Da K o und K I dieselbe Homologie haben, ist natGrlich c o = c I =: c. 

Die Basis x I ,...,x c yon Hn(Ko) l~2t sich erweitern zu einer 

xl,...,Xro von Hn(Vo) , ebenso l~2t sich die Basis yl,...,yc 
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von Hn(KI) zu einer Basis yl,...,Yrl yon Hn(VI) erweitern. 

Sei Wi fur i g {0,I~ der folgende Homomorphismus 

~i: Hn(Vi) ) [Hn(Vi)]* 

x ' ) (~i(x): y~i(Y,X)) • 

Die Homologie von K i berechnet sich als 

Hn(Ki) ~ Ker ~i 

Hn_1(Ki) .~ Coker ~i " 

Es folgt also: 

(I) c = r o - rg ~o = r I - rg ~ . 

Genauer kann man sagen, dab die Schnittmatrizen bezGglich der Basen 

x 1,..°,xro bzw. YI'''''Yr I die Form haben 

= , I det ) = I , 
s° ~o } ro-° 

: (~ O) ~ C , Idet ~ )S I = I . 
Sl S'l } r l -°  

Die Homologieklassen x I ,...,x c bzw. Yl '''''Yc k~nnen dutch 

eingebettete n-Sph~ren in K o bzw. K I repr~sentiert werden. Der Cobor- 

dismus X 2n c S 2n+I x I , X -= K ox I , induziert Einbettungen 

sn~I-~ S 2n+Ix I (j = I,..°,c), so da~ xj dutch S n x {01 , yj 
J 0 

dutch S nJ ~ {I} repr~sentiert wird, wobei die Basen x 1,...,x c und 

Yl '''" 'Yc geeignet gew~hlt sein mGssen. Aus geometrische~ Grttuden 

sind die Verschlingungszahlen der entsprechenden n-Sph&ren in 

s2n+Ix {01 und in s2n+lx {I} gleich. 

Wenn wir Hn(Ki) als Untermodul von Hn(V i) auffassen, so haben 

wir gezeigt : 

(2) ~o IHn(Ko)eHn(Ko ) = ~1 Hn(KI )®Hn(KI ) ' 

d.h. die Seifertmatrizen haben bezGglich der Basen x I ,...,Xro bzw. 

Yl ' " " " 'Yr I die Gestalt 

M O = 

±Bot C o } r o-C 
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I A B I 
M I = 

±B t C I 

e 

] r 1 - c  

Wir leiten als n~chstes eine Bedingung an die Seifertformen 
O 

und e Iab, die genau der von Levine in [5] definierten Cobordismus- 

relation fttr Matrizen entspricht. 

Sei X ~ K o ~ I ein Cobordismus zwischen K ° und K I. Es existiert 

eine Untermannigfaltigkeit G 2n+I von S 2n+I x I mit ~G = Vov X u V I 

(s. [7]). Betrachte das Diagramm 

io+i I 
I~(V o) ~Hn(V 1 ) ~ Hn(~G) 

in(Q) 

wobei alle Abbildungen dutch Inklusionen induziert sind. Es gilt: 

Lemma 3: Die Bilinearform @o + (-~) verschwindet auf Ker 

(siehe dazu [7]). 

Aus der Mayer-Vietoris-Sequenz bestimmt man 
ro+r I 

in(~a) ~ z 

Nach derselben Methode wie Kervaire [3] schlieBt man, dab 

rg Ker j = ~ rg Hn(~G) = (ro+r I) =: r 

ist. Daraus folgt, dab rg Ker ~ ~ r ist. Wit haben damit die dritte 

Bedingung an die Seifertformen 0o, e I abgeleitet: 

(3) Es gibt einen Untermodul H der Dimension r von Hn(Vo) eHn(V1), 

auf dem die Bilinearform @o + (- ~ ) verschwindet. 

Man kann noch genauere Angaben dardber machen, welche Klassen 

aus Hn(Vo) @Hn(VI) zu Ker ~ geh~ren. Zun~chst ist klar, dab (xl-Yl) , 

...,(Xc-Yc) in Ker(io+il) , also auch in Ker~ liegen: 

(4) (xl-Yl),...,(Xc-Yc) E Hn(Vo) ~Hn(V I) lassen sich zu einer 

Basis yon H erg~uzen. 

SchlieBlich l~2t sich noch beweisen, dab Xl,...,x c nicht in H 

liegen. Dazu zeigen wit, dab io(Xl),...,io(Xc) ~ Ker j sind. Wit 

~ndern die Mannigfaltigkeit G dutch Surgery wie in § 2 zu einer Mannig- 

faltigkeit Gab, so dab 
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V o und V I bezKglich der Basen 

sind durch 

(n-1)-zusammenh~Lugend, 

Hn(~) ~ Z r , 

~ = ~G 

ist. Dabei nehmen wir keine RGcksicht auf die Einbettung von G in 

s2n+IxI. Die Inklusion 9G-~G induziert eine Abbildung 

~: Hn(3G)-@Hn(G), und es gilt 

Lemma 4: Ker j ist ein Untermodul der Dimension r yon Ker j. 

Zum Beweis sieht man sich die Surgeries, die von G zu G fiihren, 

genau an. 

Man wKhlt nun eine Basis Vl,...,v r yon Ker j, die sich zu einer 

Basis von Hn(~G ) erweitern last, und beweist: 

Lemma 5: Die Schnittzahl von v i und vj (i,j a {1,...,r}) in BG 

ist gerade. 

Dabei benutzt man wesentlich die Arbeiten von Whitney [10,11]. 

Andererseits wissen wit, dab die Matrizen der Schnittformen auf 

Xl,...,Xro und yl,...,Yrl gegeben 

Da sich 

Basis von 

z1~...pz O 

Co (o S o = und S I = 
o ~o o 51 

Xl,...,Xro,Yc+1,...,Yrl dutch c Klassen Zl,...,z c zu einer 

Hn(~G) erweitern l~2t, erh~lt man bei geeigneter Wahl der 

als Schnittzahlmatrix von ~G: 

0 0 0 E 

o ~o o o 

0 0 ~1 0 

-~E 0 0 Z 

Man kann die 

Vl,...,v k 

Vk+1,...,Vk+ p 

Vk+p+1,''',Vk+p+q 

sind mit k ~ c 

o.B.d.A, so w~hlen, da6 v 1 , • o o , v  r 

L i n e a r k o m b i n a t i o n e n  a u s  x 1 , o . . , x  c , 

L i n e a ~ k o m b i n a t i o n e n  a u s  X l  ' ° " "  ' X r  o ' y c + l  ' "  ° "  ' Y r  1 ' 

Linearkombinationen aus x I ,...,Xro,Yc+ I ,...,Yrl, 

Zlp...pz c 
, p-~ 2(r-c) , q -~ c , k+p+q = r. 
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Mit Hilfe yon Lemma 5 und der Schnittmatrix von BG l~Bt sich dann 

leicht zeigen, dab k+q = c und p = r-c ist. Die Vk+1,...,Vk+ p 

bilden nun zusammen mit xl-Yl,...,Xc-Yc eine Basis yon H. Daraus folgt, 

dab Xl,...,x c ~ H ist. Es l~Bt sich sogar zeigen 

(5) xl,...,x c l~Bt sich zu einer Basis yon (H~(V o) +H~(VI))/H 

erg~Luzen. 

Wit haben damit 5 Bedingungen an die Seifertformen der Knoten 

Ko, K I abgeleitet, die erfGllt sind, wenn K o und K I cobordant sind. 

Umgekehrt sind diese Bedingungen fGr n ~ 3 auch hinreichend dafGr, 

dab die Knoten cobordant sind. 

Angenommen, wit haben zwei (n-2)-zus~mmenh&ugende (2n-1)-dimensio- 

nale Knoten K o und K I mit (n-1)-zus~mmenh~ngenden Seifertfl~chen V o 

und V1, wobei n ~ 3 ist. Zun~chst k8nnen wit erreichen, dab 

rg Hn(V o) = rg Hn(V I) = r ist, indem wir fGr i = 0 oder i = I 

V i ersetzen durch 

V i # (snxs n) # ... @ (snxs n) . 

BezGglich geeigneter Basen Xl,...,x r yon H~(V o) und yl,...,y r 

yon H~(VI) sollen die Seifertmatrizen M o und M I die Eigenschaft 

haben, daB 

M o+(-I)~ = s° }~-c 

t~' ld 

t (; °I° st, M 1 + ( - 1 ) ' ~  = sl = sl } r - °  

IA Bo) } o 
M O = ° t 

±B C o } r-c 

= I 

BI)  c 
M I = 

±B C I ~ r-c 

Wenn auBerdem die Bedingungen (3), (4), (5) erfGllt sind, so l~t 

sich die Schnittmatrix yon V ° ~ (-V I ) bez5glich einer geeignet ge- 

n 
w~hlten Basis s 1,..',sr,t 1,...,t r yon H (Vo)~Hn(V I) in tier 

Form 
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schreiben. 

I E 0 

0 
' 0 0 

I 
E 0 , D 0 

l 

0 0 ' .  0 0 

Auf der Seifertfl~che 

r-c 

o 

r-c 

} c 

V o ~ (-Vl) des Kn, otens K o @ (-KI) f~hren 

wit Surgery entlang der Klassen Sl,...,s r durch (siehe [8]), und 

zwar wieder innerhalb der Kugel D 2n+2. Dadurch erhalten wir eine 

Mannigfaltigkeit W 2n c D 2n+2 mit 

~W = W~S 2n+I = Ko~(-KI) , 

H,(W) = H, (K~D 2n- I )  = H, (K I \~  2n- I )  . 

Indem man die Wirkung der einzelnen Surgeries genau beobachtet, 

zeigt man, dab die Inklusionen 

Ko \ ~2n-I__@ W 

K1 \ ~2n-I ~ W 

Homotopie~quivalenzen sind. Wir k~nnen wieder Lemma 2 anwenden und 

haben bewiesen, dab die Knoten cobordant sind. 

Wit kSnnen das folgende Ergebnis formulieren: 

Satz 2: FUr n ~ 3 gilt: zwei (n-2)-zusammenh~hugende, einfache, 

(2n-1)-dimensionale Knoten mit freier Homologie sind genau dann cobor- 

dant, wenn ihre Seifertformen bezGglich (n-1)-zusammenh&ugender Seifert- 

fl~chen die oben formulierten Bedingungen (I) - (5) erf~llen. 

Wenn man auf die Voraussetzung verzichtet, dab die Knoten freie 

Homologie haben, lassen sich die Bedingungen (I) - (4) ohne Schwierig- 

keit, die Bedingung (5) nur in abgeschw~chter Form beweisen. Die Um- 

kehrung bereitet erhebliche Schwierigkeiten. 
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