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Die vorliegende Arbeit wire ohne die Unterstitzung und Ermutigung seitens vieler Perso-
nen wohi nie zustande gekommen. E. Scholz (Wuppertal) war es, der den Stein iiberhaupt
ing Rollen brachte, indem er mich ermunterte, dieses Forschungsprojekt und das damit ver-
bundene Habilitationsverhaben tiberhaupt in Angriff zu pehmen, Er hat mich seither im-
mer wieder mit Rat und Tat unterstitzt. Ahnliches gilt fir Herrn Prof D. Puppe
(Heidelberg), von dem ich nicht nur in lang zuriickliegenden Studientagen, sondern auch
in den Jabren als Lehrbeaufiragter - besonders in unseren Montagabendgesprichen - viel
gelernt habe. Herr Puppe war es auch, der sich der Geschichte der Mathematik an der Uni-
versitit Heidelberg angenormumen und sie entscheidend geférdert hat. Das ist mir in vielen
Punkten zugute gekommen.

Fiir Auskiinfte auf Anfragen bin ich J. Dicudonné, M. Knaser, L. Vietoris und B. L. van
der Waerden verbunden; Herr Prof. Seifert war so freundlich, meire neugicrigen Fragen in
einem Jangeren Gesprich zu beantworten. Schlieflich gilt mein Dank Hermm Prof. W.
Metzler {Frankfurt) und R Strebel (Fribourg) fiir ikre geduldigen und ausfiibrlichen Ant-
worten auf meine fachiichen Anfragen. -

Viel Nutzen hatte ich von einem Gastawfenthait an der Universitiit Mainz, von den Dis-
kussionsbeitrigen zu meinem dotrtigen Vortrag ,,Zur Geschichte des Homomorphiepro-
blems”, vor Unterhaltungen mit D. Rowe und vor allem von gemeinsamer Arbeit und Dis-
kussion mit M. Epple. Seine Ideen halfen mir auch in ailgemeineren Fragen (vgl. 8) wei-
ter. M. Epple hat mir dariiber hinaus wertvolle Materialien zur Verfiigung gestellt.

Auch bei anderen Gelegenheiten (Neuhofen, Gottingen, Straburg, Nancy, Louvain-la-
Neuve), anlédlich derer ich Uber meine Forschungen zur Poincaré-Vermutung vortragen
konnte, habe ich von Bemerkungen meiner Zuhdrer viel profitiert. Dem Poincaré-Archiv in
Nancy, insbesondere seinem Leiter G, Heinzmann, bin ich fiir vielfdhige Unterstitzung
verpflichtet, insbesendere fir die Moglichkeit, meine Arbeit in der vorliegenden Form als
Buch zu publizieren. Bei der Drucklegeng haben mich die Herren Egel und Neubarth vom
Akademie-Verlag freundlich unterstiitzt.

Schiiedlich bleibt noch all dener zu danken, die mich in den nicht wenigen Jahren mii-
hevolier Arbeit unterstiitzt, ermutigt und {gelegentlich) ertragen haben. Das giit natiirlich
in allererster Linie fir meine Familie, die mir den erforderlichen Rickhalt und die not-
wendige Solidaritdt schenkte. Weiter mdchte ich die Siudierenden nennen, welche meinen
Lehrveranstaliungen zur Geschichte der Mathematik an der Universitit Heidelberg, an der
dortigen Pidagogischen Hochschule und an der Universitit Nancy II folgten und die mich
tmmer wieder in der Auffassung bestirkten, dal dieses Gebiet wichtig und nttzlich ist. Der
Arbeitskreis |, Histoire des mathématiques” des IREM StraBburg ist mir seit vielen Jahren
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zu giner Art zwciter Heimat geworden, Seinen Teilnehmern, insbesondere J. P. Friedel-
meyer, gilt mein Dank fiir viele lehrreiche und schéne Stunden. Kollegen an der Piadagog-
schen Hochschule Heidelberg, vor allemn J. Schénbeck und H. Struve (jetzt K6ln), haben
meine Asbeit nachhaltig gefordert.

SchiieBlich bin ich all denen zu Dank verpflichtet, welche mir halfen, aus einem Manu-
skript mit vielen nachtriglichen Anderungswiinschen ein hoffentiich wohlgestaltetes Buch
zu machen: Frau Adrianyi-Evers, Frau Braun, Frau Schuster und vor allem Frau Klumpp
und Frau Glock sind hier zu nennen, Die beiden letztgenannten haben mir mit grébter
Hilfsbereitschaft Texterfassung und -gestaltung sowie Herstellung eines Verlages in Perso-
ralunion ersetzt.

Bleibt noch festzustellen, dab alle verbleibenden Fehler und {Ungereimtheiten zu meinen
Schuiden gehen, und mich bei ail jenen, die ich noch nicht aufgefiihet habe, die mich aber
dennoch unterstiitzt haben, fiir die Nichtberficksicht; gung zu entschuldigen.

Bexbach, im September 97

K. Volkert

Die Fakultit fir Mathematik der Universitit Heidelber

g hat die vorliegende Abhandlung
im Januar 1996 als Habilitationsschrift angenomumen,
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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Entwicklung des Homdomorphieproblems in der
Topologie zwischen 1892 und 1935. Dabei wird unter Homdomorphieproblem allgemein
dic Frage verstanden, in welche Klassen beziiglich HomSomorphie die n-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten, welche meist als zusammenhingend und geschlossen, d. b als kom-
pakt ohne Rand, vorausgesetzt werden, eingeteilt werden kdnnen, Im betrachieten Zeit-
raum wurde fast ausschlieflich das Homdomorphicproblem fir 3-Mannigfaltigkeiten un-
tersucht, wobei die Losung des entsprechenden Problems im zweidimensionalen Fall, die
Klassifikation der Fliches (vgl. 2), als Vorbiid diente.

Aus heutiger Sicht wird man vom Homdomorphieproblem (Aufzfhlung aller Homdo-
marphickiassen) das Klassifikationsproblem unterscheiden: Gegeben eine Mannigfaltig-
keit; zu bestimmen deren Homdomorphieklasse. Im betrachteten Zeitraum werden jedoch
dicse Aspekte nicht sorgesam unterschieden und die Begriffe HomGomorphie - und Klassifi-
kationsproblem austauschhar gehraucht. Eine Trennung beider Bedeutungen wird wobl erst
auf dem Hintergrund der Ergebnisse fiber die algorithmische Unidsbarkeit des Wortpro-
blems erforderlich {vgi. 7). ich werde im folgenden ebenfalls beide Termini als anstausch-
bar verwenden.

Im betrachteten Zeitranm war die Topelogie ein Teilgebiet der Mathematik, das sich von
vorsichtigen Anfingen bis zu einer etablierten Disziplin entwickelte. Dies brachte natiirlich
eine Faile von Methoden und Begrifflichkeiten mit sich. Deutlich wird das z. B, am Man-
nigfaltigkeitshegriff, der seine Bedeutung erst alimihlich stabilisierte. Diesen Aspekt habe
ich zwar immer wisder ansprechen missen, konnte aber keine umfassende und erschip-
fende Darstellung desselben geben. Ahnliches gilt auch fir den Methodenstreit zwischen
kombinatorischer und kontinuumstopologischer, zwischen kombinatorischer und algebrai-
scher Anffassung {vgl. 6). Positiv ausgedriickt liegt der Schwerpunkt meiner Arbeit auf den
konkreten Ansdtzen, welche man zur Lisung des Homdomorphieproblems entwickelte.
Dabei assen sich mehrere Hinsichten unterscheiden: Zum einen sind allgemeine Methoden
mur Unterscheidung nichthomBomerpher Mannigfaltigkeiten ze nennen. Diese beruhen auf
Invarianten, also Zahlen, Gruppen, Moduln oder dergleichen, welche bei homéomorphen
Mannigfaltigkeiten gleich sind. Als solche tauchten schon frih die der Homologietheorie
uzurechnenden Zusammenhangszahlen (vgl. 2) auf, welche dann bei H. Poincaré zu Betti-
Zahlen wurden, die noch durch Torsionskoeffizienten erginzt wurden (vgl. 3.2 und 3.3},
weiter die Fundamentalgruppe, eine der wichtigsten topologischen Entdeckungen Poin-
caré's therhaupt {vgl. 3.1 sowie 3.2}, sowic spiter dic Eigenverschlingungszahlen (vgl.
5.1.1) und die Reidemeister-Franz-Torsion (vgl. 5.4). Auch die Seifertscher Faserinvarian-
ten {vgl. 5.2) wiren hier zu nennen, wihrend die héheren Homotopiegruppen (W. Hur-
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ewicz) fir unseren Problemkreis keine Rolie spieien. Einc wichtige, in 6 besprochene
Verdnderung im Bereich der Topologic stellte die Algebrajsierung der Betti-Zahlen und
Torsionskoeflizienten dar, welche sich auch auf Eigenverschiingungszahlen und Reide-
meister-Franz-Torsion ausdehnen lieB. Invarianten erlauben es, wie bereits bemerkt, nicht-
homgomorphe Mannigfaltigkeiten zu unterscheiden. Die Hofinung dabei ist, daB diese so
stark sind, alle nicht-homéomorphen Beispiele auch tatsichlich zu trennen, Wie wir sehen
werden (vgl. 3) beschifligte H. Poincaré die Auslotung dieser Frage, bei ihm konkret auf
die Trias Betli-Zahlen, Fundamentalgruppe, Torsionskoeffizienten bezogen, sehr. Den
Endpunkt der Bemithungen Poincaré's markiere die berihmte Poincaré-Vermutung: Eing
zusammenhingende geschlossene oricntierbare 3-Mannigfaltigkeit mit triviater Fundamen-
talgruppe ist der 3-Sphiire homdomorph;: oder - wie man heute knapp formuliert - eine
Homotopic-3-Sphire ist eine 3-Sphire. (Da wir im weitern fast nur zusarnmenhingende
Mannigfaltigkeiten betrachten, sei diese Bedingung - auber das Gegenteil wird explizit
gesagt - stets stillschweigend als erfiillt vorausgesetz1.) Wie wir sehen werden, entwickelte
sich diese Vermutung, die bei ihrem Urheber als bescheidene Frage aufintt (vgl. 3.4), zu
cinem zeniralen Problem der Topologic der Mannigfaltigkeiten. J. W. Alexander konnte
sieben Jzhre nach Poincaré's Tod zeigen, daB dessen Invarianten Jedenfalls nicht ausrei-
chen, um allgemein den Homéomorphictyp einer 3-Mannigfaltigkeit zu fixieren (vgl. 5.1),
was allerdings nicht den in der Poincaré-Vermutung formulierten Spezialfall berithree.,

Befizution und vor allem Berechenbarksit der Invarianten hiingen natiirlich daven ab,
wie die entsprechenden Mannigfaltigheiten definiert sind. Hier zeichnete sich schon frih
ein Spannungsverhiltnis zwischen kontinuumstopologischen Vorstellungen einerseits, wel-
¢he der Problemsteilung als solcher am besten angepaBt erschien, und kombinatorischem
Aufbau andererseits, welcher eine strengere Begriindung der Theorie und cine effektive
Berechnung der Invarianten erlaubte, ab. Um den Aufbau der kombinatorischen Auffas-
sung haben sich vor allem M. Dehn, P, Heegard, E. Steinitz und H. Tietze verdient ge-
macht (vgl. 4}, fir die Fortentwicklung in Richtung simplizialer Techniken waren E. J. L.
Brouwer, J. W. Alexander und M. H. A. Newman verantwortlich, Das angesprochene
spannungsvoile Verhiltnis fand seinen deutlichsten Ausdruck in der Hauptvermutung
(Tietze, Steinitz, H. Kneser) und in der Frage nach Triangulierbarkeit (T. Radd). Wie be-
reits bemerkt, werden wir diesen Themenkomplex immer wieder ansprechen miissen, chne
ihn aber erschépfend behandeln zu kénnen.

Ein dritter fiir unsere Darstellung geradezu zentraler Gegenstand sind die Konstrakti-
onsverfahren fir 3-Mannigfaltigkeiten. Neben mehr oder weni ger unsystematischen Ansét-
zen bei Poincaré (vgl. 3.2), der in Ankniipfung an seine Arbeiten {iber Kleinsche Funktio-
nen (vgl. 3.1.1) hauptsichlich mit der Idemtifikation von Oberflichen von Polyedern - ins-
besondere Wiirfelr - arbeitete, werden wir die auf P. Heegard zurickgehende, aber bereits
von W. Dyck (1884) antizipierte Methode kennenlermnen (4.1}, welche von H. Poincaré bei
der Konstruktion seiner Homologiesphire (3.4) eingesstzt wurde, sowie M. Dehns auf
Knoten beruhende Methode (4.3). Ein weilercs Verfahren, das von W. Theelfall und H.
Seifert untersucht warde (5.2), gewinnt 3-Mannigfaltigkeiten als Orbitrdume sphirischer
Bewegungsgruppen, Dieses sieht in der Tradition des klassischen Raumformenproblems
(Clifford, Klein, Killing, Hopf - vgl. 2.5) und fihrte auf Seiferts Theorie der gefaserten
Riume (5.2), welche das Homgomorphieprablem fir eine bestimmte Klasse von 3-Mannig-
faltigkeiten 7 [6sen vermochte. Kann man zeigen, daB man jede (geschiossene, arientier-
bare) 3-Mannigfaligkeiten durch cin bestimmites Verfahren gewinnen kann, so ist man der
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Lasung des Homdbomorphieproblems ein Stiick nihergekommen. Dies ist z..B. bei Hee-
gards und bei Dehns Verfahren tatsfichlich der Fall; es zeigt sich aber, dab die Konstrgk-
tionen selbst - obwohl diese in beiden Fallen wesentlich zweidimensionale Probleme stelien
- sa schwierig sind, dab bis heute eine Lasung fiir den dreidimensionaien Fall - insbeson-
dere auch fir die Poincaré-Vermutung - aussteht. Teilerfolge stellen die Kiassifikation der
Linsenrdume (5.3) und der Nachweis der Homtomorphie der verschiedenen Ausformungen
des Dodekaederraumes (Poincarésche Homologiesphire, Dehnscher Kleebiattschlingen-
raum, Kreines' auf der Identifikation der Xugeloberflache beruhende Darstellung, sphiri-
scher Dodekaederraum nach W. Threlfall und K. Seifert, verzweigte Uberlagerung) dar
{5.2). Uberhaupt habe ich einen Schwerpunkt meiner Schilderung auf die Behandlung der
viclen oft aullerordentiich instruktiven Beispiele gelegt, welche im Laufe der Jahrzehnte
entdeckt wurdea. Diese spielten - und die Vermutung liegt nzhe, daB es in vergleichbaren
Stadien der Theorieentwicklung im Rahmen der Mathematik immer so ist - eine ganz we-
sentliche Rolle als Ausgangspunkte und Priifsteine der Theorie. Es ist sehr bemerkenswert,
wie oft die Linsenrfiume aber auch der Dodekaederraum auftreten. Eine ausgewogene Be-
handlung der hier zu schildernden Geschichte scheint mir ohne gebiihrende Beachtung des
Beispielmaterials richt méglich. Das verwundert vielleicht in Anbetracht der ungeheuer
umfassenden Theorie, welche heute die algebraische Topologie bereitstellt, und ghngige
historische Darstellungen (Dieudonné 1989, Hirsch 1985) spiegeln ja auch in etwa diese
Verteilung der Gewichte wider. Ich hofle, die hier vorgelegte Arbeit zeigt, dab die gerade
formulierte Hochschitzung der Beispiele durchaus angebracht ist.

Zwei Themenkreise konnten in der vorliegenden Asbeit nicht ausfiihrlich behandelt wer-
den, nimlich die Emtwicklung der kombinatorischen Gruppentheorie und dic}enig; der
Morse-Theorie, Beide hiingen eng mit dem Homdomorphieproblem zusammen: So ist es
heute moglich, die klassische Poincaré-Vermutung in ein rein gruppentheoretisches Pro-
blem umzuformulieren, und die Morse-Theorie kann zur Beantwortung der verall-
gemeinerten Poincaré-Vermutung herangezogen werden. Bezitglich der kombinatorischen
Gruppentheorie verfiigt man in Chandler-Magnus 1982 dber eine umfe_l.sscnde Parsaeiluz?g,
hinsichtlich der Morse-Theorie 1481 einen dagegen die Literatur leider weitgehend im
Sug}e zeitliche Eingrenzung 1892-1935 leitet sich einerseits von H. Poincard's erster,
wenn auch kurzer Verdfientlichung zur Topologie, mit der die uns intercssiercndc I::.nt-
wicklung im wesentlichen einsetzte, und andererseits von den die kombinatonsa?h orien-
tierte Phase abschiieBenden Arbeiten von H. Seifert, W. Threlfall, K. Reidemeister und
anderen her. Insbesondere ist hier auf das 1934 erschienene ,Lehrbuch der Topologie” von
H. Seifert und W. Threlfall zu verweisen, welches ein Klassiker der dreidimgnsiona]:?n
Topologie geworden ist. In den 30er Jahren setzte die unter _der _chrschnﬂ
»Algebraisierung” laufende Verdnderung der Topologie in grofem St «in, dic deren ‘E_.r—
scheinung auch hewte noch prigt. Das urspriinglich zentrale Problem, die Hom@omorpkie,
gerit in den Hintetgrund und wird in den 50er Jahren dann zum Thema de‘r sogenannten
geometrischen Topologie, obwohl natirlich die Grenzziehungen und Tf:rmm'ologen flie-
fend sind. Diese Entwicklung sowie den Stand der Dinge beziiglich Poincaré-Vermutung
und Homdomorphieproblem behandelt Kapitel 7. Einige allgemeinere _Bsmcrkungen zur
diszipliniren Entwickiung der Topologic sowic zur Rolie der BeisPEGIe_ in der Mathcfnank
bringt das Kapitel 8. Das jetzt sich anschiieBende Kapitel 2 enthilt einige Informationen
Zum Zeitraum vor 1892, insbesondere zur sogenannten Klassifikation der Fliachen.
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Einleitung

Noch eine abschlieBende Bemerkung: Im Interesse der Treue eimer historischen
Pars:ellung habe ich im Text weitgehend die Ausdrucksweise der behandelnden Autoren
ut_:cmomm_en, ohne diese immer aus heutiger Sicht zu priizisieren und auch zu kritisieren
Dies geschicht gelegentlich in den gegen SchiuB dieser Arbeit zu findenden Anmerkunge .
welche oft als integraler Bestandteil und nicht bloB als Erginzungen der Arbeit zu betrgckr:
ten sind. Es kann alse durchaus vorkommen, daf bestimmte Aussagen aus modemner Sicht
zurechtzuriicken sind, ohne daB das jedesmal ausdricklich gesagt wird Diese Behandlung
des "Pro_blcm.s der zwei Sprachen” (E. Scholz) - pemeint ist die historisch-trene und die
modern-interpretierende - bringt an einer Stelie eine gewisse Unbequemlichkeit mit sich
Bekannflich hat sich in den 30er Jahren unter Berufung auf H. Weyl der Brauch durchge;
setzt, 'dje Betti-Zahlen gegeniiber Poincaré und seinen Nachfoigern um 1 zu verringern
Um mght alle Zitate dndern zu miissen, habe ich jeweils den Brauck der Zeit zugrunde ge;
legt. Die moderne Auffassung spielt deshalb erst ab 5.2 eine Rolle, vorher sing die Bati-
Zzhlen "poircarésch® zu nehmen, '

_Dxe Literaturverweise beziehen sich auf das am Ende dieser Arbeit zu findende Ver-
ze'xchnis; hat dabei ein Autor in einem Jahr mehrere Titel vertffentlicht, so wird der zweite
mit a, der dritte mit b und so weiter gemil der im Literaturverzeichnis angegebenen Rei-
hcnﬁqlie zili;n. ZSZusétzc in Zitaten sind durch eckige Klammermn kenntlich geracht; gele-
gentlich wurden Symbole in Zitaten im Interesse der Ei i 8 di
i oo Einfachheit abgesindert, ohne dad dies

Die vorliegende Arbeit mchte einen Beitrag leisten zur SchlieBung jener Licke, die Je-
an Dieudonné im Vorwort zu seiner monumentalen "History of algebraic and did‘eremial
topology 1900 - 1960 folgendermalen geschildert hat:

TThere is one part of the history of algebraic and differential topology that | bave not covered at all,
namely, thaF which is called “low-dimensional-topology”. It was seon realized that some general tools
could not give satisfactory resuits in spaces of dimensions 4 at most, and, conversely, methods that
were successful for those spaces did not extend to higher dimensions. [ fee] that g ds.s'cripﬁon of the
d1s..:.overy of the properties of thess spaces deserves & book by itself, which I hope somebody will
wriic scon. "

(Dicudanné 1989, V)

Sollte mir dies ansatzweise gelungen sein, so wiirde mich das freuen.

2 Die Klassifikation der Fldachen

Ein groBer Erfolg der frihen topologischen Untersuchungen in der zweiten Hilfte des 19.
Jahrhunderts war die Klassifikation der Flichen. Dieses genuin geometrische Problem!
fand bemerkenswerterweise erst breitere Aufmerksamkeit, als es sich im Rahmen der
Funktionentheorie (Riemannsche Flichenm, automorphe Funktionen) stellte, wabei die
Klassifikation der Flichen Rackschlasse auf die entsprechenden komplexer Funktionen
crméglichte. Das Kiassifikationsproblem wurde von mehreren Mathematikern (Riemann,
Listing, Mé&bius, Klein, Jordan, von Dyck, Dehn und Heegard, Levi, Brahana) mit unter-
schiedlichen Methoder und Grundbegriffen angegangen. Es gewann schnell ein eigen-
stiindiges Interesse und seine Lasung - das ist die Aufzihlung der Hom&omorphickiassen
von {geschlossenen) Flichen sowie deren Charakterisierung durch einfache Eigenschaften
(z.B. odenterbar/nicht-orientierbar) und numensche Invanianten {,Geschlecht”, |, Euler-
Charakteristik™) - sollte fiir Poincaré das Modell fiir seine klassifikatorischen Bemithungen
in héheren Dimensionen liefern.

Im Verlauf der Untersuchungen zum Klassifikationsproblem der Flichen wurden grund-
legende Methoden und Techniken entwickelt, welche auch auf hohere Dimensionen verall-
gemeinest werden konnten. Das Studium des Berandungsverhaltens geschlossener Kurven
fithrte zur Homologie, die Fundamentalgruppe wurde durch das Studium der Deformier-
barkeit von geschlossenen Kurven auf Flicher vorbereitet (wenn auch nicht klar ist, ob
Poincaré diese kannte) und funktionentheoretische Betrachtungen iber automorphe Funi-
tionen lieferten erste Ansitze zur Darstellung von Gruppen durch Erzeugende und Relatio-
nen sowie zur Uberlagerungstheorie. Weiter erkannte man nach und nach die Wichtigkeit
des Phinomens der Nicht-Orientierbarkeil.

MNeben diesen Gesichtspunkten, die eine analoge Ubertragung ins Hoherdimensionale er-
fahren kénnen, zeichnete sich aber schon bei W. Dyck die Einsicht in wesentliche Beson-
derheiten der 3 - Mannigfaltigkeiten ab, insbesondere beziiglich des erst dreidimensional
mbglichen Verknotens und der Zerlegung in HenkelkGrper.

Die in diesem Kapitel dargesteliten Entwicklungen sind schon mehrfach untersucht und
kommentiert worden (ich nenne etwa Bollinger 1972, Hirsch 1985, Pont 1974, Scholz
1980 und Vanden Eynde 1992/93), meist aber unter speziellen Gesichtspunkten
(Homologie- oder Homotopietheorie, Mannigfaltigkeitshegriff). Dagegen ist die Fragestel-

! Genuin geometrisch ist hier im weitesten, die Topologie umfassenden, Sinac gemeint, Man kann ja dic
Klassifikation der Flichen als cinc Forifihrung von Euklids Klassifikation der regularen konvexen Polye-
der schen, welchs sich wisderum ducch die Aufgabe, alle Polyeder zu Kassifizieren, crwsitern 120t, Letzte-
¢ hat u. 5. MObius beschiftigt und verenlaBie thn zu scinen topologischen Arbeiten.
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lung, weiche uns leiten wird, das Klassifikationsproblem mit seinen drei wesentlichen
Aspekten:

Was wird klassifiziert?,
Wie wird klassifiziert? und
Welche Methoden und Techniken werden verwendet?

Es erschien mir unter diesem Gesichispunkt gerechtfertigt, die fragliche Geschichte trotz
der guten Literaturlage nochmals auszugsweise aufzuarbeiten.

Zweifellos war und ist die Topologie eine mathematische Disziplin mit cinem ausge-
pragten Anschauungsherug Die frithe Phase in deren Entwicklung, welche uns diesem
Kapitel beschiftigen wird, 146t sich einerseits geradezu als der Versuch kennzeichnen, das
anschaulich Einfache (,,Ein Torus ist keine Sphire”} mit mathematischen Hilfsmitteln
nachzuvollziehen - kurz: bestimmte Aspekte, die sogenannten qualitativen nimlich - der
Anschauung zu mathematisieren. In dem Mabe, wie dies gelang, gewann die im Entstehen
begriffene mathematische Disziplin - Topologie™ {oder wie man damals meistens sagte:
»Amalysis situs”) an Komturen. Andererseits wurds schon frah topologischen Begriffshil-
dungen und Methoden gerade dort eine wichtige Funktion zugeschriehen, wo die Anschau-
ung iiberfordert ist oder an ihre Grenzen stght {etwa bei geschiossenen 3-Mannigfaltigkei-
ten; vgl. 3.1), Ersterss Phinomen trat u. a. im Zusammenhang mit der Erweiterung des
Euierschen Polyedersatzes bei nicht-konvexen Polyeder auf, wie sic vor allem von §. A 1.
Lhuilier betricben wurde. Dessen Annahme, die Anzahl der "Durchbohrungen” eines Po-
lyeders sei intuitiv klar, warde spéter von Listing kritisiert: “Nur ist hierbei die aus der
inductorischen Ausdehnung des Falies o = | auf Falle complicinier Durchbohrungen, wo
der numerische Werth von o nicht sofort zus blosser Innztion hervorgeht, erwachsende
Schwierigkeit weder erwogen noch erfedigt.” (Listing 1862, 980} Auch hieraus ergab sich
also das Bediirfnis nach einer mdglichst prizisen Zusamumenhangstheorie. Listing selbst
betrieb als Konsequenz seiner Kritik einen streng kombinatarischen Aufbau (vgl. asch
Anm 2). Eine ganz wesentliche Leistung Poincaré's soilte es dann sein, die verschiedenen
Ansstze in einem mehr oder minder kiaren Rahmen zu integrieren und das Modeilhafte an
der Lésung des Klassifikationsproblems der Flichen herauszuarbeiten, indem er dieses auf
3-Mannigfaltigkeiten tibertrug und nachwies, dab hier ganz erhebliche Schwierigkeiten
aufireten. Desweiteren gelang es ihm, viele der bis dahin verwendeten Methoden zu
»arithmetisieren”, das heilit dieselben in einen symbolischen Kalkil zu Gberfithren.

Eine zentrale Rolle spielten in der darzustellenden Periode die Beispiele und anschauli-
chen Medellvorstellungen, welche man fir Flaichen entwickelte. Diese zeiglen einerszits,
»was alles mbglich ist” (man denke an das Mbtbius-Band), andererseits aber auch, wie sich
die verschiedenen Einzelfilie in eine Systematik bringen lassen (man denke nur an die
Sphire mil Henkeln und/oder Kreuzhauben). Auch hier ergibt sich ein wesentlicher Unter-
schied zwischen dem Zwei- und dem Dreidimensionalen: Wihrend dia Beispiele im ersten
Fall vielfach seit Alters her bekannt waren, multen interessante und informative Exem-
plare geschlossener 3-Mannigfaltigkeiten aliererst konstruiert werden. Auch hier erwarb
sich Poincaré, wie wir im Kapitel 3 schen werden, bedeutende Verdienste. Eine aligemeine
und umfassende Modellvorstellung fiir geschlossene 3-Mannigfaltigkeiten ist aber trotz

aller Anstrengungen bis heute nicht gefunden worden, wenn auch klar geworden ist, dab
diese bestimmt nicht so einfzch und einheitlich sein kann wie ihr zweidimensionales Ana-
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logon. Im Kapitel 8 werde ich auf diese aligemeinen Gesichtspunkie der Entwicklung einer
mathematischen Disziplin noclumals zu sprechen kommen.

2.1 B. Riemann

oden entwickelte, weiche spiter in der Tupoiog_ie allgemein uyd ms-
Ri:ngﬁfé g;r dh:: ‘Ilélassiﬁkation von Flichen? Ama_fcndung fan_dcn., ist Bf:mhard Rxer_nann
geweserl. In seiner Dissertation ,,Grundlagen fijr eine allgcmm_n: Theorie der Funcum;n
einer complexen Verinderlichen” {Gﬁtﬁngen_,.ISf)l} fihrte Riemann um}zc:r‘ andgizg c:
heute pach ihm benanaten Flichen ein. Dabei ist zu bemerken, daﬁ eran’ emrgr 5 e o
klirt, was Begriffe wie Fliche, Rand, Inneres l?edf:utep ;oilen. Wirft man cmﬁ;ﬁc ;C”.HE ¢
zeitgendssische Literatur, so findet man zwet Deﬁmuor%en des Begng& »Fliche haclge
Fliche ist die Begrenzung eines Korpers, also Fléicaxe gig:lch Obcrﬁﬁc_h , oder ‘:3::2; e ie
ist ein Gebilde von {global} nur zwet Dimer;sianerg. Es ist o'ffenkur_lng, @aﬂlbez Vo Rf :
lungen (die erstere sicher noch mehr als die zweite) ungeeignet sind, dx'; ! d?: einer e)
mannschen Fliche mit ihren Vcrzweigxmgspunktcn' {bei Riemann 1_85 1: Win hx;ngn,;pung-
zu fassen. Neben den beiden genannten, der klassxsche'n Geometrie mzur'e:c :] 1 en e
finiionen des Flichenbegriffes gab es nsch die auf C.F.Gaub h " grilmc:i ;
Flichentheorie” (1827) zurickgehende intrinsische Aaﬁ‘assn}ng, wcl.c e aucl_m ieﬁ
traditionellen sphirischen Geometrie zu eigen war. Wenn auch Riemann g;rlzgl exp z_:, L
seiner Dissertation nichts sagt, so darf man wohl doch annehmen, dad er ens Zugang

j i i i hang mit den Bem@hungen, den
2 nahe, dab cinc derartige [dee auch im Zusammen ) ¢
gml::“;:::l;];lgg.:::g:mtz zu verallgemeinern - das heilit insbesondere suf Tr;angu_hcmngen von F\ifcl:r
i Torus und Brezcl suseudehnen -, entstanden wire. Man konate ja, bat man die Aufgabe def_ erall-
“zcmcincrung bewdltigt, gewissesmaBen | sickwirts” alle Polyeder mit dcrsclbm? Euler-Charakteristik za
Eincr Klassc zusammenfassen. Dies geschicht aber selbst bei Listing 1;6‘2 Fc:;]chc:;r.h;_ﬁ_ b dat die Esler
1 i i jz wohl die Einsicht erforderlic i -
Um eine solche Kiassifikation sinnvoli 2u mac.}?:n, w.ﬂ:e j2 wi > c . k. dab dic Euler-
istik €l ieinvar . Dhcs lag anscheinend jenseits der kombin n
Charaktenstik cine Homoomorphicinvarianie ist . mbinatonschen
isting, 1 i stopologisch aufgefalte Homdomorphic
Ubericgungen von Listing, in denen dic kontinuum. h ' orphie kaum cine
i i i hen und rein topologischen Meth i p
clt. Das Wechselspiel zwischen kombmamnst:: u i .
zi]l:visz:ﬂgm fisﬁcma in der Geschichts der Topologic, seinen prominentesten Ausdruck fand es in der
" {vgl. 6). B )
'M'Hdcauiw;n;;tm;;iibi l;‘i: L)is:ing - hhnlich wig bei Riemann much - der Aspekt &Frh(.:hax;klt;nsu.:r;.l:g ein-
B i intzilung derselben keine wichtige Rolle spie
zetrer Gegenstinde dominant, whhrend cine Klassenein < cine ollespiele
in sei 3 Worterbuch™: | Fliiche, ist dic Oberfliche cines Korpe
3 8oz B.G.S. Klage in seinem | Mathematischen ch™ . F pocs
bene (5. Ebenc) oder krumme
i hgesondert von dem Korper gedacht. Sie ist eins & . ;
S:?':T {BIESS;-::{ZTSSS; g2543) oder auch Lacroix in seinem fecht verbreiteten L;hr%fm:h £‘;-[’-s;l;:nu:t:: :tc
éométric™ ; it £ ivé do l'une de ces dimensions sans cesser d'exister, imitas qui
B o e s 3 o e & i n'ont point d'épaisseur, sont des sutfaces.”
i sans lesquelles i pe peut Ere congu, et qui a'ont pont pm_ s
ti.:ﬁx:‘;:;i‘g 21-; L:i:t.m Endes geht diese Definition natarlich auf Euidid zunfc:c ;)i!. S:f( 22:.1' o e
ung i i hemachenden Grometnelehrbu .Eléme,
4 Dicsc Auflassung vertrat Legendre in seinem epoch p uch (Flomenis o
tométne™, erste 29. Auflage 1889 « in vielc Sprachen - unter anderem che -
e rdie e i a lo r ¢t iargour, sans hauteur ou épasscur,
1822) - tbersctzt): |, V. Surfsce est ce qui a longueur ‘ gour, ) :
%L:cg:::;c( 1317) 1. Im abrigen entspricht dies der ersica Definition Euklids far den BegniX ,, Flache™ {L

Def. 5).
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kannte. Deutlich wird das dann in seincm drei Jahre spater gehaitenen Habilitationsvortrapg
»\ber die Hypathesen, welche der Geametrie zmgrunde liegen”.

Die Idec der Riemannschen Flache wird von Riemann folgendermafen eingefithre:

~¥0r dic folgenden Betrachtungen beschranken wir dic Verginderlichkeis der Grafen XYy auf ein endli-
ches Gebiet, indem wir als Ort des Punktes O nicht mehr diz Ebene A seibst, sonders cine dber dio-
sclbe susgebreitete Fiache T betrachten, Wir wiblen diese Einkleidung, bei der os Unansisssig asin

wird, von sufeinander Legeaden Fiichen zu reden, um die Maglichkeit offen zu lassan, dafi der Oxt
des Punktes O dber denselben Theil der Ebene sich mehriach ersteecke "

{Riemans 1892, 7)

eigungs-linien
vorkommen diirfen, ,,s0 dass eine Umfaltung der Fliche, oder eine Spaitung in auf einan-

7

Verzweigungslinie

Im weiteren gelangt Riemann dann zu der Einsich
im wesentlichen durch ihre Biitterzahl, die Lage
ihre Randkurve samt Orientierung festgelept ist.

Die Zusanunenhangslheon’e, auf die es uns hier ankomm
Dissertation entwickelt. Thr Ausgangspunkt ist der Begriff nZusammenhingend”, der zu-
erst Air zwei Flichenteile eingefiihut wird, spiter aber auch als Eigenschaft von Flichen
schlechthin bezeichnet wird:

t, dab eine solcherart definierte Fliche
der Verzweigungspunkte sowie durch

t, wird im Paragraphen 6 der

Wit betrachten zwei Flachentheile als zusammenhingend oder Einem Stack angehdriy, wenn sich
ven sinem Punkte des einen durch das Innere der Flache einc Linie nach einem Punkic des andem
ziehen lasst, als getrennt, wenn diese Moglichkeit nickt stattfindet

(Ricmann 1892, 9)

gung auf den wegweisen Zusammenhzang hinaus, der ja
als sein mengentheoretisch formuliertes Pendant 5

Modem betrachtet luft dicse Festle
auch wesentlicher anschaunlicher ist

5

Man k6nnte allerdings Riemanns Dafinition auch so lesen: Zwei Flichensticke heifien zusammenhingend,
wenn sic in derselben Wegckomponenten der Gesamtfiiche licgen. Alierdings wird - wic bereits angeden-
tet - bei Riemann anschlicBend nur noch von zusammenhangenden Fifichen goredet, was in der obigen
Lesart wenig Sinn macht. Aus moderncr Sicht fullt weiter auf, 8aB Ricmanns Definition eine falsche
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Die Zusammenhangsverhiltnisse von Flicher werden nun mit Hilfe voa Qucrscl:lhmge:i
untersucht, ,,d.h. Linien, weiche von ecinem Begrenzungspunkte da.s Im':‘erc f:mfac ;g gczi
nen Punkt mehrfach - bis zut einem Begamgmm&tc durchschnelde_n (Rmxémxlllnﬁ 1892,
9). Wir diirfen somit Querschnitte im weseatlichen a?s doppeipm}k‘xfrcxc Wege® a a.;s:x;!nt;
deren Anfangs- und Endpunkt im Rand der Flache hegen.. Df'sbez rechnet der Quers:: !
selbst zum Rand der Fliche, so dalb dessen Endpun?ct mit ginem anderen smn;rnmoPunkln'
zusammenfallen darf, was dann den einzigen zulissigen Doppelpunkt erzeugt.
dere sind geschlossene, irn Rand beginnex?de und endende Wege szrsch:;:ttc o 20 ci.

Ist eine berandete Fliche im obigen Sinne nfsa.mmen.hﬁngend’- bes;e t _sn:al1 ° <
nem Stick -, so ist die Existenz von Querschnitien gesxc’}.mn_ Die Basis fiir alles wei
liefert nun die Definition von ,einfach zusammenhfingend™: ,

Eine zusammenhingende Fliche heilit, wenn sic durch jeden Quc:-s.chni:t“in Sticke zerfalit, cine cin-
’ﬁ.anh zusarmmenhingende, andernfalls cine mehrfach zusammenhangende.

{Riemann 1892, 9)."

Die wichtigsten Eigenschafien von Querschnitten werden von Riemann knapp in zwei
Lehrstzen formuliert3:

1. Eine einfach zusammenhangende Fliche A zerfhilit durch jeden Querschnitt ab in zwei cinfach zu-
.s,a.mmcnhlm gende Sticke.”

(Ricmann 12392, 9)

1I. Wenn eine Fliche T dorch ny Querschaitts g, in (T-én Systcm T, vor m, ﬂaﬁ&mmﬁz
;cr;d:u Flachensiicken und durch ny Querschnitte g; in cin Sysiem T; von m; sticken
fally, so kann ny - m, micht > n, « m, scin.”

(Riemann 1892, 10)

Der Beweis von I bereitet keine Schwierigkeiten: Angenommen, A zcrﬁcl;:b;iurcﬁlazz 1;';1;;
Teile A’ und A", wobei A’ nicht einfach-zusan}mcnl_langgnd ware. Dann gibe es n A einen
nicht-zerstiickenden Querschnitt cd. Im iibrigen ist .iuer wie auch Sonsi (ziuaﬁ e
Riemann macht hierauf ausdriicklich aufmerksam (Rxcm 1892, 0m) -, 2% e Quer-
schnitte sukzessive vorzunchmen sind: Ist ﬂ_ier Querschmu_ ab gezogen, dzo ;'abef & zum
Rand von A. Folglich kénnen Querschnitte in anderen b;gmfxen und enden,

diese kreazen. Wir miissen somit mehrere Fille unterscheiden: -

i. Der nichizerstiickende Querschnitt ¢d von A tnﬁ? ab r}itht. _Dann ka};;u'l cdvtl:aQusiz:
_ schaitt von A angeschen werden, der A nicht zerstiickt, im Widerspruch zur

Quentifizierung enthalt: Nicht cin Punkt muB mit einem weilerea Punkt vc{bindha: scin, sondern je zwel
heutigen Vorstzllungen dicse Eigcnsc}mﬁ s}xf}wcus_cu. ]
€ fi‘:t:ﬁ: S:::an:;: L;?x:;r:;a.ngcn.sdsﬁ Riemann dic , Stetigkeit™ einer Linic juilsc?:w?1gcnr;:11.1tgfsiclltzz .
f i he und bezeichnet o [0,1} — F cinen beliekigen 0
7 Ist F die fragliche wegzusammenhingende Fiacl 1] - e = Quer-
i ! i i : 0.1}) ist nicht mehr wegzusam
i Falle des einfachen Zusammenhanges: Fiy(] : A h
5“‘2‘“&;52 ak:n:: Rzncd haben, so verschaffe man sich diesen kanstich durch Hereusnchmen cines
gend.
s ?nck:;cnﬂich ausfGhriichere und gut leshare, wenn auch gbar Ricmann iphn]t.l':ch kaum hir;ﬁtzssg;h;n;i:
Dl:rst.cllung findet sich in Durége 1873, 153-189. Man vergleiche daritber hinaus Neumann 1865, 6.

fesung § 1; 8. Vorlesung § 14,
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zung. Man kann das auch so ausdricken, daB der Querschritt ab durch Verkleben wie-

der rickgingig gemacht wird. (..Hersteltung der Verbindung langs der ganzen Linie

ab”, sagt Riemann [Ricrmann 1892, 9D,

2. Liegt ¢ auf ab, d aber njcht (oder umgekehrt), so verklebe man lings cb. Dann ist acd

ein nicht zerstiickender Querschaitt von A9

3. Lia_agen ¢ und d auf ab, so verklebe man das Stick von ab, das zwischen ¢ und d liegt.
Wieder erhilt man einen nichtzerstiickenden Querschnitt acdb.

P17 H T

Die dieser Vorgehensweise zugrunde lie, edriic
: : sw gende Idee kann i :
man an cine Fliche, die nicht zerstiickt wird, nock ein Stﬁck?n,a;fil ib kl' sk
e ahe eibt die Gesamtfifiche
ideeWi(;scggch; aL_Lﬁvex}:diger gestaltet sich dagegen der Beweis von Lehrsatz I die Bewei
e j dc:c ziemlich ln._'ahchegez:d: Man zerlege einmal T in das System '1'. und e:is-
’ daescs ie zu T2 gehbngcn Querschnitte an, zum andern zerlege man zge , AT,
u.nN bennbn?lt den Querschnitten von T;. Das Resultat muf beidesmal dasseiberite'gemaﬁ E
o :13 che;ub;merkt waren solche ,,chrcinanderlagemngcn" von Zer!egung;::-in der
Seomet ch vor Rlema:m schen bekannt, etwa im Rahmen der Zerlegungsgleichhei
o siﬁf::zn- é}?e_x{w;e{n 1}833). Allerdings treten hier die von Riemann nicht %Segrﬂcgsjcfl:ln
nigketten {vgl. Anmerkn i inzipi _
gon et g erkung 13) nicht auf, da pri
Genauer heibt dies: Die Uberschneidun
d}:;mn '1?2) un_d T2; (erst Ts, dann T;) sind dieselben: Unte
cherweise bei den Querschnitten, wie schon das folgende ginf;

T, 2
c L ’c‘ d
e i: H
2 & h
J
b
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(Aus Grinden der Einfachheit nehmen wir eine einfach zusammenhangende Fliche als
Ausgangspunkt.}

T, bestehe aus dem Querschnitt ab, T; aus cd, ef und gh. Fihrt man erst T; und dann
Ty aus, so erhilt man gemil den Vorschrifien dber das sukzessive Durchfiihren von
Schnitien das System Tz mit den Querschnitten 2b, o', ¢'d, =¢', e'f, gg' und gh; beginnt
man mit Tz und fihet dans T, aus, so ergibt sich Toy mit aa', a'z", a"a™, a"b, cd, ef und
gh als Schnitten. Im ersten Fall haben wir am Ende 7 Schnitte, im zweiten Fall ebenfails;
der Zuwachs aber, der sich jeweils im zweiten Schritt ergab, beiauft sich auf 7-1=6 bzw. 7-
3=4.

Um genauere Aufschliisse tiber den allgemeinen Fall zu erhalten, gilt es diesen Zuwachs
genauer zu charakterisieren. Fiir ihn sind offensichtlich zwei GroBen mabgeblich: die An-
zahl m der Schaittpunkte von Schniften aus Ty uad Ty, die ganz im Innern dieser Schnitte
liegen, und die Anzahl der Endpunkte neu hinzukommender Schniste. Dabei rechnet man
die Schnitipunkte zweckmabigerweise doppell, Im Beispiel ist m =2*3 = 6 und n, = 4§ (bei
Tiz) bzw. m; = 2 (bei Ty)). Alle diese Punkte ergeben Epdpunktc der neu
hinzukemmenden Schaitte; somit ergibt sich beim Ubergang von Ty zm Tyq ein Zuwachs

von %{hs)zs Schritten, bei demjenigen von Ty zu Ty einer von -;—{6+2)=4 Schnittern.

Allerdings gilt diese Uberlegung nur im einfachsten Falle, in dem die Cuerschnitte
wirklich nur Schrittpunkte und nicht ganze Sticke gemeinsam haben. ' Es sind im allge-
meinsten Fall drei Méaglichkeiten zu beachten:

_/

Q qz

Fall 1 Fall 2 Fall 3

% Modem gesprochen geht cs um cine Abschwichung der Transversalittsbedingung, Die von Riemann an-
gegebene Formulicrung reicht allerdings nicht aus, wic man sich an cinfachen Beispiclen klarmacht. Dic in
Anmerkung 13 angesprochene ldee Neumanns Uifle sich els , transversal machen™ interpreticren. Anders
gesagl: Riemanas Argumentation gilt such fiir bestimmte nichttransversale Schitte (eben soiche, die der
im Text genannten Bedingung genlgen) und damit & fortiori for den Fall, daB alle Schnitte transversal sind
bzw. gemacht wurden,

Natdrlich wurde bei diesen Bemerkungen stiflschweigond vorausgesetzt, dafl der Begriff ,, Transversalitat”
in der betrachtzten Katcgonie von Flichen einen Sinn hat, daB man also Differenzierbarkeitsvoraussetzusne

gen hat
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1. Eia Endstick!? eines gy aus T) filit mit einem mittleren

Stack eines qy aus Ty zu-
sammen. Die Gesamtzahl dieser Fille sei 3N

2. Ein Endstiick eines q; aus Ty filit mit cinem mit

tleren Stick eines g aus T zusam-
men., Die Gesamtzah! dieser Fille sei 3.

3. Ein Endstiick cines q; aus Tj und eines
die Gesamtzahl dieser Faile.

Maxn beachte, dad bei einem Schritt sowohl Fall . (bzw, Fall 2.) als auch Fall 3. simultan
auftreten kénanen, auch kann Fall 1 mehrfach bei einem Schnjtt eintreten. Da die Fille |
und 2 analog sind uad Fall 3 in T, und T, symmetrisch ist, stimmt far Ty, und fiir T,, die
Sumnme §; + s, + s, iiberein,

Wir konnen nun den Gesamtzuwachs, der sich beim Uberg
T, 71 Ty, ) einstellt, bestimmen:

4z aus Ts fallen zusammen. Es bezeichne S5

ang von Ty zu T,, (bzw. von

a) aile Endpunkie von Schaitten gus T, (das sind 2n, Stiick), auber denjenigen dieser End-
punkte, die in eincm End- oder mittieren Stiick eines Schaittes zus T, Hegen (das sind
die Faile 2 und 3 von ober; also lautet dic cntsprechende Anzahl von Ausnzhmen 5y F
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b alle im Innern der Schnitte liegenden Endpunkie {.,Schnittpunkte™: siehe unten), zuber
denjenigen, dic in ein Endstack eines Schoittes aus T) fallen (das sind 5, Stick).

Wir milssen nun noch die Anzahi der Schnittpunkte der beiden Schnittsysteme T, und T,
ermittein. Hierbei sind 7u beriicksichtigen:

gewbhnliche Schaittpunkte, die deppelt gerechnet werden:

die Falle 1) und 2) von oben, wo wir Jjeweils zwei Schnittpunkte annehmen;

der Fall, da8 cin Schnitt aus T} und einer aus T, cin inneres Stiick gemeinsam haben,

in dem wir auch zwei Schnittpunkte annehmen;
der Fall 3) von oben, wo wir nur einen Schaittpunkt rechnen.
Es bezeichne m die Gesamtanzahl von »Schnittpunkten™ (eventuell mit entsprechender
Vielfachhelt), die sich gemah dieser vier Fille ergibt. 12

Die Gesamizahl der zy T bei Ausflithrung der Schnitte aus T, hinzukommenden
Schnitte 138t sich nun ermitteln:

GemiB Fall a) vor oben: In, - (5, +53),

gemih Fall b) von oben: m - 5

Zusammen macht das

Hierunter  sollen  Restriktionen 94[0.2] = Fund 3{l-Z[>F  von
q:[O,i] — Fmit0<e,{ <1 verstanden werden. Wir unteescheiden also n
fang- und Endsticken (F sei dic betrachtote Flache). Ein mittleres St

Querschnitten
cht terminologisch zwischen An-
ck ist demnach cine Restriktion

qH:Ia.ﬁl —+Fmit 0<a <B<l. Desweileren heiBen 4(0) und &) Endpunktc von Schnitten,
Riemana formuliert das so: Die Zzahl m gibt an, ., wic oft Linien beider Systeme wih
zusammentreffen oder auscinandergchen
152)...” (Ricmann 1892, 10y

rend thres Laufes
(wo aiso ein einzelner gemeinsamer Punkt doppeit zu rechnen

23
B. Riemann

1'21&1521‘!*('“—"‘1 =n, +4{m—5,—-5~5) = R, +5§

nene Querschnitte. Analog ergibt sich bcim}é)’bcrgang von T, =u Tp; ein Zuwachs von
i s, siehe oben) Querschnitten. -
n]];as f;m;:f: nzf]b;?lfa‘ch—zusamm)cguﬂngmden Stiicken besteht, ergeben sich durch die
Ny, +s hlinzukommcndcn Schaitte, genau m, + n;;l; shcitr;fach;)zusammcnhéngcnde Flichen
itt kommt nach Lehrsatz I immer eine Fliche hinzul). )

(p:‘?vzj—::?ut:n n,-m, >p, -, aso m, <m,+8,-0;, 50 mﬁﬁfe die Anzahl von Fii-
chensticken m, in T, durch die hinzukommenden m, +s Schnitte um mf:tlr als o, +s
vergribert werden, was aber unmdglich ist {ein Querschm.tt kann keine oder hichstens eine
neug Fliche liefern): Aus obiger Ungleichung fol.gt I}Anllzch My 40, +S <MW, 40, 48,
Weil die Anzah! der Flichen in Ty, wod Ty tibereinsimmt, miibite hxfer Glcm_hhen h;rr—
schen, was nur durch einen Zuwachs an Flichen, der groBer als n,} ;&-s ist, bewirki werden
kann. Dies 148t sich aber nicht mit n, +s szersch‘muen erreichen.

Folgerung: Die Gleichheit n, - mzs = ?_I:é stgj;]t: genau dann, wenn das System T, aus

infach-zusammenhingenden Sticken zht. o

1311;3;58:;1' Zui’gmnd der obigci Beweisfithrung klaz; man kann aber auch mit Riemann ar-
gumenticren, dab unter der gemachten Vorau;sctzu_ng ub_cr Tz’ auch n,—m, SR, —Mm,
gilt, woraus sich zusammen mit Lehrsatz If die Gleickheit ergibt. ' Db be.

Definition 1. Die Zahl n-m heibt Ordnung des Zusamx"nermangs_cmer' Fla;he. bei >
deutet n die Anzahl der Querschnitte, die erforderlich sind, um die Fliche in m einfach-
zusammenhingende Teile zu zerlegen. ‘

Dcﬁn?t?él:n 28 Eine Fliche heibt n-fach-zusamumenhingend, wenn sie durch n-1 Quer-
schnitie in eine einfach-zusammenhingende iberfithrt werden kann.

vierfach-zusammenkingend

dreifach-zusammenhingend

3 Der Beweis dieses Satzes follt bei Durége, der fast slle denkbaren Falic cx.pl.in't untcr-schclg:: und ::,hi:;-
deit, immeshin acht Seiten (Durége 1873, 166-173). Durég.z erwihnt noch einen ki}l}rz{;rm \‘:c::;},;:bun,
C. Neumann zarickgeht. Dieser hat allerdings den .Nacht:li. daB er von , unendlic| :::;n ;:O e
gen™ (Durége 1873, 174) Gebrauch macht, also vallig nndcrv:‘Mcﬂlcdcn vcrwcn.dct (vg,].A :;Ahlmdc h.{n-
Mayz Bollinger hat dareuf sufmerksam gemacht, dab der Rmmannscl:m Bowzis - dcf&ula ; cAhlende Mo
thoden benutzt - versagt, wenn sich bei der Uberlagerusg der _Schnmsyslcmc um.cn ich el Sohmit
punkte ergeben (etwa in der Ast des Schnitigebildes von ¥ = x*sin(1/%) und ¥ = 0} Vergleiche I
1972, 102.
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Riemann lkistet im AnschluB an diese Definitionen noch einige Eigenschaflen des Zu-
sammenhanges auf. Von besonderem Interesse ist die Einsicht, dab der Rand einer einfach-
zusammenhingender Fliche | nothwendig aus Finer in sich zuricklaufenden Linie™
(Ricmann 1892, 11} besteht.

Von einer Klassifikation der Flichen kann allerdings in diesem Stadium bei Riemann
noch nicht die Rede sein, da jeglicher Hinweis auf die Invarianz des Zusammenhanges bei
Homoomorphie fehlt. Ber Zusammenhangsbegriff bleiht bei ihm 1851 ein Mittel, um
Flichen in ihrer Bezichung zu komplexen Funktionen individuell zm charakterisieren,
nicht um Fisichen miteinander zu vergleichen. !4

Riemany ist in seinen verdffentlichten Werken nur noch einmal auf die topelogische
Charakterisierung von Flichen zuriickgekommen und zwar in seiner 1857 erschienencn
Arbeit ,, Theone der Abel'schen Functionen™. In dieser Abhandlung nimmt er einen ande-
icn Zugang, der modern gesehen die Homologie - oder auch die (Co-)Bordismentheoric -
vorbereitete. Im Unterschied zu den Entwicklungen von 1851, die gewissermaBen direkt
der geometrischen Anschauung ohne weitere Begriindung entnommen wurden, gibt Rie-
mann diesmal eine Motivation, die auBerhalb der Geometrie liegt:

Ist die Funktion f{z} = X(xy} + iY(xy) mit z=x+iy im Gebiet U/ eC holomorph, so
verschwindet {f(z)dz = [(Xdx + Ydy).!’ Hieraus schliedt er:
aJ Al

WDas Integral I(de+Ydy) hat daher, zwischen 2zwei festen Punlien auf zwei verschiedenen
Wegen erstreckt, demselben Werth, wenn diese beiden Wege zusammengenommen die ganze
Begrenzung cines Theils der Flache T bilden.”

{Ricrmann 1892, 92)16

Hieran schlieBt sich unmittelbar cine neue Definition des Begriffes ,,einfach-zusammen-
hingend” an:

»Blies veranlasst zu einer Unterscheidung der Flichen in cinfach zusammenhingende, in welchen Jjode
geschlassene Curve einen Theil der Flache vollstindig begrenzt - wie z. B. cin Kreis - und mehrfack
zusammenhéngende, fiir welche dies nicht stattfindet, - wie z. B. cine durch zwei concentrische Krei-
s¢ begrenzte Ringfiiche ™

(Ricmann 1892, 92}

M Ein Ergebnis, das in gewisser Weise in Richtung suf cine Klassifikation geht, ist natirlich der Riemenn.
sche Abbildungssatz, der bei dicsem sa lautat:

~Zwei gegebenc cinfach zusammenhangende ebene Flichen konnen stets so aufeinander bezogen werden,
dass jedem Punkic der einen cin mit thm stetig fortrackender Punkt der anderen entspricht und ihre ent-
sprechenden klcinsten Theile dbnlich sind;...” (Ricmann 1892, 40)

Als Speziaifali hiervon ergibt sich dann dir heute obliche Formulierung mit dem Einheitskreis.

Dic Beschafligung mit Wegintcgralen und deren Abhingigkeiten voa den gewshlien Wegen sowic vom
Verhaiten des Integranden im umschlessenen Bereich - oder anders gesagt, vom Zusammenhang des um-
schlossencn Boreichs - spielte eine wichtige Rolle auch bei der Hersushildung des Homotopiebegriffes
(vergleiche hierzu Vanden Eynde 1992/93). Zur Frahgeschichts des Cauchyschen Integraisatzes kann man
Stickel 1900 heranzichen,

!% Riemann betrachtet den aligemeineren Fall einer suf ciner Ricmannschen Flache definierten Furktion.
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Hinsichtlich der Priizisierung der verwendeten Begriffe - vor allem dES. Begiiffs _der
JFlache™ - sind gegeniiber 1851 keine Forischritte zu vemichnep-” Es wird auch nicht
pesagt, was denn unter einer geschiossenen Kurve zu verstehen s2i; z}ilgr@ngs st es nzhe-
liegend anzunchmen, daB hiermit das bom&omorphe Bild der Kreislinic - cine Jor_dan—
Kurve also - gemeint war. Dann hitte man es mif einer Art von simplizialer Homologie zu
12
Die Definition des einfachen Zusammenhanges wird anschlieBend erweitert zu einer des
n-fachen:
. Wenn in tiner Fliche F sich n geschiossene Curven 3,,8,,..,8, zichen ln..&scn, wcl:h_e weder fur
sich noch mit einander einea Theil dicser Fische F vollstindig begrenzen, mit deren Zu:uf:hung aber
jede andere geschiossene Curve dic volistandige Begrenzung cines Theiles der Fléche F bilden kann,
5o heisst die Flache eing {n+1 }ach-zusammenhingende.”

(Ricmann 1892, 93}

Diese Definition wird durch einen ihr vorausgehenden Satz gerechtfertigt, der wie die
anderen Satze des Abschnittes fiir , beliebig im Raume Hegende Flichen™ (Riemann 1892,
92} gilt: Sind in einer Fliche F zwei Kurvensysteme 2 und b gegeben, die Zusammen ein
Flachenstick voilstindig beranden, so bildet jedes weitere System c, das mit 8 Zusammen
volistindig berandet, auch mit b ein vollstindig berandendes Sys%em_ Dies ‘rechtferug? Fhe
Definition des n-fachen Zusammenhangs insofern, als gezeigt ist, daﬁ‘dxesc Deﬁmtmn
unabhiingig von der spezellen Auswahl des Kurvensystems 5,82, ist 'Ist_d die laut
Definition erfordertiche Kugve, diz zusammen mit a3,aj,...,3, einen vollstindigen md
bildet, so ist auch bybs,....bn.d ein vollstindiger Rand. Somit ist der Zusammenhang wirk-

7 Allerdings hatte Riemann rwischengeitlich in scinem Habilimlionsvomg_,,ﬂbcr die Hypoth_cscn. welehe
der Geometrie zu Grunde liegen” (Riemann 1892, 272.287) dic Ides der n-dlmcr_lsmnfa]cn
{diffcrenzierbaren) Mannigfaltigkeit cingefahet. Diese findet aber 1857 keine Vc'rwendung etwe im Sinne
¢iner Prazisierung des Begriffs , Riemannsche Fliche™. Letztere mubte wohl bis Hermann Weyls Buch
..Dic ides der Ricmannschen Flache” (1913) warten - vergleiche Scholz 1980, 19?—1 98. )

8 34 Bollinger meint sogar, dall Riemenn suf die Forderung nach Homdomorphic veszichte! habe, aiso -
modemn gesprochen - cher singulaze Hamologietheone betrichen hatte.
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lich ein Charakteristium der Fliche, was allezdings noch nicht besagt, dab er eine topo-
logische Invarianie darstetlt.

Riemann beweist setnen Satz in nahelicgender Weise mit dem Verfahren, das wir heute
den Steinitzschen Austauschsatz rennen. Allerdings enthilt Riemanns Beweis eine Liicke,
insofern nicht verausgesetzt wird, dad die Kurven des Systems wirklich alle zum Beranden
erforderlich sind, das heifit, dab B},39,...,8,,d tatsichlich eine Basis der cindimensionalen
Homologiegruppe bilden. Hierauf hat 1875 A. Tonelli aufmerksam gemacht: |, Von diesem
Satze, weicher als Fundament fiir die ganze Theorie des Zusammenhangs benutzt worden
ist, kenne ich keinen Beweis, der sich iber die Betrachtung einzelner Beispiele erhebt ™
(Tonelli 1875, 388). [Tonelli betrachtet im Anschiub an Betti den p-dimensionalen Fall]
Tonelli gibt daritber hinaus eine korrekte Formulienung des Satzes (Tonelli 1875, 389f).

Beispiel: Man stetle sich die Kugeloberfliche - die 2-Sphire 82 also ~ mit vier Lachem
VOr.

Esista+b~0Ounda+d~0, abernichth+d~0 (vgl. Bollinger 1972, 103).

Im weiteren stelit Riemann dann die Verbindung zu seiner frither formulierten Quer-
schnittstheorie her, da diese ,,wichtige Dienste bei der Untersuchung der Integrale alge-
braischer Functioren leistet” (Riemann 1892, 92). Zentral hierfiir ist die Einsicht, dabB sich
eine (a+1)-fach zusammenhingende Fidche F durch einen geeigneten Querschnitt g in eine
n-fach zusammenhéingende F iberfiihren Iibt, Riemana Argument hierfisr ist das folgen-
de: Nach Voraussetzung gibt es ein System a;,2y,...,3, von Kurven, das keinen vollstindi-
gen Rand in F bildet. Betrachtet man nun die Kurve 4, 50 kann man von dieser in beiden
Richtungen'¥ zum Rand von F gelangen. Gehen zwei Verbindungslinien von a, aus, so
kann man diese als einen Querschnitt betrachten, der dann das Gewitnschte leistet.

'* Um dies 2u prézisicren, mul man des Kurve eine Oricntierung geben; cs ist aber nicht erforderlich, dab F
selbst orienticrbar ist.
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Beispiel: £
22 p
@ @)
Y
NN
q ¢ q

Riemann zeigt noch, daB die entstehende Fliche ¥ msﬁchiich n-fach meMgend
ist: 2),37,...,3,] bilden in F, also auch in F' keinen vollstindigen Rand Nun ist zu zeigen,
dab ein volistindiger Rand entsteht, wenn man zu a,,4,....,&,; Roch eine geschlossene, im
Innem von F verlaufende Kurve £ hinzunimmt. Nach Voraussc&mng berandet das System
a3,82,....8n, 4 vollstindig einen Teil f von F. };)abcl 'karm aber a; p.lcht zum Rand von £
gehdren: Wire 3, Rand von £ und liegt beispielsweise f auf der linken Seite Vol 5. SO
verbindet der Schnitt ¢’ einen Punkt, von f mit einem Randpunkt von ¥, also mit einem
Punkt, der auBerbalb von f Hegt (dz f < Int(¥)). Also miiBte g’ den Rand von { schneiden.
Das widerspricht aber der Annahme, dal die Kurven a4,23,...,85.1,f  alle im Innem von F

liegen soilen.

Hieraus ergibt sich als Folgerung: Jeder nichtzerstiickende Querschnitt P fithrt eine nfach
zusammenhiingende Fliche F in eire (n-1}fach zusammex}hﬁ.ngcnc?c fiber, Insbesond{;:rc
Hibt sich eine n-fach zusammenhingende Fliche durch n }'ughtze_rs{gckra_nde Querschnitte
in eine einfach-zusammenhingende transformieren. Damit ist die Agquivalenz der alten
Definition des Zusammenhangs mit der negen nachgewiesen, 0 .

Zum SchiuB geht Riemann auf das Probiem der Fiighen t,o}me Begrenzu:?g {Riemann
1892, 94), wonut geschiossene Flichen gemeint sind, ein. Hier mud man - will man ng-
schnitte ziehen - erst kiinstlich einer Rand schaffen, was durch Herausnahme eines belie-

* Der Beweis hierfir beruht im wesentlichen auf dem Vorhandensein ciner geschiossenen Kurve, die i.m
nicht-zerstickenden Querschnitt anfingt, durch das Flicheainaere 12uft und daan von der anderea Scitc
wicder in thren Ausgangspunkt zurteldiuft {vergiciche Rismann 1892, 94).
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bigen Punkies geschieht. Die erste Zerlegung geschieht dann durch eine einfack geschigs-
sene Kurve mit dem ausgezeichneten Punkt als Anfangs- und Endpunkt, 2!

Die geschilderten Betrachtungen werden vom Verfasser dann zum Studium der ein-
gangs erwihnten Integrale herangezogen. Dabei werden mehriach msammenhingende
Flichen - der Fall also, dal das Wegintegral von chen dicsem abhingt - durch
Zerschneiden in einfach-msammenhﬁnggndc verwandelf, wobei zu untersuchen ist, wie
sich das Integral beim Uberschreiten eines Querschnittes &ndert.

Ahniich wie schon 1851 bleiben also topologische Aspekie hier im Hintergrund: Die
Topologie steht noch ganz im Dienste der Funktionentheorie. Dennoch kommt Riemann
das doppelte Verdienst zu, sich erstmals intensiv mit den Zusammenhangsverhiltnissen
von Flichen beschifligt und entsprechende Hilfsmittel hierfiir entwickelt zu haben. Insbe-
sondere kommt bei Riemann in Gestalt des Superpositionsprinzips deutlich die Spannung
zwischen kombinatorischer und kontinuumstopologischer Vorgehensweise, der wir in der
weiteren Geschichte noch &fter begegnen werden, erstmals zur Geltung.

Dal Riemann in der Topelogic dennoch mehy als eine Hilfswissenschafl gesehen hat,
2eigt die Einleitung zu dem von uns untersuchten Abschnitt, in der er diess Wissenschaft
zu charakterisieren versucht:

..Mit dicsem von Leibnit, wenn auch vielleicht nicht ganz in derselben Bedeutung gebranchten Na-
men [Analysis situs: K.V.) darf wobl cin Theil der Lehre von den stetigen Grossen bezeichnet wer-
den, welcher dic Groflen nicht als unabhingig von der Lage existirend und durch sinander messhar
betrachtet, sondern von den Massverhaltnissen ganz abschead, nur ihre Orts- ynd Gebictsverhaltnisse
der Untersuchung unterwirfy.”

(Riemana 1892, 91122

' Nach der Definition des Querschnitts ist dies nicht zwingend, da ja dieser auch in sich zurcklaufen darf

Also mud man woh! die entsprechende Aussage bel Ricmann 1892, 84 als Forderung lesen. Als Beispicl
erwiihnat dieser den Torus, der durch cine geschlossene Kurve und einen Quetschnitt in eine cinfech-zu-
sammenhingende Fliiche verwandelt wird (im wesentlichen ein Rechteck).

# Vermutlich hatte Riemann hier dic vicifach zitierte (u.2. auch bei Listing 1847, 812 Anm.1) Stelle bei
Leibaiz vor Augen, die da lautet:
»Mais aprés tous Ics progres que j'ai faits en ces matitres, je ne suis pas encore coalent de V'algébre, en cc
qu'clic ne donne ni les plus courtes vaics, ni los plus belies constructions de géométeic; clest pautguol, lors-
quil s'egit de cala, je crois Gu'il nous faut encore e autre analyse proprement géométrique ou lnigire qui
nous exprime direciement situm, comme l'algebre exprime magnitudinum.” (Huygens 1899, no. 2192)
[Vergleiche auch Leibniz 1858, 178-183 sowic Couturat 1903, 406 n. t).
Im Anschlu an H. Freudenthal (Freudenthai 1954) wird Leibniz heute meist zu den Pseudovorgingem’
der Topelogie gerochnet (so auch Pont 1974, 71}, cine umfassende Wirdigung aller Textstellen bei Loibniz
sicht aflerdings noch aus.
Euler schreibt in sciner Abhandlang ober das Konigsberger Brackenproblem zum Thema Topologie:
wNeben jenem Teil der Geometrie, der von den Grolien handclt und zu allen Zeiten cifrig studiert wurde,
gibt es noch einen anderen, bis jetzt beinahe unbekannten, den Leibniz zuerst erwihnt und Geometrie der
Lage gennant hat. Dieser Teil beschaftigt sich mit dem, was allein durch die Lage bestimmt wesden kann
unid mit der Ergrindung der Eigenschafien der Lage” (zitiert nach Levi 1929, 40).
Instruktiv ist es auch, die Auffassungen Ricmanns mit jemer von Listing zu vergleichen, dic dieser in
seinen Vorstudien zur Topologic' folgendermalien formulierte: ,,Die Topologie wird, um den Rang einer
exacten Wissenschaft zu errcichen, zu dem sie berufen scheint, dic Thatsachen der raumlichen Anschau-
ung auf moglichst cinfache Begriffe zurckfihren mussen, mit welchen sie unter Beihilfe gecigneter, den
mathematischen anafog gewshiten Bezeichnungen und Symbole die vorkommenden Operationen nach ein.
fachen Regeln, gleichsam rechnend vollzicht.™ (Listing 1847, 814)
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Riemann ist auf den Themerkreis »Zusammenhangseigenschaften” von Flichen bzw.
Mannigfaltigkeiten noch einmal zu sprechen gekommen in einem Fragment, dessen Datie-
rung nicht méglich war und das Riemanns Herausgeber Heinrich Weber mit HFragment
aus der Analysis Situs™ Gberschrieben hat. Es handelt sich dabei um Andentungen, keines-
falls aber um eine ausgefeilts fertige Darstellung.

Riemnanns Ziel war es hier offenbar, seine Zusammenhangstheorie auf den Fall einer -
dimensionalen , sictig ausgedehnten Mannigfaltigkeit™ anszudehnen?3, wobei diese mit

Diabei wird diese neuzuschaffende Wissenschaft folgendermaBen definiert:

..Unter der Topologic soll nun alse die Lehre voo dea modalen Verhalinissen réumlicher Gréiben verstan-
dea werden, oder voa den Gesstzen des Zusammenhangs, der gegenseitigen Lage und der Aufeinanderiol-
gc von Punkien, Liniea, Flachen, Korpern und ibren Theilen oder ihren Aggregaten im Raume, sbgeschen
van den Mal und GréBenverhaltnissen,” (Listing 1847, B14)

Die Auffassungen von Riemann und Listing stimmen &lso weitgehend Gberein, was vielleicht nicht so
verwunderlich ist, da ja Riemann in Gatingen in dem vog Listing geleiteten Sceinar arbeitets {vgl. much
Klein 1979, 1249).

Listing scinerseits hat mehrfach auf den Einflub hingewicsen, den Gaul in Sachen Topologic auf ihn
zusgelbt habe. So heiflt es beispiclsweise in den . Yorstudien™:

~Bes 6fieren Gelegenheiten durch den grofen Geometer der Gegenwart suf dis Wichtigkeit des Gegen-
standes sufmerksam gewarden, habe ich mich seit langerer Zeit verschiedontlich in der Analysis einzelner
hicrher gehdriger Falle versucht, zu denen die Maturwissenschafien und ihre Anwendungen vicifache Ver-
anlassung darbieten,...” {Listing 1847, 813}

Fast ist man geneigt zu konstatieren: Alle Wege fbren 2w GauB. Fest stsht jedenfalls - wie vor allem Pont
1974, 31-38 zeigt -, daB der Prinz der Mathemastiker such in der Frthgeschichte der Topologie eine wich-
tige Rolle gespiclt hat. Dardber hinaus konnte s patdrlich vort=ilhaft sein, eip teucaistehendes Gebiet mit
eipem 5o groBen Namen in Verbindung zu bringen (man vorgleiche ctwa diz Rolle, dic der Bricfwechsel
Gaub-Schumacher bei der Durchsetzung der nichteukiidischen Geometrie gespielt hat). Im Obrigen sei
noch angemerkt, dall gerade Listing dic Topolgie in engem Zussmmenhang mit den Naturwissenschafien
szh, was schon die ., Vorstudien™ belegen, in denen naturwissenschafiliche Beispicle unter anderem aus
der Biolagie eine wichtige Ralle spiclen.

Als Beleg fir Gauflens Wentschateung der Topologie sci die folgende 1833 geschriebene Stelie zitiert:
»Von der Geometria situs, dic Leibniz ahnte, und in die nur eipem Paar Geometern (Euler und Vander-
monde) einen schwachen Blick zu thun verghnnl war, wissen und haben wir nach anderthalbhundert
Jzhrhunderten noch nicht viel mehr als nichts. Eine Hauptaufgabe aus dem Grenzbercich der Geometria
situs und der Geometria magritudinis wird die sein, die Yerschlingungen zweicr geschlossener oder un-
endlicher Liniea zu zihlen” {Gaul 1877, 605)

Der Jetzie Satz spicit auf dic von GauB begonnenen, spiter von Maxcwell ung Baddicker weitergcfihrien
Untersuchuagen 0ber verschlungene elektrisehe Leiter an (vergleiche Dingeldey 1890, 3f).

Diese Ausdrucksweise legt dic Vermutung nahe, dafl Riemann sein Fragment nach dem sckulfren Habili-
tationsvortrag vom 10. Juni 1854 niedergeschrieben hat, in dem er den Begnff | n-fach ausgedehntc
Grofle” oder such ,,stetige Mannigfaltigkeit” cingefahn hatte:

»Grissenbegriffe sind nur da méglich, wo sich cin allgemeiner Begniff vorfindet, der verschiedene Be-
stimmungsweisen zulisst Je nachdem unter diesen Bestimmungsweisen von einer 2u einer andern ein ste-
tiger Uebergang stattfindet oder nicht, bilden sie cine stetige oder discrete Mannigfaltigkeit, dic einzeinen
Bestimmungsweiscn heissen im ersten Falle Punktc, im letziern Elements dieser Mannigfaltigkeit.”
{Ricmann 1892, 274)

Beispicle sicliger Mannigfaltigkeiten sind nach Riemanst _dic Orte der Sirnengegenstinde und die Far-
ben” (Riemarn 1892, 306). Der Farbenraum spicile ubrigeas auch in Helmhoitz' Untersuchungen zu de
Grundlagen der Geometsic eine Rolle als Nichtstandardmodell' sines Raumes (vergleiche Helmholtz 1868,
201}, auch H. Grassmann, neben Riemann und Hetmboliz ein weiterer Vorkampfer Rir die Erweiterung
des Raumbegriffes, beschafligte sich mit der Farbenlehre.
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Rand zu denken ist. Grundlegend ist der Begriff des ,,n-Strecks”, den Riemann allerdings
nicht definiert. Zur Erliuterung kénnen die einfithrenden Bemerkungen zu Ein- und
Zweistrecken dienen:

..Zwel Einstrecke werden derselben oder verschiedenen Gruppen zugerechnet, je nachdern das cine
s1elig in das andore @bergehen kann oder nicht

Je zwei Einstrecke, welche durch dasselbe Punktepaar begrenzt werden, hilden zusammen ein zu-
sammenbdngendes unbegrenzies Einstreck, und zwar kann dies die ganze Begrenzung eines Zwei-
strecks bilden oder nicht, je nachdem sie derselben oder versehicdenen Gruppen angehiren.

Ein inneres, zusammenhingendes, unbegrenzies Einstreck kann, einmsl genommen, entweder zur
ganzen Begrenzung eines innern Zweistrecks ausreichen oder nicht.”

{Ricmann 1892, 479)

Offenkundig tragen die Einstrecke den Charakter von Wegen, wobei man wohl davor
ausgehen muf, daB diese nicht allzu bizarr sein durflen. Deshalb liegt es nahe, die Ein-
sirecke als homdomorphe Bilder vor Einssimplizes zu interpretieren, die Zweistrecke
waren dann homtomorphe Bilder von Zweisimyplizes und so weiter, Diese an modernen
Vorstellungen (simpliziale Homologietheorie) orientierte Auffassung sti8t allerdings rasch
an ihre Grenzen, da Riemann seire ,,n-Strecke”™ als Teilmengen auffaBit und nicht als Ab-
bilduzngen, deren Quelle standardisierte geometrische Objekte - Simplizes eben - sind.
Bemerkenswert ist ferner, dal in diesern Fragment im Unterschied zu den fritheren Aus-
filhrungen Riemanns zur Analysis situs der Homotopicbegriff von vorneherein einfliefit
pnd dieser mit der Berandung in Verbindung gebracht wird:
Ein unbegrenzies Eimstreck, das aus zwei gewchnlichen Einstrecken hervorgeht die
homotop zusinander sind, berandet ein Zweistreck vollstindig 24

Zweifellos sind Rismanns Avsfihrengsn an dieser Sielie cbenso vage wic innovativ. H. Weyl kommentierte
dicse 1923 foigendermaBen:
.In neuerer Zeit ist versucht worden, durch prazise Axiome festzulegen, welche Eigenschaften man
aligemein einer stetigen Mannigfaltigheit zuschreiben mufi, damiz dicser Begniff cin sicheses Fundament
fuir die mathematische Analyse sbgeben kann,” (Wey] 1923, 23)
Diabei verweist Weyl auf scine Abkandlung ., Dic Idec der Rismannschen Flache™ (1953) und suf Hausdor-
s ,.Grundzage der Mengenlchre™ (1914). Zu dem in dicser Anmerkung angesprochenen Fragenkomplex
wcrgiciche man Schole 1980, Spivak 1979, 132-178 sowic Dombrowski 1990. Zum Problem der n-Di-
measionalitit siche auch Anmetkung 27 dicses Kapitels.

24 Dic Umkehrung hicrvon ist falsch, wic der beicannie Taillenschnitt der Brezelflache zzigt:

J

q ist nullkomolog, da ¢s ein Fiiichenstick veilstindig berendet, aber nicht aulthamotop, Zertegt man q in
zwer Teilwege g = ¢'+q", s0 sind ¢ und g" nicht homotop zucinander bei festgehaltenen Endpunkten. Der
gerannte Unterschied was im obrigen such Poincaré anfiinglich nicht kins (vergiciche 3.2 unten).
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Zentraler Punkt des Fragmentes ist die Definition des Zusammenhangs (in einer Dimen-
sion n) einer stelig ausgedchnten Mannigfzltigkeit: Gibt es m nicht-berandende n-Strecke,
wohingegen (m+1) n-Strecke stets beranden, so heiBt die Mannigfaltigkeit (m+1)-fach
zusanmmenhangend in der Dimension n. Diese Begriffsbildung wird durch den Satz ge-
rechdfertigt, dab die Zusammenhangszahl unabhingig von den gewihiten n-Strecken ist
(vergleiche Bollinger 1972, 105-111).

Die Ansitze Riemanns wurden von Betti (1871} aufgepriffen und weiterentwickelt, der
durchaus von Riemann beeinflubt wurde {u.a. traf Riemann Beiti 68er wihrend seiner Ita-
lienaufenthalte}.?> Dabei ist zu beachten, dab das Riemannsche Fragment erstmals durch
Heinrich Weber 1876 im Rahmen der ,,Gesammelten Werke” voa Riemann der Offentlich-
keit zuginglich gemacht worden ist, weshalb Betti eindeutig die Prioritst der Publikation
gehort. Poincaré's Urleil in seiner Ankindigung ,,Sur Y'analysis situs” von 1892 ist also
durchaus zuzustimumen;

wCest parce que les recherches de e genre peuvent svoir des applications en debors de ls Geomsétrie
quil peut y avoir quelgue interit & les poursuivre en fes étendent aux espaces & plus de trois dimensi-
ons. Ricrnann I's bien compris; aussi, désircux de génemliser s belle découverte, il s'est appiiqué &
l'émde de ces espaces au point de vue de PAnalysis situs f il 2 lnissé sur ce sujet des fragments mal-
heureusement trés incompléts. Betti...., 8 retrouve et complets les résultats de Riemann.”

(Poincart VI, 189)

Im wbrigen sei noch erwshns, dafl M. Bollinger Ricmanns Ansatz als singulare Homologic modulo 2 inter-
pretiert {in Bollinger 1972}, weil dieser nicht-orientierte n-Sirecke verwendet, eine Auffessung, dic meiner
Ansicht nach ber das von Riemann Intendierte hinsusgeht.

Im weitcren Verlauf des Fragments versucht Ricmann noch, eine der Homotopic zwischen Einstrecken
analoge Bezichung fir n-Strecke zu formulieren. Dicse besagt, dafl das p-Streck A in das n-Streck B ves-
&nderlich sei, ., wern durch A und durch Sticke von B ¢in inneres (n+ 1 )-Streck vollstindig begrenzt wird.”
(Ricmann 1892, 479)

Es ist schr merkwirdig, dab diese Festiegung in A und B asymmetrisch ist: Wahrend ganz A gebraucht
wird, sollen Tcile von B geallgen. Ansonsten wird such hicy suf das Berandungsverhaiten zurdckgegn ffen,
um dic Vorsteliung der Deformierbarkeit auszudricken. Zur Entwicklung des Homotapicbegriffes verglei-
che man Vanden Eynde 199273, insbesondere 143-147.

Man vergleiche hierzu die folgenden Auferungen von Deha und Heegard:

wDiesctbe Definition wic Betti gibt Riemann in scinem Fragment 8ber An. sit. Werke 2. Aufl, p479. Es
ist nicht wambglich, daB die Arbeites vor Betti und Riemann nicht ursbhingig voneinander entstanden
sind (Ricmanns Aufenthalt in Ialicn, vgl R. Werke 2, Aufl, p.5551)." (Dehn-Hecgard 1907, 182 0.72).
Nun hat Betti eus dem Einflub von Ricmann kein Geheimnis gemacht (er erwahnt ihn mehriach in der in
2.2.1 zu besprechenden Arbeit, susfibelicher noch in den Briefen an Tardy {vergiciche Scholz 1980, 243-
245 oder Pont 1974, 76-78)), densoch ist schon die Behauptung, Riemanns und Betiis Definitionen asien
dic gicichen, wic wir schen werden, Gberzogen. Eine ausfahrliche Wirdigung des Verhiiltnisses ven Rie-
wmann und Betti gibt Bottazini 1977, men vergleiche aber auch Weil 1979,
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Wichug ist auch der Hinweis Poincaré's, dad es sich bei Riemann und Betti um Arbeiten
zur n-dimensionaten Geomeltrie oder Topologie handelt, daf also hier der Schritt Gber die
gewohnte Dreidimensionralitdt hinaus getan wurde. Das war zu Riemanns Zeiten ziemlich
ungewdhnlich - man kann sagen, daB Riemanns Habilitationsvortrag erstmals cine n-di-
mensionate Differentialgeometrie im Wortsinn anstrebte - und auch 1871 noch keineswegs
selbstverstindlich.

Riernanns Werk entfaltete keineswegs sofort die grobe Wirkung, die es verdient hitee.
Dem stand einerseits seine enorme Schwierigkeit entgegen, die erst durch dic vermitteln-
den Arbeiten von Carl Neumann, H. Durége, E. Betti und anderen als Hindernis beseitigt
wurde, zww anderen aber auch seine (in Teilen) recht spiite Publikation, Dennoch wurden
gegen Ende des 19. Jahrhunderts Riemanns Ideen zum Ausgangspunkt vieler topologischer
Forschungen (vergleiche Poincaré von oben, aber auch die Aussagen vonr F, Kiein). Thm
gebibrt zweifelios das Verdienst, zentrale Begriffsbildungen - etwa den Zusammenhang -
vorgenommen und entsprechende Methoden entwickelt zu haben. Wihrend die Quer-
schnitte im Rahmen der Topologie wenig Beachtung fanden, entfalicten die Idee des
Berandens und der Deformation spiter ihre volle Wirkung und begriindeten wichtige Teil-
gebicte der algebraischen Topologie, Die Homologiegruppen sowie die Fundamentalgruppe
wurden zum wichtigsten Werkzeug bei der Klassifikation von Mannigfaltigkeiten, ¢in
Aspekt, der - wic oben ausgefithst - allerdings bei Riemann noch vollig fehlt.

Was die Methoden anbelangt, so kann man Riemann, trotz der Tatsache, dall seine
wenn auch nur unscharf charakterisierten Grundbegriffe im Unterschied etwa zu Listing
dentfich kontinuumstopologisch aufgefabt sind - was ja auch auf dem funktionentheore-
tischen Hintergrund fast unausweichlick scheint -, am chesten der kombinatorischen
Richturg zuordnen (vgl. 6). Aus moderner Sicht wire also mit wiangulierten
(Riemannschen) Flichen zu arbeiten, so etwa, wie das Hermann Weyl in den ersten Aufs
lagen seiner berithmten | Idee der Riemannschen Fliche” getan hat (1913/1923).

2.2 Weiterentwicklung und Einfithrung neuer Methoden

In diesern Abschnitt werden wir die Beitrige einiger Mathematiker zur frithen Topologie
untersuchen, welche in einem engen zeitlichen (Msbius, Jordan) oder in einem engen
inhaldichen Bezug (Betti) zu Riemann standen.

22.1 E. Betti

Unumittelbar kaiipfte Enrico Betti (1823-1892) an Riemann an: Das gilt sowohl! fiir seine
Arbeiten zur Topologie, liber die hier zu reden ist, als auch fiir seine Beschiiftigung mit der
mathematischen Physik. Betti, dessen urspriingliches Arbeitsgebiet die Galois-Theorie
gewesen ist, deren erste sysiematische Darstellung er 1851 gab (vgl. Waerden 1985, 114y,
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beschiftigte sich spiter mit elliptischen Funktionen und dann cben mit Topologic®® sowic
mathematischer Physik, insbesondere mit Potentialthcorie. Er hat in der Entwicklung der
italienischen Mathematik eine entscheidende Rolle gespielt, u.a als Teilnehmer der be-
rihmien , Europareise” (1858); za scinen Schillern zihlien u.a. Dini, Bianchi und
Volterra.

Als Betti 1871 seine Arbeit mit dem programmatischen Titel | Sopra gli spazi di un nu-
mero gualunque di dimensioni” (iber die Riume beliebiger Dimension) verdfientlichte,
war ¢s - wic bereits erwihnt - noch keineswegs selbstverstindlich, daB eine derartige Be-
griffsbildung als sinnvoll akzeptiert wurde.Z7 Verglichen mit Riemanns Fragment finden
wir bei Betti zwei Neuerungen:

1. Er stelit seine Theorie von vorncherein zuf analytische Grundlagen.
2. Ererseizt die n-Strecke durch n-dimensionale wegzusammenhingende Teilriume.

Grundiegend fir Betti ist der n-dimensionale R® (bei ihm als S, bezeichnet), der
vermittels Koordination charakterisiert wird, Im R™ werder nun durch Gleichungen oder
auch Ungleichungen Teilrdume definiert, so ctwa Hyperebenen F(z,,..., zR) =0 und offenc
Teilmengen der Form F(z,,...,z,) >0 oder F{z,,..,z,) <0 sowi¢ (n-m)- dimensionale
Unterrdume, welche durch m Gleichungen (m<n}
P,(zi,..., z“} =0,., Fm(z},._.,zn) =0 _
gegeben werder. Dabei untersiellte Betti, daf man derartige Gleichungssystems stets auf
die Form
2, =200y B o 2, = 20 {0y 0, ) _

bringen kénne, setzt also (Zhnlich wie spéter H. Poincaré [vgl, 3.21) die Anwcnd'barkss? des
Satzes #iber implizite Funktionen voraus. Alle genannten Gebilde werden von Betti als
~Riume” (spazio) bezeichnet, welche meist noch durch Dimensionsangaben niher be-
stimmt werden, 28

Ein Raum heift lincar-rusammenhingend, wenn man je zwei sziner Punkte durch einc
kontinuierliche Linie verbinden kanr, die ganz in diesern fraglicher Raum licgt. Somit
darf man diesen Begrilf als Aquivalent zum modernen Wegrusammenhang sehen, det uns
schon bel Riemann begegnet ist, Weiter wird ein Teilreum S, des S, geschlossen
{chiuso) genannt, wenn er letzteren in zwei wegweise zusammenhingende Stiicke zeriegt,

% Bettis Arbeit zur Topologic ist mehrfach ausfuhrlich untersucht worden (Ballinger 1972, 105-111; Pont
1974, 76-87, Scholz 1980, 243-249}, weshaib ich mich hicr auf das fir das weitere Wesentliche beschrn-
ken kann.

%7 Sa nennt Sommerville in seiner Bibliographic {Sommervilie 197G, IX) im Zeitraum bis 1870 insgesamt 41

Arbeiten zum Bercich n-dimensionale Geometrie, 1871 bis 1880 waren cs dann 120, wovon mehr &ls die
Halfic in deutscher Sprache geschrieben wurde.
Ein cinfiuecicher Gegner dieser neuen Ideen in Ttalicn war Giusto Bellavitis. Aber auch in Dculschl&.nd
gab ¢s - rotz der grofen Zahi vor Verdfentlichungen zu diesem Thems - Widerstinde, wie etwa der Titel
eines Verurages zeigt, den Oskar Schlomilch 1885 auf der Versammiung Deutscher Naturforscher und
Arzte in Strabburg hiclt: ,,Uber die Unzuléissigkeit det Geometrie in vier- und mehrdimensionalen Réu-
men”. Selbst ¢in so bedeutender Geometer wie Theodor Reye lehrte die hoherdimensionale Goomeisic ak,
wic sein Biograph H. Timerding Zu benchten weil. ’

2 Vom modernen Standpunkt aus betrachtet, stehen Beris Ausfdhrungen der algebraischen Geometrie agher
ais der Topologic. Eine derartige Unterscheidung war aber zu jencr Zeit noch nicht gelaufig, un.d §ic enge
Durchdringung und Abhingigkeit beider Gebiete sollts noch lingers Zeit fortbesiehen, zum Beispiel auch
noch bei Poincaré,
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derart, dab ein Weg, der zwei Punkie {je einen aus einer Wegekomponente) miteinander
verbindet, den S, , schneiden muB.2¥ Analog?® wird ein S, im §_, geschlossen ge-
nannt, wenn er diesen ebenfalls in der geschilderten Weise zerlegt, usw. SchlieBlich wird
noch der Rand eines Teiless R des S,, der durch die Ungleichungen
F <0,F <0,...,F, <0 gegeben wird, eingefithrt: Dieser setzt sich aus allen Punkten des
S, zusammen, fir die F, =0,F, =0,...,F, =0 gilt.3! Endlich heiBe ein Raum beschrinkt,
wenn alle Koordinaten seiner Punkte endlich sind.

Nun kanr Betii seine Zusammenhangszahlen einfitirer. Dabei wird zeerst erklart, was
es bedeutet, dab ein ndimensionaler Raum R mit Rand in der Dimension m<n einen einfa-
chen Zusammenhang besitzt. Das ist genau dann der Fall, wenn jeder geschlossene m-di-
rensionale Tellraum ein (m+1)-dimensionales Stiick von R vollstindi g berandet. Sind alic
Zusammenhinge eines Raumes einfach, so  heit er einfach-zusammenhingend
{semplicemente connesso):3?  Aligemeiner hat R cinen {Pm+1)-ten Zusammenhang in der
Dimension m, wenn es in R héchstens p,, geschlossene Riume gibt, die nicht den voll-
stindipen Rand eines wegweise zesammenhiingenden, {m+1)-dimensionalen Teilraumes
von R hilden (vergleiche Betti 1871, i45).

Diese Begriffsbildung wird vom Autor anhand von drej Beispiclen illustriert, die simi-
lich berandete 3-Mannigfaltigkeiten sing:

1. Der Volliorus ist in der Dimension zwei einfach-musammenhiingend, wihrend seine
Zusammenhangszahi in der Dimension eins zwei betriigt.

2. Der Raum, der zwischen zwei konzentrisch ineinander liegenden Tori eingeschlossen

ist, hat in der Dimension zwei einen doppelten Zusammenhang und in der Dimension
eins einen dreifachen.
(Riume dieser Art spielen spiter - bei H. Poincaré [sechstes Beispiel, vgl. 3.2] und H.
Seifert {dort Schalenriume genannt, vgl. 5.2} - eine wichtige Rolle bei der Konstrultion
geschlossener 3-Mannigfaltigheiten, Solche entstehen nimlich, wenn man geeignete
Identifizierungen zwischen den beiden berandenden Torsflichen vornimmi,) Anson-
sten mub mag natiirlich cine standardmaBige Einbettung der Tori - insbesondere keine
Verknotung - unterstelien.

Modera gosprochen geht es also um Zykel belicbiger Dimension,

Merkwilrdigerweise verlangt Retti, dafl S, welches Sq-1 zerlegt, wegzusammenhingend sein soll,
wiahrend eine derartige Forderung an den dea Sy zerlegenden 3,,.; nicht erhoben wird, (Betti 1871, 144)
Zu den mit dieser Definition verbundenen Schwaerigkeiten vergleiche man Scholz 1980, 2451

Nicht zu verwechseln mit der suf Poincaré zurickgehenden Bedeutung dieses Wortes, weiche ihrerseits
nicht 2u verwechseln ist mit der modernen Bedeutung dicses Begriffes, welche das Verschwinden der
Fundamentalgruppe verlangt. Bettis sinfacher Zusammenhang bedeutet das Verschwinden alier Betti-
Zahlen. Poincaré gebraucht cinfach-zusammenhingend meist synonym mit hemsomorph zur Sphirc
(entsprechender Dimension).

Es sei hier noch erwaihnt, daB Beti im weiteren versucht, eine Beziehung zwischen stiner Zusammen-
hangstheorie und der Zerschneidung miticls Querschnitten herzustellen: Besitzt der a-dimensionale Raum
R in den Dimensionen n-1, 02, .., 2, 1 dic Zusammenh3nge P 1, Poa.-Py. Pl 50 braucht man Ppoy GiD-
dimensionale, p,, zweidimensionale, ..., ?, (n-f}dimensionale Schaitte, um R sinfach - zusammenhin-
gend {im modemnen Sinne) zu machen (Betii 1871, 148-151}. Diese Behauptung wurde spéter von Hee-
gard in sciner Disscriation kritisiert (vargleiche Hesgasd 1916, 216-218).

3
az
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3. Der Raum zwischen einer Sphiire und einem Torus - also eine Vollkugel, aus der man
cinen (unverknoteten) Volltorus angebohrt hat - hat in den Dimensionen ! und 2 einen
doppelien Zusarmmenhang,

Schlieblich versucht Betti nachzuweisen, dab seine Definition der Zusammenhangszahlen
unabhiingig von der speziellen Wahl der Unterrfiume ist. Das geschieht mit einem Argu-
ment, das dem Riemannschen im zweidimensionalen Falle analog ist, und das Ahnlich wie
sein Verbild Gegenstand der Kritik von Tonelli wurde 33

Bettis Bedeutung fiir die Entwicklung der algebraischen Topologie Hegt hauptsichlich
dann, dab er die von Riemann nur vage angedachten Idesn zur Zusammenhangstheorie
oder zur - modern gesprochen - Homologietheorie it n-dimensionalen zu prizisieren
versuchte und sie durch seine Versffentlichung dem breiteren Publikum zuginglich mach-
te. Insofern war Poincaré's Vorschlag, fortan von Betti-Zahlen zu sprechen®® durchaus
gerechtferiigt. Sicht man von Riemanns Fragment ab, so war Beltis Arbeit der erste gridbe-
re Beitrag zur a-dimensionalen Topologie dberhaupt; insofern darf sie als Weghereiterin
gerade fur die Anstrengungen im Bereich der dreidimensionalen Topologie gelien, die
systematisch erst mit Dyck und Poincaré begarnen und uns im weiteren Verlauf dieser
Abhandlung interessieren werden,

222 A F. Mobius

August Ferdinand Mobius (1790 - 1868), Astronom auf der PleiBenburg in Leipzig und
einer der wenigen Schiller von Carl Friedrich GauB, erlangte in mehrerer Hinsicht Bedeu-
tung fir die Geschichie der Topologie:

Zum einen verdanken wir ihm die erste, erstaunlich modern anmutende (Henn-Puppe
1990, 675) Definition von Homtomorphie (die bei ihm ,clementare Verwandtschaft”™
heift), wodurch Mbbius zum Wegbereiter aller topologischen Klassifikationen wurde,
Diesen Beitrag zum Klassifikationsproblem werden wir in 2.2.2.1 behandeln.

Weiter geht die Einfiihrung einseitiger Fliichen und damit der Nichtorientierbarkeit als
allgemeines Phinomen auf Mobius (und unabhingig von ihm auf Listing [vergleiche Li-
sting 1862, 109n1]) zurick (2.2.2.2).

SchiieBlich entwickelte Mobius eine Methode, die unserer modernen Morse-Theorie
ziemlich nahekomumt, um orientierbare Flichen zu klassifizieren. Da diese fiir den weiteren
Gang der hier vorgelegten Untersuchung keine grofe Bedeutung hatte, wollen wir hier auf
cine ausfihrliche Darstellung derselben verzichten . Allerdings ist das Ergebnis, zu dem
Msbius gelangte, namlich die erste Klassifikation orientierbarer geschlossener Flichen, fiir
uns von grobter Bedeutung. Wir werden hierauf ebenfails in 2.2.2.1 cingehen.

* Tonelli 1875, vergleiche hicrzu auch Bollinger 1972, 106 und Scholz 1980, 247-249.

M Diese Bezeichnung taucht bei Poincaré esstmals suf, namiick in der Note | Sur I'Analysis situs” (}892 =
Poincaré VI, 189-192; man vergleiche auch Dehn-Heegard 1907, 182 Anm. 72), an froherea Stellen, zum
Beispiel im Bricfwcchsel mit Klein, ist dagegen schlicht von Zusammenhang die Rede, Vergleiche auch
Kapitel 3 Anmerkung 6.

¥ Zu dicsem Aspekt von Mobius' Werk vergleiche man Pont 1974, 91-100 und Dombrowski 1990, 336-332
oder avch Stewart 1993,
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2.2.2.1 Der Homéomorphiebegriff und die Klassifikation
der geschlossenen orientierbaren Flichen

Das geometrische Hauptwerk von A. F. Mbbius, der 1827 erschienene »Barycentrische
Caleul” (Msbius I, 1-388), entfaltete wenig Wirkung auf seine Zeitgenossen. Dennoch

weiche im Zusammenhang mit simplizialen Komplexen van grofier Bedentung fiir die
kombinatorische Topologie werden sollte, sowie der bei Mobius ersimals zu findende freie
Umgang mit Symbolen geometrischen Ursprungs zu nennen. Der Leipziger Astronom
scheint als erster mit negativen Strecken, Flicheninhalten und dergleichen gerechnet zu
haben; eine (}’bung, ohne die Poincaré's spdterer Kalkid mit Homologien (vgl. 3.2} kaum
denkbar ist. Der fiir ung hier wichtigste Gedanke im nBarycentrischen Caleul” ist aber der
der Klassifikation oder, anders gesagt, die Unterscheidung verschiedener Arten von Ver-
wandtschafien zwischen geometrischen Figuren,37 welche Mbbius in die Entwicklungslinie
des Erlanger Programmes stellt % Dabei verwendet er den Begriff der geometrischen
Abbildung in dem Siane, wie wir shn heute kennen, also als eine Abbildung, die die ganze
Ebene zuf cben diese punktweise abbildet.3% So erstaunt €% nicht, dad Mobius 1863 in gei-
ner Arbeit ,, Theorie der elementaren Verwandtschafl” {Mabius II, 435-471) eine ziemlich
modern anmutende Definition dessen gibt, was wir heute Homdomorphie nennen® -

.Zwet geometrische Figuren sotlen einander clementar verwandt heissen, .., wenn & einem Puncte
der einen Figur ein Punct der andesen also entspricht, dass von je zwei cinander unendlich naken
Puncten der cinen auch dic ihnen entsprechenden der anderen cinander unendtich azhe sind.”

(Mabius 11, 435)31

¥ Vergleiche hierzu such Kiein 1979, 1116,

¥ Verglsiche hierzu Struve 1990, 173-183.

Klcin selbst ist erst in den 80er Jahren naker mit den Qberlegungen von Mobius in Berthrung gekomeen,
sls er die Hersusgabe des zweiten Bandes von dessen gesammelizcn Werken 8bernahm, der 1885 crschien,
(Klein war 1880-1883 in Leipzig 1&tig } In seincn ,, Vorlesungen fiber die Entwickiung der Matherpatik im
19, Jahchundert” (Teii 1) bemerkt Klein: ., Wenn such Moebius noch nickt den modern formulierten Grup-
penbegriff besitzt, so bictet dock der Begriff der,, Verwandtschaf” ein Aguivaient. Moebius wird dadurck
genau zu cinem Vorlfufer des «Erlanger Programmes™,” (Kiein 1979, 1112 Anm. 1)

Vergleiche hierzu Struve 1990, 173-183. Auch F. Klein hat diese fir uns vielleicht unscheinbar wirkende,
aber dennoch hochwichtige Neverung bei Mabius hervorgehoben:

3. Mocbivs faBt klar den Gedanken ciner Punkt for Purkt sich entsprechenden Bezichung von zwei
Riumen und schafft damit den Begriff der cinfachsten, systematisch abgestuflen ,, Verwandtschaften"”.

4. Mit dieser Kilassifikation {Kongruenz, Abnlichkeit, AfGnitat, Koltineation usw.; K.V.} verbindet er aun
sogleich dic Idce, nach den Ausdriicken oder Gebilden zu fragen, die bei irgend einer dieser Verwandt-
schaften ungeandert blesben,” (Klein 1979,1118)

Eine vergleichbare Definition gab erst wieder W. Dyck (vgl. 2.3.3) und dann A Hurwitz 1897, vergleiche
hierzu auch 3.1.

Man vermiBt bei Mobius die Stetighkeit der Umkehrabbildung, auch eine explizite Erwithnung der Bijektivi-
&t

m Ubrigen fihrt der Autor mit der Bemerkong fort, dall die elementare Verwandischa®t nur zwischen
Linien und Linien, Fiachen und Flachen oder ktrperlichen Riumen und ebensolchen statthaben konne,
unterstellt aiso die Dimensionscrhaltung bei Hemoomorphismen ais etwas Sclbstverstindtiches {Mébius

a3

3

b=

5
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Ziel der Arbeit®? ist es aun, geschlossene Fiichen gemad ihrer elementaren Verwandt-
schaft zu klassifizieren. Von diesen Flichen wird verlangt, dafl sie msammenh:ix}gend
sind, ganz im Endlichen liegen und dab sie ».der leichteren Auffassung wilie‘n” (M(ibxu§ I,
440} ,,stetig gekrizmemnt und sich selbst nicht schneidend” (Mobius 11, 440) sciep. _Das klingt
zundchst so, als habe der Verfasser an Flachen im Sinne der Differentiaigeometrie gedacht,
eine Vermutung, die sich im weiteren an gewissen Punkten - nAmlich da, we von der Be-
rithrung zwischen Flicke und Tangentialebene die Rede ist - bestitigt.

Der erste Schritt bei der Klassifikation besteht nun darin, cbene Flichensticke - also
wegzusemmenhangende, von cinfachen geschlossenen Kurven begrenze Teile dgr Ebene -
einzuteilen. Es ergibt sich der Satz (Mcbius T3, 439), daB diese Gebilde durch die Anzahi
ihrer Randkurven vom Standpunkt der elementaren Verwandtschafl eindeutig festpelegt
sind.

Im Falle der geschlossenen Flichen bedient sich Mabius der Zerlegung derselbcn. durch
Ebenen® | wie sic in den folgenden beiden Figuren aus seinem Aufeatz angedeutet ist:

1L, 435). Man mul aber dic Errungenschafien Mabius’ auf dem im Text erwthnten Hintorgrund sehen, erst
dann wird der von ihm erziclic Fortschritt richtig deutlich. )

2 Zu deren Vorgeschichtz vergleiche man Pont 1974, B8f sowic die Anmerkungen van C. Reinhardt - dem
Entdecker des Heptaeders (vergleiche 4.2) - in Mobius L S17£

* Hier setzt natdrlich die Analogic zur modernen Morse-Thearic s, welche solche Zgrisgungnp ehenfalls
betrachtet. Allerdings ist das wesentliche Werkzeug in der modernen Theorie die M.orso-Funkuon... welche
man sich im vorlicgeaden Fall, in dem sie explizit nicht auftritt, als Hohenfunktion™ d_cr schneidenden
Ebcnen vorstellen konnte. Letrtere wiederum kennzeichnen die WNiveaus”, auf denen sich der Hgmo&o—
pictyp der im Aufbay befindlichen Mannigfaltigkeit Andert, Sicht man ci:.-nrm] von dcf.Morso-Funk‘uun ab:
so findct man die wesentlichen ldeen der modernen Theoris in geometrischer Einkleidung alle schon bei
Mabius. In 3.4 werden wir schen, dal such H. Poincar¢ unabhangig von Mobius Anséxzc der Mm*.?-.o-
Theorie entwickelte. Eine moderne Wardigung aus der Sicht des Mathematikers von Mabius' Ideen _gjbt
Dombrowsks 1990, 330-332; mehr mathemntikhistorisch orentiest ist Pont 1974, 90-100, der ailerdings
keinen Bezug zur Morse-Theorie herstellt. Eine populire Darstellung ist Stowars 1993,
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Aus beiden Figwren ergibt sich dasselbe Schema:

£ |a

g, |be

g,1d
Dabei bedeuten die €; die in denr Figuren angegebenen Schnittebenen mit nichtleerem
Durchschnitt mit der Flache; a, be, d sind die Wegekomponenten dicser Durchschnitie. Fir

dic zwischen diesen Wegekomponenten, die als geschlossene, einfache Kurven unterstellt
werden, gelegenen Stiicke der betrachteten Fliche werden fol gende Bezeichnungen einge-
fithrt:

Ein von einer einzigen Kurve berandetes Flichenstiick heiBt Uniox, eir von zwei Kurven
berandetes Flichenastick Binion und ein von drei Kurven begrenzies Ternion (Mébins 1,
444, symbolisch (f), (fg), (fgh).

Union Binion Ternion

Somit ergibt sich folgender Aufbau in den obi gen Beispielen:

e 2 (2) e a (a)
b3 1
g, bc (ab) (<) g, be (abe)
c d {bcd) - d {(bcd)
? (d) ? {d)
3 Torus ¢™

wollir Mébius (Msbius II, 444) auch schreibt:
9" ={a} + (ab) + (c) + (bed) + ()
@™ = (a) + (abc) + (bed) + (d) (Torus)
Man erhélt also einen sehr dbersichilichen Aufbau fiir die betrachteten Fidchen, dessen
Abhingigkeit von der verwendeten Schnittflachen noch zu Kliren ist. Es stellt sich heraus
(Mabius 11, 445):
»1)  Alic Linicn [das sind die begrenzenden Kurven; K. V.] sind von cinaader verschieden.

2)  Die erste und dic letzte aller Linicnreshen besteht nur aus einer Linie,

3) Bes drei oder mehreren Linienreihen sind die Zablea der Linien j& zweier pachstiolgender
Reiben um dic Einheit verschieden.”
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Folglich wechseln gerade und ungerade Anzahlen ab; da gema8 1) mit 1 begonnen und
geendigt wird, kann man die Anzahi der Schnitiebenen geradzahlig nehmen. Zwischen je
zwei Schnitten, welche eine Verdnderung der Kurvenanzahi um +1 odes -1 bewirken, liegt
aber immer eine Stelle, in der die Fliche die entsprechende Schrittebene berithrt %4

»Mithin ist die Zahl slier Berdhrusgen cine gerade, d.h. tine stetig gekrdmmie geschlossene Flache
wird von ciner paralle] sich fortbewegenden Ebene in einer geraden Aazahi von Puncten berthet™

(Mabius I, 445)

Um ein mirimales Schema zu gewinnen, mub man also zuerst die Beriihustellen ermitteln,
und dann zwischen zwei aufeinander folgenden® jeweils die Struktur der Fliche unter-
suchen.

Betrachtet man nun die Fiichensticke, welche zwischen den berandenden (Schnitt-)
Kurven liegen, so kdnnen sich gemi0 3) in einer Linienreithe nur drei Arten ergeben, nam-
lich die Union, die Binion (Ubergang von f nach g) und die Ternion (Ubergang von { nach
gh oder umgekehrt). Natiirlich werden diese Gebilde je nach Fliche, zu der sie gehéren,
noch ziemdich unterschiedlich ausfallen. Es stellt sich aber heraus, dad es eine Art von
{topoiogisch geschen) universellem Modell filr sie gibt, nimlich das von eirer geschlosse-
nen einfachen Kurve berandete Ebenenstiick (topologisch eine Kreisscheibe), das von zwel
geschlossenen disjunkten einfachen Kurven, wobei die eine im inneren Bereich der ande-
ren liegen soll, berandete Ebenenstiick (topologisch ein Kreisring) und das analoge Gebilde
mit drei Randkurven (topologisch eine Kreisscheibe, aus der zwel disjunkte Kreisscheiben
herausgenomumen worden sind). Dies zeigt Mobius tm § 10 seiner Arbeit (Mobius II, 447-
450y

...... dass jede Union, jede Binion und jede Ternion resp. mit einer von einer, vor zwa und von drei
geschlossensn Linien begrenzien ebensn Fliche in elemontarer Verwandischafl steht.”

Da die elementare Verwandtschaft symumetrisch und transitiv ist, ergibt sich hieraus, da8
zwel Flachen mit (bis auf Umbenennungen) gleichen Schemata elementar verwandt sind.
Als Grundform der ersten Klasse, die ein weiteres Standardmodell fiir die Union liefert,
bezeichnet Mébius die Sphire, aus der eine topologische Kreisscheibe herausgenommen
wurde; analog gibt es Grundformen der zweiten, dritten usw, Klasse. Folglich 1481 sich jede
geschiossene Fliche in Grundformen der ersten drei Klassen zerlegen. Beachiet man, daB

* Diesz Stellen sind vom Standpunkt der Morse-Theorie gesehen jene, in denea dic Morse-Fuaktion aicht-
ausgeartet singulir wird, Mobius hat also durchaus deren Wichtigkeit gesehen. )

4 Wenn man sich dic Flache geeignet in den Raum eingebetict vorstelit und die Schpittebenen horizontal
legt, kann man zur Crdnung der kriischen Punkie dic Héhenfunktion verwenden, ) )
Dic Frage, ob und falls ja inwicweit dic Flache gecignet eingebetict werden muli, wird von Méb(.us m:?ht
behandelt. Dalb dics aber cine gewisse Rolle spielt, bezichungsweise dal) hier etwas zu beweisen ist, zeigt
schon das Beispicl der |, falsch hingelegien™ Brezclfiache:
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man aus diesen clementaren Grundformen darch Zusammenfiigen hahere Grundformen
bilden kann, so ergibt sich, daB Jjede geschlossene Fliche durch zwei Grundformen hoherer
Klasse (aber natiwrlich der gleichen Klasse!) darstellbar jst.

Konkret werden dabei Grundformen, welche eine und Bur cine gemeinsame Grenziinie
besitzen, zusammengefalt, Fir den Torus @™ ergeben sich zwei derartige Kombinationen:
{a) + (abc) = (be)
(bed} + (@) = (be)
Also wird aus @™ = (a) + (abc) + (bed) + (d) zuerst einmal 9" = (be) + (b¢). Das heifit, dab
sich der Torus darstelien 1381 als Vercinigung rweier Grundformen zweiter Klasse. Sein
Hauptergebnis formuliert Mobius schlieblich so:

»---€i06 geschiossene Flache lasst sich immer durch cine gewisse Anzahi suf ihr gezogener geschios-
senert Linien in zwei Grundformen zeriegen, deren jede von allen diesen Linicn begrenzt ist und daher
cite der Zahl der Linien gleiche Klassenzahl har Nach dersalben Zahl wollen wir nun auch die go-
schiosscnen Flichen seibst klassifizieren und eine geschlossene Fliche der peten Kiasse digjenige
nenner, weiche in zwei Grundformen der n-ten Klasse zerleghar ist™

(Mobius 11, 456)%6

Es stellt sich heraus, daB zwei geschlossene Flicken dann und nur dann eiementarver-
wandt sind, wenn sie zur selben Klasse gehoren (Mobins 11, 458 - 460) und dab n-1 (wenn
n die Kiassenzahi angibt) die Maximalanzahl nicht zersliickender geschlossener Wege
ist.47 Als anschauliches Modell fiir cine geschlossene Fliche n-ter Klasse bictet Mébius
seinen Lesern unter anderem zwei durch n Rhren verbundene n-fach gelochte Kugelober-
flichen an.*8

Die Mobiussche Arbeit schlieft unter anderem mit hochinteressanten Ijbcrlegnngcn
zum Themenkreis , Eulerscher Polyedersatz” 49 auf die wir hier nicht eingehen wollen. im
Hinblick auf die dreidimensionale Topologie, die ja dag Hauptthema diescs Buches sein
wird, sei hier noch erwihnt, dad sich Mobius auck mit berandeten 3-Mannigfaltigkeiten

(..Korper” sagt er) beschaftigt. Er gelangt hier allerdings zu falschen Ergebnissen, wenn er
behauptet (Mébius II, 472);

wZwei Karper, deren jeder von ciner Flache der ersten und ¢iner Fliche der zweiten Klasse begrenzt
ist. sind demnach stets in elemeontarer Verwandtschsft, mogen dic Ausseren Grenzflichen fir sich,
und damit auch dic innern fur sich, entweder zu sinerici Klasse oder zu verschiedencn gehsren.”

Gegenbeispicle hierzu erhalt man, worauf Dehn und Heegard schon hingewiesen haben
(Dchn-Heegard 1907, 188 Anm. 86), wenn man zwei Tori unterschiedlich ineinander ein-
bettet (oder einen Volltorus zus einem andern herausnimimt). Andere Gegenbeispicle kann

“ Men beachte den Terminus , Kassifizieren”,

47 Das crinnert natiirlich an Riemanns Querschaitte von 1851 (vergleiche 2.1}, Allerdings waren dicse ur-
speinglich nur fir berandets Flachen orkiet, geschlossene mubien erst durch Punkticren zu berandeten
gemacht werden
Ob M6bius Riemans ideen gekannt hat, is2 unklar. Pont meint, dies sci eher unwahrscheinkich wegen der
unterschiedlichen Arbeitsgebicte dieser Mathematiker (Pont 1974, 97). Zu beachizn ist asch, daB Rie-
manns Ideen erst langsam rezipicrt wurden und durchavs ciner aufarbeitenden Vermittlung bedurfien,

¥ Vergleiche Mobius IL 456, Das heute ibliche Henkelmodell geht suf W. X, Clifford und F. Kiein zurack
(vergleiche 2.2.4),

4

Vergleiche hicrzu Pont 1974, 98 - 100 ynd Doembrowski 1990, 330 - 332,
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man mit Hiife von Alexanders gehdrnter Sphire bekommen. Es w_i:d auch hier wieder
deutlick, daB Mabius (und auch seine Zeitgenossen) nur an Star_zdardcm_bcthxpggn dacpten.

Geschlossene 3-Mannigfaltigkeiten waren fiir Mibius, dc.r dlt: Mégh'chkclt einer v;f:nf}:ln
Dimeasion ausdriicklich verwarf (Mdbius 1, 171f), nur mit Singularititen (Selbstdusch-

i vgl. unten). .
mgﬁic:i: sz::imc%lilﬁ dicscg Betrachtungen den Stand des Klmﬁ#ahonspropknmn;ls
der Flichen, wie er bei Mébius erreicht wird, nochmz‘ils zZusammen. Da ist zuersi el .
hervorzaheben, daB Mobius wohl der erste gewesen ist, der dicses Pmblcfn prézise ljor—
mukiert hat, indem er sich bemihte, die Aquivalenzrelation, nach der klassgﬁqr:rt wcrdcn
soll, begrifflich klar zu fassen, Was dagegen die Gcgcnstﬁnde,.welche B;da_%‘fxﬁzzert vs.*crhen
soﬂ;:n, die geschlossenen Flichen eben, anbelangt, so vlerblzeb Msbhius im ‘kl;?l]s: Ch
Rahmen der Differentizlgeometrie; hier unternimmt er l;cmc Anstfcngungcn u{;as ; Mﬂ;ﬂg
auf eine begriffliche Prizisierung oder auch Verallgemc_memng. Obwohl ithm P b::
men der Nichtorientierbarkeit zu diesem Zeilpunk_l bereits bekannt war (vgl. 2.2.h.1 ), be-
schrinkt er seine Betrachtungen de facto - ohne dies aber zu erwihnen - auf gesc nAssman‘c
orientierbare Flichen® | Ahnlich wie nach ihm C. Jordan (vg,l. 2.3} Tro_tz BEewisser _:e;
hen bei der Analysis darf man Mobius' Ansatz 2ls geometrisch ken.nzm‘chnem Eterstu
durch eine Axt von symbolischen Kalkii in G_&';tak @cr S_chcmata und ihrer U i ohn;iu:f‘.
An eine Prazisierung mit analytischen Hilfsmitteln m Sufnf: der Morse-T'hﬂo;ZCh o
scheinend weder Mgbias noch Poincaré noch sonst irgend Jez_nand da{nals B 2 ;ﬁh !
diesem geometrischen Charakier hingt auch zusammen, claﬁ ging Er_wcxtenmg auf o e:lf
Dimensionen - wie sie dann von Poincaré i_iirs Dresdimens‘mn:%ie gel.exsiet wurde - nicht Eim—
der Hand liegt. Insbesondere arbeitet Mobius fast auss.chlxem:cl'f mit df:ﬂ'f, “t;as Iman ﬁen
{z.B. Dehn-Heegard 1907, 1904 Normalfon_n5 1 ncx}n;:lailitc, topologische Invari

i -abei Ri treter explizit so gut wie gar nic . . ]
mﬁg‘;ﬁcﬁil ﬁma die R:;_eptjon der idecn von Mbbius bc}ALindsne_ Das grbﬁtsy H;E-
dernis war aber wohl doch, dab sie erst nach Erscheinen des zweiten Bgndcs se?nc;m cg i
1886 eirem griferen Publikem zuginglich wurden und dad erst ab d.\fsefn Ze1t%e‘ m’;ﬁ
aillgegenwirtige F. Klein auf Mabius lobend aufmerk_sam mac_hte: Zy disfg ip
aber war das Klassifikationsproblem lingst zur aligemeinen Bchc&gmg tar1 : gi}.m .

Wohi im Gefolge Kleins hat sich spiter vor allem W, Dyck mit den topo ogxscT n deen
Mobius' beschifiigt (vergleiche 2.3). In seiner ersten groBeren Arbeit zur Topolog
witrdigt Dyck dessen Einsichten ausfiihrlich: .

f iehungen dor besonderen Punkte derartiger Curvensysiemes zu der Gn.n
[;var gfgf;'sifsi?zcz.::rimcnhangsz.ahi: K. V.} ciner geschiossenen Flache aufzusucher, ist zu-

¥ Man kénnte hicr cinweaden, daB das Mobius-Band cine berandete F'tﬁ:::hc ist und dad es mbglichcx:is«c
nicht klar war, d2f8 das Phinomen der Nichtorientierbarkeit auch bei gc’sch!nss..cncn Fié.chc? :: :c-rf
kana. Dem wiécrspricht aber dic weiter unton betrachtote Arbeit ., Ucber die Bestimmung des Inhaltes e:c
nes P‘olycdcrs" in der Mobius cin geschlossenes nichtorienticrbares quyed:r uut:rs.ucht. {ngq sog:n.ann :
Dekacder, das ;iurch SchiieBung des Mobius-Bandes entsieht. Topologisch geschen ist das cine Sphire mi
iner Kreuzhaube, also einc projektive Ebene.) )
;)l?:s;r Begnfl 3l allerdings bet Mobius nicht, Die Idee, ehene Nonna‘;l.fomlfnsﬁrfnéc}::)n z;b;:n;:]a;;]
1 i i Mobius m.®) -3
int - v incr Bemerkung von Mébius entnehmen kann ( / :
ﬁc}r:ru::hr;:%:xuﬁ gehabt zu haben. Der Gaullsche Ansatz, der im Qibrigen dem spili:r vc:(.;.&i;t‘c;sclf
i i ich i i Mabius in cinem NachiaBiext erlaute iy
erten {vergieiche 4.1) sehr ghnlich isg, u-nrd von A ‘
g?ojji:?} Er\(.va zur gleichen Zeit wie bei Mobius tntl cine Normaiforss far Fiichen und Korper bei J. B,
Listing unter der Bezeichnung Diagramm' auf (Listing 1862, 115-117).

5
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erst von Mobius in seiner ,,Theoric der clementaren Verwandtschaft™ in dicsen Berichten Bd. I5
{1863} [das ist Leipziger Akademie; K. V.} ausgefihrt und es waren gerade dessen anschautiche und
dem Wesen der Fragesicliung angepasste Mcthoden, welche mich zu den vorlicgeaden Untarsuchun-
gen gefohrt haben. Und in der That trifR gerade dicse Herleitung der Grundzah] das Wesen der Auf-
gabe, insofern durch ein solches Curvensystem gewisscrmassen der Werdeprocess der Flache ge-
schildert wird, ihr Wachsthum in achmalen Streifen, welche zwischen 3 zwei benachbarten Curven
enthalten sind, wobei dann die Verwachsungee, von denen ja die Grundzahi abhingt, jedesmal in den
singularen Stelien des Curvensystems ihren Ausdruck findet ™

(Dyck 1885, 315)

Gebiihrende Anerkennung wurde Mébius dann auch im Enzykiopidieartikel von Dehn und
Heegard zuteil, wo es unter anderem heibt:

»Wesentlich in der vorlicgenden Formulicrung ist das [Kiassifikations- K. Y.} Problem vor Jordan
von Mabius fir zweiseitige geschlossane Flachen in unbedingt ausrcichender Strenge erledigt worden
{--). indem er von den als clementarverwands (...} nachzuweiscnden Flichen voraussatzt, dafll sic
endiiche Ausdehnung haben, stetig gekrommt und chae Doppellinien sind.”

(Dchn-Heegard 1907, 190 Anm. 91)

Wenn man heute auch nicht mehr die Behauptung, Mobius' Behandlung wire | in unbe-
dingt ausreichender Strenge™ erfolgt, unterschreiben wird, so bleibt doch der Findruck
einer herausragenden, zu threr Zeit zu Unrecht nicht gewiirdigten Pionierleistung,

2.2.2.2 Die Entdeckung nicht-orientierbarer Flachen

Im Jahre 1858 entdeckten J. B. Listing und A, F. M&bius unabhiingig voneinander - aber
vielieicht beide von Gaub angeregt™ - die Fliche, die wir heute Mébius-Band nennen. Auf
dem Hintergrund der traditionelien Auffassung von Fliche als Begrenzung eines Korpers
mubte die Existenz ,,einseitiger” Flichen, wie man lange Zeit sagte, geradezu schockieren,
Spitestens sie machien deutlich - wollte man daran festhalter, daB es sich bei ihnen
tatsichlich um Flichen handelt, was ja vom Standpunkt ihrer inneren Geometrie durchaus
gerechtfertigt war - daB der {raditionelle Flichenbegrif einer Revision bedurfte. Sie zeigien

# Vergleiche Pont 1974, 109£. Auf den Sciten 100 bis 111 dieses Buches findet man eine ausfohrliche Dar-
steliung der Entdeckuagsgeschichte des Mobius-Bandes. Die Daticrung der Entdeckung Listings stitzt
sich auf cine Notiz, weiche sich in dessen NachlaB gefunden hat (Pont 1974, 109), dicjenige der Entdek-
kung Mobius' auf einc Mitteilung von €. Reinhardt {Mébius IL, 513), wo man auch weitere intercssante
Informationen findet. Di¢ simultsne Entdeckung der einscitigen Flachen durch Listing und Mébius wurde
vor: F. Kicin folgendermalen gesehen:

»Als Mann von 68 Jahren gelang ihm jdas ist Mobius; K.V.] noch eine kapitale Entdeckung, von den
cinscitigen Fifichen und Potyedern, for die das Kantengesetz nicht gilt und dic keinen definierbaren Inhalt
haben. Das, Mocbiussehe Band™,..., isl ja jetet [Erster Weltkrieg;, K.V.} hintgnglick bekannt. Merkwardi-
gerweiss wurde es im selben Jahr 1858 such von Listing entdeckt und 1862 im . Zensus raumlicher

Komplexs™ bekanntgegeben - wieder ein Beispicl for den, zwangslaufigen Charakter der Entwicklung der
Wissenscho ™ (Klein 1979, 1 119)

Weiterentwicklung und Einfihrung never Methoden 43

auch, dad bei einer volistindigen Kiassifikation der Flichen w;scntlich mehr Gebilde zu
beriicksichtigen sind, als herkémmlicherweise bgkanm waren. _

Bei Listing spielt die einseitige Fliche nur eine ganz untergeordnete Rolle. Er erwihnt
sie in seinem ,,Census” nur ein einziges Mal in einer Fulnote. An der cmsprechcndc‘n
Textstelle geht es darum, dab man bei giner gewdhnlichen bcrandatc_n Fléchc, wm von ei-
ner Seite auf die andere zu gelangen, stets den Rand passieren mub. Listing merkt an:

,.Es mag nitht Dberfitssig erscheinen, schon bei dieser Gelegenheit darsuf aufmerksam zu mas_h«m.
daf eine von einer cyklischen unverknoteten Curve volistindig begrenzte Fliche ganz sndere Eigen-
schaften haben kann, als die angefuhrien.”

(Listing 1862, 109 Anm. )

Dies wird dann durch zwei Abbildunge illustriert.

3 i int sich dieser Problematik durchaus bewult gewesen zu sein, wie dss folgende Zitat zeigt:
f&\;i:rsc:;zz}h 32: Grundform in elementarer Verwandtschaft z ei_nm' eb.encn Fiache steht und daher
gleich ciner sojchen, zwei verschicdene Seiten hat; so muss auch jede in zwei Grur.zdfomlcn zr..rlcgi:?sm g'o?
schinssene Fiiche zwei Sciten haben. Eine einscitige geschlossene Fiache Jasst sich daher aicht in 2wer
Grundformen zertegen und kana folglich auch nicht uater den jetzt nach Klassen geordneten geschlosse-

1 in.” (Mabius I1, 545 . )
ggﬁiﬁhb;gttngzn:: auzf dem Original ;)cr zu Mébius' chm_itcn unverdentlicht gabliebenen Pansc;
Preisschrift, aus welcher dann dic beiden Abhendlungen Theosic dﬂ: elr:rncnmcn Verwsndtsch:sﬁ’ 1;;
Ueher die Bestimsung des Inhaltes eines Polyeders' als scparate Publikationen hervargegangen 3121 ©
Tatsache, dafl Mbbius ausdricklich fordert, daB die geschlossenen Flichen, wc.lchc.er klassi : erea
machte, keine Linicn der Selbstdurchdringung aufweisen solien, i‘:bnntz man s.ls_Hmwms ’d.ara_uf wcr;:n,
daB er nicht-orienticrhare Flachen bewult susschiol oder pusschlicflen multe. Dies beststigt sich in dem

Aufsatz (ber den Polyederinhalt.
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Listings Werk enthilt noch manch anderes, was vom Standpunkt des Klassifikations-
problems von Interesse ist, so z. B. seine Idee einer topologischen Klassifikation der Kom-
piexe (,Unter den Constituenten der cinzelnen Curven gibt es verschiedene Arien oder
Kategorien, deren Unterscheidung lediglich von topologischen Eigenschaften, d.i. solchen
abhingt, dic sich nicht auf die Quantitit und das Maass der Ausdehnung, sondern auf den
Modus der Anordnung und Lage beziehen, Die Modalitit des Zusammenhangs der Theile
inncrhaib jedes einzelnen Constituenten ist es, welche die nuamehr in Betracht kommen-
den Unterschiede bedingt.” [Listing 1862, 109]), seine Methode der , Dialyse”, welche den
Riemannschen Rickkehrschnitten nahekommt (Listing 1862, 111-114) und seine vielfilti-
gen Ausfithrungen zum Eulerschen Polyedersatz. Dennoch blieb Listings Werk fiir den uns
hier interessierenden Themenkreis soweit festzustellen fast ohne Wirkung. Das mag an der
Terminologie ~ die man vielleicht , klinisch™ nenpen kénnte - und an der sehr mihsam
wirkenden kombinatorischen Grundiendenz gelegen haben; auch daran, daB der als Phy-
siker berufene Listing keine mathematischen Schiler hatte {allerdings nimmt F. Klein
einen Einfiud auf Riemann an: vgl. Klein 1979,  249).

Rezipiert wurde Listing hauptsichlich in England - allen voran durch P.G. Tait und J.
Cl. Maxwell. Allerdings bleibl diesc Rezeption weitgehend auf Listings Knotentheorie und
damit verwandte Fragestcllungen beschrinkt, wovon auch Taits Nachruf ein beredies
Zeugnis ablegt:

e WE COME 10 the two masterpicees, on which (...) Listing's fame must chiefly rest. They seem scar-
cely io have been noticed in this country, until attention was called to their contents by Clark Ma-
xwell.”

(Tait 1883, 316)

Eine ausféhrliche Darstellung der genannten Arbeiten Listings gibt Pont 1974, 41-58,

Ganz anders als bei Listing liegen die Dinge bei Mtbius. Dieser entwickelt das Beispiel
einer einseitigen Flache aus einem allgemeineren Zusammenhang - nimlich aus der Be-
trachtung von Polyedern®® und deren kohiirenten Orientierungen. Triangulierte Polyeder,
also soiche, die aus lauter Dreiecken aufgebaut sind, heifien bei Mobius Trigonalpolyeder.
Letztere lassen sich vollstindig beschreiben durch Anpabe der Ecken und Kanten sowie
deren Orientierung (,,Sinn” sagt Mébius).5® Besteht ein Trigonalpolyeder aus n Dreiecken,
50 mub bei Aufzihlung einander benachbarter Dreiecke spétestens nach (6n+1) Dreiecken
ein bercits aufgefithries auftreten. Die kicinste Zahi, fir die dies der Fall ist, nennt Mébius
»Periode” (Mobius II, 480). Fabt man alle in einer Periode vorkommenden Dreiecke zu-
sammen, so erhélt man eine . Zone”. Es gibt nun Polyeder, die nur aus einer Zone bestehen
(wie das Tctraeder), aber auch solche, die in mehrere Zonen zerfallen (wie das Oktaeder).

Ein Polyeder ohne Selbstdurchdringung heiBt bei Mabius ,,gewshnlich”. Im folgenden
ist stets von gewdhnlichen Polyedern die Rede.

# .Achnlicherweise |3sst sich ein Polyeder als ein im Raum enthaltenes Systerm dergestzlt mit einander ver-

bundener ebener Viclecke definiren, dass jede Kante cines jedes Vielecks die Kante noch sines und nur ei-
nes der 0brigen Vielecke ist,” (Mobius 11, 476)

Zwel Dreiecke, die cinc gemeinsame Kante haben, sind so zu onenticren, daB die auf der gemeinsamen
Kante induzierten Onentierungen einander entgegengesetzt sind (vergleiche Mobius I 477). Dies ist das
Gesetz der Kanten, welches ,,fir 2lle von den Geometer bisher in Betracht genommenen Polyeder” gegol-
ten hat (Méobius IL 477) Sphter wurde fir derartige Festseizungen der Orientierung die Bezeichnung
.Indikatrix” abiick, dic wohl auf F. Klein zuriickgeht. Einc susfohrliche Darstzllung dieses Themas gibt
Levi 1629,51-52.
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Mobius zeigt im Anschlub hieran dic Existenz von Polyedern, welche das Gesetz der
Kanten nicht erfillen. Er vermutet weiter, daB diese Polyeder nicht gewshnlich sein kén-
nen.

Da das Tetraeder - so argumentiert der Autor - aus vier Dreiecken besteht, muB ein
Kandidat fir ein nichi-gewdhnliches Polyeder mindestens aus filnf Dreiecken
zusammengefiigt sein. Genauver gesagt mub ein derartiges Polyeder mindestens eine Zone
enthaiten, die dem Kantengesetz widerspricht und folglich eine ungerade Anzahl von
Elementen besitzen muB3® -

wDic einfachste mit dem Kantengesatz in Widerspruch stehende Reihe ist demnach
.ABCDEABC...

In der That folgt hicraus rickwirts die sich wiederholende Reihe von Drsiecken
(R) ... ABC, BCD, CDE, DEA, EAE,...

von denen, da man ihre Sinne abwechseind positiv und negativ zu nechmea bat, das erste ABC und
suf EAB nichstfolgende ABC, 8ls das sechste Dreieck - sowie Oberhaupt je zwei nichstfolgende
identische Dreiecke, der nach beiden Sciten fortgescizicn Reihe - entgegengesetzien Sinnes werden.”

(Mobivs I 482}

oo
are

(Das ,,erste” Dreieck ABC ist in dieser Reihenfolge onentiert, wihrend das |, zweite” die
Orienticrung CBA trigt.) Die Zonz ABAB - ein gleichschenkliges Trapez - liefert das
heute noch iblich Identifikationsschema des Mbius-Bandes:

* In der Tat gendgt schon eine drcigliedrige Zone (etwa Z,, Z, und Z; in der nachfoigenden Abbildung aus
Levi 1929,53), weiche man durch ein viertes Dreieck schlieBt:
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o _ (vgl. auch Mdbius 1I, 484)
Mit Hilfe finf weiterer Dreiecke schiieBt Mobius das eben definiere Polyederstick zum
sogenannten Dekaeder, topologisch gesehen eine projektive Ebene P;R ¢vgl. auch Rein-
hardt 1885), ab. Er schliefit;

wUnter der Trigonalpolyedert, welehe mit dem Kantengesctze in Widerspruch sind und daher ohne
gegenseitiges Durchschaciden ihrer Flachen nicht construint werden konnen, ist demnach das durch
dic Dreiecke (R) [das ist die Zonc van aben; K. V.] und (S) [dic diese Zope schliefienden Droiecke:
K. V.] susgedrilckie als das cinfachste anzasehen. Es hat sechs Ecken, zehn Flachea und Sinfrehn
Kanten (ist also kein Euler'sches)...”

{Mabius TT, 433)

Es fallt auf, daB sich Mébius beziiglich der Selbstdurchdringung, die ein nichtorientier-
bares Polyeder bei Einbettung in den dreidimensionalen Raum notwendig aufweisen muB,
durcha;_is im klaren war. Anzumerken ist aber, daB er fiir diese Tatsache keinen Bewsis
besal,

Das We‘sen nichiorientierbarer Polyeder formulierte Mobius folgendermaBen (wobei
auch deuilich wird, wie er wohl auf die Idee der Selbstdurchdringung gekommen sein
mag):

.Die Eigenthiimlichkeit der Struktur eines Polycders, welches mit dem Kantengesetze in

Widerspruch ist, kann dadurch sehr bezeichrend susgedritckt werden, daoss man, suf der Oberfliche

cines solchen Polyeders forigehend, ohne auf dicsem Weg irgend sinmal die Fiiche, suf welcher man

geht, zu durchbrecher, auf dic entgegengesetate Scite der Fliche, von weicher man ausging, gelangen
kann.”

(Mobius i1, 483)°8

' Ergebnisse fber Einbottungsn sind erst viel spater erziclt worden: das erste in die topalogische Richtung
gehende Resultat darfle Hilberts Sat aus dem Jahre 1900 (vgl. Hilbert 1972, Anhang V) ober die Nicht-
cinbettbarkeit der Pscudosphéire gewesen sein. Im Bereich der glgebraischen Goomelric sind Betrachtun-
gen zu Einbentungsiragen wohl schon froher anzutreffen. stwa im Zusammenhang mit Desingularisicrun-
gon. So hat E. Picard bewiesen, daf man jede algebraische Flache im (komplex) finfdimensicnalen Raum
singularititonirei einbetten kann (vgl. Wirtinger 1901, 173 Anm. 239).

Schr anschaulich wird die Eigenart des Mobius-Bandes an andercr Stelle von dessen Entdecker beschrie-
ben:

,-Auch hat diese Fliche nur eine Szite; dean wenn man sie ~ um dieses noch suf aadere Weise vorstellig zu
machen - von ciner belicbigen Stelle aus mit einer Farbe zu fiberstreichen anfingt und damit fortfiht, oh-
ne mit dem Pinscl tber dic Grenzlinie hinaus auf dic andere Seite 0berzugehen, so werden nichtsdestowo-
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Im Anschiub hieran fihrt Mabius die Bezeichnungen ,,einseitig” und ,,zweiseilig” (zuerst
fiir Zonen, dann fiir ganze Polyeder) cin, die lange Zeit in Gebrauch geblicben sind (siehe
unten}.

Im weiteren wollen wir noch einige knappe Anmerkungen zum Themenkreis nicht-on-
entierbare Flichen machen. Der néchsie Autor, der sich nach Mabius mit der Klassifikati-
on der Flichen beschiftigte, Camille Jordan (vgl. 2.2.3)}, erwihnt dieses Problem {iberhaupt
nicht, weshalb man folglich annehmen darf, dab er es - im Unterschied zu Mabius - gar
nicht gesehen hat.

Der erste, der dieser Problematik eine gewisse Aufmerksamkeit gewidmet hat, scheint F.
Klein gewesen zu sein. In ginem durch scinen Briefwechsel mit L. Schldfli angeregien
Artikel , Bemerkungen itber den Zusammenhang der Flichen™ [= Klein 1874] ieistete
Klein mehreres:

1. Er unterschied sbsolute und relative Eigenschaften von Mannigfaltigkeiter; erstere
sind unabhingig vom uwmgebenden Raum, letztere nicht. Diese sehr wichtige Unter-
scheidung, die ~ wie wir sehen werden - noch einige Zeit brauchen sollte, bis sie sich
durchsetzen konnie, dringt sich fast auf, wenn man die Lage geschlossener Kurven
in orientierbaren und nichtorienticrbaren Flichen untersucht, wie es die Riemannsche
Zusammenhangstheorie erfordert. Es liegt nahe anzunehmen, dab Xlein die hier in-
teressierende Einsicht im Zusammenhang mit seiren Betrachtungen @ber den Zu-
sammenhang der projektiven Ebene gewonnen hat.*?

2. Er gibt eine absolute Definition der Orientierbarkeit.

3. Er erkennt, dab die projektive Ebene, aber auch die topologisch ihr gleichwerlige
Steinersche Fliche, nicht-orientierhar®? sind. Das Mabius-Band tritt ehenfalls auf: es
wird als ,, bekanntes Beispiel” (Klein 1874, 551) bezeichnet.

Klein stellt auch ausdriickdich eine Beziehung zum Klassifikationsproblem her, welches er
durch C. Jordan weitgehend geldst sicht;8! Dabei scheint er der - unrichtigen - Ansicht
gewesen zu sein, dab eine entsprechende Festlegung der Zusammenhangszahlen gewis-

niger zuletzt aa jeder Stelle dic zwei daselbst cinander gegeniberliegenden Seiten der Fliche gefarbt sein.”
(Mobius H. 485)

% Klein nennt spiter nicht-onenticrbare Fiachen ,,Doppelflichen™ (Kicin 1874, 550f), ein Begnff, den man
heute eher auf die zweiblitinge Ornenticrungsitberlagerung solcher Flachen bezichen wirde als auf die
Flache selbst. Wahrend Kiein bei der Behandlung nicht-orentierbarer Flachen den Umweg tber dic Ori-
entierungsiberlagerung nahm, versuchte L. Schlafli sich an an der dirckten Berechnung der Zusammen-
hangszzhl von PyR und fand den Wert 1, wihrend Klein (aus moderner Sicht zutreffend) far 2 piidierte;
beide soilten den urspronglich vermuteten Wert 0 ersctzen.

% Das auf Mobius zurdckgehende Begriffspaar cinseitiglzweiscitip bezsichsete urspebnglich zine selative
Eigenschaft, da ¢s mit Hilfe der Flschennormalen prazisiert wurde. Dagegen ist die Kleinsche Indikatrix,
cine gendgend kicine geschiossene Kurve, die lings geschlossener Kurven in der Flache verschoben wird,
offenkundig vom umgebenden Raum unabhingig. Der Unterschied zwischen einssilig/zweiseitig und oni-
entierbar/nicht-orientierbar solite noch des 6fteren diskutiest werden, so zum Beispiel bei W, Dyek (2.3.2)
und E. Steinitz {4.2). Warnend sei hier hinzugefogt, dafl gelegentiich - zum Beispicl bei Dehn-Hecgard
1907, 158f sowie dort die Anmerkungen 13) und 14} - cinseitig! zweiscitig synonym mit otientier-
bar/nicht-orientierbar verwendel wurden. Folglich sind dicse Begriffe dana - in Kleirs Terminaologic - ab-
solute.

8§ Dab diesc Bedingung fie die Transformisrbarkeit zweier Flichen in der That hinreichend sind, findet sich

“kurz und Gbersichtlich bei C. Jordan bewiesen in Liouville's Journal, B4. 11 (1866).7 (Klein 1874, 552)
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scrmalen automatisch zwischen geschlossenen orientierbaren und geschlossenen nicht-
onentierbaren Fiichen wnterscheide, dab also - anders Besagt - eine Trennung dieser bei-
den Falle durch Einfiihrung entsprechender Voraussetzungen nicht notwendig sei (vgl
Klein 1874, 5519, (Dics ist ja durchaus plausibel, solange man nur dic projelaive Enes
als geschlossene nicht-orientierbare 2-Mannj glaltgkeit kennt. Man vergleiche auch Dyck
1888, 480, wo ausdriicklich hervorgchoben wird, dad richt-orientierbare geschlossene
Flachen sowoh! gerade als auch ungerade Charakteristik besitzen kbrnen))

-Klem ging es in diesem Zusamunenhang ganz allgemein darum, die projektive Geome-
tric den Methoden der neuentstandenen Topelogie zuginglich zu machen (vgl. Scholz
1980, 163-167); die projektive Ebene ist dabei nur dag einfachste konkrete Bci-5pie1 fx;
scinen 1882 erschiencoen Leipziger Voriesungen ,,Ueber Riemann's Theorie der algeb'mi—
schen Functionen und ihrer Integrale” teilte Klein das heute als Kleinsche Flasche oder
Kleinscher Schlauch (auch gelegentlich ,, nichi-orientierbare Ringfliche” genannt [Seifert-
Threlfall 1934, 3]} bekannte weitere Beispiet ciner nicht-orientierbaren geschlossenen
Fliche mit. Diese unterscheidet sich rusammenhangsmibig (im traditionellen Sinac) nicht
vom Torus.52

?nsgcsamt Jedoch blich das Interesse am Themenkreis nicht-orientierbare Flichen eher
gening. Zu erwihnen ist noch das Heptaeder, ein einseitiges Polyeder, das der Mobius-
Schijer C. Reinhardt 1885 publiziene. Das Desinteresse dirfle vor allem im Umkreis der
Topologie dadurch bedingt gewesen sein, daB Riemannsche Flichen - und diese bildeten
dfcn bevorzugten Gegenstand der topologischen Flichentheorie von damals - stets orien-
tierbar sind. Die Topolegie stand eben anfidnglich Gberwicgend in Diensten der Funktio-
nentheoric. Auf dicsem Hintergrund erstaunt es nicht, dab das Phinonen der Nichiori-
entierbarkeit von eher traditionel} ausgerichteten Geometern wie Schlafli und Klein aber
auch Heb entsprechend gewiirdigt wurde.

Ein weiteres Motiv fiir dicse Nichibeachtung fiihrt C. Reinhardt in der bereits genannten
Abhandlung an:

~Er [Mobius; K. V.] dberlasst es dem Leser selbst, sich ein Bild von der Configurtion der Ecken,
Flachen und Kenten cines jeden Polyeders zu machen. Dies ist aber gerade das Schwicrigsts, insbo-
sondere dann, wenn die Flachen sich gegenseitig durchdringen, und unerlgsstich, wenn man die Mo-
delie solcher Polyeder construiren will. Vermuthiich ist auch die Schwierigkeit der Modeliirung ganz
besonders der einseitigen Polyeder der Gruad gewesen, warum man bis jetzt 20 wenig mit diesen in-
teressanten Gebilden sich besch2figt hat. Auch sind die von Mabius angegebenen Beispicle picht ge-
rade derart einfach, dass sich an ihnen besonders leicht die Eigenthilmiichkeit der Einseitigheit er-
kennen licsse.”

(Remnbardt 1885, 107)

In der Zeit zwischen Mébius' Entdeckung und diesem Kommentar von Reinhardt gab es
neben den Bemerkunges bei Klein mindesiens noch eine Arbeit, die sich einseitigen Po-
lyedern widmete: Hess 1877, A. E. Heb stand in der Tradition der Polyedertheorie; er hat
seinen Angaben in Hess 1877, 4 f zufolge auf der Basis des Triakontaeders vier nicht-
onentierbare Polyeder konstruiert.

& Vergleiche iiil&ﬁ&hn-Vuwn 1973, 271-273. Eine gewisse Bedeutung fir die Geschichte der Topolo-
gie hatte auch Kicins Erlanger Programm’, in dem die Analysis situs in den gruppeatheoretisch geordneten
Kanon der Geometric eingeordnet wird. Vergleiche hicrzy Kapitel 3.2
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Der erste, der nichtorienticrbare Flachen systematisch behandelte und in das aligemeine
Klassifikationschema eingliederte, ist W. Dyck (vgl. 2.3.2) gewesen. Ehe wir uns diesem
Mathematiker widmen, miissen wir uns noch Camille Jordan muwenden, dem cine weitere
Klassifikatiofs der Flachen zu verdanken ist.

2.2.3 Jordans Beitriage

Jordans Name ist auch heute nock bekannt im Bereich der Topologie. Dies liegt fast aus-
schiieBlich an dem mach ihm - gelegentlich wird auch nech |, Brouwer™ hinrugefigt -
benannten Kurvensatz, welchen Jordan aber erst in seinem berihmiten ..Cours d'analyse”™
(3. Band, 1887, L. Band, *1893) veroffentlichte. Vial weniger bekannt ist, dab Jordan am
Beginn seiner Karriere (er war damals als Ingenicur in Chalon-sur-Sadne titig), ndmlich
1866, zwei wichiige Arbeiten zur Topelogie®? verfabte:, Sur la déformation des surfaces”

" und ,,Des contours tracés sur les surfaces™ (Jordan 1V, 85-89 bzw. Jordan IV, 91-111).%4

Diese beiden Aufsatze bilden, vor allem, was die verwendete Methode anbelangt, eine
Einheit. Aus modemer Sicht 145t sich der jeweilige Inhalt cinfach auf den Begriff bringen:
Die ersigenannte Abhandlung ist der Klassifikation der berandeten und kompakten
orientierbaren  Flichen (insbesondere der geschlossenen) pewidmet, dic zweite der
Bestimmung der Fundamentalgruppe einer derartigen Fliche. Dabei gibt Jordan Erzeu-
gende und Relationen an, ohne aber explizit der Gruppenbegriff zu verwenden. Metho-
disch gesehen setzt Jordan - dhnlich wie vor ithm schon Riemann - Rickkehrschnitte und
(geiegentlich) auch Querschnitte eim, die er aber als (geschiossene) Wege auffaBt und der
Homotopiereiation? unterwir{l. Damit wird Jordan zum wichtigsien Vorlsufer beziiglich
Poincaré's Einfithrung der Fundamentalgruppe {vgl. 3.2),

Die von Jordan betrachteten Flichen sind zuerst einmal Riemannsche Flachen (ohne
dab Ricmann genannt wiirde), da ausdriicklich die Moglichkeit vorn Verzweigungen zuge-
standen wird. (Jordan 1V, 86 Anm. *), allerdings werden diese Komplikationen ausge-
klammert, indem man sich auf jeweils ¢in Blatt beschriinkt. Wie andere Textstellen aus
jener Zeit zeigen, kanntc Jordan die einschligigen Asbeiten Riemanns zu diesem Thema
(Jordan IV, 3-10). Erstaunlich ist, daB Jordan zumindest explizit kein anschauliches Mo~
dell fiir die von ihm betrachteten kompakten Fldchen mit oder ohne Rand gibt. Scine ganze
Vorgehensweise wird aber erst durchsichtig, wenn man z.B. das Henkelmodell (vgl, 2.2.4)

® Andere Arbeiten Jordans, die man der Topologie zuordnen kann, betrafen die Polyedertheoris, such die
Kristaliographie. Ebenso streiften Jordans AusfUhrungen zur Theorie der komplex-algebinischen Funktio-
nen topologische Fragestellungen {vergleiche Vanden Eynde 1993, 149-151).

& Darstellungen der beiden genannten Astikel von Jordsn geben Pent 1974, 112 - 116, Scholz 1980, 154 -

158 und Yandea Eynde 1992493, 147 - 149. Einc Detailknitik der zweiten Jordanschen Arbeit, welche go-

rade unter dem Gesichtspunkt der gewachsenen Strengeanforderungen interessant ist (vergleiche das Zitat

voi Klein in Anmerkung 61 oben), findet sich boi Gisscking 1912, 19 - 22.

Dabei ist allerdings deren Fassung noch ziemlich vage:

Deux contours fermés guelconque, tracés sur unc surface donnée, scront dits réductibles 1'un i }'autre, si

T'on peut passer de 1'un & autre par une déformation pragressive.” (Jordan 1V, 91) Der Begniff | contour”

{geschlossener Weg, Schieife} erfihrt keinerici Prazisierung; man dorf sich darunter cinc entsprechende

Teilmenge der Fliche vorsieilen, solltz ailerdings sicher nicht an etnen Weg im modemen Sinnc - also an

cine Abbildung - denken (vergleiche Kapitel 3 Anmeskung 91).
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zugrunde legt. Es scheint mir kaum denkbar, daB Jordan ohne eine derartige Vorstelung
scinen Zugang entwickelt haben kénnte. Moglicherweise hat er ihn aus Riicksicht auf die
analytische Tradition der Ecole polytechnique, die ja auch er durchlaufen hat, welche sol-
chen anschaulichen Reprisentationen ziemlich ablehnend gegeniberstand, verschwiegen.

Desweiteren stellt sich heraus, daB die von Jordan betrachteten Flichen wegrusammen-
hiingend und orientierbar sein miissen, da sonst einige seiner Uberiegungen - etwa jene, dic
nlweiseitigkeit” geschlossener Kurven betreffend (Jordan 1V, 87) - nicht mehr haltbar
sind. Da er das Problem der Nichtorientierbarkeit nicht anspricht, darf man wohi anpeh-
men, daB Jordan dieses 1866 noch gar nicht geseken hat (vgl. 2.2.2.2) %6

Die betrachteten Flichen werden von Jordan durch zwei Angaben charakterisiert:

1. die Anzahl m der Randkurven (m ist gleich Null, falls die Flache geschlossen ist);
2. die Maximalanzahl n nicht-zerstiickender Schicifen (Risckkehrschnitte).

Letztere sollen einfache - also sich nicht schneidende - Kurven sein, die auch einander
nicht treffen dirfen. Als Modell stelle man sich also eine Sphire mit m herausgenomme-
nen topologischen offenen Kreisscheiben und n Henkeln vor, Nicht-zerstiickende Schleifen
sind dann z.B. die Meridiane der Henkel.

Um nun modern gesprochen ein System von Erzeugenden fiir die Fundamentalgruppe
einer derartigen Fliche vom Typ (m, n), wie Jordan in Jordan 1V, 3-10 sagt, zu bekommen,
nimmt Jordan zu jedem der genannten Riickkehrschnitte b; (i = 1, ...,n) eine weitere
Schleife hinzu, welche

1) b in genau einem Punkt trifR,
2} kein bj fiir j = t schneidet, und
3.} cine einfache Kurve ist.

Anschaulich gesprochen handelt es sich also um geschlossene Kurven, welche jeweils
cinen Henkel durchlaufen 57 Wir bezeichnen diese den by konjugierte Erzeugende mit ci (i
= L,...,n) Bezeichnen wir schiteblich mit a¢ {1 = 1....,m) noch die Randkurven der Fliche,
so sind die Erzeugenden®® der Fundamentalgruppe gegeben als

% Dieses Uberschen wird Jordan von Deha und Heegard kritisch angelastet:

Charaktensusch fiir die anschauungswdbige Bewsisfihrung ist endiich, daB die Voisussclzung der
Zweiscitigkeit gar nicht ausdricklich gemacht witd, sondern nur in abgeleiteten Eigenschaften (...) zu Ta-
ge it (Deha-Heegard 1907, 150 Anm. 92}y

Jordan erldutert, wie men dicse Kurven finden kann (Jordaa IV, 113): Man verbinde zwei Punkte, welche
wlinks” und ,,rechts” vor by im Henkel licgen, so, daff by durch die Verbindungskurve nicht geschnitten
wird. AnschlicBend vervollstandige man in der nahelicgenden Weise zu einer Schleife, Soweit ich sehe,
gibt aber Jordan kein wirkliches Argument, warum diese Schicifen nicht dic anderen Rackkchrschnitte
treffen sollien. Auch deshalb scheint es mir plavsibel, deB sich Jordan auf ein anschauliches Modell go-
stitzt hat, dem er dicse Einsicht entnommen hat,

MNatdrelich - und das macht auch Jordan (Jordan IV, 95{) klar - sind diese geschlossenen Wege noch auf
cinen festen Grundpunkt zu bezichen. Die auf einen Grundpuakt bezogenen Wege werden von Jordan
durch eckige Klammemn kenntich gemacht und als ,,contours Elémentaires™ bezcichnet (Jardan IV, 96).
Poincaré wird spiter von , contours fondamentaux” und dergleichen sprechen (vesgleiche untea 3.2). Ich
erlaube mir on dieser Stelle die Bequemlickkeit, die punktierten Schleifen nicht ausdrocklich von den
freien” zu unierscheiden. Im tbrigen ist auch noch zu beachien, da8 Jordan in der Regel mit freien Ho-
molopien arbeilet, was gowisse Mchrdeutigkeilen erzeugt (vergleiche Vanden Eynde 1992/3 1488 und
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Um die zwischen diesen Erzeugenden herrschende Relation herzuleiten, benutzt Jordan
eine Art von Seifert-van Kampen-Argument. Hierzu betrashiet er eine einfache Schleife E,
weiche beispiclsweise die Schieifen a,, b, und ¢, in ihrem , Innern” enthalten soil, wih-
rend alle anderen Schieifen im ,, AuBeren” liegen sollen.5? Dann stelie man E auf zweicrlei
Arten durch die Erzeugenden dar, was schiieBlich die bekannte Relation

dafi weder begrifflich noch notationell zwischen Wegen und derea Homotopisklassen -~ um dic s je hier
geht - unterschieden wird.
Es sei hier noch erwihat, worauf such in der oben genanntes Literatur hingowiesen wird, daB Jordan dic
Verknapfung zweier geschlosseaer Elementarschleifen einfihet und als Produkt rotiert, daf er susdrick-
lich zwischen dea beideq Durchlzufungsrichtungen cines Weges unterscheidet und C bezichungsweise C-1
schreibt sowie schlieBlich such dic Exponentis)schreibweise sligemein verwendet. Auch der Punktweg und
die auf diesen , reduzicrberen” Schleifen treten bei ihm auf. Und dennoch spricht der Verfasser des "Traitd
des suhstitutions et des £guations algébriques' {1870} nicht von Gruppe. Begriadung: Wo keine Substity-
tionen, da - nach demaliger Ansicht - auch keine Gruppe. Poincart wird diese Kiuft mit Hilfe der Uberla-
gerungstheorie berbriicken (vergleicke 3.2).
Endlich sci noch bemerkt, defi die Hilfswege, mit denen Jordan seine Schicifen an einen festen Grund-
punkt snbindet, in ghnlicher Weise bei Poincaré als ., Stachein™ wieder suftreten werden {vergleiche 3.2),
Da sich diese Konstruktion aus der Sschlogik ergibt, sollte man hierin nicht unbedingt eiren Hinweis suf
cine (meines Wissens nicht nachgewicsene) Abhingigkeit schen.

© Bezcichnet | das wlonere” von E {einschlicBlich E) uad A das LAullere” {cinschlieBlich E) sowie T die
Gesamitflache, so wiire dic Situation die felgende:

1

wJ ™~
(AmD)=E  F={AL])
la] v
A

Allerdings sind diese Teiirdume nicht offen, weshalb man Seifert-van Kampen nicht ohne weiteres anwen-
det kann_

Das Argument, warum sich E durch 3. by und ¢ darstellen {26t, beruht darauf, daB das .Inniere” von E,
wenn man di¢ ven 8y, by und ¢} umschlossenen Flichenstiicke berausnimmt, durch jeden Querschritt
zerstieit wird (Jordan IV, 115£). Hicrbei ist es ellerdings wichiig, die Schieifen mit dem Grundpunkt zu
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ay ... agbicibyley 1. bagobetleg !
ergibt (Jordan IV, 96-103).7¢ Damit hat Jordan das, was wir heute die Struktur der Fun-
damentalgruppe einer zusammenhingenden kompakten orientierbares Fliche mit Rand
nennen wilrden, im wesenilichen anfgekiirt Er beschlieBt seine Ausfilhrungen mit einem
weiteren Struktursatz, der feststellt, wann zwei Erzeugendensysteme dquivalent (im Sinne
der Homotopierelation) sind (vgl. hierzu Gieseking 1912, 19-22),

Dig der Klassifikation gewidmete Abhandiung ,,Sur la déformation des surfaces™ ist
kurz pach der geschilderten Arbeit Gther geschlossene Kurven (Februar bzw. Januar 1866)
entstanden. Sie beginnt mit einer Bemerkung, die die Bezichung zur aktuellen Forschung
herstelit und damit wissenschafishistorisch sehr interessant ist Es heilit bei Jordan;

o Un des probizmes les plus connus de e Geométne, est ko suivant:

Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux surfaces ou portions de surfaces flo-
sibles et inextensibles puissent Etre appliquées l'unc sur M'autre sans déchirure ni duplicature. On peut
sc proposer un probléme anslogue, en suppasant an contraire qus les surfaces considérécs soient ex-
1ensibles 4 volonté. La question ainsi simplifiée rentre dans i géometrie de situation, ¢t nous alions la
résoudre en démontrant le théoréme suivant:..™

(Jordan 1v, 85)71

Das erste Problem kann man mit der vor allem in der Differentialgeometrie unter dem
Terminus ,, Verhicgbarkeit” diskutierten Frage nach der isometrischen Abbildung zweier
Flichen oder Flichenstiicke aufeinander™ identifizierer, wihrend das zweite Problem als
das topologische Homoéomorphieproblem eingeordnet werden darf Dabel muf natitrlich
zugegeben werden, dab Jordans Ausdrucksweise hier ziemtich vage ist {wir werden darauf
zuriickkommen.)??

Gegenstand der Arbeit Jordans ist der Beweis des nachfolgender Satzes:

verbinden, der nach Vorzussetzung auch zuf E liegen soll. (Nimmt man sus dem von E berandeten Bereich
alie cingezeichneten Kurven nebst der von ihnen berandeten Bereiche hersus, so erhalt man cin cinfech-
zusammenhingendes Flichenstock.)
2 Im ellgemeiner (dos heilit fir n>2) st o5 nicht mbglich, dic Darsiellung der Fundamentalgruppe wesentlich
zu vereinfachen {verglsiche Massey 1989, 132), woshalb man bei der Klassifikation der Flichen dann
meist diese Gruppen abelsch macht, also mit der ersten Homologiegruppe arbeitet (50 zum Beispiel bei
Massey in dem erwdhnten Buch).
In der: 1920er Johrer hat vor allem J. Niclsen die Fundamentzlgruppen geschlossencr Flachen unter
gruppentheoretischem Aspekt - insbesondere ihre Automorphismen, welche fir die Abbildungsklassen-
gruppe malgeblich sind, - untersucht {verglciche Hansen 1993 fitr eiren Uberblick).
Die Bezeichnung . géométrie de situation™, welche an Leibniz' |, geometriz situs™ erinnert und den dewt-
schen Leser cher irefhrend an von Staudts ,,Geometrie der Lage™ denken 1A8t, wurde von Poncelet 1858
gebraucht (vergleiche Pont 1974, 113). Sic trt gelegentlich beim frither Pooincard suf (vergleiche An-
merkung 90 im 3. Kapitel) und wurde noch von Hadamard im Titel seiner Antattsvoriesung am Collége de
France ,La géométrce de situation et son rélc en mathématiques™ verwendet (Hadamard 11, 805 - 829).
Dic Redeweise ,,sans déchirure ni duplication™ erinnert dagegen an C, Neumann (siche unter),
Vergleiche Dombrowski 1990, 334f,
In der Forderung nach belicbiger Dehnbarkeit kann man den Anfang der heute noch beliebten Charakteni-
sierung der Topolegic als ,,Gummituchmathematik™ schen. Bei der Erliuterung seiner , Flasche” bemhte
Kicin spiter crstmals explizit die Vorstellung eines Kautschukschlauches: ,,Es gehoren hierher endlich
gewisse unberandeis Doppelfiichen. Man kann sich von denselben ein Bild machen, indem man ebve cin
Stick eines Kautschukschlauches umstalpt und nun sich so sich sclbst durchdringen 1881, daB bei Zu-
sammenbiegung der Enden die Auenseite mit der Innenssite zusammenkommt.” (Kicin 1882, 571)
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.Pour gue deux surfaces ou portions de surface fexibles et extenaibles & volont€ wient applicables
I'une sur l'anire sans déchirore ni duplication, i faut et il sufit

1°  Que lc nombre des contours sépargs qui Limitent respectivement ces deux portions de surfree
oit le méme. (Si fes surfaces considérdes sont fermées, of nombre ot aul.) {m von oben; K.V:]

2°  Que lc nombre maxitmum des contonrs fermés ne se traversant ni cux-mémes ni muiucllement
nulie part, que 'on peut tracer sur chacune des deux sutfaces sans la pariager en deux régions
sépartes, soit le méme de part et de Tastre.” 2 van obea, K.V.]

(Jordan IV, 85}

Firr den Flichenbegriff gilt das weiter oben Gesagte. Um die Notwendigkeit seiner
Bedingungen zu zeigen, benutzt Jordan die mehr oder minder unbewiesen untersteilte Tat-
sache, dah die Anzahlen m und n bei Hombomorphismen (,,déformations™ [Jordan IV, 36])
erhalten bleibes. Zum Nachweis dafiir, dad seine Bedingungen auch hinreichen, verwendet
er das folgende als evident zu betrachtende Prirzip:74

Deoux surfaces 8, S sont applicables I'une sur I'sutre st I'on peut ies décomposer en Eléments infini-
ments petits, de telle sorte qu'a des cléments quelcongues contigus de S correspondent des Eléments
contigus des 5.7

(Jordan IV, 86)

Was dieses Prinzip bewerkstelligen soll, - und das zeigt auch eine genauere Betrachtung
des Jordanschen Beweises (Jordan IV, 88f) - ist eine Art von , Jokal-global-Ubergang™:™
Beide Flichen vom Typ {m,n) werden durch meridianes Zerschneiden der jeweils n Henkel
in Kugelfiachen mit m+2n Lichern dberfiihrt, wobei die aufgeschnittenen Henkelstiicke
wegdeformiert werden” und so die 2n Lécher geben. Das Problem reduziert sich somit
darauf, die Homdomorphie dieser beiden gelochten Sphiren nachzuweisen. Hierzu wieder-
um ersetzt Jordan die geiochten Sphiren, indem er deren Locher durch eine Art von in der
betrachteten Flache liegenden Kanalsystern verbindet, durch Flichen, deren Rand jeweils
nur noch aus einer wegrusarmmenhingenden Komponente besteht,

Die beiden Komponenten des Komplementes des geschilderien Systems von Kurven?’
werden durch jeden Querschnift zerlegt, sind also im damaligen Sinne , einfach-zusam-
menhingend”. Folglich kann man diese, da ein ,einfach-zusammenhiingendes™ Gebiet
durch jeden Querschnitt in genau zwei ebensolche zerschnitten wird, und damit die Rest-
fiache durch hinreichend haufiges Schneiden in ,,unendliche kleine Elemente” zeriegen.
Analoges gilt natitslich fiir die zweite Fiiche vom Typ (m.n}, was fir Jordan hiareicht, um

7
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Wardich heidt es; ,Nous nous appuicrons pour cela sur le principe suivant qulon peut regarder comme
évident, et preadre au besoin pour définition:..” (lordan 1V, 86). Dicsc Formulierung zeigt eigentlich schon
deutlich, daB Jordan nicht cinfack der Ansicht war, dieses Prinzip sei Aguivalent sciner Auffassung von
Homsomorphie, wie Pont dics darstellt (Pont 1974, 113).

Solshe Uberglinge bewerksteiligt man heute zum Beispicl mit Partitionen der Eins, welche Oberdeckungen
der fraglichen Raume subordiniert sind. Dicse Technik wird etwa im bekannten Schaitterweitcrungssatz
von A. Dold verwendct {vergiciche Dicck-Kamps-Puppe 1970, §§ 8 und 9 oder Dold 1963).

La surface T est d'ailicurs limitéc par m+2n contours, & sevoir &, Ap,...A,, [das sind die Rendkurven;
K.V.] et les deux bords des sections faites lelong de chacur des n contours C.C,,...C " {Jordzn 1V, 107)
7' Man beachic, daf dicses dem heute gebruchlichen Fundamentalpolygon siner orienticrharen geschlosse-
nen Fliche schon recht nahe kommt (vergleiche Massey 1989, 133).

..En multiphiant indéfmment les transversales, on arnivera & découper la surface considérée en éléments
infiniment potits.” (Jordan [V, 38)

7
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die Hom&omorphie der beiden Komplemente anzunehmen, wobei natirlich die Elemente
in geeignete Bezichung gesetzt werden miissen. Dies geschieht mit Hilfe der Znordnung
der Randkurven und der Rickquerschnitte - aiso der Rinder der Licher, welche Jordan
explizit diskutiert (Jordar I'V, 108f).

Fliche vom Typ (3,1} mit Kanilen

Sieht man einmal von den zweifellos vorhandenen Mingeln und Liicken ab, deren gravie-
rendster vielleicht das oben erwihnte ,Prinzip” ist™ | so enthiilt doch Jordans Arbeit eine
Menge interessanier und tragfahiger Ideen, deren wichtipste wohl die Prisentation der
Fundamentalgruppe und die Rickfiihrung auf eine Normalform sowie das hiermit zusam-
menhingende, bei Jordan allerdings nur andestungsweise vorhandene Fundamentalpoly-
gon sein dirflen. Methodisch gesehen ist die Verschmelzung von topologischer Tradition
(Zusammenhangstheorie nach Riemann) und funktionentheoretischer (Homotopie von
Wegen}, welche Jordan vqmahm von gréfter Bedentung gewesen. Seine Betrachtungen
sind weitgehend frei von Uberlegungen der traditionelien Geometrie und Analysis; 20 die

™ Wie schon erwahnt, fallt dic Kritik vos Dehn und Heegard an Jordan ziemlich scharf aus (Dehn-Heegard
1907, 189f Anm. 92). Dabei mag cine Rolle gespiclt haben, daB Josdan ausschlieflich kontinuumstopolo-
gisch arbeitete, wahrend Dehn und Hecgard ja entschieden die kombinatorische Richtung als die strengere
betrachteten (vergitiche 4.2 und 6).

An der angegebenen Stelie heillt es unter anderem:

»Wann sind zwei My in Eq mitsinander homotop, oder, anschaulicher, incinander stetig transformicrbar?
in dieser Form ist das Problem von Jordan {...) formuliert und fiir zweiseitige Flachen behandelt worden.
DaB hicrbei alle méglicken sogenannten hiaulichen Annah gemacht werden, st von vornehersin
kiar. Es wird 2.B. die Endlichkeit des Geschlechts {...) vorsusgesetzt, ferner folgends Annahme Ober dic
stetige Deformicrbarkeit gemacht: [Folgt Jordans Prinzip; K.V.]. NaturgemaB werden nachher beim Be-
wm:s aych stillschweigend Annahmen eber dic Entstehung solcher unendlich kisiner Teile gemacht * Ver-
gleiche aber such unten Anm. 82

Insbesondere macht Jordan kaum Gebrauch won der Einbettung der zu untersuchenden Flichen in dea
gewthalichea Raum. Scin Standpunlkt ist also cher derjenige der GauBschen Diffeventialgeometrie.
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Topologie beginnt bei ihm ein esigenstindiges Dasein zu fizhren (vgl. 8). Hemmend wirkt
sich bei Jordan das Fehlen der Gruppentheorie aus. Hitte er diese ins Spiel gebracht, so
wire der Nachweis, daB Flichen nicht homdomorph sein kénnen, wenn sich ihre Funda-
mentalgruppen unterscheiden, einfacher und sirenger 7 fithren gewesen. Bemmerkenswer-
terweise selzte aber selbst Peincaré dic von ihm dann eingefithrie Fundamentaigruppe {vgl.
3.2} nicht im Zusammenhang mit den Klassifikationsproblem der Flichen ein, wohl, weil
er dieses Problem als anderweitig geldst betrachtete. Uberhaupt 148t sich inhaltlich keine
Beziehung zwischen Jordans Uberlegungen, wie wir sie gerade kennengelernt haben, und
Poincaré's Einfithrung der Fundamentaigruppe erkennen. Wihrend Jordan ausschlieBlich
Flachen betrachtete, war Poincaré {ast genauso ausschlieblich am drei- und héherdimensio-
nalen Fali interessiert.

2.2.4 Weitere Entwicklungen, insbesondere Modellvor-
stellungen

Mit Jordans Arbeit war das topologische Klassifikationsproblem fiir kompakie berandete
zusammenhingende orientierbare Flachen, sieht man einmal vor einigen Unvoilkommen-
heiten ab, gelost. Wie wir gesehen haben, gab Jordan aber kein anschauliches Modell fiir
eine n-fach zusamenhingende Fliche an, obwohl er vielleicht mit einem solchen gearbeitet
hat. Bei Mébius hingegen, dessen Ausfithrungen (vgl. 2.2.2.1} lange Zeit nur wenig Beach-
tung fanden, begegneten wir dem ,,Zwei-Sphiren-Modell” fiir 2ine n-fach zusammenhin-
gende geschlossene Flache. Dies ist allerdings nicht die einzige anschauliche Vorstellung,
dic Mbius seinen Lesern anbietet, wenn auch die von ihm ia den Vordergrund gerfickte:
Wir finden bei ihm auch noch zwei {n-1)~fach gelochte Ebenenstiicke, welche durch ent-
sprechende Réhren miteinander verbunden sind, sowie das folgende Modell: |, Diesclbe
[Fliche; K.V.] kann man sich dzher auch als die Oberfiiche eines von n-1 Kanilen durch-
bohrten Kérpers vorstellen, vorausgesetzt, dass die Oberfliche vor der Durchbohrung zur
ersten Klasse gehérte, und dass keine zwel der Kandle einen Theil mit einander gemein
haben.” (Mabius I, 457).81 Topologisch handelt es sich somit um eine gelochte, von dis-
junkten Kanilen, gewissermaben ins Innere umgestiilpte Henkel, durchzogene Sphire.
Auf dem Hintergrund der Arbeit von Jordan, die mehr Beachtung fand als diejenige von
Mibius?? , geniigte es, ein besonders anschauiiches Modell fiir die n-fach zusammenhiin-

¥ Man beachte dic in der traditionelien Fischenauffassung sichende Formulierung, dic von der Oberflichs
cines Korpers spricht. Im 0brigen war das Thema "Durchbohrungen” cin Klassiker der Polyederthearie,
insbesondere im Zusammenhang mit dem Eulerschen Satz.

R 8o witrdigt Dyck in seiner groBen Arbeit von 1888 Jordan als denjenigen, der das Klassifikationsproblem
als erster geltist habe:
..Der Satz, dass fur zweidimensionale Mannigfaltigheiten (Fiachen) die Uebereinstimmung der sogleich zu
besprechenden ,, Zusammenhangszahl” und der Anzahl der eindimensionalen Begrenzungen (Randourven)
derselben als cinzige absolute Eigenschafien von aus einem cinzigen Stick bestchenden Mannigfaltigke-
ten (Flachen) nothwendig und hinreichend ist fiir dic Moglichkeit umkehtbar eindsutiger Bezichung zwi-
schen alien Elementen solcher Mannigfaltighciten, ist wohl zuerst von C. Jordan bewicsen worden.” (Dyck
1888, 458 Anm."")
Vergleiche auch Giessking 1912, 22 Anm. 22 und Kein 1874, 552 Anm.®.
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gende Fliiche, die dann als geschlossen vorausgesetzt wurde, auszuwihlen, Die Idee, hier-
fiir eine Sphire mit n Henkeln (,Handhaben™, »Anhingsel™) zu nchmen, gebt im Falle
Riemannscher Flichen auf W.K. Clifford (Clifford 1877) zurick: populdr gemacht hat sie
dana F. Klein in seinem auf Vorlesungen basierenden Buch ,,Uber Riemanns Theorie der
algebraischen Funktionen und ihrer Integrale,.” (Klein 1882}; der Text der zugrunde lie-
genden Vorlesungen ist in Klein 1987 zuginglich. Im Kapitel 9 seiner Vorlesungean
»Einschicbung aus der Analysis Situs (Topologie) mit verschiedenen Anwendungen™
(Klein 1987, 144-165) definiert Klein das Geschlecht einer geschlossenen Fliche als die
Maximalzahi nicht-zerstickender Riickkehrschaitte (Kicin 1987, 148) und erwihnt den
Satz, daB geschlossene (oricnticrbare} Flichen gleichen Geschlechtes ~eindeutig stetig
ineinander dberfihrbar” sind, Schlieblich wird die Kugel mit Henkeln als Normalform
eingefiihrt (Klein 1987, 149), welche mit der fol genden Abbildung illustriert wird:

Abbildung aus Klein 1987, 149

Diese Modellvorstellung ist bis heute in Gebrauch geblicben; an ihre Seite trat (wann7} viel
spéter noch die zusammenhingende Summe von n Tori. Man beachte, daf beide nur den
orientierbaren Fall erfassen.

Zum AbschiuB seien hier noch zwet Entwicklungen erwiihnt, die fir die Topologie von
groBer Bedeutung werden sollten, ohne direkt za dieser gerechnet werden zu kénnen;:

Da ist einmal die Untersuchung automorpher, also (wie man sich damals etwas
irrefithrend ausdriickte) , mehrfach periodischer” komplexer Funktionen, welche mis
Beginn der 1880er Jahre vor allem von F. Klein und H. Poincaré in Angriff genommen
wurde. Neben vielen anderen Impulsern, die wir in 3.2 kennenlernen werden, ergab sich
hier erneut (nach Mobius), aber diesmal systematisch, die Idee, geschlossene orientierbare
Flichen durch Identifikationen aus Fundamentalberzichen {Polygonen der hyperbolischen
Ebene) zu erhalten, weshalb man auch gelegentlich (z. B. Threlfail 1932, 32) vom
"Poincaréschen Fundamentalipoiygon™ sprach. Das Fundamentalpolygon hat allerdings im
19. Jahrhundert als Hilfsmittel zur Klassifikation der (geschlossenen) Flichen keine
wichtige Rolle gespielt. Fs wird eigentlich erst dann interessant, wenn man mit der
Fundamentalgruppe arbeiten will, weil es fitr diese Erzeugende und Relation liefert (vgl.
auch 2.5).

Das Problem der Normalform nicht-orientierbarer geschlossener Flichen warde ersimals
1883 von G. Weichold in Angriff genommen, der ausgebohrie Kreisscheiben mit Kreuz-
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hauben verschloB (vgl Pomt 1974, 128-131). Ausfuhrlich disk:_x:ie_ﬂ wurde es dann bei
Dyck 1838, 479 - 483, wo neben den Kreuzhauben auch die Einsicht zm fmden_ls:, .daB
man bei Verbleiben von mindestens einer Kreuhaube zwei Kreuzhauben stets in einen
Henkel iberfithren kann.

2.3 Die Beitriige von W. Dyck

i ionsproblem hatie mit den oben besprochenen Arbeiten und der'an_schau-
E:;e?;fuﬂm?; 355 deren Ergebnis eine fir dam.aligc _Vcrhfslmjsse rech_:_b;efnedlgende
Lésung gefunden. Das heibt patizlich nicht, daB nicht einzelne Punkte kritisiert und ver-
bessert worden wiren, wie das etwa A. Tonelli getan hat. )

Swnumarisch gesprachen biieben aber doch mindestens noch zwei Aufgaben:

1. Systematisierung und Strukturierung des vorhandenen Materials, in§besondﬂrc _Klé-

- sung des Normalformenproblems (das ja, wie wir gesehen hab_en, bei Jordan weitge-

bend offengeblichen war, wihrend der hierin deutlichere Mobius erst sehr spiit rezi-
piert wurde},

2. Einbezichung des nichtorientierbaren Falles in die Klassifikation.

Hinzu kam eine weitere Fragestellung, die sich aus dem vorhandenen Maleri‘a] zwa.r_nicht
rwangsiiufig ergab, die aber auf dem Hintergrund des ,,/:\uibruchs in hihere Dimen-
sionen™, welcher in den 1870cr Jahren einseizte,®? schr naheliegend war:

3. Ubertragung der gewonnenen Einsichten auf drei und meiu Dimensionen.

Es ist bemnerkenswert, dab die Asbeiten von W. Dyck in allen c_irci Hinsichten_Fon_?chmtc
brachten. Dyck entstammte der Kleinschen Schulc,_desscn Asxste:nt er 1879 in Miinchen
wurde, nachdem er bei ihm eine Dissertation iber R;emarmsch; _F_Lax:hen geschricben haite,
und d:zm er 188! nach Leipzig® folgte, wo er sich 1882 habli‘mer_tc. Ab 1884 war Dyck
dann in Miinchen titig an der Poly{echzﬁsche:;{s H;;%wc}l:xﬁe.zfsz wichtigsten Beitrige zur
i men aus dea Anfingen von Dyc Unchner Zeit. .

TO¥$O§IZ§:£:n méchte ich auf zgwci Themenkreise?’ eingehen: einmal auf einc kunlf%
HNote von Dyck aus dem Jahre 1884, wo er iib-er 3-Mannigfaitigkeiten spnclbm, sodaimMa t:
scine beiden Antikel , Beitrige zur Analysis situs”, welche 1888 und 1?90 in den e-
matischen Annalen erschienen und die eine Zusammenfassung der Bemithungen Dycks um
die Topologie und zugleich deren Endpunkt darstellen.

i i 93.
8 Vergleiche hicrzu Schlegel 1886, Scholz 1989, 230-242 und Veolkert 19 ) Y
# Inﬂf[%c?;)czi; hlan: Dyck dic ersie etatmafige Assistentenstelle Deutschlands im Fach Mathcmatik inne;
vergiciche Losey 1916, 16. ) )
& Aufﬁlhriich: Darstellungen von Dycks Beitragen findct man bei Pont 1974, 131-154, Bollinger 1972,
111-116 und Scholz 1980, 349-253.
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2.3.1 Der Vortrag von 1884

im Spitsommer 1884 reiste W, Dyck zum 54. Treffen der British Asspciation for the
Advancement of Science, welches in Montreal abgehalten wurde. Er hielt dort einen Var-
trag mit dem Titel , On the »Analysis Situs” of Threedimensional Spaces”, von dem eine
Art Zusammenfassung im entsprechenden Report der Vereinigung gedruckt wurde (Dyck

insgesamt zusammen (vgl. Font 1974, 134f). Besonders bemerkenswert in unserem Zy-
sammenhang ist der Brief Dycks an F. Klein vom 27. Februar 1284, in dem ein verknoteter
Torus auflaucht. Mit ikm belegt Dyck seine Behauptung, daf es geschlossene Flichen gibt,
welche den Raum - wamit woht §3 gemeint war - in zwei sichi-hamgomorphe Teile zerle-
gen.®6 Damit kommt Dyck einer Ides nahe, die von M. Dehn 1910 entwickelt werden sollte
und welche dreidimensionale geschlossene Mannigfaltigkeiten durch heute o genannie
Dehn-Chirurgie aus Knoten oder Verkettungen erhilt (vg), 4.3).

Der eigentliche Vortrag beginat mit einem Hinweis auf die Funktionentheorie, welche
die Untersuchung ,,dreidimensionaler Riume™87 motiviert habe, um dann sofort die zen-
trale Frage zu stellen:

. The object is to determine certain characteristical numbers for closed threc-dimensional spaces,
anaingous to those intraduced by Riemann in the theary of his surfaces, so that their indenzity [so im
Onginal, K. V.] shows the possibility of its 'one-one geometricat correspondence’.”

(Dyck 1835, 648)

Die grundlegende Idee der algebraischen Topologie, das Homdomorphieproblem zu I~
sen, indem gezeigt wird, dab die U'bereinstimmung eines Systems von Invadanten - im
einfachsten Fall; Zahlen - notwendig und hinreichend fir Homéomorphie ist, wird hier
erstmals klar und deutlich formuliert, wobei der zweidimensionale Fall als Paradigma an-
gefiibrt wird. Man darf sicher einen Einflus Kleinscher Sichtweisen, insbesondere aus dem
Erlanger Programm, annehmen. Auffallend ist weiterhin die Formulicrung ,,one-one-geo-

¥ Der Wortlaut kest sich in der Ubersetzung Ponts so:

wLes recherches sur Is connexion des espaces fermés § trois dimensions sont encore compliguées par le
fait quil existe des surfaces partageant 'espace en parties, qui ne possédent pas Iz méme connexion. Cela
n'est toutefois possible que pour fes surfaces eniacdes ... Aiasi dans fe cas d'un tore roUs, on Ac peut pas
établir une correspondance Brivogue-contisiuc cntre 1'extérieur et 1'intéricur.” (Pont 1974, 134)

Dyck hat also genau geschen, daff die Moglichkeit des Verknotens, dis jaerst im Dreidimensionalen gege-
ben ist, die dreidimensionale Tepologie schwierig mochen kann.

Vermutlich bezog sich hicr Dyck auf cinen Sate, die Gleickheit des Zussmmenhangs ciner Mannigfaltig-
keit und ihres Komplementes betreffend, der 7 seincr Zeit anscheinend recht verbreiter war, Man findet

die Untersuchungen Poincard’s fiber automorphe Funktionen ohne Grenzireis zu denken, ober dic Dyck
aufgrund seiner cngen Bezichungen zu Klein sicher bestens informicrt war und die such M. E. Goursat afs

Ausgangspunkt for seine Untersuchungen gber Raumteilung dienten {in Goursat 1289 - vgl. 5.2). Verglei-
che hierzu 3.1.1.
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metrical correspondence” als Umschretbung des Homdomorphiebegriffs, die merkwiirdig
unbestimmt wirkt fiir den modernen Lesar, 88 _ '

AnschlieBend formuliert Dyck ein sehr allgemeines Verfahren, rg;t dem man ,.al}c mbg-
lichen geschlossenen dreidimensionalen Riume™ erhalten kﬁm'u: _Man nchrqc in 8 k
Paare HenkelkSrper des Geschiechtes py, ps, ., Px un_d 1c!ennﬁ?_1_ere‘ paarwiese de_:ren
Oberflichen. Man erhiit so k geschiossene 3-Mannjgfa_lugkmten. Dies ist die Grundidee
des Verfahrens, das wir heute - bei Beschrinkung auf ein Paar von Henkcllkﬁrpem -_Hae—
gard-Chirurgie nennen, und das von P. Heegard 1898 in seiner Dissertation beschrieben
{vgl. 4.1) und von H. Poincaré 1904 mit groBem Erfoig verwenc_let \:«mdc.(vg,l. 3.4). )

Pryck fihut dann aus, dab man die Zahlen py, po, ..., P sowie die Zuordnunggs:o;schnf—
ten als Charakieristiken der entstehenden 3-Mannigfaltigkeiten anse?mn kdnne ™ Er fahnt
dann fort, diess Charakteristiken mit der Existenz geschlogs‘ener' nicht-berandender m-
chen sowie geschlossener Kurven, die weder mmnanc[r:r nqch in einen Punkt MOm;r-
bar sind, in Beziehung zu setzen, erkennt also, daﬁh:ilzz d;li: entstehenden 3-Mannigfaltig-

i ich vom gewshnlichen Ranm untersc I _
kﬁlggfmtdrd a:%schlicﬁcnd an einem einfachen Beispiel crliix{tcn: Mﬁm_nehmc zwel
Volltori, die lings ihrer homdomorphen Begrenamg;ﬂéchea -das sn_zd nzp.xrhch gewdhn-
liche Tori - miteinander identifiziert werden. Um die Art der Identifikation fes!zulege:g
wird gesagt, wic der Meridian des einen Torus auf c}cn @dcrfn gelegt werden soll. Dabei
betrachtet Dyck zwei ,,wesentlich verschiedene Maglichkeiten™:

.First, for example, we can make them correspond so ﬂm: meridian curves fall on mmd:an;r_vcs,
and latitidinal curves into latitudinal curves. Then there exist curves which cannot be @mmxzm
onc point. For if we put 2 closad eurve surrounding the ﬁm.nng_ the curve, by all expansions h;—
formations it is lizble o, always encloses oac of the two rings. On :hc. cantrary, supposing w:hc
made the mesidional curves 0 cosrespond to the latitudinal ones and vice versa, cunm;f the :_::
description would nat have been found. For s curve sf:rmm?dmg LhF one sing can first conr;'a:.
tnto 2 meridional curve of the ring. This curve is identical ‘:\':th’n latitudinal curve of the sccond ring,
and this last-mentioned curve can be removed frem the ring into our space, and thersfore be con-
tracted into & point.”

{Dyck 1325, 648)

B Einige Zeilen weiter wird diese Formulicrung wieder aufg:g_riﬁ:n, um auszudricken, .ds.ﬁ a}l!:h homdormor-
phen ,Riume™ als &quivalent zu betrachten sind: |, Coliccting under one fepresentative al ‘those spaces,
bcnuc.:n which 2 one-to-cne correspondence is possible,...” {Dyek 1885, 648), wobci hier wie im Text der
Bezug zur Stetigkeit vermilit wird, ) ) .

Ld ..---Wf"-m :’rmng:ll pessible ciosed Lhrchifu:nslnna]:ipl);r'ahby the t;]l_o\;mf fmcudurc (Dryck 1885, 648)
Diese Behanptung ist in der Tat (im orienticrbaren Fall) richtig; vergleiche 4, - o .

0 Wir sprtx:bc:{:I heute von einer Heecgard-Zerlegung des Grschlzx:h!s B Allcrdu?gs ist diese Kcnnzghl bj:

weiteta nicht hinreichend, um 3-Mannigfaltigkeiten zu charakterisicren {vergleiche 4.1 und 7), wie auc
ok sofert erwihnt. ‘ ' . o

Siyjedenfalls wirde ich dic folgende, zugegebenermaBen dunile Stelfe bei Dvek interpredieren:

is characierisic is determined: .

IT&I‘;; :he existence of cortain closed surfaces, which are not able 1o isolate a past of the space. These are
iz unding the above-named surfaces of the dcﬁm:ﬂf:y P1. Pz )

;“ Bym:;:l:::iitcnae s;f eertain closed curves in our space, which can be neither be transformed intn ench

X n cury. o
ther, aor be drawn together into 2 point.” (Dyck .}?»85, 64 o ) _ !

I.Sa;:i t}zizht sich die erste Aussage auf die zweidimensionsle Homologie, d.n: Zweits atff die _Func'lamcn

talgruppe (beides natirlich modern gesprochen). Nicht-berandende P‘i:ﬁchcn gibt es sllerdings nicht immer,

chensowenig wie nicht-nullhomotope Kurven. Das zeigt schon die gleich zu hesprechende §3,

k-
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?Lyscrvz;:u?c:;tct h;c; dic beiden einfachsten Fille eines Heegard-Diagrammes auf dem To-
- 4.1}, welche Veranlassung geben zu den beiden einfachsten Li
: 4 Insenrdumen .
i@uiguggjsg)l négimdll':ct%;ﬁ,{o,i) = 5! = 8% und zu 1(1,0) = §3. Der angegebenen Dar(s:fl!
iegt die mentale Einsicht zugrunde, dab man, ni 3 einen
Volltorus heraus, als AbschluB des Kom, i fnen Volltores s, v
o) s @ plementes wieder einen Vi i i
Meridiane und Breitenkreise aufeinander zu licgen kommen, e Volliorus ewhalt, wobei

Allein - Dyck hat nicht nur di i i ie sei
g oo ur diese einfachsten Fille untersucht, wie seine Schlubbermer-

1 this way the pasticular corres i
; pondence above described, between ev i
: : ery two of our surfaces
fisc o 2p 1:|r.w petiods from the periods sy, @, ..., Woy in the theory of Abelian inicgrai.”:. acmrfw
o Kronecker. 1 hope to develope this subject further on another occasion,”™ o

(Dyek 18835, 648)

;Vas Dyck hier %m einfach;ten .Falie gemeint haben kénate - seine Ankindigung des letzten
Sat?gsalfh:}tl er leider nicht in d1c_ Tat umgesetzt (vgl. aber Dyck 1890) -, wird vielleicht im
djpezx des Verklebens zweier Volltord {den wir schon betrachtet haben) deutlich: Um
ese Vcrk.l'ebungi vorzunchmen, bedarf es aligemein als Identifikationsvorschrift ;:incs
Agtomorphlsmus ‘des Torus, Die Abbildungsklassengruppe des Torus ist aber, wie J
z;lelse; 1913 gexeie hat, iscémorph SL(2.2). Diese Gruppe wiederum und ihe Bezichung
; orus war aber aus der Theorie der ellipti i
Saiweh 1993, 2000 er elliptischen Funktionen wohlbekannt (vgl.
Trotz der Kiirze seines Beitrages wird deutlich, daf i unkt
T ; Dyck zu diese; i i
en tiefgehendes Verstdndnis fiir die Natur von geschlossenen 3~Mznnir;f£fil;§eiien l::rsca:és
]IJ};m kqmmt daher das Verd:e_nst zu, dieses topologische Neuland erstmals betreten zu ha;
. a. Sua,h:I man vm-:i Dycks eigenen Beitrigen (vgl. den michsten Abschnitt) ab, so war
oincare der erste, der wesentlich ber Dyck hinausge en i ic
Mannigfaitigkeiten anbelangt (vgl. 3). BeRAnBer IS, was den Bereich der 3-

2.3.2 Die ,,Beitriage zur Analysis situs”

Dyck veréﬂ'cn_tlichtc nach seiner Ubersiedlung nach Miinchen in der zweiten Halfe d
1880er. Jahre in den Sitzungsberichien der Leipziger Akademic mehrere | Beitrs : o
Analysis situs”, c_ixc er spiter dann zu zwei gleichnamigen Antikeln fir die Mz,a,themat%sclf;
Ar_malen umarbeitete (Dyck 1888 und Dyck 1890), Wie die bei Pont verdffentlichten Briefe
zcigen, hatte Dyck wohl wrspriinglich vor, die 1884 gemachte Versprechung wahr;

chc_n uqd das Normalformenproblem und damit das Homgomorphieproblem ﬁ%r 3—M;ruum-
fa_IugI_ccsicn zu losen. Dics ist ihin (und auch sonst niemand nach ihm) nicht gelungen: D?
wnchugsten‘ Emmg_enschaﬁen der beiden Aufsitze aus den Jahren 1888 und 189%] !i-e ee
denn au_ch im Bereich der 2-Mannigfaltigkeiten (Klassifikation der geschlossenen Hﬁcﬁ o
unter Embczgg dcs_ nichtorientierbaren Falles) und im Methodischen (Dyck als We, ;.
fer dCIj komb1m:0nmhcn Methode). Dancben findet man bei Dyck viele ausﬁih.rlichibgfl-
ratzfrmnwcxse, was vor allem Dyck 1888 zu einer wichtigen Quelle bezitglich der Frih .
schichte der (kombinatorischen) Topologic macht, # e
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Die beiden genannten Arbeiten stiizen sich wie bereits erwihat auf drei Mitteilungen,
welche W. Dyck in den Sitzungsherichten der Leipziger Akademie zuvor verdffentlicht
hatte (Dyck 1885, Dyck 1886, Dyck 1887). Dabei verdient vor aliem die zweite Mitteilung
Beachtung, weil hier Dyck Kurvensysteme auf geschlossenen und offenen 3-Mannigfaltig-
keiten betrachtet, wobel lerstere entweder analytisch als Nullstellengebilde gegeben sind
oder aber durch Randidentifikationen gewonnen werden: ,LWir stellen uns dann
,.geschlossene Mannigfaltigkeiten” dadurch her, dass wir bei den ebenen M; die begren-
zenden Randcusven paarweise einander zugeordnet denken, und ebenso fiir die bisher be-
trachieten Mj eine paarweise Zuordnung ihrer Begrenzungsiiichen gegeben denken™
(Dyck 1886, 59). Die Randidentifikation solite spiter fisr H. Poincaré Ausgangspunkt fir
ceine Arbeiten fber 3-Mannigfaltigheiten werden (vgi. 3.2), wihrend sie bei Dyck eher
Episcde blieb, da dieser stirker in analytischer Richtung arbeitete. Dennoch ist bemer-
kenswert, wie selbstverstandlich Dyck mit 3-Mannigfaltigkeiten umgegangen ist.

Anders als seine Vorganger (Mabius, Jordan), die einen mehr oder minder vagen Fli-
chenbegriff zugrunde leglen, um dann diese Flichen zu zerlegen oder ihr Berandungsver-
halten zu studieren, baut Dyck diese in der Regel systematisch kombinatorisch auf:

_Das Elementargebilde EE, aus welchem wir unsere aligemcinen zweidimensionalen Mannigfaltigkeis

1en MIE herleiten, ist geometrisch gegeben als ein von cinsm aicht sich selbst durchsctzeaden Curven-

zug begrenzics, in tine Ebenc ausbreithares Flachenstick, also ctwa als das Innere eines Kreises in

der Ebeanc.

Die aligemeinsts zweidimensionale Mannigfaltigkeit MII betrachten wir als aus soichen Elementar-

gebilden zusammenseizhas, indem wir vorausselzen, dass dieselbe in der Umgebung cines jeden ihrer
Punkte mit cinem Elementargebiide identifizict werden darf. Dabei bleibt ganz ausser Betracht, ob
wir dicse Zusammenseizung sus eincr eadlichen Anzahi solcher Ell bewerksielligen kOnnen, oder
etwa cines unendlichen Zahl bedirfen. Die Zusammensstzung crfolgt dadurch, dass wir jene EX ein-
mal langs gewisser Randsticke, dann aber auch langs ganzer geschlossener Randourven vereinigen.”

(Dyck 1888.4720)°2

Dicse Definition wurde dann 1830 unter Hinzusahme einer expliziten Regularititsbe-
dingung (jeder innere Punkt der Mannigfaltigkeit soll eine der n-dimensionalen euklidi-
schen Kugel homéomerphe Umgebung besitzen {modern gesprochen]) auf den n-dimen-

sionalen Fall verallgemeinert.
Anschiiebend an seine Definition fithrt der Verfasser die ,,Charakteristik™ einer

Mannigfaligkeit®® ein (Dyck 1888, 474D
a) Das Elementargebilde EU erhilt die Charakteristik +1;

2 Das klingt zuers cinmal dberraschend modern; man mud aber beachlen, daft Dyck gar nicht sagen konnte,
was einc Mannigfaitigkeit unter Absehung voa ihrer lokal-cukhidischen Struktur eigentlich ist (namlich en
topologischer Raum). Was ¢r suszudricken vermochtz. ist dieses: Ein Gebilde, dus durch Randidentifika-

tionen aus Kroisscheiben entsteht, ist eine 2-Mannigfaitigheit. Neben dicsem cher kombinatorischen

Mannigfoltigkeitsbegtiff, den man viglleicht konstruktiv nenncn knnte, verwandte Dyek such noch durch

Gleichungen und Ungleichungea beschrichene (darn notwendig eingebettete) Mannigfaltigkeiten, NatOr-

lich bedarf modern geschen zuch die Rede vom Identifizicren der Prazisierung im Sirne der Bildung cines

Quoticntenraumes.

Dyck stellte sich susdricklich in die Kroneckersche Tradition, was dic Wah! gerade dicses Terminus

moliviert haben koantz. Uber Kroneckess Asbeilen zur Charaktenistikentheone heibt es bei Diyek:

. Gleichzeitig sind damit die Grundlagen fur die analytische Behandlung atler Fragea des Analysis gege-

ben.” {Dyck 1888, 463)

)
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b) bei einem Vorgang, der ein Elementargebilde durch Ziehen einer Querlinie in zwei
Elementargebilde zerlegt, ist die Charakieristik um 1 zu erhdhen;

c) bei einem Vorgang, der aus zwei Elementargebilden cines macht - vermittels Verhef-
tens entlang cines Teiles des Randes - ist die Charakteristik um 1 zu veImingern.

Die Auswirkungen der Transformationen b} und ¢) werden im Anschlub von Dyck noch
genaver untersucht; z. B. verfolgt er die Frage, was passiert, wenn man cine O-dimensio-
nale (oder 1-dimensionale ader 2-dimensionale) Mannigfaltigkeit anheftet bzw. ausschnei-
det.

Wesentliche Einsichten im Themenkreis | Klassifikation der Fiichen™ enthilt der dritte
Paragraph des ersten Teiles von Dyck 1888, welcher iberschrieben ist:
~Unverdnderlichkeit der Charakieristik fir verschiedene Erzeugungsweisen einer Mannig-
faltigkeit. Normalformen fiir die Mannigfaltigkeiten mit nicht umkehrbarer und mit wm-
kehrbarer Indikatrix” (Dyck 1888, 476). Ausgangspunkt hierfir - und dies wird von Dryck
im wesentlichen kommentarlos unterstellt® - ist die Uberfithrbarkeit von kompakten
berandeten Fiachen in eine Normalform. Fir orientierbare ist dies cin von 2 geschlossenen
Kurven begrenztes Stiick der Ebene, das natiirlich zusammenhingend sein soll {die
»Grundform™), in dem ,,wir einige dieser Randcurven paarweise aufeinander bezichen, und
zwar ,.gleichsinnig™.” (Dyck 1888, 477).95

Die Charakteristik einer orientierbaren Fiiche mit r Randicurven und s Henkeln (dh. 2s
ider;&ﬁzierten Lachen bzw. s nicht-zersiickenden Riickkehrschniteen) ergibt sich dann
zu®

Kil=2-5-2r
Fir geschlossene orientierbare Flichen ergibt sich hieraus sofort, dab ihre Charakieristik
stets gerade ist.

# Dicser Punkt wird von Dehin und Hesgard kritisch bervorgehoben:

wDer allgemeinsts Fall des Problems {Klassifikation der Flachen; K..V.] wird von Dyck {...) behandelt.
Jedoch ist die Behandlung nicht als volistandig zu bezeichnen, weil dic Uberfithrbarkeit der Flichen in
gewisse Normaiformen obne Beweis angepommen wird. Gerade hiedin jiegt die Schwienigkeit (...}.7
(Dehn-Heegard 1907, 190 Anm. 92}

Merkwtrdigerweise wird Mobius, suf den sich Dyck ja beruft, nicht in &halicher Weise kritisiert
(verglciche 2.2.2.1 oben). Im @brigen sollte cin Shaicher Vorwarf spiter Dehn und Heegard selbst treffen
(siche unten 2.4).

Das Verbaltais der Begriffe ,,2-Mannigfaltigkeit” (it Dyckschen Sinne) und ,,Fiiche™ wird bei Dyck nicht
explizit geklirt. Die nachfolgend zitierte Stelle fegt allerdings die Vermutung nghe, daB er “Fiiche™ als zu-
sammenhéngznde 2-Mannigfaltigkeit interproticric: "Betrachten wir unter ailen so entstekenden M2 die-
jenigen, welche eine cinzige zusammenhangende Flache bilden, .. {Dyck 1888, 471). TeifRt diese Inter-
pretation zu, 5o haben Dveks Flachen von voracherein cinc kombinationsche Struktur und dic gerade wic-
dergegebene Kritik vediert vicl an Plausibilitat, Nattrlich bicibt dann aber Drycks Losung bezglich All-
gemeinheit hinter modernen Vorstellungen zurdck, Ansonsten wird dic Zurlickfiihrbarkeit auf Nosmalfor-
men vor Dyck mehr oder minder als bekannte Tatsache behandelt, wobei er sich auf A F. Mabius, F.
Kiein und A Weichold beruft (Dryck 1888, 477 Anm. **).

Wie ein Vergleich mit 2.2.2.2 zeigt, ist das nicht exakt die von Mabius angegebene Normalform, sondern
im wescntlichen die von Klein/Clifford angegebene Sphase mit Henkein,

Hierzu mub man wissen, dab dic geschilderic Grundform (mit 0 ,,Lochern™) die Charaktoristik 1-n besitzt
{oder auch 2-R, wenn R dic Gesamtanzahl der Rendkusven der Grundform angibt) und dalb das Verheflen
zweier Rinder vermoge cines Honkels die Charakteristik ungedindert 188t {vergiciche Dyck 1888, 477), das
keifit, es ist R =1 +2s.

%

-
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Auch fiir nicht-orientierbare Flichen (also solche mit ,,umkelubarer Indikatrix™ in
Dycks Terminologie [4 ia Klein]} 186t sich die angegebene Grundform verwenden. Aller-
dings sind hier die Identifikationen anders vorzunchmen:

. Wenn wir eine Ocflnung der Grundfliche [=Grundform; K.V.], dic wir. dcrl cinfachmn .Ausdruclu-
weisc halber uns kreisformig denken wollen, dadurch schliessen, dass wir die pdsm.ll diametral go-
genfiberlisgeaden Punktc aufinander bezichen, so ist die so sus d::: urspriinglichen cnmmdcnc Fis-
che eine Fiiche mit umkehrbarer Indicatrix, auf welcher jr,m; aug sich selbst bcz.ogme .Kfus!tmc sls
Rickkehrschnitt erscheint und zwar dergestait, dass die Indicatrix l4ngs eben dicscr Linic sich um-
kshit

i i i di : i den, wikrend dagegen
Die Zahl der Randeurven ist also bei dicsem Process um cing veringert worder 2
nalr.:h unscrem pag. 475 formulirten Princip der Z8hlung die Charaktenstik sich nicht gedndert hat,

{Dyck 1888, 479)

Die letzte Bemerkung Silut unmittelbar auf die Formel
Kle2-rs

wobei r die Anzah! der Randkurven und s' die Anzahl der micht-zerstiickenden Rﬁ_ckkehr—
schnitie (also der gemib der oben geschilderten Prozedur verschlossenen Locher) ist. Aus
der Formel folgt, dab eine geschlossene nicht-orientierbare Fliche sowold gerade a}s auch
ungerade Charakteristik haben kann?’ Heute pflegt man den von Dyck geschilderten
Vorgang als Anheften einer Kreuzhaube™® zu bezeichnen: Der Rand des Loches wird dabei
mit dem Rand eines Mobius-Bandes identifiziert und so das Loch verschiog:n. Weiter
filhrt Dryck aus, dab man zwei von drei Kreuzhauben durch einen 3eqkel (in }zaodemer
Ausdrucksweise) ersetzen kann {eine Kreuzhaube mub wegen des Orientierbarkeitscharak-
ters librig bleiben!). ) L )

Dyck stellt auch dic Verbindung zwischen sciner Charakteristik und Rizmanns Zusam-
menhang Z her:

{3 —Z bei peschlossenen FI4 chen
K=

2-7 beiberandeten Fl clen
sowie zum ,,ungewbhnlichen Zusammenhang” Z' (F. Klein) , der fiir geschlossene Flachen

gleich Z-1 sonst aber glcich Z ist:
" {2 ~Z' bei geschlossenen F1A chen
K =

2-2' beiberandeten Fi clen
Zum Geschlech: p einer geschlossenen orienticrbaren Fliche besteht dagegen die Bezie-
hung

H
2-K (vgl. Dyck 1888, 485).

p:

7 Folglich kann man durch dic Charakteristik alicine dic orienticrbaren Fléch.cn nicht_ imnmer von n_:lcn nicht-
orienticrbaren unterscheiden. Diesen Gesichtspunkt hebt Dyck in der Einleitung seiner Arbeit cigens her-
vor {vergleiche Dyek 1888, 462). Man vergleiche auch das oben {gegen Ende von 2.2.2.2) im Text zu

Klein Gesagie. ) ) .
ks Vc?Sleiehc%ilbcrthohn-Vosscn 1932, 279. Dic Bezzichnung scibst ist aber lter; sic findet sich achon

{erstmals?) bei Dehn-Heegard 1907, 198,
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Der genannte Paragraph schliefit mit Ausfihrungen zum Invarianzcharakter der Charak
. B . - - i
teristik, weiche schlieflich die Formulierung des zentralen Satzes (in § 5} eflauben:

wIndem man von der Erzeugung aller Flichen sus des Gruadformen j R
. a . ‘ F ausgeht, ergeben sich fir die

Maglichkeit umkchrbar eindeutiger stetiger Abbildung adler Puokic [99; & V] zvi:icr (jc aus qrnmn

Stick bestehiender) Flicken aufeinander die folgendes Bedingungen sis aothwendig und hinrcichend:

1. Dne Flichen mossen zur gleichea Classc, Flachen mit nicht umkehcbarer Indicetr
r 3 r Indicetrix bez.
mit umkehrbarer [ndicatrix gehdiren. Flchen

2. lhre Charakieristiken méssen fibercinstimmen.
3. Die Anzahl der Randcurven muss bei beiden dieselbs sein.™

{Dyck 1388, 488)

Die Bedingung 2. 148t sich in Jordanscher Tradition auch so formulieren:

.2a. Die Max.i:.-najanz.nhi der nicht zerstickenden, einander nicht schneidenden Rickkehrschaitte
{welche also ,cin vollstiindiges System™ bilden) muss in beider Fallen dieselbe sein.”

(Dyck 1882, 483)
Damit ist eine Fldche im Sinne der Analysis situs eindeuti
5 Sinne d g festgelegt, - genaver gesa
wie auch Dyc‘k betont - beziiglich ihrer absotuten Eigenschaften im Sinne Kigeins. Bt
Seine theoretischen Ausfiihrungen illustriert Dyck durch folgende Abbildung:

K~
e

K~0
r=1

H =0
r=-0

P
-2

" . . . .
Man beachic dic rclativ prizise Formulicrung des Homoomorphicbegriffes, die Dyck hier gibt.

Die Beitrage von W. Dyck 65

Der zweite Teil der Abhandlung von 1888 ist Fragen der Charakteristikentheorie gewidmet
und soll hier iiberpangen werden, einige Hinweise hierzu ¥ann man Scholz 1980, 249-257
entnehmen.

Der zweite Aufsatz, die 1890 erschienenen , Beitriige zur Analysis situs™ behandelt den
Fall hoherdimensionaler, inshesondere auch dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten. Det
Aufbau dieser Mannigfaltigkeiten sowie die Definition der Charakieristik verlaufen analog
sum zrweidimensionalen Fall, wobei natiirlich die Dinge durch dic Vielfalt, weiche hthere
Dimensionen gestatien, komplexer werden. Dyck kann denmroch fiir zwei Klassen von
Beispielen - nimlich die Sphiren So und die reelt-projektiven Riaume PR - die
Charakteristik explizit ermitieln. Er findet:

- die Charakteristik von 87 ist 2 oder 0, je nachdem r gerade oder ungerade ist;
- die Charakteristik von P,R ist 1 oder 0, je nachdem n gerade oder ungerade ist (vgl.
Dryck 1890, 282£).40°

Diese Ergebnisse zeigen eigentlich schon, daR die Charakteristik héherdimensional eine
viel zu schwache Invariante ist, um das Homcomorphieproblem ernsthaft in Angriff neh-
mer zu kéonen., Diesen Mangel hat Dyck durchaus geschen, wie scine
,.Schlufibemerkungen” zeigen, in denen er vor ailem auf die héherdimensional nichi vor-
handene Normaiform zu sprechen keramd:

¥ o1 weileren erkennt Dyck auch, dadt PR fic gerades 1 stets nicht-orisntierbar, fiir ungerades a1 hingegen
orientierber ist (Dyck 1890, 284). Im driticn und letzien Abschnitt scincr Arbeit untersucht Dyck noch
spezicile Untermannigfalligkeiten des R7, welche durch dic Gleichung

FACES SLPSIS - SWT IR SUR L1V

defnicrt sind. Spezicll far n = 4 Gndet er besummte Kemformen”, nhmlich cin Paar vor Kugeln, cinen
dreidimensionalen Krcisring {= Volltorus) sowie einen von zwel konzentrischen Kugeloberfiichon be-
grenzten Schalenraum (vergleiche 5.2}, die durch Identifizierungen Zu schlicBien sind (Dyck 1890, 3121).
Das Kugelpaar und der Kreisring , reprisentiren, wean wir wieder dic Begrenzungspunkte paarwsise &in-
ander zuordnen; die typischen Formen fur dic dreidimensionalen Mannigfaltigheiten.” (Dyck 1899, 312)
Dieses ,.typisch" ist natirlich stark zu relativiercn; es bezicht sich nach Lage der Dinge nur auf solche
Mannigfaltigkeiten, welche in der ebea erwithnten Form darsieifbar sind. Dic crstc Mannigfaitigkeit ist
woh! nichts anderes als die §3, dic zweile kann man sls Linsenraum interpsetieren.
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. Durch die Zurackfiihrung unserer Abzihlungen auf dic Kronecker'sche Dacstellung ist deren invari
sniz Bedeuhing (bei Abdnderung der zu Grunde gelegien Entstehungsprocesse, sowiz bei Urnfor-
mungen der Marnigfaligkeiten im Sinne der Analysis situs) erwiesen, Far die Mannigfaitigkeiten
von zwei Dimensionen war es nun méglich, specicl} auch auf geomctrischem Wege die invariante
Bedeuning dicser chamkieristischen Zshlen (ganz unabhéingig von der Kronecker'schen Formulio-
rung) zu erweisen. Es war nhmlich, wic schon in der Einleitung erwahnt, maglich, fir alle Mannig-
{altigkciten von zwei Dimensionen Mormelformen herzustellen, an welchen direkt dic chasakieristi-
schen Zahlen abgelesen werden konnten.

Die gleiche Darstellung for Mannigfaltigkeiten belicbiger Dimension wiirde such hier die Aufstellung
von Nommalformen verlanges, als Reprisentanten aller méglichen Mannigfaltigkeiten. Eine solche
scheint aber zunbchst noch nicht zu bewaltigende Schwierigkeiten zu bieten, In der That ist die Frage
nach solchen Mannigfaltigkeiten cine vicl umfassendere. Sie erfordert dic Berttcksichtigung aller Cha-
rakizristiken, welche eine M, bis auf cindeutige Umformungen {im Sinne der Analysts situs) charak-
terisiercn uad dazu ist durch dic vorlicgenden Untersuchungen nur erst cin erster Schritt gemacht.”

(Dyck 1890, 3060)

Insgesamt darf man fesistellen, dab Dycks Untersuchung der n-dimensionalen Mannig-
faltigkeiten der erste groBere, systematisch angelegte Versuch dieser Art gewesen ist, Er
fithrle zwar nicht zu Losungen oder Teilldsungen, machte aber wenigstens die Probleme
sehr deutlich. Das gilt in erster Linie fir das Normalformenproblem, Auf der Seite der
Invarianten dagegen blich Dyck hinter Riemann-Betti zuriick, insofern er nur mit einer
einzigen Invariante, seiner Charakteristik nidmlich, arbeitete: Dies hing sicherlich damit
zusammen, daB Dyck methodisch gesehen festen Boden zu gewinnen suchte, was ihn ei-
nerseits zum kombinatorischen Aufbau von Mannigfaltigkeiter und zu deren kombinatori-
scher Behandlung (letzteres haupisichiich im zweidimensionalen Fall) sowie andererseits
zum Arbeiten mit durch eine Gleichung bzw. Ungleichung festgelegten Mannigfaltigkeiten
(hoherdimensional) fithrie.

Anders verhalten sich die Dinge im zweidimensionalen Falle, wo Dyck das Kiassifikati-
onsproblem fiir kompakic berandete Flichen durch Angabe des richtigen Ergebnisses unter
Einbezichung des nichtorienterbaren Falles klirte. Sein Beweis hierfiir war aber noch
unvolistindig - wie Dyck selbst wohl auch gesehen hat - insofern die Zurickfiihrbarkeit
einer belicbigen Fiiche (zumindest wenn man diesen Begriff modern auffabt - vgl. Anm.
94 oben} auf Nermalform nicht gezeigt wird. Diese Entwicklungslinie wird in 2.4 kurz
beleuchiet.

Methodisch geschen ist hervorzuheben, daB Dyck vielleicht der erste gewesen ist, der
Uberhaupt im Rahmen der Topologie @ber verschisdene konkurrierende Methoden
(kombinatorisch - diskret, analytisch-kontinuiertich) nachgedacht hat. Fiir die kombina-
torische Auffassung wegweisend hitte die folgende Bemerkung Dycks zur Erzeugung von
2-Mannigfaltigkeiten sein kénnen: |, Es kana hierbei zweckmibig sein, eine soiche Verei-
Rigung ven Randcurven micht wirklich (geometrisch) avszufiibren, sondern nur durch
,-Luordnung” der betr, Randstiicke - etwa mit Hiilfe einer Tabelle - zu fixieren.” (Dyck
1888, 473} [In einer Anmerkung verweist der Verfasser auf ,.den ausgedehnien Gebrauch,
der gerade von dieser Vorstellung der ,,Zuordnung der Randcurven cines Fundamentalpo-
lygons” in neweren funktionentheoretischen Untersuchungen (Schwarz, Klein, Poincarg)
gemacht wird. Fér dic Betrachtung dreidimensionaler Gebilde wird dicse Vorstellung,
sofern es sich um anschaulische Discussion handelt, nothwendig” (Dyck 1888, 473
Anm.*)}] Poincaré's Inzidenematrizen {vgl. 3.3) sind hier nicht mehr allzy fern.
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Dycks Aunfsitze blieben anscheinend weitgehend unbeachtet; seine Ideen .fandf:n keine
Weiterentwicklung. Dabei mag eine Rolle gespielt haben, daB Dyck selbst sxc}} 1890 o
der Topologie abwandte im Gefiih! der Aussichtslosigkeit;1®! und daB es zu diesern Zeit-
purnki keine auf dem Gebiet der Topelogie (im Sinne von algebraxs:_:h.lkombmator;scher
Topologie) aktiven Forscher gab. Erst Poincaré solite hier ab 18_92 gine \‘{endc b}'xngen.
Aber auch er blieb - wie wir sehen werden (vgl. 3.5) - lange Zeit fast allein. Im dbrigen
wulite Poincaré um Ergebnisse von Dyck, insbesondere um dcsscp Disstrtai%on ,_,Uebc:
reguldr verzweigte Riemannsche Flachen und die durch diese definierten Irrationalititen
(Miinchen, 1875), welche bei F. Klein entstanden war. Letzterer war es wohl auch, der
Poincaré auf Dyck aufmerksam machte. Dennoch kniipfie Poincaré nicht an Dycks Unter-
suchungen zur Topologie an, sondern ging eigene, wesentlich fruchtbarere Wege.

2.4 Ausblick: Das Klassifikationsproblem der Flachen
im 20. Jahrhundert

Auch in der Zeit nach Dyck wurde das Klassifikationsproblem der Fiéf_:hen immer virieder
aufgegriffen, Da dieses als Paradigma fiir dic analogen Bemﬁhun'ge‘n in hﬁherc1_1 Dimen-
sionen stets eine wichtige Rolle spielte, sind hier vielleicht noch einige systematische und
historische Bemerkungen angebracht. ‘ ‘

Geht man von unserem heutigen Kenntnisstand der Dinge aus, so wird man drei
Aspekie unterscheiden:

1. Eine allgemeine Definition des Begriffes Fliche im Sinne einer zweidimensionalen
topologischen Mannigfaltigkeit (eventuell mit zusftzlicher Struktur),

2. der Nachweis, dad man jede gemiiB 1. definierte Flache auf eine Normalform bringen
kann;
3. der Nachweis, daB Flichen, welche auf verschiedene Normalformen fithren, nicht
. homdomorpk sind, wihrend solche, welche auf dieselbe Normaiform fiihren, stets
homgomorph sind.

Die Entwicklung des Mannigfaltigkeitsbegriffes ist von E: Scholz in seinem Werk Scholz
1980 eingehend untersucht worden. Fir den zweidjmensxonalex_l Fall wurde .das Problem
der Definition der Flache durch Weyl 1913 in seinem Buch ,.Die Idee der Rjemfmngchen
Fliche” gelost im Sinne eines Hausdorfi-Raumes, der lokal homt‘»?mc?rph gev?'bhnlxchen
Usmngebungen in der Ebene ist {modern gesprochen) mit d;r zus.gtzhchen Eigenschaft,
triangulierbar zu sein (vgl. Weyl 1913, 17f und 21{). Wichtige Klamngen' brach'te dann
noch der Aufsatz ,,Uber den Begriff der Riemannschen Fliche” von T. Radé {Radd 1925),
welcher durch die Lektiire des Weylschen Buches angeregt wurde. Deren Hauptergebnis
{(in unserem Zusammenhang) lautet:

™ Yergleiche den Brisfauszug vom 9. Mai 1890 {an Klein), den Pont publiziert hat (Pent 1974, 135).
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JIst R tinc zweidimensionale Masnigfaltgheit [192 ; K. V.], far weiche das Abhzihibarkeitsaxiom
W03 - 1 %73 erfialit ist, so kann diesclbe trianguliert werden.”
{

(Radé $925, 111)

Zusammmen mit der fiir das Zweidimensionale bereits 1908 von H. Tietze {vgl. 4.2) be-
wiesenen Hauptvermutung zeigt das Raddsche Resnltat die Gleichwertigkeit kombinatori-
scher und kontinuumstopologischer Ansitze fiir diesen Bereich. Das war von graBer Be-
deutung insofern, als sich das Normalformenproblem (Punkt 2. alse) nur kombinatorisch
behandeln lieb.

Es sei noch angemerkt, dafl mit Weyl und Radé die moderne Auffassung auch insofern
erreicht ward, als Flichen nicht mehr eingebettet (und natiirlich anch nicht trianguliert)
sein missen (vgl. etwa ,Unsere rweidimensionale Mannigfaltigkeit Hegt aber nicht im
anschaulichen Raume, sie ist auch nicht trianguliert.” {Radd 1925, 106]).

Wir haben in diesem Kapitel 2 bereits mehrere Normalformen kenngelernt (z. B, bei
Mobius [vgl. 2.2.2.2} und bei Dyck [vgl. 2.3.2]); eine weitere, die sich anschaulich als eine
durch gedrehte (nichtorientierbarer Fail) bzw. nicht gedrehte Biinder (orientierbarer Fall)
bestiickte Kreisscheibe beschreiben 140t, geht auf Julius Petersen zuriick (Petersen 1898,
63-80). Sie wurde von seinem Schiiler P. Heegard aufgegriffen (vgl. 4.1, aber auch 2.3.1).
SchlieBlich hieli die Petersensche Normalform Eingang in den Enzyklopadieartikel von
Dehn und Heegard, der unter der Uberschrift , Nexus vor Flichen™ das Hombtomarphie-
problem der Flichen ausfiihrlich behandelt (Dehn-Heegard 1907, 18%-205). Seiner
Gruadtendenz gemib (Topologie als dusch seine Anschaulichkeit ausgezeichneter Teil der
Kombinatorik [vgl. 4.2 und 63) wird auch der Flichenbegriff kombinatorisch im Sinne ei-
nes aus Null-, Eins- und Zweizelien geeignet aufgehauten Komplexes gefadit {vgl. Dehn-
Heegard 1907, 157). Ist eine derartige (kompakte, berandete) kombinatorische Fiiche
gegeben, so wird diese in die oben geschilderte Normalform fiberfithrt. Die Ergebnisse
iauten: 194

102 Die zweidimensionale Mannigfaltigkeit wird nun eklart als ein zusammenhangender topologischer
Raum, fur welchen ¢s cin Umgebungssystem gibt, dessen Umgebungen zweidimensionale Elementargebio-
te sind.” (Radé 1925, 106)

Dic Hausdor{lsche Trennungseigenschafl wird von Radé in dic Definition des topologischen Rasmes mit
aufgenommen (vergleiche Rado 1925, 104).

15 _Abzahlbarkeitsaxiom: Es existicrt cine Folge, d.h. cine abzihlbars Menge von Elementargebicten, welche
dic zweidimensionale Mannigfaltigheit vollstandig Gberdecken.” {Radd 1925, 110)

1% Borandete kompakic Fiachen werden durch Einfigen von Elementarflichensticken zuerst geschlossen,
Dieser Prozed ist cindeutig bestinunt, sobald man dic Anzahl der zu schlieBenden ,,Locher™ kenat
{vergleiche Dehn-Heegard 1907, 194): Im @brigen wird dic kombinatorische Struktur bei der Uberfahrung
in Normalform verwendet. Diese geschicht im <csten Schritt dadurch, dall man von einem belichigen poly-
gonalen Bestandteil ausgehend, angrenzende Polygone mit dicsem verschmilzt, falls beide nur cinc go-
meinsame Kante besiteen; usw. Das Endergebnis dicses Prozesscs ist die sogenannte Punkticrungsflfiche
Py®. Ein snaloger Yorgang liefert zu der verbleibenden Restlache R,0 dic sogenannts Zentralflache Z,
nebst den daran hingenden Bindemn (vgl. Dekn - Heegard 1907, 191 - 195), wobei auf dic Rander geach-
tet werden mufl. Eine ghaliche Vorgehensweise liegt auch anderen Methoden zur Gewinnung ciner Nor-
malform zugrunde; vgl. etwa Stiflwell 1993, 69-75. Es ist aber klar, dall man, um einen Verschmelzungs-
prozel durchfihren zu kdnnen, einer kembinatiorischen Struktur auf der Flache bedarf,
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. Jede geschlossene zweiscitige 107 3 K. V.] M0 kann tberdeckt werden mit:
1) tinem Elementarflichensttck (. Punkticrungsfache™P20)
2) ciner ., Restfliche” R4P, dis besteht

a) aus tinem Elementarfizchenstick (. Zeotraiflache™) Zy,

b) aus p Paarca von Elementarflichensticken (, Bandem™).

Jedes Band ist upgedreht und hat mit der Berandung von Z Zwei ,.Anl'fcﬁ‘ungssirackcn” g:mc?nsa.m,
dic voneinander getrenst sind durch dic zwei Anheflungsstrecken desjenigen Bandes, das mit dem
ersten zusammen cin Pear bildst Dic Anheftungsstrecken cines Pasres von Bandern werdsn durch
diejenigen anderer Paare nicht getrennt.”

(Dehn-Heegard 1907, 1941}

im entsprechenden Resultat fur nichtorientierbare Flichen treten in 2b) Lk an Zy mit zwi:i
Strecken angehefRete Elementarflichenstiicke (,,gedrehic B,:Emicr”)” {Dehn—He_egaId ‘190 7,
194} auf. Die relative Anordnung der Bander entspricht in moderner Terminologie der
Henkel- bzw. Krenzhaubennormierung beim Fundamentalpolygon. i
Die eigeniliche Klassifikation steclt in folgendem Satz, der auf Dyck zurickgefithrt
werden kann (vgl. 2.3.2 und Anm. 92 bei Deha-Heegard 1907, 190):
.S¢i oy resp. oy dic Anzehl der {Elementar-)Fiichensticke, sus denen M resp. M2 Zusammenge-
setzt sind, oy resp. o' dic Anzahlen der suf ihnen ticgenden Sirecken, ag resp. %.dm Arnzahien det
auf ihnen licgenden Punkte. Dann sind dic notwendigen und hinrcichenden Bedingungen far den
HemoGomorphismus von Mo und My ;

1} Mj und My ' haben gleich vicl Randkurven
{A) 2)M; und M, ° sind cntweder beide einseitig oder beide zweisaitig

3)-apray-ay T-agr Ut ag
DaR 1), 2) und 3) notwendige Bedingungen sind, ist sofort einzuschen.”
{Dchn-Heegard 1907, 190)

Die in 3) aufiretenden Wechselsummen heifien bei Dehn-Heegard, xfzie: s_chon bei_ Dwck,
Charakteristiken (die beiden Definitionen unterscheiden sich durchs Vorz.e:chcn)._bm R
zu zeigen, daB die Bedingungen A. auch hinreichen, mufl man Rur faoch nachweisen, dzﬁ
die Restflichen in der Normalform eindeutig durch die Charakieristiken der Ansgangs_ﬂa—
chen bestimmt sind und umgekehrt. Dies geschieht bei Dehn und }_Ieegard auf fien Seiten
195f. AnschlisBend werden andere Normalformen, insbesondere die Sphire mit Henkeln
bzw. Kreuzhauben besprochen (Dehn-Heegard 1907, 196-198).

Der von Dehn und Heegard gegebene Beweis hilt wokl auch rnpécme_n Anfordcmngen
an Strenge noch stand. Insofern darf man mit Recht sagen, dab wir es hier mit glg ersten
befriedigenden Losung des Klassifikationsproblems der Bé‘xchcn v tun hgben. Aﬂ_er—
dings war dieses Ergebnis noch nicht allgemein, da es ja nur kombmatong:h abgeleitet
werden konnie. Diese Einschrinkung fiel erst mit der ohen erwihnten Arbeit Radd 1925,

105 7 weiseitig ist bei Dehn und Heegard intrinsisch definiert, bedeutst also oricalierbar (vergleiche Anmer-
kungen I3 und 14 bei Dehn-Heegard 1207, 158). .

1% Jfan vergieiche das Urteil von Scifert uad Thretfall: | Er [der Hauptsatz der Flachentopologic; K.V.] varde
zucrst kombinatorisch bewicsen von Dehn und Heegard...” (Seifert-Threlfalt 1934, 319 Anm. 22}
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denn gemdb dieser kann man jede topologische 2-Manpigfaltigkeit {Abzahlbarkeit der

Ba.sii vorausgesetzt) tniangulieren und dann nach dem Vorbild von Dehn-Heegard weiter-
machen.

Die heute ibliche Form der Normalform, das an die Theorie der automorphen Funktionen

erinnernde Fundamentalpolygon, trat erst spiter in Brahana 1921 und Levi 1929 auf 197
Bei letzterem heibt es:

.Durch die Uberlegungen dieses Paragraphen [zum Fundamentalpolygon; K. V.] ist also folgender
Hauptsatz bewicsen:

197 Historisch bemerkt F. Lewi: |, Ein rein kombinatorischer Beweis des Hauptsatzes. . wurde erstmalig von H.
R. Brahana..verofientlicht, im Text hat aber der Verfasser eine seit 1922 mehefach in Vorlesungen vorge-
tragenc etwas abweichende Fassung beibehalten.” (Levi 1929, 297}
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Satz 17. ,Zwci Flichen F| und F; sind dann und nur denn verwandt, wenn sie beide ofienticsbar
oder beide nicht orientiesbar sind und beide zu derseiben Zahl P-1 geboren. Zu jeder ganzen Zahl k 2
| gibt es orientierbare Flachen F, fir dic P-1 = 2p = 2(k-1), und nicht onentierbare F, fir die P-1 = k
ist.”

(Levi 1929, 77)

{p ist das Geschlecht der orientierbaren Flache, also die Anzahl der Henkel, k diejenige der
Kreuzhauben im nichtorientierbaren Fall }

Das von Brahana angegebene Verfahren 138t sich knapp so charakterisieren: Man zer-
schneide die geschlossene Fliche, so daf eine der bekannten Normalformer (z. B. die
Dehn-Heegardsche) entsteht. Durch Randidentifikationen sorge man dann dafiir, daB sur
noch ein Polygon auftritt. Weiter ist es méglich, das Polygon so einzurichten, dad es nur
noch eine Klasse Aquivalenter Eckpunkte auf seinem Rand gibt (also hat die entsprechende
Poivederfliche, die man durch Tdentifizieren erhiilt, nur noch eine 0-Zelle). SchiieBiich
werden noch gewisse Normierungen durchgefiihrt, insbesondere bei Vorhandensein voa
Henkeln und Kreuzhauben erstere dusch je zwei Kreuzhauben ersetzl. Man erhilt dann dic
bekannten Identifikationsschemata

aa-l (2-Sphire)
a1baiblaghar! byl agbpay-tby (Sphiire mit p Henkeln)
2131a3a2... 858y (Sphire mit k Kreuzhauben)

Diese liefern verschiedene Charakteristiken, niimlich -2, 2(p-1) und k-2, was ihre topo-
logische Unterschiedlichkeit zeigt, wobei allerdings noch (umt Sphdren mit p Henkeln und
Sphiren mit k Kreuzhauben im Falle, dab 2{p-1) = k-2, alsc k = 2p, gilt, zu unterscheiden}
der unterschiedliche Orientierbarkeitscharakier hinzugezogen werden mud. In modemeren
Darstellungen wird die Charakteristik durch dic Fundamentatgruppe bzw. durch die erste
Homologiegruppe ersetzt.

Die Anfinge dieses Verfahrens, das von Brahana in Brahana 1921 unter Bezugrahme
auf O. Veblen und J. W. Alexander ersimals veréffentlicht wurde, liegen wohl weiter zu-
riick - jedenfalis, wenn man Tietzes Besprechung dieser Asbeit im |, Jahrbuch fiber die Fort-
schritte der Mathematik™ Glauben schenkt (nd es gibt eigentlich keinen Grund, dies micht
2u tun):

.. wihrend sie [die Vorgehensweisen Brahanes; K. V.] bisher zwar bekannt waren (bezfglich

nicht-orieatierbarer Flachen vgl, auch W. Dyek, Math. Ann. 32, Fig. 3 und 4 zu 8. 480}, wohl auck
schon {wic dem Ref. bekannt) in rein kombinatorischer Auffassung verschicdentlich in Vorlesungen
vorgetragen waren, aber noch nicht in allgemein zughnglicher Form vorlagen.”

(Tietze 1921-22, 662)

Das Fundamentalpolygon ist insofern der Dehn-Heegardschen Mormalform liberlegen, als
man ihm die Erzeugenden und die Relation der entsprechenden Fundamentalgruppe direkt
entnehmen kann;!%® seine Vorherrschaft hingt somit direkt mit der der Fundamen-
talgruppe zusammen, welche bis heute in der zwei- und dreidimensionalen Topologie un-
bestritten sein diirte, aber zu DDehn und Heegards Zeiten noch keineswegs gegeben war, 109

18 Man vergleiche ctwa Massey 1989, 129 - 136.
199 Avich Lewi arbeitet im Obrigen rein kombinatorisch, was er ¢inerscits durch das Hauptanliegen seines
Buches - dic Konfigurationen - begrandet (Levi 1929, 40), endererseits (wenn auch nicht explizit) durch
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Levis Ansatz!!® fand dann Eingang in Reidemeister e i
d : 1932 sowie in das stilbil

,.Lehrbuch d.er 'I"opo]qgm von Seifert und Threlfall, in dern die Klassifikation der ;ﬁig
ebcn_sn all.!ffl.ihﬂlqh wie gut verstindlich behandelt wird (Seifert-Threlfall 1934, sechstes
Kag:tei). Damit war in etwa der hentige Stand der Dinge emreicht ’

cziigiich des eingangs genannten Punktes 3., wo es hau ic i

. Ay . ptsiichlich um di
Invarianten ([Euler-]CMenM bei Diyck und Dehn-Heegard, Fmdmcnt;m;:elfzﬁn
(Erste Homolog:_eg_ruppc bei Jordan [natiirlich nur in Vorformen} und Seifszt-‘I'h:elfale
wurd_e s;hon emniges gesagt. Ansonsten sei auch auf die weiteren Ausfilhrungen dieser
Arbeit hingewiesen, wo diese Fragen immer wieder auflanchen werden, !12 Auch das Inva-
ﬂanxprobl;:m der verwendeten Merkmale (Euler-Charaktenistik z.B.) fanden wir bereits
angesprochen, was ja eine wichtige Einsicht im Zusammenhang mi i i
vy g mit der Klassifikations-

2.5 Das Clifford-Kleinsche Raumproblem

V_c_)rbemcrkzmg: Die Betrachtung Clifford-Kleinscher Raumformen (oder kurz auch
Riume) mub m;h nicht auf geschiossene Mannigfaltigkeiten als Tréiger der peometrischen
gtru}fctur bcschr;nke_n. Da dieser Fall aber fiir uns der interessanteste ist, werden im folgen-
dzng e?j;—[ éusschlleﬂhch geschlossene Raumformen, das heiBt kompalkte ohne Rand, zugrun-
E.m anders‘gearletcr Zugang zum Klassifikationsproblem der geschlossenen Flichen ergab
su:_h aus einer Problemtraditicn, welche man heute im Anschlub an Killing 1891 gais
CI_1ﬁ‘ord—KJein5ches Raumproblem bezeichnet. Dieses wurzelte urspriinglich im Gebiet der
Differentialgeometric: Klein hatte 1890 ankntipfend an die Entdeckung einer geschiosse-
nen Fliche mit konstant verschwindender Kriimmung im elliptischen Raum durch
WK Clifford (1873113 aufgefordert, ,.alle Zusammenhangsarien anzugeben, welche bei

folgcfxdn Bemerkung: ,.Der cigenartige Reiz der kombinatorischen i

o Vereinigung von griBter Abstraltheit mit ganz clementarer Anschsuli;?:z?éﬂg(llc,e:g};g:z;oz{){icr selsamen
Das Fundamlcnmlpuiygon verwendet zum rein kombinaterischen Beweise des Fund.s;mcnm}satzcs Le-
vs,A.;:cnso.Rmdcmcistcr..." (Seifert-Threlfzll 1934, 339 Anm. 22). Dic Tatsache, defl hier Brahana nicht
T;\;S)‘nl wird, wurde von A.W. Tucker in seiner Rezenzion des Lehrbuchs der Topologie” gertigt (Tucker

m Bemerken swerterweise wird bei dicsen Autoren der Begniff Flache nicht als 2-Mannigfaltigheit cingefihrt,
sondern dhalich wic bei Dyek als Ergebnis der Jdentifizierung von Polygonkanten (vergleiche Sci%cﬂ—'l'h-
reifall 1934, 1301). Das mag daran gelegen habsn, dab Mannigfaltigkeiten bei thnen immer kombinatori-
sch gufgcfaﬁt werden, wihrend bei Flichen zwaschen diesen und den entsprechenden kombi tocher
G:e:bxidz:n1 den Polyederflichen, unterschieden wird, P e Rombinatonschen

" Eu.m ‘ausﬁ?hrlichc Beschreibung des Verfahrens von Brahana gibt Stillwel} 1993, 69-75.
Mir ist nicht bekanny, Aauf wen dic heute gangige Fiichenklassifikation mit Hilfe der Morse-Theon
(‘:’crgica.chc etwa G.r;\mam 1971} zuriickgeht, die alierdings einc differenzierbare Struktur voraussetrt P
hl:; keine wcss:nlhchz.: Einschrankung ist). Weiter wire noch das sogenannte Raumfomenprobliem zf.lws:
:\irng:;:nund dic damit verbundene Klassifikationsmaglichkeiten, auf das wir im nachsten Abschnitt kurz

B3 Diese Entdeckung wurd W, i : : . - .
Klcin 1890, 544“241 o von W.K.Clifford selbst nicht versffentlicht: cinen Uberblick zur Geschichte gibt
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geschlossenen Mannigfaltigkeiten irgendwelchen konstanten Kriitmmungsmasses iber-
haupt aufireten konnen.” (Klein 1890, 554). Man bemerkt, daf diese Fragestellung - und
das hat vor aliem W. Killing in seiner ausfithrlichen Darstellung Xilling 1893, 271-279
hervargehoben -, letztlich in der ven Gaub und Minding begriindeten Tradition der Unter-
suchung aufeinander abwickelbarer Flachen steht. Dies erklirt auch die Domimanz der lo-
katen (differentialgeometrischen) Sichtweise!!4 | weiche vom topologischen Standpunkt
aus eher hinderlich war aber selbst nock bei Killing bestimmend blieb. Dennoch war es
jener, der mit seiner Arbeit von 1891 und dann ausfithrlicher und systematischer in seinem
Buch ven 1893 das Problem in die Richtung weiterentwickelte, die sich spéter fir die
Tapologie als duberst fruchibar erweisen solite. 115 Killing war es nimlich, der erkannte,
daB die Bestimmung Clifford-Kleinscher Rauraformen - von ihm als einem der traditionel-
len geometrischen Raumen lokai-isometrische Gebilde von n Dimensionen gefaBt6 - mit
Hilfe von Untergruppen der Bewegungsgruppen der entsprechenden Geometricn erfolgen
Xann, Damit war die Ankntpfung an das abbildungsgeomeirische Programm in der Geo-
metrie erfolgt, welches mit Namen wie Helmholtz und Kiein bis heute verkailipft geblieben
ist. Die genannte Riickfithrung wird von Killing als .analvtische Aufgabe” gefabt (Killing
1893, 322), weiche lautet:

.Man suche alle diskontinuictlichen r-gliedrigen Gruppen von Transformationen..., weiche den Be-
dingungen (3} und (4) gentgen und zudeemn die weiters Forderung erfdllen, daB mit Ausschiuli der
identischen Transformation keine Transformation der Gruppe cin Wertesyster aa sein transformier-
1es belichig nahe heranbringt.”

(Killing 1893, 322}

Diskontinuieriich bedeutet bei Killing micht-kontinuierlich, also beispicisweise endlich,
allgemeiner diskret. Die Forderungen, welche an die Gruppe gestellt werden, sind in mo-
derner Ausdrucksweise FixpunkuTetheit und das Fehien von Hiufungspunkten. 7 Konkret
wird eine solche Bestimmung dann fiir die zweidimensionalen Raumformen durchgefithrt,
wobei sich Killing der Darstellung der entsprechenden Bewegungen durch Gleichungssy-

114 Dyips betont zum Beispicl F. Klein in seiner RAckschau Klein 1979, wo er anmerkt, daB die Untersuchung
des Quadrats des Bogenelements nur lokal dic Geometric keanzeichnet, um dona forzufahren: ,Um das
vor Clifford entdeckte charakteristische Beispicl zu nennen: Mannigfaltigkeiten konstanter verschwinden«
der Krimmung (slso mit durchweg Euididischem Bogenclement) k&nnen schr wohl geschlossen in sich
zurickkehren, so dab sic nur endlichen Gesamtinhalt darbicten.”

H3 Also liegt auch hier (vgl etwa 4.) cin Problemtransfer vor, welcher mit ¢iner typischen Dekontextualisie-

”

rung verknipft ist.

Killings Ausfohrungea in seinem Buch wirken auf den modemen Leser secht weitschweifig: dic Suche
nach prizisen Definitionen gestalict sich schwicrig. Zwei Zitate aus den vorbereitenden Betrachtungen
gber zweidimensionate Raumformen mogen dic im Text gemachte Behauptung belegen: . So lange man
aiso dic Fiiche nur in sich, ohne Rocksicht auf den duBeren Raum betrachiet, 2eigt sic i ihren Satzen kei-
nen Unterschied von der zweidimensionalen cuklidischen Geemeiric; dic Flache mub daher als cine cullic
dische Raumform von zwei Dimensionen betrachiet werden.” (Kiiling 1893, 273) Konkret gebt ¢s in dic-
sem Zitat um den Zylinder. .An jeder Stelle der Fliche 1afit sich cin Gebiet abgrenzen for das dic Gesctze
der cullidischen Ebene gelten, und aa jeder anderen SicHe gicbt es, nachdem das ersie Gebilde passend
gewihlt ist, sin zweites, das ihm i weilercn Sinne kongruent ist.” (Killing 1893, 278)

Trotz dieser cher abstrakien Ansitze blicben Killings Untersuchungen, wie wir gicich schen werden, in
ciner charakteristischen Weise beschrinkt.

17 Dje Operation soll also eigentlich diskontinuiedlich arfolgen.

=
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steme bed{ent.ug Far die euklidischen Raumformen von zwei Dimensionen findet der
Autor zwei Gruppen: digjenige, welche von einer Translation erzeugt wird (also 2), und
jene, wglche von zwei Translationen mit linear unabhiingigen Vcrschicbungsvekmrc'n er
zeupt wird (.31‘50 ZBZ). Erstere fithrt auf den Zylinder (eine nicht-geschlossene Raumfom:)'
was auch Killing so sagt {(Killing 1893, 326), letztere auf den Torus. Das sagt aber Killin :
keineswegs 50! Er spricht vielmehr nur tiber das zugehsrige Identifikationsschema, vmlchci
er als Parallelogramm darstelit (vgl. Killing 1893, 281). Eine globale Charakterisierun

der Raumform erfolgt weder hier noch beim spharischen (elliptischen) oder hyperbolisch:ﬁ

Fall, Killin, 1 ; 1
genden: g gelangt zu Kennzeichnungen der entsprechenden Raumformen wie der fol-

EEi:c :_iliiﬁsch;IRgumfom von zwet Dimensionen ist entweder als Ganzes beweglich oder sie ist
och mit Ausschlul cinzelner Linien oder Punkte eindeuts i i
B nkte eindeutig auf ¢ine Riemannsche Ebene oder deren

(Kiliing 1893, 3283119

Trotz dieser Einschrinkungen gelang es Killing, topologische Charakteristikz i

dere den_ngammenhang, fiir einige der von ih%n bept?'ac%:leten gaum.for:lzt;k;z mﬁ;
(nmz_Bmsp:eI fir den Torus; vgl. Killing 1893, 284). Schlieblich sei noch auf die Be-
sc_:hrmb_ung _deg 3-Torus verwiesen, welche Killing gibt (vgl. Killing 1893, 288f). Gerade
hier v._qrd c‘isc pberlegenheit der Poincaréschen Methoden, was das quaiimiéve u.nci globale
Vc_arsﬁa_m_ims dmsm" Mannigfaltigkeiten anbelangt, deutlich (vgl. 3.2). Halten wir fest, dal
mit Killings Art?e}t der Bezug des Raumformenproblems zu den Untergruppen der Bewe-
gungen der traditionellen Geometrien hergestellt war. Umgekehrt war seit Poincarés Ab-
handlungen tiber Fuchssche Funktionen, insbesondere seit der Arbeit von 1882 (vgl 3.1)
klar, daB man aus hyperbolischen 2p-Ecken alle orientierbaren geschiossenen Fléichén &es
Geschlechts zwei und profer gewinnen kann, wobei die notwendigen Identifizierungen
durch }yperbohsche Bewegungen bewirkt werden, welche eine Untergruppe { Fachssihc
C_iruppg_ } de{}?ewgguagsgmppe erzeugen. Dies wird allerdings bei Killing mc}’xt themati-
.;1;221 ; ;Txen erblick zum Stand der Dinge um die Jahrhundertwende gibt Enriques 1307,

Den Verdienst, diese zus der Funktionentheorie bekannte Tatsac izit mi
Rz_xumfcrgnenp{oblem irn Verbindung gebracht zu haben, kommt H. éfe:cxél)i:;lixunzliefgz
Dissertation Gres_ckmg 1912 zu. Er war es auch, der den nicht-orientierbaren Fall in seine
Betrachtungen einbezog. Schlieblich sind im Zusammenhang mit dem Raumformenpro-
blem auc_h die Arbeiten Bieberbach 1911 und 1912 zu nenner, in demen L Biebcrliach
Konjugationen von diskontinuierlichen euklidischen Bewcgunésgruppen mi.lmls affinen
geyegulngen ulrlltcrsuchle, was eine direkte Verallgemeinerung von Poincaré's sechstem
eisptel darstellt (wo diskontinuierliche affine i
ten); vergleiche hierzu Sarkaria 1996, 257, ruppen betrechct wurden, siche 3.2 un-

HH : :
nl9 Also - in Vorform - der lincaren Algebra.
Die 2-Sphire ist dic cinzige geschlossene Raumform konstanter positiver Krimmung der Dimension zwei
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Den topologischen Gehalt des Raumformenprobiems klar erkannt und formuliert hat
aber erst B. Hopf in seiner Abhardiung Hopf 1926. Hierzu waren vor allem die Begriffe
{topologische) Uberlagerung und Fundamentalgruppe erforderlich, welche erst - wie Hopf
selbst bemerkt - mit Weyt 1913 und Poincaré's Analysis situs Serie (1892 bis 1904) zuor
Verfigung standen. Kurz gesagt handelie es sich um folgenden heute wohlbekannten Zu-
sammenhang: Ist M ein Clifford-Kleinscher Raum, so betrachte man dessen universelie
{berlagerungi?® M. Die geometrische Struktur von M 138¢ sich nach M" hochheben, was
dazn fithrt, daf M’ einer der klassischen geometrischen Riume sein mud. Die Fundamen-
talgruppe ven M ist isomorph der Decktransformationsgruppe von M, welche ihrerseits
eine eigentlich-diskontinuierlich und fixpunktfrei operierende Untergruppe  der
Bewegungsgruppe des fraglichen geometrischen Ranmes (spharisch, hyperbolisch, eu-
Ididisch) ist. Somit ist - was ja auch schon Killing gesehen hatte - das Raumnformen-
problem auf eines von Untergruppen von Bewegungsgruppen zunickgefiihrt. Hopf konnte
aber, gestiitzi auf die von ihm entwickelten topologischen Techniken, @Gber Killing
hinausgehend noch zeigen, daB man auf die geschilderte Art und Weise ausgehend von
eigentlich-diskontinuierfich und fixpunkifrei operierenden Bewegungsgruppen {atsiichlich
alle Raumformen erhalt (vgl. Bopf 1926, 317-319). .

Insbesondere ergibt sich, dah die zweidimensionalen geschlossenen Raumformen mit
den aus der Klassifikation der geschlossenen Flichen bekannten Typern zusammenfalien,
dah hier also trotz der unterschiedlichen Zugangsweisen kein wesentlicher Unterschied be-
steht. 12! Die Hopfsche Arbeit enthielt noch zahlreiche andere wichtige und interessante
Frgebnisse: Neben der Untersuchung von Untergruppen der SO{4) nebst zugehdrigen
Rasmformen!?? | welche in manchen Punkten Threlfall und Seiferts Ergebnisse von 1931

129 Honf bemerkt susdricklich, daB er dicsen hier ja nicht mehr auf das Zwzidimensionalc beschrinkien Be-
griff in direkter Verallgemeinerung von Weyl 1913 themommen hat. Wir haben es somit mit einer schr
frthen - vielleicht sogar mit der ersten - Stelle zu tun, an der einc rwin topologische Uberlagerungstheoric
fir mchr als zwei Dimensionen formuliert wird.
Dies wird allerdings nicht explizit bei Hopf gesagt. Threlfall und Seifert stelien andercrszits diese Einsicht
1931 als sligemein bekannte Tatsache hin, ohne einc Belegstelle zu nenncn (vgl. Threlfail-Seifert 1931, 2).
121 A hrdich wie Killing verzichtels auch Hop{ oft auf eine globsle topologisshe Charakterisisrung der Raum-
formen. Hier lag dann gerade ein wesentliches Verdienst von Threifall und Seifert; vgl. 5.2. Das zu Hopf
Gesagte wird etwa in seincm Hauptergebnis Ober sphisische bzw. cltiptische Raumformen deutlich:
_AuBer denienigen dreidimensionaien elliptischen Raumformen, deren Gruppen reine Schicbungs-
gruppen sind und auf dic oben beschrichene Weise sus je ciner belichigen Polyedergruppe gebildet wer
den, sowie denen mit zyklischen Schraubungsgruppen gibt es noch unendlich vicle andere Raumformen
mit kompiizierten untercinander micht isomorphen Gruppen, unter deren Decktransformationen sich
Schraubungen befinden,” (Hopf 1926, 326)
Um hier vom topologischem Standpunkt aus weiter zu kommar, malte man dic Fundamentaibereiche
nehst den zugehdrigen Identifizicrungen untersuchen; genau das haben Threifall und Scifert in gewissen
Fatlen geleistet, Da die aufgefdhrien Gruppen teilweisc endiich sind, liefern sie neue Baispicle geschlosse-
ner 3-Mannigfaitigkeiten mit endlicher Fundamentalgrupps {neben endlichen zyklischen Gruppen wie im
Falle des projektiven reslien Raumes, der bintren teosnedergruppe bei Poincaré's Homologiesphire und
der muttipitkativen Gruppe dor Einheiten im Schiefkorper der Quaternionets beim Qualernionenraum), wie
Hopf ansdrocklich hervorhebt, um schlieBlich festzustelicn: .Die Antwort auf die Frage, ob mit den Grup-
pen der sphirischen Raumformen die endlichen Fundamentalgruppen dreidimensionaler Mannigfaltigkei-
ten erschipht sind, scheint nicht bekannt zu sein.” (Hopf 1926, 326)
Man bemerks, daB auch bei Hopf Aspekic des Homdomerphicproblems filr 3-Mannigfultigheiten gegen~
wirtig sind. Die Frage nach geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten mit endlicher Fundamentalgruppe warde
spiter von J. W. Alexander in seinem Vorirag Alexander 3932 wieder aufgepciflen {vgl. 5.1.2). Beispicle

17
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vorwegnahrm (vgl. 5.2}, behandelte Hopf den Jordanschen Satz in Clifford-Kleinschen
Raumiormen und vor allem Abbildungseigenschaften derselben. Hier lag wohl der Beginn
fir die beriihmten Ergebnisse von Hopf ther den Abbildungsgrad und das Abbildungsver-
halten von Sphiren (53 148t sich eigentlich auf §2 abbilden); vgl. hierzu Dieudonné 1989,
314-320. Bemerkenswert ist dabei noch, dab Hopf Hilfsmittel aus der Differentialgeometrie
verwandte, insbesondere Betrachtungen tber Geoddtische, Nach einer Periode der Auto-
nemisierung der Topologie (von Dyck bis in die 30er Jahre) zeichnet sich wieder eine
zunehmende Vernetzung mit anderen Teilgebieten der reinen Mathematik ab (vgl. auch
5.2 und 8).

Versucht man zusammenfassend das fiir unseren Problemkreis Wesentliche in der
Geschichte des Clifford-Kleinschen Raumformenproblems herauszuarbeiten, so wird man
dieses in der Idee des {(modern gesprochen) homogeren Raumes (oder Orbitraumes) sehen
miissen zusammen mit der Einsicht, daB man durch die Betrachtung der operierenden
Gruppen zu topalogisch wichtigen Einsichten gelangen kann. Bei letzterer wiederum ist
eine gute Kenntnis der geometrischen Situation, insbesondere der konkreten Wirkung der
operierenden Gruppe, unerlablich. Insofern weist gerade die hier betrachtete Situation auf
die engen Beziehungen zwischen Geometriec und dreidimensionaler Topologie hin, die
auch heute wieder aktuell sind (vergleiche 7 unten).

2.6 Zusammenfassung

Die Klassifikation der Flachen war zweifellos der erste grobe Erbolg der Topologie und
darf deshalb einc nachhaltige Bedeutung fir die Etablierung dieser Disziplin fiir sich bean-
spruchen. Insbesondere 18ste sich dieses Problem aus seinen urspriinglichen Kontexten
(Funktionstheorie, Polyedertheorie), um zu einer Frage eigenstindigen Interesses, welche
mit eigens entwickelten Methoden anzugehen ist, zu werden, iibernahm also eine Art
Vorreiterrolle fiir die im  Entstehen begriffene Diziplin Topologie (vgl. 8). Die
entsprechenden  Bemilbungen fithrten 2u  einer  schrittweisen Prizisierung der
Grundbegriffe , Fliche” und »Homéomorphismus” und leisteten damit Vorarbeit fiir den
dreidimensionalen Fall. Auch dis Ar und Weise, wie Poincaré anfinglich 3-
Mannigfaltigkeiten konstruierte (nimlich durch Identifikationen an einem Polyeder) steht
in direkter Analogie zum zweidimensionalen Fall {vgl 3.2), wenn dies auch nicht wichtig
fir ihn gewesen ist. Die von Riemann eingefiihrien Zusammenhangszahlen wurden bereits
bei diesem und dann bei Betti auf hoherc Dimensionen verallgemeinert. Selbst die
Fundamentalgruppe, die erst von Poincaré explizit eingefiirt wurde und die in der
dreidimensionalen Topologie eine ganz zentrale Rolle spielt, war - gewissermalen als
»tacit knowledge™ - implizit bei Jordan vorhanden. Wie wir gesehen haben, 14Bt sich das
Klassifikationsproblem im Zweidimensionalen auch mit anderen Invarianten, z. B, mit der
Euler-Charakteristik, ldsen. Die grondlegende FEinsicht, daB  diese bereits im
Dreidimensionalen nicht mehr ausreicht, findet sich bei Dyck chbenso wie ein tiefes

fac hyperbolische geschlossene dreidimensionale Clifford-Kleinsche Rausmformen fndes man bet Lobeil
1931; das crste Beispiel dieser Art, das Lobell anscheinend unbekannt gewesen ist, geht auf H. Gieseking
zurdck (vgl. Gieseking 1912, 160f sowie 5.2 unicn).
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geometrisches Verstindnis fir die Besonderheiten von 3-Manmigfaltigheiten. Selbst d;r
Gegensaiz zwischen kombinatonscher und kentinuumstopologischer A@mng, der ja
hier nach Radé 1925 nur ein scheinbarer ist, ist uns begegnet, wenn allerdings a_uc!l erst zu
einem Zeitpunkt (Dehn-Heegard 1907), zu dem die dreidimensionale Topologie in vaoller

Entwicklung war. ) ) o
Die Bedeutung der Klassifikation der Flichen fiic unser Themas hier lag also einerseits in

ihrem Vorbildcharakter, andererseits in der Bereitstellung verallgemeinerbarer Begriff-
lichkeiten und Methoden.




3 Poincaré's Arbeiten zur Topologie, insbe-
sondere zur Klassifikation der 3-Mannigfal-
tigkeiten

Die Serie der grolben Arbeiten, die Jules Henri Poincaré der Topologie gewidmet hat und
mit der er zum Begriinder der kombinatorischen Topologie wurde!, entstand in den Jahren
1892 (Note ,,Sur l'analysis situs”, gelesen amm 31. Oktober vor der Académie des sciences)
bis 1904 (,,Cinguiéme complément a I'Analysis situs™). Diese Arbeiten schliefen, wie wir
bald sehen werden, inhaltfich und zeitlich an Untersuchungen zu den Themenkomplexen
nautomorphe Funktionen” und ,, qualitative Theorie der Differentialgleichungen” an, wobei
ietztere wiederum in enger Beziehung zu Poincaré's Beitr3gen zur Himmelsmechanik
(..Les nouvelles méthodes de 1a Mécanique céleste” Bd. I 1892, Bd. 11 1893, Bd. I 1899)
stehern.

1 Man vergleiche hierzu etwa das Urteil von §. Lefschetz, das sich im Varwort zu seinem Topologielehrbuch
von 1930 findet:
..Perhaps no branch of mathematics did Pomearé lay his stamgp more indelibly than on topology. To him
we owe the basic notions of complex, the boundary refations and related numerical invaniants, the first
duality theorem. But Poincaré quickly centered his cfforts upan the classification of maonifolds and cther
questions, leaving the foundations in rather equilibrivm.”™
Die Fundamentaigruppe hitie sls ciner der wichtigsten Beitrige Poincaré's sicherlich Aufbabme in Lef
schetz’ Liste verdient. Erste Begriffsbildungen im Rahmen der kembinatorisch/elgebraischen Topologie,
dic wesentlich dber Poincaré hinausgingen, waren erst die hoheren Homotopiegruppen, deren Einfihrung
von E. Cech auf dem intemnationzlen Mathematikerkongrel zu Zinch 1932 skizziert und dann systema-
tisch vor W. Hurewicz 1935 durchgefithnt wurde (vgl. Anmerkung 77 in Kapitel 4).
Fine Bemerkung zur Terminologic ist hier angebracht: Im folgenden werde ich meist dic Bezeichoung
~kombiratorische” Topologie fir den Zeitraum bis Mitte der 1930er Jahre verwenden, um danach von
Lalgebraischer” Topologie zu sprechen. Damit soll nat@rlich nicht geleugnet werden, dab auéh schon Poin-
caré algebraische Methoden - vor allem im Zusammenhang mit der Fundamentalgruppe - verwandt hat.
[nwieweir die Methoden sich verfindert haben, wird noch einer eingehenderen Betrachtung bedorfen
{vergleiche 6). Soll dicser crutc groBe Abschnitt in der Geschichte der Topologie unter inhaltlichen Ge-
sichtspunkten charakterisicrt werden, so spreche ich auch von der |, Theorie der Mannigfaltigkeiten™ in
Abgrenzung zu der nachfolgenden cher algebraisch beeinfiufiten |, Theoric der 1opologischen Strukturen™
Dier Begniff ,, Topologic™ wird im folgenden {ast immer im singeschrankten Siane von ,, Theone der Man-
nigfaitigkeiten” gebraucht, insbesonders wird die mengentheoretische Topologic in uascrea Betrachtungen
¢ine untesgeordnets Rolle spiclen.
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" Die weiteren Ausfiihrungen dieses Kapitels behandein zuerst den Ausgangspunkt Poin-
caré's, dann den Stand, den das Klassifikationsproblem in der zentralen Abhandlung von
1895 erreichte, und schiieBlich die weitere Entwicklung bei Poincaré, die endlich im 5.
Komplement zu jencr ,,unschuidig klingenden Frage” (C. Rourke/I. Stewart) fihrte, die in
die Geschichte der Topologie als deren beriihmtesie Vermutung eingehen sollte (V ist eine
zusamenhingende geschlossene 3-Mannigfaltigkeit): | Est-il possible que le groupe fonda-
mental de V se reduise & la substitution identique, et gue pourtant V ne soit pas simplement
connexe?” {Poincaré VI, 498)

Unser Ziel wird es dabei nicht sein, eine umfassende Darstellung des topologischen
Werkes von Poincaré zu geben (welche meines Wissens noch zu leisten wire, Ansitze
hierzu bei Bollinger 1972 und Scholz 1980, mehr summarsch natirlich auch bel
Dieudonné 1989). Vielmehr werden wir uns auf die Aspekie konzentrieren, die rait unse-
rem Thema - dem Klassifikationsprobiem und der Poincaré-Vermutung eben - in engerem
Zusammenhang stehen. An einigen Stelien erschier mir dennoch angebracht, etwas weiter
auszubolen und auch die Entwicklung der Invarianten und der Methoden za ihrer Berech-
nung, des Mannigfaitigkeitsbegriffes und anderes mehr darzustellen, da diese Dinge ent-
scheidend in das Grundproblem der Theorie der Mannigfaltigkeiten, das Homéomorphie-
problem eben, einflieben.

3.1 Einfthrende Bemerkungen

Die beiden beseits erwihnten Arbeitsgebiete, Theorie der Differentialgleichungen und
Theorie der automorphen Funktionen, fiikrer Poincaré bereits vor seinen eigentlich topo-
logischen Atbeiten zu Einsichten, welche mit der Topologie aufs engste verkniipft sind
{vergleiche hicrz: auch Volkest 1997). In diesem Zusammenhang ist vor allem die 1882
erschienene Abhandlung | Théorie des groupes fuchsiens” zu nernen (Poincaré 11, 1-62), in
der Poincaré explizit die Klassifikation der geschiossenen orientierbaren Flachen durch ihr
Geschlecht erwihnt: | On sait que les surfaces fermées sont susceplibles d'étre classées en
genres..” (Poincaré 11, 41). Wie man dem Briefwechsel mit F. Klein entnehmen kann
(Poincaré X1, 26-65 oder Dugac 1989, 89-140), kannie Poincaré 1881 noch gar nicht den
Begriff ,,Geschlecht im Sinne der Analysis situs” (vgl. Dugac 1989, 96), weshalb er Klein
wm Aufklirung bat. Diese erfolgle umgehend, wobei Klein die Definition des Geschlechtes
iiber die Maximalanzahl disjunkier nicht-zerstickender Riickkehrschnitte (Dugac 1589,
97) mitteiite. Poincaré selbst formulierte dann die entsprechende Definition in der bereits
genanaten Arbeit (Poincaré I1, 41) sowie im dritten Teil seiner Abhandiung dber die durch
Differentialgleichungen definierien Kurven, welche auf den 15, Januar 1885 datiert ist
{vgl. Poincaré I, 11). Als Beispicle fithrte er die Sphire {Geschlecht 0) und den Torus
{Geschiecht 1) an. Im zuletzt genannten Zusammenrhang bemiihte sich Poincaré auch um
eine Begritndung der Verallgemeinerung des Eulerschen Polyedersatzes auf geschiossene
Flichen vom Geschlecht p, welche er in seiner Arbeit iiber Fuchssche Funktionen von 1882
noch kommentarlos verwendet hatte. Diese Verallgemeinerung besagt, dab fiir eine zu-
sammenhingende geschlossene orientierbare Fliche des Geschlechies p, welche polygonal
zerlegt ist, die Bezichung F-K+E = -2p+2 gilt, wobei F die Anzahl der Flichen, K digje-
nige der Kanten und E die der Ecken ist. 1885 weist Poincaré ausdriicklich darauf hin, dab
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diese Formel auch fir nichtcbenflachig begrenzte Polyeder gelte (vgl. Peincaré 1, 124),
weil man sick in der ., Geometric der Lage” {géométrie de situation - vgl. Anm. 3 unten}
nicht um die Form der Begrenzungsflichen kiimmern milsse, Drei Jahre friher wurde dies
noch stillschweigend vorausgesetzt - wohl ein Zeichen dafiir, daB Poincaré seinerzeit noch
wenig fber dieses neue Gebiet nachgedacht hatte, das er ja gerade erst fiir sich zu erschlie-
Ben begans. In technischer Hinsicht bedeutsam ist Poincard's Idee, das Geschlecht der zu
einer automorphen Furmktion gehérigen Fliche mit Hilfe des Fundamentalpolygons, aus
dem diese hervorgeht, zu berechnen - cin, wie wir in 2.4 geschen haben, spiter bei der
Klassifikation der Flichen durchaus fbliches Verfahren. Vermutlich war Poincaré der
erste, der diese Vorgehensweise wihlte (vgl. auch Anmerkung 114 dieses Kapitels fir
Details).

Im Hinblick auf die 3-Mannigfaltigkeiten, welche uns im weiteren ja hauptsichlich in-
teressieren werden, ist noch die Tatsache wichtig, daB Poincaré im Rahmen seiner funktio-
nentheoretischen Studien - genauver gesagt ging es um die von thm Xleinsche Funktionen
genannten automorphen Funktionen - 1883 Raumteilungen des hyperbolischen Raumes
durch hyperbolische Polyeder betrachtet hatte, welche durch die Elemente einer auf diesem
Raum operierenden diskreten Untergruppe der Bewegungsgruppe aufeinander abgebildet
werden (vgl Poincaré 11, 274-280).2 D2 im Falle der (zweidimensionalen) Fuchsschen
Gruppen die entsprechenden geschlossenen Flichen vermége ihres Geschlechies cine
Kiassifikation der Funktionen erlaubten, wobei die Tatsache, dab es sich beim Geschlecht
um eine topologische Invariante handelt, wichtig war (vgl. Anmerkung 10 unten), lag cine
#hnliche Frage im dreidimensionalen Fall nahe. Damit war die Grundfrage fir Poincar®'s
topogische Arbeiten (Topologie im Sinne von Theorie der Mannigfaltigkeiten) gestellt,
wenn dies auch 1883 noch nicht explizit gesapt wird. Wahrscheinlich hatte auch Dyck, der
1884 in Montreal (vgl. 2.3.1) davon gesprochen hatie, dab seine Untersuchungen zur
Analysis situs des dreidimensionalen Raumes durch funltionentheoretische Fragen erfor-
dertich geworden seien, die geschilderten oder &hnliche Probleme vor Augen.

Im Hinblick auf spitere Entwicklungen (vgl. 5.2 und 7) ist es bemerkenswerl, wic eng
urspriinglich der Zusammenhang zwischen dreidimensionaler Topologie und hyperboli-

I in moderner Ausdrucksweise hatte Poincard folgenden Zusammenhang enideckt: Dic Gruppe der
orientierungserhalicnden lsometrien des hyperbolischen Raumes (der hyperbolischen Ebsne) ist isomorph
der Gruppe PSL(2,C) (der Gruppe PSL{Z.R)), wobei P andeutet, dals alle Matrizen, die durch Multiplika-
tion mit cinem Skalar auseimender hervorgehen, miteinander identificiert werden. Dic Kicinschen
(Fuchsschen) Funktionen sind solche, welche unter den Elementen ciner geeigneten Untergruppe der go-
nannten Gruppen PSL(2,C} bzw. PSL{2,R} invarant bleiben - das heiflt, sie sind spezicllc automorphe
Funktionen. Andererseits licfert cine deraftige Untergruppe siels cine Raumieilung des hyperbolischen
Raumes bzw. eine Parketticrung der hyperbolischen Ebene durch dic jterierten Bildes ihres Fundamental-
berciches. Nimmt man den Fundamentalbereich nebst den Identifizierungen auf scinem Rand, welche sich
sus den Erzcugenden der zugehGrigen Gruppe (bei Poincaré heibt diese Kleinsche bzw. Fuchssche Grup-
pe) ergeben, so erhalt man cinc orentierbare geschlossene 3-Mannigfaltigheit (Fliche). Diesc geht aus ci-
nem Polyeder des hyperbolischen Raumes {aus cinem Polygon der hyperbolischer Ebene) durch Randi-
dentifikationen hervor. Damit ist exakt Poincaré's Ausgangspunkt fitr dic Konstrultion seiner geschlosse-
nen 3-Mannigfoltigkeiten gewonnen, falls man die hyperbolische Raumgeometne durch dic cuklidische er-
setzt. Eine Art . Steilkurs™ zu den geschilderten Zusammenhangen bistet Saldanha 1994, susfohiclich ist
Rateliffe 1994; man vel. auch Milnor 1982 sowic far histonsche Hintergrundinformationen Gray 1986 und
Poincaré 1997,
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scher Geometrie bzw. Funkticnentheorie gewesen ist. Dieser trat im welteren im topologi-
schen Werk Poincaré's véilip zuriick - cin bemerkenswertes Beispiel fiir den Vorgang der
Dekontexualisierung (vgl. 8) -, um gerade heutzutape wieder eine ganz wichtige Rolle zu
spielen.

Vor der Analysis-situs-Serie, auf die wir gleich ausfihrlich zu sprecher kommen wer-
den, blick die Topologie bei Poincaré eine Hilfsdiszipiin, weitgehend ohne eigenstindiges
Interesse und Profil. Die Logik der Dinge selbst war es, die Poincaré - der sich offenkundig
erst zu topologischen, insbesondere hoherdimensionale Untersuchungen entschliefen
mufte - zur Topologie fithrte, wie er auch selbst in einer bekannten Passage in seiner
LAnalyse de ses travaux scientifiques” betonte:

Quant & moi, toutes les voies diverses ol je m'étais engagé successivement me copduisaient 4
PAnalysis sitiis,”

(Poinearé 1921, 101)

Als Belege fithrte er dann die Theorie der Differentialgleichungen hfherer Ordnung, die
Untersuchung mehrwertiger Funktionen zweier Varizblen, das Studium der Pericden
mehrfacher Integrale nebst deren Anwendungen in der Storungstheorie sowie das Unter-
gruppenproblem an. Man bemerkt erneut, daB sich die topologischen Probleme erst in
anderen mathematischen Kontexten steliten, ura sich alimihlich aus diesen unter dem
Aspele einheitlicher Behandelbarkeit zu 16sen und so einer neuen Disziplin zur Entstehung
zu verhelfen. Vergleiche hierzu Kapitel 8 unten.

SchlieBlich machte ich auf zwei eher technische Aspekte hinweisen, welche sich eben-
{alls in den genannten Arbeiten finden und die fiir die Entwicklung der Topologic bei Po-
incaré nicht unerheblich waren: Zum einen sind da die Ansitze mir kombinatorischen
Gruppentheorie zu nenncn, welche Poincaré bei seiner Untersuchung Fuchsscher Gruppen
entwickelte und dic ihn zu einer - wenn auch noch nicht expliziten - Beschreibung von
Gruppen durch Erzeugende und Relationen fithrten (Poincaré II, 44-48), zum andern die
explizite Betrachtung geschlossener Wege auf Flichen im Zusammenhang mit der Unter-
suchung von Integralkurven. Beides waren wichtige Verarbeiten zur Einfithrung der Fun-
dameniaigruppe, eine der wichtigsien 1opologischen Leistungen Poincard's iiberhaupt.

Bevor wir uns im weiteren Verlauf dieses Kapitels den mathematischen Entwicklungen,
welche auf Poincaré im Bereich der Topologie zuriickgeher, zuwenden, erscheint es an-
gebracht, kurz auf die Stellung, die dieser der neuen Disziplin im Rahmen seiner wissen-
schaftsphilosophischen Uberlegungen zuerkannte, einzugehen. Dabel sollte vor allem
deutlich werden, dab die Topologie fiir Poincaré ab einem gewissen Stand der Entwicklung
mehr war als nur ein Teilgebiet der Mathematik und dab sein Interesse am Homdomor-
phieproblem durchaus tiefergehende Wurzeln hatte.

Der Einflub der Topolagie auf Poincaré’s Wissenschaftsphilosophie begann sich gegen
Ende des 19. Jahrhunderis bemerkbar zu machen. Hier ist in erster Linie der Artikel ,,.On
the foundations of Geometry” (1898 - 1899) zu nennen, der etwas spiter in leicht verdn-
derter Form in Franzasisch erschien und dann Eingang in Poincaré's Buch ,,La valeur de la
science” fand (1903).

Die Poincarésche Philosophie der Geometrie (hier durchaus im weiteren Sinne zu neh-
men) entwickelte sich in zwei Stufen: Verarbeitung der nichteuklidischen Geometrie {um
1890 herum), insbesondere in dem bekannten Antikel | Les géométries non-euctidiennes”
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von 1890, die zur Ausbildung von Poincaré's geometrischen Konventionalismus fihrte,
und erkenntnjsthearetische Ausweriung der Topologie (etwa seit 1898), was unter Ein-
beziehung der Ideen Helmhoitz' schlieBlich in die physiologische Fundierung der Dreidi-
mensionalitit des Raumes miindete (. De tous les théorémes de 1'Analysis Sitls, le plus
iraportant est celui que 'on exprime en disant que l'espace a trois dimensions.” (Poincaré
1970, 60)).

Geometrie im engeren Sinne ist fir Poincaré metrisch und deshalb quantitativ, folglich -
da jede Metrik konventionell ist - kann sie nicht die Wissenschaft des im Raume anschay-
lich Gegehenen sein. Das ist vielmehr die Topologie:

.t vaici ce que fait pour nous 2'intérét de cette Analysis Situs; c'est que clest 12 quiintervicnt vraiment
1'intuition géométrique”
(Poincaré 1963, 124).

Genauer ausgefithrt wurde dieser Gedanke in der zirka 1901 niedergeschricbenen »Analyse
de ses travaux scientifiques™
,On a dit, écrivais-ic {(out & peu prés) dans une préface (199). que la gdométric est 12t de bien rai-
sonner sur des figures mal faites. Oui, sans douts, mais & une cendition. Les propartions de ces figu-
rcs peuvent étre grossitrement ajtérés, mais leurs €ldments ac doivent pas 2ire transpasées ¢t ils doi-
vent conserver leur situation relative. En dautres termes, on o'a pas & singuidter des propriftés
quantilatives, mais on doit respeeter Jes propriétés qualitatives G'est & dirc précisément celles dont
s'occupe NAnalysis Situs,
Cela doit nous faire comprendee qu'unc méthode qui nous ferzit connaitre les relations qualitatives
dans l'espace & plus de trois dimensions, pouryait, dans unc certaine mesure, rendre des services nna-
loques & ceux qui rendent les figures. Cetle méthode ne peut étre que }'Analysis Situs & plus de trais
dimensions.”

{Poincaré 1921, 100f)

Die Zah] 199 bezieht sich dabei auf die Abkandlung ,,Analysis Situs” (Poincaré VI, 193-
288), in deren Vorwort sick die angesprochene Formulierung sowie grundlegende Uberle-
gungen zur Wichtigkeit und zum Wesen der Topologie - ihnlich den hier wiedergegebenen
- finden (vgl. auch unten 3.2).

Man versteht nun gut, welche Bedeutung das Homaomorphieproblem in Poincaré's Au-
gen hatte, dean der Homboemorphictyp ist im Falle von geschlossenen Flichen (oder ho-
herdimensionalen Mannigfaltigkeiten) die wichtigste qualitative Ei genschaft eines derarti-
gen Gebildes iiberhaupt. Im Dreidimensionalen vermittelt die Topologie - indem sie die
Frichen nach Homéomorphie klassifiziert - deren anschaulich wichtigstes Charakteristi-
kum: 148t uns die Anschauung im Stich, wie im héherdimensionalen Fall oder bei nicht-
orientierbaren geschlossenen Flichen, so wird die Topologie sogar zu einer Art von Er-
satzanschauung, Diesen Aspekt hat Poincaré ebenfalls in seiner bereits zitierten ,,Analyse
de ses travaux scientifiques™ hervorgehoben:

_Pour aller plus loin, il me f2llait un instrument desting & remplacer Finstrument géométrique qui me
faisait défaut quand je voulais péndtrer dans l'espace & plus de trois dimensions. Clest l2 principale
raison qui m'a cngagé & abarder 1'étude de VAnalysis Situs, ™

(Poincaré 1921, 64)
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Gemiih der Zielsctzung, dic die vorliegende Arbeit verfolgt, migen diecse Andeutungen
geniigen, um zu zeigen, dab Poincaré der Topologie in seiner Wissenschafisphilosophie
eine wichtige Rolle zudachte, Wir wollen uns nun der Mathematik selbst zuwenden, wo
das Homoomorphieproblem, zumindest im Falle der geschlossenen Flichen, ja durchaus
schon za Poincaré's Zeiten eine Tradition gebiidet hatte.

Die Serie der groben Arbeiten zur Topologie von Peincaré, der im iibrigen stets die auf

G.W. Leibniz zuriickgehende Bezeichnung |, Analysis situs™ verwendete, begann: 1892 mit

einer kurzen Note ,,Sur I'Analysis situs™ {Poincaré Vi, 189-192), welche vor der Akademie

gelesen wurde  Diese umreiBt in knapper Form sein Anliegen, gibt Auskunft itber Vorar-

beiten und Motive und enthiilt die Finfithrung der Fundamental gruppe.

ad 1: Nachdem Poincaré Nutzen und Bedeutung topologischer Betrachtungen auch in hé-
heren Dimensionen herausgestellt hat, nennt er als seine wesentlichen Vorliufer B.
Riemann {3l 2 laissé sur ce sujet des fragments malheureusement trés incomplets”
[Poincaré VI, 184]%), E. Betti (qui ,.2 retrouvé et compiété les résyltats de Riemann™

In Bricfen und Arbeiten sus den 1880c¢r Jahren findet man auch die Ausdrucksweise ~Geometriz situs™
oder ..géometrie de situation” (was hier synonym zu Topologic ist und nicht mit der von Staudtschen
»Geometrie der Lage”, dic ja wesentlich projektive Geometrie gowesen ist, verwechselt werden darf). Der
Terminus ,, Topologie™, der von LB. Listing 1847 in seinen ,, Vorstudien zur Topologie™ cingefihrt wurde
und der sich im deutschsprachigea Raum vor aliem unter den Knotentheoretikern halten konnte (0. Si~
mony, F. Dingeldey), setzte sich erst in den 1930¢r Jahren aligemein durch. In aller Regel wurden dic Be-
zeichnungen |, Analysis situs™ und |, Topologic” synonym verwendet, tinc Ausnahme hiervon bildet P,
Hecgard, der in seiner Dissertation 1898 zwischen ,,Analysis situs” als der spezicllen Disziplin, it der es
um Dinge wic der Eulerschen Polycdersatz, das Vierfarbenproblem, um Graphen und Knoten sowie um
die Verallgemcinerung der Zusammenhangszahlen auf hohere Dimensionen geht, vor der Topologie all-
gemein, dic im Sinnc Listing alle qualitativer Untersuchungen umfafit (Heegard 1916, 12f), unterschied;
ahalich noch Maller 1909, 155, Mit modernen Augen betrachtet kénnte man Hezgards Unterscheidung in
ctwa mit der zwischen allgemeiner = mengentheoretischer (analytischer) Topologic und spezieller = nige-
braischer Topologic (= Theoric der Mannigfaltigkeiten) gleichsetzen. Poincaré verwendet im tbrigen oft
auch die Bezeichnung ,,Hypergeometric”, um geometsisch-topologisch orientierte Betrachtungsweisen im
n-dimensionalen Raum {n 2 4} zu charaktenisisren, deren Wert und Sinnhafligkeit er Immer pachzuweisen
suchte. ’

Poincar¢ war zu diesem Zeitpunks schon Akademicmitglied {cr wurde am 31.01.1887 gewdhlt [vgl Gilain
1991, 215 2.2]}, Im dbrigen hatic Poincaré schon zu Beginn der 80er Jehre die Fortschritte in seinen For-
schungen durch kurze Noten, welche vor der Akademic gelesen wurden, noch vor ihrer cigentlichen Publi-
kation in Gestalt von Abkandiungen zu dokumentieren versucht.

Es ist bemerkenswert, daB Poincaré, dessen Unkenntnis der zcitgenbssischen Fachliteratur geradezu
notorisch war {1l lisait peu, en effet - jo ne parle ici, bien entendu, que de ses lectures seicntifiques -, et i
fisait d'une fagon trés particuliére™, schreibt P. Boutroux diber seinen Onkel (Poincaré XI, 148)). das 1876
von H. Weber avs dem Nachiafl herausgegebene | Fragment zus der Analysis situs” kannte,

Ahnlich wie Boutroux - wenn auch mit deutlich negativer Tendenz - &uBert sich L Couturat in einem Brief
an B. Russell 0ber scinen philosophischen Widcrsacher Poincaré: . Je crois qu'il les & & peine lues [les ex-
plications de Russell; K. V.3 (En général, il it trés vite et trés mal, comme les esprits primesautiers; cels
52 voit} ... il ne veut rien entendre ni apprendre, il seste ,,entéte” de tous scs préjugés.” (Couturat 1973, 91)
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[Poincaré VI, 189]%) sowie E. Picard (der die Betti-Zahlen’ in Arbeiten zur Treinen
Analysis” und zur ,,gewshnlichen Geometrie” verwendet hat).

ad 2: Der nachfolgende Abschnitt ist geradezu programmatisch fiir Poincard's topologische
Arbeilen allgemein (vgl. auch Lefschetz' in Anm. 1 gegebene Bemerkung sowie oben
3.1.1 fiir die Hintergriinde):
.-La question r'est pas £puisée cependant. On peut se demander si les nombres de Betti suffisent pour
déterminer uns surface fermde au point de vue de PAnalysis situs, cest-d-dirc si, étant données deux
surfaces fermées qui posscdent mémes nombres de Betti, on peut toujours passer de l'une & l'autre par
voie de déformation continue, Cela cst vrai daas Yespace & trois dimensions et I'on pourrait Ztre tenté
de croire qu'if en est encore de mEme dans un espece quelcongue. Cest le contraire qui est vrai.”

(Poincaré VI, 189 £}
Wir finden hier zuerst einmal eine klare Beschreibung der Grundaufgabe der Tepologie,

nimlich der Klassifkation topologischer Gebilde (,,surfaces”™)® rach Homomorphic
{..déformation continue”}.? Scdann wird gesagt, dab dieses Grundproblem - das Klassi-

Poincaré verweist hier auf den vierten Band der , Annali di matematica™ (2. Seric), der die entsprechende

Asbeit Bettis (Beti 1871) enthait. Sowohi Poincar¢ als auch Picard/Simart betrachtcten im Gbrigen Betti

als weitgehond unabhingig von Riemann (vgl. | Indépendamment de Ricmann, Betti avait de son cdté

étudié fes divers ordres de conncxion dans les espaces 4 n dimensions,...” (Picard/Simart 1897, 19)}. Eine
ganz andere Auffassung vertrat dagegen P. Heegard:

.Apres la mort de Riemann, Betti publia un Mémoire & cc sujet (...}, Il ne parle pas de collaboration aves

Ricmann; mais, & juger per fes fragments d'une théoric, réunis par Weber d'sprés les notes £crites par

Riemann (...}, Riemann s pendant son séjour en Italic (...) essenticllement contribué aux pensées ex-

primées dans le Mémoire de Betti.” {Hecgard 1916, £92)

Eine modemne Stellungnahme zo der hier angesprochenen Frage ist Bottazini 1977; vgl. aber auch Weit

1979,

" Dies ist die fritheste mir bekannte Verwendung des Terminus | Betti-Zahlen™ (, nombres de Betti™), wels
cher folglich cine Schopiung Poincard’s sein mibte (n Picard/Simart 1897, 28 heilien sie ,,Riemann-Betti-
Zahlen™). Zu Picard und seinen Asbeiten iber algebraische Geometrie vergleiche man Houzel 1991; zu de-
ren topologischen Aspekien dort insbesendere die Seiten 253-255 sowie Scholz 1980, 258-263. Am Ende
der Note von Poincaré wird der Hinweis auf E. Picard noch durch die Anmerkung konkretisiert, daB dieser
gezeigt habe, dall die cindimensionaten Zykel algebraischer Flichen im |, aligemeinsten™ Fall verschwinden
(vgl. Houzel 1991, 254 oder Picard 1889, 175-181),

¥ Wic wir schen werden und wie E. Scholz in sciner Arbeit Scholz 1980 susfiukelich dargelegt hat, war

dieser Grundbegnff, den wir heute mit ,, Manaigfaltigkeit” Qbersetzen witrden, bei Poincaré und auch

spéiter durchaus schwankend. Die Bezeichnung | surface”, welche der traditionellen Geometric entlehnt ist,
verschwindet bei Poincaré bereits 1893 zugunsien von |, variété”. Diese terminologische Verschicbung ist
¢in Ausdruck der ,,Dekontextualisicrung” der neuentstandenzn Disziplin Topologie (vgl. 8). Im @brigen
gehen viele Termini technict der Topologie auf Poincaré zuriick, z.B. Homdomorphismus und homalog (in
seiner topolegischen Bedeutung). Dic Stabilisicrung des Voksbulars ist ein Merkmal fir cinen gewissen

Eatwickiungsstaend ciner Disziplin.

Der Frage, wic nahe Poincaré’s | déformation continue” unscrem modernem HomGomorphishegrifl

kommt, solf hier nicht weiter nachgegangen werden {wir kommen kierauf zuriick). Angemerkt wzrden

muf} aber, daf Poincaré die topologischen Invanianien (Betti-Zahlen, Torsionskoeffizienten, Fundamental-
gruppe} stets als soiche betrachtete, ohne aber hierfur einen Nachweis zu fihren. Diesen mag man in ge-
wissen Failen - ¢twa bei der Fundamentalgruppe (so z.B. Tietze 1908, 69 al) - aulgrund der getroffenen

Definition als dberflissig erachten; im allgemeinen stellt er aber cin keineswegs trivisles Problem dar {vgl.

hierzu Henn/Puppe 1990, 677 ), das erstmals im Kontext der kombinatorischen Topologic systematisch

von H. Tietze angegangen wurde in Tietze 1908, 69 - 77 (Fundamentalgruppe), 3848 (Beni-Zahlen) und
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fikationsprobiem - fiir den Fail des dreidimensionalen Raumes geldst sei, Wie wir an an-
derer Stelle (Poincaré VI, 247) erfahren, ging Poincaré davon aus, daB diese Frage ,,zum
Beispiel durch das Studium der Perioden abelscher Funktionen™ % beantwortet sei. Al-
lerdings - und dessen scheint sich Poincaré bewuBt gewesen zu sein, wie seine aus-
driickliche Formulierung ,,im dreidimensionalen Raum™! vermuten EiBt - erhilt man so
mur orientierbare Flichen, wenn man deren Geschlossenheit verlangt (im Falle Rie-
mannscher Flichen algebraischer Funktionen ergibt sich diese von selbst, ansonsten
wird sic an der oben genannten Stelle von Poincaré explizit erwihnt). Das von Poincaré
im weiteren fast ausschlicBlich angegangene Klassifikationsproblem far 3-Mannigfal-
tigkeiten ergab sich, wie wir gesehen haben, einerseits als Analogie zum zweidimensio-
nalen Fall, andererseits aber auch in natitrlicher Weise im Rahmen der Untersuchung
automerpher Funkticnen. Die in diesemn Zusammenhang entwickelten Invarianten haben
somit zuerst einmal den Charakter von Mitteln zum Zweck. Dabei entsteht eine bemer-
kenswerte Wechselbeziehung zwischen den Invarianten als methodologischem Werk-
zeug und den zu klassifizierenden Gegenstéinden, das heiBt korkset, den verschiedenen
Fassungen des Mannigfaltigkeitsbegriffes. Diese wird wie ein rater Faden die gesamte
Geschichte des Homdomorphieproblems durchriehen.

ad 3: Zweifellos ist die Einfihrung der Fundamentalgruppe!? die wichtigste Ermungen-
schaft der Note ,Sur I'Analysis situs” Es sei hierzu V eine zusammenhingende Teil-
menge des Ru*l, die als Nullstellengebilde einer Gleichung festgelegt wird (V wird von
Poincaré eine ,,Fldche” genannt), Weiter seien

Fi:R oV oR, . FpR*o VR

p (in der Regel nicht einwertige) reellwertige Funktionen. Beschreibt nun der (modern
gesprochen) Grundpunkt {xy,....%.+;) € V einen geschlossenen Weg in V, so werden die
urspringlichen  Funktionswerte Fi(xy,-Xas1) FplXpsoXgs))  iibergehen  im
Fy(X1,--%n41) - Fp (%15, Xne1)". Diese Anderung wird von Poincaré als | Substitution™
gedeutet und ir der Form (Fy, ..., By Fy', .., Fp') geschrieben.!3

Weiter heibt es:

$3-56 {Torsionskosffizienten). Spiter ist doun vor allem J. W. Alexander mit Ilavariancheweisen
hervorgetreten (vai. 5.1).
9 Ausfihrlich heiBit das Zitar:
.On sait que deux variétés fermées & deux dimensions qui ont méme nombre de Betti soat homéomorphes.
C'est ce qui résuite, par exemple, de 1'2tude des périodes des foactions 2béliennes. Considérons une surface
de Riemaan R ¢t soit z la variable imagiraire correspondante; on pourra introduire une variable imaginaire
nouvelle ¢, telle que z soit une fonction fuchsicnne de t et que ¢, consideré comme fonction de z, n'ait aucun
point singulier sur la surface R. Tous les groupes fuchsiens correspondant & diverses surfaces de Riemann
syant méme ordre de connexion seront isomorphes.
Ce groups fuchsicn ne sera, d'nilicurs, évidemment autre chose que le groupe fondumental g, relatif & la
surface R considérée comme une variété a deux dimensions”. (Poincaré V1, 247)
Vergleiche hicrzu Kapitel 2 oben, insbesondere 2.5.
Hier ist also die Frage der Einbettbarkeit nichiorientierbaser Fiichen angesprochen.
Die Bezeichnung , Fundamentalgruppe”™ (. groups fondamentai™ findet sich erst 1895 in der groBen
Abhandlung . Analysis situs™ (2.B. in der Uberschrift zu § 12; vgl. Poincaré VI, 239), 1892 ist schlicht von
wder Gruppe“dic Rede.
Man bemerkt, dab dicse Definition exakt dem Monodromicverhalten komplexer Funktionen nachgebildet
15t

1
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. Toutes les substitutions correspondant aux divers contours fermés que Ion peut tracer sur la surface
forment un groupe qui est discontiny (2u Moins ea ¢c qui concerne sa forme).”

(Poincart V1, 1907

Die Tatsache, dal man auf die angegebene Art und Weise eine Gruppe erhilt, wird von
Peincaré kommentarlos unterstelit. Das legt sicherlich daran, dab es thm gelungen ist,
durch die Zuriickfithrung auf ,, Substitstionen” den neu einzufilvender Gegenstand in ei-
nen wohlbekannten Kontext einzubetten, in dem die fragliche Eigenschaft selbstverstingd-
lich ist (,,Substitutionen™ bilden gewissermaBen von Natur avs immer eine Gruppe). Man
erkennt hier - und darauf hat E. Scholz zurecht hingewiesen (Scholz 1980, 313 - 315) -,
dafB Poincaré's Gruppenbegrfl zu diesem Zeitpunk! noch weitgehend an cin konkretes
Modell (das Substitutionsmodell eben} gebunden bleibt und keineswegs einer allgemein-
abstrakten Charakier besitzt. Dies erklart auch die fiir den modemnen Leser fiberaschende
Tartsache, dab Peincaré niemals im Bereich der Homologie von Gruppen spricht, obwohi er
deutlich erkennt, dad man beim Ubergang von den der Fundamentalgruppe zugrunde lie-
genden Aquivalenzen (sprich: Relationen zwischen deren Erzeugenden) zu den Fundamen-
tathomologien, welche die Betti-Zahlen mithestimmen, nur abelsch rechnen muB (Poincaré
VI, 241 und 243).1% Die Homologie entzieht sich eben dem begrifflichen Rahmen der
Substitutionen. 13

Im Anschlub an die Einfiihrung der Fundamentalgruppe bemerkt Poincaré, daf diese im
allgemeinen von der Wahl der Funktionen F abhidnge. Eine andere Auswahl fithre aber in
der Regel zu einer isomorphen Gruppe.

Schlieblich kehrt Poincaré am Ende seiner Nete zum Ausgangsproblem - der Klassifi-
kation - zuriick. Er teilt ein Beispiel mit zweier geschiossener 3-Mannigfaltigkeiten, deren
Betli-Zahlen {ibereinstimmen, die aber nicht-isomorphe Fundamentaigruppen besitzen.
Dieses Beispiel, das als sechstes und zentrales Beispiel 1895 wieder auftreten und dort
ausfiithrlich zu behandein sein wird, wmiadt genauer gesagt eine ganze Klasse von konkre-
ten Mannigfaltigkeiten. Diese gehen aus dem Einheitswiirfel im R3 vermsge folgender
Identifikationen hervor:

SpR3—» R3
(xy,2) 7 (x+1y,2)
S;;R3—>R3
(xy.m) 7 (xy+1,z)
Sy R3—> R3
(oyz) 72 {ax + By, vx + 8y, z+1)

wobei M = (fj g) e SL {2, Z) sein solL

" Modern und einfach ausgedrickt ist die erste Homelogicgruppe die abelsch gemachte Fundamenlalgruppe.
' Dsr Gruppenbegriff wurde erst relativ spat in den Rahmen der Homalogietheorie eingelhrt, wobei diese
ldee (nicht ganz gerecht) iblicherweise E. Nocther zugeschrcben wird. Vgl hierzu 6.
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Die entstehende Mannigfaltigkeit V(c,B,7,5), dic eine Unterlagerung des R3 ist, verali-
gemeinert den dreidimensionalen Torus T3. Dieser ergibt sich, wenn man in S3 von oben @
=&=1und =y =0 wihlt. Wir bemerken, da8 die Konstruktion von V(ct,B,y,5) analog
zur Randidentifikation bei Fundamentalpolygenen automorpher Furktionen verliuft und
dak die Gruppe SL{2, Z) aus dieser Theorie Poincaré veriraut war, 16

Withit man nun zwei verschiedene Matrizen M und M' aus SL{2,Z) zur Definition von
S3, so erhalt man verschiedene identifikationen. Poincaré nennt diese Substitutionen S3
und 53'. Die von S;, S; und 3 beziehungsweise von §;, Sy und Sy erzeugten Gruppen!?
kénnen nur dann isomorph sein, wenn die beiden zugehdrigen Matrizen konjugierte Ele-
mente vor SL{Z, Z) sind.’¥ Da es nicht-konjugierie Elemente in SL(2, Z) gibt, kann Poin-
caré!? schlicBen: ,,Cela n'arrivera pas en géneral” (Poincaré Vi, 191} Folglich gibt es
Mannigfaitigkeiten V{e,B,y,8) und V{e',f'¥,5) mit nicht isomorphen Fundamentalgrup-
pen.

Sc];li]ez%ﬁch behauptet Peincaré beztiglich der Betti-Zahlen von V(e B.y,8) fvgl. Poincaré
V1, 192]%;
fa=4
4, falls M Einheitsmatrix
By=1{ 3, fallsc+35 =2 aber M nicht Einheitsmatrix
2, sonst :

¥ Das  Swdium ven SL(2Z) in Zusammenhang  mil  bestimmten  automorphen  Funktionen
(..Modulfunktionen”) geht auf Ch. Hermite {1858) zuriick; die fragliche Gruppe spielt nattrlich schon bei

_ den elliptischen Funktionen cine wichtige Relic. Vergleiche auch Anmerkung 76 unten.

Y Modcm gesprochen handelt es sich hier um Decktransformationsgruppen, welche den enisprechenden
Fundamentalgruppen isomorph sind, de die Uberlagerungen universelie sind (R3 ist ja cinfach zusammen-
h&ngend). Der Zusammenhang zwischen der Gruppe der Decktransformationen und der Fundamental-
gruppe wird zuvor von Peincaré kurz skizziert. '

¥ Dies 1Bt sich relativ leicht einschen, weil ja im Falle der Isomorphic dic Decktransformationen

oo (28 Bt

und

oer = (5 (5 Do)

zum gleichen Erpebnis fihren missen. Somit hat man daan

GO0 Doy - & e Doy

Wcse.miich schwieriger ist es, zu zeigen, dab dic Bedingung nicht nur notwendig sondern auch hinreichend
for .du: Isomorphie der Fundamentalgruppen ist. Das machte Poincaré in seiner Abbandiung von 1895
{Foincaré V1, 248-257), wobci allerdings sein Ergebnis nicht ganz korrekt ist (vergleiche Sarkaria 1996,
255 257).

" Auch diescs wird 1895 bewiesen {Poincaré V1, 256 £). Konkret sind ((1) *1‘] und (é ’j‘) dano nur dann
konjugiert, wena thi = jhl gilt,

2 Dier erste Unterfall (B, = 4) ist der Fall des gewdhnlichen dreidimensionalen Torus T2, Im dbngen ist zu
peachten. dali Poincaré's Betti-Zahlen grundsatziich um ! graBer sind als dic modernen. In den Kapitein 3
und 4 folgen wir der Auffassung Poincaré's.
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Hicran ist gleich mehreres bemerkenswert: Zum einen teilt Poincaré erstmals in der Ge-
schichte der Tepologie einc zweite Betli-Zahl einer komplizierten Mannigfaltigkeit, wenn
auch ohne jeglichen Hinweis auf die Art und Weise ihrer Berechnung, mit, wis zuvor we-
der E, Picard (vgl. Scholz 1980, 262) noch E. Bettf selbst gelungen war.

Zum anderen zeigen Poincaré's Angaben, daB er 1892 offenkundig noch keine Kenntnis
des Dualitiissatzes gehabt hat:
Da alle V(o 8,7,5) orientierbar sind, mub fiir sie steis nach dem Poincaréschen Duali-
titssatz B; = By sein {der entsprechende Fehler wurde 1895 von Poincaré stillschweigend
korrigiert; vgl. Poincaré VI, 246 £).2} Sieht man von diesem Fehler einmal ab, so hat Poin-
caré ohne Beweis gezeigt, dab zwei geschlossene orientierbare Mannigfaltigkeiten zwar
gleiche Betti-Zahlen, aber dennoch unterschicdliche Fundamentalgruppen haben kémnen.
Folglich ist die Fundamenialgruppe cine stirkere Invariante als die beiden ersten nichttr-
vialen Betti-Zahlen 22 Vielleicht ist die Fundamentalgruppe der Stein der Weisen, der das
Klassifikationsproblem 16st? Im welteren werden wir unter anderem sehen, wie Poincaré
diesen Gedanken verfolgt

Bereits in dieser kurzen Note wird deutlich, welch zentrale Rolle das Homéomorphie-
problem der geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten fur Poincaré spielte. Die von ihm neu
eingefiibrie Invaniante, die Fundamentalgruppe, wird gleich an diesem Problem getestet. Es
erweist sich, dab die Analogie zum zweidimensionalen Fall zusammenbricht, Das zeigt
eine Klasse von Beispiclen geschlossener Mannigfaltigkeiten - das spiter sogenannte 6.
Beispiel - , welche erstmals (sieht man einmal von Beispiclen, die der algebraischen Geo-
metrie entstammen) nichi-triviale geschiossene 3-Mannigfaltigkeiten enthielt, Wie wir
spater sehen werden (in 3.2) ist die Konstruktion dieser Beispielkiasse schr gut der Defini-
ton der Fundamentalgruppe angepadt, so dal eine Ermittiung der letzteren nicht schwer
AL

3.2 Das Klassifikationsproblem in der Arbeit von 1895

Dic groBe?3 Arbeit , Aralysis situs”, die 1895 im Jubildumsband des , Journal de I'Ecole
polytechnique” anldblich des hundertjihrigen Besiehens dieser Elitehochschule - zu deren

' Dic Unkeantais Poincaré's erstasnt insofern, als E. Picard schor 1889 dic Dualitit. wenn such ohne Be-
weis, verwendete (vgl. Houzel 1991, 253 oder Picard 1889, 180): ,....on démontre que p, = p,.." ~ mchr
steht bei Pieard nicht.

2 Die Tatsache, dall hicsber die Dreidimensionaiitit der Mannigfalugkeit und thre Orienticrbarkeit cine
wichtige Rolle spielen, hat Poincaré erst spiter ausgesprochen {siche unten),

3 Dies gilt in allererster Linte fir dic in dieser Asbeit auflretende Folle von Sulerst fruchtbaren ldeen, in
zweiter Linie such fr ihre Linge im Werlsinac: $6 Sciten in den Oeuvres (Poincaré VI, 193 - 288). Ne-
benbei bemerkt war - wic wir der Schilderung scines Neflen Pierre Boutroux (Poincaré X1 146 - 151)
entnchmen konnen - Poincaré's Art und Weise, Abhandlungen zu schreiben, ziemlich ungewshnlich:
.Dans son paisible cabiner de travail, rus Claude-Bemard, ou sous les ombrages de som jardin & Lozére,
Henn Poincaré s'asseyail quelques houres par jour devant une main de papier &colier régié, et Yon voyait
alors les fouillets se couvar, avec une rapidité et une régulanté surprenantes, de son ¢onture fine et angu-
leuse, Presque jamais unc rature, trés rarement unc hésitation. En quelques jours un long Mémoire se trou-
vait acheve, prét i Etre imprimé, ¢t mon oncle ne s'y interessait plus désormais que comme 4 ure chose du
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Studenten ja Poincaré selbst auch gehént hat (1872-75) - erschien, darf im eigentlichen
Sinn als Ausgangspunkt der kombinatorischen und algebraischen Topologie gelten, Es
kann hier keine Rede davon sein, eine umfassende und erschopfende Analyse dieses Mei-
sterwerkes geben zu wollen?®; wir werden uns vielmehr auf die fir uns wichtigen Punkte
konzentrieren: Mannigfaitigkeitsbegriff, Fundamertaigruppe, konkrete Beispiele, Hilfsmit-
tel zu deren Untersuchung (z.B. Betti-Zahten®’) - alse uns auf die Frage beschriinken , Was
wird Klassifiziert und wie wird klassifizient?”. ”

Dennoch ist es vielleicht niitzlich, an dieser Stelle cine knappe Ubersicht zum Inhalt der
in 16 Paragraphen gegliederten Abhandlung zu geben: Die §§ 1-4 beschifiigen sich mit
verschiedenen Definitionen des Mannigfaligkeitsbegriffes und Eigenschafien derselben, §§
5-7 sind der (modern gesprochen) Homologietheorie gewidmet, wobei auch Zusamsnen-
hinge zur Theorie der Differentialformen hergestellt werden, § 8 behandelt das Probiem
der Ein- und Zweiseitigkeit von Mannigfaltigkeiten, und § 9 ist dem Poincaréschen Duali-
tatssatz gewidmet. Ausfuhrlich beschaftigen werden wir uns mit den §§ 10-15, in denen
Poincaré das Klassifikationsproblem anhand mehrerer Beispiele diskutiert, die Fundamen-
talgruppe einfilhrt und gruppentheoretische Uberlegungen zum Homtomaorphiepreblem
anstellt. Dabei erfahnt der Mannigfaltigkeitsbegriff cine bemerkenswerte Erweiterung,
indem - wie schon 1892 - Mannigfaltigkeiten als Unterlagerungen konstruiert werden. Die
abschlicfienden §§ 16-18 sind der Veraligemeinerung des Eulerschen Palyedersatzes, fiir
den Poincaré drei verschiedene Beweisversuche entwickelt, gewidmet.

Auch der Abhandlung von 1895 geht eine Einleiturg voraus, in der Poincaré versucht,
seine Betrachtungsweise ~ insbesondere die Ausdehnung geometrischftopologischer Frage-
stellungen auf mehr als drei Dimensionen - zu rechtfertigen (siehe hierzu 3.1} und in der er
Vorldufer nennt sowie verwandfe Fragestellungen, Wie schon drei Jahre zuvor werden
Riemann und Betti als Wegbereiter ,,der Analysis situs in mehr als drei Dimensionen”26
erwihnt. Als Belege fiur die Nutzlichkeit dieser Betrachtungsweise werden von Poincaré
drei Problemzusammenhinge genannt:

passc. A peine consentait-il - ses éditeurs en savent quelque chose - 4 jeter un rapide coup d'ocil sur les
épreuves.” (Poincaré X3, 146 £)

Vielleicht is1 diese Schilderung ctwas Ghertricben; diese Annahme wird jedenfalls durch dic Tatsache na-
hegelegt, dal es sehr wohl Manusknipte von Poincaré gibt, welche mehrere Bearbeitungsstadiea tin- und
desselben Textes darstellen. Aber deanoch sind die Endergebnisse Poincaréscher Bembdhungen gemessen
an dC_n heute ablichen Standards bei der mathematischen Manuskriptgestaltung recht ungewshalich. So
vermibt man nieist cine klace Glicderung in Definitionen, Beispicle, Saizze, Bewsise und so weiter. Man hat
vielmehr den Eindruck, daB man es in Poincaré's Arbeiten mit cinem Denken zu tun hat, das sich chen erst
entfaliet. Diesen Proze erlebt der Leser gewissermaBen L Jive” mit. Dss hat beispiclsweise zur Folge dafl
Hilfsmitte] bei Poincaré in aller Regel erst da cingefiihrt werden, wo sic wirklich natwendig sind, daB das
Fortschreiten der Gedankenfihrung in eine bestimmte Richtung dusch Fragen gelenkt wird und dall off
Theoreme erst als Zusammeafassung thres vorangegangenen Beweiscs formuliert werden,

Ausfohrlichere historisch orentierte Darstellungen meueren Datums sind: Bollinger 1972, 116-144,
Dicudonné 1989, 15-35 und Scholz 980, 230-336, wobci Bollinger sich auf dic Homelogistheorie, Scholz
auf den Mannigfaligkeitsbegriff beschrinkt.

Z Auf Fragen der Homologietheoric wird im folgenden nur kurz cingegaben; cine ausfihrliche Darlegung
gibt Bollinger 1972.

weer 3l y 8 donc une Analysis situs 3 plus de trois dimensions, comme Yont montsé Riemann et Retti”
(Poincaré V1, 194)
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1. Die Klassifikation der (komplexen) algebraischen Kurven nach ihrem Geschlecht. Diese
wurde durch Riemann mit der topologischen Klassifikation reelier geschlossener
Fiichen in Verbindung gebracht. E. Picard hat diese Fragesteliung auf komplexe alge-
braische Flicken und deren birationaleTranformationen verallgemeinert und fesigestellt,
dab diese auf engste verkniipft ist mit der Klassifikation der geschlossenen Flichen im
fiinfdimensionalen reellen Raum.?7

2. Die qualitative Theorie der Differentialgleichungen. Hier verweist Poincaré auf seine
Arbeiten ,,Sur les courbes définies par les équations différentielles”, in denen er die ge-
wohnliche Analysis situs des dreidimensionalen Rautmes beim Stadium linearer Diffe-
rentialgleichungen angewendet habe. Dieser Ansatz sei durch Walther Dyck ebenfalis
verfolgt worden. Weiter lasse sich leicht erkennen, daB die verallgemeinerte Analysis
situs die Behandlung von Differentialgleichungen hitherer Ordnung - insbesondere jener
der Himmelsmechanik - erlaube.??

3. Die Bestimmuag von Untergruppen. Hier ist C. Jordan zu nennen, der die endlichen
Untergruppen vor GL{n, R} bestimmt hat, sowie F. Klein, der mit ,,einer geometrischen
Methode von ungewshnlicher Eleganz”?® das gleiche Problem im Fall von SL{2,Z) ge-
last hat 39 Die allgemeinste Fragestellung, nimlich die Bestimmung aller Untergruppen
einer beliebigen kontinuieriichen Gruppe, iiber die Poincaré nach cigenem Bekunden
lange erfolglos nachgedacht hat, kénnte mit topologischen Problemen, insbesondere mit
dem Eulerschen Polyedersatz, zusammenhangen. 3!

Die Argumentationsstrategie, die Poincaré mit diesen Hinweisen wihlte, 145t sich auf dem
Hintergrund der Disziplingenese bestens verstehen: Zum ecinen wollte Poincaré etne rein
topologische Arbeit schreiben, das heibt, den Prozel der Dekontextualisierung zu seinem
Ende bringen (vgl. 8), zum andern fiihlte er sich denncch verpflichtet, auf die Beziige zu
anderen etablierten Disziplinen einzugehen. Letztere spicien aber im weiteren Verlauf der
Abhandiung Poincaré's iberhaupt keine Rolle mehr,

Wenden wir uns nach diesen einleitenden Bemerkungen, die Poincard's Stellung zur
Tradition und in der damals zeitgendssischen Mathematik verdeutlichen sollten, nun der
Frage zu ,,Was soll kiassifiziert werden?”. Die Antwort hierauf, die - um es gieich vorweg

27 Vermutlich hat Poiacaré hier die Arbeit Riemanas @ther Abelsche Funktionen {Riemann 1857) sowie Pi-
card 1889 gomeint. Einen furzen Uberblick zu dissem Problemkreis gibt Schalz 1980, 359-363; cine aus-
fihrichere Darstatiung fndet sich bei Dicudonné 1974, Kapitel V und V1. Zu E. Picard vergleiche man
auch Houzel 1991,

B Die fragliche Seric von Artikeln findet sich in Poincaré L, 1-222, die Arbeit von Dyck d0cfle dessen Disser-
tation (Dyck 1879} gewesen sein. Poincaré's Beitrdge zur qualitativen Theorie der Differentisigizichungen
wurden ven Chrstian Gilain susfihrlich uatsrsucht: vgl. Gitain 1977 und Gilain 1991sowie Mawhin
1994; weiter vgl. man Gray 1986 und Volkert 1997,

2% M. Kiein svail antéricursment, par une méthode géométnque dune rare dlégance, résalu le méme pro-
biéme pour ie groupe hinéaire & deux variables.” {Poincaré VI, 195) .

3 Dic Untersuchungen Kleins, welche Poincaré hicr ansprichy, finden sich zusammenhiingend dargestellt in

Klein/Fricke 183920 und Klein/Fricke 1892,

.Nc pourtait-on pas étendre la méthode de M. Kisin au groupe & n variables, ou méme 4 un groupe con-

tinu quelorque? Je n'ai pu jusqulici y parvenir, mais jai beaucoup réflechi & 1z question ¢t il sae semble

que la solution doit dépendre d'un probléme d'Analysis situs et que la généralisation du célebre théoréme

&'Euler sur les palyédres doit y jousr un rle.” {Poincaré VI, 195)

Meines Wissens nach sollte disse Visien von Poincaré unetfilit bleiben.

3
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zu sagen - keineswegs eindeutig ausfillt, besteht in der Definition des Begriffs
»Mannigfaltigkeir 32 -
Ein erster Zugang, den Poincaré wihlt, geht von einem nach Art der algebraischen Geo-
metrie durch p Gleichungen '
Fl(xl,....xn) =0

Fp(xl;---a xu) =0

definierien Nullstellengebilde im Ro (n = p) aus, das zusitzlichen Bedingungen in Gestalt
von q Ungleichungen unterworfen werden kann:

Pr (¥ Xg ) > 0

P2 (X1, X0 ) >0

Pq (Xp,0s %3 ) >0

Dabei werden die Funktionen F; und @; als stetig-differenzierbar vorausgesetzt mit der
zusiitzlichen Eigenschaft, dab die Jacobi - Matrix voa F = (Fj,....Fp) fiir alle zur Mannig-
faltigkeit gehérigen Punkte (xj,...%,) den maximalen Rang p haben soll. Di¢ solcherant
definierte Mannigfaltigkeit besitzt die Dimension n-p;, wir witrden hewte von eiger diffe-
renzierbaren {n - p)-Mannigfaltigkeit sprechen, oder genaver noch, von einer offenen Un-
termannigfaltigkeit einer (n - p)-dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit (welche durch
die Gleichungen definiert wird) im Rn 33

Im weiteren fiihrt Poincaré verschicdene Begniffe zur niheren Charakterisierung seiner
Mannigfaltigkeiten ein.

Eine Mannigfaltigkeit heibt | continue” (stetig), wenn man von eirem beliebigen Punkt
zu einem belicbigen anderen durch stetige Veranderung der Koordinaten gelangen
kann. Wir wiirden dies heute als Wegzusammenhang bezeichnen. Akzeptiert man das,
so kann man ecine entsprechende Aussage Poincaré's {vgl. Poincaré VI, 197} dzhinge-
hend interpretieren, daf jede Mannigfaltigkeit in eine endliche oder unendliche Anzahi
von Wegkomponenten zerfillt. Die Mannigfaltigkeiten, welche Poincaré konkret be-
trachtet, sind immer wegzusammenhiingend.

3

-

Wahrend in der Note von 1892 mit einer einzigen Ausnahme, wo , variété i n dimension™ ats Synonym zu
wsurface” angefBhet wird (Poincaré Vi, 189), immer nur von .surface” gesprochen wird im Sinne von
(modern formuliert) n-dimensionaler Mannigfaltigkeit (vgl. Anmerkung 8 oben), tritt 1895 ganz eindeutig
vanété” in den Vordergrund. In flteren nicht-topologischen Arbeiten Poincaré's findet sich dagegen die
Ausdrucksweise ,,multiplicité”, dic wohl ats Entsprechung zur deutschen »Mannigfaltigkeit” zu verstchen
ist. Vgl auch Scholz 1980, 287. Terminologisch gesehen war in Frankreich sicherlich dic von J.Houe!
1870 publiziete Ubcrsetzung von Riemanns Habilitationsvortrag wichtig, in der ersterer ausdracklich
~Mannigfaltigkeit” mit ., vari¢té” Obersetzte (Houel 1870, 309).

Vgl. hierzu Bollinger 1972, 116-120, Dicudonné 1989 17 und Scholz 1980, 287-290, Man kana hier eine
Paralicle zur Geschichte der Differeatislgeometrie aufweisen, in der ja such (z.B. bei L. Euler und A C.
Clairault) anfangs dusch cinc Gleichung beschricbene Flichen betrachtet wurden. Der diese Finschrin-
kung tberwindende intrinsische Standpunkt wurde erst durch C. F. GauB 1827 in die Differentialgeome-
trie der Flachen eingefihr,

Die Frage, ob die solcherart definierten Mannigfaitigkeiten im modernen Sinne Singularititen aufweisen
konnen, wird von Poincard an dieser Stelle nicht behandelt. Sie hat ja guch in seinem Kontext wenig Sing.
Beim Studium konkreter Mannigfsltigheiten steilt er spiiter im Zusammenhang mit sciner zweiten Definiti-
on des Mannigfaltigkeitsbegriffes schr wohl dicse Frage {im § 10, siche weiter unten),

3.

o
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Eine Mannigfaltigkeit heiBt , fini” (endlich), wenn alle ihre_ Punkte (x;.....X5) cie; Be-
dingung x;™+...+x,? < K mit einer Konstanten K geniigen. Hier geht es also um die Be-
schranktheit einer Teilmenge von Ro . .

Als Komponente des Randes einer Marnigfaitigkeit wcrd.en afle die Pant_mcng_en i_)c-
zeichnet, die den die Mannigfaltigkeit definierenden Glclchungcn_somc cm?r in eine
Gieichung verwandelten Ungleichung (unter Beibchaltung der restlichen) gendgen. D_cr
vollstindige Rand ergibt sich als Vereinigung aller Rznd.kompone.ngn, welche ihrerseits
einzein Mannigfaltigkeiten der Dimension n-p-1 sind (nach Definjtion). '

Ist der vollstindige Rand leer, so bkeibBt die Mannigfaltigkeit unbegrenzt. Eine unbe-
grenzte, stetige und endliche Mannigfaltigkeit ist geschlossen.

Die letzte Festlegung bedeutet in moderner Ausdrucksweise, daB eine wegzusammenhs{x—
gende, kompakte Mannipfaltigkelt ohne Rand geschloss;n genannt werden sql[, was ja
durchaus den aktuellen Vorstellungen entspricht. Im weiteren werden .auch_ wir - es sei
denn, es wird ausdrdiicklich anders gesagt - davon ausgehen, daB Mannigfaltigkeiten stets
nhingend sind.
Zuslan]:u::;hfolggenden Paragraphen 2 entwickelte Poincaré dann (_ien Begriff c{es Homﬁo—
morphismus.3? Dies geschieht wieder in der Spra(_:he fier Substitutionen; da_s heibt !ue_r von
stetig partiell - differenzierbaren Abbilc[u_ngen_, due_ die ?unkl‘c (x3,..,%y) einer Mannigfal-
tigkeit V in solche (x,',....X,") einer Mannigialtigkeit V* tiberfiihren:
¢y xkl = Wk(xlr-wxn) (k‘= 1,...,“) i )
Die wy sollen so beschaffen sein, daB ihre Funktionaideterminante (Iacob:-De;enjuname)
stets ungleich null ist, weswegen sich das Gieichungswstm;n (1.) nach den x; & = %,5...,1_1)
nauflasen” 1Bt xi = ¥x(X1',--»Xn - Die 7y besitzer darn dic E:gcns_chgﬁcn der yy.°> Die
Betrachtung dieser ., Homdomoerphismen” ist die Aufgabe der Analysis situs:
Wl est clair que l'ensemble des substitutions qui satisfont & ces conditions forme un groupe, et ¢

groupe est un des plus généraux que Pon puisse imaginer. La Science dont lobjet est 'étude de co
groupe et de quelgues avtres anzlogues a regue o nom d'Analyse situs.”

{Poincaré VI, 19836

Der Inhalt der zitieten Aussage Poincaré’s erinnert uns heute sofort zn eine Stelle in
Kleins ,,Erlanger Programum”, wo ¢s heilit;

3 Moglicherweise - mir ist jedenfalls nichis Gegenteiliges bekannt - s.mmml lﬁics-cr Begnff von Poincaré. Al-
lerdings ist. wic darzustelien sein wird, hicr konkset der Enodcmc ng’mmorphzsmus gcmcn'lt _——

35 Modem gesprochen handelt ¢s sich um siclig-diﬁ'crcnzzc%'bare Abbx]fﬂungen {vgl. A:tmcrkung 37 anten),
die in sinem Gebiet U, welches V umfaBt, reguldr sind. Die Auﬁaﬁ)gc im Text beruht dann suf der Anwen-

es {tber die Umkehrabbildung (vl Blanier 1974, .

] cé‘;ni%sf(;i;i?k:r:swcn_ wic konsequent Poincaré an der Bezich.ung. Subs::atutim.x."(}ruppc festhait. Aus
unserer heutigen Sicht ist die Aussage, dic Gesamtheit dieser Substilutionen bilde eine Gmppf:. anfechibar,
da man ja nur Abbildungen wy: X — X und yy X' - X7 zusammenscizen kann, wean Bild{y,;) c X
Die Vorstclfungen Poincard's entsprechen damm cher dcm_modf:mcn Begriff des Gruppf)lds. . )
Alternativ hierzu k&nate man davon susgehen, daB sich dic yw immer 2u Hombnmorphxsn_ma y: Ro = R
erweitern und damit auch zusammensetzen lassen. Das kime wohl dem aus der gzwéhnixch:n"(}comeln:
bekannter Verfahren (Bewegungen, Kongruenzabbildungen}, wic es dem ,.Erlanger Programm™ zugrunde
lag, am nachsten.
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«In der sog. Analysis situs sucht man das Bleibende gegentiber solchen Umformungen, die aus un-
endlich kleinen Verzerrungen durch Zusammensetzung entstehen.”

{¥lein 1893, 140}

Die Ausdrucksweise ,,unendlich kiein”, die Klein hier verwendet, soll die Stetigkeit der
Abbildung formulieren: Unendlich kicine Anderungen miisseen auf ebensolche abgebildet
werden, wic man sich damals auszudriicken pflegle.

Sehr deutlich wird die Parallelitit zu Klein auch in der folgenden Bemerkung aus der
Einleitung zur ,, Analysis situs”:

nla Géométrc, en cffet, n'a pas pour unique raison d'fre la deseription immédiate des corps qui

tombe sur nos sers: elle ¢st avant tout I'tude analytique d'un groupe; rien a'empéche, par canséquent,
d'aborder d'autres groupes anafogues ct plus généraux ™

(Poincard VI, 192)

Uberhaupt spielte der Gruppenbegriff in Poincard's mathematischerz und wissenschafts-
theoretischem Schaffen eine wichtige, anscheinend noch kaum untersuchte Rolle. Von
daher verwurdern Beziehungen zu Klein keineswegs; diese miissen, anders gesagt, nicht
unbedingt von einer direkten Beeinflussung herrithren, sondern driicken vielleicht nur
dhnliche Ausgangspunkte an. Die Annahme eines direkten Einflusses erscheint sogar cher
unwahrscheindich, da Poincaré dhaliche Ideen wie Klein schon sehr frith, namlich im er-
sten Supplement zu seiner Preisschrift zur Theorie der Differentialgleichungen (bei der
Akademie cingegangen am 28, Juni 1880), formulierte (vgl. auch Gray 1986, 360). Dart
heibt es:

~Quiest<c en effet quunc geométrie? Clest I'étude du groupe dopérations formé par ies déplacements
que 'on peut faire subir 4 une Ggure sans Ia déformer.”

{Poincaré 1997, 35)

Der soeben gewonnene ,,Homdomorphiebegrill” wird dann von Poincaré auf Mannig-
faltigkeiten angewandt: Zwei Mannigfaltigkeiten V und V' gleicher Dimension?” heifien

37 Eine vom modernen Standpunki dberrascht zutreffende Beschreibung der Aufgaben der Tapologie gab A
Hurwatz, Ghogens ein Schiler von F. Klein, 1898 beim Internationalen MathematikerkengreB in Zarich:
«Eine abgeschlossenc Punktmenge P sei auf einc andere ebgeschlossenc Punkimenge @ derart bezogen,
dall jedem Punkt der Menge P cin bestimmter Punkt der Menge Q entspricht. Die Bezichung soli folgen-
dermalicn beschaffen ssin: Wenn die Punkic &), A, Ay, usf. der Menge P eine cinzige Grenzstelle A besit-
2en, 50 sollen die entsprechenden Punkts By, B,, B, ust. der Menge Q chenfails cine einzige Grenzstelie B
besitzen, und die Grenzstelle A soll dann jedesmal der Grenzstelle B entsprechen.

Unter dieser Veraussetzung heille die Punktmenge Q stctig auf dic Punkimenge P Bezogen oder cia steti-
ges Bild der Punktmenge P

Die abgeschlossene Punktmenge ( sei ein stetiges Bild der abgeschlossenen Punkimenge P, zugieich sci
aber die Bezichung zwischen den Punkten der beiden Mengen eindeutig umkchrbar (...)

Zwei Punktmengen, die jn dieser Weise cindeutig umkehrbar und stetig aufeinander bezogen werden kon-
ncn, will ich fquivatent nennen und auf diesen Aguivalenzbegrff cine Eintcilung der Punkimengen in
Kisssen grinden. Zwei abgeschlossenc Punktmengen werden hiernach in dieselbe Klasse gercchnet oder
nicht, je nachdem sic &quivalent sind oder nicht. Diese Einteilung der Punkimengen in Klassen bildet, bei-
laufig bemerky, die aligemeinste Grundlage der Analysis situs, Dic Aufgabe der Analysis situs ist es, die
Invasianten der cinzelnen Klassen von Punktmengen sufzusuchen.” (Hurwitz 1898, 101 £)
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»vom Standpunkt der Analysis situs aus Squivalent” oder kurz ,,hombomorph”, wenn es
Gebiete D o Vund D' > V' gibt, die im oben definierten Sinne ,,homsomarph” sind 38

.31 toutes ces conditions sont remplies, nous dirons que les deux variétés V et V' sont équivalentes au
point de vue de {Analysis situs, ou, pour abréger le innguage, quiclies sont homéomorphes, c'est - & -
dire de forme pareills.”

{Poincaré Vi, 199)

Obwohd Poincaré hier also liberwiegend in der modern gesehen differenzierbaren Kategorie
arbeitet, méchte ich dennoch die These vertreten, daB er die Topologie aus prinzipiellen
Griinden als Stetigkeitshetrachtung aufgefaBt hat. Nur aus beweistechnischen Motiven
heraus sah er sich oft gendtigt, in der differenzierbaren Kategorie Zuflucht zu sachen, eine
Haltung {ibrigens, die mit Forischreiten der Analysis-situs-Serie deutlich seltener wird.
Insgesamt 14Dt sich festsiellen, daB Poincaré die Unterschiede zwischen der stetigen und
den verschiedenen differenzierbaren, insbesondere der reell-analytischen, Kategorie kaum
beachtete, was sich post festum durch Approximationssittze - wie sie erstmals von Brouwer
bewiesen wurden - oft rechtfertigen 148t Belege fiir die oben vertretene These werden wir
im weiteren noch Sfters finden.

AbschlieBend bemerkt Peincaré noch, daB sich der Begriff der Homdomorphie auf
»kompliziertere, aus einer beliebigen Anzahl von Mannigfaltigkeiten bestehenden Figu-
ren” grweitern 138637 | beispielsweise auf Polygone.

Insgesamt betrachtet bleibt Poincaré's erster Mannigfaltigkeitshegriff noch stark der
Tradition der algebraischen Geometrie und der ,,vor-GauBschen” Differentialgeometrie
verhaftet, wobei ein Nachteil offenkundig wird: Gestiltzt auf diese Definition ist es schwie-

Einc erste, den modemen Anschauungen nahekommende Definition des HomGomorphishegrifles findet
sich Gbrigens schon bei AF. Mabius 1863 in Gestalt seiner , elementaren Verwandtsehaft” {vgl. 22.2.1),
Bemerkenswerterweise setz? Poincaré die Gleickheit der Dimensionen der betrachteten Mannigfaltigkeiten
voraus, untersielit also nicht, dad seine ., Homdomorphismen”™ dimensionserhaltend seien.

3 Die Gebicte D und D' - also for uns offene zusammenhingende Teilmengen des R® - gehen aus den

Mannigifaltigksiten V (gegeben durch Fy = O und p > 0 ) und V' (gegeben durch F' = O und ¢/ > 0 o ist
in beiden Fallen das gleiche, weil V und V' gleiche Dimensionen - nimlich n-p - haben sollen] dadurch
hervor, dall man von den Gleichungen Fp = 0 und  Fg ' = 9 zu den Ungleichungen « £ < F, < £
berichungsweise - 2 < F ' < 2' mit gecignetem £ und £ 0bergeht.
Poincaré selbst sagt nichts darlber, warum er diese komplizierts Konstruktion vornimmt, ¢s ist jedoch an-
zunchmen, daf cr dies tat, um Preblemen mit der Differenzierbarkeit in Randpunkten ous dem Weg zu
gehen, thie moderne Entsprechung wire die Yerwendung von soperannter Tubsnumgebinger. Neben
diesem . Homdomorphie-" = Dilfeomorphickegriff tatt bei Poincart - wie bereits oben bemarkt - noch dic
,stetige Deformation” auf. Dicudonné schlagt vor, letztere als Isotopie im modemen Sinae zu interpretio-
ren {Dieudonné 1989, 18), also auch sic in die differenzierbare Kategoric einzubezichen. Digse Auffassung
scheint mir doch insgesamt zu restnktiv, chae bestreiten zu wollen, daB sie an manchen Stclien die zutref-
fendste ist,

¥, Jec pourrai dire aussi que deux Ggures plus compliguées, composées d'un nombre quclecongue de varidids,
sont homéomorphes quand on passera de Fune 4 l'autre par une ransformation de la forme (5.7 (Poincatd
V1, 199) Homdomorphismen, so Poincaré, erhalten Eigenschaflen wic Zusammenhang, Endlichkeit und
Unbeschrinktheit von Mannigfaitigkeiten.  Allerdings bleibt Poincaré’s Hombomorphichegtiff auf
Mannigfaltigkeiten beschrinkt, etn Zzichern dafir, daB fur ithn Topelogie in erster Linic Theorie der
Mannigfaltigkeilen war.
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rig, topologische Invarianten zu berechner4? Sie wird dann auck im weiteren Gang der
Abhandlung seiten im Zusammenhang mit konkreten Beispiclen verwendet, wohl aber,
wenn es um theoretische Erérterungen geht. Der grobe Vorteil fiir Poincaré bei diescr
Definition lag darin, dab sich Beziige zur Substitutionstheorie leicht herstelien liefen (vgl
unten die Einfiihrung der Fundamentalgruppe),

) Poincaré gibt ein Beispiel zu dieser Definitionsart von Mannigfaltigkeiten: Es handelt
sich dabei umn die Kurve vierten Grades x;% - 4x32 + x,2 + 1 = 0, welche in die beiden Aste
x14 =~ 4x;2 + %2+ 1 =0 mit x; > 0 und x4 - dx;2 + xz? + 1= { mit x; <0 zerfllt, Folg-
lich besteht diese Mannigfaltigkeit aus zwei Zusammenhangskomponenten. Spiter findet
man u.a.

- den Torus (x)2 + 332 + x32 + RZ - 12)2 - 4R2(x)2 + x,2)= 0 (Poincaré VI, 204),
- die Hypersphéren x)2 + x52 + x32 + x42 = | (Poincaré VI, 25N und y12+ y,2 4 . 4y 2
=1 (Poiacaré V1, 261) sowie ¢
- die gewdhnliche Sphiire y;2 + y,2 + y32 = I (Poincaré VI, 260).
Auch das von Poincaré so genannte achte Beispiel (Peincaré VI, 261), das zus zwei Hyper-
sphiiren y12+ 2+ . +yl=lund 22+ 22+ .. + 742 = | entsteht und auf das wir weiter
untea noch zu sprechen kommen werden, ist in diesem Kontext 2u nennen 91
Eine zweite Definition des Mannigfaltigkeitshegriffs wird von Poincaré in § 3 gegeben.
Hierbei geht er wieder von Punkten (x1,....x,) des R0 aus und sett voraus, dab sich diese in
der Form (m < n)
=0 (¥, V)
X2 = 02 (1,0, ¥m)

X = en (.YI:---Jm)

darstellen lassen, wobei die 8; als analytische Funktionen®2 angenommen werden, deren
Definitionsbereich I; durch Ungleichungen iy (vy,...,.¥m) > 0 geeignet eingeschrinkt wird.
Weiter wird verlangt, daB die Funktionaldeterminanten von m der Funktionen &; nicht
sémtliche fiir einen Punkt (yy,...,ym) verschwinden,

Modern gesprochen kann man 6 = (8,,...,6,) als Immersion und dessen Umkehrung (auf
dem Biid} ais Karte (oder ais lokale Parametisierung) in einem recll-analytischen Atlas
einer Mannigfaliigkeit V auffassen: ‘

ReoVoy > B-10N c Rm,
Letzteres wird vor allem dureh die weiteren Ausfithrungen Poincaré's nahegelegt, in denen
cr den ProzeB der ,,analytischen Fortsetzung™ beschreibt, den man als Uberdeckung einer

4 Ahnlich scheiterte Picard 1889 weitgehend bei scinem Versuck, p, aigebraischer Flachen zu bestimmen:
«Quant 4 Ip recherche précise du nombre de ces cycles {& deux dimeasions, K.V.}, c'est une question que
Je n'at pas encore entidrement fhucidée....” (Picard 1889, 1943

Im Verlauf der Diskussion dieses achien Beispicls treten bei Poincaré noch cinige weitere Mannigfaltigkei-
ten vom Typus eins auf (vgl. Poincaré V1, 262} Kreis »? + ¥? = 1 und Halbkreis ¥ + y2 = | mit ¥ >0
sowic dic Drehflache der Lemniskarte (um ihre grofic Achse)

P ryte? il aytaz?? = 0.

Zuerst wird nur verlangt, daB dic Funktionen 8 endlich und stelig sein sollen. For solche Funktionen sei es
aber stets méglich, snalytische Funktionen 8% zu finden, ,.qui different des © aussi psU Guc nous vou-
drons.” (Poincar¢ V1, 200). Also geht ¢s darum, stetige Furktionen durch analylische zu spproximicren,
was ctwa auf kompakicn Teilmengen des R® nach dem Satz vor Stonc-Weierstraf mégiich st

4

4

3
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Mannigfaltigkeit durch ihre Kartenumgebungen interpretierer wird. Das Ergebnis lautet
50:

. On pourss alors considérer l'ensemble de toutes les veniéiés d'une méme chaine ou d'ua méme rése-
ai comme formant une variétd unique. Clest 13 une défimtion plus étendus encore que la premiére.™

(Poincaré V1, 201)

Letztere Behauptung wird anschlieBend von Poincaré bewiesen®3 Der Parapraph drei
schlieBt mit dem Beispiel des Torus, der einmal durch seine Gleichung (siehe oben) und
dann durch eine Parametrisierung dargestelit wird:

x| = (R + 1005 ¥3) <OsYy2

X2 = (R + rcos yy} sinyz

X3 =TSN Y[
Poincaré macht ausdricklich auf die durch die Periedizitit der trigonometrischen Funk-
tionen hervorgerufene Nicht-Injektivitit aufmerksam; Injektivitit kann aber durch die Ein-
schrankungen 0 €y, < 2=z, 0 £ y7 < 27 erzwungen werden, Man erhilt so die dbliche Pa-
rametisierung des Torus.

Die geschilderte zwette Definition des Mannigfaltigkeitsbegriffes bei Poincaré war zwei-
fellos - wie die weitere Entwicklung zeigen solite™ - die zukunfistrichtigere, wenn auch
die mit erheblichen technischen Schwierigkeiten behaftete. Sie steht in der Tradition der
intrinsischen = Gaubschen Auffassung in der Differentialgeometrie, welche dann von Rie-
mann zu seinem allgemeinen Mannigfaltigkeitsbegriff erweitert werden soilte. Poincaré
weist - wie wir bereits gesehen haben - ausdriicklich darauf hin, dabB sein zweiter Mannig-
faligkeitsbegriff der umfassendere sei (Poincaré VI, 201f), was zum Beispiel aus der
Taisache hervorgeht, dab alle Mannigfaltigkeiten im ersten Sinne orientierbar sind, wih-
rend das bei der zweiten Definition nicht der Fzall sein mubB: Hier knnen sich auch nicht
orientierbare Mannigfaltigkeiten ergeben.®’

4 ¥m wesentlichen geht es darum, aus den Gleichungen F,,....Fp. dic gemaB der ersten Definition cine Man-
nigfaltgkeit der Dimension n-p (=m) beschreiben, durch ,, Auflosen” - also durch Anwender des Satzes
Aber inverse Funktionen - eine Parameltrisicrung zu gewinnen.

Um suf dic ,,dchtige” Anzah! - ndmlich n - von Funktioaen zu kommen, ¢rginzt Poincaré das gemaB der
ersten Definition gegebene System von Fumktionen Fy . F, durch beliebige . holomorphe™ Funktioner
(vermutlich soll | holomorph™ hier  recll analytisch”™ bedeuten):

¥ = ROy..%,) X = (Y. ¥p)
¥, = B{x....x,) % = 030y ¥y)
¥p = Fp{Xpeeig) %, = 0¥ Yn)
Yo = BlXpo X)) % = 84(¥pe¥n)

(Folglich ist jede Mannigfaltigkeit im crsicn Sinne auch cine im zweiten.) Wir wollen hier auf die weiteren.
ziemlich denklen Beweisschntte Poincaré's nicht eingehen (Poincaré Vi, 20)-204)

# Der Begriff der differenzierbaren Mannigfoltigheit in seiner heutigen Form findet sich weitgehend bei
Veblen-Whitehead 1931, Aligemein wird auch Ch. Ehresmann ¢ine wichtige Rolle auf dem Weg zum mo-
demen Mannigfaltigheitsbegniff zugeschricben, auf den v.a. die Begriffe , Karte” und |, Atlas™ zuriickgehen
{Ehresmann 1943, 628).

45 Siche unicn sowie Poincaré VI, 215.
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Mit den beiden genannten Mannigfaltigkeitshegriffen hatte Poincaré die Basis fiir die wei-
tere Entwicklung seiner Theorie gelegt, insofern jetzt die Frage “Was soll klassifiziert
werden 7" beantwortbar war. Der nichste wichtige Schritt, der bei Poincaré ungleich viel
mehr Raum beansprucht, ist die Entwicklung von Invarianten, von Hilfsmitteln zur Kias-
sifikation also. Obwohl hier vor allem Betti Verarbeiten geleistet hatte (vgl. 2.2.1), ging
Poincaré doch - wie wir schen werden - wesentlick {iber diesen hinaus, hautpsichlich da-
durch, dab er die Homologietheorie zu einer Art Kalkiil ausbaute,

Damit scheint die Frage “Welchen Mannigfaltigkeitshegriff hatte denn Poincaré?” in
folgendem Sinne vorliufig beantwortbar: Er betrachtete reell-analytische Untermannig-
faltigkeiten: eines geeigneten Re, wobei er durchaus die Idee hatte, diese durch Zusam-
menfliger mehrerer Kartenumgebungen zusammenzusetzen. Allerdings zicht sich diese
ldee keineswegs durch alle Untersuchungen Poincaré’s hindurch: In der Regel macht er
beispiclsweise von Differenzierbarkeitsvoraussetzungen und von der Einbeltung itherhaupt
gar keinen Gebrauch. Er verwende! gewissermaben immer die schwichste Version des
Mannigfaltigkeitsbegrifies, die das gerade leistet, was er an der betreffenden Stelle braucht,
Insofern bleibt sein Mannigfaltigkeitsbegriff eldektisch, und alle Versuche, Poincaré hier
auf “einen Begriff zu bringen”, sind meiner Ansicht rach zum Scheitern verurteilt. Dies
hangt natiirlich auch mit der schon erwihnten Art und Weise zusammen, wie Poincaré
seine Abhandlungen verfalite. Grundsitzliche Auskiinfle, wie Poincaré das Wesen der To-
pologie verstand, geben aber seine wissenschafistheoretischen Arbeiten (vgl. 3.1.2) und da
ist die Antwort; Topologie ist Stetigkeitsbetrachtung, Deshalb meine ich - wie bereits oben
bemerkt -, dall Differenzierbarkeitsbedingungen fiir Poincaré technische Notwendigkeiten
ohne prinzipiclle Bedeutung waren. :

Nach einem kurzen Exkurs im Paragraphen 4 iiber die Orientierung einer Mannigfaltig-
keit und deren Umkehrung entwickelt Poincaré in den Paragraphen 5 und 6 die Grundla-
gen der Homologietheorie (die Bezeichnung ,homolog” im hier interessierenden Sinne
geht auf Poincare zuriick). Dabei wird der soeben geschilderte Mannigfaltigkeitebegriff
zugrunde gelegt, das heilit, es wird das Berandungsverhalten von differenzierbaren Man-
nigfaltigheiten studiert. Deshalb entspricht die von Poincaré dargelegte Theorie eher einer
(Co-)Bordismustheorie als einer Homologietheorie im modemen Sirne, was aber im weite-
ren: keine Rolle spielen wird.

Ist V eine p-dimensionale Mannigfaitigkeit, W < V eine g-dimensionale Untermannig-
faltigkeit von V (mit q < p), deren (volistindiger) Rand aus den s (g-1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten vy, v3, ..., v, besteht, so schreibl Poincaré hierfiis symhbolisch
Vi+vat..v, ~0.

4 Da cs sich hicrbei um cine rein symbaolische Notation - also nicht um cine Summe im gewdhalichen Sinne -
handelt, unicrlicgl sie a priori nicht unbedingt der Bedingung, endlich zu sein. Das ist aber in alien von
Poincaré gegebenen Anwendungen selbstredend der Fall.

Das formale Rechaen mit Symbolen, welche geometrische Bedeutungen tragen, scheint auf AM. Mdabius
zurdckzugehen, welcher in scinem , Baryeentrischen Caletl” (1317} erstmals umgekehrt orientierte Strek-
ken als negative GriBen (also BA als - AB} auffabic und mit thnen rechnete. Diese Ides wurde im 19,
Jahrhundert als , Prinzip der Zeichen™ bekannt. In dissem Zusammenhang verdicnt auch die Gralimann-
sche , Ausdehnungsichre” (1844) und dic auf ihr bagrindete w.a. von V, Schicgel vertretene Schule geo-
melrischen Rechnens Erwahnung,

SchlieBlick sei noch auf die Knotentheorie hingewicsen, wo man ebenfalls schon frohzeitig formale Kom-
binationen von Zeichen mit goometrischer Bedeutung bildete.
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Allgemein bedeutet eine Beziehung wie kyv) +kyvo~kyvy + kyvy, dab es cine Mannig-
faltigkeit W der Dimension g gibt, deren vollstindiger Rand aus k; (q-1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten v), aus ky (q-1)-dimensicnales Mannigfaltigkeiten vo, aus k; enlgegen
ihrer urspriinglichen QOrientierung corientierten (g-1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten v
und aus k; entgegen ihrer wrspringlichen Orientierung orientierten (g-1)-dimensionalen
Mannigfaltigkeiten v4 besteht, Man darf aber hier die natirlichzahligen _Koefﬁzierften
k|,....)k, nichtim Sinne einer Torsion lesen. Anders gesagt denkt Poincaré hier noch nicht
an die Mdglichkeit, dab eine Mannigfaltigkeit V nicht berandet, wohl aber nV (n e N,
n>1), wie das etwa in der projektiven Ebene der Fall ist. Diese Schwachsteile, die auch
Konsequenzen fir den Dualitdtssatz hat, wurde 1898 von P. Heegard in seiner Dissertation
kritisiert und vor Poincaré in den beiden erster Komplementen korrigiert %7

..Les relations de cette forme pourront s'appeler des homologics.” {Poincazé 1V, 207)

Homologien darf man - so schreibt Poincaré weiter - |, wie gewohnliche Gleichungen kom-
binieren” (Poincaré VI, 207), wobei sich Ausdriicke wie w; +wy+...+wgdurch ¢ abkiirzen
fassen 4%

Im anschliefenden Paragraphen 6 kommt Poincaré zur Einfithrung der Betti-Zahlen. Ist
V eine m-dimensionaie Mannigfaltigkeit und sind vy,v,,...v, Teilmannigfaitigkeiten von
V e¢in- und derselben Dimension, so heiBien diese linear (heute; homolog) unsbhingig,
wenn es keine Homologie der Form kvy +kpv, +...+k,v, ~ 0 mit ganzzahligen®® Koef-
fizienten zwischen ihnen gibt. Existieren in der Dimension 0 <n<m Py-I geschiossene
homolog unabhingige Teilmannigfaltigkeiten in V, sind aber P_ geschlossene n-dimensio-

47 Weiter Oberrascht vietleicht, dafl Poincaré hier die Orienticrung der Randmannigfaltigkeiten ins Sgicl

bringt. Das erkldrt sich aber refstiv einfach aul dem Hintergrund seiner Obc{l gcschilnf’ucn{.:n ersten Msnnig-
faltigheitsdefinition, gem2B derer dic Randmannigfeltigheiten cine ,,na'tﬂrlir.:hc". Orenticning bekommen
(vgl. dic Ausfihrungen von Dicudonné in Dicudeané 1989, 19f). Da diz Orientierung vmgekehrt werden
¥ann, konnen die entsprechenden Koeflizienten auch negativ werden, )
SchlieBlich bedarf noch die Anmerkung Poincard's, daB dic k; (i=1.....4) Mannigfaltigkeiten v; (i= ].....t%)
Lnur wenig verschicden” vor den Mannigfaltigkeiten seien, die den m:s.ﬁchlichcn_Rand von W bilden, &
nes Kommentars. Hier soli gesagt werden, dal die Randmannigfaitigkeiten nur bis e.u_f,,Hon:nﬁomorphz:"
(die hier - wic weiter oben gezeigt ~ medern gesprochen cine Diffeomorphie sind) bFs!Emmt sind: _So mis-
sen beispieisweise die ky; Mannigfalugkeiten v, nicht alle exakt nbcn%nsﬁmmen in ihren dcﬁ_nmrcndcn
Gleichungen und Ungleichungen, sondern kéanen bis auf Homéomorphie abgedndert werden [eine beran-
dende S kaan 2.B. zu ciner Elipse werden).
Im Ongical heilt es: ) L
. Plus généralement la notation kv, +k vy ~ kyvy+ kv, of les k sont des entiers et lzs v des vancu?:s i
q-1 dimensions, signifiera qu'il existe une variété W & g dimensions faisant partc de V et dont la frontiére
compléte se composera de k; vanétés peu différentes de v, de k; variétés peu dﬂércnm?'df: vy, d.c‘l(;3 va~
riétés peu différentes de la variéié opposée 4 vy et de k, vanéiés peu différentes do la vanété epposée & v,
" (Poincaré [V, 267} . .

4 Tlies alles scheint mir 2uf dem Hintergrund einer symbohischen Auffassung der Homologlcn unproblemati-
sch und nuch naheliegend. Hingegen sicht Dicudonaé hiesin eine wesentiiche und tiefliegende Errungen-
schaft (vgl. Dicudoané 1989, 19 Anm. *).

4 Apstatt kv, +kjvy ~ Kavq + kv, schreibt Poincaré aiso auch kyv) +kovy ~kavy kv, ~ 0.
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nale Teilmannigfaltigkeiten von V stets homolog abhtingig, so ist P, die n-te Betti-Zaht der
Mannigfaltigkeit V.5

:.Ainsi sc lrouvent définis, e ce qui concerne ¥nc vani€lé V i m dimensions, m-l normbres que
Fappelierai Py, Py, ..., Py et qui sont les ordres de connexion de V par rapport aux varidtés de 1, 2,
- M-l dimensions. Je les appellerai dans 1z suite les nombres de Betti,”

(Poincaré VI, 208)

Anschliefend erliutert Poincaré seine Definition anhand eines Beispiels: Es sei D cR?
ein Teilraum des R3 | dessen vollstindiger Rand von den disjunkten geschlossenen orien-
tierbaren Flichen §,,5,,...,8, gebildet wird. 31
Bezeichnen 2Q, + 1, 2Q, + 1, .., 2Q, + 1 die ersten (und fiir Poincaré einzigen) Zu-
sammenhangszahlen®2 der Flichen 5y, ... 28, S0 gilt fir die Betti-Zahlen von D:
Br=Qut...tQ, +1
A =n
In dieser Allgemeinhett ist Poincaré’s Behauptung schwerlich korrekt. Beschrinkt man
sich jedoch auf die beiden einfachsten Falle - ndmlick den von einer geschlossenen orien-
tierbaren Fliche begrenzten Raum bzw. den zwischen zwei hombomorphen Flichen S; und
S, liegenden Schalenraum - und geht man davon aus, dab die Einbettungen der Flichen in
den Raum hinreichend zahm sind (was Sir Poincaré keine Frage war), so liefert Poincaré’s
Formel zutreffende Ergebnisse: Im ersten Falle wird eine Sphiire mit p Henkeln
“ausgefillt”, was zu eincr Erniedrigung der Zusammenhangszahl 2p + 1 zu p + | fishrt; im
zweiten: Falle ist der Schalenraum zwischen §; und §; homé&omorph zu §; x I und damit
homotopicaquivalent zu §;. Folglich liefern Poincaré’s Formeln Br=Qy+Qy+1=2Q,+1
und f; =2 (der Wert fiir B ist fiir orientierbare geschlossene S; korrekt)
o Weist:;crhin fugt Poincaré folgende Resultate als Anwendungsbeispiele seiner Formeln
nzi:

1.} Ist V gleich dem Inneren von 5% (also gleich BY), so gilt:

ﬁi = .1' BZ =1
2.3 Ist V der Raum zwischen zwei konzentrischen Sphiren, so gilt:
5[ = LB; =2

(Dieser Schalenraum - eine Bezeichnung, welche auf H. Seifert zuriickgeht; vgl. 5.2 - ist
der 2-Sphare homotopiediquivalent.}

® Man beachte, daB unsere modemen Betti-Zahlen stets um [ kieiner als die Poincaréschen sind. Lm folgen-

den werden Betti-Zahlen mit B; bezeichnet {abweichend von Poincaré).

Der Text bet Poinenré lautet folgendermalien: .

»Soit D un domaine faisant partic de Yespace ordinairz <t limité par n surfaces fermées S 85 .. S, quine

s¢ coupent pas. Ce domaine est une vaniété & trois dimensions.™ (Poincaré |V, 208)

.Domaine™ wird als ,,une portion de Iespace & n dimensions”, das heibt als n-dimensionale Untermannig-

faltigkeit (mit Rand} des R bestimmt (Poincacé IV, 196)

32 An dieser Stelle unterstelit Poincare, daB die Zusammenhangszahlen von Riemann-Betti (2Q;+1, wobei
2Q; die Maximalanzah! nicht-zerstickender Querschnitte ist {wozu §; punkticrt wird}) mit sciner ersten
Bewi-Zaht nbercinstimmen, was im Fall zweidimensionaler orientierbarer Manaigfaltigksiten ja auch zu-
trifft. Bei hherdimensionalen zusammenbingenden Mannigfaltigkeiten braucht dics wegen des Aufiretens
von Tersion in der Dimension 1 (avch im orientierbaren Fall) nicht richtig zu sein - ¢in Punlt, den Hee-
gard in seiner Dissertation knitisicren sollte.

3 Die drei letzten Beispicie finden sich schon bei Betti (Betti 1871, 145).

5
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3.) ist V das Innere eines Torus, so hat man;

Pr=20,=1
4.} Ist schlieflich V der Raum zwischen zwei ineinander liegenden Tor, so ist:

By =2,y =2

{Geht man daven aus, dall die beiden Tor konzentrisch ineinander liegen, so ist der ent-
stehende Schalenraum zwischen ihnen homotopieiquivalent zum Torus. Foiglich miifite
die erste Betti-Zah! B; = 3 sein. Natiirfich gibt es noch viele andere Moglichkeiten, einen
Torus in einen anderen zu legen; vgl. 2.3.2; Poincaré’s Behauptung ditrfte aber in keinem
Fall zutreffend sein. Betti gibt im lbrigen an der angegebenen Stelle das korekie Ergeb-
nis,)

Im Paragraphen & folgen darn Ausfiihrungen zu den Begriffen ,einseitig” (unilatére)
und ,,zweiseitig” (bilatére). > Dabet wird zuerst die zweite Definition des Mannigfaltig-
keitsbegriffs zugrunde gelegt und die fragliche Mannigfaltigkeit mit einer Kette von Teil-
mannigfaltigheiten Gberdeckt. Wenn nun die Funktionaldeterminanten der Abbildungen,
die izt einem gemeinsamen Bereich zweier Teilmannigfaltigkeiten den Ubergang von der
einen zur anderen beschreiben - modern gesprochen geht es also wm die Karienwechsel -
stets positiv sind, heibt die Gesamtmannigfaltigkeit | bilatére”, andernfalls , unilatére”, 55

AnschlieBend beweist Poincarg, dab eine Mannigfaltighett nicht zugleich , bilatére™ und
unilatére” sein kann und daB alie Mannigfaltigkeiten gemsid Definition eins | bilatére”
sind.

Als Beispiel einer ,,unilatéren” Fliche - wir wollen im folgenden von ,,nicht-orieatier-
bar™ sprechen - nennt er das Mébius-Band (diese Bezeichnung findet sich zllerdings nicht
bei Poincarg), das ,jedermann” kenne und das man aus dem ,,Papierrechteck”

D c

A B

dadurch erhilt, ,,dall man die Kanter AB und CD so aufeinander legt, daB A mit C und B
mit D verklebt wird”. 3¢

% Felix Klein hat els erster darauf hingewiesen, dall man die Begnflspaare ,,cin- und zweiseilig” sowic
.orentierbar/nicht-orientierbar™ auseinanderhalten masse, weil rur letzteres cine intrinsische Eigenschaft
der Mannigfaltigkeit ausdrickt (vgl. 2.2.2.2}. Poincaré’s Vorgehensweise ist aber intrinsisch {,.absolut”
sagt Klein), weshalb ,,unijatére” bei ihm doch so viel wic ,,nicht-orientierbar™ heibt.

55 Bedenkt man, dal} die fraglichen Funktionaldeterminanicn mit den entsprechenden linearen Abbildungen
zwischen den Tangentialrfumen zusammenhéngen, so ist die Poincaré'sche Befinition auch vom modernen
Standpunkt durchaus akzeptabel.

% Im Original heiBt es: ,, Tout le mende connsit I'exemple de surface unilatére que 'on obtient en ployant un
rectangle de papier ABCD {dont les ¢ites opposés sont AB et CD d'sne part, BC ¢t DA d'autre part), ¢t ea
collant ensuite ensemble jes catés AB et CD de fagon que A soit colé avee C et B avee D7 (Poincaté V1,

215)
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Beispiele fir orientierbare (= bifatére) Mannigfaltigkeiten im R® sind:

1. Jedes Gebiet (domaing - vgl. Anm. 51) von n Dimensionen,
2. jede eindimensionale Kurve,

3. jede geschlossene (n-1)-dimensionale Mannigfaltigkeit (im R7).

Wie wir schen werden, treten bei Poincaré keine nicht-orientierharen 3-Mannigfaltigkeiten
auf (obwoh! man gemah Beispiel 6 auch nicht-orientierbare bekommen kann - vgl. unten).
Uberhaupt spielt der nicht-orientierbare Fall bei 3-Mannigfaltigkeiten eine recht unterge-
ordnete, nicht demjenigen der Flichen vergleichbare Rolle. Die erste geschlossene nichi-
orientierbare 3-Mannigfaltigkeit wurde 1912 von H. Giesking angegeben und wird heute
nach diesem benannt (vgl, 5.2). Allerdings hat Giescking selbst auf dic genannte Eigen-
schaft micht hingewiescn. Einfache Beispiele nicht-orientierbarer geschlossener 3-Mannig-
fattigkeiten erhilt man durch Predukie (z. B. S1 x P4R), welche aber erst relativ spit in
Gebrauch kamen (vgl. Seifert-Threlfail 1934, 273 sowie 4.2 unten).

Der anschliefende Paragraph 9 ist dem (inkorrekten) Beweis des Poincaréschen Duali-
titssatz gewidmel, 57 Auf diese umfangreiche und schwierige Problematik machte ich an
dieser Steile nicht npiher eingehen (vgl. Bollinger 1972, 124-126 oder auch Dieudonnd
1989, 21 £). Im uns hier interessicrenden Falle der 3-Mannigfaltigkeiten verwendet Poin-
caré seinen Dualititssatz vor allem dazu, sich die Berechung der zweiten Betti-Zahlen zu
crsparen, da diese - vorausgesetzt, die Bedingungen des Dualititssatzes sind erfullt - ja
gieich den ersten Betti-Zahlen sind. Letztere sind aber in der Regel viel einfacher zu be-
stimmen {etwa aus der Fundamentalgruppe durch abelschmaches).

Von zentraler Bedeutung fiir uns sind die Beispiele von (geschiossenen) 3-Mannigfaltig-
keiten, dic Poincaré im Paragraph 10 anfithrt. Es ist dies eine der ersten Stellen in der
mathematischer Fachliteratar, an der solche Gebilde systematisch untersucht werden
(ansonsten ist vor allem auf Dyck 1885 und Dyck 1890 hinzuweisen). Diese Beispiele, die
bisher in der mathematikhistorischen Forschung kaum Beachtung gefunden haben (eine
Ausnahme bildet Schelz 1980), sind meiner Ansicht nach sehr wichtig gewesen fiir den
Fortschriti, welche die Theorie der Mannigfaltigkeiten bei Poincaré erfubr. Sie waren es
namiich, die es ihm erlaubten, seine Invarianten zu berechner und zuw testen und damit
seine Theorie, insbesondere seine Ansichten zum Homdomorphiepreblem, weiterzuent-
wickeln. Vor Poincaré war dic Welt der geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten so gut wie
unbewohnt {vgl. 2.3.1 und 2.3.2) und somit wenig informativ, Erst Poincaré hat sie bevil-
kert mit Individuen, deten Studium sich loknte. Die fraglichen Beispiele zichen sich wie
eir roter Faden durch die Analysis-situs-Reihe hindurch; ein radikal neues Ohbjekt wird erst
die Homelogiesphire im 5, Komplement sein (vgl, 3.4). Im tibrigen sollte man nicht an-

Zur Vargeschichie des Mobius-Bandes vgl. man 2.2.2.2.

%7 Dieser besagt, daB bei einer geschlosscnen orientierbaren Mannigfaltigkeit der Dimension n folgende
Glezchheit for dic Betti-Zahlen gilt: 8., =B, mitk =1, ..., n-I {Poincasé VI, 228).
Der Dualit3tssatz wurde von Poincaré im crsten Complément aufgrund der Kritik von Heegard prazisiert
U!:ld im ztuci:en Complément um cine entsprechende Aussage for die Torsionskoeffizienten crginzt (diese
simmen in den Dimensionen n-k-1 und k ¢berein - vgl. Poincaré VI, 364).
Dic Aussage des Dualititssatzes findet sich ohne Beweis wie bereits erwihnt schon 1889 bei E. Picard
(Picard 1889, 180) Zu sciner Bedeutung heibt es bei H'W. Henn und D Puppe: ,.Der Poincarésche Duali-
iitssatz ist zugleich einc der groDten und der frthesten Entdeckungen der Algebraischen Topologic™.
(Henn/Puppe 1990, 680).
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nehrnen, dab die fragiichen Beispiele von Poincaré erfunden wurden, um eine zeitlich vor-
ausgehende Theorie zu illustrieren. Vielmehr dirfie die Reihenfolge, etwa beziglich der
Fundamentalgruppe, eher umgekehrt gewesen sein (siche unten). Insofern ist schon die
Ausdrucksweise “Beispiel” irrefithrend (vgl. 8). Schlielich sei noch daraufhin gewiesen,
dab diese Beispicle in engem Zusammenhang zu Poincaré’s in 3.1 besprochenen Untersu-
chungen iiber Kleinsche Funktionen stehen. Sie sind keineswegs beliebig, sondern wachsen
gewissermaBen organisch aus jenen hervor. Allerdings geht Poincaré hier - und das unter-
scheidet thn z. B. von W, Killing (vgl. 2.5) - einen ganz enischeidenden Schritt weiter,
indem er von Raumteilungen und ihren Gruppen zu geschlossenen Marnigfaltigkeiten
ihergeht.

Dieser Paragraph 10 ist mit ,,geometrische Reprisentation” fiberschrieben und beginnt
mit einer recht zligemein gehaltenen Beschreibung des Vorganges, den man heute Ident-
fikation® nennt; Sind im dreidimensionalen Raum die (ausgefuilten) Polyeder Py, ...P,
gegeben und zu diesen homdomorphe, dreidimensionale Teilmannigfaltigkeiten @, ..., Q,
der Mannigfaltigkeit Q im vierdimensionalen Raum {also ¢ P =Q,<Q,.., 94
P,=Q, Q)% | so betrachie man eine Fliche F. des Polyeders P; nebst deren Bild ¢;(F;) =
®; in Q;  Q und eine Fliche Fj des Polyeders P; nebst deren Bild ¢;(F) = ©jin Q< Q
Gilt nun ©; = @, so heiBen die Seiter F; und F; konjugiert zueinander.

Eine Fliche, welche mit keiner anderen Fliche identifiziert wird, heiBt frei; gibt s
keing freien Seitenflichen, so ist die entstehende Mannigfaltigkeit geschlossen
(insbesondere sind geschlossene Mannigfaltigkeiten zusammenhingend). Gibt es dagegen
freie Flachen, so bilden die ihnen eatsprechenden Punkte von Q den vollstandigen Rand
von Q.

Schlieflich weist Poincaré noch darauf hin, daB es nicht geniige, zu wissen, dab zwei
Flichen zueinander kenjugiert seien; man misse vielmehr auch Kenntnis davon haben,
welche Ecken mit welchen Ecken und welche Kanten mit weichen Kanten wie identifiziert
witrden. Dies ist im Hinblick auf die Frage der Orientierbarkeit notwendig. 5 Fabt man im
modernen Sinne die Identifikationen als punktweise definierte Abbildungen zwischen topo-
logischen Riumen auf, so ergibt sich die Kenntnis der Ecken- und Kantenzuordnung von

2 Poincaré selbst spricht von Punkten etc., die, konjugiert” (conjugés) sind. Dicse Ausdrucksweise wird im
folgenden auch gebraucht. Zum Hintergrund, auf dem man Poincaré’s Vorgehensweise schen muB, vgl.
man oben 3.1.

% Den Intentionen Poincaré's am nichsten kommt wohi felgende Beschreibung in moderner Sprache: Wir
betrachien dic Polyeder Py,..., P, im R3 sowie homdomorphe Bilder derselben im R4 Q... Q. Dic letztlich
interessicrende dreidimensionale Mannigfaltigkeit Q < R4 geht aus Q,,..., Q, durch Randidentifikationen
kervor (vgl. auch unten Anmerkung 74). Diese beider Schniic werden von Poincart auf tinmal vollzoges.
Da Poincaré prinzipicl] davon ausgeht, dab Q < R¢ ist, missen dic Identifikationen so vargenommen wer-
den, daB ihr Ergebnis cine orienticrbare Mannigfaltigkeit liefert. Im tbrigen zeigt Poincare mit seinem so-
gleich zu besprechenden zweiten Beispict (Poincaré IV, 232 und 235 f), daf} nicht alle Identifikationen zu
ciner Marnigfzltighkeit fibren.
In der weitcren Entwicklung seiner Beispicle formulicrt Poincaré ein Kriterium dafir, dall das durch dic
IdentiGkation gewonnene Gebilde erientierbar ist: .
.31 deux faces F| et F; sont conjugées et si un point décrit fe périmétre de Fy de fagon & Inisser la face & 5
gauche, le point correspondant sur Fy devra décrire le périmétre de cette face ¢n le laissant 2 la droite™.
{Poincaré VI, 232)
Wir werder spdter hierfitr konlkrete Beispicle schen.

8 Vergiciche das von Poincaré formulierte Kriterium in der vorangehenden Anmerkung.
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selbst. Man bemerkt, dab Poincaré seine Konjugationen eher kombinatorisch als men-
gentheoretisch interpretierte.

Die geschilderte Darstellungsweise fiir dreidimensionale Mannigfaltigkeiten ist metho-
disch gesehen von grosser Bedeutung fiir die Topologie:

.On congoit que la connaissance des polyédres P; et celle du mode de conjugaison de icurs faces nous
fournissent. dans l'espace ordinaire, une image de la variétd V et que ceite image suffise pour I'étude
de scs propnétés au point de vue de I'Analysis situs.”

{Poincaré V1, 230

Drie hier von Poincaré gewihlte Darstellungsweise, 51 die das von den autemotphen Funk-
tionen (vgl. 3.1.1) sowic aus dem Raumformenproblem (vgl. 2.5) her bekannte Vorgehen
verallgemeinert, kann als Ausgangspunki fiir die hicran ankniipfende Suche nach einer
Normalform fiir 3-Mannigfaltigkeiten betrachtet werden sowic ganz allgemcin fiir die
Entwicklung der kombinatorischen Topologie (vgl. 4.2). Allerdings mub man hier eine
Einschrankung anbringen. Poincaré versucht nimlich keineswegs zu zeigen, daB alle ab-
strakt definierten 3-Mannigfaltigkeiten auf Normalformen zuriickfishrbar seien, was wie-
derum das Klassifikationsproblem beantworten kénnte {, zwei geschiessenen 3-Mannig-
faltigkeiten, deren topologischen Invarianten ibereinstimmen, lassen sich auf dieselbe
Normalform zurickfiihsen und sind deshalb homéomorph” wiire die Verallgemeinerung
des von den geschlossenen Flichen her bekannten Sachverhaltes). Vielmehr dient bei ihm
die geomelrische Reprisentation zur Berechnung der topologischen Invarianten.

Im Lichte spaterer Errungenschafien stellt sich heraus, dab Poincard's Zugangsweise
nichi die einfachsten denkbaren Beispiele liefert, wenn man “einfach” als “Heegard-Dia-
gramm mit moglichst kleinem Geschlecht” (vgl. 4.1) interpretiert. Die auf dem Wiirfel
beruhenden Mannigfaltigkeiten besitzen in der Regel ein Heegard-Diagramm vom Ge-
schiecht drei, das Oktaederbeispiel sogar vom Geschlecht vier (dieses Geschlecht ist aller-
dings nicht minimal, da der projektive Raum z¢ den Linsenriumen - als Grenzfall - ge-
rechnet werden kann und folglich ein Beegard-Diagramm auf dem Torus besitzt).

Alle Ecken der Polyeder, die zu einer einzigen Ecke der Mannigfaltigkeit Q identifiziert
werden, bilden einen Eckenzykel, entsprechend spricht Poinearé von Kantenzyklen, 52
Diese Zyklen lassen sich aus den Identifikationsschemata (siche unten) ablesen, indem man
das Schicksal eines Eckpunkies oder einer Kante gemsB der mit den FiSichen ausrufiihren-

¢t Erlautert wird diese durch dic im nachfolgenden zu besprechenden Beispicle sowic - vorab gewissermaBen
- durch das Beispicl des Torus: ,,Considérons un rectangle ABCDY et un tore, sur lequel rous tracerons
deux coupures, & savoir: Une circonférence méridiennc et un paralléle; soit H le point d'intersection de ¢
parellélc et de cc mérdien. La surface du tore ainsi découpé sera homéomorphe au rectangle; les deusx
levres de la coupure formées par le méridica correspondroat aux deux cités AB et CD du reclangle; fes
deux lévres de fa coupure formés par & paralléle comespondront aux deux cites AD et BC. On voit
l'analogie avee ce qui précéde: le rectangle corespond aus polyédre P, le tore découpé 4 la varisté Q. des
eb1és AB et CD aux deux faces Fy et Fy, les doux ievres de la coupure méridienne aux deux vanétés D et
D, qui, comme on Ie voit, coincident”™, (Poincaré VI, 220 f
Hinzuzufuger: wire noch, dal der Torus unserem Q entspricht, .

@, Cycle de sommets™ beziehungsweise ,.cycle darréts™ (Poincaré IV, 230). Far cindimensionale Zykel war
zeitweise im Deutschen auch die Bezeichnung | Zykosis” gebrauchlich (vgl. etwa Kereljartd 1923, 128).
Sowohl ,.Cyclus™ als such ,,Cyklose™ finden sich schon bei JB.Listing (vgl. Listing 1862, 109 1), wobei
ersteres soviel wie |, geschlossene Kurve,, bedeutete.
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den Identifikationen verfolgt - und zwar so lange, bis manr zu einer freien Fliche oder zum

Ausgangspunkt der Betrachtung zuriickkehrt 52 .
Die Beispicle®®, weiche im nachfolgenden konstruieri werden, gehen fast alle von einem

{ausgefiillten) Wiirfel als einzigem Polyeder aus.
B D
1]

Cv

—_——m m— - -

A C

Es gelten folgende Bezeichnungen (vgl. Poincaré VI; 231):63
A(RO0)  A(0.0,1)
B{O.1.0) B (0.LD
cem C'(L0,1)
D10 D{LLI

Beispiet i: Es sollen folgende Identifikationen von Seitenflachen vorgenommen werden:
ABDC=ABDC
ABBA'=CDDC
ACCA'=BDDB . o
{Ias von GauB eingefiihrte Zeichen =, das hier Identifikationen bezci;hnet_, tritt als Aq_m-
valenzzeichen bei Poincaré in mehreren Bedevtungen auf, z.B. auch im Sinne von ,sind
homotop” - vgl. Poincaré VI, 243.)
Dabeti bedeutet die Formel ABDC = A'B'D'C' folgendes:

83 Im AnschiuB an dicse Betrachtungen zur Zykelbildung verweist :‘Poincaré explizit auf dic Theoric der
sulomorphen Funktionen, wo dicse Vorgehensweise vertraut sei (Poincaré V[ 230 ) )

84 In seiner ,Analyse de ses travaux scientilique” {Poincaré 1921} schreibt Pf’“_c‘“é: .._.T'm cru devoir
multiplier kes exemples [pour des vaniéids tridimensonelles; K.V.], pensant que c'était le meilleur moyen de
familianser les esprits avee des sdées nussi nouvelles™ (Pomenré 1921, 102) ) )
Diesec Bemerkung charakienisiert trefllich dea Entwicklungsstand der Theoric um .dnc Jahrhundertwende.
Ahnlich suflerte sich noch 30 Jalire spater H. Seifect (Seifert 1931, 26 - vgl. 5.2). Eine knappe und elegan-
te Darstzllung der Poincaréschen Beispiele 1 bis 6 findet man bei Sarkaria' 19?6, ’255-257‘. .

65 Diesc Angaben spicler in den Beispielen 1-5 keine Rolle, wohl ni?cr bc!. Beispiel 6 Poincaré’s Angsben
bezoglich der Onentierung der Grundflache stimmen im Obrigen nicht mit den von thm angegebeaen Ko-
ordinzten Gberein.
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1. Die Flichen ABDC (Bodenfliche) und A'BT'C' (Deckfliche) sind konjugiert;
2. die Ecken ABDC der Bodenfliche sing in dieser Reihenfolge zu durchlaufen {die
Fldche liegt also rechts vom den Rand durchlaufenden Beobachter); 56

3. die Ecken A und A’, B und B', C und C' sowie D und D' sind miteinander zu
identifizieren.

Analoges gilt fiilr die beiden anderen Identifikationsvorschriften. Da Boden- und Deck-
fliche, Vorder- und Hinterseite sowie Hnke und rechte Seitenfliche miteinander identifi-
zierbar werden, erhalten wir den dreidimensionalen Torus T3 = 8! x St x S1. Man findet
einenr Eckenzykel - das heiBt alle Ecken fallen nach der Idestifikation in einem Punkt zu-
sammen - und drei Kantenzykel {(afle vier Kanten, die paraliel einer Koordinatenachse
verlaufen, werden jeweils miteinander identifiziert), Meines Wissens nach tritt der dreidi-
mensionale Torus hier erstmals nach Killing 1893 wieder in der Mathematikgeschichte auf
(fiir andere Beispiele von 3-Mannigfaltigkeiten vgl. oben 2.3.1).

Beispiel 2: Auch dieses baut auf dem Wiirfel auf, verwendet aber folgende Identifikatio-
nen:

ABDC =BDCA'

ABBA'=DD'CC

ACCA'=DDBB
Im Unterschied zum Torus T3 werden also hier die Flichen bei der Identifikation um
+ 90° gedreht.

T um 90° drehen

A C

Man findet jeweils zwei Ecken - und Kantenrykel:67
A=B'=C=DundA'=C=D'=B
AB=BD'=CC=B'A"= AC=DD'
AA=DC=CA'=BB=CD'=DB

% Unter Beachtung der oben formulicrten Bedingungen fiir Orienticrbarkeit miifte also der Rand der Decke
flache im Sinne AC'D'B’ durchlaufen werden.

Wic bereits erwshnt, kann man diese Zykel dircks aus dem Ideatifikationsschema sblesen: Nimmt mar
beispielsweise die Ecke A, so licfert die erste Zeile A=B', die zweits B=C', dic erste (von rechis nach links
gelesen) C'=D. Jetzt schlieBt sich sowohl nach der zweiten als such nach der dntten Zeile der Zyklus, weil
sich beidesmal D=A ergibt. Analog verfihrt man mit Kanten, wobei zu beachten ist, daf} ein Ausdruck wic
ABDC folgends vier Kanten umfalit AB, BD, DC und AC. Nach der ersten Zeile ist AB=B'TY, nach der
dritten (von techts nach links gelesen) BID'=C'C, nach der zweiten C'C=R'A" (van rechts nach links gelesen,
aber in dicser Reihenfolge), und so weiter.
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Beispiel 3: Wieder witd der Witrfel zugrunde gelegt; dieses Mal mit den folgenden Var-
chriften:
: ABDC =BDCA'
ABBA'=CCDD
ACCA=DDBB i
d ispi i i i i ile ei ied vor, wobei jetzt
Gegeniiber Beispiel 2 liegt hier nur in der zweiten Zeile ein Untcr;ch;g :
danguadraI AB%’A’ bei der Identifikation um -90° (also im Uhrzeigersinn) gedreht wird.
Es ergehen sich zwel Ecken- und vier Kantenzykel:
A=B=C=DundB=D'=A'=C
d
= AB =BD'=CC
AA=CD'=DB
AC =DD'=BA'
Ch =BR=AC
Die entsprechende Mannigfaltigkeit ist als Quaternionenrawm bekannt (vgl. unten).

Beispiel 4: Noch einmal dient der Wirfel als Ausgangspunkt. Die Identifikationen sehen
diesmal so aus:
® ABDC=BDCA
ABBA'=CDDC
ACCA'=BDD'E' Zeite: be
i i ispi ir A i i d dritten Zeile; be-
Im Vergleich mit Beispie! 3 haben wir Anderungen in de_r zweiten un n Zeile;
zﬁglichgdes Torus gibt es nur noch eine Abweichung in Z.elle eins. Koxjtk:ct heilt oduts, daB
wie in Beispiel 2 die Bodenfliche bei der Identifikation mit der Deckfliche um 90° gedreht
wird. o
Dieser ,verdrehte Torus”, welcher auch als Analogon der Kleinischen Flasche betrach-
tet werden kann, weist einen Eckenzykel und drei Kantenzykel auf:
A=zB=D'=R=D=C=A'=C
und AAN=CC=BB=DD
AB=CD=BD=A4C
AC=BD=D(C=BA"
Ganz anders geartet ist das letzte Beispiel dieses Paragraphen.

Beispic! 5: Es sei ein regulares Oktaeder gegeben, wobel die quadratische Grundfliche
mit BCED und die Spitzen mit A und F bezeichnet werde.
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Es sollen foigende Identifikationen vorgenommen werden:

ABC=FED
ACE=FDB
AED=FBC
ADB=FCE

Folglich werden immer einander diarnetral gegeniiber liegende Dreiecke miteinander iden-
tifiziert, Nimmt man anstelle des Oktaeders dessen Umbkugel, so erkennt man_ daB die
obige Identifikatiognvorschrift genau deren Diametralpunkte identifiziert. Somit ergibt der
reelle projektive Raum PyR 68
Man findet drei Eckenzykel und sechs Kantenzykel:
A=zF B=E C=D

und

AB=FE

BC=ED

AC=FD

CE=DB

AE=FB

AD=FC
Im weiteren untersucht nun Poincaré, ob die durch diese Tdentifikationen erhaltenen Gebil-
de tatsichlich Mannigfaltigkeiten sind, was cine bemerkenswerte Entwicklung im Ver-
gleich zu den kombinatiorischen Ansifzen Dycks darstellt, wo dieses Problem ja nicht
auftritt. An dieser Stelle wird also deutlich, dab bei Poincaré kontinuumstopologische
Uberlegungen im Vordergrund standen. Soll V eine Mannigfaltigkeit von drei Dimensio-
nen sein, 5o ist hierfiir nach Poincaré notwendig und hinreichend, daB jeder Punkt x € V
eine zur Einheitskugel E* homsomorphe Umgebung besitzt. 5% Dies wiederum wird durch
Rekurs auf die E? begrenzende Sphire S? erledigt, welche sich durch den Eulerschen Po-
ivedersatz charakterisieren 146t.70 Kiar ist, daB Probleme rur in den Punkten von V auftre-
ten kénnen, die Ecken des urspriinglichen Polygons (oder der urspriinglichen Polygone)
entsprechen.

Poincaré kommt hier der modernen Auffassung einer geschlossenen 3-Mannigfaltigkeit

schr nahe. Er sagt allerdings nichts explizit zum Verhiltnis der soeben gegebenen Cha-
rakterisierung zu seinen urspriinglichen Definitionen des Mannigfaltigkeitsbegriffs, Der

Unter topalogischen Aspekten, insbesondere im Hinblick auf die Zusammenhangsverbaiinisse, war PyR
bereits von L. Schlafli und F. Kiein betrachtet worden (vgl, Scholz 1980, 164-167} sowie von W. Dyck,
der die Diametralpunktidentifikation beschrich (Dyck 1890, 283f) und erkannte, daff P, R nicht-orenticr-
bar, Py R onentierbar ist. Insofern war diese Mannigfaltigkeit besonders geeignet, dic Stirke von Poin-
caré's neuartigen Methoden zu demonstriercn. Zusammenbinge zwischen Piatonischen Korpern und 3-
Mannigfaltigkeiten wurden spiter von W. Trelfall und H. Scifert untersucht (vgl. 5.2).

For Mannigfahtigkeiter mit Rand wiire dic Bedingung fir Randpunkts dahingehend zu modifizieren, daB
diese Umgebungen besitzen milssen, die zu Halbkugeln homdomorph sind.

An dieser Stelle witd von der Klassifikation der geschiosscnen Flichen durch ihre Euler-Charakteristik
Gebrauch gemacht (vgi. ctwa Massey 1989, 33). Als Werkzeug zur Klassifikation wurde sine Variants der
«Euler-Charakteristit” systematisch durch W. Dyck verwendet {Dyck 1888, Dyck 1890), cher sporadisch
such bei Poincaré V1, 148. Zur Korreltheit von Poincard’s Argumentation, die sich aus der Giiltigkeit des
verallgemeinerten Schonflics-Satzes fiir endliche Komplexe crgibt, vergleiche man Kinsey 1993, 211-220.
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Bezug zu seiner zweiten Definition, die ja mehr ader minder deutlich mit Kartenumgebun-
gen arbeitete, liegt aber auf der Hand, wenn man auch kaum sagen wird, daB hierfiir ein
strenger Beweis erbracht wurde.

Poincaré behandelt in seinen Ausfithrungen zur Frage, ob man durch die Identifikatio-
nen tatsichiich eine Mannigfaltigkeit bekommt (Poincaré VI, 234-236}, den allgemeines
Fall, daBb mehrere Polyeder zu mechreren Mannigfaltigkeiten identifiziert werden sollen.
Wir beschrinken uns hier auf den Fail einer Mannigfaltigkeit V und eines Polyeders P, da
dieser alles wesentliche enthilt und alle Beispiele, die Poincaré anfithrt, abdeckt:

R* RrRY Rr*
v L o
P s Qeda v

Es sei E ein Punkt von V, der durch Identifikation von Ecken E,,. E, des Polyeders P
entsteht (n ist also die Anzahl der Ecken, die in dem zu E gehéirigen Eckenzykel aufireten).
Nun betrachte man die Gebilde, welche entstehen, wenn man um die E; (i = 1,...,n) Kugeln
legt und diese mit P schneidet (Poincaré spricht von ,,Raumwinkeln”) sowie deren Bilder
unter j© . Diese lieger um den Punkt E herum, end zwar so, dab der E umgebende Raum
panz ausgefidlt wird und jeder Punkt des Raumes in genau einem Raumwinkel liegt. Der
fragliche Raum wird durch die Seitenflichen der Rawmwinkel unterteilt. Nur nehme man
cine geeignete Sphire um E und schacide diese mit dem soeben geschilderten CGebilde -
von Poincaré als ,,Stern” (aster) bezeichnet, Auf diese Weise erhiilt man ein sphirisches
Polyeder, dessen Ecken, Kanten und ¥lichen es zu berechnen gilt.

Man hat folgende Entsprechung:

Stern sphirisches Pelyeder  Anzahlen

Anzahl der

Raumwinkel Flichen f
Seitenfiichen Kanten k
Kanten Ecken e

Die fraglichen Anzahlen erhalt man, indem man die Urbilder unter j@ y der den Stern bil-
denden Ravmwinkel untersucht. Man findet:

f £ Anzahl der zu E dquivalenten Ecken (Linge des Eckenzykels von EJ,

k £ Gesamtanzah! der Flichen, die in den zu E 4quivalenten Ecken zusammentreffen,
dividiert durch 2 (weil jede Fliche doppelt aufirtt!);

e 2 Anzahl der Kantenzykel, die in E zusammentreffen. Dabei sind Kanten, deren
anderer Endpunkt ebenfalls zum Eckenzykel vor E gehort, doppelt zu zihlen; alie
anderen zihlen einfach.

Fiir das Beispiet 1, den Tofus, findet man : e=8§, f=382=12und k= 2.3 = 6. (Alle
Kanten miissen hier doppelt gezahlt werden, da der andere Endpunkt stets zum Eckenzykel
- e gibt ja nur einen - dazugehort). Konkret sieht das so aus: Der zu E gehdrige Stern wird
im Falle des Torus T2 aus acht Raumwinkeln gebildet. Diese werden ven jeweils drei Sei-
tenflichen begrenzt, deren Durchschnitte drei nichtiiquivalente Kanten darstelien. Letztere
miissen doppelt gerechnet werden, da sie ja einem weiteren zum Stern gehSnigen Raum-
winkel angehéren.
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Ersichtlich gilt hder:e-f+k=8-124+6=2
Also liegt - topologisch gesehen - tatsichlich ein sphirisches Pol
A it yeder vor, weshalb der
einzige kritische Punkt £ des Torus T? eine Kugelumgebung besitzt und folglich ei
3-Mannigfaltigkeit vor sich hat. 8 # ran folglich eine
Im Beispiel 2 finden wir dagegen:
f=4 (es gibt zwei Eckenzykel zu jeweils vier Ecken),
k= .4-3/2 =6 und ¢ = 2 {es treffen zwei Kantenzykel zusammen [es gibt fiberhaupt nur
zw‘eﬁ],‘dcren anderer Endpunkt aber nicht zum Eckenzykel gehort).
Folglich liegt keine Polyederzerlegung der Sphare vor, da
<t Di N ) e-f+k=6-4+6=8=22
ist. Die zu A dquivalenten Ecken sind dick ausgefithrt; die mit x bezieh i -
Kierien Kanten gehtren jeweils einem Zykel an, e lmgwmse | mar

B D'
; Cn.
A e
f~3
£ o - ¢
T B __4-t--4D
”
Paa
A x C

Also I_iefen‘das _Beispigl 2 keine 3-Mannigfaitigkeit. Die weiteren Beispiele 3-5 sind wieder
Mannigfaltigkeiten, wie man bei der folgenden Tabelle entnehmen kann:

Beispiel e k f
drei 4 6 4
vier g 12 6
fisnd 2 4 4

Die 1m Paragraphen 10 bereitgestellten Mannigialtigkeiten werden spiter im Paragraphen
13 wiec‘{eraa.fgegriﬁen, um ihre Betti-Zahlen und ihre Fundamentalgruppen zu bestimmen
Zuvor (im Paragraph 11) behandelt Poincaré ein weiteres, das schon 1892 (vergleiche 3.15
aufgetretene sechste Beispiel und fithrt im Paragraph 12 die Fundamentalgruppe ein. Die-
ses sechste Beispiel umfalit eine ganze Klasse von konkreten Mannigfaltigkeiten und ver-

;Elgen;einen zusammenfassend die oben disiutierten Beispiele 1 (Torus) und 4 (verdrehter
orus).
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Im Paragraph 11 geht es modemn gesprochen darum, 3-Mannigfaltigkeiten als Unterla-
gerungen?! des R zu konstruieren, auf dem eine vorgegebene abstrakie Gruppe von Deck-
transformationen operiert, Diese Zugangsweise war sicherlich durch die Kenntnisse, die
man sich bei automorphen Funktionen und Riemannschen Flichen im zweidimensionalen
Fall angeeignet hatte, motiviert und veraligemeinert dic konkret-geometrische Vorgehens-
weise aus den Beispielen 1 bis 5.

Ein Vergleich mit enisprecheaden Steilen in den Arbeiten tiber Fuchssche Funktionen
(z.B. Poincaré II, 115-126, und 143-146) zeigt deutlich, daB Poincaré hier die ihm bekann-
te Vorgehensweisz aus dem Zweidimensionalen auf das Dreidimensionale @bertritgt. Es
gibt alierdings einen Unterschied: Die aus der Theoric der automorphen Funktionen be-
kannten Parkettierungen beziehen sich auf die hyperbolische Geometrie, wihrend die von
Poincaré betrachteten Wikrfel und Oldaeder euklidische Raumteilungen liefern. Die Ein-
fihrung der hyperpolischen Geometrie im dreidimensionalen Bereich sollte erst sehr viel
spiter (ansatzweise bei H. Seifert und C. Weber, systematisch dann erst bet W. Thurston)
erfolgen (vgl. 5.2). Das solf aber nicht heiBen, daf Poincaré ein Zusammenhang zwischen
geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten und Raumteilungen des hyperbalischen Raumes nicht
bekannt gewesen wire {vgl. 3.1); er niitzt diesen aber nicht aus.

Da die Decktransformationen sine Gruppe bilden sollen, werden sie begrifflich von Po-
incarsé afs Substitutionen gefaBt:

@:(x,7,2), W, (%Y. 2), 1 (%.¥.2)

@2 {X,¥,2}, -

@, (5 ¥, 2), Wa (XY, 20 Xn (%Y. 2)
Diese Automorphismen sollen auf dem R? ,,eigentlich diskontinuierlich™”? und fixpunkt-
frei operieren. Aus der Diskontinuitit folgt, daB der Raum R3 in unendlich viele, im Innem
disjunkte Bereiche Dy, Iy, Ds,.... zerlegt werden kann mit folgenden Eigenschafien:

T Poincaré hatic bereits 1883 in cincr Arbeit Gber aigebraische Kurven (Poincaré IV, 57-69) universcile
Uberlagerungen studiert und den Zusammenhang Zwischen Decktransformationen und Fundamental-
gruppe erkaant (vgl. Dicudonné 1989, 295; Hirsch 1985, 673 und Scholz 1980, 202{). F. Klein arbeitete
bei nichtoncnticrbaren Flzchen angeregt durch L. Schisfli mit deren Orienticrungiiberlegung (Klein 1874,
550), was zu der Bezeichnung . DoppelQache” VeranlaBung gab (die Oricaticrungsiberlagerung ist ja
zweiblattnig); vel. auch 2.2.2.2.

72 Als eine Ast von Standardreferenz zu dicsem Themenkreis gilt das Buch von R. Fricke und F. Klein ober

automorphe Funktionen (Klein/Fricke 1897, 61-63}. Im Grunde genommen geht es dabei darum, dal sich
dic Bilder eines Punkies unter den Operationen nicht hiufen dirfen, weil nur so cine Zerlegung des be-
trachteter Bereichs in Fundamentalbereiche govehrleistet werden kann. Formal 148t sich das so susdrik-
ken: Eine Gruppe G operiert auf cinem topologischen Raum X in einem Punk: P cigentlich diskontnuier-
lich, wenn cs cine Umgebung U von P in X gibt, derart, daB nur endlick vicle Elementc aus G dea Punkt P
auf ciner Punkt aus U abbilden {vgl. ChandlerMagnus 1982, 72; susfubrliche Angaben such zur Go-
schichte der Ukerlagerungen bei Dieudonné 1989, 293-300).
Im Sbrigen ist nicht ganz kior, was Poincaré mit @{x.y,2) usw. gemeint hat: Es kdnnten dits natlirlick
weitere , von den in der ersten Zeilc genannten verschiedene Abbildungen sein, es konate aber such ; die
i-fachc Anwendung von o (i=1,2...} meinen. Dann hatte dic vorliegende Grupps die drei Erzeugenden @, @
und ¥, was exakt der Anwendung im sechsten Beispici entspricht




112 FPoincaré's Arbeiten rur Topologie

1. Zu jedem D gibt es ein §; € G mit S5;(Dg) =Dy

2. Gewisse Abbildungen S; liefern Randidentifaktionen auf D,

3. Gemiil 2, entsteht aus Dy eine geschiossene Mannigfaltigkeit.
Im Vergleich zu W. Killings Untersuchungen zum Raumformenproblem (vgl. 2.5), bei
denen ja auch Raumteilungen des enklidischen Raumes upnd Gruppen auftraten, welche
diese Raumteilungen aus einem dreidimensionalen Fundamentalbereich erzeugten, voll-
zieht Poincaré gerade mit der letzten Bemerkung cinen entscheidenden Schritt in Richtung
auf die dreidimensionale Topologie: Withrend Killing bei den Raumteilungen stehen blieh,
geht Poincaré zu geschlossenen 3-Manni gfaltigkeiten iiber, 74
Nach diesem Vorbereitungen kann das sechste Beispiel eingefithrt werden.

Beispiel 6: Wir betrachten R3 und die drei Abbildungen”
fi: R} R?
(x.y, 2} (x+1y,2)
fa. RPoR?
(¥, 2 (xy,1,2)
f3: R® -+ R3
(x,7.2) =5 (ax + By, yx +8y,z+1)

wobei b - By = 1 mit ganzzahligen Eintrigen o, B, ¥ und  sein soll.”6 Die geometrische
Bedeutung dieser drei Abbitdungen ist Ieicht zu ermitteln: 1, stellt eine Translation in x-

7 Poincaré begrindet das so: Man betrachtc Dg und ¢in ihm benachbartes D; (d.h. Dy D; # &, wobci
dieser Durchschnitt - neanen wir ikn F - im Rand von Dy und I Jiegen muB). Sei $(D,) = D, und damit 5
YDy} = D, Dana mub S;1(F) = F (dic S; baben keine Fixpunkte!) sein, aber andersrseits ¢in Teil des Ran-
des von D, sagen wir F. Nun ist aber §,(F) = S,Si‘i(F) = F; folglich identifiziert §; das Raadstick F' mit F.
Hieraus schlieBt Poincaré desweitcren, dafl D, (und damit nattrlich alle 1) homéomorph eincm Polyeder
sei. Dabei wird unterstellt, dafl die eben geschilderte Betrachtung eine vollstiindige Zerlegung des Randes
voo [, licfert.

7 Dabei dachte Poincaré offensichilich nicht an die abstrakte Konstruktion cines topologischen Quoticnten,
insbesondere eines Orbitraumes R¥%~ {~ sci die durch dic opericrende Gruppe G definierte Refation); viel-
mehr schreibt err , On pourra alors,..., fatte correspondre 4 co palyédre ou, par consféquent, au domaine
Do' unc variété fermée & trois dimensions située dans fespace & quatre dimensions, ct que l'on obtiendra en
tranportant D, dans fespace & quatre dimensicns, puis en déformant ce domaine Jusqu'd ce qulon puisse
colter J'une contre |'autre les portions conjugées de sa frontiére.” {Poincaré VI, 237)

Somit mul man I)0 crst ins Vierdimensionale transporticren, bevor man verkicben kann.

75 Poincaré sagt such hier |, Substitutionen” (Poincaré VI, 237).

Anders gesagt ist (? g) < SL{2,Z).

El

&

Dabei ist anzumerken, dab diese Gruppe im Zusammenbang mit der autemorphen Funktionen vor allem
von Felix Kiein und Ker] Fricke intensiv untersucht worden ist (vgi. Chandlec/Magnus 1982, 34f). Der
Grund hierfur ist, daB SL{2.2) und die Gruppe der Mobius-Transformationen PSL{2.2} aufs Engsie zu-
sammenhdagen: ledes M e SL(2,Z) bestimmt im wesentlichen cine Mobius-Transformation uad umge-
kehrt. Genauer gilt: PSL(2,Z) = SL(2,Z}/ T, wobci T das Zentrum von SL{2,Z) ist, das aus

(63) e (3%)

besteht (vgl. Magnus 1974, 107).
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Richtung urn den Wert 1 dar, f; analog in die y-Richtung und i} kornb_im'eri eine Verschie-
bung in z-Richtung mit dem Wert 1 mit einer linearen, durch die Matrix

- (79

beschriebenen Abbildurg in der x-y-Ebene. Folglich werden am Einheitswiirfel

B D

B L] -y D

ie vordere und dic hintere Fliche sowic die linke und die rechte Se:tcn.ﬂa'f:he in der ge-
fvxghnlichen Weise miteinander identifiziert, wihrend Bodﬁn-' und Deckﬂachg erst nac:'h
einer dusch die Matrix M festgelegten Transformation identifiziert werden. Ist dtest‘Maipx
die Einheitsmatrix - findet also nur eine Verschiebung in z-R.lchnmg_statt - 50 ergibt sich
der Torus T3 aus Beispiel 1, stellt M dagegen eine Drzhung von ap° 717:1 der x-y-Ebene um
den Ursprung dar, so erhélt man den verdrehten Torus aus P_;cxsplel 4, .
Folgtich veratlgemeinert Beispiel 6 die genanmer} Bels:pmie _{ und 4 - es stellt a.uf e
Hintergrund der Kenntnisse, die bis jetzt durch Poincaré bereitgestellt wurden, die wohl

Poincaré war dber Kleins Resuitate gut informicrt. Dic gcnannle.Gmppc, insbcsm:ldcrc jene, die man cr-
hilt, wenn man alie Eintrage modulo p nimmt, spicite in ihr.cm Bnc_fwcc.hscl ofler cine Rolle (l.:}ugmf LQ.SQ,
95 und 97}. Eine andere Interpretation von SL{2,Z}, wobci allerdings i Unterschied zu Pmncu.r? g
meiner Matrizen mit Determinante +1 und -1 zogelassen sind, ist, daB die enisprechende Grugpc {d.:c dann
manchmal zuch als SL{2,2) bezeichnet wird) als Abbiidungsilasscngruppe des Torus aufiritt. Diese E:
kenntnis geht der Sache nach, natriich nicht dem Wortlaut nach, auf A Clebsch und P.Gordan zuric

(1866); vgl. Stiltwell 1993, 206.
{01
M= (-1 0)

T Die zugehbrige Matnx sicht so aus:
Im aligemeinen Fali 126t sich jedoch die gemal f5 auszuﬁlhrech Identifkation nicht durch cin cinfac:cs
geometrisches Schema (wie ABDC = ABTD'C) darstclien. Dies geht nur dana, wenn dic Quadmt:m_ ;n
aufeinander fallen, also wenn dzs Quadrat in sich um ein Vic]ﬁ:_chcs von 90° gcAIirchi wird. Man vergg,]v:zrj c
Sarkaria 1996, 255-257 fur einc Ubersicht zu allen hicr mdglichen .Fa!]cm Wir werden schen, dal sich
Poincaré in allgemeineren Situationen dadurch behilft, daB er Unterteilungen durchfihrt,




114 Poincaré's Arbeiten zur Topologie

einfachste Méglichkeit dar, zu einer unendlichen Klasse von komplizierterenr Mannijgfal-
tigkeiten zu gelangen, 78

Urn die soeben benutzte geometrische Redeweise zu rechtfertigen, ist es erfordertich, zu
z_f:igen, dab die von £, £, und £, erzeugte Gruppe eigentlich diskontinuierlich auf R3 ope-
riert und dafl der Einheitswiirfel als deren Fundamentalbereich By gewihlt werden kann,??
Zu digsem Zwecke bestimmt Poincaré explizit die Bahnen von Punkten (x, y, z) unter den
L sowie unter deren Kombinationen. Im Falle von f; und £ ist das einfach (k,1 eZ} .50
Man findet:

(5.0 = (x+k,y,2), By, =(xy+12)

Kombiniert man diese beiden Resultate, so erhiilt man {x + k, ¥ + I, 2) als mégliches Bild
von (X, ¥, z). Die Anwendung von f; auf dieses Ergebnis liefert

fx+iy+lz)= ((M(;j}‘)f,zﬂ) = ((M@)T +(TVIG<))T,Z+I)
mit M wie oben.

Setzt man MG() =(1k11) mit k;,1) € Z, so ergibt sich;

Bty +12)= (T ()T 24
Wendet man auf dieses Ergebnis f; vder £, an, so indert dies nach dem obigen nur die

}i(cnstante k| beziehungsweise 1,. Dagegen fiihrt die Anwendung von f; zu folgendem Aus-
ruck:

R R B N N 3 R e G (O e

den ganzen Zahlen k; und §;. Allgemein fiihet die m-fache Anwendung vor f zu:

7 Man kann zwischen den Beispielen 1 und 6 auch cine Analogie herstellea zum Ubergang vom gewshnli-
chen Torus zur Kleinschen Fiasche, wobci die Grundidec whre: Verdrchen macht die Mannigfaltigkeiten
knmp]‘ujcncr. Sarkania hat in Abhlingigksit von Spur(M) dic Anzshl der topologisch echt verschiedenen
Mannigfaltigkeiten crmittelt, dic Poincaré's sechstes Beispiel licfert, Es stellt sich heraus, daB nur die zo
Spus{M) = 2 gehénge Kiasse unendlich viele nicht-fiquivalente Mannigfeltigheiten enthalt alle anderen
Klassen sind endlich (Sarkaria 1996, 257).

7 Im Grunde genontmen mul man natirlich zuerst cinmal zeigen. daB f), f; und fy Homdemorphismen von
?{3 aach R? sind. Das wird von Poincaré stillschweigend untersteflt, Da dje Stetigheit der £ kein Problem
1st, gendgt es deren Umkehrungen zu bestimmen. Es ist

£ {xy2) = (x-Ly.z)und 5 (y.2) = (x3-1,2).
Schretben wir fi{x,y.2) in der Form

((M(:)JT,:&-&-I) mit M = (?%}

. - . -] -] X
so ist offenkundig, dafl gilt: £77(x, v, 20 =(M ’(y))r.zﬂ), wobei zu beachten ist, dafi M-! existiert. weil

det M # 0 nach Voraussetzung.

¥ Im nachfolgenden gebe ich die Uberlcgungen Poincaré's der besscrern Ubersichtlichkeit in moderner
Notation wieder,
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f3m<x,y,z)=({M'“(§)>T+(§‘:)T,z+m)

mit ganzen Zahlen kg, und 1, . Kombiniert man dies mit Anwendungen vos f; und/oder £,
so &ndern sich nur die Konstanten k; und 1, weshalb die obige Form als allgemeinstes
Resuliat betrachtet werden darf.

Das Bild eines Punktes (x, y, z} € R3 unter einer beliebigen Kombination ven f,, f; und

{5 hat folglich die Gestalt
T
e ({8 o),

wobei k und 1 ganze Zahlen sind und m die Summe der Expenenten von fj in der beliehi-
gen Kombination von f;, f; und f3 {m e Z) ist. Tritt f; micht auf, so istk = 0; tritt £, nicht
auf, sp st 1= 0.

Hieravs erkennt man sofort, daB die von f;, §; und {5 erzeugte Gruppe eigentlich dis-
kontinuierlich auf R3 operiert. Weiter zeigt die Rechnung, daB ] unf f; miteinander karmn-
mutieren®! Schlieblich ergibt sich die Tatsache, dab als Fundamentalbereich der von £, £z
und f3 erzeugten Gruppe der Einheitswiisfel [0,1] x [0,1] x [0,1] pewihlt werden kann, di-
rekt aus den Definitionen vor fy, f und f3.

Volistindig analoge Rechnungen liefern folgende Beziehungen rwischen f), f5 und 13,
die spéter auf die die Fundamentaigruppe der entsprechenden Mannigfaltigkeit definieren-
den Relationen fiithren werden (Poincaré VI, 246):

fiofy =108

f3 Uf[ :f‘; Oflaof3
f3 sz = fza Oflﬁ °f3
Zur Erliuterung gibt Poincaré dem Paragraphen 11 drei Beispiele bei. Das erste, ir dem

M= GJCD ist, ergibt den uns bereits bekannten Torus T3; im zweiten ist M = G} 11] .
Hierfur filhrt Poincaré ein Identifikationsschema im Stile des Paragraphen 10 an, wobei
die Boden- und die Deckfliche des Einheitswiirfels durch Zicher der Diagonalen BC be-

zichungsweise A'D' zu unterteilen sind:

ABC=ATD'C
BCD= B'AD'
ACC'A'= BDD'B'
ABB'A'= CDD'C'

Das dritte und letzte Beispiel schliefiich ergibt sich fiir M = [?1 (1)] ; es handelt sich hierbei

um Beispiel vier vor oben. &2

8 Dic Behauptung Poiacaré's (Poincaré Vi, 238),.0n voit aistment d'aillevrs que le groupe dénvé des deux
premidres substitutions [das sind f, und {3, K.V.] est psrmutable 4 la troisiéms.” ist wohl so zu verstchen,
dal die von f) und f; erzeugte Untergruppe sogar ein Normalteiler in der groBen Gruppe ist.

8 [ie geometrische Bedeutung des vierten Beispicles haben wir uns schon weiter oben klar gemacht. Dage-
gen ist die geometrische Bedeutung der Deckiransformation (x v, z} b (x+y, v, z+1) schwicnger zu er-
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schiigben, insbesondere da Poincaré aur das Ergebnis - das Identifikationsschema - nicht aber dessen
Hcrlciliung mitteilt. Da der , Ubergang” in z-Richtung klar ist, geniigt es, sich zu ¢iberfegen, was dic Trans-
formation (xyY}—¥x+y,y) in der %-y-Ebene leistet. Desartige Fragen waren sber aus der Theorie der auto-
morphen Funktionen wohlbekannt, wens sic such dort im Komplexen erortert wurden.

Aligemein ward dic Gruppe SL{n,R) von den ,.Scherungen” erzeugt (Artin 1964, 162); entsprechendes gilt
insbesondere fur SL(2,Z). Dabei heiBt MeSL{n R) Scherung, wenn M die Vektoren einer Hyperebene H
fest 188¢, wihrend alie anderen Vektoren um ein Vielfaches cines Vektors xeH bewegt werden, For diese

Verschicbungsvektoren Jabt sich mit Hilfe des die Hypembene H beschreibenden lincaren Funktionals eine
explizite Formel angeben.

Im vorliegenden Fall geht es konkret um GJ [1) [¢in anderes konkretes Beispiel { namiick M= (12 {i) ) wird

in Sarkaria 1996, 256 eusfihelich behandelt]. Die der aligemeinen Theotis entsprachende Form findet mgn

leicht durch dic Bezichung (; l)(x] = (;f) + ){E.)] .

0 Ly,

Dic Hyperchene H ist also die erste Keordinatenachse, der Verschicbungsveklor ist der entsprechende
Einheitsvektor, welcher far jeden Vektor (xy)T mit y zu multiplizierer ist. Das bedeutet, daB der Betrag
des Vektors, mit dem tatsdchlich verschoben wird und der stets cin skalares Vielfackes von (1,007 ist, mit
wachsendem Abstand von der ersten Koordinatenachse zunimmt. Wendet man all diss auf das Einheits-

quadrat, das ja als Grundfliche des Fundamentalpolyeders aufiritt, an, so erkennt man, dafl die fragliche
Matnx hier eine Scherung bewizkt:

Das urspranglicke Dreieck ABC wird abgebildet auf ADC und licgt folglich unter ATVC', das urspringli-

che Dreieck BCD wird sbgebildet auf DCE und lisgt danr nach Zurdckverschicben ins Ausgangquadras
unter B'AD.

Allgemein wird das Fundamentalguadrat durch ¢in MeSL{2,2} in ¢in Vicreck verwandelt, dessen Anteile
(=Schnittgebilde mit dem Quedratgitter) entsprechend im Fundamentalquadrat zusammengefdgt werden
missen, um dic geometnische Bedeutung der Identifikation gemaB f zu liefern. Dabei ist entscheidend
dad S1(2,7) das ganzzahlige Gitter Z x Z in sich abbildet. '
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Fs ist an dieser Stelie vielleicht nitzlick, Poincaré’s Konstruktion mit medernen Vor-
stellungen zu verkniipfen. Denkt man sich die Identifikationen gemab f; und T, ansgefiahrt,
g0 erhilt man als Resultat einen von zwei Tor begrenrten Schalenraum. Diese Tori sind
natiirtlick homgomorph, weshalb man f als einen Homfomorphismus des Torus in sich
auffassen darf. Die allgemeinere Idee, die hinter dieser Vorgehensweise steckt, 146t sich so
beschreiben: Ist F eine geschlossene Fliche und h: F — F ein Automorphismus, so bilde
man F x 1 und gehe gemib der Vorschnft (x,0) ~ (h(x),1) zum Quotientenrawn, der ge-
suchten geschlossenen 3-Mannigfaltigkeit, dber. Man erhilt so ein Biindel ttber S! it
Faser F (vgl. Hemnpel 1976, 1Z1); bei Poincaré ist konkret F der Torus und h orientierungs-
erhaltend. Einen interessanten Spezialfall stellt die in Beispiel 4 verwendete Abbildung f3
dar, da diese ein periodischer Hom&omorphismus des Torus ist ((f3)¢ = id). Die Torusban-
del Gber Si, die aus periodischen Automorphismen hervorgehen, lassen sich vollstindig
aufzihlen (vgl. Hempel 1976, 122; Hempels M ist Poincare’s viertes Beispiel).

s besteht im {brigen ein enger Zusarmenhang zwischen der oben geschilderten Klasse
von Biindeln und den gefaserten Riumen nach Seifert (vgl. Hempel 1976, 120-125 und 5.2
unten); speziell die Torusbiinde] stehen in Beziehung zu den geschiossenen orientierbaren
3-Mannigfaltigkeiten mit auflasbarer Fundamentalgruppe {vgl. Evans-Moser 1972). Insge-
samt darf man also festhalten, daB Poincaré eine auch heute noch interessante Klasse von
Beispielen eingefithri hat, die allerdings bis vor kurzem véllig in Vergessenheit geraten
war. In neuester Zeit hat K. Sarkaria diese genauer untersucht; vergleiche Sarkaria 1996.

Bemerkenswert ist im brigen, daB Poincaré keinerlei Anstrengungen unternimmt, zu
zeigen, daB sein sechstes Beispiel immer cine Mannigfaltigkeit liefert.

Der bei Poincaré nachfolgende Paragraph enthilt die Definition der Fundamental-
gruppe?3 , die auch hier wieder (wie schon 1892 - siche oben) im Sinne einer Monodro-
miegruppe geschicht 34 Wichtig ist, daB Poincaré an dieser Stelle das Konzept der (modem
gesprochen) Homotopie von {geschlossenen) Wegen einfithrt®® und damit die Auffassung
der Fundamentalgruppe vorbereitet, die sich spiiter durchsetzen sollte.

im brigen erzcugen gerade G) 11) . und G é) die Gruppe SL(2,2), vgl. Magnus 1974, 108.

& Diese Bezsichnung wird hier (Poincaré V1, 239) crstmals gebraucht. Es liegt nahe, einen Zusammenhang
zum Begrff , Fundamentalbersich™ (domaine fondamental) herzustelier, weicher aus der Theotie der au-
tomorphen Funktioncn bekanat war und den Poincard in der Diskussion seines Beispicls 6 for Dy (siche
oben) gebraucht {Poincaré VI, 238). Bezogen auf dic Einfihrung von Dy schreibt Poincaré:

..L'anslogie aves la théorie des groupes fuchsiens est trop évidente pour quit soit nécessaire dinsister ;...
(Poincare V1, 237)

Schiieht man sich dieser Interpretation an, so gelangt man zu der Auffassung, daB die Urspringe der Fun-
domentalgruppe letzlich in der Theorie der sutomorphen Funktioncn zu finden sind. Eine susfithrlicke
Diskussion dieser Zusammenhange gibt Poincaré im 3. Komplement (Poincaré Vi, 448-459).

8 Allerdings gibt Poiacaré jetzt cine cxplizitere Beschreibung der Fuoktionen F; durch Differentialgleichun-
gen dF; = X,y dxy+ Xg digg + .+ Xy dxg wobei (Xy, .aX,) & V (V cinc Mannigfaltigkeit, nach crster Art
definiert) und X;; gewshnhche differonzicrbare Funktionen von F; und x; darstellen, die bestimmtcn Inte-
geabilitatsbedingungen genlgen in ciner genigend kisinen Umgebung von V (Poincaré VI, 240).

35 Wic wir geschen haben (vgl. 2.2.3) wurde die Homotopic von (geschlossenen) Kurven im Rehmen topo-
logischer Untersuchungen von C. Jordsn 1866 eingefibrt, der auch der Idee der Fundamenialgruppe na-
hekam, ohne sie allerdings explizit zu definicren. Wihread Poinearé dic gruppentheoretischen Arbeiten
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Sei My ein Punit der n-Mannigfaltigksit V, welche nach erster Art definiert sein soll
(My Gbermimmt in etwa die Rolle eines Grundpunktes). Ist M, ein weiterer Punkt anf V, s0
betrachie man den Weg MpBM, (B ein Zwischenpunkt), sowie den umgekehyt orientierten
Weg M;BMy.%6 Setzt man dicse zusammen, so erhilt man sinen ..Stachel”¥? MoBMBM,,
Durchlduft ein Punkt M cinen solchen Stachel, so Andert das Funktionensystem F; seinen
Wert in My (vor und nach Durchiaufen) picht. Dagegen kann cine Anderung eintreten,
went eine |, Schleife” MyBMj durchiaufen wird. Diese 148t sich wie gehabt als Substituti-
on FP —+ E I?)Ausgangsweﬂ des Funktionssystemns F; in M, Fll dessen Endwert daselbst)
auffassen, was es Poincaré erlaubt, von einer Gruppe zu sprechen:

»L'ensemble de toutss Jes substitutions que les fonctions F subiront ainsi, quand le point M décrira
tous les contours fermés que l'on peut tracer sur fn variéte V en partant du point injtial My, formera
évidemment un groupe que jappelle g

{Paincaré VI, 241)

Es folgt nun eine expiizite Beschreibung der Fundamentalgruppe (es wird jetzt also eine
zweite Definition gegeben, deren Aquivalenz zur ersten dann zu zeigen wiire - siche unten)
mit Hilfe von geschiossenen Wegen, wabei Poincaré mit der Nullhomotopie beginnt. Sei
hierzu MoBM, ein geschlossener Weg auf V: ,,Si ce contour fermé se réduit 4 un lacet, je
conviendrai d'écrire MBM, = 0.” (Poincaré VI, 241)87

Die Formulierung ,,sich reduzieren”,®® die wir nasiirtich als ,-homotop sein” lesen, wird
wenige Zeilen spater von Poincaré dahingehend erlinternd, dal M,BM, = 0 dann und nur
dann gelte, wenr der geschlossene Weg MyBM, den vollstindigen Rand eines zweidi-
mensionalen Teiles von V bilde. In dieser Allgemeinheit (nulithomotop genay dann wenn
nuilhomolog) ist dies natirlich falsch (wie auch in Poincaré VI, 241 Anm. 1 vom Heraus-
geber bemerkt). Das einfachste Gegenbeispiel ist der Taillenschnitt q der Brezelfliche (vgl.
auch Poincaré VI, 450f. oder Anmerkung 114 unten sowie Anm. 24 in Kapitel 2).

Dieser Fehler wird spater vom Autor selbst richtiggestellt, indem er darauf hinweist, daB
man modern gesprochen in der Mannigfaltigkeit ein Elementarflichenstick {,,une aire
simplement connexe”, Poincaré VI, 466} in einen Zykel einspannen kénnen muf, um des-
sen Nullhomotopie garantieren zu kénnen. 89

Jordans - wie wir geschen haben - in der Einleitung sciner |, Analysis situs” erwshnt und deren Termino-
logie abernimmt, zitiert er die topologischen Betrachtungen Jordans sn keiner Stelle. .

2 Poincaré [58% in M, einc uncndlich kieine ,,Schleife™ zu, was auf dic Werte des Funktionensystems Fi kei-
nen Einfub haben soll. Ein Punkiweg tritt an dieser Stelle nicht auf Im Obrigen sagt Poincaré nicht, was
cin Weg ist; dies wird als bekannt vorausgesetzt. (etwa im Sinnc von , Kurve™ in einer Mannigfaltigkeit in
Anelogie zur Differentinlgeometric).

¥ Poincaré spricht vor  lacet” (Poincaré VI, 240), was worlich etws Haamadclkurve bedeutet. Er unter-

scheidet dies sorgfaltig von ,.contour fermé” (Poincaré V1, 240), was man mit ,Schleife” Obersctzen

konnte und was heute als geschlossener Weg bezeichnes wird. Die |, Stachel” Bhernehmen, wic wir gleich
schen werden, dic Rolfe der Punki- oder konstanten Wege.

Zu Jordan vgl. man 2.2.3. Eine shaliche Formulicrung wic bei Jordan gibt Poincaré im 3. Komplement:

«Considérons deux cycles K et K’ partant d'un méme point M ct y eboutissant, j'écrirai "Téquivalence,, K

= K' si Yon peut passer de Fun & lautre par déformation continue et sans quitter la vanété envisagée.”

(Poincard VI, 449

An der angegebenen Stelle aus dem 5. Komplement von 1904 geht cs aligemeiner darum, dic Aquivalenz

zweier 1-Zykel im Sinne der Homatopic zu prazisieren. Wortlich heibit es dort:

st
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nswert ist aus moderner Sicht weiter, dali Poincaré nicht ctwa die Homotopie-

klasasamﬁs:rficonsmmsn Weges in My als neutrales Element der Fu.ndamf:malgrgppe withlt,
sondern die eines Stachels (welcher natiirlich homotop zum konstanten Weg ist, weshalb
man awf dem Niveau der Homotopieldassen schlieflich docl% dassclbe R_csu%tat erhilt),
SchiieBlich sei noch angemerkt, dab P__oincaré nie (weder in fhesem woch in @deren _Zu-
sammenhingen) auf dem Niveau der Aquivalenzklassen arbeitet; er rechnet vielmehr im-
mer mit den Agquivalenzen selbst, 0 o

Der nichste Schritt besteht nun darin, die Verkniipfung von Wegen mit gleichem An-
fangs- und Endpunkt einzufilhren: Sind MpAM;, MpBM; und MoCM, drei Wege in v,
die My mit M verbinden, so lassen sich diese paarweise zu _g,eschlossenen Wegen zusam-
menfiigen, die Poincaré foigendermaBen schreibt (M AM, ist der zu MpAM, entgegen-

tzt orientierte Weg):
¥ ; MAM BMg, MgAMCM,, MyBM,CM,
Anschaulicher ausgedriick:: Zwei Wege kann man aneinander hiingen, wean d?r Endpunkt
des ersten gleich dem Anfangspunkt des zweiten ist! Hat man Wege der obigen Art, s0
bilde man nach Poincaré folgende Aquivalenz:

Quand nous éerivons C = C' acus entendons que l¢ poiat initiad et fiz'ml du cycle fermé C est le méme que
i: poirt initial et final de C\ et qu'il existe entre C et C' une aire snm!)lcmcnt connexe dont ja frontidre
compléte est formée par C et C en fmsant varier C dune rna.mf‘:x.'c continuc de la ﬁz?on que lc“ cy‘clc. r:sic
constamment formé d'ine seule courbe fermée et que le point initial et Soal demeure invanable”. (Poincard
E:;.:izrgeiche auch dic Diskussion dieses Problems in Poincaré VI, 450 {. Einer Uberblick zur Entwick-
lung des Homotopiehegriffs bis ctwa 1910 gibt \_’anc%cn Eynde 1992493, B . _“
% Eine Folge hiervor ist, daB ¢r nie die Unabhsngl_g.kcu der vorgenommenen Diefinitionen vor der speziclien
Reprasentantenauswahl zeigt {z.B. bei der Definition _dcr Vcricfmpfung von We_gcn). : o )
9% Diesc etwas allgemeinere Konstruktion - das Ergebnis mub nicht unbedingt ein ;csch ossener W ;g s:;:: -
wird auch von Poincaré selbst verwendet (etwa Poincaré VI, 243). Formal il sich das so schreiben: Aus
M;AM, und M,BM, wird M, AM;BM, gebildet oder M AM, + M;BM; = M, AM;BM;

Mz MZ

A
M2 o © /L
B
'/)A/o B My M
M3
M,

FaBt man Wege medem als stetige Abbi]dungcn_ wi [a,‘b] -V ([‘a,b] cRein abgcsch}oss;nc; n:z;l;ic:;i
Intervall, V cine Mannigfattigkeit, oder allgemeiner, ein topologischer Raum), so c-:rglbt ie :rm gt
Konstruktion das heute so genannte Produkt zweier Wege w2 [a, b} = V l{nd wy! fazby] - mit dis-
junkten Definitionsbereichen oder by = 8, , das nur fitr wy (by) = wy(a;} definiert ist:

{wy - WXt = wilt), tefa,b)] und (w,. : wy Y1) = w,lt). te{a,.by] s Einhoitsin.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit liegt es nahe, die Deﬁnxiaonsbcrcnf:hc der Wege alle auf das Ein eitsin
tervail zu normicren. Das kompliziert die Definition des Produktes insofern, als man umparametrisieren

B:
™ {w; - waXt) = wy(21). 1ef0,1/2] und (wy - wyXty = wy(2t-1), te[1/2,1]
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MoAM,CM, = MyAM BM, + MBM,CM,
Diese berubt natirlich darauf, daB sich die Wege M;BMg und MgBM, auf dem Homoto-
pieniveau ,,wegkiirzen™:
M BM,, + MyBM, = M;BM;BM, = 0

(MBMpBM, ist ein ,,Stachel”; links steht die Zusammensetzung von Wegen, die aller-
dings in ihrer allgemeinen Form bei Poincaré nicht explizit definiert wird.}
Nun macht Poincaré zwei wichtige Bemerkungen {Poincaré V1, 241):

L. MoAM;CMgist zu unterscheiden von MCM,; AM,, (Wege sind orentiert);

2. mzu-;zdazf in einer Summe von Wegen die Reihenfolge der Summanden nicht vertan-

schen.

In Analogic zu den frither eingefiihrten Homologien kann man jetzt Aquivalenzen im
Sinne der Homotopie wie
k]Cl + szz = k3C3 +k4C4

betrachten, wobei die C; geschlossene Wege im Grundpunkt My sein sollen und kG die
[ki|-fache Durchlaufung von Cj (bei negativem Vorzeichen von Ci-T) bedeutet. Dabet ist k; e
Z Man darf soiche Aquivaienzen unter Besiicksichtigung der Reihenfolge der Summanden
addieren; aus 2A = 0 folgt aber nicht notwendig A = 0.3 SchlieBlich gelangt Poincaré zu
einer zweiten Definition der Fundamentalgruppe:

v 11 5t claiz que Fon peut imaginer un groupe G satisfaisant aux conditions suivantes: 1° A chaque
contour fermé MBM, corespondra une substitution § du groupe; 2° La condition necessaire et
suffisante pour que § se reduisc 4 Ia substitution identique, cest que M BM,; =0.3°S8i S ¢t §' comre-
spondent aux contours C et C' et 5: C* = C + C' fa substitution correspondant & C sera SS' Le
groupe G s'appeliera le groupe fondamentale de 1a variété V.

(Poincare VI, 242)

Es ist vom modemnen Standpunkt vielleicht befremdend, da8 Poincaré hier nicht direlt von
der Gruppenstruktur spricht, die man der Menge der Homotopieklassen geschlossener

Fahrt man weiter die Homotopic als Beziehung zwischen Abbildurgen, insbesandere zwischen Wegen,
ein, so liefers die geschilderte Viorgehensweise (auf dem Homotopicniveau ist ja jeder Weg invertricrbar)
das sogenannte Fundamentalgruppoid. Erzwingt man dadurch, daBf man geschlossene Wege zu cinem fe-
sten Grundpunkt betrachtet, dic generclle Zusammensetzbarkeit, so liefest dies die Fundamentslgruppe im
modemen Sinac. Im Gbrigen fassen schon Scifert/Threlfall Wege als Abbildungen auf (Seifert/Threlfall
1934, 149), wobei allerdings das Zicl der Abbildung bei ihnen immer ein Komplex - also ¢in recht spezici-
ler topologischer Raum - ist, Das Fundamentalgruppoid ist eine relativ moderne Errungenschaft; es wurde
1963 von Crowell und Fox beschrichen (CrowelyFox 1963, 15-21) und 1968 von Ronald Brown populir
gemacht (Brown 1968). Der Gruppoidbegnifl selbst findet sich - aflerdings im algebraischen, natOslich
nicht im kategorictheorctischen Koatext - bereits bei H. Brandt 1927 (Brandt 1927) und dann bei Reide
meister 1932, 271,
Die Aufarbeitung der techrischer Prazisicrung des Homotopiebegriffes nach Poincaré bicibt trotz ciniger
Ansditze bei Vanden Eynde 1992/93 weitgehend cin Desiderat (vgl, Henn/Puppe 1990, 683).

92 Deshalb zicht man es heute vor, von Produkiea zu sprechen. Dicsem Brauch werden wir uns im folgenden

weitgehend anschiicBen.

Das woht einfachste Beispiel hierfir liefert cine die Fundamentalgruppe der sezllen projektiven Ebene

eszeugende Homotopicklasse {cines geschlossencn Weges) [w]. For diese gilt (modeen} fw - [w] = 1 aber

[w} # 1. Poincard schreibt das additiv ohne Benutzung von Klassen, Vel etwa Massey 1989, 130 £

Es ist bemerkenswert, daB Poincaré das Phanomen der Torsion im Zusammenhang mit der Homotopie be-

reits 1895 sicht, wahrend cr dies bei der Homologic erst spiter erkannte, Belege fur Torsionsclemente in

der Fundamenialgruppe findet Poincaré selbst in seinen Beispiclen 3, 4 und 5 (siche unten).

b

-
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Wege zu einem festen Grundpunkt geben kann - zumal da er die;c ja schon e_xpl_izjt ent-
wickelt hat. Andererseits sind dic hier erwihnten Substitutionen nicht noiwendig jene, die
bei der ersten Definition der Fundamentaigruppe aufpetreten sind. Fo_lglich mgB man sie
als eine Art von Hilfskonstruktion, die inhaltlich vollkommen un.tx:su.nunt bleibt, auffas-
sen, welche der Verfasser an dieser Stelle benﬁu'g.t, weil er noch mchl.ﬂber den abstrakten
Gruppenbegriff verfigt, das heiBt, weil ¢s fir 1hx_1 nur Gmppcq g}bL_. deren Elgmente
Substitutionen sind (vgl. auch Scholz 1980, 313), Diese Imerprezgucn wird durch die Al_;_s-
drucksweise “sich vorstellen” (s'imaginer) gestiitzt, die bekanntlich schon R D.FSCHIIES. im
Zusammenhang mit den komplexen Wurzel einer Gleichung verwandte, um cine gewisse
ontologische Abstufung rum Ausdruck zu bringen '(Dc_scartgs 19?;1, g1y, N

Damit licgt natirlich die Frage auf der Hand, wie sich d:t_: beiden Dcﬁm‘uonc‘n der Fun-~
damentalgruppe zueinander verhalten. Poincaré’s Antwort h;e}'auf lautt?.t': Die beiden Grup-
pen g {erste Definition mit Hilfe der Funktionen) und ‘G (zweite D_eﬁmuo::‘ durch Homoto-
pie von Wegen) lassen sich immer homomorph a_ufcmgmdcr gbblldcn. Dieser Homomor-
phismus kann ein Isomorphisrnus sein; er ist nur ein Ep1morph§mus von G auf g, wenn es
einen nicht-nullthomotopen Weg MpBM, gibt, der das Funktionensystem zu seinen ur-

ingli tGekfihrt.
W?nggzlrl:cguwsaemnmeznzfgg zwischen g und G einer Mannigfal[iglfcit V42.u stu_diere_n, emp-
fiehlt es sich mit der universellen Uberlagerung V von V zu arbeiten® Das im Sl_nm: gler
ersier Definition dzr Fundamentalgruppe gegebene Funktionensystem (Fp,...,Fp) 188t sich
darn hochheben zu einem Fusktonensystem o

... %)

auf V, wobei die einzelnen Funktionen einwertig - also Funlfu'onen tm eigentlichen Sinn -
sein u:erden_ Da die Uberlagerung universell sein soll, sind‘ die Funda:mentalgmppx_a (V) -
im moderner Sinn, weicher hier mit dem zweiten Poincaré'schen gleich gesetzt v\.nrd_- und
die Deckiransfermationsgruppe D von V isomorph. Weiter eqmprechep die Suhsgztuuonen,
die das Funkticnssystem (Fy,...,F) durch geschiossene Wege in V erleidet, vermoge Hoch-
hebung Substitutionen im Funktionensystem

(5. 5).
die duzch die Decktransformationen in der Faser
{07 (%00}

des Anfangs - gleich Endpunktes der geschlossenen Wege in V induziert werden.
Die Abbildungen F und ¥ induzieren Homomorphismen F,:m(V,xy) > g bezichungs-

weise F, D — g wie folgt:

oo (EOONY & o [Fish) )}
Ew])= [F(W(l)))’ B [ch(xb

i ; i * i d semi-lokal cinfach-zusammeahingend

# Jst X ein topologischer Raum, der wegweise, lokal wegweise un k nd

st so cxis:ii?t dessen universelle Uberlagerung (Schubert 1971, 229). Wir unterstellen also, daB Poin
caré's Mannigfsltigheiten dicse Eigenschaften besitzen.
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wobei xg €{q ™ (xg)} ein beliebiger, aber dann festzuhaitender Punkt und ¢ € D sein soll.
. . FC.N o - N

Weiter bezeichne (F(...)] die ,,Substitutionen”, die das erste Werte-p-tupel in das rweite

iberfithrt.

Eme Schwie:ig,keit hierbei besteht darin, dab F, fir Homotopicklassen von Wegen de-
ﬁruerF ist. Zu_ zeigen ist somit, daB zwei homotope geschlossene Wege unter F, dieselbe
Substitution liefern. Dies kann man durch Hochheben fosen, da auf der Stufe der :miversel-
len szrlagerung der Hometopicklasse eines geschlossenen Weges in der Basis eine und
nur eine Decktransformation entspricht.

Wann sind F, und F, Isomorphismen? i i
g sind Fo und Mommgr[;; st Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir

Angenommen wir haben E, (fw]} = F.([v]} mit [w] = [v]. Das bedeutet dic Gleichheit

der Substitutionen
- [ Fw(0) F(u(0
(FW(DJImd(FWUQ’

ggﬁé;{z}r;ulhrerseﬂs dquivalent ist zz der Gleichungen F(w(0)) = F(w(0)) und Fow(l)) =
Wahrend erstere stets als erfiillt betrachtet werden kann, bedeutet letztere, daB die Werte
von F nach Durchlaufen der Wege w und v ibereinstimmen, ohne daB dics’c Wege homo-
top wii.req. Das aber heiBt, dab das Funktionensystem F im Punkte Xo (= w{0) = v(0) = w(1)
= vlgl)) nicht g;}:i}gend verschiedene Werte annimsnt, um die unterschiedlichen Homoto-
pieklassen geschlossener Wege zum Grund i i
e Betingons Bt g maomes Ingorplﬁc on E?unm Xg zu trennen. Wir erhalten somit folgen-
F mub in xp mindestens so viele verschiedene Werte annehmen, wie es Homotopieklas-
sen von geschlossenen Wegen zum Grundpusnkt x4 gibt,
[Dabei kann df':r Fall abzihlbar unendlich vieler Homotopieklassen durchaus aufireten ]
Analog ergibt sich far die Epimorphie sine gleichlautende Bedingung mit , héchﬁem”
a_nstel[e von ,,mindestens”. Hebt man das Problem in die universelle fIbcrlagen;-lg hoch, so
liefern analoge Uberlegungen die Bedingung fur Injektivitit

Efdu b)) = R(euxh))
wcltlaei dy b‘ezichungswgise dy die zu [w] und [v] gehSrigen Transformationen in
{q7 (%)} sein sollen. Gilt [w] = [v], so auch dyy, * dy,. Soll E, cin Monomorphismus sein,

mub folglich F(du(x§)) = F(du(x))) gelten. Dies kann man beispielswei i
e saanore s v pielsweise durch die Forde-

_ Fitg™ (xo)}

injektiv sein soll,

) Ins'gcsamt bestitigen also unsere Uberlegungen in gewisser Hinsicht die Ergebnisse Po-
incar¢'’s: Man erhill cinen Isomorphismus rwischen der Fundamentalgrupps von V -
aufgefalt im Sinne der zweiten Definition als Menge von Homotopieklassen geschlossener
We:g_e - u‘nd der ,, Substitutionengruppe™ - also der Fundamentalgruppe im Sinne der De-
finition eins -, vorausgesetzt, man findet ein Funktionensystem, das ar der Stelle xg genii-
gend verschiedene Werle annehmen kann (ndmiich genau so viele, wie es Homotopieklas-
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sen geschlossener Wege gibt). Die Existenz eines solchen Systems und die Frage, wie man
es gegebenenfalls findet, bleibt bei Poincaré offen®

Der nachfolgende Paragraph 13 ist der Berechnung von Fundamentalgruppen gewidmet.
Dabei geht Poincaré davon aus, dab Fundamentalgruppen stets (modern gesprochen) end-
lich erzeugt sind,® wobei die Erzeugenden durch Relationen miteinander verkniipfi sein
kinnen. Auch hier unterscheidet er streng zwischen geschlossenen Wegen
C;,C;.C3undC, (alle zum selben Grundpunkt) und Substitutionen. Gilt zwischen
C,,C;,C; und C4 die Aquivalenz k;C; +k,C) +k;C3 +kyCy 20, 50 bedeutet dies, dab die
zugehorigen Substitutionen

ski skz gks yng ske
als Hintereinanderausfilhrung
Sho_ogl

die identische Substitution darstellen.?” Diejenipen geschlossenen Wege, deren Homoto-
piekiassen die Erzeugenden der Fundamentalgruppe - dic ja Substitutionen sind - liefern,
heifien bei Poincaré ,geschlossene Fundamentalwege”, % deren Aquivalenzen sind die
. Fundamemtaldquivalenzen” ® Nun gilt: ,,Les équivalences fondamentales nous font dong
connaitre la forme du groupe G.” (Poincaré VI, 243)

Wie wir im weiteren sehen werden, ist die Darstellung einer Gruppe vermége Erzen-
gende und Relationen - die im wesentlichen auf W. Dyck (1882) zuriickgeht (vgl. Chandler
- Magnus 1982, 5-10), in Ansitzen im Falle der Fundamentalgruppe aber auch schon bei
Jordan 1866a und im Falle von Fuchsschen Gruppen 1881 bei Poincaré (Poincaré 11, 108-
168} zu finden ist - nicht so unproblematisch, wie Poincaré's Auferung vielleicht sugge-
fiert: Zwar wird eine Gruppe auf diese Art und Weise eindeutig festgelegt, es ist aber ia.

95 Nach unseren Uberfegungen ist ¢s nahelicgend, das Problem fur die Abbiidung F zu 16sen und dann mit
dessen Hilfe dic mehrwertige Abbildung F zu konstruieren {als Werte fiir F in %y nehme man alle Werte
von F in {q(%)]} . Eine dic Punkic in {q'{%;)} trennende Funktion anzugeben, ist nicht schwicng, wenn
man davon susgeht, daB sich ¥ in cinen gecigneten R® cinbetten 1a8t: Dann nchme man for F einfach die
Koordinaten der Punkte in {q(%)}. Allerdings mud dies ja nach Poincaré zu cinem System F von resll-
analytischen Funktionen fihren, was erhebliche Zusatzilberiegungen fordest. Letzlich braucht man somit
Einbettungssitze fir Mannigfaitigkeiten, welche fir differenziecbare Mannigfattigkeiten van H. Whitney
(Whitney 1936) und - unter Beriicksichtigung der Bedingung recll-analytisch - vor H. Grauert (Grauert
1958) bewicsen worden sind {vgl. auch Koch/Puppe 1968,95).

% Far Maanigfaltigkeiten ist das jn der Tat der Fall.

7 Fir dic geschlossenen Wege sicht die modeme Schreibweise so aus:

chichr.chch =
Poincaré kehrt im @brigen die Reihenfolge der Substitutionen im Produkt um. Im foigenden schreiben filr
die Relationen (Relatoren) zwischen den Erzeugenden der Fundamentalgruppe gelegentlich auch so:
k k. k ¥
Ci : .Clz 'C33 'C4‘
% contours fermés fondamentaux™ (Poincasé V1, 242). Jordsn sprach von ,contours &émentaires” (vgl.

22.3)
% _ &quivalences fondamentaux” (Poincaré Vi, 243)

e
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nicht moglich, algorithmisch herauszufinden, ob zwei vorgelegte Darstellungen dieselbe
Gruppe definjeren,100
AnschlieBend erfdutert Poincaré, wie man aus den Identifikationsschemata d
€, W es Paragra-
pheq 10 Fundams‘m_aiwege und Aquivalenzen gewinnen kann. Um dis Darstellung n%::-;t
unnétig zu ko_mphzxeren, waollen wir im folgenden in modemer Weise die Wegeldassen
selbst - und nicht mehr die Substitutionen - als Elemente der Fundamentalgruppe auffas-
sen.
Es sei also ein Polyeder P nebst Identifikationsvorschriften gegebe i i
Es J n, das die Mannigfal-
tigkeit V hefem‘snil. Man wihle im Innern von P den Grundpunkt M. Welche gcsclfos-
sene Wege zu diesem Grundpunkt kann es in der aus P hervorgehenden Mannigfaltigkeit
V geben?
-'Emmal g}’bt es geschiossene Wege zu My, die ganz im Innern von P verlanfen. Diese
sind offensichtlich auch in V alle nullhomotop.
- Man kann aber auch von.Mo zu einem Punkt N laufen, der zu einer Seitenfliche von P
geh‘ort. Dann suche man eine Fische, die mit der fraglichen zu identifizieren ist, 1! ynd
darin df_zn Punki N, der_ zu N gehért, Kehrt man nun durchs Innere von P von N' nach
Mg zuriick, so hat man in V einen geschlosseren Weg durchlanfen.

(fges;h]ossener Weg im Falle des Torus T3 die Seitenflichen sind paarweise zu iden-
tifizieren - vgl. Beispiel 1 von Poincaré)

i
1
;
o
N
NN
H
W S
rd
e
’

Nun bj:hauptet P'oincaré: 1 Y awra dong autant de contours fondamentaux que de paires de
faces.” (Poincaré Vi, 243) Hierbei macht er stiflschweigend davon Gebrauch, dab es nor

160 Das st das_ sogenannte Wc.m;?roblcm. Auf seiner Unlssbarkeit im aligemeinen beruht die von A4 Markov
1?58 gezeigle Unlésh.arkcx'! (im Sinnc cines Algorithmus) des Hodomorphicproblems bei vier- und mehe-
c]l(nmt.:ns;onalcn Mannigfaltigkeiten. Einc ausfihrliche Diskussion hiervon findet man in Stillwell 1993

apite} 9. '

10 Man.b?‘mcr‘kt. dab Poincaré hier unterstellt, dal dic Mannigfaltigkeit V geschlossen ist (denn sonst gibt es
., freie " Seitenfiichen, weshalb die Vorgehensweise zu modifizieren ist).
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auf die Homotopieklassen, nicht aber auf die Wege selbst ankommt. Ein geschlossener,
nicht-nulthomotoper Weg in V liegt ja auch dann vor, wenn man vor N' zu einem Punkt
N" in einer Seitenfiiche {ibergeht, von diesem zu seinem Pendant N™ und so weiter,
SchlieBlich kehrt man nach My zurick.

N N

— N
N‘\MD N N Mo
N

Derartige geschlossene Wege kann man aber so homotop abindern, dal man ein Produkt
von Wegen der einfacheren Art erhilt (siehe Skizze). 102

Wie nun findet man die Relationen zwischen den Fundamentalwegen? Zu diesem Zweck
mub man die Kantenzykel heranziehen. Ist eine Kante Durchschnitt der Flachen Fj und Fj,
so schreibt Poincaré diese als F;Fj. Man beginne mit einer Kante F1F,". Es sei Fy' eine Sei-
te, die mit F, identifiziert werde, und FoF)' die FiF,, entsprechende Kante. Weiter sei Fo'
die Seite, die mit Fy dquivalent ist, und F3'F3 die FoF) entsprechende Kante. So fahre man
fort, bis man zu F;F' zurickkommt. Bezeichnet man nun geschlossene Wege der Form
MgN; + N;'Mp mit C; (N; ist ein Purkt auf einer Kante ir der Seitenfliche F;, Ny der zu die-
sem konjugierte in F;3, so liefert die obige Uberlegung die Fundamentaliquivalenz
(Relaticn):

G +Cy+. +C,, =0 103

(Cy-Cy-..-Cy™ 1 in moderner Schreibweise, wobei die C; aber Wegeklassen sind)

Der Zusammenhang zur eindimensionalen Homologie ergibt sich - dies teilt Poincaré
ohne jede weitere Begriindung mit (Poincaré VI, 243) - indem man in den’ Fundamen-
taldquivalenzen abelsch rechnet, !04

192 Das Gesngte gilt natirlick nue im Falle, dab V aus cinem Polyeder durch Ideatifikation hervorgeht. Dic
allgemeine Situation bei 3-Mannigfaltigkeiten ist - wic wir schen werden - ganz erheblich komplizierter.

103 Der Grund hierfur ist, dab diese Wege cin zweidimensionsles Elementarflachenstick berander.
Dies wird deutlicher, wenns man den Grundpunkt M, abweichend von Poincaré in cine Ecke des Polyeders
legt, da dann dic Hilfswege M N und NM, entfsllen. Die Relationen entsprechen dann Kanten, die unter
Bercksichtigung der Identifizicrungen Seitenflichen beranden (vgl. Stillwell 1993, 136 f - dessen Be-
haupturgen Gber dic Aussagen Poincaré's allerdings moderne Interpretationen sind).

104 Modern heift das, daf gilt Hy(V) = 5, {V¥{m (V)7 (V)] wobei [n;(V).%,(V)] die Kommentatorunter-

gruppe ist.
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DO

(Fundamentaldquivalenz beim 3-Torus: C)+C3~C;-C,=0. Die Mitglieder des
entsprechenden Kantenzykels sind dich ausgezogen.)

Dahinter diirfte die von uns schon weiter ober bemerkte Einsicht gestanden haben, dab ein
nullhomotoper geschlossener Weg ,,erst recht” nullhomolog ist, wobei es bei den Homolo-
gien - von Poincaré als formale Summen aufgefadt - nicht auf die Reihenfolge der Sum-
manden - von einer solchen zu sprechen, hat in dem fraglichen Kontext eigentlich gar kei-
nen Sinn - ankommt. 103

Auf diescm Hintergrund ist Poincaré nun in der Lage, die Fundamentalgruppen sowie
die Betti-Zahlen seiner Beispicle zu berechnen.

Beispiel 1: Die auszufithrenden Identifikationen - die den Torus T3 liefern - Jauten hier:
(Cy) ABDC = ABD'C
(Cy) ABB'A' = CDD'C
(C3) ACC'A' = BDD'B'
Dies wird von Poincaré folgenderma8en erldutert:Diese besagen, dab alle drei Erzeugenden
der Fundamentalgruppe miteinander kommutieren und dab diese folglich abelsch ist. In
moderner Schreibweise lautet das Ergebrus:

103 Nimmt man Poincaré's Homologicbegniff sber sensu stricto, so wiire zu zeigen, dab ein nullhomotoper
geschiossener Weg stets cine 2-Untermannigfaltigkeit - und nicht bloB ein gewdhnliches Fifichenstiick -
volilstandig berandet. Dios ist aber unproblematisch, da man ja sogar cin Elementarflichenstick in dem
fraglichen Weg cinspanncn kann., Wesentlich problematischer ist hingegen die watere (stillschweigerde)
Annahme, dad dis beteiligten geschlossenen Wege cindimensionale geschiossene Untermanaigfaltigheiten
scien, wie das ja Poincaré's Homologie (= Bordanz-)begriff eigentlich erfordent ist. Hier scheint er doch
sehr groBzigig gewesen zu sein {oder sich die Wege sehr ,, zahin * vorgesteilt haben).
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(T =H (T =Z20Z262Z
Die Betti-Zahlen im Sinne Poincaré's sind demnachi06 : B; = 4, B = 4.

Beispiel 3: (Das zweite Beispiel wird Gbergangen, weil es keine Mannigfaltigkeit licfert.)
Die Kantenzykel mit den zugehdrigen Identifikationen lauten hier'®7

< cy! <
AB =B'D' = C'C = AB
c, ¢ <y
AA'=C'D' = DB = AAS
C; <, o
AC =DD' = B'A' = AC
G Gy <z
CD = A'C' = B'B = (D%
Die entsprechenden Relationen sehen 0 aus:
GGG =1
Ce'ct =1
CGIC =1
C1C3C2 =1

Diese lasser sich umformen 2u den Relationen
¢ =1,c0c5% =1und CJC3% =1

(bei Poincaré: 4C; =0 baw.2C; =20, =2GC;). _ )

Anschaulich bedeutet das, daB der Weg C; selbst zwar nicht nullhomotop ist, wc_Jhi aber
sein vierfaches Produkt mit sich selbst. Folglich tritt hier das Phinomen der Torsion auf.
Rechnet man dagegen in den Relationen kommutativ, so ergibt sich, daB alie drei C; ho-
molog abhingig sind.'0® Foiglich gilt 1 = ! und damit nach dem Dualititssatz fi; = L.

Da im vorliegenden Fall die drei Erzeugenden der Fundamentalgruppe von endlicher
Ordnung sind, kann man diese explizit angeben. Man findet:

185 Hier verwendet Poincaré stilischweigend den Dualitatssatz.

167 C, beziche sich im folgenden auf die Fische ABDC, Oy auf ABE'A' und Gy auf ACC'A' (solange vom
Wirfe! ausgegangen wird). o )

102 Bei der Einfuhrung dicses Beispicles verwendet Poincaré hicr cinen anderen Kantenzykei nfimlich CD =
BB'= A'C' (vgl. auch Poincaré Vi, 352), o ) )

109 Ap dieser Stelle beginnt Poincaré bemerkeaswerterweise zwischen Aquivalenzen bezlglich H?mompsc
und beziglich Homologic such notationell zu unterscheiden. Beziighich der ersteren schreibt er jetzt 2.B.
4C, = 0, beziglich der letzteren C; ~ G. . . )
Poincaré benutzt an dieser Stelie das, was er spater in der Auscinandersetzung mit P. Hecgard ..r[omo!qg;c
mit Division,. nennen wird {Potncaré Vi, 363), das heifit, er schlielit aus 4C, ~ Olauf Cc, ~'0 (aber nicht
vor 4C; = 0 auf €, = 0). im zweiten Komplement stelit er dana mit Bilfe der Inzidenzmatcizen fest, daﬂ
die Mannigfaltigkeit aus Beispicl 3 in der Dimension 1 zwei Torsionskeeflizieaten vom Wert 2 besitzl.
(Poincaré VI, 333). ) ) ] ) ) ) )
Modern susgedrick? gilt somit H(V) = 2, Z, (da V oricntierbar ist, gibt es in der Dimension 2 keine
Torsient).
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(V) = {I.Cl-Cz,Ca,Cf,Ci’.Ci,c%}

Die solcherart beschriebene Gruppe 148t sich geometrisch deuten durch Transformationen
des R# , welche den Hyperwiirfel [-1,1] = [-1,}] x [-1,1} x [-1,1] in sich abbilden. Diese
Transformationen sind:

(%,¥,2,) = (-¥,%,—1,2)  entspricht G
= (-1,~2,¥,x} enispricht
= (z,-t,-Xx,%) entspricht G
b (—X,~y,—2z,~t) entspricht Q2

= (y,-X,1,—-2) entspricht q3
b3 (1,2,-y,~x)  entspricht G°

= {-z, 1%, -y) entspricht Q3

sowie die Identitdt (x,y,z,1)+> (X,y,z,1). Diese Gruppe nenn: Poincaré die L hyper-
kubische Gruppe”.

Das geschilderte Beispiel} 19 macht bereits deutlich, worauf Poincaré seibst auch explizit
hinweist (Poincaré VI, 257), dal die Verhiltnisse bei geschlossenen orientiesharen 3-
Marnigfaltigkeiten anders liegen als bei ihren zweidimensionalen Entsprechungen. Bei
den ersteren treten némlich endliche, aber nicht-zyklische Fundamentalgruppen auf, bej
letzteren nicht. Anders gesagt ergeben sich bei geschlossenen orentierbaren 3-Manni gfal-
tigkeiten mehr Gruppen als Fundamentalgruppen als im zweidimensionalen Fali.

Insbesondere ist die 2-Sphire die einzige zusammenhingende orientierbare geschlosse-
ne Flache mit endlicher - sprich: trivialer - Fundamentalgruppe, eine Auszeichnung, wel-
che ihrem dreidimensionalen Analogon nicht mehr zukommt (was schon der Quaternio-
nenraum, wie man spiter Poincaré’s drittes Beispiel aus naheliegender Griinden genannt
hat, beweist), Man bemerkt, daB hier beretis Poincaré’s berithmte Vermutung anklingt.

Die bekannie Tatsache, daB sich die Quaternionengruppe als Deckabbildungsgruppe des
4-Wiirfels interpretieren 14Bt, deutet darauf hin, dab der Quaternionenraum in einer Bezie-
hung zur 53 stehen sollte. Dies wurde in der Tat von W. Threlfall und H. Seifert 1931
nachgewiesen: Der Quanternicnenraum 4Bt sich als Fundamentalbereich einer Unter-
gruppe der Bewegung der 83 gewinnen (vgl. 5.2).

Beispiel 4: In diesem Beispiel gibt es drei Kantenzykel und folglich drei Relationen fiir die
drei Erzeugenden C,,C,,C; der Fundamentalgruppe {vgl.Poincaré VI, 245):111

H0 Stellt man die Gruppentafeln aul so crkennt man, dafl 7,(V) und dic , hyperkubische Gruppe” {,,groupe
hypercubique™; Poincaré V1, 245) beide isomorph zur Quatemionengruppe Q, also zu ciner nicht-abel-
schen Untergruppe von GL(2, C), sind. Das erklan insbesondere die geometdische Bedeutung der hyper-
kubischen Gruppe als Drchungen, die den vierdimensionalen reetlen Wirfel {oder den zweidimensionalen
komplexen) in sich gherfihren.
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C, GC3iCy! =t
Gy &7 =1
c3'ricsie =1
. Voici ce que J'entends par la notation (C)) ARDC = ARDC.
3t veux dire que la face ABDC est conjugée de AB'D'C' et que o désignant un point de ABDC et o
un point de ABTC, le contour fondamental Mau +a'My est désigné par Cp.”
(Poincaré V1, 244)
Die von Poincaré angegebenen Fundmentaliquivalenzen (= Relaz_icmen zwischt_:a den Er-
zeugenden der Fundamentalgruppe) findet man am einfachsten, indem man die Kanten-
zykel sowie die entsprechenden Identifikationen (die ehenfalls als C; geschricben werden)
notiert:
Sy < ey c”
AC =BD =B'D' = A'C' = AC
G < ¢ cy
AA'=CC'=DD' = BB' = AA'
< = <, o
AB =CD=C'D'= A'B' = AB
Man beachte, dah die Tdentifikationen einen , Richtungssinn” aufweisen: Cy idcnti.ﬁz.ier?
Vorder- und Hinterfliche, Cp-1 Hinter- und Vorderfliche. Abweichend von Poincaré

schreiben wir die Fundamentalrelationen: multiplikativ.) ]
Man erhilt so die drei Relationen (in moderner Schreibweise):

C GGGy =1
GG, G5 Gyl =1
C3-C -C3H- Gt =1

o . 0y fOny o ...
Bezeichnet man wic itblich die Matnzen (}){D . [0 _-J . (l o und (-i 0) mit g, & | und k, 3o gelten

zanschen (V) und Q folgende Zuordnungen:
. . .3
J=e. € =i, C= i Gy b, CF = -0, O =i P -5, &5 = -k
Macht mar Q sbelsch, so erhalt man eine Kleinsche Vierergruppe, in Ubercinstimmung mit den beiden
Torsionskoeflizienten 2, dic Poincaré spiiter ermitich. . ‘
11 Di¢ entsprechenden Kantenzykel weichen teilweisc von ger urspringlich angegebenen Form ab; sie lauten:
-
AA'=s CC'= DD' = BB = AA’
- -1
C; G &y G
AC=BD=DC = BA s AC
g -1 -1
g C5 €
CD=AB=BD = A'C =CD
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Aus djescp ergibt sécl_l, dal es {im Falle der , Homologie mit Division™) einen homolog
unabhingigen Zykel gibt; folglich gilt (Dualitiitssaty vorausgesetzt):

BI = Bz =72112
Eine epriziFere Charakterisierung der Fundamentalgruppe wird bei Poincaré nicht gege-
ben, es scheint auch schwierig zu sein, eine einfache zu finden. Eine allgemeine Darstel-
lung liefert aber Beispiel 6, weil 4 hiervon ein Spezialfall ist.

Beispiel 5: Im Unterschied zu den vorangegangenca Beispieten ergibt sich diese Mannig-
faltigkeit - die, wig wir bereits erkannt haben, homodmorph dem reellen projektiven Raum
P3R ist - durch Identifikationen aus dem Okiaeder. Entsprechend den sechs Kantenzyklen
erhilt man die sechs Relationen
_ oXor o ol N ot oX o N o o N N orLIng |
H.Jeraus erkennt man, dab alle Erzeugenden aquivalent sind und daB es nur eine michtiri-
viale Relation, sagen wir C;2= I, gibt. Folglich handelt es sich bei @ (V) um eine Gruppe
mit einer Erzeugenden Cp und der Relation C)2 = 1, also ist m(V)y=Z,. Die erste Betti-
gahlﬁist slomit 113, aufgrund des Dualititssatzes (P3R. ist orientierbar) ist dann auch
1= Pz =1

Beispiel 6: I_)iese:s ging wieder vom Wirfel aus, wurde allerdings mit Hilfe von Abbil-
dun_gen definjert (nimlich - modern ausgedriickt - als Unterlagerung des R).. Die von den
drei definierenden Transformationen

(xy,2) = {x+Ly,2)

(¥, (xy+1,2) ((#8) e sLea

(%,¥.2) = (o + By, yx+8y,z+ 1)
erzeugie Unlcrgru_ppc der affinen Gruppe des R3 wird von Poincaré mit {@,B,v,.8) be-
zeichnet. (Um_ Mibverstindnisse zu vermeiden, werden wir diese als Do, B,v,3) oder
kurz gls D natieren; die zugehérige Matnix werde mit M bezeichnet).

_Pmncarc beginnt dic Diskussion des sechsten Beispiels mit der folgenden konsequenzen-

reichen Bemerkung, fiir die er allerdings keinen Beweis gibt:

wLe groupe G [das ist dic Fundamentalgruppe im Siane der zweiten Definition] est évidemment ho-
lomorphe au groupe (o, B.y.5)."

{Poiacaré V1, 246)

Modern formuliert heiBt das, dal die Gruppe der Deckiransformationen der unjversellen

Uberlagerung einer Mannigfaltigkeit isomorph zur Fundamentalgruppe eben dieser Man-
nigfaltigkeit ist.114

H2 Im zwcilcn. Komplement (Poincaré VI, 253) stellt sich heraus, daB auch hier in der Dimension 1 ein Torsi-
onskoollizient vorhanden ist. Deshalb gilt H,(V) = 26 Zy aber Hy(V) = Z {V ist orienticrbart).
13 Das folgt natielich aueh dirckt aus 2C, ~ 0 (das ist dic abelsch gemachte Fundamertaliquivalenz

2 . .
_C, = {0, welche der Relation C,2 = 0 entspricht), wean man . Homolgic mit Division™ verweadet. Es
15t Hy(V) = 2, und Hy(V)= {0)

14 Wie bereits angemerkt (vgl. Anmerkung 71), ist dicser Zusammenhang Poinceré im Faile algebraischer
Kurven geliufig gewesen. ln der Arbeit von 1895 beruf cr sich auf die Theore der autemorphen
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Funktionen, wo an die Stelie der Gruppe der Decktransformationsn die Fuchssche Gruppe izt {vgl.
Poincaré V1, 231 und Poincars VI, 450). '
Im fanften Komplernent findet sich eine Stelle, an der Poincasé explirit auf dic Klassifikation der Flachen
zu sprechen kommt. Dies geschicht im Rahmen der automorphen Funktionen: Er betrachiet nlimiick das
Fundamentalpolygon ¢iner automorphen Funktion {in seines Diktion ist dies eine komplexe Fuaktion, dic
unter den ., Substitutionen  einer ,, Fuchsschen Gruppe " invaniant bleibt) mit 2p Kanten. Weiter heibt es
hierzu aligemein:

L& groups fondamental est alors le groupe fuchsica lui-méme; groupe dénvé des 2p substitutions carre-
spondant aux 2p cycles fondamentaux C;; dans le cas of la forme F étant séduite, La lot de conjugaison des
c5tés du polygone fuchsien est celle que j'ai dite plus haul, on a entre les 2p cycles une seule équivalence
qui s'éerit

0= e «C-C+C+C -C-C+C +Cg = Cs-Cyte.

Cetic équivalence suflit pour définir le groupe fondamentaie”, (Poincaré V], 450)

{Eine fast gleich gleichlautende Stelle gibt ¢s such schon 1895 (Poincaré Y1, 247): ,,Ce groupe fuchsico ne
sers, Gailieurs, évidemment sutre chose que le groupe fondamental g relatif 4 Ia surface R considérds
comme une varétd 4 deux dimensions.” Es ist aber zu beachten, da g bier dic Fundamentalgruppe im
Sinne der ersten Definition bezeichnaet, also gerade nicht die in unserem modernen Sinn, Disses g tatt wm
5. Kompiementi nicht mehr auft]

Diese Stelle ist aus mebreren Grinden interessant:

1. Poincaré identifiziest hier die Fundamentaigruppe der fraglichen Fliche mit der Deckiransformations-
gruppe ihrer universellen Uberlagerung. Hicrze ist es natdrlich zuerst sinmal erforderlich, diese beiden
Gruppen klar zu unterscheiden. Auf diesem Hintergrund liegt es nshe, Poincard's est” als ist isomarph”
zu fesen (vgl. Diendonné 1989, 296 - einc andere Auffassung vertritt Scholz 1920, 314).

2. Vom Ergebnis her kling? die obige Stelle so, nls habe Poincaré dos Klassifkationsproblem im Falle ge-
schlossencr ofientierbarer Flacken gel0st, dabei das Ergebnis Jordans (vgl. 2.2.3) wicderentdeckt und in
die Sprache der kombinatorischen Gruppentheoric @bertragen. Dies ist aber keineswegs der Fall, ds Poin-
caré nicht von cinem allgemeinen Flichenbegrifl ausgebt, sondern von einer speziellen Erzeugungsart.
Man héchsters behaupten, daB er die geschlossenen Riemannschen Fidichen klassifiziert habe.

3. Im Anschlub an dic oben wicdergegebenen Uberlegungen erkernt Poincert, dal fr p = 1 alle nullho-
mologen Zykel nutlhomotop sind {p = 1 ergibt den Torus, fir den bekanatlich die erste Homologiegruppe
mit der Fundamentalgruppe gbereinstimmt}, dad dies aber fir p 2 2 rucht mehr o sein mub:

,.On peut chercher & former un cycle [sur une surface; K.V.] qui soit homologue & zéro sans Etre équiva-
lent & zéro. On voit d'abord qu'il ne peut y en avoir si p = 1, car alors 'équivalence que je viens d'éorire
devient

C+Cy =G +C

et signific que deux cycies quelconques sont permutebles (au point de vue de Iéquivalence). On sait
Jailleurs qus, dans ce cas, les fonctions fuchsicnaes se réduisent aux fonciions clliptiques, le groupe fuch-
sien 4 toutes ses substitutions permutables.

$i p> 1, supposons que la loi de conjugaison des cStds soit celic gue nous avoas dite plus haut, clest-d~
dire 1 avec 3, 2 avec 4 ¢tc. Soient 0 ct 1 les deux sommets du edté 1; soient 1 et 2 ceux de cbté 2, eto.:
soicnt enfin 4p-1 ¢t 4p = G, ceux du 816 4p. Joignens les sommets © et 4 par unc ligne restant & Yintérieur
du polygone. Cette ligne répresentera un cycle qus sera équivalent &

C;+C-C +C,

1 sera donc homelogue & zéro; mais il ne sera pas équivalent 4 zéro.” (Poincaré Vi, 430 f)

Fir p = 2 crhilt man die Brezel(lache; der fragliche nicht-nulibomotope aber nullhomeloge Zykel ist dann
gerade der Taillenschnitt (vgl. dic Abbildungen bei Seifert.Threifall 1934, 51).

Einc systematische Theoris der Uberlagerungen vom topologischen Standpunkt sus findet sich erst nach
Vorbereitungen bei Hopf 1926, Reidemeister 1923 urd Scifert 1932 sowic bet Scifert-Threlfall 1934, 8.
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Bezeichnet man wie gehabt mit Cy, C; und Cj die drei Erzeugenden der Fundamental-
gruppe, die den drei vorgegebenen Decktransformationen entsprechen, so erhilt man fol-
gende Relationen

CCCTMC! =1

CiC5C7 ¢! =1

GG Pt =1

wobel @,8,7,8 die Koeffizienten der Matrix M sind }15

Wie gehabt ergeben sich hieraws durch kommutatives Rechnen die fundamentalen Ho-
mologien, wabei die erste Relation natéirlich verschwindet. Die beiden anderen werden zu:

{e-DC;+4C, ~0
SCI +(5— I)Cz it O

Sind die beiden Homologien linear unabhingig, so reduziert sich die Anzahl der homo-
iog unabhingigen 1-Zykel um 2, folglich ist dann By = 2 und damit - wie iihlich unterstellt
Poincaré den Dualititssatz - auch ;= 2.

Sind dagegen dic beiden Homologien linear abhingig, so muB ihre Determinante ver-
schwinden. Hieraus folgt (ad-By) + (1-0~8) = 0 = 0 und damit wegen (a5-fy) = 1: a+8 = 1,

Nun lassen sich zwei Fille unterscheiden: Entweder die beiden Homologien verschwinden

beide identisch. Darn mub « =8 =1 undy = = 0 sein, was w1 den Betti-Zahlen B = fa=
4 fuhrt. 16 Oder aber wenigstens eine Homologie enthilt einen Koeffizienten ungleich
Null. Dann reduziert sich die Anzahl der homolog unabhingigen Zykel um 1, weshalb B1
= P2 = 3 gilt. Zusammengefabt erhalten wir folgendes Ergebnis:

4 M Einheitsmatrix
B1(V(w,B,7.873=13 o +5 = 2aber M ungleich Einheitsmatrix
1 sonst

Die weiteren Bemiihungen Poincaré's gelten nun der Frage, ob rwei dieser Mannigfaltig-
keiten V{o,B.y.8) und V{a*,B'.y',8") identische Betti-Zahi bei verschiedener Fundamen-
talgruppe besitzen kénnen. Das geschieht natiirtich mit Blick auf das Klassifikationspro~
blem: Kann diese Frage nimiich mit ja beantwortet werden, so ist damit gezeigt, dal im
Falle geschlossener (orientierbarer) 3-Mannigfaltigkeiten die Betti-Zahlen nicht ausrei-
chen, um nichi-homéomorphe Mannigfaltigkeiten zu unterscheiden. 117

Kapitel, cine ausfihriiche Behandlung der Oberlagerungstheorie dreidimensionaler kombinatorischer
Manrigfaltigkeiten gab K. Reidemeister in Reidemeister 1928 - vgl. auch Dicudonné 1989, 296 - 300: cine
Darstellung der zweidimensionalen Theorie unter Eiaschluf der verzweigten Uberlagerungen bistzt Rei-
demeistsr 1932, 4. und 7. Kapitel,

15 Die Rechnungen von oben Bberlragen sich direkt von den dort betrachteten Decktransformationen suf dic
enisprechenden geschiossenen Wege. Nur die Reihenfolge der |, Faktoren™ findert sich, weil wir Wege wie
Oblich in der Abfolge v-w schreiben, wenn w an v angehiingt wisd.

' In dicsem Falle ist M dic Eirheitsmatrix und dic deittc Deckiransformation reduziert sich auf (X v 2
3% y. z+ 1}, weshalb man den Torus TP aus Beispiel | erhal,

17 Hier wird also der Unterschied zum zweidimensionalen Fall manifest, wo ja dic erste Betti-Zahl zur Klas-
silikation der geschiossenen Flachen genigt.
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Die Fundamentalgruppe erlaubt es vielmehr, gewisse 3-Mannigfaltigkeiten mit iiberein-
stimmenden Betti-Zahlen als nicht dquvalert vom topologischen Standpunkt nachzuwei-
sen. Um diese Fragestellung zu bewiltigen sind vor allem gruppentheoretische Probleme
zu losen, geht es doch im wesentlichen darum, nicht-isomorphe Fundamentalgruppen zu
finden. Dies ist der Inhalt des Paragraphen 14. Dessen Uberschrift |, Bedingungen fiir Ho-
maomorphie” ist insofern irrefithrend, als es hier - wenn iiberhaupt wn Homdomorphie -
dans um Nicht-Homéomorphic geht. Genauer gesagt kbirt Poincaré auf der Basis des
sechsten Beispiels (wir Ghernehumen die dort eingefiihrte Bezeichnungsweisen) die Frage,
welche Bedingung notwendig und hinreichend dafir sind, dab zwei von verschiedenen zu
den Matrizen M ynd M' gehérigen Deckiransformationent 13

Cyi(x,y, 2) b (ax+ Py, yx +3y,z2+1)
und Gt vz} {a'x+fy. y'x+8'y, 24 1)

zusammen mit Cp und Cy erzeugien Decktransformationsgruppen D(a,B,v,8) = D bezie-
hungsweise D'(a,f,v,8) = D' isomorph sind.11°

Nach einer mehrere Seiten langen, techt uniibersichtlichen Rechnungi2® gelangt er zu
folgendem Ergebnis (Poincaré VI, 255):

D=D'e> M und M' sind konjugierte Elemente in SL(2, Z).123

Folglich gibt es ebenso viele verschiedene Deckiransformationsgruppen wie es Konjuga-
tionsklassen in SL(2, Z} gibt. Da andererseits die Deckiransformationsgruppen isomorph
den Fundamentaigruppen der entsprechenden 3-Mannigfaltigkeiten sind, erhalten wir
hieraus sofort eine Aussage ther die Anzahl uaterschiedlicher Fundamentalgruppen und

113 Wie Poincaré ausdricklich bemerkt (Poincaré VI, 249), unierscheidet er nicht notationell zwischen den
abstrakten Substitutionen, dic definitionsgemiil dic Elemente der Fundamentaligruppe bilden, und den ent-
sprechenden Wegekiassen bzw. Decktransformationen - ¢in Zeichen dafBr, wie unwichtiy letztlich diese
Hilfskonstrultion fir Poincaré war.

119 Wir haben s hicr also in ¢inem Speziglfall mit dem [somorphicproblem fir endlich reprasenticrie Gruppen
zu tun, welches 1911 unter gewissen einschrinkenden Bedingungen von Max Dehn gelGst wurde (Dehn
19t1 - vgi. Chandler-Magaus 1982, 16 und 20). im allgemcinen Falle ist dieses Problem chenso algo-
rithmisch uniosbar wie das Worlprabiem (vgl. Stillwell 1993, 2971).

120 Da diese in den Rahmen des kombinatorischen Gruppentheorie gehort und deshalb bier nur am Rande
interessiert, verzichie ich auf eine ausfitheliche Darstellung dersclben.

i7l Dieses Ergebnis Dberrascht nicht in Anbetracht dessen, was in Asmerkung 18 ausgefibrt wurde, Im

gbrigen braucht Poincaré eigentlich nur die Notwendigkeit dicser Bedingung, da er im [olgenden aus der
Nicht-Konjugiertheit auf dic Nichi-Isomorphie schiieBt.
In moderner Sprache 140t sich Poincaré's Ergebnis so formulieren: Dis Ideatifikation der beiden den Scha-
lenrsum berandenden Tori vermoge zweier Homdomorphismen £ und £, definiert jeweils durch cine Ma-
trix aus SL(2,7) fohst zu nicht-homdomorphen Mannigfaltigkciten, wenn die entsprechenden Matrizen in
verschiedenen Konjugationsklassen von SL(2,7) hegen. Da Poincart nur Matrizen mit Determinante |
zuladt, sind die entstchenden Mannigfaltigkeiten stcts orienticebar. Dic volle Abbildungsklassengrupps des
Torus umfaBt auch ganzzahlige Matrizen mit Determinante -1, folglich kann man dann 2uch nichtworen-
tierbare Mannigfaltigiciten bekommen. Beispicie findet man bei Hempel 1976, 122 {dort 3 und 4).
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damit nicht-hombomorpher Mannigfaltigkeiten vom Typ des sechsten Beispiels, Um die
aben formulierte Frage konkret zu kiiren, beweist Poincars v.a. das folgende Resultat:

l1h 15
Zwei Elemente (0 J und ( ] sind dann und nur dann konjugiert, wean k= £’ gilt.

ook G2} (-

Somit licfern bereits die Scherungen

unendlich viele nicht-isomorphe Fundamentalgruppen und damit nichi-hom8omarphe
Mannigfaltigkeiten. Da diese Mannigfaltigkeiten aber alle erste (und damit nach dem
Dualititssatz zweite) Betti-Zahlen besitzen, die gleich 3 sind, gibt es Mannigfaltigkeiten
mit ibereinstimmenden Betti-Zahlen aber nicht-isomorphen Fundamentalgruppen,122

Somit ist gezeigt, daB die Fundamentalgruppe cine stirkere Invariante ist als dic Betti-
Zahlen:

«Pour que deux variétés fermées soient homéomorphes, it ne suffit donc pas gu'elles aient mémes
rombres de Betti.”

{Poincars VL 257)

Im Anschlub an dicses mit groBem Aufwand erhaltene Ergebnis weist Poincaré noch
darauf hin, dab man dieses auch einfacher hitte haben kénnen: Betrachtet man nimlich die
Beispiele 3 und $ sowie die Hypersphiite x{ +x3 +x% +xZ = 1, so hat man drej Mannigfal-
tigkeiten, deren erste Betti-Zahlen (und - da orientierbar ~ anch deren rweite) gleich 1 ist,
wiihrend die entsprechenden Fundamentalgruppen zwar samtlich endlich, aber dennoch
nicht isomorph sind. Es muB aber beachtet werden, dab sich diese drei Beispiele schon bei
Betrachtung der Torsionskoeffizienten voneinander unterscheiden - von denen aber 1895

122 Poincaré formulicrt das Ergebnis allgemeiner far belicbige Matrizen aus SL(2,Z). Dit Tatsache, daB} es
tatsichlich verschicdene Konjugationsklassen gibt - auch in dem Fall, daB es sich nickt um die Scherungen
handelt, die im Text diskutiert wurden « wird vor ihm els selbstverstandlich erachtet. Er gibt allerdings an
ciner Stelle {Poincaré VI, 255) den Hinweis, dab dic Matrizen ciner Konjugationsklasse slle die giciche
Spur (medern gesprochen) besitzen mossen, woraus durch Kontroposition das Gewlinschte folgt, wenn
man sich zusitzhich Oberlegt, dafl die Spuren ven Matcizen sus SL(2, Z) unendlich vicle Werte annehmen
konnen.

Merkwilrdigerweise zcigt Poincaré keineswegs direkt (durch cinfaches Nachrechnen), daB die Matrizen

G Do )

in SL{2, Z) dann und nur dann konjugicrt sind, wenn h = + I’ gilt Viclmehr beweist er, daB die
zugehGngen Gruppen nur dann isomorph sind, wenn diese Bedingung gift (Poincaré VI, 255f). K. 8.
Sarkaria hat in Sackaria 1996 darauf hingewicsea, dal man dic Konjugation in GL{2,2) betrachten muB
und dafd man neben den fraglichen Matrizen such deren Inverse cinbezichen mulb. Sein Ergebnis lautet:
Zwei Marnigfaltigheiten V(e B,7,8) und V{c,8'7.8) sind genau dana homsomorph, wenn dic Matrx

v 3

(? g} in GL(2.Z) konjugicrt ist zu ((;. g,) oder zu dessen Inversem.

Es sei zum Abschiub noch crwihnt, dal D{a.B.v.5) torsionsfreie, polyzyklische Gruppen mit der Hirsch-
Zahkl 3 sind (vgl. Strebel 1976, {11-19). Maher untersucht werden dic zu solches Gruppen (als
Fundamentalgruppen) gehérigen 3-Mannigfaltigkeiten in Evans-Moser 1972,
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noch nicht die Rede ist -, wihrend dies bei den Mannigfaltigkeiten des sechsten Beispiels
nicht der Fall ist.

Anknilpfend an diess Betrachtungen Gber die Hypersphiire. das dritte und das finfie Bej-
spiel bemerkt Paincaré, dabB hierbei ein wichtiger Unterschied zwischen geschlossenen 2-
Mannigfaltigkeiten und ihren dreidimensionalen Entsprechungen deutlich werde: Wihrend
bei ersteren die Fundamentalgruppe nur im Falle der Sphire endlich ist (und dann sogar
tivial), gibt es - wie gezeigt - verschiedens 3-Mannigfaitigkeiter mit endlicher nicht
trivialer Fundamentalgruppe. Die Behauptung Poincaré's beziiglich der 2-Mannigfaltigkei-
ten ist natiirlich nur dann richtig, wenn man sich auf den arentierbaren Fall beschriinkt.
Diese Restriktion ergibt sich bei Poincaré gewissermaBen automatisch, weil er im vorlie-
genden Kontext nur solche Mannigfaltigkeiten betrachtet, die sich aus den Fundamentalbe-
reichen automorpher Funktionen durch Randidentifikationen ergeben 123
Der Paragraph 14 schliebt mit drei hochinteressanten Fragen:

..1°. Etant donné un groupe G défini par un certain nombre d'équivalences fondamentales, peut-il
donner naissancs & unc variété fermée 3 8 dimensions?
2°, Comment deit-on s'y prendre pour former catte vanéts?
3°. Deux vari¢iés d'vn méme nombre de dimensions, qui ont méme graupe G, sont-clics toujours
homéomarphes7”

{Poincaré V1, 258)

Die Probleme } und 2 sprechen somit die Umkehrung desser an, was Poincaré bislang in
seiner Arbeit gemacht hat: Nun geht es nicht mehr darum, welche Fundamenialgruppe eine
vorgegebene Mannigfaltigkeit besitzt, sondern darum, zu einer vorgegebenen Gruppe mit
endlicher Prisentierung!?* eine Mannigfaltigkeit zu konstruieren, deren Fundamental-
gruppe gerade die vorgegebene Gruppe ist. Das deutet ir die Richtung der Poly-eder, die
Poincaré im ersten und zweiten Komplement nochmals ausfilthriich behandeln wird.

Das Problem, eine vorgegebene endlich prasentierte Gruppe als Fundamentalgruppe ei-
nes zweidimensienalen simplizialen Komplexes zu realisieren, wurde spiter bei 0. Vebien
geldst: ,,An important though obvious consequence of the last sections is that any discrete
group with a finite number of generators is the furdamental group of a two-dimensional
complex.” (Veblen 1931, 145).12% Damit ist nattirlich nioch nicht das Problem fiir Mannig-

133 Es crstaunt dennoch, daf Poincaré 1895 nic daran denkt, den Begriff der 2-Mannigfaltigkeit hnlich
aligemein zu fassen wic den der 3- urd der belicbig-dimensionalen Mannigfzltigkeit (im Sinne der zweiten
Definition, sieche oben}. Obwohl er das Phanomen der Nichtorientierbarkeit bei Flichen durchsus kannte -
wic das Zitat des Mabius-Bandes zeigt -, scheint er nicht das Bednrinis empfunden zu heben, dieses in
cine allgemeine Theore einzubaucn. Im 5. Komplement dagegen behandelt Poincaré Orientierbarkeit bei
Flachen explizit als Voraussetzung (Poiacaré VI, 452).

124 Poincaré spricht nur von cndiich vielen Relationen; es scheint mir aber nsheliegend, dal er damit
stillschweigend such eadlich vicle Erzeugende gemeint hat. Gruppea mit unendlich viclen Erzeugenden
kommen bei thm explizit nicht vor; implizit schon, insofern ctwa nichtkompakte Fizchen aufirsten, doren
Fundamentalgruppe ja unendlich vicle Erzeugende haben konnten (vgl. Masscy 1989, 143).

15 Wie dic weitcren Ausfohrungen Veblens zeigen, soll die fragliche Gruppe auch nur cndlich wiele
Relationen aufweisen. Das zitierte Ergebnis von Vebien liegt in der Entwicklungslinie der Verwendung
von Graphen in der kombinatorischen Gruppentheorie {vgl. Chandler-Magnus 1982, Chap. 1.5), wic sic
vor allem bei M. Dehn zu finden ist (Dehn 1910, Dehn 1911). Insofem ist es durchaus moglich, daf
Veblens Resulta: schon froher bekannt war.
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faltigkeiten erledigt. Das Verdienst, den Weg, wie man eine endlich priisentierte Gruppe
als Fundamentalgruppe einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit realisieren kann, ange-
geben zu haben, koramt H. Seifert und W, Threlfall zu (Seifert - Threlfali 1934, 180 Auf-
gabe 3).176 Die hierbei verwendete Methode ist heute als Chirurgie bekannt; sic beruht
darauf, daB man aus einer vierdimensionaien Mannigfaltigkeit eine Tubenumgebung einer
einfach geschlossenen Kurve ausbohrt und statidessen ein Exempiar EZ x§2 geeignet ein-
fiigt. Man kann nun zeigen, dab dieses Verfahren gerade darauf hinausliuft, in die Funda-
mentaigruppe der Ausgangsmanniglaltigkeit eine zusitzliche Relation - bei Beibehalteng
der Erzeugenden - einzufthren. Also beginne man mit der zusammenhdngenden Summe
von n Exemplaren §* x s - die zugehorige Fundamentalgruppe ist dann frei mit & Erzeu-
genden - und realisiere die gewiinschien endlich vielen Relationen in der dargelegten Ast
und Weise (vgl Massey 1989, 143f). Die geschilderte Idee geht im wesentlichen auf M.
Dehn zuriick {vgl. unten 4.3). Aus der Tatsache, daB sich jede endlich prisentierte Gruppe
als Fundamentalgruppe einer 4-Mannigfaltigkeit realisieren 1401, folgt im Gbrigen - wie A.
A. Markov 1958 gezeigt hat -, dab das Klassiftkationsproblem fiir kompakte orientierbare
triangulierbare 4-Mannigfaltigkeiten nicht algorithrusch lésbar ist, was letztlich an der
algorithmischen Unldsbarkeit des Isomorphieproblems fiir die entsprechenden Gruppen
liegt (vgl. Stiliwell 1993, 298-306). Diese Idee 146t sich alerdings nicht auf 3-Mannigfal-
tigkeiten iibertragen, da sich hier die Dinge schwieriger gestalfen, insofern bei 3-Mannig-
faltigkeiten nicht alle endlich prisentierten Gruppen als Fundamentalgruppen realisiert
werden kénnen (vgl, Stallings 1962).

Die Frage nach der geometrischen Realisierung von Gruppen als Fundamentzigruppen
ist eng verwandt mit jener nach dem Aufbau von Mannigfaltighkeiten aus , einfacheren”™ Be-
standteilen. Die heute als zweckmiBig akzeptierte Antwort stellen wohl die auf JH.C,
Whitehead zurtickgehenden CW-Komplexe dar (vgl. Dieck 1990, Kap. 11D, die ihrerseits
zu einer Realisierungstheorie von Homotopiegruppen in Gestalt der Eilenberg-McLane-
Riume fithren (vgl. Dieudonné 1989, 366-369). Wir miissen uns an dieser Stefle mit diesen
summarischen Andeutungen begniigen, die aber hoffentlich deuilich gemacht haben, daB
Poincaré mit seinen ersten beiden Fragen eine &ullerst wichtigen Zusammenhang ange-
sprochen hat.

Die Manpigfaltigkeiten des 6. Beispieles gehfren zu den Schalenrfumen. Diesc Be-
zeichnung wurde 1931 von H. Seifert eingefihrt, der auch ausdriicklich auf Poincaré ver-
wies (Seifert 1931, 29). Dieser Terminus rechtfertigt sich aus der Tatsache, daB nach Aus-
fiihrung der ldentifikationen in x- und y- Richtung ein von zwel Torl berandeter Raum
entstcht. Aus diesern macht die fehiende dritte Identifikation dann cine geschlossene 3-
Mannigfaltigkeit (vgl. auch 5.2).

Die dritte Frage schiieBlich betriflt das Homdomorphieproblem und kann als Vorliufer
der Poincaréd-Vermutung angesehen werden. Als Motiv steht sicher die gerade gewonnene
Einsicht hinter ihr, daB die Fundamentalgruppe eine stirkere Invariante als die Betti-Zah-
len ist. Andererseits ist sie aber in der hier formulierten Allgemeinheit gewiB unhaltbar,
wie schon dic beiden Mannigfaltigkeiien $* und §2xs? zeigen, die beide im modernen
Sinn einrfach-zusammenhéngend sind - das heit, sie haben triviale Fundamentatgruppen -,

126 Allerdings wird auch hier nicht mit Mannigfaltigkeiten sondemn mit Komplexen gearbeilet, cinc
Ubertragung ist aber méglich.
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die aber sicher nichi homdcmorph sind.127 Allerdirgs ist zu bedenken, dab dieses uns ein-
fach erscheinende Gegenbeispicl 1895 keineswegs einfach gewesen sein kénnte, da eine
systematische Betrachtung von Produkien erst 1908 durch Steinitz (vgl 4.2) vorgelegt
wurde, der auch das fragliche Gegenbeispiel (in allgemeinerer Form allerdings) angab. Die
Zusammenhinge zwischen den Invaranten eines Produktes und denen seiner Fakioren
kiarte erstmals systematisch H. Kiinneth in den 1920er Jahren. Andererseits war Poincaré
einer der ersten, der in Gestalt seines achiten Beispiels {(siche unten) eine Produktstruktur
betrachtete, Nach den vorangehenden Betrachtungen wire die obige Frage eingeschrinki
auf den dreidimensionalen Fali durchaus plausibel, weshalb man hier eine voreilige Ver-
allgerneinerung seitens Poincaré's am Werke wahnen kann. Wie wir gesehen haben, arbei-
tete Poincaré bisher fast ausschlieblich mit 3-Mannigfaltigkeiten; das soll sich erst im
nachfolgenden Paragraphen 15 dndern.

Dieser Paragraph beginnt mit einer weiteren Definitionsmaglichkeit filr Mannigfaltig-
keiten, die - so Poincaré - zwischen den Definitionea | und 2 eine Mittelstellung einnimmt.
I wesentlichen geht es dabei darum, dafl in den definierendea Gleichungen und Unglei-
chungen sowie in dep Kartenabbildungen zusitzliche Parameter aufireten darfen. Letzteres
fithrt ihn dann zu der Idee eines (in moderner Ausdrucksweise) homogenea oder Orbit-
raumes (vgl. auch 2.5) und damit zu einer weiteren Méglichkeit, neue Beispiele fiir Man-
nigfaltigkeiten zu konstruieren. Hierzu geht er im Sinne von Definition 2 des Mannigfal-
tigkeitsbegriffes von einer fokalen Parametrisierung

Xp=08{¥ .- ¥p)

¥n =93(Y11---,Yp)
aus, wobei die Parameter y; durch Gleichungen @y (¥],...¥p) =0 miteinander verknipft

sein soller:. Anders gesagt sollen also die Parameter einer Nullstellmenge im RP_ entstam-
men!?® | weiche ihrerseits als eine Untermannigfaltigheit W des Rp aufgefabt wird. Folg-
lich erhalt man einen Zusammenhang zwischen der durch x; =8;(yy,....¥p) {i = 1,...0]

definierten Mannigfaltigkeit V (deren Dimension gleich p - rist, wenn 1 dje_ Anzahl der
Gleichungen (pu(yi ..... yp) =0 angibt) und der Manmigfaltigkeit W:

R? RrR"
A S
Wy V

(yiv'“v Yp) acd (el(}’l’---va)v"ven (YE'-"YP }]

177 EBine adiiquats n-dimensionale Fassung von Frage dret ist dic verallgemeinterie Poincnré-Ve:mumn‘g, d‘ic
man ctwa so formulieren kann: st jede cinfach-zusammenhingende n-gimensionsle Mannigfaltigkeit,
deren Homologicgruppen die der n-Sphire sind, tatsichlich der n-Sphare hom&omorph (sir‘:hc 7.
Ausblick). Aber selbst diese Formulicrung, dic man noch etwas abschwichen konnte, ist lange nicht so
aligemein wic digjenige Poineard's. ) .

128 In Definition 2 wurden die 8 als recli-analytische Funktionen vorausgesetet, wovon hicer keine Rede mehr
ist, Dort wurds auch der Wertebercich der Parameter durch Ungleichuagen beschrinkt.
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Nun betrachtet Poincaré die Operation einer Gruppe G auf W, die so gesizltet sein soll, das
sich die Werte der Funktionen 6; nicht 4ndern, wenn ¥15e.,¥p) i £(¥1,....¥p) Ubergeht fiir
g eG. Ist dies der Fall. so werden alle Punkic von W, die zur Bahn eines Punktesl2®
(¥1....¥p) unter einem geG gehéren, auf denselben Punkt von V abgebilde:. Poincaré
schrinkt sich nun auf den Fall ein, daB ginem Punkt van V immer nur eine Bahn in W ent-
spricht, daB also W/ G — V injektiv ist,

Ist W gegeben sowie eine auf W operierende Gruppe G,12° so kann eine derartige Man-
niglaltigkeit V als {modern gesprochen) Orbitraum W/G bekommen. Dies behauptet Poin-
caré (Poincaré V1, 260), ohne es allerdings im einzelnen zu begrinden oder auch nur vor-
zumachen. Ist W erientierbar und die Funktionaldeterminante der Gruppenelemente stets
positiv - operiert also G otienticrungserhaltend auf W -, so ist auch V orientierbar,

Diese Ausfithrungen werden anhand eines weiteren Beispiels, bei dem es im wesentlichen

um die reelle projektive Ebene geht, erliutert: Ist ylz +y22 +y32 =1 die Gleichung von §2
als Teilraum von R3, so bemerkt man, daB S2 unter der Antipodalabbildung o: R3 —+ R3 |
welche (v3,2,¥3) in (-y1,-y2,y3) dberfithrt, in sich abgebiidet wird. Folglich operient!3! G =
{id. o} auf §%; der Orbitraum $2/G ist bekanntlich die resile projektive Ebene PR (vgl.

etwa Dieck 1990, S. 2f), eine Tatsache, weiche Poincaré nicht erwihnt, Stattdessen be-
trachtet er die Veronese-Abbildung

RI->R6

(xy.2h (%, y2 2% yz 5z, xy)
um festzysteilen, daB sich deren Werte nicht dndern, wenn man von (x,y,z) zu a{xy,z)
tibergeht. Beschrankt man sich dariiber hinaus auf §% o R?, so erhiilt man nach Ubergang
zu PR = $%/G ecine Einbettung von PR in R® (tatstichlich erhit man sogar eine Einbet-
tung von PR in KR, webei PR ganz in einer §4 zu liegen kommt; vgl. Dieck 1990, 60.
Das Bild von ¥R unter der Einbettung wird als Veronese-Fhicke!32 bezeichret).

12% Poincaré spricht von cinem Punkisystem (..5ystéme de points™: Poincaré VI, 259).

3¢ Uber G werden bei Poincaré keine Voraussetzungen gemacht; es sollic aber nattirlich so sein, dafi die
Operation von G zumindest stetig und eigentlich diskontinuieslich ist. Wie sich gieich zeigt, geht Poincart
davon aus, daB es sich um differenzierbare Abbildungen handelt. Die Frage, wann ein aus einer C%.
Mannigfaitigkeit entstehender homogener Raum wieder C™° ist, wird bei Dieck 1991, 40 behandelt,

14 Dic Tatsache, doB Id in G aufgenommen werden mub, wird bei Poincaré nicht erwihnt {Poincasd VI,
250). Das wesentliche Merkmat einer Gruppe ist such noch bei Poincard deren Abgeschlossenheit unter
der Verknopfung; alle andercn Eigenschaften sind fir ihn von untergeordneter Bedeutung und werden oft
stillschweigend Obergangen.

132 Die Veronese-Flache wurde 1868 von A Cayley eingefihst und dann 1884 von Veranese bearbeitet {vgl.
Blaschke 1954, 99); kurze Zeit spiter (1885) wurde sic voa C. Segre emeut untersucht {vgl. Scgre 1921).
Die Punkte der Veronese-Flache V stehen in cindeutiger Bezichung zur Menge aller Kegelschnitte der
Ebene, P3R und V sind birational aquivalent.
Es erstaunt vielleicht, dahB Poincaré die Ergebnisse Veroneses und Segres kannte. Man darf sber nicht
vergessen, daB er sich zumindest zeitweise intensiv mit algebraischer Geometric beschaftigt hat - vgl.

hierzu den ersten Teil von Poincaré VI - und daB dic Grenzzichungen zwischen den einzeinea Gebieten
seinerzeit noch vage waren.
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Poincaré behauptet nun, dab die Vercnese-Fliche eine gf:schiossene Mapzﬁgfgllig_kest sel
(das wird nicht weiter begriindet), die nicht orienterbar ist. I.:ctzteres wn‘fi rmtllg-’l;lfe der
Funktionaldeterminante der Antipodalabbildung (in Polarkoordinaten ) bewiesen, !>

Es gibt ansonsten keine weiteren Ansfilrungen zu diesem sicbten Beispiel,
insbesondere versucht Poincaré nicht, seine Betti-Zahien oder seine Fu?damen_zaigmppc_m
berechnen {wie er das bei den anderen Beispielen getan hat). Soput dirfie seine Fux\_kugn
darin gelegen haben, die Konstruktion von Orbit'réium'erx L erliutern sowie ¢in Bj:lspng
einer geschlossenen nicht-orientierbaren 2—Manmgfaiu.gkcn (da§ ersif m}’omcares Al
handlung!) zu liefern. Insofern kann es auch als Beweis von Poincaré’s fritherer Behaup-
tung, dab seine zweite Definition des Mannigfamgkt?ltsbcgnﬁ”a allgememer_ ais_scme erste
sei (Poincaré VI, 201), dienen, da Mannigfaltigkeiten erster Axt stets orientiesbar sind

i d 5}
@OXIBC&I;O\;;; )Sicht ersizunt, dal Poincaré keine Btzzis:hurzg?r zwischen seinem sechsten
und seinem siebten Beispiel formuliert hat - spielen doch ip beiden Fillen Uberlagenmge_rx
und operierende Gruppen eine wichtige Rolle. Hitte er d.;ese Parallele _genut(zt,_wiire die
Bestimmung der Invaranten von PR einfach pewesen.! 4_Wm Poincaré diesen Zu-
sammenhang nicht gesehen hat, entzieht sich unserer Kenntnis: Vietleicht hat thn die doch
vecht unterschiedliche Einkleidung (dort geometrisch, hier analytisch) seiner !?e:spxele
daran gehindert, vielleicht war er auch zu stark an der Veronese-Flache interessiert, was
P,R in den Hintergrund treten lieB, vielleicht war ihm der Zusammenhang auch klar, und
i nicht formuliert. ) -

“ }];2;;13_1:&1}[11:0‘:11 zu besprechende achte Beispicl ist insofern besonders instruktiv, als Po-
incaré in seinem Falle mit rein intwitiven Milteln und Argumenten _versucht_, d_le In_vangn-
ten zu bestimmen, Ahnlich wie schon sein Vorga.nger‘ fallt auch dieszs Beispiel z1cmhf:h
aus der Reihe: Es fiigt sich weder in die bisher gesc}ulderter_l Weisen fier Erzes{gu_ng ein,
noch hat es eine Klare geometrische Bedeutung (im Unterschied zum siebten Beispiel, das
aus der algebraischen Geometrie wohibekannt war.).

Ausgangspunkte sind zwei Hypersphiren ,

T

2
#f+zd+ v =1

und deren kartesisches Produkt'3® W =5%71x §971im R*®. Dieses ist eine (2q-2)-dimen-
sionale Untermannigfaltigkeit des 1?9 Nun betrachte man dic folgendermafen definjerte
Abbildung:

133 Poincaré's Argumentation bezieht sich genay genommen suf W = P; R und nicht auf_cl.ic _Vcroncsc—Flschc
V. Anders gesagt wird unterstelit, daB avs der Nichtorientierbarkeit der crsh:Arcn.dlcjcmg_c der Ic‘tztcrcn
foigt. Spater (Poincaré VL, 3690} gibt cr ein weiteres Argument fur dic Nichtorientierbatkeit, das sich auf
die entsprechende Inzidenzmatnx statzt. ) o )

124 Dl: ;I: ciifnch-zusammcnhungcnd ist, mubB die Decktransformationsgruppe, die hier nicht anderes als G ist,

it 7, {P4R) bis auf isomorphic Gbereinstimmen: x; (PoR) =Z,.

i35 ;:incjaiézspdchl hier charakteristischerweise nicht von Produk‘{ - Pfroduku: von Komplexen wu.rdr,n
erstmals von E. Steinitz 1908 betrachtet (vgl. 4.2} - sonderm faft dic bcu_icn Koordmalcn.-q-tupci zo einem
Koordinaten-2q-tupct zusammen (vgl. Poincaré VI, 261). Zur Geschichte des kartesischen Produktes
vergleiche man auch Dicudonné 1989, 55.
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Ist ((yl,...,yq),(z[,...,zq)) e W, 5o bilde man die Ausdriicke Yi+%, y;-z (fir jeweils i =
L.@und yizp +y.z (firik=1,.q miti=k). Davon gibl es n= ag+3) Stiick. 136
3 .

Folgtich kann man
X| =Yy 21, Xg T Yg +Zg,
Xq+l = },izl»"ﬂxlq :Yq7q1
X2q+41 Y123 +¥22..,
i FY¥q-129 + ¥l
setzen und erhilt so eine Abbildung
R 5 W84 R"
und damit!?” eine Mannigfaltigkeit V = o(W).
Da in den Komponenten ausschlieBlich Monome in den Koordina
0 Kom ten y; und z; auftre-
ten, bleiben die Bilder unverandert, wenn man alle v. und z- miteinand y
ders gesagt: Die Abbildung « ist auf i A e vertauseht. An-
(8%t xgatyy
waobel A die Diagonale sein soll, eine zweiblittrige Uberla
ol gerung, da (y,z) und auf
der_xs_elbcn_Punkl von 'V abgebildet werden, Im Sinne der erweiterten Mamﬁgfaltjg{l?:iisde-
ﬁmuo_n, du:, dc:} Pz_xragraphen 15 eingeleitet hat, wird o(W) = Vals (2q - 2} <dimensionale
Mannigfaitigheit (im R) aufgefaBt. ?38 Diese wird nun im weiteren untersucht, wobei es
konkret umn folgende Fragen geht:
1.} Ist V geschlossen?13?
2.) Ist V orientierbar?140
3.) Welche Betti-Zahlen hat V7

Nach einigen Awusfihrungen, die uns hier weniger interessieren, kommt Poincaré zu fol-
genden Ergebnissen:

136 Namii afe-1y _ g’ -q . .
Namiich q+q+-—2—_ 2q +--—2—— Stitck, Vermutlich war dic soglsich zu definierende Abbildung

Poincaré sus der alpebraischen Geomelrie bekannt, Es ist mir allerdin i i
_ der algel rie . gs micht geiungen, exakt diese
?bbzl]dung_z]u :dcn‘l;ﬁzmrc:;]- was natirlich in Anbetracht der ungeheuren Fofle konkreter Ergebnisse, dic

amals crzielt wurden, nicht erstauntich ist. Particll stimm: £ mit d i '
Dieck 101, €07 s mit der sogenanaien Segre-Einbettung [vgl.

PRxPR—SPR {s=(m+I¥rn+1)-1)
(3] =]
137 Diese Tatsache wird bei Poincaré chne Beweis verwendet.
138 Dlzc V1o YqX 2o Zg) ‘bilden die Parameter, deren Definitionsberciche durch dic Nullstellenbedingungen
Y1y - 1 % 0 bezichungsweise z,2 +. 422 -1 =0 cingeschrinks sind; dic Monome n+z.,.,y
Zisn Y172 ¥ Y22y o) @bernehmen dic Rolle der Abbildungen 6 T

[=} cgz mmennangen kom Q) O1RCAL cic u Hislod
3% Das heiBt w usa! ki Ai pakl und ohne Rand. Man beachte P G schi
C. 10 s gl h z 1

140 Bei Poincaré ,,bifatére” (aber intrinsisch definiert),
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1.) Die Mannigfaltigkeit V ist geschlossen, wenn q =3 ist. Fiir ¢ = 2 ist sie dagegen
berandet 141
2.) Die Mannigfaltigkeit V ist orientierbar, falls q ungerade ist; sonst ist sie nicht-orien-
tierbar.

Die Berechnungen und Betrachtungen, welche Poincaré zur Beantwortung von Frage 3.
anstellt, sollen hier etwas ausfithrlicher dargestellt werden, da sie Poincaré's Varstellungen
deutlich machen.

Ein erster Schritt besteht darin, die Betti-Zahlen von W zu bestisnmen. Da W ein karte-
sisches Produkt ist, I4Bt sich das aus heutiger Sicht einfach mit Hilfe der Kanneth-Formel
tun. Diese stand Poincaré natiirlich noch nicht zur Verfiigung (Kiinneths Arbeiten stam-
men aus den Jahren 1923 und 1924; vgl. 4.2), weshalb er cinen direkteren Zugang wihlen
mubte.

Hierzu zeichnet er in den beiden Faktoren S%70 jeweils cine festen Punkt aus, der hier
mit Qp bezeichnet werde. Weiterhin werden noch die beiden Teilmengen
Uy =59 % {Qo} und Uy = {QO]} xS% von W betrachtet.142

Es ist offenkundig U; =5% und U, =$%7!, weshalp Uy und U, (g-1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten von W sind. Es gilt:

W\(Uy o U,) =597 %597} \((sq-l *{Qo} o {{Qo) % sq-l))
(SN Qo)) x (59 Qo} )

= B! pt!
Nun ist aber BY7! zusammenziehbar,!4? weil B konvex ist (vgl. Poincaré VI, 267).
Folglich weil man ber diesen Teil der Mannigfaltigkeit W bestens Bescheid. Beriicksich-
tigt man noch, daB W orientierbar ist und daB man deshalb den Dualitiitssatz anwenden
kann, so reduziert sich das Problem der Bestimmung der Betti-Zahlen doch erheblich.
Es bleibt zu kldren:
1.) Welche Betti-Zahl kommt W in der Dimension g - 1 zu?

141 Hierbei betont Poincaré, daB cr als Rand ciner gq-dimensionaler Mannigfaltighert aur {g-1 )ditnensionale
Mannigéaltigheiten betrachiet, nicht aber ticferdimensionate Gebilde. Das erliutert er sn der als
Nuflstellengebilde beschriebenen Drehfiiche der Lemniskate - wir wiirden heute von sinem Wedge zwsier
2-Spharen sprechen {der natirlich keine Mannigfaliigkeit im modernen Sinne darstellt), Diese Drebfliche
ist topologisch geschen - so auch Poincaré (Poincaré V1, 262) - aus zwei Sphiren zusammengesetzt,
welche cinen Punit gemeinsam haben. Betrachtet man das Komplement ciner dieser Spharen, so ist dieses
¢ine {modemn gesprochen) punkticrie Sphire. Dicsen fehleaden Punkt darf man nach Poincaré nicht als
Rand suffassen. Wir warden dagegen den fehienden Punkt sehr wohi als Rand zihlen. Man bemerkt hier
cine gewisse Diskrepanz zwischen modernen mengentheoretisch-topologischen Vorstellungen und denen
Poincaré's, weiche eher analytisch gepragt warcn.

142 irn einfachsten Fali - ndmlich W = §1 = §2 - cntsprechen U, und U, ¢inern Meridian ung ciner Parailele. Der
Durchschnitt voa U, und U, ist natdrlich gerade gleich Q.

18 Poincaré sprcht hier von ,cinfach-zusammenhingend” (L.simplement connexe”, Poincaré V1, 267}, was
slierdings zuvor (Poincaré V1, 257) bereits in seinem modernen Sinne gebrancht wurde, Hier ist also
Poincard's Terminologie Aguivok.

im Beispiel des Torus sieht man direkt, da {81 SN ((S* Q) v {Qy) x 8% ) ein offenes Quadrat ]0,Ef
x 10,1 {also bis auf Hom&omorphic B2} ergibt, denn der, Schiauch” wird ja gerade durch ¢inen Mesidian
und cine Parallele , aufgeschnitten™.
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2.) Welche Betti-Zahlen hat W in den Dimensionen h < q - 1?7
Die Beantwortung der zweiten Frage wird von Poincaré mit Hilfe eines Deformationsar-
gumentes erledigt. Er geht nimlich davon aus, da8 eine geschlossene h-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit von W (h<q-1) stets homolog sei einer h-dimensionaten Untermannig-
faltigkeit von W, welche weder Uy noch U, triffy 144

Letztere liegt aber ganz in W\ (U; w U, ), was ein zusammenzichbarer Raum ist, wes-
halb die Mannigfaltigkeit nullhomolog ist (zuerst in W \ (U} w U,) und damit erst recht
m W),

Die Antwort auf die Frage 1. ergibt sich in zwei naheliegenden Schritten: Zuerst einmal
stellt Poincaré fest, daB dic {q-1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten Y} und U, homo-
log unabhiingig sind, um dann zu zeigen, dab es neben Uy und U, keine weiteren homolog
unabhingigen (g-1)-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten gibt in W. Zum Beweis der
ersten Behauptung benutzt Poincaré die Differentialformen

sin"0, sinq'382}..{sinq'3Sq_l)deg...deq_l
wobei 8; die Polarkoordinaten auf $%! (= Uj) sein sollen, 145 und
(sini 03 ){sint 303 ). (sin® 6, Jaoy..aey

wobei 6" dic Polarkoordinaten auf $%7 (= Uy) sind.

Integrient man die erste Differentialform diber Uy, so erhilt man o (Oberfliche von S9°1),
intergriert man die zweite iiber Us, so ergibt sich wieder .

Folglich verschwindet dic Form y +Ay' (y,y' die genannten Integrale, A eine irratio-
nale Zahl) auf Uy und Uy nicht, weshalb diese homolog unabhingig sind.

Ist nun V eine weitere (g-1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit vor W, so kann man
zwei Fille unterschicden:

1.) Vliegt ganz in dem zusammenziehbaren Raum W\ (U U, ) und ist deshalb null-

homolog; oder

2.} V hat mit U; w U, nichtleeren Durchschnits,

Dann betrachte man die Zerlegungen von W, welche durch atle |, Parailelen”

{Q) x SQ"‘(Q esq-‘)
und durch alle , Meridiane™
g1 {Q}
definiert werden. Dabei sind je zwei Parallelen und je zwei Meridiane homolog abhin-
gigh* und die Schnitte Parallelen/Meridiane erfoigen stets transversal (bezogen auf W),
Mit Hilfe dieser Parallelen und Meridiane wird nun V in seinen Schnittpunkien {Poincaré

nimmt an, dab deren nur endlich viele gibt!y mit U; und UJ; so abgefindert, daB man
schlieBlich eine Homologie zwischen Jauter Untermannigfaltigkeiten erhilt, die im Kom-

4 Anschaulich ist diese Annahme durchaus plausibel, in wiewcit sic sich streng rechtfertigen Ml wire zu
pritfen. In moderner Entsprechung hicrzu stinden etwa Aussagen Gher die Lage von Bildern vor Réumen
bestimmter Dimension in Zelleakomplexen.

145 Mit deren Hilfe hat Peincaré Gbrigens die Aussage fiber dea Orientierbarkeitschasakier vor W bewicsen
(Poincard VI, 265).

146 Vgl den cinfachsten Fall des Torus, wo jo zwei Parallelen und je zwei Meridiane immer einen | Streifen™
beranden.
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plement von Uy v Uy liegen, und die folglich gleich Null sein muB (Poincaré VI, 268).
Hieraus ergibt sich dann, daB V homolog abhiingig von Uy und U; ist. Also hat die Bettj-
Zahl B, den Wert 3 (in Poincaréscher Manier!). Somit gilt; 147
Bi(W)=1 fir i=1,..,q9-2,q,...,2q—-3 und Be-1{W}=3

Nun gilt es noch diese Ergebnisse geeignet auf V zu tbertragen. Die ganze Argumenta-
tion?** Poincaré's beruht darauf, da8 ¢: W — V cine zweiblitirige Uberlagerung sein
soll. Dies ist natiirlich - wie wir gesehen haben - nicht ganz kerrekt, da ¢ auf der Diagona-
len A gar nicht zweiblitirig ist (foiglich muB sich die Uberlagerung in A verzweigen) -
ganz zu schweigen davon, daf die definicrenden Eigenschafien einer Uberlagerung (vgl.
Dieck 1991, 121f) nicht nachgewiesen wurden. Dies ist keinesweps erstaunlich, da Poin-
caré dieser Begriff in strenger Form gar nicht zur Verfiigung stand; wohi aber verfiigte er,
wie u. a. der jetzt zu schildermnde ,,Beweis™ zeigt, iiber die entsprechende intuitive Idee, 149

Zwei Punkte aus W {und damit dann auch zwei Punkimengen aus W), die von ¢ auf
denselben Punkt (bzw. dieselbe Punktmenge) vor V abgebildet werden,!30 nennt Poincaré
symmetrisch. Es ist offensichtlich, dab U, und U, symmetrisch sind. Also gilt:

¢(Uy)=9(Us) und damit a fortiori ¢{U)~(U,).
Weiter sind aber o(Uy} und @(U,) homolog unabhingig, was die oben betrachteten Dif-
ferentialformen nach Ubertragung auf V durch ¢ zeigen. Foiglich ist Be-1(V)z22.

Ist nun v eine geschiossene Mannigfaltigkeit in V, so hebe man diese hoch zu einer
Mannigfaltigkeit w in W, indem man zu jedem Bildpunkt einen der beiden Urbildpunkic
(aber immer den richtigen!) nimmt. Um so argumentieren zu kénnen, mub man zuerst da-
fiir sorgen, dad v mit dem Teil von V, der Bild der Diagonalen A von W ist, leeren Durch-
schnitt hat. Das kann man laut Poincaré durch eine Deformation erreichen, wenn die Co-
dimension von v in V geniigend groB ist.

Poincaré unterscheidet nun zwei Fille: .

L} w ist geschiossen. Gilt nun dim w= g~ 1, 50 kann man - wie oben gezeigl - win W
zusammenziehen. Durch Zusammensetzen mit ¢ erhdlt man eine Zusammenzichung
fiir v und folglich ist v ~ 0. Ist dagegen dimw =q~1 so gilt: w ~ mU; +nU,.
Wendet man auf diese Homologie ¢ an, so ergibt sich: v ~ m{U; }+ng{U,) und
damit v ~ (m +n}(p(U1) .

2.) w ist nicht geschlossen. In diesem Falle kann man richt mit den Betti-Zahlen und
der Bomologiebasis argumentieren. Dann, behauptet Poincaré, kann man w stelig zu
einer geschlossenen Untermannigfaltigkeit von W deformierer, wabei es wegen der
Dualitat erlaubt ist, nur den Fall dimw < q -1 7 betrachten. Diese Deformation ist
sogar eine iiber v, womit gezeigt ist, daB man sich auf Fali I beschrinken darf,

147 Die Fundamentalgruppe von W wird von Poincaré nicht betrachtet, Im Falle g=2, also W = St~ 8! = T2,
ist sic als bekannt zu betrachten: ) (T?) = Z @ Z (in Ubereinstimmung mit Poincart's Ergebnis B (W)
= 3; im Falle ¢>2 crgibt sic sich direkt aus der bekanaten ,, Produktformel” 5, (X x Y) = =, (X) © 1, (V)
{vgl. ezwa Dieck 1991, 120] als trviale Gruppe (in Ubercinstimmung mit Poincaré's Ezgebris B, (W) = 1
fir g-1>1). Im dbrigen betsachtet Poincaré nit die nullte und dic hiichste Belu-Zahl (also digjenige, deren
Index gleich der Dimeasion der Marrigfaltigkeit ist).

1% Laut Dieudonné ,.obscuse and tataily uncenvincing” (Dieudonné 1989, 25), was mir doch ctwas zu hart
erscheint.

14 Zur topologischen Uberlagerungstheoris vergieiche man 2.5 uad 5.2.

130 Die fraglicken Punkic lisgen also in derselben Faser,
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Das Ergebnis lautet also:

By 2 fallsi=g-—1}
BT fallsi=1..g-2,q,..29-3

Es seli hier nicht der Versuch gemacht werden, Poincaré's Argumentation zu rekonstra-
ieren und auf ihre Haltbarkeit aus modemner Sicht hin zu priifen. Bemerkenswent bleibt, mit
welch einfachen und direkten Methode Poincaré versucht, dem von ihm gestellten Problem
Herr zu werden,

Den Paragraphen 15 abschlieBend weist Poincaré auf zwei Dinge hin:

1. Ist q ungerade, so ist V eine orientierbare Mannigfaltigkeit gerader Dimension 4k,

deren Zk-te Betti-Zahl nicht ungerade ist.!51

2. Ist q dagegen gerade, so ist V eine nicht-crientierbare Mannigfaltipkeit gerader Di-

mension 2k+2, deren (k+1)-te Beiti-Zahl gerade ist.
Anders gesagt kann man aus der Kenntnis der k-ten Betii-Zahl einer Zk-dimensionalen
Mannigfaltigheit nicht auf deren Orientierbarkeitscharakter schiiefien, was ein Problem
klart, das Poincaré zuvor im Paragraphen 9 im Zusammenhang mit dem Dualititssatz auf-
geworfen hatte (Poincaré VI, 228f).

Die groBie Abhandlung von 1895 geht, wic bereits erwihnt, mit ausfithrlichen Uberle-
gungen zum Eulerschen Polyedersatz zu Ende, auf die wir hier nicht eingehen wollen {vgl
etwa Dieudonné 1989, 25-28).

Fassen wir zum Abschiub noch einmal den Entwicktungsstnad zusammen, den das Ho-
méomorphieproblem in der Arbeit von 1895 erreicht hat:

1. Durch seine verschiedenen Definitionen des Mannigfaltigkeitsbegriffes erlangte Poin-
caré hinreichend Spielraum, um eine ausreichende Anzahl von interessanten Beispielen
erzeugen zu koénnen. Er verwendet hierzu die unterschiedlichsten Methoden, u. a. die
aus der Theorie der avtomarphen Funktionen ansatzweise bekannte Uberlagerungstheo-
rie, die herkdmmliche Darsiellungsweise von Mannigfaitigkeiten durch Gieichungen
und Ungleichungen, aber auch birationale Transformationen, die im Rahmen der alge-
braischen Geometrie untersucht wurden, sowie verschieden geartete Quotientenriume,
Poincaré's Mannigfaltigkeitsbegriff bleibt eklektisch, was nicht zuletzt auch den Ent-
wicklungsstand der Disziplin (vgl. 8} charaktierisiert. Bemerkenswert ist, dab Poincard's
Beispiele von einem (modernen) systematischen Standpunkt aus betrachtet keineswegs
die einfachsten denkbaren sind: Sc entsprechen z.B. seiren . Wirfelmannigfaltigkeiten™
Heegard-Diagramme vom Geschlecht 3. Hieran zeigt sich der Ursprung dieser Beispiele.

2. In Gestalt der Fundamentalgreppe findet Poincard ein effizientes Klassifikationsmerk-
mal, das er im Falle dreidimensionaler Mannigfaktigkeiten!3? geschickt einzusetzen
weib. Alierdings bleiben seine Moglichkeiten, Fundamentalgruppen zu berechnen, recht
beschrank:.

3. Im Vergleich zur Fundamentalgruppe spielen dic Betti-Zahlen im Falle dreidimensio-
nzler Mannigfaltigkeiten eine eher untergecrdrete Roile. Poincaré erkennt den Zusam-

131 Dieses Fall kann nicht aufireten, wenn dic oricnticrbare Mannigfattigkeit gerade Dimension besizt, deren
Halfic aber ungerade ist (vgl. Poincaré V1, 2286,

132 Im Zusammenhang der haherdimensionulen Beispicle 7 und 8 erwbhnt Poincaré die Fundamentalgruppe
dberhaupt nicht,
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menhang von Fundamentalgruppe und erster Betti-Zahl und weiB sic_h diesen zur Be-
rechnung der letzteren zunutze zv machen. Die zweite Betti-Zahl ergibt sich fir orien-
tierbare 3-Mannigfaltigkeiten vermdge Dualit#t. In den hoherdimensionalen Beispielen
7 und 8§ versucht Poincaré mit direkten Mitteln, Betti-Zahlen zu berechnen. Insgesamt
steht bei 3-Marnigfaltigkeiten der arientierbare Fall deutlich im Vordergrund; das Pha-
nomen der Torsion wird noch nicht gewiirdigt.

4, Es gelingt Poincaré durch sein sechstes Beispiel zu beweisen, daB di.c Fundamental-
gruppe eine stirkere Invariante als die Beti-Zahlen ist, Ansitze zu einer Lasung ch
Klassifikationsproblems in dem Sinne, daB gezeigt werden soll, dab aus de:'f Uberein-
stimmung der Fundamentalgruppen die Hombomorphie der Mannigfaltigkeiten folge,
fehlen, obwohl Poincaré diese Frage ausdriicklich steilt.

5, Es gibt noch keine einheitliche Methode, die die Berechnung und D{:ﬁniu'on der Invg-
rianten erlasben wiirde, Poincaré bewegt sich 1895 weitgehend auf einem |, Ad-hoc-Ni-

”

yeau .

Ein Vergleich der Beitrige Poincaré's mit jener von W.Dyck {vgl. 2.3-), welche zweifellcs
die wichtigsten vor Poincaré im Bereich der drei- und hﬁherd.lm_ens:onalf:n 'I‘.hs:mj:e der
Mannigfalligkeiten gewesen siad, ist an dieser Stelle recht instruktiv. Da.}:cl ergibt sxc?a als
heransragendes Merkmal bei Poincaré dessen konsinuums_mpoiogxsch-geo_me_msche
Grundauffassung, die es ihm erméglichte, einerseits eine Fille interessanter Beispiele zu
erzeugen und andererseits wichlige Ansitze zu deren Untersuchung (man denk_e etwa an
die Fundamentalgruppe) zu entwickeln, Dabei ergaben sich Ltiqken und {.ngeretmthenen,
ja selten sogar einmal Fehler. Dagegen wirkte die kombinatorische Position, welche W.
Dyck im Streben nach Strenge bezog, hemmend fiir seine Forschung aus: Er vermochte
weder einen Vorrat interessanter und aussagekrafliger Beispiele bereitzustellen noch Gber
die traditionelle Charakieristik hinausgehende Ansitze zu threr Behandlung vor;asctﬂagen
- und das trotz der im Vartrag von Montreal {vgl. 2.3.1) enthaltenen Einsichter_l in das We-
sen von geschiossenen 3-Mannigfaltigkeiten. Diese lieBen sich nicht chne weiteres in den
kombinatorischen Rahmen einpassen. ) o

Hier wird ein allgemeines Prinzip sichtbar: Eine im Entstehen begnt_i‘ene Disziplin ;:nu.ﬁ
zuerst einmal eine proliferierende Phase durchlaufen, in der Strcngegﬁfs:chtspunk:e zurick-
treten zugunsten der Reichhaltigkeit des Beispieimaten‘afs. und der Vielfalt der Methoden.
Strenge kommt erst im nachhinein. Vergleiche hicrzu Kapitel 8 unten.

3.3 Die weitere Entwicklung des Klassifikationspro-
blemes in den ersten beiden Komplementen zu
,,Analysis situs” :

Poincaré hat seine Abhandlung , Analysis situs” durch fiinf Komplemente erginzt, dig in

den Jahren 1899 bis 1904 erschienen sind, Zu den Komplementen 1, 3 und 4 gibt es kurze

Zusammenfassungen, weiche Poincaré jeweils vor der ,,Académie des sciences” prisen-
tierte (Poincaré VI, 289; 371f; 393-396). Die beiden ersten Komplemente gelten als Ge-
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burtsstunde der kombinatorischen Topologie im eigentfichen Sinne, da Poincaré in iknen
kombinatorische Techniken entwickelte, die (vielfach variiert und modifiziert) dieser Dis-
ziplin bis in die 30er Jahre hinein ikr Geprige und ihre Identitht geben sotlten. AuBerer
Anlab fir sie war die Kritik, welche Poul Heegard in seiner Kopenhagener Dissertation
(1898) an Poincaré's Arbeit von 1895, inshesondere an dessen Beweis des Dualititssatzes,
geiibt hatte.

Die Komplemente 3 und 4 beschifligen sich iberwiegend mit algebraischen Flichen
und Kurven. Wir werden sie in 3.4 nur insoweit in Betracht ziehen, als sie einen direkten
Bezug zu den hier besprochenen Beispielen aufweisen. So taucht in ihnen unerwarieter-
weise wieder das sechste Beispiel, diesmal unter ganz neuen Gesichtspunkten auf. Von
grofer Bedeutung fir unser Thema ist hingegen das fiinfte Komplement, in dem es Poin-
caré anhand einer Homologiesphtire, des heute so genannten Dodekaederraumes, gelingt,
zu zeigen, dab eine geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigkeit, deren Betti-Zahlen und
Torsionskoeffizienten simtlich mit denen der 3-Sphire dherginstimmen, nicht notwendig
homgomorph zu jener sein mub, da sich die beiden fraglichen Mannigfaltigkeiten in threr
Fundamentalgruppe unterscheiden kénnen. Folglich mubte das Klassifikationsproblem, das
bereits im 2. Komplement durch die Finbeziehung der Torsionskoeffizienten eine Prizisic-
rung erfzhren hatte, weiter verschirt werden. Resultat dieses Prozesses ist die Poincaré-
Vermutung (V ist cine geschlossene [zusammenhingende, orientierbare] 3-Mannigfaltig-
keit, ,,simplement connexe” heifit homdomorph zur 3-Sphire):

Est-l possible que le groupe fondamental de V se réduise 4 Ja substitution identigue, et Gue pourtant
V ne soit pas simplement connexe?”

(Peincard V1 498}

Diese ,,unschuldig klingende Frage™ (Rourke/Stewart) sollte die Topologen bis auf den
heutigen Tag beschifligen.

Unmittelbarer Ausgangspunkt bei der Abfassung des ersten Komplements zur ,, Analysis
situs”, das 1899 in den , Rendicont di Circolo Matematice di Palermo” erschien, war fiir
Poincaré wig bereits erwihnt die Kritik, die Poul Heegard in seiner Dissertation an seinem
Dualitatssatz geiibt hate. 152

Diese bezog sich zum einen auf Poincaré's Beweis dieses Satzes (Heegard 1916, 218-
221), welche dann noch durch ein Gegenbeispiel untermauert werden sollte (Heegard 1916,
232-234) 153 Letzteres ergibt sich als Schnitt zweier algebraischer Flichen im C3, nimlich
elnes Kegels 22 = xy und eines Zylinders ix2| + {y2| = 1.15% Eine andere Beschreibung, die
Heegard angegeben hat (Heegard 1916, 324), berutzt die Identifikation zweier Volitori,
welche entlang geeigneter Kurven verklebt werden 56

133 Ausfthriich werden wir auf diese in 4.1 cingehen.

¥, Mais non seulement le théoréme n'est pas prouvé; il ne peut pas étre exact. Nous avens déja, & plusicurs
reprises, considéré une variété 4 3 dimensions, fermée et bilatére, pour jaguelie p,=2 et py=1.." (Heegerd
1916, 2200

155 Dabei richtet Hecgard sein Augenmerk auch auf die Frage, ob diess Mannigfaltigkeit Singulantiten
sufweist. Im Unmicrschicd zum (ihen Poincard wird das Problem der Singularititen bei Heegard
ausfihelich diskutiert. Grilicre Beachtung schenkt Poincaré Singularititen erst im 5. Komplement.

¥ Diese Darstellung licgt also in der Entwicklungslinic der in 4.1 zu betrachtenden Hecgard-Diagramme und
(als - modern gesprochen - Heegard-Diagramm auf dem Torus) der in 4.2 auftreienden Linsenrfume {es
handelt sich um dea Linsenraum 1(2,1) in moderncr Schreibweise). Poincaré bezieht sich ailerdings an

Die Poincarésche Hamologiesphdre und die Poincaré-Vermutung 147

Heegard hatte fiir die entstehende 3-Mannigfaliigkeit, die orientierbar ist, die , Betti-
Zahlen” $; =2 und §; =1 ermittelt und hieraus auf die Ungiltigkeit des Dualititssatzes
geschlossen. Dies veranlaBte Poincaré dazu, die verschiedenen Definjtionen der Betti-
Zzhlen genauer zu untersuchen, was thn z: folgender Einsicht fiihrte (Poincaré VI, 289):

Four Beti 1157], plusieurs variétés v, sont distinctes quand il n'existe pas dans Ja variété donnée de
variété & p+] dimensions dont Is frontiére complete soit formée par Jenscmble des variftés vp. Dans
I définition que j'ai adopice, les variétés Vp 1c sont ditzs distinctes que s o'existe pas de veriété 4
p+1 dimensicns doot |z frontiére compléte soit formée par I'ensemblc des variétés ¥p. TEpetu une ou
plusicurs fois.”

1n moderner Terminologie Jauft dies darauf hinaus, daf Heegard eine volle Homologiebasis
(also eine der ganzen Homologiegruppe unter Einschlub ihres Torsionsanteiles) betrachtet
wihrend bei Poincaré nur die Basis des freien Anteiles dieser Homologiegruppe im Zu-
sammenhang it Betli-Zahlen beachtet wird, wie das ja keute noch tblick ist. Dies macht
er selbst anhand des 3. Beispiels sehr deutlich (Poincaré VI, 292). Fir die drei Erzevgen-
den C,C;, C; der Fundamentalgruppe ergaben sich dort die Relaticnen

Clcpl=cic? =it = =1,
woraus sich die Homologie

ci~ci~ct-o

und ,,damit” Cy~ Cy ~ C3 ~ 0 ergab, woraus f; =1 folgte. Im Sinne Heegards dagegen wii-
ren zwei dieser Torsionselemente bei der Zihlung der Betti-Zahi B, zu beriicksichtigen,
was zu B, = 3 fithren wirde.158

Um einem weiteren Einwand Heegards zu begegnen, der sich auf Poincaré's Beweis des
Dualitdtssatzes in seiner Abhandlung von 1895 bezog, entwickelte letzterer den Begriff des

keiner Stelle auf diese zweite Darstellungsart. Das ist insofern interessant, ais cr hier konkret Heegards
Idee zur Kenstruition von geschlossenen 3-Mannigfaltigkeitan hatte studieren konnen, welche or dann bei
der Gewinnnung seiner Homologiesphire - wenn auch in wesentlich weiter entwickelier Form - einsemic
(vgl. 3.4). Anders gesagt 130t sich sus Poincaré's Reaktion auf Heegard nicht definitiv entnchmen, dafl er
bei diesem die Hesgard-Diagramme oder -Zerlegungen zur Kenntnis genommen hat.

157 Ob Poincaré hier taiszchlich die Intentionen Betts korrekt wisdergibt, sci dohingestellt. Zutreffend ware
seine Aussage auf jeden Falf dann, wenn man Heegard anstelle von Betti liest. Zur Probiematik der
verschiedenen Definitionen der Betti-Zahler vgl. man Bolliager 1972, 125

13 Vgl Poincaré V1, 352, wo Poincar¢ die Torsionskocflizienten ermittelt. Auf den Seiten 353F gibt er
dariiber hinaus such cine Analyse des Heegardschen Beispicls (siche unten im Text).

MNicht ganz treffend hat Schoenflies den Unterschied der beiden Definitionen in seiner Besprechung fir das
.Jabrbuch ber die Fortschritte der Mathematik™ formuliest (ein Hinweis, wic schwicrig diese Dinge
damals doch wasen!):

»3ind in cinem geschlosseaen Raumtei] V die m-dimensionalen Gebilde v, v,, ..., ¥, 50 enthalicn, dass sie
nicht selbst, sondern erst im Vercin mit einem cbenfalls in V enthaltenen m-dimensionalen Gebiet vy, die
volle Grenze eines (m+1 »dimensionalen Gebictes von V ausmachen, so hat die Bett'sche Zaht P den
Wert n+1. Dies ist die von Betti gegebene Definition. For sie gilt der Satz nicht, wic nus eintm Beispiel
vor: Heegard, sowic auch aus einem von Poincaré {rither selber gegebenen Beispiel hervorgeht. Wenn man
aber dic Betti'schen Zahlen 5o definiert, dass man bei der Abzahlung der Zahl von Gebicten ( V), dic noch
nicht die volle Grenze des (m+})-dimensionalen Gebictes ausmachen, zuliiss?, doss jedes (V) ofters
auftreten darf, aber doch nur einmal gezihlt wird, so gilt der Satz.™ (SchoenflieB 1899, 433)
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,Polyeders” weiter, den er 1895 in diesem Zusammenhang eingefithst hatte. 1% Wie wir
gleich sehen werden, ist diese Bezeichnung vom medemen Standpunkt - der ein Polyeder
wohl am ehesten als simplizialen Komplex guffalit - eher mifiverstindlich, da Poincaré an
eine Art von Zellenaufbau einer Mannigfaltigheit aus nierderdimensionalen Untermannig-
faitigkeiten denkt, Ist V eine Mannigfaltigkeit!$° der Dimension p, so soll V in die Man-
nigfaltigkeiten v, unterteilt sein, deren Rinder die Mannigfalligkeit Vp-1 bilden usw. bis
hin zu: den Kanten v) und den Ecken vy, Wird die (g-1)-dimensionaie Untermannigfaltig-
keit o1&t von V durch die Gleichungen usd Ungleichungen

F=.= n-gel = 0, Py > 0
beschrieben, so ergibt sich aus diesem System dasjenige fir die Teilmannigfaitigkeit o9,
die die erste Teilmannigfaltigksit qter Dimension sein soll, 6! als
Fr=.=F =0, F_qu>0 Py >0
Im Grunde genommen hat man es mit mehreren Systemen von n Gleichungen zu tun, die
Punkie des Ro festiegen, und die durch Ubergang zu Ungleichungen sukzessive zusam-

mengefalit werden zu dem System von Gleichunger und Ungleichungen, das die Mannig-
faltigkeit V beschreibt, 162

1% Vgl. Poincaré V1, 271. Die Bezeichnung wurde dort wohl gewahlt, weil cs ja um die Verallgemeinerung
des Eulerschen Polyedersatres ging.

16 Im nachfolgenden wird immer benutzt, dabh V durch Gleichungen und Ungleichungen definiert wird, also
cine Mannigfaltigkeit erster Art ist. Das ist fir Poincaré insofern unumganglich, als er Orienticrungen
betrachtet, dic ihm korkret nur vermdge dieser Darstellungsweise zuginglich sind. Solche
Mannigfaitigkeiten sind immer orienticrbar, weshalb dicse Voraussetzung im weiteren bei Poincaré nicht
explzit crwvihnt wird.

¥ Man darf unterstellen, dol cs in jeder Dimension nur endlich viele Teilmannigfaltigkeiten gibt; ctwas
anderes kommt bei Poincaré nicht vor.

162 Eine ungefihre Vorstellung von dem, was Poincaré gemeint haben kénnts, gibt das nachfolgendc cinfache
Beispicl:

Ist V die durch %2 + %2 + %37 - | = { gepebene Einheitssphire des R?, so kann mas diese in dic beiden
Hemisphéren
Hisy2+2 +332-1=0,%,>0
Hyx@+%7 +x2-1 =0, %<0
zerfegen. Aus dicsen ergibt sich die Gleichung
K2R 4%yl J =0, %=90
welche den Mendian beschreibt, der gemeinsamer Rand vor H, und H, ist. (H, und H, sclbst sind
unberandet). Durch Hinzunahme ciner weiteren Gleichung, etwa %;=0, gelangt man schiieBlich zu
Punkicn:
Xt + X321 =0, % 7 0, x; = 0 (mit x, > 9)
K22 +32-1=0, % =0, %, =0 (mitx, <0)
Der Zeltenaufbau von 82 umfalit somit in dicsem Sinne zwei Puakte
X2+ %=1 =0, %= 0, %3 = 0 (mitx; >0}
K22+ %=1 =0, =0, x> 0 (mit x; <0)
zwei Kanten (Halbkreise)
X% +x2- 1 =0, %, =0, %3 0
Tt xy?-1=0,%,=0,%,<0
und zwei Flschen (Halbkugeln)
X+ + 332120, %> 0, %, <0
Xt hxe2 +32- 1 =0, %<0, x>0
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Dieser eher umstindlich anmutende Aufbau, der allerdings - wie wie gleich sehen
werden - sich in gewissen Fillen relativ einfach aus der Art und Weise, wie eine bestimmte
Mannigfaltigkeit konkret gegeben ist, ablesen 14Bt, erlaubt es nun, dic Inzidenz zwischen
(g-1)dimensionalen und g-dimensionalen Teilmannigfaltigkeiten zu studieren: Geht die g-
dimensionale Mannigfaltigkeit «g aus der (g-1)dimensionalen o} in der oben peschil-
derten Weise hervor, so stehen diese in direkter Beziehung zueinander, geht die g-dimen-
sionale aus der umgekehrt orientierten (q-1)dimensionalen in der geschilderten Weise
hervor, so stehen diese beiden in umgekehrter Bezichung zueinander 363 So gelang: man
zu der Festiegung von Inzidenzzahlen {a;9-1 eine (g-1)dimensionale Teilmannigfaltigkeit,
a;4 eine g-dimensionale):

0 wenn cLJ-"‘_1 nicht im Rand von o aufirit;
E} ;=<1 wemn onjq"1 und ¢} in direkter Beziehung steher;
-1 wenn a j«;us und cz? in indirekter Beziehung sichen.

Alle derartipen Inzidenzzablen, die zu einem festen q gehéren, lassen sich zur g-ten Inzi-

denzmatrix zusammenfassen.
q g

EE? E1.2 El.n

-I:q=

q 9 9
El'n.l Em.:z - 'Em.n

wobei die Eintrige nur die Werte -1, 0 und 1 annehmen ktnnen. Die Berandungsrelation
zwischen einem o9 und den o841 1Bt sich damit schreibea in der Form

Cf.? = Z.Ei,jde“l
i

{das heift, rechts siebt der vollstindige Rand der links aufgefithrten Mannigfaltigkeit). Die
Gesamtheit aller dieser Kongruenzen nennt Poincaré Schema des Polyeders. Aus diesen
Konrgruenzen foigt im {ibrigen sofort, dab der Rand eines vollstindigen Randes'leer ist, was
ja aus algebraischer Sicht {vgl. 6) fiir dic Definition der Homologie geradezu grundlegend
ist. Poincaré formulierte diese Einsicht, die fiir thn eher nebensichlich war, als Bedingung
iiber die Keeffizienten der Inzidenzmatrizen (vgl. Poincaré VI, 296),

Mit diesem Ansatz gelingt es nun Poincaré einen beachtlichen Fortschritt zu erzielen,
insofern er jetzt in der Lage is, mit Hilfe von Matnizepumformungen sowghl die Betii-

Der Dbergang von ciner {g-1 }-dimeasionalen Untermannigfaltigkeit zu cincr g-dimensionalen crgibt sich
also dadurch, dall man eine Gleichung in cine Ungleichung verwandelt. Man beachte, dafl die
Zelienzerlegung der ganzen Mannigfaltigksit nicht etwa schon durch das sie deflinierende System von
Gleichungen und Ungleichungen vorgegeben ist, diese mufl vielmehr gefunden werden. Es siellt sich
deshalb die Frage, ob €5 immer cine Zellenzerliegung gibt, cin Problem, dem sick Poincaré im § 5 scines
ersten Komplements stell

183 Im erstea Fall stimmt dic vor o4 auf av! induzierte Onenticrung mit der urspranglichen Orenticrung von
%! gberein; im zweiten Fall sind die beiden Orientierungen enlgegengeseizt.
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Zahlen als auch die von ihm im 2. Komplement eingefithrien Torsionskoeffizienten reche
nerisch zu bestimmen, 164

Ankniipfend an diese Betrachtungen iiber Inzidenzmatrizen gelangt Poincaré im 2.
Kemplement - das erste ist im wesentlichcn dem Beweis des Dualititssatzes gewidmet - zur
Unterscheidung von Mannigfaltigkeiten mit und solchen ohne Torsion:

«Celles de la premiére sorte que j'appeleral vanété sans torsions seront celles pour lesquelles les inva-
riants de tous les tablesux Tq sont tous égaux A Qou d 1;...

Celles de la seconde sorte, que j'appelerai variétés & torsions, seront celles pour lesquelles certains de
ces invatiants nc sont égaux nid O nia 1,.." ’

(Poincaré VI, 350)

184 Es gehi modem gesprochen darum, die Elementartciler der Inzidenzmatrizen zu ermittein, wabel folgeade
Opcrationen zugelassen sind:

1.) Addition und Substraktion zweicr Spalten;
2.) Vertzuschung zweier Spalten
3.) Vorzeichenwechsel in ciner Spalte;
4.) analoge Operationen fir Zeilen (vgl. Poincare Vi, 342).
Mit deren Hilfe 1201 sich jede Inzidenzmatrix auf Dingonalform bringen (0.B.d.A_ sei m2 n}

wobei gilt:
1.) alie t sind natirliche Zahlen;
2yth  fri=1, . m-l;
3.}ist £=0, 50 auch tj=0 far i < j<m;
4.} dic 1, sind grofte emeinsame Teiler der Unterdeterminanten (Minoren), die sich crgeben, wenn man in
der Inzidenzmatnx : Spalten und m-n+i Zeilen streicht.
In voiliger Analogic zur linearen Algebra kann man nun gus der Diagonalmatrix dic Anzshl der homolog
unabhiingigen (g-1}-Mannigfaltigkeiten ablesen. Bezzichnet ¥q der Rang der zur qten Inzidenzmatrix T,
gehorigen reduzierten Matnix, ad die Arzahl der (g+1)}Mannigfaltigheiten ¢also die Zeifenzahl vor T, und
dic Spaltenzah! von T, so gilt fir dic g-te Berti-Zahl By im Sinne Poincaré's:

By =at -y, -7+l
Dic Torsionskoeflizienten der Dimension (g-1) sind gerade die Diagonalclements der reduvierten Matrix,
dic ungleich Null und ungleich Eins sind.
Eine susfuhrliche Darstellung des Rechnens mit Inzideazmatrizen findet sich bei Seifert-Threlfl] 1934,
71-78, wobei man sllerdings beachien muB, dal Poincard's Ty bei SeifertThrelfall E¥! cntspricht (Hati
bezeichaet bei diesen Autoren dic zugehtrige reduzieste Matrix),
Dic Theorie der Elementarteiler wurde 1863 von Heary John Stanley Smith im Zusammenhang mit der
Invanantentheorie von Bilincarformen entwickelt (Smith [, 367-409, vgl. hierzu Guerindon-Dieudonné
1985, 102{); cinc analoge Aussage im Gewand des Struktursatzes fiir endliche abelsche Gruppen wurde
von L Kronecker 1870 (verbessert von Frobenius 1879) bewiesen (vgl. Wacrden 1985, 155}, Dic Ausdeh-
nung des letzteren Aussage auf endlich erzeugte abelsche Gruppen erfolgte spiter. Ob Poincaré tatsachlich
der erste Mathematiker gewesen ist, der mit Inzidenzmatrizen gearbeitet hat, oder ob diese schon vor ihm
in anderen Gebicten der Mathematik {Graphentheorie, Korfigurationen, Geometrie} Verwendung
gefunden hatien, konnte ich bislang nicht herausfinden.
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Im Falle der Mannigfaltigkeiten ohne Torsion stimmen die Heegardschen und die Poin-
caréschen Betti-Zahlen (berein; bei Mannigfaltigkeiten mit Torsion ist dies nicht mehr der
Fali, da hier Untermannigfahigkeiten auftreten, die zwar nicht selbst beranden, von denen
gher ein Vielfaches berandet. Im ersten Fzll darf man von nv ~ § auf v ~ 0 schlieBen
{,,Homologie mit Division™), im zweiten Fali nicht (,,Homologic ohne Division™).'$? Pain-
caré erklar selbst die anschauliche Bedeutung seiner Bezeichnungsweise ,,Mannigfaltig-
keit mit Torsien”;

,Cette dénomination se justific parce que la présence d'invanantes plus grand que § est due, comme
nous ic verrons plus loin, & unc circonstance assimilable & une véntable torsion de la variéic sur clie-
méme.”

(Poincaré V1. 330)

(Ein Modeli fiir dicse Vorstellung liefert das Mobius-Band.)

Diese Betrachtungen iiber das Wesen der Torsion werden im Paragraphen 6 des 2.
Komplements vertieft. Dort stellt Poincaré u. a, fest, daB die In;?idenzmétdzen Ty und T,
einer p-dimensionalen Mannigfaltigkeit, die orientierbar ist, keine Torsionselemente auf-
weisen, was wiederum erklin, warum das Phinomen der Torsion bei geschlossenen Fli-
chen im gewShnlichen Raum nicht bemerkt werden konnte (Poincaré Vi, 36?). )

Tritt dagegen ein Torsionskoeffizient in einer bestimmier Inzidenzmatrix auf, so zeigt
Poincaré, da man dann in der entsprechenden Dimension eine nicht-orientierbare Unter-
mannigfaltigkeit bilden kann. (Peincaré VI, 369).166

Seine neuen Einsichten wendet Poincaré sofort auf seine Beispicle, denen wir bereits
mehrfach begegnet sing, an.1€7

Beispiel 1: Der dreidimensionale Torus T3 .

Im Zellenaufbau des Torus T3, der sich aus dessen Identifikationsschema ergibt (vgl. 3.2),
treten nur geschlossene, also randiose, Teilmannigfaltigkeiten (ein lek_t. drel Kre.isiinier_:,
drei 2-Sphiren, der T3) auf, weshzalb simtliche Inzidenzzahlen Null sind. Fiir die Betti-
Zahien B; und B findet man folglick (vgl Anm, 163) jeweils die Werte 4 (=3-0-0+1}.

Beispiel 3: Der Quaternionenraum . ‘ . .
Da auch diese Mannigfaltigkeit geschlossen ist, muB Ty = {0,0,0) seir; es gibt drei Zwei-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten, vgl. das Identifikationsschema oben. Um deutlich
zu machen, wie Poincaré rechnet, wollen wir explizit die zu T; gehdrigen Inzidenzzahlen

165 In der coisprechenden uragelonneten Inzidenzmatrax taucht das n als Dizgonatelement (gnglcich N.uli unfi‘
ungleich Eins) awf Diese Eintrige werden spiter (Poincaré Vi, 363) als ,Torsionskoeflizienten
bezeichnet. ) )

166 Man kann dicse Uberlegungen Poincaré's in tine Linie stellers mit Mobius' Ideen zum Kantengesewz bet
Polyeder, dic von ihm anhand des Mobius-Bandes crliutert wurden (Mobius 11, 482-485): Vgl 2222,

167 Es sei noch erwihnt, daB Peincaré das Aufstellen von Inzidenzmatrizen im 1. Komplement an Han‘d des
wverallgemeinerien” {d.h. n-dimensionalen} Tetraeders, erfiutert (F?oincuré Y1, 297‘?. In fixcsax_n
Zusammenhang unterscheidet er auch zwischen | geradlinigen vcralilgcmcmcn‘.cn Tetraedern™ - da§ sind die
sben genannten - und |, verallgemeinericn Tetraedern™ schlcchth:n,_ welche hom&omorphe Bl[dFr d_cr
ersteren sind. (Poincaré V1, 298 r.1). Die Ides, solche verallgemeinerten Tc.!rﬁ.lcdcr als Bat{stcmc im
Zellenaufbau ciner Mannigfaitigkeit zu wihien - also die Grundidee der simplizialen Topologic - findet
sich aber nicht klar ausgesprochen bei Poincaré.
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ermitieln, Hierzu milssen wir gemiB Identifikationsschema die Bezichungen zwischen
eindimensionalen Untermannigfaltigkeiten (den |, Kanten™ und nulldimensionalen {den
»Ecken”) ermitteln. Es giit folgende Konvention: Ist eine Ecke Anfangspunkt einer Kante,
so ist die Inzidenzzahl gleich +1 zu setzen, ist sie Endpunkt, so nehme man -1. Ist sie
schlieBlich Anfangs- und Endpunkt, die Kante also geschlossen, so ist die Inzidenzzahl im
Einklang mit dem oben formulierten Prinzip 0.
Wir haben zwei Eckene;: A=B'=C'=D%% und e,:B=D'= A'= € sowie die vier Kan-
enk; AB=BD'=CC, k;: AC=DD'=DB, ky AA'=CD'=DBund k, CD=BB'=
A'C.

Da ¢; Anfangspunkt’®® von k; ist, erhalten wir fir E]; den Wert +1; ¢; ist auch An-
fangspunkt von k; und k3, dagegen Endpunkt von k4. Der Punkt e, ist Endpunkt von k;, ks,
und k3, aber Anfangspunkt von k4. Die Inzidenzmatrix T; sicht also so aus

g €
k; +I -1

ky +1 -1

ky +1 -1

kg -1 +1

Diesc 140t sich auf folgende Diagonalform!™ bringen:
18

~ 100

Tloo

00

Analog erhill man die Inzidenzmatrix T,, dic die Berandungsverhiltnisse rwischen
~Flachen™ (deren gibt es drei) und | Kanten” widerspiegelt. Hier gilt z. B. Eil =41, weif
die Kante” kpAB=BD'=C'C in dieser Orientierung in  der | Fliche”
f;:ABDC = B'D'C'A' vorkommt, dagegen ist Efj =-1,dak; in f:ACC'A'=DD'B'B in
umgekehrter Orienticrung auftritt. Insgesamt erhalt man die Inzidenzmatrix
k Ky k3 Ky

f; 41 =1 -1 -1

£, +1 41 -1 +1

fy -1 +1 -1 -1
weliche sich auf die Diagonalgestalt

Y68 Poincaré schreibt an dicser Stelle (Poincaré VI, 231-233 und passim) Gleichheitszcichen anstelle der
vorher verwendeten Kongruenzzcichens. Die Manmigfaltigiceit wird alse nicht mehir im Sinne cines
Identifikationsschema betrachtet, wobei dic Identifikationen gewisscrmsBen noch suszufohren sind,
sonders als fertiger Gegensland.

162 Dena A t6tt als Anfangspunkt von AB, B' als Anfangspunkt von B'D' und C ais Anfangspunkt von CC
auf. Man bemerkt, daB man hier beim Aufstcllen der Inzidenzratrizen cigentfich michts anderes it als
frither beim Ermitteln der Ecken-, Kanten- und Flachenzykel.

178 Wie man das konkret macht. kann man z.B. Seifert-Threlfall 1934, § 87 cotnchmen.
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1000
TL=loz200
0e20

bringen 1Bt Dic Ringe der Matrizen T;, Tz und Ts sind somit 1, 3 bezjehungsw‘eise 0
was fir die Betti-Zahien die Werte By =4-1-3+1=1und B; =3-3-0+1=1 C-l"g‘ibt -in
Ubereinstimmung mii den fritheren Ergebnissen und mit dem Dualititssatz. Dartiber hin-
aus treten aber in der Dimension 1 zwei Torsionskoeffizienten mit dem Wert 2 auf, das
ibt, dab B{(V) = Z, ®Z, gilt.
hmit;lch die %B(eispielzeqtl (,i?erdrehter Torus™ und 5 (der projel_qjve Raum PaR) u.'erde'n von
Poincaré in dieser Weise behandelt. In beiden Fallen tritt ein To‘rsmnskoefﬁnem in der
Dimension 1 mit ders Wert 2 auf. SchlieBlich kommt er zur Beispielgruppe 6. Mamgfa}-
tigkeiten aus dieser Gruppe, fiir die eine direkie Interpretation dgrcl'_l ein Idenuﬁk_anc_ms—
schemna verflighar ist, lassen sich natiirlich genauso behandeln wie die andercn' Bexs;:mlg,
denen wir begegnet sind. Das fihrt Poincaré an der konkreten Mannigfaltigkest

¥ {ﬂ.,B,Y,S} mil

vor, fir die er folgende Ergebnisse ermittelt: Die Inzidenzmatrizen T| und T3 bestehen aus
Jauter Nullen,!7! wihrend Ty so aussicht! 72

0 +#1 -1 0

0 0 +1 +1
0 +1 +1 -1
G +1 +t Uy

Bringt man diese auf Normaiform, 5o ergeben sich die Diagfmalelememe Q, L3
Im allgemeinen Fall steht ein Identifikationsschema nicht zur Verfigung, Hier geht
Poincaré von den Homologien (vgl oben)
{o-1)C; +vCy ~0
BCy +(8-1)Cy~0
aus und betrachtet den mit u bezeichneten ggT der vier ganzen Zahlen o ~ !,y,[}@ —1 Er
betont ausdriicklich, dal man jetzi - da es um Torsienskoeflizienten gfzht - nicht dividieren
darf, Da jeder Koeffizient ein Vielfaches von p ist, muB n a_uch die entsprechende De-
terminante teilen. Deren Wert ergibt sich aber zu 2 —a -8 (weil o8 — By =1 nach Voraus-
Set?;?r%garé behauptet nun ohne jegliche Begrindung, dab d}ie Elncmcptarteﬂer c?cr Inz:_—
denzmatrix Tz von V{a,B,v,8), die ungleich Null und ungleich Em:s sind, also die Torsi-
onskoefizienten der Dimension 1, die Werte 1 und (2-o —8_)/;1 _besxtzen'. _ ‘
Zur Untermaverung dieser These zieht er dann das oben diskutierte Beispiel mit

171 Die Mannigfaltigkeit ist orienticcbas, weshalb T, aus lauter Null besteht; alie Kanm‘n haben die cinzige
Ecke, die s gibt, zum Anfangs- und Endpunkl, weshalb alle Elemente von T, verschuanden.
172 Vg, auch hierzu Anmerkung 177 unten.
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R
y & \-1 0
heran, in dem p=} und (2-a-8)/p = 3 gilt. 173

Abschliefend behandelt Poincaré noch das Heegardsche Beispiel (vgl. 4.1), in dessen
Fall er zeigt, dab es in der Dimension 1 einen Torsionskoeffizienten der Ordaung 2 gibt,
was seine Fassung des Dualititssatzes rettet.

Neben der geometrischen Interpretation der Torsionskoeffizienten als Torsion der Man-
nigfaltigkeit in der entsprechenden Dimension, auf die wir schon weiter oben eingegangen
sind, sollten noch zwei weitere Einsichten, die Poincaré im 2. Komplement gewinnt, er-
wihnt werden: Zum einen ist das die Erweiterung des Dualititssatzes auf Torsionskoeffizi-
enten (Poincaré VI, 364: Ist V cine orientierbare geschlossene n-Mannigfaltigkeit, so
stimmen die Torsionskoeffizienten in den Dimensionen k und n-k-1 @berein!?), zum an-
chen eine Bemerkung iiber die verschiedenen Aren von Untermannigfaltigkeiten, die
beim Aufbau einer Mannigfaltigkeit aufireten kénnen (Poincaré V1, 351). Er unterscheidet:

1. Gewshnliche Polyeder, bei denen die Inneren aller Bausteine a? der Dimension G

homéomorph zu , Hypersphiiren” der Dimension g sind (gcméint sind offene g-

I Insgesamt hat Poincaré vier verschicdene konkrete Werte fiar (? Sﬁ) in seinen Beispiclen untersucht:

a) G}?} ist Beispiel 1, der Torus T3, Wir finden u = 1 und 2 - @ ~ & = 0. Hicr ist also keine Torsion

varhanden.

b)(ﬂn ist Beispiel 4. Wir finden g~ 1 und 2 - o - & = 2. Hier gi ; i i
-10) p In nd 2 - ¢ - & = 2. Hier gibt es glso cinen Torsionskocffizienten

der Ordnung 2.

3] G %)) wird von Poincaré ais konkretes Beispicl zu Beispicl 6 angegeben, Esistp =1 und 2~ - 5= 1,

weshatb hicr keine Torsion aufintt,

~11 . . )
d} (_] 0) haben wir soeben untersuchs. Es ist auch hier p = 1, aber 2+ & - & = 3. Damit gibt cs einen

Torsionskoeffizienten vom Wert 3.
chntcr: Beispiele dieser Art findet man bei Hempel 1976, 122, Beispiel 4 von Poincaré ist hier Beispicl
-

Nach dem in der .,ﬁ.malysi.&situs" - Arbeit von 1895 erzielten Ergebnis (vgl. 3.2), ist die erste (und damit
per Dual:tz'lt auch _du: zweite) Betti-Zahi in den Beispielen b) - d) immer 2 (dic Spur dieser Matrizon ist
stets gngtcxch zwei). Folglich unterscheiden sic sich vom Standpunkt der Betii-Zablen aus nicht, wohl aber
bei Hmzunghmc der Torsionskeeffizienten! Das mag Poincaré in seinem Glauben an die Starke dieser
ncuen Invananten bestarkt haben.
Al]crfiings gcnﬂg:. auch die Fundamentalgruppe, um die Beispicle B) - 8} zu unterscheiden, da diese drei
Matrizen paarwzise nicht konjugiert in $1(2,7) sind, wic man sich z.B. anhond ihrer geometrischen
Bedeutung klarmachen kann.

174 8o dic korrekte Fomulicmng, wie man sie ¢twa bei Seifert-Threlfall 1934, 245 findet. Poincaré selbst
behauptet filschlich, ,.que les tableaux également distants des extrémes ont mémes cocflicients de torsion™
(Poincaré Vi, 364).
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dimensionale Kugeln),}7* wobei sich diese Hombomorphismen auf die ganze Kugel
und den Abschiud der a? erweitern lassen. Beispiel: Tetraeder im R3.
2. Dies sind Polyeder im Sinne von 1., bei denen aber die Bedingung iiber die Erweiter-
barkeit der Homdomotphistaen nicht erfiillt ist. Beispiel: Torus.t76
3. Polyeder, bei denen die Hompomorphiebildung fiir die Inneren nicht erfiillt ist.
Poincaré bemerkt weiter, daB die Eigenschafien von Mannigfaltigkeiten im ersten und
zweiten Sinne weilgehend iibereinstimmen, dal es aber einen wichtigen Unterschied gibt:
In solchen erster Art ist der Durchschnitt zweier 2,9 immer ein 2,91 |, welches mit allen
anderen a;% einen leeren Durchschritt besitzt. Folglich treten in der entsprechenden Spalte
der Inzidenzmatrix Tq genau eine 1, eine -1 und sonst Nullen auf. Im zweiten Fall dagegen
kann es geschehen, daB ein a4l mit einem a9 in doppelter Beziehung steht - nimlich
direict und einmal indirekt, was zusammengenommen zur Torsionszakl 0 fithrt. 177
Pas zweite Komplement schliebt mit einer erstern, noch unvollkonunenen Formulierung
dessen, was spiiter als Poincaré-Vermutung berithmt werden sollte:

..Pour ne pas trop allonger ce travail, jo me bornerai & énoncer e théoreme suivant dont la démon-
stration demanderait quelgues développements:

Tout polyédre qui a tous scs nombres de Betti égaux 4 1 et tous ses tableaux T, bilatéres est simple-

ment connexz, c'est-a-dire homéomorphe & Mhyersphére.”
(Poincaré VI, 370)178

175 Poincaré spricht ven . simpicment connexe (homéomorphes & des hypersphéres)” [Poincaré VI, 351}

Man vgl. such dic sogleich zu besprechende erste Formulicrung der Peincaréd-Vermutung, in der .einfach-
zusammenhingend™ homSomorph zu cincr Sphiire bedeutet, wihrend hier ja homoomorph zu einer
offencn Xugel und damit zusammenzichbar gemeint ist, Wahrlich cin ,abus de langage”, dea Poincart an
dieser Stelie begeht.

1% Diics sicht man anhand des Identifikationsschemas leicht ein: Das Innere des Rechteeks wird hombomorph

auf sein Bild im Torus abgcbildet. Dieser Homadomorphismus 148t sich aber nicht suf die Kanten
erweitern, da diese ja paarweise identifiziert werden.
Will man modernc Vorsteliungen bemahen, so wiiren die Polyeder erster Ast solche, bei denen die
anhcfienden Abbildungen (im Sinne der Zellenkomplexe) (EnS$2) — (X.A) so geartet sind, da der
Hombdomorphismus En\ 7 = Ba - Inen} © X sich zu einem chensolchen Er— o0 o X erweitem [afit
(Int{en Y ist die offene, en dic abgeschlossene n-Zelle; vgl. etwa Dieck 1991, 203).

77 Anschaulich bedeutet dics, da8 8,91 nicht im Rand von a liegt, wie das etwa beim Mendian des Torus der
Fall ist. Dieser ist ju geschlossen. Auf dem Nivesu des ldentifikationsschemas macht sich dies dadurch
bemerkbar, dab eine Kante (zum Beispiel) in einer Fliche cinmal positiv und cinmal pegativ aufinitt: Dies
ist etwa bei dem oben diskutierten Besspiel

Vies.ra Mt (?g) = (j:))

der Fall, wean man f;: ABBA' = CDD'C und k;: AA'= BB' = CC' = DD’ nimmt: AA' kommt in ABB'A' mit
umgekehrter Orieatierung als A'A vor, wahrend BB' in der positiven Crienticrung als BB’ aufintt. Analoges
gift far CC' = DIY in CDD'C sowic fir f: ACC'A'» BDD'B' und &, wic oben.

i% Eine Inzidenzmatrix T, ist  bilatére”, wenn ‘Tq nur Nuflen und Einsen io der Dirgonalen enthalt, wenn
also andess gesagt keine Torsionskoeflizienten avfireten (vgl. Poincaré V1, 366 und Poincaré VI, 369 15t
Corollaire]).

Dic von Poincaré gewahlte Formutisrung wird Bblicherweise (vgl. Dieudonné 1989, 35) ia der im Text
angegebenea Weise als Vorform der Poincaré-Vermutuag interpretiest. Es ist aber nicht klar, was Poinearé
mit ., Hypersphiire” meint, da er diesen Begriff 2guivok verwendet: Er kann sowohl die offene als auch dis
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An dieser Stelle dringen sich zwei Fragen auf: Warum wendet sich Poincaré hier dem all-
gemeinen n~dimensionalen Fall zu? und: Warum beschrinkt er sich andererseits auf den
Fall der Sphare? Die Antwort auf die erste Frage ist vermutlich, daf der von Poincaré
entwickelte Ansatz (kombinatorischer Aufbau plus Inzidenzmatrizen) fiir diesen aligemei-
nen Fall genauso gut funktioniert wic fiir den dreidimensionalen, Hinsichtlich der zweiten
Frage konnie man Poincaré angesichts der weiteren Entwicklung des Homéemorphiepro-
blems fiir 3-Mannigfaltigkeiten (1919 zeigle J.W Alexander, dad dieses im allgemeinen
nicht mit den traditionellen Invarianten losbar ist; vgl. 5.1.1) einen geradezu genialen
Weitblick unterstellen (von Alexanders Ergebnais wird der Fall der 3-Sphiire nich? tangiert).
Das scheint mir aber doch zu weit zu gehen. Eine andere Interpretation, eine eher niich-
terne, ist, daB sich Poincaré an dieser Stelle auf die Sphére (vgl. aber auch Anm. 178) be-
schrénkt, weil er nur fiir diese die fraglichen Invarianten, die in seiner Formulierung auf-
treten (also Betti-Zahlen und Torsionskoefiizienten) explizit angeben konnte.

Besonders bemerkenswert ist ferner, daB Poincaré hier keinerlei Voraussetzung tiber die
Fandamentalgruppe macht. Das erstaunt emse mehr, als er ja in der Abhandlung von 1895
bereits die Mitiel bereit gestelit hatte, die einzusehen erlavben, dad die konkretes Mannig-
faltigkeiten, die er aus Beispicl 6 ableitete und die sich beziglich ihrer Torsionskoeffizien-
ten unterscheiden, auch in ihrer Fundamentalgruppe differieren {vgl. hierzu Anm. 173).

Dies mag zum cinen daran gelegen haben, dad Poincaré im 1. und 2. Komplement die
Fundamentalgrusppe generell nicht in Betracht sicht, zum andern aber auch daran, da8 das
Zusammenspiel der Voraussetzungen ,,geschlossene 3-Mannigfaltigkeit”, | orientierbar”
und , Fundamentalgruppe”, welches ja erst dazu fishet, daf die Fundamentalgruppe alle
wichtigen Informationen enthilt (vgl. Seifert-Threlfall 1934, 205f), Poincaré noch nickt
Klar war. Dabei ist zu beachten:

1. Die Voraussetzung der Dreidimensionzalitit ist von entscheidender Bedeutung. Schon fisr
4-Mannigfaitigkeiten muB man iber dic zweidimensionale Homologie eigens Voraus-
selzungen einfithren 179

2. Die Torsionskoeffizicnten der Dimension zwei einer 3-Mannigfaltigkeit werden durch
deren Orientierbarkeitscharakter und i.a. nicht durch die Fundamentalgruppe festgelegt.
Insofern hatte Poincaré recht, wenn er in den Torsionskoeffizienten ein neves, von der
Fundamentalgruppe unabhiingiges Element sah. Allerdings tifft es zu, daB geschlossene
3-Mannigfaltigkeiten mit endlicher Fundamentalgruppe stets orientierbar sind (vgl.
Tietze 1908, 111}; ob das Poincaré klar war, 138t sich kaum entscheiden.

abgeschlossene Kugel B" bezichungsweise ER meinen (2.B. Poincaré VI, 365 - vgl. hicrzu das oben
Gesagte tber die Unterscheidung der verschicdenen Arien von Polyedern) als such die Sphare S0 im
heutigen Siane. Da Poincaré sclien den Randfil - gemeint ist hier die nte Betti-Zahl und die
entsprechenden Torsionskosflizienten - betrachiet, kann man bestenfalls dem Kontext entnchmen, was er
mit , Hypersphire ™ meint {vgl. auch Scholz 1980, 317). An dcr hier interessierenden Stelle 188t dieser
keinerlel Rockschlisse auf die Bedeutung des fraglichen Terminus zu, weshalb man auch lesen k&nnte:
Ein Polyeder (oncaticrbar und geschlossen dirfen wir sicher erglnzen), dessen Betti-Zshien in den
Dimensionen 1 bis 0-1 allc 1 sind und das keinc Torsionskosflizicnten aufweist, ist homSomorph zu En,
also insbesondere zusammenzichbar (B kommt wegen der Geschiossenheit der Marnigfaltigkeit nicht in
Betracht).

1% Das fihrt zur verallgemeinerien Poincaré-Vermutung, auf die wir in 7. Ausblick kurz zu sprechen kommen
werden.
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3. Die Tatsache, dab die Fundamentalgruppe neben der ersten Besi-Zahi auch die cindi-

. mensionalen Torsignskoeffizienten festlegt, warde - im komt?inatonschcu Kontext - erst

1908 von H. Tietzc bewiesen (vgl. unten 4.2). Ob Poincaré diesen Zusammenhang gese-
hen hat, bleibt unklar.

SchlieBlich sei noch bemerkt, dab die Torsionskoeﬂiﬁcme_n d'cr Dimension 1 immerhin
hinreicken, um die Beispiele 3 {Quatcmjonenraum?, 5 (projektiver Raum - Heegards Ge-
genbeispiel) und die 82 voneinander zu unterscheiden, ohne auf die F.L_mda.mema}g-ryppc
zuriickzugreifen. Auch dies mag Poincaré in seinem Glauben an dic Stirke der Torsions-

koeffizienten bestirkt haben.

Mit den beiden ersten XKomplementen hebt Poincaré seine topologischen Un%crs!.xchun-
gen auf eine neue Ebenc: Durch die Einfithrung kembinatorischer Met?ioden, dlC'SId_'l auf
den Aufbay einer Mannigfaltigkeit aus niederdimensionalen Bcst.a;ldtcﬂcn und djle diesen
Aufbau beschreibenden Inzidenzmatrizen stiitzen, gelingt es :hrm nun wengf:hen.d,
_intuitive” Argumente bei der Ermitilung von Invgrifmien zu vermeiden. Insofern ist dx_e.
Assoziation zu jener Verinderung der Analysis, die im 19. Jah:h_undcrl stattfanq und die
Felix Klein auf den Namen LJArithmetisicrung” taufle, welche Seifert-Threlifzll im nach-
folgenden Zitat herstellen, durchaus berechtigt:

Mit der Einfahrung der Inzidenzmatrizen hat Poincard (...) den entscheidenden Schrtt zur Anthme-
tsierung der Topologie getan.”
(Scifert-Theelfail 1934, 317 Anm. 14}

1 iefaltipkeit samt Zerlegung gegeben, so lassen sich ihre Inva_ﬁa:l'ncr.: mit d.en
if{ti:t::?; Ic\garnfuri{;deg gesprochen - linearen Algebra emairif:ln. _Das ?(onunmerhchc wird
gleichsam diskretisiert. Deshalb - und das war ja Poin;are's .etgenthchcr Ansatzpuz'-lk.t -
kann man nun Satze tiber zellenzeriegte Mannigfaltigheiten - msbe?ond(l:gcoz den Dualitits-
saiz - ohne Rickgrill auf intuitiv-geometrische Vors_tcilungen beweisen. Mzm kann sa-
gen, dab hier die Topologic zu einer theoretischen Wissenschaft zu werden beginnt.

I\)Iaiﬁrlich werden durch diese Entwickiung auch Fr.agcx'l x'md Probleme aui'gcf..r-'oril"grlt_ Da
ist einmnal die Frage, ob sich wirklich jede Mannigfaltigkeit in Zellen zeriegen 1B, '*! und

180 i 3 atterter Kommentar zu Poincard's intuitiv-geometnischer Vorgch?nswcjsci )
vfﬂil:;:i?::; :;rtzﬁ scetion V1 of this first Complément, which _follows_ shn.ws .Po:r_xcar.c at l:us v.vmst,
’inlcrsu:ling and ,,deforming” manifolds in the most rcckic]ss \(&Sy \agihou—t ;g;gslgg;)}»cst justification in an

iatement B in the particuiar case n=4, g=1." (Dicudonné .31y
?;T}E:::l'zupcrizzc:lﬁcn Patagraphen %cs 1. Komplements sowie die I.Criu'k i:n's:rzm bc} chudgnnéj 1.989, ?lf.
Allgemein mufl maa aber festhalten, dah derartige Fragen (Tm:'mguhcrbar}cgt, M'bghchkgltcn eincs
Zellenaufbaus etc) bei Poincaré stark unter der Unsf:harfe seiner Q:meon iciden. 1?1:: vyc:::rc
Entwicklung wird, wic wir in 4. schen werden, zuerst cinmal cine Pré:usm.m.ng dc_r kombmaton:c .c;
Begnifflichkeit (v.a. bei Dehn und Heegard. Ticize [Havptvermutung!] und Steinitz) bringen, wihrcnt :c“
dic aligemein topologische Begrifffichkeit ausgehend von Haus:_'lorﬁ's ._Gmndmgc. dcr. N[{cngcr;‘:l:
¢1914) weitgchend unabhingig von der kombinatorischen To.pologw catfaltete. Allcrdings ist festzub " 0,
daB schon um 1930 horum cin gescharfies Bewubiscin for das Spannungsverhilinis zwischen
}ombinatorisch-diskreten und kontinuterfich-1opologischen Fr.agcn und Methoden f:stzusic]lc:r ‘S}:EEVB'L
ctwa Waerden 1930 und unter 5.2). Eine Zusammcnfhhrung.m G.nsm!‘: von l.Tragcn }'lach dem Ve 1;111’5
der verschiedenan Kategorien zucinander (topelogische Mannigfaltigkeiten, Differenzierbarstrukiuren, PL-
Strukturen usw.) setzic erst um 1930 herum verstirkt ein (vgl. 6.

%
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allgemeiner dicjenige nach dem Verhiltnis von topologischen und kombinatorischen Me-
theden (Tietze, Steinitz {vgl, 4.2]), zum andemn bleibt das Problem, kankrete Mannigfaltig-
keiten zu konstruieren oder zu zerlegen. Die Konstruktion von Gegenbeispicler wird auch
in der weiteren Geschichte des Hom&omarphieproblems eine wichtige Relle spielen. Der
»geometrische Rest” blick dariber hinaus in der Suche nach Normalformen virulent, ohne
die das Homoomorphieproblem fiir Mannigfaltigkeiten - und damit sls dessen prominente-
ster Ausdruck, die Poincaré-Vermutung - richt zu ldsen ist.

3.4 Die Poincarésche Homologiesphire und die Poincaré-
Vermutung

Die Komplemente 3 und 4, die Poincaré im Jahr 1902 seinen Arbeiten zur Analysis situs
folgen Liel, beschifligten sich fiberwiegend mit Fragen, die wir heute der algebraischen
Geomeirie zuordnen wirden. Zwei Aspekie, die in ihnen bzw. im 5. Komplement von 1904
aufireten, sind jedoch fiir unseren Zusammenhang hier unmitielbar relevant. Das ist zum
einen eine neuastige Beschreibung des sechsien Beispiels aus der Arbeit von 1895, die
Poincaré im 3. Komplement gibt und die dieses mit der Theorie algebraischer Kurven und
automorpher Funktionen verkniipft, und andererseits die Xonstruktion einer Homologie-
sphire, des Dodekaederraums (diese Bezeichnung geht auf Threlfall und Seifert, 1931
zariick; vgl. 5.2), welche er im 5. Komplement durchfithrt. Diese gibt dann Veranlassung
zur Formulierung jener Frage, die spater als , Poincaré-Vermutnung™ berfhmt werden sollte.
Da der Dodekaederraum eine wichtige Rolle in der frithen Topologie spielte und von ver-
schiedenen Autoren (M. Dehn, Kreines, Weber-Seifert, Threlfail-Seifert) unter verschiede-
nen Gesichtspunkten (Knotentheorie, geometrische Beschreibung, Diskontinuititshereick)
wieder aufgegriffen wurde, soll im vorlicgenden Abschnitt die weitere Entwicklung dieses
Beispiels mit betrachtel werden, Die andere historisch wichtige Beispielgruppe - die Lin-
senrdume - werden wir in 4.1 im Zusaramenhang mit den Beitrigen H. Tietzes und in 3.3
niker untersuchen.

Wenden wir uns aber zuerst roch einmal kurz dem 6. Beispiel zu. Im dritten Komple-
ment (Peincaré VI, 373-392) geht Poincaré allgemein von einer Gleichung 2= F(x,y)
aus, wobel X,y und z komplexe Variablen und F ein Polynom sein soll mit der zusitziichen
Forderung, daB die durch F(x,y)=0 definierte algebraische Kurve nur Singulanititen
bestimmter Art aufweist.)®2 Auf diese Art erhalt man eine (recl) vierdimensionale Man-
nigfaltigkeit im Sinne Poincaré's, Schrankt man y auf eine geschlossere Kurve in C ein, so

Froh schon nohm allerdings L.E.J. Brouwer mit seiner berihmten |, méthode mixte” (welche man sich als
Methode der simplizialen Approximation vorstellen darf) cine Mittlerrolic ein.

'F g'F

. 2
12 Ist {3y} € C x C cin Punkt mit % =0, so soll weder rg;;- noch ~— Nuil werden; in Doppelpurkten

: &F aF {&F) _
FLH o omes ZE, 0 und »--—;-mé:uu Sr # 0 sein. Andere Singularithen dorfen nicht
% ax? o' By axay
aufireten. Beispicke dieser Ast waren aus dec algebraischen Geometrie gelaufig; val. etwa Picard-Simart
1897, 83-90.
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bekommt man eine dreidimensionaie Mannigfaltigkeit. Es zeigt sich, dab diese Zugangs-
weise unter anderem das Beispicel &6 umfafit.

Genaner sieht man das so ein (vgl. Poincaré Vi, 375f). Es sei F ein Polynom vierten
Grades (die algebraische Kurve F{x,y)}=0 hat dann das Gaschiecht 1) in x. Hiit man vy fest,
SO ist .

t=] F,(x) dx

ein elliptisches Integral und dessen Umkehrung eine elliptische Funktion mit den Perioden
w und w',

Das zugehorige Fundamentalpolygon ist ein Parallelogramm R, wobei die beiden Seiten
w und w' die Perioden (,,en gandeur et direction” [Poincaré VI, 375]) darstellen. }
Durchljufi v eine einfach geschlossene Kurve genav einmal, so induziert dies den Uber-
gang zu einem anderen Parallelogramm R;, dessen Seiten sich in der Form
aw +Pw',yw +5w' darstellen lassen, wobei die aus «, f, y und 8 gebildete Koeffizienten-
mairix M aus SL(2,Z)} sein soll, Untersucht werden soll nun die dreidimensionale Mannig-
faltigkeit

V = {{x,y,zye C3| y durchliuft eine einfache geschlossene Kurve und 22 = F(xy), F

ein Polynom in x und y, vom Grad 4 in x}
Den Punkten dieser Mannigfaltigkeit ordnet nun Poincaré Transformationen des reellen
dreidimensionalen Raumes mit den drei recllen Variablen &, 1,0 zu mit folgenden Eigen-
schaften:
¢ hangt nur von y ab; sein Wert erhdht sich um 1, wenn y den geschiossenen Weg einmal
durchifuft; £ und 7 siad lineare Funktionen des Real- und Imaginfrteiles des durch z2 =
F(xy) fesigelegten elliptischen Integrals ¢, wobei fir ¢+ t+w die Varablef in £+1
iibergeht und fiir t+—= t+w' die Varabler in n+1. Ersetzt man das Tripel (§,n,0) durch
(€ +1,m,$) oder durch (€, 7+ 1,0} oder auch durch (88 —yn, BE +aun,{ +1), so erhiilt man
immer denselben Punkt von V. Folglich kana man V als Unterlagerung des R3 auffassen,
wobei die Decktransformationsgruppe von den  Abbildungen (E,m.0)y—={&+1Ln.L)
(E.n03(E,n+L0) und (&m0 (cd +Bn,vE +8n,5+1), erzeugt wird. Also erhilt
man dieselbe Deckiransformationsgruppe wie in Beispiel 6, weshalb die entsprechenden
Mannigfaltigkeiten Gbereinstimmen mussen.
Um die Gestalt dieser Deckiransformationen zu ermitteln, mub man die Auswirkung eines
vollen Umlaufs von v, oder, wenn man so will, von £+ & +1 auf ¢ und 7 ermitteln. Da
der Wert des clliptischen Integrals linear von £ und w abhingen soll, mub einerseits
t = Ew +nyw gelten. Andererseits ist nach der Transformation ((£1,71) seien die Werte, die
(£,1) hierbei annchmen) t =& {aw + Bw") + 1 (yw + 8w}, Also werden - wie dic Rechnung
zeigt - {£,m) und (£1,m) durch die Inverse der Transformationsmatrix M, welche wieder
aus SL(2,Z) ist, ineinander {iberfiihst. Somit lautet die Transformation
(&m0 B -y, BE+an, L+ 1) ‘

Bei Puincaré gibt es hier einen Vorzeichenfehler. Die Decktransformationsgruppe, dic von
den angegebenen drei Transformationen erzeugt wird, ist aber dieselbe wie jene aus dem
Beispiel 6, da lediglich

¢ Yumals 8
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ersetzt wurde.

Diese Uberlegungen werden anschliebend auf Kurven hoheren Geschlechts bezichungs-
weie Polynome héheren Grades verallgemeinert (Poincaré VI, 376-392.) Leider sagt Poin-
caré nichts dariiber aus, ob die oben vorgefithrien Betrachtungen ihn zur Definition des 6,
Beispiels gefithrt haben, oder ob cr sie erst spater angestellt hat. Ersteres ist nicht unmdg-
lich, insofern die verwendete Begrifflichkeit ja nichi-topologischen Kontexten entstammt,
welche Poincaré auch schon vor 1892 zur Verfigung standen.'®? Wire dem so, lieBe sich
achen dem in 3.1.1 angedeuteten altgemeinen Zusammenhang zur Funktionentheorie auch
noch ein analytischer herstelien. Im ibrigen bemerkt Poincaré roch in der entsprechenden
Ankiindigung vor der Akadernic (Poincaré VI, 3711), dab er auf die durch 22 = F(x,y) de-
finierten Mannigfaltigkeiten im Zuge seiner Untersuchurgen zur Himmelsmechanik
{Doppelintegrale fur die Reithenantwicklung von Stérfunktionen) gestoBen sei. Das wieder-
um kénnte auf einen frithen Ursprung dieser Frage hindeuvten, da die Anfinge von Poin-
caré's Beschifligung mit der Himmelmechanil, die in den berithmiten ,,Nouvelles méthodes
de ia Méchanique céleste” (1. Band 1892) gipfelten, schon einige Zeit zuriicklagen.
SchlieBlich geht Poincaré¢ auf dem Hintergrund der gerade geschilderten Zugangsweise
noch einmal auf Heegards Gegenbeispiel ein (Poincaré VI, 390f), um dicses Mal dessen
Fundamentalgruppe zu bestimmen.

Das finfte Komplement, mit dem Poincaré 1904 die , Analysis-situs™Reihe abschloB,
ist recht tang (vgl. Poincaré V1, 435-498) und reichhaltig. In den gingigen Darsteliungen
von Polncaré's topologischen Beitrdgen (etwa Bollinger 1972, Dieudonné 1989, Hirsch
1985) wird es bestenfalis kurz abgehandelt (eine Ausnahme bildet Scholz 1980, 295f), was
die Vermutung nahelegt, dab es hauptsichlich Dinge enthilt, die aus moderner Sicht we-
niger interessant sind oder die erheblich kiirzer dargestellt werden konnen.!®4 Dies ist
sicherlich teilweise zutreflend; es zeigt sich aber dennoch, daf gerade dieses Komplement
cinige interessante Ideen und bis heute giitige Resultate enthilt. Zudem - und das macht es
fir unseren Zusammenhang so wichtig - stellt es den Endpuskt in Poincaré’s Bemithungen,
die 3-Mannigfaltigkeiten zu klassifizieren, dar.

Das 5. Komplement beschiftigt sich im wesentiichen mit drei Themenkreisen: Skelett-
aufbau von Mannigfaltigkeiten, geschlossene doppelpunktfreie Kurven auf Henkelfliichen
sowie mit jener 3-Mannigfaltigkeit, die heute als Dedekaederraum bekannt ist, die wir aber
aus Griinden, die sphter ersichtlich werden, Poincarésche Homeologiesphére nennen wollen.
Poincaré beschrinkt sich bei seinen Uniersuchungen auf 2- und 3-Mannigfaltigkeiten,
behauptet aber in der Einleitung, seine Untersuchurgen seien verallgemeinerbar. 13> Die
allgemeinen Betrachtungen tber Skelettaufbau und Zykel flieBen teilweise in die Kon-
struktion der Homologiesphiire ein; wir werden uns im folgenden kurz mit dem Skelettaunfs
bau befassen, um dann zu besagter Mannigfaltigkeit iibcrzugehen.

183 Vgl hierzu 3.1.

184 5o | erledigt” Dicudonné die Homologiesphire, fir deren Beschreibung und Erforschung Poincaré vicle
Seiten braucht (s. unten), in cinigen wenigen Zeilen {Dieudonné 1989, 307). Die von Dieudonné gewlihlic
Vorgchensweise catspricht in moderner Ausdrucksweise der Gewinnung der Homologiesphéire von
Poincaré als . Diskontinuititsbervich™, diese geht auf Threlfall-Seifect 1931 zuriick (vgl 5.3).

185 Cette fois je me suis borné 4 Fétude de certaines vari€lés & trois dimensions, mais ics méthodes que J'ai
émployées pourrtont &tre sans doutc d'un usage plus général. En passant j¢ me suis éteadu assez
longuement sur certaings propnétés des courbes fermées que Ton peus tracer sur fes surfaces fermées de
TI'espace ordinaire.” (Poincaré V1, 435)
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Der Skelettaufbau wird zuerst als Beschreibungsmittel - also nicht als Mittel zum Auf-
bau - von Mannigfaltigkeiten eingefithrt. Ist V eine Mannigfaltigkeit der Dimension m, die
in den Rk {m < k) eingebettet sein soll, 13 so betrachiet Poincaré die Schnittgebilde, welche
entstehen, wenn man V mit einer Schar von Hypercberen des Rk schneidet. Letztere soilen
durch Gleichungen

(Q(Xl,...,xk) =1
mit einem resilen Parameter!®? t beschrieben werden und so geartet sein, dafi durch jeden
Punkl des Bk genau eine dieser Hyperebenen geht. Nun bringe man dic Hyperebenen H, filr
t R mit V zum Schnitt. Es entstehen die Mannigfaltigkeiten!® w (t)....w, (1), deren
Verzinigung mit W, bezeichnet werde. Semit gilt
V= U W,
1eR

weshalb man sagen kann, daB das System aller Wy dic Mannigfaltigkeit V erzeuge. Dar-
fiber hinaus gilt: Ist V geschlossen, so auch jedes w;(1).1%?

186 Da Poincaré im folgenden auch den Fall zuiaBt, dab V nichtorientierbar ist, mufl er mit der Dimension des
Rx groBzigig” verfahren. Froher in der . Analysis-situs™Reihe wurden meist m-dimensionale
Mannigfaltigkeiten im R™1 betrachtet, der nichtorientierbare Fall somit e limine susgeschaltet (sofern man
geschlossene Mannigfaltigheiten betrachtet).

157 Der cinfachste Fall wire, daB @(x, ,...%, ) = t dic Gleichung x,~t bedeutet. Das licfert

H (g o) = {(%) cdac Y iy - 1 0)
Folglich wird cine Hypercbene beschricben und ¢ BeBe sich als , orientierte™ Hohe Ober dem Niveau xy = 0
interpretieren. Dic sogleich zu formulicrende Eindeutigkeitsbedingung ist hier offensichtlich erfoilt. Vgl
auch 2.2.2.1 fur aknliche Ideen bst Mobius.

18 Stellt man sich V als durch Gicichungen und Ungieichungen gegeben vor (also legt man Poincaré's erste
Mannigfaltigkeitsdefinition aus der ,Analysis situs” zugrunde), so ergeben sich die wi{1)...,wy(1) aus ¥
durch Hinzunahme der weiteren Gleichung @{X....%) = t. Dic Tatsache, daB sich bei jedem Schritt
Mannigfaltigkeiten und zwar nur cadlick viele ergeben, wird von Poincard kommentarios unterstelit,

159 Tias ergibt sich direkt aus Poincard's Definitionen (Poincaré V1, 1974). lm obrgen beachte man, dal i
jeweils von t abhingt, was anschaulich besagt, daB das Schnintgebilde @ ~ WV for verschiedenc t
unterschicdiich viele Komponenten unterschiedlicher Ast aufweisen kann. Um ein Betspicl vor Augen zu
haben, stelie man sich etwa cine Brezelfifche im R3 vor, dic ven Ebenen geschnitten wird:

 — _ -
S O
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Als niichstes versucht nun Poincaré, die Verhsltnisse, die im System aller W, herrschen,
in den R3 abzubilden. Die Grundidee dabei ist, dab sick zwei Systeme W, und Wy wenig
unterscheiden, wenn t und t' nahe befeinander liegen. Dies ist allerdings nur dann richtig,
wenn zwischen t und ' kein ,, Ausnahmewert” liegt, fiir den sich das System W, dndert
durch Aufireten einer neuen oder Verschwinden einer alten Komponente (vgl, das Bre-
zelbeispiel aus Anm. 189) oder sich die Gestalt einer Kompenente topologisch geschen
dndert (aus einem Punkt wird im Brezelbeispiel eine S1). Punkte der ersteren Art heilen
Verzweigungs- bzw. Vereinigungspunkte, weil der Aufbau der Mannigfaltigkeit spiter
durch Geraden im gewshnlichen Raum wiedergegeben werden soll.

Dies 181 sich genaver so fassen: Gilt W, = & fiir ¢ <1, und t>t [f; minimal, t; ma-
ximal] (was fiir kompaktes V der Fall ist ), so nehme man fir jede Komponente in 'W,a
einen Punkt. Von diesen gehen Geraden aus, welche sich gemih der oben geschilderien
Weise veroweigen, aber auch wieder zusammenlaufen kénnen. 130 Dabei dirfen Geraden
nur dann zusamroenlaufen, wenn sich die zugeordneten Mannigfaltigkeiten vereinigen;
andere Schnittpunkte sind zu vermeiden. Das entstehende Gebilde nennt Poincaré das
Skefett der Mannigfaltigkeit V. Hieran schliefien sich zwei Bemerkungen an {vgl. Poincard
VI, 438}

1. Ist V geschlossen and (t;,y,z) ein Endpunkt einer Strecke, die zum Skelett von V

gehort, so wird die zugehdrige Komponents w, fiir 1 — 1) zu einem Punkt.

2. Gilt fiir eine Mannigfaltigkeit V die Gleichheit

wtb = W"I

(in der oben eingefiihrten Bedeutung), so kann man die Geraden des Skeletts
schlieBen, 19
Im weiteren versucht dann Poincaré, die Verzweigungs- und Vereindgungspunkte, die
gleichbedeutend mit ausgezeichneten Punkten der entsprechenden Mannigfaltigkeiten

i% Fir unsers Brezelfliche sihe das so ¢twa aus:

to t iz i3 i ts
Im 9brigen legt Poincaré die Konvention zugrunde, daB dic crste Komponente der Purktetripel, welche auf
zum Skelett einer Mannigfaltigheit gebdrigen Geraden licgen, gerade gleich t sein soli, Dic beiden anderen
Komponenten sind soweit belicbig, als nur Geraden der geschilderten Art entstchen missen,

19 Hierftir gibt Poincaré den Torus als Beispic! 2n {Poincaré VI, 438):
..Pour prendre un exemple tout & fait simple, considérons un tore qui sera notre variété V et regardons - le
comine ¢ngendré par son cerele méridien qui sers motre variété w(t), identique & w(t+2n). Avec nos
nouvelles conventions, le sguelette de co tore se réduit & une courbe fermée.” (Poincard VI, 438}
Stelit man sich den Torus als ST x S! vor, so wird sofort klar, was Poincaré hier gemeint hat und was man
modern in etwa ciner Faserung oder ciner Blatterung gleichselzen kann,

"
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sind, %2 nsher zu charakterisieren (Poincaré VI, 457-447). Es ist hier nicht moéglich, die
Details der verwickelten Untersuchungen Poincaré's wiederzugeben. Bemerkenswert ist
aber aus moderner Sicht jedenfalls, daB er die Singularitfiten mit Hilfe differenzierbarer
Funktionen, unter Berticksichtigung von deren zweiten Abjeitungen, untersucht, wetfei er
explizit mit den Indizes der Singularititen arbeitet (Foincaré VI, 43'.90. Insofern nimmi
Poincaré hier wesentliche Ideen der Morse-Theorie vorweg; seine Uberlegungen zielen
darauf ab festzustellen, wie sich - modemn gesprochen - der Homotopietyp ciner Mannig-
faltigkeit &ndert, wenn man cinen singuldren Punkt {im Skelett beziehungsweise in der
Mannigfaltigkeit) passiert.!? Allerdings findet man nicht explizit die Idee, diesen Uber-
gang im Sinne eines Henkelaufbaus (Dieck 1991, 69) zu standardisieren, vielmebr verwen-
det Poincaré geometrische Vorstellungen verschiedenster Art. Anders gesagt tg]e:bt sein
Vorgehen hier eher beschreibend und wird nicht konstruktiv.'%4 Er kommt dabei auch der
Vorgehensweise P. Heegards nahe, die dieser bei der Behandlung seiner Dxagrmc (vgl.
unten 4.1) entwickelt hatte, Das werden wir an der jetzt zu besprechenden Homologiespha-
1e gleich sehen. ) )

Als Vorbereitung zur Definition dieser 3-Mannigfaltigkeit untersucht Poincaré eine
{orentierbare) dreidimensionale Maonigfaltigkeit V, deren Skelett das Intervali {0,1] sei.
In diesem soll es p Punkte {,,points remarquables” [Poincaré VI, 475]) 0«1, < ty <<ty <1
geben, bei deren Uberschreitung der Zusammenhang der cnsprechcndc?n Mannigfaltigkeit
W, jeweils wm 2 zunimumt;19% W wird als ein Punkt angenommen, Wy ist dann (2p+Dfach
zusammenhingend. Ansonsten soll die Mannigfaltigkeit W, hom&omorph zu sich seipst
bieiben, wenan g zwischen zwei Werten t; und t;4; variert (i = 1,...,p-1). Insbesondere &n-
dert sich deren Homotopietyp nicht zwischen t; und 4.

92 Remarquons que si l'on considére une des valeurs ty gui corrcspond'cm 8uX points d_c bif_urcuifon. &t pour
lesquelies une des variétés w; sc dédouble, ia variété wilty) admet également un point singulicr. Cela va
donc tous obliger & étudier ces points singuliers.” (Peincaré V1, 437)

193 Das Haupiergebais fur Fiachen im orientierbaren Fall lautet: o
.Sidone V & deux dimensians et est bilatére, son squelette n'aura d'autre point singulier que ].cs c.:ui-dc-sac
et les bifurcations. Cest 13 Je secret de la simplicité relative de I'‘Anabysis situs des surfaces ordinaires.”

(Poincarc V1, 443)
Im Falle von 3-Marnigfaltigkeiten liegen die Dinge komplizierter (vgl. Px_)incan’: Vi, 444-447_). o

%4 he einzigen Auspahmen hicrvon sind unten beschricben. Ncbcnbu' bemerkt findet s_lch in diesem
Zusammenhang bei Poincaré nuch das Identifikationsschema der projektiven Ebenc; vgi. Pemc_aré V1, 443.

195 Da das Skelett our aus ciner Strecke besteht, gibt es zu jedem te [0,13 nur cine Zusam-
menhangskomponente in W, dic wir der Einfachheit halber selbst mit Wy bezcichnea. Dieses W, soll
immer eine geschlossene orienticrbare Fliche scin (Poincaré VI, 473).
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Das Uberschreiten eines kritischen Wertes t; entspricht somit dem Anheften eines Henkels
¢wenn man vom kleineren zu griBerem t Gbergeht) beziehungsweise dem Wegnehmen
eines solchen. Letzteres hat Auswirkungen auf die Zykel, in dem Sinne, dab es auf W,
zwei Klassen von Zykel gibt,1%6 die dort nichthomolog sind, wihrend sie in Wy . null-
homotop sind bzw. ,,gar nicht mehr vorhanden™. Prabei darf man noch annehmeﬁ, daB die
fraglichen Zyklenklassen Reprisentanten besitzen, weiche doppelpunktfrei sind. Ein Teil
der weiteren Ausfihrungen Poincaré's 1aBt sich nun so verstehen, daB man Henkel weg-
nimmt und die entstehenden Lécher (je zwei pro Henkel) durch Kreisscheiben schlieft. Die
Rolle der Rinder iibernelunen dann ausgezeichnete Zykel wie oben beschrieben. Nach
Wegnahme aller Henkel entsteht folglich eine Fliche mit Zp Rindern bzw. Lachern, die
Poincaré als W—}:Sq schreibt (Poincaré Vi, 477). Nach VerschlieBen durch Kreisschei-
ben entsteht eine einfach-zusammenhangende Fliche im Sinng Poincard's, das heibt eine,
die zu S? homomorph ist:

W, = W-ES+EB+IB" est homéomorphs & la sphére entidre, cest-a-dire simplement connexe.”
(Poincaré VI, 4773197

Somit ist W eine Henkelfliche vom Geschlecht p. Merkwiirdigerweise benutzt Poincaré
diese auf F. Klein zurickgefihrte Modellvorstellung (vgl. 2.2.4) richt explizit. Zusammen-
fassend stellt Poincaré fest:

..On peut done dire qu'en pratiquant dans V les p coupeurs Ag on rend celte vanété simplement conn-
cxe. Praliquant ces p coupures, ¢t déformons notre variété de fagon & écarter les deux lévres de ces
coupures; la variété nowvelle U ainsi obtenue sera simplement connexe, limitée par une surface sim-
piement connexe H homéomorphe 4 unc sphére. Sur cette surface simplement connexe nous distin-
guerons 2p aires simplement connexes qui seront les deux lévres des p coupures, ¢t que jappellerau
Jes cicatrices; ces cicatrices scront conjugées deux & deux.”

{Poincaré V1, 478)

1% Man denke an einen Zykel, der cntfang des Henkels 15uft (cine ,,Parsliele” oder cin . Breitenkreis™} sowie
einen, der um den Henkel herumlauft (cin |, Meridian™). Ersterer verschwindet™ in Poincaréscher
Terminologic. wean man den Henkel wegnimmt, letztzre wird nulthomotop:

Supposons que nous fassions déeroitse t et que t passe par une des valeuss remarquables; i} arrive alors ...
quiun des cycles équivalents & C deviennent équivalents & 2800 ef, d'sutre part que tous les cycles gui
rencontraient C cessent dexaster.” (Poincaré Vi, 475}

197 Sphire entiére” ist hier im Gegensatz zur gelochten Sphire gemeint; moéglich wiire auch die Lesart
L Vollkugel” {(dean s geht vermutlich um Henkelkdrper, aicht um -flachen).
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Damit hat Poincaré gewissermalien die eine Halfe dessen, was wir heute eine Heegard-
Zerlegung!%® nennen, gewonnen. Die Formulierang ,eine Hilfte” soll darauf hindeuten,
dab ja geschlossene 3-Mannigfaltgkeiten dusch Identifikation der Oberflichen zweier
Henkelkdrper miteinander entstehen;19? diese Idee wird im Anschlufl von Poincaré entwik-
kelt.

An dieser Stelle trat bei Poincaré ersimals explizit die Idee auf, dab man eine geschlos-
sene orientierbare 3-Mannigfaltigkeit in zwei Henkelkérper gleichen Geschlechts zerlegen
kann. Auf diese Tatsache hatten zuvor schon andevtungsweise W. Dyck (vgl. 2.3.1) und
dann ausfithrlicher P. Heegard (vgl. 4.1) hingewiesen, wenn auch die fragliche Zerlegung
bei letzterem eher eine Folgerung denn die Grundlage seiner Konstruktionsweise fir 3-
Mannigfaltigkeiten gewesen ist. Beziiglich der Abh#ngigkeit Poincaré's von Heegard im
Punkte Heegard-Zerlegung sollte man bedenken, dab sich gerade Poincaré's Wiirfelbei-
spiele aus der Analysis-situs-Azbeit (vgl. 3.2) besonders gut eignen, diese Idee auszubilden,
wie die nachfolgende Abbildung zeigt.

Man sieht hier direkt, dab die entstehende Mannigfaltigkeit aus zwei Henkelktrpern vom
Geschlecht drei zusammengefigt ist. Im brigen gibt es viele Berithrungspunkte zwischen
der gerade vorgefithrien Uberlegung und jenen, die Poincaré zur Fundamentalgruppe sei-
ner Beispiele fihrten,

Insgesamt darf man festhalten, dab dic Idec der Heegard-Zerlegung Foincaré sicher
nicht sehr neu war; es scheint keineswegs ansgeschlossen, daB er diese auf dem Hinter-
grund seines Beispielsmaterials unabhingig von Heegard, den er ja im 5. Komplement
niemals nennt, entwickelt hat.

Im weiteren stellt Poincaré noch einige Uberlegungen zu Henkelkérpern an - aiso zu
berandeten 3-Mannigfaltigkeiten, deren Rand cben eine Sphire mit Henkeln ist. Er kommt
dahei zu dem (falschesn) Schlub, dab zwei von Henkelflichen berandete 3-Mannigfaitigkei-
ten homsomorph sind, wenn dies fir ihre Randflichen gilt, wenn also - gemisd der Klassi-
fikation der Fiichen - die Anzahlen an Henkeln ibereinstimmen (Poincaré VI, 479).200

1% Vgl. ctwa dic Klassische Darstellung dieses Gegenstands bei Seifert-Threlfali 1934, 239-221 oder dic
maoderne Darstellung bei Hempel 1976, 14-23.

192 gl Seifert-Threlfall 1934, 220,

M Poincaré warnt avsdrickbieh daves, dali man sich das Inacre cines HenkelkSrpers nicht zu einfach
vorstellen darf (Poincaré VI, 479), verfsilt aber dennock in sinem &halichen Fehler wie vor ihm schon
Mobius {vgl. 2.2.2.1). Als Gegenbeispicl nehme man cine gewdhaliche Vollkugel und den von Aloxanders
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Als Vorbereitung zur Definition seiner Homologiesphiire betrachtet Poincaré folgende
Verallgemeinerung der obigen Situation: Es sei V cine 3-Mannigfaltigkeit, deren Skelett
sich wieder auf die Strecke {0,1] reduziere. Fir die zugehSrigen geschlessenen und ori-
entierbaren 2-Mannigfaltigkeiten Wy gelte, daB ihr Zusammenhang zwischen 0 und 172 zu-
nehmen und zwischen 1/2 und 1 wieder abnehmen soll. Wy und W, sind jeweils ein Punkt,
weshalb V geschlossen ist; dartiber hinaus soll Wy, den Zusammenhang (2p+1) haben.
Felglich gibt es p Punkte zwischen 0 und 1/2, an denen der Zusammenhang von W, jeweils
um 2 zunimmt, und p Punkte zwischen 1/2 und 1, an denen er jeweils um 2 abnimmt. Also
liegt zwischen O und 1/2 genau die zuvor betrachtete Situation, zwischen 1/2 und 1 die in-
verse vor, Es sei

yz 1
V= UW ud V'= U W,.
1=0 t=1/2
Dann entsteht V, indem man V' und V" lings des beiden gemeinsamen Randes W/, mit-
einander verhefler:29!
V=Vio Ve
W,

Diese Darstellung betont die Analogie zur Heegard-Zerlegung?0?, wihrend die Darstellung
als Vereinigung V= VuUV" mit W, = V'~ V" den weiteren Uberlegungen Poincaré's
zugrunde liegt. In derer Verlzuf versucht er nimlich mit konkret-geometrischen Uberle-
gungen die Fundamentalgruppe von V zu berechnen, wobei er nicht anderes macht, als die
..Seifert-van Kampen-Situation™

gehOrmter Sphire begrenzten Raum. Anders geariete, auf Verknotung beruhende Gegenbeispicle
konstruierte 1908 iH. Tietze (vgl 4.2).
Ersetzt man allerdings ,,von ciner Henkelfliche berandete 3-Mannigfaltigkeit” durch ,von einer
Henkelfliche berandeter HenkelkGrper und unterstelly, daf letzterer sus ersterer in Standardmanier
hervorgeht, so erhalt man cine zutieffende Auvssage. Dicse Interpretation wirde also Poincaré’s
Behauptung retten, nicht aber dicjenige von Mdabius, bei dem weder von Henkelfifichen noch von -kompemn,
sondern nur gllgemein von Fllichen die Rede war,

201 Bei Poincaré heidt ou:
. La variété V pourrsi s¢ décomposer en doux autres V' et V™ correspondant, la premigre aux valeurs de t
compnsgs entre 0 et 1/2, la seconde aux valenrs de t comprises crtre 1/2 et 1. Chacune de ces deux
varittés particiles répond aux conditions du paragraphe précédent; ells cst développable et cest la vanésd
WV formée par leur réunion quil s'agit maintenant d'étudier.” (Poincard V1, 487}
{Der Begnff, développable” bedeutet | homéomorphe  une portion de Tespace plan” [Poincaré VY, 4793,
was man hier iesen sollte als ,in R3 einbettbar”.)
Genzuer gesagt geschicht die Vesheftung voa V' und V' durch einen Homdomorphismus W, — Wi,
welcher durch die Bilder bestimmter Kurven [estgelegs wird,
Im abrigen ist oft nicht recht klar, ob Poincaré Henkelflichen oder Henketkfrper meint. V' und V™ missen
natrlich Henkelkdrper scin; allerdings bezeichnet er die W, ausdrickiich als |, sorfaces™ {Poincaré VI,
487).

202 Steilt man sich vor, daB W, durch sukzessives Henkelanbaften entsicht, so reduziert sich ja dic

172
Vereinigung UOWl auf Wyp, well Wy W far 0 <0 < j § 1/2 gilt. So betrachtet wird der gangze
t=l

. Unterbau™ W, eigentlick dberfiassig und man fragt sich, warum Poincaré ihn berhaupt einfihrt.

:e{uU.lfzj
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zu untersuchen. Dabel kommen ihm natinlich die zuvor lber V' und V" gewonnen Er-
kenninisse, insbesondere jene fiber Zykel, zugute. Das erste wichtige Zwischenergebnis
lautet (W = V'~ V"= W), bei Poncarg; ,,équivalent” heiBt hier homotop);

.~ Tout cycie de V est equivalent & un cycle d¢ W (Poinears VI, 490)

Schlieblich gelangt er zu folgendem Resultat, wobei A eine Determinante bedeutet, die sich
aus der Aufstellung der Relationen fiir die Erzeugenden der Fundamentalgruppe von V fiir
die entsprechende Homolegic ergeben und die die Art und Weise ausdriickt, wie Bings
W, verhefiet wird:203
1.) Ist JA] > I, so ist bei Betrachtung vor Homologie mit Division Bi(V)=1, aber es tre-
ien Torsionskoeffizienten auf. Anders gesagt verschwindet in diesem Falle der freie An-
teil von H(V), aber nicht der Torsionsanteil. Insbesondere gilt nicht H,(V) = H, (s%).
2} Ist |A}= 1, soist By (V) =1 ohne Division; Torsicnskoeffizienten gibt es keine, Somit
hat man dann H;(V) = Hy(S%) = {0}
3.)1st A=0, soist B (V) > 1204
Poincaré gelangt hier zu einer weitgehenden Aufidirung der Struktur der Fumdamental-
gruppe {und damit der ersten Homologicgruppe) einer geschlossenen 3-Manniglaltigkeit,
welche aus ciner Heegard-Zerlegung des Geschlechis p hervorgeht (siehe unten). Den
zweiten Fall kommentiert Poincaré so;

L nombre de Betti et les costhicients de torsion sont donc les mémes que pour une vaniété simple-
ment connexe. Cela ne veut pas dire comme nous le verrons bieatdt, que la variété V soit simplement
connexe.”

{Poincart V1, 492)205

Man bemerkt, dab hier Poincaré stillschweigend die Qrientierbarkeit von V und damit die
Giiltigkeit des Dualititssatzes unterstellt: Anderfalls hifte es ja werig Sinn von der Betti-
Zahl zu reden und so zu tun, als seien mit Dimension 1 bereits alle Invarianten fesige-
kgt_ms

03 Vgl. Poincaré V1, 4911

64 Dieses Fall wird von Poincaré mit Hilfe der Minoren der Determinante noch weiter ausdifferenziest: vgl.
Poincaré Vi, 493.

205 Simplement connexe” ist hier wic schon oft bei Poincaré als ,,hom&omorph zu 53" zu lesen.

206 Vgl. auch das folgende Zitat, das sich cinige Zeilen spiter findet:
Revenons au cas A cst égal & = 1. Dans ce cas, on peut s¢ demander si la variété est simplement connexe
puis quclic a méme nombre de Betti ef mémes cocflicients de torsion que les vaniétés simplement
conacxes. Nous allons voir, el g'est le but principal de ce travail, qu'il n'en est pas toujours einsi, €l pour
telz nous nous bomerons & donnsr un cxemple.”

(Poincaré VI, 493)

Das fragliche Beispicl ist dic Homologicsphare. Man kann dieses Zitat als cinen erncuten Hinweis darpuf
nehmen, wic wichlig Poincaré das Kiassifikationsprobiem gewesen ist.
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Es folgt die Konstruktion der Homologiesphire und die Bestimmung von deren Funda-
mentalgruppe (Poincaré VI, 493-498). Hierz wihlt Poincaréd Wy, als orientierbare ge-
schiossenen Fliche mit finffachen Zusammerhang, aiso als Sphitre mit zwei Henkeln oder
auch ais Brezelfiche. Die dreidimensionalen von W, berandeten und orientierbaren
Mannigfaltigkeiten V* und V* sind die ausgefiiliten HenkelkSrper, also sozusagen
,fichtige” Brezeln, in die man hineinbeiBen kann. V' und V* liefern dwrch Identifikation
lings W, )., die geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigkeit V.27 Wie schon im wesent-
licher Heegard erkannt hatte (vgl. 4.1), 14Dt sich dieser V erzeugende Prozef durch die
Angabe des Identifikationsschemas auf Wy, charakterisieren 208 W,,, entsteht aus 82,
indem man zwei Paare von paarweise digjunkier Kreisen ansschneidet und die Rinder der
Lacher, das sind vier Kreislinien, paarweise identifiziert:

Die vier Kreislinien sind (die Vorzeichen denten entgegengesetzie Orientierung an) +A, -
A, +B und -B. Die Zeichenebene stellt somit die 2-Sphiire dar, wobei man sie sich durch
einen unendlich fernen Punkt abgeschiossen vorzustellen hat 9% Diese Kreisc geben an-
schaulick gesprochen an, wie die Henkel von V' angesetzt werden. Analog mub man durch
ein rweites Paar von doppelpurktfreien, sich nicht schneidenden Zykeln auf W), festle-
gen, wie die Henkel von V" anzufiigen sind. Genauer gesagt geschieht dies durch Aus-
zeichnung zweier einfach geschlossener disjunkter Kurven, welche Wiy nicht zersticken,

Die Annahme der Ornentierbarkeit ist gerechifertigt, insofern Heegard-Dipgmmme suf {gewShnlichen}
Henkeifiichen stets orenticrbare 3-Mannigfaltigkeiten liefern (vgl. ctwa Seifer:-Threlfall 1934, 2191).

207 Man kann das auch so sagen: Dic berandete Mannigfaltigkeit V' (die avsgefullie Brezel) witd unter ¢inem
Automorphismu 0V — 3V mit sich selbst ideatifiziert (vgl. Dieck 1991, 72).

05 Poincaré crwihnl Heegard merkwirdigerweiss Oberhaupt nicht, was die Vermulung nahelegt, dal er
diesen Teil von Hecgards Arbeit nicht zur Kenntnis genommen hat. Das klingt zunfichst einmal
befremdlich, ist aber zumindest nicht ausgeschiossen, da Heegard scin Gegenbeispicl gegen Poincard’s
Dualitatssatz gerade nicht als Heegard-Diagramm cinfithrt sondern mit Hilfe von Gleichungen (Hecgard
1916, 233} und Poincaré sich immer auf diese Darstellung bezog (vgl. 3.3). Auf dic Ideatifikation zweier
Volltort langs ihrer Qberflache kommt Heegard cest im weiteren Verlauf seiner Ausfilhrungen zu sprechen
{Heegard 196, 234). Das witrde allerdings bedeuten, dad Poincaré Heegards Berechnung der Betti-Zahlen
seines Beispicls nicht gelesen hat,

9 Heute nennt man dics dic Einpunktkompaictifizierung der Ebene. Die hicr gegebene Darstellung folgt im
wesentlichen Weber-Seifert 1933, 244; Poincaré selbst verwdhnt scinen Leser nicht durch irgendwelehe
Kommentare.
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auf die die Meridiane von V" abgebildet werden, wobei die Tatsache benutzt wird, daB
salch ein System einen Homeamorphismus der Brezelfldche auf sich eindeutig festlegt.

Die Existenz eines solchen zweitea Systems hat Poincaré durch seine langwierigen Be-
trachtungen zu geschlossenen Zykeln sicher gestellt. (Poincaré VI, 479-494). Auf diese
Untersuchungen, die ua. eine gewisse Klirung der auf der Brezelfliche méglichen Hee-
gard-Diagramme brachten, indem sie dic Homologieklassen charakterisierien, welche
einfach geschiossene Kurven enthalten, méchte ich nicht niher eingehen. Einige Hinweise
zu Poincaré’s Ergebnissen findet man bei Reidemeister 1933, 193f oder Stiliwell 1993,
2141

Es ist geradezu erstaunlich, wie nahe Poincaré modernen Vorstellungen bier kommit
(wie man sie etwa bei Hempel 1976 findet), wobei sein Vorgehen anders als bei Heegard
durchaus klar und gut begreiflich ist. Allerdings beschrinkt sich Poincaré auf ein Beispiel
und gibt kaum Hinweise zu einer aflgemeinen Methode. Graphische Darstellungen wie sic
erstmals von Poincaré zur Beschreibung des Aufeinanderkiebens zweier Henkelkbrper
verwendet wurden, heifien heute Heegard-Diagramme; richtiger vom historischen Stand-
punkt wire Poincaré-Diagramme.

Genauer gesagt geht Poincaré folgendermalien vor; Auf der gemeinsamen Randfiiche
Wz, die topologisch ja eine Brezelfliche, also eine Sphire mit zwet Henkel, ist, werden
sweimal zwel Meridianschnitte vorgegeben, weiche die Henkelflache in eine vierfache
gelochte Sphire zu iiberfithren erlauben. Anschaulich gesprochen geben dic Meridiane an,
nach welcher ,.Seite hin” dic Henkel avszufiillen sind: In einem ausgefiflten Henkel ist ja
der Meridian nrullhomotop. Man kann deshalb von Meridianes sprechen, welche ,.nach
innen” nullhomotop bei Ausfillien werden, und von solchen, welche ,,nach auBena™ hin
nulthomotop werden {vgl. Reidemeister 1933, 1921).

Das erste Paar liegt natlirtich auf der Hand: Das sind gewdhnliche Meridianschnitte
(.cycles fondamentaux} der Henkel. Bei Poincaré sind dies Ky=C) und K;=0C4
(Poincaré V1, 493). Die beiden anderen Meridianschnitte heiBen bei Poincaré X und K.
Der erstere, der die Punkiepaare +Al,-A2; +A2,-A3; +A3,-Ad; +44 +Bl; -Bl1,+AS;
-AS5,+B2; -B2,-Al durchlaufl, ist in der Abbildung durch ausgezogenen Linien wiederge-
geben, der zweite, der die Punkicpunkte +B3,-B4; +B4,+A6;, -A6,+B5; -B5+AT;
-A7,-B3 passiert, ist punktiert dargestelli. Im AnschluB hieran untersucht Poincaré, was
geschieht, wean man Wy, gemiB K; und K zerschneidet, SchlieBlich gelangt er zu fol-
gendem Ergebnis:

.Llidentité des deux figures nous montre que la surface W est homéomorphe & elle-mEme de wlle
fagon quaex cycles K, K\ K\ K correspondent fes cyeles K5, K2 KL KT

{Poincarc VI, 496}

Es gibt also einen involutorischen Automerphismus von Wy, nach Wy, der dic Paare von
Meridianschnitten gegeneinander austauscht.

Im weiteren berechnes Poincaré die Fundamentalgruppe von V, wobei er den Satz von
Seifert und van Kampen in ciner konkreten Situation vorwegnimmt. Hierzu wihlt er vier
Frzeugende €;,C,,C; und Cy¢ der Fundamentaigruppe von W, und drickt mit ihrer
Hilfe die geschlossenen Wege (Meridianschnitte) K; und X; aus ( K entspricht jaCy, Ko
dem C,). Die auf diese Art und Weise erhaltencn Wérter in Cy bis C4 liefern die Relatio-
nen fiir die Fundamentalgruppe von V. Dabei ist zu beachten, dad € und Cs in V" bzw. V"
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nullhomotop werden, weshalb sich dic Anzahl der Erzeugenden fiir w1, (V) auf zwei redu-
ziert: 210

7 (V) =(Cy,C]C3C4C5Cy = G251 = 1)

Diese Gruppe 4Bt sich homomorph auf dic Tkosaedergruppe abbildern, ist also sicher nicht
trivial. Vgl POINCARE VI, 496-498; moderne Darstellungen sind Weber-Seifert 1933,
244-253 (eng an Poincaré angelehm), Seifert-Threlfall 1934, 216-221 und Hempel 1876,
17-20. Genauver gesagt ist die Tkosaedergruppe eine Untergruppe der Ordnung 2 von
#; (V); letztere Gruppe wird als biniire Ikosaedergruppe bezeichnet (vgl. Seifert-Threlfall
1934, 218). Man beachte aber, daB Poincaré keine explizite, ber die Angabe der Erzeu-
genden und Relationer hinausgehende Charakterisierung der Fundamentalgruppe seiner
Homologiesphire angegeben hat. Vgl. auch unten 5.2.

Geht man andererseits zur Homologie Gber, rechnet man also kommutativ, so ergeben
sich die fiir dic oben schon angesprochene Determinante A mabgeblichen Relationen:

{(IN3C, +2C4~0 und (2) -C4~-2Cy~0

Die zugehorige Determinante ist 1, woraus folgt, dad B,(V) =1 und damit B,(V) =1 ist;
Torsionskoeflizienten treten keine auf?!! beim Abelschmachen ergibt sich ein trivialer
Quotient. Folglich ist V eine Mannigfaltigkeit, die beziiglich ihrer Betti-Zahlen und ihrer
Torsionskoeffizienten wie die 3-Sphiire aussieht, deren Fundamentalgruppe aber nicht
verschwindet. Demnach sind Betti-Zahlen und Torsionskoeffizienten zusammen micht
stark genug, um cine Mannigfaltigkeit vom topologischen Standpunit aus zu kennzeich-
nen. Eine Frage liegt nun nahe:?#2

..Est-il possibie que le groupe fondamentat de V se réduise 4 la substitutior identique, ct que pourtant
V ne soit pas simplement connexs?”

{Poincard V1, 498)
Leider 14Dt Poincaré uns hier im Stich:
..Mazis cette question nous eatrainerait trop loin." (Poincaré V1, 498)

Darnit hatte die Poincaré-Vermulung, wie man sie spiter nemnnen sollte, das Licht der Welt
erblickt, welche die Topologen bis heute beschiftigt. Als Vermutung positiv formuliert
besagt diese:

210 Anschaulich entsprechen C; und C, Meridiankreise der Henkel, wihrend C; und C, den Henkeln
entlangiacfen. )

21 Die Fundamemtalgruppe #{V) des Dodekacderraumes hat dic Eigenscheft, dal sic mit threr
¥Kommutatoruntergruppe  Bbereinstimmt: Sie ist perfekt. Folglich ergibt sich einre inviale emste
Homologicgruppe, da diese ja gerade gleich dem Quotienten von my(V) nach der Kommentatoruntergruppe
15t

212 Natarlich liegt cinc anderc Frage genause nahe: Wird cine geschiossene orientierbare 3-Mannigfaitigkeit
durch ihre Fundamentalgruppe bis nuf Homodomorphic eindeutig charakierisiert? Diese wurde nach
Vorarbeiten von H. Tietze (1908 ~ vgl. 4.2) durch 1.W. Alexander 1919 (vgl, 5.1.1} dcfinitiv negativ
entschioden.

Im Nachhinein ist ot fuBerst bemerkenswert, daB Poincaré sich gerade auf dic cinfach
zusammenhfingenden Maanigfaltigkeiter mit sciner Frage einschrinkte, da ¢s Ja gerade dicser Fall ist, der
bis heute allen Beweisversuchen und Widerlegungsbestszbungen getrotzt hat.

Zur Bezeichrung . Poincarésche Yermutung” vergiciche man 5.4, dort insbesondere Anmerkung 89.
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Eine geschlossene (orientierbare) 3-Mannigfaltigkeit, deren Fundamentalgruppe trivial ist,
ist der 3-Sphire homoomorph.

Da wir heute anstatt ,,mit trivialer Fundamentalgruppe” auch - im Unterschied zu Poin-
caré 1904 - | einfach-zusammenhingend” sagen, kénnen wir die Poincaré-Vermutung so
formulieren:

Eine geschlossene (orientierbare) einfach-zusammenhingende 3-Mannigfaltigkeit ist der 3-
Sphire homtomorph.

Hierbei ist die Bedingung ,,orientierbar” tiherfliissig, da eine geschlossene 3-Mannigfal-
tigkeit mit endiicher Fundamentalgruppe notwendig onientierbar ist. Hierauf hat als erster
H. Tietze explizit hingewiesen {vgl. Tietze 1908, F11), wihrend Poincaré nichts Gber die
die genaveren Voraussetzungen seiner Untersuchungen sagt.

Natiirlich muf man die Poincaré-Vermutung im allgemeinen Kontext topologischer
Klassifikationsbestrebungen insbesondere des Homdomorphieproblemes sehen. Sie stellt
aber dabei eine Art von hartem Kern dar, insofern sich weitergehende Klassifikationshe-
mithungen schon bald als sehr schwierig erweisen sollten (vgl. 5.1.1).

Allerdings sollte man den Stellenwert, welcher Poincaré der von ihm aufgeworfenen
Frage einrdumte, nicht iiberschitzen. Die Art und Weise, wie Poincaré seine Abhandlun-
gen schrieb und aufbaute (vgl auch Anm. 22 in diesemn Kapitel) war aus moderner Sicht
recht unkonventionell. Man konnte sie am ehesten als schriftlich fixierten inneren Dialog
des Auiors mit sich selbst kennzeichnen. Im Ablauf dieses Dialogs treten Fragen, und zwar
solche, die eine Antwort unmitiejbar finden, wie auch solche, bei denen eine Antwort of-
fenbieibt, durchaus hiufiger auf. Sie geben den weiteren Gedanken des Autors eine Rich-
tung, ohne aber immer eine ausdriickliche Uberzeugung des Verfassers darzustellen.

Bevor wir uns der weiteren Geschichte der Homologiesphiire von Poincaré zuwenden,
wollen wir noch einmal kurz der Stand zusammenfassen, der mit Poincaré's letztem
Komplement erreicht wurde. Dabet sind drei Aspekte hervorzuheben:

1. Der Skelettaufbau von Mannigfaltigkeiten solite sich in modifizierter Gestalt des An-
heftens von Henkeln im Rahmen der Morse-Theorie als sehr niitzlich erweiser. Poincaré
fiihrte hier vollig neue Techniken ein, die bis dahin nur im rweidimensionalen Fall cine
gewisse Beachtung gefunden hatten (Mabius, Klein). Daraber hinaus verwendete und
klirte er die Methode Heegards.

2. Poincaré gelang es mit weitgehend geometrischen Argumenten, die Verhilinisse, die bei
der Fundamentalgruppe dreidimensionaler Skelettmannigfaltigkeiten gegeben sind, zu
kiéren.

3. Mit der Homologiesphire fand er ein hochinteressantes Gegenbeispiel, das spiter - wie
wir jeizt sehen werden - in unerwarteter Weise immer wieder aufirat.

Andererseits sollte man auf zwei Beschrinkungen hinweiser, die Poincaré auch im 5.
Komplement nicht ernsthaft in Frage stellen konnte:

1. Es gab in Gestalt des Skelettaufbaus bestenfalls Ansatze zur Definition einer Normal-
form fiir 3-Mannigfaltigkeiten. In diesem Aspekt ging Poincaré nicht tber Heegard hin-
aus - im Gegenteil, er bliek eher hinter jenem zurick, insofern er das Problem gar nicht
explizit ansprach.
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2. Die einzigen Invarianten, die Poincaré 1904 fir Skelettmannigfaltigkeiten berechnen
konnte, sind die Fundamentalgruppe, die erste Betti-Zaht und die eindimensionale Tor-
sion. In diesem Punkt blieb er also hinter der kombinatorischen Methode der Inzidenz-
matrizen zuriick.

Doch wenden wir uns nun dem weiteren Schicksal der Homologiesphiire van Poincaré .
Ausfahrliche Erwihnung fand diese im Enzyklopidieartikel von Max Dehn und Poul Hee-
gard?!3, wo sie #hnlich wie bei Poincaré durch Identifikation zweier ausgefillter
.-Doppelringflichen” (=Brezeln) [vgl. Dehn-Heegard 1907, 185-188] erhalten wird. Den-
noch erwies sich die Darstellung als falsch, was man als ein Indiz fiir die Schwierigkeit
dieses Gegenstandes betrachten darf (vgl. Dehn 1907, 573 sowie Reidemeister 1933, 1921
das Dehn-Heegardsche Diagramm wird bei Threlfalt - Seifert 1931, 68 Anm. 35 noch kri-
tiklos wiedergepeben, was in Threlfall-Seifert 1933, 585 kormrigiert wird). Im {ibrigen stellt
der Artikel von Dehn und Heegard den ersten Versuch einer umfassenden Rezeption der
Ideen Poincaré's dar (vgl. 3.5}

Auwsfithrliche Beriicksichtigung fand die Poincarésche Homologiesphire auch in Max
Dehns bedeutender Arbeit von 1910 (vgl. 4.3). Dort wurde der Begriff , Poincaréscher
Raum” eingefihrt fiir ,,solche dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten, die, ohne Torsion
und mit einfachem Zusammenhang, doch nicht mit dem gewShnlichen Raum [das ist hier
$3; K.V.] homéomorph sind" (Dehn 1910, 138).214 Folglich ist Poincaré's Beispiel ein
Poincaréscher Raum. Dehn zeigte nun, wie man mit Hilfe von Knoten unendlich viele Po-
incarésche Riaume konstruicren kann; darunter auch einen, dessen Fundamentalgruppe die

213 Uber dic Verfasserschaft heilit os in ciner Fubnote:
.. Von den beiden Verfassern hat Heegard dic literanischen Vorarbeiten zum Artikel gelicfert und Gbrigens
an der Ausarbeitung wesentlichen Anteil génommen; verantwerllich fir dic endgiltige Fassung des
Artikels ist Dehn"” (Dehn-Heegard 1967, 153 Anm. *) ’
Folglich muB man woh] Dehn als den maBgeblichen Autor sehen. Im Qibrigen wurde der Artikel 1907 im
Januar abgeschlossen.

24 Dz Mannigfaltigkeiten sollien nat@rfich geschlossen sein; einfacher Zusammenhang bedeutet, dabb die
erste Hetti-Zah! modern gesprochen gleich G st (2lso bet Poincard gleich 1)
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bindre Ikosacdergruppe ist und von dem man somit annehmen wird, dab er dem Poin-
caréschen Beispiel homdomorph sei. Diese Frage koante erst nach 1932 gestiitzt auf Sei-
ferts Theorie der gefaserten Riume geldirt werden 213

Dehns Vorgehen 140t sich kurz so beschreiben: Ist k eine Kleeblattschlinge in §3, so
L»dicke” man k zu einem verknoteten Torus k x E2 auf. Dieser wird aus 53 ausgebohrt, was
zum Knotenaulenraum S3 - k' (k' sei der verdickte Knoten) fiihrt, dessen Rand eine Torus-
fliche ist. Lings dieses Rand verhefie man in geeigneter Weise den KnotenauBenrawm mit
einem Velltorus, was zur gewiinschten geschlossener und orientierbaren 3-Mannigfaltig.
keit V fiihst. Dieser Proze8 wird heute Dehn-Chirurgie genannt (vgl. Dieck 1991, 70, auch
Seifert-Threlfall 1934, 224-226). [Einzelheiten findet man in 4.3}

Da die Dehn~Chirurgie erstmals in der Korrektur Dehns aus dem Jahre 1907 zum En-
zyklopadieartikel angedeutet wird (vgl. 4.3), liegt die Vermutung nahe, daB Dehn bei der
Analyse des falschen Heegard.Diagrammes aus dem Enzyklopidieanikel auf diese Kon-
struktion gestofien ist, Wie man von Dehns Kleeblattsehlingenraum, wie ich das entspre-
chende Beispiel Dehns nennen méchte, zu einem Heegard-Diagramm auf der Brezelfliche,
also iw. zu Poincaré's Darstellung, gelangt, kann man Rolfsen 1976, 250 estnehmen.
Msglicherweise hat Dehn etwas Ahnliches gesehen.

Fir eine spezielle Verheflungskurve gelang es Dehn zu zeigen, dab = (V) die bindire
Tksozedergruppe?!b ist (Dehn 1910, 159-165). Weiter machte er auf zwei Dinge aufmerk-
sam:

1. Geht man von der Kleeblattschiinge aus, mimunt aber kompliziertere Identifizierungen
zwischen KnotenauBenranm und VerschiubBtorus vor, so erhilt man cbenfalis Poin-
carésche Riume, deren Fundamentalgruppen allerdings richt mehr eadlich sind (Dehn
1910, 1651).

215 For im Sinne Seiferis faserbare Poincardsche Riume gilt nimlich, daB ihr Hombomorphictyp durch thre
Fundamentalgruppe alicir festgelegt wird, Vgl 5.2,

216 Diehn spricht von der , Ikoszedergruppe mit Spiegelung {Dehn 1910, 145 und 163). Bemerkenswert ist,
daB das Gruppenbiid dieser Gruppe dic ebene Projektion cines Dodekacders, also ein Dodekaedemetz, jst.
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2. Nimmt man andere nicht triviale Knoten zum Ausgangspunkt, so ergeben sich ebenfalls
Poincarésche Raume mit unendlicher Fundamentalgruppe (Dehn 1910, 163).

Wir werden auf Dehns Beitrag in 4.3 noch einmal zuriickkommen. Hier bieibt festzuhalten,
daB Dehn erstens eine interessante geometrische Deumung der Poincaréschen Homologie-
sphire gefunden hat, welche auch die Berechnung der Invarianten erheblich erleichter-
1¢,%17 und dab sich diese Deutung zweitens zu einem Erzeugungsverfahren fitr unendlich
viele nicht-homdomorphe Poincaré-Riume erweitern 148t Allerdings blieb (und bleibt!)
dem Beispiel von Poincaré eine Sonderstellung vorbehalten, insofern es der einzige Pein-
carésche Raum mit nichttrivialer aber dennoch endlicher Fundamentalgruppe ist.

Dehns Beitrag ist nicht zuletzt auch deshalb bemerkenswert, weil er zwei bis dahin weit-
gehend getrennt verfaufende Entwicklungen - die Theorie der Mannigfaltigkeiten und ihrer
Invarianten auf der einen Seite, die Knotentheorie auf der anderen - zusammenfithrte zu
eiger sehr produktiven Synthese.

Eine andere geometrische Reprisentation der Poincaréschen Homologiesphiire verdankt
man dem russischen Mathematiker M. Kreines (1932). Dieser gewann seine Homologie-
sphire zus der E3 durch Identifizierungen anf deren Rand S2. Hierza wird diese in vier
Viertelkugeioberflichen zerlegt (Kreines 1932, 277), was cinem ,,Polyeder” mit vier Sei-
tenflichen und-damit einem Heegard-Diagramm vom Geschlecht 2 entspricht. Diese Da-
steltung verallgemeinert die auf H. Tietze zuriickgehende Konstruktion der Linsenrinme
(vgh. 4.2).

Es soll jetzt 5, mit S;, S, mit S’z gemid den folgender Vorschriften identifiziert werden:
0123498 = 8076549 und 01267 = 32654

Das Bild von E3 unter dieser Abbildung ist die gesuchte Homologiesphiire. Diese Darstel-

lung kommnt derjenigen Poincaré's recht nahe, die er fir seine Beispiele 1 bis 5 in der

7 Dehn schreibt hierzu: | For alle [Poincaréschen Riume; K.V.] werden dic Gruppenbilder aufgesteilt; diesc
erledigen die Frage. ob cine gegebene Kurve der betreflenden Mannigfaltigkeit auf eimen Punkt
zusammenziehbar ist oder nicht. Diese Frage war bisher noch for keine solche Mannigfaltigkeit peiost,
auch wulte man nichts Gber Endlickkeit oder Unendlichkeit der zugehtrigen Fundamentalgruppe, Die
Resultate haben noch den besonderen Wert, daB sie ¢ine sehr einfache Methode liefern, um unendiich viele
Pomcard'schen Riume zu konstruicren, voa denen der Entdecker nur einen cinzigen auf kompliziests
Weise konstrutert hat.” {Dchn 1910, 1380
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Analysis-situs™Arbeit von 1895 gewihlt hatte (siehe 3.2). [Da Poincaré's Beispiel aus
einem Heegard-Diagramm vom Geschlecht 2 hervorgeht, liegt die Vermutung nahe, dab es
sich aus einem ,,vierseitigen Polyeder” durch FRichenidentifikationen gewinnen 148t - vgl.
Seifert-Threlfall 1934, 221 Aufgabe.] Auch hier 148t sich - wie bei Poincaré im 2. Kom-
plement fiir die eben angefithrten Beispiele - recht leicht eine Zellenzeslegung fir die
entstehende geschlossenen 3-Mannigfajtigkeit ablesen:

Driese hat eine 0-Zelle (einen Punki, da alle Punkte 0 bis 9 nach der Identifikation zusam-
menfallen), zwei geschiossene Kanten (01 = 80 = 98 = 49 = 54 = 32 = 67 bilden einen
Kantenzykel; 07 = 34 = 12 = 65 = 26 den anderen), zwei Flichen (nimlich §,", welches
aus 5; und §,' entsteht, sowie S;", das aus 8, und S;* hervorgeht) sowie eine 3-Zelle.

Bezeichnet man die beiden cbigen Kantenzykel, deren Homotopieklassen Erzeugende
der Fupdamentalgruppe sind mit 2 und b, so ergeben sich die Relationen athaib = }
{gemiB S,") und ab2ab-l = 1 (gemiB S,"). Diese lassen sich umformen zu a5 = (ab)2 = b3,
was gerade die fiir die bindre ksoaedergruppe charakteristische Relation ist (vgl, Anhang
zu5.2). '

Nimmt man die Relation (a-1b)2=1 hinzu, so ergibt sich tatsichlich die ksoaedergruppe.
All dies befindet sich in Ubereinstimmung mit Poincaré's Ergebnissen (vgl. oben), Natiir-
Hch ist damit noch nicht gezeigi, dab die Kreines-Mannigfaltigkeit tatsichlich homdo-
morph zur Poincaréschen Homologiesphiire ist, Dieses Problem, das bei Kreines gar nicht
angesprochen wird, wurde erst von H. Seifert - wie bereits oben erwihnt - angegangen.

Die heute gingige Darstellung des Dodekaederraumes, die diesern ja auch zu seinem
Namen verhatf, findet sich erstmais?!® bei Threlfall-Seifert 1931, 66. Diese ergibt sich bei
den genannten Autoren im gréberen Zusammenhang der Untersuchung endlicher Bewe-
gungsgruppen der 3-Sphire und deren Diskontinuititshereiche 2!% Er entsteht ays dem

2% Die Autoren Threlfzll uad Seifer? weisen in ciner Fulinots zuo ihrer Arbeit (Threlfali-Seifest 1931, 66 Anm.

31} darauf hin, dad H. Kneser den Dodekaederraum in seinem zweiten DMV-Vortrag (Kneser 1929)
erwihnt babe. Bei Kneser heifit es:
wlrreduzibel [das heiBy dab jede S in M? eine 3-Zelle berandet, K.V.] ist z.B. das Produkt 8 - S1 - 81,
ferner jede M2 mit endlicher Wegegruppe (s.u.}, deren Hauptiberlagerungs-M? Juniverselic Oberlagerung;
K.V.] die §* ist. Dazu pehort auck die von Dehn sus der Klesblattschlinge gewonnene M3, deren
Wegcgruppe der binfiren lkosacdergruppe isomorph ist. Sie 1a8t sich namlich darstellen als Modul-M3
[Unteringerung; X.V.] der aus der bindrea Gruppe in bekanater Weise erwachsenden fixpunktfreica Dre-
hengsgruppe der (metrischen) 83, dic dic Zellen des regelmaBigen 120-Zells teansitiv vertauscht. Ob diese
M3 symmetrisch ist, scheint nicht ganz leicht zu entscheiden, weil das sonst so niitzliche Hilfsmittel der
Hemologiehetrachtungen versagt.” (Kneser 1929, 256)
Kneser weist in diesern Zitat darauf hin, daff der Dehnsche Klesblattschlingenraum (vg!. 4.3) - und nicht
Poincaré’s Homologicsphlire - in engem Zusammenhang zu der Raumteilung der 8% in 120 sphéarische
Dodekaeder steht (diese wird heute meist durch das Schiafli-Symbol (5,3,3) beschricben). Insbesondere
deutet er an, dad sich dic fragliche 3-Mannigfaltigkeit als Orbitraum (modem gesprochen) aus $3 nach der
enitsprechenden endlichen Untergruppe der sphiinischen Bewegungen gewinnen 140t Einc geometrische
Charaktensiserung der zugehorigen Identifizierung fehlt allerdings bei Kneser; diese findet sich erst bei
Threlfall-Seifert. Insgesamt muB man aber doch festhalten, dall Kneser cinen ganz wichtigen Schritt bei
der [dentifizierung des Dodckaedersraumes vollzogen hat, wobei desser Fundamentalgruppe eine
catscheidende Rolle gespielt hat.

2% Anders gesagt sollen die Gruppen cigentiich diskontinuierlich und fixpunkifrei auf S3 operieren, Man kann
dann in bekannter Weise zum Orbitravr Obergehen und erhilt so 3-Mannigfattigheiten, deren universelie
Ubcrlagerung gerade die fragliche $3ist. Betrachtet man $% als dic Gruppe der Quaternionen mit Betrag 1,
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Dodekaeder, indem man diametrial gelegene Finfecke nach einer Drehung um n/5 mit-
einander identifiziert. Diese Vorschrift 146t sich anhand des Netzes des Dodekaeders an-
schaulich macher und liefert damit auch die Erzeugenden und Relationen fiir dessen erste
Homelogie- und dessen Fundamentalgruppe (vgl. etwa Seifert-Threlfall 1934, 216).

Die Berechnung der Fundamentalgruppe der Kreines-Mannigfaltigkeit zeigt aiso, dab der
Dodckaederraum im Sinne von Threlfall und Seifert, die Poincarésche Homelogiesphére,
die Kreines-Mannigfaltigkeit und die aus der Kleeblattschlinge durch Dehn-Chirurgie
hervorgegangene 3-Mannigfaitigkeit alle isomorphe Fundamentalgruppen besitzen. Dar-
iiber hinaus konnten Threlfall und Seifert zusitzlich beweisen, daB sich thr Dodekaeder-
raum aus rwei ausgefillten Brezelfichen durch geeignete Identifikationen gewinnen labt,
daB er also ein #hnliches Heegard-Diagramm zulabt wie Poincaré's Beispicl. Folglich
LWliegl die Vermutung nahe, dal die Riume topologisch ibereinstimmen.” (Weber-Seifert
1933, 244). Dies zu beweisen, gelang mit der von H. Stefert 1932 entwickelten Theorie der
heute so genannten Seifert-Faserungen, wobei natiirlich gezeigt werden muB, daB die frag-
lichen Riume {das Beispiel von Kreines wird in der Literatur nicht behandelt) faserbar im
Sinne Setferts sind (vgl. 5.2 insbesondere dort Anm. 49).

Im Zusammenhang mit seiner Theorie der gefaserten Riume konnte H. Seifert dariiber
hinaus zeigen, daf sich der Dodekaederraum auch noch als verzweigte Uberlagerung ge-
winnen 146t und daf alle solcherart erhaltenen Mannigfaltigkeiten unter EinschluB der
obigen homéomorph sind. Es handelt sich dabei um die fiinfbisttrige zyklische Uberlage-
rung der Klecblattschlinge (genauer gesagt: des KnotenauBenraumes der Kleeblattschlinge,
wobei diese als Verzweigungslinie aufiritt), die dreiblitiripe zyklische Uberlagerung des
Torusknotens (2,5} und die zweiblattrige zyklische Uberlagerung des Torusknotens (3,5).
Vgl. hierzu Seiferd 1932, 222.

Damit war man zu einer sehr befriedigenden Lisung dieser Frage - eines sehr spezietlen
Falles des Homoomorphicproblems - gelangt. Man beachte aber, dab ein Grobieil der
Arbeit hier nicht von den algebraischen Invarianten geleistet wird {deren {bereinstimmung
ja nur zeigl, daB die fraghichen Mannigfaltigkeiten homtomorph sein kbnnen aber nicht

5o kann man als Gruppe, dic auf $3 operiert, dic um dic Spiegelung erwciteric Symmetsicgruppe des
Dodekaeders wihlen {vgl. Dicudonné 1989, 307 oder Bricskorn 1976, 131£). Dicser Ansatz wurde von
W. Threlfall und H. Seifert in thren gemeinsamen Arbeiten Threlfall-Seifert 1933 systematisch varfoigt.
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miissen), sondern von der cher geometrisch zu nennenden Theorie der Seifert-Faserungen,
die eine Art Ersatz fiir eine Normalform von 3-Mannigfaltigkeiten darstellt. Das geometri-

‘sche Residuum 158¢ sich auch hier nicht umgehen.

Die zweite Gruppe von geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten, die in der frithen kombina-
torischen Topologie eine wichtige Rolle spielte, die Linsenrdume nimiich, werden wir in
den Kapiteln 4 und 5 im Zusammenhang mit ihrem Entdecker H. Tietze (4.2}, mit J. W,
Alexander (5.1}, der ihre Struktur weitgehend erhellte, sowie mit K. Reidemeister und W.
Franz (5.3) niher kennenjernen.

3.5 Zur Rezeption der Ideen Poincaré'’s

Die Beitrige Poincaré's zur Topologie erstreckien sich, wic wir gesehen haben, iber cinen
Zeitraum von gut zehn Jahren - vor der ersten kurzen Mitteilung ,,Sur I'analysis situs” vor
der Akademie der Wissenschafien 1892 bis hin zum 1904 erschienenen 5. Komplement. In
den verbleibenden leizten acht Jahren seines Lebens ist Poincaré nicht mehr auf diesen
Themenkreis eingegangen; sein Interesse verschob sich (u. a. ist hier sein beriithmter Be-
weis des Uniformierungssatzes 1908 zu nennen) und die zentrale Fragesteliung seirer
topologischen Arbeiten, diec Klassifikation insbesondere der 3-Mannigfaltigkeiten, war zu
einem gewissen, wenn auch cher negativen, Abschlub gelangt, der seinen Ausdruck in der
Formulierung der Poincaré-Vermutung fand. Poincaré hatte bis dahin wichtige Invarianten
definiert (Fundamentalgruppe, Betti-Zahlen, Torsionskoeffizienten) und Méglichkeiten zu
ihrer Berechnung aufgezeigt {Identifikationsschemata, Inzidenzmatrizen) sowie verschie-
dene Fassungen des Mannigfaltigkeitsbegriffes vorgelegt (Nullstellengebilde, Karten,
Zellenavfbau, Skelettaufbau), Dariiber hinaus finden sich, wie wir ebenfalls gesehen haber,
die unterschiedlichsten methodischen Ansiitze bei Poincaré: topologische und differential-
topologische Vorgehensweise, Andeutungen simplizialer und zelluldrer Techniken, Uber-
lagerungstheorie, kombinatorische Gruppentheorie. Nicht zuletzt verdanken wir ihm eine
ganze Reihe von wichtigen Beispiclen. Man sollte also meinen, daB Poincaré’s Untersu-
chungen mit Interesse aufgenommen und weitergefisthrt wurden.

Dies trifft natirlich auch zu, wobei allerdings eine beachtliche zeitliche VerzGgerung
cintrat. Als Anfang der intensiven Poincaré-Rezeption darf man das Jahr 1908 ansetzen, in
dem die beiden wichtigen Arbeiten ,,Beitsige zur Analysis situs”von E. Steinitz und ,,Uber
die topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten” von H. Tietze er-
schienen. Ihnen vorausgegangen war der bereits erwihnte Ubersichtsartikel von Dehn und
Heegard in der Enzyklopidie, der erstmals eine zusammenfassende und einigermaBen zu-
gangliche Darstellung des in voller Entwicklung begriffenen Gebietes | kombinatorische
Topologie” lieferte. 220 1910 folgte dann Dehns Arbeit?2! sowie erste Beitrige von Brou-
wer. 222 Letzterer sollte einc Zeitlang zur Zentralfigur in der Entwicklung der Topologie
werden, wobei allerdings seine Leistungen in unserem Zusammenhang weniger wichtig

20 Dehn-Heegard 1907,
2 Dehn 1950
222 Besonders bekannt ist Brouwer 1910. Kleinere Asbeiten Brouwers zur Topologie reichen bis 1908 zurick.
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sind. Die 1914 erstmals erschienenen ,,Grundzige der Mengenlehre” von F. Hausdorff
Heferten der allgemeinen - heute mengentheoretisch genannten - Topologie ihren begriffli-
chen Rahmen, was zber im Bereich der kombiratorischen Topologie zuniichst einmal we-
nig Auswirkungen hatte. Wirklich relevant wurde diese erst mit dem Verlassen des kombi-
natorischen Rahmens, das zu Beginn der 30er Jahre einsctzte (vgl. 6 und 8).

Soweit eine kurze Vorschau auf Dinge, die wir in den nachfolgenden Kapiteln niher be-
leuchten werden. Wie aber sahen {rithe Reaktionen auf Poincaré aus? Hier ist natiirlich als
heransragendes Ereignis Heegards Dissertation von 1898 zu nennen, welche wir in 4.1
behandeln werden. Diese enthielt nicht nur kritische Anmerkungen zu Poincaré, sondern
in Gestalt der Heegard-Diagramme auch einen wichtigen konstruktiven Beitrag. Daneben
ist noch das Buch ,, Théorie des fonctions algébriques de deux variables indépendantes” von
E. Picard und G. Simart zu erwihnen, das in seinern zweiten Kapitel recht ausfiihriich den
damaligen Stand der Zusammenhangstheorie - also insbesondere Poincaré's Betti-Zahlen
von 1895 sowie einige seiner Beispiele in Abwandlung (Picard-Simart 1897, 37-44) -
behandelte. Allerdings war dies alies bei Picard-Simart nur Mittel zum Zweck; es handelte
sich keineswegs um eine in sich geschlossene Darstellung der kombinaterischen Topolo-
gic.223

Die geringe Aufmerksamkeit, welche urspriinglich Poincaré's topologischen Arbeiten
entgegengebracht wurde, fand ihren Niederschlag auch in den Wiirdigungen von Poin-
caré's Werk, die nach dessen Tod erschienen. In ihnen spielt die Analysis-situs-Serie eine
untergeordnete Rolle. So schrieb beispielsweise H. Weyl lapidar:

,.Die Analysis situs, jene geometrische Disziplin, dic es mit den gegentber cincindeutigen stetigen
Abbildungen invarianten Eigenschafien zu tun hat und dic mit Riemann so bedsutungsvell in dic
Funktionentheorie hincinspielt, ist von Poincaré, namentiich was die Mannigfaitigkeiten hoherer Di-
mensionszahl angeht, machtig gefedert worden.”

(Weyl 1912, 162)

1912 war offenkundig noch nicht deutlich geworden, welch grobe Bedeutung den topologi-
schen Arbeiten Poincaré's einmal zukommen sollte, insbesondere, daf diese cines der
dynamischsten Forschupgsprogramme der reinen Mathematik des 20. Jahrhunderts be-
gritnden sollten.

Verladt man sich auf das , Jahrbuch fiber die Fortschritie der Mathematik”, das seit
1869/70 eine Rubrik , Kontinuititsbetrachtungen (Analysis situs,...)"??4 kannte, so gab es

2 Man vergleiche hicrzu etwa das Referat dieses Buches im Jahrbuch @ber dic Fortschritte der
Mathematit”, welches trotz seiner ungewdhnlichen Linge nur cinen ganz knsppen Hinweis auf das
Kapite] tber Analysis situs enthalt (Stackel 1897).

224 Dic Anzahl der uater dieser Rubrik genannten Arbeiten belief sich auf:

1892 i893/94 1895 1856 1897 1898 1399 1900
21 32 7 12 18 36 17 11

1901 1902 1903 1804 1903 1906 1907 1908
16 1% 7 16 Il 24 1z 21

Hiervon betraf ctwa dic Halfie der Asbeiten Fragesteliungen, dic beute keincswegs zur Topologie gerechnet
werden, wie vor allem dic seinerzeit ektuelle Konfgurationstheorie. Andererseits wurden wichtige Beitrige
wic Hecgards Disscetation aus dem Jahre 1898 und Tictze 1908 im Ishrbuch anderen Rubrlken
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aulier den genannten Abhandlungen im Zeitrsum von 1892 bis 1908 so gut wie keine Ar-
beiter,, die sich direkt anf Poincaré bezogen.??5 Insgesamt darf man festhalten, dab die
Wirksamkeit der Ideen Poincaré's zur Topologie anfinglich sehr beschrinkt war, es bedurf-
te erst der Aufasbeitung und Vermittlung durch andere Mathematiker, um diese breiteren
Fachkreisen zu erschlieBen und verstindlich zu machen {vgl. 8).

zugeordnet {z.B. Tictze der Invarantentheonie), weshalb man insgesamt die Aussagkraft dieser Rubrik im
Iahrbuck nicht Oberschatzen darf. Topologische Themen, die behandelt wurden, warcn  dic
Zusammcenhangstheorie der Flachen, Knoten v. dgl. sowic vor allem der Jordansche Kurvensatz und der
Satz von Schoenflics.

225 Einen expliziten Bezug zu Poincaré gibt es taur , Jahrbuch™ (1898, S, 415) aur in cinem Beitrag des in

Bordequx wirkenden G. Brunel, der 1895/96 die Behauptung Poincard’s kritisierts, ¢ine im R0 singebettste
(n-1}<dimensionale Mannigfaltigheit masse stets orienticrbar sein. Brunel hat sich brigeas 1880731 in
Leiprig aufgehadten, wo er unter anderem mit F. Klein in Kontakt kam (vgl. Dugac 1989, 92).
Einen gewissen Bezug zu Poincaré kann man auch in cinem Aufsatc von G. Mannoury aus dem Jahre
1898 finden, in dem sich diecser mit Beni-Zahlen und der Verallgemeincrung der Eulerschen
Polyederformel in der n-dimensionalen Geometrie beschaftigte. Da Mannoury einen gewissen Einflull auf
Brouwer hatte, 15t dies cin moglicher Hinweis 2uf den Ursprung des Interesses Brouwers en der Topalogic.
Mannoury benutzte 3brigens schon im Vergleich zu Poincaré um 1 reduzierte Betti-Zahlen, eine
Vercinfachung, die sich bis heute gehalten hat und welche spiiter allgemein (vgl. z.B. Threlfall-Scifert
1931, 49 Anm. 24} H. Weyl zugeschrieben wurde (Maanoury 1898, 126). Als Referent fir das Jahrbuch
war in der genannten Rubrik unter 2andesem AL Schoenflies aktiv, der such die meisten Arbeiten Poincaré's
besprach.
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Sicht man von dem frithen Beitrag Heegards ab, so beginnt die eigentliche Geschichte der
Aushreitung der topologischen Ideen Poincaré's mit dem Jahr 1907, Damals erschicn der
Enxyklopidie-Artikel von Dehn und Heegard, welcher eine Ubersicht zu den bis dahin
varliegenden Arbeiten zur Topolegic lieferte. Selbstredend spielien dabei Poincaré's Asbei-
fen eine wichtige Rolle. Im nichsten Jahr finden wir dann wichtige Beitrige von Tietze
und Steinitz, auch Schoenflies’ Referat fiir die DMV iiber die Entwicklung der Lehre von
den Punktmannigfaltigkeiten erschien 1908; Brouwer publizierte seine erste topologische
Arbeit ebendalls 1908, Die Weiterentwicklung der Poincaréschen Ideen wurde in den an-
schlieBenden Jahren vor allem von folgender Mathematikern getragen: I.W. Alexander
(1888-1971; ab 1913), L.E.J. Brouwer {1881-1966; ab 1908), M. Dehn (1878-1952; ab
1907), H. Tietze (1880-1564; ab 1906) und O. Verblen (1880 - 1960; ab 1905). Hinzu
kamen noch A. Schoerflies (1853-1928) und E. Steinitz (1871 - 1528), dic relativ spit in
ihrer Karriere begannen, topologische Arbeiten zu verSffentdlichen. GewissermaBen umge-
ket verlief die Entwicklung Heegards, der sich nach 1507 anscheinend von der Topologie
abwandte und keine Beitrige mehs lieferte, Brouwer wurde oben anfgefihst, obwokhl er sich
nicht unumittelbar mit dem Klassifikationsproblem beschiftigte, weil sein Einflul im ge-
samten Gebiet der Topoalogie sehr wichtig gewesen ist.!

Die Entwicklungen, welche wir in diesem Kapitel kennenlernen werden, kniipfien alle
an Poincaré an. So war ein zentraler Punkt bei Heegard die Kritik an Poincaré’s Dualitits-
satz; Dehn-Heegard, Tietze und auch Steinitz versuchten, Poincaré’s Topelogie auf einen
sicheren axiomatischen Boden zu stellen, worin auch Einflisse der chen erst verdffentlich-
ten Hilbertschen Axiomatik festzustellen sind, und Dehn bezog sich 1910 nicht zuletzt auf
Poincaré’s Homologiesphire.

Neben dem bereits erwiahnten grundlagentheoretischen Aspekt spielte die Suche nach ei-
ner Normalform fiir (geschlossene) 3-Mannigfaltigkeiten eine zentrale Rolie in den Be-

! Brouwers Beitrag wird von G.W. Whitehead folgendermalen charakterisiert:

..Except for the fundamental group, the subject of homotopy theory had its inception in the work of L.E.J,
Brouwer, who was the first to definc the degree of & map and prove its homotopy invariance.” (Whitchead
G.W. 1978, V1I)

Will man den Unterschicd zwischen Poincaré und Brouwer auf cine knappe Formei bringen, so darf man
sagen, dall bei ersterem dic Mannigfsltigheit im Mittelpunkt des intcresses stand, wihrend Brouwer
fberwiegend mit Abbildungen arbeitete. Eine Ghnliche Roile wic Brouwer spieite H. Weyl far die Entwick-
lung der kombinatorisch-aigebraischen Topologie, der so gut wie keine im engeren Sinne topolagischen
Arbeiten versfentlichte, aber dennoch einen starken Einflub auf die Entwicklung dicser Disziplin entfalte-
tc {ctwa auf den Manrighligkeitsbegrifl).
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mitkungen von Heegard und - aflerdings nie so deutlich - Dehn. Wie wir im vorangegan-
genen Kapitel gesehen haben, hatte Poincaré diese Seile des Homdemorphiepreblems
weitgehend vernachlissigt, von der aber andererseits, nicht zuletzt auf dem Hintergrund
der bei der Klassifikation der geschlossenen Flichen gewonnenen Erfahrungen, klar war,
daB sie eine unverzichtbare Rolle bei der gesuchten Klassifikation spielen wiirde. Hin-
sichilich der Invarianten, die ja immer nur nich{-homéomarphe Mannigfaltigkeiten unter-
scheiden, nie aber allein den Nachweis der Homtomorphie leisten kénnen, waren gewisse
Fortschritte beziiglich Prizisierung und Berechnungsmoglichkeiten zu verzeichnen, Insbe-
sondere zeigte Tietze, dab fiir geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigkeiten alle bekann-
ten Invarianten durch die Fundamentalgruppe fesigelegt werden. Hier spielte die Entwick-
lung der spéter so genannten kombinatorischen Grappentheoric eine wichtige Rolle, zu der
H. Tietze und dann vor allem M. Dehn ganz wichtige Beitrige geleistet haben. SchlieBlich
wurde der Beispielvorrat an geschiossenen 3-Mannigfaliigkeiten durch Tietzes erst sphter
so genannte Linsenrdume (vgl. 5.2) und durch Dehns Homologiesphiren, tnsbesondere
durch den Kieeblattschlingenraum, entscheidend vergréBert. Beim ersteren finden war auch
schon die Vermutung, dab das Homéomorphicproblem fiur geschlossene 3-Mannigfaltig-
keiten mit den traditionellen Imvarianten (Fundamentalgruppe, Betti-Zahlen, Taorsions-
koeffizienten) allein wohl nicht lasbar sein werde, in dem Singe, dab diese Invarianten
nicht stark genug sind, um alle pachweislich nicht-homdomorphen Mannigfaltigkeiten zu
unterscheiden. Dieser Verdacht sollte 1919 von J. W. Alexander bestitigt werden (vgl.
5.1.1). .
Versucht man den Entwicklungsstand der Disziplin um 1910 zu charakterisieren, so
fillt auf, dab sich die Asbeiten von Dehn-Heegard, Tietze und Dehn weitgehend in dem
von Poincaré abgesteckien Rahmen bewegten. Man kann sie somit als rein topologische
Arbeiten kennzeichnen; die Entwicklungen, welche sie in anderen verwandten Gebieten
zeitiglen - da ist matiirtich vor aflem die kombinatorische Gruppentheorie zu nennen - sind
Hilfsmittel, die sich der topologischen Zielsetzung - allem voran der Losung des Homoo-
morphieproblems fiir 3-Mannigfaltigkeiten - unterordneten. Deutlich trat auch das Bestre-
ben hervor, die Topologie ven ihren Urspritngen in anderen Disziplinen, insbesondere in
der Funktionentheorie und in der Theorie der algebraischen Kurven, zu lésen, und einen
autonomen Aufbau derselben durchzufithren. Gerade hierzu sah man (Dehn-Heegard, Tiet-
ze, Steinitz) in kombinatorischen Ansitzen das Mittel der Wahl, was die nun zu kodifizie-
rende Topologie von thren kontinuumstopologischen Anfingen zu befreien erlanben sollte.

Allerdings wird man keinen der bislang Genannten als reinen Topologen bezeichnen, da
alle diese Forscher (Heegard, Dehn, Tictze, Steinilz) auch in anderen mathematischen
Gebieten wesentliches geleistet haben. Das gilt anch fiir fast alic anderen Mathematiker,
dic eingangs als Weiterlizhrer des Poincaréschen Erbes benannt wurden. Eine Ausnahme
hiervon stellte J. W. Alexander dar, den man den erster Topologen {im Sinpe von
»arbeitete fast ausschlieBlich in diesemn Gebiet™) nennen kénnte. Das Auftreten von Spe-
zialisten ist neben dem Vorliegen eines Bestandes an Problemen und Methoden sowie dem
Vorhandensein vor aligemein akzeptierien Texidarstellungen ein weiteres Merkmal fiir die
Herausbildung einer Disziplin {vgl. 8).

Tm folgenden wollen wir cinige dieser Beitrage niher betrachten, wobei wir mit P. Hee-
gard beginnen werden,
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4.1 Heegards Dissertation

Im Jahre 1898 verdffentlichte Poul Heegard seire in Kopenhagen vorgelegte Disseriation
mit dem Titel ,,Forstudier til en topologisk teori for de algebraiske Fladers Sammenhaeng™,
welche 1916 im Auftrag der Société Mathématique de France? ins Franzésische Giberiragen
und in deren leeﬂn unter dem Titel ,,Sur 1'analysis situs” veréffentlicht wurde (Heegard
1916). Diese Ubersetzung wurde von J. W. Alexander {vgl. 5.1) auf ihre mathematische
Richtigkeit Gberprift (vel. Heegard 1916, 163), Wir werden uns auf diese Ubersetzung
stillzen.

Heegards Arbeit enthdlt eine Fille interessanter Ideen, die allerdings oft wenig ausgear-
beitet werden.® Seine Zugangsweise ist stark von anschaulichen Argumenten geprigt;
analytische Entwicklungen fehlen meist.

Man entnimmt schon den in Anmerkung 3 zitierten Uberschriften, dabb Heegards Arbeit
keineswegs nur topologische Fragesteilungen behandelt. Vieles, was angesprochen wird,
witrden wir heute der algebraischen Geometrie oder auch der Funkiionentheorie zuordnen;
die topologischen Probleme stellen sich oft noch im Rahmen anderer Gebiete. Insofern
wird man Heegards Dissertation ¢her noch der vordiszipliniren Periode in der Entwick-
tung der Topologie zuordnen.

2 Das Motiv fir dieses Ubersetzungsunternehmen war vor allem, den Zugang zu Poincard's topologischem
Werk zu erleichtern:

,.Les recherches de Poincaré sur FAnalysis situs sont cncore peu conaues bien qu'elies constituent fune des
parties ks plus profondes de son oouvre mathématique. C'est pour sider & les faire connailre davantage et
compreadre micux que le Conseit de Iz Société mathématique a décidé la traduction et la publication du
Mémoire de M. Heegard.” {Hezgard 1916, 161}

Man vergleiche zur Rezeption Poincaré's 3.5 oben.

Da Heegards Arbeit wenig bekannt ist, sei hier eine Inhalisangabe in Gestalt der Kapiteldberschriften
aagefigt:

..1% partic: Sur une représentntion intuitive des points imaginaires d'une surface algébrique

I Représentation intuitive d'tsne variété 4 quatre dimensions
I La droite
111 Courbes algébniques
v Le plan
v Surface algébrique
2° partie: Sur les nombres topologiques de connexion
V1 Topologic
R4t Analysis situs
VI Le dizgramme des surfaces de Riemann
1IX Le diagramme d'une variété 4 3 dimensions
X Varidtés onentées
XI Suite de l'examen de diagramme d'une variéié & 3 dimensions
X1 Comparaison avee des considérations antérieurs

X1} Les espaces e Riemann
KiV Applications
Remarques finales”
Dic franzosische Ubersetzung (Hecgard §916) umfalt 79 Seiten.
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Wir wollen uns im folgenden auf zwel Aspekte beschrinken: nimlich auf Heegards Her-
leitung dessen, was wir hente Heegard-Zerlegungen und Heegard-Diagramme nennen,
sowie auf das Gegenbeispiel, mit dem er den Dualititssatz entkriflen wollte.

Heegards Ausgangspunkl ist die Theorie komplexer algebraischer Flichen, fiir die er ei-
ne der Kiassifikation der gewdhnlichen Flichen anmaloge Klasseneinteilung aufstellen
machte.? Die Topologie® ist fiir ihn also mehr Mittel zum Zweck denn von eigenstindigem
Interesse. Sein Verdienst liegi vor allem in der Erkenntnis, dab die Klassifikation van
Mannigfaltigkeiten® hoherer Dimension als zwei die Aufstellung einer Normalform erfor-
dert. Diese geometrische Seite des Probiems wird ja, wie wir in Kapitel 3 gesehen haben,
bei Poincaré nicht behandelt.

Dabei ging Heegard von einem Verfahren aus, das der Kopenhagener Funktionentheore-
tiker Julius Petersen’ im Zusammernhang mit gewShnlichen Flichen, insbesondere auch
mit Riemannschen, entwickelt hatte®. Dieses wird von ihm auf den n-dimensionalen Fall

4 .o puis, il fallait déterminer des criteria topologiques pour 12 correspandance uniforme entro doux d'entre
clles [ce sont des surfaces algébriques: K.V.]. Et, comme il a déji €18 dit, les instruments de recherche que
existaient & cette ¢poque étnient ou insufisants ou défectucux. Clest on cssayant de corriger les fautes et de
combler les lncunes que l¢ contenu des pages suivantes a pris naissance.” (Heegard 1916, 168)
Wis bereits bemerkt (vgh, Anm. 2 in Kapite! 3), unterschied Hesgard zwischen Analysis situs und Topo-
logie. Fir den Historiker intcressant sind die Anmerkungen, dic Heegard zur Goschichte der Topologie
macht {vgl. hitrzu Anm. § in Xepitel 3), insbesondere, daBi er mit Nachdeuck auf Listing aufmerksam
macht (vgl. Heegard 1916, 165-168 und 191-194). Heepard hat sich in scincr weiteren Karrisre verstdrlt
der Geschichte der Mathematik zugewender; ihm verdankt man viele wertvolle Biographien von Mathe-
matikern in der norwegischen Nationathiographic, aber auch dic sehr ausfahrlichen Literaturangaben in
Dchn-Heegard 1907
Heegard tbemimmt dic erste der von Poincaré gegebenen Definitionen des Mannigfaltigkeitsbegrffs
durch Gleichungen und Ungleichungen (vglh 3.2). Besser dem Wesen der Topologie angepalt scheint es
ihm aber, daven ausgehen, daB cine 3-Mannigfaltigkeit durch Oberflichenidentifikation zwischen einem
oder mehreren Polyedern entstehe { vgl. Heegard 1916, 197). Dicsc Vorgehensweise ist uns jo von Poin-
caré her vertraut, von dem auch Heogard sic dbernommen hat. Das Spannungsverh&linis zwischen Defini-
tior: und Erzeugungsweise wird such bei Heegard nicht diskutiert.

Petersen war ciner der akademischen Lehrer von Heegard und dessen ,, wahrer” Doktorvater (der offizielle

war Zeuthen). Sein Name ist im Rahmen der kombinatorischea Topologie im Zusammenhang mit gra-

phentheoretischen Uberlegungen bekannt geblieben {vgl. Reidemcister 1932, 116 und 120). Auber in Ko-
penhagen hat Heegard noch in Paris und in Gottingen studicrt.

8 Finc ausfihrliche Darstcllung desselben findet sich in Petersen 1898, 72-80 (das dimische Onginal er-
schien 1895). Im @brigen ist diese Schilderung cin beredtes Zeugnis fir das didaktische Geschick, das
man Petcrsen nachsagt:

_Wir denken uns cinc zusammenhingende zweiseitige Flache, nbtigenfalls punktiert, so dab sic wenig-
stens cine Randkurve hat [,punkiieren™ heit bei Petersen ,,cin Elementarflichenstack entfernen”™, K.V.5,
wir Inssen eine oder mehrere von den Randkurven sich stetig so 4ndern, dab das begreazite Fiichenstick
bestandig verkleines wird, die Verkleinerung wird an jedem Punkt so lange fortgesctzt, bis der Abstand
zwischen cinem Randteil und dem nichsten Randtceil (...) eite kicine endliche GroBe ist. Das Flachenstiick
wird dadurch in ein System von schmalen Sireifen verfindert, die sich auf alle moglichen Arten verzweigen
und vereinigen, sowic iber- und untercinander weglaufen k6nnen (ohne an siner solchen Stelle miteinan-
der verbunden zu scin).” (Petersen 1898, 721)

Man kann das catsichende Bandergewirr topologisch transformieren in cine Kreisscheibe mit angeheficten
Bandern (Petersen 1898, 76-78). Diese Normalform findet sich 8brigens uater Einbezichung des nichior-
entierbaren Falics auch bei Dehn-Heegard 1907, 190 - 195: vgl. 24.
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iibertragen und dann konkret auf 3-Mannigfaltigkeiten angewandt. Summarisch 4Bt sich
das fragliche Verfahren so beschreiben: Man entferne aus der n-Mannigialtigheit eine
geeignete Umgebung eines Punktes® und vergriBere anschliebend stetig dieses ..Loch”, bis
man entweder in die Nihe eines Randes der Mannigfaitigkeit oder aber in die Nihe des
Randes des vergraberien , Lochs” gelangt. Das entstehende Gebilde, das wir heute als De-
formationsretrakt der gelochten Mannigfaitigkeit bezeichnen wiirden, heift bet Heegard
,Diagramm” der Mannigfaltigkeit (Heegard 1916, 193). Geht man davon aus, dap die
fragliche Mannigfaltigkeit einen kombinatorischen Aufbau besitzt, in dem nur eine Zelle
hachster Dimension aufiritt, so besteht das Petersen-Heegardsche Verfahren darin, diese
Zelle nach Punktierung ,,weitgehend” wegzrudeformieren. Das Komplement des Diagram-
mes einer sofchen Mannigfaliigkeit bezogen auf eben diese ist folglich immer cine Zelle
(héchster Dimension), Als Verldufer dieser Idec von Diagramum nennt Heegard (in Hee-
gard 1916, 193) I. B. Listing (Listing 1862, No. 13) und E. Betti (Betti 1871, 149f). Al-
lerdings scheinen mir Listings Ansichten doch deutlich verschieden zu sein von denen
Heegards.

Die Bestandteile des Diagramms sind nach Kenstruktion noch n-dimensional; allerdings
sind sie in einer Dimension ,,sehr diinn™. Nimmt man den ,,Rand” des Diagrammes (wobei
der Rand der Ausgangsmannigfaltigkeit - so vorhanden - nicht beriicksichtigt wird), so
erhidlt man den , Kern” des Diagrammes, dessen Dimension eins kleiner ist ais die der
Mannigfaltigkeit. Im kombinatorischen Bild wize der Kern einer n-Mannigfaltigheit deren
(n-})-Geriist; man bemerkt, dap man Heegards Ausdruck .,,Rand” nicht im modernen Sinn
verstehen darf, 10

Fiihrt man dies bei einem Volltorus aus, so erhiit man afs Diagramm einen aufgedickten
gewohnlicken Torus - sozusagen die Kruste -, in dem eine zylindrische Scheibe einge-
spannt ist. Der Kern besteht dann aus einem Torus mit einer Meridiankreisscheibe.
Heegard hebt zwei Eigenschafier des Diagrarms hervor (Heegard 1916, 194):

1. Es ist der gelochten Ausgangsmannigfaltigkeit (homotopie-) dquivalent.

2. Sein Kern gibt an, durch welche (n-1)dimensionaien Schnitte die n- Mannigfaltigkeit

ginfach-zusammenhingend gemacht werden kann.

Diese recht vagen Betrachtungen werden dann spezicll auf 3-Mannigfaltigkeiten ange-
wandt (Heegard 1916, 197), von denen noch zusdriickiich verlangt wird, dad sie zusam-
menhingend und geschlossen sein sollen. Der Kern des Diagramms besteht dann aus Fli-

Zu Petersens Leben und Werk vgl. man Discrete Mathematics (1992).

¥ Diese ist per definitionem homdomorph einer n-Kugel EP.

18 1n der Peterscrschen {zweidimensionalen) Normatform ist das Diagramm dic Kreisscheibe mit Bandera;
der Kemn besteht aus den “Secien™ der Bander sowic aus der Kreishinie, ist also im wesentlichen eine zu-
sammenhangends Summe von Kreislinien.
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chenstGcken, die man als einfach-zusammenhingend voraussetzen darf. Diese treffen in
Kurvenstiicken aufeinander; die Schnittpunkte solcher Kurvensticke nennt Heegard
. Verbindungspunkte” 1! Damit hatte Heegard nun die Basis gewonnen, um eine Heegard-
Zerlegung im medernen Sinn zu erhalten. Hierzu werden die Verbindungspunkte mit
Sphéren umgeben und die verbindenden Kurvenstiicke zu Réhren erweitert (Heegard 1916,
198). Das entstehende Gebilde!? ist dquivalent einer Henkelfliche vom Geschlecht p mit
dem Zusammenhang 2p + 1. Das Diagramm selbst der 3-Mannigfaltigkeit - Heegard arbei-
tet hauptséchlich mit diesem - besteht aus dem entsprecherden Henketkdrper, an den be-
reits simtliche dreidimensionalen Platten (das sind die ,,Uberreste” der wegdeformierten
‘Topzelle) angehefet worden sind. Diese Henkelfliche ist nun, um die 3-Mannigfaltigkeit
zu erhalten, einerseits mit einem Henkelkérper zu umgeben, andererseits mit einem eben-
solchen auszufitllen. Wie diese Henkelkérper ansinanderzufiigen sind, gibt ein p-elementi-
ges System einfacher, sich cinander nichi-schneidender geschlossener Kurven, auf das die
Meridianschnitte des anderen Henkelkdrpers zu legen sind, auf der Henkelfliche an!3
Hinreichend und notwendig fir die Geschlossenheit der dargestellten 3-Mannigfaltigkeit
ist, daB die geschlossenen Kurven, entiang denen die Verhefrung der Henke! stattfinden
soll, die Henkeifliche nicht zerstiicken.

Mit modernen Augen betrachtet, ist vor allem der erste Teil in der Vorgehensweise Hee-
gards - alse das Defonnicren der punktierien 3-Mannigfaltigkeit sowie die Beschreibung

Y point de jonction” (Heegard 1916, 197)

2 Dieses darf man sich Ahnlich wic das Brasseler Atomium vorstelien; alierdings kornen zwei Sphiren
durch mehrere Rehren verbunden sein.

Dic Beschreibung, die Heegard gibt, liest sich so: ,,Considérons maintenant le diagramme lui-méme.
Chaque point de jonction est entouré d'une variété éiémentaire {un ¢iément de volume) & faquelle nous
pourrons donner par excmple ja forme sphénique; les arcs de courbe reliant les sphéres sont entourds
d'espaces fififormes aflachés aux surfaces sphériques par de petits éléments de surface. Appelons ces
espaces fils: iis peuvent e tracés par un ¢lément de surface se déplacant dune des surfaces sphériques &
l'autre;(...) '

L'espace entournnt un élément de surface de dingramme est un espace en forme de plague limité par deux
¢iéments de surface formnant Ies cdtes de I plaque et par une surface en forme de bande de méme conn-
cxion qu'un anncau cisculaire, ¢t qui forme le bord de la plague. Cet espace, que nous sppellerons une
piaque, est attaché le long de son bord 4 une bande appartenant 4 la surface de la variété formée par les
s et les sphéres aux points de jonction des fils. Supposons que le diagramme ait es tout 2 sphéres sux
points de jonction, b fils et ¢ plaques. A faide de a-1 des fils, les sphéres peuvent étre réunics en un seul
espace €idémentaire auquel on peut donner la forme sphérique et de cette sphére centrale sortiront beat] =
p fils. Sur cette surface, dont la connexion est 2p+1, se trouvent ¢ courbes fermées le fong desquelies les
bords des plaques doivent &tre attachés.

La condition nécesseire ot suffisante pour qu'un tel systéme de fils, avec de courbes d'attachement pour das
plaques, puisse représenter le diagramme d'un espace formé est celie-ci: que les courbes d'attachement
soient formées par p coupures fennées qui laissent la surface du systéme de fils connexe.” (Heegard 1916,
198)

Noch cine Bemerkung zur Terminologie: Heute stellt man sich unter cinem ,,Heegard-Dingramm™ meist
cine graphische Darstellung der Identifikationsvorschrift auf der gelochten Sphare vor oder auf ciner ge-
schlossenen Flache vom Geschlecht g (vgl. Rolfsen 1976, 245), wihrend man die abstrakie Beschreibung
cine Heegard-Zerlegung neant. Die Diagramme Heegards sind also eher Zerlegungen im modernen Siane;
¢ine graphische Reprasentation sucht man bei ihm vergeblich. Dicse begegnet erstmals bei Poincaré im 5.
Kompiement {vgl. 3.5), weshalb er also der cigentliche Entdecker (oder Erfinder, je nach Auflassung) der
Heegard-Diagramme wihre! Man beachte such, dafll Heegards Disgramme cine von 1 gréBere Dimension
haben als unsere.

13
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von dessen Resultat - anfechtbar, Was man bekommen mub, ist das System von Punkten
und Verbindungskurven, das man zur Henkelfliche erweitern kann. Unter dem Einfiul
kombinatorischer Vorstellungen, wie sie Poincaré im 1. und 2. Kompliment inaugurierte
und wie sie vor aliem von Dehn-Heegard, Tietze und Alexander-Veblen propagiert wurden
{vgl. 3.4 sowie uniten 4.7), lag es spliter dann nahe, sick auf eine Zellenzerlegung oder auch
auf eine simpliziale Zerlegung der Mannigfaltigkeit zu stiitzen. Dies ist der Weg, den z.B.
Dehn (Dehr 1910, 166 ), Veblen (Veblen 1931, 156 ff) und Seifert und Threlfall wikiten
(Seifert-Threifali 1934, 2190) und der auch heute noch eingeschlagen wird (vgl. etwa
Hermpel 1976, 17614,

Ein anschauliches Verstindnis fir Heegards Vorgehensweise gewinnt man vielleichi am
einfachsten, wenn man von Poincaré’s Wikrfelbeispielen ausgeht, etwa vom 3-Torus (vgl.
1.2). Hier nimmt man aus dem Wirfelinneren eine Vollkugel heraus und 148t anschliefend
das entstandene , Loch” expandieren, bis schlieBlich nur noch ditnne Platten - im wesent-
lichn die zu identifizierende Aubenfliche nimlick - Gbrgbleiben. Das ist das Diagramm,
withrend der Kern des Diagramums die Oberfliche des Wiirfels ist (beide Male mub man
sich natiirlich die Identifizierungen ausgefiihrt denken), Ein HMenkelmodell erhilt man,
indem man eine Vollkuge! fiir die einzige Ecke des 3-Torus und je eiren {(ausgefiillten)
Henkel fir dessen drei Kanten rimmt. Auf diesen Henkeln sind Kurven (im wesentlichen
sind das je zwei Parallelen) einzutragen, die die Einkeflung der Platten regeln. Natiirlich
kann man eine analoge Uberiegung eine Dimension ticfer auch fir den gewdhnlichen To-
rus durchfithren.

Die Diagramme werden von Hecgard im Abschnitt XII seiner Arbeit noch einmal auf-
gegriffen. Hier stellt er n.a. verschiedene Uberlegungen an, ob und wie man Diagramme
vereinfachen kann.1® Fir uns interessanter ist der Versuch Heegards, die Diagramme auf
dem Torus zu charakterisieren (Heegard 1916, 207-211), wozu er die Klassen!® nicht-
nullhomologer einfacher Kusven auf dem Torus aufzihit, Er findet: 1. dic Meridiankurven;
2. die Paralelen und 3. Kombinationen von beiden, die Heegard in der Fo;:h[n[i * l} und
{ﬁ b= n’l] schreibt [P ist eine Parallele, A ein Meridian, n, o' natiirliche en; die frag-
lichen Kurven entsprechen Torusknoten (o213 bzw. (1,4n7].

Ist auf dem Torus ein Paar nicht-nulthomologer geschlossener Kurven gegeben, so kann
man diese dazu verwenden, zwei Vollionl entlang ihrer gemeinsamen Grenziliche - dem
fraglichen Torus - so miteinander zu verhefien, daB die beiden Kurvensysteme gerade auf-
einander fallen. Heegard diskutiest drei Fille (Heegard 1916, 21 17

14 Diic Existonz einer Heegard-Zerlegung wird also unter der Voraussetzung der Triangulicrbarkeit abgeleitet.
Fir 3-Mannigfaltigkeiten wurde die Existenz von Triangulierungen 1952 von E.E. Moise bewiesen, wes-
halb man feststellen darf, da jede 3-Mannigfoltigkeit tatsichlich cine Hesgord-Zerlegung zulaft Ein
analoges Ergebnis gilt aber nicht mehr fiir 4-Mannigfaltigkeiten (Casson, Frerdman - vgl. Massey 15989,
52).

15 So)wcisi er susdricklich darauf hin, daB man i. 8. picht crreichen ksnn, daft die verhefienden Kurven
jeden Henkel nur cinmal durchiaufen (Hecgard 1916, 207), was er mit cinem Beispiel unlcrmauert
(Heegard 1936, 209). Man vgl. zuch die Beschreibung, die Poincaré vom Dodeksederraum gibt (3.4).

16 Die Klassen sollen nach der Relation ,,stetige Deformierbarkeit”, also nach der Homotopierclation, gebil-
det werden. Im Grunde genommen untersucht Heegard hicr dic Fundamentalgruppe des Torus, wobei er
vom Grundpuakt absicht

' Man beachte, daB bei Hecgard der Begrifl ,.tore” sowohl Volltorus als auch Torus bedeuten kana; einer
anzlogen Aquivokation unterliegt ,,sphére”. Es sei noch bemerkt, dafl dic dritte Zvordaung, welche im
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1. Die Zuordnung wird so vorgenommen, dab Parallelen auf Meridiankurven fallen und
vice versa. Die entstehende Mannigfaltigkeit ist eine 3-Sphire.

2. Zwet Volltori sollen so miteinander verheftet werden, da8 Meridiane auf Meridiane und
Parailelen auf Paralielen fallen. Das ergibt das Sphirenbiindel St x §2 (modern gespro-
chen).

3. Die Zuordnung wird so vorgenommen, daB die Parailelen auf die Kurven [2B+2] fallen,
wihrend die Meridiane auf dic Parallelen P abgebildet werden.

Von besonderer Bedeutung ist das dritte Beispiel, dz es spiites (Heegard 1916, 217 und
234} als Gegenbeispiel zu Poincaré’s Dualititssatz verwandt wird: Seine ,,Betti-Zahlen”
vergeben sich nimlich zu B, =2 und f; = 1 Das liegt natiirlich (vgl. 3.4) daran, daB hjer
in der Dimension 1 ein Torsionskoeffizient mit dem Werl 2 auftrits 18 Hecgard macht noch
darauf aufmerksam (Heegard 1916, 209), dab man sich [2B+A] als Randkurve eines Mahi-
us-Bandes vorsteilen kann.

Spitter gibt der Verfasser noch einc andere Darstellung dieser Mannigfaltigkeit im Rah-
men der algebraischen Gcorzner.riez. Es handelt sich dabei um den Schnitt des Kegels 2% = xy
in C' mit dem Zylinder |x +|¥|" =1. Diese kurze Charakterisierung fihrt Poincaré im 3.
Komplement (Poincaré VI, 390) an; Heegard selbst (Heegard, 1916, 233) und auch Poin-
caré bei frikeren Gelegenheiten geben eine etwas andere, aber gieichwertige Beschreibung
{(Poincaré VI, 355). Die Behauptung, daf beide Beschreibungen (analytisch, mittels Dia-
gramm auf dem Torus) dieselbe Mannigfaltigkeit (vom Standpunkt der Topologie aus)
fiefern, wird von Heegard richt begriindet. 19

Text angegeben ist, nicht genau unseren Vorsicllungen entspricht, weil wir das Bild des Meridians varge-
ben (und nicht, wic bei Heegard, das der Parallelen).

Weiter mul man beachten, dafl Heegard oft mit 2wei Kurvenscharen auf dem Torus arbeitet, was daran
liegt, dab cr ja Platten anhcflen will, Diese Kurvenscharen bestchen aus zwei geschlossenen cinfachen
Kurven, weshalb man eine von ihnen zur Verheflung in unserem heutigen Sinne nehmen kaan.

Allgemein gilt: Um einen Homdomorphismiis des Torus {bis auf Isotopic) festzulegen, mub man nur das
Bild cines kanonischen Kurvenpaares angeben (vgl. Stillwell 1993, 206 - 215).

Heegard begrindet dies so:

.Prenons easuiie la variété percée ayzant comme diagramme un §il sur Jequel la bandc d'attackement de la
plaque parcourt 1z courbe [2;3 + l] ; elle pent évidemment &tre rendue simplement connexe par une cestai-
ne coupure linéaire, partant du point percé et y retosrnant, et par une coupure superficiclle dont la fron-
tigre parcourt la surface de la ligne de coupure Is long d'une kignc [2§3+R]; mais cetie coupurc super-
ficielle ne peut pas Etre transformée cn unc coupure transversale puisque ia bande d'nttachement ne peut
pas &tre ramende & 1a surface de percement seulement.” (Heegard 1916, 217)

Man beachte, daB "il” den Volltorus mein; an ihn wird cine "Platte™ lings der vorgegebenca Kurve ange-
fogt.

Eine weitere ausfihrlichere Begrondung findet sich einige Seiten weiter (Heegard 1916, 235), wobsi
Heegard sich wesentlich auf das Diagramm in scinem Sinne statzt,

Aligernein entspricht dic aus der Verheflung zweier Volltor lings der Kurve {mﬁ+nl} entstchende
Mannigfaltigkeit einem Linsenraum U:rn,n‘) mit gaT(m, 2’} = | und mit n'= n mod m (vg!l. Tictze 1908,
L13, Anm. 1). Man beachte, daf diese Verheftungskurve in modernes Schreibweise dem Torusknotea (m,
r} eatspricht.

Heegard benutzte anscheinend die algebraische Beschreibung. um der ersten Definition des Mannigfaltig-
keitsbegriffes gerecht zu werden. Er schreibt Gber dicse:

wCeci montre que la vanété est de celies auxquelles la théorie topologique de Poincaré-Picard doit &tre
applicable,...” (Heegard 1916, 232}

w
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Was verbirgt sich nun hinter dieser ominGsen Mannigfaltigkeit? In Kenntnis spiterer
Entwicklungen f4llt die Antwort hieranf nicht allzu schwer. 1932 gefang es namlich L.
Goeritz, rach Vorarbeiten von H Seifert (Seifert 1931), zu beweisen, dab die geschlosse-
nen orientierbaren 3-Mannigfaltigkeiten, welche durch ein Heegard-Diagramm auf dem
Torus definiert werden, entweder zu den Linsenrdumen gehéren (zu diesen werden die 3-
Sphire und der reelle projektive Raum aus Grijnden der Systematik hinzugerechnet) oder
aber ein Produkt $' x$? (auch als Linsenraum 1.(0,1) bezeichnet} sind. Die Fundamental-
gruppe der Heegard-Mannigfaltigkeit ist zyklisch von der Ordnung zwei, weshalb unter
den genannten Mannigfaftigkeiten nur der reelle projektive Raum, also der Linsenraum
L(2,1), in Betracht kommt!?® Die Kurve [2B+A] entspricht dann PR, welches nicht
selbst, woh! aber zweimal durchlaufen in P,R berandet.

Fassen wir unsere Betrachtungen iiber Heegard zusammen. Die Bedeutung der Kritik
Heegards an Poincaré's Dualititssatz als Initialproblem fiir die Hinwendung des letzteren
zu strengeren, kombinatonischen Methoden ist allgemein anerkannt und wird in den giin-
gigen Darstellungen auch entsprechend gewiirdigt.2! Sein konstruktiver Beitrag zur Topo-
jogie der 3-Mannigfaltigkeiten, die Heegard-Diagramme, fand zunfichst hingegen kaum
Beachtung. Demgegeniiber muf aber fesigehalten werden, dad die Heegard-Diggramme
nach wie vor eine wichtige Rolle in den Bemihungen wm die Klassifikatior der 3-Mannig-
faltigkeiten spielen, Historisch war es so, dab diese Idec erst mit erheblicker Verzégerung
zu wirken begann - nicht zuletzt bedingt durch Heegards schwer faBliche Darstellung ei-
nerseits und die Hinwendung zu kombinatorischen Methoden andererseits. Eine systemati-
sche Behandlung bendtigt ja auch - wie wir im Zusammenhang mit Poincaré's Homologie-
sphire gesehen haben (vgl. 3.4) - so etwas wie den Satz von Seifert-van Kampen.

Sieht man eirunal vom sporadischen Aufireten der Heegard-Diagramme bei Poincaré
und Dehn-Heegard zur Darstetlung des Dodekaederraims (vgl, 3.4) sowie bei Alexander
zur Gewinnung von Linsenrdumen (vgl. 5.1.1) ab, so erfubr das Interesse an diesem Ge-
genstand erst zu Beginn der 30cr Jahre eine Wiederbelebung. Neben den bereits gerannten
Arbeiten von Goeritz und Seifert wiren hier uw.a. Singer (Singer 1933) und Reidemeister
(Reidemeister 1928 und Reidemeister 1934) zu nennen. Erwihnung finden die Heegard-
Diagramme ir Veblens bekanntem Lehrbuch (Veblen 1931, 155-157: ,,The most direct
way of attacking the problem of classifying three-dimensional manifolds is to try to reduce
them to normal form....” [Vebien 1931, 155]), auf den auch die Bezeichnung zurickzuge-
hen scheint, und natiirlich bei Seifert-Threlfall (Seifert-Threlfall 1934, 219 - 221).

Die Heegard-Diagramme bilden auch heute noch einen Gegenstand topologischer For-
schung. So verfiigt man mittlerweile iber eiren Entscheidungsalgorithmus, welcher es
criaubt herauszufinden, ob cin vorgebenes Heegard-Diagramm die 3-Sphdire darstelit oder
nicht (T. H. Rubinstein 1991). Offen bleibt aber nach wic vor die Frage, wie Heegard-Dia-
gramme i.a. anssehen. Ubrigens spielten diese auch in dem als inkorrekt erkannten Beweis
der Poincaré-Vermutung, den Rourke und Régo 1986 verofentlichten, eine wichtige Rolle.

20 Unsere Behauptung findet sich bestiatigt bei Dehn-Heegard 1907, 184 Anm. 77,

Wie wir weiter oben {in 3.2) geschen haben. it P,R bet Poincaré als finftes Beispiel auf, des aus dem
Oiazeder durch Identifikation gewonnen wird. Eine Verbindung zum Hecgardschen Beispicl hat Poincaré
anscheinend spdter nicht geschen,

Zu den Heegard-Diagrammen aef dem Torus vel. man Seifert-Threlfali 1934, 220,

Vgl. etwa Bollinger 1976, 124-127; Scholz 1980. 393 und Dicudonné 1989, 28f. Eine fltere Darstellung
ist Alexandreff-Hopf 1935, 7.

i
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Die prinzipielle Bedeutung der Heegard-Diagramme liegt darin, daB sie die
Konstruktion von 3-Mannigfaltigkeiten zuriicidtihren auf ein zrweidimensionales Problem:
namlich auf die Angabe von Heegard-Diagrammen, also auf die Angabe von Systemen
nicht-pulthomologer doppelpunktfreier und disjunkter Zykel auf Henkelflichen (erstmals
systematisch von Poincaré im 5. Komplement in Angriff genommen). U zu einer Klassi-
fikation zu gelangen, wiren somit zwel Aufgaben zu Iosen:

1. Man zihle alle Heegard-Diagramme auf.

2. Man gebe Verfahren ar, die es erlavben, zu entscheider, ob zwei Heegard-Diagramme
dieselbe Mannigfaltigkeit definieren oder nicht.

Diese sind - wie bereits oben angedeutet - ia, nicht geldst. Einen Teilerfolg stellt die be-
reits erwihnte Aufzihlung aller Heegard-Diagramune auf dem Torus durch Seifert und Go-
eritz dar verbunden mit der Losung des Homéomorphieproblems fiir die Linsenriume (vgl.
5.3). Insgesamt betrachtet harrt damit der im folgenden wiedergegebene Wunsch Heegards
auch heute noch seiner Edfillung:

.51 Yon réussit & dtablr des formes normales puxquelics les diagrammes peuvent &tre riduits, la
condition nécessaire et suffisante pour que deux variétés fermées soient dquivalentes devient celfeeci;
gue les formes normales de leurs diagrammes soient ideatigues.”

{Heegard 1916, 194)

42 Der Ausbau des kombinatorischen Ansatzes durch
Heinrich Tietze und Ernst Steinitz

Die nach Heegard nichste wichtige Etappe in der Rezeption der Ideen Poincaré's zur
Theorie der Mannigfaltigkeiten stellt - sieht man von Picard - Simant ab - der Enzykio-
pldieartikel von Max Dehn und Poul Heegard dar, auf den wir schon in 2.4 und in 3.5 kurz
cingegangen sind. Da sich dieser neben Grundiagenfragen hauptsichlich auf die Betrach-
tung und Klassifikation der Flichen konzentrierie - von den meisten Autoren wird dicser
Artikel als die erste vollstindige und korrekte Klassifikation der Flichen bezeichnet?? -
und die von ihnen verwendete kombinatorische Grundlegung sich in #halicher Weise bei
H. Tietze und vor allem E. Steinitz wiederfindet, wollen wir uns hier auf die beiden letzt-
genannten Autoren beschrianken. Insbesondere ging die Dehn-Heegardsche Axiomatik in
der Steinitzschen auf, weshalb wir letztere betrachten werden. Erwihnenswert ist aber
noch die Tatsache, dafi bei Dehn und Heegard der kombinatorische Ansatz (vgl. auch 6)
mit cinem Geltungsanspruch auftriit, der in dieser Form wohl kaum noch einmal in Er-
scheinung trat:

7 ygl. etwa Scifert-Threlfail 1934, 319 Anm. 22. Die Losung von Dehn-Heegard setzt allerdings die Trian-
gulierbarkeit voraus, welche erst 1922 im Falle der Flacher durch T. Radd bewieser wurde. Gelegentlich,
z.B. bei Massey 1989, 53 (mit Vorbehalten) und Levi 1929, 297, sowie Tucker 1935, 470, wird auf R.H.
Brahana aufmerksam gemacht {Brahana 1921). Einzelheiten hierzu findet man in 2.4,

o
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..Durch dic Entwicklung der erstea sicben Nummem dieses Abschnities ist die Analysis situs darge-
stellt als #in durch seine anschauliche Bedeutung ausgezcichneter Teil der Kombinatonk.”

{Dehn-Heegard 1907, 170}

Tagegen sehen schon H. Tietze und E. Steinitz die kombinatorische Auffzssung mehr als
Mitte] zum Zweck denn als autonomes Gebiet (vgl. Steinitz 1908, 30 und Tietze 1908, 2).

Yom Standpunkt der Disziplinentwicklung (vgl. 8) aus betrachtet markiert die Arbeit
vor Dehn-Heegard den Abschlub einer proliferierenden Phase, die vor allem mit Poin-
caré’s Namen verknpiift ist. Der Stand der Dinge wurde bei Dehn-Heegard gesichert, ge-
ordnet und eine Grundlegung kodifiziert. Dabei muBte klarerweise vieles ausgesondert
werden, vor allem fast alie kontinuumstopologischen Ansitze Poincaré’s.

Heinrich Tietze (1880 - 1964) hat hauptsichlich in Wien studiert. Wie er selbst an ver-
schiedenen Stellen erwihnt, kam er hier durch eine Vorlesung W. Wirtingers in Berithrung
mit der Topologie sowie it den Ideen Poincaré’s * Neben der Habilitationsschrift Tietze
1908, auf die wir uns im weiteren stiitzen werden, ist im Hinblick auf die Topologie noch
deren Vorliuferarbeit Tietze 1906 erwihnenswert in dieser frithen Schaffenspericde. Bis
heute bekannt geblieben ist Tietzes Arbeit aus dem Jahre 1905 “Uber das Problem der
Nachgebiete im Raum”, ;

Tietze unterzog die Poincaréschen Asbeiten einer kritischen Durchsicht, welche in einen
kombinatorischen Aufbau der Topologie miindete, Dabei legt Tietze eine dem Zellenaufban
Poincaré's nachempfundenen Aufbau von Mannigfaltigkeiten zugrunde. So entsteht z. B.
eine 3-Mannigfaltigkeit aus einer ‘endlichen Anzzhl von Kugeln, deren Oberflichen in
endiich viele Polygone zerlegt sind, indem man paarweise sphirische Polygone mitein-
ander identifiziert.2® Dabei sipd orientierungserhaltende und orientierungsumkehrende
Zuordaungen zu unterscheiden {Tietze 1908, 17} eine Mannigfaltigkeit, bet Fler nur oricxlt-
tierungserhaltende Identifikationen stautfinden, heilt bei Tielze zweiseitig (wir sprechen in
Zukunfl von orientierbar). Die Kugeln heifien Zellen des die 3-Mannigfaltigkeit definie-
renden Schemas, Paare zugeordneter Polygone sowie freie Polygone sind Lamellen, Zykeln
kerrespondierender Polygonseiten sind Kanten und Klassen zugeordneter Ecken sind Ek-
ken. Die Gesamtheit der Zuordnungen heift Schema der Mannigfaitigkeit.

Irn Unterschied zu Poincaré, bei dem die Zellenzetlegung ein Mittel zur Beschreibung
oder auch Erzeugung einer Mannigfaltigkeit war und damit kein Gegenstand eigenstin-
digen Interssses, versucht Tietze pun, eine unabhingige Theorie der kombinatorischen
Mannigfaltigkeiten aufzustellen,

B Vol. hierzu Tietze 1908, 7 Anm. }0), wo von eincr Vorlcsung Wirtingers im Sommer 1904 aber algebrai-
sche Funktionen die Rede ist, und Ticize 1922, 19, wo von ciner Voriesung Wirtingers im Jahre 1903 Giber
Riemannsche Flichen gesprochen wird. Es ist bemerkenswert, dall sowohl im Falle von Heegard _a1§ auch
in jenem von Tietze jewsils cin Funktionentheoretiker - ndmlich dort Julius Petersen, hier Willy WII‘U}'IBCT -
cine wichtige Rolle spiciten. Dics zcigt, dali gerade in den Anfingen Topologie und Funktionentheorie cng
miteinander verkndpft waren. Einzelheiten zum Werdegang Tietzens findct man bei Einhom 1983, 76 -
95. Zu W. Wirtingers Rolle vergiciche man Epple 1994, .
Es solicn nur Polygone mit gicicher Kentenanzahl miteinander identifiziert werden. Polygone, dic mit
keincm sndesen identifiziert werden, heifien frei.
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Die zentrale Idee hierbei ist die kombinatorische Aquivalenz.?®, Ein derartiger Begriff
tritt bet Peincaré nicht explizit auf, wenn dieser natiixlich sehr wohl das Werkzeug der
Unterteilung einer Zellenzerlegung oder dergleichen zu handhaben wubte. Erstmals aus-
dritcklich genannt und betrachtet wurde dic kombinatorische Aquivalenz bei Dehn-Hee-
gard im Abschnitt 3 ,Interne Transformation und Homéomorphismus (Elementarver-
wandischaft)” [Dehn-Heegard 1907, 159f]. Da zur Erreichung cirer konsequent kembina-
torischen Auffassung nicht nur die kombinatorische Definition der Objekte sondera auch
die der {modern gesprochen) Morphismen gehért, muf man deshalb festhalten, dal die
strikt kombinatorische Sichtweise erst mit Dehn-Heegard erreicht wurde. Insofern erstaunt
es auch nicht, dab bei Poincaré das Spannungsverhiltnis zwischen kombinatorischer und
kontinuumstopologischer Sichtweise kaurn thematisiert wird, was dann aber mit Tietze und
Steinitz zu einem ganz wichtigen Thema werden sollte (siche unten).

Die kombinatorische Aquivalenz gritndet sich auf den elementaren Unterteilungen, von
denen es im dreidimensionalen Fall?® drei Arten gibt (Tietze 1908, 21f):

a) Zerlegung einer Kante durch einen mittleren Punkt in zwei Kanten nebst entsprechen-
der Unterieilung aller demselben Kantensystem angehérigen Kanten und geeigneter Er-
klarung der Identifikation;

b) Zerlegung eines Polygons durch eine Diagonale in zwei Polygone nebst analoger Un-
terteilung des mit diesem zu identifizierenden Polygons (falls es sich nicht um ein freies
handeit) und geeigneter Festsetzung der Identifikation;

¢} Zerlegung einer Kugel in zwel Kugeln, Hierzu wird auf der die Kugel begrenzenden
Sphitre ein geschiossener Polygonzug gebiidet, dessen Kanten alle der vorgegebenen
polygonaien Unterteilung entstammen sollen. Folglich gibt es Bereiche dieser Untertei-
lung, die im Inncrn des fraglichen Polygonzuges liegen, und solche, die ausserhalb des-
selben sind. Nun verbinde man die Punkte des Polygonzuges mit dem Kugelmitielpunkt
und schneide das entsprechende Stitck aus der Kugel aus. Die Oberflachen der beiden
sich ergebenden Kugelteile lassen sich wieder als 2-Sphiren mit polygonaler Untertei-
lung auffassen. Vom topologischen Standpunkt aus erhiit man somit zwei Kugeln, zwi-
schen denen dic Identifikationen folgendermaBen festzulegen sind: Zwischen | alten”
Polygonen bestehende Zucrdnungen werden unverindert tbernommen; die beiden new
hinzugckommenen Polygone - die von dem zerlegenden Polygenzug herrithren - sind so
zuzuordnen, dak durch die Trennung separierte Ecken und Kanten wieder zusammen-
fallen 27

Diese Zerlegungen heifien Zerlegung ciner Kante, einer Lamelle und ciner Zelle. Zwei
Schemata, die durch elementare Umformungen auseinander hervorgehen, oder die ein

25 Tietze selbst spricht auch hics von ,,Homdomerphie™ (Tietze 1908, 21), was wir wegen zu beftirehtender
Mibverstindnisse vermeiden méchten. Bei Tiee werden allerdings beide Bedeutungen sorgsam - aber
chen nickt terminologisch - geschieden,

% \Wis beschrinken uns im weileren auf diesen Fall, der such bei Tielze cine herausgechobene Rolle spielt
Dic Ubertragung suf den aligemeinen Teil, die Ticlze vornimmt (Tictze 1908, 24 - 26), liegt weitgehend
suf der Hand.

¥ Man bemerkt hier deutlich dic Nachteile, dic Tietzes Vorgehen im Vergleich zur Verwendung von Simpli-
zes aufweist,
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gemeinsames drittes Schema besitzen, das aus beiden durch elementare Umformungen
gewonnen werden kann, heiben kembinatorisch dquivalent.

Tietze unterscheidet - wie bereits erwidhnt - klar zwischen der Homoomorphie von
Punkt- oder kontinuwserlichen Mannigfaltigkeiten (wie Tietze sich ausdriickt) und der
kombinatorischen Aquivalenz der zugehsrigen Schemata. Werden zwei Mannigfaltigkeiten
durch kombinatorisch dquivalente Schemata definiert, so sind erstere offenkundig auch
homéomorph. Hiervon gilt aber nicht unbedingt die Umkehrung, da eine Ubertragung der
polygonalen Zerlegung von einer Mannigfaltigkeit auf eine homéomorpke Schwierigkeiten
bereitet. Der Durchschnitt der iibertragenen Zerlegung mit der urspringlich vorhandenen
braucht keine Zerlegung mehr zu sein, da z. B. Endlichkeitsbedingungen verietzt werden
kannen (vgl. Tietze 1908, 13f und 41). Dieses ganz typische Superpositionsprobliem ist uns
schon bei Riemann begegnet (vgl. 2.1). Das sich in ithm manifesticrende Spannungsver-
haltnis von kombinatorischer und kontinuierlicher Auffassung?®, das in zhnlicher Weise
auch bei Steinitz (vgl. 4.3) angesprochen wird, scllte spiter als , Hauptvermutung” (diese
Bezeichnung geht auf H. Kneser [Kneser 1926, 6] zuriick) berithmt werden. Aufer im
zweidimensionalen Fall, wo es durch Tietze erledigt wurde?®, bot dieses Preblem ganz
erhebliche Schwierigkeiten - vergieichbar vielleicht denen, dic aus der Poincaré-Vermu-
tung resulticren. 1952 gelang ¢s E. Moise zu zeigen, dad die Hauptvermutung in der Di-
mension 3 fiir Mannigfaltigkeiten richtig ist™, wihrend J. Milnor 196} Gegenbeispiele in
der Dimension 8 gefunden hat.?! Heute weiB man, daB dic Hauptvermutung in den Di-
mensionen grofer/gleich fiinf falsch und in den Dimensionen kleiner/gleich drei richtig ist;
die Dimension vier harrt einér Kldrung,

Die Homologietheorie3? wird im weiteren von Tietze rein kombinatorisch, das heift
augschlieBlich fir Schemata, unter Zuhilfenahme der Berandungsrelationen aufgebaut, also
ganz ghnlick dem Standpunkt, den Poincaré im ersten und zweiten Komplement einge-
nommen hatte. Er bezicht neben der Frage nach der Endlichkeit und der Existenz giner -
modern gesprochen - Homologiebasis (Tietze 1908, 33f und 36) auch rwei Probleme ein,
die Beegard bereils angesprochen hatte: Miissen die Uniermannigfaltigkeiten, welche den
Rand eines Teiles der {raglichen Mannigfaltigkeit bilden, immer orientierbar sein? Diirfen
sich diese iiberschneiden oder nicht? SchiieBlich gelangt Tietze zur Aufsteliung dessen,
was er Poincarésches Relationensystem33 nennt (Tietze 1908, 30) - also zu einem wvoll-
stindigen Verzeichnis der Berandungsbezichungen zwischen den verschiedenen Baustei-
nen der Mannigfaltigkeit -, mit dessen Hilfe er die Inzidenzmatrizen aufstellen kanm,

.Sind zwei homdomorphe Mannigfaltigkeiten mit Zellenzerlegungen stets such kombinstorisch &quiva-
lent?”, lautet die Kernfrage.

? Vel Tietze 1908, 106 - 110. Kneser weist auf Kérékjarto 1923, 134f hin {Kneser 1926, 6 Anm. 3),
Kaceser behauptet, dafl dic Hasptvermutung fir 2wei und drei Dimensionen bewiesen sei (Kneser 1926, 6)
und verweist auf zwei Abhandiungen von Furch (Furch 1924 und 1924a).

Vgl. hierzu Hean-Puppe 1990, 6776 Bemerkenswerterweise spiclt auch hier « wic am angegebenea Ort
nachgelesen werden kans - der Dodekacderrgum eine wichtige Rolle. Milnor gewann seine Gegenbeispicle
mit Hilfe von Linsenriumen. Zum Problemkreis Hauptvermutung vergleiche man soch 6.

3 Bej Tietze finden sich dic hierher gehdrigen Betrachtungen im 1L Kapitel (Ticlze 1908, 2648 [Betii-Zah-
ien] und Tietze 1908, 49 - 56 {Torsionszahlen}). Einen Uberblick hierzu gibt Bellinger 1972, 147 - 160.
Bei Poincaré war dics das Schema eines Polyeders (oder auch ciner Mannigfaltigkeit), das in den Tnzi-
denzmatrizen seinen Ausdruck fand.
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Letztere wiederum werden zur Definition der Betti-Zahlen* und der Torsionskeeffizienten
herangezogen. Das ganze gipfelt dann im Nachweis, daB die Betti-Zahlen und die Forsi-
onskoeffizienten ,,iopologische Invarianten” sind, das heit hier, dab kombinatorisch dqui-
valente Schemata auch die gleichen Invarianten aufweisen 3

Im gleichen Geiste rihert sich Tietze auch der Fundamentalgruppe. Bevor er auf diese
genauer eingeht, stelit er im § 11 seiner Arbeit noch einige Uberlegungen zur kombina-
torischen Gruppenthecrie an, die von grofer Bedeutung sein sollten, Letztlich lanfen diese
auf den Versuch hinaus, ein Invariantensystem zwr Charakterisierung endlich erzeugter
Gruppen anzugeben, mit dessen Hilfe man dann entscheiden kénnen solite, ob zwei Grup-
pea isomorph sind oder nicht.3® Hier betont Tietze ausdrickiich, dad er einen abstrakten
Begriff von Gruppe zugrunde legt:

,Dabei ist 2u bemerken, dal die Elemente dieser Gruppen nicht Operationer voa bestimmter Bedeu-
tung sind, daB vielmehr nur die Gesetze for dic Zusammensetzung dieser Elements in Betracht kom-
men, und wir s aiso mit dem aligemeinen Gruppenbegriff zu tun haben werden.”

(Tiewze 1908, 56677

Im Anschlub hicran geht Tietze auf Gruppen ein, die durch endlich viele Erzeugende
51,....5, und endlich viele Reiationen ¥; (5 ,....5, > = 1 (1 = 1,...,m} gegeben sind, wobei er
sehr kiar das Grundproblem, das mit dieser Darstellungsweise verbunden ist, formuliert:

-Man bemerkt sofort, daB es vorkommen kann, daf} durch zwei verschiedene Systeme von erzeugen-
den Operationen und definierenden Relationen Gruppen definiert werden, die einander isomorph sind
und &lso im Sinne des aligemeinea Gruppenbegriffes cine und diesclbe Gruppe repriisentieren, Dock
15t weder das allgemeine Problem gelost, dic Gesamtheit all der verschicdenen Erzeugungsweisen
welche cinc und dieselbe Gruppe definieren, theoretisch zu Oberblicken, noch zuch nur ein Mittel ge-
funden, um im spezieller Falle zu entscheiden, ob zwei durch verschiedene Systeme erzeugender
Operationen und definierender Relationen gegebene Gruppen ideatisch, d.h. also isomorph sind. Eine
notwendige Bedingung aber dafitr, daB zwet in verschisdener Weise erzeugte Gruppen isomorph
sind, wird im folgenden beigebracht werden. Sie besteht in der Gleichheit der sus den Systemen de-
finicrender Relationen ebzuleitenden Poincaréschen Zablen der beiden Gruppen,”

(Tietze 1908, 578

Die fraglichen Invarianten ergeben sich aus Summen der Exponenten in den definierenden
Relationen, die in geeigneter Weise umgeformt werden. Diese Umformungen sind heute als
,, Tetze-Transformationen™ bekannt. Die Exponentensummen werden in einer Matrix zu-
sammengefalit, deren Elementarteiler und deren Rang zu bestimmen sind. Aus moderner
Sicht 13uft das darauf hinaus, die fragliche Gruppe abelsch zu machen und auf das Ergeb-

Hierin-aufert sich dic kombinatorische Sichtweise deutlich - vgl. Poincaré, wo die Betti-Zahlen georne-

trisch interpretisrt werden. Vel Tictze 1908, 37, ’

Einer allgemeineren Invaranzbeweis bezighch HomoOomorphie im Oblichen Sinne gab erst Alexander

(Alexander 1915 und Alexander 1926), wobci diese Beweise simpiiziale und sogar singuifire Techniken

verwandten (vgl. Dicudonné 1989, 43.49).

* Wic wir bei Poincaré im Zusammenhang mit dem sechsten Beispicl gesehen haben, kana dics ja durchaus
eine schwierige Frage sein.

37 Damit wird also in clwa der Stand errcicht, der sich in H. Webers ,_Lehrbuch der Algebra” (1895) findet,

vgl. Wussing 1969,
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nis den Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen anzuwenden 3% Insgesamt kann
man festhalten, dab die kombinatorische Gruppentheorie bei Tietze, verglichen mit seinen
beiden wichtigsten Weghereitern, Dyck und Poincaré, deutlich an Profil gewann.

Die konkreten Ausfiibrungen Tietzes zur Fundamentalgruppe (Tietze 1908, 65-69) lesen
sich fast wie ein Kommentar zu Poincaré's entsprechenden Arbeiten. Tietze erklirt sshr
sorgfiltig, wie das Zustandekommen der Fundamentalgruppe im kombinatorischen Rah-
men ausieht (vgl. oben 3.2) und wic sich die Relationen zwischen den Erzeugenden der
Fundamentalgruppe ergeben. Weiter vermag er einen Algorithmus zu formulieren, der zu
einer vorgegebenen Zellenzerlegung der Mannigfaltigkeit deren Fundamentalgruppe lisfert
(vgl. Dieudonné 1989, 301f). Gestiitzt hierauf gelingt es Tietze im § 13 nachzuweisen, dalb
kombinatorisch dquivalente Schemata isomorphe Fundamentalgruppen besitzen, dab also
letztere eine topologische Invariante in seinem Sinne ist. 3%

Wihrend die bisher geschilderten Ausfithrungen Tietzes in der Hauptsache in dem von
Poincaré gesteckien Rahmen bieiben, geht er im § 14 iiber diesen hinaus, indem er zeigt,
da8 sich dic Torsionskocffizienten in der Dimension 1 aus der Fundamentalgruppe erge-
ben.%® Dies folgt direkt aus der Betrachtung der entsprechenden Inzidenzmatrix (Tietze

B Vgl. auch dic Darstellung bei Chandler-Magnus 1982, 15-17. Der Hauptsatz gber endlich erzcugic abel-
sche Gruppen, der vor Tietze Frobenius und Stickelberger (1879) zugeschricben wisd (Tietze 1908, 62
Anm. 8), besagt in modemner Terminologie:

Eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G gestatiet eine Zerlegung der Form

C=Z287l@.9197L,8.87_ ,
1 9m

wabci q;{i =1, m] Primzzhlpotenzen sind und jedes q. das nachfolgende g, teilt (fir i=1,...,m-1)
Diec Zahien g, und r. das ist die Anzahl der freien Summanden Z, ind cindeutig bestimmt,

im tbrigen spricht es {ir Tictees Streben nach Strenge, daBl er beweist, dall szine Poincartschen Zashlen -
die identisch mit Poincaré's Torsionskoeffizienten sind (also modern gedacht dic Zahlen q, bis g, von
oben) - vor ,,der Wahi des die Gruppe definicrenden Relationensystems unabhangig sind” (Tictze 1908,
62).

Die Betrachtung der Poincaréschen Zahlen muB noch crginat werden durch die Angebe der Anzahl der
Erzeugenden des freien Anteils Z8..8Z (die im dbrigen gerade gleich 8, ~1 im Poincaréschen Sinne ist
fvgl. Tictze 1908, 64 und 77-79]). Erst die simuitanc Obereinstimmung in diesen beiden Zahien oder
Zohlensystemen stellt cine notwendige Bedingung fur die Isomorphic von endlich erzeugten abelschen
Gruppen dar. Im dbrigen macht Tictze noch darauf nufmerksam, dafl man dicse Zahlen beliebig vorgeben
kann und dennoch cine sie realisierende Gruppe zu finden vermag (Tietzs 1908, 64 Anm 12).

SchlieBlich sei noch erwihnt, daff Tietze umgehend zeigt, daB die Ubercinstimmung der Poincaréschen
Zahlen nur potwendig, nicht aber hinscichend fie Isomorphic der fraglichen Gruppen ist. Er verwendet
nierzu die zykdische Gruppe Z, und dic Gruppe (u,i}13 = 1, w2tu-it! = 1, w3 = 1) welche isamorph zur

symmectrischen Gruppe §; ist. Macht man letztere abelsch, so erhiilt man ebenfalls Z, . Ein anderes Bei-

spiclpaar licfert dic triviale Gruppe und die binire lkosacdergruppe, dz je lciztere nach Abefschmachen
auch tivial wird (Tictze 1908, 641).

I ciner Anmerkung (Ticize 1908, 69 Anm. 1) weist Tietze darauf hin, dall diese Invarianz im eligemeine-
ren (sprich: medernen) Sinn bei Poincaré ,,aus der Bedeutung der Fundamentaigruppe fir die in der
Manmigfaltigkeit ausgebreiteten unverzweigten Funktioner™ hervorgehe, was sich auf Poipearé's Definition
der Fundamentaigruppe vermége von Substitutionen (vgl. oben 3.2) bezicht,

Der Zusammenhang von Fuandamentaigruppe und eindimensionalen Torsionskocffizienten wird bei Poin-
caré in der Tat nitgends themausiert, vielleichy, weil er in den ersten beiden Komplementen - wo diess
Koeflizienten ausfihrlich behandelt werden - nichts Ober die Fundamentaigruppe sagt. Nur im 5. Kom-
plement, im Zusammenhang mit dem Dodekaederraum, werden Fundamentalgruppe und Torsicaskoeffi-
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1908, 79). Dabei weist Tietze darauf hin, dah man die Fundamentalgruppe einer Mannig-
faltigheit, die wie fast immer hei Tietze durch das entsprechende Schema reprisentiert sein
soll, auch mit Hilfe des , reziproken Schemas™! berechnen kann, was er dann fir die 3-
Sphare und den recllen projektiven Raum vorfithrt. 4 SchiieRlich bemerki Tietze noch, dab
cich seine Uberlegungen auch auf den Fail berandeter Mannigfaltigkeiten erweitern lassen
(Tietze 1908, 803,

Die Quintessenz all dieser Ausfihrungen {iber die Fundamentalgruppe ergibt sich fir
den Fall dreidimensionaler geschlossener onentierbarer (kombinamrischer)“ Mannigfal-
tigkeiten: :

. Dic chen ausgesprochencn Sitze zeigen nun, dall wegen P, =P, fiir zweissitige geschlosscae drei-
dimensionale Mannigfaltigkeiten aus der Fundamentalgruppe ailein alle Obrigen bekanntcn wpologi-
schen Invariantea sich ablcites lassen.

Da s andeserseits, wic Poincaré gezeigt hat, Mannigfaltigkeiten gibt, welche gleiche Betische Zahlen
und Torsionszahlen, aber verschiedenc Fundamentalgruppen sufweisen, so dient dic Angabe der
Fundamentaigruppe mehr zur Charskicrisicrung ciner zweiseitigen geschlossenen dreidimensionaien
Manmigfaltigheit als die aller Bbrigen bis jetzt bekannten topologischen Ipvarianicn Zusammenge-
noMmmen.

(Tietze 1908, 80}

Der Nachweis, dah alie bis dahin bekannten topologischen Invarianien im Falle dreidi-
mensionaler {(geschlossener, orientierbarer, zusammenhingender wiirden wir hinzufiigen)
Mannigfaltigkeiten dusch die Fundamentalgruppen eindeutig bestimmt sind, wurde von
Wirtinger in seinern Gutachten, die Habitilationsschrift Tietzes betreffend, ausdriicklich als
deren ,.Hauptergebnis” bezeichnet (vgl. Einhorn 1982, 79). Bedenkt man, dad die von
Tietze bewiesene Einsicht eine Schlisselrolle im Bereich der dreidimensionalen Topologie
spielt, so erscheint Winingers Beurteilung dadurch angemessen.

Somit konnte fir diese spezielle Sorte von Mannigfaltigkeiten der Stein der Weisen
doch in der Fundamentalgruppe liegen! Wie wir gleich sehen werden, legte Tieize mit den
vop ihm komstruierten Linsenrjumen den Grundstein dafiir, daB diese eben formulierte
Hoffnung als trigerisch nachgewiesen werden kannte (vgl. auch 5.1.1). Er machte aber
schon an dieser Stelle aoch auf ein anderes Problem aufmerksar

zienten gleichzaitig in Betracht gezogen. Hicr aber geht ¢s um cin konkretes Beispicl, aicht um theoreti-
sche Erdrierungen.

Es ist aber sicherlich nicht abwegig arzunchmen, daf Peincaré den von Tietze thematisicrien Zusammen-
hang zumindest geahnt hat.

Al ;r warden heute von des duaten Trizngulierung sprechen. Dic Idec geht auf Poincaré zurbcek, der sis tm

erstea Kompiement (Poincacé VI, 313-319) i Zusammenhang mit dem Dualititssatz catwickelt hat. Sic

steht naticlich letzten Endes in der Tradition der Platonischen Karper und ihrer duaicn.

Diese Uberlegung geht in den Machweis cin, dafi die Fundamentalgruppe ciner geschiossenen Mannigfal-

figkeit dic ersic Beiti-Zahl und die cindimensionalen Torsionskeeflizienten bestimml. Hierbei beschrankt

sich namtich Tictze auf den Fall. daB our eine Ecke im Schema vorhanden ist. Dies 1Bt sich dadurch

rechtfertigen, daft man das reziproke Schems cines Schemas nehmen kana, welches in der hochsien Di-

mension nur cine Zelle aufweist, Letzieres wiederum 146t sich durch einc kombinatarische Aguivaienz for

jedes (zusammenhangende) Schema bewcrkstelligen (Tictze 1908, 70).

8 Tietzes Argumenic gelten ja nur im Bereich der kombinatorischen Auffassung. Sic lassen sich nber auf
topologische Mannigfaltigkciten Gbertragen, da sie - was den Zusammenhang von Fundamentalgruppe,
erster Betti-Zahl und cindimensionalea Torsionskoeffizienien angeht - rein gruppentheoretischer Natur
sind (solange dic Fundamentalgruppe endlich crzeugt ist).
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L Wahrend sicI_n aimlich Edi: Gleichheit von zwei Zshienreihen stets feststellzp 1802, ist (vgl. § 11) die
Frage, ob zwei Gruppen isomorph seien, nicht aligemein {osbar,™

(Tietze 1908, 80)

Darit wies Tietze erneut auf eine grundlegende rthecretische lerigkeit hi
Mich auf das schon oben angesprochene Isomorgﬁggfobiem. Alhzrd.i.zfg1 m‘fnkaitTﬁt
ze hle{ nicht tberinterpretieren: In dem zitierten § 11 hatte er nur bemerkt, dab das Iso-
m_orp}ueprobiem in Ermangeiung hinreichender Bedingungen ungeldst sei;, er hat aber
mcm‘ dessen prinzipielle Unlosbarkeit gezeigt. )

Die .bishcr geschilderten Ergebnisse der Tietzeschen Arbeit waren eher allgemeiner
ﬂ:nepret.xscher Natur und lassen sich vor allem unter dern Gesichtspunkt , Kritk und Pré:
zisierung von Poincaré's Ideen™** fassen. Es gibt aber noch eine andere l;islang wenig be-
achtete aber ebe_nfalis sehr wichtige Seite der Arbeit von Tietze, anf dér es hauptsichlich
um konkrete Beispiele von Mannigfaltigkeiten, insbesondere von geschlossenen orientier-
baren 3-Mannigfaltigkeiten, ging. Hierbei méchte ich zwei Punkte herausgreifen*s: Die
Einfithning vor Knoten und die Definition der Linsenriume. -

4 Eqist bezeichnend, daB Tictze an topologischen Acbeilen - sicht man cinmal vom zweidimensionalen Fall
ab__- nur Poincaré und Heegard sowic Dehn-Heegard zitiert (wobei Tictze immer nur Dehn als Autor be-
zeichnet [vgl. Tietze 1908, 2]). Anders wesentiiche Beitrige gab es anscheinend keine (vgl. das in 3.5 zur
Rezeption der Idesn Poincard's Gesagle). . )
Wirtinger spricht in dem hbereits erwihnten Guiachien von ,Revision und Weiterfuhrung der Poin-
caré'schen Untersuchungen” (Einkorn 1983, 79).

45 Tietze betrachtes folgende Beispicle:

£, (: E’) besitzt als Schema cin Zweieck ohne Randzuordnung: zweidimensionale Elementarmannigfal-
tigkeit (Tietze 1908, 15),
¢, (: S’), dessen Schema aus zwei Zweiccken besteht, deren Sciten paarweise orienticrungscrhaltead
verhcfiet werden: spharische zweidimensionale Mannigfaltigheit (Tietze 1908, 23);
£, (: EJ) besitzt afs Schema cine Kugel mit zweigeteiltem Aquator und zwei Halbkugeln: dreidimensiona-
le Elementarmannigfalligkeit (Tictze 1908, 23);
a, (: S’). dessen Schema aus zwei Kugeln mit zweigeteilten Aquatoren bestcht, wobei die Bégen paar-
weise oricnlic:mngscrhu]tcnd verheftet werden (enisprechend die Halbkugeln): sphinsche dreidimeasiona-
le Mannig{altigkeit (Tictze 1908, 23). o, ist der Linsenraum [siche unten] (1,03
Torus T?, erhalten aus Rechicck durch gewdhnli iz i i i

. gewshnliche Identifizicrungen (cine Ecke, zwei Kante
Lamelle {Tietze 1908, 31}); B o e Tam, S
PR, crhalten aus £, durch Diamctralpunktidentifizierung (Tietze 1908, 49), was auch das eatspro-
chepdc Schema licfert (eine Zelle, eine Lamcile, ¢ine Kentz, eine Ecke);
sz'czsnlng, erhallen aus cinem Rechteck durch Identifikation zweicr Seiten (Tictze 1908, 79}
§* x§', crhalicn durch Identifikation von je zwei Punkien auf konzentrischen Kugeln (Seiferts
,.Schelenraum™, vgl. 5.2) [Tietze 1908, 100}; Linsenzaum 10,1} [vgl. 4.1]
P,R#PR ;zusammenhingende Summe zweier projektiver reciler Riume; wird bei Tietze crhalten als
K%.Jgglscha]cqraun? (Sj oben), wobei aber jetzt Diametralpunktepaare auf den beiden berandenden Spharen
mﬂ‘cmund:r identifizieri werden (Tictze 1908, 100 - vgl. auch Seifert 1932, 229). Tietze gibt noch zwei
weitere Darstellungen (vermdge zweier Zylinder und durch einen Automorphismus des Torus) und

schlicﬂ.l hicraus, daB die . Darstellungsart far zweiscitige Mannigfaltigkeiten vor drei Dimensionen nicht
mehr cindeutig ist” {Ticzze 1908, 100).
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Tietze war nach Heegard der erste Mathematiker, der in einer Publikation cinen Zu-
samunenhang zwischen Knoten*® und Mannigfaltigkeiten hergestellt hat, ein Zusammen-
hang, der spiter bei Dehn (vgl. 4.3) systematisch entwickelt werden soilte. Das erste Bei-
spiel Tictzes hierzu soll Schwigrigkeiten mit dem Homologiebegriff aufweisen:

Man ziche im dreidimensionslen Raome cing im lnnemn ciner Zylindesfiache Z varlaufende, einen

Knoten bildende Linie AB (siche Fig.1). An diese setze man cine wisder innerhalb Z liegende kon-

gruente Linie BC und so fahre man fort, rach beiden Seiten unendiich vizle zu AB kongruente Linien
zu einer cinzigen Linie K zusammenzufigen.”

(Tieze 1908, 336

AnschlieBend fithre man eine projektive Transformation des einpunktkompaktifizierten
Raurnes derart aus, dab der Zylinder Z in einen Doppelkegel {ibergeht. An der Spitze dieses
Doppelkegels liegt dann eine ,unendlich oft verknotete” Linie vor.#7 Schliebt man diese
Kurve geeignet durch ein Kurvenstiick RS (siche unten) und bettet das ganze in eine Voll-
kugel ein, so entsteht die Frage, ob man den fraglichen Zykel als nulihomolog bezeichnen
darf (Tietze 1908, 34) 48

{ausgefiliter) Zylinder, der durch ecine aufl cinem Durchmesser des Grundkreises seakrecht sichende
Ebene in zwei kongruente Teile zerlegt wird, welche wic Boden- und Deckfliche in geeigneter Weise iden-
tifizicrt werden {Tiectze 1908, 102).

{ausgefillies) Tetracder ABCD mit den Zuordnungen BCD = ACD und ABC = DAB; Diese Mannighltig-
keit ist homoomorph zu §° (Tictzc 1908, 116 Aam.1). [Ditses Beispicl weist eine gewissc Ahniichkeit
zur Gicseking-Mannigfahtigkeit suf (vgl. 5.2 sowic Weeks 1985, 228{)]

# Die Knotentheorie als mehr oder minder cigenstindige Diszplin hatte natitrlich 1908 schon ecine lange

Geschichte hinter sich: vgl. etwa Dehn-Heegard 1907, 207-215. Knoten traten zuvor auch schon - gewss-

sermalen implizit - in der aus der Funktionentheorie bekannten Theorie der Ricmanaschen Flichen auf.

Betrachtet man diese als verzweigte Uberlagerungen, so haben die Verzweigungslinicn Knotencharakter.

Eine Diskussior dieses Aspektes gibt bereits Heepard 1916, Kap. XIV. Knotentheoretische Probleme er-

gaben sich auch beim Studium komplexer algebraischer Kurven und ithrer Singularititen, wic es u.a. von

Wirtinger betrieben wurde. Vermutlich gingen von diesem Anregungen fir Tictze zur Beschaftigung mit

Knoten aus; vgl. hierzu Chandler-Magnus 1982, 19, wo auf cine kurze Andeutung von Wirtinger in dessen

DMV-Vertrag . Uber dic Verzweigungen bei Funktionen von zwei Veranderlichen” {19035) hingewicsen

wird, weiche allerdings nur durch dic spatere Arbeit eines seiner Schaler (Brauner 1928) bekannt ist. For

eine ausiihrliche Untersuchung dicses Themenkrsises vergleiche man Epple 1594,

Vgl. auch Seifer-Theelfall 1934, 224,

“ Vom moderncr: Standpunkt der singuliren Homologietheoric gibt es hier kein Problem, worauf such Maya
Bollinger sufmerksem macht (Bollinger 1972, 154). Das beantwortet aber noch nicht unbedingt Tictzes
Frage, Letztlich hangt dic Antwort wohl davon ab, was man als 1-Zykel anschen will, glso davon, ob diese
Definition so weit gefaBt wird, daB auch unendlich oft verknotete Linien zugelassen werden. For Tietze
selbst waren derartige Komplikationen cin Argument, sich auf den kombinatorischen Standpunkt zurfick-
zuzichen (Tictze 1908, 35),

A
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Ein zweites Mai*? treten dann bei Tietze Knoten im Zusammenhang mit (berandeten 3-
Mannigfaltigheiten auf {Tietze 1908, 821).

Dabei geht es um die Kugel E3, aus der zuerst ein Kanal ausgebohrt wird; die resultie-
rende Fundamentalgruppe ist dann Z.

»Wirde man stattdessen einen verknoteten Kanal wic in Fig.3 aus der Kugel ausbohren,so wire die
Fundamentalgruppe der so catstandenen Mannigfaltigheit aus zwel Erzcugenden mit der Relation ste
= tst aufgebaut, so dall diese Manrigfltigkeit mit der erstgenannten nicht hom&omorph sein kena.
Warde man den susgebohrien Kanal in komplizierterer Weise verknoter annchmen, so erhielte man
wicder andere Mannigfaltigkeiten.”

{Tictze 1908, §2)°7

AnschlieBend beschreibt Tictze, daBl man sich die Entstehung der geschilderten Mannig-
faltigkeiten auch se denken kénne, daB man in der 3-Sphére einen Xnoten nimmt und ithm
entlang eine kieine Kugel wandern 1281 Der iiberstrichene Raum wird dann ausgebohrt,
Weiter heifit es:

»Ob zwei derart entstandene Mannigfaltigkeiten nur'dann homoomorph sein konnen, wenn die Linic
L, dic bei der Herstellung der einen Mannigfaltigkeit verwendet wurde, mit der zur anderen Mannig-
faltigkeit gehdrender Linie L oder mit deren Spiegelbild "gleichartig verknotet,, ist {so dad die Linicn
incinander oder dic cine in das Spiegeibild der anderen deformiert werden kbnnen} ist nicht unter-
sucht worden.™

(Tietze 1908, 33)

Diese Konstruktion findet sich iibrigens schon 1906 in einer kurzen Note, welche Tietze in
der Wiener Akademic vorlegte. Dort nimmt er auch aus S° einer gewshnlichen Torus und
eine , aufgedickte” Kieeblattschlinge heraus, um die entstehenden berandeten Mannigfla-
tigkeiten anschlieBend durch eine Transformation mit reziproken Radien - wobei das
Transformationszentrum im Innemn der ausgebokrien Riaume Hegen solf - | in eine ganz im
Endlichen gelegene, von ciner Fliche vom Geschlechie 1 berandete Mannigfaltigkeit”
(Tietze 1906, 845) zu verwandeln. Die Fundamentalgruppen der entstehenden Mannigfal-
tigkeiten sind isomorph den Krotergruppen, weshalb die Mannigfaltigkeiten sicher nicht
homotmorph sind. Andererseits sind aber ihre Randflichen homdomorph - es handelt sich
beidesmal um einen Torus -, womit eine entsprechende Aussage Poincaré's, die man Iesen
kénnte als ,.Zwei berandete 3-Mannigfaitigkeiten sind homéomorph, wenn dies ihre
Randflschen sind” (vgl. Poincaré VI, 479 und oben 3.4), widerlegl wirc.

Ahnlicke knotentheoretische Fragen wie bei Tictze werden zwei Tahre spéter von Dehn
behandelt werden, der allerdings im Unterschied zu Tietze geschlossene 3-Mannigfaltig.
keiten durch Knoten konstruiert. Dennoch bieibt Tietze das Verdienst, auf die interessan-
ten Verwendungsméglichkeiter von Kroten in der Theorie der 3-Mannigfaltigkeiter be-
reits 1906 aufmerksam gemacht zu: haben.

Zum Abschlub unserer Ausfihrungen @ber Tietzes Arbeit von 1908 wollen wir noch auf
seinen wohl bedeutendsten Beitrag zur dreidimensionalen Topologie eingehen, niimlich auf

* Sieht man einmal von der eher marginalen Bemerkung Tietze 1908, 32 Anm. 16 ab.

* Die von Tietze genannte Fundamentalgruppe ist natdslich nichts anderes als dic Knotengsuppe des Torus-
knoten (2,3}, also der Klecblattschlinge. Die entsprechende Einsicht wurde schon von Dyek in cinem Brief
angedeutet (vgl. 2.3.2).
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die Einfiihrung der Linsenriume (,,ein in gewisser Hinsicht méglichst_einfacher Typus von
zweiscitigen geschlossenen dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten” [Tietze 1908, 110]). -

Das Schema der Linsenrdume, das bei Tietze in der Form (£,3) notiert wij:d ([t,l}? ist
dagegen der Linsenraum selbst), - im weiteren benutzen wir fiir letzteren die heute tbliche
Bezeichnung L{£,%) - beruht auf einer Zelle a’, die man sich als Kugel vorstelien darf.
Deren Oberfliche werde durch den in £ gleicke Teile geteilten Aquator in zwei Hem.iSph.’%-
ren zerlegt, die gemib der Vorschrift (¢ sei die geographische Linge, 8 die geographi-
sche Breite eines Punktes auf der oheren Hemisphiire, ¢’ und §' entsprechend auf der
uateren)

p'=@p+—, §'=-3 (A=12,..£-1)

identifiziert werden. Anschaulich bedeutet dies, daB man die untere Halbkugel um den
Winkel 42 gegen die obere dreht, um dann die beiden Halbkugeln vermage eiqer Ebe-
nenspiegelung an der Aquatorebene zur Deckung zu bringen. Aus dgr Idt_:nu.ﬁkanonsvor-
schrift ist dirckt ersichilich, dab man sich auf den Fall, £ und & relativ prim, b_esclu-"inken
kann, weshatb fiir A nur @(¢) - wobei ¢ die Eulersche Funktion ist - Werte in Betracht
mea.
kor‘?‘v’eiter erkennt man, daB alle ¢ Teile des Aquators zu ein und derselben Ka;nc- der
Mannigfaltigheit identifiziert werden und dab alle Unterteilungspunkte 2 rrler einzigen
Ecke der Mannigialtigkeit identifiziert werden. Folglich besteht das_Schema eines I_,mscn—
raumes aus einer Zelle a®, einer Lameile a7, einer Kante a2' und einer Ecke a° - ist also
in der Tat denkbar einfach aufgebaut! Das zugehorige Poincarésche Relationensystem
lautet:
a=0, al=f, =0

Folglich gilt B, =P, =1 (Dic entsprechenden Homo_logieg_rupp_en bc§itz.en keinen freien
Anteil); es gibt einen Torsionskeeffizienten in der Dimension eins mit dem Wert £ u.nd
die Fundamentalgruppe ist zyklisch von der Ordnung £, also insbesondere unabhﬁng_1g
vor X . Tietze weist noch darauf hin, daBb man die Linsenriume auch als Heegard-Dia-
gramme auf dem Torus bekommen konne (vgi. 5.1.1) und als verzweigle Uberlagerung der
$? (Tietze 1908, 111 Anm. I sowie 112). Weiter heibt es:

Man bemerke, daB wir hier endliche von der identischen Gruppe verschiedenc Fundamentalgruppen
;or uns haben, wihrend alle zweiscitigen zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten mit Ausnuh::uc der
cinfach zusammenhangenden Mannigfaltigkeiten, deren Fundamentalgruppe sich auf die ?dcnum o
duzgiert, unendliche Fundamentalgruppen besitzen. (...). Die Frage, ob e5 auBler der Sphﬁnsﬁ]_‘lm'.l nuc'h
andere geschiossene dreidimensionate Manmigfaitigkeiten gibt, deren Fundamentalgruppe die identi-
sche Gruppe ist (...), ist unentschieden.”

(Tietze 1908, 111, Anm. 2)

Die spiter {vgl. 5.4) so genannte Poincaré-Vermulung wird hier also als offene Frage b:;-
zeichnet. Im letzten Paragraphen, dem 22, geht Tietze nochmals auf d_as Klassifikati-
onsproblem cin, wobei er ein wichtges, spiter von LW. Alexander bewiesenes Resultat
antizipiert (vg. 5.1.1). ) } '

Dieser Paragraph beginnt mit einer aflgemeinen Formulierung des HomSomorphiepro-
blems, die man in dieser oder hnlicher Weise spéter immer wieder finden kann:

..Bei dicsem Problem erscheint es als letztes Ziel, sin System aus ciner vorgelegten Mannigfa?tigi}ci!
stots bestimmbarer topelogischer Invasianten von solcher Ast zu finden, dab ous der Obereinstim-
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mung aller Invanianten dieses Systems fir zwei Mannigfaltigkeiten auf dic Hombéomorphie dicser
Maznnigfaitigheiten geschlossen werdea kann.™

{Tietze 1908, 116) 5!

AnschiieBend fuhrt Tietze aus, daB die beiden geschlossenen orientierbaren 3-Mann;gfal~
tigkeiten 1.{5,1) und 1L(5,2) dieselbe Fundamentalgruppe besitzen und folglich in aller bis
dahin bekannten topologischen Invarianten (Betti-Zahlen, Tersionskoeffizienten) iber-
einstimmen, aber dennoch méglicherweise nicht homéomorph seien. Diesen Verdacht
begriindet Tietze mit einem geometrischen Argument. Analysiert man nimiich die Identi-
fikationen, die die Zuordnungen

2
(p’:(p+—5£, 8'=-~8  und go'ch-i-ﬁsi, 9'=~8

auf dem Kreisbogenfinfeck, in das der Aquator der Kugel 2 zerlegt wird, definieren, so
ergibt sich ein Unterschied: Wahrend die erste Zuordnung die Fiinfeckseiten in zyklischer
Ordnung miteinander identifiziert, ,,springt™ die zweite jeweils in den bermichsten Ab-
schnitt; die Identifikation verlduft in der Art eines Pentagrammes. Zerlegt man weiterhin
die beiden Hemisphiren in sphirische Dreiecke, indern man den Jeweiligen Pol mit den
Ecken des Kreishogenfiinfecks verbindet, so siellt man fest, dab die Bilder dieser Dreiecke
unter der Identifizierung in unterschiedlicher Reihenfolge an der Kante, zu der die Fanf-
eckseiten zusammengefabt werden, grenzen. Tietzes Fazit lautet so:

wDic chen angestelite Betrachtung der Mannigfaltigkeiten [5,1] und [5.2). die beide die zyklische
Gruppe 5. Ordaung zur Fundamentalgruppe haben, zeigt, daB gewissc Anordnungsverhilinisse der
Schemata aveh in der Fundamentalgruppe nicht zum Ausdruck kommen.”

(Tietze 1908, 117)

Diese geometrische Einsicht wurde 1924 durch J.W. Alexander in cine analytische Inva-
riattte -~ die spiter so genannie Eigenverschiingungszahl - umgesetzt; die Einsicht Tietzes
bildete die Grundiage des Beweises fir die Nicht-Homdomorphie von L{5,1) und L(5,2)
durch I W. Alexander 1919 (beruhend auf Homologiebetrachtungen ) [vgl. 5.1.1].

Fassen wir die Errungenschaften, die mit Tietzes Arbeit vor 1908 erreicht wurden, zu-
sammen, so kénnen wir festhalten:

1. Durch cine konsequente Entwickiung des kombinatorischer Standpunktes gelingt es
Tietze, in vielen Punkten die Ergebnisse, Begriffe und Methaden Poincaré's zu prazisie-
ren, Tictzes Beweise halten im groBen und ganzen auch modernen Anforderungen
stand.

2. Dennoch bleibt die Spannung zwischen kombinatorischer und topologischer Auffassung
bei Tietze bewubt, was ihn u.a. zu einer prignanten Formulierung der spiter so genann-
ten Haupivermutung fiihrie,

3

Funfehr Jahre spiter kommentierte Tiewze dieses Problem folgendermalBen:

. Bekanntlich ist dieses Problem ebenso wichtig als ungeldst, von cinigen Resultaten speziell fir die nied-
ngsten Dimensionen abgesehen.” (Tictze 1923, 20)

Spiter - vgl. etwa Seifert-Threlfail 1934, 210 - spricht man von der scharfen Kante der Linse. Dis Bo-
zeichnung Linsenraum findet sich (verstandlicherweise) noch nmicht bel Tictze. Name und heute geliufige
Darstellung gehen auf Threlfall-Seifert 1931, 58 zuriick. Zur weiteren Entwicklung bzgl. der Linsenrdume
vgh man 5.2 und 5.3,

52
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3. Tietze versteht es, wichtige Methoden der kombinatorischen Gruppentheoric zu entwik-
keln: durch eine konsequent algebraische Behandlung der Fundamentalgruppe gelingt
es ihm, insbesondere die Abhiingigkeit der eindimensionalen Torsion von dieser zu zei-
gen.

4. Durch die Einbeziehung von Knoten und durch die Konstruktion der Linsenriume be-
reicherte Tietze erheblich den Bestand an konkreten Beispielen.

5 Wie schon im Zusammenhang mit Poincaré's kembinatorischen Ansitzen erwihat,
bringen diese eine Verschicbung des Problems mit sich - nimlich von der Berechnung
der Invarianten weg zur Aufstellung ciner Zellenzerlegung hin. Sicht man aber von die-
ser Schwierigkeit ab, so kann man gestiitzt auf Zellenzerlegungen allgemeine Shtze
(z.B. Invarianz unter kombinatorischer Aquivalenz, Dualitst,...) beweisen, In dieser
Hinsicht stehen die Zellenzerlegungen am Anfang der Topologie als theoretischer - das
heifit von der Betrachtung konkreier Beispiele weitgehend losgeloster - Wissenschaft.

Im selben Jahr (1908) erschien noch cine andere wichtige Arbeit zur kombinatorischen
Topologie, namlich die ,Beitrige zur Analysis situs” von Ermnst Steinitz. Bekannttich bil-
deten die Polyedér im traditionellen Sinme einen bevorzugten Forschungsgegenstand
Steinitz' - der seimen cndgiilligen Niederschlag in dessen Enzyklopidieartikel dber
. Polyeder und Raumieilungen™ (1916) sowie in den bekannten ,,Vorlesungen uber die
Theorie der Polyedes” (posthum von Rademacher 1934 herauspegeben) fand, wihrend die
erste grofe Arbeit aus Steinitz' Feder zum Themenkreis , Polyeder und Topologie” bereits
1506 erschien und er schon 1904 einen Vortrag bei der Versammlung deutscher Naturfor-
scher und Arzte iber dic ,,Analysis situs im projektiven Ranm” hielt. Insofern ist es nicht
erstaunlich, dad Steinitz die neuer Entwickiungen, die die Fopelogie bel Poincaré und
Dehn-Heegard fand, zur Kenninis nahm. Allerdings ist Steinitz’ Abstand zu Poincaré
deutlich gréber als derjenige Tietzes, insbesondere finden die topologischen Invarianten
bei ihm keine besondere Beachtung. 33 Dagegen schlieBt er sich recht eng an Dehn und
Heegard an, z.B. was den Begriff der kombinatorschen Aquivalenz anbelangt (vgl. Stei-
nitz 1908, 32), die bei thm auf den Begriff der ,,internen Transformation” (so Dehn-Hee-
gard 1908, 168f) oder , Zellteilung” (50 Steinitz 1908, 32; spater auch bei Tietze: vgh
Tietze 1923, 20) begriindet wird, womit aber nichts wesentlich anderes als bei Tietze ge-
meint ist. Auch Steinitz thematisiert das Verhiltnis zwischen topelogischen und kombina-
torischen Begriffen anhand der Frage ,.Sind homdomorphe Mannigfaltigkeiten stets durch
kombinatorisch #quivaiente Polyeder gegeben?” (Steinitz 1908, 32), wobei er in einer
FuBnote gewisse Zweifel anmeldet >

53 Greinitz arbeitet mit der Euler-Charakierisiik, welche er ats Wechselsumme gber dic Anzablen der Be-
standiciic des Polycders in den entsprochenden Dimensionen definiert (Steimtz 1908, 32). mit dem Oricn-
tierbarkeitscharakter sowic mit der Randerzahl, Dabei erkennt Steinitz durchaus, dafl die Veraligemeine-
rung der Euler-Charakicristik im dreidimensionalen Falle nichts bringt, gilt doch sogar: DLh. jede ge-
schlossene Mannigfaitigheit sngerader Dimension hat dic Charaktenstik 0, ein Sawz, der wohl zuerst von
Poincaré fitr n = 3, von Dehn-Heegard allgemein bewiesen wurde.” {Steinitz 1908, 33)

3 Die entsprechende FuBinote lautet bei Steiniz:

1) Es kommen hier die Zerlegungsaxiome [Deha-Heegard 1907, 168£] in Betracht. Dic unter a) angefihs-
ten Asdome, durch welche die far den Homotmorphismus angegebenen Bedinguagen als hinreichend cha-
rakterisiert werden, dirfie wohl jeder ohne weiteres als der Anschauung gemdB anerkennen. Dic Aufsicl-
lung des Axiomes b) hingegen, aus welchem die Notwendigkeit der Bedingurg folgen witrde, scheint mir
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ARnlich wie schon Dehn-Heegard bemitht sich auch Steinitz um eine axiomatische
Grundlegung seiner kombinatorischen Topologie, also insbesondere um eine strenge Fas-
sung des Begriffes ,,Polyeder™:

..1.Eine polycdrische Mannigfaltigkeit ist ein endlichcs System von Elementen.
2 jedem Element 2 wird cine Dimension [a] zugeschrieben: dicsclbe ist gleich einer der Zshlen

0,1, 51>

3. Zwei Elemente a,b heifien cntweder inzident (in Zeichen {a,b)=1 oder (b,a}*1) oder nicht inzident
{(a.b}=0 oder {b,a)=0}).

4. ist [a]={b}. so ist dann und nur dann (zb}=1, wenn a=b; ist (a.b)1, (bc)=1, [a]z[b]z]c]. so ist
{a.crl.

5. Jedes Fiement erster Dimension (Strecke) ist mit zwei Elementen 0% Dimension (Eckenr), jedes

Element (n-1 %= Dimension mit ¢in oder zwei Elementen n' Stufe inzident....
6. Ist (a,b)=1, [a}=[b]+2. so gibt ¢s genau zwei Elementz x, welche den Bedingungen [x]=[b]+1,
(2,%)=1, (b,x)=1 genligen.”
(Sieinitz 1908, 37§)

Weiter fiihrt Steinitz den Begriff ,Weg” (= Streckenzug) ein, welcher ihm Begriffe wie
,,7usammenhingend” und ,,Homotopie von Wegen” (rein kombinatorisch!) liefert. Die
Axiomatik Sir die n-dimensionale polyedrische Mannigfaltigkeit M wird dann durch
einige weitere Bedingungen erganzt:

7. M™ ist cin zusemmenbingendes System.

8. Ist]aj22 (bzw. [b)<a-2), so existicren Elemente (d.k. cs existiert wenigstens cin Element) %, wel-
che den Bedingungen [x]<a, (ax)p=1 (bzw. {xi>b, (b.x}=1) gentgen,und diesc Elemente bilden cin
zusammenhingendes System. [Es solite [x]<{a}, [x]>{b] heiBer; K.V.] Im Falle n » 2 stellen die
unter 1. bis 8. gemachten Angaben ¢in volistindiges System von Grundbegriffen und Axsomen
dar. Ist n > 2, so schlicBt sich der Bedingung 8. zunichst dic folgende an:

9. 1st {aby=l. {a]2[b]+3, so cxistieren Elemente x welche den Bedingungen (ax)=1. (hx)}=1,
[a)>[x¥=[b] genigen; dicsclben hilden cin zusammenhingendes System.”

{Stcinitz 1908, 38)

Insgesamt ein bemerkenswert abstrakter Versuch, der kombinatorischen Topologie eine
Grundlage zu verschaffen. Auffailig ist, dab dieser vollig ,.geometriefrei” erfolgt, da ja
fber die Matur der , Elemente” keinerlei Vorausselzungen gemacht werden, Der leitende
Gesichtspunkt ist bei Steinitz die Inzidenzstruktur, welche die Topologie vollstindig ver-
drangt. Diese Sichtweise hat sich letztlich nicht durchsetzen kénnen. Nimmt man aber die
Geometric zu Steinitz' System hinzu, indem man cine bestimmte Interpretation der Bau-

doch - namenilich, wenn man zu hoheren Dimensionen aufsteigt, aber auch schon im dreidimensionalen
Gebiet - gewagt. Seinc Widerspruchsiosigkeit gendgt natarlich nicht. Ich habe mich nock nicht davon
Oberzeugen konnea, ob man nicht doch gendtigt sein kannte, fir n 23 dom Begnfl des Homdomorphis-
mus cine allgemeinere Zellicilung Zugrunde zu legen. ich komme bei andorer Gelegenheit auf diesen Punkt
zuriick, welcher cinc ausfihrliche Eedrterung fordent.” (Steinitz 1908, 32 Anm. 1) ’

Dic letzie Ankiindigung hat Siciniz meincs Wissens nicht wazhrgemacht.

Vor Brouwers Beweis der Invarianz der Dimension, der 1911 publiziert wurde (Brouwer 1911), war cine
derartige Festsetzung nattrlich problematisch, andererscits sber unumglinglich. Vgl. dos bertihmte Dik-
tum, welches d'Alcmbert zugeschricben wird: , En avant etlo foi vous viendra!™

Allerdings trifft dieser Einwand weniger Stcinitz ots andere Autoren, da ersterer ja cing rein kombinatori-
sche Theorie im Sinne ciner Inzidenzstruktur aulbauen will. Dabei kdnnte man die Dimension der Grund-
baustcine eventuell als cine Ast von undefinicrtem Grundeegnff anschen.

3
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steine etwa im Sinne von Simplizes vornimmt, so erweist sich sein Ansatz durchaus als
vielversprechend. 38

Diese abstrakie Sichiweise liegt letztlich in der Entwicklungslinie wvon Hilberis
,,Crundiagen der Geometrie” (1899/1560) und der darin entwickelten Lehre von den im-
plizites Definitionen. Sie findet sich dhnlich schon 1907 bei Dehr und Heegard, wobei
natirlich gerade Dehn stark durch scinen Doktorvater Hilbert beeinfluBt gewesen sein
diirfie.

Den wichtigsten Gegenstand der Abhandlung vor Steinitz bildet einmal das Problem,
das mit den Begriffspaaren einscitig/zweiseitig beziehungsweise nich:-orientier-
barforientierbar>? charakierisiert werden kann, und zum andern die Produlcstruktur auf
Polyedern und Mannigfaltigkeiten.

Zum ersten Problemkreis arbeitet Steinitz deutlich heraus, dab die Frage von Einseitig-
keit oder Zweiseitigkeit von der Einbetlung der Mannigfaltigkeit in den umgebeaden Raum
abhingt 58 Er erwihnt, dad er diesen Unterschied anléBlich der Untersuchung des einseiti-
gen Heptaeders bemerkt habe, dem Steinitz eine ganze Arbeit im Creile-Journal gewidmet
hatte (Steinitz 1906). Dieses Polyeder, das erstmals von C. Reinhardt, einem Schiiler von
AF. Mobius, betrachtet worden war {Reinhardt 1885), geht aus dem Oktaeder hervor, in-
dem man dieses durch die drei in ihm enthaltenden Quadrate erginzt, dafiir aber je eine
der beiden diametral gelegenen Dreiecksflicher wegnimmt (webei die entfernten vier
Dreiecke paarweise keine gemeinsamen Kanten haben sollen). Es entsieht ein Siebenflich-
ner, daher der Name, von dem man leicht einsieht, dab er cinscitig ist.9? Dieses Beispiel,
das ja keine Mannigfaltigkeit Lefen, zeigt deutlich, dafb Steinitz - wie schon oben bemerkt
- in eirer anderen Problemtradition stand als Tietze und Poincaré.

% Alterdings kann man in dicsen Bemuhungen dic Anfinge einer rein algebraisch orentierten Homologie-
theoric schea, wie Dicudonné diss vorschligt (Dicudonné 1989, 38), welche cben gerade durch das Abse-
hen von der geometrischen Matus der betrachteten Zykel etc. gekennzeichnet ist (etwa im Sirnc ciner
axiomatischen Homologictheorie).,

Spaterc Arbeiten, die dem Stcinitzschen Standpunkt recht nahe kamen, warch Weyl 1923, Weyl 1924,
Alexander 1926 und 1930, Kampen 1929 sowic Tucker 1933,

57 Sieinitz spricht in Klein-Dyckscher Tradition von ,.mit und ohne umkehrbare Indikatrix™ {Steinitz 1908,

35)

Sein cinfachstes Beispicl hierfiir ist cine einsellige Fliche im Raum - ctwa das Mobius-Band - und cine

geeignete gesehlossene doppeltficic Kurve in dieser. Dann ist ictztere, aufgefaBt als Teil der Flache, cinsei-

tig. Betrachtet man dicse Linic aber losgeldst von der Flache und legt sic z.B. auf cine geeignete Sphire, so
ward sie zweiscitig. Konkret kann man die projektive Gerade nehmen, dic in der projektiven Ebene einsei-

tig, auf dem Hyperboloid aber zweiseitig ist (Steinitz 1908, 35f - vgl. auch Steinitz-Rademacher 1934,

198). Folglich vermag cine cinseilige Mannig(altigkcit ciner zweiseitigen hombomorph zu sein.

Im Gbrigen macht Steinitz auf Dyck eufmerksam, der bereits 1888 (Dyck 1888, 474) auf dieses Problem

hingewiesen habe, aber .seinc Bemerkung ist offenbar nicht richtig verstanden worden, da sich nicmand

daran gekehrt hat, obwoh! scine Arbeit wohlbekannt ist.” (Steinitz 1908, 35). Der Problemkreis cinsei-
tig/zweiscilig versus orienticsbas/nicht-orienticrbar wird auch spater immer wieder ausfahrlich themati-

siest, so z.B. bei Scifert 1931, 50.

Steinitz gibt darbber hinaus nach einc analytische Darstellung {Steinitz 1908, 35). Einc ausfdhrliche Dis-

kussion des Heptaeders findet man bei Hilbert/Cohn-Vossen 1573, 266-268. Dort wird such gezeigl, wic

sich dicses in dic romische Fiiche von Steiner deformicren 1aBt. Die Euler-Chasskieristik des Heptaeders
istl.
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(1) Ir::A'+J"_Z_. B=A_¥.Z_,
=12 ¥, 2, n=Z. X_Z X,,

y=A_Y.Z,, ¢=X,1.7

e

C=X_ILX, T,

Fag, L

Auber dem Heptaeder treten bei Steinitz nur einige ganz einfache Mannigfaltigkei 7
Sn, Rr) auf sowie einige Beispiele fitr Produkte. 5E ghalvgkeiten (&

Wie wir bereits gesehen haben, tauchte ein |, nicht-triviales” Produkt bei Poincaré als
Beispiel 8 2uf%:Dort handeit es sich um 97 x 597! Diese Idee wurde von Steinitz wieder
aufgegriffen, indem er im Abschaitt HI seiner Abhandiung das Produkt zweler Mannigfal-
tigkeiter im Rahmen seiner kombinatorischen Auffassung definierte:

WDas Pjroduk‘l AxHB=BxA=C bczcicl_mci cine potyednische Mannigleltigkeit von m+n Dimeasio-
nen. Dic Elemcnlc von C werden durch dic Kombinrationen (Produkie) ab=ba aus je cinem Element a
vor A und cirem Element b von B bezeichnet. Es ist {ab] ={a] + [b).

Ist [abiz{a,b;]. soist (ab, 2,8} = (2;b, ab) = 1, we =1, {bb)=1 i
o1 labi (z:b.la,b,} o 1abl} h 0‘"1 i i (g.8) = 1, (bb) = 1, [a] 2 [&,} [b] 2 [by] ist;

(Steinitz 1908, 44)

Diese Festlegung liefert, wie Steinitz betont, wieder eine polyedrische Mannjgfaltgkeit,
falls die Faktorer solche sind. Das Motiv, das zur Betrachtung von Produkten fithrte, ist
die Zerlegung von Mannigfaltigkeiten in einfachere Bestandteile oder auch der Aufbau ’von
komplizierteren aus cinfachen. Gerade im Hinblick auf die letziere Moglichkeit ist die
Bedeutung des Produktes kaum zu iiberschitzen. Konsequenterweise machte sich Steinitz
auch dartiber Gedanken, wie die von 1thm betrachteten Invarianten Charalderistik, Rinder-
zahi und Indikatrix (Orientierbarkeit) eincs Produktes mit denen seiner Fakioren zusam-
menhangen.5! Dieser Ansatz sollte spater von H. Kiinneth, einem Schitler Tietzes, wieder
auvfgegrifien werden, der die Zusammenhinge zwischer den Betti-Zzhlen, den Torsions-
keeffizienten, der Fundamentalgruppe eines Produkies und seinen Faktoren kisirte.52

® Weitere Bespiele fur Produktmannigfohigkeiten, die in der {rdhen Topologic aufisatea, finden sich bei
Kinneth 1922, Dieser nennt E. Study (bei dicsem allerdings im Rohmen der nichtcuklidischen Geometrie}
und W. Dyek {Dyek 1890, 2848 und 308(D) als Vorlduler,

Hierzu merkt Steinitz an:

Dic ticfere Bedeutung des Multipiikation bereht natdrlich darauf, dafl der Typus des Produktes unverfin-
dert bleibt, wenn man die Faktoren durch andere von demselben Typus erselzt, woraus folgt, dali von ci-
ner Multiplikation der Typen gesprochen werden kann.” {Steinitz 1908, 45 Anm. 1}

Typus meint hier , kombinatorisch fiquivalent™.

Vgl dessen Dissertation |, Ueber dic Bentischen Zahlen ciner Produktmannigfaltigkeit” (Erlangen. 1922)
sowie Konneth 1922, Konneth 1922-23, Kanneth 1923 und Konneth 1924,

&
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Steinitz selbst fithrt einige meist einfache Beispiele fir Produkte an (in moderner
Schreibweise): Er, B2, El x §1, Sl x 81 (| die einzigen zerlegbaren Flichen™, Steinitz 1908,
43).53 Das einzige schwierigere Beispiel, das sich bel Steinitz findet, ist das Produkt P;R x
P3R, weiches er als System der Flichenelemente im projektiven Raum interpretiert. An die
Definition der Produkimannigfaltigkeit schlieBen sich bei Steinitz nochmals Betrachtungen
zur Frage der Einseitigkelt/Zweiseitigkeit an. Zum Abschlub seiner Asbeit gelangt er zu
der Einsicht, dab das Produkt zweier einfach-zusammenhingender® Mannigfaltigkeiten
einfach-zusarnmenhingend ist. Weiter weist er darauf hin, dab aber das Produkt 529 x ... x
S24 nicht homdomorph zu einer entsprechenden Sphére sein kénne (wie die Betrachtung
der Charakteristiken zeige}.®® Damit ist die Urforra der Poincaré-Vermutung, die jener
gegen Ende seiner groben Arbeit von 1895 als Frage formulierte (Poincaré V1, 258} und
die lautete: ,,Sind zwei n-Mannigfaltigkeiten mit isomorphen Fundamentalgruppen immer
homéomorph?”, negativ beantwortet. Darauf macht Steinitz allerdings nicht aufmerksam.

Zum Abschiub dieser Ausfithrungen zu Steinitz, der im Gbrigen keine weiteren Arbeiten
zur Topologie, wohl aber zur Theorie der Polyeder verofentlichte, seien noch Bemer-
kungen erwihnt, die Steinitz zu Beginn seiner Abhandiung fiber das Klassifikationspro-
blem macht. Dort heifit es:

..Eins der wichtigsten Probleme der Analysis situs ist die Aufstellung der verschiedenen Typen von
Mannigfaltigksiten nter Dimension.”

(Steinicz 1908, 31}

Hieran schlieBen sich die bereits oben wiedergegebenen Uberlegungen zur Hauptvermu-
tung an. Weiter werden dann Riemann, Beiti und Poincaré erwiihnt, die sich mit der Suche
nach Invadanten fir n-dimenstonale Mannigfaltigkeiten beschifiigt hitten, ,,ahne dalb da-
durch die Lehre vom Homdomorphismus auch nur fir dreidimensionale Mannigfaltig-
keiten erledigt wiirde” (Steinitz 1908, 34)66 Dies ailes zeigt, daB auch fiir Steinitz das
Klassifikationsproblem eine wichtige Rolie spielte, wenn er auch wenig explizit dazu sagte.

Tietze und Steinitz wurden hier neben Dehn-Heegard als die wichtigsten Wegbereiter
der kombinatorischen Auffassung in der Topologie behandelt. Es liegt deshalb nahe, zum
Abschluf dieses ihnen gewidmeten Paragraphen zwei Fragen zu stellen:

83 Sieinitz weist darauf hin, daf} dic Regetflache zweiten Grades vom Typus der Ringfiiche St x 83 sei. Da
die Regelscharen von ihm als I-Sphiren sufgefzBit werden, verwendet Steinitz die projektive Auffassung.
FaBt man die Regelfliche komplex auf, so werden die Regelscharen resli zu 2-Spharen, und deren Produkt
§7 x 8% ist vom sclben Typus wic die Gesamtheit der reellen orientierten Geraden 1m projektiven Raum
(Steinitz 1908, 43). Letztere ist dem Beispiel hombomorph, das von Study betrachiet wuede (vgl. Konneth
1922-23,215).

8 Dleser Begriff wird natirlich bei Steinitz kombinatorisch gefalt {Steinitz 1908, 49),

 Vgl. Steinitz 1908, 49, Dabei erkennt Sleinitz im wesentlicher den Zusammeahang zwischen der Funda-
mentalgruppe cines Produktes und den Fundamentalgruppen der Foktoren, den Kinncth dann 1922-23
néher untersechie.

% (Jber Poincaré's TorsionskoefTizienten schreibt Steinitz: |, Auf diese Untersuchungen, welehe auf die rein

arithmetische Theorie der Elementareiler fihren und sich mittels derselben verhaltnismafig einfach erle-
digen lassen, soll hier nicht cingegangen werden.” (Steinitz 1908, 34)
Bemerkenswerlerweise erwlihnt Steinitz Poinearé's wichtigste Entdeckung - die Fundamentalgruppe -
Oberhaupt nicht. Auler in dem genannten Zusammenhang wird Poincaré bei Steinitz nur noch ein einziges
Mal genannt, ndmlich im Zusammenhang mit dem Dualithtssatz , Ein Polyeder ist siets kombinatorisch
figuivalent zu scinem reziproken.” (vgl Steinitz 1908, 31 Anm. 1). Ein krasser Unterschied 2u Tietze!
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1. Was waren die Motive fiir den Ubergang zur kombinatorischen Avnffassung?
2. Weiche Tragweite wurde dieser Methede ruerkannt?

Bevor wir hierauf niher eingehen, seien noch cinmal die wichtigsten Errungenschaften bei
Steinitz zusammengestellt:

1. Es gelingt diesem, den kombinatorischen Standpunkt gestiitzt auf seine Weiterentwick-
lung der Dehn-Heegardschen Axiomatik kensequent durchzufithren. Dabei bleibt aber,
wie dic Andeutungen zur Hauptvermutong belegen, die Spannung zum eigendich topo-
logischen Standpunkt - dem Kontinuititsprogramm - bewabs,

2. Steinitz leistet mit seiner Kldrung des Verhilinisses der Begriffspaare neinseitig/zwei-
seitig” und (modern gesprochen) | micht-orientierbarforienticrbar” einen wichtigen
Beitrag zur Begrifflichkeit. Insbesondere zeigt er, da8 die Dichotomie einseitiglzwei-
seitig” nicht zur Klassifikation von Mannigfaltigkeiten dienen kenn, da sie micht
invariant unter Homdomorphismen ist.

3. Dic von Steinitz erstmal naher untersuchte Produkibildung von Mannigfaltigkeiten
(unter Einschiud der kombinatorischen Struktur) bildet eine Quelle interessanter Ge-
genbeispiele (vorausgesetzt, man beherrscht dic entsprechenden Invaranten!), wie
Steinitz sefbst mit S29 x ... x §2¢ zeigt.

Kehren wir nun zu den beiden obigen Fragen zuriick! Die Motive fir die Verwendung
kombinatorischer Metheden lagen bel Poincaré eindeutig auf beweistechnischer und kal-
kulatorischer Ebene. Sie erlaubten es thm einerseits, Heegards Einwinden gerecht zu wer-
den und einen wirklichen Beweis fir den Dualitiitssatz zu liefern, und andererseits, fir
kombinatorisch aufgebaute Mannigfaltigkeiten InvariantenS? | rein arithmetisch™ (Steinitz)
zu berechnen. Die kombinatorische Methode ist cine unter mehreren, die Poincaré immer
dann anwendet, wenn sie entsprechende Ergebnisse liefert. Ist das nicht der Fall, so wahit
er andere Ansitze%®: Methodenreinheit war kein Ziel, dems Poincaré nacheiferte. Will man
das Gesagte auf einen kurzen Nenner bringen, so kann man die kombinatorische Methode
bei Poincaré als eine ad-hoc-Methode$? kennzeichnen, dic in ein Feld anderer, mehr oder
minder verwandter Mcthoden cingebettet ist und keine besondere Hervorhebung erfihrt,
Bei Tictze und Steinitz hingegen haben sich die Gewichtungen bereits verséhoben: Zwar
nenant ersterer noch die Verwendung der auf dem Zellensystem aufbauenden kombinato-
rischen Auffassung, dic Poincaré ,,als Hiifsmittel der Anailysis Situs der Purktmannigfal-
tigkeiten in ergicbigster Weise™ verwendet habe (Tietze 1908, 3), schreibt aber anderer-
seits, daB diese Darstellungsweise ,,¢in besonderes theoretisches Interesse dadurch besitzt,
dall sie einen von demn Heranzichen unendlicher Punktmengen oder funktionentheoreti-

§7 Dabei standen bei Poincaré cindeutig die Torsionskocfiizienten im Vordergrund. Dartber hingus wird aber
auch der Zussmmenhang zu den Betti-Zahlen hergestelle, wahrend dic Fundamentalgruppe bei Poincaré
keint kombinatonsche Behandlung crfihrt.

Soistz.B. im 5. Komplement ven kombinatorischen Anstitzen keine Rede.

Tieize hat dies einmal so auf den Begnifl gebracht:

.Dic Formeln (6} erscheinen dort jin Poincarés 1. Komplement; K. V.] nicht wic bei uns als Definition von
Zeliteilungsinvarianten, sondern als Formeln zur Berechaung entsprechend definierter tapologischer inve-
rianten von kontinuicrlichen n-dimensionalen Mannigfaltigheiten. Doch ist aber die Bedeutung von
{kombinatorischen) Zeliteilungsinvanianten {iir die Apalysis situs kontinuierlicher Mannigfaltigkeiten das
ietzte Wort noch nicht gesprochen.” (Tietze 1923, 26 Anm. 15)
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schen Hiifsmitiel freien Aufbav der Analysis Situs gestaitet” (Tietze 1908, 2). Leizteres
darf als Zeichen der Uberlegenheit gelien, wenn dies Tietze auch nirgends so explizit ans-
spricht. Deutlich angesprochen wird bei Tietze aber das Ziel ziner Dekontextualisierung
der Teopologie, die sich von den Disziplinen, in denen ihre Urspriinge legen (2.B. Funkii-
onstheorie), absetzen soll zugunsten einer Autonemie, Es filit auf, dab er das Problem der
Anschauung - also das der mangelnden Strenge™, so darf man hinzufiigen - gerade im Zu-
sammenhang mit den , kontinuierlichen Punktmannigfaltigkeiten™ thematisiert. Versucht
man diese Verhiltnisse auf einen Begrif zu bringen, so wird man sagen: ,,Was die konti-
nuierliche Topologie der Anschauung als evident entlehnt (entlehnen muB), vermag die
kombinatorische Auffassung streng Jogisch zu beweisen.” Dies pafit z.B. sehr gut mit Tiet-
zes Invarianzbeweisen fiir die topologischen Invartanten zusammen, einer Tatsache, die bei
Poincaré stets unterstelit wird. Matiirlich war unklar, ob sich das Kontinuititsprogramm
nicht dahingehend verbessern lieBe, daB es auch solche Beweise licfern kénnte (wie das
1W. Alexander spiiter im Falle der Homologie tun sollte). Dariiber hinaus enthielt das
kombinatorische Programm in Gestalt der Hauptvermutung und der Frage nack Triangu-
lierharkeit selbst noch grundiegende Probleme. Dennoch konnte ¢s sich bis'in die 30er
Jahre hincin als das vielversprechendere Programm halten. Dieser grundiagentheoretische
Aspekt ist bei Steinitz fast noch deutlicher als bei Tietze, wabet sich ersterer eine Auss-
schaltung der Anschauung - dhalich wie das Hilbert mit seiner Axiomatik fiir die Geome-
trie geleistet hatte - 1im Rahmen der Analysis situs durch eine entsprechende Axiomatik,
welche ihrerseits eine Axiomatik der kombinatorischen AufTassung?! war, versprach:

. Tatsichlich haben sich auch so hervorragende Mathematiker wic Riemann keineswegs gescheut, bei
der Bearbeitung der Analysis situs eul dic Anschauung zu rekurmieren. In neuerer Zeit ist viclfach der
Versuch gemacht worden, dies durch analytische Behandlung zu vermeiden: dabei werden die gral-
ten Schwictigheiten dadurch umgangen, daf} man bei den definierenden Funktionen suller der Stetige
keit wenigstens noch Existenz und Stetigkeit der ersten Ableitung voraussetzd. Aber wer sich mit
Problemen der Analysis situs beschafiigt bat, ward sich kaum des Gefdhis erwehren konnen, daB bei
derartiger Behandlung Begriffc herbeigezogen werden, die dem Wesen der Sache fremd sind. Es ist
mit such kein Fall ciner konsequenten analytischen Durchfthrung bekannt.

Es ist deshaib gewil als ein Fortschratt zu begriBen, dal der Artikel ober Analysis situs in der Enzy-
klopadic der mathematischen Wissenschafien cin Axiomensystem bringt, welches fir den Aufbau
dicser Disziplin, wenigstens im dreidimensionalen Raum ausreicht. Dadurch werden naticlich die
wichtigen und schwicrigen Probleme, welche die Analysis situs im Rahmen der gewShnlichern Geo-
metre darbictet, weder geldst noch 2us der Well geschafft, abicr es ist dic Moglhichkeit gegeben, cine

M vgt folgendes Zitat von Tietze:

..Abgesehen von diesem Teile der Arbeit [§15/16, welche den kontinuierlichen Punktmacnigfaltigkeiten
gevadmet sind: K.Y.], der fur dic strenge Beantwortung der behandelten Fragen nur als Vorarbeit anzuse-
hen ist, bewegen sich dic Ausfhrungen des vorliegenden Aufsatzes in der eben besprochenen Auffassung
des Zellensystems als cines selbstindigen von sciner Bezichung zu Punktmannigfaltigkeiten unzbhingigen
Begriffes.” (Tietze 1908, 2f)

Dic Begrifflichkeit, welche cine Axiomatik im Sinne des Kontinuitilsprogrammes erlaubl hitte, stand ja
1908 noch gar nicht zur Verfogung. Diese wurde erst von F. Hausdorf{fs |, Grundzige der Mengenichre”
(1914) cincrseits, und der hicrauf aufbauenden Fassung des Begrifles | lopologische {differenzierbare,
analytische) Mansigfaltipkeit™ andererseits, an der verschicdene Mathematiker {u.8. Weyl, Veblen-White-
head, Ehresmann) beteiligt waren, enmdglicht.
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Analysis situs als selbstindige Disziptin in voller Strenge weiterzufuhren, obne die Erfedigung jener
Fragen abwasten zu missen.”

{Swamz 1908, 30)

Also bleibt sowohl bei Tietze als auch bei Steinitz das BewuBtsein wach dafiir, dab die
kombinatorische Auffassung eine Verengung gegenither der kontinuierlichen darstelit,
gewissermaben etnen Rickzug auf zuverlissiges Terrain. Bei beiden manifestiert sich
dariiber hinaus das Bestreben, dis Topologie aus ihren urspringlichen Beziigen zu 18sen
und sie auf eigene (kombinatorische) Grundlagen zu stellen. Halten wir zum Abschiub
noch einmal die wichtigsten Probleme fest, die dem kombinatorischen Programm anhaf-
teten:

. Die Geltung der Hauptvermutung im Falle von mehr ais zwei Dimensionen blieb offen,
Diese war ein wichtigstes Beweishilfsmiltel und nahm eine zentrale Stellung im kombi-
natorischen Rahmen ein; sie verbindet diesen mit der kontinuiertichen Sichtweise, 72

2. Die Frage nach der Existenz von Zellenzerlegungen (,, Triangulierbarkeit™) von belie-
bigen kontinuierlichen Mannigfaltigkeiten. Eine affirmative Antwort hierauf wiirde die
Reduktion der komtinuierlichen auf die kombinatorische Auffassung ein Stick weit
rechtfertigen,

3. Das kombinatorische Programm verschiebt die Schwierigkeiten insofern, als es die
Berechnung der Invarianten fiir zelienzerlegte (iriangulierte) Mannigfaltigkeiten er-
laubt. Die Auffindung solcher Zeriegungen fiir konkrete Manaigfaltigkeiten wird aber
dadurch keineswegs erledigt. Man kdnnte dies die hypothetische Wende nenznen.

Wir werden im weiteren gelegentlich noch die kombinatorische Auffassung streifen, oh-
ne sie ausfihrlich zu thematisieren. Die wichtigste Weiterentwicklung war hier zweifellos
die Einfithrung simplizialer Methoden durch Alexander, Brouwer und Newman, die vor
allem in technischer Hinsicht die Durchfithrung des kombinatorischen Standpunktes er-
leichterte.

Erwihnt sei noch zum Abschluf der Vortrag ,,Die Topologic der Mannigfaltigkeiten”™,
den H. Kneser 1924 bei der Versammlung deutscher Naturforscher und Arzte hielt und der
n iiberarbeiteter Form im Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung er-
schien (Kreser 1926). In ihm gab Kneser, der sich in jener Zeit intensiv mit der Topologie
beschitftigte, einen Uberblick zu Méglichkeiten und Grenzen der kombinatorischen Me-
thode, wobei die Frage, ob zwei homéomorphe Mannigfaltigkeiten stets auch kombinatori-
sch dgquivalent seien, eine zentrale Rolie spicit und konsequenterweise etstmals als
LHauptvermutung” (Kneser 1926, 6)7% bezeichnet wurde. Knesers Fazit lautet:

™ $o schreibt Tietze 1923 2ber dic Hauptvermutung, also @ber die Frage nach der kombinatorischen Aquiva-
lenz von hemoomerpken Mannigfaltighsiten:

. Erst wenn sie bejahend beantwortet 25t, 15t cine nach beiden Richtungen gangbare Brilcke von der kom-
binstorischen zur kontinuieslichen Analysis situs geschiagen.” (Tictze 1923, 31)

Knesers Formulierung lautet wortlich:

Hauptvermutung: Sind Z, und Z, zwei Zerdegungen ciner Mannigfaltigkeit in Elementarrdume, so kann
man von Z, durch (endlich viele) ¢.T. [clemeatare Transformationen; K. V. zu Z, oder zu ciner mit Z,
isomorphen Zerlegung gelangen.” (Kneser 1926,6)

Weiter erwihnt er, dall diese Vermutung in den Dimensionca zwei und drei bewiesen sgi, wobet er auf
Kerekjarto 1923, 134f sowie auf Furch 1923 verweist. Eine @hnliche Aussage findet sich auch bei Tietze
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..Der geschitderte Aufbau der kombinaterischen Topologic ist zwar sicher gcgn}ndﬂ‘ und .entwick-
jungsfihig, hat aber, wie schon gesagt, den Mangel, dad seine freie Anw:ndung nuf eigentick topo-
logische Fragen wesentlich von der fir mehr als drei Dimensionen noch unbewiesenen Hauptvermu-
tung sbhingt.”

{¥nescr 1926, 12)

Bemerkenswerlerweise erwihnte Kneser das eng mit der Hauptvermutung zusarmr}cnhiin—
gende Problem der Triangulierbarkeit, das im Falt der F]éghcn 192§ von T. Rado gelégi
worden war, iiberhaupt nicht.”® Dennoch bieibt es ein wichuge_s Verc_hcnsi Knes_ers, auf ic
Bedeutung der Hauptvermutung hingewiesen zu haben: Kombl_natonschc Inva_namcn sind
leicht zu berechnen; sic sind aber nur dann topologische Invarianten, wenn die Hauptver-
mutung (und dic Triangulierbarkeit) gilt {vgl. Kneser 1926, 7). Auch bei Kneser nahm das
Klassifikationsvorhaben eine wichtige Stellung ein:

Hier cntsicht das Probiem, sin vollsdndiges Invananicnsystem zu finden, d.h. cin System wpolog_i-
;chcr Invarianten, dic bei zwei Mananigfltigkeiten nur donn alie dicselben Werte baben, wenn dic
Mannigfaitigkeiten homgomorph sind.”

{Kneser 1926, 7)

Dies kénnte man in Anspiciung auf den bekannten , Jugendtraum von K.rc_mcckcr_” (der__m
Erfiitlung gehen sollte) den , Jugendtraum der Topologen™ nennen {(dem €in weniger gun-
iges Schicksal beschieden sein sollte). .
Su%fci Jahre nach Kneser hielt B.L. van der Waerden einen Vortrag vor der DMV x_mt
dem Titel , kombinatorische Topologie™, der sich zum Ziel gesetzt ha_{te, Kng:scrs Ausfith-
rungen zu akiualisicren. Auch bet van der Waerden - giessen R;ferat_ im Kapitel 6 zur Al-
gebraisierung der Topologie besprochen wird - neigt sich deutlich dic Waagschale zugun-

sten des Kontinuititsprogrammes, das er als ,.méthode mixte” faBl,

1623, 21 Anm. 6), der den Bewsis im Zweidimensionalen far sich selbst (_'Ticlze 1908, §19} ur}d den .f{}r
die Dimensionen drei und vier fir scinen Schiler E. Bilz reklamiert (mit dr.sscr_l Erinn_gcr Disscm.mon
. Beitrag zu den Grundlagen der kombinatonschea Analysis situs”™ !:192‘2] - vgl. !{zcau Bilz 1'923) Dz'eises
Urteil (bezaghich Furch und Bilz) wird heute aicht mehy von den Hsst_onkcm geteilt, es wire im Detail zu
prifen, warum sich die erwihnten Beweise” als nicht stichhaltig erwiesen. ) e
Erwihnt sei noch, dab Kneser unter Verwendung der von Hausdorff 1914 cntw:ckchr:n Bcgnﬁ]:c_hkclt
cine modemnen Ansprichen durchaus geroafle Charakterisierung dc_s BFgﬁﬂcs ,topologische Mannigfal-
tigkeit” gibt, wobei er auch das zweite Abzshlbarkeitszxiom berdcksichtigt. o o

Da das Manuskript Xncsers bereits am 11.11.24 der DMV vorlag, war nataslich eine Bericksichligung

des Radéschen Ergebnisses nicht moglich.
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Insgesamt darf man wohl feststelien, dad sich in der zweiten Halfle der 20er Jahre das
Kontinuitatsprogramm durchzusetzten begann und die kombinatorische Betrachtungsweise
zu einem Mittel zum Zweck wurde,

4.3 Max Dehn: Knoten und Gruppen

Wihrend Tietze und Heegard eine funklionentheoretische Vergangenheit hinter sich hatten
und Steinitz von der Polyedertheorie kam, entstammte Max Dehn, der vierte groBe Topo-
loge der ersten Generation nach Poincaré, dem Usmnkreis D, Hilberts. Hilbert ist zwar nicht
mit Arbeiten zur Topologie im engeren Sinne hervorgetreten; aber immerhin zeigt sein
Aufsatz , Uber die Grundlagen der Geometrie” ein gewisses Interesse fiir dieses Gebiet:
Hier formulierte Hilbert Umgebungsaxiome fiir die Ebene {wie schon kurz zuvor in Hilbert
1902) und dachte iiber .eine strenge axiomatische Behandlung der Analysis situs” (Hilbent
1972, 180 f Anm 197 nack. Auch in Hilberts berithmter, bereits oben angesprochener Liste
mathematischer Probleme (Hilbert 1979) kamen Fragen aus der Topologie vor, welche
allerdings wenig Bezug zur Theerie der Mannigfaltigkeiten harten: Vgl. die Probleme 16
{..Probtem der Topologie algebraischer Kurven uad Flichen™) und 18 (,Aufbau des Rau-
mes aus kongruenten Polyedern™). Ein Hinweis darauf, daB damals in Goéttingen auch von
Seiten der Ordinarien Hitbent, Klein und Minkowski Interesse an der Topologie bestand, ist
die Dissertation (unter Minkowski) Wernicke 1904, die eine kurze Bestandsaufnahme der
Ideen Poincaré’s darstellt. Man vergleiche dort vor allem die Einleitung. Dehns frithe Ax-
beiten galten - sicher angeregt durch scinen Doktorvater - grundiagentheoretischen Fragen
der Geometrie”®, Allerdings hat sich Dehn schon friik (1899) mit topologischen Fragen -
namlich mit dem Jordanschen Kurvensatz - beschifligt, ohne allerdings hieriiber etwas zu
veréffentlichen (vgl. Magnus-Moufang 1954, 220f).77 Dariiber hinaus hielt er auch Vorie-
sungen iiber Flichentopologie und Gruppentheorie {(vgl. Dehn [987). Seine erste Publika-
tion zu diesern Themenkreis war der mit Poul Heegard verfaBte?® Enzyklopidieartikel von
1907, dem drei Jahre spiter ein kiirzer gefabter und einfacher gehaltener Ubersichtsartikel
fiir Pascals Repertorium der hbheren Mathematik (Band 111} folgte. Im selben Jahr 1910
erschien auch Dehns grofe Abhandlung ,.Uber die Topologie des dreidimensionalen Rau-
mes” {Dehn 1910}, die uns im folgenden hauptsdchlich beschifligen wird, deren Ideen aber

3 Im Originai {Hilbert 1902a) fehlt alierdings diess Bomerkung, sie wurde also erst sphter in den

“Grundlagen™ eingefiat, zu deren Anhidagen der fragliche Aufsatz gehort,

Am bekarntesten hiervon sind wohl Dehr 1900, wo es um die Rolle der Legendreschen Sitze in den
Grundlagea der Geometric geht und Deha cine nichtarchimedrisehe Grometrie konstruiert (Winkelsumme
im Phrcicck grofler zwei Rechte bei unendlich viclen Parsllelen), sowie Dehn 190, mit der Léstng des
dritten Hilbertschen Problems (Existenz von nichtzerlegungsgieichen, aber rauminhaltsgleichen Tetrae-
dem). Dic von Dehn in diesem Zusammerhang angedeuteie [nvariante, welche heute Dehn-Invanante go-
nannt wird, spiclt gegenwirlig bes der geometrisch ausgerichteten Untersuchung vea 3-Mannigfaltigkeiten
wieder cine Rolic.

Dehn scheint des Sfteren - hisnn an Gaull ennnemd - wichtige Ergebnisse nicht verdilentlich: zu haben.
Das gilt z, B. fur den Satz , Die Untezgruppen ciner freien Gruppe sind wieder frei”, der von Schreier 1927
bewicsen wurde {(vgl. Chandler-Magnus 1982, 27), aber auch fur dic hdheren Homotopisgruppen (vglh.
Hurewicz 19354, 521 Aanm. 2},

Zur Problematik dicser ,,gemeinsamen” Verfasserschalt vgl. oben Anm. 44.
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teilweise, wie die Korrektur zum Enzyvklopiadicartikel (Dehn 1907) zeigt, schon in die Zeit
von 1907 zariickreichen. Dehn hat im Anschlud hieran weitere Arbeiten verdffentlicht, die
sich mit Topologie und Gruppentheorie beschaftigten (Dehn 1912, Dehn 1914, Dehn 1936
und Dehn 1939), insbesondere 1911 ,,Uber unendlicke diskontinuierliche Gruppen”, wo es
Dehn u.a. gelang, das Wort- und das Konjugationsproblem fir die Fundamentalgroppen
geschlossener 2-Mannigfaltigkeiten mit Hilfe des heute nach ihm benannten Reduktionsai-
gorithmuses zu 18sen (vgl. Chandier-Magnus 1982, 20f) In der Abhandlung ,,Die beiden
Kleehlattschlingen” {Dehn 1914) findet sich vielleicht Dehns bekanntestes topologisches
Resultat tiberhaupt: Zwel Klecblattschlingen, die zueinander spiegelbildlich sind, lassen
sich nicht ohne Selbstdurchdringung ineinander iiberfithren.”

Im Jahre 1908 stelite Dehn eine Arbeit fertig, welche die “topologischen Eigenschaften,
die den gewdhnlichen Raum vor alien anderen charakierisieren” (Deha 1908), untersuchen
sollte, ein Problem, das - wie Pehn ausdritcklich schreibt - Peincaré in seinca Komplemen-
ten beschiftigt habe. Insbesondere glaubte er beweisen zu kiinnen, "es gibt keine geschlos-
senen cinseitigen dreifach ausgedehnten Mannigfaltigkeiten” (Dehn 1508). Schon diesen
Andeutungen kann man entnehmer, dab Dehn damals intensiv am Homdomorphieproblem
der 3-Mannigfaltigkeiten arbeitete und dab er dieses fiic sehr wichtig und aktuell hiel:.

Er bat Hilbert, die entsprechende Abhandlung in den Géttinger Nachrichten mdglichst
schnell drucken zu lassen (er furchtete, dab ihm ,jemand, z. B. Poincaré, zuvorkommen
kénnte” (Dehn 1908)), mubte aber zwei Monate spiter (April 1908) diese zuriickzichen -
die Korreklurbdgen waren mittlerweile angedruckt worden -, weil Tietze ihn auf einen
nicht zu behebenden Fehler aufmerksam gemacht hatte. Dehns Charakterisierung war ab-
rigens diese, ,,dafl der gewdhnliche Raum die einzige 3dim. Mannigfaltigheit ist, in der
jeder ,,geschlossene Flichenkomplex” (...) zerstiickels, » (Dehn 1908) Ahnliche Uberlegun-
gen zur Zerlegung geschlossener orenticrbarer 3-Mannigfaltigkeiten durch geschlossene
orientierbare Fidchen traten spater bei Dehn in Dehn 1510, 139 wisder auf.

Die Bezeichnung , gewbhalicher Raum” bezog sich bei Dehn in der Regel auf die s
(vgl. etwa Dchr 1918, 159, wo dies deutlich wird). Dias Probiem, das Dehn 1908 beschif-
tigte, wurde von diesem auch in der Einleitung zu seiner grofen Arbeit von 1910 wieder
angesprochen, wo es heibs

.Der § 7 geht ctwas suf dic wichtige Frage der topologischen Cheraktensierung des gewShnlichen
Raumes cin, ohne doch das Problem zur Erledigung zu bringen.”

(Dehn 1910, 139)

Nachdem er kurz auf die Geschichte des Homgomorphieproblems cingegangen ist, insbe-
sondere auf Poincaré’s Homologiesphire, schrieb er weiter:

,.Es licgt nun nahe, zu usatersuchen, ob es nicht geailgt vorauszusetzen, dab jede Kurve des Raumes
cin Elementarfiichensidck begrenzt. Dies wird auch am Ende der Poincaréschen Asbeit angedeutet,
Dic in der vorlicpenden Arbeit gegebene Reduktion des Problems scheint aber noch nicht direkt zor
Losung fohren zu konnen. Es dirfie cine ticfere Untersuchung der bekannten Fundamentalgreppen
for zweiseitige geschiossene Fiichen nicht zu umgehen scm.™

(Dchn 1910, 139).

™ Diese Frage hatte Tietze 1908 aufgeworfen, als cr schricb: _
LAuch diese ist cine der Anschauung oder, wean der Ausdruck gestattet ist, der topologischen Erfahrung
entnommene Tatsache, flir die cin strenger Beweis nicht bekannt ist.” (Tictze 1908, 97 Anm. 12)
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Dies ist die erste Stelle in der Literatur, in der die Poincaré-Vermutung, ohne dafl diese
explizit so genannt wirde, ausfiihrlich angesprochen wird, wobei durchaus eine Ahnung
von der Schwierigkeit dieses Problems mitschwingz.

Kommen wir nun zu Dehns Abhandiung aus dem Jzhre 1910%0. Die darin enthaltenen
Errungenschaften betrefien einerseits die kombinatorische Gruppentheorie (Gruppenbild
{heute meist als Cayley-Graph bezeichnet] fir endlich erzeugte Gruppen mit endlich vielen
Relationen, klare Formulierung des Wort- und des Kenjugationsproblems), andererseits die
Topologie (Knoten und ihre Gruppen, Bestimmung der Knotengruppe aus der ebenen Pro-
Jjektion eines Knotens, Isotopie von Knoten, insbesondere deren Triviatitat, Konstruktion
von 3-Mannigfaltigkeiten mit Hilfe von Knoten [sogenannie Dehn-Chirurgie], insbesonde-
re von Homologiesphiren),

Wir wollen hier auf den ersten Themenkreis nicht im Detail eingehen; eine ausfuhrliche
Darstellung des Dehnschen Gruppenbildes findet man bei Chandler-Magnus 1982, 14-21.
Kurz gesagt besteht das Dehnsche Gruppenbild darin, dab man die Elemente der fragli-
chen Gruppe durch Ecken reprisentiert und die (endlich vielen} Relationen durch ge-
schlossene Kantenziige. Dabei werden zwei Ecker dann und nur dann durch eine Kante
verbunden, wenn sich das der einen Ecke zugehorige Gruppenelement - Dehn spricht im-
mer (noch) von ,,Substitutionen” - durch Verkniipfung mit einem erzeugenden Gruppen-
clement in das der zweiten Ecke entsprechende Gruppenclement iiberfiihren lib: Das
Gruppenbild ist also ein Streckenkomplex in der damaligen Ausdrucksweise; als Beispiel
fithrt Dehn spater dic bindre Ikosaedergruppe vor, welche als Gruppenbild eine Art Do-
dekaedernetz besitzt (Dehn 1910, 161).8¢
Im § 3 formulicnt Dehn sein berithmt gewordenes Lemma:

.Ein Flicheakompicx C, moége ganz im lrneren ciner homogenen Mannigfaltigkeit M, (n > 2)
tiegen. Auf dem C, moge dic Kurve k ¢in Elementarflichenstick E,* begrenzen. Hat E,' suf sci-
nem Rande keine Singularitdten, dann begrenzt k in der M auch em villig singulantitenfreies Ele-
mentarflachenstack.”

(Dehn 1910, 147)

Dieses Lemma wird spiter (Dehn 1910, 94) dazu benutzt, zu zeigen, dab eine Kurve genau
dann unverknotet ist, wenn ihre Knolengruppe abelsch ist. Diese Einsicht wird an-
schliefend von Dehn folgendermaben cingesetzt: Ist ein Knoten echt - also wirklich ver-
knotet - so kann man in ihn kein Elementarflachenstiick, sondern nur eine Fliche héheren
Zusammenhanges singularititenfrei cinspannen (Dehn 1910, 160).82 Das Dehnsche
Lemma scllte in die Geschichte eingehen, denn fast zwanzig Fahre spiter entdeckte H,

® Eine englische Ubersetzung derselben nebst sehr nutzlichen Anmerkungen des Ubersetzers J. Stillwell fin-
det sich in Diehn 1987, auch Stillwell 1993 bringt umfangreiche Informationen zu Dehn und zu dessen
Knotentheorie Topologie. Weiter vergieiche man Epple 1994, insbesondere 23-2.

Hier wurden also orstmals Dodekaeder, bingre Thosasdergruppe und eine Homologiesphire in Bezichung
gebracht, wobet die Verbindung zu Poinenré’s Beispiel aber nach offen blieb (siche unten 5.2). Deha weist
noch darauf hin, daf ein entsprechender Zusommenhang fir dic gewdhnliche lkosaedergruppe schon Ma-
schke 1896 bekannt gewesen sei (Dehn 1910, 144 Anm. *}. Man vgl. hierzu die Diskussion dieses Ver-
weises bei Chandler-Magnus 1982, 25,

Eine modeme Darstellung des Dehnschen Lemmas findet man bei Rolfsen 1976, 100 - 102, Die Idec,
Knoten Qber cinzuspannende Flichen zu charakierisicren, wurde spater von H. Seifert wieder aufgegriffen
und fhrte zum sogenannten Geschiecht eines Knotens {vgl. Seifert 1934).

2l
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Kneser einen Fehler im Beweis des Lemmas (Kneser 1929, 260383 Einen stichhaltigen
Beweis konnte erst Papakyriakopouios 1957 (vgl. 7 unten) vorlegen.

In unserem Zusammenhang hier ist besonders der letzte Paragraph ,,Spezielle Knoten
und Poincarésche Riaume” des zweiten Kapitels von Dehns Arbeit interessant (Dehn 1910,
159 - 145). Thm voran gehen Betrachtungen iber Knoten und deren Gruppen, die von
Dehn einer sysiematischen Betrachtung unterzogen werden 34

Aus der Projektion eines Knotens in eine gesignete Ebene gewinnt Dehn wie vor ihm
shnlich schon W. Wirtinger und H. Tietze eine Darstellung der Knotengruppe®”, also der
Fundamentalgruppe des Komplementes des Knotens im Raumn. Dabei ist fiir jedes Elemen-
tarfiachenstiick, das die Projektion des Knotens ganz uwmschiieft, ein Erzeugendes C; zu
nehmen. Die Relationen zwischen den Erzeugenden werden an den Uberkreuzungspunkien
in der folgenden Weise abgelesen®s:

liefert Cpy Cot Co, G = L.

8 Yneser lel seiner am 7.11.1928 bei der DMV eingereichten Arbeit | geschlossene Flachen in decidimen-
sionalen Mannigfattigkeiten” - der Titel verweist schon unmittelbar auf Dehas Lemma - cinen Zusatz in
der Korreldtur folgen, in dem or auf cine Licke im Boweis des i.emmas hinwies und mitteiite, daB sich
diese nuch nicht, wic Gegenbeispicle zeigen, in Ordnung bringen 156t Kneser hatte zuvor schon seine Ent-
deckung brieflich Dehn mitgetcilt {am 22.04.1929; vgi. Dehn 1987, B7, wo man noch weitere Informa-
tGionen dos Uberseizers zur Geschichte und zur Bedeutung des Dehaschen Lemmas findet).

Zwei Jahre nech Kneser bemerkte van der Waerden zur Frage des Dehnschen Lemmas fapidar:

.Zu erwihnen ist weiter, daf der Dichnsche Beweis des Dehmschen Lemmas sich als falsch herausgestellt
hat, was zwar schon }angst viclen Leuten bekaont war, aber noch nie Sffentlich susgesprochen wurde. Ob
das Lemma selbst fichtig ist. ist noch unenischieden.” {Wacrden 1930, 133}

8 er fur dic Knotentheorie grundicgende Begn(f der ,Jsotopic™ findet sich explizit bei Dehn-Heegard 1907,
1665 wobei die wichtige Erkenntals dic ist, dab die Deformation von Kaoten so geschehen mub, dab der
ganze umgebende Raum ,mitgenommen” wird (vgl. Dehns Definition von ,,unverknotet” in Debn 1930,
153). Die Einsicht, Knoten durch die Fundamentalgruppe ihres Komplementes zu charaktersicret: und dic
Reprasenticrung der letzieren gus dem Komplement abzulesen, scheint sof W, Wirtinger zurlckzugehen
{vgl. Epple 1994). Dabei jag das Zentrum des Interesses anscheinend weniger auf den Knoten selbst als
auf entsprechenden Uberlagorungen, d.b. ersterc traten als Verzweigungslinien auf. Tictze gibt eine Dar-
stellung des Wirtingerschen Verfahrens in Tietze 1908, 102106 (vgl. auch dasclbst S. 82f und 96£). In-
wicweit Dehn Kenntnis dieser Einsichicn hatte, ist unklar. Klar dagegen ist, dal dieser im Unterschied zu.
P. Heegard und W. Wirtinger - und hnliches gilt weilgehend auch far H. Tietze - Knoten als eigenstlin-
dige Objekte betrachieie, also an dic traditionclic kombinatorsche Knotentheoric {(Simony, Tail) an-
knupfie. Da M. Dehn dic Knoteagruppe hauptsachlich kombinatorisch behandelt, kann man sagen, daf er
den Rahmen des kombinatorischen Ansalzes trolz Yerwendung von Fundamentalgruppen hicr nicht we-

sentlich oberschreitet.

8 Tiehn spricht such von der ,.zu cinem Knoten gehdrigen Fundamentalgruppe” (Dehn 1910, 154); die
Bezeichnung . Knotengruppe™ findet sich bei Reidemeister 1928,

8 Diesc Vorschrften werden boi Dehn ausfihrlich begriindet {vgl. Dehn 1910. 154-137).
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Dabei sind di_e C entsprechend zu orjenticren. Liegt die Uberkreuzung auf dem 4uBeren
iang;lf; :;Jéckuon des Knotens, so tritt ein Erzeugendes weniger in der Relation auf. Fir

e (linkshandige) Kleeblattschlinge87 erhi :  drei
die (linksh g chlinge®’ erhilt man vier Erzeugende C,,C,,C,,C, und drei

€I =1, GG I0s = 1, GG =1

)
\/

Mzt Hilfe dcr‘K]eeblattschlingc wird nur modemn gesprochen eine Homologiesphire (Dehn
spricht von einem Poincaréschen Raum) gewonnen. Die entsprechende Konstruktion, die
ht;ute als Dehn-Chinurgie bezeichnet wird, 146t sich aflgemein fiir Knoten durchfiihren
Hierzu ‘werden diese k2 einem (ausgefiillten) Schlauch erweitert®®; dessen Rand isi
tgoaiczsgictl;n.gesehen ein Torus. Dieser ist in der gleichen Weise verknotet wie der Aus-
Der Dehnschen Konstruktion liegt folgende Einsicht zugrunde: Die Fundamentalgru
des AuBenraumes des verknoteten Schlauches beziiglich §3 ist isomorph der Kno:engmggz
des Ausgangsknotens. Diese wiederum ist, falls es sich um einen wirklichen Knoten han-
df:[t, eine nucht-abelsche Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden und endlich vielen Rela-
tionen. I\/_Iach{ man diese Gruppe abeisch, geht man aiso modemn gesprochen zur ersten
Homologiegruppe des Aulbenraumes iiber, so erhiit man stets die unendlich zyklische
Gruppe. Schliet man nun den Raum wieder, indem man den ausgebohrien verknoteten
Schlauch durch Einfiigen eines Volltorus ausfiillt, so bewirkt dies sowoh! i Falle der
ersten Homologiegruppe als auch im Falle der Fundamentalgruppe die Einfithrung einer
weiteren Relation. Um eine Homologiesphire zu bekommen, muf man dafiir sorgen, daB
diese zusatzliche Relation das erzeugende Element der ersten Homologiegruppe trivial
rr_lacht_, wobei aber die Fundamentalgruppe nicht trivial werden darf. Hierzu bendtigt man
tine einfach geschiossene Kurve auf dem Torus, der ja gemeinsamer Rand von AuBenraum
und verknotetem Schlauch ist, welche dem erzeugenden Element der ersten Homologie-
gruppe ‘homo]og nicht aber homotop ist. Entlang dieser Kurve wird dann der VerschiuBto-
Tus so eingefiigt, daf sein Meridian auf die ausgezeichnete Kurve 11, was in den zusitzli-

P . . L
Die rechtshandige Klecblattschlinge besitzt dieselbe Knotengruppe. Die von Deha angegebene Darstellung
der Knotengruppe der Kleeblattschlinge 138t sich noch vereinfachen. Aligemein ist diese Gruppe fiir cincn

Torusknoten (m,a) von der Form (a,ﬁga"' = ﬂ"); die Kleeblatischlinge ist der Torusknoten (2,3). Unter

grupp_cnthcorcsi_schcn Gesichispunkien wurden solche Gruppen spiter v i t
Schreier 1924. Uberzeugt man sich noch davon, dab die Knog:igmpr;c drcr gw%iaﬁzzgfil:;cl;gi?:;}zséﬁ
ist, 50 ist damit gezeigy, daB dicse cin echier Kaoten ist. Dieser Nachweis gelingt Dehn anhand des Gru
penbildes (Dehn 192‘0. 160}. Einfacher crhiit man dieses Ergebnis, indem man cinen Epimorphismus dz
Knotcagruppe auf die symmetrische Gruppe vom Grad 3 angibt {vgl. Rolfsen 1976 5if). Dis Tatsache
d'aB die Kleeblattschlinge nicht aufitisbar ist. wurde auch schon von H. Tietze (vcrm.u:{ic]; sach dem Vor:
- bild von W. Wirtinger) bewicsen (Tictze 1908, 105), ohne dafl dies allerdings Klar gesagt wiirde.
Modem gesprochen nimmt man cine Tubenumgebung des Knotens in §° .
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chen Relationen seinen Ausdruck findet, Um eine derartige Kurve {es gibt deren viele) zu
finden, bedient sich Dehn seines Gruppenbildes.
Dehn zeigt genauver folgendes (Dehn 1910, 153§):

1. Auf diesem Torus gibt es eine zum urspriinglichen Knoten isotope Kurve 37

2. Zeichnet man auf dem Torus cine Mendiankurve m, aus, so gibt es auf diesem eine
weitere geschlossene Kurve A, welche m, in einem Punkt schneidet und auf dem Torus
nicht, wohl aber im AuBenraum berandet %0

3. Weiter wihle man auf dem Torus cine geschlossene Kurve K, welche A nur einmal
schneidet und die Homologie K ~m, + na erfiillt.

4. Nun schiicBe man den Avficnraum wieder ab, indem man diesem K x E2 hinzufiigt, al-
so den Schiauch wieder ausfilit.

Die entstehende geschlossene 3-Mannigfaliigkeit, die wir Dehnscher Kleeblatischlingen-
raum nennen wollen, besitzt eine triviale erste Homologie, da in ihr jede geschlossene
Kurve berandet. Sie ist aber in der Regel nicht der 3-Sphire homSomorph, wic die zuge-
horige Fundamentalgruppe zeigt.®!

% Dicse spieit fur die Delinsche Konstruktion keine Rolle.

% Mit dem Aubenraum ist $* minus das Innere des Schlauches gemeint. In dieser Hinsicht ist Dehn aber
nicht immer konsequent. D die erste Homologicgruppe des Aubenraumes von der Homologicklasse von
m, erzeugt wird {sic 15t unendlich zykiisch), gilt fitr jede geschlossenc Kurve C auf dem Torus, welehe
m, nur cinmal schncidet, die Homologie C~ sy mit gesignetem ganzzshligen s. Foiglich ist C- smg ~0;
man kang fiir A jede C- sm, komologe geschlossene Kurve wihlen, weiche m, nur cinmal schreidet

9

Dic geschilderte Konstruktion wurde - wic bereits erwshnt « 1907 von Dehn in seiner Korrektur zoum
Enzyklopadicartiket kurz skizziert. Dort heilit es:

,.Ein schr tbersichiliches Beispicl for soiche meskwiirdige Mannigfaitigkeiten [gemeint sind Homologie-
spharen, K.V.] kann man folgendermaBen konstruieren: Eine im gewdhnlichen Raume liegende in dem-
selben verknotete Ringfidche T, zerlegt denselben in cinen gewdhnlichen Ringraum T, und cinen nicht
mit T, hombomorphen Teil K,. Mogen die suf T, bLegenden, T, nicht zerstckelnden Kurven C resp.
Tin T, resp. ¥, begrenzen. Mit K, verschmelze man einen mit thm homGomorphen Xorper K, ', der
vorr T, ' {mit den Kurven €' und I'') begrenzt scin mige, und zwar deratt, dad T, mit T,, C'mitI", C
mit "' zusammenfillt In der entstehenden geschlossenen M, begrenzt jede Kurve einmal genommen.
Aber sic ist nicht mit dem gewbhnlichen Raum homéomorph, denn die M, wird durch e¢ine Ringfliche
T, inzwei Teile K; und K, ' zerlegt, von den keiner mit dem gewshnlichen Ringraum homéomorph ist”
(Dehr 1907, 573)

Dsa es an der korrigicrten Stelle des Enxyklopadicartikels um das Heegard-Diagramm von Poincaré’s
Homologicsphare ging, ist es azheliegend anzunchmen, daB Debn bei seinen Uberlegungen hicrzu zu ahn-
lichen Einsichien gelangte, wic sie bei Rolfsen zu finden sind (Rolfsen 1976, 250).

Bemerkenswerl ist hier dic Nihe, dic diese Beschreibung mit Heegards Diagrammen, so wie dieser sie
cingefihrt hatte (vgl. oben 4.1), aufweist: Im Grunde genommen reduziert sich die Dehn-Chirurgie auf die
paarweiss Zuordnung von zwet rweiclementigen Kurveasystemen acf dem Torus zecinander. Der Knoten
dient dabei hauptsiichlich als Hilfsmintet zur Auffindung des siner Kurvensystems.

Eine schr anschauliche Darstellung der Dehr-Chirurgie for die Kleeblattschlinge gibt Rolfsen 1976, 246-
248, vgl. auch Stilhvell 1993, 263-266.

Mit modemen Hilfsmitteln 180 sich die Dehnsche Konstruktion folgendermafen beschreiben (rach Dieck
1991, 70):

Esseit: B2 x SL——583 ¢cine Einbettung, K = t (E? x S!} deren Bitd (der verknotete Torus, wobei {0} x
S der Knoten ist). Nun betrachte man 831 K (den AuBenroum). In diesem heflc man 8! x E? (den schlze-
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Wesentlich ist nun, dab Dehn bei der konkreten Anwendung dieser allgemeinen Kon-
struktion die Kurven A, K, mp mit Hilfe des Gruppenbildes®™® explizit charakterisieren
kann (Dehn 1910, 160). Er findet fiir die Fundamentaigruppe der durch Dehn-Chirusgie
aus der Kleeblatischlinge zur Kurve K gewonnenen 3-Mannigfaltigkeit dic Darstellung:

(G CLGuCiGE G =1 GGG =L GG =1L GOGCTC =1)

Die ersten drei Relationen charakicrisicren gerade die Knotengruppe der Kleeblattschlinge;
nach Dehn-Chriurgie ist also eine weitere Relation hinzugekommen, welche der verhefte-
ten Kurve K entspricht.

Die weitere Untersuchung zeigt dann®®, daB es sich bei der fraglichen Gruppe um die
durch die Spiegelung erweiterte Ikosaedergruppe - spiter binar genannte (vgl. 5.2) - han-
delt. Somit hat Dehn eine Mannigfaltigkeit konstruiert, die in simtlichen Invarianten mit
dem Poincaréschen Beispiel dbereinstimme®* Dies ist aber erst aufgrund der spiteren

Bender Volltorus) cin, indem man (z,w) aus 8% x §! < SF x EZmit fz2w®, zewd) identifizicrt, wobei a,b.c
und d ganze Zahlen sein sollen mit ad - be = 1. Vom anschavlichen Standpunkt aus ist es wichtg, sich
Klarzumachen, d2B das Einfdgen des Verschluftorus den AuBenraum becinfluBt, diesen also keineswags
unverindert A0t

Die Verheftung wird durch eine Mawix aus SL{Z,Z) festgelegt, welche threrseits i.w. einen Homéomor-
phismus des Torus bestimzt. Letzterer wiederum 148t sich aber auch durch Vorgabe eines kanonischen
Kurveapaares (also i.w. eines Meridians) und dessen Bild bestmmen. Es ist bemerkenswert, in welch an-
sprechender Weise sich hier sehr unterschiedliche Dinge zusammenfigen.

Das von Debn verwendete Gruppenbild sieht so aus (hier um 1809 gedreht):

e

1.2,3.4 stehen for C,,C,.C,,C, | dic Relationen entsprechen den Dretecken.
Unendlich vicle Sireifen dieser Ast werden 2y cinem réumlichen Gebilde zusammengefilgt, alternativ
hierzu kann man eine Parkettierung der hyperbolischen Ebenc bilden, wobei jeweils scht Dreiecke in ei-
nem Punkt zusammentreffen.
Der im AuBenraum berandenden Kurve A entspricht das Element €,C,C,C,7'C,7'C,™ = CC,C,C,70, K
entspricht C,C,C,C,"C,;" = C/C,C,C," unddemm, C, .
9 Der Schlassel zu  dieser Interpretation liegt in  den  Bezichungen Cz’('.‘,3 =1 uad
G =" =C"=C% =1, welche sich aus den die Fundamentalgruppe definicrenden Relstionen leicht
ableiten lassen. Konkret werden C,C,.C, interpretiert als Drehungen um die drei Ecken einer Iosscder-
flache, gefoigt von einer Spiegelung am Mittelpunkt des Korpers, C, als Drehung um den Mittelpunkt
der Flache, verbunden wicder mit einer Spicgelung am Kérpermittelpunkt (Dehn 1910, 163).
Hier deutet sich also ein Zusammenhang zur Symmetriegruppe des lkosacders (oder des hierzu duslen
Dodekaeders) an, den spiter Threlfall und Seifert aufkliren soliten (vgl. 5.2}
Fir solche Beispiele ist heute die Bezeichnung , Homologicsphiren™ fiblich; der Name | .Poircardscher
Raum'™ geht auf Dekn zurek (Dehn 1910, 15%9). Gemeint sind in bziden Fillen geschiossene 3-Mannig-
faltigkeiten mit nichttrivisler Fundamentalgrupps, deren Homolegiegruppen denen der 3-Sphare isomorph
sind. Diie 3-Sphire ist also keine Homologiesphare, Dehn charakterisictt diese {fir uns miiverstindlich!)
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Entwicklung klar; es mub demgegeniiber festgehalten werden, dab Poincaré selbst (vgl
3.4) die Fundamentalgruppen seiner Homologiesphire nichi explizit ausgerechnet hatte,
sondern nur gezeigt hatte, dab dicse nicht trivial ist.

Im weiteren fithrt Dehn noch ein zweites auf der Kleeblattschiinge aufbavendes Beispiel
an. Dieses ergibt sich aus einer anderen Wahl der Kurve R, welcher nun die Relation

C,C,C,CCeC T =1
entsprechen soll (K schneidet my zweimal, A einmal). Dies 1abt sich natarlich noch verall-
gemeinern, indem man K den Meridian my n-mal und A einmal schneiden 1Bt Das ent-
sprechende Ergebnis lautet:

,.Alle Poincaréschen Raume, die zur Klesblatischlinge gehdren, haben, mit Ausnahme des oben un-
tersuchten [d.i. der dem Dodekaedersaum homdomorphe Kleeblattschiingensaum, K.V.] und des ge-
wohnlichen Raumes, unendliche Gruppen, deren Bilder durch regulire Polygoneinteitung der Nicht -
Euklidischen Ebene, bei der je drei (6n-1)Ecke (n>1) in cirem Punkic zusamsmenstolien, erzeugt
werden.”

(Dekn 1910, 164)

Damit war es Dehn gelungen, einen Sberraschenden Zusammenhang zum Parkettierungs-
problem der hyperbolischens Ebene (und damit zu einem Fali des Clifford-Kleinschen
Raumproblems; vgl. 2.5) herzustellen. Letzteres wiederum 140t sich vermfge von Trans-
formationen dieser Ebene in sich gruppentheoretisch fassen. Dieser Ansatz wurde spiter
von W. Threlfall in seiner 1927 vorgelegten, aber erst 1932 verdffentlichten Dresdener
Habilitationsschrift aufgegriffen und weiter ausgebaut (Threlfall 1932).5°

SchlieBlich diskutiert Dehn noch Poincaré-Riume, die aus anderen Knoten entstehen,
wobei er sich auf eine Klasse beschrinkt, die aus der Kleeblattschlinge durch ,,Umschal-
tungen” an den Kreuzungspunkten hervorgehen (n e N):

@

als ,geschlossene M, obne Torsion mit einfachem Zusammenhang” {Debn 1910, 159). Zu beachten ist,
dabB heute unter Poincaréschen Raumen gelepentlich auch in Abweichung vom hergebrachten Sprachge-
brauch solche Riume versianden werden, dic dic Poincaré-Dualitst erfullen. Zur Beaichung des Dehne
schen Klecbianschlingenraums zu Poincard's Beispicl vergleiche man unten $.2.
95 in der Einleitung zu dieser Arbeit heillt es zusammenfassend:

..Dic Beispieiz ordnen sich den Veraligemeincrungen der regelmiBigen (platonischen) Kugelteilungen aufl
Flachen hoheren Geschlechts unter. Dic platonischen Polyeder vom Zusammenhange der Kugel, viclmehe
ihre Normalunterteilungen in die aus der Funktionentheoric bekannten weiBen und schwarzen Dreiecke,
sind Zellsysteme, dic in sich die drei Eigenschaflen vereinen, geschiossene Polysdemetze (§6), Gruppen-
bilder (§1) und universelie Polygonnctze (§6) zu sein. Auf Fiichen hoheren Geschlechis falien dicse diei
Eigenschafien guseinander...] Se vollstandig wic fir das Geschlecht 0 lassen sich die Polygonnetze nur
noch fir die projektive Ebene (k=1) und dic orienticrbare (p=1} uné nichtoricnticrbare (k = 2) Ringfifiche
esmitteln. For hoheres Geschiecht missen wir uns mit Konstruktionsverfahren begnagen, die gewisse Ty-
pen oder Normalformen von Polygonnewzen (§15) liefern, und st allgemeiner Sitze und einer voilstindi-
gen Polyedestheoric bictet die Arbeit da nur Einzelergebnisse und Beispiclmaterial.” {Threlfall 1932, 2)
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Auch in diesem Falle ergeben sich fiir die entstehenden Mannigfaltigkeiten unendliche
Fundamentalgruppen, die durch Parkettierungen der hyperbolischen Ebenc erzeugt werden
(Dehn 1910, 1641).

Die Abhandlung Dehns schliefit mit einigen Bemerkungen zu geschlossenen 3-Mannig-
faltigkeiten. Hier stellt er ua. fest, dab jede derartige Manmgfaltigkeit eine Beegard-Zerle-
gung zulabt %

Dieses Ergebnis ist insofern wichtig, als es zeigt, dab das Heepardsche Verfahren eine
Normalform fiir geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigheiten liefert. Allerdings haben
sich die hiermit verbundenen Schwierigkeiten als bis heute uniiberwindlich gezeigt (vgl.
7); auf diese spielte Dehn méglicherweise mit seiner Bemerkung, eine genauere Untersu-
chinng der Fundamentalgruppen der Flidchen sei erforderlich zur Bewiltigung des Hombo-
morphieproblemes (siche oben), an. Dehn selbst hat spiter in Gestalt der Abbildungskias-
sengruppe (vgl. Dehn 1939) Wichtiges hierzu beigetragen.

Versucht man zusammenfassend diese Pionierarbeit Dehns zu wiirdigen, so muf man
thre Wichtigkeit fiir die kombinatorische Gruppentheorie (vgl. Chandier-Magnus 1982, 17
- 28) sowie firr die Knotentheorie hervorheben. Von unmittelbarer Bedeutung fiir das uns
hier beschifiigende Klassifikationsproblem der Topologie war vor allem Dehns Entdek-
kung, wie man systematisch aus Knoten 3-Mannigfaltigkeiten zu gewinnen vermag. Inshe-
sondere kann man - und Dehn beschrinkt sich auf zwei Beispiele aus dieser Kategorie - so
unendlich viele Homologiesphiren herstelien.®” Damit war der Bestand an interessanten
Beispielen zumindest potentiell erheblich erweitert.

Dehns Asbeit warf einige interessante Fragen und Probleme auf:

1. Kann man wmgekehrt jede geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigkeit durch Dehn.
Chirurgie erhaiten?

Diese Frage wurde von Watlace (1960) und Lickorish (1962) positiv beantwortet, wobei
man allerdings eing Chirurgie mit mehreren, eventuell miteinander verschiungenen Kno-
ten (sog. Verkettungen) zulassen muB, Die Ergebnisse dieser Autoren wurden spiter
{1978) von Kirby zum sogenannten Kirby-Kalkil ausgebaut. 2% Vgl unten 7,

2. Gibt es neben der aus der Kleeblattschlinge gewonnenen Mannigfaltigkeit noch andere
Homologiesphiren mit endlicher Fundamentalgruppe?

Dieses Problem ist bis heute ungeidst.

3. Ist die in 2. erwihnie Mannigfaltigkeit dem von Poincaré im 5. Komplement konstru-
ierten Beispiel homaomorph?

Diese Frage wurde durch die Asbeiten von Seifert, Weber und Threlfall beantworiet: vgl.
unien 5.2.

% In dieser Allgemeinheit scheint diese Aussage vor Dehn nicht gemacht worden zu sein. Dchns Betrachtun-
gen bleiben allerdings ches vage und suf zellenzerlegte Mannigfattigkeiten - also suf dea kombinatonischen
Kontext - beschriinki. Das allgemeine Resultat ist aber in der Tat richiig (vgl. Hempe! 1976, E71) und
wird auch heute noch dhnlich wie bei Dehn angedcutet bewicsen. Wieder aufgegriffen wurde diese Pro-
blematik von O. Vebien in sainem Analysis-situs-Lehrbuch (vgl, Veblen 1931, 155-157).

97 Dieses Verdienst heben z. B. O. Veblon (Veblen 1931, 154) und Seifert-Threlfali (Seifert-Threifall 1934,
321 Anm. 33), aber auch Rolfaea (Rolfszn 1976, 246) hervor,

% gl Dieck 1991, 70 und Deha 1987, 88 sowic Rolfsen 1976, 257-283.
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Hierzu mub man die vor H. Seifert entwickelte Theorie der gefaserten Riume benutzen
sowie die Tatsache, dab faserbare Poincarésche Riume endlicher Fundamentalgruppe be-
zighich ihres Hom&omorphietyps vollstindig durch ihre Fundamentalgruppe festgelegt
sind. Folglich mub man Faserungen fir die drei fraglichen Mannigfaltigkeiten angeben.

Einen anschaulichen Nachweis der Aquivalenz von Dehns Chirurgie mit der Kleeblati-
schlinge und Poincaré's Darstellung des Dodekaederraumes als Heegard-Diagramm gibt
Roifsen 1976, 250.

4. Zerlegt ein verknoteter Torus, wie das Dehn in seiner Korrektur von 1907 behauptete,
tatsichlich die $* in einen dem Volltorus homgomorphen Innen- und einen hicrzu nicht
homdéomorphen Aufenraum?

Diese Frage wurde 1924 durch JW. Alexander positiv beantwortet (Alexander 1924)%,
wobei er sich. allerdmgs im kombinatorischen Rahmen bewegte

Das Jahr 1910, in dem Dehns Arbeit erschien, kann als eine Zisur in der Gcschlchtc des
topologischen Klassifikationsproblems angesehen werden. Mit ihm geht die Phase der
unmittelbaren Rezeption der Ideen Poincaré's zu Ende, in der diese durch Dehn-Heegard,
Tietze und Steinitz im kombinatorischen Kontext systematisiert und prizisiert wurden,
womit zugleich die Frage nach dem Verhiltnis von kombinatorischer und topologischer
Auffassung - von kombinatorischem und Kontinuititsprogramm -, die sich in der Haupt-
vermutung und in der Frage nach Triangulierbarkeit auskristallisieren sollte, aufgeworfen
wurde, Wir haben aber dariiber hinaus gesehen, dab diese Phase keineswegs bloD rezeptiv
war: Sie brachte eine Fillle neuer und interessanter Beispiele (Tietzes Linsenriume, Homo-
logiesphiren) und Erzeugunpgsmethoden (Heegard-Zerlegungen, Dehn-Chirurgie). Damit
erhihten sich die Chancen, das Klassifikationsproblem in seiner volien Allgemeinheit
(..Zwci geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigkeiten mit isomorpher Fundamental-
gruppe sind homdomorph™) negativ beantworten zu kdnnen. Eine Vorahnung hiervon fan-
den wir bei Tietze, bestitigen sollte sich diese bei Alexander 1919. Das bis heute ungeifste
speziclle Klassifikationsproblem, welches wir seit den 20er Jaluen als , Poincaré-Vermu-
tung” bezeichnen (,,Eine einfach-zusammenhiingende geschlossene 3-Mannigfaltigkeit ist
der 3-Sphire homoomorph™), spielte in dieser frithea Phase, in der die Topologen weitge-
hend noch threm klassifikatorischen Jugendtraum anhingen, keine herausgehobene Rolle.
Im iibrigen gilt zuch heute noch die Dehn-Chinwrgie als aussichtsreicher Ansatz zur Be-
antwortung der Poincaré-Vermutung (vgl. unten 7.).

Die nachfolgende Entwicklung bis in die 30cr Jahre hinein wird einerseits, wie bereiis
erwihnt, die negative Beantwortung des allgemeinen Klassifikationsprobiems durch Alex-
ander mit sich bringen, sic wird aber andererseits auch Teilerfolge beziiglich der Klassifi-
kation erzielea (Seiferts Theorie der gefaserten Riume, Homdomorphieproblem der Lin-
senrdume [Seifert, Reidemeister], Homoéomorphieproblem des Dodekaederraumes [Seifert,
Threlfall, Weber]). Dabei wird man sich im groben und ganzen in dem begrifflichen Rah-
men bewegen, der schon 1910 zur Verfliigung stand und der in Standardwerken wie Lef-
schetz 1930, Veblen 1931, Seifert-Threlfall 1934 und Alexandroff-Hopf 1935 scinen
Niederschiag firden solite. In den beiden lelrtgenannten Buchern sind allerdings schon
erste Spuren der Algebraisierung deutlich, jener Umwilzung also, welche das Gesicht der
Topologie ab der zweiten Hilfte der 1930er Jahre nachhaltig verandern sollte (Vgl. 6). Auf

# Auf Alexander geht bekanntlich die gehSmte Sphiire zurick, welche cindringlich zeigt, dall man mit dez-
artigen intuitiv klaren™ Behauptungen vorsichtig sein mufl (Alexander 1924b}.
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die hier in 4. geschiiderte Phase, welche nicht zuletzt durch das Bestreben, ¢ine autonome
Disziplin Topologie (im Sinne von: Theoric der Mannigfaltigkeiten) nach axiomatisch-

kombinatorischer Art grundnuegen, gekennzeichnet war und dic deshalb kodifizierend

genannt werden kann (vgl. 8), folgte in den 30er Jahren cine Offnung hin zu Algebra,
Geometrie und mengentheoretischer Topologie. Dazwischen (1910 - 1930) lag eine Periode
"normaler” Weiterentwicklung.




5 Neue Einsichten, Teilerfolge und Fehl-
schldge

Das Teilgebiet der Topologie, das wir hier betrachten und das man anfanglich kombina-
torische, spdter dann algebraische, schlieBlich auch geometrische Topologie nannte, hat
seinen eigentlichen Ursprung in den Arbeiten Poincard's (vgl. 3}, die von einer ersten Ge-
neration von Topologen (Hecgard, Tietze, Steinitz, Dehn)y kritisiert, erginzt und fortge-
fihrt wurden. Die Beittlige der Genannten licferten der kombinatorischen: Topologic ihre
Meihode, sie stellten sic auf cine axiomatische Grundiage und brachten zahlreiche wichtige
Ergebnisse. Andererseits bezog die kombinatorische Topologie aber zentrale Problemstel-
lungen - allen voran das Klassifikationsproblem - aus der urspriinglich nicht kombinatori-
sch aufgefalten Topologie. Dieses Spannungsverhiltnis zwischen allgemein begriffenen
Fragestellungen und engeren kombinatorischen Methoden, wie es seinen Ausdrock in der
Hauptvermutung und dem Triangulierangsproblem fand, bleb auch fir die weitere Ent-
wicklung charakteristisch: Die kombinatorische Topologie war fortan nicht mehr Selbst-
zweck (wie etwa bel Dehn - Heegard; vgl. 4.2), sondern Mittel zum Zweck. In den 20er
und 30er Jahren dnderte sich durch das Eindringen algebraischer und verwandier abstrak-
ter Methoden sowie dusch die Rezeption der mengentheoretischen Topologie das Antlitz
der kombinatorischen Topologie. Es entstand dic algebraische Tapologie (vgl. 6), welche
Invarianten unabhlingig von einer kombinatorischen Struktur zu definieren und - in an-
finglich eher bescheidenem MabBe - zu berechnen erlaubte. Fir die tieflicgenden Fragen
einer geometrisch orientierten Topologie - insbesondere fiir das Klassifikationsproblem bei
3-Mannigfaltigkeiten und fiir dic Poincaré-Vermutung - scheint jedoch auch heute noch
eine Rickbesinnung auf eine kombinatorische Struktur unumgénglich. Diese hat natiictich
Verlinderungen erfahren und ist zur ,,PL-Topologie™ (piecewise linear, stiickweise linear
also, auch semilinear genannt) im Rahmen der geometrischen Topologie gewarden.

Das sich hier anschiiefende fiinfte Kapitel beschreibt einige Entdeckungen wnd Ent-
wicklungen aus den Jahren 1919 bis 1935, welche noch weitgehend im Rahmen der alten
kombinatorischen Topologic standen. Da ist zuerst einmal die negative Beantwortung des
Klassifikationsproblems fiir orientierbare geschlossene zusammenhingende 3-Mannigfal-
tigkeiten bet Beschrinkung auf die Fundamentalgruppe, welche J, W, Alexander 1919 gab,
zu pennen {5.1.1). Dann werden wir auf die Theorie der Diskontinuititsbersiche und der
gefaserten Riume von H. Seifert und W. Threlfall eingehen, wobei letztere eine partielle
Klassifikation der 3-Mannigfaltigkeiten lieferte (5.2). SchlieBlich betrachten wir die Lo-
sung des Homéomorphieproblems der Linsenriume durch Reidemeister und Franz (5.3). In
5.4 gehen wir dann kurz auf eine Arbeit von F, Frankl sowie auf J. H. C. Whiteheads feh-
lerhaften Bewels fiir die Poincaré-Vermutung ein, der erstc fiir uns greifbare Fehlschlag
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dieser Art, dem noch andere folgen soliten (vgl. 7). Die Algebraisierung der kombinato-
rischen Topologie, welche ctwa in demselben Zeitraum einsetzte, den wir in diesem Kapi-
tel betrachter (sic begann um 1926 berum) und die zu ciner grundiegenden Neuorientie-
rung dieser Disziplin fithren sollte, werden wir in Kapitel 6 behandeln.

5.1 Einige Beitrige von J. W. Alexander

James Weddell Alexander (1888 - 1971), Professor an der Universitiit Princeton, spiter
daselbst am Institute for Advanced Studies titig, war einer der wichtigsten und produk-
siysten Topologen der zweiten Generation nach Poincaré. Im Unterschied zu den Mathe-
matiker, die unmittelbar an Poincaré ankniflen, war Alexander ein Forscher, der fast aus-
schlieBlich topologische Probleme bearbeitete. Er war somit der erste bedentende Spezialist
dieser neuen Disziplin. Seine erste wichtige Arbeit, entstander in Zusammenarbeit mit
seinem Lehrer Oswald Veblen, ,,Manifolds of n dimensions”, in der Poincaré's Resutate
konsequent vom simplizialen Standpunict aus rekonstruiert werden, die von Tietze bereits
angedeutete (Tictze 1508, § 10) Homologic modulo 2 untersucht wird wnd Dualititssatze
formulicrt werden!, stammt aus dem Jahr 1913. Ihr folgte eine ganze Serie? von wichtigen
Beitriigen, dic hauptsichlich in der 20er Jahren erschicnen. Deren Inhalte mdgen hier
durch einige Stichworie umnssen werden: Invarianzbeweis fiir die Betti-Zahlen®, Alexan-
derscher Dualititssatz, gehmte Sphire, Berandungsverhalten verknoteter Tori. Kurz darf
man diesen Mathematiker als einen der wichtigsten Verireter der kombinatorischen Auf-
fassung in der Topologic bezeichnen.

Alexander wurde zusammen it Veblen und dem etwas spiter (1916) hinzugekomme-
nen Lefschetz zum Reprisentanten der sogenanaten Schule vor Princeton. Vor allem die-
ser Schule war es zu verdanken, dab die im Aufbruch befindliche US-amerikanische Ma-
thematik im Bereich der Topologie frith Weltgeltung erlangte und auch einen eigepen, vonr
der kontinentalen Topologie gelegentlich durchaus abweichenden Stil topologischer For-
schung entwickeln konnte (vgl. 6). In diesem Zusammenhang ist auch noch G. D. Birkhoff
zu nepnen, der sich intensiv mit der Poincaré-Vermutung beschiftigte, wenn ef auch hier-
iber nichts publiziert hat.

1 Eine ausfhrlichere Darstellung gibt Bollinger 1972, 162-166.

2 jm Litcraturverzeichais von Seifert-Threlfali 1934 ist Alexander mit 22 Arbeiten Spitzenreiter var Hopf
it 20 und Alcxandroff, Brouwer, Lefschetz mit jewsils 16 Titeln, Auch in Dicudonné F989 mimmt
Alexander mit 13 Nennungen noch cing fibrende Position ein (Eilenberg 23, Lefschetz 15, Hopf 13,
Lersy und Steenrod 12, Whitcheed und Whitacy 11} Natticlich darf man solchen Zahlen keine alizu
grofic Bedeutung (u. a. werden manche Autoren mit ihren gosammelten Weiken zitiert) beimessen,
aber einen gewisscn Informationswert kann man ihnen auch nicht streitig machen.

3 Das heibt, daB dic Betti-Zahlen unsbhiingig von der gewthlicn Zorlegung der Mannigfaltigkeit sind.
Alexander hat hierfitr insgesamt drei Bewcise {1915, 1924} gegeben, wobei er so wichtige ldeen wie
die simpliziale Approximation (im AnschluB an Brouwer) und singuldre Ketten cntwickelte (vgl.
Bollinger 1972, 166-169 oder Dicudonné 1989, 44-49).
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5.1.1 Das Gegenbeispiel von 1919 und die Verschlin-
gungsinvarianten

Fiir uns besonders wichtig ist ,,Note on two three-dimensional Manifolds with the same
Group™ ans dem Jahre 1919, wo Alexander die Hoffnung zunichte machte, die Fundamen-
talgruppe allcin konne die geschiossenen dreidimensionalen orientierbaren Mannigfaltig-
keiten klassifiziersn. Wic wir gesehen haben, tauchte diese Vermutung bei Poincaré als
Frage auf 4, fiir welche bereits Tietze (vgl. 4.2) cine negative Antwort vermutete. Bemer-
kenswerterweise benutrte Alexander zwei Linsenrfiume - ndmlich in moderner Schreib-
weise L{5,1) und 1{5,2) -, also genau jene Mannigfaitigkeiten, welche Tietze dazu veran-
laBten, seine Zweifel zu formulicren. Dabei gelang es Alexander spiter (1924), die unter-
schiedlichen geometrischen Verhiltnisse, die in L(5,1) und L(5,2) vorliegen und auf die
bereits Tietze aufmerksam gemsacht hatte, durch ecine numerische Invariante - heute als
Eigenverschlingungszahl belannt - zu fassen (in seiner ersten Arbeit [1919] verwendete
Alexander komplizierte Homologichetrachtungen), eine Idee, die von H. Seifert (1933)
noch weiter ausgebaut wurde. Erstaunlich bei alt dem ist aber, daB Alexander seinen Vor-
Hufer Tietze mit keinem Wort erwihnte!’ Als weitere wichtige Leistung der Alexander-
schen Arbeit von 1919 isi die explizite Reinterpretation der Linsenriume als Heegard-
Zerlegungen vom Geschlecht 1 zu pennen, die die Grundlage fir seine weiteren Betrach-
tungen lieferte - eine Idee, welche bei Tietze nur kurz angedentet worden war fvgl. 4.2).
Alexander, dessen Arbeit von 1919 in Paris datiert ist, hat die franzbsische Ubersetzung
der Hesgardschen Dissertation beziglich ihrer mathematischen Zuverldssigkeit gepriift
(vgl. Heegard 1916, 163), was ithn auf die geschilderte Idee - Kenntnis von Tietze 19208
vorausgesetzt - gebracht haben kénnte (vgl. auch unten Anm. 6).

Die kurze nur vier Seiten lange Note beginnt mit einer Zusammenfassung der bislang
erzielten Resultate und der Zielsetzung des Autors:

..1. Poincaré hes proved that thers cxist 3-dimensional manifolds with identicsl Betti numbcers and
coefficients of torsion but which are nevertheless distinguishable in the sensc of Analysis Sitws by the
fact that they have different groups. It is proposed to set up an example of two 3-dimeasional mani-
folds which arc by no moans equivalent but which cannot cven be differentiated by their groups.
Since the manifolds heve the same group, they slso have the same Betti numbers znd coefficients of
torsion, for in the 2-sided 3-dimensional case, thess other invariaats are functions of the group elone™

{Alexander 1919, 339)

Das gewiinschte Beispiel zweier nichthomgomorpher 3-Mannigfaltigkeiten mit isomorpher
Fundamentalgruppe wird nun mit Hilfe zweier Heegard-Diagramme auf dem Torus kon-
strujert. Letzerer wiederum wird aus einem Zylinder durch Identifikation von Boden- und
Deckflache gewonnen, wobei eine Drebung um 2%/5 (im Fatle von 1.(5,1)) bezichungsweise
4a/5 (Fall van L(5,2)) vorgenommen wird, Hierbei geht eine Schar von fiinf Strecken, die
auf dem Zylinder in gleichem Abstand aufgetragen wurde, in eine geschlossene Kurve auf

4 Bei Poincaré geht es 1855 allgemeiner um zwei Mannigfeitigkeiten gleiches Dimension und Gruppe;
vgl. Poincaré VL 258, Dicse Fragestollung wird dann im 5. Komplement zur Poincaré-Vermutung
modifiziert (vgl. 3.4).

5 Ahalich verhiclt sich Alexander gegendber Brouwers Priositat hezdglich der Ides der simpliziafen
Approximation, vgl. Dicudenné 1989, 45 Anm. ®,
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dem Terus tber, welche sich fiunffach in Richtung der Parallelen und einrmal
beziehungsweise eweimal in Richtung der Meridiane um diesen windet Modern
gesprochen entstehen also die Torusknoten (5,1) bzw. (5,2).

Schematisch lassen sich diese beiden nichtberandenden Kurven K beziehungsweise K'
darstellen als K = ab% und X' = a?b5 (b entspricht der Parallelenrichtung, a der der Me-
ridizne; zugehdrige Homologieklassen werden mit griechischen Buchstaben bezeichnet),
Die gewtinschten 3-Mannigfaltigkeiten erhiilt man wie iiblich, indem man zwei Henkel-
kirper des Geschlechies 1 entlang ihrer Oberflichen so zusammenfiigt (vgl. 4.1), dad die
VerheRungskurven K bzw. K' auf cinen Meridian falien. §

Wird die Verheflung allgemein ings einer Kurve K = an bm VOIgenommen, so kann
man die Fundamentalgruppe der enisprechenden 3-Mannigfaltigkeit M sofort angeben”:
(M) = 2y

Dieses Ergebnis findet sich natiirlich schon bei Tictze. Alexanders wesentlicher Beitrag
bestand darin, daB er Tietzes Einsicht, L{5,1) und 1{5,2} scien ,irgendwic” geometrisch
unterschiedlich, prizisieren konnte. Hierzu betrachten wir die Art und Weise, wie die Kur-
ven K beziehungsweise K' den ausgezeichneten Meridian a - lings dessen wir uns den To-
rus aufgeschaitter: denken und der zur Erzeugung der Linsenrfume L(5,1) und L{5,2) in
sich gedreht wird (um 2w/5 bzw. 41/5 ) - schneiden.

Nur bemerkt man folgendes: Durchiauft man ir L(5,1) die verschiedenen Umliufe (deren
gibt es insgesamt fiinf) der Kurve K in der Reihenfolge 12345, so trifft man die Punkte von
a in der Reihenfolge 123451; bei L(5,2) hingegen ergibt sich der Zykdus 135241, Stellt man
sich lasgeldist vom Torus zwei Kurven vor, die die Punkte 12345 auf a in den angegebenen

& Im Punkt 3. seiner Note (Alexander 1919, 340) gibt Alexander cinc knappe Beschreibung vom

Heegards Verfahren, wobei ¢z dicsen ausdracklich erwahnt (auch die franzésische Ubersetzung seiner
Dissertation von 1916) sber den Begnff |, Diagramm™ weitgchend im modemen Sinae verwendet,
Alexander spricht sllerdings in Anlehnung =r Hecgard, aber im Upterschied zu modernen
Gepflogenheiten, von cinem Disgramm, wobei er cinen Vollterus mit nichtberandender geschlossencr
Kurve meint. Das heibt, dall die Anhcflung des tinen HenkelkOrpers vom Geschlecht 1, der das
winnere” des Torus ausflit, bereits vollzogen ist.

Die Linsenrgume, die man so erhily, wurden nach gewissen Andeutungen bei Dyck 1884 und Hocgard
1898 erstmals von Tietze beschricben; wgl. 4.2, Dicser erwshnie auch schon ausdriieklich Hesgards
Diagrammdsrstetlung {Tictze 1908, 1331 Anm. 1). Man kenn aiternativ hicrzu - und dicser Gedanke
spiclt bei Alexander auch ¢ine Rolle - die Linsenriums 1{p,q) such durch Dehn-Chirurgic sus dem
Torusknoten (p,q) ethalien (Rolfsen 1976, 236).

Dicsc crgibt sich durch Hinzufiigen der Relationen « = 1 und a"B® = 1 sus der Fundamentalgruppe
des Torns. Angewendet wird also cin . Scifert-van Kampen-Argument”.
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Weisen miteinander verbinden, so liegt dic Vermutung nahe, dab diese in jewsils unter-
schiedlicher Weise im Raum mit sich selbst verschlungen® sind.

L(5.D L3
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2 a
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| f
3 3 2 3
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Die Art und Weise, wie Alexander vorgeht, entspricht aber nicht exakt den Vorstellungen,
welche man heute mit Eigenverschlingungszahlen verbindet® Alexanders Ausgangspunkt
(vgh. auch Stiliweli 1993, 258-260) ist vielmehr folgender: Angenommer, L(5,1) und
1(5,2) seien hombomorphe Mannigfaltigkeiten. Dann kénnte man diese Mannigfaltigkeit
M einmal gemib des wu L(5,1) gehrigen Heepard-Diagrammes zerlegen und einmal
gemiB dem zu L.(5,2) gebbrigen, dh. man hitte zwei Zerlegungen M = Ty U Ty und M =

¢ Dss Studium von Verschlingungsverhaltnissen war ja historisch geschen einer der Anfinge der

Topolegic {niumlich bei GauB - vgl, Post 974, 36). Dic Verschiingungszshlen selbst wurden durch
Brouwer eingefihet (Brouwer 1912),

® im ecinfechsten Falle der Eigenverschlingungszahlen einer 3-Mannigfaltigket 18uft dies darauf hinaus,
zwei disjunkte nullhomologe 1-Zykel zu nehmen, in einen von beiden die ven ihm berandets Fiache
cinzuspannen und dann zu zahlen, wie oft der andere 1-Zykel diese Fiache durchdringt, wobei dic
Oricoticrung durch Vorzeichen zu beachten ist. Man vergleiche hierzu das weiter unten besprochene
Beispicl von L{5,1)und L{5,2).

he unterschiedlichen Méglichkeiten, Verschlingungszahlen fir Knoten zu definiesen, werden in
Rolfsen 1976, 132-136 diskutiert.
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T v To', wobei T;, T;' Volltori sind, deren Oberflichen - jeweils gewdhnliche Tori - so
miteinander identifiziert sind, dab die Verheftungskurven K bzw. X', welche auf Ty baw.
T,' liegen sollen, mit jeweils einem Meridian von T; bzw. T;" zusammenfallen. Wesentlich
ist nun, dab man diese Zerlegungen so einrichten kann, dab T; ganz irn Innern von Ty'
(man schrumpfe T; gecignet auf eine Tubenumgebung seiner Seele) und Tp' ganz im In-
nern von Tp zu liegen kommt. Insbesondere sind dann T und Ty disjunkt,

O Tz,
O
O

Wir wollen im weiteren diese abgeinderten Zerlegungsbestandteile mit denselben Buch-
staben bezeichnen wie die Bestandteile der Ausgangszerlegung. Alexander weist noch aus-
driicklich darauf hin (Alexander 1919, 341), daB T5' in komplizierter Weise in T, liegen
kann. Es sei © die algebraische (d. h. unter Bericksichtipung von Vorzeichen) Anzahl der
Windungen, welche T,' in T in Parallelrichtung ausfithrt. Pas Komplement R des Innetn
von Ty' in T, besitzt die Betti-Zahl 3; als Erzeugende fiir Hy(R) kann man z, B. «' (die
Homologicklasse eines Meridians a' von Ty uwnd B (dicjenige eines Breitenkreises b auf
T,) wihlen, Folglich gilt fiir jeden 1-Zykel z in R cine Homologie der Form

z~ua'+vb,
wobei a' und b wie oben gewihit wurden. Nimmt man fiir z speziell die Verheftungskurve
K = 2b5, welche auf T, liegt, so ergibt sich wegen 6’ = a ein Ausdruck der Form

Go' + 58

mit dem obigen ©. Geht man nun zu M = 1(5,1) @ber, so wird die Kurve K in M - Int(T2")
nulthomotop {(sie fillt dort mit einem Meridian zusammen) und damit erst recht nullho-
molog:

Qo' +58 =0
Im nichsten Schritt betrachtet man die Kurve K' auf T, welche zu 1(5,2) Veranlassung
gibt. In Meridianrichtung ergibt sich eine Gesamtwindung von 5(k+2/5) = 5k + 1 fiir ein
geeignetes k € N, in Parallelrichtung unter Beriicksichtigung des Vorzeichens + 58, weil
K!' fiinfmal um Ty in Parallelnchtung 13uft und Ty nach Voraussetzung ©-mal in T sich
windet. Also gilt in M - Int{T,"): (5k+2)a’ £ 5p = 0.

Somit gehdren K und K' in M - Int(Y3")' zer selben Homologieklasse, nimlich zur trivia-
len. Also miifite zwischen thnen eine Bezichung der Form {n € Z)
(PRI ~ (253

gelten und damit fiir die Exponenten

5k+2=n@

50 = 5a
oder Sk+2=1n2
bzw nZ=+2 mod 5

Diese Kongruenz ist aber unerfiillbar, da jedes namﬂlchzahhge Quadrat kongruent 0 oder
kongruent £1 module 5 ist.
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Man bemerkt, daf dic Eigenverschlingungszahlen bei Alexander nur implizit aufireten.
Allerdings ist diese Invariante, wie sich zeigen sollte (siche unten), relativ schwach; so
kann man mit Hilfe der Eigenverschlingungszahlen schor nicht mehr 17,1} und L(7,2)
voneinander unterscheiden. Hier hilft die Reidemeister-Franz-Torsion weiter, mit deren
Hilfe das Klassifikationsproblem fir die Linsenriume 1935 aligemein gelost werden
konnte (siche ynten 5.3). Die beiden Linsenraume 1(5,1} und L(5,2) blieben bis heute das
ghngige Beispiel zweier 3-Mannigfaltigkeiten mit isomnorpber Fundamentalgruppe, welche
nicht hom&omorph sind.

Die Eigenverschlingungszahl Iifi sich bei Linsenrdumen folgendermalen ermittein
(nach Seifert-Threllfall 1934, 279): Es bezeichme b die Linsenachse des Linsenraumes
L(p,q). Pann erzeugt die Homologieklasse von b die erste Homologiegruppe Hi(L(p.q)) =

zZ,

bn

Bestimmt werden soll die Eigenverschlingungszahl V(b,b). Da nicht unmittelbar kiar ist,
welche Fliche sich in den nulthomologen Zykel pb einspannen Hbt, ersetze man b durch
cinen homologen Zykel b'. Dieser soll so geartet sein, daB er ganz in der scharfen Lin-
senkante liegt {(genauer gesagt, miifite man hier natarlich zwischen der Linse und dem aus
thr durch Identifikation entstehenden Linsenraum unterscheiden; es diirfte aber klar sein,
wie unsere Ausfilhrungen gemeint sind). Da b’ geschlossen sein soll, miissen sein Anfangs-
und Endpunkt bei der Identifikation dquivalent sein, folglich durch eine Drehung um 2np/q
ineinander Gherfithrbar sein.

Wir berechnen nun {vgl. unten Anm. 13) V(b,b") = V(b,pb'¥p = V(b,B"Yp, wobei B' eine
von pb' berandete Fliche ist. Fiir B' kann man die g-fach genommene Kreisschelbe, welche
einfach genommen die Aquatorialebene der Linse bildet, wihlen, Offensichtlich gilt dann:
V(b,B") = q{x1), da ja die Linsenachse die Aquatorialebene genau einmal schneidet. Folg-
lich ist: Vi(b,b") = V(b,B'Yp = (q¥/p. Weil b~ b i1st und b im Komplement von b beziiglich
L{p.q) liegt ¢vgl. Seifert-Threlfall 1934, 278), ist damit auch V(b,b) gefunden.

Nuan ist die Homologicklasse von b Erzeugendes von H;(L(p,q)}. Folglich kann man die
Eigenverschlingungszahl eines beliebigen Zykels a berechnen, indem mana~nb (0 <n <
p-1) verwendet. So ergibt sich dann

V{a,a) = V{nb,ab'Vp = (:I:;ﬁq)/p
Damit hat man eine volistindige Ubersicht tiber alle in L(p,q} auftretenden Etgenver-
schlingungszahlen gewonnen. Wire nun L(p.q) zu L(p'g") homéomorph, so miilie erstens
p=p' sein {(wegen H; oder m)) und zweitens mibten die Mengen von Eigenverschlingungs-
zahlen @bereinstimmen, insbesondere solite die Eigenverschlingungszahl ¢'/p der Linsen-
achse von L(p,q") auch in L{p,q) auftreten. Das bedeutet, daf} g/p und ¢in In2g'/p kongru-
ent modulo | sein miifiten (d.h. sie fithren auf dieselbe zwischen 0 und 1 liegende rationale
Zahl), oder dah anders gesagt, q' = 3n2q mod p gelten miiBte. Nimmt man speziell q = §, ¢




230 Neue Einsichten, Teilerfoige und Fehischldge

=2 und p = 5, so erkennt man, dab eine derartige Kongruenz nicht besteht, da 2 kein qua-
dratischer Rest modulo 5 ist. Somit sind L{5,1) und L{5,2) nicht hom&omarph.

Diese Vorgehensweise liefert allerdings for 1(7,1) und L(7.2) schon keine Lisung mehr,
da sich hier fir beide Mannigfaltigkeiten dieselben Eigenverschlingungszshlen ergeben
(insbesondere ist 2 ein quadratischer Rest modulo 7!). Die anschanlich-peometrische
Bedeutung der Eigenverschlingungszahl tritt in den obigen Ausfohrungen deutlich hervor.

Alexander selbst ist auf dic Eigenverschlingungszahlen in der kurzen Note Alexander
1924a expliziter zu sprechen gekommen. Ist V cine geschlossene, orientierbare und zu-
sammenhingende 3-Mannigfaltigkeit mit cinem Torsionskoeffizienten der Dimension 1
vom Werte 7, so betrachte man einen erzeugenden Zykel vy aus der entsprechenden Homo-

" logieklasse endlicher Ordnung. Nach Voraussetzung berandet ty; ein Flachensttck!® yi.
Die Eigenverschlingungszah} =!! wird dann festgelegt als dic module © genommene An-
zahl der (orientierten) Schnitte, welche y! mit y; aufweist. Diese Konstruktion wird von
Alexander veraligemeinert, insofern er K Torstonskoeffizienten in der Dimension } mulibt,
welche allerdings dann alle vom Wert T sein sollen. Er erhilt 5o einen Tensor!l «i, wobei
die Eintriige als Schrnitizahlen wie coben definiert werden. Abschliefiend hebt Alexander
noch einmal sein Ergebris von 1919 hervor, ohne allerdings Details anzugeben:

,.By means of the tensors 11, it is even possible to distinguish between manifolds with the same
group. There arc, for instance, two distinct manifolds of group 5 such that the Hecgard diagram of
each may be formed on an anchor ring, but such that the characteristic curve of & diagram is ab’, of
the other a2bS5, For the first manifold, the possible values of the tensor x11 arc | and 4, modulo §, de-
pending upon the choice of the fundamentat surface y); for the sccond manifold, the possible values
arc 2 and 3.7

(Alexander 19242, 101)

Die Fundamentatfliche y; (yy) diirfie ein Druckfehler seint), von der hier die Rede ist, ist
diejenige Fliche, welche in ab5 eingespannt wird. Die Werte 1 und 4 (= -1 mod 5) ergeben
sich aus der unterschiedlichen Orienticrung von vy.!2 Alexanders Absicht, die er in dieser
Note verfolgle, kann man als Algebraisierung kennzeichnen, insofem er vor allem die al-
gebraische Seite seiner Invarianten betrachtete und anreicherte. Darither hinaus fallt auf,
daB Alexander den Invarianzcharakier der Eigenverschlingungszahien zwar reklamierte,
nie sher begriindete. Vieleicht sah er diesen als selbstverstindlich an, gehen doch in ihre
Definition nur Begriffe der Homologietheorie ¢in. Genauere Ausfiihrungen hierzu findet
man in H. Seiferts Habilitationsschrift , Verschiingungsinvanianten”, welche vorgelegt von
L. Bicberbach 1933 in den Sitzungsberichten der Berliner Akademie erschien (Seifert
1933). Dort heifit es:

Es ist klar, daB Begriffe wie geschlossenc Kurve, cingespannte Flache, Schnittzah], Addition von
Kurven noch siner praziscren Definition bedtrfen.”

(Scifert 1933, 814)

Als Abhilfe, die nur in einer FuBnote angedeutet wird, da die Seifertsche Arbeit haupt-
sichlich algebraisch ausgerichtet war, wurde empfohien, ,.diec Begriffe Kurve und Fliache

1 Die Steflung der Indizes bingt damit zusammen, dal Alexander die heute so gonannte Einstcinsche
Summationskonvention verwendet.

11 Diesar ist ersichtlicherweise - wie auch der Autor bemerkt (Alexander 1924a, 101) - zweiter Stufe, also
eine Matrix, Es treten dacdber hinaus in der Alexanderschen Note such haherstufige Tensoren suf.

1 gl Sifers-Threlfalf 1934, 279.
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durch singuldre }-Kette und 2-Kette zu ersetzen. Die Definitior der Schnitizahl geschicht
dann mittels Approximation der singuliren Ketten in dualen Zellteilunges.” {Seifert 1933,
814 Anm. 1) Man bemerkt hier die innerhafb cines Dezenniums (gemessen an Alexander
1919 und Alexander 19243) gestiegenen Strengeanforderungen,

Ist ¢ing orientierte 3-Manmnigfaltigkeit gegeben, so fahrt Seifert die Verschlingungszahi
zweier geschiossener disjunkter nullhomoleger Kurven a! und b} endlicher Ordnung in der
iiblichen Art und Weise ein.’? Er macht dann darauf aufmerksam, dab dic Verschlin-
gungszahl zweier Homologicklassen nur bis auf Addition ganzer Zahlen bestimmt ist. Um
dic hieraus resultierende Mehrdeutigkeit zu wmgehen, werden alle aufiretenden Verschlin-
gungszahlen aus {0,1] gewithlt M4

Ist M eipe orientierte 3-Mannigfaltigkeit und bezeichnet T den Torsiorsanteil voa
Hj(M) - der hier als nicht-trivial angenommen werden soll -, $0 kann man zwei belichigen
Elementen oj und aj aus T eing Verschlingungszahl Vig;,¢;) zmordnen, Die Gesamtheit
dieser Verschlingunpszahlen 188t sich zu einer quadratischen Matrix zusammenfassen,
deren Zeilenzahl gieich der Machtigkeit von T ist.}¥ Seiferts Hauptergebnis lautet num:

nDamit zwei orenticrte Manoigfaitigheiten mit Ethaltung der Orientierung topologisch aufeinander
abbilden lassen, missen dic Torsionsgruppen sich so isomorph aufcinander bezichen lassen, daB die
Verschlingungsmalrizen Sbereinstimmen.”

(Seifert 1933, 815}

Um diese notwendige Bedingung fitr Homtomorphie - die sich im Prinzip immer durch
Ausprobieren in endlich vielen Schritten nachpriffen 138t - einfacher handhabbar zu ma-
chen, gab Seifert im folgenden cine fast vollstindige Klassifikation der Verschlingungs-
watrizen, wobei ¢r hauptsichlich Hilfsmittel der linearen Algebra verwendete. Anders
ausgedriickt, stelite er Normalformen fiir die fraglichen Matrizen auf (Seifert 1933, 823f).
Aus diesen folgt wiederum;

I ciner orientictharcn dreidimensionalen Mannigfaitigkeit M3 s T die Torsionsgruppe, &lso die
von den Elementen endlicher Ordnung der Homologiegruppe H [= H,(M?))gebildete Untergrupps. T
ist direkte Summe von zykischer Gruppen von Primzahipotenzordnung Gibt ¢s unter thnen genau m

13 Das beift, man spannc in s' cine Flache a? ein {dic Indizes geben bei Seifert die Dimension an} und
gewichte jeden Schnittpunkt von bl mit a2 mit +1 oder -1 je nach Orieatierung, Die Verschlingungszahl
crgibt sich dann hicraus als Summe; sic ist gleich der Schnistzahi von Kurve und Fiache:
Vial, b1} = §( 22, b1)

Ist a! nicht nulthomolog, wohl aber 1 a! | 50 setze man

V(al, bY) = V(tal, b1Vt = S{aZ, bi)x
(Seifert 1933, 812f). Analog ergibt sich fir bl mita bl ~0

V(al, by = V(a!, sblVa =8§(el, blYo
Diic Theorie der Schaitizahlen, welche ja von derjenigen der Verschlingungszahlen vorausgesetzt wird,
geht auf Kronecker und Poincaré (Dualitgtssate!) zurtick (vgl, Disudonné 1989, 21). Die Definition dor
Verschlingungszahien 180t sich in nehelicgender Weise auf hohere Dimensionen veraligemeinesn {vgl.
Seifert-Threlfall 1934, §772.
Dhes geht deshalb, weil nur noch Torsionselemente betrachiat werder.
Das sind also Homologickiassen endlicher Ordnung.
Die Alexandersche Matrix i ist hiervon ein Spezialfall, der sich crgibt, wean alle Torsionskoe{fizienten
von H (M} Gbercinstimmen (vgl. Scifert 1933, 822 Anm. 1). Dic Matrix der Verschlingungszahlen 146t
sich dann suf cine besonders cinfache Form bringen.
Dic Eigenverschlinguagszahicn sind im Gbrigen gerade die Diagonzlclements der Verschiingungs-
matnzen.
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Gruppen der Ordnung pe {p « 2) und sind B,, B, .., By Erzeugende dieser m Gruppen, so hat die
Matrix der Verschlingungszahlen (V(B,By)) die Gestalt  (V(B,By) = (1/)A, wo A dino genzzahli-
g¢ Matrix uad |A] prim zu p ist. Dann ist dic Eigenschaft von |A] quedeatischer Rest oder Nichgrest
(mod p) zu scin, eine topologische Invaniante vor M3, Auf diese Weise gebart jedem System yn-
terginander zyklischer Summanden vor T, cine solche ,, Verschlingungsinvariante ™

{Srifert 1933, 824)

Man beachte, dab diese Verschlingungsinvariante nur fiir p = 2 definiert ist.

Aus dem Ergebris Seiferis folgt direkt die Nichthomsomorphie von L(5,1) und L(5,2),
wenn man nur weill, dab dic entsprechenden Eigenverschlingungszahlen 1/5 bzw. 2/5 sind.
Die (Eigen-) Verschlingungsinvariznten lauten dann (die Matrizen (V(B,,B,)) sind jeweils
einclementig!) 1 und 2, wobei 1 ein quadratischer Rest modulo 5 ist, wahrend dies auf 2
nicht zutriffi,

Zum AbschiuB seiner Arbeit gab Seifert noch verschiedene Anwendungen seiner Theo-
tie, n.a auf die Frage nach der Asymmetrie einer Mannigfaltigkeit!” und der Amphichei-
ralitit von Kaoten sowie auf die Aguivalenz von Knoten mit gleicher Knatengruppe.
Schilieblich wird noch auf verwandte Untersuchungen von de Rham (Rham 1931) and Rei-
demeister (Reidemeister 1934 - vgl. 5.3) hingewiesen.

Mit den genannten Arbeiten von de Rham, Reidemeister und Seifert gelangte das Kapi-
tel ,, Verschlingungszahlen” zu cinem gewissen Abschiub. Insgesamt blieb ihre Verwsnd-
barkeit im Rahmen des Klassifikationsproblems recht beschrinkt. Detmoch bildeten sie den
ersten Schritt hinaus Giber den von Poincaré gesteckten Rahmer, Fine wesentliche Weiter-
entwicklung dieses Ansatzes gelang erst 3 H.C Whitehead (vgl. 5.4), zuerst im Rahmen der
simplizialen Auffassung (Whitchead 1939a), spater dann mit Hilfe der von ihm cingefithr-
ten CW-Komplexe (Whitehead 1949, Whitchead 1952), Die hierher gehtrigen Stichworte
sind einfacher Homotopietyp (vgl. Cohen 1973) und Whitehead-Torsion (Milnor 1966),
Allen diesen Ansitzen ist cine Grundeinsichi gemeinsam: Man bave (in unserem Falle) 3-
Mannigfaltigkeiten  aus  einfacheren geometrisch  bedeutungsvollen  Bestandteiten
(Sumplizes, Zellen) auf und versuche, die Art und Weise, wie diese Bausteine aneinander-
gefiigt sind, durch numerische Invarianten wiedersugeben. Klar ist, daB die Verhiltnisse
umso schwieriger zu beschreiben sein werden, je mehr Bansteine man bendtigt - eine Tat-
sache, welche die Uberlegenheit der CW-Komplexe in diesem Zusammenhang begrindet
(vgl. auch 5.3 und 5.4).

5.1.2 Der Vortrag von 1932

Im Jahre 1932 hielt J.W. Alexander beim internationalen MathematikerkongreB einen
»grofen Vortrag”® mit dem Titel ,,Some problems in topology” (Alexander 1932).1°

Y7 . .Symmetrisch heile cine M?, wenn sic sich mit Umkchrung der Qrienticrtng topologisch auf sich
sclbst abbilden 188t Das cinfachste Beispicl einer unsymmeirischen M? ist dic Torus-M3 (3.1},
aligemeiner die Torus-M?3 (k1) [das ist der Linsenraum L(k1); K.V} wenn -1 guadratischer Wichtrest
wod k ist.” (Kneser 1929, 256 Anm, 1)

' S0 dic Bezeichnung des Tagungsbandes; man darf woh] an einen Hauptvarirag denken. Alexanders
Beitrng war nebenbei bemerkt der erste Hauptvortrag cines intemationalen Mathematikerkongresses,
der apsschlieBlich topologischen Fragen gewidmet gewesen ist.
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Darin beschricb der Verfasser zunichst eimmal drei Arten von Analysis situs:20 die
punkimengentheoretische Analysis situs welche hauptsichlich ans den Bedirfnissen der
Analysis und der Betrachtung abstrakter Riume heraus entstanden sei 2l die
kombinatorische Analysis situs, welche Raume studiere, die aus sinfachen, ihrem Wesen
nach unbestimmten Bestandteilen aufgebant sind, und die , ehene” Analysis situs,2? welche
Riume aus Simplizes msammenfiige und somit eine Mittlerrolle zwischen den beiden
andern Spielarten der Analysis situs einnehme. An dieser Einteilung it aus moderner
Sicht zweierlei auf: Erstens erwihnte Alexander mit keinem Wort die algebraischen
Methoden, die seit Mitte der 20er Jahre in der Entwickiung begriffen waren (vgl 6) -
inshesondere kennt er keine algebraische Analysis situs als cigenstindigen Zweig oder
auch als Forisetzung der kombinatorischen Topologie mit anderen Mitteln - und zum
anderen sprach er von der kombinatorischen Richtung in einem Sinne vergleichbar dem
Dehn-Heegardschen (vgl. 4.2), der heute im Rahmen der Topologic #berhaupt keine Rolle
mehr spielt.** Der erste Punkt hatte sicher damit zu tun, daB Alexander vor allem auf das
Klassifikationsproblem abhob, zu dem die Beitrige der algebraischen Methoden anfinglich
cher bescheiden waren und von den Ergebnissen her im Bereich der Mannigfaltigkeiten
nicht weiter fithrten als das Rechnen mit den traditionellen Inzidenzmatrizen, dem vor
allem die amerikanischen Topologen vorerst tren blieben {vel. 6).

Anschliefend diskutierte Alexander in seinem Vortrag das Verhiltnis der drei genann-
ten Sparten zueinander, wobei natiirlich die Hauptvermutung (alierdings ohne diese Be-
zeichnung) und die Trangulierbarkeit eine wichtige Rolle spielten (Alexander 1932, 252-

¥ Damit leitete er, Hitbert mit seinem beribmien Pariser Vartrag fiber mathematische Probleme folgend,
dic lange Seri¢ von Zussmmenstellungen von (hier) topalogischen Fragen an, unter denea hicr
genannt seicn: Eilenberg 1949, Massey 1955, Papakyrizkopoulos 1958, Smale 1963, Lashof 1965 und
Novikov 965,

Diic Tatsache, daf in cinem bestimmisn Arbeitsgebiet ein Fragenkatalog erstedlt und publiziert wird,
kann als Indiz dafir geiten, daf} chen disses Gebiet zu ciner Disziplin geworden ist mit kiar definierten
Grundbegriffen, deutlich umschrichenen Methoden und breit skzeptierten Fragesteliungen.

™ Dieser Begriff ist bei Alexander synonym mit Topologic; die Unterscheidung selbst findet sich &hnlich
schon bei Alexander 1930, 292,

! Die Anfange dieser Theorie gchen je in der Tat auf G. Cantor ua. zurck und das Bestreben,
Singularititenmengen als Teilmengen der reeflen Zahlen topalogisch zu charnkterisicren. Man vgl.
hierzu Manheim 1964,

2 Bei Alexander heit ¢s |, flat analysis situs™ (Alexander 1932, 251); 1930 sprech er von |, eoctilinear

analyis situs” (Alexander 1930, 292). um den geomeirischen Charakter dieser Auflassung

hervorzuheben. Letateres kommt ussarem modernen |, piccewise lincar” nahe.

Sucht man nech eincm modemen Pendant, so wird man wohl an eine Art von n-dimensionaler

Inzidenzgrometrie denken, Diese rein symbalische Auffassung wairde von J, W, Alexander {Alexander

1926, Alexander 1930), M. H. A Newman (Newman 1926, Nowman 1930) und AL W, Tucker (Tucker

1932, Tucker 1933) ausgearbeitet. Zur Vorgeschichte dicsas Zuganges bemerkt Tucker

. The abstract method of attack - an eesly source for which is the work of Dehn and Heegard - allies

itself with Weyl's important exposition [Weyl 1923; K. V], clements of which de Rham has

incorporated in the first chapter of his thesis [Rham 1931; K. V.] and with a pair of interesting papcrs

by Mayer [Mayer 1929, Mayer 1929s; K. V.1 (Tucker 1933, 192)

AulBler den schon oben Genannten erwihint Tucker nock scinen Doktorvater S, Lefschetr (var allem

Lefschetz 1930) und £. R. van Kampen (Kampen 1929),

Die Bedeutung dieses Ansatzes lag wohl - im Nachhincin betrachtet- weniger in der Art und Weise, wie

Mannigfaltigkeiten oder Komplexe symbolisch als Inzidenzstrulturen sufgebaut wurden, sondern

darin, daB durch iho die Entwickluag der abstsakien Homalogicthearie gefordert wurde.,
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- Diagramume, was natirlich eine gewisse Einschrinkung darstelit, Hier sollten Seifert-
Threlfall, wic wir gleich sehen werden, einen umfassenderen Standpunict einnchmen.

Der Vortrag Alexanders schiloB mit zwei weiteren Bemerkungen: 1. Es sei wiinschens-
wert, eine vollstindige Ubersicht dber alle geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten mit endli-
cher Fundamentalgruppe aufrustellen, Die universelle Uberlagerung ciner derartigen
Mannigfaltigkeit st irnmer ein Poincaré-Raum mit trivialer Fundamentalgruppe, also ins-
besondere eine Homologiesphire in moderner Ausdrucksweise, wobei der Verfasser die
Vermutung Juberte, dab es sich dabei stets um die Hypersphiire $3 handele. Diese Uberle-
gungen stehen alse wieder im engen Zusammenhang mit der Poincaré-Vermutung,

SchlieBlich erwihnte Alexander zweitens noch den hauptsichlich von Dehn (vgl. 4.3)
untersuchten Zusammenhang zwischen 3-Mannigfaltigkeiten und Knoten. Er wies darauf
hin, daB sich jede orientierbare 3-Mannigfaltigkeit als Riemannscher Raum (das heiBt als
verzweigte Uberlagerung hier der §3) darstellen 1Bt der eine entsprechende Blitterzahl
aufweist mit entsprechenden Verzweigungskurven, welche in belichiger Weise verknotet
und ineinander hingen kémnen (vgl. 7). Diese Uberlegungen schiossen mit einem Hinweis
auf Knoteninvarianten 27

Das von Alexander in den Mittelpunkt gestelite Problern der Klassifikation der 3-Man-
nigfaltigkeiten wurde auch von Seifert-Threlfall in threm berihmten Topologiciehrbuch
von 1934 angesprochen, Auch dort werden mehrere Zugangsweisen diskuticrt:

1. Das bereits besprochene Verfahren der Heepard-Zerlegung, zu dem es heiBt:

..BDurch das Heegard-Diagramm ist dic Kontruktion der dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten auf ein
zweidimensionales Problem zurtickgefihrt, namlich sof die Aufzthlung aller Hecgard-Thagramme.
Selbst wenn sber diese Aufzihlupg gelungen wire, 30 wire damit das dreidimensiopale Homaomor-
phieproblem noch nicht geldst, weil noch die Entscheidung susstinde, wann zwei Heegard-Pha-
grammc dicselbe Mannigfaltigkeit erzcugen.”

(Seifert-Threlfall 1934, 221)

2. Man versucht, alle Polyeder mit paarweiser Seitenzuordnung aufruzihlen 30

Auch dieses ist ein rweidimensionales Problem, das so wenig wie die Aufzéhlung der Heegard-Dia-
gramme geldst ist.”

(Seifert-Threlfal! 1934, 221)

Eine der wichtigsien Knoteninvarianien, dic heute so gonennten Alexander-Polynome, geht je auf
Alcxander sclbst zurilck {Alcxander 1928}

Es giit: Eine 3-Mannigfaltigheit, dic sus einem Polyeder durch p pasrweise Seitenzuordnungen
entsteht, besitzt e¢in Heegard-Diagramm des Geschlechts p. Folglich haben Poincard’s Warfelbeispicie
(also seine Beispicle 1,3 und 4; vgl. 3.2} alle Heegard-Disgramme vom Geschiecht 3, wihrend sein
SOktaedertaum” (Beispiel 5) eines vom Geschlecht 4 aufweist. Da letzteres - wie wir geschen haben
(vgl. 3.2} - mchis anderes als der reell-projektive Ravm ist, der seinerseits dem Linsenraum 1{2,1}
homdomorph ist, besitzt dicses Beispiel auch ¢in Hecpard-Disgramm vom Geschlecht 1. Das zeigt
schon, wie schwierig die Verhiiltnisse hier sind, Auch bei der Beispicigruppe & liegen die Dinge
Yompliziert, weil ja hier dic Seitenflichen des Worfels unler Umstlinden weiter untericilt werden
milssen, was das Geschlecht des zugchdrigen Hecgard-Disgramms orhdhen kann. Ob man zur
Darstellung ciner Mannigfaltigkeit tatsachiich ¢in Heegard-Diagramm vom Geschlecht p braucht, hangt
davon &b, ob derer Fundamentalgruppe wirklich p Erzeungeade hat, oder ob man mis weniger
suskommen kann.

Jede geschlossene orientierbare 3-Mannigfaltigheit 126t sich andererseits durch Polyedenidentifikation
gewinnen, da man jede derartige Mannigfaitigkeit tnangulicren kann. Das gesuchte Polyeder erhilt
man durch ,,Verschmelzen™ gecigneter Simpiizes der Triangulierung.
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3. Die Darsteliung einer geschlossenen orientierbaren 3-Mannigfaltigheit als verzweigte
Ubetlagerung der 3-Sphire, wobei die Verzweigungslinien Knoten sind.
Auch hier fibrt die Aufzahlung und Unterscheidusg der einzelnen Uberlagervngsriume zu ungels-

sten Fragen. Dic Maonigfaitigkeiten lassen sich unter UmstAnden suf vielfache Art sus ganz ver-
schiedenen Verzweigungsknoten ableiten; ..

{Seifert-Threlfadf 1934, 221)

So ergibt sich der Dodekaederraum als finffache Ubetlagernng der Klechlattschlinge, als.
zweifache Uberlagerung des Torusknoten (3,5) und als dreifache des Torusknoten (5,2);
vgl. Seifert 1932, 222 oder Seifert-Threlfall 1934, 322 Anm. 33. Bereits 1922 hatte Veblen
in seinem Topologielehrbuch klar gemacht, dab dic Methoden 1. und 2. alle geschlossenen
orientierbaren 3-Mannigfaltigkeiten liefern, setzt man vorans, daB diese triangulierbar sind
{vgl. Veblen 1931, 155-158). Somit darf man diese Gewinnungsweisen als Normalformen
bezeichnen, die allerdings sehr schwierige Probleme aufwerfen (vgl. 7).

Auf die auf Dehn (vgl. 4.3) zuriickgehende Idee, geschiossene orientierbare 3-Mannig-
faltigkeiten aus Knoten zu gewinnen, gingen Seifert und Threlfall ausfibrlich in cinem ei-
genen Paragraphen ein (§ 65 = Seifert-Threlfall 1934, 224-227). AHerdings diskutierten sie
nicht die Frage, inwieweit diese Vorgehensweise allgemeinen Charakter hat, ob sich also
jede derartige Mannigfaltigkeit so gewinnen 13Bt. Hier mufite man bis ze den 60er Jahren
aunf entsprechende Ergebnisse warten (vgl. 7). In einer Anmerkung, die sich im Paragra-
phen dber Dehns Vorgehensweise findet, gaben Seifert-Threlall noch zwei weitere Zu-
gangsweisen zum Homdomorphieproblem an, nimlich die Theorie der Diskontinuititshe-
reiche und digjenige der (im Sinne Seiferts) gefaserten Riume. Auf beide werden wir in 5.2
ausfihrlich zu sprechen kommezn.

Der Stand der Dinge, den wir in Alexanders Ubersichtsvortrag und in der Zusammen-
stellung bei Seifert-Threlfall kennengelernt haben, markiert ciner ersten Endpunkt, den
das Klassifikationsproblem in dem von uns betrachteten Zeitraum gefunden hat. Dieser
148t sich wie folgt charakterisicren:

1. Die von Poincaré betrachteten Invarianten (Fundamentalgruppe, Betti-Zahien, Torsi-
onskoeffizienten) geniigen nicht, um das Klassifikationsproblem fiar 3-Mannigfaltighkei-
ten aligemein zu lésen. Sie bilden also kein vollstindiges Imvariantensystem. Ofen
bleibt aber die Frage, ob sic fir dic Kennzeichnung der Homéomorphieklasse der 3-
Sphare ausreichen,

2. Verschiedene Ansitze zur Zurickféhrung auf Nermalformen fiir 3-Mannigfaltigkeiten
(z.B. Dehn-Chirurgie, Heegard-Diagramme, Polyederidentifikationen, Uberlagerungen)
stehen zur Verfligung. Diese reduzieren dreidimensionale auf zweidimensionale Proble-
me, welche sich aber als uniberwindlich erweisen.

3. Die Grundbegriffe insbesondere und vor allem der Mannigfaltigkeitsbegriff - sind
weitgehend geklirt und ihre Bedeutung stabilisiert. Das Klassifikationsproblem wird als
ein kontinuumstopologisches angesehen, das mit algebraisch - geometrisch - kombina-
tonischen Methoden anzugehen ist. Ein Riickzug auf einen ausschhieBlich kombinaton-
schen Standpunkt gilt als unbefriedigend (vgl. auch 6).

Wie wir gesehen haben (vgl. Kapitel 3 und 4) spielte das Homéomorphicproblem der ge-
schlossenen 3-Mannigfaltigkeiten eine ganz wesentliche Rolle in der Frithgeschichte der
Topolagie; es war deren leitende Fragestellung, welche der im Entstehen begriffenen Dis-
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ziplin eine Art von Kristallisationskern verschafite, auf den sich die Anstrengungen der
Forschenden konzentrieren konnten.

Nach Alexanders Ergebnis von 1919 trat allmihlich das nun als mit traditionellen
Mitteln unissbar erkannte allgemeine Hombomorphieproblem zuriick zugunsten der Frage,
ob dic Fundamentalgruppe wenigstens hinrgiche, die Hombomorphieklasse der 3-Sphire zn
charakterisieren. Dabei spiefte wohl auch eine Rolle, dab die neuentwickelten Invarianten
(insbesondere die Verschlingungszahlen) kaum Aussicht auf aligemeine Lisungen boten;
sic blieben in ihrer Nitelichkeit meist auf bestimmte Mannigfaltigkeiten oder Kiassen
derseiben beschrinkt.

Fiir die eben angesprochene Frage hatte Kerektjdrio die nicht ganz zutreffende Bezeich-
nung , Poincaré-Vermutung” eingefihrt (vgl. unten Anmerkung 89). H. Knaeser sprach
wenig spiter von einer ,der wichtigsten und nichstiiegenden Fragen™ (Kneser 1926, 128)
und E. van Kampen brachte das | bis jetzt ungeldste™ |, Sphirenproblem”™ (Kampen 1929, 1)
in Verbindung mit dem Mannigfaltigkeitsbegriff (um aur einige Beispiele zu nennen). Die-
ses ausgepragte Interesse an einer topologischen Kennzeichnung der 3-Sphiire wurde ge-
fordert durch die Entwicklung der topologischen (das heiBt unverzweigien) Uberlagerung-
stheorie, in deren Zusammenhang ja gerade einfach-zusammenhingende Uberlagerungen
eine wichtige Rolle spielen (Hopf 1926, Reidemeister 1928, Seifert 1932). Interessante
gerade dic Sphiiren betreffende Resultate erziclte anfangs der 30er Jahre H. Hopf (Hopf-
Faserung jvgl. 5.2], Vektorfelder auf Sphiren), und die in den Aufsitzen von W. Hurewicz
entwickelte Homotopietheorie (Hurewicz 1935, 1935z, 1936 und 1936a) wies den Sphiren
eine herausgehobene Position zu.

Auch die Tatsache, daf die Poincaré-Vermutung zunchmend zum Zentrurn cines ganzen
Netzes von iquivalenten oder von ihr abhiingigen Aussagen wurde, zeigt ihwe wachsende
Wichtigkeit. -

SchiieBlich mub noch erwihnt werden, dab wir in den 30er Jahren die erste Arbeit fin-
den, die sich ausschlieblich der Poincaré-Vermutung widmete (Frankl 1931 - vgl. 5.4),
sowie den ersten versffentlichten falschen Beweis derselben (von J.H.C. Whitehead - vgl.
5.4). All dies belegt, dab die Poincaré-Vermutung, wie sie fortan - nicht zuletzt unier dem
normierenden Einflub der einflufircichen Lehrbiicher Seifert-Threlfall 1934 und Alexan-
droff-Hopf 1935 - genannt wurde, zu Beginn der 30er Jahre das allgemeine Homoomor-
phieprablem aus seiner Schiiisselrolle zu verdringen begann. Fortan erschien sie als das
erfolgsversprechendere Forschungsprogramm, wobei natiirlich alle Ansitze und Invarian-
ten, welche bis dakin im Zusammenhang mit dem Homtomorphieproblem entwickelt wor-
den waren, weiterhin ausgenutzt werden konnten.

In Kapitel 7 werden wir kurz auf die Frage zuriickkommen, wie sich der in diesem Ab-
schnitt geschilderie Stand aus heutiger Sicht darstellt, das heibt, weiche Probleme geldst
wurden und welche ungelst blieben. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels 5 betrachten wir
noch die Beitrige von Seifert (oft mit Threlfall als Koautor}, welche zu einer Teilltsung fiir
das Klassifikationsproblem fithrten, von K. Reidemeister, F. Frank! und von J.H.C. White-
head.
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5.2 Die Beitrage von H. Seifert und W. Threlfall

In der ersten Hilfte der 1930cr Jahre entfaltete H, Seifert, damals in Dresden, 1935 vertre-
tungsweise und dann 1937 Professor in Heidelberg, cine bemerkenswerte Aktivitat3! im
Bereich der (dreidimensionalen) Topologie. Zwei Arbeiten entstanden in Zusammenarbeit
mit W. Threlfall, der seit 1927 als Privatdozent an der Dresdner Hochschule titig war3?
und durch dessen Topalogievorlesung Seifert auf dieses Gebiet aufmerksam wurde. Seifert
und Threlfall verfabten - z.T. auf der Basis der noch zu besprechenden Arbeiten - germein-
sam das , Lehrbuch der Topologie™ (1934), das wir schon haufig zitiert haben und das ge-
rade fiir den Bereich der dreidimensionalen Topologie zu einem Klassiker geworden ist.
Diese fruchtbare Zusammenarbeit wurde Gbrigens 1938 mit der ,, Variationsrechnung im
Grofien. Morsesche Theorie” fortgesetzt. Mit ihren Arbeiten beginnt cine neue Entwick-
lungslinie im Bereich der dreidimensionalen Topologie, welche durch den Einbezug geo-
metrischer Ubetlegungen charakterisiert ist und die um 1980 herum eine iberraschende
Neubelebung erfuhr,

Nicht selten entsteht in der Mathematikgeschichte das Neue dadurch, daf Ideen, welche
in getrennten Gebieten der Mathematik vorhanden waren, miteinander in iiberraschender
Weise kombiniert werden, was zu grundlegend neven Einsichten fihren kann (man denke
etwa an dic Zahlentheorie und dic Theorie der elliptischen Kurven). Ein derartiges Zu-
samrenfithren charakterisiert auch die Originalarbeiten von Threlfall und Seifert, in denen
Gebiete wie Matrizenrechnung (Transformation auf Blockform), analytische Geometrie
{Zerlegung von Riaumen in direkte Swmmen), Polyedertheorie und Raumteilungen
(regulire Polytope und Raumteilung der 53), zwei- und dreidimensionale sphiirische Geo-
meirie, kombinatorische Gruppentheorie und Theoric der Transformationsgruppen sowie
natifrlich auch die Topologie angesprochen werden. Damit wurde die Entwicklungslinie,
welche Trelfall in seiner Dresdner Dissertation vor 1926 und im nachfolgerden Jahr in
seiner Habilitationsschrift (Trelfall 1932) eingeschlagen hatte, fortgefithrt.

Ganz wichtige Vorarbeiten zu diesem Unternehmen finden sich in der 1889 erschiene-
pen Arbeit von M. E. Goursat, welcher unter anderem die endlichen Untergruppen der
SO(4) bestimmt (wobet auch er sich schon der Riuckfiihrung aaf SO(3) % SO(3) bediente),
Fundamentalbereiche ermittelt und die geometrische Wirkung von Abbildungen aus SO(4)
erforscht hatte. Was bel Goursat natiirlich noch vollig fehlte, war ein Bezng zur Topologiz,
insbesondere zur Erzeugung von geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten. Das Fehlen einer
geeigneten Darstellungsweise fiir Gruppen (durch Erzeugende wnd Relationen) macht sich
bei ihun nachteslig bemerkbar. Im Gbrigen ist interessant, daB Goursat als Ausgangspunkt

! In den Jabren 1931 bis 1936 verSffentlichte Scifert - 1eilweise mit Kosutoren (W, Threlfall, C. Weber) -
insgesami mindestens peun topologische Originalarbeiten (vgl. Litcraturverzeichnis) sowic zusammen mit
Threlfall das bereits erwithnte |, Lehrbuch der Topologic™.

R In der Druckfassung der Theelfallschen Habilitationsschrift , Gruppenbiider™ (Theelfall 1932) findet sich
auch cin Hinweis auf H, Scifert, Dort heilit es in einer FuBnote: |, Zu der vorliegenden Umarbeitung der er-
sten Paragraphen hat Herr Seifert beigetragen.” (Threlfall 1932, 2 Anm. 1}
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seiner Arbeit ausdriicklick Poincaré’s Abhandiung @ber Kleinsche Gruppen erwihnt (vgl.
Goursat 1889, 9}, insbesondere dic darin enthaltenen Ideen zur hyperbolischen Raumtei-
lung - also genau jene Idecn, dic Poincaré selbst zum Studium der geschlossencn 3-Man-
nigfaltigkeiten veranjafit haben diirfien (vgl. 3.1).

Doch zuriick zu W. Threlfall und seinem Studenten H. Seifert! Es sei noch angemerkt,
dal ersterer auf dem Gebiet der Mathematik Autodidake gewesen ist (er hatte urspringlich
Biologie studiert), was cinersgits eine anfingliche (in der Asbeit von 1931 spitrbarz) Un-
kenntnis der cinschigigen Literatur erklart, sber auch das Auffnden eines ganz neuen
Ansatzes - auberhalb aller damals gingigen Forschungsprogramme der Topologen - be-
giinstigt haben konnte. Insbesondere war Threlfall und Seifert eine Arbeit von Hopf iiber
das Clifford-Kleinsche Raumproblem catgangen (vgl. Threlfall-Seifert 1933, 585), dbri-
gens die cinzige dieser Art in den 20er Jahren, welche die gruppentheoretischen Uberle-
gungen, von denen oben andeutungsweise die Rede gewesen ist, ausfiibrlich enthielt und
diese auch mit topologischen Fragen (z. B. Fundamentalgrappen von geschlossepen 3-
Mannigfaltigkeiten) in Zusammenhang brachte (Hopf 1926). Auch die von Thretfall und
Seifert gepflegte topologische Uberlagerungstheorie (im melr als zweidimensionalen Fall)
war hier schon beriicksichtigt worden.

Die erste Arbeit von Threlfali®3 , Topolegische Untersuchungen der Diskontinuititsbe-
reiche endlicher Bewegungsgrupper des dreidimensionalen sphirischen Raumes”
(Threlfall-Seifert 1931 - cingereicht 8.3.1930), bei der Seifert explizit als Koautor avfiritt,
kniipft in Stil und Idec an die 1927 vorgelegte Threlfallsche Habilitationsschrift (Threlfall
1932} an. In der Einleitung heilt es:

,.Dic Aufzahiung aller nicht stetig inrinander abbildbaren, geschlossenen, dreidiraensionslen Riume
ist cinc ungeidste Aufgabe. Eine Dimension tiefer tritt jede geschloxsene Fliche als Diskontinuititsbe-
reich [34] ciner diskreten Gruppe von motrisch starren Beweguogen der Kugel, der cuklidischen oder
der hyperbolischen Ebene auf. Es licgt dsher nahe, dic Diskontinuitktsbereiche dreidimensionaicy
diskreter Bewegungsgruppen der Hypersphitre, des euklidischen und des byperbalischen Raumes auf
ihre topologischen Eigenschaften zu untersuchen.”

(Theelfali-Seifert 1931, 2)

Schon aus diesem Zitat erkennt man, daB die Untersuchungen von Threlfall und Seifert
iiber den Bereich hinausgreifen, den man (heute wie damals) zur Topologie rechnet, wei-
den doch z.B. Eigenschafien aus der metrischen Geomelrie verwendet. Di¢ Grundidee ist -
topologisch gesprochen -, dreidimensionale Mannigfaltigkeiten als Unterlggemflgen, z.B.
im sogenannten sphirischen Fall der §3 zu konstruieren; dabei ergeben sich diese durch
{lbergang zum homogenen Raum beziiglich einer endlichen Untergruppe der Gruppe

3 7y deren Ursprung heilit es: ,Dic Arbeit ist aus einer Beispiclsammlung cner von W. Threlfall an der
Technischen Hochschule Dresden gehaltenen Topologiovoslesung hervorgegangen.”  (Threlfall-Seifert
193], 2 Anm. 1} _ o .

M Heute spricht man von ¢inem homogenen oder Orbitraum. Oft meint alierdings , Diskontinuithtsbereich
cinfach cinen Teil des gewdhalichen Raumes unter Abschung vor den Identifikationen auf dem Rand. Es
sollte sber ass dem Zusammenhang stets klar sein, was gemeint ist. Der zu schildernde, auf Threlfali zu-
rickgehende Ansatz steht in der Tradition des Raumformenproblems (Clifford, Klein, Kitling, Hopf u.a.);
vgl. such Hopf 1926 sowie oben 2.5.
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der sphirischen Bewegungen, das sind diejenigen , recllen linearen homogenen Transfor-
mationen der Koordinaten. ., die dic Quadratsumme

x12+x22+x32+x42=1
die Entferpung vom Nullpunkt, ungeindert lassen.” (Threlfall-Seifert 1931, 3). Wegen der
Endlichkeit der Gruppe erfolgt deren Operation stets eigentlich diskontinuierlich; auf die
Frage der Fixpunktfreiheit wird noch cingegangen werden.

Die entstehenden 3-Mannigfaltigkeiten sind dann lokal-isometrisch der $3, weshalb es
mdglich ist, ihnen eine sphirische Geometrie aufzuprigen. Hiervon wird alierdings bei
Threlfall-Seifert kein Gebrauch gemacht, was cinen Unterschied zur modernen Vorge-
hensweise, welche genuin geometrische Invarianten (etwa das Volumen) verwendet, dar-
stellt. In modemer Terminologic geht es also wm orienticrungserhaltende orthogonale
lineare Abbildungen R4 nach R4, d.b. um dic Gruppe S0{4), und um endliche Untergrup-
pen derselben. Gestiitzt auf geometrische Uberlegungen gelingt es den Verfassern zu zei-
gen, dab sich jede derartige sphirische Bewegung als Produkt einer sogenannien Links-
und einer sopenannten Rechtsdrebung darstellen 146t.3%

Dabei 4Bt sich jede Matrix ans S0(4) auf zwei verschiedene Arten und Weisen als Pro-
dukt einer Rechts- und einer Linksdrebung darstellen (auszunehmen sind natiitlich die
Identitit und die Diametratpunktabbildung), weshalb spiter ¢in Fakior 2 auftreten wird. In
der Terminologie von damals sprach man von ,,Zweistufigkeit”.

‘Weiter wird jeder Links- bzw. Rechtsdrebung (des R4) ein Element aus SO(3) zugeord~
net, inshesondere ergeben sich im Falle endlicher Gruppen die von den Verfassern als
platonisch bezeichneten Gruppen, also die Symmetriegruppen der platonischen Kiirper 36

¥ Diese Begriffe werden aber die Untersuchung isotroper Ebencn (das sind zweidimensionale Eigenrfiume)
der entsprechenden lincaren Abbildangen gewonnen (Threlfall-Seafert 1931, 3-8), was modern gesprochen
auf dic Ermittlung voi Eigenveldoren bzw. Eigeuriumen hinausliuft. In Matnxdarstellung beztglich ciner

gesigneten Basis aus Eigenvektoren Lat sine sphitische Bewsgung -~ afso ¢in Element von SCK4) - dic Ge-
staft

cosg ~sing 0 0
sing COS@ o} 0
0 0 cosy —siny
0 0 siny  cosy
Spezicll besitet cine sogenannic Rechtsdrehung, die entstcht, wenn @ = y ist, das Ausschen
cosp -—sing O 0
sing  cos@ 0 0
0 ] wsg -—sin@
0 V] sing  COSQ
wihrend cire Linksdrehung Chicr ist @ =y mod « Jso aussicht:
cosg —sing 0 0
sing  cos@ 0 0
[\] 0 s Sing
o 0 ~sing cosq,

Dne Rechts- bzw. Linksdrehungen im RS werden such als Cliffordsche Schichungen ersier und zweiter Art
bezeichnet (vgl. Threlfall-Seifert 1933, 545 Anm. 4 oder Hopf 1926, 322 §).

Einzelheiten bei Threifall-Seifert 1931, £0-14. Die Entsprechung zwischen sphirischer Bewegang des R4
und Pasren von Drehungen des R3 ist i.a. nicht monomorpk, sondern - in damaliger Terminologiz « zwei-
stufig.
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Es gilt, wic bereits bemerkt, wovon man sich durch Matrizenmuitiplikation 0berzeugen kann: Jede Matrix
sus SO{4), welche auf Blockgestalt gebracht wurde, 18t sich auf genau zwei Weisen als Produkt einer
Rechts- und ciner Linksdrehung darstellen. Bezeichnen Ejy und  E,, diz zweidimensionales Eigenrfume
der auf Blockgestalt gebrachten Matrix einer sphiirischen Bowsgung, so sicllt man fest, daB Ej, uwm die
Summe des Rechts- und des Linksdrehwinkels, Esy und deren Differenz gedneht wird:

cosp wsing 0 0 cos(y +z,) ~sin(x +2,) 0 ¢
sing cos@ [ 9 |_ism(z,+x) cos{y +i} 0 Q

0 0  cosy -—sibw| 0 0 s, — ;) —sin(z, ~ 1)
0 0 siny cosy 0 0 sin(z, - 2) 08z, - x1)

Phesc Resuitaic werden bel Threlfall-Seifert nicht algebraisch ber Matrizen, soudern geometrisch durch
Betrechtung des Abbildungsverhaltens gewonnen, was die Sache for den modemen Leser reichlich mak-
sam mecht.
Ist nun cine Rechtsdrehmatrix sowie ein Ortsvektor £ € R4 (also cin Punkt auf 53) gegeben, so kasn man
offenkundig ¢ine Linksdrehmatrix finden, so daB das Produkt der beidens Drehmatrizen den Eigenraum Ejy
in sich dreht, wiihrend es Ey, - in dem 0.B.d.A- der Ortsvektor £ licgen soll - punktweise festhalt: Hierzu
mull man nury, = 7; = 7 nchmen. Man erhalt folgende Gestalt fiir dic Produktmatnx:

cos2y -sin2y O 0

sin2y cosZy O O

0 0 10
o Q 0 1
Dheser cntspricht in eindeutiger Weise ¢ine Matrix sus SO(3) - man streiche die letzte Zzile und Spalte.
Analog verfiibrt man mit Linksdrehmatrizen. Da diese Ubericgung von den Basen abhingen, stellen sie
nur Plausibilititsbetrachtungen dar. Ein witklicher Bewsis bedacf zusatzlicher Ubssdlegungen; die Behaup-
tung ist aber nchug (siche uaten).
Ist somit cine Matrix aus SO(4) gegeben, so zerlege man diese in cin Produkt sus siner Links- und ciner
Rechisdrchmatrix (was i. 8. suf zwei Weisen moglich ist) und ordne jeder dieser Drehmatrizen eindeutig
eine Matrix aus SO(3) zu, wic wir das eben geschen haben. Bezeichnet man mit SOR(4) und SOL(4) die
Untergruppen von SQ{4), welche aus allen Rechts- bzw. Linksdrehungen bestchen, so erhtlt man cinen
Epimorphismus
S0X4) -+ SOR(4) x SOL{4)
dessen Kern aus E, und -E, (E, ist die (4xd)-Einhcitsmatrix} bestebt sowic einen isomorphismus
SOR(4) x SOL{A) - SO(3) x S0(3)

welche man zu cinem Epizarphismus

SO{4) — SO(3) x SO(3)
zusammensctzen kann, dessen Kern wieder sus E; und -E, bestsht. In Rahmen der linearen Algebra
sind dics heute beksnnte Dinge (vgl. etwa Storch/Wicbe 1999, 399 und 544), wobei alierdings keincrlei
geometrische Uberlegungen mehr cinflieBen und an die Stelle der Links- und Rechtsdrchungen Spinoren
ireten.
Viclicicht ist cs hier angebracht, kurz die moderne Auffassung - welche anstelle von SC{(4} die Gruppe
SU(2) in den Vordergrund stellt - zu charakterisieren und cin pasr Worte zur Geschichte zu sagen: Modern
gesprochen wird hicr der bekannte, tiber dic Mohius-Trassformationen vermittelte Epimorphismus SU{(2)
—+ $O(3) verwendet, dessen Kern aus E; und - E, (das sind (2x2)-Einheitsmatrizen) besteht. Das Urbiid
der Ikosacdergruppe, welche sine Untergruppe von SO(3) ist, unter dicsem Homomorphismus ist dic binfi-
re Tkosaedergruppe, von der schon verschiedentiich dic Rede war (vgl. Bocskom 1976, 181 - 183 oder
Tzanakis 1994). Entsprechendes gilt auch fir dic anderen platonischen Gruppee.
Die Kenntnis des oben genannten Epimorphismus, der topologisch betrachict eine universelie Uberlage-
rung darstollt, geht auf A Cayley sowic nuf F, Kleins Arbeiten zum Ikosseder (1875) zurtick (vgl. Tzana-
kis 1994, 30). Explizit 1a0t sich diescr Zusammenhang so darstellen, wobes w, & und @ dic Eulerschen
Winkel eincr Drchung im Dreidimensionalen sind: Jede Matrix A aus 8(X3) 188t sich schreiben als Pro-
dulkt
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Die gesuchten sphiirischen (vierdimensionalen) Bewegungsgruppen ergeben sich dann
aus Uniergruppen des direkten Produkies zweier platomischer Gruppen, d.h. von Symme-
triegruppen platonischer Korper. Diese Untergreppen wiederum enisprechen Normalteilern
der beiden Faktoren, die isomorphe Faktorgruppen liefern 37 Das geschilderte Verfahren,
das natirlich rein gruppentheoretisch ist, wird von den Autoren als Gruppenpaarung be-
zeichnet. Damit ist gruppentheoretisch geschen eine weitgebende Reduktion des Problems
wStudiem der endlichen Untergruppen von SO(4)” geleisiet, welche es inshesondere auch
erlaubt, Erzeugende und Relationen fiir die interessierenden Untergruppen der SO(4) an-
zugeben.

Um das zu Anfang gepannte Ziel - Studium der Unterlagerungen der 83 beziiglich
Gruppen sphirischer Bewegungen - zu realisicren, bedarf es in erster Linie poch der
Kenntnis des Zusammenhanges zwischen der benutzten Bewegungsgruppe der 53 vnd der
Fundamentalgruppe der entstehenden Mannigfaltigkeit. Dabei ist zu beachten, daB die
sphirischen Bewegungen Fixpunkie haben konnen, weshalb unter Umstinden der Rahmen
der (heute gangigen) Uberlagerungstheorie iiberschritten wird 3% Das Ergebnis von Threl-
fail und Seifert lautet:

Dic Fundementalgruppe F des Dliskontinuititshereiches M einer endlichen Bewegungsgruppe der
Hypersphére ... ist dic Quotientengrappe der Beweguagsgruppe G und der Untergruppe N von G, dic
von allen fixpunkthaltigen Bewegungen von G erzeugt wird: F = G/N™

(Threlfall-Scifert 1931, 44)

cosy -siny OY1 o0 0 c0s® -sin® O
A AAL =] siny  cosy Q)0 cosd -sin@fsin®  cos®d ¢
o 0 1j\0 sinf cosd 0 0 1

Dercn Urbild T in SU(2) hat dann die Gestalt

" 0 Ycos8/2 —sing/ TP g

LT “[ 0 c'i’u}(sinﬂ'n’z cosd /2 )( 0 c-*’ﬂ]
Dsbei bewirkt der Faktor 1/2, daB jeder Matrix A rwei Matrizen T entsprechen, do © und @ + = zum
selben Bild fdhren. Insbesondere liefern cine Rechts- und eine Linksdrehung dasselbe Bild.
Eriescs Problem wird 1a ¢inem zweiten Schritt noch weiter reduzicrt, und zwar auf die Betrachtung der
inneren Automerphismen der Quotientenpruppsen und auf dic Frage, wic vicle nicht-konjugiertc Paargrup-
pen durch diese entstehen (Threlfall-Seifert 1931, 17f). Anders gesagt gelang es Threifall und Seifert hier
allgemein, dic gruppentheoretische Frage nach dem Zusammenhang zwischen Untergruppen eines direkten
Produktes zweier Gruppen und den Untergruppen der Fektoren zu beantworten.
Za beachten ist, dafj dic Faktorgruppen platonischer Gruppen wicder platonische sind.
Im gbrgen gilt noch: Zwet Untergruppen, die in der Gruppe der sphérischen Bewegungen zucinander
konjugiert sind, licfern dieselben Diskontinuitstsbereiche. Bei Threlfall-Seifert keiBen derastie Gruppen
metrisch Ghnlich, metrisch Zholiche Gruppen kdanen also fiir topologische Zwecke als gleich gelien
{Theelfall-Seifert 1931, 13).
Wie bereits bemerkt, war damals die (topologische) Uberlagerungstheoric noch im Entstehen begriffen.
Vpl. auch Wazrden 1930, 133, wobei zu beachten ist, daB Reidemeister 1928 fast ausschlieBlich den
gweidimensionalen Fall behandell. Wichtige Einsichten zar dreidimensionaien Uberlagerungstheoric ent-
hielt Hopf 1926, ¢ine Arbeit,, dic aber Threlfal] und Scifert nicht bekannt war, als sie ihren Astike} schrie-
ben (vgl. Threifall-Seifert 1933, 585). Fine Behandlung der Uberlagerungsthearie allgemein - u.a. mit dem
Terminus ,,universelle Uberdagerung” - gibt Seifert 1932, § 9.

37
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Damit ist die Briicke zwischen dem algebraisch-geometrischen Gebilde Bewegungsgruppe
und dem topslogischen Objekt Mannigfaltighkeit geschlagen. Bekannt sind dabei die Bewe-
gungsgruppen vermoge ifrer oben geschildenten Rickiihrung auf Gruppenpaansngen von
platonischen Gruppen. Dagegen wird es die auf E. Goursat zuriickgehende Kenntnis der
geometrischen Wirkung der Abbildungen aus SO{4) erlauben, bestimmte Diskontinuitiits-
bereiche beziiglich ihwer geometrischen Gestalt zu charakierisieren. Hier liegt der Ursprung
der Linsenriume, 50 wie wir sie heute auffassen, und der gingigen Interpretation der Poin-
caréschen Homologiesphire (vgl. 3.4} als Dodekaederraum. Allerdings wird diescs Pro-
gramm von den Auloren nur im einfachsten Falle durchgefiihet, der aber schon reichhaltige
Ergebnisse zeitigt. Es ist dies die Klasse der von Threlfall und Seifert so genannten
..Drehgruppen”. Diese unten mit G bezeichneten Gruppen iiberlagem zweistufig direkie
Produkte einer platonischen Gruppe R mit der trivialen Gruppe E. Genauer gesagt exgeben
sich in diesern Falle tatsichlich Untergruppen des direkten Produktes, weil man R selbst
als Normalteiler von R nimmt und dann offenkundig R/R isomorph EfE ist. Also sind R
und E Normalteiler, welche zu isomorphen Faktorgruppen fithren; folglich liefern sie nach
dem von Trelfall und Seifert hergeleiteten Kriterium eine Untergruppe des direkten Pro-
duktes, welche vermége des Epimorphismus nach SO(4) in Gestalt von G zuriickgenom-
men werden kann, Drehgruppen sind ersichtlich fixpunktfrei, weshalb G immer isomorph
der Fundamentalgruppe der Mannigfaltigkeit ist.>®

Ich gebe hier die Ergebnisse der Arbeit von Threlfall und Seifert tabellarisch wieder,
wobei ich auf die Herleitung der Linsenriume noch genauer eingehen werde. Die Prisma-
riume begegnen uns noch einmal in der Seifertschen Dissertation (siche unten). Die nu-
merischen Invarianten (B1,B;71,73) der vierten Spalte sind folgendermaBen zu interpretie-
ren {erste Betti-Zzh, zweite Betti-Zahl; Torsionskoeffizienten der Dimension 1, Torsions-
koeffizienten der Stufe 2), cim Strich (-) bedeutet: nicht vorhanden, Der Zusatz , bindr™ be-
sagt, dab die fragliche Gruppe G dic entsprechende platonische Gruppe als Normalteiler

¥ Anders gesagt ist R cine Untesgruppe von SO(3), ehenso E, wahrend G eine von SO(4) ist.
Threlfall-Scifert diskuticres auch dic Frage, ob sich ibr Verfahren suf bohere Di ionen veratlgemei-
nern §aft. Dies ist cine der ersten Sicllen der Literatur, wo ¢ine derartige Fragestellung detaillicrt erfrtert
wird. Eine Ubertragung suf den vierdimensiopalen Fall, d.h. konkret: Betrachtung der Diskontinuitatsbe-
reiche sphiinischer Bewegnngsgruppen der 84, ist nicht mdglich, da diese im Falle fixpunkthaitiger Bewe-
gungsgruppen keine Mennigfaltighciten mehr iefora { Theelfall-Seifert 1931, 41). Zusammenfassend heilt
oS
,Der Satz [Ober den Zusammenhang von Fundamentalgruppe und Bewegungsgruppe, K.V.] fberisigt
sich, wic wir sahen, nicht euf kdhere Dimensioncn, dagegen wohl auf dic gewdhnliche Kugel, den zweidi-
mensionalen sphirischen Raum. Da alic starren Bewegungen erster Art der Kugel fixpunkthaltig sind, so
bosteht die Fundamentalgruppe des Diskontinuitatsbereiches einer endlichen Bowegungsgruppe der Kugel
{ciner platonischen Gruppe) aus dem Einhcitselement, und ds dic Fundamentalgruppe in zwei Dimensio-
nen dic Mannigfaltigheit topologisch eindeutig bestimmt, so stimmen die Diskentinuititsbereiche dicser
Gruppen mit der Kugel selbst tiberein. Das topologische Interesse an den Diskontinuititsbereichen metri-
scher Bewegungsgruppen beginnt daher in zwei Dimensionen nicht schon mit der sphasischen Geometrie,
sondern crst bei den unendlichen Bewegungsgruppen der cuklidischen und hyperbolischen Ebene, dic dic
Ringflache und dic Fiachen hdheren Geschicchts licfern. DaB es fixpunktlose stasre Bewegungen der Hy-
persphitre gibt, daren fiegt das Aufircten topologisch wichtiger Diskontinuititsbereiche in der sphirischen
dreidimensionalen Geometnie,” {Threlfuil-Seifert 1931, 45)
Dic oricntierungsechaltenden Bewsgungen « von den Autoren als solehe erster Art bezeichnet -~ der 82 sind
gerade dic Drehungen um Diametralpunktepaare.
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vom -Indsx 2 enthilt. Das Auftreten dieses Phinomens hingt natirlich mit der Zweistu-
hgkeit der Bezichung von S0(4) zu den Rechis- und Linksdrebungen zusammen.

R L IG Diskontinuitits- Invarianten
bereich
E E |(Zy PR 0,0;2,9)
Zy E | Zyp (p>2) Lip,1) (0, 0; 2p; -) p gerade

Z,(P>2)  |Lp,1y
Diedergruppe |E | bindre
der Ordnung

{0, 0; p; =) p ungerade

Prismaraum 0,0; 2,2, -) m gerade

Diedergrup- | P(m,1) (0, 0; 4; -) m ungerade

m'=2m pe

Tetraeder- |E | bindre Tetra- | sphiirischer  Oktaeder-§ (0, 0; 3: - )
Gruppe edergruppe | raum {Seitenflichen um
7 /3 verschrauben)

Oktaeder- E |bindre Okta- |abgestumpfier Wiirfel 0, 0;2;-)

Gruppe edergruppe | (Dreiecke um n/3,

Achtecke um n/ 4

verschrauben)
Ikosaeder- E  |binire Hkosa- | sphéirischer 0,0;-9
Gruppe edergruppe | Diodekaederraum

Zu beachten ist, dab bei Seifert-Threlfall die Betti-Zahlen, shweichend von Poincaré und
den unmittelbar an diesen ankniipfenden Autoren (Dehn-Heegard, Tietze, Alexander), im
modemen Sinne - also um ! vermindert - verwendet werden. Da simtliche in der Tabslle
auftretenden Mannigfaltigkeiten infolge der Endlichkeit threr Fundamentalgiuppe otien-
tierbar sind, entfallen die Torsionskoeffizienten der Dimension 2. Der Prismaraum P(2,1)
ist nichis anderes als der Quaternionenraum Poincaré's (also dessen drittes Beispiel; vgl.
3.2}, allerdings jetzt aus einem , sphirischen” Wiirfel gewonnen. Die 3-Mannigfaltigkeit,
deren Fundamentalgruppe die bindire Oktaedergruppe ist, stimmt, was ihre Homelogic
anbelangt, mit P3R iiberein, ohne zu diesem homdomorph zu sein, Bei der Behandlung der
Linsenrfiume tritt im geraden Fall bei Threlfali-Seifert im Vergleich zu modemen Auffas-
sungen ein Fakior 2 auf, der allerdings unwesentlich ist.

Interessant ist vor allem, wie von den Autoren die geometrische Gestalt der Linsen-
riume gewonnen wird. Wie man obiger Tabelle entnehmen kann, ergeben sich diese aus
dem Diskentinuititshereich einer eadlich-zyklischen Untergruppe von S0(4). Wir be-
schrinken uns auf gerades p; der Fall p ungerade ist véllig analog.
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1st zllgemein ein Element f aus SO(4) gegeben, so 148t sich die zugebbrige Matrix be-
kanntlich auf Blockgestalt bringen, was geometrisch bedeutet, da8 die beiden von den ent-
sprechenden Eigenvektaren aufgespannten zweidimensionalen Eigenraume - wir bezeich-
pen sie mit Ey» vnd Eyy - in sich gedreht werden. Dabei Hefern iy und Es4 cine Zerle-
gang des R¢ in eine direkte Summe, woravs folgt, daB die entsprechenden Schnittgebilde
mit der $3 (zwei Einheitslaeise)} ebenfails in sich gedreht werden. Projizieri man nun die
$3 stercographisch vom Punkt (0,0,0,1) aus in den R3, so 14Dt sich dies so einrichten, dab
By in die x-y-Ebene abgebildet wird, wihrend die z-Achse (und damit das Bild vor Ey4)
in ihrem orthogonalen Komplement zu liegen kommt. Es ist zweckmibig, R? durch die
Einpunktkompaktifizierang wieder zo 3 (von Threlfall uad Seifert dann als konformer
Raum K3 bezeichnet (Threlfall-Seifert 1931, 37)) zu schlieBen, was die z-Achse zu einer
Kreislinic endlicher spharischer Linge macht. Bei stereographischer Projektion® gehen
die Drehungen der 83 (aus SO(4)) in konforme Abbildungen des R3 iber, welche eng mit
s#umlichen Inversionen zusammenhingen, wic bereits Gorusat festgestellt hatte {vgl.
Goursat 1889, 38). Anschaulich lassen sich die projizierten Abbildungen im Kj als
Schraubungen charakierisieren, wobei dic z-Achse die Schraubungsachse ist. Bei Rechts-
oder Linksdrehungen sind diese Schreubungen besonders cinfach, da sie die sphiirische
Ganghtihe 1 besitzen (will sagen, dab der Winkel, um den die z-Achse gedreht wird, der
giciche (eventuell bis aufs Vorzeichen) ist wie der Drehwinkel der x-y-Ebene). Ist Z das
erzeugende Element der zyklischen Gruppe Zy;, so 18t sich dessen Wirkung nach stereo-
graphischer Projektion so chrakterisieren, dab diese die z-Achse des K3 sowic den hierzu
senkrechten Einheitskreis der x-y-Ebene jeweils in sich dreht. Durch sukzessive Anwen-
dung von Z ergeben sich auf der z-Achse und auf dem x-y-Einheitskreis sphirisch
gleichlange Stiicke, wobei die Bilder des Koordinatenursprungs die Strecken auf der z-
Achse begrenzen. Bezeichnet man diesen mit Gy und seine Bilder mit Gy, Ga, ..., Gp1, 0
erhalt man nach ciner bekannien Konstruktion (vgl. Weber-Seifert 1933, 238) den Diskon-
tinuititsbereich, der Gy enthalt, aus der Betrachiung der (hier: sphirischen) Symmetrie-
ehenen, welche G in Gy, Gy in Ga, allgemein Giin Giuy (1= 0, 1, ..., 2p-1) durch Spiege-
lung ineinander fberfithren. Diese Ebenen, die im vorliegenden Fall natirlich Kugelfla-
chen sind, gehen alle durch den x-y-Einheitskreis, weshalb sich der gesuchte Diskontinui-
witshereich ietztlich einfach als Durchschniit der beiden von Gp am nichsien gelegenen
Kugeln berandeten Riumen ergibt. Diese Symmetrickugeln schneiden sich {wie Gbrigens
alle anderen Symmetrickugeln auch) vmter dem Winkel /p. Die beschriebene Situation
wurde fibrigens schon von E. Goursat explizit bechrieben (vgl. Goursat 1889, 82).

Dic scharfe Linsenkante f2ilt also mit dem Einheitskreis der x-y-Ebene zusammen; sic
ist in 2p squivalente Strecken der sphirischen Linge ¢ = w/p geteilt. Die obers und die
untere Linsenkalotte gehen durch Schraubung um die z-Achse ineinander iiber. Die
Darstellung der Linsenriume als Heegard-Diagramme, wie sie bei H. Tietze (vgl. 4.2)
angedeutet und bei I W, Alexander (vgl. 5.1.1) verwendet wurde, ergibt sich aus der hier
vorgestellien, indem man aus der Linse eine Tubenumgebung der Linsenachse ausbohrt
{dieser Zylinder wird zu cinem Voiltorus geschlossen, wobci entsprechend gedreht wird)
und dic verbleibenden Teile (dic man sich als Keile vorstellen kann, welche von der
Untericilung der scharfen Linsenkante herriihren) zu einem zweiten Volltorus

% hiescs Verfnhren war u.a von F. Klein beim Vergleich von $U(2) und SO{3) verwandt warden (vgl. Anm.
36 oben oder Tzanakis 19%4, 30).
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zusammenfogt; vgl. Stliwell 1993, 256f oder Rolfsen 1976, 237{ Die (lopologische!)
Aquivalenz der Lincenauffassung zu Tietzes wrspriinglicher Darstellung Hegt auf der Hand.

)

Auf den letzten Seiten ihrer Arbeit gehen Threlfall und Seifert noch aufl den Dodekae-
derraum ein {vgl. 3.4), wobei sie erstmal dessen geometrische Darstellung als Quotienten-
raum des Dodekaeders explizit angeben. Diese ergibt sich - den Linsenrdumen dhnlich -
aus der Betrachtung der zugehdrigen sphirischen Bewegungsgruppe. Letztere entspricht
der Gruppenpaarung der Thosaedergruppe mit der trivialen Gruppe. In die Paargruppe bil-
det sich die birdire Ikosaedergruppe, die geometrisch betrachtet als Gruppe von Rechisdre-
hungen der 83 aufgefafit werden kann, zweistufig ab. Die Bilder der Rechtsdrehungen der
Ordnung 10 der S3 bei stereographischer Projektion in den K3 sind Schravbungen der
COrdnung 10. Die sechs zugeharigen Schraubungsachsen gehen durch den Ursprung und
liegen zueinander wie die sechs Drehachsen des Dokaeders von der Ordnung finf, Der
Diskontinuititsbereich des Ursprungs ergibt sich wieder durch Schaitt von Symmetrieku-
geln. Diesesmal sind es derem zwdlf. Man erhalt also ein sphirisches Dodekaeder
(Threlfall-Seifert 1933, 64f), dessen Seitenflichen wm =/5 verschravbt zu identifizieren
sind. Die $3 wird in 120 solcher Dodekaeder zerlegt, man erhdit damit eines der sechs
vicrdjmflnsionalen reguldren Polytope, nimlich dasjenige mit dem Schiafli-Symbol
(5,3,3).

AnschiieBend an die Bestimunung der Invarianten des Dodekaederraumes wird die Frage
andiskutiert, ob dieser, der Dehnsche Klecblattschlingenraum und Peincaré's Beispiel
homéomorph seien - eine Frage, die erst 1933 abschlieBend (in mehreren Teilschritten)
beantwortet werden konnte (vgl. unten Anmerkung 49). Im fibrigen besitzt der spharische
Dodekacderraum auch ein hyperbolisches Gegenstiick, auf das wir spiter noch kurz zu
sprechen kommen werden.

# Die Erforschung der Ansloge der platonischen Korper im vier- und hoherdimensionslen Bersich wer in
den 1870¢r Jahren ein wichtiges Anliegen (vgl. Schlegel 1886). Auch E. Goursat Auflerte sich zu diesem
Thema (vgl, Goursat 1889, 93-102).
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Fragt man sich nach den Mitieln, mit denen die Autoren Threlfall und Seifert arbeiten,
s0 muf man in erster Linie auf die zwei- und dreidimensionale sphirische Geametrie ver-
weisen sowie auf die Kenntnis der sphirischen Bewegungen im Falle der 83. Eine wichtige
Rolle spielten aber auch die Matrizen- wed die Gruppentheorie. Auch hier also - #hnlich
wie bei der Algebraisierung (vgh. 6) - eine zunehmende Verzahnung mit anderen
Teilgebicten der reinen Mathematik (vgl. 8)! In gewisser Hinsicht leisteten Trelfall und
Seifert sclbst eine Algebraisicrung, insofern sie namlich die Aufzihlung bestimmter Man-
nigfaltigkeiten auf diejenige von Untergruppen zurickfiihrien.

Die Axbeit von Threlfall und Seifert behandelt ersichitich nur einen kleinen Ausschnitt
aus dem Spekirum ailer méglichen Bewegungsgruppen {nimlich nur sphirische und hier
nur Drehgruppen [in der Terminologic der Autoren]). Eine ausgedehntere Untersuchung
wurde 1931 angekiindigt: ,,Die Gbrigen Gruppen werden einer Fortsetzung dieser Arbeit
vorbehatien.” (Threlfall-Seifert 1931, 2).

Diese erschien tatsichlich zwei Jahre spliter unter dem Titel |, Topologische Untersu-
chung der Diskontinuititsbereiche endlicher Bewegungsgruppen des dreidimensionalen
sphirischen Raumes (SchiuB)” (Threlfall-Seifert 1933). Die urspringlich vorgesehene
Kornzeption wurde jedoch in Anbetracht der weiter unten zu besprechenden Theorie der
(Seifert-)gefaserien Riume, die jetzt zur Verfiigung stand (Seifert 1932), gesindert:

»Die Emmittlung der topologischen Eigenschaften der Diskontinuitdtshereiche der Drehgruppen
wurde durch die einfache Gestalt des normalen Diskontinuithtsbersiches dieser Gruppen erméglicht.
Die normalen Diskontinuithtsbereiche der Gbrigen Bewegungsgruppen sind zum Teil verwickelte
sphirische Polyeder, und es ware ¢inc langweilige Mthe, sic cinzein zu beschreiben. Thre volistindige
topologische Untersuchung wire dahor untcrblieben, weon nicht die Ergebnisse Gber gefaserte
Raume das Mittel an dic Hand giber, dic Diskontinuitdtsbereiche mit einem Schlag zu ededigen.”

{Threlfall-Scifert 1933, 5438

Dieses Mitiel ist der Satz, daB die Diskontinuitéitsbereiche endlicher fixpunktioser sphiri-
scher Bewegungsgruppen mit den (Seifert-)gefaserten Riumen endlicher Fundamentai-
gruppe iibereinstimmen*? Da die Seifertsche Theorie iber letztere einen vollstindigen
berblick Heferte, verlor die Untersuchung der Diskontinuititsbereiche mit herkémmlichen
Mitteln naturgemid an Interesse.

In der Arbeit von 1933 werden drei Themenkreise angesprochen: Linsen - und Prisma-
rdume, fixpunktiose sphiirische Bewegungsgruppen, fixpunkthaltige sphiirische Bewe-
gungsgruppen. Entsprachen 1931 die Linsenciume noch Diskontinuitdisbereichen von
Drrehgruppen, also von solchen Gruppen, bei denen der eine Paarungsfaktor trivial ist, so
werden jetzt allgemeinere Paarungen betrachtet mit zwei zyklischen Gruppen als Paarungs-
faktoren. Das entspricht dem Ubergang von 1.(p,1} zu L{p,q). Analog werden die Prisma-
rdume von F(p,1) zu P(p,q) generalisieri. Die Linsenriume werden eingehender diskutiert,
wobei das Homgomorphieprobiem angesprochen wird (vgl. 5.3) und die Zerlegung in zwei
Vollringe - dic Heegard-Zerlegung also, wie sie schon von J. W. Alexander verwendet
worden war (vgl. 5.1.1) - behandelt wird ** Ahnliche Betrachfungen werden auch fiir die
Prismardume angestelit.

2 Fipunkthaltige Bogungsgruppen sind so nicht zu behandler.
© Das hier dargebotenc Material hat wic manches endere Fingang gefunden in das ,Lehrbuch der Topolo-
gic” (Scifert-Threlfall 1934, 2151). Uberhaupt fillt sowoh! bei den gemeinsamen Arbeiten von Threlfall
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Im zweiten Abschnitt wird dann ein Uberblick gegeben zu allen orientierungser-
haltenden endlichen fixpunmktlosen sphirischen Bewegungsgruppes sowie der bereits
genannte Hauptsatz formuliert und bewiesen.*# SchiieBlich wird im dritten Teil gezeigt,
dab man topologisch betrachtet durch fixpunkthaltige sphirische Bewegungsgruppen keine
neuen Diskontinuititsbereiche bekomimt.

Versucht man die beiden bier betrachieten Arbeiten von Threlfall-Seifert zusammenfas-
send®® zu wiirdigen, so sind sie sicher einerseits als Vorarbeiten zum , Lebrbuch” hervor-
zuheben, andererseits aber auch als Vorbereitung zur Thearie der Seifert-Faserungen. Der
Ansatz selbst wurde erst in neuester Zeit (vgl, 7) durch W. Thurston u. a. weitergefithrt®S,
vermutlich wohl, weil die Schwierigkeiten bei der Behandlung des hyperbolischen Falles®’
zu grof waren. Zudem stellte sich bald beraus (siche unten), daB man nicht alle geschlos-
senen 3-Mannigfaltigkeiten durch Diskontimiititsbereiche bekommen kann. Daritber hin-

und Seifert als such bes Seifert selbst eine fxst lehrbuchartige (gut verstindliche!) Darstellungsweise suf,
dic ihre Originaiarbeiten oft geradezu als Vorerbeiten for das Lebrbuch erscheines 1aBt.

 Aus demn Hauptzatz folgt unmitielbar die falgende bemerk te Aussage:

. Der Diskontinuititshereich einer jeden fixpunkiiosen sphirischen Bewegungsgruppe kann erhalten wer-
den, indem man dic drei Randringflachen des topologischen Produktes aus der dresfach gelochten Kugel-
fliche und der Kreislinie mit Vollringen, sogenznnten Verschlufiringen, in gecigneter Weise schiieBr”
(Threlfall-Seifert 1933, 568)

Betrachtet man im @brigen den Beweis des Hauptsatzes genauer, so wird die Vemmutung nehegelegt, dall
Sciferi in der Auscinandersetzung mit den Diskontipuitiisbercichen sphirischer Bewegungen auf die An-
finge seiner Theorie gefaserter REume gestoflen ist. Dies voter anderem deshalk, weil dic Bahnkurven ei-
per zyklischen Rechtsdrehgruppe einc gewissermaBen kanonische (Seifert-) Faserung Hefern (Threlfall-
Scifert 1933, 569).

% Eine Obersicht zu den wichtigsten Resultate der Theorie der Diskontinuithtshersiche gab W. Threlfall
unter dem Titel |, Dreidimensionaie Rawmformen™ beim Totemstionalen Mathematiker-KongreB in Zorich
1932; vgl. Threlfall 1932a, 198f

% Als Voriiufer verweisen Threlfall und Seifert uad in emner Art Nachtrag (Threlfall-Seifert 1933, 5856) auf
Hopf 1926.

¥ Das anadoge Problem fiir euklidische Raumformes - lso fir Diskontinuitstshereiche von ecigentlich dis-
kontinuierlichen Bewegunpsgruppen des B3 {diese Bedingung ist jetzt notwendig, da anders als im sphéini-
schen Falt Endlichkeit nicht mechr gegeben ist]- wurde nach Angaben von Weber und Seifert (Weber-Sei-
fert 1933, 240 Anm._ 4) von Steinitz geldst in dessen Enzyklopsdieartikel ober Polyeder und Reumteilun-
gen {Steinitz 1916, 129); wisderaufgegriffen wurde es dann vor Nowacki 1934 upd von Hantzsche-Wendt
1935 {zu den letzteren val. unten im Text).

Im tbrigen heilit 3 bei Threlfal] 19322, 199 japidar: . Nicht so vollstindig sind bisher die hyperbalischen
Diskontinuitdtshereiche untersucht worden ™
Genaueres erfshren wir ein Jahr spater bei C. Weber und H. Seafest, wo es heiBt:
~Wahrend das erste Konstruktionsverfahren [Randidentifikstionen bei Polyedern ohine Verwendung von
Bewegungsgruppen; K.V.] bisher nur zur Auffindung einzeiner Raumformen gedient hat, iassen sich nach
dem zweiten Verfahren [welches umgekehrt von den Bewegungsgruppen susgeht, K.V.} alle sphinschen
und euklidischen Raumformen crmiticin, weil man alle eigentiich diskontivierlichen Gruppen des sphan-
schen urd evkiidischen Raumes kennt. Von den cigentlich diskontinuicdichen Bewegungsgruppen des
hyperbolischen R sind nur cinzelne beksnnt, z.B. die Picardsche Gruppe.”

(Weber-Seifert 1933, 240)
Man bemerkt in diesem Zitat such das deutliche Bestreben, von den mehr oder minder empinschen Erzou-
gungsweisen fir 3-Mannigfaltigkeiten, sie sic beispiclsweise Poincard verwendet hatte, wegzukommen zu
cinem systematischen Ansatz, Dies ist interessant i Hinblick auf die disziplingre Entwicklung der Topo-
logie (vgl. 8).
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aus ist zu bemerken, daB der Wert der Ergebnisse von Threlfall und Scifert in gewisser
Weise von der Poincaré-Vermutung abhingt. Wire diese nimlich zutreffend, so gibe es
nur eine geschiossene orienticrbare zusammenhéingende I-Mannigfaltigkeit, die als univer-
selle Uberlagerung auftreten kéinnte - die Dreisphiire namiich. Dies voransgesetzt wiirden
die Resultate iber Diskontinuititsbereiche sphiirischer Bewegungsgruppen gewisse Riick-
schliisse auf die mdglichen Unterlagerungen liefern (vgl. Threlfall-Seifert 1933, 567).
Inwieweit diese vom topologischen Standpunkt volistindig ist, ist dann weiter zu pridfen. 48

Die dreidimensionalen euklidischen Ranmformen, also jene geschlossenen 3-Mannigfal-
tigkeiten, welche sich als homogene Riume fixpunktioser eigentlich diskontinuieriich
openierender Untergruppen der Bewegungsgruppen des gewthnlichen euklidischen Rau-
mes ergeben, wurden im Jahre 1935 von dem Threlfall-Schilern W. Hantzsche und H.
Wendt erschépfend behandelt (bis auf affine Aquivalenz; vgl. Ratcliffe 1994, 340): Es gibt
zehn derartige Mannigfaltigkeiten, darunter vier nichi-orientierbare (im Unterschied zum
sphitrischen Fall sind hier die betrachteten Fundamentalgruppen in der Regel nicht end-
lich!). Dig erstc Betti-Zahl sowie die Torsionskosffizienten der Dimension 1 lauten (vgl
Hantzsche/Wendt 1935, 610):

a) orientierbarer Fall: (3;-) (das ist der 3-Torus), (1,2,2), (1;3),
(52), (L), (0:4.4);
b) nicht-grientierbarer Fall: (2;2), (2;-}, (1;2,2), (1;4)

Im Jahr 1933 erschien eine weitere Arbeit von H. Seifert, diesmal zusammen mit dem
Dresdner Werkstoffkundler Constantin Weber. Diese trug den Titel ,,Die beiden Dode-
kaederriume” und behandelie hauptsdchlich den sphinischen Dodekasderraum sowie die
Frage nach der Hombomorphie desselben mit dem Dehnschen Klesblattschlingenraum und
dem Poincaréschen Beispiel.*® Daneben trat in thr auch erstmals der hyperbolische Dode-

8 Es istja & priori nicht kar, ob die 5* nicht noch andere Decktransformationen zulaft als die von Threlfail
und Seifert betrachisten sphirischen Bewegungen, Der Zusammenhang der Poincaré-Vermutung mit der
universelien Uberlagerung wurde schon von Veblen 1931, 155 herausgestellt. Im tthrigen wies J. W, Alex-
ander 1932 in seinem Zaricher Vortrag dareuf hir, daB nebea den sufgrund zweidimensionaler Resultate
zu erwartenden einfach-zusammenhingenden tberlagernden Raume auch aoch andere (ohnc oweidimen-
sionaics Analogon) auftreten k&nnen; vgi. 5.1.2.

Weil dicses Probiem mehrfach an verschiedencn Siellen angesprochen wurds, s#i hier noch ¢inmad cinc
Ubersicht gegeben. Dic folgenden 3-Mannigfaltigkeiten standen zur Diskussion:

t. Poincaré's Beispicl aus dem filnfien Komplement, definiert durch ein Heegard-Diagramm auf der Bre-
zelflache (Poincaré VL, 493f-vgi. 3.4);

2. Dehns Xlesblattschlingearsum, definiert durch Deha-Chirurgie auf der gewshelichen Klecblattschlinge
(Dehn 1910, 153f- vgl. 4.3);

3. sphitrischer Dodeksederraum, definiert ais Diskontinuititzbercich ciner Gruppe sphiinischer Bewegua-
gen (Threlfall-Seifert 1931 - siche oben) und derum darsteflbar als Dodekasder mit nach Verschraubung
um #/5 identifizierten Seitenflachen

(Hinzu kommt noch dic von M. Krsines gegebene Darsicllung vermoge einer Polyedendentifikation [vgl.
3.4], die allerdings von H. Seifert und W. Threlfall nicht diskutiert wird, und dic cbenfalls nicht in Be-
tracht gezogene Darstellung als verzweigie Uberlagerung von Knoten [vgl. Seifert 1932, 2221)

in allen drei Fallen handelt es sich um Homologiesphéren, deren Fundamentalgruppen der binfren [kosas-
dergruppe isomorph sind. Die Lasung des vorlicgenden speziellen Homdomorphieproblems beruht auf
dem Satz, dal s zu vorgegebener endlicher Fundamentaigrappe (bis suf Homdomorphie) hichstens eine
Seifert-geiaseric Homologicsphare geben kann (Seifert 1932, 204 [Satz 10] und 209 {Satz 12]). Zu zeigen
15t also nosch, dab 1. - 3. faserber im Sinne Seiferts sind. Das geschicht en folgenden Stellen:
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kaederraum auf, Dieser entsteht aus einem Dodekaeder des hyperbolischen Ranmes mit
dem Kantenwinkel 27/, indem man gegenitherlicgende Seitenflichen wm (2/10)*2n = 2n
/5 verschraubt miteinander identifiriert. Man beachte, daB man diesen Kantepwinkel eukli-
disch nicht realisieren kann. Andererseiis ist er aber unerliflich, damit die Identifikation
einc Mannigfaltigkeit mit hyperbolischer Struktur liefert. Deshalb muB man den hyperbo-
lischen Raum bemithen. Das Netz des hyperbolischen Dodekaederraumes sieht so aus:

(Man vergleiche auch die Darstellung in Weeks 1985, 221-226.) Wiahrend der sphirische
Dodekaederraum funf Ecken aufweist, besitzt sein hyperbolisches Pendant nur eine.

Analog seirem sphirischen Gegenstiick liefert auch der hyperbolische Dodekaederraum
eine Raumteilung diesmal natirlich des hyperbolischen Raumes (vgl. Poincaré’s Aus-
gangspunkt in 3.1). Dieser Dodekaederraum besitzt folgende Invarianten (0, 0; 5, 5, 5; -)
und ist im Sinne Seiferts nicht faserbar (vgl. Weber-Seifert 1933, 249-253). Wihrend der
hyperbolische Dodekaederraum: seinerzeit nur wesig Beachtung fand, spielen 3-Mannig-
faltigkeiten mit einer hyperbolischen Struktur hente eine zentrale Rolle in der dreidimen-
sionalen Topologie (vel. Meyerhoff 1992, insbesondere 8. 48, wo Scifert und Weber er-
wihnt werden, sowie Weeks 1985, 221 - 226, Raicliffe 1994 und Kapite] 7 dieser Asbeit).

Das erste Beispiel einer hyperbolischen 3-Mannigfaltigkeit berhaupt findet sich bei H.
Giescking (1912); es ist heute als Gieseking-Mannigfaltigkeit bekannt (Meyerhoff 1992,
51), die aus ecinem dreifach-asymptotischen hyperbolischen 3-Simplex durch geeignete
Seitenflichenidentifikationen entsteht. Das Giesekingsche Beispiel ist nicht-orientierbar,
nicht-kompakt, weist aber denroch cin endliches Volumen auf (vgl. Milnor 1982, 13). Da
sein Ursprung wenig bekannt ist, sei an dieser Stelle H, Gieseking zitiert:

..Es sei pun als Diskontinuititsbereich gegeben. cin regulires hyperbolisches Tetracder, dessen Ecken

auf dem absoluten Gebilde liegen.®) Da der Kantenwinkel eines solchen Tetraeders den Wert 2+/6

besitzt, so stoBien in dem Zellensystem in joder Kante scchs derestige Tetracder zussmmen. ... Wir

bazeichnen die Ecken diescs Tetraeders mit A, B, C, D, und setzen nun folgende Zuordnung far die
Seitenflachen fost:

3. st faserbar als Diskontinuitdtsbersich einer sphftischen Bewegunpsgruppe {Threlfali-Seifert 1933,
568); 2. ist faserbar (Seifert 1932, 212) und 1. ist faserbar (Weber-Seifert 1933, 245.248).
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ABC = ACD
ABD = BCD

wobed durch diese Schreibweise auch noch angegeben sein solf, in welcher Wesse die Rander der Fla-
chen cinander enisprechen. Es folgen also hieraus sofort die Zuordnungen fir dic Kanten AB w AC =
Al = BD = CD = BE und Ecken A= B e C = I3, d h. beim Zusammenhefien der entsprechenden
Seitenfiichen .., ABC mit ... ACD und ... ABD mit ... BCD) kommen samtliche Ecken und Kanten des
Tetrseders zum Zusammentallen.™

(Gicseking 1932, 1598)

In der Anmerkung * heiBt es: ,,M, Dehn hat mir dieses Beispiel zur Behandlung empfoh-
len” Gieseking kKonstruierie sein Beispiel weniger anus Interesse an der Mgnnigfaltigkeit
selbst, als vielmehr um die Gruppe (a,b | a?b2a-lb-t = 1) peometrisch als Fundamental-
gruppe (niimlich eben dieser Mannigfaliigkeit) mu realisieren. Die weiteren Untersuchun-
gen Giesckings galten denn auch dieser Gruppe, wobei er wesentlich gewisse Kenntnisse
der Bewegungen des hyperbolischen Raumes (nach Kiein - Fricke 1897) cinsetzte. Man
t;;a;:htc ansonsten, daf Giesekings Konstrulction ganz in Poincaréschem Stil veriguft (vgl.

Weiteres Material zum Thema hyperbolische Raumformen enthilt Lobell 1931, eine Az-
beit, die sich weitgehend im Rahmen der rdumtichen hyperbolischen Geometrie bewegt,
ohne auf topologische Aspekte einzugehen; Verallgemeinerungen der Dodekaedersiiume
finden sich bei Friedge 1940, Zur Anknipfung dieser Entwicklungslinie an klassische
(differential-} geometrische Probleme, insbesondere an das von F. Klein, W. Clifford und
W. Killing bearbeitete Raumformenproblem, vergieiche man Milnor 1982, 12f sowie
Kapitel 2.5 cben. Zu H. Gieseking, einem Schiller von M. Dehn, vergleiche man anch
Chandler-Magnus 1982, 26f und 39.

Im engen Zusammenhang mit den bereits geschilderten Untersuchungen standen zwei
wichtige Arbeiten, die H. Seifert als Alleinautor verSffentlichte: , Konstnuktion dreidi-
mensionaler geschlossener Riume” (Seifert 1931) wed ,,Topologie dreidimensionaler
gefaserter Raume” (Seifert 1932). Die erste Abhandlung war Seiferts Dissertation in Dres-
den; sie wurde der Sichsischen Akademic am 23, Februar 1931 von G. Kowalewski vorge-
legt. Die zweite Abhandlung legte Sciferi ais Dissertation in Leipzig bei B.L. van der
Waerden vor.

Bekannt geblichen ist die erstgenannie Arbeit in erster Linie wegen des darin ersumals
explizit (allerdings kombinatorisch) formulierten und bewiesenen Satzes® iber die Fun-
damentalgruppe eines Raumes, der in zwei Teilriume {(verlilt man den kombinatorischen
Standpunkt, muf man diese als offen vorausseizen) mit nichtleerem Durchschnitt D zerlegt
werden kann >

¥ Wic wir bereits in 3.4 gesehen haben, benutzte Poincart in ciner spezicllen Situstion bereits diesen Zu-
sammenhang, ohne alierdings allgemeinere Ausfohrungen zu machen. Ahaliches gilt auch for M. Dchn
und andere.

Dieser Satz wird hewic in der englischsprachigen Literatur meist als Satz von van Kampen bezeichnet;
scltener (z.B. Massey 1989) als Satz von Seifert vnd van Kampen. Letztere Bezeichnung ist historisch ge-
schen sicher angebrachter, de H. $eifert dieses Theorem crstmels (fir simplizisle Komplexe) aufstelitc und
bewizs, wihrend E. van Kampen es dann im Rahmen cines Beweises - ohoe allerdings das Theorem ex-
plizit zu formulieren - veraligemeinerte (Kampen 1933 - vgl. Henn-Puppe 1990, 684). Dics wird leider bei

5t
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,.8atz 1. K ist eine Quoticntengruppe des freicn Produktes K - K¥ vop K' und K. Man crhilt K sus
K- K°, wenn man jo zwei Elemente von K’ und K, die denselben Elementen von D entsprechen, zu-
sammenfallen 18"

(Scifert 1931, 33f)

Dabei bedeuten K, K' und K" die Fundamentalgruppen der entsprechenden Komplexe (k,
¥, k" mit k = X' U k") und D die Fundamentalgruppe des Durchschnittes k' m k", Formu-
lierung und Beweis bewegen sich ganz im kombinatorischen Kontext, insbesonders wird
die Homotopierelation durch die der elementaren Deformierbarkeit ersetzt.>?

Der Satz von Seifert-van Kampen ist bei Seifert keineswegs Selbstzweck, sondern wird
gezielt zur Untersuchung von 3-Mannigfaltigkeiten eingesetzt. Diese bilden das Haupt-
thema der Seifertschen Arbeit, wobei auch hier (wie schon bei Threlfall-Seifert 1931} das
Klassifikationsproblem im Hintergrund steht:

,Solange das vollstindige Invariantensysiem der dreidimensionaicn geschblossenen Riume gegenber

stetigen Abbildungen aussieht, ist dic Konstruktion cinzelner solcher Riume gerechifertigt, die die
fehlende vollstindige Aufzshlung durch cine Beispiclsemmlung ersetet™

(Seifert 1931, 26)%3
Zu Beginn seiner Abhandiung diskutiert Seifert verschiedene , Konstruktionsprinzipe™ fiir
3-Mannigfaltigkeiten (Seifert 1931, 27): Identifikation im Rand eines berandeten Raum-
stiickes beziiglich einer involutorischen Selbstabbildung des ersteren, Heegard-Zerlegung,

Dicudonné 1989, 3G2-304 nicht deutlich, wenn cr sagt: | Seifert proved an identical statement at the same
time...” {Dicudonné 1989, 304).

51 Im Lehrbuch” wird dana dieser kombinatorische Standpunkt weitgehend zug des kenti heo-
retischen aufgegeben (Seifert-Theelfall 1934, 7. Kapitel), der Satz von Scifert-van Kampen wird allerding
auch hier nur fir simpliziale Komplexe formuliert und bewiesen (val, Seifert-Threlfall 1934, 177-179).

5 Weiter woist Scifert auf den zweidimensionaten Fall hin, wo die Theorie der Diskontinuitatsberciche zu
ciner Klassifikation (gurch Fulcr-Charekteristik und Orientierbarkeitscharakter) der geschlossenen Fla-
chen fahre, whhrend es unsicher sei, dad die analoge Theorie i Dreidimenstonaien tatsAchlich afle ge-
schlossene Riume liefere {Scifert 1931, 26). Dreser Verdacht wurde dann 1932 von Threlfsll in seincm
Zprcher Vortrag bestatigt:

. Nun tritt jede geschlossene Flache als Diskontinuitfitshereich einer diskreten fixpunktlosca metrischen
Bewegungsgruppe dor Kugelflache, der culdidischen oder der hyperbofischen Ebenc anf. Entsprochendes
gilt in drei Dimensionen nicht, vielmehe gibt es dreidimensionale geschlossenc Riume, die sich weder mit
ciner sphirischen noch mit eincr cuklidischen oder hyperbolischen Meirik susstaiten Jassen, 2. B. das to-
pologische Produkt sus Kreislinie und Kugelfache. Dagegen lieforn die Diskontinuitatsberciche metnischer
Bewrgungsgruppen ein wichtiges Beispiclmaterial dreidimensionaler Raume.” (Threlfall 19322, 198)
Damit war also die urspriinglich wohl vorhandenc Hoffnung. fiber die Diskontinuititshereiche zu einer
vollstandigen Klassifikation zu gelangen, zumichte gemacht. Der dreidimensionale Fall erwics sich als un-
geshnt reichhaltig und vielgestaltig. Die Tatsache, daB §! x 82 keine gewdhnliche Geometrie (sphinsch,
hyperbolisch, euklidisch) zulidt, sicht man sofort durch Obergang zur univeeselien Uberlagerung, Diese ist
offenkundig R x $?, was topologisch weder 53 (damit scheidet die sphirische Geomelric aus) noch R?
{weshatb dic beiden anderen klnssischen Geometrien susgeschlossen sind) homoomorph ist {dicses Bei-
spict wurde auch von J. W. Alexander in Zarich zitiert - vgl. 5.1.2). Es war gerade cinc wescntliche Lei-
stung Thurstons, dic klassische Liste an moglichen Geometrien crghnzt zu haben {vgl. Reitberger 1984,
223f), wenn such cin abschlieBender Boweis fir dic Vollstindigkeit der Liste von Thurston noch sussteht.
Zu sligemeineren Gesichtspunktea des Verhiiitniss vgl. manman auch Kapitel 8 untcn.
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Dehn-Chirurgie, Bildung zusammenhangender Summen®# aber auch Schalenrfume®’ und
Produktbildung,, Es werden dann noch einige weitere Moglichkeiten, z B, Uberlagerungen,
angedeute!; eine systematische Untersuchung unterbleibt aber in alien genannten Fillen.

Die weiteren Ausfuhrungen Seiferts sind hauptsichlich der Konstruktion von Klassen
von R3umen - i, w. die Linsan- und Prismarfume - vorbehalten, welche durch eine Ver-
allgemeinerung des vor Heegard angepebenen Verfahrens gewonnen werden. Hierzu wird
von einem Volltorus - das heifit hier von einem Torys mit Angabe des Meridians, weicher
im Volltorus nullhomolog sein soll - ausgegangen. Aus diesern wird ein weiterer Volltorus
ausgebohrt, was zu einem Schalenring fGhrt. Stillschweigend unterstellt wird bei Seifert
immer, daB die entsprechenden Mannigfattipkeiten in Standardweise eingebentet sind. Um
aus dem Schalenring eine peschlossepe 3-Mannigfaitigkeit zu bekommen, ist zweierlel
erforderlich:

1. Alle mglichen berandeten, Riume  konstruieren, dic aus dem Schalenting T durch involutori-
sche Seibstabbildung sciner cinen Randfische R entstchen.

2. £ auf alle moglichen Weisen durch einen Valiring P 2 cinem geschi Raume schiieBen.™

(Seifert 1931, 39)

Anders gesagt bedeutet 1, alle involutorischen Selbstabbildungen des Torus zu ermitteln,
und 2., auf dic Randringflache alle im VerschiuBvolltorys (picht aber in der Ringfliche)
null-homoiopen Kurven einzutragen, entlang dercn dann durch Anheflen einer Zweizelle

% Sind zwei 3-Mannigfaltigkeiten gegeben, so nehme man sus beiden im Innem jeweils cine Vollkugel her-
aus und verbefte dann beide l4ngs der entstandenen Rinder. Dic Bildung zusammenhingender Summen
spiclt such heute noch cine wichtige Rolle in der dreidimensionaler Topologie (vgh Milnor 1962e und
Hempel 1976, 24f). Sowcit ich sche, wird sie hicr erstmals explizit als Konstruktionsprinzip verwendet;
implizit eingesetzt wurde dic Summenbildung sber schon von H. Kneser in Kneser 1929. Dost findet sich
dic sogenannte Kneser-Vermutung, weiche in moderner Ausdrucksweise besagt, dalt das Zerfallen der
Fundamentalgruppe einer geschlossenen 3-Mannigfaltigheit stety durch deren Zerfullen in cine zusam-
menhfingende Summe induziert wisd (Hemps] 1976, 66-68). Der von Kneser gegebene Bewsis fitr diesen
Satz beruhte auf dem Dehnschen Lemme und stellts sich samit bis zum Beweis des letrieren als gegen-
standsios heraus. Vgl aber 7.

The Summenbildung wird bei Seifert-Threlfall 1934, 218{ kurz erwithnt als Aufgabe; sic soll weiterhin
dazy verwendet werden, zu zeigen, daBl man cinc , drcidimensionaic Mannigfaltigheit mit beliehig varge-
gebener erster Homologicgrupps™ (Seifert-Threlfull 1934, 219 Aufgabe 4) konstruicren kann. Sic kann
auch zum Beweis der Tatsache, daB men jede endlich prisentietbare Grappe als Fundamentalgruppe tiner
4-Mannigfaltigkeit realisicren kann, hetangezogen werden (Massey 1989, 144 - vgl. such Seifert-Theelfall
1934, 180 Aufgaben 3 uod 4). Bereits 1931 gab Scifert als Anwendung scines berfhmten Satzes an: |, Die
Fundamentaigruppe dor Summe zweier Riume ist das freie Produkt der Fundamentalgruppen der Sum.
manden " (Scifert 1931, 36)

Hier herrscht gleichsam cinc pristabificrtc Harmonic, die sich kategorientheorstisch fassen 1aBt

Man legt zwei gleichartige geschlossene Flichen in den dreidimensionaien Raum, so dab sie cine donne
Schale einschlieBen. Indem man dic inncre und die AuBere Oberfliche aufcinander bezicht, entsteht tin ge-
schiossener dreidimensionaler Ranm.” (Seifert 1931, 28f). Modern gesprochen 18uft das also darauf hin-
aus, fir cinc geschiossence Fliche F das Produkt F x [0,1] zu bilden und {x, ©) mit (f{x),1} zu identifizie-
ren, wobsi f: F—>F topologisch ist. Das von Poincaré betrachtete 6. Boispiel {vgl. 3.2) ist, wic Scifert be-
merkt, ¢in Schalenraum, der von Torl berandet wird, Andere Schalenrfume crgeben sich aus der Hohlku-
gei (vgl. Scifert 1931, 48f), pAmlich §! x $? und das dreidimensionale Analogon der Kleinschen Flasche
{crsteres ist der Linsenmaum L(0,1); letzteres Poincaré's vicrtes Beispicl [deor . verdschte Torus”]). Allge-
mein fikren die Schaienriume zu Fascrbiindel bor ST mit Faser F (vl Hempel 1974, 121-1235).
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geschlossen wird. Beides sind zweidimensionale Aufgaben. Die Lésung der ersten Auf-
gabe, die durch konkrete Untersuchung der involutorischen Selbstabbildungen des Torus
gefunden wird (Seifert 1931, 39-43), lautet:

.Setz 2: idestifiziert man anf cinem von den Ringfiichen R und Ry beraodeien Schalenring T dic
Flichenstiicke, dis vermdge ciner steligen invelutorischen Selbstabbildung von R einander zugeordaet
sind, so kdnnen drei von Ry berandete Riume entstehen: £ (Voliriog), Iy (Hohlzylinder mit ident-
fzierten E.andﬁﬂcbm). I3 (topologisches Produkt aus Kreis und Mabiushand). Mar crhalt |. I, 2

I3, 3. I3, jo nach dem die Selbstabbildung 1. ﬁxpunkthnlhg. 2. fixpunktlos von zweiter Art, 3
Bxpunkilos vor crster Art ist.” (Scifert 1931, 431)

Der Rand des Raumes T ist eins Torus Ry, der durch Einkieben eines Volltorus P geschlos-
sen werden kann. Hierzu ist es hinreichend festzulegen, auf welche doppelipunktiteie
nicht-nuilhomologe Kurve my der Meridian mp von P abzubilden ist. Eine derartige Kurve
g ist aber - aufgefaBt als 1-Zykel - auf Ry stets homolog ePf3, wobei e und f Erzeugende
von H(Rs) sein sollen und p sowie g teilerfremde positive ganze Zahlen. Folglich sind die
durch Schliebung entstehenden Mannigfaltigkeiten durch die Zahlen p und q charakteri-
siert. Es ergeben sich somit drei Moglichkeiten je nachdem, ob man von £;, I; oder Z;
ausgeht: (Z1;p,q) was nichts anderes als die Linseariume L(p,q) ist%7; (£,:p.q@) was zu den
Prismardumen fihrt, sowie (Z3,p,q) was - wie sich herausstellt - nur die beiden echt unter-
schiedlichen Riaume {£3; 0,1) - Produkt Kreis mit projektiver Ebere - und (Z3; 1,0) - Ana-~
logon der Kleinschen Flasche - Hefert (Seifert 1931, 48f).

Im weiteren werden die Riume (Z4;p,9) und (£5;p,9) untersucht und u.a. Homdomor-
phicbedingungen fiir die ersteren hergeleitet (vgl. 5.3), wobei die Fundamentaligruppe eine
zentrale Rolle spielt. Eine analoge Betrachtung lieferi im Falle der Prismariume folgendes
Resultat (vgl. Seifert 1931, 47):

A(E1p.) = (A.C] APCH = ACAC! = 1)

(21,0 =2 (esist Bx:1,0) =51 x §2)
mi(£2;0, 1) = Z*Z  [* ist das freie Produkt} (esist (£2,0,1) = PR # P3R)
Durch Betrachtung der Faktorgruppe von m1{Zg;p,q) nach dem Zentrum®® weist Seifert
dann nach, daf die Ranme (3;;p,q) fir p = 0, g = 0 bel unterschiedlicher Wahl von (p,q)
sémtlich nicht-homdamorph sind (Seifert 1931, 47). Man bemerkt hier einen mittierweile

selbstverstindlich gewordenen Einsatz von gruppeniheoretischen Hilfsmittelr.

Schiieblich untersucht Seifert die geometrische Gestalt der Prismardume, wozu er diese
- #hnlichk wie das schon bei Threlfall-Seifert 1931 geschah - als Diskontinuititsbereiche
sphiitischer Bewegungen darstellt. Dabet geht er aber #iber dic genannte Arbeit insofern
hinaus, als er den Prismariumen Gruppenpaarungen einer Dieder- und einer zyklischen
Gruppe zuordnet, wihrend 1931 der zweite Faktor stets trivial war (das heift, dal nur
Rawme (Z7;p,1) betrachtet wurden). Diese allgemeineren Einsichten flossen dann in Threl-
fall-Setfert 1933 ein.

Als Diskontinuitdtshereich ergibt sich ein 2pg-seitiges sphirisches Prisma, das von
gleichgroBen sphirischen Quadraten begrenzt wird und dessen Boden- und Deckiliche
regelmabige sphirische 2pg-Ecke sind. Deckfliche und Bodenfliche sind miteinander zu

% Von crster (zweiter) Art bedeutet onentierungserhaltend (- umkchrend).

57 Das licgt daran, daB (Z,; p,q) durch Verheften zweier Volitor entlang der Oberflichc entsteht; cs handeht
sich also wm eine Heegard-Zarlegung vom Geschlecht 1, folglich um Linscnriume.

*® Es ergibt sich die Diedergruppe der Ordnung 2p; das Zentrum ist zyklisch von der Ordnuag 2q,




256 Newe Einsichten, Teilerfolge und Fehlschldge

identifizieren gemi8 einer Verschravbung um (2n/2pqyx, wobei der Faktor x bis auf Viel-
fache von 2pq eindeutig durch p und q festgelegt ist. Die Seitenflichen werden nach einer
Vierteldrehung in einer bestimmten Abfolge miteinander identifiziert, welche im Falle p =
2, g = 3 in folgender Abbildung aus Seifert 1931, 63 dargestellt wird:

Die Prismariiume entstehen als Schnittgebilde sphirischer Spindeln, deren spitzzulaufende
Enden abgeschnitten werden:?

% Im Falle p=2, q=1 echilt man eiten sphinischen Wirfel, néhert sich also Poincaré's ersten Beispiclen (vgl.
3.2). Alicrdings stimmen dessen Identifikationsvorschrifien - die ja sozusagen frei erfunden waren - nicht
immer mit den boi Scifert angegebenen tbescin. Auf den genannten Zusammenhang wird bei Threlfall-Sei-
fert 1931, 60f aufmerksam gemacht, ohne daf aber Poincaré genannt wiirde. Dort heit es:

,.Der Diskontinuititsbereich ist ein sphirischer Warfel, dessen Gogensciten durch /2 verachraubt cinen-
der zugeordnet sind. Der konforme Raum [di. §% X. V.] wird in 8 solche Worfel regeimalig geteilt Dic
Wiorfe! stoflen in 16 Ecken zusammen, deren Umgebungsmannigfaltigkeiten Tetraeder sind. Die Konfigu-
retion ist die Projektion des regeimassigen 8-Zells, der einen der 6 regelmafigen Zeliteilungen der Hyper-
sphaire.” (ThreMalk-Seifest 1931, 61)

Als Bewcgungsgruppe crgibt sich eine der Quaternionengruppe isomorphe Grupps; folglich ist - dic Bowe-
gungsgruppe ist fixpunktios - dic Fundamentalgruppe des Prismaraurmes (I, 1,0} isomorph zur genannten
Gruppe.

Dhiesc trat bei Poincart als , hyperkubische” Gruppe auf und zwar als Fundamentalgruppe scines dritten
Beispicls (val. 3.2, insbesondere Anmerkung 109). Die zugebdrige Mennigfaltigkeit wird heute auch als
Quaternionenmaum (Weeks 1985, 229) bezcichnet, sie zeigt insbesondere, dab es (im Unterschied zum
zweidimenstonalen Fafl) geschlossene 3-Manmigfoltigkeiten mit endliches, aber nicht zyklischer
(insbesondere nicht-trivialer) Fundamentalgruppe gibt.

fincr Bemerkung in Threlfall-Seifert 1931, 61 Anm. 30 zufolge, witt (T;; 1,0) auch als Raum der nicktori.
cotietbaren Linienclemente dor coellen projektiven Ebenc auf, was B. L. vao der Waerden erkannt babe
(vgl. Aufgabe 124 im Anhang zu diesem Abschritt). Einzelheiten hierzu - anch zur Frage, warum (I
1,0) und der Rauss der Linienelemente hom@omorph sind - findet man bei Threlfal] 1933.

Einer Prismaraum, der der Scifortschen Beschreibung im Sinne cines Spezisifalies nahekomme, behandelt
Weeks 1985, 124f unter der Bezeichnung , hexagonsl threetorus™.
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{Threlfall-Seifert 1931, 60)

Sieht man einmal vom Satz von Seifert-van Kampen ab, der zu einem der wichtigsten
Werkzeuge der algebraischen Topologie werden solite, so blieb Seiferts Arbeit weitgehend
auf konkrete Untersuchungen beschriinkt und stand insofern in der von Poincaré begriinde-
ten Tradition. Das deutete ihr Autor ja schon durch die Awusdrucksweise vom der
..Beispielsammlung” (Seifert 1931, 26) an. Ein Fortschritt in Hinblick auf das allgemeine
Klassifikationsproblem wurde insofern erzielt, als die Verhaltnisse in bestimmten Klassen
von Beispielen (Linsen-, Prismariume) teilweise oder ganz geklirt werden.

Im darauffolgenden Jahr (1932) solite es H. Seifert gelingen, einen bedeutenden Fort-
schritt beziiglich des Klassifikationsproblems zu erreichen, indem er dieses fiir cine ganze
Klassc von 3-Mannigfaltigkeiten 1oste. Es sind dies die (im Sinne Seiferts) faserbaren
Ritume mit trivialer Homologie 8¢ Diese Theorie soll im folgenden kurz behandelt werden.

Der von Seifert 1932 verfolgte Ansatz ist vollkommen neuartig; er arbeitet - was auch
der Autor hervorhebt - rein kontinuumstopologisch (Seifert 1932, 148). Scine Urspringe
lagen - wie bereits oben bemerkt und auch im weiteren noch deutlich werden wird - in den
mit W. Threlfall gemeinsam durchgefithrien Untersuchungen zu Diskontinuititsbereichen
von Bewegungsgruppen der 3-Sphiire. (Dies wird in den Ausfihrungen zur Faserung der
S3 besonders deutlick; vgl. Seifert 1932, 159-161.) Insbesondere fahrie Seifert den Begriff
der ,Faserung”, der fasertreuen Abbildung und des gefaserten Raumes ein und erkannte
dic Wirksamkeit dieser Hilfsmittel. Dennoch hat sich die heute gangige Faserungsiheorie
unabhingig von Seiferts Arbeiten entwickeltt, vermutlich, weil dessen Faserungen haupt-
sichlich auf die konkrete Untersuchung von speziellen 3-Mannigfaltigkeiten zugeschnitten
waren.

® 3m folgenden werden dicse im AnschluB an Scifert kurz fascrbare Rdume genannt, da einc Verwechse-
bungsgefahr mit dem modernen Begriff bier nicht gegeben ist, einfach weil letaterer gar nicht aufirist. Sei-
fert gelingt es also, dic gefaserten Homologiesphren (bei ihro: Poipcarésche Riume) zu klassifizieren.

Zur Entwicklung der Theorie der Fascrungen vgl. man Dicudonné 1989, Teif 3 Kap. Il oder Hirsch 1985,
620-682. Fine knappe modorac Darstellung der Faserunges im Sinne Sciforts gibt Hempel 1976, Kap. 12
eine ausfihrdiche Ordik 1972,

Sciferts Ansatz unterscheidet aich formal vom modernen insofern e Ausnshmefasern zulfBt seine Fase-
Tungen sind speziell, insofern er nur Volltor betrachtet. Weiter spielt bei ihm der Basisraum cinc andere
Rolle, de dicser (ohne daB Seifert das so ausdrickt, vgl. Anm. 65} als Quoticntenraum konstruiert wird,
die lokal tHvigle Struktur des Totalreurnes kommt bei Scifert nicht explizit vor. Als Standardwerk fiir die
frihe Theorie der Fascrungen im beutigen Sinne sei suf Steenrod 1951 verwiesen.

&
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Anschaulich gesprochen bestebt ein Seifert-gefaserter Raum aus lauter disjunkten 1-
Sphiren, den Fascrn, so daB jede Faser eine abgeschlossene Fasernumgebung besitzt, wel-
che eincm verdrehten Torus faserntreu homSomorph ist. Stellt man sich $3 durch S! gefa-
sert vor (vgl. 3. unten), so erhilt man hicraus jeden geschlossenen gefaserten Raum, indem
man endlich viele gewbhaliche Volitori ausbohrt und durch verdrehte ersetzt.

Eing 3-Mannigfaltigkeit®? M heiBt nach Seifert gefasert, wenn gilt:

1. Zu jedem x e M gibt es genau eine einfache Kurve, Faser {von x) genannt, auf der x
liegt,

2. Zu jedemn % £ M existiert eine Umgebung U und cin Homdomorphismus U — V o R3,
der die in U gelegenen Fasern auf Geradensticke eines Paralielenbischels in V abbildet.

Um dicse Begriffsbildung, deren Herkundt aus der Betrachtung von Orbitriumen von auf
einer Mannigfaltigkeit operierenden Abbildungen offenkundig ist, fiir die Uniersuchung
von 3-Mannigfaltigkeiten wirklich effizient zu machen, ist es erforderlich, das plobale
Zusammenspiel der Fasern zu regeln. Das geschieht im Begriff des gefaserten Rawmes:
Eine gefaseric Mannigfaltigkeit heiBt gefaserier Raum, wenn 1. alle Fasern geschlossene
Kurven sind, und 2. es zu jeder Faser H cine Umgebung Uy gite®?, die sich faserntreu auf
einen gefaserten Volltorus so abbilden 148¢, da H auf dessen Secle abgebildet wird.

Fascrntreu bedeatet, daB die Abbildung topologisch ist und Fasern Fasern zuordnet, Der
gofaserte Voiltorus enisteht aus einem (ausgefillten) Zylinder, indem man Boden- und
Decldliche nach Verschraubung um 2an/m miteinander identifiziert (es geniigt, n und m
ganzzahlig und teilerfremd mit m > 0 und 0 < n < /2 zu wihlen) - eine Konstruktion, die
wns Ahnlich schon bei J. W, Alexander begegnet ist {vgl. 5.1.1). Sie fiihst dazu, dad die-
jemigen geschlosscnen Kurven, welche bei einem gewdhnlichen Volltorus dic Parallcien
bilden wiirden, im gefaserten Voiltorus verknotet sind. Die einzige nicht-verknotete Kurve
dieser Art ist dic Torussecle, die der Ausnahmefaser entspricht.

Dann heifen (m.n) die charaktenstischen Zahlen des Volltorus (Scifert 1932, 1501,
weil sie diesen eindeutig festlegen.® Von besonderer Bedeutung ist der Begriff der Zerle-
gungsfliche f (heute: Seifert-Fliche) eines gefaserten Raumes F, der nun von Seifert einge-
fiahrt wird:

Diese erhiilt man, indem man jeder Faser H cines gefaserten Raumes einen Punkt zuord-
net und die so erhaltene Menge topologisiert, indem man die Bilder der Umgebungen des
gefaserien Raumes zu Umgcbungen erklirt. Es stellt sich dann heraes (Seifert 1932,
155365

82 Seifert ist nebenbei bemerkt sehr sorgfilitig, was dic Verwendung der mengentheorctischen Topologie an-

belangt. Topologische Raume definicrt er nach Hausdoefl eber Umgebungen;, seine Mannigfaltigkeitsde-
finstion ist dic modermne (Scifert leitet diese auf Kneser 1926 zuriick), webei allerdings der Zussmmenhang
zu den definicrenden Eigenschafien gerechnet wird. (Seifert 1932, 149). Werden neve REume konstruiert -
z.B. der Basistaum durch Quotientenbildung - so wird das Problem der Topologisicrung desselben aus-
dracklich erwiihnt (Seifert 1932, 155).

Uy 15t cine . H enthaltende Teilmenge von Fasern” (Scifert 1932, 150), aber deren Topologic war nichts
weiler erfahren; vermudich soll Uy als Teilraum der Mannigfaltigheit betrachtet werden.

Dricse Zahlenpanre charakterisicren auch die durch das Verdreher des Zylinders entstandenen Toruskao-
1en (vg]. Seifert- Threlfall 1934, 179).

Ist ¥ der gefaseric Ravm, so ergibt sich die Zerlegungsfliche £ indem man zum Quotientenrsum F/~
tbergeht mit X ~ v (xy € F) dann und nur dann, wenn es eine Faser  gibt mitx € Hund ¥ € H. Dic

63
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v1.Die Umgebungen von { edfllen die Hausdorffichen Umgebungsaxiome,

2.Es gibt zu jedem Punkt auf { cine Umgebung, die sich suf das Innere cines euklidischen Vollkreises
topologisch abbilden 1abt,

3.1st jedem Punkt von f cine beliebige Umgebung zugeardnet, s6 gendgen abzihibar vicle, ganz [ zu
aberdecken. Mit F ist auch { cine offene oder geschlossene Maennigfaltigkeit.

4.f1st zusamraenhingend.”

Es erweist sich, daB die Zerlegungsfliche in hohem Mabe charakteristisch ist fiir den zu-
gehbrigen gefaserten Raum. Da die Zerlegungsiliche eine Fliche ist, kann man auf sie die
bekannten Ergebnisse der Flichentopologie anwenden. Folglich hat man dreidimensionale
Probleme guf zweidimensionale I5sbare® reduziert: Der Archimedische Punkt ist gefun-
den. Ist F geschlossen, so ist { geschlossen. Folglich ist dann f entweder cine Sphire mit g
Henkeln (Geschlecht g) oder cine mit k Kreuzhauben (Kreuzhaubenzah] k).

Man hat eine surjektive Abbildung p: ¥ — £ mit p(H) = h fiir jede Faser H und den entspre-
chenden Punkt e £. Ist Uy eine Faserumgebung, so heibt p(Uy) Zerlegungsumgebung®”
von h. Die Zerlegungsumgebungen haben eine besonders einfache geometrische Gestalt:
Sie sind Kreissektoren mit dem Zenuriwinkel 22/y homomorph, wobei die beiden begren-
zenden Radien identifiziert sind. Es wird nun gezeigt, daB diese Zah! y charakteristisch fiir
die Faser H ist, d.h. dab sie nur von H, nicht aber von der speziellen Wahl der Faserumge-
bung abhiingt (Scifert 1932, 156 - 158). Eine Faser H heiBit y-fache Ausnahrmefaser, wenn
das oben cingefithrte p > 1 ist; ist i = 1, so liegt eine gewshnliche Faser vor. 5% Ist M ge-
schlossen, so kann es nur endlich viele Ausnahmefasern in M geben, da ja jede Ausnahme-
faser definitionsgemib eine Faserumgebung besitzt, in der auBer itr alic Fascrn gewshn-
lich sind.

Beispiele fiir gefasertc Riume sind:

1. Betrachtet man den Schalenraum, der aus einer Hohlkugel enisteht, indem man Rand-
punktpaare, welche auf demselben Radius liegen, identifiziert, so erhilt man einen gefa-
serten Raum, niimlich S2 x $1. Als Zerlegungsfliche kann man in diesem Falle eine im

Zedegungsflache ist also eine Art Orbitraum, (Man stelle sich dic Fasern als Bahnen vor, man beachte,
dal es gemal 1.durch jeder Punk von H hochstens cine derarlige Faser geben kann.)

¥ Ahnliches loisten nstirlich auch Dehn-Chirnrgic und Heegard-Ihagramme. Nur sind dort die zweidimen-
sionalen Probleme schwicrig und keineswegs aligemein geldst. Scferts Ansaty, lisfert dagegen - wic var
sehen werden - wirklich cioc L.Asung, aber eben nur fir cinen Teilbersich.

7 Man beachte, dad Uy und p(U;, ) abgeschlossene Mengen sind (Seifert 1932, 156).

65

In modemer Terminologie (Hempel 1976, 115£) ist cine Scifert-gefaserte Mannigfeltigkeit dadurch charsk-
terisicrt, dab es zu jeder Faser H cine abgeschlossene Umgebung Uy gibt, welche ein Volliorus ist, nebst
ciner Uberiagerung = E? x §! Uy mit den Eigenschafien
1. = bitdet jedes {x} x S} mit x € E2 auf cinc Faser ab;
2. x\(H) ist fur jede Fascr H zusammerhiingend;
3 Die Decktransformationsgruppe wird von den Abbildungen 1, ., crzsugt {m.pt € Z rolativ prim), wobei
die Abbildung t, . definicrt ist als

1 gy (e, 680) = ([ei@rImein) | o 2n) )
Ist = 1, so ist % einc Einbettung und es liegt ¢ine gewdhniiche Faser vor.
Eine p-fache Ausnahmefaser ist u-mal durchlaufen ciner gewShnlichen Faser homolog. st H cinc p-fache
Ausnahmefaser, so schnciden die gewShnlichen Fasern in ihrer Umgebuag den Meridiankreis =(E2 x {0})
p-mal und winden sich m-mal um H. Der Prototyp ciner Ausnahmefaser jst zlse dic Sccle eines
wverdeehten”, d.h. bei Scifert eines gefaserten Volltorus.

b
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Raum licgende 52 nehmen. Die charakteristischen Zahlen sind hier m = | und n = 0
(Seifert 1932, 154f). Man beachte, daB $2 x S! dennoch keine Mannigfaltigkeit mit ei-
ner sphirischen Geometrie ist: Das liegt - wie sich noch herausstellen wird - daran, daf
die Fundamentalgruppe von 82 x S! unendlich zyklisch ist.

2. Ist f cine Fliche, so ist f x S! ein gefaserter Raum, Folglich kann jede Fliche als Zer-
legungsfliche auftreten. (Seifert 1932, 156)

3. Auf 83 wird cine Faserung (durch Bahnen bestimmter spharischer Bewegungen - siche
oben; folgendermaben analytisch gegeben (Seifert 1932,159):
X' = x; cos(mt) + xy sin{mt)
xy' = -x; sin{mt) + x; cos{mt)
X3' = X3 cos(nt) + xy sin{nt)
Xg' = X3 sin{ni) + x4 cos(at)
{m,n natlirliche teilerfremde Zahler, { durchlauft das Intervall 0 Bis 2x). Die Zerle-
gungsfliche ist auch hier eine S2, die sich aber nicht in §3 einbetten 14Bt. Die Abbildung
. 53 -2 82 des gefaserten Raumes auf die Zerlepungsfliche ist gerade die heute als Hopf-
Fascrung bezcichnete Abbildung (Seifert 1932, 161 Anm. 12).

4. Der gefaserte Volltorus liefert - fails er wirklich | verdreht” ist, also m > 1 - ebenfalls ein
Beispiel dafiir, daB die Zerlegungsfliche nicht in den Raum selbst einbettbar ist. Diesen
Punkt hebt Seifert ausdriicklich hervor (Seifert 1932, 155).

Die Zetlegungsfliche eines gefaserten Raumes ist nach einem Satz von Radé (vgl. Radd
1925), den Seifert nennt (Seifert 1932, 155 Anm. 9), immer trizngulierbar. Aber auch
gefaserte Réume besitzen diese Eigenschafl, wie Seifert im Paragraphen 4 seiner Arbeit
zeigt.®® Folglich lassen sich diese rein kontinyumstopologisch definierten Riwme auch
kombinatorisch-topologisch behandeln (Seifert 1932, 162).

Um gefaserte Riwme zu vereinfachen, entwickelt Seifert eine Art von Chirurgie. Diese
besteht darin, dal man aus einetr geschlossenen gefaserten Raum die endlich vielen Aus-
nahmefasern ausbohrt - also das Innere einer Faserumgebung derselben jeweils entfernt -
ung znschlicbend die Mannigfaltigkeit durch Anheflen gewthnlicher Tori fasertreu wieder
schiieBt. Um die SchiieBung zu charaktersieren, geniigt es, in den den Aussenraum beran-
denden Tori jeweils eine Faser, die doppelpunkifrei, auf diesem nicht-nullhomolog und
nicht der {Ausnahme-) Faser homolog sein darf, anzugeben, welche dann auf den Meridian
des schlieBenden Volltorus abzubilden ist. Der geschilderte SchlieBungsprozeB 145t sich
durch die charakteristischen Zahlen der fraglichen Ausnahmefaser beschreiben. Die Chir-
urgie ist aber unabhiingig von der spezieilen Auswahl der auszubohrenden Faserumgeban-
gen; sic licfert 7u jedem gefasertien ¥ cinen ebensolchen Fjy ohne Ausnahmefasern. Aus Fy

% Im wesentlichen geschicht das dedurch, dal man dic Triangulicrung vom Basisraum, das ist die Zerle-
gungsflache, in den Totalraum, den gefascrien Raum, hochhebt, Dabei mossen die Verhaltnisse um die
sogenannten Ausnshmepunkte, das sind die Bilder der Ausnahmefascrn, besonders beachtet werden. Dic
Hochhcbung beruht darauf, daB das Urbild eines 2-Simplexes der Zerlegungsfidche - das ais Zetlegungs-
umgebung mit kochstens elnem inberen Ausnahmepunkt gewdhlt werden kann (Scifert 1932, 162f) - cin
gefaserier Volltorus ist, der sich matfirlich triangulicren 148t, Anschliefiend missen die Triangulicrungen
der einzelnen Volltor miteinander vereinbar gemacht werden.

Seit Moisc 1952 weill man, dab sick alle 3-Mannigfaltigkeiten, also insbesondere Seifert-gefaserts, trian-
gulicren lassen.
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ergibt sich durch Ausbohren einer beliebigen Faserumgebung der sogenannte Kiassenranm
FO.

Ziel ist &5 nun, gefaserte Réume auf einfachere Formen durch Chirurgie zurickzufihren
und letztere dann mit Hilfe der zugehdrigen Zerlegungsfliche zu charakterisieren. Hierzn
ist noch erforderlich, den Begriff der bewerteten Zeriegungsfliche cinzufithren. Ein ge-
schlossener Weg w in einer Zerlegungsfliche f induziert im gefaserten Raum eine darGber
licgende Abbildung von Fasern. Geschieht diese so, dad Anfangs- und Endfaser gleich
orientiert sind, erhilt der Weg die Bewertung +1- sind die Orienticrungen cinander entge-
gengesetet, so ist dic Bewertung -1. Man kann feststeilen, dab die Bewertung fiir alle Wege
einer Homotopickiasse - ja sogar einer Homologicklasse (Seifert 1932, 171) - gleich ist.

Zwei gefaserte Riume F und ¥ sollen dann und nur dann zar selben Klasse gehdren,
wenn sich ihre zugehdrigen Zerlegungsflichen f und £ homgomorpk und bewertungser-
haltend aufeinander abbilden lassen. Folglich gehéren F und F sicherlich verschiedenen
Klassen an, wenn f und £ nicht homdomorph sind. Zu einer Zerlegungsfliche kénnen im
allgemeinen mehrere Klassen gehoren; ist aber die Zerlegungsfiiche einfach-zusammen-
hiingend, so gibt es zu ihr nur eine Klasse, da in diesem Falle nur eine Wegeklasse existiert
und deren Bewertung zwingend +1 ist. Das zentrale Ergebnis lautet nun so:

«Satz 3. Jede Klasse geschlossener gefaserier Riume bestimmt umkehrbar cindeutig cinen gefaserten
berandeten Raum Fy, den Kiassearaum. Der Kiasscnraum ist der einzige gefaserte bersndete Raum
ohne Ausnahmefasern, der zur Zedegungsflache die einmal gclochis, der Kiasse charakteristische
bewartcte Zerlegungsflache bat. Aus Fy erhilt man afle Raume der Klasse durch Ausbohren ciner
endlichen: Anzshl r von Fasern und SchlieBen afler r+1 Randringfizchen mit belichigen Verschluss-
ringen.”

(Seifert 1932, 173)

Umgekehrt gibt auch jede geschlossene Fliche nach Einfihrung einer Bewertung (auf den
Erzeugenden der Fundamentalgruppe) Veranlassung zu einer Klasse bewerteter Fliichen,

Um einen gefaserten geschlossenen Raum F zu charakterisieren, sind somit folgende
Angaben erforderlich:

O, N Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit des gefaserten Raumes;

o, 0 Orientierbarkeit bzw. Nichtorientierbarkeit der Zerlegungsfliche;

g, k deren Henkel- bzw, Kreuzhaubenzahl;

b eine ganze Zahl, die vermdge einer Homologicbedingung die Schliebung der aus

¥y zur Gewinnung des Klassenraumes F, herausgenommenen Fasernumgebung festlegt

und durch F nebst seiner Orientierung bestimmt ist (vgl. Seiferz 1932, 181,

o3, P charakteristische Zahlen der in dem gefaserten Rauwm vorhandenen Ausnahmefa-

sem.
Nunr gilt: Zwei gefaserte geschiossene Riume, die in den Invarianten {Q,0,g1b; oy, By, g
Ba; - ionBp) oder (Onk i by o, By az.By; .. 304,80 bereinstimumen, lassen sich orientie-
rungserhaltend fasertreu aufeinander abbilden (Seifert 1932, 181). Ein shnficher Satz gilt
auch fir nichtorientierbare gefaserte geschlossene Riume (Seifert 1932, 188 und 193),
wobet hier dic Verhiltnisse etwas komplizierter liegen, weil der Kombination Nu in Ab-
hiingigkeit von k bis zu drei Klassen entsprechen kdnnen.

Im Falle orientierbarer gefaserter geschlossener Riume 1238¢ sich ein Diagramm Vy, ein
Seifert-Diagramm, angeben, das zusammen mit dem Klassenraum ¥, den Raum F eindeu-
tig festlegt.
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Dieses Diagramm stelit im wesentlichen das topologische Produkt eines r-fach gelochten
Kreises - 1 enispricht der Anzahl der Ausnahmefasern im betrachteten gefaserten Raum -
mit ciner Kreislinie dar. Auf die dulerc Randfliche ist ein gewdhnlicher Volitorus aufru-
kicben, wihrend die inneren | Xanile” entsprechend den charakteristischen Zahlen der
ausgebohrien Ausnahmefasern zu verschlieben sind. Die sogenannten Querkreise Q; (i=1,
....,T} sind einfach geschlossene Kurven auf den dic Volltori berandenden Tori, welche jede
Faser der letzteren genau einmal schneiden. Anders gesagt, handelt es sich um Riickkehr-
schnitte auf Tori, welche allen Fasern konjugier sind (Setfert 1932, 153).

Tm nachfolgenden Paragraphen 9, den wir hier Gbergehen, behandelte Seifert Uberlage-
rungen, im Paragraphen 10 leitete er, gestiitzt auf e¢iner Satz aus Seifert 1931, die Funda-
mentalgruppe eines gelochten Fundamentalpalygons betreflfend, die Fundamentalgruppen
der gefaserten Raume ab.?0 Insbesondere stelit sich heraus, daB die Fundamentalgruppe der
Zerlegungsfliche eine Faktorgruppe der Fundamentalgruppe des gefaserien Raumes ist;
soll also letztere endlich sein, so gilt dies a fortiori auch fiir erstere.”? Folglich kommen als
geschlossene gefaserte Riume mit endlicher Fundamentalgruppe nur solche in Betracht,
die die Sphére oder die projektive Ebene zur Zerlegungsfliche haben. Eine genavere Ana-
lyse (Seifert 1932, 202f) fuhnt zam Ergebnis, dad fir die fraglichen gefaserten Riume
endlicher Fundamentatgruppe im Falle der projektiven Ebene als Zerlegungsfliche nur ein
Raum mit héchstens einer Ausnahmefaser, im Falle der Sphire nur Riume mit hichstens

™ Phese hat beispichweise fir den Raum (0,001 b @, B, © ...1 op.B,) [dicser Ravm hat die Sphire zur Zerle-
gungsiliche!] folgende Gestalt:

LN T | T Srprfe o — 1 ~lo-1 _
51 {Quen Qy HIQEH® = QP HM == Q% = QoQ..Qp = L QHQH ' = 1)
Die Q; (j=1....,r) sind Querkreise, welche zu den ausgebohrtzn (Ausnshme-) Fasern gehdren, H ist cine
gesignet gewihlte Faser (Scifert 1932, 200{). Eine aligemeincre moderne Darstellung findet man bei Hem-
pel 1976, 1171
Sciferts Argument hicrfie ficst sich bemerkenswert modern: ,,Ordnct man jeder geschlossenen Kurve auf F
ihr Bild auf der Zerlegungsfliche f zu, so ist damit cine homomorphe Abbildung der Fundamentalgruppe
von F auf die vor f hergestelit.” (Seifert 1932, 201)

4
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drei Ausnahmefasern in Betracht kommen. Treten im letzten Fall tatsichlich drei Aus-
nahmefasern auf, so lauten deren Vielfachheiten (o), a5, oa):
2,2,noder2,3,30der2, 3, 4oderaber2, 3,5 (mitn € Nundn 2 2).

Die Fundamentalgruppen der zugehtrigen gefaserien Riume sind dann Erweiterungen der
platonischen Gruppen.”?

Gestiitzt auf dic Kenntnis der Fundamentalgruppe eines geschlossenen gefaserten Rau-
mes, der die Sphire zur Zerlegungsflache hat, kann Seifert nun folgenden wichtigen Klas-
sifikationssatz beweisen:

-Satz 10 Eine notwendige Bedingung fir die Homdomorphie zweier gefaserter Riiume F und F, dic
dic Kugel zur Zeregungsflache und mindesiens drei Ausnahmefasern der Vielfachheiten @q,....ap bo-
2. @1',...0¢ babcn, besteht dann, daB a,....0 bis auf dic Reihenfolge mit ay',...,a' thercinstim-
men.”

{Seifert 1932, 204)

Im nachfolgenden Paragraphen 11 beantworteie Seifert die Poincaré-Vermutung (ohne
diese ausdriicklich so zu: nennen) fiir geschlossene gefaserte Riume, indem er nidmlich
kldrt, welche derarigen Riume eine Fundamentalgruppe besitzen, die trivial ist. Da die
Fundamentalgruppe der Zerlegungsfliche danp Quotient einer trivialen Gruppe ist, muB
auch diese trivial scin. Somit ist dic Zerfegungsfliche cine 2-Sphire und F 146t sich cha-
rakterisieren als’ (0,0,0 | b; a,B1; @2.82; ... jenBr )

Wie oben bereits ausgefiihrt, hat ein solcher Raum nur dann eine endliche Fundamental-
gruppe, wenn 1 < 3 ist. Dabet wurde der Fall r= 3 bereits geklirt, indem sich hier die Viel-
fachheiten explizit angeben licBea (siche oben}. Als Fundamentalgruppen der gefaserten
Riume ergaben sich Erweiterungen der platonischen Gruppen; also sind die zugehtrigen
Mannigfattigkeiten sicher nicht einfach - zusammenhingend. Es stellt sich weiter heraus,
daB sich fiir r = 1 und 2 die Faserungen der Hypersphiire 53 ergeben, welche oben ange-
geben wurden, > wihrend © = 0 die von Ausnahmefasern freie Faserung der $3 durch Krei-
se liefert, In allen drei Fillen liegt also die Hypersphire vor. Folglich ist diese die einzige
einfach-zusammenhsingende gefaserie geschlossene 3-Mannigfaltigkeit.

Fine genauvere Dhskussion dicses gruppentheorstischen Aspektes findet sich in Threifall-Seifert 1933, 572,
wo im weitcren auch die entsprechenden RAume noch expliziter gekennzeichnet wesden im Rahmen der
Theorie der Diskontinustitsbereiche, Dort wird auch gezeigt, daB sick im Falic zweicr oder weniger Aus-
nrhmefasern (und nattrlich der Sphire der Zerdegungsflache) cin Linsenraum oder der Schalenrsum 81 x
82 (siche oben) ergibt. Latzterer kann auch als Linsenrsum 10,1} angeschon werden, was Seifert aber
nicht tut,

Einc entscheidende Rolle im Beweis dieses Resultstes spielt die Interpretation des Quoticaten der Funda-
meatalgruppe nach dem von H erzeugicn Normalteller - der im Qbriger fir r = 3 gerade das Zeatrum die-
ser Gruppe ist - als Polygonnetzgruppe (vgl. Seifert 1932, 202 und 204), das heilt als cine Gruppe, dic aus
den Dechtransformationen siner (picht notwendig regelmaBigen) Pasketlierung der 2-Sphare, der eckfidi-
schen oder der hyperbolischen Ebene besteht.

Man beachte, dafi aufgrund fritherer Oberlegungen cin gefaserter Raum, der dic Sphire zur Zerlegungsfla-
che hat, notwendig orientierbar sein muf.

Farr=1 crgibt sich m = |, n = ;. fir r = 2 liegen die Verhiiltpisse schwieniger {vgl. Scifert 1932, 207 -
209). Man findet aber flir ma = 1, & # | immer Torusknoten ais gewshnliche Fasern; insbesondere fiir m =
2, n =3 cine Klecblattschlinge. {Seifert 1932, 206).
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Diese Fragestellung wird im nichsten Paragraphen verallgemeinert: Welches sind die
geschlossenen gefaserien RAume, deren erste Homologiegruppe (und damit, da - wie sich
herausstellt - Orientierbarkeit stets gepeben ist - auch zweite) trivial ist? Analog zum Falle
der Fundamentalgruppe muB auch hier die erste Homologiegruppe® der Zerlegungsfliche
verschwinden, also letztere eipe 2-Sphire sein, Riume mit verschwindender Homologie
nennt Seifert im AnschluB as Dehn (vgl. 4.3) Poincarésche R3ume, wenn sie nicht der
Hypersphire hamsomorph sind. Wir sprachen ven Homologiesphiren.

Der gesuchte Poincarésche Ranm M stellt sich also als gefaserter Raum in der Form
(0,0,015; a1,By; @x.Ba: .. 5By ) dar; somit kennt man (vgl. Anmerlung 70 oben) dessen
Fundamentaigruppe und damit {durch abelsch machen} dessen erste Homologiegruppe:

H, (M) = (Qp. Q HJQoH = QGH =..ox QITH = QuQ1-Q, =1}

pius Vertauschungsrelationen fiir afle Erzeugenden)
Diese Gruppe soll trivial sein. Eine penauere Analyse liefert dann folgendes Ergebnis
{Seifert 1932, 209):

.Satz 12: In cincm gefaserten Poincaréschen Raum gibt &5 mindestens drei Ausnshmefasern. lhre
Vielfachheiten oy, ¢, ...,0, 5ind pearweise relativ prim. Sind umgekehet (o)., &) (r 2 3) panrweise
relativ prime Zahlen, 2 2, so gibt cs gensu cinen gefaserten Poincarfschen Raum, der r Ausnahmefa.
sern dieser Vielfachheiten hat. Zwei gefaserte Poincarésche Riume sind sur dann homdomorph,
wenn sie sich fascriren sufcinander abbilden lassen; mit anderen Worten: wenn cin Poincardscher
Raum dberhsupt faserbar ist, 50 pur auf eine Weise. Der cinzige gefaserte Poincarfsche Raum mit
endlicher Fundamentalgruppe ist der Dodekasderranm.”7’

Zum Abschiud der Poincarésche Riume betreffenden Uberlegungen zeigt Seifert noch,
da#f sich ein solcher Raum dann und nur danr durch Dehn-Chirurgie ans einem Toruskno-
ten gewinnen LiBt, wenn der Raum faserbar ist, genau drei Ausnahmefasern besitzt, deren
Vielfachheiten m;, my, m3 paarweise relatlv prim sind und den Bedingungen

1. my <my<mg,

2. my=jgmymy - Hmitqe Z

7 Seifert spricht cinfsch von der Homologiegruppe.

7! Es ist bemerkenswert, welche hernusragende Rolle diese 3-Mannigfaltigheit spielt. Nicht zu unrecht
Qberschreibt D. Rolfsen cinen Abschnitt seices Buches mit |, The ulnquitous Poincaré homology sphere™
{Rolfsen 1976, 308).

Zum Beweis der beiden letzten Behauptungen im Fext beachte man, dall die Faserung cines Poincaréschen
Raumes durch Angabe der Anzahl ued der charaktedstischen Zahlen der Ausnahmefasern bereits festge-
fegt ist, und daB 2,3,5 das cinzige Tripel prarweise refativ primer Zahlen ist, das bei einem gefaserten Po-
incaréschen Raum sufireten kann, wenn dessen Fundamentalgruppe endlich sein soll. Letzteres ergibt sich
aber als notwendiges Keiterium fr die Endlichkeit der Fundamentalgruppe cines gefaserten Poincaréschen
Raumes (Scifer: 1932, 208).

Der Dodekaederraum hat die Invarianten (0,0,0 | +1; 5,1; 2,1; 3,1); seinc Fundamentalgruppe sicht zlso so
aus: ( Qg Q1. Qz Qa HIQoH! = Q°H = Q2H = QPH = Qi Q= 1)

Formt man die Relationen durch Elimination von H um, so ergibt sich schiicBlick die bekannte Prasentie-
rung der binren Tkosaedergruppe (vgl. auch Aufgabe 84 im Anhang zu diesem Abschnitt): {Q). Qz Qs
Q3= Q= Qa2 = Qi)

Es stelit sich im fbrigen horaus (vgl. Hempel 1976, 115), daB die im Sinne Seiferts faserbaren Riume bis
auf wenige Ausaghmen zu denjenigen 3-Mannigfaltigheiten gehsren, die durch ihr Fundamentalgruppen-
system bezfglich ibres Homdomorphictyps festgelegs sind. Vgl hierzu auch H. Seifert selbst: | Es zeigt
sich, daB zwei faserbare Poincaré'sche Riume homdomorph sind, wean sic dicselbe Fundamenislgruppe
heben.” (Seifeet 19325, 197).
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geniigen. Der Poincarésche Raum 40t sich dann nur aus einem einzigen Toruskneten
durch Dehn-Chirurgie gewinnen. Folglich sind der Dehnsche Kleebiattsehlingenraum und
der gefaserte Dodekaederaum (0,00 {-1; 5,1; 2,1, 3,1} homdomorph 78

Natitrlich liegt cine Frage nahe: Sind vielleicht gar alle 3-Mannigfaltigkeiten faserbar?
Daf dem so nicht ist, 128t schon der enge Zusammenhang 7o den sphiirischen Diskonti-
nuititshereichen vermuten, welche ja auch eine engere Begriffsbildung als die Menge aller
3-Mannigfaltigkeiten darstellen ? Mit Hilfe eines algcbraischen Kriteriums 146t sich hier -
wie so oft, wena es um Nichiexistenz geht - zeigen, dab es nicht-faserbare 3-Mannigfaltig-
keiten gibt Nimmi man in einem gefaserten Raum cinen geschlossenen Weg w, dessen
Anfangs-gleich-Endpuskt in einer gewShnlichen Faser H liegt, so wird diese lings des
fraglichen Weges in +H Gberfihrt (das heifit, die Orientierung in H bleibt erhalten oder
wird wmgekehrt). Da H = §1 ist, kann man H ebenfalls als geschiossenen Weg h auffassen.
Fitr die entsprechenden Wegeklassen in der Fundamentalgruppe des gefaserten Raumes gilt
also fw]-L-Th}-[w] = [h]1, Ist foiglich der Raum faserbar, so mubB es in der Fundamentai-
gruppe ein ausgezeichnetes Element {h] geben, das bei Konjugation mit einem beliebigen
anderen Element der Fundamentalgruppe in [hlt! Gbergeht. Zu kldren bleibt noch die
Frage, wann [h] = 1 ist. Es stelit sich heraus, daB nur die 53 und die Linsenriume Faserun-
gen zulassen, in denen dies eintreten kann. Da die Fundamentalgruppe eines Linsenraumes
zyklisch ist, gibt es in dieser stets ein Element, das bei Konjugation auf sich oder auf sein
Inverses abgebildet wird. Somit ist die angegebene Bedingung far alle nicht einfack-zu-
sammenhingenden Manmigfaltigkeiten notwendig (Seifert 1932, 227).

Will man die Existenz nicht-faserbarer Mannigfaltigkeiten nachweisen, kann man nach
einer cntsprechenden Fundamentalgruppe Ausschau halten, Hierzu benutzt Seifert die von
ihm bereits 1931 (vgl. oben) betrachtete topologische (heute: zusammenhingende) Summe
zweier 3-Mannigfaltigkeiten. Deren Fundamentaigruppe ist gleich dem freien Produkt der
Fundamentalgruppen der Summanden, weshalb der folgende Satz das Problem erledigt:

. Hilfssatz VIII: Das freic Produkt zweier nicht aus dem Einselement besichender Gruppen A und B
hat dann und nur dann e&in vom Einselement verschiedenes Element H, dus bei Transformation mit
jeders Element in sich oder auch in sein Reziprokes Obergebt, wenn dic Gruppen A und B beide dic
Ordrung 2 haben”

(Seifert 1932, 228)

Folglich 146t sich z B. die topologische Summe zweier Mannigfaltigkeiten, deren Funda-
mentalgruppen beide Ordnungen gréfier 2 besitzen, sicher nicht fasern. Als .einfachstes”
Beispiel nennt Seifert dic Summe zweier Exemplare von 81 » §2, | dic man aus einer vier-
fach gelochten Hypersphire durch paarweise Zuordmung der Randkugeiflichen {nach der
ersten Art) erhilt.” (Seifert 1932, 210). Dagegen 4Bt sich die Summe zweier reclier pro-
jektiver Riume fasern. Andere Beispiele nicht-faserbarer Raume liefern die offenen, ein-
fach-rusammenhingenden dreidimensionalen Riume sowie der hyperbalische Dodekaeder-
raum.

Nach Art der Faserbarkeit kann man unterscheiden:

7 Zur Hombdomorphic dicser Mannigfaltigkeiten mit dem urspritnglichen Beispiel von Poincaré, das durch
ein Hecgard-Diagramm definiert war, vgl. man oben Anm. 49.
® Eine gensuere Aussage macht der , Hauptsatz"” sus Threifall-Scifest 1933, 568 vgl. oben.
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. micht-faserbare Mannigfaltigkeiten;
. Mannigfaltigkeiten, die sich auf genau ecinc Ari und Weise fasern lassen (z.B. Poin-
carésche Riume);

3. Mannigfaltigkeiten, die mebrere Faserungen zulassen (z. B. 83, weiche unendlich viele
Faserungen tragen kann, die aber alle $2 zur Zetlegungsfliche besitzen),

N

Im letzien Fall kann es sogar geschehen, daB eine Mannigfaltigkeit zwei Faserungen mit
untcrsch_iedlichcn Zerlegungsfldchen zul3Bt. Dieses interessante Phinomen iritt beim
Quaternionenraum auf, dessen Fundamentalgruppe zwei Elemente (nimlick -1 und i) ent-
hilt, die das bekannte, fir gefaserte Riume charakteristische Transformationsverhalten

zeigen. Die entsprechenden Zerlegungsflichen sind die 2-Sphire und die projektive Ebene
(Seifert 1932, 230f).

Die soeben ausfithrlich geschilderte Arbeit von Seifert sollte um 1980 herum wieder
grobe Bcach_tung finder. Im Vorwort zur englischen Ubersetzung von Seifert-Threlfali
1934 und Seifert 1932, dic 1980 publiziert wurde, schreibt 1.S. Birman:

,.,[‘n fact it- could bc said that Scifert anticipated the theory of geometric structures on 3-manifolds, as
it i3 cvalving at this writing.”

{Birman 1980, X)

Gemeint siqd hiermit die Arbeiten von W. Thurston, welche groBe Fortschritte beziiglich
der Kenntnis von 3-Mannigfaltigkeiten gebracht haben ®® Birman nennt insgesamt finf
Entwickiungslinien, welche sich auf Seiferts groBe Arbeit von 1932 zuriickfithren lassen:

1. {wie bereits erwihnt) Untersuchung der geometrischen Struktur von 3-Mannigfaltig-
keiten, insbesondere Definition von geometrischen Invarianten (vgl. unten 7);

1, Theorie der Faserbiinde? (bei Scifert: {iber Fldchen),

3. Operationen von Lie-Gruppen auf Mannigfaltigheiten {(bei Seifert: Untergruppen der
sphirischen Bewegungsgruppe);

4. Untersuchung von Singularititen von Mannigfaltigkeiten;

5. Zeriegung von 3-Mannigfaltigkeiten in Seiferi-gefaserie Riume und andere einfache
Bestandicile.

Sie schliefit mit folgender Bemerkung:

WScifert’s paper is, in brief, a mathematical classic. We recommesd it to graduate students and resear-

Fh mathematicians for its beauty, onginality, clarity, and {...} freshness of ideas, as well as for insight
into the historical foundations of mathematics.”

(Birman 1980, %)

Im Zusammenhang mit der dreidimensionalen Topologie verdient schlieflich noch die
kurze Note ,,Homologiegruppen berandeter dreidimensionaler Mannigfaltigkeiten™ von H.
Seifert Erwihnung, die wic die groBe Arbeit iber gefaserle R3ume im Jahr 1932 erschien.
Dort wird foigender Satz bewiesen, den C.ID. Papakyriakopoulos ,.a key theorem for 3-

vl Fietzu etwa Meyerhoff 1992 oder Saldanha 1994 sowie unter historischer Perspektive (Anknipfung
an dic hypcrboixscfhc G?omctri:) Milnor 1982. Als Originalquellen sind zu peanen Thursten 1978 und
Thurston 1982 (einen Uberblick zu Thurstons Schaffen gibt Reitberger 1984). Eine sehr ausfibrliche

D;;ztcliung der Theoric der hyperbolischen Mannigfaltigkeiten mit historischen Hinweiszen gibt Ratcliffe
1994,
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manifoids,, nenat, , relating an algebraic notion {the Betti number) with a geomctric one
(the genus)” (Papakyriakopoules 1958, 3319
JIp einer dreidimensionales orienticrbaren berandeten Mannigfaltgkeit R, deren Rand aus r
{orienticrbaren) Flacher vom Geschlecht py, pa. ... pir besteht, ist die Bettische Zahl der Dirension |
grofer oder gleich pp+pa+ . #pn” E
(Seifert 19322, 609)

Der Beweis besteht im wesentlichen darin, zu zeigen, dab es in jeder Rand{liche (den Fall,
daB diesc Sphiren sind, kann man vorab erledigen) eine entsprechende Anzah! doppel-
punktfreier geschlossener Kurven gibt, deren Hoemologieklassen unendiiche Ordnung in
der ersten Homologiegruppe von R besitzen.

Mit diesem kurzen Hinweis wollen wir das Werk voa H. Sciferi (und W. Threlfall) ver-
lasscn. Wie anfinglich schon bemetkt, fanden Seifert und Threlfall keine unmittelbaren
Nachfolger. Das mag zum einen daran gelegen haben, dab der gewShnliche euklidische
und der sphirische Fall (letzterer durch Seiferts Theorie) abschliebend beantwortet worden
waren und dad im hyperbolischen Fall kaum Ansatze vorhanden waren, an die man hitie
arkniipfen kénnen (vgl. oben Anm. 47). Wahrend dic sphinschen Bewegungen auch und
gerade vom geometrischen Standpunkt gut bekanat waren - was Seifert und Threlfali oft
ausnuizien -, liegen die Verhiltnisse bei den hyperbolischen Bewegungen sehr viel
schwieriger. Andererseits ist dic in Kapitel 7 eingehender dargestellte Algebraisie-
rungstendenz zn nennen, welche im Laufe der 30er Jahre zu ersten Ansstzen einer Umori-
entierung in der topologischen Forschung fithrie, die dann vor allem in den USA und in
Frankreich vollzogen wurde (man denke an Namen wie H. Cartan, S. Eilenberg, S.
MacLane, N. Steenrod und natiirlich an N. Bourbaki; kurz an die , Franzdsische Revolu-
tion” {F. Hirzebruch)), Nicht zuletzt durch den Welikricg geriet die Topolegie in Deutsch-
iand in eine isolierte Lage:?! als diese dann wieder aufgehoben wurde durch den Gang dex
Weltgeschichte war dic Umorientierung der Topologie auBerhalb Deutschiands schon eine
vollendete Tatsache und folglich das Interesse an geometrisch ausgerichteten Arbelten zum
Homéomorphieproblem (voriibergehend) stark zuriickgegangen.

Versuchen wir zur Abschlub urserer ausfiihrlichen Betrachtungen zum Werk von Sei-
fert und Threlfall, noch einmal dessen Bedeutung musammenzufassen, so mub zuerst ¢cin-
mal hervorgchoben werden, dab sich in diesem eine Synthese des kombinatorischen mit
dem kontinpumstopologischen Programum anbahnt. Besonders in Seiferts grofer Abhand-
lung von 1932 werden mengentheoretisch-topologische Probleme, etwa dasjemige der
Topologisierung der Zeriegungsfliche, ausfithrlich behandelt. Kombinatorische Hilfsmittel
werden dagegen nur noch sclten herangezogen, sie haben keine grundiagentheoretische
Bedeutung mehr. Auch den sclbstverstindlichen Einsatz algebraischer insbesondere grup~
pentheoretischer Mittel {auch im Rahmen der Homologictheorie) haben wir festgestelit.
Insofern kann man sagen, dab die hier betrachtefen Arbeiten schon weitgehend im Stile der

8 Das wird recht deutlich in dem Bericht, welchen Scifert und Threifali for die FIAT Reviews of Germen
Science fber die Topologic in den Jahren 1939 bis 1946 in Deutschiand vorfaften. Der fragfiche Artikel ist
in finf Untergruppen peglicdert, weiche behandeln: A Homoomorphieproblem, B. Knotenproblem, C.
Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, D. Mengentheoretische Topologie uad E. Topalogisicrung meta-
scher, konformer oder projekiiver Eigenschafien (Scifert-Threifali 1948, 239) - also neben mengentheoreti-
sch-topologischen Fragestellungen hauptsachiich Probleme der klassisch-kombinatorischen Topologie.
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maxdernen algebraischen Topologic verfaBt sind (vgl. 7). Was sie allerdings in die Problem-
tradition, welche hier behandelt wird, stellt, ist ihre Jeitende Fragestellung, ndimlich das
Hom&omorphieproblem fir 3-Mannigfaitigkeiten. Deshalb sind sie der vor-algebraisierten
Topologic zuzurechnen, oder besser gesagt, der Theorie der Mannigfaltigkeiten und nicht
der abstrakien algebraischen Topologie (vgl. 6). Seifert gelang es, beziiglich des Homao-
morphieproblemes der 3-Mannigfaltigkeiten wesentliche Fortschritte zu erzielen; seine
Theorie der gefaserten Riume war dic erste threr Art, welche fiir eine gewisse Klasse von
Mannigfaltigkeiten positive Ergebnisse lieferte, das heiBt ein vollstindiges System von
Invarianten angeben konnte, so, daB die Ubercinstimmung in diesen Invarianten die Ho-
mbomdrphie der Mannigfaltigkeiten garantiert. Dabei war der Einbezug von Kenntnissen
aus anderen Gebicten der Mathematik, vor allem aus der Geometrie, wichiig. Deshalb
markieren die Arbeiten von Scifert und Threlfall eine neue, dic disziplindre Entwicklung
der Topologic kennzeichnende Stufe (vgl. 8). Weiter fillt auf wic konmsequent Seiferis
Theorie aus ihren Urspriingen in der dreidimensionalen sphérischen Geometrie hervorge-
gangen ist; sie bestitigt die These (vgl. 8), dab sogenannte Beispicle beim mathematischen
Fortschritt eine ganz entscheidende Rolle spielen kdnnen: Die allgemeine Theorie wird
durch Abstraktion aus dem konkreten Beispielmaterial gewonsien, so etwa kinnte man
diese Einsicht formulieren,

Alles in allem scheint es mir nicht ibertrichen, die Beitrige von Seifert und Threlfall ei-
nen Metlenstein in der Geschichte der dreidimensionalen Topologie zu nennen, was im
Nachhinein noch einmal ihre ausfihuliche Beriicksichtigung rechtfertigen mag.

Anhang: Dret Aofgaben aus dem Jahresbhericht der Deutscher Mathematiker-Vereini-
guog

(Vorbemerkung: Die angegebenen Seitenzahlen beziehen sich auf den separat paginierien
Teil des Jahresberichtes der Deutschen Mathematikervereinigung, der mit Aufgaben und
Lésangen iiberschrieben warde.)

.84, Dic Osdnung der Gruppe zu crmitteln, dic von den drei Elementen A, B, C mit den wesentiichen
Relationen AS = B2 ~ C3= ABC erzeugt wird.

Drresden W, Threlfali.”
(Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 39 (19303, 86)

Die fragliche Gruppe ist die bindire Tkosaedergruppe; Losungen reichten Threlfali, Seifert,

Rohrbach und van der Waerden ein (vgl, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Ver-
einigung 41 (1932), 6-9).

124, Die Menge sller nichionenticrbaren Linienelemente (Inzidenzen Punkt-Gerade) der roellen
projektiven Ebene ist cine dreidimensionale orentierbare Mannigfaltigkeit M. Was ist thre Funda-
mentalgruppe?

Leipag B.L. v.d. Wacrden™

(Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 41 (1932), 35).
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Es handelt sich bei dieser Mannigfaltigkeit um den Quaternionenraum {vgl. Threlfall-Sei-
fert 1931, 61 Anm. 30), folglich ist die fragliche Fundamentalgrappe die Quaternionen-~
gruppe (d.h. die muitiplikative Gruppe der Einheiten im Quaternionenring). Lésungen von
van der Waerden, Kneser, van Kampen und Threlfall finden sich im Jahresbericht der
Deutschen Mathematiker-Vercinigung 42 (1933), 112-117.

154, Hat cine dreidimensionale geschlossene oricntierbare Mann;gfaitigkeit eine Primzahl der Form
4x+3 zum cinzigen Torsionskocfiizienten der Dimensior 1, so ist sie asymmetrisch, d b, sie 180t sick
nicht mit Umkehrung der Orientierung topologisch auf sich abbilden.”

Dresden H. Scifert”

(Ishresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 43 (1934), 2)

Ein Beweis vor ER. van Kampen findet sich im Jahreshericht der Deutschen Mathema-
tiker-Vereinigung 44 (1934), 56f. Zur Vorgeschichte dieses Problems vgl. man Seifert-
Threlfall 1935, 326 Anm. 48. Die Aufgabc ist im Gbrigen identisch mit der Aufgabe 4 auf
Seite 280 bei Seifert-Threlfall 1934,
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Sicht man von der Sphire und vom projektiven reeller Raum ab, so stelien dic Linsen-
raume®? die systematisch geschen einfachsten, wenn auch historisch nicht ersten, geschlos-
senen 3-Mannigfaltigkeiten dar: Zu ihrem Aufbau muf man nur zwei |, Scitenflichen”
identifizieren, ihre Heegard-Diagramme liegen folglich auf dem Torus. Oder noch anders
gesagt: Fiir einen kombinatorischen Aufbau der Linsenrfume braucht man in jeder Di-
mension nur eine Zelle. Die Klassifikation der Linsentiume nach HomSomorphie wurds in
der ersten Hilfte der 30cr Jahre zu cinem wichtigen Ziel topologischer Forschung, das
mehrere Autoren angegingen. Dabet wurden vorhandene Invarianten verfeinert und weite-
rentwickelt; ncue Invarianten entstanden. Auch hier zeigt sich wieder die grobe Bedeutung,
welche interessante Beispicle als Ausgangspunkt und als Priifsteine der Theorie spiclen.
Alexander hatte 1919 durch komplizierie Homologiebetrachtungen gezeigt (vgl. 5.1.1),
dab 1.(5,1) und L(5,2) nicht homdoemorph sind. Dieses Argument wurde dann spiter von
Alexander, Seiferi v.a, durch Verwendung der Eigeaverschlingungszahlen vereinfacht und
dabei der abstrakte Kern der Argumentation herausgearbeitet. Es ergab sich folgende Ein-
sicht:
. Der Wertevorrat moglicher Eigenverschiingungsrahlen von 1-Ketten einer deeidimensionaien Man-
nigfaltigkeit ist aiso eine topologische Invaniante, die unter Umstanden noch da Mannigfaltigkeiten zu
unterscheiden gestattct, wo das stirkste uns bisher bekannte Unterscheidungsmerkmal, die Funda-
mentsigruppe, versagl.”

(Seifert-Threlfall 1934, 279)

B Zur Definition der Linsenrfume vgl. man 4.2 (urspringliche Form bei H. Tietze), 5.1.1 {Alexanders Hee-
gard-Diagramm) und 5.2 (heute gangige Darstellung).
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Allerdings stellte sich heraus, daB cs anf die geschilderte Art und Weise schan nicht mehr
moglich ist, zu entscheiden, ob L(7,1} und 1.(7,2) hombomerph sind (siche unten).

Das Homéomorphieproblem der Linsenriume spielte cine gewisse Rolle in der: Arbeiten
von H. Seifert und W. Threlfall. Dex Endpunkt®? ihrer Bemithungen bildete der Satz:

,.Eine hinreichende Bedingung far die Homoororphic zocict Linsendume (p, q) und (p, g ist das
Bestehen der Kongruenz gq' = +1 mod p und cine potweadige Bedingung die Lasbarket der Kongru-
&0z ¢ w g med p.”

{Threlfall-Seifert 1933, 551}

Die erste Bedingung wurde vonr den Autoren im Rahmen ihrer Theorie der Diskontinui-
titsbereiche gewonnen. Dazu wiederum war es erfordertich, zu klfren, (vgl. 5.2}, wann
zwei Gruppen sphirischer Bewegungen, welche zwei Linsenriume liefern, konjugierte
Untergruppen in der Gruppe aller sphirischen Bewegunger sind (,,metrisch dhnlich
sind”™).84

Dic crstgenannic Bedingung zeigt beispiclsweise, dab 1.(7,2) und L(7,3) homdomorph
sind (wegen 2-3 = -1 mod 7), sie erlaubt aber keine Aussage Gber das Verhiltnis der Riume
L(p, 1) und L(p, 2). Fiir p = 5 liefert - wie bereits erwihnt - das notwendige Kriterium eine
Entscheidung: L(5,1) und L{5,2} sind nicht hombomorph. Dieses versagt aber schon bei
L(7,1) und 1.{7,2}, weii die Kongruenz 1 = 2x2 mod 7 die Ljsung x = 2 besitzt.

Den hiernuit erreichten Stand der Dinge kommentierten Seifert und Threlfall in ihrem
,.Lehrbuch” folgendermaBen:

..Es ist bezeichnend fir dic Schwierigkeit der dreidimensionslen Topotegie, dali schon for diese ein-
fachen Linsenriume das Homdomosphicproblem nicht geldstisy...”

{Seifert-Threlfalt 1934, 210)

Im Jahre 1936 gelang es dann XK. Reidemeister, das Klassifikationsproblem der Linsen-
rdume zu 19sen, indem er zcigte, dab dic Bedingung qg' = 1 mod p nicht pur hinreichend,
sondern guch notwendig fiir Hombomorphie ist. Reidemeisters Beweis ist ganz kombinato-
risch gehalten; er verwendet einerseits die Uberlagerungstheorie, andererseits die (modern
gesprochen) Operation der Fundamentalgruppe - aufgefabt als Decktransformationsgruppe

- auf dem Z-Modul der Ketten der Uberlagesung (bei Reidemeister heilt er
.Homotopiering™ [Reidemeister 1936, 104]).3% Gestittzt auf diese Uberlegungen gelang es

2 Weitere Stellen, wo Aspekte des Homoomorphieproblems f8r Linsenrume angesprocher werder, sind:
Thorelfall-Seifert 1931, $7-39 (Darsteilung der Linsenrfiume in der heute dblichen Form). Scifert 1931, 571
{hinreichende Bedingung fir Hom6omorphie) und Seifert 1933, 824{ {notwendige Bedinguag for Ho-
mbomorphi¢ in Gestalt der Eigenverschlingungszahlen).

% Eine etwas anders geartete, clementar gehsltenc Herleitung der fragfichen Bedingung findet mar in Seifort-

Threlfall 1934, 215,

Finer Anmerkung in Scifert 1931, 57 Anm. 18 zufolge hatte H. Kneser cinen Beweis filr die hinreichende

Bedingung far Homdomorphie ohne Verwendung von Diskoptinuitdtsbercichen gefunden, diesen aber

nicht publiziert. Einen Bewcis der fraglichen Bedingung. der nur Methoden der kombinatonischen Topo-

logic verwendet, hat dann Goenitz 1932 erbracht,

Eine knappe Charakieasierung des Reidemeisterschen fdec in moderer Sprache gibt I. Miinor als Einlei-

tung zu seiner Arbeit | Whitchead Torsion”, dic als wichtiger Beitrag zu dicsem Themenkreis gilt:

.In 1935, Reidemeister, Franz and de Rham introduced the concept of | torsion™ for certain finite sim-

plicial complexes. For example let X be g finite complex whose fundamental group =, X is cyclic of order

m. We can identify x, X with the group of covering transformations of the universal covening complex X,
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Reidemeister dann, ¢ine Bedingung dafiiv hernuleiten, wann zwei Linsenrinme komhina-
torisch dguivalent sind. Somit erhilt man eine Lasung des topologischen Bomdomorphie~
problems, vorausgesetzt, die Hauptvermutung gilt fiir 3-Mannigfaltigkeiten. Die ietrige-
nannte Schwierigkeit warde allerdings von K. Reidemeister nicht angesprochen.

Auffallend an diesem Beweis, dessen komplizierte Einzelheiten wir hier obergangen ha-
ben, ist der relativ groBe Aufwand an ,,algcbraischer Maschinerie”, den er erfordert
(Operation einer Gruppe aif einem Modul, Gruppenring,...). Dagegen spielen geometri-
sche Ideen nur noch eine untergeordnete Roile,

Die Untersuchungen von Reidemeister blieben weitgehend auf den dreidimensionalen
Fall, inshesondere auf die Linsenrdume beschrankt 5 Sie wurden von W. Franz auf allge-
meinere Situationen Gbertragen (Franz 1935), weshalb man heute auch von der Reidemei-
ster-Franz-Torsion spricht. Bemerkenswert dabei ist, daB ein zentrales Ergebnis van W,
Franz ein Satz 1st, den man der Zahlentheorie muzuordnen hat (Franz 1935, 251-254; vgl.
Cohen 1973, 97). - wieder ein Hinweis darauf, dad der Fortschritt in der Mathematik oft in
der Integration vorher unzusammenhingender Teilgebiete liegt (vel. 8). Ahnlicke Uberle-
gungen wie W. Franz hat spiter auch G. de Rham angestellt (Rham 1939-40),

Gerau geporamen tritt die Reidemeister-Franz-Torsion, ihrem Wesen nach eine bis guf
Multiplikatior mit einer Einheitswurzel bestimmte ganze Zahl, explizit erst in Reidemei-
ster 1935 auf. In der verher geschriebenen, aber erst sphter gedruckien Klassifikation der
Linsenrdume (Reidemeister 1936) komumt sie explizit noch nicht vor, Es gilt aber;

.Ferner sei hervorgehober, daB dic Lirzdich angegebene Klassifikation der Linsenriume sich durch
einfache Umformung der &, a. O, angestellten Ubcerlegungen 2uf die Invanianz von A zuriclkfikren
lage”

{Reidemeisier 1933, 173)

Die Reidemeister-Franz-Torsion spiclte in etwas verallgemeinerter Form in der Kon-
struktion eines Gegenbeispieles zur Hauptvermutung in héheren Dimensionen, die J. Mil-
nor 1961 angab (welche @brigens die Linsenrdume L(7,1) und L(7,2} verwendete), eine
wichtige Rolle (Milnor 1961).

Bemerkenswerlerweise 148t sich diese Invariante nicht unmittelbar aus der Fundamen-
talgruppe ablesen; sie ist aber doch direkt von jerer abhingig. Insofern widerlegt auch sie
nicht Poincaré's Verdacht - wenn man dies so ausdriicken darf -, daB die Fundamental-
gruppe im Falle geschlossener orientierbarer 3-Mannigfaltigkeiten alle topologisch we-
sentlichen Informationen enthalten kénate.

If ®,X operatas trivially on the rational homology Ha( X; Q) then the torsion of X is defined as a certzin
callestion of cicmeats in the algebraic number field Q[exp(2xi/m)}. This torsion is 2 kind of determinant
which deseribes the way in which the simplexes of X arc fitted together with respect to the action of x,
M. {Milnor 1966, 358)

Einc gusflhrliche lehrbuchhafle Dasstellung findet sich in Cohen 1973; ¢ine kurze Darsicllung in moder-
ner Sprache gibt Dicudonné 1989, 242-246.

Das hiegt im wesentlichen daran, daf die Reidemeister-Franz-Torsion eine kombinstorische Invariante bei
diesen Autoren ist, welche nur bei Anderungen im Bercich der i- und 2-Zellen, der Kanten und Flacher
aiso, unverindert bleibt. Bei LinsenrAumen gendgen aber solche Anderungen, da man hicr immer nur mit
etner - und einer 3-Zelle suskommt. Gensuer gilt: , Nun kann man aber zwei Homotopiekettensinge tiber
derselben Mannigfaligkeit, welche beide rur je eine null- und dreidimensionale Basisketic enthalten, allein
durch Erweiicrungen erster und zweiter Stufe incinander Gberfdbren™ {Reidemeister 1935, 173}
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Erwihnt sei abschlieBend noch, dafl de Rham 193] dic Konstruktion der Linsenriume
auf hihere Dimensionen verallgemeinert hat und dab die Betrachtung von Torsionen Spa-
ter von JH.C. Whitehead wieder aufgegriffen wurde, was dann zur sogenannten White-
bead-Torsion fithrte.¥7 Letzterer war es auch, der 1941 ecine Klassifikation der Linsen-
riume beziiglich Homotopieaquivalenz®® vorlegte: L(p,g) und L{p.q) sind dann und nur
dann homotopiedquivalent, wenn gq' = x2 mod p fitr eine natirliche Zahl x (Whitehead
1941, 1230-1233) gilt. Die von Seifert-Threlfall entdeckte notwendige HomGomorphiebe-
dingung charakterisiert also in Wirklichkeit die Homotopieiquivalenz, was inshesondere
thre Notwendigkeit erklart. Mit Whiteheads Beobachtung war auch die gelegentlich als
Hurewicz-Vermutung bezeichnete Frage, ob zwei homotopiefiquivalente Mannigfaltigkei-
ten immer quch homdomerph seien (vgl. 5.4), gekiirt. ’

3. Eilenberg widmete in sciner Ubersicht zu Problemen der Topologie (Eilenberg 1949)
den Linsentiumen einen Abschnitt. Dabei machte er daranf aufmerksam, daB K. Reide-
meisters Kiassifikation eine kombinatorische sei und fragle nach deren topologischer
Geltung, insbesondere , Js the Reidemeister notion of ~lorsion” a topological invariant?”
(Eilenberg 1949, 247), Digse Probleme wurden mit den schon mehrfach erwihnten Arbei-
ien von E.E Moise zur Hauptvermutung und zur Triangulierbarkeit in der Dimension 3
erledigt. Dariber hinaus gelang es 1954 E. Brody, cinem Schiifer von RH Fox, in seiner
Dissertation eine topologische Klassifikation der Linsenriume unabbangig vom den Er-
gebnissen Reidemeisters vorzulegen (vgl. Massey 1955, 352).

Die Linsenriume bilden bis heyte cine wichtige Xlasse von Beispielen geschlossener 3-
Mannigfaltigkeiten: ,, These spaces are fascinating in their own right and will supply ex-
amples on which to make the preceding theory concrele”, urteilt Cohen in seinem Buch
ber den einfachen Homotopietyp (Cohen 1973, 85).

Systematisch (vom Standpunkt der Heegard-Diagramme gesehen) sind nichst den Lin-
seoraumen dicjenigen geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten am einfachsten, die Heegard-
Diagramme auf der Brezelflache, also vom Geschlecht zwei, besitzen (wobei sich natiirlich
das Geschlecht nicht verringern lassen darf). Ansatze zu deren systematischer Untersu-
chung, die allerdings bis heute micht zu abschliefenden, dem Fall des (Geschiechts eins
vergleichbaren Resultaten gefihrt haben, finden sich ebenfalls Mitte der 30er Jahre. Das
entsprechende Stichwort lautet: Untersuchung von Systemen geschlossener Kurven auf
Flichen vom Geschlecht zwei. Diese war bereits von Poincaré im 5. Komplement im Zu-
sammenhang mit dem Dodekaederraum angegangen worden (vel. 3.4 oben) und wurde
nun von Reidemeister und von Goeritz wiederaufgenommen (vgl. Goeritz 1933 und Rei-
demeister 1933). Allerdings gelang es nicht, wesentliche Fortschritte - also inshesondere
die Klassifikation der Heegard-Diagramme vom Geschlecht zwei - zu erzielen. Es zeich-
nete sich aber eine neve Dimension in diesen Untersuchungen insofern ab, als die spiter
(1938) von Dehn eingefithrie Abbildungskiassengruppe im Spezialfall in den Blick getiet,
Reidemeister schrieb hierzu: |, Alle diese Fragen hingen aufs engste mit der Automorphis-
mengruppe der Wegegruppe einer Flache vom Geschiecht 2 zosammen, . " (Reidemeister

¥ Zu diesen beiden Themenkreisen vgl. man Dicudonn¢ 1989, 242 und 372-384. Als cinschlagige Asbeit
2um Thema ,, Whitehcad-Torsion™ gilt dic bereits zitierte Arbeit Miinor 1966,

5 Dieser Begriff geht auf W, Hurewicz (Hurewicz 1936, 125) zurtck; vgl. $.4. im fbrigen korrigierte
Whitehead hier ein fafsches Ergebnis, das er zwei Jahre zuvor publiziert hatte (Whitchead 1939s, 83) und
das lautete: Zwei Linsenraume sind genau dann hometopicquivalent, wenn sic kombinatorisch fquivaient
stnd, also - da die Hauptvermutung in dicscr Dimension git - wenn xie hombomorph sind.
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1933, 194), um dann Dehn, Baer und Goeritz zu erwihnen. Dic Untersuchung der Abbil-
dungsklassengruppe wurde von Dehn in einem Vortrag zu Brestau 1922 angeregt (vgl.
Dehn 1987, 234-252), geht aber im Spezialfall des Torus - hier ist dic Abbildungskiassen-
gruppe gerade SL{Z,Z) - bereits auf die Beschifligung mit elliptischen Funktionen im 19.
Jahrhundert zurack {vgl. Stillwell 1993, 206); sie spielte im Werk von J. Niclsen und in
dem von R. Baer eine wichtige Rolle. Die topologische Bedeutung dieser Gruppe Licgt
danin, daf sie aufgefaBt als Gruppe der Isotopiekiassen der Diffeomorphismen einer ge-
schlossenen Fliche vom Geschlecht g in sich, einen Uberblick gibt zu den Méglichkeiten,
zwei derartige Flichen miteinander zu identifizieren. Andererseits hangt diese Gruppe eng
mit den Automorphismen der Fundamentaigruppe zusammen: Sie ist deren Faktorgruppe
nach dem Normalteiler der inneren Automorphismen. Somit hat diese Gruppe auch inter-
essante algebraische Aspekie.

Insofern stellte diese Gruppe cin bemerkenswertes Beispiel fiir einen ProzeB dar, den
man als sukzessive Anrcicherung des Gehaltes bezeichnen kénate. Sie entstammt ur-
spriinglich dem topologischen Kontext (Identifikation von Henkelflichen), erweist sich
dann als enge Verwandte der Fundamentalgruppe (Festlegung der Homéowmorphismen
durch Kurvensysteme), um schlieBlich eine rein algebraische Chrakterisierung (Automor-
phismen der Fundamentalgruppe) zu erfahren.

Zusammenfassend zu diesem Abschritt Gber die Linsenriume kénnen wir festhalten,
dab diese Objektc von groBer Konstanz in der Geschichte der dreidimensionalen Topologie
gewesen sind. In Andeutungen reichen sie bis auf Dyck und Heegard zuriick, wurden dann
systematisch von Tietze behandelt, lieferten Alexander sein Gegenbeispiel und erfuliren in
den 30er Jahren eine vollstindige Klassifikation, gewissermaben das lokale Pendant der
urspriinglich erstrebten aligemeinen Klassifikation der 3-Manni glaltigkeiten. Aber auch in
den 60er fanden sie noch Verwendung bei Milnors Gegenbeispiel zur Hauptvermutung,
Kurz: Die Linsenriume gehéren zum festen Beispielbestand der dreidimensionalen Topo-
logie, deren Reichtum noch keineswegs erschipft sein mub,

5.4 Versuche mit der Poincaré-Vermutung

Nach 1930 tauchten zum ersten Mal Arbeiten auf, bei denen die Poincaré-Vermutung eine
zentrale Rolle spielte. Vorber - so haben wir gesehen - wurde diese bestenfails als Spezial-
fall des aligemeinen Homdomorphicproblems gesehen und als solcher behandelt, In den
30er Jahren wurde die Bezeichnung |, Potacaré-Vermutung” zu einem stehenden Begriff in
der Topologie - durchaus ein Hinweis auf die grofe Bedeutung, die man nun dicsem Pro-
blem beizumessen begann 87

¥ Als frohe Bolegstellen zur Poincaré-Vermutung scicn hier zwei Zitate - eines aus Kerekjartos Buch zur
Flachentopologic (1923) und cincs aus Knesers Abhandlung {1925} - angefuhrt:
«Etne Vermutung von Poincaré besagt dic Umkehrung davon: Jede geschlossene dreidimensionale Man-
nigfaltigkeit mit der Identitat als Fundamentalgruppe ist der vierdimensionalen Kugelober{lache homao-
morph.” (Kerekjirté 1923, 12)
Man beachte, dab hier - historisch nicht ganz zutreffend - von Vermutung die Rede ist (vgl. 3.4).
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Die beiden Abhandlungen, welche hier gemeint sind, sind ,,Zur Topologic des dreidi-
mensionalen Raumes” (1931) von Felix Frank! (ein in Moskae arbeitender Schiiler von L.
Vietoris tbrigens) und ,,Certain theorems about three-dimensional manifolds (I)” vor John
Censtantine Henry Whitchead (1934).

Dabei ist Frankls Beitrag unter anderem deshalb bemerkenswert, weil er verschiedene
Apsitze zur Lésung des , Poincaréschen Problems” (wie er - eigerdich zutreffend histo-
risch gesehen - die Poincaré-Vermutung nennt) diskutierte und zeigte, warum der jeweilige
Weg nicht gangbar ist. Hierzu ging er - ganz Zhnlich wie zuvor Poincaré (vgl. 3.2) - davon
aws, daB die geschlossene 3-Mannigfaltigkeit, die es zu untersuchen gilt, durch Randiden-
tifikationen aus cinem ,Raumelement” entstcht. Auf diese Weise erhiit man aus einem
kombinatonischen Authau des Raurmeclementes (Ecken, Kanten, Flichen, eine 3-Zelle)
einen der Mannigfaltigkeit. Das Bild des Randes dieses Raumelementes (also Ecken, Kan-
ten und Flichen) ist dann ein zweidimensionaler Unterkomplex in der entstehenden 3-
Marnigfaitigkeit, von dem gesagt wird, dab er diese , darstefle” (Frankl 1931, 357).

Der erste, von Frank} diskutierte Zugang zum Poincaréschen Problem [,...., ob jede ge-
schlossene einfach msammenhingende dreidimensionale Mannigfaltigkeit mit der drej-
dimensionalen Sphiire hombomorph ist.” (Frankl 1931, 358)], stitzt sich auf die Betrach-
tung speziell gearieter Kanten des Kompiexes: Es geht um solche Kanten, die nur im Rand
einer einzigen zwcidimensionalen Zelle aufireter, weshath wir sic einfache Kanten® pen-
nen wollen.

Angenommen, es gelte aun die Aussage , jeder einfack zusammenhiingende zweidimen-
sionzle Komplex, der eine 3-Mannigfaltigkeit darstellt enthilt cinfache Kanten™, so HeBe
sich dic Poincaré-Vermutung folgendermalBen beweisen:?! Man nehme aus einem der-
artigen Komplex cine einfache Kante nebst derjenigen offenen Zweizelle weg, in deren

oEine der wichtigsten und nichstliegenden Fragen ist noch upbeantworet, namlich dic Frage, ob der
sphérische Raum die cinzige geschlossene einfach zusammenhéngende Mannigfaitigkeit ist,.." {(Kneser
1925, 128)
{Dagegen sprach Kaeser 1928 dann von ciner , bekannten Vermutung™ (Kneser 1929, 257).).
Schon H. Tietze (vgh Tietze 1508, 112 Anm, 2) und M. Deha (vgl. Dchn 1910, 139} hatten auf dicse
suncrtschiedene Frage” (Tiewe) bew. auf dicses ,, wichtige Problem™ (M. Dchn) hingewiesen; in seinem
Topologicbuch von 1922 erwihntc O. Veblen dicse von Poincaré sufgeworfene Frage - nllerdings ohne
deren Urheber zu nennen - als noch offeaes Probiem und wies auf dessen Relevanz for die Oberlagerung-
stheorte hin (Veblen 1931, 155).
Auf entsprechende Stellen im | Lebrbuch der Tepologic” wurde schon weiter oben (vgl. 5.2 Anmerkung
28) cingegangen, bemerkenswert ist aber auck nech dic folgende Aussage dieser Autoren, dic besonders
kiar rnacht, in welcher Richtung sie dic Lasung des Problemes vermuteten: |, In drei Dimensionen ist wahr
scheinlich die 3-Sphare der einzige homogene endliche Komplex: (Poincarésche Vesmutung)” (Seifert-Th-
relfali 1934, 157). Wic der Kontext zeigt, ist hier zusatzlich ,,cinfach-zusammenhingend” vorauszusetzen,
Auch P, 8, Alexandroff und H. Hopf heben in der Eindeitung zu threm gemeinsamen Buch das Klassifika-
tonsproblem hervor uad betonen: , Schon Poincaré hat es in Angriff genommen, aber bis heute ist nicht
cinmal die Richtigkeit der folgenden Poincaréschen Vermutung entschicden:...” (Alexandroff-Hopf 1935,
16}

# Bei Frank] heillen sic schlicht ., Kanten™ {Frank] 1931, 359).

! Aus einem derartigen Komplex crgibt sich stets eine dreidimensionalc geschlossene orientierbare Mannig-
faitigkeit (vgl. Frankl 1931, 3571),
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Rand dic fraglichc Kante licgt. Es ergibt sich erneut ein Komplex,?? welcher dieselbe
Mannigfaltigkeit erzeugt wie der urspringliche. Dieser ist - so untersteilt der Verfasser
(das Wegnehmen einer zu einer freien Kante gehdrigen 2-Zelle #ndert den Homolopietyp
der Mannigfaltigkeit nicht, da dieser Vorgang eine starke Deformationsretraktion festlegt)
- wieder einfach-zusammenhingend, weshalb er nach der Generalhypothese ebenfalls eing
einfache Kante enthalten muB. Diese entferne man wieder nebst dem Inneren der 2-Zelle,
in deren Rand sie liegt, und so weiter. SchlieBlich landet man bei einem einfach-zusam-
menhingenden cindimensionalen Komplex, den man durch Weglassen von Endstrecken -
also solchen mit einem freien Endpunkt - letztlich auf einen Punkt reduzieren kann. Da
dicser chenfalls die fragliche Mannigfaltigheit darstellen soll und die 3-Sphiirc die einzige
3-Mannigfaltigkeit ist, welche durch einen Punkt darstellbar ist, wiirde folgen, daB diese
die einzige einfach-rusammenhingende geschlossene 3-Mannigfaltigkeit ist. %3

Um diesen Ansatz zu widerlegen, geniigt es, zu zeigen, dab es einen zweidimensionalen
einfach-zusammenhingenden Kompiex gibt, welcher keine einfache Kante enthiit.

Dieser wird folgendermaben konstruiert (Frankl 1931, 361): Man nehme einen Torus,
aus dem man eine topologische Kreisscheibe, berandet durch dic topologische Kreislinie Xk,
herausgenommen hat (,,geiochter Torus™). Auf dem Torus werde ein Meridian m und eine
Paralicle b gewihit, welche zu k disjunkt liegen. Weiter nehme man einen Zylinder, der
durch die topologischen Kreislinien k' und b' berandet werde. Nun identifiziere man b mit
b, k mit k', verhefic also, anders gesagt, den gelochten Torus und den Zylinder entlang
dieser Linien. Das entstehende Gebilde ist nataslich keine Mannigfaltigkeit, wobl aber ein
Komplex. In diesem gibt es bis auf Homotopie nur noch zwei nicht-nullhomotope geschlos-
sene Kurven: dea Meridian m vor oben und eine einfache Kurve x, welche den Zylinder-
mantel durchlzuft, um anschiieBend dic beiden Randpunkte des Zylinders, welche An-
fangs- und Endpunkt von x sind, auf dem Torus miteinander 7zu verbinden.

Nun spanne man in m und x jeweils ein Elementarflichenstiick ein, wodurch auch diese
Kurven (und damit alle ihnen homotope) nulthomotop werden. Folglick erhilt man einen
einfach-zusammernhingenden Komplex, der keine einfachen Kanten aufweist.

% Pabei kann es aber vorkommen, dab zur Erhaltung der 3-Mannigfaltigkeit auch nicht im Raad von Fla-
chen gelegene Kanten oder Punkte (sozusegen | freic Kanten bzw. Punkte™) identifiziert werden mossen,
Anders gesagl ist nicht mehr notwendig dic Homogenithit der Oberflache cines Raumelements gegeben.

%3 Diese Vorgehenswaise ist for riangulierte geschlossenc Flachen wohlbekannt, entspricht sic doch der Art

und Weise, wie A L. Cauchy den Eulerschen Palyedersatz. bewiesen hat (vgl, Lakstos 1977, 7).
Heute spricht mar von , elementaren (simplizialen) Kollabierungen™ (Cohen 1973, 3 oder Rourke-Sender-
son 1982, 39) kann man cincn simplizislen Komplex K durch endlich viele clementare Kollabicrungen in
cnen Komplex L Oberfthren, so besizen K wnd L densslben einfachen Homotopistyp (1. H. C. White-
head, suf den diese Theorie zurickgeht (vgl. Whitchead 1939) sprach urspringlick devon, dal K und L
demselben | Kern™ besdfien). Hicraus folgt imsbesondeore, daft K und L suck vem stlben Homolopistyp
sind. Die Umkehrung dieser Uberlegung gilt sur dann, wenn cin bestimmtes Hindemis in der Whitchead-
Gruppe ‘Whiz,(K¥) verschwindet (vgl. Rourke-Ssaderson 1982, 107). Der Zusammenbang mit dem
SchalprozeB, der cinen Spezialfsll des einfachen Homotopictyps darstell?, wird in Rourke-Sandersor 1982,
40f diskutiert.
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Das soeben konsiruierte Beispiel diente ¥rankl auch dazu, scinen zweiten Satz zu bewei-
sen. Dieser beschiftigte sich mit Beegard-Diagrammen und der Frage, inwieweit man das
Kurvensystem, das dic Anheftung im Falle einer einfach-zesammenhingenden Mannigfal-
tigkeit regelt, in eine niher m charakterisierende kanonische Lage bringen kann (Frankd
1931, 358f). Gelange dieses, so wirde dies einen Beweis der Poincaré-Vermutung Lie-
fern.®* Hier kniipfte Frankl an Uberlegungen Poincaré's am Ende des 5. Komplements an
{Poincaré VI, 498).

Der genannte Satz 148¢ sich auch gruppentheoretisch interpretieren; er macht dann eine
Aussage iiber dic Nichtexistenz eines bestimmicn Automorphismus in der Fundamental-
gruppe orientierbarer Flichen. Die Frage nach solches Automorphismen wurde - wie be-
reits (vgl. 5.3) crwihnt - etwas spéter von M. Dehn wieder aufgegriffer im Zusammenhang
mit der von ihm eingefithrten Abbildungskiassengrupe (Dehn 1939); frihere Arbeiten
hierzu stammen von J. Nielsen und R. Baer (Bacr 1927, 1928 und 19283). Alierdings ha-
ben sich diese Gruppen bis heute einer vollstindigen Khirung entzogen: Die algebraischen
Probleme sind hier bislang nicht einfacker zu bewiltigen als dic topologischen, die man in
sie iibersetz1.

SchlieBlich wurde das oben geschilderte Beispiel von Frankl noch zum Beweis des fol-
genden Satzes herangezogen, der zeigt, daB der entsprechende |, Weg zur Lésung des Ho-
m&omorphieproblems des dreidimensionalen Elements ungangbar ist” (Frankl 1931, 360):

~Man kann cine simpliziale Zerlegung des E3 angeben, so dab fir kein einziges Tetraeder T der Zer-
legung der Kompiex E3\T mit cinem dreidimensionalen Element homdomorph ist.™

(Frank! 1931, 361)

Insgesamt ist Frankls Artikel ein interessantes Dokument fiir die Beschaftigung mit der
Poincaré-Vermutung - und dazs noch das erste publizierte sciner Art. | In dieser Note stelle
ich einige merkwirdige Tatsachen aus der Topologie des dreidimensionalen Raumes zu-
sammen, auf die ich bel mibglickten Versuchen, das HomGomorphieproblem der dreidi-

% Dhies ist allerdings nur mogdulo Dehnsches Lemma richtig, von dem Frankl bemerkte, daB es bis dahin un-
bewicsen geblicben set (Franki 1931, 359 Anm. 9).
Zum Bewels des Satzes ist es natdrlich erforderlich, den oben cingefthrien Komplex zu ciner Hecgard-
Zerlegung der durch ihn dargestellten Mannigfaltigkeit zu modifizicren {vgl. Frank) 1931, 359). Iz b
gen gilt Frankls Satz erst far Heegard-Zedegungen vom Geschlecht graber/gleich 3.
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mensionalen Sphire zu Iosen, gestoBen bin, und welche die groBe Schwierigkeit dicses
Problems erkldren.” (Frankl 1931, 357). Bemerkenswert ist auch dic Idee, die Poipcaré-
Vermutung in ein iquivalentes gruppentheoretisches Problem zu iibersetzen, cin Ansatz,
der auch heute noch aktuell ist {vgl. Chandler-Magnus 1982, 178), wobei durchaus ihnli-
che Uberlegungen wie bei Frankl aufireten 95

Die andere Grundidee Frankls, welche man als kentrollierte Vercinfachung eines sim-
plizialen Komplexes bezeichnen kdnnte, tauchte schon etwas friher bei den Grundlegungs-
versuchen von J. W. Alexander und M. H. A. Newman fiir eine kombinatorisch aufgebante
Topologie auf (vgl. Alexander 1930} - wenn auch mit anderer Zielsetzung. Sie wurde Ende
der 1950er Jahre wieder aufgegrifien von B. 1. Sanderson (in Sanderson 1957) und von M.
E. Rudin (in Rudin 1958) und ging in modifizierter Weise in 7. H. C. Whitehcads Theoric
des einfachen Homotopietyps ein. Letztere wurde urspringlich von Whitehead fiir simpli-
ziale Komplexe entworfen (Whitchead 1939); wirklich erfolgreich wurde sie aber erst nach
der Einfihrung (1949} der CW-Komplexe durch Whitehead, da in diesen die Verhilinisse
wesentlich Gbersichtlicher sind (insbesondere kommt man mit wesentlich weniger Baustei-
nen aus). Vgl Cohen 1973, 24,

Im Jahre 1934 veroffentlichte der schon erwihnte JH.C. Whitehead seine Arbeit
»Certain theorems about three-dimensional manifolds (I)7, die einen fehlerhaften Beweis
der Poincaré-Vermutung enthielt 3¢

%5 Prankls Arbeit wird heuts noch gelegentich genannt (50 2.B. bei Bing 1964, 108, Stillwelt 1993, 245 und
Dehn 1987, 281), weil das zuletrt genannte Beispiel das erste Beispiel ciner Trangulicrung der dreidi-
mensionaien Kugel dasstellt, welche ., unshellable” [etwa: nicht schalbar] ist, Erwihnung findct Frankis
Gegenbeispicl auch bei Kampen 1941, 312 Anm. 2 und bei Sanderson 1957, 917.

Dic moderne Definition von ,,shellable” lautet so:

w4 trianguiation of a fake cube can be shelled if the 3-simplexes of the triangulation can be ordered 5, 55,
- Spsuchthatforeach k €o s+ sy + ..+ s, is o fake cube.” (Biog 1964, 107).

{Ein ,.fake cubc” ist cin tizngulierier Worfel, aus dem cin inneres 3-Simplex herausgenommen wurde.]
Diic Bodeutung dieses Begriffes fikr den hier intercssicrenden Zusammenhang Jiegt .2, in dem folgenden
vou Sandersor 1957 bewiesenen Sate:

A necessary and sufficient condition for a 3-manifold M to be a 3-sphere is that it have a cellular decom-
position into g finite number of 3<ells C; (5 = 1, 2, .., o} such that fori = 2, 3, .., n-] C, is frec in
CH{M - [JC,] " (Sanderson 1957, 9211)

Dabei hdiBt ¢ine n-Zeli C frei in ciner berandeten n-Mannigfaltigkeit M, wenn © A &M homoomerph der
(r-1)}Zelle ist. In Frankls Beispiel kann aiso der SchalprozeB gar micht erst beginnen. Das heouts gangigsic
Beispicl fr cine nicht-schalbare simplizisle Zeriegung der E? ist das von R. H. Bing angegebens |, Haus
mit zwel Zimmern” (Bing 1964, 108 - vgl. auch Stillwell 1993, 245f). W. B. R. Lickorish hat eine nicht-
schitbarer Trangulicrung der 83 gefunden (vgl. Stltwel 1993, 245). Im tbrigen trtt beim |, Schiten” dic
oben (vgi. Anm. 93) angesprochene Anaiogic ru Canchys Beweis des Polycdersatues ganz deutlich hervor.

% Es ist wohl nicht Oberifieben zu sagen, daB JH.C. Whitshesd {1904-1960) 2t einem der bedeutendsten
Topologen urseres Jahrhunderts werden sollic. Eiac Wrdigung seines Schaffens gibt John Milnor in Mil-
nor 1962. Dort heiflt es zu der hier interessierenden Arbeit
. Throughout his life, Whitchead retained o deep interest in the very difficult problems which center
zround the Poincar conjecture, He published an incorrect proof of this conjecture in 1934, but discovered
tis mistake sbortly aflerwards.(...) Perhaps this experience contributed towards the exireme conscicntious
aess whick marks his later work.” (Milnor 1962, xxiii}

Im obrigen ist mir neber Whittheads fehfethaflem Beweis nur noch ein weiterer Fall bekannt, dad ein
derartiger ,.Bewcis” in ciner Fachzcitschift wirklich gedruckt wurde {Koseki 1958 [vgl. Bing 1964,




278 MNewe Einsichien, Teilerfoige und Fehischldge

Whiteheads Arbeit beginnt mit einer relativ langen historisch gehaltenen Einleitung, in
der v.a. Poincard und Alexander genannt werden. Die Konklusion lautet:

..Thus in terms of boundiag relations one cannot anzhyss the topology of three-dimensionsl spaces
cioscly coough to isolate the 3-spherc (..}, while more general spaces cannot be isolated in terms of
their groups. The question still remained whether or no the 3-sphere is the only closed manifoid in
which every circuit is defosmable ioto 8 point.

As far as combinatonal analysis situs is concerned, this question is answered tn the affirmative by our
Theorem 3.

(Whitchead 1934, 309)

Whiteheads Beweis berubte auf dem folgenden falschen Satz (dabei ist unter einer
LJfundamental region” cin Teilraum von §3 zu verstehen, welcher lokal homdomorph ist zu
der fraglichen 3-Mannigfaltigkeit):??

..No continuous curve joining distinct vertices in & fundamental region for zn vnbounded thres-di-
mensional manifold corrcsponds 1o a ciscuit which is homotopic to zero.”

(Whitchead 1934, 319)

Ist daritber hiraus die fragliche Mannigfaltigkeit zusdtzlich noch einfach-zusammenhdin-
gend, so ergibt sich, dab der ,,Fundamentalbereich” ganz §3 ist und dab diese der Mannig-
faltigkeit hombomorph ist: ,,Any finite, unbounded threc<limensional manifold, whose
group ist nuli, is 2 3-sphere.” (Whitehead 1934, 319)

Whitchead hat rasch seinen Fehler bemerkt: Die Arbeit warde am 1. August 1934 cinge-
reicht, die Korrektur am 8. Januar des nachfolgenden Jahres. Er mubte erkennen, dab die
Konstruktion seiner ,verallgemeinerien Uberlagerungsabbildung™, wie man diese nennen
kénnte, unkorreki war. Weiter konnte er durch cin Gegenbeispiel zeigen, dab der fragliche

124£]). Der cbenfalls inkorrekte Beweis von Rourke und Rego (1986) kursierie nur 2ls Preprint {vgl. Tau-
bes 1987 sowie 7. unten). Einsge allgemeine Andeutungen bez@ghich zweicr 1957 am Institite for Advan-
ced Study in Princeton kursicrender Beweise gibt Bing 1964, 124. Einca fehigeschlagenen nicht an die Of
fentlichkeit gelangten Versuch gesieht Stallings 1966 (wic vor thm achor Frank] [siche oben]) cin. Fama
bohauptet, dal ¢s noch mehrere fhnliche Faile gegeben heben soll, cinc Bebauptung, die ich bisiang noch
nicht verifizicren konnte, Insgesamt scheinen die Mechanismen der Kritik im Bereich der Mathomatik
doch sehr gut zu greifen.

Zur Rolie, welche das Werk von Whitchead sm Rahmen der goometrischen Topologic spicite, vergleiche
man dic foigende Feststellung, die sus ciner biographischen Note zu LH.C. Whitchead aus der Feder von
M.H.A Newman und Barbara Whitchcad stasmmt:

,.But about 1955 there was s revival in the more geometrical kind of topology in which he had first wor-
ked. He was delighted to find that the youngest generation of topologists, to whom thesc brilliant new dis-
coverics arc due, had found in his work of the 1930's just the theorems they needed as a foundation for
their work.” (Newman-Whitchead 1962, xvii} .

Dhieser {nische Satz verallgemeinert die Situation bai wniversellen Ubetlegerungen: Ist M die universelie
Uberiagerung vor M (M z. B. ¢ine Mannigfaltigkeit) und ist P die Faser Ober dem Grurdpunkt von M, so
gilt, dab kein Weg, der zwei verschiedene Punkte dieser Faser miteinander verbindet, durch dic Uberlage-
rungsabbildung auf ainen nuilhomotopen Weg abgebildet wird. Das ist u.a. deshaib der Fall, wail ein sol-
cher Weg cine Decktransformation liefert, die nicht dem neutralen Element der Fundamentalgruppe ent-
spricht.

Da M for zusammenhdngendes M inshesonders zusammenhaingend ist, folgl, daB die universelle Uberla-
gerung eines einfach-zusunmenhitngenden Raumes hom&omorph zu diesem sein mub.

97
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Satz - der den oben ztierten Satz als Spezialfall impliziert - faisch ist. Damit war klar, daB
sich der Satz und damit wohl Whiteheads Ansatz insgesamt nicht retien 14681.5%

Im gleichen Jahr 1935 lieferte Whitchead aber noch ein andercs, im Zusammenhang mit
der Poincaré-Vermutung inferessantes Ergebnis. Er konrte nimlich zsigen, daB es cine
offene einfach-zusammenhingende 3-Mannigfaltigkeit M gibt, deren zweite Homologie-
gruppe trivial ist und die keinen Rand aufweist, welche aber nicht dem R3 homoomorph ist
(Whitehead 1935).%% Die fragliche Mannigfaltigkeit ergibt sich als unendliche Vereinigung
von Volltori T;, wobei To und T gemad der nachstehenden Abbildung ineinander liegen:

Erster Schritt in der Konstruktion von Whitehead's Beispiel

Ist h: R3 — R3 der Homdomorphismus, fiir den h(Ty) = T gilt, so definiere man fiir i =
2.3,... Gie Tori T; als hi (Ty) und nehme fiir M die unendliche Vereinigung aller dieser T;.
Der entstehende Rzum ist einfach-zusammenhingend, da jeder geschlossene Weg infolge
seiner Kompaktheit ganz in cinem Volltorus T, < Ty Hegen muB und deshalb in T,
nulthomotop ist. H9%

Die Poincaré-Vermutung spielte schlieBlich auch in W. Hurewicz’ Artikelserie
(Hurewicz 1935 und 19335a, Hurewicz 1936 und 1936a), welche durch die Einfithrung der
hoheren Homotopiegruppen sowie durch wichtige Satze iber diese {insbesondere der Hur-
ewicz-Isomorphismus ist hier zu rennen) bekannt geblieben ist, eine gewisse Rotle.

% Es stelit sich heraus, daB dic Whiteheadsche Konstruktion zu eines Abbildung zwischen Fundamentalbe-
reich uod Mannigfaitigheit fahrt, welche mit Ausnahme bestimmter Verzweigungskurven 1-1 ist {vgl.
Whitchcad 1935).

Man kenn sogar dariiber hinaus beweiscn, daB dic entstehende 3-Mannigfaltigheit zusammenzichbar ist
(Hempel 1976, 156f). Da sich 53 sus R? durch Einpunktkompaktifizierung ergibi, konnte man hoflen, aus
der Whitehead-Mannigfeitigkeit durch densclben Prozefl cin Gegenbeispicl zur Poincard-Vermutung zu
gewinnen, Es stellt sich aber hersus, dafl die Einpunkikompaktifizierung in diesera Felle keine Mannigfal-
sigkeit fiefert (Hempel 1976, 157).

Aus dicsen Betrachtungen ergibt sich folgende Charskterisierung der §3 von Bing (Bing 1958) Es sci M
cine geschlossene 3-Mannigfaltigkeit mit der Eigenschaft, daB jede cinfach geschlossene Kurve in M schon
in einer 3-Zelie in M liegt. Dann ist M hombomorph $3 (vgl. Hempel 1976, 157f oder Haken 1968, 64f).
1% Genaucre Ausfikrungen findet mar bai Haken 1968, 63-65.
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..Es sei noch auf die Bezichungen zu der Poincaréschen Vermutung hingewiesen, nach der unter den
n-dimensicnalen geschlossenen Mannigfaltigheiten M, die Sphare S, cherakterisiert sei durch das
Verschwinden der Fundamentalgruppe und der Homologiegruppen bis auf die n-1e.”

{Hurewicz 1935s. 523)

Was Hurewicz hier formuliert - und zwar korrekt -, ist nicht nur die klassische aufs Drei-
dimensionelle beschrinkie urspriingiiche Frage Poincaré's, sondern auch schon deren
Verallgemeinerang auf hohere Dimensionen (vgl. 7). Er bictet dann zwei der Poincaré-
Vermutung #quivalente Aussagen an:

. 1.Fine M,,, in der jede cebie abgeschlossene Menge zusammenzichbar ist, ist mit $; homdomorph.
2.1.8sst sich S, auf M, stetig mit dem Grad | abbilden. so ist M, mit der 8, homdomorph.”
{Hurewicz 19358, 523)

Diese Ergebnisse werden in dem Referat der Hurewiczschen Arbeiten von 1935, welches E.
Pannwitz - cine Schillerin von M. Dehn - fir das ,,Jahrbuch iiber die Fortschrtte der Ma-
thematik” verfaBte, ausdriicklich erwihnt (sogar wortlich zitiert, ein Zeichen dafur, dab
fman der Poincaré-Vermutung allmihlich groe Bedeutung beimaB - vgh, Pannwitz 1935).

Auch die schon in 5.3 angesprochene sogenannte Hurewicz-Vermutung (vgl. Smale
1963, 132), welche eigentlich eine Frage war, wurde von ihrem Urheber im Zusammen-
hang mit der Poincaréschen aufgeworfen:

_.Es erhebt sich dic Frage: Unier welchen Voraussetzungen lasst sich sus der Gleichheit des Homo-
topietypen dic Ucbereinstimmung der topologischen Typen folgern. Beispielsweise: Sind zwet ge-
schiossene Mannigfaltigkeiten vom gicicken Homotopictypus immer homaomorph? Aus der positiven
Beantwortung der letzten Frege wirde sich sofort dic Richtigkeit der Poincaréschen Vormutung erge-
ben, denn nach dem obigen hat cinc n-dimensionale Mannigfaltigkeit, deren Fundamentalgruppe und
Homologiegruppe bis auf dic letete lexr sind, den Homotopietypus der n-Sphare.”

(Hurewicz 1936, 1250)

Die von Hurewicz hier angedeutete Chance zur Lésung der Poincaré-Vermutung wurde
von J. H C. Whitchead fitaf Jahre spiter zunichte gemacht {vgl. 5.3). Es ist aber charak-
tenistisch fiir dic zentrale Stellung, welche die Poincaré-Vermutung damals schon ein-
nahm, daf Hurewicz hier daniber nachdenkt, was ssine Ergebnisse zur Bewilligung ehen
jener Schwierigkeiten bringen kénaten.

Schlielich sei noch die Dissertation . Uber die topologische Struktur der 3-dimensiona-
len Mannigfaltigkeiten, insbesondere der Sphiire” erwihnt, die E. Schottland 1934 der
Naturwissenschaftlich-Mathematischen Fakultit der Universitat Heidelberg vorlegte. Be-
treut wurde diese von A. Rosenthal 19! In dieser Arbeit, auf deren Details hier nicht niiher
eingegangen werden soll, versucht der Verfasser, eine Charakterisierung des Begriffes 3-
Mannigfaltigkeit zu finden, die nicht die Gbliche Begrifflichkeit verwendet. 192 Dies gelingt

100 Posenthal spiclt ansonsten keine Rolic in der Geschichic der Topologie, allerdings mub auf Rosenthal
1924 verwicsen werden. Dab dieser Mathematiker ¢in groficres Interesse fitr topologische Fragen haite,
belegt neben der Schottlandschen Dissertation noch die Dissertation von I. Gawehn (Gawchn 1927), wel-
che ebenfalls bel Rosenthal entstand.

192 Vorbild ist ihm dabei das analoge Resultat ftr 2-Mannigfaltigkeiten, das von Gawcha gewonnen wurde:
.Daflir, da8l ¢in topologischer Raum F tinc geschlossene oder offene anberendete 2-dimenstonaic Mannig-
faitigkeit ist, sind folgende Bedingungea notwendig und hinreichend:
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nicht, wohl aber gibt Schottland eine reichlich umstindliche Charakterisierung der 3-Sphi-
re, welche auch Homotopie- und Homologiegigenschaften verwendet (Schottiand 1934
25f). Im Zuge seiner Untersuchungen konstrujerte er zahlreiche Beispiele (z.B. die zu:
sammenhéingende Summe von n projektiven Riumen, Colimesbildungen usw.) und streift
mehrmals die Poincaré-Vermutung (Schottland 1934, 17 und 63), die er nur ,.cin bekann-
tes Poincaré'sches Problem™ nennt.

Dies mag als ein letzter Beleg fiir dic oben geduBerte Meinung dienen, dad die Poincaré-
\{erfnutung mit Beginn der 1930er Jahre begann, dic herausragende Steilung zu erlangen,
die ihr bis heute eignet Es wire interessant, wiirde aber den hicr vorgegebenen Rahmen
sprengen, nach weiteren Stellen zu suchen, die eine zunehmende Breitenwirkung (etwa in
Dissentationen) der Poincaré-Vermutung im beschrichenen Zeitraum beweisen.

_Die Bedeutung, welche dic Poincaré-Vermutung in den 30er Jahren erlangte, manife-
stierte sich somit nicht nur in der Tatsache, dab diese Bezeichnung zu einem stehenden
Begiﬁ der Topologen wurde und daB diesem Problem eigens und ausdriicklich Arbeiten
gewidmet wurden, sondern auch in der Vielfalt vorgeschlagener (und teilweise auch ver-
worfener) Losungsansitze (z.B. gruppentheoretisch, geometrisch-kombinatorisch, Uberla-
gerungstheorie) und der Vermutung dquivalenter Formulierungen. So gewann die Poin-
caré-Vermutung allmihlich die Stellung eines Zentralproblems mit zahlreichen Beziigen,
dessen Losung als dringendes Desiderat erschien, da sie ,,gr6Bten Gewinn” fiir die Wissen-
schaft-verhief. Damit erfiillte sie eines der Kriterien, welche D. Hilbert in seinem berithm-
ten Vortrag von 1900 fir den Wert eines mathematischen Problems genannt hatte. Weiter
forderte er von diesem , Klarheit und leichte FabBlichkest” (zwel Aspekte, die man der Poin-
caré-Vermutung gewiB zugestehen wird), um dann anszufiihren:

"Ein mathematisches Problem =01 ferner schwierip, damit s urs reizt, vad dennoch nicht voilig un-
zugdnglich, damit cs unscrer Anstrengung nicht spotie; ¢s sei uns cin Wahrzeichen suf den ver-
schiungenen Pfaden zu verborgenen Wahrheiten - uns hernach Johnend mit der Freude ober die go-
lungenc Lasung.™

(Hilbert 1979, 23 §

Es ist wohl unsirttig, dad die Poincaré-Vermutung alle diese Kriterien bis auf den heutigen
Tag erfillli. Wichtig ist aber festzuhalten, dab gerade der Bezichungsreichtum der Vermu-
tung nicht von vorneherein feststand, sondera daB sich dieser erst im Laufe der Anstren-
gungen zeigle, ja, man konnte sogar, dab dieser erst durch den Gang der Wissenschaft er-
zeugt warde. Dies unterstreicht den Charakter von Leitmotiven, der ,, guten” Probiemen
zukommt, indem sie der Forschung eine Orientierung geben. Man vergleiche hierzu 8.

1. Kompsktheit im Kleinen. 2. Zweites Abzithlbarkeitsaxiom. 3. [32B zu jedem Punkt p von F eine Urage-
bung U(P) derart gehdrt, dab jede in F aingebettete Jordankurve J, die Untermenge van U(P) ist, gensu 2
Komplemente besitzt, die ] zur gemeinsamen Grenze haben. 4. Dal in jeder Umgebung U{P} eines Punk-
tes P von F cine in F cingebettete Jordankurve J(P) cxisticrt, dic P micht &ls Element enthalt und deren P
besitzendes Komplement Untermenge von U{P) ist.” (Schottland 1934, 2) Das Berandungsverhalien von
Jordan-Kurven in bestimmien 3-Mennzpfaltigheiten hatte boreats Hopf 1926 untersucht.
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Wenn im folgender der kombinatorischen Auffassung die algebraisicrte (jeweils bezogen
aufl die Topologie) gegenibergestellt wird, so darf man dies nicht als direkien, sezusagen
kontradiktorischen Gegensatz sehen. Dem kombinatorischen Ansatz ging es ja haupt-
sichlich um einen Aufbau der Theorie der Mannigfaltigkeiten, welcher ohne Bezug (oder
mit méglichst wenig Bezug) auf kontinuumstopologischen Vorstellungen (etwa in der
Definition von ,, Mannigfaltigkeit™)auskommen und eine ,, Arithmetisicrung” der Invarian-
ten erméglichen sollte. Dagegen forderte die Algebraisierung zuerst einrmal den verstiirkten
Einsatz algebraischer Hilfsmittel sowie ein eigenstindiges Interesse fiir letztere. A limine
sind diese beiden Haltungen keineswegs vollkommen inkompatibel.! Dennoch hat sich
.. kombinatorische Topologie” ais Bezeichnung fiir die #ltere Theorie der Mannipfal-
tigkeiten eingebiirgert, wihrend ,,algcbraische Topologie” ihre moderne, wesentlich um-
fassendere Nachfolgerio meint, Dicse Namensgebung resultierte wohl bauptsichlich aus
der Tatsache, daf die Durchsetzung der algebraischen Sichtweise zeitlich in etwa mit dem
Zuriicktreten der kombinatorischer zusammefic] (Anfang/Mitte der 30er Jahre).

In der zweiten Halfte der 20er Jahre unseres Jahrhunderts begannen sich Auffassung
und Methode der bis dahin meist kombinatorisch genannten Topologie zu verdndern.
Dieser Prozeh wird oft als ,,.fﬁdgei:um'sit:ru:ﬂg"2 bezeichnet; oberflichiich betrachtet ist sein
Kennzeichen vor allem die Betrachtung von Homologiegruppen anstelle der numerischen
Invarianten Betti-Zzahlen und Torsionskoeffizienten.

Die Algebraisierung in diesem Sinne scheint in zwei voneinander unabhingigen
Entwicklungsiinien begonnen zu haben: Zum einen ist hier L. Vietoris zu nennen, der in
Wien (1922 - 27) und spéter in Innsbruck arbeitete und sich 1925/26 bei L.E.J. Brouwer in

1 Dic Einsicht, daB die neucren Verfahren die alten nicht ohne weiteres Sberflassig gemacht hatten, Klang

beispiclsweise in der Besprechung von Feigl tther die zweite Auflage des Analysis-situs-i.chrbuches von
Veblen (1931) an:
,.Dicses Verfahren [dic Inzidenzmatrizen; K.V.] hat Verf. auch in der zweiten Auflage beibehalten, abwohl
in der Zwischenzeit cin neues Verfahren, das gruppentheorctische, ausgebildet worden ist. Da dic
gruppentheoretische Behandluag der kombinatorischen Topologie im neuesten Schrifitum stark in den
Vordergrund gestellt worden ist (vgl. dic Werke von Seifert-Threlfall und Alexandro(f-Hopf, ...}, so wird
tman ¢s viclcicht begriben, in dem vordicgenden Buch cine Wicdergabe der alteren Methode zur Hand zu
haben.” {Feigl 1931, 713)

2 Sozum Beispici 8. Mac Lane in seinem Aufsatz , Topology becomes algebraic with Vietors and Noether™
{Maclanc 1986), Im tibrigen erinnert dieser Terminus net@irlich an dic |, Arithmetisierung” der Analysis im
19. Jahrhundert. Die Bezeicknung . Algebraisicrung™ ist insofern mifiverstindlich, ofs ja spatestens mit der
Einfihrung der Fundamentalgruppe durch Poincasé algebruische Methoden in der Topologic verwendet
wurden.
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Amsterdam aufhielt?, zum andern die in Gttingen ansissige E. Noether, deren Ideen dann
von H. Bopf (Gottingen [1925/26], Berlin, Princcton [1927/28]) und P. Alexandroff
(Amsterdam [1925/26], Gattingen {1926], Princeton [1927/28), spiter Moskau) in die
Topologie eingebracht wurden. Leitmotiv der Bestrebungen von Vietoris war gs, cine
Homelogietheoric fiir aligemeinere topologische Raume aufrubaven: Beschrinkt man sich
nicht mehr auf Mannigfaltigkeiten, so massen die Homologicgruppen ja nicht mehr
endlich erzeugt sein®, weshalb die traditionellen numerischen Invarianten ihre Bedeutung
verlieren. Dabel gab Victoris erstmals die spater gingige (vgl. etwa Seifert-Threlfall 1934)
simpliziale Definition der Homologiegruppen. 3

Sein Ansatz wurde vor allem durch seinen Schitler W. Mayer fortgefithrt (Mayer 1929
und 1929a) und fand seinen bis heute bekannt geblichenen Ausdruck in der Mayer-Vie-
toris-Sequenz. Wichtig hiesbei ist, daB Mayers Untersuchungen darauf hinauslaufen, Be-
zichungen rwischen mehreren Homologiegruppen in Gestalt von Homomorphismen zu
betrachien, welche durch die entsprechenden Inklusionsbeziehungen induziert werden 6

3 Meine Darstellung stitzs sich bier teilweise suf cine bricfliche Mitteilung von Prof. Dr. Dr. L. Vietoris vom

11.3.91, Weitere informationen zum Werdegang dicses Mathematitrers Sndet man bei Einkorn 1983, 546~
564,

Solche Raume kdnnen - anschaulich gesprochen -, unendlich vicke Locher” sufiweisen: man denke etws an
RAQ.

in dem in Anmerkung 2 genannten Bricf schreibt Vietoris:

».Am Beginn dieser fir meine weitere Arbeit entscheidenden Zeit fbei Brouwer, K.V.] war ich in meinen
topologischen Untersuchungen zu einem Punkt gelapgt, von dem ich nicht weiterwubte. Mir war klor, daf
ich nur weitcrkommen konnte, wenn ich die Riemann-Betti-Poincarésche Topologie der Polyeder in
aligemeinere Riume abertmge. Brouwer wics mich suf dic von ihm schon mit grofict Erfolg verwendeien
simplizialen Polyeder hin. Besonders dic Art, wie er scine VieHachheit der Zyklose in metrischen Rbumen
definieste, war mir Vorbild,

Indem ich den Brouwerschen (£8)}Mechanismus durch den Cauchyschen {gn}Mechanismus ersetute,
kam ich zu meinen Fundamentalfolgen von Zykeln und deren Homologicklassen, diz P. Alexandroff spater
Vollzykel genannt hat, die Elemente mciner Homologiegruppen kompakter metrscher Riume. Dic
Bettischen Zahlen und dic Torsionszahlen sind dort in der Regel nicht endlich. Daher mubBte ich dic
Gruppen selbst betrachten.

Weil keinc  simpliziale Definition der ja  stillschweigend  bekannten  Zusammenkangs-  und
Homologicgruppen vorhanden war, definictte ich diese in [Vietoris 1926; K.V.] zunichst in endlichen
simplizialen Komplexen und daen mit Hilfe der Fundamentalfolgen in kompakten metrischen Riumen,
Mein Hauptanliegen war dic Ableitung einiger Satze Gber diese Gruppen in topologischen Riumen. Ich
beschriinkte mich auf kompakte metrische Riume, weil aligemciners Riiume gewisse Schwiengkeiten
maechien.

Ausfahrlicher behandelic ich dicse Themen in der Arbeit {Victoris 1927, K.V.]."

Leider sagt L. Vietons nichts 8ber dic Hintergrinde seiner Bestrebungen; es liegt jedoch nahe, hier den
Einflul von Hans Hahn sowie hinsichtlich der simplizialer Techniken Brouwers zu vermuten. Ersterer war
ja an abstrakton Raumen sehr intercssiert, wobei scin Zugang fiber die Analysis orfolgte. Insofern waren
dic Motive der Victorisschen Algebraisierung nicht in der Theorie der Mannigfaitigkeiten oder allgemeiner
i der traditionellen kombinatorischen Topologie zu suchen, was auch nicht erstsunt, da sich in diesem
Rahmen dic herkdmmliche Auffassung durchaus bewsihrt hatte. Zu den Ausfihrungen von Victors vgl.
man auch Alexandroff 1969, 113f.

Betrachtet man eine znaloge Situation in Bezug suf die Fundamentaligruppe, so hat man cine ,,Seifert-van
Kampen-Situation” vor sich. Wie wir gesehon haben (vgl. 3.4), wurde diese im Spezinlfall der Heepard-
Zerlegung einer 3-Mannigfalitigkeit schor voa Poincaré verwendet, ohne daB dieser aber irgendwelche
allgemeineren Bemerkungen hierzu gemacht hatte.
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Anders (und modern) gesagt, kommt die wahre Stirke der Algebraisierung erst bei einer
kaicgorialen Betrachtungsweise zur volien Geltung. Der erste, der im Zusammenbang
dessen, was wir heute als erste Homologiegruppe etwa einer Mannigfaltigkeit bezeichnen,
tatsachlich explizit von ,,Gruppe” gesprochen hat, scheint - worauf Vaoden Eynde
1992/93, 177 aufmerksam gemacht hat - der Dehn-Schiler H. Gieseking in seiner
Dissertation von 1912 gewesen zu sein. Dort behandelt er nach dem Vorbild H. Tietzes
(vgl. 4.2} die Fundamentalgruppe. Rechnet man in dieser abelsch - also macht man sie
durch Hinzunahme entsprechender Relationen kommutativ - so erhilt man dic Abelsche
Gruppe (einer Mannigfaltigkeit) [so Gieseking 1912, 271]. Insbesondere gilt:

,,,,,, die Abelsche Gruppe ciner geschlossenen Tweiscitigen Fliche [vom Geschlecht p; K.V] ist also
dic ailgemeinste Abelsche Gruppe mit den 2p Erzeugenden ay.byegby,., apby.”

(Greseking 1912, 25)

Die Homologierelation wird allerdings von Gieseking erst im Anschlud hieran eingefihrt
und geometrisch - anschaulich interpretiert; sein Zugang erfolgt also iiber die Gruppen-
theorie. Die Bezeichnung »Homologiegruppe”™ tritt erstmals bei Vietoris 1926, 1009 auf

Der zweite Strang der Algebraisierungshewegung wird auf Emmy Noether zuriickge-
fuhrt, wobei die mabgebliche Quelle hierfir Heinz Hopf (8hnlich auch P. Alexandroff
[1869]) ist:

wDas Zentrum, von dem der algebraische Einflufl in Gittingen ausging, war natardich Emmy Noether.
Mit Alexandroff war sic schoa seit Jahren befreundet, und beider Hauptarbeitsgebiete, namlich die
abstrakten aigebraischen und dic abstrakten topologischen Strukturen, waren prinzipiell miteinander
verwandt. Aber was wir - Alexandroff vad ich - jetzt von ibr lemten, betraf, direkt und konkret, die
Begrandung der Homologictheorie in simplizialen Komplexen » nimbich:

Es scien XT die r-dimensionalen Kettengruppen, & die durch die Randbildung bewirkicn
Homomorphismen XT+1 —» XT ; dann ist, wic man leicht an einem cinzefnen Stmpiex verifiziert, 33 =
9, das bedeutet: Das Bild 8X* ist in dem Kern Z7 der Abbildung & X¥ — X! cnthalten: die
Faktorgruppe Hf = Zr / aXr *1 ist die r-tc Homologicgruppe.

Dicsc  basisfieic, d.b. die Poincaréschen Inzidenzmatrizen vermeidende, Begrindung  der
Homologictheotie wnr damals ganz oecu (und ich weid micht cinmal, ab der Begrff
..Hormologicgruppe™ schon irgendwo schwarz suf weil in der Literatus vorgekommen war).”

(Hopf 1966, 185)7

Zur Mayer-Vietoris-Sequenz vgl. man [Heudonné 1989, 39 und 110,
Lefschetz schreibt tber A. Mayers Beitrag: ,, This suthor went 1o the extreme of abstraction.” (Lefschetz
1970, 32), wobei er vor aliem dessen Aufbau der Homologiethcoric meint.

T Man vgi. hierzu Hopf 1928, 177 Anm. 2, Alexandrofi-Hopf 1935, 12 Anm. 2 und Alexandrofl 1969, 121,
Hirsch 1982, 15 sowie Dicudonné 1984 und (kerngieread hicrzu) MacLanc 1986, Die folgende
Charakterisierung Dieudonné's deutet eine Richtung an, in welcher man die Algebraisicrung auch schen
kann:

"She [E. Nocther; K.V.} was then in the process of entirely reshaping algebm in what became known a few
years later, through van der Wacrden's book, as "Modern Algebra®, systematically giving pre<eminence to
concepls over computations.” {Dicudonnd 1984, 3)

Unsero weitcren Betrachtungen werden aflerdings zeigen. dab dicse Bevorzugung der Begriffe gegengber
den Rechnungen im Problemkreis, der uns hier intercssiert, gar keinen so wesentlichen Fortschrit
gebracht hat,
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Emmy Noether® hat sich selbst zu diesem Thema nie ausfibrlich im Druck gesufert. In
einem Vorirag vor der Mathematischen Gesellschaft in Gottingen vom 27.1.1925 erwithote
sie lediglich die Betti-Zahlen und die Torsionskoeffidienten als Beispiele fiic die
Fruchtbarkeit gruppentheoretisch-abstrakier Betrachtungen ® Hopf hat sich dann in Hopf
1928 diesc Auffassung zunutze gemacht, um scinen friher gefundenen, aber erst spiter
gedruckten Beweis (Hopf 1929 - vgl. auch Hirsch 1982, 15-17) fiar die Verallgemeinerung
der Lefschetzschen Fixpunktformel (von Abbildungen zwischen n-Mannigfaltigkeiten auf
solche zwischen s-dimensionalen Komplexen) zu vereinfachen. Der Vorteil, den die
Algebraisierung hier brachte, war somit vor allem ein beweistechnischer.

Im Jahre 1929 hickt B.L. van der Wacerden, aiso ein Mitglied des Kreises von Emmy
Nocther, der deren Auffassung im nachfolgenden Jahr durch seine beriihmte , Modemne
Algebra” allgemein bekannt rnachen sollte, auf der Versammlung der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung zu Prag einen Vortrag iiber , Kombinatorische Topologie”.
Dabei setzte sich der Verfasser das Ziel, die Entwicklung, welche dieses Gebiet in den
letzten Jahren genommen hatte - etwa seit Knesers fast ausschlieBlich  der
kombinatorischen Auffassung gewidmeten Bericht Kneser 1926 - zu dokumentieren. Schon
der von van der Waerden pewihlte Titel ist bemerkenswert, insofern er nicht aber
»algebraische Topologie” sprachk, sondern den traditionellen Titel |, kombinatorische
Topologie” wihlte - vielleicht ein Anzeichen dafir, daB die Umwilmng zu diesem
Zeitpunkt keineswegs als so grundlegend empfunden wurde.

Hauptthema van der Waerdens war die Konkurrenz zwischen rein-kombinatorischer
Auffassung und der sogenannten , méthode mixte”, also der letetlich von L. E. J. Brouwer
angeregten Verwendung simplizialer Methoden im komtinuumstopologischen Rahmen.
Dabei votierte van der Waerden deutlich zugunsten der letzteren. So heilit es beispielsweise
im Zusammenhang mit der Hauptvermutung:

lch glaube, man kann jetzt mit ricmlicher Sicherheit sagen, daft die Schwierigkeit aller dieser

Untersuchungen so grol 13t und blaben wird, dafl &3 suf jeden Fall dem Vorzug verdient, die
gewdnschten Invarianzeigenschaflien der Homologicgruppen, der Wegegruppe usw. direkt, ohne den

Die erste gedruckte Erwlhnung des Wortes ,, Homologicgrupp™ ist - wic bereits erwiihnt -~Victoris 1926,
1009 Hopf selbst verweist an der im Text zitterten Stelie auf Hopf 1928.

¥ E. Nocther hat sich Weihnachten 1925 etwa einen Monat lang bei Brouwer in Biaricum aufgchaiten {vgl.
Alexandroff 1969, 12G). Obwohl E. Nocther bauptsichlich nn der Algebra arbeiteie, interessicric sie sich
doch sehr fir topologische Arbeiten, insbesondere von P. Alexandroff und H. Hopf (brefliche Milteijung
von Prof. Dr. B. L. van der Waerden vom 2.9.93)

¥ Wartlich heilt cs im Protokol dieser Sitzung (Noether 1926, 104):
E. Noether: Ableitung der Elementarteilertheoric sus der Gruppentheonie. Die Elementaricilertheoric gibt
bekanntlich fir Moduln aus ganzzshligen Lincarformen eine Normalbasis von der Form (¢1y1.62Y2.
ouy¥r} wo jedes e durch das folgende teilbar ist, die e sind dadurch bis aufs Vorzeichen cindeutig
festgelegt. Da jede Abelsche Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden dem Restklassensystem nach cinem
solchen Modul isomomh ist, ist dadurch desr Zerlcgungssate dicser Gruppen als dirckic Summe grobter
zyklischer mitbewicsen. Es wird nun umgekehrt der Zerdegungssatz rein gruppentheoretisch direkt
gewonnen, in Verallgemeincrung des far endliche Gruppen @blichen Beweiscs, und darsus durch
Ubergang vom  Restklsssensystem zum Modul selbst dic Elementartciiertheoric  abgeleitet. Der
Gruppensatz erweist sich so als der cinfachere Satz, in den Anwendungen des Gruppensatzes - 2.B.
Bettische und Torsionazahicn in der Topologie - ist somit cin Zurfickgehen auf dic Elementantzsilertheorie
nicht erforderlich.™
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Umweg ber den kombinatorischen Aquivalenz- und Ioveriaezhegniff. also nach der méthode mixte
zu bewsisen.”

(Wasrden 1930, 127)10

Man erkennt, daB der Vortragende in damals moderner Art und Weise von Homologie-
gruppen sprach, die er auch als Faktorgruppen der (singularen) Zykel nach dem
(singul#ren) Rindern einfithrie (Waerden 1930, 122 und 127). Die den Betti-Zahlen
entsprechenden Dimensionen der freien Anteile, die van der Waerden Homologiezahlen
nannte, und die Torsionskoeffizienten wurden als »gruppentheoretische Invarianten” der -
im Falle von endlichen simplizialen Komplexen - endlich erzeugten abelschen Homolo-
giegruppen eingefithrt (Waerden 1930, 1221). Des weiteren wurde noch erwihnt, | .dab die
ganze nach der méthode mixic aufgehaute Theoric nicht my auf Komplexe aus endlich
we:Icn S_impliccs, sondern auch auf solche Gebilde anwendbar ist, dic zu ihrer
Triangulierung unendlich viele Simplices erfordern, wie z. B. offene Flichen oder offene
Mengen im euklidischen Raum ” (Waerden 1930, 129).

Man bemerkt, dab somit auch bel van der Waerden die beiden oben schon besprochenen
Motve fiir die Algebraisicrung ankiangen: einfachere und ahersichtlichere Formulierung
der Theorie und Beweise sowie Verallgemeinerbarkeit auf den micht endlich erzengten
Fall. Beide Aspekte traten jedoch bei ihm hinter den als wesentlich fundamentaler emp-
fundenen Gegensatz von rein-kombinatorischer und gemischier Methode zurick.

An dieser Stelle sei noch kurz erwihnt, welche Fragen der Vortragende sonst noch an-
sprach. Da ist zum einen das Problem der Definition des Begriffes ~Mannigfaltigkeit”, far
die er funf Mdglichkeiten anbot (Waerden 1930, 124f, vgl. auch Lefschetz 1942, 3815,
zum anderen der Fragenkomplex Dualititssitze (Wacrden 1930, 124f und 131).
SchlieBlich fand auch die |, feinere Theorie der Mannigfaltigkeiten” (Waerden 1930, 129),
welche Schnitt(punkts)zahlen, Verschlingungszahlen und Fixpunktzahlen sowie den
Abbildungsgrad umfaft, Erwihnung,

Bemerkenswert ist in unserem Zusammenkang besonders die Passage, mit der van der
Waerdea seine Ausfithrungen schioB:

»Von den berohmten Probiemen einer Art, dic ich Homdomorphicprobleme nenoen mochte: dem
Problem der Charakicrisierung der n-dimensionslen hzw. dreidimessionalen Sphire, durch thre
Fundamentalgruppen, dem Problem der Triangulation der topologischen Mannigfaltighkeiten und
dergloichen, ist man suler im zweidimensionalen Fall noch genau so weit entfernt als zur Zzit, wo
diese Probleme gestellt wurden. In der Entwickiung der Topologic hat man immer mehr diesc
schwierigen Probleme zu umgehen gelemt; 1osen wird man sic woht nur durck ganz ncuc Mcthoden
konnen.”

(Waerden 1930, 133)

im obrigen erwiihnte van der Waerden auch einen |, Beweis” der Hauptvermutung durch Furch, ober den
dieser in Prag vortrug. Man vergleiche hierzu das Kurzreferat des fraglichen Vortrags (Furch 1930), in
dem der fraglichc ..Beweis” allerdings nur angekoodigt und nicht susgefohrt wird. Zu ciner
Versfentlichung ist es anscheinend nicht gekommen. In Kusch 1932 versuchte sich ein Schaler von Furch
sochmals an der Hauptvermeutung,
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Auffaliend ist, daB van der Waerden hier nicht ctwa das allgemeine Hombomorphiepro-
blem anspricht, sondern die viel restriktivere Poincaré-Vermutung. Verbliffend ist, dad er
noch die Charakterisierung mehr als dreidimensionaler Sphiren durch ihre Fundamen-
talgruppe erwahnt - cine Frage, die doch spitestens mit Kianneths Ergebnissen (nach
Sieinitz” Arbeit von 1908 - vgl. 4.2) iber die Invarianten von Produkien (man nehme §2 x
$2 und S%) erledigt gewesen sein sollie, Weiter ist bemerkenswert, daB der Verfasser das
Triangulationsproblem so stark in den Vordergrund stelit. 1! Die letzten Zeilen von van der
Waerdens Vortrag deuten auf ¢ine Verschicbung in der Interessentage der Topologen hin,
welche nach meiner Interpretation durch die Algebraisierung begiinstigt wurde. Im Verlauf
des finfien Kapitels haben wir allerdings gesehen, daB van der Waerdens Pessimismus
beziglich des Hom&omorphieproblems, insbesondere bezitglich der Poincaré-Vermutung,
picht ganz berechtigt war. So gelang es vor allem H. Seifert, in dieser Frage Fortschritte zu
erzielen, ohae allerdings das Problem vollstindig zu l0sen. Insgesamt gewinnt man 50 den
Eindruck, daB van der Wacrdens Referat eine Wende in der Geschichte der Topologie
widerspiegelt {weg von der rein kombinatorischen Auffassung, hin zur algebraisch
beeinfluBten , métode mixie™) - wie sholich auch etwas spater Alexanders Beitrag in
Zirich (vgl. 5.1.3).

Die Ausbreitung der neuen Ideen erfolgte cher zogerlich!? und blieb vorerst weitgehend
auf den deutschsprachigen Raum, insbesonderc auf den Kreis um Emmy Noether, be-
schrankt.

{Tbrigens hielten sich parailel zu H. Hopf und P. Alexandroff, die wir ja schon als Pro-
tagonisten der Algebraisicrung kennengelernt haben, auch W, Threllfall und H. Seifert
{vgl. 5.2) in Gbttingen auf, was miterkliren mag, dab auch in ihrem Werk die Algebrai~
sierung immer eine gewisse Rolle spielt.

In ciner Besprechung des Topologiclehrbuches der beiden letzigenannien Autoren
schreibt A. W. Tucker: , The influence of the German algebraic school is reflected In a
frank use of group theory.” (Tucker 1935, 470). Es spielten in der Frage der Alge-
braisierung anscheinend auch nationale Stilbildungen cine gewisse Rolle, etwa insofern,
als die amerikanische Schule {(von Princeton mit LW. Alexander, S. Lefschetz, O. Veblen
u. a.) noch eine gewisse Zeit an der Verwendung von Inzidenzmatrizen etc. festhielt. Man
vgl. hierzu die nachfolgend wiedergegebene briefliche AuBerung von Prof. Dr. B. L. van
der Waerden (beziiglich seines Vortrages Waerden 1930):

_Dass man das, was dic Amcrikaner mit Matrices foraaulierten, auch (usd zwar allgemeiner) mit

Homologicgruppen formulicren kann, war mir damals so selbstverstandlich, dass ich es nur ,.am
Rande” (wic Sic sagea) zu crwibnen brauchie.”

Beziiglich der Princeton-Schule fulert sich Alexandroff auch in einem Vorirag, den er
1954 zu Ehren Foincar€'s in Amsterdam hielt {Aleksandrov 1972), wo er davon spricht,

1t [ Literaturverzeichnis erwihnt van der Wacrden dic Arbeit Radd 1925, in der dieser das
Triangulationsproblem im zweidimensionalen Fall 1ostc. Im Dreidimensionalen geht der Machweis der
‘Trianguliesbarkeit von Mannigfaltigkeiten anf E£. Moisc zurick (Moise 1952) die weitesigehenden
Etgebnissc im hoherdimensionalen Fall (i.w. die Identifikation cines Hindernisses) stammen von R. Kirby
und L. Sicbenmann {vgl. Kirby-Sicbenmann 1969).

2 Eg bedurfic ciniger Zeit. bis dicse Ansichten zum Altgemeingut der Topologen geworden sind, zumat
manche grosse Vertreter der Topologic - Lefschetz zum Beispic! - ihnen mit ziemlicher Skepsis
begegneten.” (Alexandroff 1969, 121)
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daB Lefschetz und andere die Algebraisierung als ,,purely formal” betrachteten. Nach
Ajgi;x:nd;c;;i‘ \;iu.rdc diesemskcptiscbc Haltung durch drei Entwicklungen iberwunden,
welche alle die ntheoretische Auffassu i i
P lgng‘r?gz:): ng der Homologietheorie voraussetzten
1. die Dualititstheorie,
2. die Ubertragung der Homologietheorie auf allgemeinere topologische Riume,
3. die Kohomologietheorie.
Bei S. Lefschetz selbst findet sich 1930 folgender Hinwels:

'I'b: msmocl:ifm wnh the theory of abstract groups is clear ... Indeed everything that foilows in this
section {combinatonial theory of complexes; K.V, can be, and frequently is, translated in terms of the
theory of groups. | is of course 2 mere question of a different terminclogy.”

{Lefscherz 1930, 29)

Vielleicht sollte man diese Haltung besser zuriickhaltend denn ablehnend nennen. Im db-
rigen hat L. Vietoris selbst darauf hingewiesen (vgl. MacLane 1986, 307), dab die
Maoglichkeit, die Homologietheorie algebraisch zu formulieren, auch schon H., Poincaré
und seinen Zeitgenossen bewubt gewesen sei {(vgl. das oben zu Gieseking Gesagte). Allein -
so darf man wohl erginzen - war damals kein rechter Vorteil bei dieser Auffassung zu
se_:hc_n; pnd das ging wohl S. Lefschetz 1930 immer noch so. Dab letzierer nicht un-
einsichtig war, zeigt ja die Tatsache, daB er diesen Entwicklungen spater durchaus Rech-
pung gelragen hat (fir eine Einschitzung der Geschichte der Topologie durch . Lefschetz
vgl. man Lefschetz 1970)

Weder in Lefschetz' Topologielehrbuch von 1930 noch in Veblens Neuauflage 1931 sei-
nes Lehrbuches von 1922 finden sich zur algebraisierten Auffassung Ausfibrungen sy-
stematischer Art.!3 Das erste Lehrbuch, sieht man einmal von der eher knappen Skizze
Alexandroff 1932 ab, die sich unter Benutzung des Terminus’ ,algebraischer Topologie”
¢vgl. unten) ausdriicklich zu dieser bekannte, das den peuen Emtwickiungen zumindest
partiell Rechnung trug, war dasjesige von Seifert-Threlfall (1934). In den Arbeiten dieser
Awutoren warde von Anfang an der gruppentheoretische Standpunkt eingenommen (vgl.
etwa Threlfall-Seifert 1931, 45, wo dic erste Homologiegruppe zls Quotientengruppe der
Fundamentalgrappe nach ihrer Kommutatoruntergruppe beschrieben wird), Aber dennoch
bleibt auch bei ihnen ein gewisser Vorbehait gepen allgemeinere Theorichildengen
spiirbar, wenn es etwa heibt:

..Dall Kff cin Komplex ist, ist insofern unwesentlich, als man singulirc Simplexe, Ketten und
i—I_omologxegruPpcn cbensogut in jedem belicbigen Umgebungsraume, z.B. in ciner bebiebigen
michtlecren Teilmenge cines Komplexes definiercn kann. Aber nur fir Komplexe ist diese Definition
fruchtbar.”

(Seifert-Threlfal} 1934, 92 Anm, )14

:: Val. hif:rzu das in Anmerkung 8 wicdergegebene Zitat von S. Lefschetz sowie Anmerkung 1) obea
Kn ist in moderner Terminologic cin simplizisier Komplex. Dic Autorcn beschreiben somit die singulire
Homologic simplizisler Komplexe.
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In einer Anmerkung zu dieser Anmerkung (vgl. Seifert-Threlfall 1934, 318 Anm. 16) wird
dann das Problem der Verallgemeinerung der Homologietheorie auf beliebige topologische
Réume kurz diskutiert, wobel dic Arbeiten zu dieser Problematik von Alexandroff, Cech,
Lefschetr und Vietoris genannt werden. Letzterz stehen ecigentlich im  dirckien
Widerspruch zur Behauptung von Seifert und Threlfall, eine allgemeine Definition sei
unfruchtbar, weshatb die Vermutung naheliegt, dab die Anmerkung zur Anmerkung erst
spdter als der eigentliche Text entstanden ist und dab diese die Aussage des Textes
relativieren soilte.13

In der Tat steht der Standpunkt, den Seifert und Threlfall in ihrem Buch einnehmen,
eher in der Tradition der ,,vor-algebraisierten™ Topologie, insofern sie groben Wert auf die
Behandlung des Klassifikationsproblemes fix Mannigfaltigkeiten, insbesondere fir 3-
Mannigfaltigkeiten, legen. Hierzu wird wiederum die Fundamentalgruppe ausfiihrlich be-
handelt, wihrend alle abstrakteren Entwicklungen der Homologie- und Kohomologic-
theorie: ausgeklammert bleiben.'® Es ist gerade dicse Schwerpunktsetzung, die , den
Seifert-Threlfall” auch heute - 60 Jahre nach seinem Erscheinen - zu einem niitzlichen und
hiufig frequentierien Werk machen. Auf eine kurze Formel gebracht kann man sagen, daf
Seifert-Threlfall die Algebrisierung sehr wohl als Hilfsmittel anerkannten, das unter
Umstanden bessere Dienste als seine Vorlaufer zu leisten vermochte, dab sie aber die
alimahlich einsetzende Umorientierung beziighich der Zielsetrungen nicht mitmachten,

Das niichste grobe Topologiciehrbuch der 30er Jahre, die ,, Topologie™ (1935) von Alex-
androff und Hopf, ist Fragment geblicben, da nur einer der geplanten drei Binde erschie-
nen ist.!7 Aufgrund des ersten Bandes und der Andeutungen die beziiglich des Inhaltes der

15 vgl. guch Hean-Puppe 1990, 709 Anm. 6.

15 Das hebt auch Tucker in seiner bereits genannten Besprechung hervor:

A particularly veluable feature of the book is the attention paid to the fundamenta! (Poincaré) group,
covering spaces, and thres~dimensionsl manifolds; in no other single place in the litcrature has so much
interesting information becn gathered together on these topics. The investigations of the authors
themselves find place 1o the chapler on threedimensional menifolds.” (Tucker 1935, 469)

Und an apderer Stelie beibt es: , The textbook of Seifert and Threlfzll should do much o smooth the path
of the student who wants to leam the fundamentals of (combinatorial) topology. The authors have con-
centrated on basic concepts and methods, avoiding genemadizations:...” {Tucker 1935, 469}

Das |, Lehrbuch der Topologie” wurde ins Chinesische, Russische und Spanische @tbersctzt; eine englische
Ubertragung crschicn dann 1980 {1). Dic Wertschiitzung, dic dicsem nach 46 Jahren ja doch erstaunlicher:
Unterfangen zugrunde lag, kenn man Birmsn 1980 entnehmen. Uster vielen anderen Lobproistngen sci
hier noch J. Weeks zittert, der im Literaturverzeichnis seines Buches Weeks 1985 zum Seifert-Threifall
schreibt:

o Don't be put off by the age of this book. The ideas it contains (...) arc as interesting and refevant today as
they were in 1934." (Weeks 1985, 319)

17 Die Maghichkeit cines zweiten (nie erschiencnen) Bandes wird Gbrigens such von Seifert und Threlfall in
threm Vorwort angedeutet. In diesem sollten jene Theorien, welche |.des beschriinkten Raumes wegen
tberhsupt nicht aufgenommen” (Scifert-Threlfall 1934, TH) werden konnien, Berticksichtigung finden. Als
Beispiele hierfir nennen dic Verfasser den Alexanderschen Duslitiissatz und dic Alexandroffsche Theorie
der sbgeschlossenen Punktmengen und Projektionsspektren. D os bed der letzteren Theore gerade um dic
Erwceiterung des Homologisbegsiffes suf kompakic meirische Riume allgemein ging {vgl. Dicudonné
1989, 701}, derf man dicse Andeutung von Seifert und Threlfall als Hinweis darauf nehmen, dal sic die
peueren Entwicklungen schr wobl zur Kenntnis genommen und zu schéitzen gelernt hation. Das dem
Alexandroffschen Ansaiz (ebenso wic denen von Lefschetz und Vietoris) zogrunde licgeade Problem,
nimlich den Alexanderschen Dualititssatz durch eine geeignet definierte Homologic auf beliebige
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beiden folgenden Binde gemacht werden, ist jedoch klar, dab dieses Werk den neven Ideen:
einen breiten Ranm widmen wollte:

..Das Interesse fitr Topologie in Gattingen konzentrierte sich damals [als Alexandroff und Hopf dort
waten, also 1926; K. V.] vor allem iz dem rogen mathematischen Kreise um Emmy Nosther, An sic
denken wir beuie in Dankbarkeit 2urdck. Die silgemeine mathematische Einsicht von Emmy Noether
beschrfinkte sich nicht auf ihr spezielles Wirkungsgebier, die Algebra, sondern fbte einen lebhaften
Einflull auf jeden aus, der zu ibr in mathematische Bezichung kem. Far ues war disser Emfu8 von
der grofiten Bedeutung, und er spiegelt sich such in diesers Buch wieder. Die Tendenz der starken
Algebraisicrung der Topologie auf gruppentheoretischer Grundlage, der wir in unscrer Darsteltung
folgen, geht durchaus suf Emmy Noether rurick. Diese Tendemz scheint heute [1935, K.V
setbstverstandlich; sie war es vor acht Jahiren nicht; s bedurfie der Energie und des Temperamentes
von Ememy Neether, um sie zum Allgemeingut der Topologen zu machen und sic in der Topologe,
thren Fragestellungen und ihren Methoden disjenige Rolle spiclen zu bassen. die sie heute spicle.”

{Alexandrofl-Hopf 1935, 1X)

Den Terminus ,,algebraische Topologie™ hat P. Alexandroff 1932 eingefithit und zvar mit
folgender Begriindung:

W Wir zichen diesen Ausdruck dem soust fiblichen Terminus wkembinstorische™ Topologic vor, denn
cs handelt sich hier um cine viel weitere Anweadung der algebraischen Methoden und Grundbegriffe,
als das Wort , Kombinatorik™ es vermuten 126,

(Alexandroff 1932, 23 Anm. 21)

Populir gemacht hat ihn schlieBlich S. Lefschetz, der sein 1942 erschiencnes Werk - das
cine Art von Weiterentwicklung sciner »Lopology” von 1930 darstellic - mit .Algebraic
Topology” iberschrieb. Im Vorwort heifit es:

w1ts fthis book; K.V.} basic topics, ofica referred to as ., Corsbinatorial Topology™, is in substance the
theory of complexes and its applications. Many factors have contributed 1o 8 great increase in the role
of algebra in this subject. For this reason it is mere appropriatcly described as , Algebraic Topology”
and this explains the title of the volume ™

{Lefschetz 1942, D)

Also selbst hier noch ein weitgehendes Festhalten am alten Kern der Theorie, welche ih-
terseits aber im modernen (d.b. algebraischen) Gewand dargeboten wird. Wichtigster
Gegenstand der Disziplin blichen fiir Lefschetz nach wie vor die simplizialen Komplexe,
insbesondere die Mannigfaltigkeiten. Lefschetz hat also sowohl den Begnff , Topologie” in
die anglosichsische Literatur wieder (nach sciner gelegentlichen Verwendung im 19.
Jahrhundert; vel. etwa Tait 1883) eingefithrt (1930), als auch spéter die ,,algebraische
Topologie” (1942) allgemein. Sein wohl engster Schiler, A. W. Tucker, selbsi ein
bedentender Topologe, kommentiert dies so:

kompakts Teilmengen der 80 suszudehnen, wird fbrigens von Scifert und Threlfell in der weitsr oben
bereits erwlbnten Anmoskung zur Anmeskung (Scifert-Threlfall 1934, 318 Anm. 16) kurz engesprochen.
Das Schicksal, usvollendet zu blciben, hat Ghrigens noch andere Topolegiclchrbacher ereilt, so Eilenberg-
Steenrod 1952 und Godement 1953; vgl. Dicudonné 1989, 35 Anm.*.
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LJIncidentally, Lefschetz was the one who introduced the word topology, for the title of this first book
of his, published in 1930 in the Colloquium Sevies of the AMS. There wks an carlier volume in that
senies, writlen by Veblen, called Analysis Situs. Lefschetz wanted & distinctive tile and also, as he
would say, a snappy title, so he decided to borrow the word Topologse form Germas. This was odd
for Lefschetz since he was Erench-traincd and analysis situs was Poincaré's term; but once he decided
on it he conducted a campaign o get everyone to use it His campaign succeeded very quickly,
mainly [ think because of the detivative words: topologist, topologize, topological. That doesn't go so
well with analysis situs?

Also Lefschetr was the one who invented the term algebraic topology, for his second Colloquium
volume. The subject had been called combinatorial analysis situs, or, later, combinatorial topology.”

(Tucker 1985, 342)

Ganz anders stellen sich die Dinge in den ,,Foundations of Algebraic Topology™ dar, wel-
che Eilenberg und Steenrod 1952 ver6ffentlichten. Hier spielen die Mannigfaltigkeiten nur
noch einc untergeordnete Rolle gleichsam als Anwendungsbeispiel der aligemeinen
Theorie, wahrend das Schwergewicht auf der Entwicklung der abstrakten Homologie- und
Kohomologictheorie liegt. Diese Tendenz fand ihre vielleicht deutlichste Ausprigung in
den Gebieten homologische Algebra und Kategorientheoric, welche in wnd nach dem
Zweiten Weltkrieg entstanden. Am Ende dicses Abschnittes findet der Leser cine
Inhaltsiibersicht zu den genannten Lehrbiichern, welche dic geschilderte Entwicklung
verdeutlichen mdge.'®

Das bislang Gesagte bezog sich iiberwiegend auf die Lehrbuchliteratur. Betrachtet man
dagegen die Originalveroffentlichungen aus dem Bereich . kombinatorisch-algebraische
Topologie”, hinter denen die Lehrbiicher natargemiB zeitlich hinterher hinken, so zeigt
sich mit Beginn der 30er Jahre eine betrichtliche Anzahl von Verdffentlichungen im
,.aigebraischen Geiste” - und das mit zunchmender Tendenz. Es kann hier nicht auf die
entsprechenden Einzelheiten cingegangen werden, weshalb auf Dicudonné 1989, chap. IV
verwiesen sei. Daneben finden sich aber immer noch Arbeiten im ,,alten &til”, die sich mit
dem Klassifikationsproblem beschfligten (vgl. 5), aber diese geraten doch im Laufe der
70it deutlich ins Hintertreffen, Zum eigentlichen Durchbruch verhalf der algebraischen
Auffassung wohl erst die Entwicklung der ¥.ohomologictheorie und der Entdeckung der
Produktstruktur in deren Rahmen (durch JW. Alexander und J. Kolmogoroff {1935, 1936},
vgl. auch Hirsch 1982, 17-20, Hopf 1966, 100 und Shields 1987 6f ), ein Ereignis, das wir
hier nicht weiter verfolgen wollen.

Dabei ist aber hervorzuheben, daB - wie wir ansatzweise geschen haben - der Beitrag,
den die Algebraisierung zur Losung des kassischen Klassifikationsproblemes leistete,
anfanglich gering war. So erlaubt es erst die Kohomologietheorie unter Beriicksichtigung
der Produktstruktur Riume zu wnterscheiden, welche mit den traditionellen Mitteln der
kombinatorischen Theorie ununterscheidbar sind.!® Hoher einzuschitzen sind wohl dic
verbesserten Moglichkeiten zar Berechnung der traditionellen Invarianten, welche die

8 Man vergleiche hicrzu auck Anmerkung 32 des 7. Kapitcls, wo die Einschatzungen von H. Hepf und H.
Whitney zu der hier geschilderten Entwickiung zitiert werden.

15 Es handelt sich dabei um S, an dic zwei §! angehiingt werden, cinerscits und um den Torus andegerseits.
Wer dicses Beispic] erstmals beterchiete, ist mir leider nicht bekaant.
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Algebraisierung - insbesondere in Gestalt der 1941 von W. Hurewicz eingefithrien (vgl.
Shiclds 1987, 7) sehr effizienten exakten Sequenzen - mit sich brachte.

Zusammenfassend dirfen wir festhalten (wobei der vorl3ufige und fragmentarische Cha-
rakter unserer Betrachtungen nicht geleugnet werden soll): Die Algebraisicrungsbewegung
forderte einen grundlegenden Wandel im Verstandnis der kombinatorischen Topologie. Sie
verinderte nachhaltig die angewendeten Methoden und fiihrte zu einer Ablosung des
Klassifikationsproblems der Mannigfaltigkeiten und der Poincaré-Vermutung als seinem
Nachiolger als disziplinire Zentralprobleme. An deren Stelle trat das Streben nach
mbglichst allgemeinen (Homologie- und XKohomologie-)Theorien, wie es in der
axiomatischen Kennzgichnung derselben durch Eilenberg und Steemrod 1952 cipen
gewissen Abschiub fand. Die geschilderten Verdnderungen, die schlieBlich zu Beginn der
S0er Jahre zur klaren Domiranz der abstrakten Sichtweise fithrien, brauchten also einen
betrichtlichen Zeitranm, um sich durchzusetzen; von einer schlagartigen Umwilzung kann
keine Rede sein 20

Wenn also 5. Mac Lane seine Richtigstellung zu Dieudonné 1986 mit , Topology be-
comes algebraic with Vietoris and Noether” oberschreibt, so darf man dies nicht allzu
wértlich nehmen.

Bei der Diskussion der Algebraisierung der kombinatorischen Topolegie ist noch cin
weiterer Aspekt zu bedenken: Die Algebra - und das beibt hier in erster Linie die
(kombinatorische) Gruppentheorie - mufite soweit entwickelt sein, dab eine Ubersetzung
topologischer Probleme in aigebraische die Aussichten auf eine erfolgreiche Lésung der-
selben erhihte 2! Die Entwicklungen der Algebra, in Sonderheit der Gruppentheorie, auf
die es hier ankommt, fanden in den 1920¢r Jahren statt und wurden von Forschern wie E.
Artin, M. Dehn, J. Nielsen und vor atlemn O. Schreier (ein Freund Reidemeisters ibrigens)
getragen. Man vgl. hierzu Chandler-Magnus 1982.

AbschlieBend sei noch auf einen letzten Gesichtspunkt aufmerksam gemacht, den ich
hier aber nicht ausdiskutieren méchte: Die Algebraisierung beglinstigte die Verwendung
kontinuamstopologischer Vorstellungen, sie erlaubte auch beziiglich der betrachteten
Riume, den kombinatorischen Standpunkt zu verlassen, Das wird z.B. an der singuliren
Homologietheorie deutlich. In den 50er Jahren war es folglich ein wichtiges Anliegen, die
Sitze des traditionellen Bestandes der Topologie ohne Zuhilfenahme von Triangulierungen
7u beweisen (beziiglich des Poincaréschen Dualititssatzes vgl. man hierzu Henn-Puppe
1990, 709 Anm. 7).

2% in diesem Sinne Aulert sich auch Hans Freudenthal: | According 1o a slogan of about 1930 sct theory
lavisked beautiful methods on ugly results while combinatorical topology bassted beautiful results
obtained by ugly methods. Not until the late forties did algebraic tapalogy, as it is called now, become &
broad stream.” (Freudenthal 1976, 438)

K. Reidemeister hat dics treffend formuliert: ,Es mochte unfruchtbar erscheinen, Bezichungen
nachzugehen, dic zundchst nur ungeldste topologische Fragen in ungeldste gruppentheoretische Fragea zu
Gberseizen crlanbien. Soiche Bedenken wiiren heute [1932; K.V.] nicht mebr gerechtfertigt. Scitdem sich
Erzcugende upd definicrende Relationen von Untergruppen einer durch Erzeugende und Relationen
erklarten Gruppe bestimmen lassen, bildet die Gruppentheone for den Topologen cin ertragreiches
Recheninstrument, mit dem sich viele bisher unzugangliche Fragen ciner systematischen Untersuchung
uaterwer{en lassen.” (Reidemesrster 1932, VII}

21
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Resimierend kann man die Enfwicklung, weiche wir in diesem Kapitel betrachtet Lefschetz 1930:
haben, kurz so charakterisieren: :

Ende der 20er, anfangs der 30er Jahre zeichnete sich die Einsicht ab, daf die Lasung ; Chapter I Elementary combinatorial theory of complexes
des Homdomorphieproblems, selbst im dreidimensionalen Falle - dep man als den Chapter I Topological invariance of the homology characters
einfachsten der ungelsten ansah - noch in weiter Ferne lag. Die entwickelten Invarianten Chapter IIl:  Manifolds and their duality thearems
und Methoden reichten kaum Gber einfachsie Mannigfaltigkeiten (z.B. Linsenrinme) ; Chapter IV Intersection of chains on 2 manifold
hinaus. Damit verlor das Homdomorphieproblem bedeutend an Afttraktivitdt. An seine Chapter V:  Product complexes
Steile trat dann Anfang der 30er Jahre im dreidimensionalen Falle die Poincaré- Chapter VI: Transformations of manifolds, their coincidences and fixed points
Vermutung, weiche sich aber als Zhnlick unzoginglich wie das ailgemeine : Chapter VII: Infinite complexes and their applications
Homéomorphieproblem erwies. Dic Theorie der Mannigfaltigkeiten schien nach gewissen g Chapter VIII: Applications to analyticai and algebraic varieties,
Teilerfolgen {vgl 5.2 und 5.4) Mitte/Ende der 30er Jahre an ihre Grenzen gestofien zu
sein. Seifert-Threlfall 1934:

Andererseits bot das etwa zeitgleich aufkommende Programm der Algebraisierung der ;
kombinatorischen Topologie neue und aussichtsreiche Betitigunpsfelder, etwa die Ent- E Erstes Kapitel: Anschasungsmaterial
wicklung allgemeiner Homologictheorier, den Aufhau der Kohomologictheorie verbunden . : Zweites Kapitel: Simplizialer Komplex
mit verfeinerien algebraischen Mitteln (z.B. treten an die Stelle von Gruppen nun Moduln ! Drittes Kapitel: Homologicgruppen
oder Ringe), die tiefergehende algebraische Analyse der sich ergebenden Strukturen _ Viertes Kapitel: Simpliziale Approximation
(homologische Algebra) und so weiter. Dabei war der hohe Entwicklungsstand, den ; Fiinftes Kapitel: Eigenschafien im Punkte
benachbarte und nun einbezogene Gebiete wie abstrakte Algebra und kombinatonische Sechstes Kapitel: Flachentopologie
Gruppentheorie mittlerweile erreicht hatten, unabdingbar. Wichtig in unserem Zu- : Sicbentes Kapitel: Fundamentalgruppe
sammenhang ist, daB die neuerschlossenen Gebiete nur noch etnen sehr vermittelien Bezug Achtes Kapitel: Uberlagerungskomplexe
zum Homdomorphieproblern besaBen - sie wurden nicht (oder zumindest nicht mehr : Neuntes Kapitel: Dreidimensionale Mannigfaltigkeiten
iiberwiegend) vorangetrieben in der Hoffnug, das Hombomorphieproblem seiner Ldsung : Zehntes Kapitel: n-dimensionale Mannigfaltigkeiten
niherzubringen. Die urspritnglichen Hilfsmittel - so kdnntc man pointiert formulicren - Elftes Kapitel: Stetige Abbildungen
begannen ein Eigendasein autonomer Dynamik zu fibren, was - und das ist keineswegs Zwalftes Kapitel: Hilfssatze aus der Gruppentheorie

erstaunlich - das Gesicht der Topologie nachhaltig veriinderie. Nicht, daB diese ihre
..Geburtsurkunde” verloten hitte, sic spielte nur keine dominante Rofle mehr und wurde :
hinfort aur noch bei besonderen Anlissen hervorgeholt. Alexandroff-Hopf 1935;

Erster Teil: Grundbegriffe der mengentheoretischen Topologie

] N . .. s . : . : Erstes Kapitel: Topologische und metrische Riaume
Anhang: Inhaltsitbersicht zu einigen wichtigen friihen Topologielehrbiichern _ Zweites Kapitel:  Kompakte Réume

Zweiter Teil: Topologie der Komplexe
Drittes Kapitel: Polyeder und ihre Zellenzerlegungen
Viertes Kapitel: Eckpunkt - und Koeffizientenbereiche

Veblen 1931 im wesentlichen identisch mit Veblen 1922 (mit Ausnahme der Anhiinge):

Chapter I: Line.ar.(}rapl'ls ] : Finftes Kapitel:  Bettische Gruppen
Chapter I~ Two-dimensional complexes and manifolds Sechstes Kapitel:  Zerspaitungen und Unterteilungen von Komplexen
Chapter 1Il:  Complexes and manifolds of n dimensions Siebentes Kapitel:  Spezielle Fragen aus der Theorie der Komplexe

Chapter IV:  Orientable manifolds

Chapter V:  The fundamental group and certain wasolved problems Dritter Teil: Topologische Invarianzsdize und anschiiefiende Begriffsbildungen
Appendix I:  The intersection numbers g Achtes Kapitel: Simpliziale Approximation stetiger Abbildungen, stetige
Appendix II: On matrices whose elements are integers : Zyklen
' Neuntes Kapitel:  Kanonische Verschiebungen. Nochmals Invarianz der
Dimensionszahl und der Bettischen Gruppen.
Aligemeiner Dimensionsbegriff.
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Zehntes Kapitel:  Der Zerlegungssatz fiir den Euklidischen Raum, Weitere

Invarianzsitze,

Vierter Teil: Verschlingungen im Euklidischen Raum. Stetige Abbildungen von Polyedern
Elftes Kapitel: Verschlingungstheoric. Der Alexandersche Dualitatssatz.
Zwolftes Kapitel:  Der Brouwersche Abbildungsgrad.

Die kroneckersche Charakteristik,

Dreizehntes Kapitel: Homotopie- und Erweiterungssatee fiir Abbildungen.
Vierzehntes Kapitel: Fixpunkte

Anhang I Abelsche Gruppen
Anhang II:  Der Rt und seine konvexen Zellen

Lefschetz 1942:

Chapter It Introduction to general topology

Chapier i:  Additive groups

Chapter Ill:  Complexes

Chapter IV:  Complexes: Products, Transformations. Subdivisions.
Chapter V:  Multiplication and intersections, Fixed elements. Manifolds.
Chapter VI:  Nets of complexes

Chapter VII: Homology theory of topological spaces

Chapter VIII: Topology of polyhedra and related questions.

Appendix.

A.0n homology groups of infinite complexes and compacta. By Samuel
Eilenberg and Saunders Maclane,
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem vorletzten Kapitel werde ich zuerst einmal karz dic verschiedenen Ansiitze zZu-
sammenstellen, denen wir in den vorangegangenen Kapiteln begegnet sind, sowie - soweli
mir das moglich ist - Weiterentwicklungen derselben nennen. Da die Poincaré-Vermutung
selbst nach wic vor ein ungelstes Problem darstellt, ist eine abschlichende Bewertung der
Ansitze micht moglich. Erst die Zukunaft wird vielleicht zeigen, welche Idee zum
Durchbruch fithrt und dadurch vor allen konkurrierenden ausgezeichnet sein wird.!

Im zweiten Teil werde ich dann kurz auf die weitere Entwicklung der Poincaré-Vermu-
tung eingeher, um schiieBlich mit einigen zusammenfassenden Bemerkungen dber die in
der vorlicgenden Arbeit untersuchte Geschichte und ihre Bedeutung fiir die Mathema-
tikgeschichte zu enden, welche zum letzten Kapitel mit seinen abschlicBenden Gedanken
ithericiten.

Wie bereits mehrfach erwahnt, hat das HomSomorphieproblem im allgemeinen wie auch
die Poincaré-Vermutung im besonderen zwei wesentliche Aspekte: Zum einen die Suche
nach Invarianten, welche notwendige Bedingungen fiir die Homéomorphie vor Mannig-
faltigkeiten licfern, sowie die Reduktion von Mannigfaltigkeiten auf Normalformen oder
auch deren Gewinnung durch ein Standardverfahren. Dies sollte idealiter dazu fiihren, daB
die beu-g,chletcn Invarianten als fiix Homdomorphie hinreichend nachgewiesen werden
kérnen.

Betrachten wie die Entwicklung auf der Invariantenseite, so bleibt festzuhalten, dab hier
die wesentlichen Grundlagen bereits bei Poincaré gelegt wurden. Dieser harte ja die Fun-
damentalgruppe eingefiihrt (3.2) und ihre zentrale Rolle fur den Bereich der 3-Mannig-
faltigkeiten erkannt. Wesentlich newe Elemente - dic aber immer noch mit der Funda-
mentalgruppe zusammenhingen - brachten erst die Eigenverschlingungszahlen (5.1} und
die Reidemeister-Franz-Torsion (5.5). Diese zeigten, dal die Fundamentalgruppe zu-
sammen rnit dem Orientierbarkeitscharakter im aligemeinen Fail nicht stark genug ist, um
homdomorphe 3-Mannigfaltigkeiten zu unterscheiden. Offen blieb aber das Problem der
Charakterisicrung der 3-Sphire durch deren triviale Fundamentalgruppe - die Poincaré-
Vermutung eben. Wie wir geschen haben (vgl. 6) brachte die Algcbraisierung im hier
betrachieten Zeitraum (bis etwa 1935) keine wesentlichen neuen Erkenntnisse fiir 3-

! Einen Uberblick zum aktuellen Stand im Bereich der 3-Mannsgfaltigkeiten gibt Two-Dimensional
Homotopy 1993, 251-273

2 Im Falle der geschlossenen Flachen werden dicse Aspekte im zweiten Kapitel erfiutert. Als Invananten
kommen hier Orienticrbarkeitscharakter plus erstc Betti-Zahl oder Euler-Charakieristik in Retracht, als
Normaelform das Fundamentalpolygon.
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Mannigfaltigkeiten, Kurz: Auf der Seite der Invarianten war Poincaré's Arbeit fast er-
schopfend. Diese Einsicht ist es wohl auch, die Einschitzungen wie derjenigen von Lef-
scheiz (vgl. 3 Anm. 1) zugrunde Legt.

Anders liegen dic Dinge auf Seiten der Suche nach Nosmalformen. Hier finden wir zwar
auch in Poincaré's Werk vielfiltipe Ansitze (Randidentifikation bei berandeten 3-Marn-
nigfaltigeiten [z. B. Schalenriume], Uberlagerungen, Zellen- und Skelettaufba, Heegard-
Diagramm), aber systematische Uberlepungen hierza fehlen weitgechend. Der Aus-
gangspunkt zu diesen ist Klarerweise: Kann man alle 3-Mannigfaltigkeiten (eventuell mit
gewissen Zusatzeigenschafien® auf die betrachtete Art und Weise erhalten? Wir wollen im
folgenden noch einmal die verschiedenen Méglichkeiten passieren lassen.

Poincaré's allererster Ansatz zur Gewinnung von 3-Mannigfaltigkeiten war der der
Rand-identifikation bei Polyedern (z.B. Wirfel, Oktaeder). Dies steht in strikter Analogie
zum zweidimensionalen Fali {z. B. Fundamentalbereiche automorpher Funktionen),
scheint aber im dreidimensionalen mit waiberwindlichen Schwierigkeiten verkniipfi zu
sein, Zwar 1Bt sich leicht zeigen, dad man auf diese Art und Weise Jjede 3-Mannigfaltig-
keit 4 erhalten kann, aber schon die Frage, welche Polyeder es gibt, ist weitgehend offen,
geschweige denn jeme nach den verschiedenen Identifikationsméglichkeiten. Soweit ich
sche, wurde dieser Ansatz im allgemeiner Form nie weitergefiihrt; einen Sonderfall stelien
allerdings die weiter unten betrachteten Diskontinuititsberciche dar. In der Tradition
dieses Ansatzes stehen natfirlich auch alle Verfabiren zum Aufbau oder zur Zerlegung von
Mannigfaltigkeiten aus/in einfachere Bestandteile, auf die wir weiter unten zu sprechen
kommen werden.

Die grundlegenden Ideen der Uberlagerungstheorie waren von der Funltionstheorie,
inshesondere von den Riemannschen Flichen her, bekannt. Wir haben Jjedoch gesehen, dab
¢s erheblicke Zeit brauchte, bis diese in eine rein topologische Theoric - ohne Beschrin-
kung auf eine bestimmie Dimension - umgearbeitet worden ist. Dieser Stand der Dinge
wurde bei Seifert-Threlfall 1934, 8. Kapitel erreicht, wobei vor allem H. Hopf ( Hopf 1926)
und K. Reidemeister (Reidemeister 1928 und 1932) wichtige Vorarbeiten gelejstet hatten.
Im Zusammenhang mit 3-Mannigfaltigkeiten tauchten Uberlagerungen (wenn auch nicht
immer in exalt unserem heutigen Sinne) schon bei Heegard und Poincaré auf. Unter
systematischer Perspektive machie erst J. W. Alexander auf sie aufinerksam: Jede
geschlossene orienticrbare 3-Mannigfaltigkeit 148t sich als verzweigte Uberlagerung der 3-
Sphire darstellen.’ Die Verzweigungskurven kénnen dabei im Prinzip beliebig verknotet
sein oder zuch Verkettungen von KnotenS was die Angelegenheit relativ schwierig
macht” Fortschritte in dieser Richtung sind also substantiell von solchen in der

3 In der Regel sind dies: geschiossen und orientieshar.

* Unter Einschlub der berandeten und nicht orientierbaren, vgl. Seifert -~ Threlfall 1934, 221 oder Scifert
133,127,

5 Vgl Alexander 1919a, 310, wo dicser Satz allgemein far n-Mannigfaltigkciten formutliert, aber nur far 3-
Mannigfaltigkeiten bewiesen  wird. Alexander ist spdter in  scinem Ubersichtsvortrag  hicrasft
zurdckgekommen (Adexander 1932, 257).

& Es gilt, daB dic Verkettungen zahm sind ued daf der Verzweigungsindex immer kleiner/gleich zwei ist -
vgl. Fox 1962, 213, der dic letrtere Einsicht J. W. Afexander zuschreibt (vgl. Alexander 1919 1, 372).
Neuere Ergebnisse zu diesem Themenkreis enthalt Hilden 1974,

7 Vgl Alexanders Urteil: , What makes this mode of representation so camplicated is the fact that the
branch curves can be arbitrarily knotted and inter-linking.” ( Alexander 1932, 256).
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Krotentheorie abhingig. Dariiber hinaus sind dje Zusammenhinge rwischen ibertagernder
Mannigfaltigkeit und Knoten in der 3-Sphiire nicht cindeutig: So 1aBt sich beispielsweise
der Dodekaederraumn aus drei verschiedenen Knoten gewinnen (vgl. Seifert-Threlfall 1934,
322 Anm. 33). R. H. Fox hat auf dic cben geschilderte Idec Alexanders 1962 wieder
aufmerksam gemacht, wobei er daranf hinwies, daB man so vielleicht ein Gegenbeispiel zur
Poincaré-Vermutung konstruicren kénne (Fox 1962, 213)%, was alierdings bis heute nicht
gelungen ist.

Die vor Poincaré initiierten Methoden der kombinatorischen Topologie - also konkret
der Zellenaufbau von Mannigfaltigkeiten - hat in scinen vielfiltigen Weiterentwicklungen
{u.a. simplizizle und semilineare Techniken, CW-Komplexe) cine entscheidende Rolle bei
der Untersuchung von Mannigfaltigkeiten gespieli. Allerdings bleiben diese immer Mittel
zum Zweck in dem Sinne, daB sie Ritckschiiisse auf andere Moglichkeiten der Datstellung
zulassen {etwa Existenz einer Heegard-Zerlegung). Einen dirckten Zugang um
Homéomorphieproblem scheinen sie nicht zu liefern 9 Einschrinkend muf hier allerdings
auf die an Frank! ankniipfenden Untersuchungen iiber Zerlegungen von Mannigfaltigkeiten
mit bestimmten zusitzlichen Eigenschafien verwiesen werden (vgl. 5.5), sowie auf die auf
J. B C. Whitchead zuriickgebende Theorie des einfachen Homotopietyps, welche sich
allerdings ihrerseits als sehr schwierig herausgestelit hat (vgl. Coken 1973).

Einer der fruchtbarsten und am meisten bearbeiteten Ansitze im Bereich der 3-Mannig-
faltigkeiten ist die bei W. Dyck 1884 anklingende auf P. Heegard zurickgehende Dar-
stellung vermége der nach ihm benannten Diagramme (vgl. 4.1). Diese bei threm Ent-
decker doch reichlich vage bleibende Methode wurde von Poincaré mit grobem Erfolg zur
Konstruktion des Dodekaederraumes cingesetzt (vgl, 3.4). Mit Hilfe einer simplizialen
Zerlegung der fraglichen 3-Mannigfaitigkeiti0 zeigt man, dad jede geschlossene ori-
entierbare!! 3-Mannigfaltigkeit durch ein Heegard-Diagramm gewonnen werden kann, wie
schon M. Dehn 1910 bemerkte (vgl. 4.3). Damit ist der Aufban von 3-Mannigfaltigkeiten
im wesentlichen auf ein zweidimensionales Problem zurickgefihrt: Auf ciner ge-
schlossenen Fliche des Geschlechis g sind alle Systeme vor doppelpunktfreien disjunkten
g-elementigen 1-Zykeln anzugeben, die diese zu einer Sphire mit 2g Lachern aufschnei-
den. Aquivalent hierzu ist die Aufzihlung aller HomSomorphismen der Fliche vom Ge-
schlecht g, Dieses Problem wurde erstmals von H. Poincaré im 5. Komplement systema-
tisch angegangen (vgl. 3.4)12, der auch cine seiner Vermutung 4quivalente Aussage in der
Sprache der Heegard-Diagramme formulierte (PoincaréVl, 498); wichtige spitere Arbeiten
hierzu waren in unserem Betrachtungszeitraum Reidemeister 1933 Singer 1933. Selbst

Einc aktuellere Wordigung dicses Ansatzes, dor insgesamt gesehen wohl eher als |, Aulensciter”

bezeichnet werden dadf, gibt Hempel 1976, 155.

? Vgl anch die Diskussion, welche R. H. Bing in Bing 1964, 113-115 gibt und wo er u. a. folgeaden Satz
bewcist: If M), M; are two (possibly topologically differcnt) compact 3-manifoids, then there are
triangulation T), T, of M,. M; respectively such that Ty, T, have precisely the same pumber of simplexes
in cach dimension.™ (Bing 1964, 114).

0 Die Existenz einer derartigen Zetlegung wurde erst durch Moises Ergebnis garanticrt, dal jede 3-

Meanrigfaltighcit triangulierbar ist (Moiss 1952); bis dahin war das Vorhandensein eiter Triangulicrung

einc zustitzliche Voraussetzung - es sei denn, man legte cinen kombinatorischen Mannigfaitigkeitsbegrff

von voree herein zugrunde.

Der nichtorientierbare Falf 102 sich auch mit cinbezichen, vgl. etwa Scifert - Threlfall 1934, 2201,

Eine moderne Darstellung und Wirdigung der Ergebnisse Poincré's gibt Calugarcanu 1965,
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wenn diese Probleme geldst wiiren - wovon man noch weit entfernt ist - wire weiterhin zu
entscheiden, wann zwei Hecgard-Diagramme dieselbe Mannigfaltigkeit liefern!?, Eine
effektive Klassifikation ist meines Wissens bislang awr fir die Heegard-Diagramme auf
dem Torus gelungen (Seifert, Goeritz {vgl. 5.3], Reidemeister [vgl 5.5]). Schon fiir
Heegard-Diagramme auf der Brezelfliche sind nur Teilergebnisse (Goeritz 1933, Engman
1970), aber keine voilstindige Lésung bekannt; insbesondere weib man micht, ob jede
einfach-zusammenkhingende 3-Mannigfaltigkeit, dic aus cinem Heegard-Diagramm auf ei-
ner Brezelfliche hervorgeht, homtomorph zur 3-Sphire ist (Bing 1964, 100). Allerdings
kann man mit Hilfe eines von J. Birman und H. W. Hilden 1973 argegebenen Algorithmus
entscheiden, ob eine vorgegebene Heegard-Zerlegung vom Geschlecht zwei die 3-Sphitre
darstellt oder nicht (vgl. Hempel 1976, 164). Dennoch bildet Heegards Methode einen
Gegenstand intensiver Forschung, wenn auch Hempels Urteill® &ber sie eher skeptisch
ausfiilt:

The subject of this chapter is the carlicst of thesc methods to receive attention. It has a stmple
description and has visual geometric appeal. However, it has proved to be less usefull than other
macthods.... 7

(Hompel 1976, 14 )15

Ein weiterer Ansalz zur systematischen Gewinnung von 3-Mannigfaltigheiten ist dic von
Dehn (vgl. 4.3) endeckte Chirurgie auf der Basis von Knoten oder von Verkettungen von
Krnoten, Auch bier trifft zu, dab sich jede orientierbare geschlossene 3-Mannigfaltigkeit auf
die ausgesprochene Art und Weise pewinnen iaft.'® Aber auch ohne dieses refativ spit
erzielie Resultat, das zeigt, dal man die Dehn-Chirurgie allgemein benutzen kann, um das
Hembomorphicproblem in Angrifl zu nehmern, war diese Methode von grofiem Interesse,
um keonkrete Beispiele - insbesondere von Poincaréschen Riumen (Homéologiesphiren) -
zu konstruieren.!” Dennoch finden sich in dem von uns betrachteten Zeitraum nur wenige
Beitrige zu diesem Themenkomplex. Eine Ausnahme hiervon ist Seifert 1934, wo u. a.
bewiesen wird, daB alle michi-trivialen Torusknoten vermoge mnichi-trivialer Dehn-
Chirurgic zu nicht einfach-zusammenhingenden 3-Mannigfaltigkeiten fithren. Folglich
kann man so kein Gegenbeispiel zur Poincaré-Vermutung erhaiten. Knoten, fiir die die
Seifertsche Aussage gilf, heiBen heute Knoten mit der Eigenschaft P. Untersuchungen aus
den 1970cr Jahren haben gezeigt, dad groBe Klassen von Kaoten {z.B. Kabelknoten,

i3 Ein Entscheidungsalgorithmus fir Heegard-Disgramme der 3-Sphare ist heute bekannat, vgl. Rubinstein
1991.

14 Papakyriakopouius geht in scinem Ubersichtsvortrag (Papakyriakopoulos 1958) nicht auf Heegard-
Diagramme ein.

15 Ahnlich dubBert sich auch R. Meyerhofl: ,,The Heegard gluing approech gives us more of 2 fecl for 3-
manifolds, but the recognition probliem stilf secms hopeless.” (Meyerhoff 1992, 45).

¥ Gensuer gesagt gilt: , Every closed, onentable, connected 3-manifold may be ob-tained by surgery on &
link in $2, Moreover, onc may always find such a surgery presentation in which the surgery cocfficients are
+1 end the individual components of the link are unknotted.” (Rolfser 1976, 273). Das Ergebnis selbst
stammt von A. D. Wallace {}960) und wurde von W. B. R. Lickorish (1962} auf andere Art und Weisc
cicmentar bewiesen.

17 Vg), etwa dic Darstelivng bei Seifert - Threlfall 1934, 224-227.
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Doppetknoten) die Eigenschaft P besitzen 1% Auch ist es gelungen, alle aus Torusknoten
entstehende Mannigfaltigkeiten zu klassifizieren (Moser 1971).

Natiirlich ist hier - wie schon oben bei der Uberlagesungstheorie - auch auf die Schwie-
rigkeiten hinzuweisen, welche dic Knotentheorie selbst, haupisichlich hinsichtlich der
Aufzihlung aller verschiedenen Knofenarten bietet, Zuvm Schiub unserer Betrachtungen
zur Debn-Chirurgie sei das Urteil von R. Meyerhoff zitiert:

~We are faced now with the usual difficultics, When are two such manifolds the same? When are
they homeomorphic to the 3-sphere? These questions are hard.

Dehn surgery and Heegard gluing zpprosch have a similer visual sppeal but the Dehn surgery
approach is superior bocause the complicatedness of the construction is spread more evenly between
3-dimensional probiems (what the knot or link is) and 2-dimensional problems (the gluing). In the
Heegard gluing approsch, ali of the complicstedness rosides in the homeomorphism identifving the
boundaties of the solid n-holed tor.”

(Meyerhoff 1992, 16522

SchiieBlich kaben wir noch die Zugangweise von H. Seifert und W. Threlfall kennenge-
lernt {vgl. 5.2), welche 3-Manrigfaltigkeiten als Orbitrdwme von Bewegungsgruppen der 3-
Sphiire oder des dreidimensionalen eukldischen bzw. hyperbolischen Raumes gewann. Die
entstehenden Gebilden sind dann lokal sphiirisch, euklidisch bzw. hyperbolisch, d. h. sie
sind lokal isometrisch zum entsprechenden Rawm.?® Weitgehend offen blich die Frage,
welche Mannigfaltigkeiten man auf diese Art und Weise erhalten kann - im Idealfalle
witrde man geme sagen: alle orientierbaren geschlossenen. Mit seiner Theore der
gefaserten Riume gelang es Scifert, den sphirischen Fall erschépfend zu behandeln und
insbesondere die Poincaréd-Vermuiung fiir die in seinem Sinne faserbaren Riume zu be-
statigen. Vor allem aber der hyperbolische Fall blieb - sieht man einmal von der Kon-
struktion des hyperbolischen Dodekaederraumes ab (Weber-Seifert 1933, 2421) - so gut wie
unbehandelt. Insbesondere bemerkte H.  Seifert, daB sich alie hyperbolischen
Mannigfaltigkeiten nicht fasern lassen, also in der Theorie der faserbarer Riume nicht zu
betrachten sind.

Geradezu verbliffend anf diesem Hintergrund ist es, daB W. Thurston plausibel machen
konnte, daB eine typische 3-Mannigfaltigkeit entweder topologisch einfach ist oder eine
hyperbolische Struktur zulift?! Die hieran ankniipfenden Arbeiten Thurstons brachten
viel beachtete Fortschritte im Bereich der 3-Mannigfaltigkeiten, ohne allerdings (bis jetzt)

Vgl. Rolfsea 1976, 283. Bing gibt in seinemn Vortrag von 1964 folgende Eimschitzung bezigiich der

Moglichkeit durch Dehn-Chirurgie ein Gegenbeispicl zur Poincaré-Vermuiung zu konstruicren: |, Two

difficuitics serve as blocks 1o this 2pproach. First the algebrs is fierce and it seems only by chance that we

can show & group fo be irivial. Sccond, cven if the algebma succeeds, we still seed to show that the

resuiting space is topologically different from 53 (Bing 1964, 103).

18 Papakyriskopoules, der anscheinead eher cin Anbinger der suf Kneser und Deha zuriickreichenden Idec,
3-Mannigfaltigkeiten durck geometrische Zeregung zu untersuchen (vgl. unten), war, ¢rwihnt auch dic
Dxchn-Chirurgic richt in Papskyrizkopoulos 1958.

28 Dhese Tatsache wird - sowatt ich sche - allerdings bet Seifert und Threlfall nicht explizit formuliert.

2t Auf der Folic des zweidimensionalen Falles ist das alierdings nicht o crstzunlich, denn alic geschiossencn

Fiachen lassen mit Ausnahme der 2-Sphéire und des Torus cine hyperbolische Struktur zu (vel. Meyerhoff

1992, 47). Ein definitiver Bewseis von Thurstons |, Geometrisierungstheorem”, sus dem die erwibinte

Tatsache folgen wirde, steht aber immer noch aus.
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zu einemn abschlieBenden Ergebnis - insbesondere zum Beweis oder zur Widerlegung der
Poincaré-Vermutung - gefithrit zu haben 22

Die Einbettung der topologischen Fragestetlung ,,Homgomorphieproblem” in cinen geo-
metrischen Kontext erfaubt es auch, neus Invarianten cinzufiiheen. Hier ist vor allem das
Volumen zu nennen, welches zu einer feineren Unterscheidung fiihrt als dic bislang be-
kanntea algebraisch-topologischea Invarianten (vgl. Meyerhoff 1992, 58-51 oder Milnor
1982, 17-22). Wichtig dabei ist, daB das Volumen mit Hilfsmitteln der Klassischen
hyperbolischen Geometrie, ndmlick im wesentlichen mit der schon bei Lobatschewski zu
findenden hyperbolischen Volumenfunktion, gewonnen wird, also die Verwendung der
Geometrie unvermeidlich voraussetzt. Weiter wird das fundamentale Ergebnis von D.
Mostow benutzt, dab dic hyperbolische Struktur eincr geschlossenen orientierbaren 3-
Mannigfaltigkeit (im Falle, daB es tberhaupt eine gibt) bis auf Isometrie f:indeutjg
bestimmt ist (vgl. Meyerhoff 1992, 43). Man kann diesen Ansatz in  eimer
Entwicklungslinie mit den Seifertschen Faserinvarianten stellen, insofern in beiden Fﬁilcg
der Rahmen der traditionellen Topologic in Richtung Geometrie fiberschritten wird, wobei
man zugegebenermalien dartiber streiten kann, wieviel Geometrie Seifert wirklich ver-
wandte.

Ein letzter Ansatz, der in unseren Betrachtungen bisher nur sporadisch Erwihnung
fand, beruht auf der Grundidee, 3-Mannigfaltigkeiten durch Zerlegen durch Flichen (ohne
Selbstdurchdringung) zu untersuchen. Diese steht in strikter Analogie zum rweidimen-
sionalen Fall, wo ja das Aufschneiden der Flichen vermége vor doppelpunkifreien Kurven
zum Ziel filhrt. Der gerannte Zugang ist im Dreidimensionalen vor allem mit dem Namen
Hellmuth Knesers verbunden, der in scinem DMV-Vortrag 1928 (Kneser 1929) einige
Ideen in dieser Richtung entwickelte. Hierher geh&ri zum einen das Dehnsche Lemma (vgl.
4.3), aber auch der ,,Sphiirensatz” und der ,,Schleifensatz”. Ersterer ist bei H. Kneser zu
finden,2? sein Beweis beruht aber auf dem Dehnschen Lemma. Der Sphirensatz wurde in
Spezialfillen 1956 von C. D. Papakyriakopoulos, 1957 von J. Milnor und in allgemeiner
Form dann im Dezember dieses Fahres von J. H. C. Whitchead bewiesen.2 Der
Schleifensatz dagegen tritt bei H. Kneser nur implizit auf?® einc eigenstindige
Formulierung findet sich erst bei J. H. C. Whitchead 1939. In der allgemeinsten Form,
welche 1957 von C. D. Papakyriakopoulos bewicsen wurde, besagt dieses Theorem:

wLet M be a 3-manifeld which moy or may not be compact, with boundary N formed by a _numbcr
(>0, £ ©G of surfaces closed or not. Let 1 be = loop belonging to an open set U of an oricntable

2 Finen Ubcrblick zum $tand der Dinge geben Meyerhofl 1992, Ratcliffe 1994 und Saldanha 1994,

Z Dort lmutet cr: ,ist die Wegepruppe [~ Fundamentalgruppe; K. V.] cincr zusammenhingenden M? das
freie Produkt zweier Gruppen A und B, so wird M? durch cine 57 in zwei Teile zeregt, deren
Wegegruppen den Gruppen A und B isomorph sind.” (Kreser 1929, 257). Der Spharensatz hingt ¢ag :_nit
der Poincaré-Vermutung zusammen, insofern or - Geltung der Poincaré-Vermutung vormusgesctzt - cinc
notwendige und dann auch hirrsichende Bedirgung fir dic Irreduzibititat einer 3-Mannigfaltighksit liefert.
Dabes bedeutet ireduzibet, daBl jede in die Mannigfaltigheit cingebettete 2-Sphare Rand einer 3-Kugel ist
(vel. Kneser 1929, 252).

4 Das Spharenthcorem wird heute in der p.-l.-Kategorie formuliert und bewitsen.
..Let M be on onientsble 3-manifold, compact or not, with boundary which may be empty, such that x,(M)
# O Then there exists a 2-sphere 8 semilincarly inbedded in M, such that § = 0 in M. {Papakyriakopoulos
1958, 319).

B Namlich im sogenannten Hilfssatz {Kneser 1929, 248).
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component N' of N, such that L & 0 in M and = 0 on N. Then there cxists a simple Joop Lg in U,
suchthat Ly=io Mand=0en N

(Papakyriskopoulos 1958, 320}

Sowohl der Sphirensatz als auch der Schleifensatz erlauben es also, geometrische Gebilde
nut einer bestimmten Eigenschaft durch einfachere geometrische Gebilde mit derselben
Eigenschaft zu ersetzen. Ahnliches gilt auch fir das Dehnsche Lemma, wobei sich die
Einfachheit in allen drei Fallen durch die Abwesenheit von Singularititen ausdricky,
Anders pesagt gestatten alle drei Sftze eine Desingularisicrung. Die hier geschilderten
Ergebnisse brachten zusammen mit dem weiter unten zu schildernden Beweis der verall-
gemeinerten Poincaré-Vermutung einen beachtlichen Aufschwung der | geometrischen
‘Topologie”, wic man nun die Beschiftigung mit dem Homgomorphicproblem und ver-
wandten Fragestellungen nannte, Man fand zahireiche Anwendungen dicser Satze, welche
in Richtung auf eipe Losung der Poincaré-Vermutung oder anderer Teilprobleme des
Homodmorphieproblems deuteten 26

In die sochen geschilderte Entwicklungslinie gehoren auch die Ergebnisse {W. Haken,
F. Waidhausen, H. Zieschang) iber sogenannte grofic Mannigfaltigkeiten 27
Zusammenfassend zu dem geschilderten Zugang sei hier J. Hempel mit seinem Urteil zi-
tiert:

«Incomprossibie surfaces have tumned out to be highly represcotative of the manifolds containing
them. Corbired with the tools provided by the loop and sphere theorems an apalysis of the
incompressible surfaces in & 3-manifold has proved to be the most effective approach to usder-
standing the structurc of the menifold. The most dramstic evidence of this is giverr in Chapter 13

¥ Eine Ubersicht gibt Papakyriskopoulos 19358, 327-330, wobel dieser dic wichitge Rolic der Poincaré-
Vermutung hervorhebt:

~We would like to emphasize the importance of Poincard canjesture for the classification problem of
oricatable closed 3-manifolds. This is abvious from Nos. 14-16, where the central t3le of this conjecturc
can be recognized.” Papakyriskopoulos 1958, 330).

Neben den bei . Paps™ genannten Resultaten wiire vor allem noch 2uf die folgende Charaktzrisierung
der 3-Sphire hinweiscn, welche R.H. Bing 1958 ganz im geometrischen Geiste erhielt:, A compast,
connested 3-manifold M is topologically $2 if cach tame simple closed curve in M tes in 2 topological
cube in M. (Bing 1964, 12]).

An dieser Stelle findet man auch noch andere Keanzeicknungen der 3-Sphiire.

Eine 3-Mannigfaltigkeit {ungleich der Kugel) heiBt groB, wenn sic cine inkompressibie Fliche enthait.
Dabei ist eine Flache F inkompressibel in ciner 3-Maonigfaltigkeit M, falls eine der beiden
nachfolgenden Bedingungen ecfulit ist:

L. Es gibt cine nicht-nulihomotope einfach geschiossene Kurve & in In(F) und eine Kreisscheibe D in

M mit Inf(D} < Int(M), s0 848 D F =D =k gils

2. Es gibt eine Vollkugel E in M miit ENF = 6E (vgl. Waldhausen 1968, 52),

Dicser Ansstz gebt suf W. Haken zurick (Haken 1962) und wurde besonders von F, Waldhausen
ausgebaut, weshalb z. B. J. Milnor von der Haken-Waldhausen-Theorie der 3-Mannigfaltigkeiten spricht
(Miinor 1982, 14). Einen Oberblick hicrzu gibt Haken 1968,

27
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where these ideas arc used 1o show that s large class of 3-manifolds arc completely determined by
their fundamental group system.”

(Hempel 1976, VIS

Zum Abschlub dieser Auflistung sei noch dic Summenbildung erwahnt, die \:vir bereits bei
Kneser 1929 antrafen. Diese spielt auch heute noch eine wichl'igc Rolle in der Un_tc:r—
suchung von 3-Mannigfaltigkeiten,?® erlaubt sic es doch, aus cinfacheren Bestandteilen
komplizieriere zusammenzufigen. Ein weitreichendes Resultat im Rahumen der Sum-
menbildung stammt von §. Milnor: Zwei orientierte gcschlossen_e 3-Mannigfaltigkeiten M,
und M, heiBen nach Milnor kongruent, wenn es orientierte, c1nfach—mmnhﬁngc_ude
3.Mannigfaltigkeiten $; und Sy gibt ( sogenannte Homotopxesphéren, die im Fal_le einer
positiven Beantwortung der Poincaré-Vermutung auch topologische 3-Sphiren sindj, so
daB es einen orentierungserhattenden Hombomorphismus zwischen M) # 54 und Mz # 5§
gibt (# bedeutet die zusammenhingende Summe). o _
Fine orjentierte geschlossene 3-Mannigfaltigheit ist zerlegbar, wenn M lscongmcm einer
rusammenkingenden Summe My # M; ist, wobel weder M noc_h M; eine Homoiopie-
sphire sein darf. Gibt s keine solche Summendarstellung, so heibt M unzerlegbar. Der
Satz von Milnor besagt nun (vgl. Papakyriakopoulos 1958, 327): - o
1. Jede orientierte geschiossene 3-Mannigfaltigkeit, die keine Homotophiesphire ist, 1st
orientierungserhaltend homdomorph einer zusazmn_enhéqgenden Summe unzeriegbarer
3-Mannigfaltigkeiten. Diese Summe ist bis auf die Reihenfolge und Kongruenz der
Summanden cindeutig bestimmt 30 o
2. Jede unzerlegbare 3-Mannigfaltigkeit ist catweder kongruent zum orientierten Pro-
dukt S! x S? cder ist aspharisch®! oder besitzt eine nicht-triviale endliche Fundamen-
Dictilcirggjbnis, das der Autor erst 1962 verdffentlichte (Milnor 15?623),. 1ici.‘cn also eine
Art von Xlassifikation der orientierten geschlossenen 3—Manmgfalngk;xten modulo
Poincaré-Vermutung, wobei atlerdings nicht Gbersehen werden datf, dah kemes-wcgs kla-xr
ist, welche Mannigfaltigkeiten gemdB 2. auftreten kéi:men_. Ben{erkewen ist die
herausgehobene Rolle, welche geschlossene 3—Ma@gfa]ugkmten mit endlicher Funda-
mentalgruppen spielen - ein Phﬁno?en, das scl:l:n die Aufmerksamkeit von M. Dehn (vgl.
d H. Seifert (vgl. 5.2) auf sich gezogen hatte. o
4‘3%uusr;mmcnfassetsdgzlu den geschilderten Zugangsweisen darf man festhallejn, daB sie sich
weitgehend in dem Rahmen bewegen, der um 1935 abgesteckt war. Die Grundideen

28 Man vgl. aber die cher skeptische Einschitzung, welche {allerdings fast 2‘0 Jnhr_!: vthcf) C. D
Papskyriskopoulos gab aufgrund seiner cigenen Bewcisversuche fir die Poincaré-Vermutung
(Papakyniakopoulos 1958, 325).

% Vgl eswa Hempel 1976, Chap. 3. _ o

» Z.:lcidimcnsional entspricht dem der Satz, dal jede orienticrie geschlossenc Flache uncnh!:rfmgscrhaltcnd

komoomorph (¢s gilt sogar diffcomorph) ciner rusammenhangeeden Summe von Tori ist (vl ctws

Gramain 1971, 86). ) . .

Fin zusammenhéngender topologischer Raum heillt asphansch, wenn scine hfsherc_n F{omot‘oplcgru'p;.)cn

simtlich trivial sind. Anders gesagt ist seinc Fundamcntalgruppe dic ecinzige nicht me_alc

Homotopicgruppe. Dicse Begriffsbildung geht (fur wegweise zusammenhingende Riume) auf_Hurcwxcz

19364, 215 zuriick. Es ist dies dic arste Stelie in unseren Betrachtungen, an der hhere Homotopicgruppen

cine Rolie spiclen.

3
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wurzeln alle in der in dieser Arbeit betrachteten Periode, womit natarlich in keiner Weise
geleugnet werden soll, daB entscheidende ~ wenn auch immer noch micht zum Ziel fih-
rende - Forschritte ermengen werden konnten. Im weiteren soll deshalb kurz die Ent-
wicklung, welche das Hombomorphieproblem und insbesondere die Poincaré-Vermutung
genommen hat, dargestellt werden.

Wie bereits bemerkt (vgh 6) setzte nach 1935 eine Umeorientierung der topologischen
Forschung in Richtung auf abstraktere algebraische Untersuchungen ein, was ein gewisses
Nachlassen des Interesses fiir das Homoomorphieprobiem und die Potncaré-Vermutung mit
sich brachte? 1943 gelang es C. D. Papakyriakopoulos, die Hauptvermutung  fir

3 Man vgl. such dic Darstellung, welebe M. H. A, Noewman ein Newman 1962 von der Entwicklung der
geometrischen Topologie gibt, sowie die folgende kritische Beuttcilung der Situation, die H. Hopf 1938
vom Zustand der Topologic licferte:

e grofien Erfolge dieser Entwicklung {gemeint ist die Algebraisierung; K. V.] bringen aber, wie mir
scheint, such ecine gewisse Gefshr mit sich, namlick dic Gefahr einer Storung des mathematischen
Gieichgewichtes, indem eine Tendenz entstcht, den geometrischen Inhalt der topologischen Probieme
und Situstionen ganz zu vernschlissigen; dicse Vernachlassigung aber wiirde cine Verarmuag det
Mathematik bedeuten.” (Hopf{ 1960, 1.X111)

Eine Entwickiungshinie, viclleicht sogar die wichtigste, welche eine Rockkebr zu geometrischen Fragen
forderte, war die von Thom durch scine Kobordismustheorie entscheidend geforderte
Differentialtopologic:

wGerade i Hinblick auf diesc Gefahr finde ich, dal Thoms Laistungen ctwas wuBercrdentiich
Ermutigendes und Erfreuliches an sich heben: auch Thom beherrscht und benutst natdrlich die
modernen algebraischen Methoden und sicht dic algebraische Sciten sciner Probleme, aber seine
grundlegenden ideen, von derea groBartiger Einfachheit ich vorhin gesprochen habe, sind vor durchaus
geometnsch-anschaulicher Natur.” (Hopf 1960, LXTII f)

Ahniich wic H. Hopf Sulerte sich auch H. Whitacy, als er vier Jahrs spiter dic Laudatio auf den Fields-
Medaillentriger John Milnor hiclt, der neben R. Thom als wichtiger Vertreter der Differcotialtopoiogic
gelten kann:

.. To aid in understanding the significance of Milnor's work, 1 will first say & few words about the recent
history of elgebraic topology. In the early thirfies, the subject soemed 1o have reached a certain level of
completeness in its bssic methods and results; the famous textbooks of Lefschetz, of Seifert and
Threlfall, and of Alexandroff and Hopt, gave a very good picture of the field. The term ,,algebraic”™ had
not yot been applied. Then in 1935, the sudden explosion of ,,cohomology thoory™, with its various
kinds of applicstions, provided a great impetus 10 resesrch. In developing these applications 1o new
heighls, various algebrsic problems arosc; onc could often write out & formula which described &
situation, but could not understand the geometric mcaning of the formuls. In the fortics powerful and
general algebrarc machinery came into being; this enubled problems, which had before sccmed
hopelessly complex, 1o be answered in relatively simple algebraic terms. The subject of | elgebraic
topology”” was in full swing.

The pew algebraic method now began to grow by themsclves; new concepts, such as exact sequences,
sheaves, homological algebra, spread out not only through topology but through neighboring domains of
algebra and analysis, where they have had extranrdinary suceess. As pointed aut by H. Hopf, in presenting
the work of the Ficlds Medalist R. Thom st the last Congross at Edingburgh, the geometric point of view
tended to be swamped in the algebraic machinery. Papers in slgebraic topology hed commonly the ap-
pearance of being purc algebra. Then in the mid fifties, some great discoverics of r more geometric nanire
took place, which brought on & resurgence of the geometric point of view. The definiton of cobordism and
its basic propertics and applications by Thom in 1954 was anc such discovery, for this he was awarded 2
Ficlds Medal in 1958, as mentioned above. In 1956, the mathcmatical world was astounded by Milnor's
proof that the 7-dimensional sphere $7 was capable of serveral differcatial structures. This at first might
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rweidimensionale Komplexe zu bestitigen und diese zu klassifizieren; 1952 konnte E. E.
Moise, wie bereits mehrfach erwahnt, die Triangulierbarkeit fir 3-Mannigfaltigkeiten
zeigen und fir diese die Hauptvermutung verifizieren3® Damit war in diesem spezielien
Fall - allgemein gilt die Hauptvermuteng ja nicht, wie Milnor und andere gezeigt haben
(vgl. 4.2) - die Gleichwertigkeit kombinatorischer und topologischer Methoden pezsig, die
Arbeit in der semilinearen Kategorie wurde fortan #iblich, Der Nachweis der Unlosharkeit
des Wortprablers der kombinatorischen Gruppentheorie 1955 durch S. P. Novikov und P.
Roone und der hieranf basierende Beweis der algorithmischen Unldsharkeit des
Klassifikationsproblems durch A. A. Markov 1958 berahren das Feld der drei-
dimensionalen Topologie nicht®®, waren aber ansanster von grundlegender Bedeutung. Im
TLaufe der 50er Jahre bitrgerte sich die Bezeichnung | geometrische Topologie™ ein fir das
Studium von Marnigfaltigkeiten, insbesondere des Homéomorphieproblems wund der
Poincaré-Vermutung,3® Einen erheblichen Aufschwung erlebte dieses Gebict nach den
Beweisen von C. D. Papakyriakopoulos (1957) fiir den Schieifensatz (,,loop theorem”), den
Spharensatz (,,sphere theorem™) und das Dehnsche Lemma (s. oben). Inshesondere schien

have scemed like an isolated fact, but through Milnor and others it has led to 2 vast ficld of work, which
has pow acquired a name: differential tepology.” (Whitney 1963, XLVIIL}
3 Moise 1992, eine knappe Darswellung der Bewcisides gibt Bing 1964, 93 £
3 e Grund hierfur ist, daB nicht alle Gruppen als Fundamentaigruppe einer 3-Mannigfaltigkeit realisiert
werden koonem; vgl, ctws Stallings 1962, De andererseits in vier- und mehr [Hmensionen jede endlich
psiscntierts  Gruppe als Fundsmentalgruppe ciper Mannigfaltigkeit suftreten kann, wirde dic
Kiassifikation der Mannigfajtigkeiten cine Lasung des Wortproblems licfern, Das ist - kurz gesagt - dic
Idec hinter Markovs Bowsis. Man vergieiche Stiltwell 1993, Kap. 9.
35 So schreibt EX. Moisc in der Vorrede scines hauptshichlich der dreidimensionalen Topologic
gewidmeten Buches ,,Geometnic Topology tn Dimensions 2 and 37:
_ Geometric topology may roughly be described as the branch of the topology of manifolds which deals
with questions of the cxistence of homeomorphisms. Only in feirly recent years has this sort of
1opology achieved o sufficicntly high development to be given & name, but its beginnings arc easy to
identify. The first classic result was the Schonflies theorem (191€), which asserts that every 1-sphere in
the plane is the boundary of a 2-cell.” (Moise 1977, V)
Die algebraische Topalogic stcht der geometrischen zur Seite, wird sber von dieser unterschicden, Thre
Aufgabe ist es ja cher, die Michtexistenz von Homdomotphismen vermfge von Invarianten
nachzuweiscn. Aber die Grenzen sind hier flieBend. Man kénnte such daran denken, dic geometiische
Topologic durch die in der Regel in threm Bereich angewandte Methode, die semilineare oamlich, zu
charakterisicren.
Zu der soehen angeschaittenen termitologischen Trage schreibt .3, Hifwon:
,.One may regard geometric topology as historically the precursor of slgebraic topology since it was in
the attempt to solve geometric problems thet the slgebraic methods cheracteristic of algebruic topology
arose. It is truc that in the early deys of geometric topology the pionesrs developed highty articulated
combinatorical techniques to tackle the basic classification problem, but the failure to prove the
Hauptvermutung, .., led the topologists of the carly 1930's to sock more algebraic methods and turn
their main attention to the homology groups of polyhedra (following Poincaré) and developments of
these constructs.
Nowadays, as a matler of ierminology, one includes combinztorical methods under the goneral head of
geometric topology, but one certainly also inciudes other methods and ideas, for example, the study of
1opological manifolds. It is an undoubted fact that geometric topology is once again today an cxtremely
active arca of research.” (Hilton 1968, 3 £}
Man vergiciche hicrzu asch Newman 1962; zum Verbaltnis kombinatorische versus sigebraische
Topologic auch Kapitel 6 oben.
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n}it diesen Ergebnissen eine Lésung der Poincaré-Vermu T i
dicser 'Zcit Fntst.andcn auch andere wichtige Arbeiten zut;lnxl %—I:Ar;;-sfgm;it lZ_:bSl»:m.ZG .
zurii’oicage(;e\;e;nhtnmg wic Bing 1958, Haker 1962 und Sanderson 195[?; i e
n ent begann man sich mit den i isc i
Fragen analogen Problemen in Dimensionen g&ﬁ?ﬁngmﬁgfpgg?hm
Aufsehen erregte J. Milnor, als er 1956 die Existenz exotischer Diﬁ'er‘cnziema?ke'm
sz{ukm.ren a‘uf der 7-Spharen nachweisen konnte. Damit war im Rahmen der sich setlz':i
m_zsch enlwlckgindcg Differentialtopologic™ ein erstes Ergebnis substantielier Art be-
wieser, das keine niederdimensionale Entsprechung besaB. Der Aufbruch in hohere Di
mensionen hatte begonnen!® Aus Resultaten, welche S. Donaldson 1982 bewies fo];

% . .
« «r 10 1957 Papkyriakoupolos proved the celebrated Deha lemma, which had remained unproved for

:-:i.ny io;adm and thus rcwakcucc_] mt:r}st 1 thz Poincaré cagjecture.” (Hifton 1968, 5). Insbesondere
81 Sic apa.icy.nx.kouples %eibst intensiv um diese Vermutung bemtihe vgl. Papkyriskoupolos 1958,

., 32si;mddPaik);nskoup_olus 1962 sowie 1963, '
»,580s doute le premier r?'suim.t spécifique 4 Ia dimcosion 4 est la remarque de Ponmtdagi
g_;n::::cndammm: dl{e aussi & Milnor (1956) s'appuyant sur Whitchcad (I%;?} comme quoi :itl:vgi-?:tzs)
e s, onc::;w..s:mplc?lcnt coDASXES ont méme type dhormotopic oricnit si et seulement si elles ont
: rmes q , ratiques dmu:mnou”:sommphu (plus tard, Wali (1964) montrerz méme quc dans ce

- o5 d.f:ux vanéits sont h-cobardantes).” {Guillou-Marin 1986, XVI) =
Ein mm‘am?ms Dokument rur Steliung der Differentisltopologie im Gesamt der Topologic ist §
Smales Ubersichtsvorirag ., A survey of some tocent developments in differential topology”™, der 1961

gcl:la.ltcn’, aber corst 1963 gedruckt wurde. Darin wird die durck Smales Bewsis der verall ‘nm 1
Poznm_rc-Vcrmutung eestarkic Stellung der Differentialiopalogic sehr deutlich: B
Ccrtmnly the problems of combinatorial manifolds and the relationships b;twe:n combinatorial and
dlf.fcrcnunblc mapifo]ds arc jegitimate problems in their own right. An example is the u::ti mf
existence and uniqueness of differentiable structures op & combinatorial manifold Hnwcvgr wcﬂdn o't
believe such probiems are the goal of differential topology itscif. This view scems jusﬁﬁcd by th; gl
that @ay ene mn.subsiamjally develop differential topology mast simply without an rt:fcm:cc :D thI

Eocmkgzasona;maglf;ids." {Smale 1963, 132), d :

r Beginn der Diffcrontisltopologie im engeren Sinne - wir j i
Po:mj,m‘: ‘Ub:r_il:gungcn und Ansfitze in dieser Richtung zu ﬁ:ih: :i:,ddfﬁmi;ni:hiusnzh;u 'Jb';l "
Asbeiten identizicrt. Man vergicche ctwa Gieason 1964, 456 I
Itis L ) . .

s ;rrcliyu;;iss;?stfs origin, but differential topology can be xaid to have begun with the work of Thom

Die Tcndcnz, dic man z. B. in Smales erwihnicn Ubersichtsartikel finden kenn, wonach die alterc

(=Pomcanscht?} Topalogic insgesamt Differentialtopologic gewesen ssi {,, Thus differential topology s

toPology 85 Poincaré originally understood it."” [Smale 1963, 131]), scheint mir dock fberzo :: B

Hieraus gewnan er dann den Satz (Milner 1962, XX'V1): .

Dasbmcrskt:n Ergebnis g_comcr.rischcr Art, das 2sigie, daB es in hoberen Dimensionen Uberraschungen

%;ghmd 2 c:;rf:: ::; Auﬁz.i‘ihh;?g d;ra :'egug.ren Polytope-gewesen sein (vgl. Schlegel 1886, 1336):

imensionalen Raum i i im vierdi i

e aridimensionalen Raum n{ regulire Polyeder gibt, sind es im vierdimensionslen

J. H. C. Whitchcad hat in seiner wohl bekanntesten Arbeit | Simplicial spaces, nuctel and m-groups”

(1939 fo!gc-rfdcs Resuliat bewiesen, das spéiter im Beweis der v:rnl]gcmeincm:.n Poincazé-Vcrfnutp

dun:_h 1. Stallings ¢ine wichtige Rolle spiclen sollte und das deutfich macht, daf gewisse Ei cnscha;:g

crst in gem}gcgd graBen Duncnsionen gegeben sind (vgl. Milnor 1962, X0XVT): ® i

WLet K, L be simply connected complexes of dimension € n in the Euclidean space RP with p 2 2n+9. If

K af)d L have the same homotopy type, then any regular neighborhood 1J (X, R" is combinutnriﬂ.]l

equivalent to any regular neighborhood U (L, Rp)." g

»
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unter Verwendung von Arbeiten M. Freedman sogar, daB es exotische 4-Raume gibt, das
heift differenzierbare Mannigfaltighkeiten, welche zwar dem gewdhnlichen Rr*
homéomorph, nicht aber differmorph sind (vgl. Atiyak 1987).

Dieser Aufbruch wurde mit dem Beweis der verallgemeinerten Poincaré-Vermutung im
Jahre 1960 manifest. Es scheint so - jedenfalls konnte ich keine Stelle finden, welche das
Gegenteil belegen wiirde -, daB diese Veraligemeinerung gewissermaben zeitgleich mit
ihrem Beweis Allgemeingut wurde. Sie besagt: | Eine n-dimensionale geschlossene ein-
fach-zusammenhingende Mannigfaltigkeit M (n 2 5), deren Homologiegruppen mit denen
der n-Sphiire iibereinstimmen, ist diescr homtamorph.™*® Dicse Veraligemeinerung liegt
auf der Hand, hat man sich erstmals klargemacht, daB fiir vier- und mehrdimensionale
Mannigfaltigkeiten ~die  Fundamentalgruppe  (zusammen mit dem Orientier-
barkeitscharaiter) das Aussehen der Homologiegruppen micht mehr vollstindig bestimmt.

Den ersten Beweis der verallgemeinerten Poincaré-Vermutung erbrachte im Fallen 2 6
S. Smale unter der Voraussetzung, daB M eine differenzierbare Struktur trigt (Smale
19560). Fr verwandte hierbei die auf R. Thom zurickgehende Theorie des h-Kobordismus
sowie den Henkelaufhau von Mammigfaltigkeiten 41 Kurze Zeit mach Smale®? verdi-
fentlichte 7. Stallings cinen Beweis im kombinatorischen (semilinearen) Stil (Stallings
1960). Weitere mehr oder weniger unterschiedliche Varianten wurden von Zeeman 1961
und Wallace 1961 bewiesen. Auf die Details kann an dieser Stelle micht eingegangen
werden; festzuhalten bleibt, daf seit jener Zeit folgender Satz bewiesen ist; M MP(n 2 5)
is a compact combinatorial n-manifold that has the same connectedness properties as S»,
then Mn is topologically equivalent to 52" (Bing 1964, 125, wo man auch eine knappe
Beweisskizze findet). Die Bedingung, daB MT eine kombinatorische Mannigfahtigkeit zu
scin habe, wurde von M. H. A. Newman (in Newman 1966) durch die schwiichere,

Hicraus gewann or dann den Satz (Milnor 1962, XXV
,Let M be e compact contractibie formal manifold of dimension a. which posscsses & compatible
differentisble structure. Then the product of M with a k-simplex s combinatorially equivalent to ar
(n+k)simplex, fork 2z n+5"
Die Tatsache, dall es dennoch verblaffend wirky, daB men die verallgemeinerte Poincaré-Vermutuag
beweiscn kann, nicht aber die urspriingliche, klingt auch bei 5. Smale aa:
. The surprising thing is. however, that without resolving this problem, the author showed that in many
cases, the known nutnerical and aigebraic invariants were safficient 0 characterize the diffeomorphism
class of a manifold.” (Smale 1963, 133)

% Unter Verwendung der Poincaré-Dualitat 188t sich dicse Bedingung noch abschwichen. Alternative
Formulicrungen der Vorsussetzung: Es gibt eine stetige Abbildung f2 M -» 52, woiche Isomorphismen aller
Homotopisgruppen induzicrt; jede sictige Abbildung g: §k —» M ist pullhomotop far k < n (es genOgt k <

p2).

Eine Ubersicht, wic vorgegangen wird, gibt Smalc 1990, 46. Hier verwendet S. Smale allerdings die
Morse-Theoric, weiche in seincm urspriinglichen Bewsis keine Rolle spicltz. Wie wir geschen haben, gibt
es schon bei H. Poincase Ubcrlegungen in diese Richtung (vgl. 3.4).

2 Fine cingehende Schilderung des Ablaufes sciner Entdeckung sowie dez Entstehung dor anderen Beweise
der Poincaré-Vermutung in hoheren Dimensionen gibt Smale scibst in Sseale 1990, Im Obrgen wird
Smales Reklamation der Prioritst von folgender Auflerung E. C. Zeemans gestiurt, die dieser tn cinem
Ubersichtsvortrag zur veraligemeinerten Poincard-Vermutung bereits 1961 tat: Of course, the first person
1o conceive of & proof of the Poincars conjecture (for n 2 5) was Smale.™ (Zeeman 1961, 199). Man vgl
auch das Zitat von 1. R. Stallings bei Smale 1990, 47.

4
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Poincaré's Intention i ei i
fotigka < 1-5:1; .:;Dhl eher gerecht werdende, M® sei eine topologische

Der Beweis der veraligemeinerten Poincaré-Vermutung brachte auch einen Aufschwung
fiir die Bemiihungen ura die Ldsung des klassischen Falles n = 3 sowie des ebenfails noch
oﬁ.’cacn Falles n = 4 mit sich.** Es war allerdings von vomne berein kiar, dad die Methoden.
die ur Lésung in den Dimensionen n 2 5 gefiihrt hatten, in niedrigeren Dimensionen nur
bedingt oder auch gar nicht einzusetzen sind.4° Dennoch gab es, wie wir weiter oben
gcsehen haben, eine ganze Reihe von Fortschritten und Teilergebnissen.

) Eine wichtige Entwicklungslinie, die wir hier nur streifen konnen, besteht in der Redulk-
tion der Poincaré-Vermutung auf rein algebraische Probleme im Rahmen der kombinato-
rischen Gruppentheorie. Aus der Vielzahl der Arbeiten seien hier nyr Papakyriakopoulos
1962 und 1963 sowie Stallings 1966 gemannt (vgl auch Hempel 1976, 158-162 und
Chandler-Magnus 1982, 178), '

Eine wissenschafiliche Sensation stellte die 1982 von M. H. Freedman vorgelegte voll-
st:i_nd:ge Klassifikation der geschlossenen einfach-zusammenhingenden 4-Mannigfaltig-
kglten dar® | welche insbesondere die (veralligemeinerte) Poincaré-Vermutung fiir diese
Dimension bestitigte.

Aufsehen erregte 1985 ein angeblicher Beweis der dreidimensionalen Poincaré-Vermu-
tung durch C. Rourke und E. Régo, der sich allerdings als nicht stichhaltig erwies.*” Auf
die Arbeiten von W. Thurston und anderen, welche wichtige Fortschritte, wenn auch noch
keine definitive Ldsung der kiassischen Poincaré-Vermutung gebracht haben, wurde weiter
oben schon eingegangen. SchlieBlich sei noch auf die neuesten Entwicklungen im Bereich
der Knoteninvarianten (,,Jones-Polynome™ und dergleichen) verwieser, weiche auch
_Perspekliven fiir die dreidimensionale Topologie eréfTnen, wobei sich tiberraschende und
interessante Verbindungen zur theoretischen Physik ergaben (vor allem in den Arbeiten
von Witlen).

1992 veraffentlichte V. Poénaru eine Arbeit zur Poincaré-Vermutung, welche wichtige
neue Teilergebnisse enthiett (Poénaru 1992).

_Damit sind wir am Ende der langen Geschichte des Homdomorphieproblems und der
szmca;f—\’emumng angelangt. Einige zusammenfassende Betrachtungen sind somit an-
gebracht,

_Es ist sicher nicht ibertrichen, zuv sagen, daB das HomSomorphieproblem bei H.
?omcaré dic zentrale Fragestellung der Topologie war. Dies eincrseits aus
innermathematischen Interessen (ein Klassifikation der 3-Mannigfaltigkeiten wirde
wichtige Informationen liefen z. B. fiir die Theorie der automorphen Funktioner, fiir die
algebraische Geometrie usw.}, andererseits aber anch aus einem erkenntnistheoretischen

3 Vgl Milnor 1987, 13,

Zu crsteren vergleiche man die weiter oben in diesem Kapitel besprochenen Lasungsansitze,

4 ..l should emphesize that the stores in dimensions 3,4 and o = 5 arc totally different, with the low-
dimensional cases being much more subtle and intricate.” (Atiyah 1987, 3)

% Frecdman 1982; eine knappe Ubersicht gibt Miinor 1987,

# Dieser , Beweis™ wurde in drei Preprints der Universittt Warwick verdffentlicht (,,A characterization of
Homotopy 3-Spheres T and I, Characterizations of §3”) sowice in einer kurzen Notiz in , Nature” (Stcwart
1986} und in cinem langeren populfrwisscnschaftiich gehaltcncn Artikel im ,New Scitntist” (Rourko-
Stewart 1986). Dic Geschichte des Scheilerns dieses Ansstzes erzahlt Taubes 1987,




310 Zusammenjassung und Ausblick

Interesse: Die Topelogie als katlasdatorische Erfassung raumlicher Verhiltnisse solite auch
dann noch weiterhelfen, wo uns dic Anschauung im Stich 14Bt! Zu diesem Zweck fithrte
Poincaré neue Hilfsmittel ein, prigte neuartige Begriffe und schuf wirkungsvolle
Methoden. Durch die ungeheure Vielfalt an Ideen, die sich in Poincaré's topologischem
Werk finden, gelang cs diesem, den Rahmen fiir die weitere Forschuf:g auf' Jahrzehnte
hinzaus abzustecken. Tn Gestalt der Poincaré-Vermutung binterlie er dieser eine Art von
Priifstein®® , dessen mathematische Bedeutungstrachtigkeit sich erst nach und nach her-
susstelite. Danchen - und das wird meiner Ansicht nach in der eher an allgemeinen
Prinzipien orientierien Historiographie der Mathematik gerne Gbersehen - bevilkerte er Fi.u:
von ihm neuentdeckic Welt mit zahlreichen bochinteressanten Beispielen, aus denen seine
Homologiesphire - der spitere Dodekasderraum - als geradezu singu.lﬁras? megn;s
herausragt. Die aligemeine Theoric muf sich an den Beispiclen WB; si¢ ist kezln
Selbsizweck sondera Mittel zum Zweck. Insbesondere zeigten diese Betspiele schaell, wie
kompliziert die Dinge im Falle der 3-Mannigfaltipkeiten liegen.

Die an Poincaré anschlieBende Phase, welche sich durch die Namen M. Dehn, P. Hee-
gard, E, Steinitz und H. Tictze kennzeichnen 148t bringt vor allem cine Prézisierung und
damit aber auch Verengung des begrifflichen Rahmens und der zuliissigen Me‘lthoden. Der
Riickzug auf den als sicher crachteten Boden der knmbinatorisc?cn Topologie bescherie
der Topologie einige fundamentale Probleme (Triangulierbarkeit, Hagpw»crmut_mmg) als
Ausdruck des spannungsvollen Verhaltnisses zwischen ) ajlgc.mcm ('konunmzm;-)
topologischer Fragestellung und speziellen (diskret-) kombma?onschem Ansatz. E:z}e
Reduktion der ersteren Sichtweise zugunsten der letzteren, wie sie Dehn und Heegard in
jhrem Verdikt einer Analysis situs als eirem durch seine anschauliche Bedeutung ausge-
zeichneten Teils der Kombinatorik zu fixieren suchien, blieb Epi-sodc” . Das Homoo-
morphicproblem riickic neben diesen Anstrengungen um bcgriﬁhchc und methodxsct}c
Sirenge etwas in den Hintergrend; seine Stellung als die clgcnthc}:el Aufgabe der Topologc
ist jedoch unangefochten. Zwei allgemeine Verfahren, mit deren 'I-ﬁlfc auch heule_noch im
Bereich der 3-Mannigfaligkeiten gearbeitet wird, dic Heegard-Diagramme und die Dc_hn—
Chirurgie, entstehen in dieser Phase. Wihrend es frihzeitig kl}a.r war, daB man jede
geschlossene orienticrbare 3-Mannigfaltigkeit durch Heegard-Chirurgie gemnnen.kann,
konnte eine entsprechende Aussage fiir die auf Dehn rurickgehende .Meqmde erst in d_en
60er Jahren bewiesen werden. Es blieb H. Poincaré vorbehalten, mit seiner Homologie-
sphire die Leisiungsfihigkeit des Heegardschen Verfahrens, das schc_m VOB W Dyck an-
tizipiert worden war, zu zeigen. In Gestalt der Linsenriume (auch diese Bezeichnung ist

48 Bezaglich des Standes, den das Homoomorphicproblem mit Alexander 1919 erreicht hatie, schreibt 8.
Lefschetz in cinem Artikef zur Geschichte der Topologic aus dem Jahre 1970: ) )
. There the question has rested, except thet nowadays one expects much more, namely identity of. all
homotopy groups in addition to the idcatity of the homology groups. In fact whenever a new topological
character is discovered onc asks if it suffices to distinguish two given complexes. No such character hes
been discovered at the present time.” (Lefschetz 1970, 33) o

%9 So schreibt 2. B. F. Levi: ., Der Aufbau [der Flichentopologie; K. V.] crfolgtc - und daran wird sich fm:hls
andern - rein kombinatorisch ohoe irgend cine Frage, was dic hier benutrten Elementz ctwe cinzeln
bedeuten sollen. Das Ziel der Untersuchung ist aber nicht cin Kombinationsspicl, sondern cinc Methode
zur Erforschung gewisser geometrischer Eigenschaften, die sich auf die Gcsamtgc.s’lalt 'dcr geomclnschc::
Gebilde bezichen (...). Dicsem Zicl dor Untersuchung muB dic Auswahl der Hilfamitel entsprechen.
{Levi 1929, 59).
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spiteren Ursprungs) steuerte H. Tietze eine ganze Klasse von Beispielen bei, die in der
Folge immer wieder eise wichtige Rolic spiclen sollte - nicht zuletzt deshalb, weil die
Linsenriume systematisch gesehen rach der 3-Sphire die einfachsten orentierharen
geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten sind. die bei Poincaré behandelten Beispiele dagegen
sind vom systematischen Standpunkt kamplizierter, was sich aus seinen Ansatz erkiar,

Die bislang geschilderten Phasen gehen etwa 1910 zu Ende. Wir kdmnen sic so
charakterisieren:  Eimer sehr  weitgesteckten Aufgabenstellung  (lese  das
Hombomorphieproblem fiir 3-Mannigfaltigkeiten”™, "beweise die Poincaré-Vermutung™)
stand am Ende ein recht eng gesteckter methodischer Rahmen - der kombinatorische
niimlich - gegeniber, dessen Leistungsfihigkeit zu erweisen war. Dies geschah cinerseits
durch die Behandlung des reichlich vorhandenen Beispielmaterials, andererseits durch die
Suche nach allgemeinen Aufbauprinzipien, Bis etwa 1910 wurden auch die wichtigsten
Erkenntnisse erlangt, welche zeigten, daf dic Welt der dreidimensionalen
Mannigfaltigkeiten sich wesentlich von derjenigen der Flichen unterscheidet. Hier ist
zunichst einmal Dycks Einsicht (1884} zu nennen, daB man dic 3-Sphiire durch
Randidentifikation anws zwei Volitori bekemmen kann - meipes Frachiens die ersie
tiefliegende Einsicht in das Wesen von geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten #iberhaupt.
Heegard und Poincaré haben diesen Ansatz ohne bewubBte Anknipfung an Dyck dann
weiterentwickelt zur Methede der Heegard-Zerlegungen und -diagtamme. Auf Dyck (1890)
geht auch die Erkenntnis zuriick, dab die Enles-Charakteristik (also die bis dahin gangigste
topologische Invariante) im Faile von 3-Mannigfaltigkeiten nicht mehr ausreicht, um
Homoomorphicklassen festzulegen. Diese wurde dann von Poincaré dahingehend vertieft,
daB anch die Betrachtung der Homelogie nicht hinreicht, um 3-Marnigfaltigkeiten zu
charakterisieren und da8 folglich starkere Invarianten herangezogen werden missen. In
Gestalt der Fundamentalgruppe hat er eine solche bereitgestellt.

Schlieflich erkannie Dyck auch, daB die Muaglichkeit, Volltori im dreidimensionalen
Raum verknoten zw kénnen, wichtige Konsequenzen fir 3-Mannigfaltigkeiten besitzt,
Diese Mbglichkeit, dic kein Analogon fitr Flachen kennt, wurde dann von Dehn Syste-
matisch untersucht und angewandt.

Bei der Suche nach alipemeinen Aufbauprinzipien setzten die weiteren Bemiithungen
cin. Aof der aligemeinen methodologischen Ebene fishrten diese schlieBtich zu den haupt-
sichlich von L. E. J. Brouwer, J. W. Alexander und M. H. A. Newman bereitgesieilten
simplizialen Methoden, deren Erginzungsbediirftigkeit (z.B. um die Invaranz der Betti-
Zahlen nachweisen zu kdnnen) sich allerdings friihzeitig herausstellte,

Dennoch lieferten sie einen relativ abgeschlossenen Rahmen, auf denen sich dann die
lehrbuchhafien Darstellungen mehr oder minder stitzen kounten (Lefschetz 1930, Veblen
1931, Seifert-Threlfall 1934). Paralle]l hierzu entwickelte sich aber auch die allgemeine
mengentheoretische Topologie v. a. durch den Beitrag F. Hausdorffs weiter, so daB bald
schon ein leistungsfihiger kontinwumstopologischer Begriffsrahmen zur Verfligung stand.
Dies gilt insbesondere firr den Mannigfaltigkeitshegriff, der in seiner allgemeinen nicht.
kombinatorischen Form im Falle zweier Dimensionen von T. Radé im AnschluB an H.
Weyl prizisiert wurde. Insofern blicb das charakieristische Spannungsverhiltnis von
allgemeiner Fragestellung und spezieller Methode stets erhalten, Was das Homdomorphie-
problem anbelangt, so konnte LW, Alexander 1919 zeigen, daf die von H. Poincard
angegebenen Invananten nicht ausreichen, um den HomSomorphietyp einer geschlossenen
orientierbaren 3-Mannigfalligheit zu charakterisieren. Neoe Invarianten wurden gesucht
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und gefunden (Eigenverschlingungszahlen, Reidemeister - Franz - Torsion, Seiferts
Faserinvarianten). Alimahlich schalte sich die Poincaré-Vermutung ais bcsonfiers
wichtiges Problem im Umlfeld des Homoomorphieproblems heraus, was einerseils seinen
Ausdruck in der terminologischen Fixicrung (bei Seifert-Threlfall v.a), 'anderersmt_s. in
ersten Arbeiten gezielt zu dieser Fragestellung (F. Frankl, J. H. C. Whitehead) seinen
Ausdruck fand. Weiter gelang es in dieser Phase, die Bei@ielﬁc@t lokz%l zu ordnen,
indem das Homoomorphieproblem der Linsenraume (H. Seifert, K. Reidemeister) und der
verschiedenen Formen des Dodekaederraumes (H. Seifert, W. Threlfall, C. Weber) gekl:in
werden konnmte. Neuc Ansiize brachte dic in der Tradition des klassischen
Raumformenproblems sichende Theorie der Diskontinuitﬁtsbermf:hc nach Seifert-Threlfall
und insbesondere die Theorie der gefaserien Riume von H. Seifert. Lcmgrc konnte das
Homoomorphicprobicm fiir die Klasse der faserbaren Riume lés'icn upd damit den aus dem
19, Jahrhundert bekannten zweidimensionalen Fall (die Klassifikation der gcschlog.sencn
Flachen) um eing meue beispiclhafte Lisung erginzen. Zokunftweisend soil%e die von
Seifert und Threlfall volizogene Einbeziehung geometrischer chrl.cgux}gen scin. Andere
wichtige Ansitze, die unter der Uberschrift Flichen in 3-Ma.rmig_fa}ugkmten gefaBt werden
konnen, wurden von H. Keeser skizziert Eine systemausc‘he _Untcrsuchung dfgr
verschiedenen bekannten Erzengungsverfahren von 3«Mannigfalugke1@n zusammen mit
dem Versuch, deren Tragweite zu bestimmen, legic H. Seifert 1231 in seioer Df‘csdner
Dissertation vor. Zusammenfassend kann man dicse Phase, die sich von 1919 bis etwa
1935 ersireckte, als die der Konsolidicrung und schlicBlich Subsumption (siche unten) cha-
rakterisieren, wihrend die erste vorangehende eine proliferierende {(Poincaré) und die
rweite eine kodifizierende (Dehn-Heegard, Steinitz, Tietze) darstellte (vgl. 8). )
Allerdings setzte in dieser dritten Phase bereits jene Entwicklung, von uns als Alg_ebm—
sierung gefadt, cin, welche zu einer WVerschiebung d§ Schwcrpiml_ctes der topologls‘chen
Forschung in den 40er und S0er Jahren fiihren solite. Diese 1en3§te c‘nf: Agfmcrksamkelt auf
aligemeinen Fragestellungen weg von den konkreten Mmgdegkeltcn und war oft
verbunden mit dem Bestreben, den traditionetlen kombmatonschen Rahn}en zugunsten
eines allgemeinercn zu Gberwinden. Ein typisches Beispiel hierfir ist die Hlomc_ﬂogie-
theorie. 1m Gefolge verlor das Homomorphieproblem sc_ine zentrale Stellung fiir chf: nun
meist algebraisch genanntc Topologie. Neben aigc!?rmsc_her und n_aengcnthmreu_scher
Topologie formierte sick in den S0er Jahren allm:ﬂ.xhch die geome@schc' Topologic .'3\15
Fortfithrung der Bemithungen um das Homﬁomorphxeproblem‘ wobel bezmchx_?cr}derwctsc
die traditonellen Methoden der kombinatorischen Topologic - wenn x_m_mrhcl_'x auch
modifiziert z. B. zu semilinearen - wetterverwendet wurden. Far den dre‘id:mcns:onalen
Fall zeigte E. E. Moise 1952, dab kombinatorische und kont_jnuumstopﬂlogsche Mcthadqn
gleichberechtigt sind, indem er fir diescn Bereich dic Hauptvermutung und die
Triangulierbarkeit verifizierte. Fur hshere Dimensionen (gr§ﬁer vier) ist das 'nac:h“‘.'cxshch
nicht mehr das Fall (J. Milnor, 1961). Der Unterschied zwischen dem dreid_lmensmnajc_n
und dem hoherdimensionaten Fafl wird auch durch A. A. Markovs E_rgeb_ms (1958), die
algorithmische Unlosbarkeit des Kiassifikationsproblemes bctrei}'end {in viet- und h&her-
dimensionalen Fall), unterstrichen, In Gestalt der Diﬁ'eren_uahopologxc emchs der
traditionell-geometrischen Topologie in den 50er Jah:cn_ cine Konlcurrenug, w.elche
wesentliche Aufschlisse zu dem beide Richtungen interessierenden Fragenkreis bringen
sollte.
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Greifbar wird dies in den Beweisen der verallgemeinerten Poincaré-Vermutung aus den
Jahren 1960 und 1961, welche teilweise differentialtopologisch (Smale, Wallace), teilweise
kombinatorisch (Stallings, Zieman) waren. Meben dieser Duplizitit der Methoden ist
zweierlei hervorzuheben: einerseits der hiermit vollzogene Aufbruch in bhthere Di-
mensionen, der sich in den 50er Jahren abzuzeichnen begann, andererseits die Heransls-
sung der veraligemeinerten Poincaré-Vermutung aus dem Hombomorphieprobler als eine
von diesem weitgehend unabhiingig zu behandelnde Fragestellung. Ein dhnlicher Vorgang
fand fiar den dreidimensionalen Fall schon Anfang der 30er Jahre statt {vgi. 5.4). Bis dahin
war man davon ausgegangen, daB die Klirung des Homéomorphieproblems oder auch der
Poincaré-Vermutung im  dreidimensionalen Fall einfacher sein  sollte als  im
hétherdimensionaten. Hierin steckte nicht zujetst rekursives Denken: Fiihre den
dreidimensionalen Fall auf den zweidimensionalen, welcher bereits gelsist ist (ganz deut-
lich bei H. Seiferts Zerlegungsfliche), zunick; ist der dreidimensionale geldst, so verfahre
analog mit dem vierdimensionalen, usw. Die bei der Losung der verallgemeinerten Poin-
caré-Vermutung eingesetzien Methoden zielen nicht mehr auf die Riickfilhrung auf niedere
Dimensionen ab sondern auf eine Asbeit direkt an den betrachteten Mannigfaltigkeiten.
Dies stellt methodologisch ein neues Element dar, obwohl die Grundrizge der Methoden (z.
B. Ansetzen/Wegnehmen von Henkeln) lngst bekannt waren. Als Motive fiir die
Herauslosung der Poincaré-Vermutung aus dem Kontext des Homoomorphieproblems sind
einerseits dic Erkenntnis, daB das allgemeine Homéomaorphieproblem weitere Invarianten
erfordert bis hin zu dessen (algorithmischer) Unlasharkeit in hdheren Dimensionen zu
nennen, andererseits die groBe systematische Bedeutung, welche einer topologischen
Charakterisicrung der Sphire in alien Bimensionen zukommt,

Die Entwicklung, den der hier betrachtete Problemkreis nach 1960 genommen hat,
scheint durch Kontinuitit gekennzeichnet zu sein, Briche und Innovationen vergleichbar
den oben geschilderten sind kaum zu finden. Das soll natiirlich nicht heiben, dalb die Dinge
einfacher geworden wiren. Eher das Gegenteil ist der Fall. Als wesentliches neues Element
ist aber die | Rickkehr der Geometrie” im Werk von W, Thurston und anderen
hervorzuheben, Fiir eine abschliefende Beurtetlung dieser Entwicklung scheint es aber
heute noch zu frih zu sein,

Versucht man zusammenfassend in der geschilderien Entwickiung Uberginge zu be-
zeichnen, so findet man deren mehrere. Zum einen ist hier die Entwicklung von Poincaré
zu seinen direkten Nachfolgern zu nennen, welche das kombinatorische Element, das auch
bei Poincaré vorhanden, wenn auch nicht domimant gewesen ist, in den Vordergrund
steltten. Dabei wurden bei Dehn-Heegard und Steinitz Einfiiisse der von Hilbert in seinen
»COrundlagen der Geometrie” entwickelten neuen Auffassung von Axiomatik deutlich.
Dennoch konnte sich dag kombiratorische Programum im engen Sinne, das die Topologie in
eine mit undefinierten Grundbausteinen arbeitende Kombinatorik aufldsen wollte, nicht
lange halten Stattdessen setzte sich eine Mischform, die in Anlehnung an Chasles
~méthode mixte” genannt wurde, durch: Die kombinatorische Topologie, deren
Grundbegrific (etwa Zahlen, Simplizes,...} fortan geometrisch interpretiert wurden, tritt in
den Dienst der Kontinuumstopologie. Letztere formuliert die Fragen, welche mit den
Mittein der ersteren beantworlet werden solen. Eine Schliisselrolle fir diesen Ubcrgang
kommt der Methode der simplizialen Apoproximation zu, die von L. E. J. Bronwer ent-
wickelt und von J. W. Alexander aufgegriffen wurde. Es gelang mit ihrer Hilfe, einige
wichtige Probleme der Kontinuumtopologie, wie etwa das Invarianzprobiem der Betti-
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Zahlen, zu kliren. Andercrseits zeigte sich aber, daB dic beiden Grundprobleme, welche
mit Hauptvermutung und Triangulietbarkeit beschrichen werden, fiir Pimensionen groBer
el allen Beweisversuchen trotzten. Ohne diese war aber die Geltung vieler Ergebnisse
auf den Rahmen der kombinatorischen Topologie beschrinkt. Dennoch blieb der
kombinatorische Ansaiz - und bleibt noch imumer - gerade in der dreidimensionalen
Topologic fir die Untersuchung von Mannigfaltigkeiten, insbesondere fiir das Hombo-
morphieproblem und die Poincaré-Vermutung, von grabter Bedeutung. Dieser Teilbereich
der Topologie, die Theorie dar Mannigfaltigkeiten, der urspringlich (bei Poincaré etwa)
cine beherrschende Stellung im Gesamt der Topologie iiberhaupt inne hatte, wurde
beginnend mit den 30¢er Jahren zurlickgedringt zugunsten anderer Gebiete. Darfiber hinaus
geriet er methodologisch geschen durch das Festhalten an den kombinatorischen Methoden
in Verzug gegeniiber der restlichen Topologie, die sich in Richtung algebraische Topologie
71 entwickeln begana. Die Tendenz zu grober Abstraktheit und Allgemeinheit - zu einer,
wenn man 5o will, strukturalistischen Auffassung - zeigte sich ja in diesem Zeitraum auch
in anderen Teildisziplinen der Mathematik, insbesondere in der Algebra. Im Bereich der
Topologie der Mannigfaltigkeiten traf sic mit dem Wunsch nach Uberwindung des
kormbinatorischen Ansatzes zusammen, was dann in den S0er Jahren zur Ausarbeitung der
nicht-kombinatorischen aigebraischen Topologic (etwa Homologie- und Homotopietheorie)
fihrte. Dic weiterhin mit - natirlich stark modifizierten - kombinatorischen Mittein
atbeitende Topologie der Mannigfaltigkeiten wird jetzt terminologisch als geometrische
Topologic gefabt. Hinsichtlich der beiden betrachteten Probleme Hauptvermutung und
Triangulierbarkeit werden in dreidimensionalen Fall positive Lisungen erzielt. Deshalb
darf man in diesem Bereich von einer Gleichwertigkeit des konkret-kombinatorischen und
des absirakt-algebraischen Ansatzes reden, was es erfaubt, die Vortcile beider zu nutzen.
Dennoch widersetzten sich das dreidimensionale Hom&omotphieproblem aber auch die
Poincaré-Vermutung in threr urspriinglichen Form bislang erfolgreich einer Klarung,

Die Poincaré-Vermutung ist mittlerweile zu eineimn jener berihmicn Probleme geworden,
deren Lissungen Ruhm verheiBen (vergleichbar der Riemannschen und der Fermatschen
Vermutung - letztere mittlerweile vielleicht Satz zu nennen). So wurden denn wichiige
Fortschritte im Bereich der Poincaré-Vermutung oft mit der Fields-Medaille belohnt; 5.
Smale 1966, M. Frecdman 1986, W. Thurston 1990 (fm weiteren Umfeld wiren auch
noch R Thom 1958 und J. Milnor 1962 zu nennen.) Das deutet auf diz wichtige Rotle hin,
welche Vermutung in der diszipliniren Matrix der Mathematik spielen. Sie sind gleichsam
K ristallisationskerne, an die sich die mathematische Forschung anlagert. Das erklirt auch,
warum "guie” Vermutungen - man denke nur an Hilberts Probiemkatalog von 1900 - so
wichtig fiir das Fortschreiten der Mathematik sind. Ein Kennzeichen ,,guter” Vermutungen
ist es, dab sie die Balance halten rwischen aussichtsloser Schwierigkeit einerseits und
aminteressanter  Einfachheit andererseits. Ein  weiteres Charakteristikum ist ihy
Beziehungsreichtum, der sich oft dahingehend ausdriickt, daB Sitze modulo der fraglichen
Vermutung bewiesen werden. Ich hoffe, die vorangehenden Betrachtungen haben deutlich
gemacht, dab die Poincaré-Vermotung mit Fug und Recht Anspruch erheben. darf, solch
einc ,,gute” Vermutung zu sein 50 Dic Wichtigkeit van Problemen fiir das Fortschreiten der

50 Eg et hier noch einmal an die fast gleichiautenden Hilberischen Kriterien erinnert, welche ein agutes”
mathcmatisches Problem, also insbesondere ¢ine Vesmutung, zu erfillen hat {vgl. Hilbert 1900, 23-25Y):
- .Klarheit und leichte FaBlichkeit™,
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Mathematik hat D. Hilbert in sei U
b oot in scinem berihmicn Vortrag von 1900 geradezu emphatisch

wSolange ein Wissenszweig Uberflufl an Problemer bietet, § i
tet, ist or lebensfihig, Mangel an Problemen
;:dcnm Abs:z\m oder Aufhéren der s:lb'_stﬁnd.igm Estwickiung. Wie therhaupt jedes menschliche
ternchmen Ziele verfolgt, so betrachtet die mathematische Forschung Probleme. Durch die Losung

von Problemen stihit sich die Kruft des Forschers; oden
) l ; cer find, 3
gewinnt cinen weiteren und freieren Horizont,™ et neve Meth und Ausblicke, e

) (Hilbert 1989, 23}

Aus der Sicht unserer Betrachtungen ist dem ei i i i

L ; 2 gentlich nichts hinzuzufiigen, auler viel-

éei:cht, dal} es letztlich gar r_ucht 50 sehr auf die Lasung des Problems ankou%mn{ sondimw:xif
¢ Bemithungen um seine Eosung. Diese bringen nimiich neue Methoden, neue

Einsichten und auch neue Probleme hervor, weshalb i
: E;
an Interesse verlieren kann. v Bremial das Ausgangsproblem

- £5,80 ferner schwietig, damit es uas reizt, und dennoch nicht vallig unzuging

lich, damit es unserer Anstrenung nicht spatic™;
- Bezichungsreichtum.
Dem ko::mtc toan noc?: e viertes Knterivm, dic , Natldichkeit”, hinzufiigen. Was damit gemeint ist,
nm'sch.mbt treffend cine Bemerkung, weiche Fama H. Poincaré zuschreibt, chne daB ich dies hitte
vcnﬁmcmg kOnn_cn: 1 oe faut pas traiter les problémes quost se pose, i faut taiter les problémes qui
3¢ posent:” For cine moderne Interpretation der Hilbertschen Gedanken aus der Sicht der Lakatosschen
Forschungsprogramme vergleiche man Hallett 1979 (weiterfibrend Glas 1993).




8 Einige abschlieBende Gedanken zur Diszi-
plingenese sowie zur Rolle von Beispielen
in der Mathematik

In diesem abschlieBenden Kapitel! méchte ich einige Bemerkungen allgemeinerer Natur
anfiigen. wobei zwei Themenkreise im Vordergrund stehen werden: die Herausbildung der
Topologie als cigenstandige Teildisziplin der reinen Mathematik und die Rolle der Bei-
spiele in der Entwicklung der Topologie speziell und in der Mathematik allgemein.

Die Topologie zihit ohne Zweifel zu den jingeren Teildisziplinen der reinen Mathema-
tik; unter den klassischen GroBgebieten (Analysis, Algebra, Zahlentheorie, Geometrie,
Topologie, Logik und Grundlagenforschung) ist sie wohl die Jingste iberhaupt. Anders als
dic moderne Algebra, welche ja nicht viel frither entstanden ist als die Topologie, besitzt
fetztere so gut wie keine Wuszeln, welche lange in die Mathematikgeschichte zuriickrei-
chen (bei der Algebra wire dies die Gleichungslebre). Sieht man ven einigen isolierten
Problemen (z.B. Rosselsprung, Kénigsberger Brickenproblem, Verschlingungszahlen)
einmatl ab, deren (wenn Uberhaupt) topologischer Charakter eigentiich erst in der Riick-
schau deutlich wurde, so bleibt als wichtiger Vorliufer topologischer Fragestellungen
eigentlich nur der Eulersche Polyedersatz.

In der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts traten hierzu noch die Knotentheorie, Kar-
tenfdrbungsprobleme, dic ersten Ansitze in Richtung einer allgemeinen mengentheore-
tischen Topologie (Untersuchung von Singularititenmengen, Anfinge der Mabtheorie)
sowic die im Kapitel 2 ausfithrlich betrachteten Arbeiten zur Klassifikation der Flichen.
Diese Probleme steliten sich urspriiglich in unterschiedlichen mathematischen Kontexten;
es war ein langer Weg, bis sie simtlich in der neuentstandenen Disziplin Topologic einen
Platz angewiesen bekamen.

Wir wollen uns hier auf den zuletzt genannten Problemkreis konzentrieren. Im Kapitel
2 haben wir gesehen, daB das Problem der Klassifikation der Flichen seine Urspriinge im
Bereich der Funktionentheorie hatte, insbesondere in dem Bestreben, auns der Gestalt Rie-
mannscher Fischen Aufschifisse Gber die zugehdrigen Funktionen zu gewinnen. Die Er-
griindung der gestaltlichen Verhiitnisse erforderte ginzlich neue Hilfsmittel, ebwa Rie-
manns Zusammenhangstheorie. Problem nebst Hilfsmitte] verselbstandigten sich in der
Folgezeit. Hierfiir lassen sich drei Gritnde anfithren: Einerseits erwies sich das Problem

! Ahntiche Obercgungen wie hier findet man in Epple 1994, woher ich <inige zentrale Jdeen Obernommen

habe. Weiter hat gerade dieses Kapite! viel von Diskussionen mit M. Epple profitiest.
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bst als ein vielversprechendes Forschungsprogramum, so daf es fiir si.ch selbst be.stehcn
ii]nntc, andsrersciisrifpa:en die Methoden (Querschnitte, Bera.ndung),_mlt‘ denen es in An-
grifl genommen wurde, dem Kontext, in dem sich das Problem urspringlich gmﬂt ‘hattc,
cher fremd, und schlieBlich fanden dic peuen Ergebnisse rasch Verwendung in Bereichen,
welche urspritnglich nicht intendiert waren, so zB in der theoretischen Physik (I{clt{lholtz
(1858) und spéiter die englisch-schottischen Physiker, alien varan J.C.Maxvfcil), Erinnert
sei anch an J. B. Listing, der immer wieder die Beziehungen seiner Topelogie zu den Ng-
turwissenschafien betonte. Somit ergab sich allmihlich cing Herauslésung (kacntcxtuah—
sicrung; vgl. Eppic 1994, 1 und passim, wo von ,_,clinm?ano_n of the context gesprochen
wird) der topologischen Aspekte. Deutlich wird diese beim Uberga.t_xg von Rzem der -
sicht man einmal von dem nicht publizierten Fragment ﬁber Analys_xs situs ab - immer nur
Hilfsbetrachtungen aus der Analysis situs im Rahmen seiper fm_xkuonemh_mrcug:hen Ar-
beiten anstellte, zu C. Jordan und E. Betti, welche die ersten rein {opolog;schcr‘; Abhand-
lungen verfabten. Allerdings blieb bei diesen Autoren der aus hentiger Sicht Ifmende in:~
sichtspunkt, nimlich dad topologische Invanianten sqiche unter Homdomorphismen sind,
im Hintergrund. Heransgestelt hat dies - nach wenig beachteten Vorschlﬁg:n_von AF
Mabius - erstmals wieder F. Klein in seinem Erlanger Programm (1872). Damt war cin
begrifilicher Rahmen - selbstverstindlich noch in recht unvollkommener Weise - gegeben,
in dem sich die im Entstehen begriffene Disziplin beweger; konnte, un-d der Apsciﬂuﬁ an
die Geometrie, so wie sie F.Klein auffafite, hergestellt. Hinzu lmm d{e Efwexler_lmg des
Bereiches behandelter Gegenstinde durch Ausdehnung des Mannigfaltigkeitsbegriffes auf
n Dimensionen, weiche als erste Riemann und Betti vorna}um?n.
Schlagwortartig 148¢ sich der Entwicklungsstand der Topologie um }875 herum so charak-
terisieren:

- Gegenstande: (eingebetiete) Mannigfaltigkeiten von n Dimensionen, hauptsichlich
allerdings Flachen, ) ) ) )

- Ziel: deren Kennzeichoung unter qualitativen Gesichtspunkten, insbesondere Klassifi-
kation nach Hombomorphie; _

- Methoden: Beranden, Zerschneiden, Verhalten geschlossener Kurven;

- Ergebnis: Klassifikation der geschiossenen orientierbaren Flachen n_ach 'Iardan;

- Modellvorstellung: Sphire mit Henkeln (nur for gf:scl‘_nlosmne qnenﬂcrbare Flichen)
oder mit Kreuzhauben (nur fiir geschlossene nichi-orientierbare Fidchen).

Vor allem in den Arbeiten von W. Dyck in der zweiten Hilfte dc.r 80::}' Jal_m: wde ein
weiterer Schritt in Richtung Autonomie fir die Theorie der Manmgifalug}_cextcn insbeson-
dere der Flachen volizogen. Dyck versuchte nitmlich, die Grundbegriffe wie Flﬂche,‘Man-
nigfaltigkeit und so weiter unabhiingig von traditionellen }’orsteﬁung_en Zu gewinnen.
Hierzu wihite er einen kombinatorischen Aufbau derselben in Gcstalt einer Art von Zel—
lenkomplex. Ideengeschichilich kann man hier eine Ank_niipfung an d_xe Enmd'du‘ngslm%e
..Polyedertheorie” feststellen, insbesondere an die Arbcltcn_ von Mobius und L:spn_g_ bie
grundicgenden Objektle werden Inzidenzstrukiuren; auch die I«_:l:t der Cha_raktenslfk ent-
stammt urspringlich der Lehre von den Polyedem. Gerade chcsz_: stellte ja 'Dyck in dc?n
Vordergrund. Dessen groBe Arbeiten von 1882 und 189Q boten d.le_ erste c:mg;maﬁ_en in
sich geschlossene Darstellung der Topolegie (im Sinne einer Theorie der Mannigfaltighei-
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ten).? Hier ireffer wir fiir solche Darstellungen typische Charakteristika an wie; Schilde-
rung der Vorgeschichte nebst ausfihrlicher Sichtung der Literatur {unser Problem hat
Tradition}, klare Formulierung der Zielsetzung (Zentralproblem: Klassifikation der Man-
nigfaltigkeiten), autonome Einféhrung der Grundgegenstiinde (kombinatorischer Aufbay
der Mannigfaltigkeiten), klares Methodenkonzept (Charakteristik, gewonnen aus dem
kombinatorischen Aufban; Zurickdrangen der Anschauung als erkenntnisbegriindende In-
stanz)® und paradigmatisches Ergebnis (Klassifikation der geschiossenen Fiichen), Mit
Dyck gewann die Topalogie die wichtigsien Charakieristika einer Disziplin. Allerdings: So
erfolgreich Dyck ire Bereich der zweidimensionalen Tapologie war, so wenig erreichte er
an konkreten Ergebnissen im héherdimensionalen Fall. Hier erwies sich die Charakteristik
als ginzlich uninformativ und der kembinatorische Zugang als untauglich, um interessante
Beispiele hbherdimensionaler Mannigfaltigkeiten zu konstruicren. Gerade letzteres war
aber unumganglich, wollte man hier weiterkommen: Beispiele far geschlossere Flichen
waren seit Alters her bekannt und die von Klein angegebene Modellvorstellung erfaubte es
(8hnlich wie die kaum beachtete, von Mabius vorgeschiagene), sich einen vollstindigen
Uberblick @iber (orientierhare) Flichen zw verschaffen. Ganz anders lagen die Dinge in
hsheren Dimensionen, wo man fast keine Beispiele kannte - s sei denn, solche aus der
algebraischen Geometrie, deren Emzeugungsweise diese aber fiir topologische Zwecke nur
schwer zuganglich machic.

Der Kreis der Mathematiker, welche zum Thema Theorie der Mannigfaltigkeiten inshe-
sondere der Flachen bis hin zu Dyck beigetragen hatten, war recht klein: Listing, Riemann,
Jordan, Betti, Tonelli; hinzukamen Autoren wie Klein, Carl Neumann und Durége, die to-
pologische Fragen in enger Anbindung an die Funktionentheorie und meist mit der Ab-
sicht, Riemanns Idesn in leichter zuganglicher Form zu popularisieren, behandelt hatten,
SchlieBlich sind noch W.K Clifford und, vor der algebraischen Geometrie herkommend,
E.Picard zu nennen. Daneben und weitgehend separiert gab es aber auch noch eine Rich-
tung, welche sich mit Knoten beschafligte, mit (im deutschsprachigen Raum) Vertretern
wie JB.Listing, O. Simony, R.Hoppe und H.Dingeldey, Dieses Getrenntsein kam auch
terminologisch zum Ausdruck, insofern die erste Richtung (dic Theorie der Mannigfal-
tigkeiten) sich meist als Analysis situs, die zweite {die Knotentheoretiker) sich dagegen
meist als Topologie bezeichnete.

Das , Jahrbuch Gber die Fortschritte der Mathematik” kannte seit seinem rweiten Band
(1869/70) etne Rubrik , Kontinuititshetrachtungen {Analysis situs,...)”, wobei aus moder-
ner Sicht vielleicht die Halfte der referierien Beitrige (vgl. auch Anmerkung 226 in Kapi-

2 In der Einleitung zu Dyck 1888 betont der Verfasser ausdriicklich, daB es thm um | cine sysicmatische
Entwicklung derjenigen Eigenschaften von Marnigfaltigkeiten, weiche denselben im Sinne der Analysis
situs zukommen™ (Dyck 1888, 437) geht. Dingcldey stellte bezcichnenderweise der Dyckschen Zugangs-
weise dic Betrachtungen der Knotentheoretiker gegentber, welche | mchr oder weniger empirischer Natus™
{Dingeldey 189G, 16) gewesen scien,

3 Neben dieser Richtung, die Dvek als ,, geometrisch™ klassifiziert, zog dieser auch poch die , analytische™ in
Betracht, welche mit Funktionen und durch Gleschungen und Ungleichungen definicrten Mannigfaltigkei-
len arbeite (vgl. Dyck 1888, 463). Dagegen wird die geometrische Richtung, dic Dyck woht fiir die cigent-
fich topologische gehalten hat, so charakierisiert: |, Die geometrische Hereitung ciner charalieristischen
Zakl (...} wird ar cine rein gestaltliche Herstsltung der Mannigfaltigkeiten geknopf), deren Grundzige als

fur elle Dimensionen gemeinsam gleich hier vorgestelit seien,” {Dyck 1888, 461) Es folgt der kombinatori-
sche Aufbay.
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tel 3) tatsiichlich der Topologiec zuzuwrechaen ist. Noch im 1909 erschienenen ,,Pﬁh_rer
durch die mathematische Literatur” von Felix Muller, der ja auch am Jahrbuch wesentlich
beteiligt war, wird eine dhnliche Uberschrift fiir ein Teilgebiet der Geometrie vcrlwm_ldet’i
Stetigkeitsbetrachtungen. Als Unterrubriken hierven kannte Mittler dann -Analysis situs
mit Werken von Euler, Vandermonde, Carnot, Dyck und Poincaré (im Nachtrag werden
Ricemann und Deho-Heegard erginzt) und ,, Topologie und Krislallograph'ie", worunter
Namen wie Listing, Tait, Simony und andere auftauchen (Gbrigens g;lh: es hier 'wmemhch
mehr Eintrige als in der ersten Robrik; vgl. Miller 1909, 155), Das zeigt deutlich, daB es
selbst 1909 noch nicht so recht klar war, was Topologie nun denn sei. _

Der wirkliche Aufbruch in hshere Dimensionen blieb Poincaré vorbchaltf:n_. Dmscr. be-
tonte zwar imwmer wieder dic Beziechungen der Topelogic zu‘ande_rcn Gebmiexil seines
Schaffens (Funktionentheorie, qualiiative Theorie der Di&'enuallglexchunge.n, Himmels-
mechanik), behandelte aber die Topologie vou vorneherein - gm&ser-maﬁen in Dyckscher
Manier - als eigenstindiges Gebiet. Dieses sei fihig, so unterstrich Poincaré, P_rohlcmc aus
den unterschiedlichsten Disziplinen erfolgreich zu behandeln, mit eipenstindigen Metho-
den und ohne Anlethen bei diesen Gebieter machen zu miissen, darf man anfiigen. i

Die topologischen Asbeiten Poincaré's zeichnen sich du:cl:.: ¢ine ungeheure Falle an

Ideen aus; wie wir gesehen haben (z.B. in 3.2), greift selbst die akiuelle Forschq.ng nc_vch
auf Gegenstande zunick, welche Poincaré eingefithrt und behandelt hat - oft ge.schllaht dies,
ohne um die Vorlduferschaft Poincaré's zu wissen (Stichwort: Fasetbindel dber S )‘. Neb‘cn
dem sehr wesenilichen Beitrag Poincard's, der darin bestand, Bcispiglc fiir 3-Manmgfa]ug-
keiten bereitgestellt zu haben, und auf den ich noch weiter unten cmgahct} werde, ist vor
allem hervorzuheben, dab Poincaré es war, der als ersier aligemeine S.’iizc im .Rz.hmc:} der
Theorie der Mannigfaltigkeiten - sozusagen Metatheoreme (Mus?erbf:ispsgl: sein Dualitats-
satz) - zu beweisen begann. Er untersuchte nicht mehr ausrsch!}cﬂhch I%lgf:nschaften'von
Mannigfaltigkeiten und verglich nicht mehr nur Mannigfa.lngkextﬁn beziiglich eben c"ln:ser
Eigenschafien, um vielleicht einmal zu einer Xlassifikation gela.ngen.; ‘Pomcare ver-
suchte vielmehr, einen Satz (der bislang, nimlich bei Picard, nur als et_nplrjtsche Festste?-
lung aufgetreten war) fiir alle orientierbaren geschiossenen L{apnigfa]ugkclfcn zu bewei-
sen. Insbesondere in Realktion auf Heegards Kritik brachten Poincaré's Bemithungen auch
in grundiagentheoretischer Hinsicht, in Gestalt des kotr_ll'finatorischen Aufhaus der' Man-
nigfaltigkeiten und der hierauf beruhenden ,,A!ithmet:snerung" von deren Invanamep,
groBe Fortschritte. Hatte die Topologie bei Dyck ilve Autonomie gewonnen, so wurde_ sie
mit Poincaré theoretische Wissenschaft. Damit war eln weiteres Charaklensgkum einer
voliwertigen Disziplin der reinen Mathematik erreicht. Auch bei Poiz?caré bhd? das Ho-
momorphieprobiem zentral. Er brachte dieses ein gutes Stick voran, mdgm er in G@t
der Fundamentalgruppe die (zumindest fisr den dreidimensionalen Fall) \_rncht.\gste Invari-
ante cinfiihrte und ihre Effizienz als Unterscheidungsmittel nachwics. Mit d:j:r Fundamsznw
talgruppe hielt dic kombinatorische Gruppentheorie Einzug i die ToPologxe, oder, w_nel-
leicht richtiger gesagt, mit ihr begann die parallel verlaufende Entw:c}clung der bgdgﬂ
Gebiete. Im Rahmen sciner Auscinandersetzuag mit dem Homdomorphicproblem, die im
wesentlichen in einer schrittweisen Erweiterung der verwandten Invaria:?mn und derqn
Prifung als Unterscheidungsmerkmal bestand, formulierte Poinca{é aych jene Fragc, die
spéter ais Poincaré-Vermutung bekannt werden soilte und die schlteﬁlx;h das Homdomor-
phieproblem im dreidimensionalen Bereich als Zentralproblem zu Beginn der 3Qer Jahre
ablasen sollte.
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Poincaré's Texte zur Topologie, die in der firr thn typischen An im Stile eines inncren
Dialogs geschrieben sind, eigneten sich wegen ihrer Unzuganglichkeit, aber auch wegen
mangeinder Ubersichtlichkeit nur schiecht als allgemein einsetzhare Referenziexte fiir die
neue Disziplin, Sic wurden zwar, was angesichts ihrer graben Wichtigkeit nicht ersiaunt,
spdter immer wieder erwahnt, aber ein wirkliches Zitat oder ein genaueres Eingehen finder
man héchst setten.

Die Funktion eines lehrbuchhafien Referenztextes fiel sehr bald fiir eine ganze Perode
dem Enzyklopidieartikel von Dehn und Heegard zu. Im Unterschied zu vielen anderen
Artikeln in der Enzyklopadie fafte dieser nicht nur Bekanntes in systematischer Weise
zusammen, sondern erdffnete nicht zuletzt durch die unter dem Finflud der Hilbertschen
Axiomatik erfolgende Radikalisierung des kombinatorischen Ansalzes zahlreiche neue
Perspektiven. Wichtig ist allerdings festzuhalten, daB der von Dehn und Heegard abge-
steckte Rahmen nic so sitikt eingehalten wurde, dal er die tapotogische Forschung hitte
nachhaltig hemmen kénnen. Selbst Pehns eigener Beitrag zur Topologie des dreidimen-
sionalen Ranmes vor 1910 war ja nicht nur - noch nichi einmal Giberwiegend - kombinato-
risch ausgerichtet. Danchen war Tietzes langer und gehaltvolier Artikel (Tietze 1908} eine
oft genutzite und zitierte Quelle (auch und gerade fir Poincard's Ideen ) Das erste Lehrbuch
der Topologie im hier interessierenden Sinne war O Veblens ,, Analysis situs” von 1922,
welches 1931 meu aufgelegt wurde. Es folgien Lefschetz mit seiner .. kopolegy” (1930) und
dann Seifert-Threlfall mit ihrem »Lehrbuch der Topalogic™ (1934), welches ja fiir den
Bereich der dreidimensionalen Topologie bis heute eine Standardreferenz geblicben ist.
Wichtig ist, daB von Dyck und Poincaré bis hin zu Seifert und Threlfall eine Kontinuitdi
der Zentralprobleme Hombomorphieproblem und Poincaré-Vermutung gewahrt blich.
Letztere dringte sich in den 30er Jahren als einerseits aussichireicheres Forschungspro-
gramim, das aber andererseits hinreichend wichtig ist, in den Vordergrund: ,Poincaré-
Vermutung” wurde damals zu einem Terminus technicus der topologischen Literatur. In
dieser Zeit begann auch ecine alimahliche Umerientierung  in  Richtung  auf
»Algebraisierung”, Diese brachte eine stirkere Vernetzung der Topologic mit anderen
Disziplinen, in erster Linie natirlich mit der Algebra, und fithrte schlieBlich auch zur
Entstehung neuer Teilgebiete wie homologische Algebra und Kategorientheorie. Hierbei
spielte ein allgemeiner Trend der Mathematik, den man mit . Bourbakisierung” oder auch
als |, Franzésische Revolution™ (F. Hirzebruch} bezeichnen kdnnte, eine wichtige Rolle
(siehe unten). -

Fassen wir die wichiigsten Stationen in der Disziplinwerdung der Topologie noch ein-
mal zusammen: Da ist zuerst das Aufireten topologischer Fragestellungen in den kiassi-
schen Disziplinen der Mathematik zu nenpen - hauptsiichlick in der Funktionentheorie.
Diese entzogen sich der Behandlung mit den traditionellen Mitteln, erforderten also neue
Ansiitze. Nach und nach I6sten sich dann diese Probleme nebst den Methoden zu ihrer
Behandlung aus dem hergebrachten Rahmen, um einen autonomen Status zu erlangen.
Dabei wurde die Kiassifikation der Flichen zum Musterbeispiel ciner topologischen Pro-
blemltsung schiechthin. Erste Grundlegungsversuche erfolgten, vor allem bei W, Dyck,
SchlieBlich erreichte die Topologie im Werk von H. Poincaré den Stand einer theoretischen
Disziplin mit einem Zentralproblem, dem Homéomorphieproblem, mit effizicnten Hilfs-
mitteln (Fundamentalgruppe, Betti-Zahlen, Torsionskoeffizienten) nebst Berechnungs-
méglichkeiten (kombinatorische Gruppentheorie, Inzidenzmatrizen), mit einer nicht ganz
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neuen Grundlegung (kombinatorisch), zahlreichen gehaltvollen Beispieten und ersten all-
gemeinen S4tzen (insbesondere Dualitatssatz}.

Genauer betrachtet markieren die Abhandiung von 1895 und die an sie anknipfenden
Komplemente - soweit sie Gherwiegend topologisch sind - sogar zwei unterschiedliche
Etappen in der diszipliniren Entwicklung der Theorie der Mannigfaltigkeiten. In der er-
sten haben wir es mit einer proliferierenden Phase zu tun, in der Definitionen, Beispicle,
Stze und auch Beweise ohne allzn groBe Riicksicht auf eine fillige Grundlegung in ra-
scher Abfolge entstanden. Dies war der Stand der Dinge 1895, schon cberflichlich etkenn-
bar am hiufigen Wechsel des begrifflichen Rahmens, in dem gearbeitet wurde. Dagegen ist
ira ersten und rweiten Komplement das Bestreben erkeanbar, die Erkenntnisse von 1895
auf einen sichereren Boden zu steflen. Diese Phase, die man vielleicht die kodifizierende
nennen kénnte, wurde derch Dehn und Heggard, auch durch Steinitz, der allerdings wenig
Resonanz fand, und Tietze dann zu einem vorldufigen Ende gebracht. Auf dieser Entwick-
lungsstufe wurden Argumentationsmuster fixiert, welche zukiinftig als Beweise galten; es
wurden also neue Rationalitatskriterien (vgl. Epple 1994, 6, wo von  new standards of
rationality” gesprochen wird) geschaffen. Tm Falle der Topelogie ist hier vor allem die
Frage nach der Zuldssigkeit anschanlicher Begrindungen in ihrem Spannungsverhiltnis
7u einer mehr oder minder ,,arithmetisicrten” Beweisfihrung Klarungsbedirflig gewesen.
Weiter wurden dic Grundlagen der Theoric der Mannigfaltigkeiten in Gestalt von Axio-
men festgeschricben, die man fortan zitieren konnte. Es wire interessant zu sehen, wie der
urspriznglich rein kombinatorische Ansatz von Dehn und Heegard, der ohne geometrische
Interpretation auszekommen hoffte, nach und nach von (mengentheoretisch-) topologi-
schen und geometrischen Ideen infiltdert wurde, um schlieBlich in den modernen Mannig-
faltigkeitsbegriff zu miinden. Auf der von Dehn und Heegard sowie Steinitz formulierten
Grundlage aufbavend konnie man sich hier und da iiber deren Grenzen hinwegsetzend
weiterarbeiten, bis sich schlieBlich der gesteckie Rahmen als zu ¢ng, die grundlegenden
Probleme (Haupivermutung, Triangulierbarkeit) als zu schwierig und konkurrierende An-
sitze (Algebraisicrung, dic auf der engentheoretischen Topologic fuBende méthode
mixte™) als aussichtsreicher erweisen sollten. Dieser Zustand stellte sich in den 30er Jahren
alimzhlich ein, ohne daB man ein exaktes Datum nennen kannte. Es kam zu einer Umori-
entiening, zu einem Bruch, welche aber durch die Entwicklung der Weltpolitik und da-
durch bedingter Separatentwicklungen vor allem im deutschsprachigen Raum erst nach
dem Zweiten Weltkricg manifest und allgemein bewubt wurde. Im Gefolge dieser Umori-
entierung verloren das Homdomorphicproblem und die Poincaré-Vermutung thre Position
als Zentraiprobleme; nun ging es mehr um die Verallgemeinerung bereits vorbandener
Theorien, um deren Reformulicrung in kategorientheoretischer Sprache und anderes mehr.
Das chemals Ganze wurde nun zu einem Teil: Die Theorie der Mannigfaltigkeiten erhielt
den neuen Namen ,,geometrische Topologie” und wuzde zu einer Subdisziplin der Diszi-
plin, der sie einst wesentlich zur Entstebung verholfen hatte. Unter diesem Aspekt liegt es
nahe, von einer Phase der Subsumption zu sprechen.

Fusammenfassend kénnen wir also von drei Perioden in der Disziplmgencse der Topo-
logic sprechen, dic wir kennengelernt haben: Dic erste war die als proliferierend gekenn-
zeichnete Phase, in der, nachdem sich topologische Fragestellungen aus ihren Ursprungs-
kontexten gelost hatten, vor allem das konkrete Beispieimaterial angereichert und konkrete
Methoden ze dessen Bearbeitung entwickelt wurden. In der nachfolgenden kodifizierenden
Phase wurden die vorangegangenen Errungenschaften in einen cinheitlichen theoretischen
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Rahmen eingebettet, was besonders den Grundlagenaspekt betonte. In der dritten und letz-
ten Phase ‘wurde die Topologie in stirkerem MaBe mit anderen Teilgebicten der reinen
M_athemgnk vernetzt und im Sinne des Bowrbaki-Programmes umgestaltet. Diese haben
;u' ?Is d_lie I_’hlffi:ie;:ubmnpgon bezeichnet. Es wiire interessant zu untcrs;xchcn, ob und

wiewet! sic n entworfene Mod i i i
s Cations thaneogmn ety ell auch auf die Entwicklung anderer mathemati-

Doch gehen wir jetzt noch kurz auf die Rolle der Beispicle ein. Schon di i
d_eutct in Richtung auf die Unterordoung des Konkn:tcnsp unter das Allgcrru:?::::R gg:;fﬁ:
sind Gf:_gcnst}inde, welche einen abstrakten Sachverhalt verdeutlichen. Typischerweise
folgen sie den Definitionen auf dem FuB, auch nach S3tzen sind sie haufig zu finden, im
letzteren Fall damn oft als Gegenbeispicle (,,Aus differenzierbar folgt stetig aber nicht
urgekehrt.”). Das Gegenbeispiel ist wohl die signifikanteste Verwendung des Beispieles in
der modernen Mathematik, welche letztlich auf der entsprechenden Interpretation der
Quantoren , fir alle” und ,,es gibt” basiert.# Die Konjunktion dieser Sichtweise der moder-
nen post—fmgm;chcn Logik mit dem kritischen Rationalismus von K. Popper liegt der
Philasophie der Mathematik von 1. Lakatos zugrunde. Diese ist meines Wissens die einzige
threr Art, welche Beispielen (als Gegenbeispicle) eine wirklich wichtige Rolie fur die
Entwicklung der Mathemaiik zugesteht.

Insofcm_ pabt sie vorziglich etwa zu der schrittweisen Prizisierung, welche das Ho~
maomorphicproblem fir geschlossene 3-Mannigfaltigkeiten bei Poincard erfahren hat:

1 Stufe:_Hprthe.‘;_e der_ Analogie zum zweidimensionalen Fall, das heiBt, geschlossene 3-
ngu gkeiten sind homomorph, wenn ihre Betti-Zahlen tbereinstimmen. Gegen-
beispiel: 6. Beispiel (vgi. 3.1.3 und 3.2).

2. Stu_,tfe: Einbc#chung der Fundamentalgruppe. Hypothese: Zwei geschlossene 3-Mannig-
fa.l‘ug!zceiicn sind homgomorph, wenn ilre Fundamentalgruppen isomorph sind. Gegen-
%e_:sp:e,llih Etwa 57 x §2 und 54 (vgl. 4.2) oder L{5,1) und L(5,2) - vgl. 4.2 und 5.1.1

iese These findet sich in nicht-spezifizierter Form beruglich der zugrun gten
Dimension explizit bei Poincaré. & - depclegien

3 Str{fe: Entdeckung _dcr.Torsion. Hypothese: Eine Mannigfaltigkeit ist der Sphire ho-
mbomor;?h,.wenn s1e dieselben Betti-Zahlen und Torsionskoeffizienten wie jene besitzt.
Gegenbeispiel: Poincaré's Homologiesphiire (vgl. 3.3 und 3.4).

4. Stufe: Berucksichtigung der Fundamentalgruppe. Hypothese: Eine Mannigfaltigkeit ist
der Sphire homGomorph, wenn sie eine triviale Fundamentalgruppe aufweist. Ohne
Spezifikation der Dimension ist auch diese These zu unscharf. Fiirr Dimensionen gré-
Bi_:r/gleich 4 wird sic bereits durch Steinitz® Gegenbeispiel widerlegt (vgl. 4.2). hm drei-
dimensionalen Fall ergibt sich die Poincaré-Vermutung, zu der bis heute kein Gegenbei-
spict bc_kzmnt isf, aber auch kein Bewets {vgl. 3.4 und 5.4). Im h&herdimensioralen Fail
kann eine Prizisierung im Siane der veraligemeinerten Poincaré-Vermutung erfolgen
{vgl. 7), was zu ciner beweisharen Aussage fiihrt.

Vergleiche Volkert 1987, wo die Verwendung von Gegenbeispiclen in der Analysis der zweiten Halfte des

19. Isl'_lrhundms - die viclicicht paradigmatischen Charakter for die Mathematik therhaupt hatte damals -
analysiert wird.
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So schiin dies alles in das Schema von Lakatos' Quasiempitismus paBt, so ist es doch mei-
ner Ansicht nach zu kurz gegriffen, die Rolle der Beispiele auf jene von Gegenbeispiclen
zu reduzieren, an deren harier Realitit sich gleichsam voreilipe mathematische Verallge-
meinerungen stoBen. Das, so finde ich, wird in der hier untersuchten Geschichte des Ho-
mbomorphieproblems sehr deutlick. In der ersten Phase der Disziplinentwicklung, _welchc
oben als proliferierend gekennzeichnet wurde und die mehr oder minder mit Poincaré's
frahen Arbeiten rusammenfiel, begegneten uns dic Beispicle gewissermaben als Triger des
mathernatischen Fortschrittes. Erst die Anreicherung des Beispielvorrates im Bereich der
geschlossenen 3-Mannigfaltigkeiten erlaubte es Poincaré, die Lehre von den Mannigfaltig-
keiten zn einer wirklichen Theorie mit allgemeinen Sitzen fortzuentwickler. Sie lieferten
ihm die Chjckte, an dencn er Zusammenhinge entdecken und Eigenschaften ergriinden
konnie. Die Reibenfolge war hier also genau umpekehrt wie dic oben geschilderte Sicht-
weise vom Primat der Theoric annimmt: nicht die Beispiele erliutern eine vorgingige
Theorie, sondern die Theorie wird an Beispielen gefunden.’ Auch eine mathematische
Theorie beschreibt einen Gegenstandshereich; ohne diesen ist sie leer. Insofern aber die
Theorie ihre mathematischen Gegenstinde definiert, scheint sie logisch gesehen vorrangig.
Dics trifft aber nur auf eine vollentwickelte, eine, wic oben formuliert, kodifizierte, Theorie
zu. Im proliferierenden Stadium sind auch die Definitionen noch schwankend (man denke
etwa an dic zahireichen Mannigfaltigkeitsdefinitionen, die Poincaré verwendet); diese
wurden unter anderem unter Zweckmifigkeitsgesichtspunkten in cinem ProzeB der Aus-
cinandersctzung mit dem vorhandenen Gegenstandsmaterial ausgelotet. Letztlich wdc
dann eine bestimmie Fassung der Definition festgeschrieben. Eine derartige Festschreibung
ist in der Regel mit bestimmtcn Absichten verkniipft und wird auch versuchen, den an-
schaulichen Gehalt des fraglichen Begriffes (ctwa Mannigfaltigkeit) zu RWen.

Etwas metaphorisch kinnte man das eben Gesagte so zusammenfassen: Die Mathema-
tiker vor Poincard, allen voran W. Dyck, hatten eine neue Welt entdeckt - die der drei- und
hoherdimensionalen Mannigfaltigkeiten nimlich. Sie dachten anfinglich, dort sihe es
ganz dhndich aus, wie im vertrauten zweidimenstonalen Bereich. Dyck ahnte bald, daB dem
nicht so ist, Poincaré bevlkerte dann die neue Welt mit vielen interessaniern Individuen,
und siehe da, es zeigte sich, daB diesc viele vnerwartete Eigenschafien aufzuwei_se:n !‘:arten.
Das Ordnungsschema, welches aus dem Zweidimensionalen vertraut war, erwies sack_l als
unzureichend, um dic Vielfalt der Arten in der neuen Welt zu klassifizieren. Die Ar_bezt an
seiner Verleinerung ist bis heute nicht abgeschlossen, wenngleich sich die Topologie zwi-
schenzeithich auch und vor allem in andere und absiraktere Gefilde begeben hat.

Es ist hier nicht der Ort, diese Andeutungen weiter auszuarbeiten, Auf einen letzten
Gesichispunkt méchte ich aber noch hinweisen: Moglicherweise ist es fiir den Gang der
Mathematikgeschichte cher untypisch, wenn in der Topologie eine Welt entdeckt wurde,
die ¢s erst zu bevalkern galt, Bei anderen Disziplinen ist etne gréBere Konslam., flcr Ob-
jekte festzustellen; man denke nur an Zahientheorie oder Algebra. Es ,,ga?:” im;_)hm schon
Gruppen, bevor man diesen Begriff explizit erarbeitete, und Primzahlen sind seit alters her

3 Vergleiche das folgends Zitat aus Seifert 1931, 26: . Solange das vollstandige Emfaria{:tsnsystcm d:cf drfzi-
dimensionalen geschlossenen Réume gegeniiber stetigen Abbildungen ausslcht, ist chg Kfmslrukﬁon ein-
zelner selcher Raume gerechtfertigt, die dic vollstindige Aufrghlung durch cine Beispiclsammlung er-
sett”
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bekannt. Insofern pabt auf die Tapologie besonders gut Dedekinds Diktum von der freien
Schopfung des menschlichen Geistes.

Womit wir beim Stichwort Moderne angelangt wiren. Ich mochte an dieser Stelle keine
Auseinandersetzung mit diesem von H Mehrtens® meuerdings popular gemachten Begriff
fithren. Allein ist es nicht Ghertrichen, z: behaupten, daB die Topologie in cinem gewissen
Zeittaum nach dem Zweiten Weltkrieg bis hin zu den 80er Jahren Inbegriff der modernen
Mathematik gewesen ist. Dies in mehrfacher Hinsicht: Zum einen war sie eine Disziplin,
welche sich in stirmischer Entwicklung befand, was man zn der unigeheuren Anzahl von
Verdffentlichungen, Lehrbiichern und dergleichen erschen kann.? Auch die auffallend
grofe Zahl von Topologen, welche mit der Fields-Medaille ausgezeichnet worden sind, ist
¢in Indiz hierfiir.® Zum andern entsprach , die” Topologic, wie sie im genannten Zeitraum
sich entfaltete, dem Idealbild einer mathematischen Theorie, wie es Bourhaki entworfen
hatte, offensichtlich in besonderer Weise. Es war gewib kein Zufall, daB eiper der allerer-
sten Binde von Baurbaki's | Eléments de mathématique™ die noch vor demn Zweiten Weli-
krieg erschienene ,, Topologie générale” gewesen ist. Gerade in dieser noch jungen Diszi-
plin, die eben? erst angefangen hatte, sich ernsthaf ihre mengentheoretischen Grundlagen
anzueignen, waren die Mglichkeiten einer begrifflichen Durchstruktutierung von Anfang
an optimal. Es gibt denn auch kaum ein Gebiet, in dem sich dic Terminologie und Sicht-
weise Bourhaki's so durchgesetzt hat wie in der Topologie.

Aliein, unter einem Verdikt, welches den Begriffen Vorrang vor den Rechnungen ein-
ciumt'®, kam den traditionellen Problemen der Thearie der Mannigfaltigkeiten, ailen
voran dem Homdomorphieproblern und der Poincaré-Vermutung wenig Interesse zu. Der
breite Strom topologischer Forschung orientierte sich nun auf ganz andere Themen hin,
was unter anderers in den im bezeichneten Zeitraum entstandenen Lehrbochern deutlich
wird!!, wo sclbst der ehedem zentrale Begriff Mannigfaltigheit nur noch eine untergeord-
nete Rolle spielt. Die moderne Mathematik - so konnte man polemisch zugespitzt formulie-
ren - kimmert sich wenig um Einzelfragen, ihr Anliegen ist die mdglichst allgemeire
Theorie {(sozusagen die ,theory of everything”, welche manchmal mit der Kategorientheo-
tic identifiziert wird). Inshesondere ist dic , bourbakisierte” Topologie nicht identisch mit
der traditionellen, wie man sie bei Seifert-Threlfall findet; sie ist auch nicht einfach deren
kumulative Fortentwicklung.

Dennock wurden auch im Bercick der Theorie der Mannigfaltigkeiten in den 50er und
60er Jahren grobe Fortschritte erzielf - ich nesne nur Triangulierbarkeit und Hauptvermu-
tung fir 3-Mannigfaltigkeiten (E. E. Moise, 1952), Milnors Entdeckung exotischer Sphi-
ren (1956) und dic Bestitigung der verallgemeinerien Poincaré-Vermutung (S. Smale und
andere, 1360). Allerdings hat man all dies niemals bourbakisiert”; es bleibt das Ergebnis

¢ Vergleiche Mchrtens 1990.

Diese Behsuptungen meBt=n natidich durch entsprechende Untersuchungen uniermauert werden: bis zum
Beweis ihrer Galtigkeit sind sie als Thesen zu lesen, Ich denke aflerdings, daB ikncn kaum jemsnd wider-
sprechen wird.

ich nenne nur £.P.Serre, R.Thom, L. Milnor und S.Smale aus den S0¢cr und 60cr Jahren

Vielicicht ist Rad6 1925 dic erste Arbeit, it der mengenthearetische Topologie (z.B. Abzhtbarkeitsfragen)
und dic Theorie der Mannigfaltigkeiten zusammengefihst wurdea.

' I. Dieudonné aber E. Nocther (Dicudonné 1984, 5),

Man denke ctwa en das bekannte Lehrbuch von E.Spanier. um nur sin Brispic! zu nennen (Spanier 1966).




326 Eigene abschiiefende Gedanken zur Disziplingenese

Literaturverzeichnis

i ielleicht nicht so modernen Unter- oder Nebenstrdmung, oft geometrische
?i'lcr;l;;!:;ie genannt. Ing::; Ietzten Jahren hat eine Tendenzwende stgﬁgeﬁmden”. doch
damit verlasse ich den Bereich der Geschichte, weshalb es ratsam ist, cmzub;%iten_ )

1n den letzten Bemerkungen klingt bewuBt eine Dimension an, die ich bc.l alien_me_men
vorhergehenden Betrachtungen fast vollstindig a_usgeklammen hatte: d:c‘ cxmr_xstSf:hc
namtich, also jene, welche Mathematikgeschichte in das Spannungsfeld sozialer, institu-
tioneller, kultureHer und politischer Beziige stelit. Allein, das wire eine a_ndere Ges;h;chte,
die zu erzihlen ich mich nicht kompetent fithle, was natirlich micht heifi, daB diese Ge-
schichte eine unwichtige sei.

Aleksandrov, P. §.; Poincaré and topology (Russian Mathematical Sarvey 27 (1972}, 157-168).

Alexander, J. W.: A proof of the invarisnce of certain constants of enalysis situs {Transactions of the
Ametican Mathematics] Socisty 16 (1915), 148-154).

Alexander, . W.: Note on two three-dimensional manifolds with the same group (Transactions of the
American Mathematica] Society 20 {1919), 339-342).

Alexander, J. W.; Note on Ricmann spaces (Bulletin of the Amercan Mathematicsl Society 26 (1919-20),
37G-372).

Alexander, §. W.: The subdivision of 3-space by a polyhedron {Proceedings of the National Academy of
Seiences of the United States of Americs 10 (1924}, 6-8).

Alexanger, J. W.: New mpological invariants expressible as tensors (Proceedings of the National Academy of
Sciences of the United States of Americs 10 {1924} 99-101).

Alexander, J, W.: An example of a simply connected surface bounding & region which is not simply connected
(Proceedings of the Nations! Academy of Sciences of the United States of America 10 (1924), 3-10).

Alexander, J. W.: Combinatorial Analysis situs {Transactions of the American Mathematicsl Society 28,
(1926}, 361-329).

Alexander, J. W.: Topological invariants of knots and finks (Transactions of the American Mathematical
Scciety 30, (19283 275-306).

Alexander, J. W.: The combinatorial theory of complexes (Annals of Mathematics 31 (1930), 292-320).

Alexander, J. W.: Some problemis in topology. In: Verkandlungen des Internationalen Mathermatiker-
Kongresses Zarich 1932, I Band: Bericht und Allgemeine Vortrige, hg. von W. Saxer (Zdrich und
Leipzig, 0. 1.), 249-257.

¢ Alexandroff, P.: Einfache Grundbegrific der Topalogie. Anhang zu HilbertiCohn - Vosser 1932 (separat

paginiert).

: Alexsndroff, P.: Die Topologie in und um Heolland in den Jahrea 1920-1930 (Nieuw Archicv voor Wiskunde
(3) 17 (1969), 109-127).

Alexandroff, P. - Hopf, H.: Topologie. Erster Band (Berlin, 1935).

Artin, E.: Theotie der Zopfe (Abhandiungen sus dem mathematischen Seminar der Hamburgischen
Usiversitat 4 (1925), 47-72).

Artin, E.: Geometric algebra (New York u. &, 1957).

Atiyah, M.: On the work of Simon Donaldson. In: Proceedings of the International Congress of
Mathematicians. Berkeley, California, USA 1966, hg. von A M. Gleason (Berkeley, 1987), 3-5.

Baer, R.: Kurventypen auf Fliichen und Isotopie von Kurven auf oricntierbaren Flachen und ihr

Zusammenhang mit der topologischen Deformation der Flachen I (Joumnal for die reine und angewandte
Mathernatik 156 (1527), 231-246).

£
4
£
:

12 Yergleiche etwa Dieck 1990, wo klassische Fragen der Theone der Mannigfaltigheiten wicder cine wichti-
ge Rolie spielen.




328 Literaturverzeichnis

Raer, B¢ Kusrventypen suf Flachen und Isctopic voa Kurven auf orientierbaren Flichen und ihr
Zusammenhang mit der topologischea Deformation der Flachen I (Journa$ far dic reine und angewandte
Mathematk 159 (19283, 101-116).

Beer, R.; Dic Abbildungstypengruppe der orienticrbaren Flachen vom Geschlecht 2 {(Journal for die reinc und
angewandte Mathematik 160 (1928), 1-25).

Bet, E.: Sopra gli spazi di un numero qualungue di dimenzioni {(Annali di mathematica purs et applicita (2} 4
(1871), 140-158).

Bicberhach, L. {lber die Bewegungsgreuppen des cuklidischen Raumes 1 (Mathemnatische Annaten 70 (1911}
279 - 336).

Bieberbach, L. Ober dic Bewegungsgruppen des euklidischen Raumes 1T (Mathematiache Aanslen 72 (1912}
400 - 412

Bilz, E.: Baitrag zu den Grundlagen der kombinstorischen Analysis situs
{Mathcmatische Zeitschrift 18 (1923), 1-41).

Bing, R. }.: Necossary and sufficient conditions thata 3-manifold be 53
(Annals of Mathcmatics (2) 68 (1958), 17-37).

Bing, R. H.: Some aspects of the topology of 3-manifolds relsted to the Poincart Conjocture. In: Lectures in
modem mathematics, Bd. 2, bg. von T. L. Saaty {New York u. a., 1964), 93-128.

Bing. R. 1.: Mapping a 3-Spere onto a Homotopy 3-Sphere. Lo. Topology Scominar Wisconsia, 1965. Hg. von
R. H. Bing und R. I. Bean (Princeton, 1966). 89-96.

Birman, J. S.: Preface to the English Editicn. In: Seifert und Threlfall: A Textbook of Topology and Seifert:
Topology of 3-Dimensional Fibered Spaces (New York u.s.. 1980), ix-xd.

Biaschke, W.: Projektive Goometric (Basel u.a., 1954).

Blatter, Chr.: Analysis [l (Berlin u. 2., 974},

Bolinger, M. Geschichiliche Entwicklung des Homologiebegriffes { Archive for History of Exact Sciences 9
(1972), 94-170).

Bottazini, U.: Riemsnns Einflub auf Betti und Casorati (Achive for History of Exact Sciences 18 (1977), 27-
37).

Brahana, H. R.: Systems of circuits on two-dimensional manifolds (Annals of Mathematics 23 (1922), 144-
168}

Brandt, H.: Dber cine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffs (Mathematische Annales 96 (1927), 360-366).

Brauner, K.: Zur Geomelric der Funktionen zwaicr komplexer Verindetlicher {Abhandlungen aus dem
Mathematischen Seminer der Hamburgischen Universitit 6 {1928}, 1-35).

Brieskorn, E.: The Developracnt of Geometry and Topology, In: Materialien zur Analyse der Berufspraxis des
Mathematikers, hg. von der Universitat Biclefeld .. Heft 17 (Biclefeld, 1976), 101-203.

Brody, E. 1.: The topolgical classification of the lens spaces {Annals of Mathematics (2) 71 (1960}, 163-183).

Brouwer, L. E. I: Beweis des Jordanschen Kurvensatzes (Mathematische Annalen 69 (1910), 169-175.

Brouwer, L. E. 1. Beweis der Invarianz der Dimensionenzah! (Mathematische Annalen 70 (1911), 161-165).

Brouwer, L. E. 1. On looping cocfficients (Koninkiijke Akademic van Wettznschapen te Amsterdam.
Proceedings of the section of scicnces 15 (1912), 113-122).

Brown, R.; Eiements of modem topology {New York u. &, 1968},

Burde, G. - Zieschang, H.: Knots (New York v.a., 1985).

Catugreanu, G.: Sur les courbes fermées simples tracécs sur une surface fermée orientable (Mathematica
{Cluj} 78 (1956), 29-38).

Chandles, B, - Magnus, W.: The History of Combinatorical Group Theory: A Case $tudy in the History of
Ideas (New Yorku. a., 1982).

Literaturverzeichnis 329

Cher, §.8.: From Triangles to Manifalds {The Atgerican Mathematical Monthly 86 (19793, 339-349).

Cﬁﬂ‘old.. W. ¥.: On the canonica] form and dissection of & Riemannian surface (Proceedings of the ndon

Cohen, M. M.: A Course in Simpic Homotopy Theory (New York u. a., 1973).

Couturat, L.: Opuscules ot fagments inddits de Leibniz. Extrai i ibli
y ts des manuscrits de )
Hanovre (Paris, 1903 - Nachdruck Hildesheim, 1961). - " Biblothéque royale de

Conturat, L.: L'oeuvre de Louis Couturat (1886-1914) de Leibniz & Russell (Paris, 1973).
Crowzll, R, H, - Fox, R. H.: Kuot theory (New York u. &, 1963).

Dehn, M.: Ba d ie Wi i i i
404439)-: Legendreschen Satze aber die Winkclsumme im Droieck (Mathematische Anralea 53 {1900},

Behn, M.: Uber den Raumiphsit {(Mathematische Annalen 55 (1901}, 465-478).

Dehin, M. Besichtipender Zusatz zu [ AB 3 Anslysis situs (Jahresberi
- h i
. g 161507 5783 {. cht der Deutschen Mathematiker-

Dehn_, M. Bri:i:n.n David Hilbert vom [2.11.1908 (Cod. Ms. Hilbert, Handschnfienabteiiung der
Nicdersichsischen Stasts- und Universitdtshibliothek Gottingen).

Dehn, M.: Brief an David Hilbert vorn 16.1V.1908 (Cod. Ms. Hi i i
, . RS . Ms. Hilbert, Handschriftenabieil
Nicdersdchsischen Staats- und Universitatsbibliothek Gosttingen). 3 g der

Dehn, M.: Dber die Topologie des dreidimensionalen Raumes (Mathematische Annalen 69 (1910), 137168}
Dehn, M.: Uber unendliche diskontinuicdiche Gruppen (Mathematische Annalen 71 (1911} 116-144).

Dcljé,ll;{ Transformstionen der Kurven auf zweiseitigen Flachen (Mathemasische Annalen 72 (1912} 413-

Dehn, M.: Die beiden Klecblattschiingen (Mathematische Annalen 75 (1914), 402-413).
Dehn, M.: Uber kombinatorische Topologic (Acta mathematica 67 (1936), 123-168),

Dehn, M.: Die Gruppen der Abbildungsidassen [Das aritbmetische Feld 3
(19599 135306y metische Feld auf Flichen] (Acta mathematica 6%

Dchl.t;sh';{) Papers on group theory and topology, translated and introduced by J. Stiflwell (New York ua.,

Debhn, M. - Heegard, P.: Analysis situs. In: Enzyklopadie der math i i I
h ) s. Ta: ematischen Wissenschaften mit EinschluB
ihrer Anwendungen. Dritter Band in drei Toilen: Geometrie. Redigiest van W. Fr. Meyer und H. ms"—“

Moklrmann. Erster Teil. Erste Hlfte (Leipzig, 1907-1910) £53-220
oo 25,08 1907 g }] (abgeschiossen Ende Janusr 1907,

Descartes, R.: Geometrie. Deutsch hera geben vou L., Schiesinger (Darmstadt 1981)

Theck, T. tom: Topotogie {Berlin - New York, 1991),

Dieck, T. tom - Kamps, K. H. - Pupps, D.: Homotopietheoriz (Berdin u. 2., 1970).

Disudonné, J.: Cours dz géométrie slgébnigue 1 (Paris, 1974).

Drcudonné, J.: Emmy Noether and sigebraic topology (Journal of pure and applied algebra 31 (1984), 5-6).

Dieudonné, J.: A history of algebraic and differcatial topology 1900-1960 (Boston-Basel, 1989).

Dingeldey, F.: Topologische Studien (Leipzig, 1890,

Dis;:rct_c Mslbcmaiic§ 100 (3?92 }. 1175 (Artikel zu Ehren von J. Petersen anlaBlich des 100j2hrigen
ubiliums von “Dic Theorie der reguliiren Graphen™).

Dold, A.: Partitions of unity in the theory of fibrations (Annals of Mathematics 78 (1963}, 223-255).

Dambrowski, P.: Differentialgeometric. In: Ein Jahrhuadert Mathematik i
e - In: 1890-1990, hg. ]
{Braunschweig-Wicsbaden, 19907 323-360. g. von G. Fischer u.a.




330 Literaturverzeichnis

Donaldson, S. K_: Seif-dusl connections and the topology of smooth 4-manifolds (Bulletin of the American
Mathematical Socicty. New Series 8 (1983), 81-83).

Dugae, P.: La correspondance de Henri Poincaré avee methimaticiess A-H (Cahiers du seminaire dhistaire
des mathématiques 7 {1986), 59-227).

Dugac, P.: La correspondance de Henri Foincaré aver mathématicicns -2 (Cahicrs du semingire dhistoire des
rogthématiques 10 (1989), 83-229).

Durége, H.: Elemente der Theoric der Functionen einer complexen Grofe. Mit besonderer Berdcksichtigung
der Schapfungen Riemanns (Leipzig, 21873).

Dyck, W.: Uceber regultir verzweigte Riemannsche Flachen und dic durch diese definierten Singularititen
{Dissertation Monchen, 1879).

Dryck, W.: On the "Analysis situs™ of threo-dimensionat spaces. In: choﬂf of the fifty-fourth Mecting of the
Rritish Association for the Advancement of Science; held at Montreal in August and Scptember 1884
(Londor, 1885), 648,

Dryck, W.: Beitrage zur Analysis situs. [ Mittheitung (Berichte Gber die Verhandlungen der Képiglich
Sachsischen Geselischaft der Wissenschaflen zu Leipzig. Matherpatisch-physische Classe 37 (1885), 334-
325.

.2 Beitrage zur sis situs. B. Mistheilung (Berichts tther die Verhandlungen der Koniglich

Dy’.g(ﬁ’nh“;iscahmmagmllscmm Wissenschaften zu Leipzig. Mathemetisch-physische Classe 38 (1886), 53-
69.

Dryek, W Beitrige zur Analysis situs. 11l Mittheilung (Berichte dber dic Vcrimn_dlungen der Koniglich
Sachsischen Gesslischaft der Wissenschaflen zu Lespzig. Mathematisch-physische Classe 39 (1887), 40-
52.

Dyck, W.: Beitrige zur Analysis situs. I. Aufsetz. Ein- und zweidimeosionale Mannigfaltigkeiten
(Mathematische Annalen 32 (1888), 457-512).

Dryck, W.: Beitriige zur Analysis situs. II. Anfsatz. Mannigfaltigherten von n-Dimensionen {Mathcmatische
Annalen 37 (1890). 273-316).

Ehsesmann, CL: Sur les espaces fibrés associés & unc vanété différenticlie (Comptes rendus de I'Académic des
Sciences 216 {1943), 628-630).

Eilenberg, S.: On the problems of topolagy (Annals of Mathematics S0 (1949), 247-260).

Eifenberg, 8. - Steenrod, N.: Foundations of algcbraic topology (Princeton, 1952).

Einhora, R.: Vertreter der Methematik und Goometric an den Wiener Hochschulen 1900 - 1940 (Dissertation
Wien, 1983).

Engmann, R.: Nicht-homtomerphe Heegard-Zeriegungen vom Gmchlo_cht 2 der zt{se.:n{mnhﬁngcndzn Summse
zweier Linsensfiume (Abhandiungen aus dem Matbemsatischen Seminar der Universitit Hamburg 35
(1971), 33-38).

Enviques, F.: Prinzipien der Geometric. kn: Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften unter Einschh_xﬁ
ihrer Anwendungen. Dritter Band: Geometric, redigiert vos W, Fr. Meyer und H. Mohrmann. Erster Theil,
ersic Halfte (Leipzig, 1907 - 1920, 1-129 (abgeschlossen Marz 1307, ausgegeben 25.6.1907).

Epple, M.: Branch points of algebraic functions and the bcginnings_of mm_icm kn.ot theory (Preprint Nr. 15
[Juni 1994] Fachbercich Mathematik der Johannes Gutenberg Universitht Mainz).

Evans, B. - Moser, L.: Solvable fundaments! groups of compact 3-manifolds (Transactions American
Mathematicat Socicty 168 (1972}, 189-210).

Feigl, G.: Besprechung von Veblen 1931 (Jahrbuch dber dic Fortschritie der Mathemstk 57 (1931, ), 712~
gedruckt 1937).

Fox, R. H.: Recent Development of Knot Theory st Princeton. In: Prod‘mdings of 1.11e. htcmn}ions.i Congress
of Mathematicians Cambridge, Massachusettz, 1950. Bd. H {(Amencan Mathematical Saciety, 1952 -
‘Nachdruck Nendeln, 1967}, 453-457.

Literaturverzeichnis 331

Fox, R. H.: Constructions of Simply Cannected, 3-Manifalds. In: Topology of 3-Manifelds and Related Topics
1962, 213-216.

Frankd, F.: Zur Topologic des dreidimensionalen Raumes (Monatshefie fir Mathematic und Physik, 38
(1931}, 357-364).

Franz, W.: Uber die Torsinn einer Uberdeckung (Journal fr die reine und sngewandte Mathematik 173
(1935), 245-254).
Freedman, M. H.: The wpology of 4-manifolds (Jourual of Differential Geometry 17 (1982), 357-454).

Freudenthal, H.: Leibniz und die Analysis situs. In: Homenaje s Millas - Vallicrose, Band I (Barcclona, 1954),
611-626.

Freudenthal, H.: Notes. In: L. E. J. Brouwer. Collectad Works 2. Geometry, Anslysis, Topology and
Mechenics (Amsterdam u. 8., 1976), passim.

Frigke, R.: Antomorphe Funktionen mit Einschiu der elliptischer Modulfunktionen. tn: Enzykiopddic der
mathematischen Wisseoschaften unter Einschluf ihrer Anwendungen, Zweiter Band: Anslysis, redigiert

von H. Burkbardt u. . Zweiter Teil (Leipzig 1901-1921) [abgeschlossen im November 1913, zusgegehen
29.12.1913}, 351470,

Friedge, H.: Veraligemeinerung der Dodekaederrivme (Murthematische Zeitschnift 46 (1940), 27-44).

Furch, R.: Zur Grundlegung der kombinatorischen Topologic {Abbandlungen aus dem Mathematischen
Seminar der Hamburgischen Universitat 3 (1924), 69-78).

Furch, R.: Zur kembinstorischen Topalogie des dreidismensionslen Ranmes {Abhandlungen sus dem
Ma.q:cmaﬁSChcn Seminar der Hamburgischen Universitat 3 (1924), 237-245).

Gaul, C. F.: Werke. Fonfter Band {Gottingen, 21877).

Gawehn, L: Ober unberandete 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten (Mathematische Annalen 98 (1927), 321-
354).

Gerwien, P.: Zerschncidung jeder belicbigen Anzab] von gleichen geradiinigen Figuren in dieselben Stacke
{Journal for die reine und angewandte Mathematik 10 (1833), 228.234).
Gieseking, H.: Analytische Untersuchungen ber topalogische Gruppea (Hilchenbach 1912).

Gilain, Chr.: La théerie géométrigue des équations difiérentielles de Poincart et Mhistoire de lanalyse, {Thise
pour ke doctarat de 350 cycle, Universits Paris [, 1977).

Gilain, Chr.: La théorie qualitative de Poincaré et le probléme de Pintégration dos équations différentielics. In:
La France mathématiques. Ea Soctété mathématique de France (1872-1914), hg. von H. Gispert (Cahidrs
d'histoire et de philosophic des sciences. Nouvelles série. No. 34 (Paris, 1991), 215.242).

Gias, E.: Mathematical Progress: Betwoen Reason and Socicty. Part I (Journal for General Philosophy of
Sciences 24 (1993), 43-62).

Glas, E.: Mathematical Progress: Between Reason and Society. Part I (Journal for General Philesophy of
Sciences 24 (1993), 235-256).

Gleason, A M.: Evolution of an active mathematical theory (Scicace 145 (1964) No. 3631, 451457).
Godement, R.: Topalogie algébrique ef théarie des faisceaux (Paris, 1958).

Goeritz, L.: Dic Heegard-Disgramme des Torus. (Abhandiungen aus dem Mathematischen Seminar der
Hamburgischen Universitat 9 (1932), 187-188).

Goeritz, L.: Dic Abbildungen der Brezelliche und der Vollbrezzl vom Geschlecht 2 (Abhandiungen sus dem
Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitst 9 (1933), 244-259).

Gonrsat, E.: Sur les substitutions orthogonales et fes divisions régulitres de Fespace (Annales scicntifiques de
'écale normale supéricurc (3) 6 (1889}, 9-102),

Gramain, A.: Topologze des surfaces (Paris, 1971}

Grauert, H.: On Levi's problem and the embedding of real-analytic manifolds (Annals of Mathematics {2) 68
(1958), 460-472).




332 Lireraturverzeichnis

Gray, 1.: Linear Differcntial Equations and Group Theary from Riemann to Poincaré (Boston v.2., 1986).

Grayson, M. - Kitcheos, B. - Zettter, G.: Visualizing Toral Automorphisms (the Mathematical Intelligencer 15
No. } {1993} 63 - 66).

Gucrindon, J. - Dieudonné, J.: Die Algebra seit 1840, In: Geschichte der Mathematik 1700 - 1900, hg. von J.
Dicudonoé (Braunschweig - Wicsbaden, 1985), 95-133).

Guillow, L. - Maria, A : Introduction. Io: A la recherche de la topologie perdue. hg. von L. Guillou und A
Magrin {Basel u. ., [986), XV-XXIi).

Hadamard, J.: Ocuvres de Jacques Hadamard. Tame 2 (Paris, 1268).

Haken, W.: Ober das Homomorphieproblem der 3-Mannigfuitigkciten I (Mathematische Zeitschrift 80
(1962}, 89-120).

Haken, W.: Some results on surfaces in 3-manifolds. In: Studies in Modern Topology. Vel. 5, bg. voo P. 1.
Hilten (Englewood Cliffs, N. Y, 1968), 39-98.

Hallett, M.: Towards 2 Theory of Mathematical Rescarch Programs f and I {British Journel for the
Philosophy of Sciences 30 (1979}, 1-25 und 135-159).

Hansen, V. L.: Jakob Nielsen [1390-1959] (The Mathematical imelligenzer 15 No. 4 (1993), 44-53).

Hantzsche, W. - Wendt, H.: Drtidimensionaie cuklidische Raumformen (Mathematische Annalen 110 (1935),
593-6117.

Heegard, P.: Forstudier til en 1apologisk teori for de aligebraiske Fladers Sammenhacng (Kopenhagen, 189%) -
franzosische Ubersetzung von Lycke: Sur I'Analysis situs (Bulletin de ls Seciéte mathématique de France
44 (1916), 161-242).

Helmholtz, H.: Ueber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen. welche den Wirbelbewegungen
entsprechen (Journal f0r die reinc und angewandte Mathematik 55 (1858), 25-55).

Helmholtz, H.: Ucber die thatsachlichen Grundlagen der Geometne (Verhandlungen des natzchistorisch-
medicinischen Vereins zu Heidelberg 4 (1868), 197-202).

Hempel, 1.: 3-Manifolds (Princeton, 1976).

Henn, W. - Pupps, D.: Algebraische Topologic. [n: Ein Jehrhundert Mathemsatik 1890-1950. Festschrift zum
Jubilzum der DMV, hg. von G. Fischer v.a. (Braunschweoig-Wiesbaden, 19903, 673-716.

Heb, A E.: Uber einige cinfache Polyeder mit einsaitiger Oberfliche (Sitzungsbenchic der Gesellschaft zur
Beforderung der gesammten Naturwissenschafien zu Marbueg 1 (1879),

Hilbert, I Uber die Grundlagen der Geometrie (Nachrichten von der Koniglichen Gesclischaft der
Wissenschaften zu Gottingen. Mathematisch-physikalische Klasse ans dem Jahre 1902, 233-241).

Hilbest, D.: Uber die Grundlagen der Geometric. (Mathematische Annalen 56 (1902}, 331-422).
Hilbert, D.; Grundlagen der Goometrie (Stutigart, 111972)

Hilbert, D.: Mathematische Probleme. Vortrag, gehalten suf dem interostionalen Mathematiker - Kongrel zu
Paris 1900, ia: Dic Hilbertschen Probleme, exliutert von einem Autorenkollektiv untes der Redaktion vor
P. 8, Alexandrov {Leipzig, 1979), 22-80.

Hitbert, D. - Cohn-Vossen, St.: Anschauliche Geometrie. Mit cinetn Anhang von P. Alexgndrofl: Einfachste
Grundbegriffe der Topologie (Leipzig und Berdin, 1932 - Nachdruck Darmstadt, 1973).

Hilden, H. M.: Every closed orientable 3-manifold is & 3-fold branched covering space of $* {Bulletin of the
American Mathematical Society 80 (1974), 1243-1244).

Hilton, P. 1.: Intreduction: Modern Topology. In: Studies in Modern Topology. Vol. 5, hg. von P I. Hilton
(Englewood Cliffs (N. Y.}, 1968).

Hirech, G.: Comment la topologic est¢lle devenue algébrique? (Cahiers Fundamenta Scientiac no 100
[Strasbourg, 1982], 9-20).

Hirsch, G.: Topologie. In: Geschichte der Mathematik 1700-1900, hg. von J. Dicudonné (Breunschweig-
Wieshaden, 1985}, 639-697.

Literaturverzeichnis

Ly
()
[¥3)

Hopf, H.: Zum Clifford-Kleinschen Raumprobiem. (Mathematische Annalen 95 (1925), 313-339).

Hopf, H.: Eine Verallgemeinerung der Euler-Poincaréschen Formel (Machrichten von der Geselischa®t der
Wisseaschafien zu Géttingen, mathematisch-peturwissenschaftliche Klasse 1928, 127-136).

Hopf, H.: A ncw proof of the Lefschetz formuls on invariant points (Procesdings of the National Academy of
Sciences of the United States of America 314 {1929), 149-153).

Hopf, H.: Uler die Abbildungen der dreidimensionaien Sphire auf die Kugelflache (Mathematische Annaien
104 (1931), 637-665).

Hopf, H.: The work of R. Them. la: Proceedings of the International Congress of Mathematicians,
Cambridge 1958, bg. von J. A Todd (Cambridge, 1960). LX-LXIV.

Hop{, H.: Ein Abschnitt aus der Entwicklung der Topologie (Jahresbericht der Deutschen Mathemstiker -
Versmgung 86 (1966), [82-192).

Houel, J.: B, Riemann, Sur les hypothéses qui servent de fondement 4 Ia gdométrie, traduit par J. Houel
(Annal di mathematica pura et spplicata (2) 3 (1870), 309-327).

Houzel, Chs.: Aux origines de ln gométric algébrique: les travanx de Picard sur les surfaces (1884-1905). In:
La France mathématique. La Sociétt mathématique de Franee {1872-1914), hg. von H. Gispert (Cahiers
dhistoire et de phijosophic des scicnces. Nouvelle sénc. No. 34 (Panis, 1991), 243-276).

Hurewicz, W.: Beitrdge zur Topologic der Deformationen. 1. Hoberdimensionale Homotopicgruppen)
(Koninklijke Akademic van Wetenschappen te Amsterdam, Proceedings of the section of sciences 38
(1935}, 112-119).

Hutewicz, W.: Beitrige zur Topoiogie der Deformationen., I1. Homotepie - und Homologicgruppen]
{Koninklijke Akademic van Wetenschappen te Amsterdam. Proceedings of the section of sciences 38
{1935), 521-528).

Hurewicz, W.: Beitrige zur Topologiz der Deformationes. 11, Klassen und Homotopietypen von
Abbildungen, (Koninklijke Akademic van Wetcnschappen 1© Amsterdmm. Procsedings of the section of
scicnees 39 {1936), 117-126).

Hurewicz, W.: Beitchige zur Topologic der Deformationen IV. Aspharische Raums. (Koninklijke Akademie
van Wetcnschappen te Amsterdam. Proceedings of the section of sciences 39 (1936), 215-224).

Hurwitz, W, (Uber dic Entwicklung der allgemeinen Theotie der analytischen Funkitonen in neyer Zeit. In:
Verhandlungen des erstea internationslen Mathematiker-Kongresses in Zitrich vom 9. bis 11. August
1897, hg. von F. Rudio (Leipzig. 1898), 91-106.

Huygens, Chr.: Ocvres comgplites. Tomo VI (Den Haag, 1899),

Jordan C. Qeuvres de Camilic Jordan, publides sous la direction de G. Julia par R. Gamier ct J. Dicudonné.
Tome [V (Paris, 1964).

Kampen, E. R. vaa: Die kombinatorische Topologic und dic Duslititssatze (Den Hasg, 1929).

Kampen, E. R. van: On the connection between the fundamental groups of some related spaces (American
Journal of Mathermatics 55 (1933) 231-267).

Kampen, E. R. van: Remark on the Address of 8. 8. Cairus. In: Lectures in Topology, bg. von R. L Wilder
und W. L. Ayres {London/Cndord; 1941), 311-313.

Kerekjartd, B. von: Voresungen ber Topologie. 1. Flachentopologie {Berlin, 1923).
Killing, W.: Einfobrung in die Grundiegen der Geometnie (Paderbom, 1893).
Kinsey, L. C.: Topology of Surfaces (New York u.a, 1993).

Kirby, R. - Sicbenmann, L.: On the trizngulation of manifolds and the Hauptvermtung {Bulletin of the
Amenican Mathematical Society 75 {1969), 742-749).

Klein, F.: Bemerkungen Gber den Zusammenhang der Fifichen {(Mathematische Annalen 7 (1874}, 549-557).
Klcin, F.: Utber eine neue Art von Riemann'schen Flachen (Mathematische Annalen 7 {(1874), 558-560).




334 Literaturverzeichnis

Klcin, F.: Ubet Riemanns Theorie der algebraischen Funkticaen und ihrer Integrale (Leipzig. 1882) = Klein
1923, 499-573,

Kiein, F.: Zur Nicht - Euklidischen Geometrie {Mathematische Annalen 37 (1990}, 544-572).
Klcin, F.: Vergleichende Betrachtungen fber nenere Goometric (Mathemanische Annaien 43 (1894), 63-100).

Klein, F.: Gossmmelte mathematische Abhandlungen. 3. Band, bg. von R. Fricke, H. Vermel und E. Bressel-
Hagen (Berlin, 1923).

Klein, F.: Vorlesungen 8ber dic Entwicklung der Mathematik im 19. Jebrhundert. Ausgabe in einem Band
{Berlin . 5., 1979).

Klein, E.; Funktionentheoric in geometrischer Behandiungsweise. Vorlesung gebalten in Leipzig 1880781
(Leipzig. 1987},

Klein, F. - Fricke, R.: Vorlcsungen ober dic Theorie der clliptischen Modulfunktionen. Erster Band.
Grundlegung der Theorne (Laipzig, 1890).

Klein, E. - Fricke, R.: Voricsungen tiber dic Thoorie der elliptiaschen Modulfunktionen. Zweiter Band.
Fortbildung und Anwendung der Theorie (Leipaig, 1892).

Klein, F. - Fricke, R.: Vorlesungen aber dic Theotie der sutomorphen Funktionen. Bead 1 {Loipzig, 1897).

Klogel, G. S.: Mathematisches Worterbuch oder Erklirung der Begriffe, LohrsSwe, Aufgaben und Mcthodea
der Mathematik mit den nothigen Boweisen und litterarischen Nachrichtes begleitet in aiphabetischer
Ordnung. Erste Abtheilung. Die reine Mathematik. Zweyter Theil von E bis § (Lespzig. 1805).

Kneser. H.: Eine Bemerkung fiber dreidimensionale Mannigfaltigkeiten (Nachrichten der Grscllschaft der
Wisscnschaften zv Gittingen, Mathematisch-physikalische Klasse 1925, 127-129).

Kneser, H.: Die Topologit der Mannigfltigkeiten {Jahreshericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 34
(1926, 1-14),

Kneser, H.: Geschlossene Flichen in dreidimensionalen Mannigfaltigkeiten (Jahresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vercinigung 38 (1929), 248-260).

Koch, W. - Puppe, I.: Differenzierbarc Strukturen auf Mannigfaltigkeiten ohne sbzhlbare Basis (Archiv der
Mathematik 19 (1968), 95-102).

Koscki, K.: Poincarésche Vermutung in Topologie (Mathematical Journal Okoyame University 8 (1958), 1-
106).

Kreines, M.: Zur Koustrektion der Poincaré-Riume (Rendiconti del Circalo Mathematico di Palermo 56
(1932), 277-280).

Kroneeker, L. Uber Systeme von Funktionen mehrerer Variablen (Monatsberichte der Bediner Akademic der
Wissenschaften 1869, 159-193).

Kanneth, H.: Zur topologischen Untersuchung goometrischer Gebilde {Sitzungsberichtc der mathematisch-
physikalischen Klasse der Bayerischen Akademie der Wisscnschaflen zu Miinchen (1922), 213-220).

Kooneth, H.: Zur Bestimmung der Fordamentalgruppe einer Produktmannigfaltigkeit {Sitzungsberichle der
physikatisch-reedizinischen Sozietst in Erlangen 54/55 {1922/23), 190-196).

Yanneth, H.: Uber die Bettischen Zahlen ciner Produktmannigfaltigheit (Mathematische Annalen 90 (1923),
65-85).

Konneth, H.: Uber dic Torsionszahlen von Produktmannigfaltigkeiten {Mathematische Annalen 91 (1924},
125-134).

Kusch, J.: Der Hauptsatz der Topologic in drei Dimensionen unter Zugrundelegung des Schalensatzes
{Inangural-Disscrtation Rostock; Boma-Leipzig, 1932).

Lacroix, 8. F.: Elémens de géométrie 4 usage de IEcole centrale des quatre nations (Parig, 111319}
Lakatos, 1.: Proofs and Refutetions {Cambridge v. ., 1977}
Lashof, R.: Problems in differential and algebraic topology (Annals of Mathematics 81 (1965), 565-591).

Literaturverzeichnis

()
L
Ln

Lefschetz, S.: Topelogy (New York 1930 - 2. Auflage New York 1952).
Lefschetz, 8. Algebraic Topology (New Yark, 1942).

Lefschetz, S.: The carly development of slgsbraic topolegy (Boletin da Sostedade Brasiieira de Mathematica 1
(1970), i-48).

Legendre, A, M.: Eléments de géométrie (Paris, 111817).

Letbniz, G. W.: Mathematische Schriften 5, hg. vor C. 1. Gerhardt (Halle, 1858 ~ Nachdruck Hildesheirm,
1571).

Levi, F.: Geometrische Konfigurationen ~ Mit einer Eioftthruag in dic kombinatorische Fiichentopelogic
(Ecipzig, 1929}

Lickorish, W. B. R.: A representation of otientable combinatorial 3-manifolds {Annals of Mathematics 76
(1962}, 531-538).

Lippich, F.: Untersuchung fiber den Zusammenhang der Flichen im Sinne Riemann's (Mathematische
Annglen 7 (1874), 212-229).

Listing, J. B.: Vorstudien zur Topologie (Ghttinger Studien (Abt, I}, mathematisch-naturwissenschafiliche
Abhandiungen. Abhandlung 1{1847), 8F1-875).

Listing, J. B.: Der Census riumlicher Complexs oder Verallgemeinerung des Eujer'schen Satzes ven den
Polyedern {Abbandlungen der Kéniglichen Gescllschaft der Wissco-schafien 10 (1862), 97-180).

L&bell, F.: Bespicle geschlossener decidimensionaler Clifferd-Kieinscher Riume acgativer Krimmung
(Verhendlungen der Sachsischen Akademei der Wissenschaften ru Loipzig. Mathematisch-physikalische
Klasse 83 {1931}, 26-66).

Lorcy, W.: Das Studivm der Mathematik an den deutschen Universititen seit Anfang des 19, Iahrhunderts
(Leipzig und Berlin, 1916).

MacLane, $: Topology becomes algebraic with Vietoris and Noether (fourna! of purs and applied algebra 33
(1946}, 305307}

Magnus, W.: Noneuclidean tessalations and their groups (New York u. &, 1974).

Megnus, W. - Moufang. R.: Max Dehn zum Gedichtnis (Mathomnatische Annalen 127 (1934), 215-227).
Manheim, 1.: The genesis of paint-set topalegy (Oxdford v, e, 1964).

Mannouty, G.: Lois cyclomatiques (Nicuw Achief voor Wiskunde 2. Serie 3 (1898), 126-152).

Masscy, W. 5.: Some problems in algebraic wopology and the theory of fibre bundles (Annals of Mathematics
62 (1955), 327-359;.

Masscy, W. 5.: Algebraic topology: an introduction (New York u. 2., 51989).

Mawhin, 1.: The centennial legacy of Poincaré and Eyapunov in atdinary differential equations (Supplemento
ai Rendiconti ded Circolo Matematico di Palermo (Sese I 14 {1994), 9-46).

Mayer, W.: Uber abstrakte Topologie (Monatshefte for Mathematik und Physik 36 (1929), 142},

Mayer, W.: Uber abstrakte Topelogie (Mosatshefte for Mathematik und Physik 36 (1929), 219-258).
Mchrtens, H.: Moderne Sprache Mathematik (Frankfurt a M., 1990).

Meyerhoff, R.: Geometric invariants for 3-manifolds (The mathemoatical Intelligencer 14 No. 1 (1992), 37-53}
Milnor, J.: On manifolds homecomorphic to the 7-sphere { Annals of Msthematics 64 {1956), 399-505}.

Milnor, J.: Two compiexes which are homeomorphic but combinatorially distinct {Annals of Mathematics 74
(1961, 575-590).

Milnor, I: The work of I. H. C, Whitchead, In: Mathematical Works of | H. C. Whitchead. Bd. 1, hg. von 1.
M. James (Onxdord w.a., 1962}, XXI-XOCKIL

Milnoz, J.: A unique decomposition theorem for 3-manifolds (American Joumal of Mathemetics 84 (1962), 1-
T




336 Literaturverzeichnis

Milnor, I.: Whitehead torsion (Bulletin of the Americar Mathemstical Society 72 (1966} 358-425).

Milnar, J.: Hyperbolic Geometry: the first 150 years (Bulletin of the American Mathematical Socicty (New
Series) 6 (1982), 9-24).

Milnor, I.; The work of M. H. Freedman. In: Proceedings of the International Congress of Mathematicians
Berkeley, Californie, USA 1986, hg, von A M. Glezzon (Berkeley 1987), 13-15.

Mobius, A F.: Gesammelie Werke. Erstor Band. Horausgegeben vor R. Baltzer (Leipzig, 1885).

Mgbius, A. F.: Gesammelte Werke. Zweiter Band. Herusgegeben von F. Klein (Leipzig, 1886).

Muoise, E. E.: Affine structures in 3-manifolds, V. The triangulation theorem snd Hsuptvermutung (Annals of
Mathematics 56 (1952), 96-114).

Moise, E. E.: Geometric Topology in Dimensions 2 and 3 (New York u. &, 1977).

Maser, L. Elementary surgery along a torus knot (Pacific Journn) of Mathematics 38 (19713, 737-745).
Maller, Felax: Fohrer durch dic mathematische Literatur {Leipzig - Berdin, 1909).

Neumann, Carl.: Varissungen Ober Riemann's Theorie der Abel'schen Integrale (Leipzig, 1865).
Newman, M. i A: On the foundations of combinatenial anatysis situs. I Definitions and elementary

theorems. I. Theorems on sets of dements (Koninklijke Akademic van Wetenschappen t= Amsterdarm.
Proceedings of the section of sciences 29 (1926), 650-641).

Newmaenr, M. H. A.: Additions and corrections (Koninklijke Akademic van Wetenschappen te Amsierdam,
Procecdings of the section of sciences 30 (1930}, 670-673).

Newman, M. H. A: Geometrical tapology In: Proscedings of the International Congress of Mathematicians
Stockholm 15-22 August 1962, Bd. 1 (Uppsala, 1963}, 139-146.

Newman, M. H. At The engulfing theorem for topological manifolds (Annals of Mathematics 84 (1966), 555-
571)

Newman, M. H. A - Whitchead, B.: A Biographical Note. In: Mathematical Works of J. H. C. Whitchead.
Bd. 1, hg. von L. M, James (Oxford u.a., 1962), XV-XIX.

Mocther, A: Ableitung der Elementaricilertheoric aus der Gruppentheorie (Juhresbericht der Deutschen
Mathematiker-Vereinigung 34 (1926), Abteilung Angelegenheiten der DMV, 104).

Novivkov, 5. P.: The topology summer institute (Russian Mathematical Surveys 20 (1965), 145-168).

Nowseki, W.: Dic euklidischen dreidimensicasien goschlossenen und offenen Rsumformen {Cemmentarii
Mathematici Helvetii 7 (19343, 81 -92).

Orlik, P.: Seifert Manifolds (Beslin u.a., 1972)

Pannwitz, E.: Besprechung von Hurewicz 1935 und Hurewicz 1935 (Jahrbuch 9ber die Fortsehritte der
Mathematik 61{19351}, 620).

Papakyniakopoulos, C. D.: On solid tori (Proceedings of the London Mathematical Society (3} 7 (1957), 281-
299,

Papakyrizkopoutes, C. D.: Or Deha’s lemma and asphericity of knots (Angals of Mathematics 66 (1957), 1-
28).

Papakynizkopaules, C, D.: Some problems on 3-ditnensionat manifolds (Bulletin of the American
Mathematical Saciety 64 (1958), 317-335).

Papakyriakopoulos, C. D.: A reduction of the Poincaré conjecture to other conjectures {Bulistin of the
American Mathematical Society 68 (1962), 360-366).

Papakyriakopoulos, C. D.: A reduction of the Poincaré conjecture to other conjectures {Bulietin of the
Amencan Mathematical Socicty 69 (1963), 3994017

Petersen, 1. Funktionentheoric. (Kopenhagen, 1898 - danisches Original Kopenhager, 1895).

Picard, E.: Mémoire sur la théorie des fonctions algébrigues de deux variables (Journal de mathématiques
pures et appliquécs (4) 5 (1889), 135-319).

Literaturverzeichnis 337

Picard, E. - Simart, G.: Théorie des fonctions algébriques de dewx variables indépendantes. Tome 1 {Paris,
1897).

Poénam, V.- The coliapsibie pseudo - spine representation theorem (Topology 31 {1992), 625-656).

Poincaré, H.: Oguvres de Heari Poincaré, Tame 1, publiéas sons les auspices de TAcadémie des Sciences par
P. Appell (Pasis, 1928).

Poincart, H.: Ocuvres de Heon Poincaré Tome I, publiées sous les suspices du Mipistére de l'instruction
publique par . Darboux (Parig, 1916)

Poincaré, H.: Ocuvres de Henri Paincard, publiées sous fes auspices de FAcadémic des Sciences par 1z section
de géométrie. Tame VI, publié¢ aves iz collsboration de R. Garoier et J. Leray (Panis, 1953).

Poincaré, H.; Ocuvres de Henn Poincart. Tome X1, publiées sous les auspices de FAcadémic des Sciences par
la section de géométrie avec bn collabartion de Gérard Petiau (Psns. 1956).

Poincart, H.: Analyse de ses travaux scientifiques (Acts mathematica 38 (1921), 3-188) [suszugsweise auch
in tinzelnen Banden der OQeuvres abgedruckt].

Poincaré, H.: Demeéres pensées (Parig, 1963)

Poincers, H.: Le valeur do la scicnce (Paris, 1970)

Poincaré, H.: Trois suppléments sur In découverts des fonctions fuchsiconcs, Three Supplementary Essais on
the Dhiscovery of Fuchaien Functions, £d. par J. 1.Gray et 5. Walter (Berlin/Paris, 1997).

Pont, J. C.: La topologie algébrigue des origines & Poincaré (Paris, 1974).

Radé, T.: Uber den Begriff der Riemannschen Fliche (Acta litierarum sc scisntiarum regia universitatis
hungaricas Francisco-Josephinac. Sectio scientizrum mathematicarum 2 (1925), 101-125).

Rassias, G. M.: Poincaré’s Conjecture in Topology. In: Differential Tepology - Geometry and Related Fields,
and their Apphication to the Physical Scicnces and Enginesring, bg. von G.M. Rassias (Lespzig, 1985), 8-
25.

Ratcliffe, J. G.: Foundations to Hyperbolic Manifolds (New York u.a, 1934).

Reidemeister, K.; Fundamentalgruppe und Uberfagerengsriume. (Machsichten von der Geselischaft der
Wissenschafien zu Gottingen. Mathematisch-naturwissenschafliche Klasse 1928, 69-76).

Reidemeister, K.: Uber Knotengruppen (Abhandiungen aus dem methematischen Seminar der
Hamburgischen Universitit 6 (1928), 56-64).

Reidemeister, K.: Einfihrung in dic kombinatorische Topologie (Bravnschwsig, 1932 - Nachdruck
Darmstadt, 1972).

Reidemeister, X.: Zur dreidirmensionalen Topologic (Abhandlungen aus dem mathematischen Seminar der
Hamburgischen Universitit & (1933), 189-194).

Reidemeister, K. Heegard-Diggramme und Invarianten von Mannigfaltigkeiten (Abkandlungen aus dem
Mathemeatischen Seminar der Hamburgischen Universitht 10 (1934), 109-118).

Reidemeister, K. Uberdeckungen vor Komplexen (Journaf fir dic reine und angewandts Mathematik 173
(1935), 164-173}.

Reidemeister, K.: Homotopicringe und Linseariume {Abbandlungen aus dem mathematischen Seminar der
Hamburgischen Universitat 11 (1936), 102-109).

Reinhardt, C.: Zu Mobius Palyedertheorie (Berichic Ober die Verhandlungen der Koniglich Sachsischen
Geselischaft der Wissenschafien zu Leipzig. Mathematisch-physikalische Classe 37 (1885), 106-125).

Reitberger, H.: Geometrische Topologie, Dynamik urd des Wesk vor William P. Thurston. In: Jahrbuch
Uberblicke Mathematik, bg. von R. Chatterjj u.a. (Mennheim u.a., 1984, 221-227).

Rhem, G. de: Sur Tanalysis situs des variétés 4 n dimepsions {Journal des mathématiques pures et sppliquées
{9} 10 (1931), 115-200).

Rham, G. de: Sur les complexes avec sutomerphismus (Commentari Mathematici Helvetii 12 (1939-40),
1919-211).




338 Literaturverzeichnis

Riemann, B.: Grundlagen fiir eine aligemeine Thearie der Fuoktiooen civer komplexen verinderlichen Grofie
(Inaugureldissertation Gottingen, 185} = Riemann 1990, 35-80 ~ Ricmann §892, 3-48).

Riemann, B.: Theotie der Abef'schen Functionen (Jourpal fir die reine und angewandic Mathematik 54
(1857), 115-155 = Riemann 1990, 120-176. ~ Ricmann, 1892, 88-142).

Riemann, B.: Obcr die Hypothesen, welche der Geometric zu Grunde liegen, (Abhandfungen der Kéniglichen
Gesclischaft der Wissepschaften zu Gottingen 13 (1868), 132-152 ~ Riemann 1990, 304-319 = Riemann
1892, 272-287). .

Riemann, B.: Fragment aus der Apalysis situs (aus dem Nachlaf) = Riemann 1990, 511-514 = Ricmano
1892, 479482,

Ricmann, B.: Mathemastische Werke und wissenschafificher NechlaB, bg. von H. Weber in Zusammenarbeit
mit R. Dedekind (Leipzig 21892).

Ricmann, B.: Gesammelte Werke, wi hafiiicher Nachiall und Nachirfige. Colleceted papers. Nach der
Ausgabe von Heinrick Weber und Richard Dedekind neu bg. von R. Narzsimhan (Berlin u.x., Leipzig,
1990).

Rolfsen, D.: Knots and links (Berkeley, 1976).

Rosenthal, A Neuers Untersuchungen dber Funktonen recller Verinderlicher. 1n: Enzyklopadie der
mrthematischen Wissenschaften mit EinschiuB threr Anweodungen. Zweiter Band: Analysis, redigiert von
H. Burkhardt u. a. Dritter Teil, Zweite Hilfte (Leipzig, 1923-1927), 851-1187 (abgeschlossen Juli 1923,
susgegeben 1.4.1924).

Rourke, C. P. - Sanderson, B. 1: Introduction to Piccewise-Linear Topology {Berdin u.a., 1982).
Rourke, C, « Stewart, I.: Poincard's perplexing probiem (New Scientist 4. September 1986, 41.46).

Rubinstein, T. H.: An algorithm to recognize the 3-sphere, (Tagungsbericht 3971991 des mathematischen
Forschungsinstituts Oberwolfach, 10-11).

Rudin, M. E.: An unsheliable tiangulation of a tetrahedron (Bulletin of the American Mathematical Society
64 (1958), 90-91),

Saldanha, N. C.: An Introduction to Geomnetric Topology: Geometric Structures on Manifolds of Dimensions 2
and 3. In: Differential Tapology, Foliations, and Group Actions, hg. von P, A. Schweitzer 8Ju.a.
{Providence, 1994), 175-216.

Sanderson, ). E.: Isotopy in 3-Manifolds I (Proceedings of the American Mathematical Society 8 (195T%
§12-922).

Sarkariz, K.: A Look Back at Poincaré's Apalysis Situs, In: Henri Poincaré. Science ¢t Philosophie, &d. par I,
I.. Grefic, G. Heinzmann ot K. Lorcnz {Bedin/Panis, 1996), 251 - 258.

Schlegel, V.: Ueber Entwicklzng und Stand der n.dimenaionafen Geometrie, mit besonderer Beraicksichtigung
der viezdimensionalen (Mova Acta Leopoldine 22 (1886), 92-96, 108-110, 133-135, 149-152, 160-163).

Scholz, E.: Geschichte des Mannigfaitigkeitsbegriffes von Riemann bis Poincaré (Bostea u. a., 1980).

SchanficB, A: Basprechung von H. Poincard. Complément A 'Analysis situs (Jahrbuch aber dic Fortschritte
der Mathematik 30 (1899), 435),

Schottlend, E.: Ober dic topologische Struktur der 3~dimensionalen Mannigfeltigheiten, inshesondere der
Sphare (insugural-Dissertation Heidelberg, 1934).

Schreier, O.: Uber die Gruppen ABb=1 (Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der
Hamburgischen Universitat 3 (1923), 167-169).

Schubert, H. Topologec (Stuttgast, 1971).

Segre, C.: Mchrdimensionale Rume. In: Enzyklopidie der Mathematischen Wissenschaften mit EinschluB
ihrer Anwendungen. Dritter Band: Geometrie, redigicrt von W. Fr. Moyer und H. Mohrmann, Zweiter Tedl,

rweite Halfte, Teilband A (Leipzig, 1921-1928), 769-972 (abpeschlassen Ende 1912; ausgegeben
3.1.1921).

!
;

Literaturverzeichnis 339

Scifert, H.: Koustruktion dreidimensionaler geschiossener Riume. (Verhandlungen der Sachsischen
Akademic der Wissenschaflen zu Leipzig. Methematisch-physikalische Klasse 83 (1931), 26-66).

Seifert, H.: Topologie dreidi ionaler gefasertcr Réume (Acta mathematics 60 (1932), 147-238).

Scifert, H.: Homologisgruppen berundeter dreidimensionaler Mennigfaltigkeiten (Methematische Zeitschrift
35(1932), 609-611).

Seifert, H.: Poincaré'sche Raume. In: Verhandlungen des Internationalen Mathematiker-Kongresses Zarich
1932. Tl. Band/Sektions-Vortriige, hg. von W. Saxer (Zarich und Leipzig, 0.1.), 137-198.

Scifert, H.: Verschlingungsinvarianten {Preubische Akademie der Wissenschaften. Sitzungsberichte des
physikalisch-mathematischen Klasse 1933, 811-328).

Seifert, H.- Ober das Geschlacht von Knoten (Mathematische Annalen 110 (1934), 571-592).
Seifert, H.: Die Verschlingungsinvarianten der zyklischen Knotenaberisgerungen (Abhandivngen aus dem
Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitst 11 (1936), 84-101).

Seifert, H.: Bomerkungen zur stetigen Abbildung von Flichen (Abhandlungen aus dem mathematischen
Semiar der Hamburgischen Universitdt 12 {1938), 29-37).

Seifert, H. - Threlfall, W.; Lehrbuck der Topologie (Leipog, 1934 - Nachdruck New York. 0. 1.).
Seifert, H. - Threlfali, W.: Veristionsrechnuag im GroBen. theorie von Marston Morse (Leipzig, 1938).

Seifert, H. - Threlfali, W.: Topologie. In: Naturforschung und Medizin in Deutschland 1939-1949. Far
Deutschland bestimmtc Ausgsbe der FIAT Review of German Science. Bd. 2: Rewne Mathematik. Teil I,
hg. von W. Siiss (Wiesbaden, 1948), 239-252.

Shields, A.: Years ago. (The Mathematical Inteiligencer 9 No. 1 (1987), 6-T).

Singer, J.: Three-dimensional manifolds 2nd their Hecgard diagrams {Transactions of the American
Mathematical Society 35 (1933), 88-111}.

Smale, J.: The generalized Poincaré conjecture in higher dimensions (Builetin of the American Mathematical
Society 66 (1960), 373-375).

Smale, 1.: The gencralized Poincaré conjecture in dimecasions greater than four (Annals of Matheratics {2) 74
(1961}, 391-406).

Smale, 1. A survey of some receat dovelopments in differentisl topology {Bulictin of the American
Mathematical Society 69 (1963}, 131-145).

Smale, 5.: The story of the higher dimensional Paincaré copjecture {What actually happened on the beaches
of Rio} (The Mathcmatical Intelligencer 12 No. 2 {1990}, 44-51).

Smith, H. . S. The coliected muthematical papers, Vol. I, hg. von J. W. L. Glaisher (New York, 1894).

Sommenville, D. M. Y.: Bibliography of non-Euclidean geometry, including the theory of parallels, the
foundations of geometry and space of n-dimensioss (London 1911~ Nechdruck New Yerk, 1970).

Spivak, M.: A comprehensive introduction to differentis! geometry. Vaolume two (Berkeley, 21979}

Stackel, P.: Besprechung von Picard - Simart 1897. In: Jahrbuch ober die Fortschnitle der Mathematik 28
(1897}, 327-331.

Stackel, P Integration durch imagindres Gebict. Ein Beitrag zur Geschichte der Funktionenthoorie
(Bibliotheca Mathematics (3) 1 (1900}, 109-128).

Stallings, J. R.: Polyhedsai hometopy spheres (Bulletin of the American Mathematicat Society 66 (1960}, 458-
488).

Stalfings, J. R.: On the recursiveness of sets of presentations of 3-manifold groups {Fundamenie Mathematice
51 (1962}, 191-194).

Stallings, 1.: How not to prove the Poincaré conjecture. In: Topology Seminar Wiscansin, 1965. Hg. von R. H.
Bing und R. . Bean {Princeton, 1966), £3-85.

Steenrod, N.: The topology of fibre bundies (Princeton, 1951).




340 Literaturverzeichnis

Steinitz, E.; Uber ein merkwiirdiges Polyeder von einseitiger Gesamtflache (Journal far die reine und
angewandie Mathematik 130 (1906), 281-307).

Steinitz, E.: Beitrlige zur Analysis situs (Sitzungsberichie der Berdiner Mathematischen Gesellschaft 7 (1908),
29-49; mit cigener Pagnicrung in Archiv der Mathematik und Physik 13 (1908)).

Steinitz, E.: Polyeder und Raumeintesilunges. In: Enzyklopadic der Mathematischen Wissenschafien mit
Einschiub ihrer Anwendungen. Dritter Band: Geometrie, redigiert von W, Fr. Meyer und H. Mohtraann,
Erster Teil, Zweite Halfle (Leipzig, 1914-1931), 1-139 (susgegebea 31.08.1916).

Steinitz, E. - Rademacher, H.: Vorlesungen 0ber dic Theorie der Polyoder (Berdin, 1934).
Stewart, L.: The Poincar? conjecture proved (Nature 320 {1986) 20. March, 217-218).

Stewart, 1.: Mobius' Modern Legacy. In: Mobius and his Band, hg. von J, Fauvel, R. Flood and R. Wilson
{Oxford w3, 1993), 120-160.

Stllwell, I.: Classical topelogy and combinatorial group theory (New York u. &, 1980%
Stillwell, J.: Introductions. In: Debn 1987, passim.
Storch, U. - Wiebe, H.: Lehsbuch der Mathematik. Band Il (Mannheim v.a., 1990).

Strebel, R.: Kombinatorische Gruppentheorie. Ausarbeitung ciner Vorlesung, gehaiten am Mathemastischen
Inssitut der Universitht Heidelberg im WS 1975/76.

Strave, H.: Grundisgen ciner Geometriedidektik {Mannheirm u, a, 1990,
Tait, P. G.: Johann Benedict Listing (Nature 27 (1.Februar 1883), 316-317).
Teubes, G.: What happens when Hubris meets Nomesis (Discover July 1987, 57-17).

Threlfall, W.: Gruppenbiider (Abhsndiungen der mathematisch-physikalischen Klasse der Sachsischen
Akademie der Wissenschaften Band XVI, No. VI [Leipzig, 1932]).

Threlfall, W.: Dreidimensionale Raumformen. In: Vechandlungen des Intemationnien Mathematiker-
Kongresses ZOrich 1932, [I. Band/Sektionsvortrige, hg. von W. Saxer (Zorch und Leipzig, o. 1), 148-
149.

Threlfall W.: Rinme aus Linienelernenten (Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 42
(1933), 87-110}.

Threlfall, W. - Scifert. H.: Topologische Untersuchung der Diskontinuitdtshereiche endlicher
Bewegungsgruppen des drridimensionaten sphitrischen Raumes (Mathematische Annslen 104 (1931), 1-
70}

Threlfall, W. - Seifert, H.: Topologische Untersuchung der Diskontinunitdtshereiche endlicher
Bewsgungsgruppen des dreidimensionalen sphrizchen Raumes [Schlub] (Mathematische Annalen 107
(1533}, 543.586).

Thurston, W.: The geometry and topology of 3-meanifolds (Princeton, 1978).

Thursion, W.: Three-dimensional manifolds, Kleinian groups and hyperbotic geometry (Bulletin of the
American Mathematical Society (2) 6 (1982), 357-381).

Tiewze, H.: Uber das Problem der Nachbargebicte im Raum (Monatshefte fir Mathemstik und Physik 16
{1205), 211-216).

Tietze, H.: Zur Analysis situs mehrdirensionaler Mannigfaltipkeiten (Sitzungberichte der Kaiserlichen
Akademie der Wissenschaflen. Mathematisch-raturwissenschaftliche Kiasse, Abtheilung 1%, 115 (1906},
841-848).

Tietze, H.: Uber dic topologischen Invarianten mehrdimensionaler Mannigfaltigkeiten (Monatshefie fur
Mathematik und Physik 19 {1908), 1-118).

Tietze, H.: Besprechung von Brahana 1921 (Jahrbuch 0ber dis Fortschritte der Mathematik 48 (1921-22),
561-662).

Tietze, H.: Uber Analysis situs {Hamburger Mathemetische Einzelschrifien 2. Heft {Hamburg, 1923]).

Literaturverzeichnis 341

Tiets, H. - Vietoris, L.: Bezichungen zwischea den verschicdenen Zweigen der Topalogie. In: Enzyklopadie
der mathematischen Wissenschaften mit EinschiuB iheer Anwendungen. Dritter Band; Geometrie, redigiert
von W. Fr. Meyer und H. Mabrmann, Esster Teil. Zweite Haifte (Leipzig, 1914-1931), 141-237
(abgeschlossen 15.10.1929; ausgegeben 10.12.1930).

Tonelli, A.: Osservazioni sulla tearia della conncssionc (Atti delin reale Accademin dei Linced in Roma (2) 2
(1873-74), $94-601),

Tonelli, A.: Zur Lekre vom Zusemroenhang (Nachrichten vos der Komiglichen Geselischaft der
Wissenschafier und der Georg-Angust-Universitht sus dem Jahre 1875, 387-390).

Topalegy of 3-manifolds and related topics, hg, von M. K. Fort jr. (Englewnod Cliffs. 1952).

Tucker, AL W.: On combinstorial topology {Prococdings of the Nationst Academy of Sciences of the United
States of America 18 (1932), 36-89).

Tucker, A W.: An abstract approach to manifolds (Annals of Mathematics 31 (1933), 191-243).
Tucker, A W.: Two books on topalogy (Bulletin of the American Mathematical Sacicty (1935), 468-471).

Tucker, A W.: Intervicw. In: Mathematical People, &g. vor D. J. Albers uad G. L. Alexanderson (Boston u.
a., 1985), 338-343.

Two~dimensionzl Horeotepy and Combinatorical Group Theory, bg. von C. Hog-Angeloni, W. Metzler und A,
3. Sieradski {Cambridge, 1993).

Tzanekis, (5.: Rotations, nombses complexes et quaternions (L'Cuvert No. 75 (juin 1994), 15-31).

Vanden Eynde, R.: Histoncal Evolution of the Concept of Hamotopic Paths (Archive for History of Exact
Sciences 45 (1992/93}, 127-188).

Veblen, O.: Anadysis situs {New York, 21931 - Naghdruck Aon Arbor/landon, 1976),
Veblen, O. - Whitebead, J. H. C.: The foundations of differential geometry (Cambridge, 1932).

Vietoris, L. Uber den hobersn Zusammenhang von kompakten REumen und cine Klasse von Abbildungen,
welche ihn ungefindert lassen (Koninklijke Akedemic van Wetenschappen, Proceedings of the section of
sciences 29 (1926), 108-1013).

Vietonis, L.: Uber den hoberen Zusammenhiang kompakter Riume und eioe Klasse von
zasammenhangstrenen Abbildungen (Mathematische Annalen 97 {1927), 454-472).

Volkert. K.: Die Geschichte der pathalogischen Funktionen. Ein Beitrag zur Entstchung der mathematischen
Methadologic {Archive for History of Exact Sciences 37 (1987), 193-232).

Volkert, K.: Auswirkungen deor und Reaktionen auf die nichteuklidische Revolution 1860-1880. In: Preprint
3193 des Zentrums fiie interdisziplingre Forschung der Universstiit Brelefeld (Biclefeld, 1993).

Volkert, K.: Wiz und warum wurde Poincaré zum Topologen? {erscheint 1997 in der Zeitschrift Philesophia
scientine).

Wasrden, B. 1. van der: Kombinatorische Topologic {Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vercinigung
39 (1930), 123-139).

Waerden, 8. L. van der: A History of Algebra. From al-Khwarzimi to Emmy Nosther {Beslin u. 2., 1985).

Waldhausen, F.: On irreducible 3-manifolds which are sufficieotly large (Annsls of Mathematics 87 (1968),
56-87).

Wallace, A D.: Modifications and cobounding manifolds (Canadian Journal of Mathematics 12 {1960), 503-
528).

Waltace, A H.: Modifications and cobouading manifolds IT (Journal of Mathematics and Mechanics 1¢
(1961}, 773-809).

Weber, C.: - Seifert, H.: Dic beiden Dodekacderriume (Mathematische Zeitsehnift 37 (1933), 237-253.).
Weeks, J.: The Shape of Space (New York-Basel, 1985)




342 Literaturverzeichnis

Weichold, G.: Uber symmetrische Ricmann'sche Flachen und die Periodizitdtsmoduln der zugehorigen
Abel'schen Normalintegrale erster Gattung (Dissertation Leipzig, Dresden, 1883).

Weil, A : Riemann, Betti and the bisth of topology {Archive for History of Exact Sciences 20 (1979}, 91-96).
Wernicke, A: Uber dic Analysis situs mebrdimensionaler Raumne (Dissertstion Gottingen, 1904).

Weyl. H.: Henri Poincaré (Mathematisch-naturwisscnscheftliche Blatter 9 (1912), 161-163).

Weyl, H.: Uber die Ides der Riemannschen Flache (Eeipzig, 1913).

Weyl, H.: Erlfinterungen. In: Riemann, B.: Ober die Hypothesen, welche der Geometric zugrunde licgen
(Leipzig, 21923) = Riemann 1990, 740-768.

Weyl, H.: Andlisis §itus combinatoric (Revists Matematica Hispano - Americans 5 (1923), 209-218, 241-248
sowic 273.279 und Revista Matematica Hispano-Americans 6 (1924), 33-41).

Whitehead, G. W.: 50 years of homotopy theory (Bulietin of the Americen Mathematical Society (New senies)
8 (1983), 1-29).

Whitchead, I. H. C.: Certain theorems sbout three-dimensionad manifolds [1]) (The Quaterly Journai of
Mathematics (2) § (1934), 308-320).

Whitchead, I. H. C.: Certain theorews sbout threo-dimensional manifolds [Cormigendum] (The Quaterly
Journal of Mathematics {2) 6 {1935}, 80).

Whitehead, J. H. C.: A certain open manifold whose group is unity (Quaterly Journal of Mathematics (2) 6
(1935), 268-279).

Whitchead, J. H. C.: Simplicial spaces, nuclei and m-gropus (Proceedings of the London Mathematical
Society (2} 45 (1939, 243.327).

Whitehead, J. H. C.; On certain invariants introduced by Reidemeister (The Quaterly Journai of Mathematics
{2) 10 (1939}, 81-83).

Whitchead, J. H. C.: On incidence matrices, nuclei and homotopy types (Annals of Mathematics 42 (1941),
1197-1239).

Whitehead, I H. C.: Combinatorial homotopy (Bulletin of the American Mathematical Society 55 (1949),
213-245).

‘Whitchead, . H. C.: Simple homotopy type (American Journal of Mathematics 72 (1952), 1-57).

Whitchead, J. H. C.: 2-spheres in 3-manifolds (Bulletin of the Amenican Mathematical Socicty 64 (1958),
161-166).

Whitney, H.: Differentiable manifolds (Annals of Mathematics 37 (1936), 645-680).

Whitney, H.: The work of J. Milnor. In: Procecdings of the Internations] Congress of Mathematicians
Stockholm 15.-22. August 1962. Bd. I (Uppsals, 1963), XLVII-L.

Wirtinger, W.: Algebraische Funktionen und ihre Integrale. In: Enzyklopadie der mathematischen
Wissenschaften unter Einschiub ihrer Anwendungen, Zweiter Band: Analysis, redigicrt van H. Burkherdt
v.a. Zweiter Teil (Leipzig, 1901 - 1921), 115-175 (abgeschlossen Oktober 1901, susgegebon 27.12.1901).

Wussing, H.: Die Gencsis des abstrakten Gruppenbegriffs. Ein Beitmg zu Entstchung der abstrakten
Gruppentheotie (Berlin {DDR], 1969}

Z E. C.: The g lized Poiacaré conjeciure (Bulletin of the Ametican Mathematical Society 67
(1961), 270).

Zeemann, E. C.: The Poincaré conjecture for n 2 5. In: Topology of 3-manifolds and refated topics, hg. von M.
K. Fort jr. (Englewood Cliffs, 1962).

Abbildungsverzeichnis

nhnrnnnnnnrnnnnnnnBrnNnnnnnnn

. 25 Riemann 1892, 88

37 Riemann 1892, 89

. 37 Mbius I, 442

43Listing 1862, Abbildungstafel
45 Levy 1929, 33

56 Klein 1987, 149

64f Dyck 1888, Abbildungstafel
70 Dehn - Heegard 1907, 197

. 168 Poincaré V1, 494
. 172 Dehn - Heegard 1907, 187
. 173 Dehn 1910, 145

174 Kreines 1932, 278
176 Weber - Seifert 1933, 243

. 185 Dehn - Heegard 1907, 197
. 198 Tietze 1908, 34

198 Tietze 1908, 82

. 205 Steinitz 1906, 294
. 214 Dehn 1910, 157

215 Dehn 1910, 157
217 Dehn 1910, 160
218 Dehn 1910, 164

. 235 Seifert 1932, 203
- 247 Threlfall - Seifert 1931, 58
- 251 Weber - Scifert 1933, 243
. 256 Seifert 1931, 63

- 257 Threlfall - Seifert 1931, 60
- 262 Seifert 1932, 123

- 276 Frankl 1931, 362




	3014_001.pdf
	3015_001
	3016_001
	3017_001
	3018_001
	3019_001
	3020_001

