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SUR LES CLASSES CARACTERISTIQUES
DES STRUCTURES FIBREES SPHERIQUES
Par WU WEN-TSUN.

INTRODUCTION

§ 1. Nous étudicrons dans ce travail les espaces fibrés
E B, I, G, H) dont la fibre est une sphtre de dimension m—1 et G
le groupe orthogonal O,, ou un de ses sous-groupes [1] [12] (*).
Nous dirons qu'un tel espace fibré définit une G-structure (fibrée
sphérique) sur la base B, que nous désignerons por les symboles
&, §, ete. Le probleme central de la théorie des espaces fibrés est
de classifier, étant donnés B, I et G, les structures fibrées par
leurs invariants. Pour les O,-structures le probitme de classification
se raméne & un autre grice a un théordme fondamental de Steenvod-
Whitney [2]. Soit en effet R, ,, la variété gmssmannicnnc des sous-
espaces de dimension m dans Tespace numérique dc dnnenslon
n—-m. Le théortme de Steenrod-Whilney dit alors

Les classes d’isomorphisme des O,-structures qu’on peut définir
sur un complexe B sont en correspondance biunivoque avec Jes
classes d’homotopie des applications conlinues (') de B dans R
pourvu que n soil assez grand.

Il en résulte que tous les invariants d’une classe d’homotopie des
applications de B dans R, ,, sont aussi des invariants des O,-struc-
tures correspondantes. CGeci permet done d'introduire la notion
suivante :

Soit A une classe de cohomologie dans R, .. Soit & une O

n, m»

~strue-

m

ture sur B correspondant & I'application f: B--R, ,(*). La classe

J*A (image réciproque de A par f) est alors un invariant de & et
est appelée une classe caractéristique de &.
D’apres Ebresmann [3], les classes d'homologie et de méme Jes
(") Voir la liste des références p. 11.

(*) Dorénavant novs divons simplement application an’ Hew Qapplication eontinue.
(*) Uncapplication fd’un espace X duus un espace ¥ scra généralement uotée f: X =Y,

it

SR D

<.



6 WU WEN-TSUN

classes de cohomologie de R, ,, & cocllicients entiers mod 2 peuvent
élre mises en correspondance hiuni\roque avec des suiles d'entiers
qui, dans nos notaiions sont des suifes o(1), ... w(m) telles que

oL o(1) ... <L ulm)< n.

Fes classes & cocllicients enticrs peuvent &tre aussi détermindes
a lawde de ces suites. Pourlant les seules classes qui imporlent
sond celles qui figurent dans le tableau suivant :

Classes dans Ry, . Coefficients. Suile correspondanta.

Wil =1, 0om) entiers mod 2 1) == ..z wlm — ) == 0,

) w{m-— 1 1) w(m) == 1,
w(t)== ... = @(m-—1)= o0,
(-J(rn) = i,

o(1) == ... = w{m — sk) = o,
wim-—ok 4= 1)=... == &(n) = a.
Pl <k n/s) enticrs o(1)== ... = o{m-— 3) == o,

w(m-—- 1) == w(m) = ak.

enlicrs mod 2

Wilis= 1, ... n)

Pe <k < mf2) enticrs

Les classas caractéristiguoes correspondantes seront désigndes par
S PP . ik . Y
WU&), W, (&), Pi{&) et PH&) respectivernent; elles sont indé-

pendantes de la valeur de n. L'indice inféricur o ou 2 mdiquera

towjours que les coeflicients de la classe de cohomologic ou d’homo-
Togie considérée sont respeetivement entiers ou enliers mod 2, ot
lindice supéricur désignera la dimension. De plus, étant donnde
uite classe & coeflicients enliers A,, la classe déduite de A, par
réduction mod 2 sera désignée par A,. Par exemple, la classe P
est ainsi déduile de P,

Limportance de ces classes provient des raisons suivantes :

a) D’aprés Chern [4] les classes W forment une base pour I'an-
neau de coboniologie mod » de R,

h) Tous les coeflicients de colorsion de B, m sonl égaux 4 a.
Toutes les elasses de colorsion sont done déduites de elasses mod a
par uie certaine opdration invariante % définie de la manidre sai-
vanle: soit A, unc classe mod 2. Prenons une cochalne A, &
cocflicicals entiers telle que A, réduit mod 2 apparticane & A,. Ona
alors 3:\0 o 2(]0, ot (G, esl un cocyele enlier appartenant & unc classe
enlitre qui ne dépend que de A, ct que nous désignons par %(A,).

e} D’apres les travany de Ponlrjagin et Cliern, les classes P
ou P engendrent les éléments de dimension <Cn de I'anncau de
cohomologie & cocllicients réels de R, e

s b1 s S o vt R
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Il en rdsulte que locles les classes caractérisliques d’une O,strue-
ture & sont complitement déterminées par les classes Wi(®) et

@Y : nous nous hornerons done d 'étude de ces dermitres,

il

§ 2. Le théortic de Bleenrod-Whitney a 6 géndralisé par
Pontrjagin [5] au cus des G-shractures fibrées sphévigques, ot G
esl le groupe des rotations O, el par Chern [6] au cas of G est le
groups unifaive O, ce qui suppose m==am’. Ces structures seront
appddm 1‘@51)(:911\%1110131, grientées ou unitaires pour les distinguer
des struetures ordinaives dont Jo grovpe G est fe groupe orthogonal.
Dans le théordme de Steenrod- \\ hitney ¢londu, les varidiés B, .
sonl & remplacer respeclivement par les variélés ﬁn n et G, o (7 assez
gr and) défintes de la manidre suivanic:

Rn » est la variété grassmannienne des sous-espaces orientds de
dlmengmn m dans )’ cqlnct, pumdérique de dimension n—-m;

Com (=20, mz=om’) est Ja variéié grassmannienne des sous-
espaces complexes de dimension comp lc;\e m’ dans 1’ (,sp'wc numé-

‘rigue compk:ﬂ. Grm de dimension complcm n-—m.

Les propriééés d'homologie des varidids R, m ol G, n ont 6té élu-
dides par Pontrjagin [5], Ehresmann [8] el Hodge [g] On peut
au%s-i introdutire un systéme de classes caractéristiques :

( %), WYE), PHE), P.(&) el X¥(&) pour une O, -slruc-
ture & ;

CH&), G (\_,) pour une O, -structure &.

Pans les appilcaixom les c]mcs caractérisligues ainsi délinics se
présenient tonjours ensemble, de sorte qu'il convient de Tes réunir
sous Ja forme d’un polynome en introduisant une indélerminde ¢ de
la manmiore suivanie

n
W@, o= 5 V@) ¢
=
\FJ(@ LYz E w‘(@) A pour unc Q- ou O, -structure & ;
lm im/a] =1l plus grand cntier
P&, == 2 (w. VP - 1 contenu dans m/z.

Ijﬂ(@’ t) k?OI_)H(A) t“;

C(&, == }4 &) - pour une O
« 7 me= o’

C(®, = ; 5‘ Gy e

-siruncture &

mn
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ot WY&), PYS), CAS), WAS), cte. sont des classes unitds
mod 2 ou entidres de dimension o,

Létude des classes caracléristiques conslitue le hut essentiel du
présent travail. Nous remarquons que les classes Wi(@) sont en
relation élroite avee les classes caractévisliques introduites par Stie-
fel [10] et Whitney [11], et la classe 2(&) avee ln caractéristique
d'Euder-Poincaré d'une varidld orientable pour la « structure tan-
gente » de celle variété orientée. Mais nous ne préciserons pas los
relations exacles dans ce travail.

§ 3. 1l est évident qu'on peut considérer une structure fibrde
spliérique orientée comme une structure ordinaire et une slructure
unifaire comme une struclure orientée ; cela veut dire qu une
structure orientée est subordonnée [1] & une struclure ordinaive ot
une strietare unitaive & une structure orientée. Le premier probleme
central que nous considérons dans ce travail est le probléme inverse,
A savoir:

Etant doonée une structure ordinaire (cu orientée) &, est-ce
qu’il existe une structure orientée (resp. unitaire) & subordonnée
aGe

Grice au théordme fondamental de Steenrod-Whitney-Ponirja-

gin-Chorn ce probleme peut &tre ramendé & un probléme concernant.

les variéiés grassmanniennes de la manidre suivante :

Pour un élément X de R, ., soit o(X) le méme ¢lément mais
non-ovientd. ¢(X) est alors un élément de R, ,, ot on oblient ainsi
une applicalion canonique o: R, - R, o

Pouar un dlément 7 de G, », soit ¢(Z) le méme ¢lément en négli-
geant sa stracture complexe mais muni de Uorientation natarelle.
On peut alors considérer ¢'(7) comme un élément de R,,‘ e Ona
alnsi une application caﬁonique o' 0 Gy, = ]—'{Q e

Notre probléeme est alors équivalent au suivant:

Etant donnée une application f: B R, ., esl-ce qu'il existe une
application j’: B— R, . telle que rgj'::_:‘/‘,ﬂ

Tlant donnée unc application [ B— R,t,,,,‘ est~ce qu'il existe
une application g : B - Gy, tolle que o'g o /7

Le premicr pas vers la solution de notre problime est done la
détermination du type d’homelogic des applicalions o ek o', Dlapres
les vaisons donndes plus haut, il suflit pour cela de délerminer les
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jurages inverses des elasses Wi, Pif ot X' On est conduit ainsi aux
risullals suivants :
S5 la strueture orientée &' est subordonnée 2 la struclure ordi-
naire &, on a ‘
W&, H—=WJ(& ). W&, H—=WA&, ),
P&, =P (&, 1), P&, )=PJ&, ).

41l structure unitaive &' est subordonnde A la struclure orientde
&, ona

WS, ) =0,(&, 1),

(1) PG, N==C(&, v G, it),
X&) == (- 17 CH&), m==am’.

Ces dernitres formules dounent quelques conditions ndeessaires
pour qaune siructure orientée & admetle une slructure unilaire
subordennée ; par exemple, ii est néeessaire que

) Wi (@) =0,

§ 4. Comune application nous étudierons lfes siructures presque
complexes des variétds diflérentiables {12] [13]. Nous dirons qu'une
variélé différentiable orlientée cst presque complexe sl sa slructare
tangente & admet une slructure umitaire subordonnée. On déduit
des formules (1) les conditions nécessaives suivantes pour qu'une
variété orientde soit presyue complexe :

- Pour les variélés de dimension 4 : il existe une classe entidre G2
de dimension 2 telle que

Pour les variétés de dimension 6 : il existe une classe entidre G
de dinension 2 telle que

(4) 0= WD),

Une étade plus approfondie des  propriéiés d’homotopic des
varidtés grassmannieniics [14]{v6] [16] monlre que ces conditions
sont non seulement ndéeessaires mais aussi sulfisantes. Do plus, pour
Ja dimension 4 les struchires presque complexes de la variété sont
eir correspondance biuniveque avee le systéme de classes GF véri-
fiant les conditions (3). Pour Ja dimension 6 le théordme est di &
Elizesmann, mais énoncé sous une autre forme ct démontrd par une
aulre méthode [12].

S R e
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§ B, Un antre probléme dtudié est la détermination des rapports
cnlre les classes caraciénistiques de cerlaines structures fibrées sphd.
riques invariablement lides une & Pautre, Par excmple, la structure
fibrée sphérique tangente dune variéls plongée dans un espace eucli-
dien ¢l sa structure {ibrée sphérique normale fournissent un exemple
de deux structures fibrdes sphérigues duales Pune de Paatre dont
nous ne préciserons pas ici la définition. Pour deux telles sirue-
fures & ot @, on a: .

G), WS 0=W/& 0, WS )=W/(8 1);

(8), P&, =P (8, 1), P&, n=P/8, 1.

De méme, pour deux structures fibrées sphériquos unilaives &
el & duales 'unce de 'aulre on a

Gk CS 0=0C(8, 0, (S, =0, v.

Ces formules forment une géndralisalion d'un théortme de. dua-
lit¢ de Whitney [r1] qui s'exprime par les formules (8),. Llles
montrent que les classes WH@) présentent un caractire dual par
rapport aux classes W(&), ce qui juslifie leur introduction.

§ 6. Le dernier problome que nous considérons est la détermina~
tion des classes caracténistiques de la structure fibrée sphérique qui
est composée par deux aubres struclures {ibrées sphériques. Par
exemple, en composant deux structures ordinaires S, et &, sur un
méme complexe K on obtiendra uane structure ordinaire &, appelée
le produit de &, et &,. L'6tude des classes caractéristiques de &
conduif & une formule importante due A Whitney [11]:

Wz(@’ i):::Wg(@‘, t) Y TNE(ge’ t)‘

A Paide de cette formule ot de ses consdéquences nous construisons
an exemple d'une variété oricntée de dimension § dont Wi&)=t0
powr sa structure tangente &, co qui monf{re que la condition
nécessaire (2) (et aussi (4)) pour Vexistence d'une struclure presque
complexe n'est pas triviale en général.

§7. Le présent travail est subdivisé on eing chapitres. Dans le
premier chapitre nous éludicrons les propriélés d’homologie des
variélés grassmanniennes. Comme point de départ, nous définissons
les subdivisions canoniques des variélds R,,,,,, ¢t nous donnons les
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formules de bords dues & Pontejagin [7]. Nous reproduisons la
démonsiration de Pontrjagin de ces formules pour que nolre travail
soil anssi complc[ que possible. Le deuxidme chapitre est la parlie
esseaticlle de ce travail; nous y définissons les classes caracléris-
hqucs des diverses structures fibrdes sphériques et étudions les vela-
tions entre elles pour des structures invariablement associces Tune
a Pautre. Le trolsitme chapilre concerne les propriétés d’homotopie
dos varidlés grassmanniennes, qui servivont A 'étude des structures
presque complexes des vanétés différentiables dans le quuh‘i("mc
chapiire. La composition des structures fibrées sphériques est consi-
dérée dans le dernicr chapitre. Nous suivons une méthode unique:
les formules liant les classes caractéristiques des diverses struclures
fihrées sphériques sont toujours oblenues par la considération du
type d’homologic de certaines applications canomiques d'une vanélé
grassmannienne (ou le produit de deax variéiés gmsmnanmcnnoa)
dans une aulre.

Remarque. Les premiers quaive chapitres du présent travail
constituent ma these soulenue i o Faculté des Sciences de 1'Uni-
versité de Strashourg le 16 juillet 1949 pour obtenir le grade de
Docteur 2s sciences. L'auteur tient & exprimer ses remercicients a
S. Ghern et Gh. Ehresmann et son grand respeect & L. Pontrjagin.

Le 16 octobre 194q, Paris.
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CHAPITRE PREMIER

LES PROPRIATES D'HOMOLOGIE
DES VARIETES GRASSMANNIERNES

§ 4. Les variétés grassmanniennes.

Soit R"* " 'espace numérique de dimension n - m. La variété des
sous-espaces veetoriels de dimension m non-orienlés (respectivement
orientés) de R** ™ sera désignée par R, ,, (resp. }.:{n, m)-

Soit G¥ (resp. Q™) l'ecspace numérigue complexe (vesp.
quaternionien} de dimension o' —-m' (resp. n"-1-m"), c'est-a-dire
de dimension réelle n—-m, ot n==an’, m=—am’ (resp. n=zf4n",
m=4m"). La variéié des sous-espaces vecloriels complexes (resp.
quaternioniens) de dimension m’ (resp. m") ou de dimension réelle
m, de Gr ™ (vesp. Qv ) sera désignée par G, » (vesp. Q. n)-

Les variétés R, ,, R,, wr Ga, mou O, sont appelées variélds grass-
manniennes ¢l serond désignées par G, ,, ¢'il n'y a aucune néeessité
de les distinguer.

Les propriétés d’homologic des variétés grassmanniennes ont été
¢udides & 1'aide des w-fonctions ou, d'une facon plus préeise, des
(m, n, w){onctions. Ce sont des fonctions définics dans Pensemble
des entiers 1, 2, ... m et prenant des valeurs entidres satisfaisant
aux. conditiong :

oL o) Lo(2)< ... Lol(m) < n.

L'ensemble des (m, n, w)-fonctions sera désignd par Q(n, m).
Nous poserons

m

(1) d(c-)):: .21 w(i).
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Les fonctions suivantes sont particulidrement importanics dang
la théorie des siractures {ibréos sphériques :

(2) 2@(1)::.--:@(7;1»—/'{):&),
WO — k1) =o(m)=1; (o Sh{m)
(5) {I)(I):---zo)(nlf-l)zo, w{m)y=—=1rk; (0\<\/‘:\<\n)
®) )Q(I):: e o{m — 2k) == o,
(M — 2k 1)z o{my=2; (o< 2k s{m)
(§) o)==+ = o{m— 2)-:_—_ 07 o(m— 1) = w(m) = sk,
(o= 2k < n).

Nous désignerons ces fonctions respectivement par o, oy ol . et
W 2k

En faisant la convention w(0)==0, w(m-+1)==n, nous appel-
lerons point sautant de 1a fonction weQ(n, m) un enlier o <T i m)

tel que w(i—4-r1) > w(Z). Solent i(w), ..., lafo) la suite des points

sautants de la fonction o rangés dans Vordre croissant. Nous dési-
gnerons par Q. (n, m), Qin, m), Q(n, m) el i, m) les sous-
ensembles de O(n, m) dont les fonctions « satisfont respectivement

aux condifions suivanies :

(”4) 3(')(i0 - I) —+ io = &J(i‘ —h- I) -+ i{ = :_:m(‘i-?——.i = 1)‘“]" i-"--l

et aussi == w(t, -+ 1)+, (mod 2) si w(m)==n.  [(mod a)
(" ©({)~+1, =Eo(l,) =i, = o= w{i) - i, (mod 2)
et aussl =z w(i) -4, (mod 2) si w(1)=z0.
(5) §Olo )iy =00, 1)ty = 2=l e r) o,
elaussi =5 of - 1)~ (mod 2) si w(m) == n, [(mod »)
(5" o(i) 1 == (i) - LER ==l - mmm (mod 2)
' ctaussi == o(i,) i, (mod 2) si w(1)=o.

(ot § == 5(w), =i}, r==o, 1, ..., 5).

Pour chaque fonction w€Q(n, m) nous définissons cerlaines fonce-
lions assocides @y 0P et ¥ par les équallons suivantes :

g Oa(f) == w(f) pour joki, ot} = o(f)~—1;
(6) o @()) == w(j) pour Jtd, W) = w(d) =1
e co*(j):::,ra——m(mm—j»{—I), J==1, ..., m.

Ifn posant s(w)==3, on remAarque que we n'appartient a Q(n, m)
que pour m=i(w)4-1, ..., Lo (0)~1 et aussi {=— L(w) -1

R

T n et ke
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sio(my==n. De m
{ o= ii(m), cin, is(m) et
Ta

i,(_m*) =

I en vésulte que o
remarquons aussi

o

(7)

o

§ 92

Soit M un espace cor
disjoints deux a deux,
cellulaire de M si les oo

1* Chaque cellule 4 ¢
une boule cuverte dont

2* La réunion de (or
A toat entier,

3° Pour chaque celh
7 mais non A ¢ clle-msr
réunion de cerlaines el

Solenl H, et H” unc
paces topologiques au ¢ -
K on peut alors asscoior
gud par le méme ENEULE
cohonwlogic sontisome:
M, de sorte qu'on peut
« subdivisions » phis
'.i:?i-]cnbcrg---Sieen rod, Pr
1. Cartan, Comn. Mal’
. Spanier, Annals of #:

Deux subdivisions o
orientée M de dimension
cation cellulaire D, appels
le complexe 1. tello que le

1 D est une applicai
orientées de K sur Vense



nt importantes dans

o< bl m)
==k i (() ({_: k ;\(\ H)

(o< oh<m)

- 1) == o{m) ==ak,
(oL ak Ty,

v m “m m -y
par wi, oy oy o et
1)==n, nous appel-
entier i{o < i=C m)
) la suite des points
roissant. Nous dési-
Qi(n, m) les sous-
sfont respectivement

J(is—-- el )_'{_ i-‘—-l

Yezza. [(mod 2}
(mod 2)

3

e mh 1 ) b TEm
Y==n. - [(mod 2)
= m {mod 2}

}

sons certaines [one-
vanies:

a(i)——1;
o(i)—-1;

ceer T

partient & Q(n, m}
ussl @z () -4 1
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st w(m)==n. De méume, o n’apparticnt 3 Q(n, m) que pour
frmi(w), e B{w) et auss iz d (o) sl (1) ==0. On a

ir(w*) - i_v__r(m) N, rPTzo, I, L, 8.
ilen résulle que 0 eQ (n, m)est équiva!gnt 2w cQi(n, m). Nous
FEIArQRONE AUSEL
wih € C{n, m),
(7) 0l o € QYn, my<iyn, m),
@, o € Q5(n, m) < Q(n, m).

§ 2. Subdivision cellulaire.

Soit M un espace compact. Une colleetion finic K de sous-espaces
disjoints deux & deux, appelds eellules de M, forme une subdivision
cellulaire do M si les eonditions suivantes sont vérifides :

1* Claque cellule ¢ est ou bien un peint ou hien lioméomorphe i
une boule ouverte dont fa dimension s'appelle Ya dimension de s.

2° La réunion de {outes les cellules dela collection K est Pespace
M tout enticr. _

3* Pour chague cellule 5 les points appartenant & Padhérence de
¢ mais non i ¢ elle-méme forment un sous-cspace de M qui est une
réumon de certaines cellules de dimension plus petite de K.

Soient H, et I une (héorie d’homologie et de cohomologie d'cs-
paces topologiques au sens d'Eilenberg-Sicenrod. A la subdivision
Kon peut alors associer can oniquement un complexe abstrait, dési-
gué par le méme symbole X, donl Jes groupes d'homologie et de
cohiomologie sont isomorphes aux groupes correspondants de Pespace
M, de sorte qu'on peut Jes identifier. Cecl est veai méme pour des
« suhdivisions » plus génédrales que colles définies ci-dessus. Cf.
Eilenberg-Steenrod, Proec. Nal. Acad. Sc., 31 (1g4d), 117-120;
i1, Cartan, Comm, Math. Helv., 18 {1945-46), 1-15, § 1o ; ctaussi
E. Spanier, Annals of Math., 5o (194g), 203-243, § 10.

Deux suhdivisions ccllulaires K ol I, d’une variéié compacie
ovientée M de dimension m seront diles duales 5’11 existe une appli-
calion ecellulaire 1D, appelée opératear de duclité, du complexe K dons
le complexe L. telle que los conditions suivantes soient vévifides :

1 D oest une apphication biunivoque de 'ensemble des cellules
orientées de K sur Pensemble des cellules orientées de L.
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2° Pour chaque cellule ¢ de K, dim a —-dim D(6) == m.

3° D( e c) = — D(G), ek,

b Deux cellules orientées s¢K et el sont disjointes
dim e+~ dimc<Cm et v 28 D(s); les deux cellules s ot D(s) ont
un seul point commun dont Uindice d'interseclion ost égal & -1 .
I(s, D(a))zm 41, o1 I, signifie 'indice d’intersection dans la variété
orientdée M.

Lies homomorphismes des groupes de chaines de K dans ecux de
Liinduits par D seront désignés par le ménie symbole D. 1l résulte
de 4° que, pour une chaine A de dimension P de Ketune chatne B8
de dimension m-—pdel,, ona LA, B)= < D{A), B>, ot < ~
est le symbole du produit scalaire.

Nous supposons vérifide de plus la condition suivante :

5 L(0s, v) = (— 1)1 (s, 37), oeK, zel,

dimc:p, dim'c.::m———p—{— 1.

Par exemple, cetie condition est vérifiée pour les subdivisions
duales des variétés grassmanniennes considérdes dans §§ 3-5.
En supposant 5° on aura :

Do), 7> =100, ) = (o 1)U (5, 00) 2= (oo 1) o D(s), b >
::(Lwl)p<SD(G), T, )

Les cellules 6, = élant quclconqucs, on en déduit Da:::(—— 18D,
H en résulte que D induit un isomorphisme de LK) sur 1#r(1,).
Liopérateur de dualité D établit dono d'une fagon canonique une
dualilé entre homologic et la cohomolegie de la variété orientée M,
c’est-R-dire IIP(?\.I)%II’”“ﬂ(L\I); deux classes correspondantes dans
cet isomorphisme sont dites duales Pune de Vautre, Remarquons que,
M étavt compacte et localement connexe daus toates les dimensions,
on peut considérer les groupes I(M) comme groupes d’homologie
singuliers de espace M, en partant d'une théorie d’homologie quel-
conque,

§ 3. Les variétés grassmanniennes 3 P

‘Nous commencons par 'étude des variéiés Rom-
Soit R, la variéts grassmannienne définie dans Pespace 1"
Prenons un systéme de coordonndes (@)==(2,, ..., @, ,) ot dési-

o

CLASSES CARACTERISTIQU)
gnons par B¥ le sous-es
équations :

(I) [ e
Pour une fonetion wel
tés X de dirusnsion m te

(2} dim (X n It
est une pscudovaridlé
désignerons par U, En
el (6), § 1),

Soil (e, o, e, ) I
gnons par X Fespac. .
veoteurs 63, oi  est I 1)

3 )= fo(r

Llespace X est aussi-
(4) @
ol j est fe j-1dme nombe

@Y )} =fr, ..
m(m}-
Remarquons que {jfs
faives dans [a suite des
d'une ovientation délern:
.
sera désigndpar X, L s
sera désign_é par X, .
Liensemble des éléme
nale non-dégénérée sur |

que nous désignerons pe
n Um iy

sond des collules ouverk

o+

i

i
)

pseudo-variéts U, . Tout
son orientalion, ost déte

i3
Pt e W)
(5) )

)
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1) < D{o), 7 >
>

it Do == (1)1,
H,(K) sor 11#77(L).
gon canonique une
variéld orientée A,
rrespondantes dans
e. lemarquons que,
tfes les dimensions,
roupes d’homologie
s d’homologie qucl

1y

es Ry, wme

A, me
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-
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gnons par R* Ie sous-espace veeloriel de dimension A& défini par les
équations :

(1) Bpp, T T By =0, (o << k< n-t-m).
Pour wne fonction w€fd{(n, m) I'ensemble des sous-espaces orien-
tés X de dimension m tels que

(:},) dim (K N }fio’(f)a'é) :} i P 1, 2, ..., M,

est une pscudovarmtc de dimension d(w) (cf (1), § 1) que nous
désignerons par U,,. Bn particalier, Rn o Uu,o, ott w, == wi¥(efl (2)
el {6), § 1)-

Soil (e‘, cver €, ) 12 base de R corvespondant & (). Dési-
gnons par X, IO‘%PdGG veetoriel de dimension m engendré par les

veeleurs e;, ot i est le i-idme nombre de la suile :
(3) gi(m)g == %m(l)—l— 1, w(2)--2, .., w(in) ~- mf .
L'espace X,, cst anssi défini par les dqualions : |
(0 x5 == 0, Jj==1, ..., n

ot J est le j-idme nombre de la suite:

(3Y gf(:.;)g:::{r, ey (1) m(!)+2, s m(:}.)w{w I, ...}

w(my—+m—-1, ..., i~-m { .

Remarquons que {j(w)} el {i(w)} sont des suites complémen-
{aires dans la suite des cntlcls de 1 & n-+m. L'espace X, muni
d'une onenlatlon délerminde par la suite des vecleurs e, ez, ..., €,
sera. (ésignd par \ . Le méme espace muni delorientaiion apposde
sera désigné par X.m )

L'ensemble des ¢léments de R, ,, ayantune projection orthogo-
nale non-dégéndrée sur X,, et dont I'orientation se projetle sur celle
de X, (resp. X .,) forme un voisinage de X,, (vesp. Xw) dans R,
que nous désignerons par N, (resp. N). Les miersccilons

N,nU,=0, o N,nU,=U,
sont des cellules ouvertes dont la réunion a pour adhérence la
pseudo-variété U, Toul élément de N, (resp. N,), en négligeant
son orientalion, est délermind par un systtme d’équations :

(9) =R T Eh P PRNTPRN 3
i




18 WU SWEN-TSUN

ol1 ¢ of j parcourent rvespectivement les deux systdmes d'indices (3
el (3Y. On peut done considérer les nombres Ejt comue les coor-
doundes de cet élément, appelées coordonndes normales dans le voi-

sinage N, (resp. N,), dont Vorientation sera déterminée une fois
pour toutes par I'ordre suivant de ses coordonnées :

] 4 e #

(b) E”’ i | E.[ln’ c-‘g[! L} (?gml AL § E.n,v a0y Qnm.

Dans le systtme des coordonndes normales du voisinage N
(resp. N,), Uensemble U, (resp. U} se présente comme une variéts
linéaire définic par les équalions

(1 &i=o, pour  j > (i), =1, 3,..m

Les nombres &; tels que JZL o), i=1, ..., forment une
suite partielle de (6), qui détermine un systéme de coordonnées
normales dans U (resp. U, ) ainsi que 'orientation normale de U
{resp. U.). L'¢lément X EU (1‘c<p X er) correspondant aux
coordonnées £ g == 0 pour tous les i ¢t j, sera appelé 'éldment central
de U, NGEHE U.) ou N, (resp. N,)-

D’apres Pontrjagin, Uensemble des cellules ouvertes U et Um,
w€Q(n, m), forme une subdivision cellulaire canonigue K(T) de la
varidté RR « pav rapport au sysitme de coordonnées

(w)y==(®, ..., Bpyp) de B

Les relations d'incidence entre les cellules du complexe Ky, munies
des orienlations normales, ont é1é délerminées par Pontrjagin; on
peut les derive sous la forme :

4 -+ —_—
— 3 ol OB ke
®) o, = Mem,k[U%w; (1) me],
: e TP o f . Nk m Y
oU,, = ¥e,,, | Uy, (= 1) u%],
oft ¢, , ==—~1 ou — 1 et ol la sommation g'étend & l'ensemble des

indices & tels gue wge(n, m).

Zsquisse de la démonsiration. — On montre facilement que les formules don-
nant les bords sent de la forme :
= b .0
OU }JI: wr i'[ m -+ we k UJ(;‘) ((‘}(A.)E*QCRJ m-))
DUm - 2‘[_{[0:, _‘ bm. k “’(k)]

CLASSES CARACTERIS

e +
o0 My, py By cle) o
sont done &quivalonie

(02

(10)

Los‘ éruations (10) s

¢ de Ry, sur elie-mi
avee Porientation opp
i el U respect

m(_;) (0{;)
équations résullent alg

It reste done A dé
€, m) ¢l considén
conditions suivantes :

(=) A se projetts pes

(5) X' est veprdsenté

(r1) ;

ou
(13)

et j et i sont respectis

(3); en particulier, k .

En eflet, X7 ost Pélén
ol

Gy Y

881.::

ot les £ & satisfont A (1
Considérons mainte:

dans U’ et introduison:
un ordse el gue £y pri
Ul et UJ les sons-ens
ment aux condilions ;

rt

_\u-,(;.-),k:
Ocientons Uf,; ot UL,
que :

t* Ug n'est autee qu

(14) DULy =1
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* + T - g ’ .
ol G, 4y b(_,l,:,'etc., sont dos enliers posilifs, négalifs ou nuls. Leos formules {8y
soni done éguivaientes & ; '
. -
(9) By ke * Oy, = (_‘ I)w(k)+k+n;;
“ - - -
(10) Qs i =5 Dopy iy By g =2 by e
Les éguations (10} sont faciles & démontrer. Ea eifel, considérons Papplication
¢ de Ry sur clle-méme telle que pour XeR,, m, ¢(X) soit le méme ¢lément

avee Porientition opposée. Evidemment ¢ appligne les collules orientées T

_ Gt
Uw(k) el U‘“(’f) respectivement sur les cellules orientées U, Uw(k) et U“’(‘-‘)' les
équations résultent alors du fait que o conserve les coelficients d'incidence :

p0 == 0a.

I} reste donc & démontrer I'équation (o). Soit k un entier fixe tel que

©a€n,my ot considérons I'ensemble U’ des éléments X'¢Ry, m satisfaisant aux
condilions suivantes :

(o) X! se projelde positivement sur I'élément central X

() X/ est représenté par U'ensemble des équations :

de U

Wry - Dxy T

.\ - - 1
wy= ¥ Fhar- Lz, pour  J £ w(k),

(11) HE .
Tatk) « & = % Sy, i - Eoy k25 g,
ik
ol .
(12} =0 pour J > ()

el j ¢l i sont respectivement le j-itme nombre de (3 el le i-bme norabre de
(3); en particulier, k s (k) 4k, & = o(k) 4k — 1, ott k' == afk).

Eneflet, X' ost 'éiément de B, ,, déterming par la suite de veclours gei, ef,,}
o1

/ - N -
. C:;T: &7 - Z E}sf’»j - T4 &), i Cothy = &, L 95 K}
(13) it wmj
' — ri -
Ch == g ~1~ ,}_, Sl E:,(I;),kew(k) s
Ji (k)

ou les & satisfonl A (12), :

Considérons mainLenant{Ej,} » J <5 w(i), comme un systéme de coordonnées
dans U’ et introduisons une orientation de U en rangeant ces coordonnées dans
an ordve tel que £y précide iy sif > f ou /== j, i' = i. Désignons par Ul,.,,
Uy et U} les sous-enzembles de U dont les dlémente N7 satisfont respeclive-
ment aux conditions :

Lo e =0, Enn<lo et Eon k== 0.

Orientons Ul.y et U, par P'orientation indaite de celle de U'. On voit alors
gue :

1© Ug w'est autre que la cellule U, Par conséquent,

(14) UGy = Uugyys WUy ===l =iz,

rrramspman iy s b, et g 18 1 Ak b gt 4o - [

i
1
!
i
:
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+ . :
2* [élément central X, de U, esl détermind par la suite de veeteurs
gc;,..., e;}.
Draprds (13), un lément Xel’ se projette positivement sur X., si ol sculement si
Lomx >0, Par conséquent

(15) U(l-p) Bas Ijb, n U,

Soil {’c_'j,-} fe systétme de coordonnées normales dans U,. En comparant (11) et
(3}, on voil que les transformations de coordonnées pour les éléments communs
aux U' et U, sont donndos par les équations suivantes

.

¥ peopnt
/ S =g J-.f.-/ Cugk, ky
pour j o w(k}, ou, ce qui revient au méme, pour j < w(l);
xs ioEs e
S0 G Sy, i Suiky, ks

(16} pour j o= w(k), {54 k;
i .
= f/;..,(:.-), ks
— i’
S(ky, § SR = 3, i/rwf.'r),k:
pour 34 ft, ou, ce quirevient au méme, pour § k;
oty E‘C(J.-), E >0, .
Le jacohien de (16) est du signe de {(-~— 1) 1, Fest-audire los ovientations
de U, et U{., coincident ou ne comcident pas dans lenr partie commune suj-
vant gue m — -+~ 1 esl pair ou impair. D'apres (14), on a alors :

VY Y
E

(17) Gz (e Pk o,
3° Pour U{_, on a de méme ‘
U(’_) = 'ﬁ,o n
Les transformations de coordonndes pour les éléments communs aux U’ et
ﬁ,,, sont encore représentées par (16} mais ol Hey <70, 0n trouve que le jaco-

biea de (16) esl du signe de (-~ 13®, On en déduit, en tenant comple de(14):

(ES) a,, == (_ [)u:{ic) + 4 %

De (17) et (18) on déduit (9)- Les formules (8) sont done démontrées,
Hen vésulte que la chaine

( i 9) 1‘{(0 st [ w e (_. 1)“’(!'0 A1) dobm . fjw ("’0 — i'u((!)) )

est un eycte mod 2 pour toutes les fonctions wel(n, m); elle est un
cyele entier si et seuloment si @€ (n, m). Cette chatne, dont la di-
mension est gale & dfw), considérée cormme un cycle mod 2 ou un
cycle entier selon le cas, sera désignde par fw]) ou [w]) ot sa classe
d’homologie par to], ou [wl. Nous remarquons que ces classes (et
aussi ces oycles) sont définis a partie d'un systdme de coordonndes

CLASSES CARACTERISTIOUS
parliculier () == (2, ..
anssi que le eycle [mj 03
pseudo-varigié U,

A chague fonclion w¢
de la cellele N | (vesp. N

orientable B, ,==U_ «
o
toutes 'ovientation da la
alors ;
Provosmion 1. -— L%

ou non avee celle de B

n, i

m . (mn — d{e
(resp. m. (mr

(20)

Diyoxstration, — Lz

I,...,(o(l),(o([)—-}-—g, i

diflere de la suite 1,9,
unpaire selon qUC 7L —-
mation orthogonale A d¢

)i

( A

, a un délerminant «- 1, ¢

(22) AX,):

(21)

Un ¢élément X dans le
» dquations (5) est transfor
Tos dquations :

2,z (—
m

"
TED)
i=1

(23)

et appartenant par cons

I.,’imnge A(N,) [resp. A(i\

PR S it
N e e G vt s
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pir dienlier (&Y = (&, ... @yp,) de P espace R+ Nous remarquons
aussi quo le aycle [mj ou [w]; est représenié géomdlriquement par lo

pseudo-variété U,
A chaque fonciion ch(n m) nous avons assoclé une orientalion

de la cellule \’ , (resp. N) el par %uli(‘ une orientation de la varié(é
orientable Rn‘ n==U, ol o,== ol Nous choisirons une fois pour
toules 'orientation d\; la variété ]:7‘1,,;, » induite par celle de Nm‘,- On a
alors

Provosirion 1. — L’orientalion de f\w (resp. E\EM) est en coliérence
ou non avee celle de Rn’m selon que

o) m.(mn-—d{w)) est pair ou impair,
(2 resp. m. (mn e d(o)) 4+~ m——n est pair ou impair).
I ! /

DisoNsTRATION. — La sulle %j’(m), Z(m)f , ¢'est-d~dire la suile

Lo e(),e() -2, ..., w(m) e - 1, n--m,
(o( )—{— 1, ..., w(m)--m,

differe de la suite 1,2, ... n~m par une per mufation paire ou
impaire selon que mn — d{w) est pair ou impair. Done la transfor-
malion orthogonale A définic par les équalions :

SA(a’i) (__ I)mn—_d(m) {L‘
Alpjy=wx;, j=2,...n,
Alwi) o=y i=1 ... m,

(21)

a up déterminant —-1, el on a

(2 2) A(}"(-J) = k‘wo’ A'()&m) == A'm‘_,

Un ¢lément X dans le voisinage N, (resp. N_) rveprésenté par les
¢quations () est transformé dans un dlément A(X) représenlé par
les dquations :

m

7, (e 1) S
(23) e - =

- .
:r..'.::.ZiE-ﬁm"'i“" J::?.,‘..n,

==

. _
el apparlenant par conséquent au voisinage N, = (resp. N, ).

L'image A(N,) [resp. 1\(&0)] a une orientation déduite de celle de
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N, (resp. N_). En comparant les deux systémes d’équations (5) et

(23) et en tenant compte de Uéquation (21) on voit que Porientation

de AN [resp. A(N,)] est en cohérence ou non avee celle de N
Rl - w,

e N ’ NI 1 Y L

(resp. N, ) selon que m{mn -— d(w)] est pair ou impair, 1 uisque lo

déierminant dela transformation A est postlif, on peut déformer A

dans Ja transformation iden lique en parcourant une famille. de trans.

formations orthogonales de Pespace " +m, Pay conséquent A(N, )

[resp. A(Nw)_] est déformable en l\w ((resp. f\}m) et les deux déter-

minent la méme orienfation de Ry It on résulte que 1'orientation
oo . . 3
de N, (resp. N_) est en cohérence ou non avee celle de N, (resp.
— o
N,,) selon que m{mn — d(e)) est pair ou impair.
De la méme fagon la considération de la transformalion orthogo-
nale A’ définic par les dquations

L Amy=—a,
(24) Alz) ==z,  i==2,...n4-m—1,
A-!(wn + m) m— Lng-ms ’
nous donne

(25) ME)=X,, A, =X,

De (24) et (25) on déduit que lorientation de Ny, esl en cohérence
ou non avee celle de Nm6 selon que m--n est pair ou impair. I en
résulle que Vorientation de N, est en cohérence ou non avec celle
de N, selon que m, (1 —d{6)) - m - es) pair ou impair. La
proposilion est ainsi démontrée.,

Nous définissons maintenant une. subdivision cellulaire duale A
celle considérée ci-dessus. Pour cela introduisons un antre sysiéme
de coordoundes (%)== (), .. a2l ) dans Pespace Rrvm gel que :

(20) IRy e 1 = S

A nartiv de ce systtme on définit de méme une subdivision cellu-
laire canonique IA((_,(;,:) de la varmdéig }?{mm dont les cellules, les eycles,
cle., seront ddsignés respectivement par les mémes symboles que
dans le comploxe IA((_E) en ajoulant un astéristique. En particulier,
R (o < h<Zn m) est le sous-espace de Rovm do dimoension &
défini par les équations :

N ¥ . — e — g
‘r‘)"frw R L7 ey ¢ ou R T g 4

‘

e L e
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Prorosrrion 2. — |
prenant orientation de
Lopérateur de dualilé D
vanles :

NGRS

5i - m(m -

(7) D(U,,) = (-

sit m{m -

@

oit 2(w*) est un enlier ¢
culier, on « {cf. (2), {©

(28) 2oh ) =225

Démonstration, Les
[ < n--m) sont en po:
et " ont une inlersec
sihle :

dim(R¥ n

D’aprés un raisonner

(20) L(U,, U2,) =1
s w' =

ol I est Vindice d'inter
a partir du systeme ().
Considérons maints:

1T T Tt !
U, et Ul ou U, sontx

m

(80) aj = :ai &%
. fes
5 Nt

(1) ah = D) Eracte
ir=

olLe, i*, g, j* parcourer



os d'Gqualions (") et
voil que PVorientation
wen avee celle do N{
u impair, Puisque }(:
on pent déformer A
~unce famille de trans.
ar conséguent A(’\U)
et les doux déier
alle que Porjentation
g celle de i‘I\?wo (resp.
iy, )

psformation orthogo-

B T

%
%,
:

T . ’

N, est en cohidrence
air ou impair. I en
c¢ ou non avee celle

pair ou impair. La

mocellulatre duale &
s un anlre systéme
aee 1w o] quc :
4=,

ne subdivision ccllu-
- cellules, les eyeles,
Gmes symboles que
ue. B porticulier,
mode dimeusion &

TRy e T O
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Provosition 2. — Les subdivisions I‘:f(w) el ll{(m sont duales, Iin
prenant Porientution de B,, m par tir du systeme de coordonnées (),
Lopéralear de daalité D : K(a)—-> l&(v) est donné par les équctions sut-
panles :

D(U, ) = (= s, Ur, DU ) = (e vmrn U,

si—:;- m(m-— 1) est pair;

27 o — - -
( 1') D(Um) ﬁ:( - I))‘(“’*‘) ) UZ::.-., D(Um) ::;(___ I))k(m*) Amn me

L1 . )
si-—m{im—- 1) esl tmpair;
5

ol W ¥} est un entier qui ne dép(’nd que de ('a Jonclion w*. En parti-

culier, on a (cf. (2), (3) et (3) de§1):
(28) (0, 9) == Mo, ) =2 0, Wony==1/2 m{im ~ 1) mod 2.

Démonstration. Les deux systémes d’os] races RF et I (o <A,
! < n--m} sont en position gcnonle ¢'est-d-dire deux cspaces RF
et 3% ont une inlersection dont la dimension cst la plus petite pos-
sible :

dim(R¥ n R*) == sup(k - {—n—-m, 0),

D’aprés un raisonnement d'Eliresmann, on a alors &

(29) 1,(0,, Us,) =1,(U,, U*)::I(UU,,U*)__,I(UN, #)=o0,

w?

§1 w k= ¥, d{e”y - d(e)) < nm,

olt I, est I'indice d'intersection caleulé dans la variété R, orientdée
a partir da sysiéme ().
Considérons maintenant lc cas o’ ==w". Les éléments de U, ou

U, et U?, ou U, sontrespectivement représentés par les équations :

m

(30y aj= }J &0, JTE1,.0..my Egm=o pour  JI>ofi);
i1
m
N

(31) mk.um}Jéj,::,;', je=1,...m; =0 pour j>>u'(i),

olt i, i*, j, j* pavcourent respectivenient les suiles :
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{z(m)} {w( 1)1, . .,w(m)+m}
{ (o )}_ gm (r)-i— v, w (m)ﬂl—m}

5:1 =T ——(m(m)-i*m) ,.,n—;—m—{~1«—(m(i)ﬁ—:)j_

{ (m)}_‘_fl ey {1 ) (1 1)~2, coe(2) A1
() ey cees Rl
{f:r(u,*)}:::{_l, e 0 (1); w () +a,..., w0 (2)~+ 1 ;
ooy (MY ey - nwfmmf,
::—_{n = L ] e (n~{-m), R Ty
— (0(m) - m - 1) s Mt T — (), L
' nA-m—s g — 1

Les deux suites ,’i*(m*)} eb fn-pma1 — i(w)} sont done on
ordre 1 mvmse ¢'est-d-diro t'“—-n AT o0 w1 —

De méme, J e R N S M—J ou j'z=p g ——-J D’apres {26},
on a done

B =, L= 23

i i::_-r,‘...,m; Je=1, .., n,
¢t (31) devient

i

L AT N P y — .
(32) M iéthn”ﬁf’“*"—-f‘ch J=0, g
M ] T2 O pour J << ().

Iin comparantles équations (30) et (32) on voil alors que le seul
eh=mentpo~,51blo COMMUN aux U , ou U et U W Ou U -+ est Pélédment
central /\ ou z( b} une fdgon plas précise, puisque les suites

{L(m)f §n e T — (m )f différent par unc permutation

. . 1 . . . .
paire ou ivpaire selon quoe ~-m{m-—1) est pair ou impair, on
aura 2

(Um' U(u)"“" ( z,u' [},.!)-—MO
33) (Usn U= (X}, U, U, =X},

pour —é--m(m ~— 1) pair;
Io bw’ UUJ)““I (U(u’ L’ )

(\53) Jm n U '—-"- {X- } IJUJ n U {X(u},

/"—"-..__,\_.f'“'i-.

1 Co
pour = m{m - 1} impair.
2

&

GLASSES CARACTERISTION

_ .1
Dans le cas o —m
2

U, et U (resp. U‘)

{n)
\’“, quil se coupent -
caleul on trouve que

b)v O(ULU’ Um = (_‘.. I)
Y 4 r ‘1 . \ 3 .
ot 1, . désigne lindi

orienld N et ol 3/(0*)
nous intéressar pas.

I o J

O SR RACAE S
?\’(mf:f'k. EJ‘.‘) =5

D'aprés la propositio

(0, U,
0t 0N 2 posé W w* PR
sorle que (28) est une
application cellulaire I
tion précédente devies
LUy, DU ez e 1,

raleur de dualité do K(A;,

03!

Hen résulte que la «
D) == (= ¥en. (1]
(34) R = (— 1)
Of i = (0", = o),
(36 po) =2
esl tonjours un eaeyelo

sculement s w*e 0 L
jof, ou foly ob sa clas

{35) §“’§(; i



e e (m(f)-;ﬁ ])f

—+ 1 :
)1

- T

R m(1);
Mo 1 =1

-;(m)} sont donc en
I~ D’aprés (26),

J==1, ..., n,

Yy oo, 01

2 (i),

voit alors que le scul

ou UL, est Vélément
puisque les suites

v une permulation

pair cu bmpair, on

~2L m{im -~ 1) pair;

s . .
—~IA{nt —— 1) HNpalr.
- ) amp
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i PR . . .
Dans le cas ob —m{m 1) est pair( resp. impaiv), les ensembles
2

U(U el U (vesp. U7 ,+) sont des variélés lindaires dans le voisinage

T l'

N, qui se coupent saivant le seul élément X,. Par un simple

caloul on {.1ouve que

f (U Ul (e, (resp. 'w,o(U(,,, U = (= 1)),

1 . . N f N $ o
ol Im o désigne lindice d'miersection calculé dans le voisinage

orienté \ , eb ot )/(w7) est un entier ne dépendant que de o qui ne
nous intéressera pas. Iin particulier, on a

1
(28) N(wm) = w;-m(m — 1) mod 2
(o), a)==o0, V(e a)z=o0 mod 2.

- . .. * = X
Daprds Ia proposition 1, 1, == (— 1ym=«n .| On a donc

» 4 o . . o S
LU, U= =0y, (esp. 1,(Us, Uy =(—1pe),
ol on a posé We ) ==2/(w*) i m{mn — d(w)y ==/ (m Y - d(0®), de
sorle que {28) est une con%cquance de (28). En définissant une
application cellulaire D @ K, — Ko, par los t,qual,lom (27), 'équa-
tion précédente devient I(Lw, D(b )): . De méme, on a
1(U,. DU, J)==--1. 1 en résulte que D n'est autre que Popé-
rateur de dualité de lxm dans I\ ,» Le théortme est ainsi démontré.
L en résulte que la chaine d'ms K yde dimension d{e) (cf. (1g)):

D) == (— 17 [T - (s Deien, 7]

wly Ol
(34) I == (1o

Ot r}f:; io(m*), is f— ié.(w), §== S((-)), ¢t l—f}z} e (--w 1)‘”("5)”'“'*' m, U-:J],‘
(B4Y (o)== 21(0) -+ ;ﬁ m(in — 1) [o(i,) 4 i, m],

esl tou]ouls un cocycle mod 2 et est ausst un cocycle enlier si ¢l
sealement sl w¥ e O 2, m) ou wely(n, m). Nous le désignerons par
foly ou fuly ot sa classe par fol; ou{w};. En ;_)alLu,»uhu, on a

pour e ou O, 2ks

(55) {m;(; e

(— 1) [Uw—mﬁ*], pour  wm=wlh, o3> I,

)




206 © WU WEN-TSUN

i
i==0, 2, sont définies dans les complexes K., et K., vespective-
ment et dépendent done du systtme de coordonndes

(m) = (mi, v mn.”n)

chotsi dans P'espace R** ™, Pourtant on peut démontrer la proposi-
tion suivante:

Comme nous l'avons déji remarqué, les classes [0 et {ol

a

Provosrrion 3. — Dans le cas wlm) < n, wel (n, m), la clusse
ol est indépendante du systtme de coordonndes choisi dans Rr=n,

Démonstration. Soit (@) =(w{, ..., T m) UN auire sysitme de
coordonndées de I'espace R m, par rapport auquel les cocycles ot
aufres éléments définis seront distinguds par un prime. Si (x) et
(«') définissent la méme orientation de R™*®, 1la transformation
orthogonale A telle que Ale) ==, i==1, ..., n--m est défor
mable dans la transformation identique en parcourant une famille
de transformations orthogonales. On a ainst

A*{w}é* = {u)}g‘, ou {w}é :{w}{)'
etle théortme est démontré. :
Supposons an contraire que (x) et («) définissent dillérentes
orientations de R"*". Considérons un autre systtme de coor-
données (&)= {(z1, ..., Ty tel que

o . I
T, i1, @y == —

et ddsignons les cocyeles définis & partir de ce systdme par foly

ele. Les systdmes (@) ot (") délinissent alors la méme orientation
de In» of par conséquent d'aprés le cas précédent on a

(36) ot ~felln.
Les systtmes (2 et (2) étant définis comme {@") (cf. 26)), et

b fh

. . ot 4
w(m) élanl < n, on voil facilement que X, ==X
cn tenant comple de Porientation,

T T
N ==X, el aussi,

sz oy T

Um t ! U:; = [V ((l](n?) <_. H,),

. .
{(I)}O - {GJ}O .
En combinant avee (36), on obtient la proposition daus le pré-
scnt eas,

d’ot1

CLASSES C_’\I\;\C‘I‘ERISTIQ
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addiive pour Pannes
entiers. Nous renvoy
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un autre systéme de
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Rusanque 1. - La méme méthode permel de démontrer que les
classes {(0}2, pour == ol g, B w, (0€Q(n, m)), méme dans le
cas n== o{m), sont indépendantes du systéme do coordonndes choisi
dans Fespace R"" ™. Pour les classes {o}y l'indépendance est ¢vi-
dente.

Renanque 2.~ On w'a pas encore déterminé une base méme
addiive pour l'anneau de cohomologie de f*‘a,,.,,, aux coefficienls
entiers. Nous renvoyons le lecteur aux mémoires originaux de
Pontrjagin concernant les résultats importanis pour l'élude des
stractures {ibrées sphériques que nous n'utiliserons pas dang noire
travail.

§ 4. Les variétés grassmanniennes B, .

Seit R, , la variété grassmannienne définie dans Fespace numé-
rigue N**™ de dimension n-+m. Prenons un sysiéme de coor-
donmes ('::)W(a, ceos T, ) el supposons que les notations R,

Xo #(0), j(@) ont le méme sens que dans § 3 (¢f. (1), (3), (3) el (4)
de § 3). L'ensemble N | des ¢iéments X de R, ,, ayant une projec-
tion orthogenale non—d{,généréc sur X, estun voisinage de X, dans
R, ,. dont les éléments sont définis par les équations (5) de § 3. Le
systéme des nombrcs £ ((6) § 3) forme un systéme de coordonndes
normales de N qui, dans Pordre considéré, détermine aussi son
orienfalion normale. Le sous-ensemble U, de N dont les éléments
satisfont aux équations (2) § 3, esl aussi une cellule ouverle de
dimension d(w) représentée par les éguations () § 3, avee les coor-
donn{"cs normales de N, . Nous orientons U par ses coordonnées
¢ non-nulles rangées dans le méme ordre que dans (0) § 3. L él¢-
ment X, cm;cspondant aux coordonnées £;=0 dans U, est
appelé dément central de U, ou N_. L'enscmble des cellules
ouvertes U, , w € (n, m), forme une subdivision cellulaive, K, de
R, . appoldc la subdivision canonique par rapport an sysitme de
coordonndes (:r)

La variété Rn a Géfinie dans V""" est évidemument un revé &ement
& deux feuillets de la variété R, .. De plus, le complexe K(_E} qui
forme la subdivision cellulaire de RA“,,,;, canonigue par rapport au
sysltme de coordonndes (i), est aussi un complexe de revélement

L m i i
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({u ‘complexe }.\f“’?; }'a projection de K, sur Ko scra désignée parc.
Grice aux orientalions que nous avons adoptces pour les cellules
U, U,etU, ona algébriquement :

o

(I) ?Utu:?ﬁw:Uw'

Puisque od==09, on déduit des formules (8) § 3 les formules
correspondantes de K, :

(2) aUco: 2 E(u-i(I —+- (_..4 I)w(i) i m)U{-){i)’
(Eto;i:l:+ 1 ou — I)

ot la sommalion s'¢lend aux indices ; pour lesquels W € (n, m).
On en déduit de plus: ‘

(2)1 SU(D — E T, i(I M_}_(__ 1 )w(i)q_'r.}- m+ i)Uw({)’

ot 0¥ eQ(n, M)y Gy = 1 00 — .

I vésulie de ces formules que la chalne U est un cycle ainsi
quun cocycle mod 2 pour chaque w¢Q(n, m). Cest un eyele (resp.
cocyele) enticr si of seulement si wel (n, m) (resp. w € Qf(n, m)).
Nous ddsignerons par [w], (resp, fol) le cycle (vesp. cocyele)
mod 2 représenté par la chaine U, weli(n, m), et sa clusse’par
[@], (resp. {w},_,). Pour weld (n, m) on w€Q7(n, m) nous posecrons
respectivenent (ef. (1), § 3 et Proposition 2):

(3) [t:)]o frovma Uru’ . 5} EQ1(11, .’?l) ¥ .
{m ; = (~»~— {)A((”) U, € Q,‘(n, m).

Nous désignerons leurs ¢lasses entitres correspondantes par
[@], et {u}, respectivement,

Comme dans la proposition 2, § 3, on peut démontrer que les
classes {m } w€L(n, m), el {m}o, w €LQ2(n, m), w(m) < n, sonlindé-
pendantes du choix du systdme de coordonnées dans 3**™ On peut
remarquer, comune ) la fin du § 3, quil en est ainsi pour les
classos {m}U, Ol 03 o OU G5 o, méme dans le cas n o w(m).

Dans le cas m—-n==0 mod. » la variété R, . est orientable ot
par dualité on peut faire correspondre la elasse {w*}o 4 la classe
fo],. Dune fagon plus précise, on définit d'abord les subdivisions
cellulaires duales K, et Ky de R, caneniques par rapport anx
sysitmes de coordonnées (@) el (=*) dans B**" lides par les rcla-
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lliil‘

) DU

&
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.
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N
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(1) dim (7
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%
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m) Um(f)!
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o Cstoun eycle ainsi
. Glest un eycle (resp.
) (resp. weldi{n, m)).
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tions (20) § 3. Llopérateur de dualitd 11 K - K s qui applique
une cellule de K, sur la cellule duale de K est alors donnd
pir

(h) DU ) == (— I)M‘“')A U, (cf. Proposition 2, § 3),

en considérant R, ,, orientée comme le voisinage N, on w,
Les classes [u], el {w*}ﬂ, délinies respectivernent dans K,y et K

s
@
sont donc duales 'une de 'zutre. Dans fe cas mod 2, les classes
[v]., et {(-)*}2 sont loujeurs duales, que n—-m soil pair ou impair.

L'anneau de cobomelogic mod 2, 1F(R, ), de la variété R, ,, a
été délerminé par 5. Chern. IEn particolier on a Ja proposition

- sulvante :

Prorosyriox 4. — Les elasses {Fojj’} g Ok==71, ..., n,engendrent
Pannean (R, ). Pour la multiplication on a en particulier:

&) fo} v fi],= 5 (o'}
“y
ol la sommation s'élend & foules les fonelions w'€Q(n, m) telles que

5 w(i) <L o'(i) <L (i-t1), i==1, ..., n; ((-J(m e 1)z ny),
(6) d{w'y == )+ f. )

§ 5. Les variétés grassmanniennes G, , et Q, ..

Considérons maintenant la variété G, , (m==an', m= an’y définie
dans Gv " de dimension complexe n’' -+ m'. Prenons le systeme de
coordonndes canoniques (2)=={2,, ..o, 2yu ). Soil CF (h=1, ...,
n' - m'y Tespace complexe de dimension complexe /& défini par
2, ==0. Pour chaque fonction weQ(n/, m’), I'en-

;“;H‘ \ T e
semble W, des sous-cspaces complexes Z de dimension complexe
m' tels que

(1) dim (4 o GO0 = a4, i==1, ..., o,

estune pseudo-variéité de dimension 2d(e) qui est 'adhérence d'une
cellule ouverte W, dont les éléments sont définis par les équations

m’
" ) ;.
g ‘C;,-l-?i, J=1, ..., 1,
{=2 )
L= o pour J>eld), tema, ., o,
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ou &y sont des nombres complexes et £, j parcourent respectivement
les suites

{E(m)f o fw({) T, ..., m(m’)-1~m"},

ff(m)}:- f1, ..., o(1); w(t )42, ..., w(2)=-1; ...,
()b nl =ty 0 ]

Puisque les nombres Go J< (), =1, ..., m', qu'on considere
comme formant un systtme de coordonndes dans la cellule W,
sonl complexes, on peul attacher une orientation naturclle & chaque
cellule W, L'élément central est défini comme dans le cas des
variéids B, , on I:'{,,'m. )
L'ensemble des cellules W, olt weQn, m’), forme une subdivi
sion cellulaire canonique de G, .. La chaine W, représente un eyele
entier ainsi qu'un cocyele enticr que nous désignerons par []5 ot
{os respectivement. Leurs classes seront désignées respectivement
par [w]3 et {ule: elles sont indépendantes du systtme de eoor-
donndes choisi dans Pespace GV, Clos classes soni lindairement
mdépendantes et formenl une hase dn groupe d’homologie et
de cohomologie respectivement. Pour déterminer une classe de
cohomoiogic de dimension s, i saffit do connaitre sa valeur sur
chaque classe d'homologic [w7;, dw) =25, qui cst représentée géo-

métriquement par la pscudo-varidts W, et qui est duale & la classe
{m} i Lanneau de cohomolonic enlior HYG, ) de G, cst engendud
g a4 H g X n, m i, m 9 o)
par les classes {E.S;;"}g, ol k==zo0, 1, ..., ', ot salisfait aux formules
analogues & (5) et {(6yde § 4, en remplagant partout m par i et n
par .

La généralisation & la variété m (=407, me== 4y est immé-

g ! n, m 5
dinte. A chaquo fonclion w e Q(n", m"y correspond une classe entidre
d'homologie Lol et une classe enlitre de cohomologie fols de
dimension Ad(w), qui sont duales. f.os classes fulf, weQ(n”, m"),

ot

forment une base du erou e de cohomologie et les elasses e,
sroly 5 k
hkz=o0, 1, .., 0" engendrent 'anneau de cohomologie de Q-

§ 6. Relations entre deux varisteés grassmanniennes duales.

Considérons les deux variélds grassmanniennes, dites duales,

R, et R, , définies dans le méme espace numérique R deo
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dimension n--m. Prenons une orienfation fixe de " et définis-
sons une application

. .
t’ : Rn, m ""}'Rm, n

telle que, pour chaque élément XGR”‘,,,, b(X) soil I'élément de
R,,,,,, compllement orthogenal & X et que L(0X, X) 4 Porigine de
o, caleulé dans cel espace orienté, soit dgal & =4 1. Pour éludier
le type d'homologie de cetie apphealion, prenons deux systdmes de
coordonnées {w) == (,, .0, @apm) b (@) (e, oomma,) lels que

; .
(1) BT By s b L= T, ou ., R0,

Soient (&) ct () les bases correspondanics de V'espace Re+m,
Définissons les subdivisions celivlaires canonigues I\Af(.l.) et EA{(&.I} par
rapport & () pour f{”,m et par rapport & () pour R,,,,,,. Les classes,
eycles, ctc., définis dans R,,,,u par rapport & (&) seront distinguds
de eclles de ‘EA{,,.,,, par rapport a () en ajoutant un prime.
A chaque fonclion weld(n, m) nous associons unc fonction
dw € Q(m, n)

de la manitve suivante @ Boienl i ==i(w), ..., ==i(0), ol
s==s{w), Uensemble des points sautants de o (cf. §1). La suite
w{1), o(2), ..., o(m) est alors de la forme :

0,...,0, Broores B T b Bor o oes By .. n,
T et T e e il e
t, I, 1, be— m-—t,

ot o< f3, < ... < B <n (on peut avoir {,==0 ou i, ==m ou tous
les deux). Par définition la suile do(r), ..., dw(r) pour la fonction
associde be est de la forme : -

R TRUNN /R R T T "
e e e Y e A e st e B i Y SV )
R~ {jf {j - f‘js——|
m-——1, y i, M=l ., M—1.
—— - A e e e e TN e
fi
B, B, 2

On peutl vérifier que (ef. (4)%, (5)*de§ 1) :

(a) weldi(n, m) rvesp. Qin,m) est équivalent & dweli(m, n) resp.
QiGn, n);

(b) En désignantles poinis sautants de be par

P — iu(bm),

Iy == I{Dw), olt §' = s(bw),
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on a Do(i'y ) ~t= 'y -t m == (L) -+ i, <2 mod » 2 pour weldi(n, m);

(«) Pon row= w} ) On @ Do ===t
Pour w==u" on a duw= i,
Pour w== wu,, ok O1F R Do 7= 658}, oy,
Pour vz 5% 0, on a Do wms o T, 2k

Un élément X dans une cellule U ,ou U , w€Q(n, m), du complexe
K ost délini pav les équations

m

(2) a:;::.}_:cfj,-:‘c;, J==1,...n,
3) G0 powr (),
ol i ot f parcourent respeetivement les systtmes d'indices suivants
() ;f(m)}:::{m(x)—i— 1, w(2) 4-2,..., w(m} +mf,
(B) IO ={1 L 00 (1) o, (a1

coe(m)~me-1, ... n —»‘r~m£,
[ élément o(X) de R, est évidemment défini par les équalions :
(6) wp=m— W Ly, =1, ..., m,

ot les & satisfont A {3).
Dans ic systéme de coordonnées (@), les édquations (6) devienncat

(ef. ()

n
] o — \ =14 A
(7) @ mme— N a,,t,:.-, A J =0, .., m,
=
ot
g Jommmee 1 femmnee X o
s/
Ny 7=, L R PR RS gy

8) e

om0 pour do(,
, ) pavcourant respectivement les systémes d'indices :
2'{ f,:_: } du{1 -1, , Dw(n) e }15,
{J"}:;:{I,...,Dw(l) Do JE ...,ﬁ(-)(ﬁ)mi“l,
ey Dw(u) B el [ o S m—!--nf,

c’est-d-dire & ¢}’ parcourent respectivement los systdmos {i(bfﬂﬂ el
(j(bm)f correspondant & la fonclion dwel X, n). Il en résulle que d
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(9) fer " ucn.
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(10)

60 ¥(w) est an enlicr ¢
(r1)  w(wg S
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Do fe==(—
pour voel2 (m, n). Do
(= 1yptn

(___ I )p.(‘cm_'
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\Di
(12) b
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eCi(n, m), du complexe

.n,
(),
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() ~- m},
()b 1 ;
M1, ., n~+m§_

531 par les ¢eaations

., I,

1ations (6} deviennent

e o
indices ;

_I._ 1,

g1, L e,
0s sysldmes | i(bm) Lel
). 1 en résulle qued

CLASSES CARACTERISTIQUES DES STRUCTURES FIBRERS SPHERIQUES 33
esi une d])phcahon cellalaire dn compi(-\c Km sur le complexe

i\(, qui applique U , (resp. U W) sur U“,, ou UL, Pour I'expliciter,
nous observons que 1'élémenl central }Lm de 1, délerminé par la
suite de vecleurs :

{cw(i)-q« EERE e(q[m)-i-m }:

v 4 . ” .
est transformé par b dans Pélément Y de 1, , déterminé par la suite
de veclours '

(9) gcx’ oo Gty Loty o Gt < Comyema by n s e.’l-l-m%
ou dans I'élément Y d'orientation apposdée & Y selon que mn — d(w)
est pair ou impair. La suile (g) est en cflet la méme que la suite

!

{ by s rr o+ oy Coes(1yeed g
Par conséguent U (vesp. U W) est dpphquu sur Ul, ou UL, (resp.

Um ou bm) sclon que ma - d(w) -+ n(n — 1) == o{w) esl pair ou
impair. On a ainsi algéhriquement :

b0, o (e P Uy, DU, (- 1) T,
k st (w) est pair;
bUw j— (___ l)v(mi U, bUw —= (——— 1)"((”) . Utr_us

si o{w} est hmpair;

(ro)

ol #{w) est un enlier ui ne nous inléresse pas. Iin particulier, ona:

. (I I) J(mc,[l :j‘) e (———' 1)',‘ V(O) 2k, ’h) e (—‘- 1)"‘ ITIO(I 2.
Par définition, ona {cf. (34) de § 3),
g b, ! J . (— );J.(m) _ [Uiu‘; e (e 1)1\&)(:'5')-%- o {‘j;m])
pour he€Q (m, n). Done
(e 1)) [Um o (- 1)t.(,,(i;.}-4-- otm ]'jw])
pour «(w) pair;
(.__4 l)p(bw)-i- () . L (___ [)\m(rs) -t i, - . Um]

pour «(w) i nnpan

b 3 \(-)} oo

D'aprés (8) et (34) de § 3 cctic formule devient
D*{ “;wﬁ e )’:(m) g @ g : od
(12) {S(r}} ..... ( —-’-1)( ) g[llgm

o0 T(m) csi un entier qui ne pous iniéresse pas.




34 WU WEN-TSUN

En particulier, on a

(13) gb*{w.}}‘.'.%};;—: (— I)k{iat}f,ak};,

D" {08k uiefy = (— 1 Vi Eo% ule

- Nous remarquons que les classes intervenant dans cos dernidres
formules sont définies d'une fagon invariante dans les variéids

»

Rm_ n el Rn, m*

Pour les classes mod 2 on a tout simplefncnt :
(1h) hi {bm};::: {m};, weQ(n, m), pweQ(im, n).
En particulier,

b i} ;== (T

(15) O*{od, == {wpls.

v

De la méme facon on peut aussi définir les applicationis cano-
nigues '

D! Gn,m > Gm,n,
ot G==R, C, ou Q et déterminer son type d’homologic, Par
exemple, les formules (15) deviennent
(5 (VTG e ] powr G=0s
b'{ru,‘.}n-_—:{m,‘.}%, ) {o);§}2r:.{(.)j:‘}2, pour G==R.

<5

Les formules ainsi oblenues montrent une certfaine velalion de
dualité entre fes classes de cohomologie des variéiés grassmanniennes
dusales. Nous les appliquerons en particulier & 'anncau de cohomo-
logie des variéiés grassmanniennes. En eflat, la proposilion 4, appli-
quée d la variété R,, ,. montre que 'anneau de cohomologic mod 2
HY(R,,.) est engendrd par les classes faily, A==1,..,m. In appli-
quant lopéralion b qui est un .isef:mrphisnw de (R, ) sur
H¥(R,, ), on voit que Mannean R, ), Caprds (16Y, est engendré
par les classes ,

D*{Ev—jﬂ}z:zng‘}i, k==1,...,m.

De méme, l'anneau de cohamologie & coefficients entiers de I
variété G, , cst non seulement engendrd par les classes {63':1",15:
k=1 ..., 0 mais auss par los classes {mﬁ"}ﬁ, k==1 ...,m,

On peut aussi en déduire des formules analogues A (5), (6) de § 4
pour les produils avee les classes {m}j.‘}

at

NOI'!S nous condenlons -
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{m==om/, n:
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EG(I):‘:; —— Z_S(.r
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(17}

olt wiy,_;estla fc.

(8 Ju

e T —
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}2"} b pour G==0;
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e cohomologic mod 2
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d'établir une formule particulitre dont nous aurons besoin dans le
chap. 2. D’aprés (B) el (6)de § 4, en appliquant & la variété G,,,

(m = am’, 1 211’), on a pour - ]L' = /i:,’. b= /),] - flg,
(16) fondovionti= % {Lh-ds

olt iy st Ta fonetion Seld(m', n') délinic par

o(1)=...==u(n —2)==o0, w(n' = 1Yz, o(Wy=1 —1i.

Iin apphquant aux deux membres 'opération d*, la formule (10)

devient
I

(17) fontsvforls= 3 {ol_}s
i=0
ot ol _; est la fonclion wef(n’ m') définic par
w(x)== .. == wlm’ —h -+ i) =o,
(18) w(i — e i )= mme(m —0) ==,
o(m' —l--1)== ... ==o(m) =2,

PR




GHAPITRE 11

LES CLASSES CARACTERISTIQUES
DES STRUCTURES FIBREES SPHERIQUES

$ 1. Les structures fibrées sphériques.

Nous supposons connue la théorie générale des espaces fibvés o
nous nous conlentons d'expliquer quelques notations. :

Soit £ un espace fibré dont la base est I3, Ja fibre type IY, et le
groupe stirctural G. Nous divons alors qu'unc strueiure Jibrée, au
plus précisément une (1, Gystructure, a 6t¢ délinie sur la buse B
duns Vespace fibré 15, Nous dirons anssi que 5 est Pespace fibré de
celle structure. Nous derirons §, ~2 §, pour exprimer que les deux
(F, G)structures 3 définies sur ln mome hase sont isomorphes. Une
application f'd'un espace B’ dans la base B d'une (1, G)-structure §
induif woe (I, (-structure sur la base B que nous ddsignerons
par /55, Onaura /*F% ~ *F s J g, lesl-d-dire f homotope A g,
g Stant unc antree applicalion de 13 dans B, Dar conséquent fa classe
d'isomorphisme de /*F ne dépend que de la classe d'homolopie
de /o La (I, Gy-slructure § sar B est pruniverselle si les classes
d'isomarplisme des straclures induites sur nn complexe B quel-
confue de disension < p sont en correspondance biunivoque avee
les classes d’homolopie des applications de B dans 3. Soit ¢ un
sous-gronpe de (0, ol (57 est aussi un groupe d'anlomorphismes de I,
adune (I, Gysbruclure § est assocido canoniquement une serlaine
(F, (Mstracture §F'. § est appelée une structure subordonnée de
&' ¢t nous éerivons F < F.

Dans le présent travail nons ne considérons que les structures
dont Ta fibre type ¥ cst une sphtre 8, de dimension m—1,
considérée comme la sphire unité de Tespace enclidien I de
~dimension m. La stmelure sera appelée alors une straciure Jihrée
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sphérigue. Nous supposons que le groupe sltructural est T'un des
groupes suivanls

(¢) Le groupe orthogonal O, de 8, _,:

(1) La groupe des ml.monq O, de qm_“ c¢'est-a-dive la composante
connexe do, Punité dans O, ;

(¢) Le groupe unttaive O, de 8,
identifiéd avee G

d) Le groupe qualernionien O, de 8
I étant 1(iu]{:f‘c avec Q.

Nous appellerons unc telle struclure (@) ane O, ~séructure, (b) une
Q,.-structure, () une Op-siructure el (d) une Op-stracture dans les
cas correspondanls.

Puisque O, est un sous-groupe de O, chague Oy-structure §
est une structure snbordonnde d'une O, -structure %', Nous derivons
T == ofF. De méme chaque Op-structure {resp. Oj-struclure) § est
une structure subordonndée d'une O, -structure (resp. Gp-structure)
que nous désignerons par ¢'F, (resp. "), en supposant que

—» dans le cas mo am/, W dtant

e ! (IEII}S IC cas o -/l-”'l”;

m=am’ (resp. mz=zjm"). Notre probitme est alors le suivant:
Etant donnée nne O, -streclure, une Q,-siructure, ou une QO -sirue-

ture ', caiste--il f'cspec!zveme.'z[ wie O, -siructure, wne O -struciure
ov une Op-struclure § lel que

F<F,
¢esl-t-dire \' o, B Foou F o SER
Nous trouverons des conditions nécessaives pour qu'une telle
stractare subordonnée existe, el dans quelques cas particaliers des
conditions nécessmires of suflisanies. Toules les condilions ains
oblenues soni explml(*Cs en lermes de clusses caraclér cs[rques d'une

struclure fibrde sphérique que nous allons définir dans la seetion
§mvanto.

§ 2. Les classes caractéristiques.

Etant donnée la varidté R, .. lespace des couples {2, X), ol
XeR, el @ didment de Ja sphive unité dans X, est un espace {ibré
de base R, , dont la fibre sur X est la sphére uwnmitd dans X, Sa
structure fibrée esl une O,-slruclure que nous désignerons par
3 A : v, &

Heome De. méme nous désignerons par W m, Eomoel O, la

- ’ . Jre - i . RO S
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O, -stracture, la O)-structure el la O)-slruclure définies d'une
facon analogue sur les variétés grassmanniennes Ry, G el Q, .
Limporlance de ees slructures pariiculidres vésulle du théortme
fondamental suivant: :

Tugonimu 1 (théordme de Steenrod-Whitney-Ponirjayin-Chern).

o .“ oy

— La structure Ny, (resp. Mo e €, 0 0w D, L) est une O -stractare
(resp. Og-siructure, Oustraclure o Oj-siruclure) p-universelle

poursa gue n > p.
D'une [agon plus précise, supposons que B est un complexe de
dimension p <7 n. Chaque O, ~structure § définic sur B est induite
FEQ

par une applicalion f: B-=R, ., c'est-d-dire §x2 W, e Deux

O,~structures F>2 fi0, W(I== 1, 2) sont isomorphes si et seule-
ment si f o f,. Hoen est de méme dans les autres cas. Dans la suite
nous ne considérons que des structures fihrées ayant pour wne base
un complexe. '

Il résulte de ce théortme qu'une O,-structure § surun complexe 13
de dimension p induile par Papplication f de B dans R, ., n > p,
admel comme invariunts les images réeiproques des classes decoho-
mologie de R, .

Ces classes de cohomologie dans la base B seront appelées les
elasses caraclérisliques de la Op-struclure considérée. Les clusses
curaciéristiques se délinissent de la mdéme facon dans les autres
¢as.

Considérons une O,-structure §§ sur un complexe B de dimen-
ston p el supposons que F 22 N, . (n>p) A chague fonclion
weld(n, m) ou Qi(n, m) correspond une classe {of, ou {o}, dans
R, . el ainsi une classe caractéristique f"{ol, ou‘/'”{mﬂ} (ue nous
désignerons par {wl,(F) ou {wl (F). appelée la classe caractéris-
tigne mod 2 ou entidre du fype w de la struclure §. Puisque K est
de dimension p, il ne fant considérer que des fonctions w pour
lesquelles d{w) < p < n. D'aprds Prop. 3, § 3, Chap. 1, les classes
caractérisliques correspondantes sont alors ien définies. De plus,
nous démonlrerons que pour weQ(n, m), ot dlw)<p, la clusse
caracléristique du bype o est indépendante de la valeur n > p.

En effet, soient n, n’ deux nombres queleongues tels que

n>n' > p.

Considérons l'espace numdrique R**™ de dimension n-+m ct le
systtme de coordonndes (w)==(z, ..., @,,,), Soit R lo sous-

;
H
:
i
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espace de dimension

Prenons (fb’)l povesns (:t:s ,

e of definissons
avee subdivisions e
porl aux syslémes (;
classes, cto. dang R
La varidld R, ,, osi

Fappheation identie
est une applicalion

briquement,

Aol (=== 0 ou 2)
1) iy

Boit mainienant §

et soit JS== {}f’_ Alor:

d’ol

£
olt weQ(n, m), d(w}.
dépendance des clas.

Resanrgue 1. — 1
caiion f: B—=R,
cl-dessus montre qus

(1.}' {w}‘.(%’)::(l‘-'
Resangue IF, — |
R, est nulle pou

' camctéristiques dut

{m} 0('%:) =

miéme dans le cas n
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wy-lontrjagin-Chern),
w) est une Opmsirueire
fructure)  pruniversclle

3 esl un complexe de
‘tnze sur B oest oinduoile
re e ST e Deax
nnorphes sioel seule-
ires cas. 1dans la suile
s ayant pour unc base

2 % surun complexe 13
13 dans R, L 0 p,
s des classes decoho-

I} seront appeldes los
nsidérde. les elusses
agon dans les autres

smplexe B de dimen-
. A chaque fonction
1 {m} on {{')}u durss
, ou [ g(u } jue nous
s la classe caracldris-
we §. Puisque K est
10& fonctions » pour
), Ghap. 1, les classes
1) défimes. De plus,
L (o)< p, la clusse
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espace de dimension n’ -~ m défind par Jes ¢quations :
R M o B

Prenons () === (=, ..., 2z, ,) comme systdme de coordonndes dans
R et délinissons les varidlés R, , ot R, , dans 77 of Rrow
avee subdivisions ecllulaires canoniques Ki,y et K,y définies par rap-
port aux systémes (@)’ el () respectivement. Nous distinguons les
classes, cle. dans R, de celles dans B, ,, en ajoutant un prime.
La variété R, " osl Lvul(mmf'nt une sous-variélé de R, .. Soil 0
Papplication identique de R, ,, dans R, .. On void facilement que
esl une application cellulaive de K.y dans K, telle quon ait algé-
lulqucm(mi,,

GU;) e (.)G.Q(n’, m),

(0%
dol (=0 ou 2)

() T L

0, wd:Q{n’, m)..
Soit maintenant F une structore sur B3 induite par /7
!
B Rn‘, " (Il = ]J)
et soit f== 6" Alors

I‘J
,m = Ln' m:

SHodi=M o) = o]
on weQ(n, m), d(w) < p, cti==0 ou 2. Celle équation montre 1'in-
dépendance des classes caractéristiques de Ja valeur de n > .

d’otr

Revanque I. — 11 pcuL arriver que § soit induite par une appli-
cdilonf BRy m olt 2 est < p. Soit n>p. La dcmonsimhon
ci-dessus monire que (ef. (1))

(I)I {tn)}!(%) == 0 Poui‘ (.){}EQ(RI, UI).
Resranous 11 — Fn faisant Ia convenlion que la classe {w} dans

R, . est nulle pour wgEQ(n, m) on peut encore définir les classes
caractérisiiques du type o pour §>2 /"M, ,» par les équations :

(o] () ==/ (o}
{m} (% == f {(,)} S G ou 03 9is

méme dans le cas n<g p.

wed{n, m) mais

et as ety
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L.a considération précédente s'applique aussi bien pour les
O),-structures,
De méme, pour une Op-stractare {resp. O

({S: A’J‘w@vn, s

ot n==an’, m==am’ (vesp. F22 /0, e n==An, ma=im’ "} on
associc & chaque fonction me”(u m'y (resp. wel(n”, m”)) une
classe caractéristique {o () (resp. {u11(F)), iz=0ou 2, dutype o
dans la base B3 de dimension p définie par

S ' {mgf(%) Ef*{m}?’ {m}? CIQSSO dC Cn,ms
! (vesp. foli(Fy=="full, fwl? classe de Q, ).

On remarque que » n'esl pas foreément > p dans celle défini-
ton st Pon fait la convention que la classe. g«n}c dans G, , ou {m}‘i'
dans Q, . est nulle pour wEO((n, m') on we{n", m"). Les classes
earaclénmstiques définies davs (2) sont aussl ndépendantes de . 1l
en esl de méme ponr les Op-struclures ef les O, -structares.

Svil K une subdivision ccllulaire cavonique et K* la subdivision
duale canonique de R, ,. Soit f unc application cellulaire de B
dans K*. Alors

(3) < {(-)} (f’f‘;f" m)y 7 >;:, L([ml, f(f:)) N (=0 ou 2,

oh 1, est Vindice d'inferscetion dans la variéié B, ,, orientde i partir
du systéme de coordonndes (@), en supposant n-m==0o mod 2. La
fmmul(, {3) donne une délinition cquivaiente des classes caractéris-
l;(_]lm.s. De mdéme pour les autres struclures,

Les classes caractéristigues correspondant aux {'onc_iions délinies
par les équations (2) cb (3} de § v chap. 1 sont particulidrement
importantes. Soient §, R, € el O respectivement ane O -structure,
ete. Nous poserons simplement : )

() (90 = forlu(d).
y L.

(5)  WER) == (o ] () g
(6) I == {olad (), PO = {05, ] ().
(5Y  WHR == (o) W) = {p]i(9).
{ {

f

{ {

wstructure)

(2)

I i AN =

1
i
\
x
l

(G\)“ P“\ ‘}1 “_"'.: w? Dl “,’f} }“ )! P‘b(s} )_”T {‘}fk,i’l:}()(di).
E) = 5},
WD),

F 1 Rtvnsd ,o.m’ .

(7) ”‘(@ of }0(0’ ).
(8) Q{;A(‘j).,‘: m’" }’I(w))

(D)=

A N Attt = vt s

ey c R

e A
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Introdwsons aus:
(5Y W(S, b=
(6 P&, b=

@ =

(Y 68, H=
8y Q0 0=
Nous appellerons

V\f"( Vles classes
W (v) les elass::
Pi&) ou PN@
CHE) ou G'A((,
W.(S, &) on W
Whitney ; :
P(S. ) ou P
J'agm;
C{5, 1) on E:'(@.
’"(0 lee elasse
T p.uh_buixe;, e
ture quz COTLOS PO
conslante dans les
classes cavaelérisiiq
b par conséquent o

81 ¢ est une apy
letuel est définie w
de K dans les varié
shracture 5" est 1sc

W
(G=0

e
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l==0 ou 2, du Lype o

311‘1590 d() Cn, mr
tasse de @, ).

> o dans cette défini-
J}g dans €, . ou foly
O, m™). Les classes
wdépendantes de n.
J,-slrueiures,

> b B la subdivision
ation cellulaire deo B3

(=m0 ou 2,
R, » oventde & prartir

t-m=mo mod o, La
des classes caractéris-

ux fonclions définies
ont particuliérement
ent une O,-stroctare,

ez am’.

.:': ; 3(2), moo !| m”

i g b i = ¢ - - e o
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Introduisens aussi une indéterminde ¢ et posons :

By WS, O= 3 W)

(())l Pn("'}, ﬂ):::: S‘ (W__ I)‘i ,,wu o5

‘ / a——
W’@(@, i) v X w.’.(, ){A
@ == ou . T N

(7)1 GU(‘(T' AR .*_J Cu (6 if\ C‘lu((\" ,):'i; \‘ C_L(( )é”‘
G 0O D=3 KO 0. 0= 3, Qo

Nous appellerons aloz‘s:

W’(\“;:) les classes de Stiefel-Whitney,

WHE) les cZ(zssc.s duales de Stiefel-Whilney,

P"(u) ou P (\“.;) les clusses au les classes duades de Pontrjagin;

(8 ou o} [(Qa) les clusses ou les classes duales de Chern

W’ A&, O on W( L0 e j}olynome ou le polynome dual de
Whitney; ‘

P(Z, t) ou PU(@,, ) le polynome ou le polynome dual de Pontr-
Jagin;

C(6, Houl A8, ) le polynome oun le polynome dual de Chern ;

K *“) le elasse ' Fuler-Poinecard.

Ln Pd![l(}ull()l, pour une struclure simple, o esl-d- dire une sirue-
ture qui correspond & la classe d'homotopic d'une application
constante dans les varidtés grassmannicnnes correspondantes, les
classes caractérisliques de dimension non nulle sont (outes nulles
el par conséqucnt on a rcspectivoment :

iy e
u((u’ (} == ((\ 1,’) el (4

X{,"(\?:-‘f_ == 0.

g; Lientls ' c :
St g est une application d'un complexe K dans un autre sur
Jequel osl définic une G-stmeture & induile par une application f
de K dans ]c*i variélés grassmannicnnes (5, , correspondanies, la

<
struclure g"& est 1&,(“1301}) 1 b {Jf‘/) Gyl par conséquent on a

WS, =g"W (&, 1), ete.
(G=0, 0", 0,0, G=9% 6 ).

o A St TS AT ek i £ NG At o imsrinn
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Soit maintenant ¢ Tapplicaion de la variéts lf{,“,,, définie dang
Vespace numérique R"™™ sur clle-méme telle quae pour chaque ¢lé-
ment XGR,,,,,,, #(N) soit le méme élément, muni de Uorientation
opposée. A chaque O)-structure & définic sur une hase B induile
par une application f: I3 Rn! we Cesl-d-dire & = f’"‘fﬁ,bm on peut

associer une autre Op-structure sur la méme hase B, & savoir

struchure donnde &, o’est-d-dire elle est définie i un 1somorphisme
pres et est mmddépendante de Ia valeur de n suflisamment grande.
Nous la désignerons par — &. On a évidemment —(— &) ®.
Pour délerminer les relalions entre les classes caractéristiques de
ces deux struclures, prenons un sysldme de coordonndes (o) dans
R~ pav rapport auquel nous définissons la subdivision canonique
de la variétd R,,'m. On voit alors que o est une application ccllulaire

(¢f VN, e Celle slruclure est en effel canoniquement lide i Ia

telle que, algébriquement, on ait

B

10 %i}w == mm* P*Um — Utu’
d'oir, d’aprs (34) de § 8 chap. 1, '

F’* {b) } ; vt (—— 1 )u.\(i;)--» is-tm {m } S,
c*{(-)};::: {w};, mEQ(n, m).

H cn résulle le théordme suivant

weQy(n, m),

Tuiortve 9 (Ponhj(zgin) ~— Pour deux O,-structure & ef —— %)
définies sur lu base B de dimension p on a

{(.,}8(@) fr— (___ I)h)(fs)—l— Is+m {w}a(___ @)’
o weQy(n, m), $== s(;,,), 1= i{w), n>>p;
{w} 3(@) o {m} :,(-—— @), (»EQ."(R, m).

In particulier, on « pour les classes de Pontrjagin et la classe
d' Buler-Polnears,

PH@)=P{(—©), P(@)=P(~e)
et (@) = — Xi(—@).

De la méme facon on peut associer canoniquement & chaque
O,~structure & une autre Ol -structure sur la méme base que nous
désignerons par & de la manidre suivante: soit Com Ja variété

e
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1
H
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Hinie dans U'espace unifaire CV% de dimension conmlexe
¢ ! I

W~ (s an’, == am’).

Prenons un systéme de coordonndes unitaires {z) queleongue dans
Tespace G, Un élément Z de la varidté G, ,, cst alors défini par
R-= N

un systéme d’équations lincaires, soit: e SN 3

netm.. = -
Le sysitme des dquations ¥, fyyy==o0, i==1, ..., s (& conjuguds
Jed
complexes de &) définit alors un éément de G, que nons dési-
guerons par (7). 81 la sbructure & sur la base B3 est induite par
Papplication /2 B>, . la struclore v& est alors celle qui est
induite par Papplication ¢/ B G, . On voit que & ne dépend
que de L structure & & un isomorphisme pros.

Définissons ta subdivision cellulaire canonique de la variété G, ,
par rappert au systtme de coordonnées (z); on voil que v est une
appiication celiulaire. En ellet, un élément Z dans le voisinage W,
d'équations

27 == % &t
i

ti=—=o pour

', o
J > (l)(f),

est appliquée par Papplication v sur I'élément +{Z) d’équations

$iz=0 pour J > (i),

I’ensemble y(WV )} coincide done avee W, et algébriquement on

aura
¥ \f\i‘m — (M 1 )d(u,)“, o

On cn déduit ainst le théordme saivant :
Trusoning 2’ — Pour dews Q) -structures & el ~& sur lo base de
dimension p on a {m}g(@) == (- 1)“(“’){w}§(7@), weQ(n', m'). En

particulier on « pour les classes de Chern :

CH@) == (— 1)'C, (+@), C(®):

(— D'G2)

Soient R, . ¢t R, , les deux variélds grassmanniennes définies

dans le méme espace numérique R de dimension n—-m, et d
1'11]_)plicul.ion étudide dans § G chap. 1, en prenant une orientation

fixe de 'espace R**™, Pour une O),-structure & sur B induile par [

a0

ARSIt et e et
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B-—>R, s onaune O)-struchire & sur B induite par 8f: B—=R,, .
Deux struclures qui s corvespondent de cotle manitre scront appe-
ldes duales Vane de Paulre. De la méme facon on définit Jes O-struc-
tures daales pour Q==0,, O, ou Oj. D'apres § 6, chap. 1, on a

Tatortywe 3 (théoréme de dualiléy. — Pour une G-structure @
et une G-stracture &(G == 0, 0, O’ ou O"Y duales lune de lautre
onh '

W@ 0=W(S 0, W (& 0=W,E 1),
P(®, N==PB,C. (), B, 2. 0. '
CL8, =6(8, 0, (5 S, 0, G=0.

QU(E‘:, f) e Qo(@ 5), QL(@), f) ot QU(Q, f), G 0",

Go==O ou O

[z
]

. Les classes caractéristiques
des siructures subordonnées.

Llespace numdrique R ™ s'identifie canonigquement & G+ dans
le cas nz=zan', me=am’, et & Q"+ dans lo cas n== fn”, m=4m"
Les vavidlés B, . 2 Com ot Qnw sont définies respectivement
dans v Groem o Qv

Etant doniné U'élément XeR,, w s0il oX le mdme élément consi-
déré sans ovientation. On obtient ainst une application carronique
{Ia projection) ¢ ¢ R,,!,,i ~im B e Gonsidérons un éiémoent do G, s
munt de son orienfation naturelle, comme un élément de Rn_,,, en
négligeant sa strueture unilaire. On a aivst une application cano-
nique
o'+ G n— B e

De la mémne fagcon on définit une applicabion canouique

"
~y . ——
oo Qn, m Gn, ne+

Le probloéme énoncé dans § 1 revient & Pétude des applicalions o,
o ol o" & cause du théoréme suivant, qui cst une conséquence immé-
diate du théortme de Bleenrod-Whitney-Pontrjagin-Chern :

Tutonkas f. — Poar qu'une G-siruciare (Gi==0,. O, ou 0;)
sur I3 induile par f: B -G, , (G=R, R ou Q) edmelle nune G'-struc-
lure suliordonnée (' = 0;,, O}, ou On). il faut et il suffit qu'il existe

et o e o £ S
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wne application f": B

() of
Dans le cas G=—=0

une forme plas préei:
{ion smvante

()
En clfet, R, , estt
projection est o, L'e
colle d'une applicatios
théorenie fondaments
cation 7 vérifiant (2)
Ona = (R, .) =0,
entiers mod a. Un gé
de la classe [e7]; dua
R, . est homotope & -
représents est homob
tion (2) est équivalent
(3)
Pour une courbe fe
mod 2, b, la condilios

(%)
On a done:

Tndonkme 5. — Pe
liure subordonndée, il f.

Totondur 6, —-
Oyeslracture F, on a

() foh(F)=1
ot pest la dimension d

(6) WY, s
(']) PU(%‘/, !) )

Démonstration, — ¢

A A <t o Pt P e,



uite par bf B - i, a-
T maniere serond appe-
on défimi les O-strue-

\

s § 6, chap. 1, ona;

wr une G-slruclure &

duales une de Uaudre

!f)(?, GO oou O

H, G==0,
H, G=0"

Ligues
1665,

(quenienl i Crm dansg
dinies respectivement

méme ¢lément consi-
application canonigue
un élément de G, .
n é¢lément de R,(',,, en
une apphealion cano-

} canoniquo

de des applicalions o,
1¢ conséquence inme-
pagin-Cheren

(G==0,, O, ou O

L m?
Yadmetic vne (G-slrie-
el i suffit qu'il eaiste
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une application [*: B— Gy G'== R, CouQ telle que

I

! emiem e - "
N §ffe=f o (pe=g, of ou o).
Daus le cas G==10,, on peul énoncor le théordme préeédent sous
une forme plus précise en remplacant la condition (1) parla condi-
tion sulvante : :

(‘2) _ (?f’ ::f.

En eflet, R,i‘ _esl un revétement & deux feaillels sur R, , dont la
projection est o. Poexistence dune Q) ~stracture subordonnde exige
celle d'une application [ B — R, . telle que of x> f. Dlapres un
théortme fondamental de déformation, [ est homolope i une appli-
cation J7 vérifiant (2).

Ona fl(R”, W)= 0, 7 (R ) 22 2,(um = 1), ol 7, est le groupe des
entiers mod 2. Un générateur de = (R, ) est reprdsentlé par un cycle
de la classe [«.], duale & la classe {b)'i"}i.] Une courbe fermde dans
R, » csl homolope X 26ro si el seulement si le cycle mod 2 qu’elle
représente ost homotope 4 #éro. On voit facilement que la condi-
tion () esl équivalenle i la condilion suivante :

(3) fr(B)==o.

Pour une courbe fermde quelconqgue dans B représentant un cycle

(4 [} = o,
On a done:

Trtonime 5. — Pour qu’une O"-siruclure & admetie une O,,-siruc-
ture subordonnde, il faul el i suffil que la condition (4) soil vérifide.

Todonimg 6. ~— Soit N une Ostructure subordonnée a fa
O,~structure §, on a

(5) {o)}:.(%") et {(o} ((i‘;), (om0 oL 2, uJEQ([}, m) .
ot prest la dimension de la base 13, Jin particulier,

6) WL O=W,F 0 W =W 0
(1) P 0=PE 0, PE 0=RE 0

Démonstration. — Soient K et K les subdivisions eellulaires cano-
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niques des varidids R. . ct R, , définics dans Te mémoe espace numd-
rique Rrm par rapporl au méme systéme de coordonndes (). La
projeclion o est une application cellulaire de K sur K telle gu’on
ail algébriquement,

CPULO == (?Um . Um‘

Daprés (4)*, (5)* § 1, (34), (34§ 3t (A) § 4 de chap. 1, on en
dédust “

== (M_ I)P'(m)[fjh) - (_— I)M(is} ek mu[jm]
o= g ) J’ o

ot wcf2i(n, m), n > p. Dot
g*{m}o = {“’}3’ wEQT(n, m).
De méme, .
(g'{m}.:{w};, weld(n, nl).
Supposons que F =W, . Alors T2/ W m ot fz=of,
Donc .
{"’}s(%):f*{“’}r::fm‘?*{“’}f

="l == ofi(®), =0, 2
G og. 1 d

Twtoning 7, — $i /e O
@ la OL-structure F, on a

w-sltructure ' (mz== am’) est subordonnde

o

(8)1 Wu(%l 'f) :-—_—qu({g:f’ 'f),
(8), COWLE 9==0L0 0.
Démonslmtion. — Sotent 1':{,,’,,, et G (R==2n!, m== an’) les

variélds  grassmanniennes  délinics respectivemenl dans espace
numérigue R** et dans Pespace unitaire G¥+™ associé 2 R* 7. Soit
¢t Con—> Ry m Papplication canonique définie au début de celle
section, Puisque B o el foi., }s sont de dimension impaire, il
est dvident que

AT g HIEL L m P
(9) 4 {“JS?:H-;}Q—O’ K4 {(U'_'-’tvl'-iiﬂ—'—o'

Prenons maintenant dans R**" un sous-espace R"7* ! de dimen-
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gion n— ok~ g
complexe R
complexe ' — k-
de dimension m t.

.([O)

définil un eycle |
complexes £ de di

(11)
définii un cycle |
(r1) et (10} son
Rt ot 9011,
[@5] avee la sons-

D'on

(12)

Puisque ¥ est

on f H Rn,m' 4

ainsi que de F. O

L

u

En Ies combinant «
Pour démontrer

de dimension 7 -4

ik 2%~
i dans un s

W fo— 1. Les 8l
{18)
définit un cycle [l

(18)
définit un cycle Jor
deux conditions (x

e g B



fe méme CEIACE NUME

o coordonndes (). La

e K sur K tells qu'on

) 8 4 de choap. 1, onen

9[{](-) i U(r:]
Yed- ds -4 m.l”jw]

my.

'm,).
"?'jl*\!jgn, m Oh f:: {.Jf/‘
o } ;

\?‘;f), [z 0, 2.

G oq. f.d.

= om'y est subordonnde

o, moz=am’) les
ement dans lespace
"agsocld A PR Soil
de au débul de eelie
dimension impaire, il

, T 0.

e 110 de dimen-
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s 8 EY
ston n-—ak-~1 lcl que la somme de RF7%!
Ton-m e . . .
complexe I} soil un espace complexe T de dimension
complexe n'— k1. L'ensemble des espaces vecloriels orentés N

de dimension m tel que

.(!O) dim, (X n Rn—--‘.zk-«g) > .

et de son conjugud

définit un eyele [affJsef@% ], De méme, Pensemble des espaces

complexcs 7 de dimension complexe m’ tel que
(rv) dim. (ZaT) 22

définit un eycle [o7"jge[a™ s Pour un X==¢'(Z) les conditions
(11) ct (10) sonl dguivalenles gréce & nolre choix des espaces
Re# =t et T Il en résulte que Pintersection dans R, ,, du cycle

[

[a;;:’]; avee la sous-variélé oG, ,, esl lo eyele ¢/[6771 danso'C,, .
Dlon
(12) o fen o= {apls
Puisque §” est subordonnéde & §, on a §F' = f"8, , et
e RN
b *A*f(i\hn,m .
o [1 B—Ro,w [/ B—Cnet f==df, B &ant la base de §
ainsi que de §'. On dédait alors de (g) et (12):

Wi @)=o,  Wi®)=E®)

En les eombinant dans une scule formale, on obtient (8),.

Pour démontrer (8),, prenons dans 11" un sous-espace J&"~*!
f!c dimension n-t- 2k -—1 qui renconire son conjugud COIT[])](‘,XC
R dans un sous-cspace complexe 17 de dimension complexe
n’}'—-aw k— 1. Les dléments X,ERR, « lel que

(13) , dim. (X o BV =2 ok,

définit un cyole [wif |se[wii]s. De méme, les dléments ZeG, ., tel que
(1h) dim. (£ o T = ok,

définitun eyele {w2"Jsefop T 11 est évident que pour X ==o/(Z) les
deux conditions (13) et (14) sont équivalentes. On en déduit

WL [ 3 mje
& {m‘.’k}ﬂ““‘ {‘“k }:2’
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et par conséquent

(15) WH(E) = CH().
La formule (8),, est une conséquence de (g) ot (15).

C.oq. f d.

Le théordme implique quelques conditions néeessaires pour
quune O-struclure § admelte une Op-structure subordonnée. Par
cxemple il est néeessaire que

VV?" 1(8) v W:h_&‘ ’(‘;‘;) == 0,
Nous donnerons plus loin un exemple qui montre gue ces condi-
Lions ne sonl pas lriviales, mdme pour les slruclures assocides aux
variétés différentiables orientables. Pour oblenir des condifions plus
fortes il faul considérer le fype d’homologie & coefficients entiers de
Papplication o' que nous déterminerons dans la scction suivante.
Bien que ce type d’hemologic soit un pea difficile d déterminer pour o,
on peut le délerminer complitement pour o, On démontre en cffet -

Trsontue 8. -— Si lo Ol -siructure & sur la buse B est subor-
donnée & la O -structure §, on a :

G, 0= Q" 0)
C(F. 0= 0. 0.

2

§ 4. — Etude de Papplication caronique ¢': G, , — R, .

{(n==2an’, m==am').

Pour déterminer le (ype d'homologic a coeflicients enticrs de
Papplication canonique o' 1 G, , - IA%R,,,, il suflit en géndeal de déler-
miner clg""‘{:,;fj’k“_y,‘.}; ou ?I*{?J}Fk‘g;‘-}“ el 9"“{n>jj}}f,. Puisque 1'ensemble des
eyeles [o']5, d{w)== 2k, forme unc base d'homologic de dimension
A dans G, . 1 sudlil pour cela de délerminer les indices d'inter-
sechon ;

LIl 00, dw)=sk, (!, m),

ef
I{_({a-)ﬁ;:“la, (9'{:-)’]5), U= w"G.Q(n’, m’).

Nous définissons les cycles [w']§ par rapport 2 un systéme de coor-

donundes unitaires (z)==(2,, - .. 2wy chioist dans Gv v yne [ois pour -

CLASSES CARACTER

toules. Pourlant
rons dans Re+#
approprids permet
et que nous préei
explicites entre les
tours dans GV+m
ndes choisis respa
cycles seront repré
on (1) § 5 de chap

Liesve.
Démonstration.

g 2 ==

(1) 5= Ty

e Zj: C?li\j___.

Pour une fonc

w'(1y==0 ou bien

chaque ¢lément Ze

cause de la premid

[wnls sont conter

veelour e, ., ONL Y
comuaun, done

mxf

(2) IG([(l)m '
Dansle deuxidm-
des espaces compli:

G :

On voit que le se
[wi¥], est, d'aprés
g._,, e Gty OU l,

{
1 Cas o v :eu»i-m—f}' !

-~ -

== Um’
Nous rappelons q
sentds par les équar

ainst que

I e S R A e



o) et (19).

hl

C.og. [ d
flons  ndeessalres pour
cture subordonnée. Puy

et § 28

monlre que ces condi-
s(ruclures assocides aux
enir des condilions plus
> b coefficienis enticrs de
s la seclion suivanie,
sledddterminer pouy o,
. On démontre en efiet

wr u buse 13 est subor-

que ot Cyw—Ra

).

coellicients entiors de
Mt en géndral de déter-
Puisque Pensemble des
ymologie de dimension
or les indices d'inter-

Ww'€Q(n’, m’y;

W'l S{n', "y

LA un sys!,(‘;mo do coure
ws GV m une fols pour

CLASSES C\l\\(l'l‘LIIlb'iI(\LI"w DES STRUGTUNES FIBREES SPHLHIQUI' []g

m

toules. Pourlant pour définir les cycles [0 51 et [o ""‘]0 nous cholsi-
rons dans "™ des systémes de coordonndes () ==(x,, ..., L)
gpp}opnes permettant la délermination des indices d inierseelion
el que nous préciserons chaque fois par la donnde des relalions
cxplicites entre los 2; et les @ Nous désignerons les hases des vee-
lears dang CFm of Rrom correspondant aux sysldmes de coordou-
iées cholisis respectivement par {g) et (e). Remarquons que les
cycles seront représentés par les pseudo-variélds définies par (2) § 3
ou (1) § 5 de chap. 1.

LeyMe. o funty == {— 1) fam 15,

Démonslration. Ghoisissons les coordonnées () tel que

2oy 1 e
: : '
(I) -?-iﬁ—---}/n&‘,f_:j___{—‘i'-]L’Cn_,,gj__g, J:'-:?, PR A S
by 7
e R S T TR Jrmmmia, oo, 0 -,

Pour une fonetion o'¢Q{n’, m"} avee d\m’):m’ on a ou bien
o'(1)==0 ou bien (=1, i=1, Dans le premier cas
chaque éidment Ze¢[oj5 contient le vecteur gi et donce, et e,., i
cause de la premicre équation de (1), Puisque tous les éléments de
[0]; sonl contenus dans lespace Rr+m—! qui ne contient pas le
veeleur e, ., on voit que {wp*], et ¢'([w']s) n'ont avcun dément en
commun, donc

(2) 1 (im,f] } , ?’[(-)’]f}) —=o0 pour  w'(1)=o.

Dansle deuxidmeeas o' (D)= 1, i==1, ..., m, [m,,lj{, esl Pensemble
(ICS OSl)ElCL& COIHPICXDS dC dxmenmou 001111)10\0 :'?l conlenus (1«'.1]15

wf-i-1 o, J— J—
Cr HEP AT R N

On voit que le seul élément commun aux ensembles o'(fom]s) et
[oi#]; ost, dapres (1), Vespace complexe délerminé par les veeteurs
Gor++ s Gur s 1> 00 LVespace orienté déterminé par la suile de vecteurs

{
f

4

U==,, ainsi que du voisinage W=W_., ==

T e 7= 00

Cor ey By m_.;}, ¢'est-d-dire 1'éldment central \ da  voisinage

m ' u’ ——-("m

Nous rappclons que les éléments du voisinage N —-\’ sonl repré-
sentds par les ¢guations :

wy == ¥ &y,
g{g—-—gn n+1,...,n—f——m-~«1},
fff{ ..,n——l,n—--|~m;.
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.
Considérons les coordonnées normales (£,) de N comme un 5y~
teme de coordonnées dans un espace numérique; soit (uy;) la base de

veeteurs correspondante. Le voisinage N est alors orients par fa
séquence :

A::{uit,...,zz,,,;; Uypy oovy Loy ...am,...,u,,,,!f.
f.e voisinage U est une varidié lindaire dans N représentée par
. —r
E.n{ e SR Gy 52 0

dont Uorientation est délerminée par la suite des vecteurs suivants :
B:;u”, ey Uy e Uy, un*{,m}.
Les éléments 7 de W sont représenides par les ¢quations :

> -
Zi —— ‘;“Z.z - SmTmt 1)
QeSS el 4

£

In posant i G185, & et I réelles, o'(2) est défini par les
équations :

i
- e o e . ]
S TRy e Sy g e e St Ty — &y Tngm—1>

jo

bl ?‘ .t .
( e T e AT 1 M S i Ly =y Bpm— g

( (I?Z...:*:{L'n__gzo,

Lensemble o/(W) est donc aussi une variéis lindaire dont Uorien-
lation naturelle est déterminde par la suite des vecleurs snivante -
G "'%:gun-— i ~}- un,i’! U‘n,i - u'n~l— [2s 0oy Uy f,memt b un,ma
‘ U'n,mwi"“‘ un—--i,m}.
En comparant avec les s rstemies A et B, on trouve
I
ko . )
KU oW Yoz (o )™, ou
I({t.)z:*]o, (P"[m;}jﬁ) =z (— 1),
ou I est 'indice d'in tersection caleulé dans N, Dapres proposilion 1
83 clmp. 1, ! est le méme que I'indice d'interseclion I, caleunld
dans la variété R, ,, orientée par rapport au systéme de coordonndes
(), puisgue m est pair. Il en résulie
3) Lol o= (— ).
Notre lemme est évidemment une conséquence de (a) ol (3),
q
C. q. f. d. ‘

CLASSES ©
Détermi

{#

ou fI’) .= (P’..J

d(w) === ak,
dimension

(5)

Y

ou

(6)

[

(7)
Démonir

(8)
En effet,
ce Cas on a

——,

o' (m
d’ot les iné;
' rul("n,"

1l est done ¢
(ﬂ)) = (mu ‘
Cf Gtant déh
(d) Ri=2t
{0) Vinter
20 (m"y — ol
(&)Y ne

comploxe eng

Leeycle [
représenld g
XeR, , salish

De méme,




"H) de N comme un sys-
ique; soil () lo base da

est alors orientd par la

gy eas Um.‘ag-

dans N représenide P

¢ des veelenrs suivanis

f1 v s un--i,mz'
wles équations .

Tty

. o'(4) est défini par les

:,__z

PO -lm Eppope i

I Im Tpiom— 11

fé lindaire dont 1orien-
cs vecleurs suivante :
[ ] -+ u’n,nu

u‘n,m —t Uy E

on trouve

O™, ou
I)rn’

1
V. Dlaprds proposition
d'intersection I calculé
systéme de coordonndes

dquence de (2) et (3),
G. q. [ d
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m

Déterminons maintenant q)’*{”,,‘ g,_} Remarquons d’abord qu’on a

() ¢ e o= 0 [0k,
ot F=9¢" 1 Gy = R, . Puisque Pensemble des classes {o}5 avee

d{w) =2k, weQ(n’ n'), forme une base d’homologic de G, ,, pour Ja
dimension 4%, on a

(5) 9*{5;’}('%} o )_, €,k {‘Uh eL-h}g }‘e {('J§

he 0
ou

—f
"Ji. o —n{ I ) N e 2) =0,
(6) tuh,g;‘»__h(]nf e I) poninges fil—, {;;,, U ,,(m’ paviond 2/\: e l’L,
b2 L ‘
e == L[5 e Gloha—n]i) s

(7) { ’(m’ww 2) >0, du)==ak,
7 Y T )

Démontrons d'abord que

(8) sw‘ == 0.

Fn eflct, pour que la fonelion « existe, 1l faut que m > 4. Daus
¢e cas on a )

m’(mf —_ 2) >0, ([(b)’) ==l t.)’(!?l’ — I) -._\g m’(m’),
d'ot les indégalités
{,,’(m’ —_ ;)vJ.ﬁ m’(m’) L oh-—1, w"(m’ — 1)<k —1.

11 est donc toujours possible de cholsir le systéme de coordonndes
(wy== (2, ooy Byemy et zmm (2, oo 2w lels que, les espaces I et
G dtant définis comme dans § 3 ¢ § 5 de chap. 1on ait :

(a)y RE—#+2 o OO~ D324 sont disjoints ;

(&) Tintersection de J#—*+% ot G+ # o)t Y, esl de dimension
26 (Y 2k - 2

(¢) Y ne confient aucunc droite complexe et le sous-cspace
complexe engendrd par Y n’a ancun vecleur en commun avec

Gw‘(m' —HAm 1

Le cycle [58,5], défini dans R, ., par rapport au sysidme () esl
représenié gdomélriquement par la pseudo-variéié des éléments
NeR, L, salisfaisant & Ia condition

dim, (X n R+ >0,

De méme, le eycle [m’]f, déhin dans G, par rapporl au sysiome
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() est représenté géométriguement par la pscudo-variété des dlé-
ments Z¢G,, , satisfaisant aux condilions suivantes :

dim, (ZpCo@=bam=ty> ;o
Z c Gutm)en' oo,

Il en résulte que, en tenant compte de (a), pour un ¢lément
4(2) ==X commun 3 (% 5], et g[w']e, X a une intersection avee
Cetm=+nw={ T'une dimension égale & m— 2 ot une intersection
avee I*—*+2 Tune dimension égale 2 2. X étant complexe, sa
dimension, d’aprés (8) et (c), est alors nécessaircment égale A
(m—2)--2-+2==m~2, ce qui cst absurde. Par conséquent los
deux cycles ne peuvent avoir aucun dlément en commun ct la for-
mule (8) est ainsi démontrée, '

Il en résulte que U'équation (5) se réduit &

%
(8) et a, = 3 i ohe—n} 3
- he=0
ou
(9) T — IU([(J;;‘_, Slyr O, 2 —n)8)-

Pour délerminer ¢, prenons le systtme de coordonnées (@)
défini par

. ) ,
(10), . 2T gy W yias JEE L, 0,0
([0)9 LBy e g 225 ~H W 9j 2y 6

Jmmml—a, o o 4 h—
(10)3 T A s N L R L S S S VR P

Jz=mh, o m m o —h— 1

(ro), - BTy e 2 £ 1R 1 200
Jem=ml Aok — b1, L 0 e

(I 0)5 Tt T= L g Wl}‘n"- (:Bn Lk T i) '
: Va
i

(10)5 N e N e ';(— Tpay T _gp 2)-

Pour =0, on supprime le systdme (10),, et pour k=1, on sup-
prime (10),. _

Nous avons ainst choisi les sysiemes de coordonndes (z) et (x) de
telle fagon que, comme il est facile & vérifier, le scul élémeont com~
mun A [55 5], et 6[w) 5,5 soit Pélément central du voisinage
Ng=Nou Us==U, ot o=y, 3, qui est aussi 'élément central du

CLASSES CARAC
Olsinace W .-
voisinage W .=
ments sont de |

—
Wi ==&y ..

—_— 4 -
wj 4 @ m— C.-j!'ﬁzl -

La varidtéd Lie
()
Dans Tespac:
veoteurs COTres:;
mindes respect:
A :::.::{U,“, e gy,
B ::gu“, - 1y,

Les éldments

zj-l—m'u—-f.' P =f,m
Zj-*-m'-—ml ——
zj =0, J:

ou, d'aprés (10}
LR =

mll—-i?f.'»-h-i—j-{t-‘ =

Ty on 7 O e (

TR A e et



seudo-variété des 6la-
iics

m— 2,

a), pour un élément
une inderscclion avee
2 ¢f unre nterseelion
X étant complexe, su
toessairement dgale A
¢. Par conséquent les
en commun ol la {or-

S
oo

1)-

¢ de coordommées (x)

J=1,..,m —2;

4-2j—2h - b
—d e —tu-fz_p,

1R -4 ;~ b f S R B
y i - oh— T — 1

n—4k-t 2hr

— i X L —=m

e 2k - 1) 3

i 55',;..__21"._1. °)
et pour h===k, on sup-

rdonnées (z) ot («) de
le seul élément com-
central du voisinage
si 1'élément central du

ARESTNAE
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voisinage W, =W, o

. 7/ -
(LRI (S

menis sont d_c la forme :

Lym Ejlwn 3t L

jya o= jSafn-—"r. 44 +

E"a'n--”.'. 42t J31-n+'3 -

.
- Eﬂmn i 2 Gy s b

. E:,immn - 1t
= | S

¥
T Cimitn 4

SPIE RIQULS

k]

bE

Dans le voisinage N los élé-

No—af;

J'_—.n—-mflfa.*;“J,...,i’l.

La variété lindaive U dans N est représenide par

-j2

(TI) E‘“:

Dans V'espace vectoriel de coordonndes (§,) soit (u;) la base de
veeleurs correspondante, Les orienfations de N et U sont alors déler-

m=0, jren—- ol =~ 1

oy I

mindes respectivement par les suites des veetcurs sulvanies :

As=fu,, ooty e
Be=fu,, oot s

Ungs oo s Ung |
o anuﬂll',!n;

Uy 91,3+ o -

s U’nw‘.’.'bl—i.m N

Les éléments du voisinage W sont de la forme :

" — 7 -
i — 2 =g, m A
Tjaem—t
;== 0,
ou, d'aprés (10), en po

4
¥,

I
ST 4 I T
/2

)

Tyl Rt e 2

1
By @y 2§ == | = =
7

2

- \/) CH Ly

Tpee 2y e g @ — ( A “[ m
Vo

_K'
RV

J=mm ok — h4-1, .

7~
-t Sjemamp 2k—ho

7o
f i - 2k — hes

[ ot

sant Z,j,-::-:f_Jl =170 G

RIS T R | e

1.
v
~=j L —2h e 2

'Jw_h-hx,

Y

Jr==hoete 1, Y -y |

v

o' — 1 -+ ‘nJ,m >wn—-2k-\-1

1
437
\/.

g~ ‘J,nt)mnr—ﬂ(—i-i

~jm— 1, 4 4

R -

1

i
ShmCnem 2kt -+ '"/"-: C,r, Ty k2 T
92

= fom e § 0 - s

j:_—_I }1'
J:/L~P¥
n~+—m,

/.’n‘ 4
i réelles,

I
T

ooy Ugge v

/ 2 fy e 2
2

v

j: I,

I
=~ ("' = ‘-;; m' KJ m'
Vo

J=1, ..

I
R TS MLy 3
/2

)mn-—«:?k 42

L ]

’ umng .

ook — T

..,21’1———}1,

| oy
- (" \]“ Cj, e C.', e | 2
2
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Dans Uespace vectoriel complexe de coordonnées complexes (1)
sott (1) la base de vectenrs correspondante. Le sysitme de vecteurs
contenus dans W :

{?Ul,m'——iv lwl,m'--is '--wh,m‘mi: 17-Ula,m'--t;

wi,m" Wy o0 wﬂk—-h,m', Iwi.'cmh,m';

correspond & un systtme de vecteurs contonus dans oW, qui par
son ordre délermine aussi I'oriertation naturclle de W. La projec-
tion de ce systdme sur la varigié Lindaire compltlement orthogonale
3 (1) dans N est le systeme suivant :

1 ¥
C:::;—-u; Uy o240 = Un_shet2s = —= Uy opeiq—— Up2ha2235 0.
2 : \/9.
I . I
e N R Uy _ 42 y T un-—!,i -+ Un,2 ;
Va Va

. 1 T
Up—opuag =y 909, — —= LT N e e { S P S
V2 \/ 2

H I
U»,,._i,i—i—'";:: Uy 9 e N R ol ' S H
Va Vo
1 ) 1
e Un ok, Upoo 2ot 4} ves 7 Up_on,2, o op 1},
V2 ‘ /2 _

On peat vérifier que la suite composée {13, G} détermine Ia méme
orientation que A ou l'erientation opposée selon que & cst patr ou
impair. Par conséquent (ef. Proposition 1, § 3, chap, 1).

I(U, oW)= I5.o(U, o W) == (—1)",

ou ek == (— 1) (of. (g)).
L'équation (8) devient alors
k
(1 a) 5*{65:,2ﬁ;§0:3 > (— I)"{t_ﬁ;(, 2&-—4:}5-
he=

D’aprés les formules de multiplication pour Pannean de cohomo-
logie dans G,,,, (cf. § 5, chap. 1), ona

{13) {&iﬂ,y.-—h;f): {5}?}8\) {U_J?A-'—h}cﬁ— }i}if;i}SU {53'3}.:—):-;«1}3-

On déduit de (12) et (13) par une simple réduction que

2k
S o= 3 (— 1)at o faf_ i,
hA==0

CLASSES GARA
ou, d'aprés (4

(th) v

Supposons
lant une Q-
ton [ Bt

T
{ Wag, 2

ou, d'aprés (6
(15) 1

In utilisant
définis par (6
une seule forn

Trionive g
subordonnde &

(16)
(17)

ct .
(18)

Evidemmen
lemme. La {o;
suivantes :

(19) (=1

Pourla dém
el, en utilisant
obtenir une fos
nous allons dé
théordme de e

Démonstratic
Supposons C
de o base B3

s, st
e e WM A



fonndos complexcs (&0
Le systéme-de vecieurs

o Wb w's 1££~’2!{-};,;,|'§

nus dans oW, (i par
clle de c.\\ La projec-
apldcmem, orthogonale

IR R il SO P S N
I T 7 S ;
NINER: S I LI W N

A, Uy, ;

~2h, 2y Hp_op ¢ 2'

)

C} détermine la méme
lon que A est pair ou

3, chap. 1).
_— [)h,
).

r’.'--h}(g'

- 1'annean de cohomo-
SERY SAVE PNy 3
duction que

{ =’ ¢
§ W2~ h } 4

s e e T

CLASSES CARACTERISTTQUES DES STRUCTURES FIBREES SPl]l:Il\IQUI'IS

u, d’apres {4),

[
ot

2k
(1 4) o {Ssm o= B (= Ml v falian]s
o=@

(=

Supposons wainicnant que & esl une O ~stracture sur B admet-
fant une O-struclore suhordonnée & induile par unc apphca-

o

tion [ BG, e On déduit de (1) (qf. théortme 4 de § 3):

{E&Jg'k’ 5”_};(@3) -::.j
ou, d'aprés (6) et () do §

0% Pl@)= )

of
§ (= D) v @),
- u

A‘l 1

¥, (= 8@ v BT

2 ."

in utibzant le pol)uome de Pontrjagin ot le polynome de Chern

définis par (0) ct (/) de §

une seule formule, @ slwozr la formule {17) du théortme suivant ;

Tifontng g, — 8i une O -stracture & admel une Or-structure

subordonnée &', on a

(106) P (@’,

(x7) (&'
ct

(18) X5(®) =

Ividemment la form

S 2, on peul réunir les formules (m) dans

P

i)::'_‘:G (@5’, f) U Gu(’@l, lf),
== G (&, O v C(&, 10);

= (— 1) CHE), mooe am’. ' ‘

ale (18) esl une conséquence immddiate du

lemme. La formule (310) esl équivalente au systtme des formules

sulvantes :

(19) (1) PH@)== 2; (- 1Y'CHE) v G ().

Pour la démontrer, o

n peut parlir de fa formule (17) § 6 chap. 1,

et, en utilisant Ja méthode par laquelie nous avons démontré (17),
ohlonu une formule analogue 4 (14), et en déduire (tc)) Pourtant
nous allons démontrer celle formule A partir de (£5) 4 l'aide du
théortme de dualité de § o (théortme 3).

Démonstration de (16).

Supposons que la O -straclure &

de la base B dans la

ER L LT R

!

est induile pay apphcaLron J
varidié G, dum](, dans Pespace unilaire
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G (p = ap/, m==2m"). En idenlifiani Cv+= 3 Pespace numé-

rique R"% de dimension n-+-m, on a les varid(ds Co, i B 0l R, .
délinies dans C¥+" o R** ™, Soient

o (;‘n, w Acﬁi,n’

b R, 13.,,,,,,,

R PP I.:{"’”"
et ?r[ Gn‘i,n_—)— Rm,n’
les applications canoniqucéin{rod‘.}itcé dans § 5 chap. 1et § 3 ou d
est définie par rapport & lorientation de Re» correspondant 2 la
slructure complexe de C¥*+™, On a

(20) ol =1,

La formule (14) étant déja démontrée, on oblient, en Pappli-

quant aux variélés G, ., R, . el & Dapplication o, la formele sui-
vanle :

2 :
G0 erfEmali= 3 0 (s
Draprés § 6 chap. 1, on a

A e o O o L
SR TR

Iin appliquant Popération »* aux deux membres de (21) ot en
noapplig I !
utilisant (20), (22), on obtient

2% -
R, % m L h m)e m’ [
(1) {mw.-.e':}owf}_,o =) foiis v {w:!k--h}O’
{ e

d'olt les formules (1g) ou, en les combinant dans une seule, la for-
mule (16).
C.oq. L d.

-

LES

DES

§ 1. Les groupe
Kot \',H_ . la ve

R+, clest-a-chire i

(vj) e (Uw PR 9

relle dont la base ¢
homéomorphe an
projeclion p applig
détermind par'lcs A
fibve sur l'espace o
existe un élédment [i
élément [v;]elf,

()R

solt un élément hie
on a

I

N en vésulte que £
un seul point {&] di

(2)
Nous remarquons ¢
tn prenant par exas

(I), [Ej] - [el

ou e, ..., e, , et




AN
ST Vespace numid.

6tds Gy Ryl ot B

AL

35 chap. s et § 3 od b
T correspondant & Ja

on. oblient, en ]"apphl

on ¢y, la formule sui-

ro .
{mik-—-h} 6

o

smbres de {21) ct en

m' ¢
Y {mikwh}O’

ans une seule, Ja for-

G."q‘. . d.

R

M b a0 e S R 4 A o

CHAPITRE IiL

LES PROPRIETES D'HONMOTOPIE
DES VARIETES GRASMANNIENNES

§ 1. Les groupes d’homotopie des variétés R, ., ot B, ..

Boil V, . Ja variété de Stielel définie dans Pespace numérique
Iem, elesl-a-dire la variélé des suiles de m veeleurs orthonormds
()= (v,, ooy 2) vl Lavariétd V, ., . a une fibration natu-
relle dont la hase est la varidété R, ,, définie dans R*7, la {ibre est
homéomorplie au groupe de rotation O}, de la sphire 8, _,. et lo
prajection p applique [v, ..., 2,] sur I'espace vectoriel orienté
déterminé par les vecleurs v,, ..., v, dans cct ordre. Soient F la
filre sur Vespace orienté R"==p([2,, ..., &,]) ct SUPPOSONS qu’il
exisle un élément [&]]=[ef, ..., &, ] de V., , tel que, pour chaque
élément [v;]el,

() ATl Tayo0s 1/2 w4 Fsin 1/ )]
= (1 -0, € - sin ‘ﬁi);,

soil un élément bien défini de V,,.,, , pour o <{¢<{ 1. Dans ce cas
On a . .

. . -—r
h‘o([vij) - [vi} ’ hl ([vf]) - {e,]
I en résulte que h, définit une homotopie dans V,..,. ,» de I gur
un seul point (] de V..., . ¢est-d-dive,
(2) Feo dans | -

hy T N H
Nous remarquons que ceci est toujours possible dans le cas n >m,
en prenant par exemple

GY  (a)=lep el [ =len s oo el

O e, ..oy ey, osb une base de vecteurs quelconque de R*

sl
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Soil malntenant o une cellule de dimension & bordde par Ia
sphibre noité &' o y2e ) dans un espace cuclidien de
dimension % de coordonndes Yoo e Le point de 6F de coor-

donndes y,t, ..., v, (0 <<l 1), sere désigné par le couple (y, £).

in particulier, (y, 1)==y ost un point de &', Elant donnde une
application f': s*~' — [, soit

/"'f: Gk—")‘ R,,'m
Vapplication définie par Péquation )

3) B D==ph o f (). et
On a alors
hAy=R" et h(y, o)=p([E]).
Par conséquent on peut considérer hy comme une application

appartenant & un élédment du groupe d’homotopie = (R, ,.) et il est
‘clair qu’on a ainsi un Liomomorphisme pour & > 1, soit:

II N ﬁk—-;(b ) “‘>"'E'(_-(1:{n'm)-
De méme, Ia projection induit un homomorphisme

1): ﬂk(vn+m, m) acal "Tk(-R-n, m)! "r‘: > 0.
Bupposons n>m de facon que la condition (2) soit vérifide.
Dlaprés un théoréme d'Fekmann, 1 el P sont alors des 1somor-
phismes et on a '

(R ) == PV w) = e, (1), k>, n>=m.
En faisavt correspondre & chaque élément o7 de I' la rotation
qui transforme I suite &, ..., ¢, dans la snile Uy e, Uy ou la

malrice correspondante, on identific ¥ & 0%, ou lensemble des
malrices orthogonales unimodulaires d m lignes. La dernitre for-
mule devient alors ; ’

(/I) ‘ ﬁk(er, m) = P'r‘"k(vn b, m) -t IIﬁk_ 1(0:.'1) T V

k> 1, nZzzm, mn>1.

Nous remarquons que, dans le cas n assez grand, H est indépen-
dant du choix de (] ¢t que pour définir H{ /D, [flem,. (00, #
suflit de supposer que &, soit défini seulement pour [u;|¢/(s* ).

Dlapres § 6, chap. 1, la variété R, ctla variété R, , défintes

CL.

dan

ASSES CARAC

s 1o mdme

Jéterminer les

util

1sant Jes {or

revilement de

[

IROPOSITION

(i

- ot e (X
;—"}.-(Rn, m) TN

TT;,-(-R:;, m) = 7"').(}

I

Nans le cas &

2

(5)  m(R,.
Pour mou=: b

©) (0

(6y & (

ol

7:3(.
4, est le gro

Pour =, (0}) ¢

N s

définies par le:

S

¥i—3
_ 2w,

D=9y,

(res®);

ey

S =

A e ATy L



wasion A hordée par la
un espace cuclidien de
Le point de «* de coor-
“ru(» par le couple (v, f.
s Btant (]ann(-(. une

k-1

yes

) == p([]]).
SOINME BRe app]ication

notopie ;.}(RR w) o il est
v 1, soit;

).

phisme

k> o.

ition (2) soit vérifide,
sonl alors des isomor-

k>, n=om.
(v] de I la rolation
suile v, ..., v, ou Ja

Y, ou ensemble des
gues. La dernidre for-

ke ) (O:n) ’

grand, I est :nd(\pcn—

(S [Sleme (00),
t pour [UJE/( e,

a variélé Ixm . Qéfinies

B

CLASSES C;‘Li“{.-\C’T]:’IIUSE‘ZQUES DES STRUCTURES FIBRERES Si’l!l&IUQUICS 59

dans le méme cspace R"™™ sont homéon'lol‘pln(" On peut done
déterminer les groupes d° homoinlm' de L,, w dans e cas nlm en

utilisant les formules (/) pour R,,i . Pe p}us I varicié L,, m esloun
revétement de la variétd R, ,,. On a ainsi la proposilion suivanle :

Provosimon §. — _
“s(Rn,m) O, (R w) 32, nm s 1
TR X 5B ) 22 1(Ve) 7 (00 e, b1,
TT;E(I:{H' ) IR (B ) 23 %Vt i, ) - 7 LG, n=s{m, k>r1.

Dans le cas & < n la formule (4) devient :

(5) 7rk(f{n_,,,) == M, (0, n> ks, n = am.
Pour m==/ on a:

6y =(0h=rZ, 7,(05) =0, ?T:!(D_;) R -1,

(6)’ 1’?1(1‘{,,_.1) == 0, T (R ) w7,

. . _ n>=4,
"Ta(Rn,‘) =0, TT;(R". '1) ~ LG - Zu‘ =

olt Z, est le groupe des entiers,
Pour (O el (O on peut prendre les générateurs
SJis' =0, et Jit 8-> 0y, {i==1, 2)
définies par Jes équations suivantes :
Yoo =Y 0, 0)
’ y.,s ’)‘3 O O 1
) :‘_: L4 I g
JOY=40" ol o e
0, o, o, 1

¥ s
Yi Yy

i 2(33.% o */) 2(y,0, Yo O

L (y) == 2y, rm), i 20—y (
i 2(Y Y5 Yo o) 2(9',.4--7'-:}233): Yityi—yi—yi o
Q O ’ 6] I

(res®;

Jlpn={T» e e 3:“8, (yes,).

D N VT A Y 3 T o A L A e ra S g ot e i
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Aux générateurs f, Ji==1, 2) nous ferons correspondre  los
géndraleurs

by e =R, ,, et byt 5, — R s(i==1, 2),

de (R, ) et = (R,4) en précisant chaque fois Phomotopic 4, o
les éléments e, ..., é,] ot lef, ..., &) de Vi Soit (@)= (z,, ...,
Ty.,) UN sysiéme de coordonndes de Yespace R*** el soit e, ..,
., la hase de vectours corrgspondante. Nous poscrons respecti-
vement ;

() pour ht [3] == len ea s Cngr Cy ),
- [E]={en errr earye en, )
(z’)) pour /IJ-JZ féJ,] == [e“_ﬂ, €nisr O enH],
[E]==[3/be,,~ /5, h/5 e —3/5¢,. e 00 ]
(¢) pour fy, 2 (&) ===e,, ¢ e ) [g]==]4, Cuts Cuyys Coy].

Les ¢léments fy(y, ), yes' et he (y, 8, yes*(i==1, 2) sont alors
représeniés respectivement par les équaiions sulvanies :
() kly. o) (res'),
T,==... —&,_,==o0,
€08 1/a b=z, y, sin 1 /9 wf e Ty ¥y L2 1L,
Fnay COSI/amlzm— g Ly sin Vawl-iu,, oy sin 1/t

Dl (res?),
[, TR, Dy =&,_,==0,
@, cos1/onf= B/8m,_, . (yl—y? —¥i—y]) sin 1/a n¢
+5/4 w, - [g(yiyﬂ == Yey,) Sin 1 /2w 3/5 cos 1/2 7]
“-y, 3" g(ysya _—y-zys) sin I/D, 7,
Tr.., €08 1/2 7l ==5/3 Ty (20, — 2,7, sin 1/2 7t~ 4[5 cos 1/2w(]

~+ b/, (¥l —yi=+y?— ¥ sin 1/ant’

: Ty g2y, Ly, sin 1/2 7,

w08 1/ant==5/3w, . 27,0~y sin 1 /2 nf :
; ~1- 5//‘ Ly 2(,)’33/3 _—-yiyei) sin I/2 7l
{ Ty (Y — Yy sin 1 fa e

(. kely, 6: (yes™,

/w‘:---:“u.rnm‘“"zo,

T CO8 X[ vl (y o, Y Y8 Y 2 ) si0 1/

2, €08 1 /0 7f e (— @, 4y, ot Yy Y@, ) sin 1/ e,

Ly €08 1/ 7f=m (— 2, Y Euay Y &, Y, ) sin .1/2 nd,

Ty, ,CO8 1 /07l (~ymz, Yol Yo, Y, ) sin 1/amt

CLASSES CARAGT.
Les images i
un eyele mod
el S"(t ==, '))
appartenant & O
&) Alyy=,
(8) Ay (y)==
&), A=
0
(0),
(9),

Posons mainiz

oo ik

Nous démontrs
(r1) @£ 0,
D’ane fagon p!
(r1) a==1y;
Démonsiration .
10

Les Sléments
tiong :

Lensernble U ¢
¢quations

et 'ensemble 82 —
seutde par :

» .

5 ::Enf(:.y1tg

P

i 0 pour (i

TNty
A i T SRR R AN 1T



ferons correspondre les

"ﬁ-n,-i(i::lr 2);

1c fois I'homotopie f, ou
Voo, 4 Soit (bc)::("f;l -
space \""° el soib €1 »:s
. Nous poscrons respecti-

o

ol

d

C’f]'—‘[en‘ Cray €nry e""'J;

!n-rs]’
®; r
) e — 3/1) Chnayo Cnagr en+5];

[‘)}]:[c"'_eﬂw- 0 Cnaa Cow 3]'
), yes'(i=1 2) sont alors
jons suivanles:

ney Yasin /27
[ -, Y, S0 1/2 7t

y2—y}) sin 1/2

) sin 1 /2wl — 3/5 cos 1/27l]
3" 2(‘?’:y3~yzya) sin 1/2 =t
s /2l — 15 cos 1/27t]

-(y?——y§-+y§-—y'—}) sin 1/2 7 '

. 2(y1y‘-+—'y_3y3) sin /2wl
v)sin 1/2 7t ‘
e 2(y2y3"—y1y&) sin i/Q. gt
?—P—yﬁ——yﬁ—-—yf) sin1/27t;

_g—i—-y‘mn*_a) sin 1/2 7,
Lo ~—yacc,._ha) sin 1/2 7ls
~"3n+z+y2:cn_,3) sin 1/2 7l
y_la:“ﬂ—}—yiwnq,s) sin 1/2 wl

——— A

i
i
i
- 1
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Les images h(s") et hy(s*)s i1, o, représentent respeotivement
un cycle mod 2 et deux cycles entiers qué nous désignerons par S° ,
of SHi=1, 2). Soient vy ==, {0;":2:’:(0!‘, e les fonctions ' '
appartenant 2 Q(n, &) définics dans § 1 Chap. 1; 002 alors:

@) ()= p([eys €nvar Cnvar Env s])6’:6_--: ﬁ?_, yes's
(8)1 hf,(y) ::p([e“ o Cnwywr G €n sl)é:-'U‘ == U .')"633 3

®), h,o)=ple o & er, eV, = Vo yes'

+

(9) Qr {hj(s')% cN:l’im;
(9)& Si - Ilf1(33) = ‘-\s — N
(9): gt — Iy (") e N,=Now

Posons maintenant :
(10) ot la=1, [0ffJo =X [0 ]o =1}
L, == L 55 = 6y ) iy D

Nous démontrerons les résultats suivants :

(11) a0, a, 5 0 ay =0> a,, 70"
D’une fagon plus précise, on a:

/ —— — — —
(1) a==1; = h, a, = 0; O ==Y

Démonstration de (1 s
1° a=1.

Les éléments du voisinage N sont représentés par les équa-
tions :

o [ ?
L T e C-n;wn ~t- qn2wn + 14 =+ ;ngmn + 3 + En;‘tcn-a- e

z N
%:cj:ij,m,,—%—iﬂmnﬂ-—l—-ijsﬂ:,“_s—i—gﬁ:cnﬂ, Jemy, i BT
A

Lensemble U est la variété linéaire dans N représcntée par les
équations :
A

=ny b O.

et Iensemble 3 — {hf(s*)i , d’aprds (7)» est la variété linéaire repré-
sentée par :

£, = Eu(=rtg 1 /270 b el A0

£i=—o0 pour (ji)q&(l,l), (1,2)s (n, 1) ou (n, 2)-
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Il en résulto que le goy] ¢lément CoOmmun gyy tnsembles 17 et

(s { est Pélémeny centryl X:}?m({j‘-::o) de U, qui est aggg;
le seul ¢léraeny Commun j I, pseudo-varigig §7 et a$® for, (8, (9)].
Lindige d_’inicrseciion mod 2 de ey deux ensembles on gpf élémeng
commun pgg évidemmeny ; PN A aing) gom.

2" aq, ==

D'apres (7), tou lément g St contient I, veeleur e, tandis que
tout dlémen ¢, Ja'pseudo—varfété U, est contony dang Re+2

. i’espace
Yectorig) délez'miné par leg vectenrs e, ...

*Cusg (ef, S 2, chap. 1),
Il en résulfe que S} et-U, n'ong dlicun élément e commun g par
-, . A
conséquent a,, ::10(12, b,)__ 0.
3

° enedl |

Las ¢léments de N2 sont de | forme

! K
4 ~

5 > ro - .
Ly o A1, ~~ Sy . =t S, o Sy + 3 J=1I,, R
- ¥
Ty pmm 1T - Sng Ty g e wn3dn 4.9 ~j— Cnsn . 5.

Considérons N, comme yp Espace euclidiop de coordonndeg & ot
désfgnons la hase de Vecteurs correspondante par u, L'orieniation

Normale e i\"2 ¢st alopg déierminée Par la syjpe de vecleurs gyj.
vanie :

A:::{a“, cean,, a,, el gy, ...,u,l;}.

Lensemp, U, est la varidié lingaipe représenige par
(12) Enl::é.‘n:.’:aﬁ:gndtos

dont I'orientation est délerminée ar la suite de véetaupsg suivants .
! .

B::{u“, e,

Dlaprisg (7),, et (9), Pensemply < 5*—*{/{;‘3(33)} st aussi ypg variéts
lindaire dqp, N représentde pay

&

gu == ?:3 = gsa == ,E;m (::.yf tg 1/2 ﬂ'é)r
LR i
fig TR E o s ==f (==, tg1/a nt),
& == g TR f e 5.5(::% 'g 1/ ),

les auf.rcs@;::o(og 2 R I).
Celte varigrs conlieng “videm ment Jo systéme do vecleurg -

G::{u“ o, - Yy —-u,,, =, 1 By —u,

T

> —*:e-::am;m«ﬁmawmammm TR

CLASSES CAkAcT,

qui, dang ecl ar
suile composée {

de f\' que lg sy
86— (). on
savolr lenp 6léme.
chap. o, cet indj,
comme élant calen

Tout élément de

s 2]
==, e

La gy = Crme l.fmn-—:'

mn-;-:? == é.‘nlmn —t

N

Les ensembleg U,
dans N, représen téoe

(7)) : 7
U

1

85 g, "= 2(y
4/5%,, -
. 3/5 R | 1:::3’.;,2'

% . L
5, 656 s =
3/5 én,i == 9(.}’
h/5 ¢,

My

les autres &0 of o

(on a en eﬂ‘ctposéy,-’::
Parun simple caleul op
vant qualre poinis :

G0 2o s ) == ORY

€.

ol leg indices dinterser-
)roposilion 1, chap. 1



o aux ensembles 17 of

-0)de U, Gui est aussi
Uogt a8 {ef. (&), ({)):
sembles en cel élément
1.

vesleur e, , ; tandis que
snudans 3\"“ ?, Pespace
onaes (CF. § 2, (‘];ap 1),
et en commun cf par

=l e— 1

.de coordonndes & et

par ug. L'orienlation
swile de vecleurs sui-

] unlr t ey uu-‘i}‘

¢e par

fe vecleurs suivante -
ey U-nmi,‘sg-

esl aussi une variété

Y lgifamh,
Y, tg1/anl),
Yoty ifant),
¥, lg 12 wl),
).

> de veeleurs

- ”na ?

g T My 32_—”:”)!

A e e

CLASSES CARACYERISTIQUES DES STRUCTURES FIDREES SrERIQUES (3

qm' dans cel ordre, délermine aussi son orientation. Pm%quc 1a
su:!e, co:r:p{)%o iB, C; détermine évidemment fa méme orientalion

de N, que Te systtine A, Uindice dintersection de U, _..MUW et
58— fhe(s)]. calenld dans N, pour Jeur seul point commun \

savoir leur éidment central, est égal & -+ 1. Daprds pmpoqlt]on 1,
chap. 1, cel indice di ]Ili(‘l‘\(,bli()t] reste fe méme en le considérant

commoe dant calenld dans }{n ;- Done

({32:'::.1'0(/)2, 54 )“—I ( 2 - 3 hf (s )g) -

b oa, == 4,

(ef. (8), et (g),)-

Tout élément de N, est défini par les ¢quations :

@y Ej,as,,_1~+~ £ty L, . d—f—hg, wds JTEO, ... n— 9,

x I
Loy = Cnm (10— i -1, ‘ln - *‘vzml T :.nh-[,-im
[ , ¥ ro
‘Sn-P R L A c:.-iii‘-n + 3 CnsTh g

L]

Les ensembles U zU el S S (s == B sont des variétés
o i §— 1

dans N ; représentdes respeetivement par les dquations suivanics (of.

(7))

» 5 »
Lli : En-—i,i T LA 1,2 TR L TR e T

8/5 Cay -_“2(.}'1.}3%“}':}'1)
{I/J’ ponenllh) (’)’;‘}’i%“'\;‘):ﬂ E _—-—-y‘ ,_,_.); _____‘)2 o :4’
- !,t:—'h — ey -y :
/1/5 nmw——S’(‘)’iJf e vgjs) —— 35, 2y am 2y iy — Yy,
35 fus ey — 13
fl/d “no____")J 3__‘);;'~1".)q "“.}'s , \”3___9(),1‘) "'{”’32}'3)

~ 3 o ’ E
les autres £;==0 oft 0=y, -y, —ll—yf--hiﬁyfgx,

(on a en eflct posé yi ==»,(1g 1/2 =0)"). L '
Par un simple calcul on trouve que les deux variéiés se coupent sui-
vant quatre points :

=={¢, . ey /;o, g, .\/7(/10, 52.3_/‘1/10, —¢,.{/ 1/10},

€, &= —-1/2 ou —1/2,

7 f" !

oy yo ¥

ot les indices d'interseclion, culeulés soil dans N, soil dans R, ; (ol
o v A Rl A
PJ‘OpOSllmn 1, chap. 1), sonl tous égaux & — 1. D'otr

a, =— 1.

it e
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§ 2. Les groupes d'homotopie des variétés G,, ot Q, ..

Soient G, . la varidté grassmannienne délinie dans Uespace G¥+m
. g
munic d'une structure unifaire par la forme d'Hermite
T SR 2 L 2
oit (z) est le systtme de coordonndes canonigques. . Soit U, 0 . la
varidté des sutles de m’ vecteurs orthonormés de G+, La varidtd
Uy e @dmet une fibration naturelle dontla base est G, , ot dont la
{ibre est homdomorphe & U, - qu'on peut identificr avee le groupe
unitaire O], Dans le cas n > m, la fibre est homotope & zéro dans

Uy, e par une homotopie quiinduit unisomorphisme IT du groupe
T (U ) dans =, (Cy n)s £ > 10 La projection pde Ja fibration induit
aussi un isomorphisme P du groupe w (U, i) dans n G, ) et
on a

. , ‘

7 G ) = Pey(Up o ) - T (O, n>=m, k> 1.

Fn particulier,

(1) w(Cay) == 1m,_ (O), n>=m, n=k>1,

et évidemment = (G, ,)==0.
Dans le cas m==4, O; est homéomorphe a s* X ¢'. Done :

(2) ﬁ,(Oi)mZu, Tz(O]i)“T ! ﬂ’a(oi)&zol

dont les généraleurs sont déterminds respectivernent par les appli~

fl(y):: iy ou. y::(j’i,j’g)ES’iy?'“Fyng;

i/
7 )_; YRy, yetiygs oot y=(y, ey e
A m__—'—'ys'}_l.)"a Yo 1Yy yf+...-~-;--~y2:: 1.

cations suivanles :
¥, iy, o)
0

Soient maintenant ¢, ..., gy..2 la base canonique de vecteurs de

Gvr2etd’, o' les cellules borddes respectivernent par s' ot ¢°, dont

et o= ¢ 1. Daprds (1) et (2), ona

(Q) gﬁl(cﬂo"‘) ﬂ"'1‘.3(Gn,x'})--:0 H -
) Z 'JT;‘(G",.L.) == Iln‘k—l(o;’-) o Zav k —_— 2,[1.

CLASSES CARACTEY
4 L 1. .
Aux appheation

[’t 3 G?‘-‘»" C,,‘_g ct

i

7:.3((1‘!,‘5) b T‘-;(Cn,-’n)d
(4) Il )=
ou
Oy
(B8) hyly, Hz==p
| 9.

ou,
BY halr. )

Les images R, (-
nous ddésignerons s
foli, weQ{n’, m"Ypa

(6)
(7)

Démontrons par. «

soit N, == N l'ense
ttme d'équations d

Les ensembles
lindaires dans N e
vanles :

SiaN:

olt §; et T seront d




l‘iétés Gn,il e{ Qn,-’(‘

e dans Pespace CG¥rm
3 Hermite

t

ques. Soil Uy e la
s de G ™, La varidtd
base est G, , el dont la
cntificr avee lo groupe
homolope & zéro dans
orphisme H du groupe
pdela fibration induit
o) dans w(C, L) et

n>=m, >,

n>=h> 1,

$* X s'. Dono ;
3(0:)&Z0’

vement par les appli-

2 L -
i "I"'yz —— »

o oen Y, )EST
2 9 ___
Yi ey
onique de veeleurs de
ent par s* et s*, dont
ot (y, 1) == yes' ou s’

=== 2,4.

) D e i s e e e £ o i e

A PR e SRS SRS SR

CLASSES CARACTERISTIQUES DES STRUCTURES FIRREES SPUERIQULS (5
i

Aux applications [, cl f, nous ferons correspendre les applicalions
by +o6® - Cos oot By st -Gy roprésentant les généralewrs de
7,(G, o) ot 7 (G, s)définies par les dqualions suivanles :

4y Pl O=p([gsily,~—iy)sin1/anl-+ g, cos /2w, Guaz])s
ou

@ 0 3 =

v IR 20, .

G €08 Ifa i, (y, - dy,) sino /ol
(8) hplys O==p(guly, ~-1y,) sin 1/2 5l - g o ((y, -+ 1y,) sin 1 fo =é
= G COS X2 R,

Gl — =1y sin /2 vl ot g s(y, —Iy,) sin 1 /2 7l
~+ G e €08 1[0 7l]),

ou,
I g ¢ I
‘ z”-cosr/zrt:::z,,-__i(_yl—~:—~1'y2)sin 1/2 7t
(BY . huly. 6): e Zp oy, -1y sin 1 /0 nf,

typacos tfonti=zp ((wmy - Ly,)sin 1/2 =t
b Zp oy, — Iy, ) sin (/o =l
Les images Ay (s%) et hy(s") représentent des cycles enlicrs que
nous désignerons respectivemnent par 82 ot S5 Définissons les cycles
[w]f,, w€Q(n', m"ypar rapport au systéme des coordonndes (z); onaura :

o) Lo, 80)=1.
M (a2 S)=1.

Démontrons par exemple I'équalion (7). En supposant == 53,
soif N == N l'ensemble des éléments Ze(, ,, représentds par un sys-
tme d'équations de la forme ¢

—_— 7o e ’ ;
3’,'-—4-- *.\ji'-'nl—-i'+_ iR 42 J ==E Lo, — 2,
—7 7 -
T Ty — 8y T LYINR S N Y

—7 I
Tyt =2 LYW AN | o+ S8, 250 g
.

Les ensembles W == W( aN) ¢l 85 4 N sont alors des varidics
léaires dans N représentées respectivement par les équations sui-
vanles ;

W Cn'—_i,s == Zn',l pras s
Gizmlp==0, Jj==1,...n — 2,
“2 nN: Z"‘-—i" _ TC"',‘-’(:Z (yi —t 1_)’_,) 1'{5 i/?” TCJ),

_:C.n—-i,ﬂ Ein',i("":‘: (.71 “i._ iyi) !‘81/2 T't),

ol §; et &y seront des nombres complexcs conjuguds.

r
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Le seul élément commun anx ensembles Wet 8§ n N est 1'élément
cenlral Z de N z;==0, j==1,..., 0 2,0~ 1, oft 'indice {'in-
tersection caleuld soit dans E, smt dans G, s est dgal & -1, Puisque
Padhérence de W oest une pscudo-variété représentant géon‘uitriquo
ment e cycle [0}, quin’a aucun élément en commun avee S n’ap-
partenant pas & N {¢f. (B)). on obtient (7).

Les considérations précédom(,s 50 génémliuent naturclement an
cas d'one variété grassmannienne @, .. In effet, ona @ (n 2 4).

®) 70 =r( Q)= r Q) =0, 7 (Qu)A,

Supposons §, ; définie dans l'espuce quaternionien Qv+ (n = ")
de dimension ('{uaternionicnne n' -1 et les eyeles [off (wef{n”, 1))
définis par rapport & un systdme de comdonnccs quaternionicnanes
(7)== (q,» -+ qw1). Prenons une sphire §* et ta cellule o* bordée
par s* l’loprésentous les points de ¢* par les guaternions y de norme
1 el les pomis de s* par (y, How o< {1 ebly, == yes® Ln géné-
rateur de ='{Q, 5} est alors duieznnm, par Vapplication f: ¢ - Q, ,

telle que fly, &) soit la droite quaternionienne représentde par les

dquations suivantes :
G =7 R Qe TR0, e COS Tfant=q,.ysin 12wl

Désignons par 5} le eycle entier porté par I'image S5, On peut
dcmontrcr gue :

0 (ol 8 == 1.
Identifions maintenant C¥*% a4 lespace R**® (n==an’ 2= 6).

Sotent R, 5 et G, ¢ les variétds grassmanniennes définies respeclive-
ment dans [+ ot G2, L'applicalion canonique ¢ de G, dans

R,.s induit I’ homamorphisme des groupes d’homotopie 7,(C, ¢) dans
7 (Rye)s £ > 0, quisera désigné par @,. Nous démontrerons ;

Provostrion 6. - Pour 4 <k <6, O, est an isomorphisme sur;
pourk==2, 0, est un homomorphisme sur, en supposant n 22 6.

Démonsiralion.

Boit ¢+ Uy yas—V, 0 Vapplication définie par

o{{1e,, w0, w Ny ==Tw, i, w,, iw,, w,, 1w ]

Prenons mainlenant un élément fixe ZeG, ; et désignons par Uq:} a
fibre sur Z dans la fibrationde U, 4 ¢t par Vs la fibre sur “ (L)eRu,

CLASSES CARACTERLIS

Jdans la fibration de
une application 3 : |

Paisque n =6, o
H esl clair qu ‘on pe
cl Uh) dc \6 5 QN R

_;)[OJ(?LUOHS dans Ios

(10)

Los applications 4
seelivement les hom
I

by
Py :
H.: -
s

De (10) on dédui
(1)

On peut considére
unitaire et un groug
sous-groupe de Vﬁ
hmnéomor])ho a T
complexe 3. Puisqu:
cation identique du
=, on en déduit :

(D éstun homom:

(I‘A est un isomorp
Dans le cas k < Eip
En tenant sompte <

-phisme sur pour k==

Remarquons qu’o

( 1 Q‘) ﬂg(cn, 6}

TSR D S



"ot By n Noest I'éldment
-1, ou Pindice Y-
st égal & -1, ],)uisquc
résenlant géomeélrigue-
commuin avee B n'ap-

senl nalurellament an
et, oma : (n2=4).
() 27,

vonien QU (nes fn")
cyeles [olf (wel(n”, 1))
nées qualerroniennes
cb la cellule o* bordde
valernions y de norme
(y, ) =yes*. Un géndé-
pplication [ 6*-+-Q, |
ne représentée par les

Gy sin1/anl
U'image /(). On peut

Revt (nz=an 22 0).
es définies i‘espccti\'Cn
onique ¢f de G, dans
somotopie 7,(C, ;) dans
s démonirerons :

an isomorp/aisnw sur;
supposant n 2 0.

¢ par

L
LWy, LW,

3
~désignons par Uyy la
slafibre sur o'(Z)eR, 6
? i

iniraie

CLASSES CARACTERISTIQUES DES STRUCTURES FIBREES SPHERIQUES - (7
dans la fibralion de V, 4. La restriction de ¢ & Uy définit alors

une application ¢ : Uy, == Vs

1 est clair qu’on peut choisir la déformalion (4 de Uy ; en un point
el (b)) de Vo y en un point de telle fagon qu'on ail 0hj="7"4. On a
aussi ¢p'==po ol p: V, .s—R,, ot P Upyga—>GCos sont les
projeciions dans les fibrations correspondantes. Il en résulte :

(10) o' p'hy = ph.

Les applications ¢, ¢’ et les homotopies (h), (k)) définissent res-
peclivement les homomorphismes suivants

‘?’ﬁ.- : 7-':\-“1(_63,3) - “r.-ml(vs,a).- k>,
Dt me (G Rue)s

et (Vo) =Bl b1,
H;: ﬂa--mi(_{jsﬁ) 7 Cre)s k> 1.

De (x0) on déduit :
(11) M =00, k>,

On peut considérer Uz el Vi vespectivement comme un groupe

unitaire el un groupe de rolations. En considérant U, 3 comme un

sous-groupe de V,;, on sait que l'espace homogtne \%15/_['}3,3 o5t
homéomorphe & Tespace projectif complexe K, de dimension
complexe 3. Puisque =(K,) == o, pourk==1,3,...06, et que I'appli-
cation identique du groupe Uy ; dans Vg5 est autre que Vapplication
9, on en ddéduit :

$, est un homomorphisme sur;

ji’k est un isomorphisme sur pour k==4, ... 6.

Dansle cas & <6 < n, 1, et 11 sont aussi des 1somorphismes surs.
En tenant compie de (r1), il en rvésulic que P, est un homomor-
phisme sur pour k==2 etestun isomorplismes sur pour k=4, 5, 6.

C. gq. f d
Remarquons qu'on a en effel T‘(—ﬁ;g'g) SN 7:2(63,3) ==0. D'olt

(12) m(Cuo)oeZ,  w(Cnd=o0. n3>6.
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On peut représenter un géndrateur de ﬁi(UM) par application
sulvante

y1~f-~i‘}’2, 0 0)
Siy->{o booy, yest yiopgloemy,
o o 1

Soit 5 Ja cellule hordée par 8" dont les points sont représentds par
(r: ), ot y==(y, 1)es’, o< E=3 1. A foorrespond une application
he: gt G, lelle que, (z)==(z,, .0 2,5) dlantun systeme de coop-
donndes dans G2, h(y, £) est Vélément ZeC, représen(é par les
cquations (4Y. Soit 87 le eyele entier de ¢ représenté par image
sphérique de hr; on aura alors (cf. (6)):

(13) Lo SH=1.
De méme, on a nl(vﬁ’a)aﬁ:(ﬁ,,,ﬁ)% Zz,' et
N (! /l) ‘ T.'z(v(;ﬁ) sl ﬁs(i{n, G) =0,

Un générateur de 77,(\"5,5) estreprésenté par Papplication

= yq y.’ O,
of  yy—y, ¥ o
8 0 o B,

ol yes', et 5, esl la matrice unild 3 / lignes. Le généraleur corres-
pondant de r.z(Pa,,,‘ﬁ) définit un eycle mod 2 de dimension 2 dans
& a .o .

R, s0it 35, On vérifie facilement :

(15) LT, S =1,

§ 3. La classification des applications d'un complexe
de dimension 4 dans les varieiés grassmanniennes G,;.
Soit Kfun complexe de dimension 4. Nous allons démon(rer que

les classes d’homotopic des applications de K*dans C, ; (n==2n'2=4)

soni en correspondance biunivoque avee les couples de deux classes
enlidres de coliomologie G, &' dans K*. D'une fagon plus préeise,

on a:

Prorosrion 7. —— a) 4 chague couple de classes entitres de coho-
s

AT

CLASSES CARACT!

mologie G*, G d

que s

(1)
ol wf, e (n’, 2

by Dewn appli
el seulement st

(%)

Diémonstration
duales L, et L.
Ly les cocycles
suil toutes les a
saire, des sabdivi
cations cellulaire:

Soit Kile squet
sommel de Ly,
squeletle K* de [
eyele, on ait (s
dans § 2. D'aprds

RiEe:

ou
(3)
De plus, on a,
0y g (3

I en résalte q
el et puis & K
Prenons main
tion g : K*esm Co, .

(4)
() pour o*eK*,
fornient nne sph

.

ol 33 est le cycle s




1([].,3) par Tapplication

: )’fhlrwy“; =1I.

nnts sonl représentds par
respond une apphealion
tunt un sysitme de coor-
Gy, veprésentd pay les
; représentd par 'image

et
o}

ar 'application

Le générateur corres-

» de dimension 2 dans

ns d'un complexe
ssmanniennes G, .

s allons démontrer que
dans G, , (n==an' 24}
couples de deux classes
me fagon plus précise,

lasscs entidres de coho-

Ty

TR R

CLASSES CARACTERISTIQUES DES STRUCTURES FIBRPES sPiERIGUES g

mologie G°, G dans K* correspond ane application g : K*— ¢, . lelle
.]fu(,’ N

) o= gfutfies
on a2, @e(n’, a).

b) Deux applicalions g;: K'»C, 4 (i==17, 2) sont homoiopes si
el seulement si _

LRt I W ey
(2) 5’*{"’1}3%92{"’5}3'
2 d D) ¢ (e
gi{us}i==gi{ai{s.
Démonsiration de a). — Prenons deux subdivisions cellulaires

duales Ly, et L+, de G, , el délinissons les cycles [&7], [@¥ ] dans
Liy, les cocyeles {@le, {9315 dans Ly (ef. chap. ). Dans ce qui
suil {oules les applications dans G, , seront, en prenant, st néces-
saire, des subdivisions plus fines du complexe considérd, des appli-
cations ceflulaires dans I,

Soit K'le squelette de K de dimension . Définissons G(KY) == un
sommel de L., Choisissons un cocyele C%C® et dlendons g au
squelette K* de facon que, en considérant 4'(5%), 5%k, comme un
cyele, on ait g(s*) ~ G*(s"). 8}, ol S7 est le oycle sphérique défini
dans § 2. D’aprds (6) § 2, on a alors

LS /(50 == O30 - L[5 R 83 == C().

ou
De plus, on a, si a5° == St
g%y = G35 ¥g'(6]) oz PO CH R 0CG¥ (") - 8} =0,

Il en résulte quon peut élendre ¢'/K* & Pintérieur de chaque
7'€K% et puis & K* puisque 7, (G, ) ==o0.
. Prenons maintenant un cocycle G'eC* et définissons une applica-
tion g : Kf— G, , telle que

() 9/K =gk,

() pour o*¢K!, g(s*) et ¢'(s"
forment une sphére

2 [CHe) ~ Lok, ¢/(59)] - 8,

ol 5] est le oycle sphérique défini dans § 2.

AR T

e P G e e b e e R TR

3
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De (7) ‘3 3 on dédmt

LA g( ) — L@ ()= C‘(f")*I (A
d’ont

Gy =L({ui{i 9(s"))==g"{5{5 (")

pour chagque ¢*¢K*, ou

(6) Fajs=0t.

Drapres (3), (4) et (6), ¢ est unc application vérifiant (1);

Démonstration de by. — Soit J le segment 1< t<{2. Puisque
(o, s esl connexe el simplement connexe, on peut définir une appli-
cation

S K<l K< I -G,
telle que '

_ (7) ST < {(fy == g,/K, J=1, 2
Daprés (2), il existe une cochaine entidre D' dans K* telle que
(8) giieil— gilnt}e==3D".

Remplagcons maintenant Papplication f par une application
AL S € = A |
tels que
(=) SR o] 4= KO I =,
(5y pour €K', f'/a'><] et f/a ><J forment une sphére
(D) — 15 e <)) - S
On en déduit (cf. (6) §2):
LRl Sle' ><d)) = D'(s").
Dot en tenant compte de (8), pour ¢%¢K?,
L (055 1)) = D' (00) =D (5) = g ¢ (67) — g2 § 13 (),
ou, d'aprés (7), ,
u([“‘"lm S >< )= 0.
Il en rvésulte que (cf. (3), (6), § 2), =
A f(3(a*>< )y >0, pour chaque eIt

?

CLASSES CGARACGT

On peut do
que (G 4) ot

Le procédé -
le fail que S; fo
§ 2. En lenant
S8 forme un gé
remplacer j7 pa

telle que /K’
unc homotopic
Draprés (8) ¢
Provosrrion
co.'nplcn:e K de
{n==hn" = 0)4
{(i==1, 9) son
Ln appiiqus
dun LONP]L\C
résaltats partic]
resse dans ce tr
Prorositiox
aucane co-lorsk

sont /zomo!.opc's
(9)
(IO) f: {-:

Démonstratic
subdivision col}
systdtme de coo
vision duale K

calions consids
dans I\(J S
complexe cons
trer qu'il existe

tel que

(x1)




. vériftant (1).

11 =TT 2. Puisque
peut (Icfmn‘ une appli-

Az g

.1, 2.

D' dans K¥ telle que

1

“une application

f\

forment une sphére

1).

L})C

”0(03)_‘]’ AL

seld®,

A A T R L e L s S A » i

CLAGSES C.\R.-\CTL:ZIUSTIQUES DES STRUCTURES FIBREES SI’HI:ZEUQUES 7I

\

Qo peul done élendre [
!
que ©(G, ) =0,
Le procédd préeédent s'appuie sur la premidre équation de {2) et
* ] C1 I ] Lquaty a
le fart que B forme un généraleur de =,(G, ) vérifiant I'équation (6
| 0 g o o\l g { ‘
8 2. En tenant comple de la denxitme équation de (1) et du fait que
3 I q ) ;
s forme un géndraleur de = (G, ) vérifiant (7) § 2, on peul aussi
remplacer [’ par une applicalion
S K< -G,
telle que f”/K‘><ai‘-,q K d== /" Celle apphcf-lso définit alors

unc homotopzc de ¢, a g, {cf. (7)) et (&) est ainst démontréd.
D’apres (8) et (g) de § 2, on a aussi le théordme suivant :

h><d et puis & KP><J, puls-

Provosirion 7', «— A chaque elusse entiére de cohomologie (' d’un
complexe I de dimension 4 correspond une applicalion ¢: K—-Q, ,
(n==4n" 2= 4} lel que J’"{m’}" == Q. Deux app[ica!ioas g K- Q...
(i==1, 2) sont homolopes si el senlement si gifoj}d==g{u} {1,

Yoo appliquant cette méthode A In classification des applications
d'un complexe K* dans Rn s ou R, (n>4), on ne trouve que des
résullats partiels, Pourlant, 2 propos du probléme qui nows inté-
resse¢ dans co travail, il sufiit de démountrer le théoréme suivant :

Prorosiriox 7 Sapposons que - le complece K
aucune co-lorsion de dimension 4. Alors dewe applicclions

fj . 1{‘*‘".311‘4("'. o=, 2)

r’admeite

sont homolopes si

(©) SHforfo=fi{ol}:

(}'O) ff{(.)‘_:}a;—:. {m”:}, f?gmf,;G:::.fi_f{wg‘:,}(;.

Démonsiration. — ;\:ous définirons tes eyeles [wiF]s, ele. duans une
subdivision cellulaire K, de R, , canonique par rapport & un cerlain
systtme de coordonndes (z), Jos cocyeles %“‘»; 5, cle., dans la subdi-

vision duale 1\“) el nous supposons que f; ainsi que toutes les appli-
calions considérées dans ce qui suit sont des applications cellulaires
dans K(w)’ en passant st néeessaive aux subdivisions plus fines du

complexe considérd. D'apres (GY, ( 10), {11y de § 1 on peat démon-,

trer quil exaste une application

f: I(‘XbJ—i—!‘L“XJﬁ—f{n,_;,

tel que

(11) SIS X (Y= fyfKe, =1,

"l NS
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Solent A? (t==1, 2) Jes cochaines enlivros dans K* 1e] gue

(12) S Wi [ AL (el (xo)),
ol on a posé (of. § 1 (10)) :

A

{ (-};_f‘, o § ; ==, gwj ; o ==y, [mf,fz\_;].; =1, [“’:*JS mm 1‘3_

Supposons que la sphere SO X)) est
22 B,(6%) - B - B (5" - 82 (el § 1),

ot BB; peavent dtre considérds comme des cochatnes entidros de
dimension 4. Délinissons deux autres cochaines enlidres 8 par

(13) CHe) == fir? X I).
On dédait ainsi (cf. (16), (11)de §1):

@, B, (5" - a8 (6%) == L JO(e* X )
== IU(_r‘-, j(r‘ X 1)) -— iu(‘l',-, /'\r e ))) e I{,‘(r,-, f_@c‘ X
== L S —Lr fi(s ) — L (v fos* X 0))
== 0A{0") — 3CY"),
d'ott {cf. 1) § 1), 5B ~o0, on b, sont des eatiers non nuls. Pap
]J}'psthésc il n'exisle pas de co-lorsion de dimension A dans K, 1 en
résulte que By~o0. Par lg procédé clussique on peut alors remplacer
Papplication f par une autre

VAR SO VA COVE I - T

telle que
() SR KX = f,
(Y SO X)) a0

Par conséquent cette application peut étre étendue i K X J, ce
qui réalise I'homolopic de f of Jo Notre théortme est ainsi
démontré.

pour chaque o*¢i’,

A
FA
§ 4

01 presque ¢

A ung varids
sfrueture rieras
0, -straslure g
los fibres dlang b
colte structure os
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CIAPITRE 1V

LA STRUCTURE TANGENTE
A UNE VARIETE IJIP}‘.'-‘B}-‘\ENTEABLE
ET SES STRUCTURES SUBORDONMNEES

§ 4. Les structures presque complexes
ou presque quaternioniennes d'une variété différentiable.

A une variélé différentiable M de dimension m. munie dune
struciure riemannienne on associe d'une maniére évidenio unce
O,-structure appelée la siructure tungente de M, dont la basc est M,
les fibres ¢lanl les sphires unités dans les espaces langents de M :
celte structare est inddpendante de la structure riemannienne. Si 3
est ovientable et -~ M et — M les deux variélds orientées déduitos
de M, la structure fangente de M admel alors deux O-stractures
subordonndes correspondant & - M el — ] respeclivement, Les
classcs caractéristiques et les polyndmes de Sticfcl—'\‘\'himey et de
Pontrjagin seront  alors désignés 1‘051)(;(;&\’0111011{ par {m}i()]);
{m};(—}-— M), W,(MD), cte. Cesont des invariants de la siruclure diité-
rentiable de fa variélé M. Le théoréme 5 de § 3 chap. 1 est pour la
struclure (angenle équivalent A

Une variété différentiable M de dimension m est orientable si el seu-
lement st Wi(M) == o.

SiJa variétd orientée —- 3N admet une O, ~structure & subor-
donnée a sa O -slructure correspondanie, nous dirons que -+ M
est presque complecr:c ot que & est une slructure presque comp[ea:e de
-- M. Le théortme 7 de § 3 chap. u et le théortme gde §4 chap. u
donnent quelques conditions ndeessaives pour lexistence d'une

struclure presque complexe. En particulier, si M cst de dimension b,

ces condilions deviennenl! :

(1) o+ M)y == G3(S),
(2) Wi M) == C(3),
(8) Pi(-+M)=: C(&) v C(B) — 204 @).
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Il résulte de (1) ot (3):
(4) Pi-+M) - 2 X+ M) == CA&) v CY&).

Nous démontrerons que les conditions (2) et (4) sont non seule-
ment néeessaires, mais aussi suffisantes. D'une fagon plus précise,
on a

Tugorksn 10. — (¢} Pour gu'une variété orientée -1- M admelle
une siruclure presque complexe @, i faut et i suffit qu’il existe une
classe de cohomologie entiere G de dimension 2 lelle que

(5) Wi M) ==
ot ) . :
(6) Pi(—4-M) - o X}(=- M) = v G},
ot GF est lu classe mod 2 déduite de G} par réduction mod 2.
(b) Le systeme des siruclures presque complewes de M esl en

correspondance biunivoque avec le systéme des elasses G satisfaisant
auie eonditions (5) el (6).

Démonstration. — Nos conditions élant évidemment néeessaires,
démontrons qu'clles sont suflisantes. Soient R, ; (n = an’ assez
grand) défim dans un espace vectoriel R"** de dimension n—+ 4 et
G, s défint dans le mdme espace muni d'une struclure unitaire. La
O,; struclure correspondant & la variété orientée -i-M est alors

induite par unc certaine application, soit f, de M dans I‘{,,,,,. D’apres
proposition 7, § 3 chap. wr il existe une application
g: MG, 4

telle que

o) (g1 )5=C

L Lg {52 ] == Pi(-+ M) -1~ K-+ M),

Il en résulle, en désignant par ¢ I'application canonique de Gy,
dans R, , et en posant o'g==f:

fr{uiti== g% foi]s==g"ful}s (lomme, § 4, chap. n)

w= g e v f/,ﬁ{‘u’;ggi‘ﬂ{‘—u’}g (cf. § 4, (5), chap. 1)
__‘.,G v G ——P::(-—i‘ 1\[)— 0(-i— M) (cf (7))
= Xi(+- M), _ (cf. (6))

¢ est-d-dire

(3) S ot om frfotls
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De méine, ona:

() Fpot ooz ot )
et '

(x0) Fr{ofsm= o)

La structure ¢*(, , est donc subordonnée A Ja structure /3§, .,
ou la Ofstruclure langente correspondantd - M. Geel démontre {«).

(4)- La correspondance biunivaque cntre les structures prosque
complexes el les classes Gf vérifiant (5) et (6) résulte du fait que
Gi(97C.,4) est complétement déterminé par les classes CF ot Pi(-i- M)
(cf. la proposition 4 (), § 4, chap. ur et (3)).

Nous dirons qu'une variélé orientée —-M admel unc slructure
presgue qualernionienne {ou quclle est presque quaternionienne) si
sa structure tangeute en admet unc. On peut démontrer alors lc
théortme suivaul en partant de la proposition 7, § 3, chap. 11 et
théoreme § de § 3, chap. 1.

Tmtorkyme 11, — Pour qu’ane varidté orientée - M de dimension 4
admelie une structure presque qualernionienne, il fuatel il suffit que :

Wi+ M)=o, Pi(-i- M) = aXi(+ M) === 0.
Il Wexisle alors qu'une seule siruclure presque qualernionienne de

Pour les variétés de dimension G, on a

Tmforbye 12, — Pour qu'une variélé orientde ~- M de dimension 6
ail une struclure presque complexe, il faul et if suffit qu'il ewiste une
classe enticre G de lo varidté M felle que

(12) 2 e Wi ).

Démonstralion. — La néeessité de Ja condition (12) étant impli-
quée dans théortme 7 § 3, chap. 1, nous démontrerons qu’elle est
aussi suflisante. On suppose done U'existence de G vérifiant (12).

Soient G, ¢ (n==2n' > 6) et 1-1‘1,{70 les varélés grassmanniennes
définies dans G"'* ol son espace associé R*™° respectivement, et o
Papplication canonique de €, , dans R, 5 Soit f: M-»R, , Pappli-
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calion (l“‘ induit la structare tangeute de -+ M. Ddﬂifmens par M*
le squelctie de M de dimension k. f n ntilisant (13) de § 2, chap. u,

s

[R—

on peul délinir une apphcatton g: M= G, , tel que J {"’l}um-
Il en résulie

Setli= g et (=09

el par conséquent en uuhsant (15) de § 2 chap. 1 {cf. la démons-
tration de proposition 7", chap. )

SIME ol M dans R, .

On peut done délormer f dans une application St M— B telle
que. f,/M* =2 ¢'g /M. Puisque =° Roo)==o0 (cl. (14), § 2, lmp.fm),
on pcut déformer done f, dans [, @ M- >—R,, o tel que [/ == 07 /AP,
dou [{M?) e o(C ) Supposons maintenant que nous ayons
&éformé [ dans fi 0 M R, tel gue /L(M%) € 2/(G, ), o1 8 <k < 6.
Pourune cellule sz=g"" '(W‘ o (JIJLICDHQUL I'application fM o7 délinit
une apphcahon g 03— G, ¢ telle que o'g/as==1,/00 soil homotope

7 zéro dans R,, o D'apros ])IOpOSl[lOIl 6 ou (12)§ 2, chap. m. on a

donc gm0 dans G ot par conséquent on peat U'étendre 4 une
application g; 1 ¢ - .5 Les epplications fi/s el o'y, /s définissent
un certain élément 2 de —:,H(R,, o). D'aprds la ploi}Oaition G, il
exisle un élément o de w ;(Gn o) tel que @, o ===« Définissons
maintenanl ane apphmhon Gii oGy g tcli(, que g,’(c) et g,(s)
forment une image sphérique appar tepant 2 Uélément /. 1.'¢lément
de ,“1( " R, ) représentd pm‘ JSi{a) et o/gi(e) estalors o — 2’ == 0.
11 en résulic que fi/so=o'gi/s rel. vs0 On peut done déformer ['A en
une application fi @ M— Rn .. telle que fy /MNP oo "/ N
par conséquent f, i("‘\I‘* " e o' (G, o)

Par récurrcnce on oblient onfin une application ¢’ : M—= G,
telle que [ o'y’. La structure 7@, ¢ est alors une slructure presque
complexe de la variélé - M.

G.oq. £ d.
K § 2. Quelques exemples.

Nous énoncons d'abord deux lemmes dont le premier est une
simple conséquence de la définition des classes caractéristiques (of.

e ra S i R RN T AR B
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° . ,
(1) de § 2, chap. 1) et dont fe deuxitme sera admis sans démons-

tralion.,

Lose 1. — 81 une vaniéié orientée ~- M de dimension m peut
tre plongée dans un espace euclidien de dimension m -1, on a

{(:J } {.(-"I-- \j) =Q,

Luaae 2. — Pour une varidié orientée - M de dimension m la

valeur de Ja classe Xg(—-M) sur le eycle -~ M est égal & (- 1)™,
ol y esl la caractérisiiquze d Buler-Poincard de la varidié M.

i ou 2, woi £ wieQ(m, m).

Exeveres,

(a) Pour une sphtre orientée B de dimension 4% soil ¢ la classe
engendrant le groupe de cohomologie de dimension 4%, qui prend Ja
valeur -1 pour le cycle 5*. On a alors, d’aprés Jes lemmes 1 el 2

X (3 )'."::’JS
.f.

fuli(5%) =0, pour ok L ol eQ( Ak, hR).

Hen résulte

P(S™, H==1.
81 la sphare 8% admel une struclure presque complexe &, on aura
CH() == Xif(5™) =25,
d’'ol :
G(&, H=([(&, 1!) = R LR AN
Mais alors on a
G&, Hv (@, i=(1—2s "z -4-fs ¥ 6P (8% 1),

e qai est conlraire au théoréme g. Done:

Une sphére de dimension i n'admet aucune siruciure presque
comple*rc

Un théortme général concernant les structures presque comp]exes
des sphires contient nolre théordme comie cas parliculicr (of.
A, Kirehhoff, SBur exisience de cerlains champs tensoriels sur Jes
spheres, €. R. Paris, 225 (1947), 1258-1260).

(6) Plus géndralement, sl une variété orientée M de dimension.

O est telle que
Xé"(;\f) == 0,
cl
PH(M) =0, o< J<k,

la variélé M ainsi que -— M n'admel avcune straclure presgue

TR A A RS X (o DaECCE RS a y
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’

complexe. Un exemple antre que 8% est fourni par les variéids
¥ p > 1) de dimension 4k délinies de la fagon suivante :

Prenons une sphire 3% avee op trous syméiviques deux d deux
par rapport au plan équatorial de la sphere 5. Identifions par
symétric les hords de chaque paire de trous. La variété orientable
ainsi obtenue est 5, On a alors :

(at) Xgi"(—‘!— I‘I:',}") = 2(1 mp) -8,
(&) ¥ peut &tre plongé dans un espace euclidien de dimension

Ak —1, ol s est la classe engendrant le groupe de cobomologie de
dimension 4k, qui prend la valeur -1 pour le eyele représenté par

da variéié orientée - Hik,

(¢) Soit K le plan projeclil complexe de dimenston réelle 4k,
Celte variété doude d'unec orientation naturelle conformdément & sa
structure complexe & donnde sera dédsignée par -+ K. Solent 2} et 2!

les classes de cohomologie correspondant dJa droite complexc et an
plan complexe respectivement. On a alors

Xi(—- K) == 322,
C(S)=3z,  Ci{S)==32,

d'ott
Wi~ K) == C{(@) =z,
° Pi(~-K) = C¥(2) U () — 2C(®),

m=g2p U o2g — G2 = 32,

Pour la variété - K on a {cl. théordme 2)
(1) = — K K) s — 32,
PJ(W K) ftwoiont Pg(-—[—- I\,) fosord 323,

Supposons que — K admette aussi une siruciurve presque com-
plexe &'. Alors
Af~
G2

d'ol
) G{;(@’) = (9,(1 e I):’Q,
ol a est un entier. Puisque
Pi{—K)=C{&") v (&) — 2Gi(&",
on aura
32i = (20~ 1Yz U z} -+ 6zf,
ou a’~-q - 1==0,
ce qui est impossible. Done :

CLASSES CARA CTERE
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Le plan projectif complewe K n'admel aucune slructure presque
complee pour lorienlation non conforme & sa sbracture compilexe.

De plus, si & est une strocture presque complexe qucleonque
de la vamdéid orientdée -~ K, on peul démontrer comme précédem-
menl que les classes G5(&) et GY(E') sont néeessairement égales &
-t 32} et 32§ respeclivement, 1l en résulle que :

I n'exisie que deux straclures presque complezes de -~ K donl
Pune, ©, correspond & sa structure complexe el Panlre est &,

() D'aprés théortme 12, il existe deax siruclures presgue
complexes de la sphére $° correspondant aux deux oricutations
de 5% Ce sont les seules possibles. Cela résulie de Proposition G,
§ 2, chap.mn: &, estun isomorphisme de 7., ) sur 7":6(1‘:{,,)6). Sz,
aem, (R, o) sont Yes deux classes d'applications de §¢ dans R, ; engen-
drant les deux stroctures {angenles de —+- 8% et — 8% les deux
structures presque complexes de $° sont alors engendrées par les
classes d'liomotopie @;(&) el ‘]‘;(ot) de =, (C. o)

Les résuliats suivanis sont démontrds i Iaide de gquelgues théo-
rémes concernant les produits de structures fibrées spliérigues,
démontrés au chap. v, ‘

(¢} Dans § 4 chap. v nous indiquerons une variéié orientable de
dimension 2n. n 2= 3 quelconques, dont WHM)=~o0. Dapris théo-
réme 7, on a done :

Pour tous les n 2= 3, il eniste des variéids orientables de dimension

an qui n'admellent aucane straclure presque complexe.

(/) Une variété différentiable parallélisable de dimension 4 est
nécessairement presque quaternionienne, mais la réciproque n'es(
pas vraie. Par exemple, pour une surface algébrique M d’ordre 4
sans singularité dans un cspace projectf complexe de dimension
complexe 3 on peut démontrer gue, & élant la structure presque
complexe nalurelle de M, GX(&)==0. D’aprds théortmes 7 ¢t g, on
a donc

V\fﬁ(ﬁl) gt Gf(@) /=30,

Blaprds théortme 12, M est done presque quaternionienne. Pour-
ant on a Xi(M) . M= a4 == 0. Par conséquent M est noo-paralléli-
sable,

A R N RO T = THTE
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GITAPITRE V

LA COMPOSITION
DES STRUCTURES FIBRLES SPHERIQUES

§1. Le X-produit de deux structures fihrées sphériques,

Soient R{' el Ry deux espaces numériques et R'(n==n, -1 n,) lenr
somme directe. Prenons une base de veeteurs {7, o, D) dans
R qui, dans cet ordre, détermine unc certaine oricntalion de R,
Lespace I viuni de Torvientation définie par ordre de la base de
veeleurs D, LoD e, L e sera appelé la somme orientée de
ces deux espaces ovientés B ol 1\,

Dolenl B{i==1, 2) et 5 los sphéres-unités respectivement dans los
espaces 3¢ el R*. Nous dirons que S est le joint de 5, ¢t 3,. Si nous
orientons 8; en concordance avee Vorienlalion de Ri et puis Sen
concordance avee 'orientalion de Ia somme orientée R* des e3pACeS
ovientés I ot 7, Ja sphire orientée S sera appelée alors le joini
orienld des deux sphires orientées 8, e1 8,

Soient &, i== 1, 2, deux G-slructures fhrdes sphéviques (G =0,
0", 0, ou Oy définies respectivernent sar les bases B, On peut
alors définiy canoniquement une G-struclure & suv le produit
B X B, telle que la sphtre fibre de & sur un point p==p X p,
de B, X B, soit le joinf (ou le joinl orients pour G==0") des deux
sphéres fibres de &, sur les points pi de B Nous divons que & esl
te Xeproduit de &, et &, et nous le noterons & == S, X,

Le probléme que nous envisageens dans ceile seclion ost le
survant :

Déterminer les elasses caraclérisliques de & en termes de celles de &;:

Nous n’envisageons que les deux cas particuliers suivants :

1° Délerminalion des classes de Sticfel-Whitney ou des classes
de Chern de la structure & pour des slructures &, quelconques ;

e s o e AT S O AR A L AN
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2° Délermination
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Pour démontrer (3)
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2° Délermination des classes cnmctéristiqucs quclconqucs de &
lorsque &, est une structlure simple.

Gonsidérons d'abord le problame 1o pour les O-structures.

Prenons rour cela deux ¢spaces numériques Rreme dont 1a
somme dircete ost Jjn+n (n==n, Moy ME=m A-my), Sojent R, ..
Ra,m les varisids grassmanniennes définjes respectivement dang e
espaces; les eycles et &léments analogues dang Poym, seront dislin-
gués de ceux de R, . en ajoutant deg superindices, Pour un ¢lément
X, de R, ,. ctun ¢lément X, de R soit X Pélément de R, . qui
est la somme de ees deux ¢léments X, et X,. On obtient ainsi une
application canonique ¥ de a variéld produit R, . X R, . dans
la varigid R, ,, en posant WX > X y=X,

Supposons maintenant que Sili=1, 2) sont des O-structures
induites respeclivement par des applications Jit B Ro,m,. Soit

f’ M BI X B2 et R;u,m, >< Rng,"lg

I’applicatian définie par

f,(])a ><P2) ::.f{(pi) X.fz(jjz)’ p"ch‘
It est alors ¢vident que le X-produit & -—— @, X &, est induil par
Papplication
(1) S==Wf B$><Bz»->R,;,m.

Nous étudions done le type d'homoalogie do Papplication cano-

nique . Dans le cas mod ? ce type d’homologic est donng par les
équations suivantes

(2) ‘I’*{EJ,’_T’}QZE {ag;'}gﬁ@ {(J;;“}g@,

2

ol la sommation est ¢lendue aux couplos (&, £,) tels que ki, —+f, =,
Ilfg }, 0.

Démonstration. — Jq formule (2) est ey eflet équivalente quy
formules suivantes :

(3) L=L(W([o®1 @ [utry), [57,)

—. 30 pour ®(n ) WD) < £,
T pour m“’(mIJ 4 m"*’(n_z.2) ==k,

ol w“’EQ(n,-, m;), d(m(”) . d(mm):fe.
Pour démontrer (3), considéronsg d’af'_jord le cas

(4 m“’(mi) —+ m(”mg) < k,

e e

e s
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Prenons dans Ry*™ (i==1, 2) un sous-cspace vectoriel R, de

. ! i
dimension o(rm,) —+m; et dans R*""un sous-espace vectoriel R de
dimension n %~ 1t tels que

(5) dim. (B, n (R, ® R))=o0,

ce qui est toujours possible & cause de (4). Considérons maintenant
le cyele [w™]e[wy™], représenté géomdéiriquement par la pseudo-
variété de 'ensemble des XeR, ,, tels que
2 ol

(6) dim. (X q R} > 1.
De méme. nous prenons les cycles [o@IBe @ D représentés
géométriquement par les pscudo-variétés ensembles des éléments
X€Ran, m, salislaisant respeetivement aux conditions X, e R;, ete.
Pour Xo®], on voit done gque X==W(X, X X,) est contenu
dans I}, & R, et par conséquent ne salisfait pas (6), d’aprés (5). Il
en résulte que W({o"}? X [o™)P) n'a aucun élément en commun
avee [of"],. Donc:

(N I,=o0 pour o(m) - o (m,) < k,

Supposons maintenant '

WP (m) - 0B (m) = k.

On a alors nécessairement

@ a,f;s, k’ s {521-:]{.

Dans Rp*™ prenons un systtme de coordonndes (Y= ({0,

o @ilim) correspondant 4 la base de vecteurs GEICSA
0 dési s par ¢ 1 de Rp*m déterminé

veos €nlimy cb désignons par I le sous-espace de Rr*™ détermin

par les vecteurs ¢, ..., ¢,

Soit R*7**! Je sous-espace de R**™ déterminé par les vecteurs :

i) (1 . () (2 ' (s (2)
Cpiv by ds ooy eﬂ1)+lli| s LM S eng-f—m, 1 €,,,3~—I— Einee

Tt

Nous délinirons les cycles [0 (i==1, 2) et [@2*], comme V'en-
LA -
semble des éléments XieRa, m; et XeR, ,, satisfaisant respeclivement
aux condilions sulvantes :
Ry o Xy e Rmer b
dim. (X n B *" ) = 1.

On voit facilement que le seul @lément commun aux deux
ensembles o], et W([@m 0 5 [ope)®) ost I'élément X eR, ,, déter-
miné par les vecteurs &, ..., ¢ 3, ..., ¢@. On peat réaliser

S o B e

A
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ces deux ensemble
Iindaires ct par con
a1, ¢'est-a-dire,

(8) I =1

2"

De (7) et (8) on dé&
D'aprés (1), il en

D’ou

En app[iquant‘le tl
on en Jdéduit :

W

(Cf. la démonstr
Chap. )

De la méme facor
les G-struclures, on
du théordme 5. On »

Thgoriue 13, —
G-structures G, et @

WO, =W,

' W,(8, =1
6@, §=0C(S, 4
(S,

(@, N:==Q,8,, ¢
Qu(@’

Constdérons maix
Supposons que Ra,
nies respectivement ¢
somme R*** (nzp,

+

A AT Fr e ey
T S S



pace vecloriel R, de
space veeloriel R, de
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nsiddrons maintenant
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9 ) est contenu
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LI(.:IT}.C]]L G ComImun

m,y <k,

Tonnées  (#) == (a2,
vecleurs ((:i) = ((:Ei),
de R#*" détermné

 par les vecleurs:
. [$] (2)
/R eml) - Ep, -

1 [ar*], comme Pen-
usant respectivemnent

commun anx. deux
tment X ¢l . déter-
@, On peul réaliser
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ces deux ensembles au voisinage de X dans R, ,, par des variétés
Jindaires et par conséquent leur mchc dinterseotion mod 2 est égal
a1, ¢'esi-d-dire,

(8) == 1 pour om )} -0 (m,) == k.

De (7) et (8) on déduit la formule (2).
D'aprés (1), 1l en résulte que

Wi@) == (i fam= 0 fi}
== NS 0 @ fapre)
=Sifor{Oe i e

= S W@, & WiHS,).
Dot
WS, ) =W(S,, He W(&,, 1.

En appliquant le théordme de dualité (Théortme 3, § 2, Chap. 1)
on cn dédult : :

W, (@, =W, (8, ) d W8, !

(Cf. la démonsiration de la formule (16), Théoréme 3, § 4,
Chap. ) :
De la méme fagon on peut déduire les formules analogues pour
e ’ 1 PRI
les G-structures, ot (== 0" ou 0" ¢t pour les O -structures & l'aide
du théordme H, On arrive ainst au théordme sulvant : ' '

Tutoniywe 13.. — Si la struclure & est le X-produif de deax
G-struclures &, et &, on «a

W,(&, n=W,(D,. He W(&, 1,
WS, H=W,(S,, He W,(S,!), powr G=0o0u0";
0(\‘9, H==G (@1, He (8, ),
C,(&8, 0)=C,(S,, He (S, 0, pour G=0,
0@, H=0,&, ne &, 1),
0,08, H=0,8,. )@ Q(&, &), pouwr G== o".

Considérons maintenant le probleme 2° pour des O -structures.
Bupposons gue R, m; 1 IBLH,,” sont les variélés grasmanniennes défi-
nies respectivement dans les espaces numériques "™ et dans leur
somune W (n==n ~4-ny, mz=m, ~+n,). Prenons les systemes de
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coordonndes (%) et (x) dans R ™ et R**™ correspondant aux hases
; ‘ b
de vecleurs () et () tels que

H ; * .
o=, t==1, L., mg;
@ = o, i==m -1, L, n,—m;
== s tEER, M-, L, R,

Nous définissens les subdivisions canoniques K¥ et K deo ces
variétés grassmanniennes par rapport i ces systtmes de coordonndes.
Pour X, élément de R,, ,,, soit X T'élément de R, »qui est la somme
orientée de I et X,, ot R est le sous-espace orvienté de R+
déterminé par la suite de vecteurs ¢, ..., &b, Soit
s erh me T Rn,rn
application définie par W@ X,-> X. On voit facilement que ¥ est
une application cellulaire de K® dans K telle que
SR 0T
‘I”Ufot)m == U, W lem o= Uy,
ol WP (n,, m,) et wel{n, m) sont liés par les équations suivantes :
(9) w(f) == 0, =1, ..,, m;
9 oy==0®(i—m),  i==m,-1, ..., m.
On voit done que, d'aprts (4)* § 1, Chap. 1,
weQi(n, m), sl wPeQi(n,, m) et w®(m,) < n,.
(o) = s(w) =],
W(i;) - by == == 0PI - 1B - m,.
Dlaprés (34), § 3, Chap. 1, les cocycles {u}, ot {1 définis
respectivement dans K et K® sont donnds par les équations sui-
vantes :
., o
J— {is) -+ Is +
{(.)}0 = (—-1)ulw) . [Uc-{?j; (- 1ol isem, Um], o
o ¢ 2 Y D =
gw(—)} E]z) —— (__ I){;.(m(i)) . [U(0(2)+ (___ I)(Q(E){ig')) o (g“)+m= . Um(g)]_
Il en vésulte: W™l == @10, ou
(10) Wol, = w“’}g“’) pour w®eQi(n,, m,) ct o™m,) < n,.

De plus, on a

En outre, 1l est évident que

(1) ‘F’*{ (0}23 {ww}g”) pour w®eQ(n,, m);
11’"’*{@}1.:0, si w(1), ..., w(m,) nc sont pas tous nuls

(i==0 ou 2). .

Supposons maintenant que &; sont des O)-structures sur les
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bases B,, &, étant simple. On peut supposer alors que &, est
induite par une application f, : B — R,,, n telle que f(,r)x) s0i6
constamment I'élément 3™ (Rm e 3 j 2 B, R,,, m 08t application
qui induit Ja structure &,, le produit w:r-@ X ©, est alors mduil
par I'application A

Fe= W B X B, Ry
ol w estla projeclion canonique de B, X B, sur B,. De (g), (10) et
(11) on peut déduire alors le théordme suivani :

Tufowine 14, ~— Si &, sont des O'-slruclures, [& le X -produil
G, <@, &, élant simple, on a :

{12) P(®, H=10P (S, t)

(x2) W&, H=18W (&, 1),

cle. De meéme pour les O-straclures.

§ 2. Le théoréme de Whitney.

" Soient &; (i==r.2) doeux G-struclures fibrées sphériques
(G==0,0", 0, ou 0" sur un méme complexe K. On peut
construire alors une autre G-structure & sur K dont la sphere {ibre
sur un point zeK est le ]omt (ovienté dans le cus G==07) des deux
sphires fibves sur = de &, Celle simclmc & sera flppelcc le
v plodmt des &; ol sera désignée par &, v&,.

Soit &' ==&, <&, le ><—PlO( uit des \',I sur fe complexe produit
K< K. Gonsulmons 1_&1)1)11&1!40:1 diagonale o : K- K><K définie
par dv wx<a, xel Il est évident alors que

(1) &'

Pour deux classes de cohomologie quelconques X et Y dans K
on aura ‘
XuYo=d(XeY).

Par conséquent d'apres (1) el théoréme 13 on obtient :

Trtordye 15 (Whitney). — Si & est le v -produit de deux G-siruc-
tures ©; (G==0,0", 0" ou O") sur le méme complexe, on a

W&, =W, HuW (S, ), pour Gz==0 ou o,
(8, 0=0(9,,0 vi(Z, . pour G=0";
0,08, 0==Q(S,, 0 v (&, 0, pour G==0".

P (&, 0=P(&,.0), pouwr G:=0 ou Q" el &, simple.
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§ 3. Les classes caractéristiques des variétés fibrées
différentiables a structure fibrée sphérique.

Soit M unc variété diférentiable de dimension 2 dontla O -strue-
turc tangente est IR, Soit & une O, -structure différentinble définie

"

dans une variété M sur la base M, la projcction étant f. M est alors

une variété dilférentiable de dimension n -+ m — 1. Nous désignerons
~ ~r

par 30 la O-structure tangente de la variété M,

Considérons la structure fibrée B associde 3 & définie sur M dont
la fibre-type est un espace vectoriel de dimension m. On peut alors
considérer la sphire S(z) sur un point zeM dans & comme élant I
sphere unilé de la fibre V(z) sar o dans 8. Soit o(a) l'ovigine de
Vespace V(). L’ensemble de o(x) forme un espace évidemment
homdomorphe & M ; on peut donc identifier ofx) & .

Considérons mainlenant S(z) comme unc sous-variété différen-
tiable de la variété M. Pour un point yeS(x) soit T(y) I'élément de
conlact tangent & 8(w) au point y. Il existe un champ transversal de
la structure &; soit N(y) Uélément de contact de ce chamyp au point
y. Soit Ly) la droite dans Y(z) joignant y et o(x). On obtient alors
les O-structures suivantes :

«) Une O, -siracture T sur Ja base M dont la fibre sur yeS(a)
est la sphire unité dans T(y); :

5} Une Q, -structure M sur la base M dont la fibre sur yeS(x)
est Ja sphtre unité dans N(y);

¢) Une O, -structure ¢ sar la basc'g‘:‘f dont la fibre sur yeS(z) est
une o-sphere dans la droite L(y).

Le v -produit u X est une structure définie sur M dont la fibre
sur yeB(x) est constituée de toutes les directions dans V(z) issues dey.
A chaque direction [ dans V(z) issue de y soit g{7) Ic pointou S(=) ren-
conirs fa divection issue de o{w) el paralléle & £ g est alors une aEpiicn.—
tion de Pespace fibré de la structure @ u T sur Uespace fibré M de la
structure &. lla désignant Ia projection de Qu g par p, on voit que
Jg==fp,onyg applique les fibres sphéres de € U & homéomorphique-
ment el lindairement sur les fibres sphéres corvespondantes de la
siructure @&. On en déduit :

(1) Lu e S, .

TN
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Deméme, lapplication [ M- M induit une application des direc-
tions dans N(y} issucs de yeS(y) sur des directions langentes & M
issues de @ el done une application de Yespace fibré de 1'1 struclure
M sur Pespace fibré de la structure 9%. 1l en résulie :

D’autre part, il est évident que

(8) TuR =M.
Des équations (1), (2) el {3) on déduit :

(k) LU (S UM,

La structure € est évidemment simple. On a dono

W& H=1.
D’aprés théortme 15, on a
P90, ) =P (guiR, ¢).
En utilisant théoréme 15, on déduit de (4} le théoréme suivant :

Trfonims 16. — Si W est la structure tangenle de Pespace fibré
dune O-struclure différentiable & sur une varidté différentiable M
don! la struclure tangente est 9%, on a

W%, £) == "W (&, &) u /W (R, ),
P (M, ) =P (SuM, 1)

ol [ est la projection de lo structuore @.

§ 4. Quelques exemples.

Soit P, I” espace 1)10 jectif ‘de dimension ndont la structure tan gente
est Py, D'apres Stieflel, on a alors :

Wi(Ew) == ("7 )X,

ol X est la classe qui engendre le groupe de cohomologic HY(P,)
mod 2 de dimension i de P,. Puisque X"+ == 0, on a

W‘J(S’E(rz)v t) == ( [~ Xi)" 1

P/, 8,000,

LS

S A T o R R A TRy

R st
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Exeverne 1. Soient PO ({== 1,2) deux copics du plan projeetif,
dont les structures langentes sont PO ot les classes qui engendrenl
P9y sont X;. D'apres le théortme 13, le polynome de Whitney
de la slructure tangente 9 de la variélé produit M= P® ¢ pe

- cst alors donné par

W, =W (PO, oW (B, 1)
== (1 - X, )@ (1 -+ X 8)
=1 A A A=A - AL - AL .

ou A = 10X - X, @1

A, == 18X+ X 0X, 4~ Xe@1
Ay =X @X5 - Xi®X,
A, == N2 XL

w3

Construisons mainilenant, ae qui est toujours possible, des O -struc-
ture Gi==1.2) sur la base M==P, X P, telle que WY&,) =0,
WS, ==A,. Pour &=, v S, on a alors

W.,(&, =1+ AL

Soient M Vespace fibré de &, [ la projection de &, ct E)ﬁ)f la struc-

ryr

ture tangenie de la variété M. On a alors, d’aprés théortme 16,

() W, ) == WL, O v WS, )
== [ A A=A A= ALY (A,

Puisque Wi(S ) ==0, 1l exisle unc section dans &. 11 en rdsulte
que /* est un isomorphisnie (dans) et on déduit de (1) :

W‘,(fﬁ?) == f(aA )==0, cest-i-dire M est orientable;
WIE) = (4, A, 4+ A) == (X2 X X, + X, X X?) %o,

Done :
I ewiste des varidlés différentiables orientables de dimension 5 dont
laclasse caractéristique de Whilney de dimension 5 n’est pas nulle.
- D'apres théorbmice 13, la classe de Stielel-Whiilney de dbmension
3 du praduit topologique M X B, ot M est la variété considérée dans
Iix. 1 et of S est une sphere de dimension impalre, est aussi non
nulle. Celle variété orientable de dimension > 6 n'admet done
aucunc shructure presque complexe, ef. Ex. de § 2 Chap. 1.
Rappelons que, d'apreés Whilney, la classe de Stiefel -‘Whitney de
dimension 3 d'une variété dillférentiable orientable de dimension /4 est
tonjours nulle. ’

1
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Fxempre 2. — On peutl construire des straclures &(i=1, 2, 3)
sur un espace projeciil P, tels que
RT3/ R { —_— > e
WiB)=0, W{&)=X,, W(&)=
"l
Sotent & le produif @ v&,v@, M l'c%pace fibré de &, W la
structure fangente de Moo S 1o projection de &. On a alors
W&, af) = ’Wz(\fﬁ,, HUW (S, [)UV\T (&,, O
{1 ~i-Xi)*
= p e XO
La nullité de WYS,) monire que & a unc scelion et par consé-
quent f* est un isomorphisme dans. Daprds théordme 16, on a

WM, 0) = f*W(S, VLW (Peyy, 1) = L fX2,
B, (W, &) =Py &Y Poy ),

d’ott e

' ‘W;(gﬁ) == 0 ou M ost orientable,

Dautre I)f[]‘f, P (v V. %\( 3 J) ..... I, ¢ ‘est-d-dire PS*(\ 1% SI;(';)) juiemly &

pour k> o, puisque la base P, de la straclure v By est de dimen-

sion 3. Cela montre que :

Les classes caractéristiques de Stiefel-Whilney sont en général indé-

pendantes des clusses de Pontrjagin, méme pour la structure tungenie
dune wariété différentiable orientalle.

G#







