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Vorwort

Die vorliegende Arbeit soll rein auf dem Wege der Anschauung
zu einigen wichtigen Sitzen aus der Theorie der Zahlen fiihren.
Als Grundlage dient eine von A. Spezser erstmals in der Sitzung
der Schweiz. Mathem. Gesellschaft!) in Zermatt im Jahre 1923
besprochene geometrische Figur zur Zahlentheorie, in der Spezser
die unendlich vielen ganzzahligen Losungen der Ungleichung

als Anniherungen an die irrationale Zahlw durch Mznkowsks sche
Kettenbriiche geometrisch deutet und durch Vergrosserung der
Kreisradien zum Satz iiber das Maximinimum der positiven bindren
quadratischen Formen gelangt.

Diese Abhandlung will nun zeigen, dass man in dieser Kreis-
figur jedem regelmissigen Kettenbruch, sei er endlich oder un-
endlich, eine ganz bestimmte Kurve eindeutig zuordnen kann,
die uns so recht den ganzen Kettenbruch mit samt der Folge
seiner Niherungsbriiche iiberschauen lisst und gewissermassen
zu seinem wahren Werte hinfilhrt. So ergeben sich z. B. die
verschiedenen Kurven zu den Hurwitz’schen Kettenbruch-
Entwicklungen fiir 4/13. Wird doch das wahre Wesen eines
Kettenbruches nach der Meinung Minkowskss erst durch seine
geometrische Veranschaulichung enthiillt. So gelangt Minkowsk:
in seinem Buche iiber Diophantische Approximationen, geleitet durch
ein rein geometrisches Verfahren, welches in der sukzessiven

" Konstruktion von Parallelogrammen besteht, zu einer neuen Art

von Kettenbruchentwicklung fiir eine beliebige reelle Zahl w. Hatte
Minkowski das ganze von ihm erschlossene Gebiet Geometrie der
Zahlen genannt, weil er zu den Methoden, aus denen seine
arithmetischen Sitze fliessen, durch rdumliche Anschauung gefiihrt
worden war, so blieb er auch bei der weiteren Erforschung dieses
Gebietes stets dem Bestreben treu, durch engen Anschluss an die

1) Actes de la Société Helvétique des Sciences Naturelles. 1923. pg. 113.



geometrischen Vorstellungen und Bilder die Fruchtbarkeit seiner
Methoden zu zeigen; er wird nicht miide, durch originelle Modi-
fikationen seine urspriinglichen Ueberlegungen zu vertiefen, die
gefundenen arithmetischen Sitze zu vervollkommnen und neue zu
ersinnen. (Abh. L. S. XVL) Auch Felix Klezn glaubt, dass die
Zahlentheorie viel zuginglicher werden und viel mehr allgemeines
Interesse finden wiirde, wenn man sie in Verbindung mit an-
schaulichen Elementen und geeigneten Figuren vortragen wollte;
wenn ihre Sitze auch logisch von diesen Hilfsmitteln unabhingig
sind, so dirfte doch das Verstindnis durch sie sehr erleichtert
werden 1).

Auf eine solche anschauliche Weise gibt uns die Spesser’sche
Kreisfigur bei Variation der Radien Auskunft iiber den Grad der
Anniherung an eine irrationale Zahl durch rationale Zahlen; auch
lisst sich in ihr jeder Irrationellen o eindeutig eine Kurve zu-
ordnen, analog dem Klein'schen w-Strakl im Gitter der ganz-
zahligen Punkte. Am Schlusse der Arbeit sind noch einige merk-
wiirdige arithmetische Eigenschaften und geometrische Koinzidenzen
in der Figur dargelegt.

1y Klein: Elementarmath, v. h. Standpunkt aus. I. 5. 42.
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§ 1
Finleitendes (iber eine geometrische Figur
zur Zahlentheorie

Konstruiert man in der oberen Halbebene in jedem rationalen

Punkt der z-Achse mit der Abszisse ‘3 den diese Achse be-

riihrenden Kreis vom Radius ——, so berithren sich alle diese
24q=

unendlich vielen Kreise; sie iiberdecken sich nirgends. Die nicht
iiberdeckten Gebiete werden aus Kreisbogendreiecken gebildet.
In Figur 1 sind einige dieser einander beriihrenden Kreise im

05 :
Intervall (T’ T) dargestellt. Aus diesen beiden als Briiche an-
\

gegebenen Abszissen der Endpunkte des Intervalls lassen sich aber
bekanntlich alle nur méglichen Rationalzahlen dieses Bereiches
mittels der sog. ffarey’schen Reihenl) folgendermassen gewinnen:

Man bilde die unbegrenzte Menge der Reihen

i o} I
£y —, e
I 1
O I I
Fy: e it i A
I 2 I
) I I 2 I
F3 . T Dl FEPEN Wt ) {3
I 2t I

indem man aus jeder schon gebildeten Reihe die nichste dadurch
ableitet, dass man zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Gliedern

o ; : 6l o s
%, 2 das neue Glied gi; einfiigt; dann tritt jeder beliebige
rationale irreduzible Bruch o in einer dieser Reihen und zwar zu-

erst in derjenigen Reihe %, auf, deren Ordnung » gleich der gros-
seren der beiden Zahlen «, y ist, um sodann in allen folgenden

1) Vergl. Bachmann, P. Arithmetik d. quadr. Formen. II. Abt. 1. Kap.
Klein, Felix. Ausgew Kap. d. Zahlentheorie I. S. 196—200.

II
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qu verbleiben. In jeder Reihe besteht fiir je zwei aufeinander-

folgende Glieder ,,g_., % die Beziehung

(1) %8 —By=1;
denn, wenn dies fiir eine Reihe gilt, so gilt es auch noch fiir die
folgende, da

a@+N—yBt+a)=ad—By=1

Br-n)8 B 1p—ab—Pr=1

und es gilt somit allgemein, da es ersichtlich fiir die oben ange-
gebenen ersten Farey'schen Reihen sich bestatigt. Sind umge-

kehrt -E, % wei der Beziehung (1) geniigende positive Briiche,
r g g p

so sind sie in derjenigen Farey’schen Reihe, in welcher sie zuerst
beide auftreten, zwei aufeinanderfolgende Glieder, d. h. geometrisch

gedeutet: die in den rationalen Punkten ﬁ, % errichteten Kreise
Y

I

mit den Radien » —
282

1 - i
bezw, ' = eyt beriihren einander,
T

I3



DBewess: Wenn Berithrung eintritt, so gilt
LAY r 22 5
(r = — )t (( —g) :

was nach Einsetzung der Werte fiir » und »’ und Beriicksichtigung
der Relation (1) auf eine Identitdt fithrt, Der Beweis ldsst sich
mittels der konformen Abbildung durch lineare unimodulare Sub-
stitutionen mit ganzen rationalen Koeffizienten eleganter durch-
fithren, was im folgenden Paragraphen nachgeholt wird.

Vergrossert man die Radien zu VA so schliessen sich die
o
Liicken; je 3 Kreise schneiden sich in einem gemeinsamen Punkt
5 s : . i I
(Fig. 2). Werden die Kreisradien noch mehr vergréssert, zu —-, so
q

tritt wieder Beriithrung ein, bei welcher ein Kreis iibersprungen
wird. Figur 3 stellt uns diesen Fall dar. Die Beweise ergeben
sich analog wie derjenige der allgemeinen Beriihrung der Kreise

mit . r —

b

14

§2
Die Abbildung der Kreisfigur durch lineare
unimodulare Substitutionen
1. Jede Substitution .S:

“S+g, wobei %3 — By =1,
'\( :J’

vermittelt als Substitution der Modulgruppe eine konforme Ab-
pildung der oberen Halbebene in sich. Da bei dieser Abbildung
die reelle Axe in sich transformiert wird und Kreise und Geraden
iibergehen in Kreise und Geraden 1), so vertauschen sich alle Kreise

C
— i+

(2) [l R

Ae
i

'} Vergl. Fueter: Vorlesg. iib. d. singuliren Moduln und d. komplexe Multipli-
kation d. ellipt. Funkt, 1, Teil, 1. Kap.

I5



der Figur 4. Die zur reellen Axe parallele Gerade s —x -7
(— oo‘< x < + o) kann als Kreis errichtet im Punkte oo = —é_
aufgefasst werden; dieser geht durch w = Sz iiber in den Kreis, der

im Punkt % errichtet ist [kﬁrzer bezeichnet: Kreis % oder K (%)] :

Der Kreis % transformiert sich in A ( g) und derjenige zu %

/7

in KX (%) Wir wollen im folgenden das Bogendreieck A BC,
Y

das die drei cinander beriihrenden Kreise X (%), /% (%), K (%)

bilden, mit Ausgangsdreieck bezeichnen; seinen Spitzen 4, B, C

g . i
entsprechen die Werte 7, —i— , 142

2. Die Substitution .S — (1 CI)) = :—z_—l- fiihrt das Ausgangsdrei-

eck iiber in das benachbarte untere Bogendreieck, umgrenzt von
Bogen der Kreise zu %, %, % Der Kreis K(%) geht in sich
selbst iiber: wandert 2 von 4 nach B, so bewegt sich sein Bild-
punkt von B nach dem Berithrungspunkt D der Kreise A (%),
K (%) Die Seite 4 Cbildet sich ab auf den Bogen SZund BC auf DE.
Wandert # in positiver Richtung auf dem unendlich grossen Kreis
K (%), so nihert sich sein Bild, bestindig auf X (%) sich be-
wegend, immer mehr dem Punkte %; dabei passiert es die un-
endlich vielen Beriihrungspunkte der Kreise A’ (;:Tj;),  Jeeeelth e
mit K (%)

Diese Punkte sind die Bilder der Beriihrungspunkte der Kreise

K (-?Ii) mit der Geraden durch 4 und C; (=1, 2, 3,...) Dem
negativen Teil dieser Geraden ( x < 0) entspricht als Abbild der

Bogen BC ﬁ;ﬁ (Fig. 4).

16
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: R S
Wir sehen, dass die Substitution S = (I I) eine Vertauschung

aller Kreise bewirkt, eine Drehung des ganzen Kreissystems um
den sich selbst entsprechenden Kreis A (%), zugleich mit einer
Deformation verbunden. Diese Abbildung veranschaulicht uns Fig.
5 b, welche durch S = (i (13) aus Fig. 5a hervorgeht, in welcher

einzelne Kreisgruppen in alphabetischer Rcihenfo!ge bezeichnet

sind. Die Buchstabenbezeichnung der Kreise bleibt erhalten, nur

ihre Lage und Grosse wird durch S veréndert. Die gleich grossen
T I

; X o 2
Kreise, errichtet iiber den Punkten —, —, —, -2, welche die
TRESI N iy

Gerade als K (%) = oo beriihren, gehen iiber in die immer kleiner
werdenden Bildkreise ‘I’_ _;_ % %; beide Kreisfolgen sind in

den Figuren mit D, £, /, G bezeichnet. Die Kreise iiber den
I

I I 2 3 Y
Punkten e —?, Fomang Wy T (K, %, H, P, ) zwischen
den Kreisen D und C transformieren sich in die grosseren Kreise
-----I——, ———I-m, —i, ——3, Ty Dabei ist der Kreis X (——— i)
3 2 I I 159

iibergegangen in den unendlich grossen Kreis K (A‘é—) = NEhe

* Figuren lassen durch die alphabetische Bezeichnung der einzelnen

Kreisgruppen deutlich eine mit einer Deformation verbundene
Drehung des gesamten Kreissystems um den festen Kreis D erkennen.

Die Substitution S = c i) bewirkt den Uebergang von Fig. 5a

zu Fig. 5c, welche wiederum durch Drehung der Fig. 5b um den
festen Kreis co entsteht.

3. Wir kehren zuriick zur allgemeinen unimodularen Substitution
_ (=B Mg )
S= ('r ) @3 — By =1,
Bei dieser geht das Ausgangsdreieck (Fig. 4) iiber in das von

den drei sich beriihrenden Kreisen X (—g—), JE (i), K (m_—{—ﬁ)

Y g il

2 Ziillig, Kettenbriiche : 177



gebildete Bogendreieck, das wir mit (oc ﬁ) bezeichnen. Diesem

Kreishogendrezeck ordnen wir S zu. Da jede solche Substitution
S den Diskontinuititsbereich der Modulgruppe auf ein durch Kreis-
pbogen begrenztes Dreieck abbildet, die alle die obere Halbebene
einfach und liickenlos iiberdecken, so bildet jede derartige Substi-
tution das Ausgangsdreieck ab auf ein dieser eindeutig zugeordnetes
Kreisbogendreieck. Durchlduft S die gesamte Modulgruppe, so
erhalten wir als Abbilder die Gesamtheit aller Liicken unserer

(=

p

5

o

\

.‘ Fig. 4, die man sich beidseitig ins Unendliche fortgesetzt denkt.
A i i i § : Sor
q Jedem Kreisbogendreieck entspricht eine bestimmte Substitution
"0 der Modulgruppe. Die ganze Figur kann durch konforme Ab-
i bildung der drei ersten, das Ausgangsdreieck bildenden Kreise
A\ \ 3\ :
i, 7 (»1_), i (—Q—), = (—I--r) erzeugt werden; beriihren sich also drei
:2 o] I Ly ;
L]
benachbarte Kreise X (i) ot gl == Y , was fiir die ersten Kreise
b 4
= - g der Fall ist, so gilt dies fiir alle Kreise. Die Behauptung zu
= T :

Beginn des Paragraph’ 1 ist somit mit Hilfe der unimodularen
Substitutionen bewiesen.

S=(59)-¢€

Fig. 6 zeigt die Speiser’sche Kreisfigur in Verbindung mit der
bekannten Dedekind’schen Figur 1). Der Mittelpunkt des Ausgangs-
dreiecks ist der nicht mehr zum Diskontinuititsbereich gehérende

i —_
aEckpunkt — p2 =, = I__h’\)/iz
4. Die Substitutionen

I 0
(3) S_"(?ZI)’ 73*07 i_lsiz} i.?):"'!

welchen die an X (g) anliegenden Bogendreiecke zugeordnet sind,

=4
b
1
transformieren diesen in sich selbst. Jeder Berithrungspunkt auf
i (%), den wir mit Grundkreis bezeichnen wollen, verschiebt
sich um #z seiner Teilbogen gegen den Nullpunkt und zwar hingt
I~

der Drehsinn vom Vorzeichen von » ab. Das gesamte Kreissystem
dreht sich unter Deformation um den festen Grundkreis ; je grosser

Fig. 5a.
A &
v
Fig. 5c

Fig. 5b.

1) Vergl, Fueter, S. 17, Fussnote S, 5.

—
oo

I9




# ist, um so grosser die Drehung. Die Fig. 5b zeigt diese Ab-
bildung fir » = 1.

LN .

5. Den Bogendreiecken, die an X (T) liegen, entsprechen die

I 7
I 741

4

K (—1) und somit die Kreise K(T) R o o Ll T o T,

] I\
Substitutionen S — ( );. diese transformieren X (wa—) in

welche X (%) beriihren, in die Kreise um A (%) Fig. 5¢ zeigt
diesen Fall fiir 2 — 1.

20

§ 3
Geometrische Deutung samitlicher Lésungen einer
linearen diophantischen Gleichung

Betrachten wir die unendlich vielen Kreise X, (&), welche

P

einen festen Kreis X (_) beriihren, so ist stets
q

(4) Qﬁa—j)?n:il,

und zwar gilt das -} oder — Zeichen, je nachdem % <ader

2n ist; d.h, je nachdem der Kreis X, von rechts oder von
Qn
links den Kreis K beriihrt. Nennen wir die Abszisse des Beriihrungs-

punktes eines Kreises mit der reellen Axe kurz Abssisse des Kreises,
so folgt hieraus, dass die Determinante D, gebildet aus den Zihlern
und Nennern der Abszissen von zwei sich beriihrenden Kreisen,
die wir in der Folge Determinante dieser Kreise, D (K, K,), be-
zeichnen, gleich -}- 1 ist, wenn die erste Kolonne aus Zihler und
Nenner der grosseren Abszisse besteht.

Geometrisch in unserer Figur gedeutet:
Den unendlich vielen Losungen einer diophantischen Gleichung

0 gRise gk ¥
entsprechen die unendlich vielen Kreise K, K, Ky, K3, ... K,, .. .,

errichtet iiber den Punkten Z* mit den Radien 7, = ——;, die
: : s 2 : I
sich alle untereinander und den Kreis A (;) mit v = e be-

rithren. Die Losungen selbst ergeben die Zihler und Nenner der
einzelnen Abszissen dieser Kreise,

Stellt das Wertepaar x,, 7, eine Losung unserer diophantischen
Gleichung dar, so ist bekanntlich die allgemeine Losung:
(6} Haie= by _I— ng

(”:O!ils izsi&----,
Yu=y,+F np )

21



: ; ; : 5 :
und dieser entspricht die Gesamtheit der Abszissen ~—~ der Kreise,

”

welche den Kreis K (l;) umsiumend beriihren.
£ 4

So ersehen wir z. B. die ganzzahligen Losungen der Gleichung
: 52— 3rm= 4
aus des Figur 7, welche uns die Umgebung des Kreises A (—) vor
Augen fiihrt.
BT e et 6 T L
7,12;4,7; 1, 25
Bekanntlich ldsst sich die
diophantische Gleichung
o B e & At
immer durch Kettenbruchent-

?

wicklung des Bruches 3 nach

der Formel

(8) Poi G Pu 1= (—1)°
losen, worin %, j;—” zwei aufeinanderfolgende N'zihrungswerte
"L n”
?

von “— sind. Der vorletzte Niherungsbruch ergibt dann durch seinen
7
Zihler und seinen Nenner immer eine Losung der diophantischen

Gleichung, weil der letzte Niaherungswert £ ist. Dieser vorletzte
q
Niherungswert ist die Abszisse des grossten Kreises, der den

Kreis K (%) von rechts beriihrt. In unserem Zahlenbeispiel ist es

dear Kreisu A (%) Diese Losung ist das Wertepaar, das die kleinsten
positiven ganzen Zahlen enthilt.
Fiir die Gleichung
©) bt e il
?

wire die Abszisse des grossten Kreises, der K (}m) von links be-

22

trachtungen folgt der
Saziz (I:
Die wnendlich wvielen Lisungen der diophantischen Gleichung
gr )= & Y
sind die Zdhler und die Nenner der Abszissen % der unendlich

pielen Kreise, welche in der Speiser’schen Kreisfigur den festen

?

riihrt, die Losung in relativ kleinsten Zahlen. Aus diesen Be-

Kreis K (—q—) von rechts oder links beriihren; dabei ergeben die

grossten dieser Kreise die Losung in kleinsten positiven ganzen
Zahlen.

ey § qomg gt o

wl=

Fig. 8.

Betrachten wir in Figur;8 die Umgebung eines Kreises A (P),
4
wobei 4

(10) - 2owaly bty

— ist.
q 71+ 9o

Die beiden Kreise K (%) und A (%) beriihren diesen also von
1 2

?

oben. Wir erhalten alle andern A (?) beriihrenden Kreise, wenn

wir nach der Bildung der Farey’schen Reihe zu Zihler und Nenner

23

Ebenp B poemp p A
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der Abszissen von K (ﬁl) und X (—Pl) der Reihe nach gleiche
1 4]
Vielfache von p und ¢ addieren.

So gelangen wir zu den Kreisen

< () - 22)

7 71+ nq

()= (a2

4 Jo+mg

q
Da X (%) und K (izz—) einander beriihren, gilt nach (4)
1 2

D=g10s— g1 = 1.
Driickt man die Werte p,, ¢,, #s, ¢, mittels der Gleichungen
P =p+np 2" =py+ mp
9 =g +ng q" = gy + mq

durch p', ¢', ", ¢" aus und setzt sie in die obige Bezichung ein,
so erhilt man

92" —2 ¢ —mg'p—p' g9 —nigs —pq") =1,

also 72" —p ¢ —m1—n-1 =1,
woraus folgt
(11) D:g’p"—-p’q"::n—}—1+m.
Zihlen wir, vom Kreis X' ausgehend, die Anzahl der & (%) be-

riihrenden Kreise, bis wir zum Kreis A" gelangen, so erhalten
wit # + 1+ m =v. Wenn man solche Kreise: Krezse in y-ter
Lage nennt, so erkennen wir den

Sateiz:
Die Determznante von Kreisen in y-ter Lage hat den Wert .

Dieses Gesetz lasst uns alle Losungen einer diophantischen
Gleichung

(12) gxr—py—=1+n

geometrisch interpretieren :

24

Der
: ? i is K, aus,
Kreise; z. B. den Kreis K (?) Wir zihlen vom Kreis K, a

; - .
Kreis Ky — K (—‘3,—) (in Fig. 8: K') beriihrt unendlich viele

4 PHETEI
um den Kreis K (?) in diesem

oder jenem Sinne herumgehend,
pis wir auf den Kreis in z-ter
Lage A, kommen. Dann er-
geben Zahler und Nenner der
Abszisse von K, eine Losung
der Gleichung. Da aber K|, un-
endlich viele Kreise beriihrt,
also zu K, unendlich viele
Kreise in n-ter Lage gehdren,
so ergeben die Zahler und die
Nenner ihrer Abszissen die un-

A ' . TR N ek
endlich vielen Losungen der s M TN A 7
Fig. 9.

Gleichung (12).
Figur 9 und Figur 10 zeigen einige Losungen der diophantischen
Gleichung
e A ST i
fiir: 2 = 2:und » = 3 am Kreis & (%)
Roswnzen:. 13, 21;. 7, 105 1, 12000 ) 4 o
11, 195 5 95 . .- J :
38, 20 12 0070, 140 3 4s - R
il T IR N G - e |

2

r

Bei wachsendem 7 schliessen sich die den Kreis A (%} um-
siumenden Kurven immer mehr, ihre Endpunkte auf der reellen
Axe nihern sich cinander, ohne sich aber je zu treffen. Stets
existieren zwei getrennte Endpunkte, deren Abszissen immer grosser
werdende Zihler und Nenner erhalten. Im Grenzfall # = oo sind
diese Endpunkte beidseitig unendlich benachbart der Losung fiir
7n = 1, niemals aber die Losungen selbst. Zusammenfassend er-

halten wir:

25



" Jede diophantische Gleichung
gX —py = n

fiihrt in der Spesser’schen Kreisfigur auf einen Kreis A (%), der

von unendlich vielen ihn beriihrenden, aus drei Kreisbogen be-
stehenden Kurven (Lisungskurven) umsaumt wird ; aus dem mittleren

e
=
1
Fle
Fl

Kreisbogen befinden sich 2z - 1, ( > 1) Betiihrungspunkte,
wiahrend auf den beiden andern unendlich viele sich befinden. Die

Endpunkte haben Abszissen %, deren Zihler und Nenner positive

Losungen der diophantischen Gleichung darstellen. Je nachdem #

2

positiv oder negativ ist, gelten die den Kreis A (—) von rechts
q :

oder links beriihrenden Lésungskurven. Ist » — 1, so sind diese
Kurven geschlossene Kreise, die Endpunkte fallen zusammen in die

Beriihrungspunkte % dieser Kreise mit der reellen Axe (Grenzfall
fir 7#i=—= o<}
Die samtlichen Losungen der diophantischen Gleichung

gx+py=n

ergeben sich aus den obigen Lé&sungen durch Vorzeicheninderung.
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§ 4

Das Maximinimum der positiven binéren
quadratischen Formen

Aus der Theorie der quadratischen Formen ist bekannt!), dass
jede positive bindre quadratische Form

(13) (d) &} 5):341:2—’—2[5275!4—[};2
mit der Determinante
(14) D=8 —agc=—A
reprisentiert werden kann durch ihre erste Wurzel
—b+7VA
(1 5) Zl i 4‘?”_ 7
als Punkt der oberen Halbebene, dessen Koordinaten
oyi= :—é, P K.A_
a a

sind. Es ist ferner
(16) 0?4+ =

Bei dieser Zuordnung haben idquivalente Formen, als Formen, die

durch unimodulare Substitutionen mit ganzzahligen Koeffizienten

auseinander hervorgehen, auch iquivalente sie reprasentierende

Punkte. Eine reduzierte positive Form (a, 4, ¢) wird zufolge der
" fiir solche charakteristische Bedingung

(17) |28 <a<c

durch einen Punkt reprisentiert, dessen Koordinaten w, A die Un-
gleichheiten erfiillen:

(18) o] S5 w2221

c
" .

d. h. der Puakt liegt im Diskontinuititsbereich der Modulgruppe;
alle Punkte dieses Bereiches reprisentieren alle moglichen indqui-
valenten positiven quadratischen Formen. Jede positive Form ist
einer reduzierten positiven Form #quivalent; sie stellen dieselben
Zahlen dar. Da diese Zuordnung von Form und Punkt eindeutig

1) Vergl. Bachmann: Die Arithmetik d. quadrat. Formen, I Abtlg., 1. Kap.
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e

umkehrbar ist, entspricht jedem Punkt 2 (w, A) der oberen Halb-
ebene eine positive bindre quadratische Form,

Konstruiert man (siche Figur 2) in der oberen Halbebene zu

jedem rationalen Punkt % der reellen Axe den Kreis vom Radius

e —MLE, welcher diesen Punkt beriihrt, so schneiden sich nach
39

Paragraph 1 je drei dieser Kreise in einem Punkt. Jeder beliebige

Punkt 7 (w, ) der oberen Halbebene liegt daher mindestens in einem

dieser Kreise X (%) Es gilt somit

(19) (0—2) 4 =)'

(Abstand des Punktes /> vom Mittelpunkt < Radius), woraus folgt
Wiyt —20xy 4285 A0y — 2 Vi—:_’éo

oder in Gestalt einer biniren quadratischen Fo?‘m

—20ry -+ (04292 < .
¥y

Da die Determinante dieser Form D — — A ist, folgt

(20) P—20ry+ (w2+12)y2§72?1/m.

Das ist der Satz iiber das Maximinimum der positiven
biniren quadratischen Formen:

Fiir jede Form

(@b, c) =ax242bxy+cy?
mit der Determnante
D=R—gc=—A
gebt es mindestens ein ganssahliges System x, y der Unbestimmien
(Zdhler und Nenner der Abszisse =~ des den Punkt P (w,]) ein-
oK

schliessenden Kreises), welche der Form (a, b, ¢) cinen Wert

< -2 V& erteit.
ok £
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Das Gleichheitszeichen gilt fiir die der Form
r-¥3
(21) fir i 1,1):,1;2—{—4'):—1—;12—»13(?,7-)

jquivalenten Formen; diese werden reprisentiert durch die einan-

)

, I
der dquivalenten Schnittpunkte der Kreise. Der Punkt P (?, s

st Schnittpunkt von I(( ! K(%) X (%) und Mittelpunkt des

I
O '
Ausgangsdreiecks (Figur 6). Liegt der Punkt 7 (v, A) zugleich in
zwei Kreisen X (f—l), K (ﬁ), so gibt es zwei ganzzahlige Werte-
i & :
paare zy, #; und 1y, 75, welche die Form zu einem Minimum

<2 VE— machen; fillt er zusammen mit einem Schnittpunkt der
3

Kreise, so gibt es drei Losungen.

Durch 'diese sehr einfachen und anschaulichen geometrischen
Ueberlegungen sind wir zu einem wichtigen Satze aus der Theorie
der quadratischen Formen gelangt.

ay?’
wobei wir unter o« einen variablen Wert verstehen, so verkleinern
sich alle Kreise, wenn man o grosser werden lasst. In Fig. 2 hat
o den Wert ]/;, nimmt & zu, so werden die Kreise kleiner, die

Haben die Radien der Kreise A (—%) die Grosse » =

" Liicken zwischen diesen grisser. Fiir «— 2 beriihren sich alle

Kreise. Wir stellen uns die Frage: Wie gross muss o gewdhlt
werden, d. h. um wieviel miissen die Kreise verkleinert oder ver-
grossert werden, damit ein eine gegebene positive quadratische
Form (a, &, ¢) reprisentierender Punkt 2 (w, A) auf die Peripherie

?

des ihm nahesten Kreises X (—m) zu liegen kommt? Dieser Wert
q

gibt das Minimum 2_‘?_ der Form (a, , ¢) fiir das Zahlenpaar p, ¢.

Aus Formel (20) erhalten wir folgenden Wert fiir den Parameter a

2 A

(22) 0= .

A~

q
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LAy %, A = beliebig, muss » = % sein,

Setzen wir diese Werte ein in obige Formel, erhalten wir

[
G,

woraus folgt:

g R
ag? 2
Liegt £ (w, A) im Mittelpunkt eines Kreisbogendreiecks der Aus.
gangsfigur 1 (& = 2), dann muss & abnehmen bis auf o — V3, damit
er auf einen Kreis zu liegen kommt.

Beispiel: » = %, 7 @ Dieser Punkt liegt auf [(( ) K (f:—)

I
und K (F) Setzt man diese Werte fiir p, ¢ cin in der Formel (22),

so erhilt man in der Tat g — I/;

§5

Berthrungspunkt, gemeinsame Tangente und
Zentrale zweier Kreise

Irgend zwei einander beriihrende Kreise A (1), i (ﬂ,) bestim-
q g

men in ihrem Berithrungspunkt
eine gemeinsame Tangente und
cine Zentrale. Wir wollen die

punktes und die Schnittpunkte
der gemeinsamen Tangente und
der Zentralen mit der reellen
Axe durch die Zihler und
Nenner der Abszissen der
beiden Kreise ausdriicken. Der
Betrachtung liege die Figur 11
zugrunde.
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Koordinaten des Beriihrungs-

1. Der Bf’rzfﬁrmwspzmizz‘ V:
Dieser entsteht nach §2 Abschnitt 3 durch Abbildung des Eck-
punktes A (o, 1) des Ausgangsdreiecks A BC (Flcr 4) Vermlttels.

der unimodularen Substitution S = (p j; ,), wenn - >

ir erhalten : i i
P PR Ay $0 Ralngle-gp).
7it¢ Vel
da aber nach (2)

(23) ey
resultieren als Koordinaten &, » des Beriihrungspunktes }
g o w == st i 2 .
Fiat gy gl

Es gilt der

Sats 1: Der Beriihrungspunkt der sich beriilirenden Kreise

K (2), K (‘i,) lat die Koordinaten
q q

ol e L

I
N v 7T TR

2. Der Zentralenschnzttpunkt U:
Aus den Mittelpunktskoordinaten der beiden Kreise erhdlt man

» bei Anwendung des Strahlensatzes den

Sats 2: Die Zentrale der einander beriiirenden Kreise K (%):

’

K (p—) schneidet dze reelle Axe zm Punktl)
g

7 —29

) v t=25k

3. Der Tangentenschniitpunkt T :
Mit Beniitzung des Hohensatzes im Dreieck UV 7 gelangt man
unter Beriicksichtigung von (23) zu dem

Satz 3: Die gemeinsame Tangente der sich beriihrenden Kreise

') Dieser Satz gilt auch fiir zwei ganz beliebige Kreise.

L



'
R (%), K (%), wobei p' > p, ¢' > g ist, schneidet die reelle Axe
Zm Punkte
{26) 7. — MLT_I
2q9q

In Figur 11 bemerken wir noch eine merkwiirdige geometrische

Eigenschaft der Tangente' der beiden Kreise A (i), K (ﬂ:) diese
g q
schneidet den Kreis X~ (?), den sie beide beriihren, in seinem
0
obersten Punkte I, dem Diametralpunkt vom Punkt R mit der

Abszisse £ = 2o i
79

Bewers: Ist die Behauptung richtig, so gilt die Proportion
RW:SW=RT: SV,
wobei R, S und I die gleiche Abszisse gQ:u haben,

90 gt
Es muss also sein

T I I
(— P ((q'— 92 g+ cf“) 5y
o (ZM’T D447 P'—?) : (p’9’+M i ﬁ'—ﬁ)
2qq g~y e i gy

Die Produktengleichung fiihrt auf
(229 —10¢'—9—297 (¢ — 2=
=@ ¢ +2ald—d— 02 LPM (22

was unter mehrmaliger Beriicksichtigung von (2) zu der Identitit
79+¢ =g+ ¢ fihrt,

Daher gilt der

Satz 4: Die gemeinsame Tangente sweier sich beriilrenden

r
Kreise K (%), 7 (;;L,)’ dze beide denselben Kreis K (Z—O) beriifiren,
s 7o
schnewdet diesen in seinem hichsten Punkt, dem Diametralpunkt

Seznes Beviihrungspunktes mit dev reellen Axe.
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§6

Geometrische Deutung eines regelmaéssigen
Kettenbruches: Die Kettenbruchkurve

Es sei w eine reelle Grosse, die wir der Einfachheit halber als
irrational voraussetzen wollen; ferner sei in regelmissiger Ketten-
pruchentwicklung

) i

Bricht man einen solchen regelmiissigen Kettenbruch, den wir zur
Abkiirzung mit dem Symbole

(28) R (a5 ay, ag, ag, - - .)

bezeichnen wollen, bei seinen einzelnen ganzzahligen Teilnennern
ab, so erhilt man seine sogenannten Niherungsbriiche (auch
Hauptniaherungsbriiche genannt in Unterscheidung von den Neben-
naherungsbriichen):

20 2 12 1y #

0 91" 92" 95 %y

Die cinfachen Gesetze, welche diese befolgen und nach denen sie
zu bilden sind, setzen wir aus der Theorie der Kettenbriiche als

(29)

bekannt voraus. Danach bestehen die Beziechungen

£, SR

o i e
(3 ) qy @y Gy _!_ dy—2
und
(31) Py—19y— Qy—1 Py = (—1)",

der zufolge Zahler und Nenner der Niherungsbriiche (29) relativ
prim sind. Denkt man sich zu allen diesen unendlich vielen

Niherungsbriichen el (¥t g e s
v
der reellen Achse, in der oberen Halbebene den Kreis mit dem Radius

1
(32) dadrse )

) als rationale Punkte auf

3 Ziillig, Kettenbriiche 33




konstruiert, welcher diesen Punkt beriihrt, so entsteht wegen (31)
nach § 1 eine Kette von unendlich vielen Kreisen, von denen
mindestens zwei einander be-
rithren; diese entsprechen zwei
aufeinander folgenden Nihe-
rungsbriichen von w. Als Bei-
spiel zeigt Figur 12 die geo-
metrische  Veranschaulichung
der Kettenbruchentwicklung

T

1] g
i I

£

24,

mitden Hauptndherungsbriichen

Y R K RIS
90 B g1 2
P e
72 5

und den Nebenniherungsbriichen

Jeder regelmissigen Kettenbruchentwicklung einer reellen Grosse
w ist somit eine ganz bestimmte unendliche Kette von einander

beriihrenden Kreisen eindeutig zugeordnet. Da nach (30) die Zihler

und ebenso die Nenner der sukzessiven Nzherungsbriiche iiber
jede Grenze hinauswachsen, nehmen die Radien in dieser Kreiskette
bestindig ab und werden schliesslich unendlich klein. Ist z, = 1,

so beriihrt der Kreis K (f-v-), den wir in der Folge mit X, be-
Ty
zeichnen, seine beiden vorhergehenden. Kreise X, _,, A,_,, weil

beide Determinanten + 1 sind. Nimmt der Teilnenner a, die Werte
2, 3, ... 7 an, so schiebt sich der Kreis X, immer kleiner werdend,
unter den Kreis X, , in die #-te Lage zu K, _,. Je grosser also
in einer regelmissigen Kettenbruchentwicklung die einzelnen Teil-
nehmer sind, umso rascher verkleinern sich die Kreise der zu-
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gehorigen Kreiskette und umso rascher nahern sich die Naherungs-
priiche dem eigentlichen Wert der reellen Zahl w.

Den Nebenniherungsbriichen
) ¢ Py— ‘E‘ Pv—2
(33 Chat dyos
entsprechen die Kreise, die iibersprungen worden sind. Wir nennen
sie Nebenkreise zum Unterschied von den vorigen, die wir mit
Hauptkreise bezeichnen. Die zu den Hauptndherungsbriichen gerader
(ungerader) Ordnung gehérigen Hauptkreise erhalten mit wachsen-
dem Index grossere (kleinere) Abszissen. Diese Kette von Haupt-
kreisen bestimmt eindeutig eine Kurve, die sich zwischen allen
Gliedern der Kette hindurch windet: sie verliuft auf jedem dieser
Hauptkreise so weit, bis sie beim Berithrungspunkt des in der Kette
folgenden Hauptkreises auf diesen {iberspringt. Jeder Wendepunkt
der Kurve entspricht als Berithrungspunkt zweier Hauptkreise
einem Hauptndherungsbruch; jedem der (@, — 1) auf dem einzelnen
Hauptkreisbogen der Kurve befindlichen Berithrungspunkt der
Nebenkreise ist ein Nebennaherungsbruch zugeordnet, So durch-
liuft die dem regelmissigen Kettenbruch eindeutig zugeordnete
Kurve, die wir in der Folge regelmassige Kettenbruchkurve be-
zeichnen wollen, alle seinen Niherungen zugeordneten Kreise und
fihrt, was die Bedeutung dieses Kurvenzuges wesentlich erhoht,
in der Speiser’schen Kreisfigur direkt zum Werte der durch sie
dargestellten reellen Zahl w. Die zu den Niherungsbriichen gerader
» (ungerader) Ordnung gehorigen Hauptkreise befinden sich auf der
rechten (linken) Seite der Kurve. Ist ¢, = 0, der o-te Ndherungs-

A e - N 7"{‘3\;_1)9 "'2})

bruch also %, so geht man auf dem Kreis K (%) @, Bogenteile

I

weiter und kommt auf den Kreis K, = K (az ); auf diesem neuen

. . ae . 1
Kreis um a, Bogenteile vorwirts schreitend gelangt man zum

Kreis K,. Wenn man so weiter fihrt, erreicht man jeden Haupt-
kreis A, (v= 3,4, ...), dessen Abszisse jeweils der Haupnaherungs-

bruch . selbst ist,
Dy

Ist @y == 0, also bei Einfiihrung von

L . DL

e i S

q-2 I Fe (o]
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(wodurch die Rekursionsformeln (30) schon fiir y—o Giiltigkeit oy,
langen), darstellbar ist in der Form

Q- T40 . gy
{ZO = 3

@y 01 1

so heisst das in geometrischer Deutung: die Kurve beginnt bej S=;
e ; : i :

mit g, Bogenteilen auf dem Kreis X (?), der in unserer Figyp
als Gerade parallel zur reellen Achse im Abstand 1 erscheipg
(Kreis mit unendlich grossem Radius) und verliuft dann auf dem

Hauptkreis & (1:9) 2, Bogenteile weiter u. s. w.

Bei einer negativen Zahl ¢ ist, weil 1)
(34) R(0; 2y, ay, ay, ....a,) + R(o; L(ay—1), ay, ag, ...a,) =1

—w = ——(czu—i— 1)_*_1&1_
1t

(@—1)-+ o :
@y~ ey
agt .,

Die Kurve geht zunichst auf & (%) von s =z aus nach Znks zy

dem Kreis K(— %o j— I), hier eine Spitze bildend auf diesem einen

Bogenteil weiter, dann (@, — 1) Bogenteile auf dem folgenden
Kreis, u.s.w.

Bei ciner rationalen Zahl [Fas 2 gibt es in der geschlossenen
regelmissigen Kettenbruchentwicklung einen letzten Teilnenner a,,

also einen letzten endlich grossen Hauptkreis X (‘i") =R (%) . Um
In
nun doch die Kurve im Punkte € enden zu lassen, kénnen wir

€ auch darstellen in der Kettenbruchform
I

B —f;- £ ‘zﬂ_l-k_"i“

af——

%tc.. 1

, wobei 2 — oo .
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”selbst hinfiihrt (aus unendlich vielen Bogenteilen bestehend).

. Auf dem letzten Kreis X (%) gelangen wir, nachdem wir die un-

dlich vielen, immer kleiner werdenden Bogenteile durchschritten
en 1C

habe

- : ine im Punk
f diese Weise haben wir jeder reellen Zahl w eine im Punkt
A]:‘ beginnende und auf der reellen Axe im Punkt @ endende,

-

aus lau

FLH zwert einer konver-
n, auf den Punkt § = = selbst, als Gren

n Reihe von Abszissenwerten.

ter Kreisbogen bestehende Kurve eindeutig zugeordnet.

Dabei haben die Teilnenner die geometrische Bedeutung:
a

Dazu kommt noch der Endbogen auf X (?

SR LS
a, = Anzahl der Strecken auf X (?) et K (q_x)

- Ay gy
a, = Anzahl der Bogenteile auf & (TO) — 8§ ( 90)

.........................
.....................
..............

: Pv—1
a, — Anzahl der Bogenteile auf X (%#1) |
Summe aller Bogenteile =(aygt+a,+a+- -+ a,)
i >
Summe aller Hauptkreisbogen — v-}-1, bei @, 20

= yEE e Doyt - 0

P"), der zum Punkt £
¥

Aus all diesen Ueberlegungen folgt der fundamentale

Satz: Feder endliche oder unendiiche regelmissige Kettenbruck

. ( ne in 5 =1 beginnende
bestimmt in der Speisev’schen Kreisfigur eine in 5 =1 beg sdzi:,
. . i 5
aus lauter Kreisbogen mat abnelimenden Radien zusammenge.

Kurve, die sum reellen Punkt o hinfiilrt.
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§7
Zusammenhang mit dem Klein’schen Umrisss

polygon des «-Strahles im Gitter der ganzzahligen
Punkte

: %5 W :
Jedem Kreis X (_in) In unserer Figur entspricht eine rationale

Zahl = i i
ahl — als seine Abszisse. Wir wollen in der Folge als Triger

i 4
dleSt'ES Wertes die Mittelpunkte 4/ der Kreise wihlen, Wie bei der
Klezw'schen Auffassung 1) die Punkte (r, 7) des ganzzahligen Punkt.

: i i &
gitters Trager der Quotienten — sind, stellen die Mittelpunkte der

Kreisfigur (Mittelpuniigitter) diese Werte dar, mit dem Unterschied
dass hier nur Représentanten der irreduziblen Briiche in der oberex;
Zrithlenebene vorhanden sind, die sich lings der reellen Axe ver-
teilen und zwar wichst ihre Dichtigkeit mit grosserer Anniherung
gegen die Axe iiber alle Grenzen hinaus, wihrend bei dem Punkt-

; : x :
gitter die Punkte — gleichmissig in der ganzen oberen Halbebene

verteilt sind. (Vergleiche Fig. 13 und Fig. 14).

A(aec)
i

L
Figi 13
1) Klein, Vorl. iib, ausg, Kap. d. Zahlenth., Bd. I, S. 17 f,
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. M,_,, wobei der Radius durch die Ordinate

Es seien

Sy Pv—2 = Pyv—1
iy R Fv—1 :

als aufeinanderfolgende Niherungsbriiche der Kettenbruchentwick-

lung der Irrationalzahl w,

0= R (@g; @ dor Agy -5 By +nv- Vi,

swei Haupndherungspunkte 7, ,, £,_; des Umrisspolygons. Dann

erhilt man den nichsten Hauptniherungspunkt 7, — zgv— durch
v

die Rekursionsformel

D WPy + P

(37) ! /g'v— BE ay Jy_1 —i_' Iv—2

was geometrisch eine Addition von Vektoren bedeutet

o) 0P, = a, 0P, + OF,,

¥

Wir miissen, um konstruktiv zu einem y
folgenden Hauptniherungspunkt zu ge-
langen, die Strahlen 02, , und OF,_,
ziechen. Diesem ,Strahl-Ziehen* vom
Punkt P,_, nach O entspricht nun in
unserer Deutung der Kettenbriiche das
,Zichen eines Kreises® um den Punkt

von M,_, bestimmt ist. Zu reduziblen
Zahlen im Punktgitter gehort derselbe
Strahl, wie auch in unserer Figur zu solchen
Zahlen der namliche Kreis gehort. Wir
denken uns also zunichst nur die Mittel-
punkte der Kreisfigur als gegeben, wie
im Punktgitter ; erst hernach zieht man
die Kreise (Strahlen). Der Vektor-Addition
entpricht in unserer Figur folgende
Operation:

Es ist
Pv—1 + Pv—2
(39) Qo—i + 'Gv—s
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nach (10) die Abszisse des Kreises, der die Hauptkreise A,_, und
K, _, beriihrt. Der Kreis

(40) K, = K (@21t &—_2)
@y Gyt + Gy—s

ist nach (11) in a,-ter Lage zum Hauptkreis X, ,, d. h. wir verstehen
unter der Operation (37) den Uebergang von X,_,, K, 1
a,ten Kreis K, von den Naherungsmittelpunkten M, o, M, ,, zum
neuen Niherungsmittelpunkt M,. Statt dass wir, wie bei der Vektor-
Addition, Vielfache von Strecken aneinander reihen, miissen wir
hier einfach, vorerst zu zeichnende Kreise (als Nebenkreise), ab-
zdhlen. Man kann die Operation auch so darstellen:

Pt ‘i"Pv-?_
2y Iy—1 + y_s
oder, da dem Vektor als Strecke auf einem Strahl in unserer
Deutung ein Kreisvektor als Bogenteil auf einem Kreis entspricht:
a, Bogenteile vom Beriihrungspunkt Ky sy Ky, auf K, | weiter
schreiten (Bildung der Kettenbruchkurve). Diesem Abzihlen von

heisst: @, Nebenkreise unter K, g, von K . el

Peg 72\
10 3

Bogenteilen auf einen Kreis entspricht das a,-fache Abtragen eines
Vektors auf seinem Strahl, Wir bemerken, dass die zu addierenden

Kreisbogen kleiner werden. Ein Kreisvektor wird somit bei seinen

sukzessiven Vielfachen kleiner. Man kann dieses geometrische
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yerfahren Addition von Kreisvektoren nennen, Die Figur 15 zeigt
uns das Beispiel: @, == 4, was bedeutet:

K,=4 K, -+ K, ,

der
4 ﬂfv =4 'ﬂ/fv-—l *'I—‘ ﬂ/[v—ﬂ

Ganz analog wie man die aufeinander folgenden Niihlerungspun‘kte
mit den Vektoren nach dem Verfahren von /A. K.lem konst.rmert
und zu allen Niherungspunkten von o gelangt, fu“hrt uns d1e‘ de-
finierte Kreisvektoren-Addition zu allen Hauptnahe{'ungs.-Mlttel-
punkten 37,. Bei negativem a, indert sich die Konstruktionsrichtung,
wie bei der gewdhnlichen Vektorenrechnung: man t‘n‘ngeht dt?n
Kreis K, , im entgegengesetzten Sinn wie bei positivem Teil-
nenner .

Aus der Theorie der Kettenbriiche 1) ist uns bekannt,. dass jedem
einzelnen dieser durch je zwei in der Kettenbruchentwicklung auf-
cinanderfolgenden Hauptniherungsbriiche bestimr'nten Parallelo-
gramm eine ganz bestimmte unimodulare Substitution .5

e

zugeordnet ist; in ihrer Gesamtheit ergeben sie die Modu'Igrupp'e.
Den Parallelogrammen entsprechen nun in der Kreisfigur die Kreis-

sbogendreiecke, denen, wie wir in Paragraph 2 gesehen haben, die

gleichen Substitutionen zugeordnet sind. Die Folge der unendlich
vielen Parallelogramme schliesst sich immer mehr an den w-Strahl,
die Kreisbogendreiecke nihern sich unbegrenzt dem Werte o, dem
als Irrationalzahl keiner der unendlich vielen Kreise entspricht (w-
Stelle der reellen Axe).

Der w-Strahl wird umgeben von Strahlen, die sich d“iesem
bei fortschreitender Kettenbruchentwicklung unbegrenzt nahfern,
ebenso wird die w-Stelle von den unendlich vielen Hauptkrmse.n
derart eingeschlossen, dass die aufeinanderfolgenden unendllch“l{le?n
werdenden Kreise bei w sich hdufen und diese Stelle \.foilstandlg
einhiillen. Auf dieser Schar von Hauptkreisen findet sich unsere

1) Vergl. Klein, Einleitg. zur Zahlenthorie I. Ausgew. Kap.
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© von &‘i bis fgu

Kettenbruchkurve als kiirzester Weg zur Stelle w, vom Ursprung

#=1z ausgehend, von einem Hauptkreis auf den in der Kette
folgenden iiberspringend, ohne das Kreismittelpunktgitter zu treffen.
Diesem Weg zu w auf der Kettenbruchkurve entspricht der Weg
zu o auf dem w-Strahl der AZezn’schen Deutung der regelmissigen
Kettenbruchentwicklung. (Vergl. Fig. 13 und F ig. 14.)

-Offenbar macht auch hier eine solche Kurve, wie wir nach
Dedekznds Definition der Irrationalzahlen sagen kénnen, einen Schnitt

im Gebiet aller irreduziblen Briiche _j? indem sie das Mittelpunkt-

gitter in einen links und einen rechts von ihr gelegenen Punkt-
haufen scheidet. Die Mittelpunkte der Haupt- und Nebenkreise
entsprechen den Hauptniherungspunkten und Nebenpunkten bei
Klezn. Die geradlinigen Verbindungen der aufeinanderfolgenden
Haupt- und Nebenkreismittelpunkte auf der rechten und linken
Seite der Kettenbruchkurve € ergeben einen dem AZesn’schen Um-
risspolygon!) des w-Strahles analogen Polygonzug, der sich immer
mehr an die Kurve anschmiegt und dieser schliesslich beliebig
nahe kommt. (Mittelpunktpolygon.) Fassen wir den von diesem
Polygonzug eingeschlossenen Raum ins Auge, so bemerken wir,
dass auch beim Mittelpunktpolygon kein einziger der Gitter-
punkte sich darin findet. Der Nebenpunkte enthaltende Strecken-
zug zwischen je zwei Hauptkreismittelpunkten ';';115 Haupt-
nidherungspunkte gerader oder ungerader Ordnung ist gegen €
konkav; der einzelne solche Streckenzug des Mittelpunktpolygons,
sagen wir etwa, um beim rechten Ast zu bleiben, der Streckenzug
, besteht aus @, Strecken; dieses ist wie
F2 n—2 J2n

bei AKlezn die einfache Deutung der bei der Kettenbruch-
entwicklung auftretenden Teilnenner. Wir haben in Paragraph 6
gesehen, dass auch dort die Teilnenner «, die Anzahl der Bogen-
teile zwischen je zwei, Hauptnaherungsbriichen entsprechenden,
Wendepunkten der Kettenbruchkurve bedeuteten.

Ein Vergleichschema moge den Zusammenhang der beiden geo-
metrischen Deutungen der regelmissigen Kettenbruchentwicklung
tibersichtlich zusammenstellen :

1) Vergl. Kle in, Géttinger Nachrichten 1895, S. 357 ff.
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O-Punkt des rechtwinkligen

kt P( )
Pun -

Fig. 13.
Mittelpunkigitter der
Speiser’schen Kretsfigur

Fig. 14.

Klein’ sches Punktgatter
|

Ursprungspunkt: &=z
Koordinaten-Systems

£ Mittelpunkt 37 (%)

¥ ; 1
oF i —| mit r—= ——
Gtrahl: O — MJT e Kreis um M (j/) 25

— Kreisbogen nach dem Be- :
Roiton 08 rithrungspunkt mit Hauptkreis

Richtung des Strahles Drehsinn auf dem Kreis

Hauptniherungspunkt 7 Hauptkreismittelpunkt 17,

Nebenpunkt Nebenkreismittelpunkt

Parallelogramm Kreisbogendreieck

. Substitutionen der Modulgruppe -7

. Kettenbruchkurve zu w = w-Kurve

Richtung: w-Strahl

Umrisspolygon Mittelpunktpolygon.

Diese anschaulichen Deutungen lassen die fundament:.ilen (:‘:esetz(e:i
aus der Theorie der regelmissigen Kettenbruchentwicklung un
der sich an dieselben anschliessenden analytischen Verfahrungs-

weisen ohne weitere Schwierigkeiten sogleich erkennen.
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§ 8
Die Kurve eines halbregelméssigen Kettenbruches

i Wir vermuten, dass fiir Kettenbriiche mit den Teilzihlery
s Reaarth f (\f =1,2,3,...), die also nicht mehr regelmissig sind
auch eine eindeutig zugeordnete Kurve € existiert Nac:)h d s
Fundamentalformel aus der Theorie der Kettenbriiche 1) er

Py BPva by Py,
Ty @y Fy—1 + bv Fy—z

erhdlt man fiir 4, = — 1
(41) P AN Gl T Lo st e
Ty T Syl _i_ 7‘4—2—_ '
d. h. in unserer Figur: Die Nebenkreise sind nicht unter & (2"—'1)
Ay )7

sie w i i i i
. erden nicht sogleich kleiner, wie es fiir 5 —
ist, sondern sie umsium i Pk e
g ol Der}\l den Kreis zum Hauptniherungsbruch
zten Drehsinn; sie werd a
: en zunichst grg

i ; ; sie grosser um

bei grossem ay wieder kleiner zu werden, indem sie sich

von der anderen Seite der Abszisse 2Y—!

nihern.
y—1

Bewess: Bei diesem entgegengesetzten Drehsinn (Riickkehr) nimmt nach -

der Farey'schen Reihe der Zihler und der Nenner der Abszisse eines

den Hauptkreis A (&1_ i i
e beruhrepden Kreises sukzessive um p,_,

bezw. i
W. ¢y_y ab. Der Wert o, = o ergibt den vorletzten Hauptkreis
K ( Pv—z

s8lbst; 4, =« 1} a
vkz) st; @, = —1 fiihrt zum nichsten Hauptkreis, indem

die Kurve € eine Spitze (Riick ; :
punkt von X, ,, K, P (AN Slchapaniey) \bileE o Beriihrungs-

—1- Somit entspri j i

e iy ntspricht jedem negativen Teil-
zdhler unseres Kettenbruches eine Spitze der Kurve gS h :
der Kettenbruch it gt

R (29; @y, a9, a5, 04 a, ....) ,

:Obil- dl!ii Stric'he i.iber den Teilnennern angeben, welche Teilzihler
negativ sind, eine ihm zugehorige Kurve mit Spitzen in den Be-

1 3
) Vergl. Perron O., Die Lehre von den Kettenbriichen, S. 15

44

- (Lo y2! 21 2o
steungspunkten von X (——~ HA (—r) und K (_), K (M)
ey ?o) 4 1 L)

s ergibt sich der verallgemeinerte

Sats I: Jeder endliche oder unendliche Kettenbruch, dessen Teil-
giihler alle den absoluten Wert 1 haben, bestimmt in der Speiser’-
schen Kreisfigur eindeutig eine ihn reprisentierende Kurve; stnd
alle Teilzihler positiv, der Kettenbruch somit regelmdssig, so hat sie
keine oder nur eine Spitze, je nachdem das erste Glied der Ketten-
pruchentwicklung positif oder megativ ist; jedem negativen Teil-
sihler entspricht eine Spitze, ein Riickwirtsschreiten der Kurve.

Ferner ergibt sich zur Bestimmung der Kurve folgende

Regel: Man gelangt zum Wert des Kettenbruches

S

(42) E= 8 (ay; a1, a9 a3,

indem man vom Ursprung 5 = 7 ausgehend zuerst ¢, Bogenteile auf
dem Kreis (Gerade) K (%), dann a, Stiicke auf dem Kreis A (%"—)
hierauf, @, Bogenteile auf dem neuen Beriihrungskreis fortschreitet,
u.s.w. Bei positivem Teilzdhler geht man vorwirts, bei negativem
riickwirts. Nach Durchschreitung der letzten a2, Bogenteile wandert
man auf dem letzten beriihrenden Kreis (Endkreis) vorwirts bis
& zu seiner Abszisse, die den Wert des durch die Kurve dargestellten
Kettenbruches bedeutet. Ein Blick auf die Kreisfigur zeigt, dass
in einem Kettenbruch die Teilnennerfolge 1, 1, 1 (drei negative
Teilzihler 1) sich aufhebt und somit weggelassen werden kann;
die Kurve beschreibt ein Kreisbogendreieck, sie kehrt zum gleichen

Punkt zuriick, Folglich gilt

8

1 + - %

{43) 9(40;51,...Ev, 5 65 EPCEON e -8 - T 31,..

Auf Grund dieser geometrischen Deutung sicht man ohne weiteres
ein, dass sich jede reelle Zahl £ auf unendlich viele Arten in der-
artige Kettenbriiche zerlegen lasst, da in der Kreisfigur unendlich

viele mit Spitzen versehene Kurven, vom Punkt 5 = Z ausgehend,
nach der reellen Zahl £ hinfiihren, Mit Hilfe unserer Kreisfigur

=
TR TR B
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kann man somit zu jeder beliebigen rationalen Zahl £ in kurzer Zeijt

miihelos beliebig viele Kettenbriiche von der Form

. ;
S alr
=

finden, deren Werte mit £ iibereinstimmen.

Unter allen diesen méglichen Darstellungen finden sich bekannt-
lich die halbregelmissigen Kettenbriiche 1), die den Bedingungen

geniigen :
I. Teilzdhler: |5,| =1, firy 5ok i
(44) 2. Teilnenner: g, =1, a,+b,>1 firy o

| Letzter Teilnenner > 1, falls er endlich ist
L by+1) unendlich oft > 1, falls er unendlich ist.

Die Bedingung 2. besagt, wenn byiq = —1 ist:

Gy 2 e Tins Bigh i

das ergibt auf die Kurve @€ libertragen den

Satz 2: Bei den Kurven zu den halbregelmissigen K ettenbriichen

kann eine Spitze immer nur nach mindestens 2 Bogenteilen des-
selben Kreises vorkommen. (Spitzen-Sats.)

Dieser Satz erméglicht uns, simtliche halbregelmissigen Ketten-
briiche, in die sich eine vorgegebene rationale Zahl iiberfiihren Idsst,
auf geometrischem Wege zu bestimmen: man sucht einfach in der
Kreisfigur die obigem Satze geniigenden Kurven auf. Man sieht
sogleich ein, dass die Anzahl der mdéglichen Losungen endlich ‘ist;
aus Symmetriegriinden erkennt man auch, dass die Anzahl nur vom
Nenner der rationalen Zahl abhingen kann.

e s : g ; & S
Sei oy die rationale Zahl in irreduzibler Form und mit positivem
7.

L nt U TR N T TR A R AT
1) Vergl. Perron, Kettenbriiche § 36. :
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A Nenner: di

e Anzahl der halbregelmassigen Kettenbriiche sei

dann ist offenbar

Beriihrungspunkt A ( ;

i fsuchen der zu den A
Wir wollen durch Au - _)
1 gehorigen Kurven die Werte f g

bestimmen,.
{ At
ge— 3

&
==
= oh,

5]

)
()=

Fernér ist aus der Figur ersichtbar:
m

A

denn zum Beriihrungspunkt A° (

Kurven; eine davon hat keine Spitz

wm—1

I
priichen von o e 2,445

findet :
I
? :(O,
:(I,
1
gt
:(I,
:(1,
2 o;
e
(13
:(1,
I(I_,
? = (O;
:(O;
==L
::(I,

2

.2)

LT I,——Z)
—2, —2,—2)
w—z,—‘”ls 2}
2, 2)

3 _"2)

e BRTIAGY
—2, —3)
—1, 2, —2)

1) Siche Fig. 16 bis Fig. 20.

m_l) K (in—) filhren nur 2
b

2
2 . -
o. die andere eine solche im
’

) R (fdr;) :

albregelmissigen Ketten-




D. € T S S
l—e l tztel’en 4 halbregﬂlmﬁssigen Ketteﬂbruche ﬁjr laS en 1
s lch

I' ) .

Ch ns a

] e l{all“t 1(:}1 (iu] ] ra {0] m. flOIl 1 m de“ €er Stcn ubc‘ T fuhl €n DIe
Ob’geﬂ Belsplele IaSSBn daS G esetz vermuten

(45) : f(_{fi):n’ ’

7

was in d i .
er Tat der Fall ist. Durch vollstindige Induktion beweist

Vahien? den

Satz 3: Der irreduzi 7
: zible Bruch 72 |, :
massige Kettenb : 7 (2 > o) lisst genaw n halbregel-
enbruchentwicklungen zu.

'y
T ¥

it Fig. 18,

s

Fh
R £

T - i a
Fig. 109, ; e

L
2

%l Fig, 20.
ie : x,c?rurenrexhe Fig. 16 bis Fig. 20 zeigt die 5 moglichen halb
regelmissigen Kettenbruchentwicklungen fiir di i g
g lr die rationale Zahl = |

unter denen auch di dssi
die regelmissige mit inbegriffen ist. Ferner lassen

;; Vergl. Perron, Kettenbriiche § 37
» Vahlen, K. Th §
e 3 . Ueber Niherungswerte und Kettenbriiche, J. f. Math
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die Figuren den Satz erkennen, dass jeder Haupt- und Neben-
piherungsbruch eines halbregelmaissigen Kettenbruches gleich ist
einem Haupt- oder Nebenniherungsbruch des die gleiche Zahl
darstellenden regelmissigen Kettenbruches. Bezeichnen wir die
Kurven durch das gleiche Pridikat wie die Kettenbriiche selbst,
5o lisst sich mit dieser Terminologie das Hauptergebnis der vorigen
Paragraphen iiber die Form der Kettenbruchkurven folgender-
massen aussprechen:

Satz 4: Die regelmdssige Kettenbruchkurve zu eimer reellen
positiven Zahl hat nur Wendepunkte, diejenige 2u eimer negativen
7ahl Wendepunkte und nur cine einzige Spitze, und die halbregel-
missige Kettenbruchkurve hat Spitzen nur nach mindestens 2 Bo-
genteilen desselben Hauptkreises.

Satz 58 Die Anzahl der zu ciner rationalen irreduziblen zanl
7

gehorigen halbregelmdssigen K ettenbruchkurven ist n.

§9
Satze (iber die regelmdssigen Kettenbriiche

Durch Betrachtung der einem beliebigen regelmassigen Ketten-
bruch zugeordneten Kurve & konnen die Gesetze, welche eine
solche Kettenbruchentwicklung beherrschen, in anschaulicher Weise

* gefunden und bewiesen werden.

Da die Kurve € eines die rationale Zahl £ = %"— darstellenden
v

Kettenbruches

R (@g; @y @ay dgy -+ - Ty—1s a)
auf 2 Arten den letzten Kreis K, (Endkreis der Kette) erreichen
kann, ist bei @, >1
(46) K (ag; @1, das - -+ a,) = 8 (ag; @1, 95 - - (@, — 1), 1);
die Gliederzahl eines Kettenbruches kann also gerade oder ungerade
gemacht werden, und weil unter der Voraussetzung a, > 1 zum

Punkt 2v ger reellen Achse nur eine einzige Kurve ohne Spitzen
v

fiihrt, gilt der

4 Zillig, Kettenbriiche 49




Satz 1: Jede rational gebrochene Zahl E lisst sich auf eine ungd
nur eine Weise in einen endlichen vegelmissigen Kettenbruch ent.
wickeln. bei dem der letzte Teilnenner mindestens gleich 2 ist.

Ein irrationaler Punkt o kann in unserer Figur niemals Abszisse
eines der unendlich vielen, gegen die reelle Axe hin unbegrenzt
klein werdenden Kreise sein; er kann also nur durch eine stetg
vorwirts schreitende Kurve mit unendlich vielen Kreisbogen ayt

unendlich vielen Hauptkreisen beliebig nahe erreicht werden. Ayg’

diesem Verhalten schliessen wir auf den

Sate 2: Jeder unendliche regelmissige Kettenbruch konvergiert
und ist eine irrationale Zahl. Umgekehrt lisst sich jede irrationale
Zahl auf eine und nur eine Weise in einen regelmdassigen Ketten-
bruch entwickeln, und dieser ist notwendig unendlich,

Ein endlicher Kettenbruch werde durch die Kurve € dargestellt,
die also einen letzten Endkreis K, bestimmt. Ist die Gliederanzah]
gerade, also v = 2% (1 positiv ganz), so ist der Endkreis X, auf
der rechten Seite der Kurve, weil der Kreis K,, der zum Teil-
nenner @, gehort, auch rechts der Kurve gelegen ist und sich die
Hauptkreise abwechslungsweise zu beiden Seiten von & be-
finden. Auf dem Endkreis K, fihrt €, unendlich viele, immer
kleiner werdende Bogenteile treffend, weiter, bis sie zum Punkt

%’- gelangt, dessen Abszissenwert sic darstellt.

v
Gliederzahl des Kettenbruches noch um eine endliche oder un-

endliche Anzahl vergrossert, so entstehen neue Hauptkreise, deren

Abszissenwerte alle grisser sind als-g‘-'-, so dass der Wert des neuen
y
Kettenbruches mit der grésseren Gliederanzahl unbedingt grosser

sein muss als 2¥_ Ist hingegen v ungerade, so indern sich die

v
Lagenbezichungen, und der Kettenbruch wird kleiner. Hieraus

ergibt sich

Satz 3: Wenn man einem endlichen regelmdssigen Kettenbruch
noch endlich oder unendlich viele Glieder anhingt, so wird dadurch
sein Wert vergrissert oder verkleinert, je nachdem er urspriinglich
eime gerade oder ungerade Gliederzahl hatte.
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Wird aber die

" Dieser Satz fiihrt zusammen mit Satz 1 zum

Satz 4° Ein regelmissiger Kettenbruch wird grosser, wenn w;a
a ; e - e?’

) dssert oder eimen
pinen der Teilnenner a,, ay, @,,.... VErgr

. erkleinert.
§ ngﬂgnﬂer a’l " 03’ 05, ok aja v O €

3.0 1
nff T
Fig. 21,

~o

Weiter ergibt sich aus der Figur 21 rein anschauur.xgs"méismg der
sSatz 5: Wenn die regelmdssigen Kettenbriiche fu?‘ die Zahlen %, ¢
in den ersten v Gliedern iibereinstimmen, so beginnt der Ketten:-
bruch fiir jede zwischen v und § gelegene Z-akl § ebenfall‘_q mit
diesen v Gliedern. Das nichste Glied muss swischen den zwei ent-
sprechenden Gliedern der Kettenbruchentwicklungen von n und G

liegen, die Grenzen eingeschlossen.

Aus Symmetriegriinden ergibt sich, wie Figur 22 zeigt, der

Satz o Fs st

iZyg) =T
(47) R(O§a1:a2ya31--- d)

.a,) + Ro; 1, (¢ — 1), a3, a3, .-

i i S
Da im zweiten Kettenbruch die Teilnenner a,, 2, 24,

Gliedern ungerader Ordnung geworden sind, so gilt auc-h hier ?’at“g
bei derenVergrosserung wird der zweite Kettenbruch kleiner, wihren

b
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der erste y i
m gleich viel grésser wi i
ird. Beide Werte si
nd symmety

gelegen zum Punkt o ik
=

Kennt
man den Kettenbruch einer rationalen Zahl 4

proken Wertes von 2. bek i
% ekannt; es ist nimlich das Produkt

4 ) a, & 2
(Ota]’dﬂs 32 e 9) ﬁ( bl (1} g v’ g LR ) i
8 SE‘ a a 0; «a a@ a a2, I

H}Q
s
LT RN
wln
~lsn
+ |
~|~

Fig, 22,

Wir gelangen durch Verfo]

: gung de i
gl g g der beiden Kettenbruchkurven zZu

i i i
e Kreisfigur ist somit auch ein be-

Wege, Kreuzungen abzihlend, 7y I\gan }I: raucht hier nur gegebene
massen durch d: ; : urchgehen und wird i
Bt ol o 5?1;;3 ,,Tedflenner-Wegweiser“ zur Zahl hing;fSEI“
unendlich dicht cherer kénnte diese Fihrung im Labyri e .Uhrt'
sich verzweigenden krummen Wege }.fr;lnth dieser
nicht sein,
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Ch g del del I{ettEI]bi uch deS Irezj.
au dLH C]l \ﬂ C1 SC]IIEbUll aHEI GHC I
Z1

Da nach einem Satz die regelmassigen Kettenbriiche fiir zwei
aequivalente irrationale Zahlen », { von einem gewissen Teilnenner
an iibereinstimmen, konnen wir den Satz aufstellen:

Sats 7 Aequzvalente Irrationalsahlen haben dhnlich endende

Kettenbruchkurven.

§ 10

Die Kurve eines regelmadssigen Kettenbruches
als Analogon der ‘Geraden

1. In der Kreisfigur gelangen wir zu einer jeden beliebigen
reellen Zahl @ auf unendlich vielen verschiedenen, aus Kreisbogen
susammengesetzten Wegen; jedem solchen entspricht eine Ketten-
bruchentwicklung. Die beiden kiirzesten dieser Wege ergeben die
beiden regelmissigen Kettenbriiche:

R (@ @yr Fgs o vve- a,) und R(do;al,ag,....(cz,,——l), 1),

die wir aber als nicht verschieden betrachten; fiir uns hat nur der
erste Bedeutung mit dem letzten Teilnenner o 1

Nur unter dieser Bedingung haben Satz I und Satz 2z im vorigen
Paragraphen Giiltigkeit. Diese Sitze behaupten also, dass es fiir
cine jede reelle Zahl o eine und nur eine kiirzeste Kurve gibt,
Swelche, auf den Kreisen verlaufend, s = 7 mit ® verbindet. Diese
entspricht dem einzigen regelmissigen Kettenbruch fiir . So
kénnen wir diese ausgezeichnete, aus unendlich vielen Kreisbogen
zusammengesetzte Kurve ohne Riickkehrpunkte, gewissermassen
als das Analogen der Geraden auffassen. Verbinden wir die beiden
Punkte s = 7 als Ursprungspunkt aller Kettenbruchkurven, mit dem
reellen Punkt ® durch eine wirkliche Gerade, so schneidet diese

den Grundkreis K (%) im Punkte ®», dem Bildpunkt von w bei der
Abbildung

(50) arbie=1:—E: € +1)

der oberen Halbebene (E, %) auf das Innere des Kreises K (—E:_)
mit den trimetrischen Koordinaten a, &, ¢. Der Ursprungspunkt
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so. dass VD zwischen

. e Za,hl a()
B . timmt man die ganz i 5 olich
pesitzt: i E so sind die beiden Fille moglich
@ ';7 sy s Wk

Az =) entspricht dem Punkt oo, So liefert der Kettenbruc}l
fir w (arithmetische Operation) nach Durchlaufung seiner Kurye
(Bewegung) den Punkt & auf der reellen Zahlenaxe und hernach dia
projizierende Gerade (geometrische Operation) das Abbild g diegeg

Punktes auf dem Grundkreis % (_(1) :

- Jor N5

VD Z 24— P

5 mit welchen die Entwick-
0

n Falle ist da-
. [t n der Reihe

ersteren Fall sind die Zahlen a,

beginnen, einander gleich.

Im |
Der erste Wert von D 1

| ungen (51) :
Riccen 7= io + 1

) mit der Bedingung (44), in welche ¢ zerlegbar ist. Der Spatzen.

' Satz 2 (5 8) gewinnt hiernach erneute Bedeutung. Die Figurenreiha
( Figur 16 bis F igur 20 lisst ung deutlich ein Nahesein an € erkennen,
f Schon diese Ueberlegungen lassen uns vermuten, dass eine Irrational.

Y3 -3=0b{0, 0,441, 6,0 11,%6--2)

i } Hurwitz

§ 11

Die  Hurmitz’schen Kettenbrudientwicklungen
von Vi3 und ihre geometrische Deutung

wurzel aus eiper ganzen Zahl p Kettenbruchentwicldungen I. und
2. Art von der Gestalt:

1
2 3 T
L A
§ e 4 : o 3 IR z Ty d o i ol
1) VD“_R(aO,aI, s ... a,, ao-f-bo;dI,az,...a,,,aﬂ-f«bo,...) & St it R g & 7
7
2} — R(%y; a,, Fns - ey, ay -8y s Zuy Ay ... @y, @+ by; ...) Fig. 23. e
Sl RNS5

1) Acta Mathematica, Bd. 12, S, 403,
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Dic

= 1,2, 3,.,. fir welchen der zweite Fa] eintritt, ‘ :
)= 13, *So ﬁndet Hurwzlz in der KettenbruchﬁormIS i wett pit den R :

2 o e <0 S SR L e 720_1549,3927’
& o g e TNz Tt og3 ol 180’ 118g ' 2858 6485

W e
@y — L AR \welche in unserer Kettenbruchform mit den Teilzahlern + 1 und !
g — poSltl\’en Teilnennern sich verwandeln in
B e
ﬁi‘VI:,’ die beiden Entwicklungen erster und zweiter Art. (33 PRt 3 e R 3 080 2 Ve M
V13_3:R(I;3,2’__7__ : It: : S i
TR RT3 2 =7 —3,—2, 7; ) VT3—3=R1(0:23 72 3 75 -+:)---

¥ii-3

il e
IIf -
‘li: J
i
e |
e
Il
If
i
H
20
23 6 109 43 i
32 109 80 71 a3

Fig. 25.

M 25y

Die Figurenreihe Fig. 23 bis Fig. 27 zeigt uns die zu diesen Ent-
wicklungen gehérigen Kettenbruchkurven mit der Kurve der regel-

mit den N dherungsbriichen

- 2 D123 g0 09 829

! 2 ’ 7 S v A <RI ot 23 8 [ d
994 N SIRR R 109’ 180" 13 69; ;9%, 279;? e missigen Kettenbruchentwicklung
b i
ull 113_3:—_‘9(0 2 3 (55) V13—3:R(3;I’I|I:I:6; 1’151’1!6;--')—”"
i i T ST D R e e
| 56 Al =72 3,75..) mit den Niherungsbriichen
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Q 1 I 2 3 20‘ ﬁ 43 _667 BQ
B T T e T T
(56)
720 829 1549 2378 3927
1189 ' 1369 ’ 2558 FE T T e
¥i-3
\
A Y
\
&
B
\
/'L——-_-""-.\:
“r X,
s
#z)
K
. B
= s 0
b 1#91369 780
M 25
Fig, 26.

Man bemerkt in der Zeichnung deutlich, wie nach zwei Perioden
die Anfangsstellung wieder angenommen wird; so entspricht dem

Kreis & (;Lg%) in Fig. 27 der Kreis X (%) in Fig. 23. Die Kurve
der regelmissigen Entwicklung bleibt stets in der Mittellage,
wihrend sich die beiden anderen Kurven abwechslungsweise links
und rechts an dieser hinziehen, indem jeder Kurventeil einer Periode
zu demjenigen der nichsten Periode »quasi-symmetrisch® beziiglich
der regelmissigen Kettenbruchkurve ist, Man erkennt an der
Figur, dass die beiden Entwicklungen halbregelmissig sind; sie
erfiillen auch in der Tat die Bedingungen (44). Die zu iibercin-

58

ilnenner mag die fol-
che kenntlich machen:

ngsbriichen gehorigen Te

i Naheru :
SR lung durch Verbindungsstri

gende Zusammenstel

l i o,
3 2 M 2 Fraiom 2 S 1. Art
3 2 75 2, 2 75 |
I; ’ ’ ‘
regelmassig
Tl I1 G Ik ol B if ey rel
3 Ayt bl T ’ l
l o
- AL - ot ALt
; g 7 2’ 3) : 7; 27 3! ~
O; 1 ?

Fig. 26| Fig. 27. 1

Fig. 23 Fig. 24| Fig. 25

IiF-3

A

1549 3927 2378

1558 G435 3927 1369

720
7789
| C M. 250 17
Fig. 27.

Fig. 23 — Fig. 27: Vergrosserung 781250 = 1.

icht
i is Fi folgt man auch leic
! cihe Fig. 23 bis Fig. 27 ver ) : ;
{in der: ljslgfl::‘;:;;;kz 1) in der Abhandlung: Ueber dze Ammke_rfrigi
er VO

1) Math, Annalen 1899, Bd. 54, S. 117.
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an ezne reelle Gri L
isse durch rationale 7 ;
kettenbruch fiir ahlen definierte Diagony,

(SIS s — DR (1,2 2 8,7 2 5.2 ¢
L R e
mit den Niherungsbriichen )
SN S S«
e san el e 020
LHS" B R sy ok 1999 43827

1369’ - ¢ e
das ist dem 2 3; 5 7 Py 3 9 2358 6485 ]

Niherungsbruch der flsiaiee L5 By n + 2, ¢k
regelmassigen Kettenh o 5 & 300 S
ruchentwicklun ( :
g (56). Die

Eo % -\
ik l 2 .. .
massigen Kettenbruchkurve deutlicl’l lassen beziiglich der regel.

erkennen. emen , Diaeonalen Charaktey«

§ 12

A - 3 .
Ppbroximation einer Irrationalzah] durch
rationale Briiche

Durch Variation der Radi

& en i .
Gesetze fiir den Grad der An;ith: der Kreisfigur lassen sich die
. r : :
Werten einer Ietationelleg & o ung herleiten, dje zwischen den

ihren Naherungsbriichen erzielt
minderFigurz(‘sl Fe= )

ne liiclfenlos einfach und teilweise
unendlich viele Kreise.

werden kann. Jede Gerade + —

_\ivo alle Kreise die Ebe
berdecken, schneidet zweifach
Die Ungleichheijt

(58) I

——_-m S aE——
V3 g?

(4

WIT (1 S0, lt von UHEHdIlCh Vv leien ratlonalC.n Bl uChel] (
| O: !23 L
aIS IJ ahel ullg'SbI uc}le des KEttean uChS fuI [{}] elf’ llt )
ulit,

hei ,
cit (58) kann man auch die Gestalt geben: -

(59j ;

( v wgv) gv < —
F L
wona d I €n Za Ielll un n der

60 Niherungsbriiche

- (60) e P

- ist.

' 4ir v unendlich viele Systeme ganzer Zahlen x, y besitzt, fiir welche

die quadratische Form
I

V3
In der ersten Gestalt gibt sic ein Gesetz fiir den Grad der

Approximation einer Irrationellen w durch jene Naherungsbriiche.
Die Schranke 1 in dem erstmals von Lagrange festgestellten Gesetz:

(61) FE—opnyr<L1,

das auf die einfachste Weise Dirichiet mittels der trivialen Tatsache,
dass die Elemente einer aus z - 1 Dingen bestehenden Mehrheit
den Elementen einer Mehrheit von z Dingen nur so zugeordnet
werden konnen, dass wenigstens einem Elemente der letzteren mehr -
als ein Element der ersteren zugeteilt wird, bewiesen - wurde, ist

; 4 ; 1
somit durch die kleinere Schranke {/: ersetzt worden. Das Ge-
3

setz (58) hat Hermite ) aufgestellt, indem er den Zusammenhang
wahrte, in welchem die Betrachtungen iiber das relative Minimum
der bindren quadratischen Formen mit deren Reduktion stehen.
Der Ausdruck

(x —wy)y

ist eine unbestimmte Form, fiir welche die nach Hermite ihr zu-

!geordnete positive Form diec Gestalt

(& pig)® L= A0 %
hat, wobei A als stetig veranderlicher Parameter auftritt und in
unserer Figur mit der Ordinate cines auf der Geraden x — w gegen
die reelle Axe wandernden Punktes als Reprisentant dieser Form
iibereinstimmt.

Eine einfache Ueberlegung auf Grund der Figur lisst uns den
Satz von Hermite, nach welchem es unendlich viele rationale

Briiche 2y gibt, die der Ungleichheit (58) geniigen, noch scharfer

Iy

1) Journ. f. Math, 41: «Introduction des variables continues dans la théorie des
nombres ».
Bachmann: Arithm. d. quadr, Formen I Kap. II. No. 14.

.

61




fass
L . ; o
erkleinern wir die Kreisradien, geben wi 1
I also d 3
cm

Parameter ¢ in

(62) S
e

SO tritt néch

2 w. wind
aber immer noch unendlich viele Krei Jede Gerade
reis

(63) ‘*-—w!< ;

g nuge L‘Ie]e iatIO aie Iru e — d(:,‘I [J gle !l t
(= n unelldhch » o] dle nh I lCh €1

E—wy)y < —

Hermzte'sche Schranke ! ; t
—— 15t v 1 ‘
7 erkleinert worden zu - und damit
> 1

das Nih o
frungsgesetz noch schirfer efasst
=] 4

¢ ag "Obel 2<a <2 4o, e kiei

1 =
Wir d Ste tS n()Ch UIleIIdllCh V leie LOSUI] cn p beSltzen
g ) .

LU I ira, €n uns
f g . bel WeICllﬁ‘]n_ \\'elt o u
kallll man eIStIIlalS auf €iner GEIadeil I =uw gegell d]e lee]le JL}(e
5 n t }‘
d ng n,
n (iaS OC()“ cre I{I C1SS Ste]n emadri (S S()daSS nur Cl‘ldIlCh HCIC

Kreise oy
getroffen ;
R A0, Stwlerden: Ist dies an einer Stell .
s elle w ist vertspa) Ha e elle o moglich, so
~dasalgiics,

nd an welcher Stelle

Dfi Znetz . e f;tel]e ]lels I T }t ‘é SUTANT L7 wenn (l s
z o E
[1}] S ECVIE a! ?g lfk
S t 1

+ = o P, e =
1SS Stenl 7 k
I(Ie S 2 cmen Odel nur €ine end

62 i

" gtelle an keinen Kreis mehr trifft bis zu

\ recllen Axe.

liche Anzahl der Kreise K (»j-;—) schneidet, also von einer endlichen
m Schnittpunkt w mit der

Der Verlauf der Kettenbruchkurven zeigt uns, dass
5 — 1
(65) W = Rie; T 1,...):ﬁ—H—V52
mit der Teilnennerfolge 1, 1, I, ... eine solche Stelle ist, die erst-
mals, also bei der geringsten Verkleinerung der Radien, vertikal
suginglich wird; und da iquivalente Zahlen in einer Kettenbruch-
entwicklung von einer endlichen Stelle an iibereinstimmen, soO sind

k] ; : gy
—E—?—~ dquivalenten Zahlen bei dicsem Wert «

erkennt man: Je grosser bei einem
bruch der Unterschied zweier
t, desto grosser muss auch «
benso wird eine Stelle

auch alle zu

vertikal zuginglich. Weiter
regelmissigen periodischen Ketten

aufeinander folgenden Teilnenner is
werden, umso kleiner somit die Kreise. E
w=&(; nn b b
mit grossen Teilnennern # weniger gut zuginglich sein als bei
kleinen #, also einen grosseren Wert o beanspruchen, In der Tat
sind nach Markeff1) und Hurwits?) die zu (65) dquivalenten Zahlen
suerst vertikal zuginglich, d. h. die am schlechtesten anndherungs-
fihigen Irrationalzahlen. Ist der Parameter o = V5 (siehe Fig. 28),
so berithrt die Gerade » = ® noch unendlich viele Kreise; bei
der geringsten Verkleinerung hingegen ist diese Stelle vertikal
zuganglich. .
Wir werden im folgenden auf
allgemeinen Satz gelangen, der als Spezi
in sich schliesst.

geometrischem Wege zu einem
alfall die obige Tatsache

£_ und o swei aufeinanderfolgende Naherungs-

In Fig. 29 seien ‘Z,
briiche gerader Ordnung des die quadratisch
stellenden regelmissigen cingliedrig-periodischen Kettenbruches
(66) w==f©; mnmn...) .

1y Math. Annalen Bd. 15, S. 381.
2) Math, Annalen Bd. 39, S. 279--284.

e Irrationelle w dar-




PRSI D il o ] fstJ i i
i, wy angq — (¢ — g9

Wenn nun die Gerade » — ® den Hauptkreis & (%) nicht

schneidet, so ist die Ordinatendifferenz £ der Punkte & und Spositiv;
4. b et cliee ivordion] zuganglichen Stelle muss fiir ajje benach.-
barten Niherungsbriiche gerader Ordnung gelten ;

_ 2299 — (i — 'Y — aye [29—2'0 — 0 (g*— ¢'9)] o

Srigye —__-\_M—’ r AT —

# ag*langq” — (g — 4'3)] g

Der Zahler Z ist positif, wenn
e, b
a> R AT B Ep ey mr Ll B ] ,
M7 =29 —97 — o P—g9]
X=® und da sich der Zentralen-
i | schnittpunkt 77 bej fortschreiten-
B P

- der Kettenbruchentwicklung

! sehr rasch von der gleichen
| Seite her dem Werte o nihert,

B St .

wird
f | 29—2'9 —w(g2— g
9 B b rasch dem Werte Null ay.
b ; ' , streben. Daraus schliessen wir

fir benachbarte Niherungs-
briiche gerader Ordnung

-‘—pi e o —?LZV_ —p— . “*—M—P2V+2
7 Ty 4 Foyta
3 2 C oy mit grossem Index y:

2, 2
2 g =
o« > G2viz— %y
T " Gaye2 gsy

Fig. 30.

Die gleiche Bedingung fliesst aus A7 = 0; ebenso erhalten wir die
nimliche Bezichung, wenn wir die Hauptkreise zu benachbarten
Néherungsbriichen ungerader Ordnung (rechts der Geraden » — )
betrachten. Da diese Ueberlegungen fiir alle Irrationalzahlen «

66

g ] b2 Ch n Tell-
e tw lcklung mlt Ia. tel‘ Olel .e
ei tell del en Ketteilbruch n €n u
ne g n a]. um rei p Il dlSCh n Kett nbl‘uc ( )
nen I # ell(ll c 3 SO Z EINPErio e (> II ¢ I‘ l

aquivalent sind, erhalten wir den
Satz 1: Die Irrvationalstelie
w == 8 (a; @y, dgy gy -+ @r; Wy 1y 7y et

ﬂz m der f; YeLs 230 Uy ',WZZ ¥ S rerren Y g tzkle sugan 126’% wenn
2 (=] < 2 2

2 fE1 92
L ==rlrm RO, T
(69) v>oo "qvi2 9y

zst. : .
Aus der bekannten Beziehung der Kettenbruchlehre iiber benac
u

barte Niherungsnenner :

..—qv
Fyv—1

= (03 Apy A1y Tp—2, - -+ Aoy a]) ’
wobei
w = R (ay; &y Qg A3y + + - W) »
i i ilnennern #:
i r gleichen Teilne
folgt in unserem Fall mit lauter g

F 0T TIRAS § s AT &
Y00 4v+2

L A LS |
Vi A vl 7v+2
lim  Tvvs ol e 0
(70) v>oc g o2

\

Die quadratische Irrationalzahl

V=T b Sl S ) ~yie

erfiillt die Gleichung
w2z —1=0

oder

67



Woraus folgt :

o S A G
.

P e
2
I ] —_—
o S YN V?zz—}—4
P BRI G b
Somit ist nach (70)
ot v =3 ijﬁg___ D @l — 7% LT R
B 9y Do Tyio gv-__ TR Vﬁz + -+
und wi 5
wir erhalten aus (69) als untere Grenze fiir den Paramete
ra
(71) & = lm zz"i:@ Sl BRI
yoroo  Edyyedy T o

Es ergibt sich der

Sats 2: Alle der Irrationalstelle w — Q

Stellen = & (a,; 2y, a4, (0372, my m, ...} Gguivalenten

- Qyy Ry 72, 72 2l 77 ;
e ; t.k v Wy Wy 92, L) Sind in der Kressfigur
it SUTE /
ey rickal suginglich, wenn
: (o e Vng
Zst, T

So ergibt sich fiir » — 1 der
meter o2 ¥ e

Satz von Hurwits mit dem Para-
Fiir die Irrationalzahlen, die dquivalent sind
o = & (0; % Ao e
erhilt m i i 4
an fiir & nach obiger Formel (z = 2) die untere Grenze

a— )8 g

g mit den folgenden Sitz
atzen, deren B 4 #
schen Betrachtungen entnimmt : i B

in Ubereinstimmun
den MarkogF

L. Irrationalsahlen,
dzeselbe Zahl o,

63

welche in dieselbe Klasse. gehoren, mtsp&rzb/zt

2. Fede Irrationalsakl w, mat Ausschiuss der su

_Ij_.zl?_ =RfRa;1,5,1,...)

ﬁgztz'?)dlmz‘m Zahlen, lisst sich durch eine unbegrenste Reithe von

rationalen Briwchen

v (s W . 3 i

3 ’ y v g = -

T 72 73 v

deravt annihern, dass

P2
ik

1

R V:I’Z!Ss"')
Ve 44 (

25t.

§ 13

Rechnerische Bestimmung des Parameters « far
unendliche eingliedrig-periodische Kettenbriiche

Es seien hier einige Zahlenbeispiele zum vorigen Paragraphen
zusammengestellt. Man sieht, dass die rechnerische Ermittlung
des Parameters o wegen der raschen Konvergenz des Ausdrucks

gigwioy g
Tyie— Iy

i gZ\ﬁ+2 gv

Im folgenden Schema sind je zwei benachbarte Niherungsbriiche

sehr rasch zum Grenzwert fiihrt.

2 L Pis gerader (unten) und ungerader Ordnung (oben) durch

v dvaz
Striche miteinander verbunden; der zugehérige Zentralenschnitt-

punkt U:
L DPv+2 Qv+2 — Pv gy
E R 2 2
Tysz — Dy
befindet sich vertikal iiber oder unter dem Endpunkt des wage-
rechten Striches.
69




———————— =

L. Der goldene Schaitt ; :
2 1413

=01, 1.1, ...):‘__————u——l

T _f_ -Ii_l,
T4 — -
Nt = 0,6180340. ..
I .
Néherungsbriiche ;
(£
—_'3 74

i LR o 89 144 233 “ 328
21 34 55 89 144 233 377 610

[ ]

Z

Uy

610 987 1597 2584 4181 6765 10046 17711 28657
987 1597 2584 4181 6765 10946 17711 28657 46368

i
T
Die Zentralenschmttpunkte U, nihern sich von rechts dem Werte ¢,

2
Reihe fiir die Parameterwerte a, = 9v+2 %.

gv + 2 9\1
_i‘—‘—_&im__ﬁi__ﬁg_
ci B rEe 377 2584
=T “_3_?22 e S T 1155
2666 2,29 2,244 2,2372.,

70

676
sy et Va

I g [
P § oy ?; b 34? % ST A 3026
; 2,1 2906 2233030 2 SR RG LY
1!5 ]
17711
g 7920
e s g o e A ST 2, Y3000
46368
N AT
236004 .
I R
. TRy e a1
2+ .
2 4 —
2.
Niherungsbriiche :
A Uy
/12\{70\169 408 985 2378 5741

2 860
3 iy ad s o8¢ gyl - 8731 13
2

\ e e

2

Uy

80782 195025 470832

61
13860 334 1136680

33461 80782 195025 470832

2 (/'6
71




Pa 2
fameterwerte ¢, — M

SASRA G o nR e :; =
2 vezdy

R 2378
o, — 22 A
M =
2
283095 .. 2,828572 . . l —/8=2828
¢ — 20204

fali 08
%_?“2:?‘— oy ::.I_Siﬁ_c_’a LTas32
45 4901 ™ 166465 -

2,20 2,81379.. 2,82799.. 2,828414
3. 0=8(0;333,..)= 13—3

2
Naherungsbriiche
/\ 2
ik I 3 I b
i D o 33 109 360 1189

Wl e e —= 2= 302
3300 B2 3927 U ragE
9 " 300 1189 . 3927 12970 —42_2:':?

7, Uy
2
Parameterwerte ¢, — M
Ldefy
Xy — — = ——
0 ToiTw 3,3

i ;
Lis 99 _316363_

3927
0y — 2
1090 it 3;6027 b
- 42837
— i
g 11880 — 3:6058'. .
o —M?

1 Tasdior 3,60495 . .

a:\/l‘3:3,6055... :\/m

72

—_—

g 0=80;444- - =y 35—z

em——

Niherungsbriiche :

/\

Uy
i, Sy ol kA 1202 5473 23184 982090

(o}

1
R e b S e o R 5473 23184 98209 416020

\dins:

Us

Uy
P o
Parameterwerte «, = fuat 00
4Gy 42 gv
>
%y = % = 4,235 - -
323
o= T2 = 86
P o
% =185 4,47136 ..
416020
= —4,47218 . .
3 03024 4,47
& = 202 gar2s. = Va4 -
§ 14

Unendliche Kettenbriiche, die von einer endlichen
Stelle an nur noch die Teilnenner 1 und 2 haben

Wir haben in den vorigen Paragraphen gesehen, dass unendlich
viele Niherungsbriiche v ger Kettenbriiche w, die von einer ge-
wissen endlichen Stelle a;1 nur noch den Teilnenner 1 haben, der

Bedingung geniigen

2 ety

3



DICSE Lahlell laSSen SlCh a.ISO IlICht delalt al’lnahelﬂ dUlCIl- IﬂthIlal
e

Zahlen, so dass der F. ehler kleiner ist als

I
= 92— . Fiir alle andern

Ilratlollalzalllen Ilt 1"11 cgen dlege JUII!ahe]uﬂ Siahlgkelt.

Ist der Teilnen
. Ner von einer cewi
die du : gewissen Stelle an i { i
. rch diesen Kettenbruch dargestellte Zahl 3 e X
so gilt e Zahl dquivalent V3 — |
(73) Vil
e Lo e
Kommt in ein ' 3
: em Kettenbruch de :
so ist die Diff ; er Teilnenner 3 immer wi
erenz zweier aufeinanderfolgenden N'aiherzv IEdgr V‘;r:
ngsbriiche

iv Py ‘ﬁ: Pyvdvi—py_i gy 1
v Fy—1 R LT R “"1
ORI 7.
v Tv—1 a, P
d. h. Py Py I W
Py Pv—1 R R

und es gib i i
gibt unendlich viele rationale Briiche £ sodass

SRR o
7R

DI&SE btelle lSt bEI [— 3 1C V a. 1C. ledel I;ettcn'
’

(74)

. 5
bI UC]l S0 CIIE] .}&I t SOIIut allIlahel un SI ah.] d!II Cll IIllt cmem

Fehler <. .20 g
e 342
ir betrachten von nu
N an nur noch Zahle
n w, deren Ketten-

bruchentwickl
; ung von einer i ;
Teilnenner 1 und 2 o e gewissen endlichen Stelle a, an die

I
I

(75) e AT R o
a : ‘ N
1+a2+_ ¥ a; + i
P : a .
+av+l_g _;_ﬂ_rm
4 i
«

74

wie die Folge der Teilnenner beschaffen sein muss,
r folgenden Niaherungsbriiche

den Niherungs-

und fragen uns,
damit die Differenz zweier aufeinande
méglichst gross wird. Wir gehen aus von einem gera

bruch %— (siche Fig. 31). Folgt der Teilnenner 1, SO ist der

v
nichstfolgende Naherungsbruch
weit weg von v und die Diffe-

renz
PRl Ly
Ty+1 Gy

ist moglichst gross. Damit ©
selbst moglichst gross wird,
miissen wir jetzt den Teil-
nenner 2 folgen lassen, wonach
der folgende Nzherungsbruch
auch gross wird. Folgt jetzt
wieder der Teilnenner I, SO
wiederholt sich die Betrachtung,
der Niherungswert wird gross
w.s.w. Wir schen, dass die by ;f‘-’—"g
Teilnennerfolge : Pig. 31,
A R UG R R
zu einem w = w, fithrt, das moglichst gross ist. In diesem Falle
ist der Wert v =2, = &(0; 1, 2; 1, 23 A — ]/?_ I.

Umgekehrt fiihrt die Teilnennerfolge nach a

P e R C | B e

su einem Wert » = w,, der moglichst klein ist.

Als zugehoriger Wert x = 7y ergibt sich
o g NS T e
*o 7= ril ', 2

Der Wert » schwankt also bei beliebi
nenner 1 und 2 nach dem Teilnenner ay

_V—?—E:I— und V3 — 1.

gen Verteilungen der Teil-
zwischen den beiden

positiven Werten
75



Wir bilden die Differenz zwischen dem wahren Wert i
W un em

Niherungswert % und erhalten :
¥
o Pv—1 (av = 1’) -}~ Pv—s iR Pv—1 ay _I‘Pv;z
Zv—1 (@ +2) ¢, Pv—1 2y 1 gy_y
d = vt xpvs 2y x

q R RPN P pe
y + quﬁl gv 9y (gv + X gvﬁl)

(76) R L I
2 (i 2 i*;l_) e
x
v

Diese Differenz soll nun einma

’ I . .
klein werden: das gibt uns dan moglichst gross und moglichst

g 3
iy die beiden gesuchten iussersten
erw: a
erte @. Zunichst suchen wir den Grenzwert fiir Z¥=!

Aus i P
v = @y gy + Fy—s2 s

folgt
W
d. Eo
h. i;v—l—>—§—(r—?l):i_,
fern it - e ;
er g;t —q—;“—l< :

Wir erhalten fiir + und _2—1

; die Intervalle:

Tt

2 xS y3 1

i < qv-1
4 g

Die Differenz & ( :
76) ist gross, bei ord
3 I 0
Wert fiir 2v—1 grosstem Wert + und kleinstem
g

Y

; also schliessen wir

3 :
0w gt I Ty
V3i—i +I:*3:t:—i3——1,616oz...

76

Ebenso ergibt sich die kleinste Differenz bei den entgegengesetzten

Werten fiir 2 und i;i Man erhilt
']

6L e b1 =2 V3 = 373205 . . .
V3 —1 AT

Aus dem folgt, dass kein Kettenbruch von dieser Art sich derart

annihern lisst durch rationale Briiche fq—, dass der Fehler kleiner

ist als AR S
+vV3)4
Wir konnen die Grenzen fiir o noch enger bestimmen, indem wir
den Kettenbruch weiter verfolgen als nur bis zu der Stelle, wo
die Teilnenner die Werte 1 und 2 annehmen. Wir erhalten fiir

den grossten Wert, den 57;,1 iiberhaupt annehmen kann nach (70):
v

ZZ‘mA qv—1 == .Q(O; 1
V= OO g
Y

2; 1,2;...az,a1)§J?—l,

?

und fiir den kleinsten Wert

o

B R oy 8T 72, s L ey ) T
¥ = OO gv For .
also gilt

\/3'_1 < Gy—1 <\/€—I
2 dv

Differens d:

gross: klein :
g ik TR S P RO s
P L O RO
- B & A = 3,464...
somit
Vi<alyiz .

Hieraus folgt der

Satz: Alle Irrationalzahlen o, deren regelmipige Kettenbruchent-
wicklungen von einer endlichen Stelle an nur noch die Teilnenner I
und 2 haben, sind vertikal zuginglich fiir

(77) a>y12

3
~
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d. h. 5
wicht mehr derart annéhe?’%ﬂgsffikig durch 3
ratio

nale Briiche 2
: . q

Sodass der Fehler kleiner ist gl¢

\/i}" 972
Beispiel : AT R

WER R, aiig R Sl
B [ i

Naherungsbriiche :

Oy 2 3 11
b sl e e i LS g
YN SR TTTE g 153 418 571 1560 21
41 56 153 209 571 ‘5552—1—3759_}7’?1 29681
N\ 40543

PN S
3

a'.l::_I:i
4

s e 90
3
200

&Ky — L i
4 SR 3,465

g S
gy v AN
" 11704 T 346419...

@ =12 = 3464101 .

o

Kettenbriiche, bei welchen von einer endlichen

Stelle an unendlich oft ein kleinster und ein grosster
Teilnenner vorkommt

1. Der Kettenbruch enthalte nach dem Teil-
nenner a, nur noch die Zahlen 1, 2, 3 in beliebiger

Folge.
w=8R(ay; @, dg, Az -+ Ay} +++ (3,8, 3) v i)
Die Zahl @ ist sicher kleiner als '
w, = R(ay; @1, 2, @35 --- 45 1, 35 L3 5% &)

und grosser als
wy = R(ag; @, Ay, dg, -+~ 3 3 15 Rl ol s
[21 —
Man erhdlt als grosster Wert von & =; = Ao
kleinster Wert 1, = ‘/_21.1;_5,

und als

woraus sich die Grenzen ergeben:

21 ALE
2 <aya,
d. h. alle Kettenbriiche obiger Art sind vertikal zuganglich bei

: 1
Kreisen » < ——
Va1 ¢

2. Kettenbriiche von der Art:

0= R(aq; @y, dgs --- Ay -+ {15 2, By @) A+5)

In analoger Weise erhalten wir

Vz < a3z,

Beispiele:
1. R(o;2,4;2,4;...):\/€-ﬂ2.
i



N aherungsbriiche :
o}

&8 e BId0S0 396 . 8B
T2 97 20 B9’ 198 BT Tghet aaws Lk, 38804

1960” 8721° 10402" 86329’

Werte fiir a:

[~ 4 :£402
3060  — 489949...

__Igo11g8

o — el
5~ 388080 — 489897...
Bt £ W) X R
2

R(O; B | 4 - iy L
Gyt b s N P i L ) = pitis
Niherungsbriiche : N

o
bl gl SO T LG RN V]

I’I’?’q’?_s‘,——,ﬁ’_iiSSIQ 404 22 278

3T 5 4B 523 a1 e 765" sen e

Werte fiir ¢ 554" 4319
280

0:2:?:5,49019 a6:7II37

Y3608 = 54686, —» g — \/:36: 5,4685., ..

3.
R(0;1, 4;1, e \/—87—2,
Werte fiir g
35 bl
al_%—:3,8333... a3:I—I_89

210 — 50619 —a=1/32=75 6568, ..

3- Kettenbriiche vonp der Art:

R(aﬂ; al: dg, '

. <Ry solTaes ve
Bereich von ¢ e SeD

V6o 5%
s T<“<\/60
Beispiele :
i ;
R(O,I,6;I,6;...):\/E T m:\/aa
2. R(;26;2 6.
: 105 )=vVI2 —3 4=y

5 R(0;3, 653, 6;..)=y11 —3 a=vV4s
4- R(0;4r6§4,6;...):\/18 el a:‘/4‘2—
5- R(o;s,s;s,s;...)sts,s__Is AN
6. R(0;6,6,6,...) = yio —3 a=y40 .

4. Allgemeiner Fall:

Kleinster Teilnenner =
Grosster Teilnenner = v

w:R(aO;al,ag,...av;...(u<c<a’<...<~u)...).

Man erhilt den Bereich:

w (e + 4) v(zw—[—4_)
I oy BB

Hieraus folgt der allgemeine

Satz: Alle Zahlen w, bei deren regelmissigen Kettenbruchentwick-
lung von einer endlichen Stelle an unendlich oft ein kleinster Teil-
nenner w wnd unendlich oft ein grosster Teilnenner v vorkommt,
wobei zwischen diesen in beliebiger Vertellung alle maoglichen
Zahlen t (v < ¢ < v) als Teilnenner auftreten konnen, sind in der

Kreisfigur mit v < "0%5 vertikal suganglich, wenn
8 bt v (uv +4)
79 a=y [ 282

15t.

Als Spesialfille erhalten wir:

X, 0 =y ==Y a:\/? j
i z (Hurwitz, Markoff)
2. % — i =2 a—= V8
3. =T a=yntt+4
4. e | a:\/ﬂ(v+4)'

6 Ziillig, Kettenbriiche 81
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§ 16
Merkwiirdige Koinzidenzen in der Kreisfigur

Es seien hier einige beachtenswe
Kreisfigur in kurzer Fassun
Natur und fiihren auf Ide

rte Gesetzmissigkei i

: gkeiten in de
g. c.lftrgelegt; die Beweise sind elementa :
ntitdten (siche Fig. 32), i
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Fig. 32. P 7

A, Koinsidenzen in Straklbiischels :

1. Zentrum: 7

a) Die Strahlen ) .
vom Punkt z nach den rationalen Punkten o

82 5

(r=1,2,3...)der reellen Axe schneiden den Grundkreis A (%)

in den Berithrungspunkten der Kreise & (—:;—) §

In allgemeiner Fassung gilt der 7
Sats: Die Strahlen, ausgehend vom Diametralpunkt von —‘Z—O nach
0
den Beviihrungspunkten der Kreise K (%) mit K (f;)_) , gehen
0

durch ihre Fusspunkte % g

) Die Strahlen vom Punkt 7 nach den Beriihrungspunkten der

O, 1 J 4 g !
Kreise K (7) iy g (”—_l“—l) sind gemeinsame Tagggnten an diese,

sie treffen die reelle Axe in Punkten N gehen durch
: 27 (n-41)

die Umkreismittelpunkte der Kreisbogendreiecke (:z (:) -5

¢) Die Strahlen vom Punkt 7 nach den Diametralpunkten der Punkte

—1- treffen die reelle Axe in den Punkten

7 72—

o
2, Zentrum: T

a) Die Strahlen vom Punkt —(:— nach den Berﬂhrpngspunkten des

Grundkreises & (4?—) mit den Kreisen A (?I?;) gehen durch die

Mittelpunkte der Kreise K (%) und diejenigen nach den Be-

rithrungspunkten mit den Kreisen K (?—I~—-) durch die Beriih-
2n+1

s ’ I i :
rungspunkte der Kreise K (?), 3K (n —}—1) :

Wir wollen in der Folge die Projektionen der Punkte % der

1) s.§ 2,3
83



reellen Axe vom Zentrum 7 aus auf den Grundkreis mit (—?) und
kurz mit Projektion von % bezeichnen.

4) Die Strahlen vom Punkt % nach den Projektionen der Punkte
\Z?z_:T treffen die Umkreismittelpunkte der Kreisbogendreiecke

(s 115

z
3. Zentrum: A

a) Die Strahlen vom Mittelpunkt des Grundkreises nach den Pro-

s, I
Jektionen der Punkte; treffen die reelle Axe in den Punkten 5 i -
n —_—

4} Die Strahlen vom Grundkreismittelpunkt nach den Mittelpunkten
der Kreise &K (

n+z

) treffen die reelle Axe in den Punkten

I+4+2

4. Zentrum: :

| R

Die Strahlen vom Punkt s nach den Beriihrungspunkten der

I
7
I

Kreise X (—) mit dem Grundkreis treffen die reelle Axe in den

Punkten
n

B. Koingidensen auf T angenten.
I. Tangenten des Grundkreises:
'
Die Tangente im Punkte (?Iz—) geht durch den Punkt ?I?; , durch

und durch den Punkt

die Diametralpunkte von — -
7

” -
e A

und
I

s

34

i 'SC,
Die Tangente im Berliht'l]ng‘spunkt ZWeEler Krel
2. .

is 2o i eht durch den Diametral-
welche den Kre1§ K (—%-) beriihren, .g
2o _* | Daraus folgt:

punkt von %—, also durch a0 - 7

L o
i lch J((—) be-

Die Beriihrungspunkte aller Kreise K, K,;1, welche a0
2o

i i i lpunkt von
riihren, liegen auf einem Kreis mit dem Diametralp 5%
j .

. 1
als Mittelpunkt und dem Radius 75

4 7 : unkt von
C. Der Beriilrungspunkt K : (T) mit K (?) als Treffp .

5 Geruden.

I
n
geraden der Punkte:

Im Punkt ())’ des Grundkreises treffen sich die Verbindungs-

' e A Strahl von £ aus
1 z i
; i Zentrale
& 3 PR e YN
S ekl Sekante
3 2 n41
I WLy
4 ’ Tangente in (J
4 ?+ZH+ 2n : n
. - 1 wenn 7z gerade
N 7?2
5" P o ol i wenn #z ungerade.
2 (n? 1)

: . . . 1-
i B i des Halbkreises mit Mitte
Ferner liegt (;) im Schmttpunkt es

I i !
i — —~ mit dem Grundkreis.
punkt in _I— und dem Radius r = ——- mi

85



17
Die Zentraler
| tralen und Tangenten in der Kreisfi
Wir haben in Paragraph 5 den Beriihrun -

‘ Pewezs: Die Zentrale der aufeinanderfolgenden Kreise K;, K;,.
nter K, schneidet nach (25) die reelle Axe im Punkte

[, 2 _gitdsnadsetad,

den Zentralen- u gspunk : ;

-und T BT punkt zweier Kre: oy 1) g.2 2 q'
letzten Abschnitt sej niﬂientensckr},ttpunh Bestirints 4 d_relSe, g 1 (274 1) "+ 29 %
Eigenschaften ganzer Rc-h auf einige merkwiirdige arithmetl?szm e v

4 eihen von Zent 1 i 1Sche '
wiesen. Man be = ntralen und Tan : Ap = 20019
Bei der achte Fig. 32 und Fig. 33. e (81) Ag = zngcf

Beweisfi
iihrung der folgenden Behauptungen nehme
n wir

an, dass irgend ein Kreis &7/ — K (? ’
— k(2

Lieasi ;
\9'0) eriihre; dann wird dieser noch beriihrt von den Krej
' . reis
(79) K=x(Lth) e"
e (z:1,2,3,...)

e ; i
Die Rezhe aufeinander folgender Zentraly
7.

Aufeinand
: erfolgende Zentralen von Kreisen i h
meinsamen Kreis &£ (_p s che alle den ge-

£9) beris
g ) beriihren, schneiden

0 die reelle Axe in

Punkten £, g i
G eren Zihler und Nenner je eine arithmeti i
1. Ordnung bilden, i

(Fig. 33: 2o
86

deren . Di

. Differenzen 2 2

v ek bezw 2 .
0t Triph = 1y g Gy A T S R

einen gro :
gr) grosseren Kreijs X,

5. Die Reihe quastparalleler Zentralen.

Der Kreis K (*gi) werde von Kreisen K', Ky, Ky Ky -+ be-
0
riihrt, die alle einander beriihren. Die Kreise, welche z. B. den

Kreis K; beriihren, seien X, o, K 1, Kigy « - - und zwar beriihre Ao
i=1,23...

die beiden Kreise K; und K;_1.
Wir ziehen nun die Zentralen der Kreise
Kx' ](z v

i=1,23%.. ¥v=012... g
und betrachten die Schnittpunkte mit der reellen Axe. Durch-
wandert ¢ die Zahlenfolge 1, 2, 3, ... und bleibt vy fest, wobei v
einen der Werte 0,1, 2,3, ... annehmen kann, so nennen wir
solche Zentralen quasiparallel in v-ter Lage. Mit dieser Termino-
logie gilt der

¢ 3

Sats: Quasiparallele Zentralen in v-ter Lage unter K (fqi) schneidén
0

die reelle Axe in Punkten »ji, deren Zihler und Nenner je eine

arithmetische Reihe 2. Ordnung bilden mit den Differenzen

(82) AAﬁ:(2V2+8V+6)?OqO
AAg = (2v? + 8v 1 6) 4¢* -
Die Kreise K;y haben Abszissen, deren Zihler und Nenner je eine

SRR R
arithmetische Reihe 1. Ordnung mit den Differenzen

Ap=(-+2)2
8
. Ag=0+2) 4
bilden.

87



Bewess: Jeder Kreis K; (79) wird wiederum beriihrt von den Kreisep

=x (CHVY +i—1{vi)py
O e T ) b=ons

Der Zentralenschnittpunkt ¢ der Kreise &}, &, hat nach (25) die
Abszisse

2 _ [CH2=1]p'g'4- [r2— %] 5, gy 4-[(2-tv) r=21(2'904-201")
gy "L 090 01" %9
= Tl e e Nr—ilg g’
wobei zur Abkiirzung
e “+vz)

gesetzt ist,
Ein fester Wert fiir y ergibt die Schnittpunkte quasiparalleler Zentralen
in y-ter Lage mit der reellen Axe. Wihlt man fiir £=0,1,2,3,...,
so erhilt ‘man bei den Zihlern 2 folgende Glieder in der ersten
Differenzenfolge

ML= 29— 1)y 00+ (5 + 4 4 3) (574, + 20¢)

42 =(3v*+10vL5) 2, %o+ "+ 4v+3) (' g5+ 204"

.................................

woraus die von p', ¢' unabhiingige zweite Differenz
(86) AAp = (2v23+8v +6) 2,¢,
folgt. Ersetzt man im Zahler von (85) p" durch ¢’ und 2, durch ¢,
so erhilt man den Nenner; aus (86) schliessen wir durch diese
Vertauschung auf die zweite Nennerdifferenz

. AAg=(2v2+8v16)qp.
Der Beweis zur Behauptung (83) ergibt sich direkt aus (84).

3. Straklensentralen.

Die Zentralen vom Mittelpunkt eines festen Kreises & (f-i) aus
7o
nach den Beriihrungskreisen schneiden die reelle Axe in Punkten 2

; q’
deren Zihler und Nenner Je eine arithmetische Rejhe 2. Ordnung
bilden mit den Differenzen

Adp = 2p,q

3 090
: ©7) Adg =24, .
88

Der Quotient der Differenze
Kreismittelpunktes.

Bewezs :

n ist gleich der Abszisse des festen

s

. . > .

Dle Zelltlalel‘l de] KIC!SG KD - Az (Z p— 0, I, 2, 3, .
kten

Schllelden dle Ieelle e I den I un

4 (@2—1) pogo 12 (7' G0t 209) :

£ ; ST
7V ¢+ @ — 1

q
woraus die zweiten Differenzen (87) folgen.

(88)

e von Tangenten. ' ‘
L 20 ,us an die Kreise

i 1
Zieht man vom Diametralpunkt?) von oy
i lﬁ—) beriihren, die Tan-
Ky Koy Koy« oo die alle den Kreis K ( do

SO SCll e]de dl s5€e LN e“e AXC mn n te == dCIen
Pu k n 3
11 1 e dl €

L i i ng bilden
hl d Nenner je eine arithmetische Reihe 2. Ordnung
Zahler un
i ifferenzen
mit den Diff o
p— 2
®9) AAg — 4490 -

i Kf: Kz’+1
s: Die Tangente im BeriihrungspunktT B der Kreise
R . ;
f:iy 6:a::h (26) den Tangentenschnittpunkt , Mg
: ; :
2[p' ¢ -2+ I)P0,90+(3+ 1)2_9 %I')*“ 'gofl_ .
(90) £— T e R 2[gig+‘z.r(z. _|- I) q02f+ (22 + g c;). i
' die zwe
d irgeben sich fiir aufeinanderfolgende Werte von 2
araus

Differenzen (89).

B s b e e

1) Vergl. Satz 4. § 5 A
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