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Mannigfaltigkeiten

e Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M™ ist
ein topologischer Raum der lokal zu R"™
homoomorph ist.

— kompakt, orientiert, zusammenhangend.
e Klassifikation der Mannigfaltigkeiten bis auf
Homoomorphismus:
— Flur n=1: Kreis
— Furn = 2: Sphare, Torus, ..., Henkelkorper.

— Fur n > 3: im allgemeinen unmoglich.



Eindeutigskeitfrage

e Ist eine Homotopieaquivalenz f . M™ — N"
von n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten zu
einem Homoomorphismus homotop?

— Furn=1,2: Ja.

— Fur n > 3: im allgemeinen Nein.



Die Vermutung von Poincaré

e Eine Homotopiedquivalenz f : M3 — S3 ist
zUu einem Homoomorphismus homotop.

— 1904 aufgestellt und immer noch

ungelost!
e Satz
(n > 5: Smale, 1960, n = 4. Freedman,
1983)

Eine Homotopiedquivalenz f . M™ — S™ st
zUu einem Homoomorphismus homotop.



Alte Losung der Eindeutigkeitsfrage

e Chirurgietheorie fur n > 5 allgemeingultig.

— Von jetzt an sei n > 5.

e Satz
(Browder, Novikov, Sullivan, Wall, 1970)
Eine Homotopiedquivalenz f . M™ — N"
iIst zu einem Homoomorphismus homotop
genau dann, wenn zwei Hindernisse ver-
schwinden.

e Die 2 Hindernisse der Chirurgietheorie:

1. In der topologischen K-Theorie der
Vektorbundel uber N.

2. In der algebraischen L-Theorie der
quadratischen Formen uber dem
Fundamentalgruppenring Z[m1(N)].

5



Traditionelle Chirurgietheorie

e \Vorteil:

— Geeignet fur Berechnungen.

e Nachteile:

— Unzuganglich.

— Eine komplizierte Mischung von Topolo-
gie und Algebra.

— Ubergang von Homotopiedquivalenz zu
den Hindernissen umstandlich.

— Hindernisse nicht entkoppelt.




Walls Programm

e “The theory of quadratic structures on chain
complexes should provide a simple and sat-
isfactory algebraic version of the whole setup.”

— C. T.C.Wall, Surgery on compact mani-
folds, 1970
e Diese Theorie ist jetzt verfugbar.

— Ranicki, Algebraic L-theory and topo-
logical manifolds, 1992



Der Satz von Siebenmann

Die lokalen Kerngruppen einer Abbildung
f . M — N sind die relativen Homologiegrup-
pen

Kr(z) = Hoy1(f 1) — {z}) (z € N) .

Exakte Folge

- — Kr(2) — He(f(2)) — Hr({z})

— K,_1(x) — ... .
Ki«(x) = 0 fur einen Homodéomorphismus f.

Satz (Siebenmann, 1972)
Eine Homotopieaquivalenz

f:M"— N" mit K«(x) = 0 (z € N)
ist zu einem Homobomorphismus homotop.
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Neue Losung der Eindeutigkeitsfrage

e Das totale Chirurgiehindernis s(f) einer
Homotopieaquivalenz f . M™ — N" ist die
Kobordismusklasse

— der Garbe von Z-Modul-Kettenkomplexen
— mit n-dimensionaler Poincaré-Dualitat
— Uber N

— mit Halmenhomologie Ki(x) (x € N).

e Kobordismus und Poincaré-Dualitat sind rein
algebraisch zu verstehen.

e Satz Eine Homotopiedquivalenz f ist zu
einem Homoomorphismus homotop genau
dann, wenn s(f) = 0.



Poincaré-Dualitat

e Satz (Poincaré, 1895)
Die Homologie und Kohomologie einer kom-
pakten orientierbaren n-dimensionalen Man-
nigfaltigkeit M sind isomorph:

H""(M) 2 H.(M) (r=0,1,2,...) .

e Definition (Browder, 1962)
Ein n-dimensionaler Dualitatsraum X ist ein
Raum mit Isomorphismen:

H" "(X) & H(X) (r=0,1,2,...) .
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Existenzfrage

e Ist ein n-dimensionaler Dualitatsraum X zu
einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
homotopieaquivalent?

— Furn=1,2: Ja.

— Fur n > 3: im allgemeinen Nein.
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Alte Losung der EXxistenzfrage

e Satz
(Browder, Novikov, Sullivan, Wall, 1970)
Ein n-dimensionaler Dualitatsraum X ist zu
einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ho-
motopieaquivalent genau dann, wenn zwei
Hindernisse verschwinden.

e Die 2 Hindernisse (wie zur Eindeutigkeit):

1. In der topologischen K-Theorie der
Vektorbundel uber X.

2. In der algebraischen L-Theorie der
quadratischen Formen uber dem
Fundamentalgruppenring Z[m1(X)].

e Gleiche Vor- und Nachteile wie alte Losung
der Eindeutigkeitsfrage.
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Der Satz von Galewski und Stern

e Die lokalen Kerngruppen K,(x) eines n-dim-
ensionalen Dualitatsraumes X passen in die
exakte Folge

= Kr(z) — H" " ({2}) — Hp (X, X\{z})

— K,_1(x) — ... .
o Ki(x) = 0 flir eine Mannigfaltigkeit.
e Satz (Galewski und Stern, 1977)

Ein Dualitatsraum X mit

K«(x) = 0(x € X) (Homologiemannigfaltigkeit)

ist zu einer Mannigfaltigkeit homotopieaquivalent.
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Neue LoOosung der EXxistenzfrage

e Das totale Chirurgiehindernis s(X) eines n-
dimensionalen Dualitatsraumes X ist die
Kobordismusklasse

— der Garbe von Z-Modul-Kettenkomplexen
— mit (n—1)-dimensionaler Poincaré-Dualitat
— Uber X

— mit Halmenhomologie Ki(x) (x € X).

e Kobordismus und Poincaré-Dualitat sind rein
algebraisch zu verstehen.

e Satz Ein Dualitatsraum X ist zu einer
Mannigfaltigkeit homotopieaquivalent genau
dann, wenn s(X) = 0.
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Quadratische Algebra

o Kettenkomplexe mit den homologischen Eigen-
schaften der Mannigfaltigkeiten und Du-
alitatsraume.

e Ein n-dimensionaler Dualitatskomplex ist ein
Kettenkomplex

d d 5
Cpn —-Ch_1 —-Cph_o — ... —» Cp(dc=0)

mit Isomorphismen

H" "(C) = H(C) (r=0,1,2,...) .

— Verallgemeinerte quadratische Formen.

e Kobordismus von Dualitatskomplexen.
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Lokale und globale Dualitatskomplexe

X = zusammenhangender Raum

e Die globale Chirurgiegruppe Ln(Z[m1(X)])
von Wall ist die Kobordismusgruppe der n-
dimensionalen Dualitatskomplexe von

Z[71(X)]-Moduln.

— Allgemeine Wittgruppe.

e Die lokale Chirurgiegruppe Hy,(X;ILL(Z)) ist
die Kobordismusgruppe der n-dimensionalen
Dualitatskomplexe von Z-Modul-Garben uber

X.

— Allgemeine Homologiegruppe mit
Koeffizienten L. (Z).
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Exakte Folge

e Satz Die lokalen und globalen Chirurgiegrup-
pen sind durch eine exakte Folge verbun-
den

o HA(XL(Z)) > Ln(ZIm (X))
L Su(X) — Hy 1(X:L(Z)) — ... .

e Die Assembly-Abbildung A ist der Ubergang
von lokalen zu globalen Dualitatskomplexen.

e Die Strukturgruppe S, (X) ist die Kobordis-
musgruppe der (n—1)-dimensionalen lokalen
Dualitatskomplexe uber X, die global
trivial sind.
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Die totalen Chirurgiehindernisse

e Eindeutigkeit: das totale Chirurgiehindernis
einer Homotopieaquivalenz f : M"™ — N"™

s(f) € Spp1(N) .

— s(f) ist die Kobordismusklasse des n-
dimensionalen lokalen Dualitatskomplexes
mit den Kerngruppen Ky«(x) (x € N) als
Halmenhomologie, der global trivial ist.

e EXistenz: das totale Chirurgiehindernis eines
n-dimensionalen Dualitatsraumes X

s(X) € Sp(X) .

— s(X) ist die Kobordismusklasse des
(n — 1)-dimensionalen lokalen Dualitats-
komplexes mit den Kerngruppen Ki(x)

(z € X) als Halmhomologie, der global
trivial ist.
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Topologie und Homotopietheorie

e Unterschied zwischen der Topologie von
Mannigfaltigkeiten und der Homotopietheorie

der Dualitatsraume
— Unterschied zwischen den Kobordismus-

theorien der lokalen und globalen Dualitats-
komplexe.

Mannigfaltigkeiten — lokale Dualitat

| |

Dualitatsraume — globale Dualitat

e Umkehrung der Poincaré-Dualitat:
ein Dualitatsraum mit genugend lokaler
Dualitat ist zu einer Mannigfaltigkeit
homotopieaquivalent.
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Die Vermutungen von Novikov und Borel

e Die Vermutung von Novikov uber die Ho-
motopieinvarianz der hoheren Signaturen
ist algebraisch:

— A H«(B7m;L(Z)) — L«(Z[r]) ist rational
injektiv, fur jede Gruppe .

e Die Vermutung von Borel uber die EXis-
tenz und Eindeutigkeit von aspharischen
Mannigfaltigkeiten ist algebraisch:

— A H«(Bm;L(Z)) — L«(Z[r]) ist ein Iso-
morphismus, falls Bm ein Dualitatsraum
Ist.

e Die verschiedenen Losungsmethoden konnen
in Algebra umgesetzt werden:

— Topologie, Geometrie, Analysis (C*-Algebra),
Indexsatze, ... .
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Anwendungsgebiete

Algebraische Berechnungen der L-Gruppen

— Zahlentheorie

Singulare Raume

— algebraische Varietaten

Differentialgeometrie

— hyperbolische Geometrie

Nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten

— kontrollierte Topologie

3- und 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten
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