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Mannigfaltigkeiten

• Eine n-dimensionale MannigfaltigkeitMn ist

ein topologischer Raum der lokal zu Rn

hom�oomorph ist.

{ kompakt, orientiert, zusammenh�angend.

• Klassi�kation der Mannigfaltigkeiten bis auf

Hom�oomorphismus:

{ F�ur n = 1: Kreis

{ F�ur n = 2: Sph�are, Torus, . . . , Henkelk�orper.

{ F�ur n ≥ 3: im allgemeinen unm�oglich.
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Eindeutigskeitfrage

• Ist eine Homotopie�aquivalenz f :Mn→ Nn

von n-dimensionalen Mannigfaltigkeiten zu

einem Hom�oomorphismus homotop?

{ F�ur n = 1,2: Ja.

{ F�ur n ≥ 3: im allgemeinen Nein.
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Die Vermutung von Poincar�e

• Eine Homotopie�aquivalenz f :M3→ S3 ist

zu einem Hom�oomorphismus homotop.

{ 1904 aufgestellt und immer noch

ungel�ost!

• Satz
(n ≥ 5: Smale, 1960, n = 4: Freedman,

1983)

Eine Homotopie�aquivalenz f :Mn→ Sn ist

zu einem Hom�oomorphismus homotop.
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Alte L�osung der Eindeutigkeitsfrage

• Chirurgietheorie f�ur n ≥ 5 allgemeing�ultig.

{ Von jetzt an sei n ≥ 5.

• Satz
(Browder, Novikov, Sullivan, Wall, 1970)

Eine Homotopie�aquivalenz f : Mn → Nn

ist zu einem Hom�oomorphismus homotop

genau dann, wenn zwei Hindernisse ver-

schwinden.

• Die 2 Hindernisse der Chirurgietheorie:

1. In der topologischen K-Theorie der

Vektorb�undel �uber N .

2. In der algebraischen L-Theorie der

quadratischen Formen �uber dem

Fundamentalgruppenring Z[π1(N)].
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Traditionelle Chirurgietheorie

• Vorteil:

{ Geeignet f�ur Berechnungen.

• Nachteile:

{ Unzug�anglich.

{ Eine komplizierte Mischung von Topolo-

gie und Algebra.

{ �Ubergang von Homotopie�aquivalenz zu

den Hindernissen umst�andlich.

{ Hindernisse nicht entkoppelt.
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Walls Programm

• \The theory of quadratic structures on chain
complexes should provide a simple and sat-

isfactory algebraic version of the whole setup."

{ C.T.C.Wall, Surgery on compact mani-

folds, 1970

• Diese Theorie ist jetzt verf�ugbar.

{ Ranicki, Algebraic L-theory and topo-

logical manifolds, 1992
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Der Satz von Siebenmann

• Die lokalen Kerngruppen einer Abbildung

f :M → N sind die relativen Homologiegrup-

pen

Kr(x) = Hr+1(f
−1(x)→ {x}) (x ∈ N) .

• Exakte Folge

· · · → Kr(x)→ Hr(f
−1(x))→ Hr({x})

→ Kr−1(x)→ . . . .

• K∗(x) = 0 f�ur einen Hom�oomorphismus f .

• Satz (Siebenmann, 1972)

Eine Homotopie�aquivalenz

f :Mn→ Nn mit K∗(x) = 0 (x ∈ N)
ist zu einem Hom�oomorphismus homotop.
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Neue L�osung der Eindeutigkeitsfrage

• Das totale Chirurgiehindernis s(f) einer

Homotopie�aquivalenz f : Mn → Nn ist die

Kobordismusklasse

{ der Garbe von Z-Modul-Kettenkomplexen

{ mit n-dimensionaler Poincar�e-Dualit�at

{ �uber N

{ mit Halmenhomologie K∗(x) (x ∈ N).

• Kobordismus und Poincar�e-Dualit�at sind rein

algebraisch zu verstehen.

• Satz Eine Homotopie�aquivalenz f ist zu

einem Hom�oomorphismus homotop genau

dann, wenn s(f) = 0.
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Poincar�e-Dualit�at

• Satz (Poincar�e, 1895)

Die Homologie und Kohomologie einer kom-

pakten orientierbaren n-dimensionalen Man-

nigfaltigkeit M sind isomorph:

Hn−r(M) ∼= Hr(M) (r = 0,1,2, . . . ) .

• De�nition (Browder, 1962)

Ein n-dimensionaler Dualit�atsraumX ist ein

Raum mit Isomorphismen:

Hn−r(X) ∼= Hr(X) (r = 0,1,2, . . . ) .
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Existenzfrage

• Ist ein n-dimensionaler Dualit�atsraum X zu

einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit

homotopie�aquivalent?

{ F�ur n = 1,2: Ja.

{ F�ur n ≥ 3: im allgemeinen Nein.
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Alte L�osung der Existenzfrage

• Satz
(Browder, Novikov, Sullivan, Wall, 1970)

Ein n-dimensionaler Dualit�atsraum X ist zu

einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit ho-

motopie�aquivalent genau dann, wenn zwei

Hindernisse verschwinden.

• Die 2 Hindernisse (wie zur Eindeutigkeit):

1. In der topologischen K-Theorie der

Vektorb�undel �uber X.

2. In der algebraischen L-Theorie der

quadratischen Formen �uber dem

Fundamentalgruppenring Z[π1(X)].

• Gleiche Vor- und Nachteile wie alte L�osung

der Eindeutigkeitsfrage.
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Der Satz von Galewski und Stern

• Die lokalen Kerngruppen Kr(x) eines n-dim-

ensionalen Dualit�atsraumes X passen in die

exakte Folge

· · · → Kr(x)→ Hn−r({x})→ Hr(X,X\{x})
→ Kr−1(x)→ . . . .

• K∗(x) = 0 f�ur eine Mannigfaltigkeit.

• Satz (Galewski und Stern, 1977)

Ein Dualit�atsraum X mit

K∗(x) = 0 (x ∈ X) (Homologiemannigfaltigkeit)

ist zu einer Mannigfaltigkeit homotopie�aquivalent.
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Neue L�osung der Existenzfrage

• Das totale Chirurgiehindernis s(X) eines n-

dimensionalen Dualit�atsraumes X ist die

Kobordismusklasse

{ der Garbe von Z-Modul-Kettenkomplexen

{ mit (n−1)-dimensionaler Poincar�e-Dualit�at

{ �uber X

{ mit Halmenhomologie K∗(x) (x ∈ X).

• Kobordismus und Poincar�e-Dualit�at sind rein

algebraisch zu verstehen.

• Satz Ein Dualit�atsraum X ist zu einer

Mannigfaltigkeit homotopie�aquivalent genau

dann, wenn s(X) = 0.
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Quadratische Algebra

• Kettenkomplexe mit den homologischen Eigen-

schaften der Mannigfaltigkeiten und Du-

alit�atsr�aume.

• Ein n-dimensionaler Dualit�atskomplex ist ein

Kettenkomplex

Cn
d
→ Cn−1

d
→ Cn−2 → . . . → C0 (d

2 = 0)

mit Isomorphismen

Hn−r(C) ∼= Hr(C) (r = 0,1,2, . . . ) .

{ Verallgemeinerte quadratische Formen.

• Kobordismus von Dualit�atskomplexen.
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Lokale und globale Dualit�atskomplexe

X = zusammenh�angender Raum

• Die globale Chirurgiegruppe Ln(Z[π1(X)])
von Wall ist die Kobordismusgruppe der n-

dimensionalen Dualit�atskomplexe von

Z[π1(X)]-Moduln.

{ Allgemeine Wittgruppe.

• Die lokale Chirurgiegruppe Hn(X;L(Z)) ist
die Kobordismusgruppe der n-dimensionalen

Dualit�atskomplexe von Z-Modul-Garben �uber

X.

{ Allgemeine Homologiegruppe mit

Koe�zienten L∗(Z).
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Exakte Folge

• Satz Die lokalen und globalen Chirurgiegrup-

pen sind durch eine exakte Folge verbun-

den

. . . → Hn(X;L(Z))
A
→ Ln(Z[π1(X)])

→ Sn(X) → Hn−1(X;L(Z)) → . . . .

• Die Assembly-Abbildung A ist der �Ubergang

von lokalen zu globalen Dualit�atskomplexen.

• Die Strukturgruppe Sn(X) ist die Kobordis-
musgruppe der (n−1)-dimensionalen lokalen

Dualit�atskomplexe �uber X, die global

trivial sind.
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Die totalen Chirurgiehindernisse

• Eindeutigkeit: das totale Chirurgiehindernis

einer Homotopie�aquivalenz f :Mn→ Nn

s(f) ∈ Sn+1(N) .

{ s(f) ist die Kobordismusklasse des n-

dimensionalen lokalen Dualit�atskomplexes

mit den Kerngruppen K∗(x) (x ∈ N) als
Halmenhomologie, der global trivial ist.

• Existenz: das totale Chirurgiehindernis eines

n-dimensionalen Dualit�atsraumes X

s(X) ∈ Sn(X) .

{ s(X) ist die Kobordismusklasse des

(n−1)-dimensionalen lokalen Dualit�ats-

komplexes mit den Kerngruppen K∗(x)
(x ∈ X) als Halmhomologie, der global

trivial ist.
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Topologie und Homotopietheorie

• Unterschied zwischen der Topologie von

Mannigfaltigkeiten und der Homotopietheorie

der Dualit�atsr�aume

= Unterschied zwischen den Kobordismus-

theorien der lokalen und globalen Dualit�ats-

komplexe.

Mannigfaltigkeiten −→ lokale Dualit�aty yA
Dualit�atsr�aume −→ globale Dualit�at

• Umkehrung der Poincar�e-Dualit�at:

ein Dualit�atsraum mit gen�ugend lokaler

Dualit�at ist zu einer Mannigfaltigkeit

homotopie�aquivalent.
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Die Vermutungen von Novikov und Borel

• Die Vermutung von Novikov �uber die Ho-

motopieinvarianz der h�oheren Signaturen

ist algebraisch:

{ A : H∗(Bπ;L(Z))→ L∗(Z[π]) ist rational
injektiv, f�ur jede Gruppe π.

• Die Vermutung von Borel �uber die Exis-

tenz und Eindeutigkeit von asph�arischen

Mannigfaltigkeiten ist algebraisch:

{ A : H∗(Bπ;L(Z))→ L∗(Z[π]) ist ein Iso-

morphismus, falls Bπ ein Dualit�atsraum

ist.

• Die verschiedenen L�osungsmethoden k�onnen

in Algebra umgesetzt werden:

{ Topologie, Geometrie, Analysis (C∗-Algebra),
Indexs�atze, . . . .
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Anwendungsgebiete

• Algebraische Berechnungen der L-Gruppen

{ Zahlentheorie

• Singul�are R�aume

{ algebraische Variet�aten

• Di�erentialgeometrie

{ hyperbolische Geometrie

• Nicht-kompakte Mannigfaltigkeiten

{ kontrollierte Topologie

• 3- und 4-dimensionale Mannigfaltigkeiten
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