
The birth of the Borel conjecture

In 2005 the EPFZ and the University of Geneva organized a symposium in
the memory of Armand Borel. At this occasion André Haefliger gave a talk to
put in context the letter of May 2, 1953 from Borel to Serre (scan attached at
end) where Borel states the problem which is now called ”Borel Conjecture”.
The key paragraphs in the letter are:

Nomizu a rédigé la généralisation de Matsushima, ce n’est pas dégueulasse
du tout. Il se demandait si cela se généralisait aux groupes résolubles. Hélas
il n’en est rien, comme on le voit en faisant le quotient du groupe G∗ des
déplacements du plan euclidien par un Z + Z formé de translations. On ob-
tient un T 3 évidemment dont la coh. ne peut être celle de l’algèbre de Lie de
G∗, qui étant non abélienne de dim. 3 posséde un H1 de dim. < 3.

Néanmoins tu auras sans doute vu l’abstract oú Mostow annonce que si G1

et G2 sont résolubles, et si G1/H1 et G2/H2 sont compacts et ont des groupes
fondamentaux isomorphes, ils sont homéomorphes. J’ai vu son papier sur la
question, . . . sa démonstration est épouvantable, mais peut être énormément
simplifiée par utilisation de théorm̀es sur les espaces universels, mais il ne sem-
ble pas qu’elle puisse être trivialisée. En fait on tombe sur un pb du genre
suivant : Soient B1 et B2 2 variétés compactes, classifiantes pour un groupe G
(disons discret) et pour toutes les dimensions. Sont-elles homéomorphes? et si
oui, le sont-elles par la projection d’un homomorphisme des espaces universels?
Mostow, par d’astucieux choix de sous-groupes et de récurrences, se ramène
essentiellement au cas oú B1 et B2 sont des tores, et la réponse aux deux ques-
tions précédentes est alors évidemment oui. Dans l’ensemble, son papier est
très intéressant, . . . de très loin le meilleur qu’il ait pondu.

According to Malcev, two nilpotent simply connected groups with isomor-
phic discrete cocompact groups are isomorphic. This is not true if nilpotent
is replaced by solvable, as shown by the example given by Borel in paragraph
1. Borel told Haefliger that he had shown Mostow this counterexample. No-
mizu had shown that the real cohomology of the quotient of a simply connected
nilpotent Lie group G by a cocompact discrete subgroup is isomorphic to the
cohomology of the Lie algebra of G.

I am grateful to Dominique Borel for permission to reproduce her father’s
letter, and to André Haefliger for supplying the additional information.

Andrew Ranicki, 22nd September, 2016
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